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INTRODUCTION
'mîtes les notions, dont l'ensemble a reçu le nom de philosophie, doivent
leur origine à ces deux penchans irrésistibles dont le créateur a doué nôtre ame: celui de généraliser nos idées et nos connaissances, et celui d'approfon. dir la cause de chaque elTet. L'un et l'autre ont été abusés par l'homme, ainsi que tout ce qu'il a reçu des mains bienfaisantes de la nature, sans' cepen> dant pouvoir entièrement déjouer ses desseins. Le dernier penchant a conduit les hommes aux plus importantes découvertes physiques; mais son abus, et la manie d'expliquer des cil’ets, avant que l’on en eût une connaissance solide, firent naître ces innombrables systèmes et hypothèses qui ont,
peut-être, retardé les progrès des sciences plus qu'aucune autre chose. On peut dire sans la moindre partialité, que l'astronomie a moins de reproches à se faire sur ce point, que les autres sciences. On n'a fait des hypothèses en astronomie, que pour faciliter le calcul, ou pour donner aux observations
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uns direction convenable. L'asironcmie rationnelle était enliiremenl achevée, avant qu’on sonj^eât à l’aslrononiie phy^ii/iie, et celle-ci était, duiis toute son étendue, le résultat de la première: on connaissait pai faitemeiit les niouvemens des coips célestes, avant qu'on entreprît de les e.xpliquer; et celte connaissance, ainsi que l’ordre parfait de ces mouvemens, qu’elle faisait voir, fut la cause qui força les asironoircs de songer ii une explication physique.
Lorsque le philosophe a fait la revue de toute la richesse d'observations anciennes et modernes, dont les deux pieniiers loines de cet ouvrage oITrenl les résultats; quand à travers le labyrinthe des mouvemens planétaires, il est parvenu à In connaissance du mécanisme de cette grande machine, et qu'il s'aperçoit euBn, que tous ces mouvemens qui parnissent si compliqués, et qui se présentent sous tant de formes, se font siiitanl une seule règle simple et générale; alors il ne lui reste qu'un besoin, d'autant plus pressant, quo. c'est le dernier. (Quelle est la cause e/licicnle de ce mouvement uniforme? Quelle force porto celle infinité de corps immenses, à obéir à la mémo . loi, sans s'écarter jamais des orbites qui leur ont été piescriles? Quel est le dernier ressort qui met en mouvement le rouage de celle machineT
Rien n'est plus naturel que ce passage à l'astronomie physique. Il est probable qu'elle n'exislerail pas sans la théorie Keplérienne qui découvrit la loi simple et générale des mouvemens célestes: on peut au moins rrganler l’age de Ke-flee comme l'époque de l'oiigine de celte science. Comment aurail-on pu penser à chercher, par les principes des malliémaliques et de , la physique, la cause de phénomènes, dans lesquels un n’aperçut aucun dessein déterminé, aucun ordre géométrique? N’aurail-il pas valu mieux allribuer ces mouvemens sans bût et sans ordre, au pur hazard qui les laisse exister, jusqu'à ce qu’ils se détruisent eux-mêmes? Il est vrai que les philosophes grecs ont proposé des questions qui semblent appartenir à fasironomie physique; mais, sans avoir en vue une théorie géométrique des lois du mouvement, ils s'égaraient dans un labyrinthe d’hypotlièses métapliysiquea qui, dans le fond, n’ont rien de commun avec la physique. Au lieu de chercher une simple force mouvante, ils franchirent les bornes que nous devons mcllre à nos recherches , ils projellaient des plans d'après lesquels l’u-
IN TRODUCTtON
nircrs dorait èlre produit, et tâchaient de pénétrer l’cisence des premiers éléiiiens ou atomes qui devaient le composer. Une philosophie plus solide, et une connaissance plus parfaite du système du monde, lit disparaître ces rêveries; et peu de tems après que Copernic eut découvert le vrai système, on commença h faire des recherches sur la partie physique ou mécanique des mouvemens célestes. Uastronomie phjrslifue est une de ces sciences qui doivent leur existence au- dix-septième siècle, si riche en découvertes, et qui font le plus grand honneur à l'esprit humain. Elle a produit les plus grandes découvertes, et même la science eulièie de la dynamique. Jamais peut-être l'esprit humain ne s'est montré plus grand, que lorsqu'il développa les premières propriétés essentielles de la matière; lorsqu'il remonta h la première source de cette variété infinie de mouvemens que la nature présente aux êtres pensans; lorsqu’il décbitFra l’essence de ces suLislancrs intellectuelles qui, selon lesanciehs, conduisent cliaque planète dans son orbtie curviligne, et la retiennent dans une distance convenable au soleil; lorsqu’il osa concevoir des êtres invisibles cl jamais conçus; lorsque, sans se perdre dans des s|)écDlalions métaphysiques sur la nature des forets, il les soumit aux
mesures géométriques les plus exactes, comme si c’étaient des corps, et rédui-
sit les luis de leurs actions en un système qui, par rapport h la solidité et l'étendue, n’est point intérieur aux autres sciences mathématiques; en un mot, lorsque Ncwtox entra dans sa brillante carrière.
Il était aisé de prévoir, que les premières hypothèses physiques seraient aussi peu satisfaisantes que celles de l’astronomie ralionuelle, et que l’on raffinerait longlems, avant de revenir à l'hypothèse la plus simple; cependant les choses allèrent beaucoup plus vite dans l’astronomie physique. Dis Cartes est sans doute le premier qui ait composé un système complet, pour expliquer te mécanisme des mouvemens célestes; mais il lui manque cette simplicité, dont la nature ne s'écarte jamais, et les connaissances astronomiques plus exactes ont brisé les tourbillons Cartésiens depuis longtems. Plusieurs ans auparavant Kepler émit des idées relativement à l'astronomie physique, qui sont peu dilTcrentes de celles qui font encore aujourd’hui la basa de cetle science; et il parait qu’on n’a pas assés reconnu les mérites que
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ce grand génie a aussi de celle partie de l'aslrononûe. On trouvera dans la auile de ce livre, piusicuis passages de ses ouvrages, qui pouvaient aisément conduire un génie tel que Newton à ses sublimes idées. On peut dire, sans être injuste, que Newton a été instruit par Kepler, non -seulement parce qu'il a déduit toute sa théorie, comme une conséquence immédiate, des lois de Kepler, sans lesquelles celte théorie nexislerait pas, mais encore à cause de ces passages si clairs et si solides, que Newton ne les aurait pas désavoués. Les connaisseurs ne penseront pas, que cette remarque soit préjudiciable au mérite de Newton. Il y a toute apparence, que Kepler lui-même aurait tiré de ses propres découvertes , toutes les conclusions de Newton, si cela n'avait exigé encore beaucoup d'autres déc'ouvertes mathématiques qui, en partie, lurent faites peu de tems avant Newton, mais principalement par lui-méme. Connaissant profondemenl toutes les observations astronomiques et toutes les découvertes des grands géomètres de 'son tenu , animé par un çénie ardent, éclairé par une saine philosophie, et libre de la manie de faire des hypothèses, Newton fraya lui-même la roule, dans laquelle il a fait une suite de découvertes, dont une seule aurait immortalisé son nom. I.a théorie Ne^vtomenne fut bientôt reconnue de tous les astronomes pour une vérité démontrée, et les recherches et calculs astronomiques les plus imporlans depuis Newton , ne sont qu'une application de cette théorie à un cas particulier. Vaitronomic physique est le système des découvertes de Newton.
Les premières propriétés fondamenlaies de la matière, et les lois générales des forces mouvantes, spécialement des forces centrales qui sont la base de l'astronomie physique, auraient pu être supposées ici. Mais pour que ce tome ne fût pas un fragment, mais on traité complet , il était nécessaire de liiire précéder les premiers principes des mouixmtns de transfulion et de rolu/ion (Lie. /. et /jV. ly. Chap, I. a. 3.). Au moyen de ces principes , Newton conclut de ta théorie Keplérienne des mouvemens planélaises, l’existence d'une jbree centrule, dirigée vers le scdtil, et la loi suivant laquelle celte force agit à diÿèrcntes distances (Liv~ II. Ch~ i.). Cette loi étant connue, les mouvemens des planètes suivant les lois de Kepler en étaient une suite nécessaire , et la force qui relient éternellement IcspUaêtes dans leurs orbites, était décou-
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Tei'ie (Liy. TL Ch. a.'. Il ëtail naturel, d’appliquer cei raUonnemen» austi aux sjstcmc» de» salelliles, où les lois de Kepler sont également exécutées, et d'étendre la lui de la Ibrre centrale à des distances quelconques, parce qu'on ne conçoit pas, pourquoi elle ne serait active qu'à de certaines distances. (i'est ainsi que Newton découvrit, que Saturne, Jupiter, et la terre, sont doués d’une force centrale, semblable à celle du soleilj que celte force centrale de la terre est la même que celle qui, à sa suiface, est appellée gn.rité ou fyesuutcur; el (jue la force centrale, ou XuUraction est une propriéli comninne à' lotit ce qui es! niaU'nel, et par conséquent proportionnelle a la masse {IjW III. Ch. t.'. Il en résulte quelques petites corrections de la théorie Kcpléiienne du mouvement elliptique des planâtes autour du soleil, supposé immobile au fo^er, quand -même il n'y aurait pas«d'aulres corps (/ac. IJI. Ch. 3. I.). Le rapport qui existe entre la force centrale et la masse, donne des éclaircissomens Itès-imporlans relativement à la valeur intrinsèque^ ou aux densites et masses îles corps qui composent notre système solaire (Ijy. III. Ch. 4-1- Celle découverte de l’attraction ou de la pesanteur universelle n’élait rien moins qu’une spéculation inutile, et Newton lui-mcme montra les conséquences importantes que l'on peut en déduire; comme la détermination de VopUitisscment de la terre (IJr. II''. Ch. 7.I, l’explication de la pricession des 'Iquinoxrs {IJc. IV. Ch. 6.>, et des perturbations des corps célestes {Liv. T'.). Celte partie a été le moins approfondie par Newton, et le plus enrichie par les travaux des astronomes el analystes modernes, principalement par les recherches sur la libration de la lune {Lia. IP". Ch. 5.), aur les perturbations de Jupiter et Saturne (JJ*, y. Ch. 5.6.7.), théorie delà lune (IJv. y. Ch. 8.), celle des soù'//i'/cs de Jupiter (IJv. y. Ch. 9.), et sur les titangemens de Pélat du système solaire en général (Uv. y. Ch. 10.).
CHAPITRE PREMIER
Notions générales du mouvement et des forces. T . •
5. I. J-'a r.olion générale de ce que nous appelons corps, est une des plus simples cl des premières qui se forment dans nôtre ame: une longue suite de lems, des eiïorls pénibles, et un heureux développement de nos facultés les plus seciëles, étalent nécessaires, pour que nôtre esprit pût franchir l'abyme invisible qui sépare le monde matériel du monde intellectuel, et tourner son attention des objets extérieurs à son intérieur. Cependant cette idée n’est pas loul-è-fail simple; car quiconque combine une idée distincte avec le mot corps, en met l'essentiel dans les deux propriétés suivantes, dont chacune peut être régardée comme le résultat d'un de nos sens principaux, l'organe de la vue et celui du toucher: ces propriétés sont i) •ne certaine grandeur Ou étendue, a) Xmipénetrabililé , qui donne a chaque corps un Heu propre è lui. Le premier point de vue en fait des objets de la géométrie, le second en fait des objets de la dynamique et de la physique: le premier donne l’existence à un être idéal, au corps géométrique proprement dit, et toute la richesse des vérités géométriques en est développée;
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le second fait des corps, ce que l'an entend vulgairement sous ce mot , et il les rend susceptibles des innombrables qualités physiques , dont les vari* étés et les combinaisons composent la nature enliere,
$. 1. Sans ces deux propriétés nous ne pouvons seulement concevoir un corps comme possible. Mais dès que nous rimaginons comme réellement tecis'aiil hors de nous, dès qu’il doit former une partie de la nature, tout ce qui était indéterminé disparaît, et ses rapports h toutes les autres parties de la nature doivent être entièrement déterminés. Le premier, et en faisant
abstraction des qualités physiques, le seul rapport qui doit être déterminé
pour que le corps existe, est le lieu qu’il occupe. Aucun corps ne peut exister, sans occuper un lieu déterminé. Nous lui attribuons donc un cer* tain lieu, dès que nous le regardons comme un être réel. Mais comme tout lieu lui est inditrérent, tant qu'il n'est pas mis en rapport avec d'autres corps, nous sommes, pour ainsi dire, irrésolus sur le lieu qu’il faut lui attribuer: nous le plaçons par la pensée tantôt dans un lieu, tantôt dans un autre, nous le transportons ainsi d'un lieu dans un autre; et voiUk la première idée du mouvenieiti. Comme toutes les parties de l'espace immen.se sont indifférentes, il n'y. a aucune raison, pour que ce transport du corps, formé dans notre imagination, Suisse. Nous pouvons nous Sgurer les corps en mourement, aussi bien qu'en repos; mais ces deux cas renferment une inSnité d'autres cas. Les lieux du repos, ainsi que les directions et vitesses du mouvement, sont innombrables; cependant le corps ne peut avoir qu'une seule de toutes ces modificalions. Ce labyrinthe immense effraye l'cspril humain; l’inslinct de découvrir la cause de chai|ue effet, le porte à chercher la déicnuitialiun du repos ou du mouvemenl du corps dans un état précédent ; mais il se voit toujours également éloigné de l’issue de ce labyrinthe, et ne trouve rien dans le corps même, qui puisse le déterminer plutôt à un étal qu’è l’autre; jusqu’à ce qu’eutin il est conduit ici, comme partout, au commencement de son existence, et à l’idée d'un être tout-puissant qui créa le corps, ■nais qui ne pouvait le créer, tans déterminer en même tems sa manière d'étre, ton lieu, ton repos ou son mouvemenl. Il ne peut plus se figurer aucun corps , sans voir U main qui le reposa tranquillement dans un lieu
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J^espare absolu, ou le lança daui l’univers aveu une vitesse mesurée, et suivant une direction déterminée. Par IK l'étal du corps est déterminé pour l’éleruité, tant qu'on fait abslraclion de sa liaison avec d'autres corps. Il n’/ a rien qui puisse troubler son repos, ou altérer la direction et la vitesse de son mouvement. Nous ne pouvons concevoir le corps, qu'en repos ou dans un mouvement déleniiiné; et tant que son premier état n’est pas dérangé par des causes étrangères, le rrpos sera éternel, et le mouvement uni- Jorme et rccliTgne, c'est à-dire, conservant la vitesse et la direction du mouvement qui lui avait été imprimé au commencement de son existence. Ces deux ras ou états sont également possibles, également conformes à la nature du corps: qu'il soit en repos ou en mouvement, qu’il se meuve suivant celle direction ou une autre, avec telle vitesse ou une autre; c’est ce dont on ne peut trouver la source que dans une cause externe qui lui a communiqué ce repos ou ce mouvement. Mais dans tout cas il conservera éternellement 1e repos ou le mouvement qui lui a été imprimé, sans changer de direction ou de vitesse, tant qu'il ne survient une nouvelle cause externe qui agit sur lui (').
C'est à peu près de cette manière, que l’on est parvenu à découvrir 'U troisième propriété essentielle des corps, qui est connue sous le nom d'inertie, et à laquelle on a souvent donné le nom peu convenable de la Jorce d'inertie (vis inertitr). Toute la mé.caniifue et dynamirpie est fondée sur elle; et l'idée même des Jbrtes mouvantes se ré. luit üiialement au principe ou à la loi d'inertie, qui peut être exprimée de cette maniéré: «L’état
■ dans lequel se trouve un corps, soit repos soit mouvement, et toute alté-
■ ration de cct étal, soit le passage du repos au mouvement et rcciproque-
■ ment, soit un changement de direction ou de vitesse, ne petit pas être l’eftet
(ij U J « (Iri pcrsiinnrs, i (|ui 1m cmtliou •tidti du hiout4*mf‘ni iiuil'.:ruir nrpiiuit pat de lanirma dvrlenre, que celle du tepiH; maii rrlui qui doute de la prcnitltre« eu obli;<^ de nier en uicme tenu 11 posaUtUilê du niijuvenient unifurme en géDvf il. Le coqia, saqiirl un certain m'iuvctncni fui runiiiiuniqué au conimcncrnirnl de um cxtUcDce s duil le roniinucr au moîni pend^ni quelque l-’raa car autremeni U eerail trirertÎTenient en repoi, parce qu'auenn mourcmrol B'.‘ petit exister tans durée* qurlque petite qu'elle loil. Mais aiurs il peut durer tout auiai bi^n «lemeUcmcnt: car on Dr ci>n^nit paa, pourquoi le corpi perdrait suo mouTemenl , aprèl l’avoix camenré peudaal quelque leoiiÿ & œeîju que dee eeuie* extcroei Q*a|^is*eai tur lui.
• du corps mArae, ‘pour lequel toutes tes conditions sont indifTdrentes, mais
• d'une cause étrangère qui a agi sur le corpsi Chaque nouvelle altération
• suppose une nouvelle action; une altération continuelle suppose donc une
• action non •interrompue, ou renouvelée dans chaque instant”. Cest ainsi
que se forme l'idée des forces, qui ne suppose que l'application du principe d'inertie, modifiée de nouveau dans chaque instant. Lorsqu'un corps change de direction ou de vitesse, il faut qu’il ait reçu dans ce moment une nou> Telle impulsions et si ce changement se fait sans interruption suivant la loi de continuité, par ex. si le corps parcourt une ligne courbe, il faut néres» sairemsnt supposer des fane* qui agissent de même suivant la loi de continuité , et qui le nécessitent à changer son mouvement dans chaque instant: la loi de ce changement servira donc à déterminer les forces qui le produisent. ^ •
’ $. 3. Chaque nouvelle im'pulsion communiquera donc au corps une
nouvelle vitesse et direction, qu'il conservera d'après le même principe, aussi . longtems qu'il n'est pas exposé h l’action d’une nouvelle cauae étrangère: son mouvement après l’impulsion serg également uniforme et rectiligne, mais plus ou moins vite que le précédent, et suivant une autre direction, conforroémçnt è celle de l'impulsion. Sa route sera détournée par chaque nouveile impulsion : elle sera donc une ligne hriséo, lorsque les impulsions suc- •cèdent i'une è l'autre par des intervalles finis, et une ligne courbe, si ces intervalles sont infiniment petits, ensorle qu'il se fait une nouvelle impression dans chaque instant. Une pareille impulsion non interrompue, mais continuée suivant la loi i)e continuité, est ce que l'on appelle force. La courbe que* décrit un corps sollicité par des forces, se forme simplement suivant la loi d'inertie, comme lé mouvement uniforme, avec cette dilTérence que cette los doit être autrement appliquée dans chaque instant: car l’essentiel de l'inertie est que le corps est susceptible de chaque impression, et qu'il s’approprie chaque mouvement qui lui est communiqué par ,une impulsion quelconque, parce que chaque état de repos ou de mouvement lui est indifférent. 11 en est de même de la vitesse. Chacun de ses changemens est ■ d'une grandeur, on finie, ou évanouissante suivant la loi de continuité; U
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vilcsse peut donc #lre rpptësrniée par les inclinaisuns d'une li(tne brisée o« cuuihe, selon que les intervalles des impulsions sont finis ou infinimeiil petits, selon que l’unifoimilé du mouvement est aliéide par des impulsions proprement dites ou par des forces; mais tous les deux cas résultent du même prinripe d'inertie. Cest précisément de la même manière, qu’en géoméliie la naissance des courbes est e.xpliquëe par la roule qu’un point parcourt.
La pidpusiiioD que la courbe a, dans chaque point, la diiection de sa tangente, est .équivalente au prinripe d'inertie. Tous les principes de la mécanique, et toutes les formules élémentaires du mouvement accéléré, sont fondés sur la supposition qu'un peut traiter de la même manière, les lignes quq décrivent les corps sollicités par des forces, et que celles-ci ne sont autre chose que des impulsions réitérées une infinité de fois sans intervalles assignab'cs, ensurte que la vitesse et la direction des corps sont conformes à la loi condiiiiée il’inertie et de continuité.
$. 4' cette maniéré on se fera une idée distiacte des ditTérentes espères de lurccs. Les impulsions innombrables dont une force est composée, ’ peuvent être toutes de même grandeur., ou elles deviennent plus fortes ou plus faibles: d'où il résulté des forces constaiilcs ou fonnUes. La direction des impulsions donne encore un point de vue, sous lequel on peut diviser les forces en dilTércnles espèces, dont la plus importante renferme celles qui sont consianiDieiit dirigées vers te même point qui est appelé centre des forces. Ces forces centrohs sont le fondement de toute faslronomie physique, il est donc nécessaire de s'en faire une idée bien distincte. I.a ptsanicur, on la pression et la chute des corps graves a sans doute donné la première idée de celle (spèce de forces. Lorsque nous apercevons que tous les borps, dans . quelque lieu de la terre qu'ils se trouvent, ‘parcourent, s'ils ne sont pas arrêtés, le plus court chemin ou la ligne perpendiculaire à la êuilace de la lerie; quand nôtre main qui les empêche de tomber, sent la piession qu'ils exeicent suivant celte direction; et que noua nous rappelons, que la terra est nnc'sphère: nous comprenons, que toutes les directions des corps lom.bans se rencontrent au centre de la terre, que par conséquent la pesanteur est une force constamment dirigée vers le centre de 1a terre, ou une force
centrale. Elle est un phénomène, dont l'explication physique serait apparemment de peu d’utilité pour nous. Il nous suQlt de savoir, qu'il 'y a une lorce qui pousse ou qui tin tous les corps vers le centre do la terre. Chacun est le maître de choisir celle de ces deux images ou dënuihinations, qui lui parait la plus claire;' mais il ne "faut pas oublier,' que les mots, lin-r ou pousser, ■e sont pas des explications ou des hypothèses, mais seulement des termes employés pour abréger. Au lieu de s'égarer dans des spéculations sur la véritable nature ou cause de cette force, au lieu «l'imaginer une nouvelle force ou impulsion qui produit le phénomène de la force centrale, on fera Aiicux de tâcher de découvrir les lois, suivant lesquelles elle agit, pour pouvoir les employer, lorsqu'on apercevra encore d'autres forces centrales dans la nature.
§. 5. S'il est permis de regarder la force centrale comme une attraction, seulement pour indiquer sa direction; le corps attirant ou le centre des forces , et le corps attiré seront ce qui, dans la théorie des machines , est appelé puissance, el' poids ou masse; relativement è la pesanteur, le poids est. le corps tombant, la puissance est le centre de la terre. Il se présente ici une grande ditférence entre les forces, qui ne résulte pas de leur nature, mais des ditl'érens sens, que nous attribuons au mot force. La plupart des forces que nous connaissons, sont d’une grandeur déterminée, et l'effet qu'el-'* les produisent, ne peut, aller au delà d'une certaine mesure. Il s'en suit nécessairement, que de pareilles forces communiqueront à un plus grand poids, ou à une plus grande .masse , un mouvement moins rapide, qu'à une petite masse: on ne peut donc pas déterminer la vitesse ou Vaccélération qui est communiquée à la masse, sans connaître celle-ci aussi bien que la force. Afin que la masse soit transportée avec une certaine vitesse, il faut que la même vitesse soit communiquée à chaque molécule de la masse. Or la quantité de la force étant déterminée, elle doit être distribuée à toutes les molécules uniformément, ou proportionnellement à leurs masses: la force doit être partagée en autant de porlioiis égales, que la masse renferme de molécules,' ou en autant de portions, que Iq masse contient de parties égales à celle que l'on a prise pour unité des masses. Comme la nature du mouvement suppose uécesMiiement, que la force exerce une action égale sur chacune des
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molécules qui participent au mouvement; il est clair, que son action sur la masse entière, 'ou faccéléraition, sera, d’autant plus petite, que le nombre des molécules, ou la massp est plus grande: donc, pour trouver l'elTet que la force exerce sur une masse’ donnée, il faut la diviser par la masse; c'est-à-dire, les accélérations ou vitesses, communiquées par des forces égalés à différentes mas* ses, sont en raison inverse des m.isses. Nommant donc P la force, M la masse
mise en mouvement, son accélération pourra être exprimée par — ; en sorte
qu’en désignant une autre force et une autre masse par et m, le rapport
des accélérations sera ~ zz P m ; p M ; c'est-à-dire, en nommant 9^ et
la force et la masse, qui sont les unités par lesquelles on exprime toutes
les forces et masses, les accélérations seront comme les nombres
.. ^ P fll '3);* ÿ SOI*
chacun.de ces quatre facteurs étant un nombre. On appelle — ou P la quan-
tité absolue de la force, ou la force absolue, et ^ la mesure de l’accélé*
ration relativement à la masse M, ou la force accélératrice, c’esl-à*dire, celle
qui produit du mouvement ou qui communique une certaine vitese.
§. 6. L’e0et d’une force est le mouvement qu’elle produit, ou qu’elle tend à produire, si .le mouvement est arrêté par quelque obstacle; et cette tendance se fait sentir par rine pression. Celte pression, par laquelle les forces deviennent sensibles à l’organe do toucher, ainsi qu’à celui de la vue . par la vitesse communiquée, nous donne, de ce quç l’on appelle force. In notion la plus simple que nous enjiurotts peut-être jamais: elle constitue, la grandeur absolue de la force, et personne n'bésitera à regarder, une force-^ comme deux fois plus grande, si elle exerce une pression deux fois plus ' forte, qu’une autre; elle est donc ce que nous avons nommé P ($. 5.). Cette pression est invariablement la même, tant que Ip force P ne change pas, quelle que soit' lu grandeur de là masse M; mais dans une plus grande masse, la pression se distribue sur un plus grand nombre d’élémens; chacun de CM élémens éprouvera donc une pression d’autant plus faible qui , n’étank autre chose que la tendance à produire du mouvement, communiquera à clia* que élément, et par conséquent à la masse entière, un mouvement d’autant plus lent, l’accélération sera d’autant plus petite; elle sera donc proportionnelle'
la iàaelioa — . La pression est propremunl la mesure des forces. Mai*
comme il est difficile de la réduire à une mesuie déterminée, on a éié obligé de se servir d’un autre elfet des tbicei, lequel, étant une suite immédiate de la pression, frappe cependant un autre de nos sens, dont les sensations _ sunt plus aisées à mesurer, que celles du toucher. Ln effet, la pression n’étant aXitre chose que l’action de la force, qui est arrêtée par un obstacle, et par-lk rendue sensible au toucher, il est clair, que l’effet qui a lieu, lorsque l'obstacle est enlevé, doit être proportionnel à la pression, et qu'en con- •équence il peut être employé au lieu d'elle, pour mesurer les forces. Or l’eflel qui a lieu, quand l'obstacle est levé, est le mouvement de la masse, dont la quantité est déterminée par l’espace qu’elle parcourt dans un certain lems^ ou si l'on veut, dans le premier instant. Deux forces P, fl, qui font parcourir à des masses égales, des espaces égaux durant un certain tems, sont égales, parce que leurs effets étant les mêmes, ils le 'seront encore, lorsqu'étunt arrêtés par un obstacle, ^Is ne feront seulir qu'une pression. Or
on psot considérer P comme étant composée de n forces égales à — , dont
chacune meut — de la masse M: on aura donc II = P = n . — , c'est-à-dire,
les forces II. — ,-sont en raison de n:i :=M: — , ou des masses auxquelles elles font parcourir les mêmes eipaces dans le même lems. Une force Q qui fait parcourir à la même masse un espace double ou n fois plus grand, sera deux ou n fois plus grande: car elle peut être envisagée comme étant composée de n forces égales, dont chacune, faisant parcourir à la masse l’espace simple, •St égale à la force P, On en Conclura aisément celte proposition générale:* les « forces sont proportionnelles aux espaces qu’elles font parcourir à des masses «égales en lems égaux, ou à leurs accélérations; elles sont aussi proportionnel- «les aux masses, auxquelles elles font parcourir des espaces égaux en lems «égaux*. Soient donc P, U, Q, les forces, G, G, H, les espaêes parcourus dans le même tems en vertu de ces forces, et M, N, M, les manses qui sont sollicitées par les forces P, II, Q: cela posé on aura P:II::M:N, et P:V::G:H,d’où il suit, H :Q ! : N . G : M. H : : ^ et ^ ^ : G : H. Les forces ou les pressions sont donc proportionnelles aux pioduits de la masse par l’espace parcouru ; et les forces accéléiatrices sout proporliunuelles à ces espaces.
ASTRONOMIE PHYSIQÜE • §. 7. On verra bientôt, que les vitesses sont en'raison des espaces parcourus dans le mêc.e lems, G, H> il suit donc île In proposition prëcd< dente, que les forces accélératrices sont proportionnelles aux vitesses qu'elles communiquent. Oii a beaucoup disputé, si celle proportionnalité peut èlri démontrée à priori, ou si elle esl une vérité que l'expérience seule nous apprend, une loi de la nature, de l'existence de_ laquelle nous sommes certains, sans pouvoir la démontrer. S'il m’est permis de dire mon avis sur un stijet, sur lequel les plus grands géomètres ont eu dilTérentes opinions, je*
•lirai qu'il m’a toujours paru, qu'il y a quelque mal éntendu dans cette dispute. Il ne s'agit pas du tout ici d'une loi de la nniure, mais de la logique: 1
la question est, quel est le point de vue le plus simple, le plus naturel, sous lequel on peut envisager ce que nous appelons force accélératrice. Il s’agit simplement de la déPnilion de ce mot, comme l'a dit Dalembert ('), et il parait inutile de di.sculer, si celte loi existe réellement dans la nature, ou si les forces sont en eQ'el proportionnelles aux vitesses; car nous ignorons absolument, si les forces en général, telles que nous les concevons, existent hors de notre pensée. Ce que nous appelons force, n'est qu’Cn • êire idéal, uns abstraction, dont nous nous servons, -pour soumettre les lois du mouvement au calcul, nne certaine fonction de l'espace parcouru ou de la vitesse,
' comme les logarithmes le sont de leurs nombres. Nous appelons force, C9 dont le mouvement dépend , comme l’etfet de sa cause.-' ce mot admet donc plusieurs sens, aussi bien que la cause d'nn évènement; et l'on peut envisager les forces sous plusieurs points de vue. Mais comme il esl sûr, que la cause doit être proportionnelle à son etfet, la force l'est aussi nécessairement è son efl'el qui, à la vérité, n'est pas la vitesse seule, mais qui en sera tou- ' jours une fonction. On peut donc prendre pour l'etTel, la vitesse r elle-même, ou son carré, ou son produit par -la masse m, etc. et l’on peut nommer force,
U cause' proportionnelle à l’un ou l'autre de ces elTels, c'est-à-dire, on peut mesurer les forces par v, ou par -o*, ou par vm, u®/n, etc. Mais pour éviter toute confusion, il sera bon de dislingue'r chacune de ces espèces de forces,
(t) 7'r,nléf iU iiynem, art. 19. l*our nuus, buni vouloir di»nU<‘r , ce prtnnpr eu 4* une vërilé ,,néco»iAÎre ou codûi génie, nvui Bout conleaU*rons de U prendre pour une définition**.
, ov plutôt lie ces notions ou (onctions , par (Uiréientes dénominations. C est
ainsi que l’on a appelé force ucc<^/em/n'c<;' celte qui est propottionncjle .î v,
motrice celle qui est en raison de vm, l'orce vwe celle ([ui est mesurée par
v^m, etc. ün trouvera les mêmes résultats, en employant l’une ou l’autre de
ces fonctions, pourvu qu’un ne les confonde pas dans les raisonnemens ou ' .
dans les calculs. La véritable loi de la nature, est celle que Newton a tiou-
>ée, savoir què la vitesse que le soleil communique dans un instant aux plané»
les, est en raison invers.e dû carré de leur distance; et il en eût pu déduire . . ■*
toutes les découvertes qui composent l’astronomie physique, sans prononcer \
le mot de force au lieu de vitesse. Il suit de cette loi, que tout ce qui est
proportionnel à la vitesse, suit nécessairement le même rapport, soit qu’on
lui donne le nom de force, de force accélératrice, ou tel autre nom. Si New-
ton avait supposé la force proportionnelle au carré de la vitesse, il aurait
trouvé le même réspUal; mais aloi's il aurait fallu. dire que, non la force, mais
sa -racine cariée est en raison inverse du carré des distances.
8. L’accélération d’une force , . dont rintcn.<iilé est d’une grandeur donnée, dépend donc de la quantité de la masse accélérée; il en est tout autrement de la pesanteur et des forces semblables. Les forces de la première espèce, les forces mécaniques proprement dites, ne peuvent ctrc' appliquées immédiatement qu’à une partie du fardeau ou de la masse, et’elics'ne mouvraient que rette partie seule, si la cohésion des autres parties ne s’y opposait: pour vaincre celte résislencé, la force doit nécessairement sc distribuer sur toute la masse, pour communiquer à chaque partie le même degré de vitesse. La pesanteur, au contraire, est une propriété de la masse elle-méme« elle pénètre l’intérieur de tous les corps; elle s’attache à chaque partie immédiatement et avec la même force,- ensorte que la cohésion des parties n’s aucune influence sur son action. Deux corps graves tombent également vite, soit qu’ils soient séparés ou réunis en un seul corps, parce que chacun en particulier est accéléré par la pesanteur. Il s’en suit nécessairement, que la pression qu’un corps éprouve par la pesanteur, et qui est son poids, est la somme des pressions innombrables que tous ses élémens éprouveraient, quand même ils seraient sépàrés de luij. qu’en conséquence la pression P de là
A s" T R 0 N 0 M l E PHYSIQUE pesanteur, qu'une maue quelconque M éprouve, est proportionnelle à la masse,
P zz nM , n étant une quantité constante, l'eut -te mondq est persuadé de celte veriié, celui même qui n’a jamais réfléchi Ui^dessus. Deux masses éga> les, deu.x balles de plcmb, exercent sur la main ou sur la balance une pre» sion deux fuis plus grande qa'une seule de ces balles, et leur preesion n'est point altérée, si on les fond en une seule ('). L'expérience nous ayant donc appris, que .toutes les molécules égales éprouvent la même pression, soit que chacune forme séparément un corps, ou qu’elles soient réunies à < d’autres corps, c'est k- dire, que 'la pression est proportionnelle à la masse,il est évident, que tous les corps, quelle que soit leur grandeur ou leur pesanteur spécifique, sont également accélérés par la pesanteur. En effet, P
étant égal à nM, l’accélération de chaque masse ^ est une quantité constan* te n. Celte vérité est aussi constatée par l’expérience, et elle n’est, qu’une conséquence nécessaire de. la notion générale d’une force centrale. On ne sauroit se l’imaginer autrement que conune remplissant un 'espace sphérique autour du corps central. Tout ce qui' entre dans celle sphère d’activité, est entraîné vers le centre par ces forces, semblables è des rayons divergeas.
Il y a un nombre infini de ces rayons, suivant la loi de continuité; ils existent toujours, et deviennent actifs, dès qu'ils rencontrent une masse; ils seront doublement actifs, s’ils rencontrent une masse double^ etc. L’idée ne peut pas avoir lieu, que leur activité doive être divisée par Ja masse: un corps ne perd rien de son poids, lorsqu’un autre s’en approche; la pesanteur sur la terre ne diminuera pas, si la masse s'y accumule. 11 s'en suit, que la pression proportionnelle à la masse, ou la quantité constante’ de l'accélération, n’est pas une propriété exclusive de la pesanteur, mais commune à toutes les forces centrales. Dès que l’on sait, que la force est constamment dirigée vers un point fixe, il est è présumer qu'à l'instar de la pesanteur, ilyajÿ=;n; ei comme il ne s’agit, ici que de rapports, on peut égalèlr n à l’unité; mais il ne fatit pas oublier que P et M ne sont pas la même chose, mais des quantités LéIérogènes.'Dans un cas* particulier on peut égaler P à M , en suprosgnt le poids ou la preMÎon éeale à la mns«e; mais slors
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on a déterminé la mesure ou l’unité des forces une fuis pour toutes. Si U
masse M est éloignée de la terre, ou qu’elle soi! ItdtjpoMèe dans la sphère
d'activité d’une autre planète, P sera plus ou moins grand qu'à la surface
de la terre, tandis que M ne change pas: à cette uouvellc distance. — sera
également une quantité constante, mais différente de ce qu'elle était criginai- P ^
rement: — =tri ne sera plus égale à l’unité. Cependant, la pesnnleur’à la
aurface de la terre nous étant plus familière qu’aucune autre foroe, il est
naturel, de déterminer la mesure universelle des forces ensorte, que P soit
égal à M, ou — I, lorsque P est celte pesanteur; cela ne veut dire autre
chose, si non que la pesanteur à la surface de la terre serviia d'unité pour
mesurer une force quelconque. On verra plus has, qu'à cause de la rotation
de la terre, le coéllicienl n même a des valeurs différentes de rumté, qur
dépendent de la hauteur du pôle.
La chute de tous les corps gra^s sur la terre étant la même dans un certain tems, ainsi que nous venons de le voir, elle sera-un espace déterminé, le tems étant donné; on peut doue prendre cet espace pour la mesure de l’accélération ; alors tout sera réduit à «me mrsuie cuunue. lAisage adopté presque généralement est, de piendre la secontlc pour unité des tems, et de désigner par g féspace q\ie parcourent en une seconde les corps, tombant übrvmeni è la surface de la terre, c'est-à-dire, s'ils n'ont pas à surmonter la résistance de l’air ou d'un autre oh-stacle. On a trouvé par un grand nombre d’eapériences, que est ég.il à — i5 ^ pieds rhiiilandiipies: je supposerai
mètres, ce qui est, suivant M. de latplare, la valeur de g sur le parallèle dont la latitude est de .{S”! .Vâa'', le carré de sou sinus étant | C'est ce que l'on appelle accélération de la pesanteur/ à la surface de la terre: elle est proportionnelle à la force accélératrice ($. 6.). Soit donc Q la force absolue d'un autre corps central, ou de la «éiie à une autre distance, N une autre masae, A l'espace que la force Q lui, fuit parcourir en une seconde: cela
PO P
posé on aura — : — . Supposant donc — =1, et nommant n la quan-
tilé constante, égale à —, il viendra g:/t~i:n, nrr — , et ^
(I) Ju ^4t, du MuiJt, td, 3. fug. i69.
ASTRONOMIE PHYSIQVE §. 9. La métaphysique ne parviendra penl-êlre jamais, par le» spécula* lions les plus subtiles, à analyser pariaitement l'idée de ce que nous appelons force. Nous avons dû nous contenter de considéier son effet immédiat, une pression sensible, ou un mouvement visible; et l'on a vu, que t-et effet peut servir à comparer les. forces entre elles , ou à le» mesurer. Mai» cet effet même est encore vague, eT de-lû nait l'ambiguité du mut force. En distinguant la force d'avec le poids, on regarde la première comme la propriété «Vune substance difl'éientc du poids; on envisage par ex. la force de la pesanteur comme une attiaclion inhérente à la terre, qui lui appartiendrait, quand-même il n’y aurait pas d'autres corps, sur lesquels elle pourrait agir.
On regarde donc la force comme une chose distincte de son effet , de la pression, ou du mouvement qu'elle produit. Celte force abstraite que l’on se bgure sans aucune relation à d'autres corps, est une pure notion métaphysique, mais qui est toujours supposée t^itement dans le» recherche» mathématiques. On pourrait appeler sa grandeur déterminée, force altolue ; mais comme elle ne tombe pas sous les sens, et que par conséquent elle ne peut pas être mesurée, ce n’est pas un objet de» mathématiques. Ce que l'on peut mesurer, ce sont les effets sensibles des forces, qui supposent des corps étrangers; c'est par le moyeu de la liaison qui existe entre la force et le poids, que la comparaison ou la mesure devient possible. Mais i|uel etlel bst , le plus propre pour cola, et comment faut-il mesurer l'effet lui-même? On a vu, comment cela se lait à l'aide de l'espace, parcouru dans un certain tems,
■' par ex. une seconde, c’est-à-dire, par l'accélération; mais ceci n’est pas encore assés déterminé. 11 est vrai que relativement aux forces centrales , l'accélération est indépendante de la quantité de la masse accélérée; mais il est aisé de prévoir, qu'à de plus grandes distances du corps central, ou du véritable siège de la force, l’accélération diminuera, comme tous les effets qui se répandent par nn espace sphérique; la quantité accèlîratrice des forces centrales dépend donc de la distance au corps central.' Quant aux autres forces, l’accélération, dépendant de la masse accélérée ($. 5.), est un effet lout-à-fàil vague. En nommant la grandeur absolue d'une de ces forces mécaniques P, la masse accélérée M, et la force accélératrice relativement à celte masse p, on aura
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“ “/> (§. 5.), M et ;j étant variables, et P étant une qiiantilc constante. Soit encore A raccéldratioii, ou l'cspacc que P (ait parcourir h M en une seconde, g l'espace parcouru par M et par. tout autre corps en vertu de la pesanteur, et que la force accélératrice de la pesanteur soit — i : alors on aura
(S- ^ îÿ M4“P^ sera une quantité constante,
puisque P et r son^^variable^. Ce produit constant MA est un etTct de la
force, P, qui sutüt pour la deleminer, parce que P :z: . Il est en raison
composée de l'espace parcouru h, et de la masse accélérée ^1; il est donc
proportionnel à ce qu’on appelle quantité du mouvement. Ainsi les forces mécaniques sont proportionnelles au produit de la masse par sa vitesse, ou au mouvement produit: c'est par cette raison qu’on les appelle forces motrices qui, dans un pareil cas, ne sont pas ditrérentes des forces alisblues, ou plutôt, qui leur sont proportionnelles. Mais quand on veut appliquer ces difl'érentes dénominations aux forces centrales, il se présente une différence importante. Alors P n’est plus une quantité constante: la quantité du mouvement MA, ou la lorcc motrice, est donc variable, et proportionnelle à la masse; mais cela même prouve, que P n’est pas ce que l’on ;^urrail appeler grandeur absolue de la force centrale. Il ne sera donc pas inutile, d’expliquer le vrai sous de'ccs trois termes de force absolue, accélératrice, et motrice, relativement au.x forces centrales. Pour G.\cr les idées, j’en ferai l’application à la terre , en supposant comme une chose {lénéialenient connue, que la pesanteur diminue à de plus grandes distances de la terre.
§. 10. La pesanteur des corps, ou la forte qui les poussî vers le centre do la terre, peut ôtre envisagée comme l’elTet d’une force atliaelive, inhé-, rente à la terre, ainsi que nous atlriliuons l'attraction du fer à une force attractive de faiman, quoique nous nous trompions peut-êire dans les deux cas. Ainsi nous nous repiésenlons la force centrale de la terre, indépendamment des corps qu'elle attire: nous devons donc attribuer à cette force abstraite une certaine intensité, susceptible d'augmenialiua et do diminution, sans songer à ses relations à d’autres corps, ainsi qne nous parlons de la valeur intrinsèque d’un aiman, de sa force plus ou moins grande, sans penser à une certaine masse de fer, attirée pur lui à une certaine distance:
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c'esi SOU3 ce rapport (|ûe noos disons, que le soleil ou Jupiter a une fore* attractive, plus grande que celle de la terre. Cette manière d’envisager les forces donne leur quantité ahsolun elle est indépendante des corps étrangers. Mais chaque ett’et individuel i|u’elle produit, dépend non-seulement de la masse sur laquelle elle agit, maii aussi des circonstances, dans lesquelles celle masse se trouve relativement au centre de la ford^absolue. 'La masse donne la quantité ino/nce de la force, les circonstances déterminent la quantité accélératrice^ Il est certain, que la force attractive de la terre pourrait être renforcée,«n augmentant la masse dont elle est composée^ on ne disconviendra pas non plus, qu’un corps à la même distance serait attiré plus ou moins fort s'il était transporté à une autre planète, ou s'il appartenait k un autre monde, construit suivant les mêmes lois, mais d'après une autre échelle. Celte intensité n’apparlicnt pas, pour ainsi dire, i\i droit naturel, mais au droit pnritif de la nature; elle est une de ces quantités absolues, arbitraires, ou données, auxquelles la soluTion dë chaque problème de mathématiques conduit finalement, et lesquelles, après la solution, doivent être déterminées par des observations, sans avoir aucune influence sur la solution mèm^ Des raisonnemens à priori ne peuvent les découvrir: c'est ici que la ^Mosophie naturelle finit, et que la révélation commence: c’est ici qu'il finit ouvrir le code éirit de la nature, et croire aux sens où la raison ne suflil plus. Quandmême nous serions entièremeat convaincus de la nécessité des lois du luouvetiient et du rapport dans lequel Içs forces centrales changent avec la dis- ^kince, de sorte que le monde ne pourrait exister sans res lois; nous ne pourrions pas disconvenir, qu’un autre monde serait également possible, dana lequel,, avec les mêmes lois, une autre déterinioatkm des quanlilés absolues, uiie autre échelle aurait été adoptée; dans lequel la même dispusition de» corps célestes aurait été observée, leur grandeur, distance, etc. étant changées dans un rapport constant; dans lequel la pesanteur serait, comme dans le nôtre, en raison inverse du carré des distances, mais les corps à la siiTtàce de U terre parcoiii raient en une seconde, 3o pieds ou tel autre espace, aa lieu de i5 pieds. Mais le grand arcliitecte de l'univers a choisi l'échelle actuelle; nous devons croire que c’esL le meilleur, lui seul sait pourquoi. Celte
intensité, on celte qncinliié aibitraire de U pesanteur (parce ru-us en ignorons la raison), r|ui est dêiermince ensorle <|uc tous les corps a la surface d’une sphère dont la flensilé cl la grandeur sont égales à telles de la terre, parcourent, 3, 6S6ai niMies en une secondcj c’est ce que l'on appelle quantité absolue de la force centrale.
Celle force communique à tous les corps, grands ou petits, une accélération de 3,6.<>ia mètres, lorsqu’ils se trouvent à la surface de la terre; il des distances plus grandes, cette accélération est moindre, cl le tappcrl dans lequel elle diminue, est la grande loi de la nature, découverte par Newton. Ce rappoit ircst pas arbitraire, mais une loi de la nature, laquelle, quoique nous en ignoiions la raison, n’est pas moins nécessaire. L’accélération à une distance donnée dépend à la fois, de la force absolue^ et de la' distance suivant celte loi: elle est l’effet de la force absolue, modifié par la distance: ainsi la force absolue, quoique constante, produit des eflèls qui font difl'érens d'après les circonstances. Supposons qu'un corps, à une distance double, soit accéléré quatre fois moins: alors, comme on appelle force tout ce qui produit du mouvement, il est naturel, d'attribuer cet effet quatre fois moindre, à une force quatre fois plus faible; mais cette comparaison n’a pas lieu relativement à la force absolue , les circonstances externes n’étant plus les mêmes. Celle nouvelle force centrale, ou plutôt, celte force envisagée sous un autre point de vue, est donc pi oporlionuclle è l’accélération ou à la vitesse qu’elle communique aux corps; c’est pour cela qu’on l’appelle quai^ lité aceélérutrice de la force centrale., v
L’accélération consiste' à mettre une masse en mouvementr le mouvement, ou l’rlTet qu’elle produit, est d’autant plus grand, que la vi'esse et la masse sont plus grandes. I,a qiinnlilé qui est mesurée -par cet effet complet, est appelée quantité motrfer de la force centrale: elle est donc propoitioniielle au produit de la vitesse par la masse accélérée. Elle est ce que l'on nomme le poids d’un corps, tant qu'il est . en repos, ou la violence du choc qu’il donne en tombant. C’est , pour aiusi dire , la force qui a passé du corps central au mobile: car la pression ou le poids des corps* est aussi regardé comme une force inhérente ù ces corps, parce qu’il peut produire
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un nouveau inouvcnient,5 en rencontrant d'autres corps. La force motrice est donc inhérente au mobile,- c'est l'eObit avec laquel il tend h se rapprocher du corps central, et la mesure de l'action qu'il exerce sur d'autres corps. I/i force absolue réside dans le corps central, c'est la violence avec laquelle il atliie tous les coips. La force accélératrice est répandue dans l'intervalle entre les deux corps, ou plutôt dans tout l'espace sphérique qui environne le corps central; c'est un torrent qui cntraiiie tous les corps qu'il rencontre, le lien qui joint les forces absolue et motrice (')*
§. II. Dés que l'on suppose, que la force centrale est une propriété
commune à tout ce qui est nialéiiel , il en suit, que sa quantité aifoltie est proportionnelle à la masse du corps central, parce qu'elle est la somme dos forces de tous ses élémens. Il est évident, que l'accélération de la force centrale doit diminuer à une pins grande distance, et on verra plus lias, qu'elle e$l réciproque au carré de la distance. Cela posé, soit la masse du corps central ~ A, celle du corps attiré r: M , la distance de l'un à l'autre ~r; alors la force absolue peitl être exprimée par A, la force accilinitriee par-^, et la force motrice par > ces expressions serviront à comparer les forces centrales entre elles, où il s'entend, que toutes les quantités seront exprimées par la même unité de leur espèce. Supposons par ex. que le •oleil contienne Jooooo fois plus de masse que la terre,, et que son demidiamètre soit ii3 fois plus grand que celui de la terre, de sorte qu'un corps
il sa surface est ii3 fois plus éloigné du centre, qu'un corps à la sur-
face de la terre n’est éloigné de son centre. En prenant donc la masse, la force cenirale , et le rajon de la terre pour unités des masses, des forces, et des distances; la masse et la force absolue du soleil seia A =r 3ooooo, et rr=ii3; donc la force accélératrice du soleil, ou la pesanteur
à sa surface,-^ = a3 î fois plus grande que celle de la terre à r r (' >3 r -
sa surface, laquelle csl g = 3, fiàfiaa m. La chiite des corps à la surface du soleil en une seconde , sera donc de 65, 9 m. ou de 367, i pieds , et le Biéme corps pèsera, sur le soleil, 93 î fois plus que sur la terre. Maintenant il est aisé, de réduire toutes les forces centrales è des mesures connues.
(0 PhiU HÀl, Pnnç, lÀh* /• JJt/in. 6. 7. 8»
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En supposant la masse de la terre —T, son demî-diambtre zna; l’espace h . que parcourra en une seconde un corps quelconque, solticilë par la force cenlrale d’une masse A, h la distance r au centre, sera éeal à— •—./», ou
bien, A étant donné en parties de la masse de la terre, et r en rayons de la terre, h~ Connaissant donc l'espace h parcouru en une seconde,
on le Irouveia pour un autre teins quelconque,. et le calcul .donnera toutes les conditions du mouvement, suivant les lois générales. Il n’esi pas. même nécessaire de connaître A; on peut mettre au lieu de ^ le rapport des forces absolues , ou des accélérations à la meme distance: — est toujours une quantité constante que les observations détermineront dans chaque cas particulier. Dans la plupart des problèmes d'astronomie on cherche le mouvement d’un ou de plusieurs ^orps autour 'd’un commun corps central; alors les dilférens
mouveinens dépendent uniquement du rappoit des forces accélératrices à dilfércnles distances; la masse A ayant» donc toujours la même valeur, elle’ disparaît tout -h «fait du calcul. Dans un pareil cas en général, il ne peut être que.slion que des forces accélératrices: les forces absolues ne viennent à être considérées, que lorsqu’il s’agit de comparer les mouvemens autour, de dilTérens centres; mais dans ce cas, le rapport des forces absolues ou des masses sera déterminé par les dill'érens mouvemens, donnés par les observations.
L'expression des forces motrices, ou de la quantité du mouvement, nous apprend cette vérité importante, que le mouvement est ,je même, soit qu'on considère l’orbite de M autour do A, ou celle de A autour \le iVf, parce que AM et r ont la même valeur dans l’un et l’autre cas. Mais ^ l’accélération^ sera exprimée par ^ dans le premier cas, et par ^ dans le . second: elles sont donc en raison inverse des masses. > ' .
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CHAPITRE II
Lois générales du mouvement.
11. l-<'rxplication donnée plus haut 4-)i d’aprës laquelle cha-
que füice est envisagée comme étant composée d'une infinité d'impulsions, réiléiécs suivant la lui de continuité, est très-propre à détiuire .les lois du mouvement d'une simple application de la loi d'inertie. L’intensité ou l'eirct d'un choc ne peut être déterniiné, nf par l'espace seul que le corps parcourra, après avoir été frappé,^ ni par le tems seul pendant lequel il continuera son mouven^nl, parce que l’un et l'autre croit è infini suivant la loi d'inertie. Mais dès que le tems est connu , dans lequel In mobile parcourt un certain espace, Viniensilé du choc est déterminée, en supposant que, pendant ce tems, le mobile n'a éprouvé aucune nouvelle impulsion. Il est donc clair, que les chocs et les forces ne peuvent être mesurés que par la combinaisun du tems et de l’espace: c’esi ainsi que s'est développée une nouvelle notion, la relaliiqi entre le tems et l’espace, ou la vitesse. L’espace parcouru dans un cerlaitt tems, ou la vitesse engendrée, fournit donc la mesure, d’une impulsion; et on verra aisément, qu'il est indillérent, si l'on prend le tems grand ou petit, potim'i qu’on soit certain que l’espace parcouru dans ce t^’ms est l'etfet de la seule impulsion, qui doit être déierminée. Si le mobile a éprouvé successivement plusieurs chocs, il faut que l'espace qui servira à déterminer le premier choc, n'appartienne pas à un tems, plus grand que l’intervalle entre le premier et le second choc: d’ni'l il' suit que le tems qui, par sa comparaison avec l’esirace parcouru, servira à déterminer la vitesse engendrée, et par-là l'intensité du choc, doit êtr e d’autant plus petit, que les chocs se succèdent plus rapidement. La mèlue précaution est nécessaire, si le choc qui
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doit être déterminé, n'ejt pai le premier: dan«‘ un pareil cas, Il faut séparer la vitesse après le dernier chuc, de celle que le mobile avait déjà acquise v par les chocs précédens} le résidu, ou Vaccrolssemenl de la vitesse, détenni-' , nera seul, le dernier choc, au lieu que la* vitesse totale que le mobile a après le detnier choc, dépend de la somme de tous les chocs qu'il a éprouvés. Nommant donc p, p', p', etc- les dilFérentes impulsions que le mobile éprouve, c, c, c', etc. ses vitesses après la première, la seconde, la troisième impulsion; on aura p — \c, p + p' :='kc, . p 4- p' p" — \c", etc.
X étant un coèlflcient constant qui sera déterminé par la mesure dont^n se servira. 11 eu suit p'zz\(c — c), p''~\{o" — </), etc. ou en sommante la vitesse doancu par le premier choc, et &e, a'c, etc. les nouveaux accroissemens, >
. p~\c^ p' — XAc, ^"“Xa'c, et p ^ (c
$. i3. Si tous les chocs' ne sont pas seulement d'une force égale, mais succèdent aussi l’un à l'autre à des iittorvalles égaux, le nombre des chocs, et la somme des vitesses engendrées, seront proportibnnels an tems. Nommant t l'intervalle entre deux chocs successifs, au bout da tems nj. le,' nombre des chocs sera et leur fo'rce combinée, p -j-p' -|-p" -j-, . . . — •
X (c -f- Ac -f- a'c l’une et l’autre de ces deux, séries renfermant n termes. Or par hjpolhèse on a p—p'~p", etc, et — a'c, etc.
parce que les vitesses sont proportionnelles aux chocs u.), donc p -l-p'+p''+.. . "np, c-(- A c-J- a' c-j-> — «c; d'où il suit que la somme de tous les choc* est np~'Knc; et la vitesse totale ne est proportionnelle au tems nr. Nommant donc t le tems entier qui s'est écoulé,- pendant que les impulsions ont
été données , et v la vitesse finale ; on aura t — m, donc n — - , et -u ;jc= ^ = Dans cette expression X et t sont des quantités conslan-
tes qui dépeudent de la mesure adoptée; p est l'intensité de chaque choc, qui par hypothèse est constante: donc la vitesse v est proportionnelle aia tems t, pendant lequel les, chocs ont agi.
Si l’on suppose que les chqcs succèdent l’un à l'autre avec une rapidité infinie, il en résulte ce qu'on appelle force; elle sera canslantc, si (outes les impulsions p sont égales. L'intervalle r entre deux impulsions sera alors infiniment petit, mais tout les instant r seront égau.x, par hypothèse:
r et piont donc des quantités constantes, et la vitesse proportionnelle
au lents t, comme ci-dessus. Cest la proposition Uécouveiic par Galilée, sur laquelle se fonde toute la théorie des forces constantes: elle est, comme noua venons de voir, une suite nécessaire* de la loi de continuité, ou de la dé' finition des forces, d’apiës laquelle leur action est non -interrompue. Deiîx chocs sont égaux, qui communiquent ^ un mobile la même vitesse, ou qui lui font parcourir des espaces égaux en tems égaux; étant combinés, ils lui donneront une vitesse double, suit qu'ils arrivent en même tems ou surcessivemenl; tt en général, la somme des vitesses engendrées est proportionnelle au nombre des impulsions égales, simultanées ou successives. Si les impulaions succèdent immédiatement l'une à l'autre, leur nombre sera nécessairement proportionnel au tems: d’où il suit, que la vitesse impjimée par une force constante est proportionmVe au leiÿs.
Dans la fermule r est une quantité infiniment petite: en
conséquence, < et X étant des quantités finies, v serait infinie, si p n'ëlait en minie tenu infiniment petit', cela veut dire, que la vitesse (v), imprimée par un nombre infini de chocs i *erait infinie, si chaque choc (p) n'élait infiniment petit; ce ^ui est d'ailleurs évident.- 11 suit encore de que la vileiae, communiquée par un seul choc ou dans un instant, est infiniment petite. Les quantités r et t, dont l’une, est constante, l'autre variable, dépendent de la mesure arbitraire du tems; et l’intensité des impulsions p détermine la quantité accélératrice de la force, ou lui est proportionnelle.
Nommant donc P la forcÿ accélératrice, — est une quantité constante, finie.
et proportionnelle li P: supposant donc P, p étant un coefficient con-
étant, on aura P/, ou mettant X an lieu de—, •vzzXP/; où il faut
encore déterminer la constante X.
$. i4- Si In force P est rariable, sans changer cependant brusquement, nais par des nuances insensibles, suivant la loi de contieuité; on peut supposer que, daiu chaque instant, elle est d'une grandeur déterminée qui ne idiange pas pendant un tems infiniment petit, c’est-è-dire, on peut l’envisager comme une force constante pendant un inlervalls infiniment petit: autrement il serait absurde de vouloir comparer entre elles deux forces variables, ou de dire que i’une fût plus grande que l’autre; car cela suppose qu’on lui
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attribue, dans un instant donné, une grandeur déterminée qu'elle conierre invariablement pcnda|^t un tems, quelque petit qu’il soit, parce qu’aucun etTet physique n’est possible sans une durée quelconque. Tout ce qui a été prouvé relativement aux forces constantes ($. i3.), sera donc applicable aux forces variables, si t est un tems infiniment petit. L’équatiop v=:XPr(§. i3.), appliquée à ce cas, nous apprend donc la proposition suivante; la vitesse, communiquée par une force variable dans un tems inCninient petit, est pro* portionnelle au produit de la quantité accélératrice que la force avait dans cet . instant, par le tems infiniment petit; le premier facteur déterminant rin> tensité, et le second le nombre des chocs. Cest une suite évidente de la loi de continuité, sur laquelle sont fondées les grandes découvertes de la géométrie moderne. Une courbe quelconque p, dans chaque point, une di« rection déterminée, suivant laquelle elle décrit un arc infiniment petit; us mobile quelconque a également , dans chaque point, une vitesse déterminéei avec laquelle il décrit uniformément une portion infiniment petite de sa
route: une force variable quelconque aura donc aussi , dans chaque instant,
une grandeur déterminée, avec laquelle elle agit, pendant cet instant, comme une force constante. Cest uniquement par cette manière de se représenter
les choses, qu'il nous est possible de comparer les forces variables entre
.elles ou avec des G|rces constantes, ou de supposer l'une plus grande qne l'autre: car une force variable pouvant successive&ent devenir plus ou moins • grande qu'une force quelconque, élle ne pieut être comparée avec d’autres, à moins qu'on ne borne la comparaison à un certain instant, et que l'ou auppose qu'elle a,' dans cet instant, une valeur déterminée et invariable. Si l'on exprime la vitesse d'un mobile par la direction d'une ligne droite, qui sera altérée par chaque impulsion, ensorte' que la nouvelle direction fait avec U précédente un angle plus grand en raison de la violence du choc; les chocs proprement dits formeront une ligne brisée, les forces constantes un cercle, et les forces variables une courbe quelconque, dont la courbure dé* terminera la loi, suivant laquelle la force change. De même que le géomètre regarde les arcs infiniment petits d'une courbe, comme des arcs circulai* res d'un rayon déterminé, qu’on appelle le rayon de courbure; de même on
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est nécessité ici^ à considérer les forces variables comme constantes pendant
un tems infiniment petit. - ^ •
Dans l'équation précédente, t est donc un tems infiniment
pctit,'et_‘v n'est plus la vitesse elle -même, qui est l'etTet de tous les états précédens de la foKC P, mais l'accroissement de ta vitesse, acquis dans le tems infiniment (letit, pendant lequel la force est considérée comme constante (5. la.): il iaut donc substituer ’bt et dv au lieu de t et Vf ce qui doonesa pour les forces variables P, cette équation^
’ . d’üizXPd/^
,11 est évident que X a ici U même valeur, que relativement aux forces con«
' stantes, parce que X est entré dans le calcul par la supposition, que les forces variables agissent comme Ic^ conslautes. Pour s'en convaincre entière' ment, on n'a qu'è intégrer la dernière équation, en supposant P constante; alors elle doit 'donner la môme équation que celle que nous avons trouvée pour l.c?s lorces constantes. Of cet intégral donnç -«“XP/, ce qui élaat comparé a la dernière équation du §. id,.. prouve que X indique la même quantité dans les deux cas. '
§. i5. Tout ce que bous venons de dire des forces variables, est aussi applicable, à la vitesse. Un corps, accéléré pai' des forces quelconques, chai- .ge de vitéssc continuellement. > 11 faut cependant qiic,.ÿdans chaque instauit, il ait une vitesse détcrmiitée, avec laquelle U décrira uniformément une por* tion infiniment petite de sa routes parce qu'au trement il serait absurde d'at> • tvibuec à un* mobile une vitesse plus grande qu'à un autre. Le mobile auiia donc, après avoir parcouru une portion s de sa loiUe, uae certaiire vitesse •U, avec laquelle il décrû-a uniforaiément. le petit arc consécutif ds, pendant le tems ht. Le mouvement étant unifumie pendant 0/ et ds, les vitesses v _sont en, raison directe des espaces parcourus, hs, et en raison, inverse /id tems ht, ou comme Nommant donc S l’espace, pareonru dans le tems T avec la vitesse C, on aura C:t;: , ou Soit C la
vitesse par laquelle toutes les vitesses seront mesurées, ensorte que C~i;
il est naturel de prendre pour unité de vitesse, cH>e avec laquelle, un es-
pace r est parcouru dans le tems — i , on ce qui revient au même , de
prendre en même tems S pour unité de distance, et T pour unité de temt. Ou a donc C=^i,S=i, T=:i, d'od il «uU
ds
Mais il ne faut pas oublier,, que le propre sens de cette équation est la proportion, car ds et dr sont des quantités hétérogènes. On
se rappellera que nous avons toujours supposé, que le tems est partagé en poriions égales ($. iJ.), ou que dt est constant. Cela posé, la düTéreniiation de
la dernicrc équation donnera du=:— — , ce qui étant comparé avec l'équation dozr XPd/ (§. i40, donnera
‘ dB s — X' P3 r®.
§. i6. Kiur déterminer la constante X, on pourrait employer chaqueforce connue, quand même elle serait vai'iable. Mais dans ce dernier cas , il faudrait en même tems indiquer le lams, pendant lequel la force a' opéré, et coonaitre la loi, suivant laquelle elle dépend’du tems, parce que sans cela sa grandeur ne serait point déterminée. It est donc naturel, de choisir une force constante, et particulièrement celle que nous connaissons le mieux, parce que nous ressentons continueltonrent ses elfels: c’est la pesanteur à la surface de la terre. 11 est vrai, rigoureusement partant, que celte force varie avec la distance, ainsi que toutes les forces centrales; mais les observations qui serrent b déteribiner X, sont faites à la surface méuie, et b chute des corps, ou le* oscillnlions du pendule, changent la distance au centre de la terre si insens»blement, que la pesanteur peut être* regardée ici comme une force constante. Comme’ on a donc, en général pour toutes les forces, v:=: — (§. i5.) et re*klivcment aux forces constantes, v:^Xl’/ iJ,), it en résulte ds :z:.\P iBr,
dont l'intégral est s — P//; d’oil il suit que /es espact^s parcourus par /et
corps graJvs, et en génvrul en svrlu d'une jhree constanle, sont en raison du carré du tems. La mesure du tems élarit arbitraire, X peut recevoir difi'ércn^ tes valeurs. On est convenu de prendre pour unité la plus petite partie da tems, que nos pendules marquent distsnclement, c’est la seconde. Faisant donc fzz I , s sera l'espace paicoiiru en une secoudë, ~g (§. 8.), et l'équatioa. s i=-— Ptt deviendra g P. Si l’on prend la pesanteur peur mesure des for. ce:^ P sera — s, et \z=.7g — -j, 2t ...mètres. On a doiic, relativement à I&
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pnanteur, vzz^gl (§, i3.), s~gtt, donc v^ — ^gs, $ — Cette hauteur
s, dont un corps doit être tombé, pour acquérir la TÎlease v, est appelée la
hauteur duc à la vitesse.
17. Maintenant les équations difTércntiellcs, sur lesquelles se fondent fontes les recherches de mécanique, sont réduites à des nombres connus; et il ysra bon de les rassembler ici. Prenant la. pesanteur pour unité de force, la seconde pour unité de tems, et le mètre pour mesure des distances, la vitesse avec laquelle on mobile parcourt un mètre en une seconde sera Tiinilé de vitesse, g — 3,6H62ii, et en nommant P une force' accélératrice quelconque par rapport à la pesanteur, s et v le nombre de métrés quelle fait parcourir aux corps en l secondes et en une seaonde, au bout du' tems r, v sera la vitesse engendrée dans le tems t, et nous aurons les équations suivantes ($. i5.):
U ” Y' » *• Sds ~ dvd/; 3. dv~igP9f; 4* dds— agPdt
La dernière de ces équations est celle, dont on fait le plus fréquent usage dans l'astronomie physique: c'est à l’application et à l'inlégralion de cette équation, que nous devons les grandes découvertes, faites dans celte science. Je Terai , relativement à celte équation , une observation qu'il ne faut pas oublier. ' ' ' •
L’élément dds, ou j'espace que le mobile décrit dans le second infant 9/ qui succède au tems /, n'est pas l’eQet de l'inertie, mais de l'action continuée de la force P; ce qui est évident par l’équation 4- o<* dds~o, si P ~ 0. En eQel, si le mobile n’est sollicité par aucune force, son mouvement, dû à l'inertie seule, sera uniforme: nommant donc 9s, ds', df", etc. les espaces parcourus d^ns le premier, second, troisième, instant 9/, on aura 9s~9/—9s", dqnc 3/ — 3s"33s=ro. Supposons maintenant qu’une force agisse sur le mobile suivant la direction de son mouvement ; alors il est clair que 9s' > 9s', 9s’' >• 3s', etc. et ces accroissemens des premières difTérentielles, ou les secondes différentielles 3s'— 3s = 33s sont égales à 3gP3i’. Mais quoique 99s soit l’effet de l'actTon seule de la force P, il n’en suit pas, que la force P ait poussé immédiatement le mobile par l’Apace, entier 33s, ou que 33s soit l’espace que la force P eût &it parcourir è un corps en repos, dans le premier instant 3/: cela n’est
Tr&i que dans le cas, où di est le premier instant, ou i—o. Supposons que le mobile ail acquis,* en vertu tle son mouvement pendant le tems f, la vilpsse v: il parcourrait dans le premier instant suivant dt, l'espace vdt, en verûi de l’inertie seule; étant donc sollicité par la force P, il parcourra un espace ds plus grand que rd/;. supposons ds zr vd/ -|- d«, du étant l’c- «pace parcouru en vertu de la (orce P. Mais ce n'çst pas le seul eQ'et de la force P; elle a encore augmenté la vitesse v, crurant l'instant dt, cnsorle qu’au bout du Icms t -f- d^ Ifl mobüo aurft U vitesse, v -f- ?» laquelle '
il décrirait dans 1e second instant df, en vertu de l’inertie seule, espace d s' plus grand que ds rzrrdr du; savoir d/ ~ ds -f- ^d/. Outre cela, la force lui fera parcoutir, ddns l'instant dt , le même espace du., que dan» l'instant dt: on aura donc ds'zzds-j-du-f-l-d/, et ds' — ds ou ddszrdu-f- Çd/; d'où il suit, que dds est plus grand que l'espace du que la force eût fait parcourir au corps dans le tems dt, s'il eût été en repos; et il est aisé de voir que dds iz: 2 du. Prenons pour unité de tems une portion infiniment petite r, au lieu d’une seconde, et nommons g la chute des corps à la sur* face de la terre, pendant le pi entier moment r, ensorte que g est fcspace que la pesanteur seule fait parcourir. Toute autre force P pouvant être considérée, comme constante pendunf le moment r, le mèpie espace, relali« vement à cette force, que nous avons appelé du, sera =zgP, et durant le tems dt on aura dtazzgVdi^, parce que les espaces sont comme les carré» du tems, la force étant constante 1$. i6.). On peut s’en convaincre aussi par le raisonnement suivant. Soit dtizim'. alors le mobile, pendant le tems dt, éprouvera n fois plus d'impulsions, et la durée de son mouvement sera n fois plus longue: l’espace sera donc n fois plus grand en vertu de le force, et n fois en vertu de l'inettie; par conséquent l’espace' «era n* foi» plus grand que dans le tems t, donc durz^Pd/*. Or, dds étant zno-gVdt* en vertu de l’équation 4» & dds zz 2 du; ce qui veut dire, qu’un mobile,
étant sollicité par des forces, parcourra dans chaque instant un espace, plu» grand que celui parcouru dans l'instant précédent de même duréej du doüble de l’espace que les forces auraient fait parcourir au mobile, dans le mémt îaiIadI, s'il avait été en repos au commenren.rnt de l’action des force».
pput indiquer une force qui, suivant les principes de la mécanique, produirait les roouvemens que les observations indiquent, soit que la force réelle aoil telle que noos l'imaginoni , ou non. Dès qu’on aura trouvé que le* oibiles sont telles, que l’on peut déterminer au dedans de ces orbiles, un point fixe qui férait décrire aux corps les mêmes orbites autour de lui, s’il était doué d'une force centrale; on sera autorisé, 'de reg.vrder cette force '
centrale comme la véritable cause du mouvement, et ce point comme le centre des forces. De plus, comme l'astronomie ne considère que les mou- Temens relutijs des corps , la force centrale ne subsistera pas moins , si le centre des forces est aussi en mouvement, pourvu que l’orbite entière participe à ce mouvement: car alors le lieu des corps, relativement è ce centre, sera changé précisément, comme ai la force centrale était dirigée vers ua point fixe. Cette remarque sera d'un grand usage dans la suite.
$. tg. Lorsqu'un point matériel M {,Fig. i.) décrit la courbe AMmB, étant sollicité par des forces qui sont constamment dirigées vers le point C, ' la nature de la courbe AM sera déterminée par les méthodes usitées dans la géométrie. Si l'on mène par C une droite arbitraire AB, de laquelle les angles AC.M=$ seront comptés, et que l’on nomme la distance variable CM = r; l’orbite A VI sera déterminée par une équation entre et r, et le mouvement du point M aéra donné par l’application des équations fondamentales ($. 17.) aux dilférentielles de (P et der. Ayant abaissé sur AB la perpendiculaire MN, la force centrale, dirigée suivant MC, peut être décomposée en deux an- > ' trrs suivant MN et NC; et ces trois forces seront dans le rapport des lignes MC, MN, NC, conformément aux principes de la statique. Les lois géi érir les du mouvement doivent être appliquées à chacune de ces forces. En nommant donc P, M, N, les forces accélératrices suivant MC, MN,«NC, on aura • ' P : M ; N : : M C : M N : N C : ; 1 : sin (p : cos q>.
Soit CNrrx, NM=ry, e^l’arc infiniment petit Mm = 3s = 1^(dx“-f 9y’): 1s point M ayant donc décrit l'arc ds en vertu de la force P, il peut être envisagé, comme ayant parcouru les espaces — dx et dy, en vertu des forces N et M. Mais ces deux forces étant dirigées de manière à diminuer les lignes X, J, il faut les regarder comme négatives relativement à x, y. L'application de l'équation 4- CS- *70 donnera donc ces deux équations,
ddj;~ — èrtyr^ — d’où l'on tire ^ rN/ — M.r,
ou — ? 2-fJ— — M y — \l jr; et j-f- ~ — ay ,i\ j Mjr)8t*. En
ag<tf’ ' ,»ix t>y ><>*1 ’
lubilituani Alrl’sin^, N Pcus^^t on aura - ^ -ÿ, -:zP /cos arsin
et xddar+jrùâ) — — a^P xcos^-j-/*ôi,p^ 3/’. i»laiï on a aussi x ~ r cüs $, yz^niii $i d où il viendra ’
d(xây — yd.T) — o, II. 39x cos ^ 93y sin $ — agP
Les diiTérenliatiuns successives de x, y, donneront
3x“ 3rcos ^ — rà<p sin $, 3_y :::; 3r sin (J) -|- r3 4> cos 33x ^ 33 r cos $ — a3r3 sin $ — (-33$ sin $ — cos $, ddj-~ddr sin $ + a3r3$ cos$ -I- r33$ cos $ — r3 $' s.ii $.
En substituant ces valeurs, ainsi que a'siii $— ^cos$i;o, et x cos $+jsin $:^r, les équations précédeules prendront ta forme,
III. ^^,^*3$'=o; l\% 33r — r3$’ = — a^rPS/’; qui sont les deux équations fondamentales pour toutes les forces centrales.
Pour intégrer ces équations, U faut se rappeler que, dans toutes res formules, l’éléiueul 3/ est supposé constant, ou que le tems a été partagé en portions égales ($. i3.); d'où il suit que la constante, qu’il faut ajouter à la dilTérentielle trouvée par la première intégration, sera multipliée pur 3/. Cela posé, féqualiou III. donnera
A étant ta constante arbitraire, introduite par l’inîégralion. Substiluanf celle .valeur 3$~— ~ dans l'équation IV, après l’uvoir multipliée par 23c, elle deviendra, ï3r33r — —LfJ.. -j- 4g P3r3/^r o, d'où l'on tirera en intégrant.
dr= -f - +4^ 3vVP 3r -I- H3l» = O,
B étant une constante ajoutée k fiutcgrale. Le développement de l’intégral fPdr, P étant variable, suppose que P est donné en fonctien de r, ou que l’on connaît la loi, suivant laquelle la force accélératrice dépend de la distance: la recherche générale, dont nous nous occupons actuellement, ne peut donc être portée plus loin. Il est clair, que l'équation. V. qui est indépendante de P, renferme les propriétés, communes à toutes les forces centrales e/l général, et que l'équation VI. contient celles qui dépendent de la loi d’accélération d’une certaine force en particulier. La première équation nous apprend plusieurs vérités importantes que nuus alluos chercher.
5. îo. Soit m|JL un petit src de cercle, décrit du centre C et du rayon. Cmzzn miL aéra et l’élément du aecteur ACM =S sera le triangle
M Cm ” ï r*d;Î! 5S; d’où l’on tirera, ù l’aide de l’équation V, 23S=:A3/, et en intégrant, — Ir d'où il suit que les aires des secteurs décrits autour de C (S) sont proportionnelles au tems (/), ou qu'elles croissent unirorméraent. C'est une des lois que Kepler avait trouvées par les observations (.II- $■ 118.): elle a la preni'ëre donné lieu à la découverte d’une force centrale répandue dans l’univers.
Nevrion qui découvrit cette vérité, en donna la démonstration suivante (*). Si le mobile a parcouru, dans un instant èt, la ligne AB 3.),
la loi d’inertie lui ferait décrire, dans l'instant suivant dt, la ligne Bc~AB <ur la prolongation de ABj mais la force centrale suivant BS lui fera parcourir, dans le même tems, une ligne BV. Faisant donc cC parallèle et égale à BV, le mobile parviendra, par son mouvement composé, aq bout do tems dt eu C; de sorte que les secteurs, décrits dans le.s tems égaux df, seront ASB et BSC. Les aires des triangles ASB, BSc, ayant la même base ABi:Bc, et le même sommet S, sont égates, ainsi que celles des triangles BSc, BSC, parce qu’ils ont une base commune BS, et que leurs sommets sont situés dans la ligne cC, parallèle à la base. Il s’en suit, que les triangles ASB, DSC, .sont aussi égaux: donc les élénfens des surfaces des secteurs sont égaux en tems égaux, donc leurs intégrales sont aussi proporlioiinelleiÿ au tems. Il est vrai que, ' rigoureusement parlant, Bc n’est pas égal ù A B, leur dilféience étant ce que nous avons appelé (§. 17.) d3s — duzz.dtti Mais comme c'est nne dilfércnticlle du second ordre, elle s'évanouit par rapport aux dilTérentielles du premier oi'dte AB, Bc, conformément aux premiers principes du calcul ditrértutiel.
§. 3 1, On peut déduire de l’équalion V. encore une autre véii é importante. Soit {Fig. I.) CT perpendiculaire à la tangente de la combe MP; les triangles CM T, niMg, ayant le même angle en M, et des angles droits
en T et en g, seront semblables. Faisant donc pour abréger, CT = «, on
aura r: u : : M m : m u : : ds j rd$, ou dszz . Substituant donc ds~vèt
(S- 17 U. I.) et r’ Adt (§. 19. V.), il viendra o =: -jw ce qui veut
dire, que dans tonies les courbes, décriips en vertu d’une force centrale '■ ..... . ^
(ly Prme. PI, U. Xal. Math. lai. l. g. 53.
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quelconque, les vitesses (v) sont en raison inverse des perpmdicu/mres (i/), menées du centre des forces à la tangente (Voy. I. J. 267. > 11 en «uit encore, que
hs vitesses angulaires sont en raison inverse du carré des distances r. En
i _5 va A
•flef, on a v — — , rv = — , donc v:w::di:d;È::r^:«, ou — — ,
$. 33. Ce* deux propriétés ne sont pas seulement communes à toutes
les forcw centrales, mais ces forces sont les seules, qui puissent produire un
mouvement dans lequel ce* propriétés ont lieu. En eflel, si l'aire S est
proportionnelle au lems t, ou S~ïA/, on aura 9S~iA3/, et 99S=:o, ou
9(r°d$)=ro. On trouve le même résultat par la supposition, que la perpen*.
diculaire à la taneente est en raison inverse de la' vitesse, ou car
« étant — - — ^§. 3t.) et w , on en tirera r*d$=A9/, d'ou il suit
également, 9(r^9;p)cr:o. Or, r^dcp^j-d/ — ydx (Ç- '9-)» donc o“d^x9jf— _ydjr), •U xddjr — yddx — 0. Soient M', N', le* forces accélératrices suivant MN •t NC, ou suivant — jret — x-, cela posé l'équation 4- I.S- 17.) donnera ddjr — — a^M'9/% et 9dx=: — Ayant substitué ce* valeurs dans l’équa»
tion xddy — yàdx~o, on trouvera, en divisant par stgdt^, o — fi'y — M'x, donc N' r M' r: X :jr :r N C : MN. La résultante de ces deux force* est donc «onstamment dirigée vers C, ou une force centrale, résidant en C. Il suit
donc de la seconde loi de Kepler, que le* punéles sont sollicitées par uns force centrale dn soleil; et toute l’astronomie physique est fondée sur es théorème, que Newton démontra de la manière suiranle (').
Si le mobile décrit dans le second moment BC (,l"ig- 3.), au lien ds Bc=:AB, cela doit être l’rlTet d’une force qui le conduit par cC,. pendant qu’en vertu de la loi d’inertie il parcourt Bc, ensorte que la composition des force* lui (ait parccurir la diagenalc BC: la force est donc dirigée suivant cC. Or, te* triangles ASB, BSC, étant égaux^ par hypothèse, les triangles BSG, BSc, seront aussi égaux, parce que ASB, BSc, ayant la même base AB~ Oc, sont égaux. Il suit de l’égalité des triangles BSC, BSc, qu’ayant la mèms base SB, leurs sommets C, c, sent situés dan* une ligne parallèle è la baae: la direction de la force cC est donc parallèle h BS, ou elle pâme constamment par S.
{1} /«<• ât. ^ 62.
CHAPITRE I
Loi de la force centrale du Soleil.
5. 23. La découverte de la force centrale du soleil, qui retient le» planëles dans leurs orbites, est une suite si évidente des lois de Kepler, qu'on sera peut-être étonné de voir, que Kepler lui -même ne s'en est pas • aperçu , et qu’il s’est écoulé un siècle, avant que Newton fît cette application des lois de Kepler, qui jusqu’à cette époque ressemblaient à une pierreprécieuse, dont on ne connaissait pas toute la beauté. On sera moins étonné, quand en verra que, pour dédulrp du mouvement elliptique des planètes la loi de l’attraction du soleil , ou seulement pour prouver l’existence d’une force centrale par l’accroissement uniforme des secteurs, l’analyse doit avoir fait des progrès dont elle était bien loin à l’époque de Kepler- La géométrie n’avait pas encore la perfection, dont elle a besoin pour conduire l’astronome à ces grandes découvertes f et si la réforme de la géométrie et de
Fastronomie n’avait pu être l’ouvrage d’un seul homme, il est possible que
plusieurs siècles seraient écoulés, avant que le hasard eût dirigé les dilTérens travaux vers le même bût. < Heureusement le dix -septième siècle produisit un homme qui avait assés de force, pour so charger de cette double
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opérnlionj qui rétmiisail un génie ardrnl h la tran(|iiillité de rinlelligencc el du caraclère, indispensubirment nécessaire pour découvrir des vérités géométriques; qui enfin, av t une patience infatigable, tailla lui-méme les verres, à l'aide desquels ses jeux découvrirent les secrets du ciel. Mais il n'était pas moins beureux, que Newton vivait dans un lems, où plusieurs lioranies, dignes d’étre scs prédécesseurs, avaient commencé à réformer la géométrie, dans un Icnis où les plus grands astronomes avaient porté l'art d'ebser-
Tcr à un baul degré de perfection; ensuite que Newton trouva assés de don- / '■ nées, sur lesquelles il pouvait foruicr ses impoilanl'S dérouvcrles.
Suivant la loi d'inertie, chaque corps, abandonné à lui-méme, ne peut décrire qu'une ligne droite, quelles que soient les forces qui ont antérieurement agi sur lui: par conséquent, s’il décrit unc^-ouibe, il est cerlvîn qu’il est sollicité par des foi ces, dirigées vers le côté concave de celle courbe, Voil.à une vérité trop évidente, pour pouvoir échapper à Kepler. Or puisque toiilos les orbites planétaires, malgié leurs diifëienles positions, renferment le soleil comme leur centre, il était très - vraisemblable, que ces forces étaient constamment dirigées vers le soleil, el i|ue cet astre était la source, ou du moins le point de réunion , le fojei des forces. La découverte de Kepler, d'apiès laquelle toutes les orbites sont des ellipses dont un des foyers est effeclivemcnt occupé par le soleil, vînt à l'appui de cette probabilité; et quilsque, conformément aux connai.s.sances bornées de ce lems, on • attribuait au cercle une perfection supérieure aux autres combes, ce qui faisait regarder le mouvement circulaire comme aussi naturel que le mouvement rectiligne, celte découverte devait faire naître la première idée, qu’une force particulière du soleil était nécessaire pour produire le monvemenl elliptique. La planète a, dans chaque point île son orbite, une certaine direction qu’elle suivrait iiécessnircmenl, si elle n'était retenue par une cause quelconque. Quelle, est donc celte cause qui l’empèclie de s'écarter du soleil , et qui relient éternellement chaque planète dans la mémo distance au soleil? Que peut-elle-étre, si ce n’est la force allraclive du soleil?
Voilà le résultat que le pur raisonneuient pouvait donner dans ce lems; et c'est ainsi que Kepler parait avoir raisonné. Un trouve dans soR
ouvrage De molibus stellae Mariis plusieurs passages, où il s’exprime avec beaucoup de clarié sur cet objet. Dans le Chap. 33. il prouve par ruxccutricilé des orbites, et par la vitesse plus ou moins grande des planètes, ù mesure qu’elles approchent du soleil, •v'rlalem, quae planelas niotvl, résidera »i/j coqion Sob's”. Le même chapitre contient plusieurs passages semblables: •fous rirtutis motrids iii Salem comprJit. — Si terra morciur, a Sole et ipsa
• movehitur, et id celcrius vel turdius, prout ci propior aut ab eo rcmolior foeril: » manenle in corpore Salis liilute perpétua constante. — Malo unam lunam mo-
• rendam permitlera virtuü in terra sedenti.” Plus loin’ en mettant en pa-
rallèle cette force et la lumière, Kepler observe que, malgré son immatérialité, les eflels qu’elle produit, peuvent être traites géoméiriquemeni , ainsi que ceux de la lumière. Il est vrai que le Chapitre 34- intitulé •Corpus
• Sotis esse mogneticum”, prouve que Kepler n’avait pas des idées bien claires des forces centrales, en les confondant avec l'inertie ou la première projection. C'est par cette raison qu’il biche de démontrer, que la force du soleil, au lieu d'èire dirigée vers cet astre, doit avoir un mouvement circulaire, ainsi que les planètes, et que par conséquent le soleil doit tourner sur son axe. •Speclt ergo mota in gyrutn, ut eo motu motiim planetis inforai,
• corpus Salis, seu fontem, una moreri necessc est; non quidem de spiitio in spa'
• tium mundi , sed super .suo tentro seu axe immobilibtis.” La comparaison avec l'aimant lui donne le résultat, que la force du soleil est proportionnelle ù sa masse feu/n ejus mole crescit); mais qu’elle u’est pas une allraclion, comme celle de l'aimant, parce qu’alors les planètes se précipiteraient dans le soleil, et qu’elle agit plutôt suivant des cercles concentriques. »Jn .Soie
• non esse ullam vim phmeturum attractoriam , ut in rnagnetc [acccderenl enim ad
• Salem , donec cum ipso conjungerentur penitus') , sed Jibras habere circulurcs in
• cam plagnm eircumporrectas, qiiae monsirutur a circulo Zodiaao.”
Le passage suivant do Plutarque est très-remarquable sous deux rapports. Il ressemble à un météore qui, sans laisser aucune trace visible, dispaiait au moment même de son origine; on est étonné de voir, que quelques uns des anciens philosophes avaient les idées les plus justes du mou- Tement de la lune autour de la terre, eu l’expliquant par une vitesse de
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pro]eclion, communiquée à U lune au commencement de $on exiitenre, et à une force centripète, dirigée vers U terre, la même que nous appelons pesanteur à la surface de la terre; sans qu'aucun système de l'ancienne philosophie ait profité de cette vérité importante. On n'est pas moins étonné de voir, que Kepler qui connaissait très-bien les auteurs classiques, ne s’est pas aperçu de ce passage qui pouvait lui apprendre, que le mouvement curviligne peut naître d’une cts attmetoria, sans qu’on ait besoin de- supposer fibras drcidares in Sole vd tellure. Vojés dans ta note, ce que dit Plutarque ç').
11 est intéressant de voir, combien Kepler était près de trouver la véritable loi de l’attraction, dont la découverte fut réservée h Newton, et par quels paralogismes il s’en écarta. Il convient tjChap. d6.; d'avoir été longtems troublé par l’objection, que la comparaison de la force du soleil aveo la lumière parait prouver, qu’elle doit être proportionnelle au carré de la distance, tandis qu'il est certain, dit-il, qn’ainsi que les vitesses des planètes, elle ne peut être que dans le simple rapport des distances. Pour obvier à cette objection, il se donne beaucoup de peine à démontrer, qu'au fond Faction de la lumière est aussi en raison inverse des distances, et non de leurs carrés. Ces sophismes, par lesquels Kepler se priva du plaisir de faire cette découverte, dont il était si près, et qu’il avait même énoncée sans le savoir, étaient bien pardonnables dans un tems, où l’on n’avait pas encore appliqué la géométrie aux lois du mouvement; et sans être injuste envers Newton, il est permis de douter qu’il eût fait toutes ces grandes découvertes qui lui ont mérité l’admiration et la reconnaissance du genre humain, si Kepler ne lui eût livré tous les matériaux, et si l’art d’employer ces matériaux n’eût été porté à un haut degré de perfection par Galilée, Uiiyghens,
(I) jaeieinorle 4/na#, IV. iko» \t* Otwrts miUtf J* Pfufar,fu<, par iKtii. T. II. p.
809. blO. SI jr A mouToment d« la Iuq«, q«i engude qu*«ll,0 ue ttèmhtf, rt lu TiolcDCA «t d« M rdToluitou, ne plut ne mniot que Ir* pirrret« el tout ce qu'on met d»nt une froade, ,,tont cnipèchét de tomber, parce qu 00 les tourne violentemcnt en rond. Car rliique rjrpt ,, te meut selon son mooyemeot naturel, s'U n‘y a autre cause qui l'en déluume. C'esi poir «squui la lune ne se mrul point selon le niouTeincnl de sa ptsanteuTf étant empêchée par I4 •s tiolcnre do la révolutinn circulaire. La terre demeure ferme sans aucun pied qui la son- ,, tienne; étant en son lieu ntuuiel qui est relni du milieu: c^r e'esl celui auquel tomes cho- ^ ses grsyes cl pesajstet ttAdeoi, imcliouenl 1 coairr^»o«sicBt , et aspirent oaiweileaical df i^tou côtés." '
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La justice que* nous devons à 'ces. deux grands hommes, nous fait un 'devoir de les révérer avec reconnaissance, sans vouloir décider, lequel des deux a rendu les plus grands services à l'astronomie.
s4* P3S superflu, démontrer avec plus de détail, com-
bien Kepler était près de la découverte de la loi d'attraction,' et. de quelle petite circonstance ou inadvertance de Kepler il a dépendu, <^ie ce n'est pas lui n'.ais Newton, qui a fait cqtte grande découverte. Nous avoirs vu t]ue Kepler eut l'idée très-juste, que les forces sont proportionnelles aux vitesses, -ou aux espaces parcourus dans le même tems, d’où il conclut qu’elles étaient en raison inverse des distances, parce que c'est le rapport des vitesses, ou des arcs décrits dans les apsides. Il se trompa donc, en confondant la vitesse sur l’orbite avec la chute vers le soleil, ou la force suivant la tangente avec la force crnliipèle: erreur fort naturelle, parce que dans l’état imparfait de la d3'iiamique de son teins, l'idée ne pouvait pas lui venir de composer le mouvement planétaire de ces deux forces j il cherclia' denj à expliquer ce mouvement par une seule force qui, par conséquent,ne pouvait ]>ns être dirigée vers le soleil, m^iis .suivant la circonférence de l’ellipse, ou commç il s’exprime, Jihrus habere circulares. Si Kepler eût connu le parai lélogramnae des forces ou des mouvemens, it eût sans doute d<^
couvert la force centrale du soleil.
« L’espace, parcouru dans un instant en vertu de la force centrale, n’est pas farc de l’orbite, mais son sinus verse qui, élan^ très-petit, est proporlion- • lul au carié de l’arc. Or, Kepler lui-meme a^anl trouvé que, dans les apsidc.s, les arcs sont en raison inverse des distances, il s’en sujvait, que la force * centrale du soleil est dans le même rapport. Soit (lig. 39. 7’om. //.) A R la ligne dcs*ap$icles, le soleil en S, l’aphélie en A, le périhéUè en R, et nomir.ons les distances SA— a, SB — b, les angles décrits dans le méine instant, A Saura, RSp:=(î, les forces qui agissent sur la planète en A et R, P et Q. Kepler, ayant prouvé, par observation, Aa:Rp::ù:o, en conclut, P;Q::i:o.* i\lais si l'on désigne par P, Q, les forces centripètes, leurs eflets immédiats qui donnent la mesure de leur grandeur, 'ne sont pas les arcs Aa, Rp, mais les chutes VOIS le soleil, ou les abscisses des points a, p, prises de A et B, que_ MUS nommerons x, xf. Or en nommant les^ordoouécs yy y', on a dans l’ellipse,
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jr*~Xj-(AB — j), X.r'(AH -jt'), X ëlaot le rapport d i ranë du petit «Te « .
celui du grand itxe. Il s’en suit x •, x' ou P:ü:: : y, et en l'ai*
Suiit y — An, y — Bp, parce qne les a es A a, Bp, sont supposé! iiiilniiiient petits, on aura I’ : : A Bp’. Or Kepler ayant Iroiué par obser-
valiiiii, A et: B P : : é.-o, il en suivait ou l'attraction du soleil en
rai-son inverse des carrés des dislancea. On peut tirer la meme conclusion * des deux premières luis de Kepler. Eo eOct, nous venons de voir qu’on a dans Hellip.'ie P : ty’ty ’• Or les aiies des secteurs sont AoS~— y, BpS~ 'J y' ‘'*tnc, les tenu étant supposés égaux) la seconde loi de Kepler donhê a .y~b .y , ou y w b \ 'a et y’ :y* : : i’ : «® : : P : Ç.
On aura remarqué que, dans toute celte recherche, le point S que le soleil occupe dans la ligne AB, est indétenniné et loulà-t'ait indiiréieni; ctependant la lui de la force centiale que nous venons de trouver, n’a li'en • que dans le cas où le soleil se trouve dans un des foyers df l’ellipse. Il en résulte, que celle démonstration extrêmement simple est limitée aux apsides, ou plutôt il faut en conclure, que le soleil occupe eileclivement un des foyers, parce qu'autrement.il laudiail supposer qu’une autre lui eût lieu hors des apsides, que d»ns ces deux points. Au reste, celle recherche n’es'l qu’une digression qui nous a déjà occupé trop longtemK
3$. Il parait que, depuis Kepler )us<]u’à Newton, les géomètres, principalement Uuyghens et Houke, étaient persuadés, que les planètes étaient’ •ollicilées par des forc^ qui sont la cause de Irur mouvement cucviligne , et qui leur font décrire constamment les mêmes courbes. L’existence de ces forces résulte ûnmédtatemeiit de la lui d’inertie a.). Il s’agissait donc d’examiner, quelle devait être la nature, la direction, et la loi * de ces forces, pour que les orbites, décrites par Jes planètes en vertu d’ejles , fassent les méiAes que celles qui étaient données par les observations el les découveries de Kepler. Celle question ne pouvait donc être déridée que par l’application de la géométrie aux loi», de Kepler, qui s» lédu isent aux suivantes (II. $. ia4- >t>S. 136.).
X. L's plauèle» décri veut dea ti/iftscs autour du soleil qui occupe l'ua*
. ûübjbyersx
a. Les aires des secteurs elliptiques sont proportionnelles aux tems, dam lesquels ils sont décrits. '
3. Les carrés des révolutions périodiques de différentes planètes sont proportionnels aux cubes des grands axes de leurs ellipses.
La première de ces lois détermine la courbe, la seconde donne la loi suivant laquelle la planète parcourt cette courbe, et la troisième sert à comparer entre elles les orbites, décrites par diffdrens corps autour du même corps central, et à former»un ensemble de ces diverses parties.
Pour fonder l’astronomie j^bysique sur ces lois. Newton procéda d'après le plan suivant. Après avoir prouvé par la seconde loi, que les planètes sont sollicitées par une force centrale, dirigé# vers ^ soleil, il se seryit de la première, pour déterminer la loi d'accélération de cette force à dilférentes distances du soleil; d’où il dériva la troisième, comme une suite nécessaire. Nous suivrons ^la même marche.
$. 36. 11 a déjà été prouvé aa.), que le mouvement des planètes est accéléré par des forces centrales, dirigées vers le soleil; et l'on a yu que c'est une suite nécessaire de la sesonde loi de Kepler. Si le modvement d'un corps est tel, que les aires- décrites par les rayons vecteurs, ou les triangiri compris par un arc de l’orbite et par deux droites, menées des deux extrémités de cet arc à *un point fi.xe C, sont constamment proportionnels an tems que le corps a niis à décrire cet arc; il résulte des premiers principes de la dynamique, que le Corps est sollicité par une force centrale, dirigée vers le point C, quelle qOe soit la courbe que le corps décrit ($. aa.). Or Kepler ayant^découvert , que c’est le cas des mouvemens planétaires, il est certain, que les planètes sont constammqpt attirées ou poussées vers le soleil. Que cette force centrale soit regardée comme une attraction ou comme une impulsion, cela est toul-à-fait indillérent four le géomètre et pour l’astronome, qui par conséquent n’tsl pas obligé de répondre à l'objection, que l'attraction, étant une actio in distans, parait être absurde.' L’e-xistence et la direction de celte force est dém^ntiée, et la dernière ne peut être mieux exprimée que par le terme. a//ruc//on, ainsi que noâs regardons la pesanteur comme une attraction de la terre, ou la force qui pousse le fer vers faimanf.
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comme une- allraclion , sans vouloir expliquer par ce terme la nature de la force. Les disputes qui' otîT eu lieu sur Ce et qui ne sont que
des loKnmacliies, sont d'autant moins pardonnables* que Newton s'ëlait di^jà ^ prononcé ar ec une grande précision h cet ég.iid 11 est certain que le
soleil agit sur toutes les planètes. Nous ne connaissons pas la nature de cette force, mais nous savons que les planètes lui obéissent dans chaque distance, dans chaque partie de leurs orbites, dans chaque région du cielj qu'elle pénètre tout l'espace que nous appelons «le sysièmc solaire, et que rien ne limite son açtivilé. . Une distance^ inimense peut rendre insensible son influence; mais tous les corps qui, ainsi que les comètes, eulrrnl dans sa splièie d’activité que des planètes nôus font connaiire, doivent obéir » . • ses lois. C'e.sl par celle raison, que chaque coips céleste, son planète, soit
comète, qui approche du soleil autant que la plus éloignée des planètes, peut servir à vérifier le.» lois de Kepler, et les force» centrales qui sont fondées ^ li-dessus. CesI par ces raisoniiemens, que Newton découvrit la théorie des
comètes et des perlui butions de la lune, a • §. Les orbites des plâiiètes sont des ellipses dont le soieil occupe
un des foyers, et nous aion« prouvé que leur, mouvement est animé par * des forces qui peuvent être réduites à une seule force, constamment dirigée . vers le soleil, i’our en conclure la loi, suivant laquelte celle force' dépeml ' de la' distance, nous menions pour base l'équation de t'elitpse, le foyer étant
rorigine des. ubsrisst s prises sur le gra'nd axç. Kn nommant taa, v6, te grand et le petit axe, c le paramètre, ac la distance entre les foyers, on a
. (t) JPA/7. Au/. P inc. Math, Lih, /. §• .«Vorei ailracüutii» . impulau», tcI pn>pci)*ionis eu- ,, juscuoque >n crnirum, în<lifTrr<-mrr lAurpo; has Tires non p'iysii e srtl Ok-*iUrnîüCire t^^nium • If ConsiHrrantlo. t'gHe raTeul Irrior . ne p<-r Iiujusrnoili toci>s coj^ilet me sperUni rrl mtxluai ff Brli.tnfsf causAmve« sut ralionero ph^j^sÿ-mi (Ir-fintre. yel-ccnlrU Tires Tere el p*:yni.'o iribaerc» ÿf si forte aut centra tr-ihere, aiil Tires rrntrurum esse rUteri)’'. — Ihîd. S(et. Xl- eomtoenifCcoivnlf «. Coost<leran<1o vires centrtpelas lanqtuis atiractiones, qunuTts fortasse» si pliyiice ifloquaniur. Teritis dirsnior impulsu». lo mAibetnaticis enin )ftm vrrwUDur; et prop(<*rra, mis- . • Il sis disputdlionibiis ptiysicis. f.iffiiliari uiiomr seimonc; qiia posiimut ■ leitoribiis nialbcoiakiffCis r.irilias inirltigi'*. — Jhié. §'■ 2Ç3. «fVcvrem attractionis hic f^rneraJiler tuurpi pro corifpnrum rogaiti nreedt-ndi ad îiifti em; site cooatus Ule^ u ab aclione' corponuti Tel se mutuo i«petenfiuiu, elr. £uH« m sensu générait uiurpo Tocom impu/fur,' non specîet viriimi etqualitsyiits piiysicai, s«4 qiuaükutes cl prcè|»oriioacs malUeauiices ia bec IracUlis espeiuicns''*
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* (0 . . • .Te = -— , e = V(n*, — ), 0= •
el les coonloiiriées ^tant comme ci • dessus {hg. 1.) CN — x, NM=j-, ACM=:<J), CM~r, l'équalion de l’ellipse est
. ' (a) a-jT — b^ {*a= — (.t — c)’ } ,
ou h cause de v’ zz — i®; ‘
*a" r® ^ 4*^ -f- a à“cx‘-^- e® J®, dont Ja racine carrée est (3) or — A® -}- c.r.
En substituant .t — rcos$, cette équation desiendia .
^ (4) O — r («* — c coi Cp' — i® ,
dont la différenlialron donne — ^ ^ dr. En substituant
c r «in 4Ï
,cos$=:^-^^ — ~ et sin®(p— H viendra
Ainsi réquation VI, (§. ly.) ileviemlr^
* r" {a a r— r» — èa) . A* 5 f* , ^
jî 7>“— — Pdr,
et en substituant l'équalion V (§. 19.I, et^ divisant par 3t®, dont la difl'érenlîelle est l'o*» Rf*
lai force ceirtralc P ou son accélération, est donc proportionnelle àç}., parce que A, U, b, g, sont des constantes. Eu substituant (1), et faisant pour abiégcr,
(7) — = C, il tiendra
gf
Il en résulte celle vérité^ importante, découverte par Newton: la force centripète du soleil agit suivant cette loi, que son accéFcrntion , ou la vilesse qu’elle comiiuinique au.x mobiles en lems égaux, est en ruison imerse des carris des' distances des mobiles au soleil ( ' ’
Il faut cependant (aire une observation qu'on a souvent négligé de faire. 11 n’en suit pas que la force eenitale du soleil s’étende par tout l'u-
XtJ P/et. Kal. Prine.’ilalJi. lÀi- J- $• Soi-
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Hivers suivant la même loi; quoiqu’il soit hojrs de toute probabilil^, que relfe loi qui, d’après les observations, a lieu dans les diverses distances de cha>
'que planète au soleil, soif brusquement interrompue dans' les intervalles en»
^Ire deux orbites. 11 faut cependant convenir, que la dcmonstraliun précédente, ou l’ellipticité des orbites, sous le rapport géométrique, ne irôus autorise pas à donner à la loi cette éicndue.. En etTet, elle suppose que a, b, sont des quantités constantes, ce qui n'est le cas que tant qu'on considère une seulo orbite: on pourrait donc douter, que la raison inverse des carrés des distances ail encore lieu, si l’on* passe d’une orbite à l’autre, pour les comparer entre elles, parce ^l'alors a et b, a\’anl d’autres valeurs, doivent être regardées comme des variables. I.a question, que la loi de NevrMon a lieu partout, ou seulement dans chaque orbite, ne peut être déciilée que par l’expéiience relative au rapport qui existe entre les diü'éjentes oibitcs, c’esti-dire par la troisième loi de Kepler (Vo^^. §. vg.).
§. 38. La constante A’résulle dS rintégialion de l’équation III, commune à toutes les forces centrales (§. 19. V.): elle ne dépend donc pas de la loi d’attraption , mais de la force clic.- même , ou de ce que nous avons appelé sa quantité absolue (§. Ainsi la quantité A serviia à déterminer le rapport de la force centrale du soleil à toute autre,, quand même elle
• suivrait une autre loi, s’il y en a. Puis donc que raccéicralion de la pesan-
teur à la surface de la tttre est l’unité dans toutes les équations précédentes (§. i6.)-, P sera le quotient qui indique, combien de fois fa pesanteur est contenue dans la force P. Or P dépendant de la distance, il y aura nécessairement une distance f, à. laquelle P est égale à l’accélération de la pe- •
santeur, ou Pzri. En faisant donc rrzzf 27. (8)), go. aura P — i,
Cm/*, A~fVgc, P n: — , ou en nommant p l’accélération de la pesanteur,/>: P :: r* ^Si l’on désigne par P', ce que devient P, lorsque 1% distance r est égale au demi-diamètre de la terre f, la proportion precedente deviendra p : l*' ce qui est en môme tems le rapport de l’intensité
de la pesanteur à celle 'de la force centrale du soleil, parce que p, P', sont leurs accélérations à la même distance p. La grandeur absolue de l'atlraplion du soleil, la pesanteur étant prise pour unité, est donc = - t)U y % la demi-diamètre de la terre p étant l’unité des distances! En nommant donc
M *la Torre olmolut (lu corps cenlr>l, on aura — Mcÿ. Cela Joa*
liera l'aire du ardeur tiéci il aulour -lu soleil dans He lenis l, Sz; — / vS-
8 = - y Mr^.
Soit T' le lems, d’une révoluliun d'une planète, E Paire de son orbite entière, irz^d, i4 • • . le rapport de U deini circonr^rence au rayon: on aura
, .aSaESTraJi.
E:S: :T:^ parlant A
» air'o’e ,, , air’a*
tons tes lems étant expiiniés en secondes, et toules les li((nes (a, g,'^ en
rayons de la terre. Si l'on prend pour exemple la parallaxe du soleil =: 8'' ,6>
Pannéft si 'é'ale rz .1^5, aâ6t8J5' jours, on aura T — 3i558i5i,5 sec.; a
coidhg 8",6“a3984; g à peu près :r > psrla»! M — 355491; c'est-à-dire,
l'intensilé de la force cenlrolè du soleil est presejue afîoooo fois plus grande
que celle de la terre. •
J. 29, La dernière équation donne ^ zz “ ^ • d’où il suit que, si M
ne cbange pas, c’esl-à dire pour tous les mobiles qui circulent autour d’un
cqmmun corps central, est une quantité conslanlè, et que par conséquent
les carrés des révolutions des planètes autour du soleil sont proportionnels
aux cubes des grands axes de leurs orbites. La troisième loi de Kepler est
donc une toile immédiate' de la loi de l'attraction du soleil, découverte par
Newton, s’il est permis de l'étendre d'une planète à .l'autre: car c’est ce
que nous avons^fail, en supposant dans l’équation P^-,, rz^J'el rzz; ($. 28.). Soient r, 'r*, les distantes aphélies et périhélies de la terre au soleil, et désignons par s, s', les niéines quantités relatives à Jupiter, par P, P', Q, (y, les forces centrales que le soleil exerce dans ces distances: cela posé, il a été prouvé §. 27.), que P;P;:r'^:r* et (,) rQ' .: : s*;
■tais il n’est pas permis d’en conclure la proportion P;Q::s'^:r'^ (juc nous avons supposée tacitenieot. Il s'en suit seulement, que Jupiter décrif uhe ellipse suivant la même loi que la terre; mais il n'en aqil pas, que cette ellipse est de la même grandeur qu’elle aurait, si la force Q qui agit sur Jupiter^à une distance cinq -fois plus grande, était la 25>"* partie de la force P qu! agit sur la leire. Cette question ne peut éire décidée que pr la comparaison de la gtantfear ou des axes des deux ellipses avec la vitesse, par le rapport qui, cuutbrmémcnt aux observations, a lieu entre les ditlëreutes orbite»
autour du m?me corps central, enfin par la troisièmo loi do Kepler, qui réunit ces orbites, malgré le grand intervalle- qui Jes sépare. La première loi de Kepler donne le résultat (§. u^.), que la force, en vertu de laquelle ^sJiaque planète décrit son ellipse^ cst- l’^j^,^: en marquant ^dnne d’un
trait les quantités retalives à une autre orbite, on aura P'=: rîv-v;:i P^r-
tant P ; P': ; • I-" secoiuio loi de Kepler ^§.' 20.) nouj fournil les
aS‘
équations A , A';::—, ou qn égalant les secleurs S, S', aux aires des ellipses entières E, E', et nommant T, T', les révolutions,
Mais E = iroi, 'E' — irc/b', donc A:=— A' ~ — ;p— ,
et
A’ fl ~b'
Or la troisième loi de Kepler donne : T'* : : -• d’où l'on lire
-6î-.= rF» ’ " r.-- r-*
Il est donc prouvé par les observations de Kepler, que la loi de Newton, suivant laquelle la force cedlripfclc du soleil est en raison inveise des car» rés des distances, a lieu dans toute l'étendue de l'univers, et pour toutes les distances, d'une orbite planétaire à l'autre.
$. 3o. Il eu suit de plus, que les secteurs S, S', que deux planètes quelconques décrivent autour du soleil <lans le meme lems f, sont proportionnels aux racines carrées des paramètres de leurs orbites, En ellètcDa
vu que czr— . "Or T : T' a Va ; o' Va' suivant la troisième loi de Kepler, donc
rapport qui a lieu dans toutes les sections coniques; ce qui suit Immédiatement de la seconde .loi ’de Kepler, S : S' AI ■. fi' l' , en y substiluaut A — VMsc et A' = VMge' (§. 28.), parce qu’il est prouvé par la troisième loi de Kepler, que M a la même valeur pour toufes les orbites: les secteurs,
décrits autour du soleil dans dilTérentes orbites et en.diû'ércns tems, sont par 'conséquent comme ces tems et comme les racines des paramètres,
S :S'::/Vc:/'V/.
LIVRE II, CH AP. I
Si l’on Tcut comparer le» secteurs, décrits autour de diflTéren» centres, dont rinteniilé des force» centrale» est exprimée par M et M',\ on aura S : S' : : /VM e : ^ V M'e'. Si le» orbite» sont de» ellipses E, E', parcourues
dans le» tem» T, T', on aura E : E' : : T VMc : T' VM/, et en substituant T. _ rr « V
ü/ __ "ft ao _ — — ■ — — gt,
aya-.aVa'-.zTVM-.T'VM', ou ^
= M:M'.et~=V,-:^;
ce qui est la troisième loi de Kepler, appliquée è ditTérens systèmes. On ▼erra que les forces absolues M, M', sont comme les masses des corps centraux, m, m'; d'où il vient
» . <’* IC/ c 1/ ''
T'* m r*’ t me
On a VU dans ce chapitre, que toute l'astronomie physique découle des lois de Kepler; et il sera bon , de jeter encore un coup d'oeil sur l'en> chainement des raisonnemens précédens. La seconde lui de Kepler prouve l'existence d’une force centrale qui pousse toutes les planètes vers le soleil- ($. i6.). La première donne la loi de cette force, suivant laquelle elle agit sur chaque planète dans les différentes portions de son orbite, en raison inverse du carré de la distance ($. a^.). Il suit en6n de la troisième, que la force centrale du soleil varie aussi d’une orbite è l'autre, et par toute l'étendue du système solaire, suivant la même loi, que par conséquent la force qui sollicite une planète, serait égale à celle qui agirait sur chaque autres également éloignée du soleil , malgré ' la diversité de leurs masses : d’où il suit que la même force anime toutes les planètes, que'^’accéléralion des planètes vers le soleil est ]a même è égale distance, que par coruéquent leux poids, leur pression vers le soleil est proportionnelle è leurs masses, et aux masses divisées par les carrés des distances, si celles-ci ne sont pas égales. Lea vérités importantes de la pesanteur universelle et des perturbations des corps célestes, sont fondées sur la dernière proposition qui est une suite de la troisième loi de Kepler: c’est pourquoi nous avons jugé nécessaire de la prouver rigoureusement
astronomie physique
CHAPITRE II
Ditermination des orbites par la loi de V attraction,
§. .II. La preuve de la loi de l’aUraclion que nou» avons dunndc dans le Chapitre précédent, ne parait être qu’une indnclion , et même une inJuflioii ass.;s incomplète, attendu que le nombre des planète» connues est inconsidérable par rapport ü Ift totalité des corps qui composent lo système aolaiie. Il est vrai que cette induction a été singulièrement complétée depuis Kepler, par un grand nombre de nouvelles planètes, comètes et satellites, et qu’elle l’est encore chaque année. Mais on u’a pas besoin de compter les temoinsi la nature de celle loi est toile qu’un seul exemple, suffit pour la prouver. L’orbite elliptique de Mercure prouve-itnmédialement, que dans la couche sphérique dont les diamètres intérieur et extérieur sont o.Sr^S et o,46<)7 diamètres de l’orbite terrestre, 1» force centrale du soleil agit «uivant celle loij mais celle action suit la loi de continuité, par le* variations les plus insensibles de la distance} la même loi est retrouvée aux dia- ' tances o, 75 i} J, 5; 5j 10; igj et dans leurs plus petites variations. On est donc forcé de ta regarder comme une loi générale, répandue dans lo système solaire; autrement U faudrait supposer que la fore* accélératrice fût une funclio discontinua de la diaUuce, c’est à-dire qu’tile n’eût aucune loi générale, ce qui est absurde. Ce serait sans doute une des découvertes le» plus intéressanle» dans la métaphysique des corps, si Ion pouvait démontrer celle Ici a priori: alors l’astronomie serait', comme la géométrie, une partie des mathématiques pures, et elle serait par rapport à l'astronomie açtuelle, ce que la phjsique purement théorique est relativement à la physique expériinoutale. ^
Noua ne pouvons nous former une idée d'une force qui, étant dirigée de tous côtés vers un point fixe, remplit l'espacé sphérique autour de ce centre, qu'en imaginant des ra}ons qui en sortent; or puisque la, densité de ces rayons doét nécessairement décroître dans la mémo proportion, que les surfaces sphériques ou- les carrés des* distances croissent, nous serons disposés à supposer que l'attraction du soleil suit la même loi, d'autant plus qu'atie a lieu dans plusieurs phénomènes semhlaHes, comme l'élecliicité, la luinici-c, etc. Il est vrai que, dans tous ces cas, l'eflet est proportionnel aux surfaces des corps, ce qui donne le rapport des carrés; tandis que la proportionnalité de la pesanteur aux masses, et au volume des corps uniformes, paraît indiquer le rapport des cubes. Alais s'il est permis d'envisager cet objet d'une manière aussi grossière, la densité des rayons convergeas dans le soleil étant réciproque au carré de la distance du soleil, son etfel, ou l'accélération doit suivre le même rapport. Il est vrai que la figure du cor,ps, ou la surface qa'il tourne vers le soleil, est tout-è-fait indifiérenle; mais le Blême cas a lieu à‘ chaque distance. Cela posé, la masse entière du corps, quelle que soit sa figure, sera frappée par un nombre de rayons quatre fois plus grand, lorsqu'il est deux fois plus près du soleil, parce qu'il se trouve dans unes coudre x]uatre fois plus dense. Imaginés un corps résous en ses premiers éléraens, dont le nombre détermine sa masse, et dapt diaeuh a U Brème figure invariable, par ex. sphérique: ' cela posé, chaque dément sera frappé par un cône de rayons, dont la densité est réciproque au .carré -de la distance. L'action exercée sur le corps entier dort donc suivre le même , rapport, quoique la force motrice, comnvuniquée au corps à égale distance, soit , proportionnelle à la masse du corps, parce que ce que nous venons de dire, ,esl vrai .de chaque élément. 11 paraît que, dans cette dispute, on n'a pts esses distingué* la quantité accélératrice des forces d'avec la quantité motrice. La piemière, ou ViiUensité de la force, doit sans doute ôlre réciproque «u cané de la distance , ainsi que l'illuniinalioa d'un objet »\iJ/aiilitj mais la dernière qui est, pour ainsi dire, la grandeur. er/enVi/ns, uoit, être proportionnelle à la masse., ainsi qu'il en seiait de la <fuantilé de lumière qu'un corps recevrait, s'il était aussi pénétrable à la lumière, qu'il l'es.t relativement
à la force cenliâle ou à la pesaiitoui } e! celle |'é..ètiabili!é Ml pcul-rtre la véiilable explication du paradoxe. 'La fuice avec largiK^le «liaque él^uienl du corps est accéldrê, a'a rien de coiumun aveu la suuune de toutes les pressions quVprouve le corps entier.
Au reste, ces recherches sur la cause physique d'une opération oa d’une loi de la nature, dont l'existence n’admet aucun doute, seivent plut&t à satisfaire notre curiosité, qu'à perfectionner la science. Les phénomènes prouvent incontestahlenient , que la raison inverse du carré de la distança est une loi générale de la nature: ainsi nous devons croire, que cette loi était nécessaire pour l'exécution et la conservation du plan, le plus parfait. Si une autre loi, par ex. le rapport cubique, avait lieu , l'univers tomberait en ruines, ou éprouverait des révolutions qui dérangeraient la symroétrie de Tensemble, ou les proportions qui ont paru les plut beller à l'auteur de la nature. La beauté de l'univeTS, ainsi que de tout autre ouvrage, consiste dans les proportions qui ont lieu entre la grandeur, la distance, et le mouvement des dilTérentes parties. En choisissant les plut belles proportions, le créateur pouvait déterminer aibitrairement l'échelle ou la grandeur absolue, et il ne noua sera jamais possible d'aprofondir la raison qui lui a fait préférer l'échelle actuelle à toutes les autres également possibles; aussi celte question n’a dans le fond aucun sent, puisqu’il ne peut p is être question de la grandei* de l’échelle , quand il n’y en a pas plusieurs qu’un puisse Mmparer entre elles. Mais si la grandeur d’une partie est changée, la perfection de l’ensemble exige, que les proportions restent les mêmes, et que par conséquent toute quantité, toute dimension change dans le même rapport; par ex. si les distances du soleil, de la terre, et de la lune, étaient altérées, les grandeurs et les mouvement de ces corps devraient changer à proportion, et ils décriraient des orbites^ semblables. Or c’est impossible, à moins que la force centrale qui anime chaque corps , ne toit changée à proportion. Soit T la masse de la terre, r la distance de la lune, et supposons que les dimensions changent dans le rapport de i à — , ensorte que toute ligne r
f‘ 'P fl
devienne - , et toute masse T se change désignons enfin par tp (r) la
foacUoji de k distance qui délernûae U loi de l’attraclioa, ensorte que l'acüon
L I V il E II, C II A P. II.
de la terre fiTr la lune aoit
distitnce — ^era
Cela posé, la nouvelle force h U
■ Ur les orbites étant supposées semblables, la force
doit aussi changer dans le rapport de i à—, parce que les lignes que les forces font parcourir aux mobiles, sont pru|)urtiunnellos aux forces 6.): on a donc = — ■ -r-p- , ou n®. $(—):=$ (r); c'esl-à-Jire <J) (r)
doit être une telle fonction de r, qu’en y substituant — au lieu de r, la fon*
ction, après avoir été multipliée par n®, ail constaiiimeiit la valeur <p(r),
•nsorle que tous les termes qui renferment n, sc déliuisent mutuellement.
Il est visible que cela ne peut avoir lieu, que dans le cas où ('') •>
Corme Cr®. tn supposant par ex. (J) ^ri^rAr”*, on aura (p f— 1— ^
et «®.4> ^ = A .r"*.n®~'’’, ce qui doit être égal à (J) (r)“ Ar™, d’où il
suit n®~”'z=i, donc m~i. Ainsi la force, avec laquelle la masse T agit
TT
sur un corps è la distance r, est — t-. ~ — • en raison inverse du carré
de la distance. C’est donc la seule lui qui tait dépendre les mouvemens et tous les phénumèors de la nature, non pas de la grandeur absolue, mais des
proportions seules. Si une autre loi ou fonctiou avait lieu, une écltelle plus ou moins gramle, les proportions demeurant les mêmes, produirait un monde tout-è-fait dillérent; et la grandeur absolue, dont il est impossible de se laira «ne idée, claire, parce que toute la malbémaliqiie est fondée sur des proportions, serait un élément essentiel dans lés rcclierches sur les lois de la na« ture; ce qui paraît absurde. Mais si 4'un adopte la fonction réciproque au carré de la distance, les orbites des corps célestes, leurs dislances, et toutes les lois de la nature, sont indépendantes de leurs dimensions et du mouvement absolu dans l’espace: tout dépend des proportions qui seules peuvent être l'objet de nos recberebes.
Quand on a fait ces réfleziont, on ne sers pas étonné de voir que, d’après les observations et les lois de Kepler, celle fonction est effectivement la loi de la nature. Il est certain, que c’est une loi générale relativement k la fuice du soleil, qui servira à calculer les otbiles de tous les corps, roi^ nus ou inconnus, qui circulent auloui du sulciL On s'sa est servi, conuno
d'une bypollicse, p<mr calculer les orhües des combles; el l’accord entre le calcul cl les ol’servalions a fouini une nouvelle preuve que c'esi une loi générale. Ainsi tous les corps du s)s!cme solaire desani suivre celle loi, il se présente la question, s'il en résulle néressaireinent , qu'ils sont aussi soumis aux lois de Kepler; si ccs lois sent une suite nécessaire de la fonction précédente, ou seulement un cas pailicuUer; si tous les corps du système solaire doivent al>so1i;meut décrire des ellipses; el si dans le cas, où les observations nous apprennent qu'il y a d’autres orbites, la généralité de celle loi ne peut pli)s avoir lieu. Pour répondre .H tes questions, il laut chercher a priori les luis du mouvement, qui découlent de la raison inverse du cartétie la distance; ce qui est l'objet du Chapitre présent.
§. 3s. I.’e.x pression que nous avons trouvée (§. a8.) pour la force cen-
*9 aS
traie P=:— , donne fPdr— — et l’on a, indépendamment de la loi de fattrarlioh, 19. V.). En siibsliluanl ces valeurs, féquation
d'où fou tirera
VI. 19.) deviendra— — ■ ” r* <f
êr r . (
. -I- A ry B
àr
. , ae\
■ r' -h Zat — ;
Mais on a dans rellîj)Jîe (Ç, 517. (5)), en mcllant — au Heu de
Si l’on suppose o infini, l’équalion (a) est celle de la parabole; el si a est
négatif, elle donne fhyperbole; ensorle que {ri) est l’équation génér.ile des sections coniques. Il est vi.iible, que les équations (i) et (a) sont identiques, si fon fait j
(3) ac=--, azz-j^, parlant c= —i •
Il s'en suit que les orbites, décrites en vertu d’une forciî centrale qui est réciproque au carré de la distance, sont nécessairement des sections coniques, dont le foyer est occupé par le corps ceulral; et les équations (3; serviront à distinguer 1rs cas, où l’oihite séta uirc cIlip’Sc, hyperbole, ou parabole. ’ I.S;-
quation 0=:—- nous apprend, que le grand axe, ainsi que le paramètre, ne dépend pas seulement de I intensité f~ de la luice, mais aussi de U, constante arbitraire que lus observations seules peuvent nous fuite TOau.iîire.
^ Cette constante B, qui dépend des circonstances accidentelles, Huxqi,ellet lo mouvement a été'assujclii au moment de son oiigine ou à une époque qucU conque, servira & déleiminer la nature de l’oibite, qui sera une ellipse, hyperbole, ou parabole, selon que B est positif, négatif, ou nul. Le paramètre « dépend do la constante A, et A::= — ne peut être connu que par observation. On a donc pour les diverses sections coniques,
A l-'ae
.Ellipse, ^ =
Hyperbole, — :
(6) l’urahale, — =
■ r .y »■“ -+4 Cd * r — A’I
>-.yv»sd'
' y ^ — 2 r*-r-4 nr — nr,’ y a e
r.y[3 r^-t-4 a r — «el*
ye
TTrrr-
str a b
Sî Ton substitue (3) A—y'Vge dans l'cquatlon T— — ^ — (§. 29*), ^ étant y ^ (S- >7' CO), on aura
En Dommânt n l’angle que l’astre décrit en une seconde par sa vitesse moyenne, on aura n — ^, T étant exprimé en secondes, donc
(9) f=:ny
En marquant d’un trait les mêmes quantités, relatives à une autre planète, ou k un autre corps central, on aura
(1 .) T :r : : aVu-.a'Vt/ (t >) " n»a3; n'*o'
d.n'SVJ
L’équation (ii) sçrt ii comparer les révolutions et les tpoyens mouvetnens de deux astres qui décrivent, autour du même corps central, des ellipses dont les grands axes sont an et aa'; à l’aide de l’équation (la)on pourra comparer les forces centrales de divers corps entourés de satellites, dont les distances o. II', et les révolutions T, T', ou les moyens mouvemens n, sont connus
par observation. Pour un commun corps central ~ ufi
<tl un» quantité constante. H s’en suit
w> ASTHONOMIE PHYSIQUE
$. 33. Il suit donc de la loi de la force centrale, que l'orbite doit nécessairement être une section conique; que la loi, suivant laquelle la planète décrit son oibile, est donnée par la constante A; que le paramètre*
de la courbe dépend de la Constante A et de l’intCnsité de 'la force et que l'espèce dé la section conique est déterminée par la constante B qui dépend dea circonstances accidentelles du mouvement, ou des constantes ai bitraires qui entrent toujours dans la solution des problèmes, donnés par des équations diHérentielles. Une dé ces circonstances accidentelles est la direction et la vitesse que la planète a eues dans un point quelconque de son oibite: car suivant la loi d’iaerlic, on peut indilféremmenl lui attribuer l’état du repos, ou un mouvement rectiligne el nniibriné. Cet étal, soit qu’il dépende de l'origine de son existence, on d'une impulsion inconnue, ne peut donc pas être déteiminé par la nature dn problème; et cependant il doit nécessairement modiScr le moiivemenl de la planète pour l'éternité, quelles que soient les forces .qui agiront sur elle. Connaissant donc le mouvement actuel du corps, el les forces dont il est sollicité, on pourra déterminer la direction et la vitesse qu'il a eues dans un point quelconque, et d’où dépend la constante B. Chaque point de l'orbite peut servir è celtn détermination; mais comme il suit de la nature des sections coniques, que la direction du mouvement est perpendiculaire au rajon vecteur dans deux points de l'orbile, il sera plus commode, de choisir fun de ces points, et principalement le périhélie, également applicable à l’byperbole el la parabole: alors on n’aura besoin que de déterminer la vitesse, la diirclion étant donnée.
La vitesse v est en général i€. 13.) — — ^
® ' <yf ot it
(5- >9-) + '9- V.). Si l’on y substitue -f^=z
— B — 4é’/P dr = — B — l) ^S• 3a. (3)), on aura -
La vitesse est donc nn maximum', lorque r est un minimum, et réciproquement: elle est donc on maximum dans le périhélie, un minimum dans Vaphélig, En faisant r~a — c, on aura pour le péribélio, et en substituant c — Vla*
f zz — -'^—(3) on aura J*S ^
'Si l'on nomme la distance périhélie, on a p'—a —e, ce qui change la dernière équation en
Le carré de Y (a* — — ) = o — p' donne a— — , et en substituant v'»p'» , V »/ 4P'-*’
'“47^PV**
d'où il suit que la nature de la section conique dépend de la vitesse v’, avec laijuelle la planète a passé par le périhélie. L'orbite sera une parabole, si cette vitesse est égale h a/ Vj, ; elle sera une hyperbole ou une ellipse, selon que v' e^t plus ou moins grande que a/V Nous voyons par là, que les hypeiboles et les ellipses sont également possibles, avec celte diirérence, que l'Iiypeibule suppose une plus grande vitesse que l'ellipse. La parabole est infiniment moins probable que les deux autres sections coniques, parce qu’elle suppose un cas unique, l'égalité exacte de v' — a/'V®j. Pour peu que la vitesse soit plus ou moins grande que cette limite, la parabole se Iransroimera en hyperbole ou en ellipse. Il en est do même du cercle qui suppose aussi uue égalité patlàite, savoir v' ■zzJ’V -p- , ce q^i'il est aisé de voir, en faisant a—p' dans l'équation (4 . Il s'en suit, que les vitesses de deux astres qui partent de la mémo distance périhélie, pour décrire^ l’un une parabole, l'autre un cercle, doivent être entre elles comme a à Y i, ou comme Va à i. On voit en même tems, que la parabole est l'asymptote dont les ellipses fort excentriques approchent de plus en plut dans le périhélie: cette observation a été d'un grand usage dans la théorie des comètes.
On peut exprimer les conditions précédentes d’une autre manière.
Puisque , — :=P' sera la force accélératrice dans le périhélie, paris r*’ p *
tant '^,—P p. L'orbito sera donc une hyperbole ou une ellipse, selon que v’* est plus ou .moins grand que ^gp'P"} elle sera une parabole ou un cercle, si V ‘ est égal à ^gp'P ou à •Agp'P*. En nommant h la hauteur, due -à la vitesse tf i6.;, on a vf^z^^ghs d’où U suit que l'orbite sera une
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hyperbole, si h'^p'V'\ une ellipse si /t<Zp'P', une parabole si h~p'V, et un cercle si h ~\-^p' P •• dans le dernier cas la hauteur due à la vitesse périhélie est au demi-rayon, comme la force centrale à la distance égale au ra^on est à la pesanteur. Au reste, il est visible, que le mouvement cir. culairo autour du 'corps central est toujunrs uniforme. L'aire du secteur est S—^Al: en nommant donc i farc, et (f l'angle au centre, que la planète a décrit dans le L’ms l, on a S~lp' s z:zfp^ i(), donc s — ^ et
(J; — — , p' étant le rayon: d’où il suit, que les uiouvemcns vrai et apparent sont proportionnels au teins.
^ L'équation (.1) ezz — nous apprend, que les paramètres de dilK-
rentes orbites, autour d’un commun centre, sont en raison composée des carrés des distances et des vilesses périhélies, et que, si les distances périhélies sont égales, les vitesses seront comme les racines des paramètres, quelle que soit la section conique Dans la parabole et dans le cercle on a e=:4<’' e~2p', partant p' — p'zz:—,^ . Les paramètres et les distances pé-
rihélies de CCS deux sections coniques seront dont réciproques au carré de la vitesse. Si l'on suppose les vilesses égales, la première valeur de p' sera le double de la seconde ce qui veut dire que , si deux astres passent par leur périhélie avec la meme vitesse, l’un décrivant une parabole, l'autre un cercle, I4 distance périhélie du premier doit être deux fois plus grande que celle du dernier.
§. 34. L’ellipse qui est proprement l’objet de nos observations et de nos calculs, mérite une attention particulière. Si l’on nomme p" et v’’ bt distance et la vitesse aphélies, on aura p"z::a-\-c, donc (5* (0)
. 4ey* (a-r-c) ,
En comparant cela avec l’équation v'^ :
(§. 33.), on Irourera
Les vilesses dans les apsides sont donc réciproques aux distances; et c’est
dans ces points seuls que ce fbpport a lieu: car l'équation (1) ($■ 33.) nousa^
prend, qu'en général deux vitesses sont dans le rapport v':v"::'V — :V
Nous sommes entrés dans quelque détail relativement h celte matière, parce
qu’elle donne une preuve frappante, que l’erreur peut conduire i la vérité. Kepler étant convaincu par dea observations fuites dans les apsides, de la justesse du rapport u' : v" p ' : p' , il pensa que le même rapport devait avoir lieu dans tous les points de l'orbite; et c'est par cette erreur qu'il parvint à la découverte de sa i^conde loi (II. §. laa. ia5.), en y joignant une autre erreur qui compensa la première.
On a vu (§.' 33.) que l'orbite est une ellipse, si la planète a eu, dans un point quelconque M, une vitesse 1', perpendiculaire au rayon veoteur p ou r, qui était moindre que a /V j ou aVgl’p, le point .M étant le périliélie ou l'aphélie; car il est aisé do voir que, si o® est <4./" ^ ^ *era
aussi v' et v' étant tes vitesses, p et p' les distances péiihélies
et aphélies. Kn elTel, la proportion v' : v' x : p" : p' donne w"® = ^ d'où
il suit que u"=< ~,f,— • ^ P'“* que
Il reste donc à examiner, si le point M sera l'aphélie ou le périhélie, ou ce qui revient ou mênve, si p est plus ou moins grand que a. L’équation (i) y"3 — f*^ — —/V ‘Int't'® * — - ^ - . Or on n fl'' == U -f- c =:
,, I lî), d'où l’on tirera 0=:-^^ — , et en substituant la videur
~ \ airr’n" 4é’— e
prcce^lcnlc 4/^fi
On a donc généraiemeut •
— , équation toute semblable à (4) ($•
■as/’?
43’S — pu”
n étant la distance périhélie ou aphélie. Il s’en suit p— , donc
agy’ — au’
— azzza ^
d’üà*il csl aisé de conclure, que le point M sera Taphélie, si — ,
et le périhélie, si v'^fV — • On aurait pu tirer le même résultat de la
condition du cercle, v—fV — 33.); car il est visible, que la planète
s'éloignera du centre, ou que le point M sera le périliélic, si sa vitesse est 'plus grande que celle qui convient au ceicle, et que dans le cas contraire la planète s'approcliera du centre.
CHAPITRE I
, Preuves de l’attraction universelle.
$. 35. 1.1 a é;é prouvé dans les deux cliapiirrs prérédens, que lef lois de Kepler ne son! pas seulement une suite néoes.iaire d'uue force cm* traie du soleil, dont l'accélération est réciproque au carré de la distance, mais qu'elles ne pourraient pas exister sans celte force. Il est donc certain, que le soleil attire les planètes avec une pareille force; qu'elle s'alfaiblit à mesure que la distance augmente, sans pouvoir jamais devenir nulle; qu’elle se répand aux distances les plus immenses, mais qu'elle devient insensible, surtout en se confondant avec d'autres puissances. Il en résulte, que disque corps qui entre dans sa sphèie d'activité, est soumis à ses lois qtir sont celles découvertes par Kepler; que tout astre qui approche du soleil autant que la planète la plus éloignée, doit décrire autour de lui une section conique,
U moins qu’il ue soit retenu par une autre force qui l’emporte sur celle da soleil. Rien n était plus naturel que d'appliquer ces prinèipes aux comètes, visibles sur la terre, qui toutes approchent du soleil plus que Mars. Newton, le créateur de l’aslronomie physique, fut aussi le premier qui calcula.
Ifcs, orbites, des. comètes, suivant les lois de Kepler, et le résultat se trouva.
LIVRE III, C H A P. I, perfaitment d'accord avec les oKservalions (’). On a fait l’objeclion, que la furce attractive du soleil, à l'iustar de l'aimant qui n’attire que le fer, agit sur les planètes seules, et non sur les comètes qui sont apparemment d’une nature fort differente. Cela peut être; mais nous ne connaissons pas la nature des planètes plus que celle des comètes, et rexpérionee a prouvé qu’elles suivent les tois de l’attraction du soleil aussi bien que les planètes, La veilu inagnéiique est d’une nature lout-à-fait différente: elle peut «ire communiquée au fer, et elle peut être détruite à volonté; on peut l'augmeO' ter et allliiblir, etc. Il est plus naturel, de comparer rallraclion du aoleil avec la pesanteur sur la terre, qui agit sur tous lem corps qui s’approchent de la terre, quelle que soit la matière dont ils sont composés. La généialité de l'altraclion du soleil est enCn paifailement prouvée pur la théorie muiler* ne de la lune. Cette théorie qui satisfait aux phénomëaes avec la plus grande précision, est fondée sur riiypolhèse, que le soleil, aussi bien que la terre, attire la lune en raison iiivcise du carré do la distance; et celte hy> polhèse explique parf.iilemeul toutes les irrégularités de la lune, connues par observation. 11 est vrai que la lune ne décrit pas une ellipse autour du suit il, p.-irce qu’elle est forcée par rallruelion de la terre, qui l’emporte sur celle du soleil, de circuler autour du la terre; mais sa vraie orbite n’est pas non pins une ellipse autour de la terre, mais une courbe qui nuit de lu composition de deux forces, dirigées vers la leiie et le soleil,, cl réci* proques aux carrés des distances. Le mouvement elliptique des- planètes et des cuiiiëtes, les écarts de la lune d’une ellipse, l’action du soleil sur le flux et le reflu.x de l’océan, sont les plus furies preuves, que raltrarlioii du soleil est générale, et qu’elle agit suivant une loi iuvatiable,. sur tous les. corps qui s'approibenL de sa sphère d'activité.. '
OLseivuns en passant,, que ‘c’esi lu plus forte preuve physique du mouvement de la terre, ainsi que nous avons, vu (il. §. 126.),. que la troisième loi de Kepler en est la plus furie preuve astronomique.. La terre, ^|pnt au milieu de la sphère d'activité du soleil,, doit être soumise à son action, aussi l'i. Il que 1rs autres planèlrs. Elie se piéi ipilerait i.écrssaiiemcnt dans-
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le soleil , si elle n’avait pas un mouvement circulaire autour de cet astre, d'où résulte une force centrifuge qui balance la force centripète.
36. Cela donne lieu 'à la question, si l’attraction est une propriété exclusive du soleil, ou une qualité générale de tous les corps. Le dernier serait au moins très-probable, quand-même l'e.xpérience ne nous montrerait aucun autre corps, doué de cette propriété. L'impossibilité même, d’expliquer par les propriétés connues des corps, l’atlraclion dont l’existence est hors de doute, semble indiquer, que c’est une des propriétés élémentaires, essentielles, et par conséquent générales de la matière, qui, à cause de leur simplicité, n’admettent pdl une explication ultérieure. (Quelle que soit la variété de la nature des corps, la conservation de la nature, et la coopération à un 'seul but, suppose nécessairement des lois générales, auxquelles tous les corps sont soumis sans e.xception; et le lien qui réunit le système solaire, en retenant la totalité des planètes et des comètes dans leurs orbites, est selon toutes les apparences une de ces lois générales. On ne peut pas disconvenir, que les propriétés connues des corps, leur étendue, impénétrabilité, inertie, n« suffisent pas, pour produire les phénomènes ' de la nature les plus ordinaires; parce qd’il ne peut en résulter qu’un repos parfait, ou des mouvemens rectilignes, ou enfin des chocs d’un corps contre l'autre: les corps seraient ensevelis dans le repos du tombeau , ils feraient une masse informe, ou ils seraient dispersés dans l’iinmcnsité de l’espace. Il faut donc qne les corps aient d’autres qualités ou vertus; et pour que l’univers forme un système, il doit exister une force générale qui réunit les corps les plus éloigués, et qui les force de contribuer au bien et è la beauté du tout.
il est certam que l'attraction inulucllc satisfait k toutes ces conditions; et pent-èlre la plus vive imagination n’a jamais conçu une idée plus heureuse et plus fertile, que l’hypothèse de la *pesanleur universelle qui se développa dans la réflexion tranquille de Newton, et qui joint la solidité de la géon^rie aux charmes de la poésie.- Elle est dans le monde matériel,
ce que l’amour propre est dans le monde intellectuel; ainsi que celui-ci, elle
est la source de laquelle découlent tous les services que les corps se rendent l'un à l’autre et au sy stème entier. De môme que les diverses modifications de ce
puissant ressort, les diflëretfs obstacles qu'il a à vaincre, ou les obiels parti* «uliers qui l'attirent, produisent des actions qui au premier regard ne pré** sentent aucun amour propre, mais des sacrifices désintéressés, tels que les nobles vertus de l'humanité, du patriotisme, etc. de même la gravitation uni* vciselle est lu source de tous les mouvemeas qui produisent l'harmonie de l’uni* vers, et dans les(]uels l'observateur superficiel s'aperçoit aussi peu de l'attraction, que lorsque la planble périhélie s'éloigne du soleil. Ainsi qu'un bon* querant, le soleil s’empare de tous les astres moins puissans, mais seulement pour prévenir les désordres de l'anarchie dans son domaine, et pour y répandre la lumière et la chaleur.
On pourrait demander, s’il y .1, ici comme dans le monde inlellectuel, . des anomalies, des actions d'un amour-propre outré, contraires au bien général, des tyrans qui ne t'ont des conquêtes que pour détruire. Cette question a été résolue de dilTérentes maniëies: Il parait que de pareils abus ne
peuvent pas être supposés ici, où l’instinct et les moyens de le satisfaire, découlent de la même source; les dérangemens partiels contribuent à la per* fection générale; et toute l'hisloirc de l’astronomie ne présente aucun exemple incontestable de la déstruction d'un corps céleste. Personne ne peut former comme l'astronome, ce voeu que les lois de l'auteur de la nature soient remplies aussi fidèlement dans le monde inlellectuel, que dans le monde matériel.
5. 37. On verra {Chap. IIT^, que le principe do la réaction prouve rigoureusement, que toutes les planètes qui se meiivehl autour du soleil suivant les lois de Kepler, doivent être douées d’une force centrale, proporlioneile l leurs masses divisées par le carré de la distance. Partout où l'on peut faire des expériences, elles viennent à l’appui de celle vérité, sans qu'il y en a aucune qui lui soit contraire. Chaque planète force les astres qui approchent d'elle, de circuler autour d'elle suivant les lois de Kepler, comme tes planètes entourées de satellites; ou si son attraction est surpassée pat une autre plus forte, elle a du moins une influence sut son mouvement, toul-à-fait conforme à la loi d'attraction. Chaque calcul, fondé sur cette hypothèse, en fournit une nouvelle preuve, s’il salislait aux phénomènes:
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ainsi toute rastronomie physique, et principalement la théorie des perturba» lions , à l’aide desquelles les tables modernes sont si bien d’accord avec les observations, est une suite de preuves nombreuses de l'aitraction générale. ' Il sera bon cependant, de rassembler ici les fa'its les plus impurtans.
On a vu (II. §. 3ti. 3a8.), que le rapport qui CAiste entre ies révolutions des satellites de Jupiter et de Saturne, qui ont été déterminées 'par les observations d’une longue suite d'années, et entre leurs distances à la planète priiu;ipale, mesurées avec le micromëtie, sont entièrement coni'ormes à 'la' troisième loi de’ Kepler; que plusieurs de ces satellites décrivent des ellipses suivant les lois de Kepler (II. 3i8. 33i.;; et que le mouvement des autres satellites parait être circulnire et uniforme, ensortc qu’ils décri- •vent des secteurs proportionnels au teins, il s'en suit que Jupiter, Saturne et Uranus sont doués d’une üorce centrale, qui agit suivant la même loi que celle du soleil.
Les perturbations considérables que Jupiter et Saturne exercent l'un sur l'autre, prouvent que la force attractive de ces deux planètes agit sur tous les corps qui approchent de leur sphère d’activité; et il en est de même des autres planètes. L'application que la théorie moderne a faite de cette loi, dans tous les cas où deux astres sont assés piès l'un de l’autre, et la grande précision que les tables astronomiques doivent à cette application, sont la preuve la plus complète, que tous les coips sans exception s’attirent mutuellement avec une force, réciproque au carié de la distance,
§. 38. L’exemple de la planète que nous habitons, mérite une attention particulière, parce qu’il donna à Newton la première iviée de la gravitation universelle, et qu’il est en notre pouvoir de faire des expériences sur la planète même. La base de toute la théorie de la lune est l’ellipse que ce satellite décrit autour de la terre suivant les lois de Kepler, ce qui prouve une force centrale de la terre, réciproque au carré de la distance (JL. JI. Ch. /.). Ses écarts de l’ellipse, ses inégalités ou équations, s'expliquent pariaiteroent par la iorce centrale du soleil, qui agit sur la lune aussi bien que sur la terre; ce qui est ’une nouvelle' confirmation de rattraction universelle , ainsi qu’on l’a vu. , Mais il y a d’autres réfiexions qui regardent
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plus immédiainnent la physique de notre planète. Quelle puissance inri« ■ibie enchaîne la lune à la terrreT Ne doit-elle pas être beaucoup plus teasible sur la terre même, qu'à la distance de la luneT D’un antre côté, il parait inconvevable, que la force centripète de la pesanteur, si sensible à U surface de la terre, qui donne k notre globe sa forme sphérique, qui no laisse pas échapper de la terre la moindre molécule que la main du créa* teur lui a assignée, par ^ applications ingénieuses de laquelle l'homme ez6> cute les plus grands ouvriges, tandis qu’elle-mème se moque de toutes seo inrentions, en ne lui permettant pas de quitter k glèbe à la^^elle il est at* taché; on. ne conçoit pas, dis-je, que cette puissante force soit tout-k-fait null^ k de plus grandes distances. Puisque sur les plus hautes montagnes elle n'^ pas diminué sensiblement, et que dans les couches les plus élevées de l’atmosphère elle retient les vapeurs de la terre; il parait qu’elle doit s’étendro jusqu'à la lune. Il est difficile de tracer les limites de son activité, de déterminer la hauteur d’oà k pierre ne retomberait plus k la -terre; et il est posfible quq la sphère d'activité de la pesanteur s’étend au dek de l’orbite lunaire. . — Voilà les questions que Newton se proposa, et qui peuvent être
. * • * • loiues de la manière suivante.
$. üp. Il est certain, que k lune se {irécipiterait snr la terre, au moment où la vitesse avec laquelle elle va suivant la tangente de son orbite, et ,qui est reflet 'de sa première projection en vertu dé k loi d’inertie, serajt détruite; c'est une suite nécessaire de k force -centrale , .prouvée ci-deuus. La lune se trouve donc dans le même cas, qu'une pierre projettée horisonUlemeut d’une grande hauteur. Si la projection était assés forte, et que la réaistance de l'air fût insensible, ce qui est le cas dans la région de k lune; celte pierre, au lieu de tomber sur la terre,décrîrait autour d’elle une section conique. Il n’y a donc pas d’autre différence entre ces deux cas, que la distance plus et moins grande; et k question, si ce sont des effets d’une même cause, peut être résolue de deux manières: on peut examiner, si l’effet de k
force centrale qui retient la lune dans son orbite, étant modifié suivant la loi connue, serait égaie k la. pesanteur sur la terre même; ou si la pesanteur est *
^e même nature que cetlb force, et »{ elle suffirait à une si grande distance, pour faire décrire k la lune son ellipse.
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La première question e$f-, quelle intensité la force centrale qui retient la lune dans son orbite, aurait à la surface de la terre, ou combien elle devrait accélérer les corps à uw distance égale au dcini-diamètré de la terre. L'espace, parcouru en une seconde autour d'un corps central dont la force accélératrice est P, celle de la pesanteur étant" prise pour unité, est en gé- Bétàl g— 5 (§. •X’]. (6)), en désignant par a, b, le grand et le petit
. demi axes de l'oibite elliptique, et par r une dislajppe quelconque. En substitiiai^; A^~n^a*b^ (§. 3a. (i3)), on aura ^P— — • Si l’on nomme « le demi-diamètre de la terre, 'et qu'on fasse a = va, r~a, l’accélération à ta surface de la terre sera gV — a. Or le demi-diamètre de la’ terre est d’environ 3-À’joooà toises, ou ar=ao3o676i pieds rhinlandiques ; la parallaxe
moyenne de la lune (II. Ç. loo.), W“57'xj'' donne » zr — = -r^ — bo.iai;
' a «in 01
et le moyen mouvement de la lune pour une seconde est n =z o", 54o 0,000003661627: d’où il vient gP~ i5,63i; ce qui ne dilTère de g~ )5,6i5 que d'une demi-ligne. On a donc ^Pzz:^, Pzr i, d’où il suit que la force 'çentrale de la terre qui agit sur la lune, est identique avec la pesanteur. Le ^calcul précédent n’est pas rigoureux , ipais assés exact, pour prouver* l’identité de ces deux forces. Four être rigoureux , il a besoin des corrections suivantes qui n’ont pas encore été expliquées: x) La force centrale de la terre, qui produit l’orbite de la lune, ou son moyen mouvement n, que BOUS connaissons par observation , est diminuée par l’attraction du soleil de , et augmentée par la masse de la lune de ^ j a) La pesanteur g est diminuée par la rotation de la terre, et cette diminution qui est de ^ sous l’équateur, dépend de l’élévation du pôle;' 3) en vertû de l’aplatissement àt la ' terre , là pesanteur n’est pas partout proporiiotmelle à la masse de la terre, divisée par le carré de la distance au centre; 4) valeurs de g, O, UJ, devraient être réduites à la même élévation du pôle. On peut trou- • ver le même résultat par un procédé plus simple, niais moins exact. Soit {tig. 3.). LM A l’orbite lunaire que nous supposons ici circulaire, parce qu’il ne s’agit que du mouvement moyen; soit T la terre, LM le moyeik
mouvement pour une minute,* donc LTMzz33". En faisant a ~ ao3o700o, v=:6o, ôn aur.v à peu près LM= MNz=v« sia 33'^= 1949^3, et LA^
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Mail M = LN.N A, donc LN=— — =zi5,6 piedi. Pendant que • la lune marche de L en M , la force centripète 1# détourne de la tangente en L de la ligne LN qui, par conséquent, est l’accélération en une .minute et h la distance- TL =! 60 K. Or les espaces étant comme les carrés des tems dans lesquels ils sont parcourus, et les accélérations étant réciproque! «U carré de la distance, l'accélération en une seconde et à la dislance*a sera
.fP::: iS.6^ti.6u _ |5 6 — p; donc P ~i,, comme ci-dessus..
^ ♦ 00.00 • • . ' Si l'on renverse le problème, la théorie de l’attraction peut servir 4
déterminer la parallaxe de la lune avec une grande précision- E» employant le demi -diamètre, de l'équateur a=3a8ioia toifes, et la chute des corps, qui aurait lieu sans la rotation la terre, ^ = ai74i9^ lignes d’un pied de France = toises, on trouvera » =: 69,939; donc la parallaxe
moyenne sous l'équateur =zS7'2i", *cc qui est parfaitement conn^rme aux observations de Mayer.
On a fait l’objection, que k pesanteur ne s’étend pcu|^clre pas à des distances aussi grande! que celle de la lune, et que par conséquent la lune est sollicitée par une autre force; ce qui nous conduit è la seconde manière .de résoudre la question proposée. CcAnme il a été prouvé, que. la pesanteur «St suffisante pour retenir la lune dans son ellipse, si elle diminue suivant le rapport inverse du carré des distances; la question est; si la pesanteur .suit etfectivement cette loi, ou plutôt, si elle .ne décroît pas dans un 'rap* port plus grand que celui du carré des distances. Car il . est aisé de voir que, si elle ilimiuuait dans un rapport moins grand, l’ellèt de la pesanteur l’emporterait sur la force centrale, et la lune ne pourrait pas décrire l'ellipse que donnent les observations. Il faut donc recourir à des observations fartes sur la terre même, pour déterminer le rapport dans lequel la pesanteur diminue 4 dillérentes hauteurs; et les osfillations du pendule offrent le seul moyen, qui soit assés exact pour décider celle question. Suèrant les pria- . cipes de la mécanique, la longueur du pendule à secondes est a~—^.
d'où il suit g — £0 nommant b la longueur du pendule à secon-
des, sous la méo>e latitude, mais à une plus grande élévation au-dessus
de la surtace de la terre, l’accélération de la pesanteur à cette hauteur sera
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, d’où l'on tire g\hiia\b. Soit a le demi-diamùtre de ta terre,
* t'élëvalion du lecond Tieu d’observation; *a distance au centre de la terre* aéra a. En supposant donc que la pesanteor est réciproque au carré des distance!, on aura •
tl est visible, que la hauteur doit être très-grande, pour donnée, un résultat ■ûr: ainsi les seules observaHons qui puissent décider la question, son4 ceV> les que les académiciens de Paris ont (àites sur les Cordilléras. Bouguet trouva qu’à Quito, ville élevée de au - dessus de la mer, le pendule k secondes était de -Ar plus courte qu’à la surface de la mer: on a donc n~ 223'j, et a:i:: idJi : i33o:;^:/i, ce qui est fort approché de la propor^ lion (n >1- : i33i : iSiy, 8i I. Sur le Pichincha il trouva nr=i349, et a:A::843:844"^:A, ce qui' diffère peu de (n-(- i)*:n“:;845:844^(*). Dans les deux cas, A est un peu plus grand, qu’il ne devrait être suivant le rapport ineerse du carré des distances: il est donc prouvé, que la pesanteur ne décroît pas dans un plus grand rapport, ét que par conséquent^ elle suffit pour effectuer \e mouvement connu de la lune.
$ 4o- 11 Ml évident par ce qui précède, que la force qui relient Is lune dans son orbite, est la même que celle que nous appelons pesanteur ÿiir la terre, et qu’une pierre, ou un corps quelconque qui, dans la région de la lune, serait lancé suivant la même direction et avec la même vitesse, dé- ’crirail autour de la terre l’orbite lunaire. Il n’est pas nioins certain, qu’il en est dé même des autres corps célesiés: chaque planète ou autre corps, placé à la surface du soleil, sera attiré par cet astre, et tombera sur lui suivant la même loi que nous observons dans la chute des corps, sur la terre, «U, s'il est arrêté, exercera une pression vers Id centre du soleil, 'qui sera déterminée ci-après. On doit dire la même chose de toutes les planètes qui '•ont entourées de satellites, et il est naturel d’étendre ces raisonnemens k 'celles qui n’ont point de satellites, d’autant plus que leur force attractive est prouvée par les perturbations qu’elles exercent sur les aulreé planètes. La lune même, le plus petit des corps célestes .que nous connaissions, est
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«loué d'une force allraclive, dont les cffeli lonl tiës-selisibln, tels que la nutalinn, les marées, eic. Les attraction» mutuelles des satellites de Jupiter sont*assés considérables, pour ne pas échapper à nos observations malgré la grande distance. De quel coté que nous regardions, nous trouvons des preo> tes , que l'attraction est une propriété commune à tout ce qui^est matériel, ^ et que Jes corps les plus éloignés s’attirent mutuellement, et qufls pèsent l’un sur l'autre. La plus forte preuve est la loi de réaction, dout il sera parlé plus bas. > * .
Telle est la loi de la nature, connue sous le nom de graintation uni* verselle, qui fut découverte par Newton, et qui a donné une niftvelle forme \ l'astronomie entière. D’après cetle loi, le mouvement elliptique qui dépend de la force centrale du soleil seul^ n'est plus le véritable mbuvemeat des planètes, qui résulte au contraire de la composition des attractions du soleil et de toutes les planètes. Mais outre ces perturbations proprement dites,»qui seront traitées particulièrement dans le cours de cet ouvrage, la gravitation universelle a encore une autre influence sur le mouvement de chaque planète, qui aurait lieu , quand même U n’existerait aucun corps outre cette planèta et le soleil. Nous avons supposé jusqu’è présent, que les planètes sont de* points matériels sans étendue, et jqu'elles sont , sollicitées par le soleil seul. Mais, la force attractive étant une propriété universelle de la plu*s petits molécule, fe soleil attirera ,non-sfulemenl. le centre de la planète, mais chacun de ses éléAens; dinn autre cété, la planète ne sera pamsenlemenè attirée par le soleil , mais elle attirera le soleil de même. * Il faut donc examiner, quels changemens la théorie de Kepler éprouve en vortu de ces^eux conditions; et c’est l'objet des deux chapitres suifans (’). '
Avant d’entrer en matière, il sera bon d’extraire quelques passages de Yintroduction de l’ouvrage de Kepler de stéSa Afartis, qui prouvent que ce grand homme eut des Jdées fort justes sur la pesantébr universelle. ,,Si duo
• lapides in aliquo loco mundi collocarentur, extra orbem virtutis tertii cor-
• porisu illi lapides ad similitudinem magneticorum corporum coirent loco in- ■ termedio, quiiibet accedens ad allerum tanto inlervallo, quanta est alterirM
(1) A«k. tM. ti«i. Jhdk. Mat*, l». III. trcf. IF, F. '
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amolet in comparatione” (c'etl-à-dire il* toïncidéraient dans leur centre de * gravité). ,,Si luna et (erra nun relÿierenlur vi aliqua, quaelihet in suo circa* «ilu; terra ascenderet ad lunam 54'* parte intervalli, luna descenderat ad «terrain 53 partibus intervalli; ibique jungerentur” (c'est-à-dire au centre commun de gravild: Kepler supposa donc avec une grande précision la masse dé la lune égale à ^ de celle de la terre , ou plutôt il substitua le rapport des volomes à celui des masses). — «Si terra cessaret atlrahere ad se aquas_ «sues, a^uae marinae omnes elevarentur, et in corpus lunae influèrent .«Orbis vfe-tutis tracioriœ , quae est in luna, porrigitur usque ad (erram, et «proleclat 1k]uas sub zonam torridam. — Unde sequitur, mullo magis virtu* « tem tracloriam lerrao porrigi in lunam et longe altius, ac proinde nihil eo- «runi quod -ex terrena maleria constat,- inque altum solvehitur, complezum «hune fortissimuro virtutis tradonie unquam elTugere”. Il faut convenir que ce ^eu de lignes rentérment toute la théorie de Newton.
CH APITRE . I I.
Correction de la théorie de Kepler ^ due aux attractions proportionnelles aux masses.
J. 4'> Pour qu’un corp« soSJe >oit mil, la force n'a pas besoin d'a«
fir immédialement sur cbacune de ses parties; elle peut être appliquée b
un seul point, et la cohésion des. autres parties leur communiquera le même
nouvement. Quand un seul 'point est sullidWé par une fui ce mouvante, tous
les autres éléraens du corps résisteront à son mouvement en vertu de. leur
inertie , et chacun de ces obstacles* doit être surmonté par une partie de la
force qui, par conséquent, se répandra sur le corps entier; et le mouvement ne peut avoir lieu, que lorsque tous les élémens sont également accélérés. Il en résulte, que l'accélération du mobile et de chacune de ses parties sera d'autant moindre, que Ja masse, ou, le nombre des élémens parmi lesquelq la" force doit être distribuée, est pluÿ grand : donç l'accélération d’une força qui n'agit pas immédiatement sur le corps entier, mais sur une certaine partie, est réciproque à la masse mise en mouvement ($. 5.). Or, la force irtee, ou la pression du mobile étant proportionnelle au produit de la vitesse et de la masse ($. 9-) , la pression ou la quantité du mouvement sera, dans un pareil cas, indépendante de la masse, et d’une grandeur constante, quelle que soit la masse du mobile. Jldais une pareille force ne peut agir
indifféremment sur Houte matière; et si à l’origine du dfeuvement, une partis • ♦ »
du corps, qui n’est pas attaquée immédiatement par la force,*en est séparée,
elle demeurera en repos;. ou si le corps est fluide, la partie sur laquelle la
force agit immédiatement, se mettra seule en mouvement, en se sépanuM
des autres qui resteront eq repos.
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L’invenlon de ces raisocneinens est également admissible. Une forcei (dans laquelle nous apercevons le contraireda tous les phénomènes ptécédens, doit agir sur chaque élément des corps, avec la même (bree, et doit être appliquée imniédialemcut à cliaqu^ molécule; et c'est le cas de la pesanteur. La cohésion n'a aucune influçnce sur la chute des corps solides; deux balles do plomb tombent avec la même vitesse, que lorsqu'elles sont fondues ensemble; une masse d'or ou de plomb, etc. deux ou dix fois plus grande est accélérée pVéciséaicyit coipme la masse simple; et 'tous les çÿrps en général^ quelle que soit leur grandeur ou leur pesanteur, tombent avec même vitesse; dont il est aisé de s'assurer par l'expérience, non-seulement dans le vacuum, mais partout, en tenant compte de la résistance de l'air. L'accélération da la pesanteur n’est donc pas en raison inveêse'âes massés, mais elfe est la même pour toutes les masses. Il s'en suit, que quantité motrice de ht pesanteur, la pression ou le poids des corps graves doit être proportionnel h la masse, ce qui est également confirmé par l’expérience. -Une livre de , plomb pèse également sur la balance, quel que soit le nombre des morceaux en lesquels on Ta coupée. Le pbids des corps' qui sont composées d'une matière uniforme, ainsi que l'or, est exactement proportionnel à leul grandeur, et par conséquent à leur masse. Enfin la pesanteur agit indiSTétemment sur tous lès corps, et nous ne connaissons aucune maliërè sans pe- ■anteur: les globules des vapeurs les (fltls subtiles n’en sont pas 'exceptées,
* et les fluides sont soumis à la loi de la pesanteur aussi bien que les coi^i . solides. Puis donc que tous les élémens des corps sont également accéléré! p’ar la pesanteur, la pression ou le poids de chaque corps est nécessairement la somme des pressions de tous ses élémens, et par conséquent proportions nelle i leur nombre ou è la masse du corps. La force accélératrice de la pesanléur est donc la même pour tous les corps, tandis 'que la force motrice ou ^a pre'ssion est proportionnelle è la masse.
Ce résultat est confirmé par les expériences faitel par Newton. Deux pendules de mémo longueur, auxquels sont attachés deux poids égaux de dilT^ rentes gravités spécifiques, par ex. de plomb et de bois, font les mêmes oscillatldiu dans ieVathum, -ou étant enfermés 'dans des boites égales et semblables, -
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ensorte qu’ils éprouvent la même résistance tle l’air. L’égatilé des poids •prouve que la force motrice, ou le produit des vitesses C, c, par les masses M, m, est' le même, CM— cm; les vibrations de même durée prouvent que les accélérations ou les vitesses sont aussi égales, C—c; d’où il suit M~m.les masses sont égales, si les poids sont les mêmes, malgré l'hétérogénéité des matières; donc les poids sont proportionnels aux masses ( ' ).
Il en sera de même des attractions ou des forces centrales des corps célestes, lesquelles ne sont autre chose que la pesanteur agissant à une plus grande distance La force centrale du soleil agit inditTéremment sur
tous les corps, grands ou petits, plus ou moins denses, sur la lune précisément comme sur Mercure ou Jupiter, en communiquant à tous la même vitesse, à proportion de leurs distances: la pression de la masse entière est donc la somme des pressions de tous ses élémens. Si le soleil ou Jupiter accélérait une partie de la masse plus que l’autre, les différentes parties n’auraient pas le même mouvement, d’où il résulterait des séparations, ou des irrégularités dans la Bgure sphérique et dans le mouvement. Il suit de la loi de la force centrale du soleil, que la terre, étant transportée dans la région de Jupiter, ferait une révolution en douze ans h peu près. Si donc la masse de Jupiter, qui est beaucoup plus grande que celle de- la terre, n’était accélérée exactement comme la terre, Jupiter ne pourrait pas avoir la même période de douze ans; et la troisième loi de Kepler^ ne pourrait avoir lieu que relativement aux mêmes masses. Or puisqu’elle a lieu pour tous les corps célestes, dont les masses sont sans doute fort différentes l’une ■ de l’autre, il s’en suit que les forcM centrales des corps célestes accélèrent également tous les corps, que par conséquent la quantité motrice de ces forces est proportionnelle aux masses des mobiles.
On verra dans le cours’ de cet ouvrage, que cette vérité est confirmée par une foule d’observations astronomiques. La précession des équinoxes, la nutation de l’axe de la terre, l’aplatissement des planètes, etc. ont été calculés suivant une théorie qui est fondée sur cette hypothèse, dont la vérité est prouvée par l’accord qui se trouve entre elle et les observations. Si
(i; ilaU. Phil. Nat. Prûte, Math. Lit, III. Frop, yl, ,
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on. calcula par ex. l'aplat iuetneni de la terre ^ eu üuppcxaat que la pesan- ,tcur e*t dirigée vers le cualre &eiil,. on Iruuvaia le cappocl îles- aar-» cuiume 5*K à et pour Jupiter on tiouveia i4 i- S- M«û an
pi'enanl pour Late l'h^potlièse pcéiéuente,. que ctuiqae muléiuie a une loi ce *■ attractive^ on Irouveia le» rappocl» aJa à a 9 et 10 à 9,, ce spuL u»t plu» couü'iQiP aux. obaervation». ^U. 1C7.)-
S 4v- ®' l'n» suppose, cunluiuiéuient à ce qui prérfeje, q,ue tou» le» corps gruvilent l'un. vers, l'autie,. ou ce qui cevic-uJ au même,, que i’utlractioa est une propriété commune aux plus petite» molécules,. (§. 4'».), il s'en suit de la irrêmc mautcre,. que l'altiaclion qu'exerce un corps suc tous les autres, est la somme des attractions, de tous les élémeii» dont il est composé, ou ce que revient au mêuier que- la. quanlUé absolurr de la li.cce centrale de chaque corps, est proparlionnelle à. sa masse. Il en césiilltr un truuveair. lieis qui réunit l'cnirers. La- Ibrce centrale du soleil n'est pa» seiilemenl semblable à la pesanteur sur la terre, etc suivant 1rs mornes lois, mais elle est Identique avec la pesanteur,, elle est ahsulumetrl la n.èmu turce, et de la ■ mime tivirnsilé. Deux molécules, dont les masses sont égales,, ont exacicmeut la même i’ucce altraclive suc le scicil et suc la terre,, et la diiléreuce entre les allcaclions des corps célestes ne dépend pas de la qualité,, mais unique» meut de la quantilé de la uialtère dorU. il» sont composés-. Ainsi runivers ' est un ouvrage exécuté d’apics un seul plan. En connaissant la force attractive de deux corps célestes à égale distance,, on cunnaU en mime tema le rapport de leurs, masses. La première ne peut être connue que par L'ac> célératiua qu’ils communiquent à d'autres corps^ c'esl-àdire par la chute des corps à leur surface,, par les orbites que d'autres corps, célestes décrivent autour d'eux r ou -enfin par des efl'ets quelconque» de leur attraction. La. chute de» eorp» ne peut être observée que sur la terre,, d'om if auit que ■ ou», pouriions comparer la masse de U terre avec celles d'autre» corps cé- ' lesles,, quand même elle n’aurait point de lune; le second moyen ne peut être, employé que relalivemant au soleil et aux plauètra qui aont entourées de salel- Kles; le troisième peut itre appltquéaux perturbalrousque Irsplaiièlei exercent fane an» l’autre, et qni ont servi à délcrnuner lea masse» de la plupart dea
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planMci, vl in?ine celles des salelliies ilc Jiipiier, mais principalement la masse de ta lune par son influence sur tes marées, la nulafion, etc.
En nonimant donc la masse du corps central, par ex. -du soleil, S, celte du coi-ps attiré, par ex. de la terre, M, la distance cle l'un à l'autre, r, la quantité absoUie de la foicc centrale du soleil pourra être expiimée par S, U qiianlilé .acciUrntricr par , et la quantité motrice on la pression de la terre -veis le sdtril par (§. lo.), S devant être e.\primé en parties de ta misse terrestre, -si la pesanteur sur ta tare -est prise pour lunité de forces. '
'Ç. 4-I. Puisque ta Force attractive est une propriété générale des corps, •et proporhonnelle si la masse, le soleil sera aussi attiré par la terre et les autres planètes,^ avec une force dont l'intensité est propot lionocllc à leurs masses. Rrelalivement à celte attraction, la force absolue <le la planète est éz M, la force accélératrice = pression du soleil vers la planète
rr — , , donc égale à la pression de la planète vers le soleil (§. 4'’-)le Ibéoième connu, que la réaction est constamment égale et oppoiée à -luchon, qui est généralement adopté comme Tun des premiers principes des lois du mouvement, dans la métaphysique môme ('). Un corps ne peut tirer oa pousser un autre corps, qu’eu tant que, celui-ci résiste, et il ne punirait -pas du tout agir sur un corps -pénéirable, ou qui ne lui opposerait aucune , résistance. -La main, en poussant ou tirant un corps, éprouve, une égale , pression ou attraction, et nous mesurons la force avec laquelle nous agissons sur un -corps, par -l’action qu'il e.xerce sur nuus suivant la direction opposée. CesI sur ce principe que se fonde toute <la théorie de la percussion des corps. Il est vrai que dans its machines, faction de tirer et la réaction ne 10 transmettent qu’au moyen d'une curdej mais le résultat doit être le même, si l'allraclion se fait, sans que te lien qui jouit tes deux corps soit visible: si la réaclion nous parait alors inconcevable, Il faut cuivsidérer que nous ne voyons pas non plus la corde, au moyen de laquelle se fait l’altraclioa même. En vertu de ta loi d'inertie, 'le corps attiré résiste cumlainmeut à proportion <|e va m-i-se, pnrre que rhaque é'émeni est inerte. Celle lêsis-
(I^ iVfal. Aol, ^ina. Jiuiti. iJb. À, ijts lil-
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tance est opposée i rattraclion, elle est doue aussi une allraclion. Suppoiona que' le corps attiié approche du corps central, jusqu’à ce qu'il soit en con* tact avec lui. Si la léaclion u'élait pas esiacleiiient égale à l'action, les deux corps prendraient, au moment du contact, un commun mouvement suivant la direction de la pression qui l'emporte sur l’autre. La terre devrait avoir un mouvement rectiligne d'un c6lé ou de l'autre, en veitu de l’atlmctioa seule qu'elle exerce sur les corps graves, si elle n’éprouvait une réaction de ces corps, ég^tle à la sienne. Chaque corps serait nos en mouvement par aa propre force centrale, ainsi qu’un homme tombe à la renverse, quand la corde par laquelle il tire un corps se rompt, et que par conséquent la résistance du corps attiré cesse brusquement.
Lorsqu’un corps communique à un autre une certaine quantité de mouvement, il doit nécessairement perdre la même quantité;^ de même qu'un vase ne peut se remplir, sans vider un autre vase. Supposons qu'un corps A agisse sur un autre B qui est en repos, avec la force -f-V, le signe -{indiquant la direction. Or le repos peut être envisagé comme le résultat de deux forces égales et directement opposées l'une à l’autre: on peut donc concevoir le corps B 'sollicité par deux forces -|- V et — V. Mais il ne reste après faction que la force ainsi l’action de A se réduit à dé-
truire la force — V, ou à lui résister: donc B agit sur A avec la force — V; la réaction est égale et contraire à l’action.
, Nous en tirerons une cpnclusion très-importante. Nommons m”, m', m", eic. les masses des corps d’un système, qui s'attirent mutuellement en raison de leurs niasses et d’une fonction quelconque y de leurs distances; nommons de plus V, V', etc. les distances des corps m', m", etc. au corps n»"; 'y, V', etc. celles de m®, m", etc. à m, et ainsi de suite; a*, a“,
l^s troL". coordonnées de m* relativement à un point lise J; x , y , 3! , celles de b/, elc. Cela posé, les forces accélératrices qui tirent m* vers ni et vers ui' , seront rti .fÇi') et m" . et les mêmes forces, décomposées
suivant X, et dirigées vers J, seront ni ,f^^) — ^ ün nommant donc p‘, p" , etc. les forces motrices ou les pressions vers J ei suivant x, qu’éprouv^ les corps m”, ni , m", etc. on aura
~ ni,
f-cet. = *P'4-*P';4-cef.
-po-f T" + cet.
= + ./ ("/J ^-cet. P” +"F +cet.
Or Vr 'r*, V'Z' A y'—"r, etc. donc P^= -»P', , "P'= -'P%
Pic. "tl’üù il iuil />• -j- p' + cri. = O. Il en est de môme des forces suivani y et s, d’oti il rôsuke qu'cn vertu de la réaction, la suir.uic des pressions de tous les êlémens d'un système, suivant une direction quelconque, est nulle, en lant qu'on ne considère que l'aclion mutuelle des élémeos du système, en faisant absiraclion des forces étrangères; c’est-à-dire, quel que soit le nombre des corps ou des élémeus qui composent le syslèrae, la pression de chacun de ces corps éprouve, en vertu de la réaction, unc^prcssion contraire qui la détruit.
Le principe de la ré.actiun est de la plus haute importance dans l'nitronomie physique, et la proposition du §. précédent en est une suite nécessaire. En nommant S, M, les masses de deux corps qui s'attirent réci-. proquemeni, C, c, les vitesses ou accélérations que l'un communiipie à l’autre. A, B, rinlrnsilé de leurs forces, r leur distance; on aura en vcrlu^ du la réaction, SC^.Vlc, ou C:c::M:S, et suivant la loi des forces cenfraies, C~^, c=^,, donc C : c :: B : : M ; S, d'où i'i suit que l'inten-
sité des forces est comme les masses, el que les vitesses sont eu raison inverse des masses. Il résulte de la dernière proportion, que deux corps isolés dans l'espace, qui d'udI été solirciiés par uu choc qui leur ferait décrire des ellipses, s'approcheront l’un de l’autre suivant la droite qui les joint, et se renconlreront dans le centre de leur gravité (§. 4't-^- Voyons îuuiutenanl ce qui en résulte pour le mouvement des corps célestes.
§. 44- Suivant la théorie do Kepler on ne considère que les centres du soleil et des planètes, el l’cibjet de l’aslronomie, en faisant abstraction de la rotation , est le inouvemenl du centre de cliaque planète. Mais nous venons de voir, que tous les élémens d'une planète soûl attirés ps: cjia'iue élément du soleil en raison inverse du carié de la distance. Il faut cloiu; examiner, si le mouvement elliptique n’esl pas troublé par la gramlcsr et
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la fij;ure du soleil el des planètes, c’est-à-dire, si la résultanla de tonies çe« sliiacliuns éléinenlaiies passe par les cen'Tes du soleil et de la planète, .et ai elle est réeiproi|iie au carré de la distance. 11 est aisé 40 voir, que Jt solution de ce problème dépend non-seulement de la figure des deux corps, mais aussi de l’unilormité -ou de la loi de leurs densités} et l'on peut imaginer une infinité de cas, où les corps célestes -sont tellement formés, que ma’gré la loi de l'attraction., découverte par Newton, leurs oibiies ne seront pas conformes aux lois de Kepler. La figure de tous les corps célestes que noos connaissons, est à très-peu près .tp/icr'que; mais il n'est pas «n notre pouvoir de iàirc des recherches sur la distribution -de la masse dans -chaque sphère. Nous commes donc réduits à adopter rhjpolhcse la plus simple, que le soleil et les plancles sont des sphères d'une densité UBiforme, ou dont la densité croîl ou décioit suivant une loi quelconque., de sotte que, dans toute l'éleudue de la sphère, elle -cil une mémo- fonction de la distance au centre. .En léfléchissaut sur ce qui devait arriver aux corps célestes, dans le loms où la pesanteur de tous leurs 'élémerts leur donna une figure spitérique, on se convaincra aisément, qu’en général la densilé doit dépendre de la distance .au «entre, malgré .les exceptions qui .auront sans doute lieu.
-5. ,4'5. D’après le principe 3e la gravilafion -universèlle, chaque point
malérlel Kl est attiré par un autre N, dont la distance est r, avec la for- . . N
ce accélératrice -,} en même Icms le ^ corps M communique à N l'accéléra- •ion — , et ces -rleux vitesses -sont l’une à Taulre -comme N à M. Si le corps alliratil est d'une densité nniforme, la masse et la force accélératrice de chaque élément sera proportionnelle à son volume.
Soit {Fig. 4-) AMDN une coudre sphérique .d’une densilé î et d'une épaisseur infiniment petite £; el P un élément materiel qui est attiré par chaque point delà couche en raisc/n iiiveise du c-rrré de la distance. Supposons que la droite PC qui joint le point P et le centre C de la -couche, la rencon're en A et D, el que le cercle MN soit l'inleraeclion de la couche' avec un plan perpendiculaire à . Paie PD en B: cela posé, tous les points du cercle MN, et d'un autre m n qui lui est parallèle, auront 1a même distance à
leur* ceatre» b, el au pôle P. En nommant V l'allraction du «egment
entier MAN- suc P,, celle de U anne ûiGniiuent petite Mn*sera=dV.
Cliunue é.éineat Mm de cette sooe attirera L‘ suivant PM,, avec une tore*
pro|)urlioaiu:lle à ~ 9“^ pourra être décomposée- suivant PR el RM: la dernière iiurce étant détruite par celte de l'élément opposé N n suivant £N , P ne sera attiré- par chaque élément de la zone M u que vers le centre R ou C,. avec une tdcce âu qui- sera à relie siiivaat PM, ^ ‘ comme PH est b PM P on. a. donc du ~ — dont l'iutéerale est M I» P B . 4 e ™
dV =. T"tr: Mau- lauce de la. arme Mu. eat a -c. G U. R 6,. donc
av =
air.CD. B6,PB .4s
Si l’on, fait CD^CA~o, GP — r; A.R^x/ OB aura Bérdj:, Plirr-a-t-x,. BM^j:(ao— x), et PMrl^{() — a/*-parx}, donc
a-TT 4 1 g (r- — g -f x] ^ z
dV =
J(r — aj*-r-arx} i
En laisont PM-=z ou. o)®-J^arx— a®, il viendra »•— o-+-xzT
- zdz >
i'jL — , et
av =
dtont nntégrale' e$i V ■=: ^
C^. Pour, que- cela- soit l'allra-
ctiuo du segment MAN, U constante G doit èiredëterminée ensoite- que l’ii
tégrale soit nulle, si x=to- ou z~r — a, d'où il vient G.= et
_aT4«g- /a»-*.r{je — g). ,
Pour avoir l'atlraction de la couche entière AMDN,. il EsutlairexsAD— aa,. il’où il. viendra z=:r-l-a^ et
v4ia
SL l'on nomme S le volume' de 1a couche, et t sa densité,. S- sera. 4 -va**,, et
d’oiL il suit que- chaque* point materiel P' est attiré pas une- couche sphériquevers le- centre seul, avec uiie Duree dont L'accélération est en raison directe de la masse- de- la. couche, el en raison inverse du carré do la distance de P eu centre de la couche; précisément comme si toute le masse allrscUiGe était séunie eu centre.
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Si P est aussi une couche sphérique, chacun de se* éléraen* «era pUiré par la couche A D de la même manière, dont il ie serait, si toute la masse A D était réunie en Cj et l’effet doit être le même, si chaque élément de P attire la masse réunie en C «uivant la même loi, parce qu en verju de la 'réaction , ces deux attractions ne diffèrent l’une de l’autre qu'à l’égard de la direction. Mais alors on a le cas que nous venons de considérer: l’aUraction sé fera exactement, comme si la masse entière P était réunie au centre de la couche P. Il en résulte en général, que deux couchés sphériques d’une densité uniforme s’attirent réciproquement avec des forces, dont la résultante passe par les deux centres , et dont les accélérations sont en raison directe des niasses, et en raison inverse du carré de la distance; comme si chacune des deux masses était réunie dans son centre.
§. 46. Soit AD {lîg. 5.) une sphère d’une densité uniforme î, PD la droite qui joint le point allire P et le centre C, BE, ée, deux sphères décrites du centre C, leur différence infiniment petite BE — bc:zzS. Eu faisant CA=a, CP = r, CA = x, Bb=:dx, S sera. la différentielle de la sphère
6e, le point P sera attiré par la couche S vers le centre C seul, et son S
accélération sera (§. 45-). En substituant S=:4'"’^*^-» tS- 45.) > et
r* . 4.7rÿx®
Intégrant, on aura l’attraction de la sphère B£=:: — ^ , et en faisant x — a,
l’attiaction de la sphère AD,
. y _ 4-n-ÿg*
Le volume de la sphère est S rr | ir a^, d’où 'il vient . - ■
n suit des raisonnemens précéilens (■§. 45.), qu’il en e»l ée même, si P est ui;e sphère de la densité 6'. Deux sphères uniformes s’attireront réciproquement^ de la même manière, dont elles le feraient, si chaque masse était réunie dans son centre: les accélérations seront en raison directe de la massse attraclrice et en raison inverse du carré de la distance; et la résultante de toutes le* attraction* sera dirigée vers le centre de la masse attractrice. Les vitesses communiquées aux deux sphères S et S seront entre elles
comme Z et S, elles approcheront l’une de Faulre avec la vitesse — j- , la
pression de chaque sphère vers le centre de l’autre sera , et la quantité
. <îu mouvement entier •
• $. 47* Si ‘dessité de chaque sphère est la meme fonction de la
distance au centre dans toute l'étendue de la sphère, on peut concevoir les sphères A, B, partagées en couches sphériques infiniment minces, dont chacune aura une densité uniforme qui est fonction du. rayon, et par consé* quant attirera les couches de l’autre sphère avec une force — , dirigée vers le centre (§. 4^.), S étant la masse de la couche attractrice, et ^ la distance
des deqx centres. Comme la distance des couches à leur centre n’entre pas
dans cette expression, on aura, en nommant S', S', etc. les' masses des difTé* rentes couches, la force totale qui attire B vers le centre de A, — V;
S S' cet. étant la masse totale de la sp^^^re A,' qui est trouvée par l’intégration , la densité étant donnée en fonction de la distance au centre. 11 est aisé de voir que la somme do la série S cet. sera le volumc.de la sphère A, multiplié par un nombre qui exprime la densité mo3'enne, et qui est déterminé par la loi, suivant laquelle la densité dépend de la distance du centre. Comme il en est de même de la sphère B, il en suit, que chaque sphère A attire une autre B avec la force — , dirigée vers son centre,
exactement comme si les masses étaient réunies au centre. La vitesse avec
A + fl
laquelle les sphères approcheront l’une de l’autre, sera — — , et la quantité du mouvement entier ——
En supposant donc, que la figure du soleil et des planètes est sphérique, et que la densité de chaque couche est une fonction du raj'on, il a été prouvé , que le mouvement sera tel qu’il serait , si les centres seuls s’attiraient réciproquement; le centre de chaque planète décrira, suivant les lois de Kepler, une section conique dont le fo}'er est le centre du soleil; et dans toutes les recherches suivantes on n’a à considérer que les centres, et les masses réunies dans ces centres: la première question (§. 4<>0 a donc été décidée. On pourrait demander, si la densité irrégulière des corps célestes, et leur figure non-sphérique, ne dérangent pas le mouvement elliptique; mais cette question ne peut pas être décidés par la théorie, parce que nous ne connaissons pas la loi de leur dénsité. Il est possible que quelques irrégularités qu’on a observées dans le mouvement, et que la théorie de l’at-
(I) Ktut. Phll. Ad/. Princ. Math. Lib. J. Stet. XII. el Lit. JIJ. Prop. XtlIL Xl.yilh
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traction n’esplique pas entièrement , en sont l’ellelii, mais ces perturbations doivent être très-petites, et celles qui dépendent de la densité, ne pourront * être déterminées qu' empiriquement (' ), Au rMte, M. de Laplace a tenu compte des irrégularités lunaires, dues à la non-spLéricité, et il les a trouvées peu sensibles (‘).
S- Un peut être curieux de savoir, si la -propriété remarquable
des sphères, d’agir sur tous les corps, comme ai leurs masses étaient réunies à leurs centres, peut avoir lieu dans d'autres lui.x, où l'attraction est repré-‘ tentée par une fonction quelconque de la distance — 4-)i que
nous désignerons par <|> (s). On a vu (§. 4^-) que l'attraction suivant PM est airi e . C D . Di . a (s), d’où il résulte l’attraction -vers le centre
air ît .CD . Hi . Pf»
PH
- ^ (s), donc
ô V " STÎ taix
Si l'on dilTérentic o)~-i-3rx par rapport à r, on trouvera —
^r~~- en substituant cette valeur et ^5. 45.), il viendra
■ a V az: airfio ^ (s) 3s.
Mais on a
i^av
d’où l'on tirera, en intégrant et faisant Si Ton fait fidz'./(z)z:z^{z), il viendra
(K) " 'K^) = » '- ( ~ = ("ir -) •
CO V = 2Tora^ —
donc
L'intégcale doit ètse prise depuis a=PA=:r — a jusqu’à d’où il suit
(I) Voy. te ra^niotre ds L. Kulrr, J* ptrturb, mcttas Jfluneî* r/c. dan* tel Siot>. CotnmtM. -i-r.
St- lmp. Pttrop. 'Vom*
(g) Mumn. ctl. Tvn. III. i. Ftl. Ch. O.
rz a "Tri £ a j —
ce quî, par hypothèse, doit être dgal à raltraclion de la masse /^'irSsû^, réunie au centre, ou à 4'»'’Î£ (J) (r). On aura donc
(3) .... ^ d — — ■ —O — ^ — “ sa . (|; (r) dr.
En intégrant par rapport à r, ^el faisant pour abréger, \j'(r -}-«)— », — c):
? — <r — R, Véquation (3) se transformera en
(4) R zz a«r/(P (r) dr-f- rC,
C étant une fonction de a. Si on ditférentie deux fois par rapport à r et a, ou trouvera(^^=4».$(r) + »or(i:|^'), Mai. oo .
m - m- 'm =- ir:)’ (^)= (tX^- ■ &r0 (^). .-o-
d’où il suit que le premier membre est une fonction de a seul. Si Ton désigne cette •fonction par A, on aura, en multipliant l’équfrHon ^5) par r'dr, a(p(r).rd/- -|- . cp (r) —-Ar^dr, dont l'intégrale est- . <p (r) — ^ -j- B, ou la
fonction cherchée
Le terme — *r donnerait une attraction, croissante à 1 infini avec la distance,
ce qui est absurde. Il faut donc faire A zz o, et alors l’équation <p (r)zz — .
donne la loi de la nature; d'où il résulte que dans le nombre infini des lois,
suivant lesquelles l’attraction devient insensible à de grandes, distances, la
raison inverse du carré .de la distance est la seule, dans laquelle ies sphères
agissent, comme si leurs masses étaient réunies h leurs centres.
C'est encore la seule loi, dans laquelle un corps placé au-dedans d’une couche sphérique est également attiré de toutes parts, et reste par conséquent en repos ou en é<]uilibrc. Pour appliquer les formules précédentes à ce cas d’un corps intérieur, on n’a qu’à supposer r plus petit que a, ce qui ne
change rien dans l’expreAsloa (i) de V. O
un a — — — J ~ O, el en intégrant pa ditTérentielle seconde donnera — (
donnera, en substituant d .y (a) = $ (a) c O =: a ^ (s) d a -+ SI on l'intègre, après l'avoir multiplié pa • ^ a* . <}) ^a) = B, ou
ce qui est la loi de la nature.
On voit dune que, sous tous les plus vraisemblable, et la seule qui soit < commun ($. 3i.}.
t*I V R E III, C H A P. III.
CHAPITRE IIL
Cbrrection de la' théorie de Kepler y due à la réaction!
$. 49- seconde- question (Ç. 4o)> -concernant les cliangemens qus- Te mouvement planétaire éprouve en vertu de la réaction des planètes sur le Soleil p. admet une solution plus directe que la première. On a vu dans le Chapitre précédent^ qu’on n'a à considérer que les centres du soleil et des planètes., s'attirant réciproquement en raison directe des masses entières, et en raison inverse du carré de In distance. Le rapport des masses rappelle naturellement le centre de gravité ^ ou le point à l'égard duquel les momens statiques des deux masses sont égaux; et si l’on ne considère que deux corps qui s’attirent mutuellement, le résultat est,, que le mouvement de l'un et de l'autre est une section conique- autour du commun centre de gravité, suivaut les lois de Kepler ; de sorte- que cette théorie n’a pas besoin d’autre correction , que de prendre le centre de- gravité du soleil et de la planète, au lieu du centre du soleil, pour le siège de la force centrale, et d'attribuer au soleil même un mouvement semblable autour du centre de * gravité, en vertu de la réaction de chaque planète. Mais on doit faire ici encore une autre observation.
Le système solaire est composé de diverses parties, dont quelques-unes, forment des systèmes particuliers de plusieurs corps, ainsi que Jupiter avec-, ses satellites. Il a été prouvé dans le chapitre précédent, que le soleil agit sur chacun de ces corps, comme si sa masse était réunie à son centre; maisil se présente ici une autre question: on peut demander, si l’action du soleil sur les divers corps qui forment un système, ne dérangera pas l’ordre et ^organisation intérieure de ce système, en empêchant les corps de décrire des.
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ellipseï autour du corps central de leur système. Le résultat de ces reclierclies est, (ju'en vertu de l'arrargernenl qui a aciuetlement lieu dans le aysiême solaire, ce n'est pas le casj que tous les corps, apparlenans au même système, se meuvent autour du centre de gravit^ de ce système suivant les lois^de Keplerj et que le aysième entier exerce une réaction sur le soleil, comme si toutes les masses étaient réunies au centre de gravité du système. Nous verrons à la vérité, que ce n’est pas exactement le cas, et que la proposition précédente est sujette à quelques anomalies, d'où résultent les petites irrégularités, connues sous le nom de perturbations, qui seront traitées particulièrement dans le V. Livre. Dans le chapitre présent il ne sera développé que ce qui a lieu, si l’on fait abstraction des perturbations, et que l'on peut regarder comme la première approximation do la mécanique du ciel: cette approximation est trouvée, en ne tenant compte que de la première puissance des quantités très-petites du premier ordre, et nous appellerons perturbations, toutes les irrégularités qui dépendent des puissances plus élevées. Au reste il est aisé de voir, que ce que nous allons prouver du centre île gravité d'un système de corps, sera également vrai des divers corps eij particulier , parce qu’on peut «-garder cliaque corps comme le centre de gravité ou le système de toutes ses molécules. '
S- 5o, Toute celte théorie est donc fondée sur la nature du centre de gmnté, et sur l’idée que nous devons nous former d'un système do plusieuis corps. Tous les corps qui agissent l’un sur l’autre, forment par lit même un système qui , par conséquent, n’est composé que de corps qui, n'étant sollicités par aucune force étrangère, n’éprouvent que les actions intérieures et • réciproques de toutes les masses du système. On voit donc qu’en vertu de la gravitation universelle, et de fétendue infinie de l’allraclion de chaqtle corps, il n’y a à' la rigueur qu’un seul système qui est l’univers même, et que par conséquent le terme système n’est qu'une approximation: nous comprenons dans un même système tous les corps qui sont si près fun de l'autre, que leur distance est une quantité très -petite .ou du second ordre par rapport aux distances des corps étrangers, ensorte que les puissances au delè de la première du rapport des premières distances aux dernières , ou .
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des aotivns ëlrang^rcs rct.-ilivement aux actions réciproques dans le système; peuvent être négligées. Ainsi la terre avec la lune, Jupiter avec ses satellites , forment (les systèmes pailiculiers, parce qu’ils sont séparés des autres corps par un intervalle si grand, que la distance de la lune à la terre, par rapport il celle du soleil et des autres planètes, peut être regardée comme une quantité ifu second ordre. Autrement ces recherches ne pouriaient pas avoir lieu: si Mars était beaucoup plus près de la terre qu’il ne l’est', il cesserait d'étre une planète principale, et devieaJrail uae partie de notre système; si la lune était beaucoup plus éloignée de là terre, elle ne serait plus notre satellite, mais une planète principale, ou sou orbite serait si coo> pliquée, que notre théorie actuelle ne sutHrait pas pour la calculer- 11 est donc clair, que les vérités qui seront prouvées ici, ne sont pas de la même généralité que les lois de Kepler, mais qu'elles dépendent de rarrangemcnl
arbitraire qu'il a plu à l'auteur de la nature, de donner au système solaire. • •
§. 5i. Le centre de grai'lfé d’un corps, ou d’un système de corps, est
ie point, è l'égard duquel la somme des momens statiques de toutes les masses qui composent le corps ou le _s3'stème, est nulle, ou ce qui revient au même, le point dont le moment statique, si la masse entière y était réunie; par rapport à un point <]juelconqtie, est égal à la somme de tous les momens sialiques du système pat rapport au même peint. Soit A ce point {lig. ai-.); dans lequel nous supposerons le soleil , Z lé centre de gravité du sj’slcme, dont la position est déterminée par les coordonnées rectangles A X =; X, X Y ~ Y, Y Z = Z; soit G un é.ément quelconque du système, se» coordonnées AE”.t, EF;=jr, FG“5; et nommons u, -v, w, les coordonnées de. C, comptées du centre de gravité, de' sorte qu'on aura.
Eu nommant m la masse de l’élément G, m' celle d'un autre élément quefeonque dont les coordonnées seront marquées d'un Irait; la première déliais Vian du centre dé gravité donner trou équations de celle forme:
O — mu rn n^-j- cet. o m i m' v cet. 0 “ en rv m' w' -|- cet.
au si fou uésigue |iar Z la somme de tous les produits qu'on obtient ea
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multipliant chaque élément du «yalème par ta diatance au centre de gravité
auivant une dea troia direcliona x, y, z, ou u, v, w,
(A) . . . , O “ 2 . mu, o=:2.mr, o = 2.m«>.
Si l'on nomme la maaae entière du ayatëme, 2 . m = M , la aeconde défini* ■ lion du centre de gravité fournira cea équationa:
•• *>(B) ..M.X:=X.mx, M.Y = S.my, M.Z‘=rX.ma; et il eai aisé de voir que cela auit néceaaairement dea équationa (A). En effet, les valeura irr X-f-u, y = Y + n, z donnent
X.mx=r£.m(X-{-u):=:£.mX-l-S.inu~2.mX, parce que 1.mu — o par l'équation (A). Or X ae rapportant au centre de gravité, cette ahacisae aura la même valeur pour toulea lea maaaea, et doit être regardée comme une conatante par rapport à m, m', etc. d'oè il auU 2. mXn X . Jm, donc 2 . m jt = X . 2m =: M . X. Il en eat de même dea autrea coordonnées Y, Z, ce qui donne lea équationa (B).
Si l’on ae rappelle ce qui a été prouvé (.$. ij.), qu'en supposant' les corps ccleatea sphériques, l’attraction et le mouvement se font précisément, comme si chaque maaae était féunie à son centre, il eat visible, qu’on peut regarder chaque corps G comme un point matériel dont la maaae eat égale à m; ensorte ^que lea formules précédentes sont applicables à tous les corps du système.
§ 5a. Lorsque lea corps du système sont en mouvement, m sera une conatante relativement è chaque élément ou au centre de chaque corps, mais X, y,-z, seront variables; de plus, comme le centre de gravité peut aussi être en mouvem^t, M = 2.m a une valeur constante, tant que le système entier n'eal pas changé, mais X, Y, Z, sont variables. Or M.X étant zz Z • m X — m X m' x' cet. (J. 5i. (B)), on aura, en différentiant (leux fois,
' CM . 39X ~mddÆ -|- m'ddi' -f- cet. 2 . m99
^ ^ CVl.99Y=:2.m99y,M.d9Z=2.m99a. S
Si l’on désigne par p, p', la force motrice, ou lea pressions que les élémens m, m', éprouvent auivant EA= — x, par q, q' , lea pressions suivant F£ = — y, par r, t' , celles suivant OF — z, dont résulte la pression
«nivant GA, et par P, Q, R, les pressions du centre de gravité suivant les
mêmes directions^ les forces accëléralnces seront -, - , etc. •
1^ TR fll Jtl
— (J. ji.), et l’on a les équations (§. 17. n. 4-)i
dix — — a/>, dda':=—’LLf dt\ ddX=- dt^ etc.
d'où ilsuK, mddj-j- A'ddy -f- cet. =: — a^3<* (/> + -j- cet.) , etMôdXrr
— a^Pd/“, donc par l'équation (C),
(D) P = P p' -f- cet. = S p, Q = î R S r,
c'est-ù-dire, la pression du centre de gravité suivant une direction quelconque est la somme des pressions que tous les corps du système éprouvent suivant la même direction.
Maintenant il y a trois cas qnl peuvent avoir lieu: les corps ne sont sollicités par aucune force, ou ils sont sollicités par leurs propres actions réciproques, ou eniin par des forces étrangères. Dans le premier cas, les corps du système se meuvent en vertu de la loi d’inertie seule, et toutes les forces p, p', etc. sont nulles, donc par l'équation (D), P~o, Q=o, R = o, d’où il suit ddx — o, èd\~o, etc. et en intégrant, dx — adt, dX — Adt, X— b at, X~B-1- At} c’est-à-dire, le mouvement de chaque corps et du centre de gravité suivant une direction quelconque, et par conséquent aussi le mouvement résultant est rectiligne et uniforme.
Dans le second cas on a, en vertu de la réaction ($. p-f-p'-|-cet.
:r:o, ou \p — o, 'ï.q — o, £r=o, donc par l'équation (D) P = o, ()—o, R = o; d’où il suit, ainsi qu'on vient de le voir, èdX — o, X = B-ÿ-A/, etc. Ainsi, quelles que soient les actions réciproques des corps du système, pourvu qu’aucune force étrangère n’agisse sur eux , le mouvement du centre de gravité se fera exactement, comme si les corps n'agissaient point l’un sur l'autre; il suivra la loi d'inertie, et les actions des corps du système n’auront aucune influence sur lui, en se détruisant réciproquement: le centre de gravité sera donc en repos, ou son mouvement sera uniforme suivant une ligne droite. Il est aisé de voir, que la proposition précédente n’est autre chose que la loi d’inertie, appliquée à des systèmes entiers. Chaque corps est au fonds un système de toutes ses molécules, et l'on peut regarder les
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corps d’un système comme les ëlémens d'un seul corps réuni au centre de gravité. De mémo que chaque corps est soumis à la loi d'inertie, quels que soient les mouvenicns ou les révolutions qui se font dans son inlérièsir, et les intervalles vides qui se trouvent en-dedans du corps; de même le ccntie de gravité d’un système entier suivra la loi d'inertie, malgré les mouvemeus et les actions des corps qui composent le système. De même qu’une force e-xlérieuie est nécessaire, pour fmie sortir un corps de son inertie, de même il faut des forces étrangères, pour troubler le repos ou fincrlie du centre, do gravité d’un système. Cette application de la loi d’inertie X des systèmc's de plusieurs corps, est de la plus grande importance pour l’astronomie physique.
Considérons maintenant le troisième cas. Soit (é/g. ■ai.) .X le corps externe qui agit sur chaque corps du système G — m , suisant la direction GA, nommons S la masse de A, é:=::GA, K^ZA, les distances du corps m et du centre de gravité Z au corps A, et employons les désignations précédentes (§. 5i.). Suivant la loi de la gravité, la pression de ni suivant GA est
d’où résultent les pressions suivant — x, — p— — , q—
T~ — — — , et par t équation (D)
Dans notre système solaire la distance d’nn corps étranger, k, K, est inCniment plus grande que les distances des corps d’un système au commun centre do gravité, G Zi on peut donc regarder u, v, w, comme des quantités du second ordre par rapport à x, X, etc. (§. 5i.), ensorle qu’un pourra négliger les carrés et les produits des quantités ^ (lÿ. ôo.): on aura donc
/•= = (X + uf -h CY -f -i-'/ -f (Z + rv)» =
X’ -4- Y’® 4- Z" + 2 X K 4- n Y V 4 » Z tv =:
3 fx U -+• Y -U ■+ / su} > ,. , .. . , »
c ou il Vient
ï» ÏÏ>
3 X ( X « -f- Y s- -t- Z su) Iv*
3 (X a -+ Y s; »- Z su)
^.et
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en substituant dans le dernier terme X au lieu de x—X.-\-u. Il en sbit (D)
^ 3 m X ( X II + Y V + 7. to)
if, ^ -f + Z . Tmw),
P = ^, Smjc,
et par les équations (B), P =
etc. Les forces accélératrices qui
sollicitent le centre de gravité suivant — X, — Y, — Z, sont donc
SI “K”’ M "ïv* * Sr "hT**
Si le corps S agissait immédiatement sur le centre de gravité, auquel la
masse du système entier serait réunie, la pression suivant ZA serait
d’où résulteraient les pressions — , etc. suivant XA=: — X, etc. donc S.X ^
les forces accélératrices -|^, etc. Il en suit que, si des forces étrangères agissent sur les divers ëlémens d'un système, le mouvement du centre de
gravité du système se fera e.xactement, comme s'il était seul sollicité par les forces élrangèies, toute la masse du système étant réunie au centre de gr». vité. Mais cela n'est eaact, que dans ia supposition que la distance du corps étranger est si grande par rapport au diamètre du système, qu’on peut négliger les puissances du diamètre plus élevées que la première. Il en suit, i) que les perturbations que par ex. la lune ou les satellites de Jupiter éprouvent par l'action du soleil ou d'une autre planète, ne peuvent résulter que du carré et des puissances plus élevées de la distance de la lune è la terre, divisée par la distance du soleil; a) que ce résultat extrêmement sim* pie, d'où dépendent l’ordre et l'harmonie des mouvemens planétaires, n’est dû qu'à l’arrangement arbitraire de notre système solaire, et qu'il peut exister des systèmes, où la même simplicité n'a point lieu.
Au reste il est aisé de voir, que le résultat sera le même dans telle
Eu faisant donc pour abréger, X u -|- Y v Z tv = U, on aura
parce que X, Y, Z, ont la même valeur relativement à tous les corps m. On en conclura, en vertu des équations (A) ($. Si.),
^ vl
jr-
/. 1 Xu+Yk+Zto\
ièir
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P — r= = S ni X _ S/nxK" 5 ' ^
P ::^1 P 'ZZ s .Smx K" ~'-4-(n — l)S.îmiU. K"
Le deinier terme e»l égal au premier, multiplié par J or K étant
tupposé inGuiment plus grand que U, le dernier terme *era trè*> petit, à muins que n ne »oit un nombre immense; de sorte qu'on peut mettre X. à la place de x ^ X -|- t/, ce qui donnera
P = S.2mxK’*-‘ +(n — >)S.2mK’*-3.X(Xu + Yi> -f-Ziv). Puisque X, Y', Z, K* out la même valeur pour tous les corps m, on peut faire sortir ces coordonnées du signe S, d’où il viendra
P = S.K"-‘.Î OSK’r-^X { X. Zmu + Y’ .2 «i v-t-Z . Z//i tv p.
Or la propriété du centre de gravité donne (A) (B), ï/nuzzo, Zmv — o, Zrnu rro, 1- 2 'xrzM.X: on aura donc P S. M .X et les force*accélératrices du centre de gravité, qui résultent des forces étrangères,
r'=^=SXK"-V Q'=SYK“-', R' = SZK’‘-’.
]vX
Si le centre de gravité ^ renfermant fa masse entière du système, est sollici* té seul par le corps S, il éprouveia la pression S MK** suivaul Z A, dono suivant X, Y, Z. tes pressions SMXK»-’, SiMYX»”’, SMZK"-', doù lésultent les mêmes accélérations P', (/, R'i.
§. 53. En vertu de Ik gravitation universelle il est impossible, qu'un système de corps sait en repos; et puisque les systèmes les plus éloignés s’attirent réciproquement,, il est visible, que tout dans l'univers doit être en mouvement; mais dans tous ces mouvemens, les lois relatives au centre de
gravité, que nous venons de prouver, auront constamment ^eu. Deux corps isolés foinient, en vertu de leur attraction réciproque, un système, ainsi ijue la terre et la lune, le soleil et la terre, en faisant abstraction des perturbations. Dins un pareil cas, les deux corps doivent être en mouvemenf,. le corps central aussi bien que le satellite; car à la rigueur il uexiste point de corps central, à cause de la réaction’ mais le véiitabte centre du mouvement est le point qui est seul en repos, ce qui est le centre dé giarilé lie tous les corps. Si ce point a un muuveuient uniforme en ligne droite,.
te système entier, ou si l’on veut, la portion de l’espace absolu, qui est oc* oupëe par le système, aura le même mouvement; cet espace sera transporté comme une assiette, sur laquelle plusieurs toupies circulent,, sans être dérangées pur le commun mouvement. Dans cette portion ne l’espace le mouvement des divers corps se tait, comme si le centre de gravité était en repos; et leur mouvement nlatif, qui est le seul objet de l’astronomie, n'est point dérangé par le mouvement du centre de gravité. Quand on fait des recherches stir le mouvement des planètes autour du soleil, on ne demande pas,, si le soleil, et par conséquent tout le système solaire, a un mouvement de translation, qui peut être curviligne, s’il est dû à des forces étrangères. On peut donc regarder le centre de gravité comme un point Bxe , et commenteseul centre immobile du mouvement. Si deux corps s’attirent réciproquement, les orbites relatives qu’ils décrivent l’un autour de l'autre, aussi bien, que celles qu’ils décrivent autour du commun centre de gravité, doivent être semblables; les dernières étant en même tems Ics^ véritables orbites, si. le centre de gravité est en repos.
Puisque le centre de gravité C {tig. 6.) est constamment sur la droite SP ou TQ qui joint le» deux corps, ils doivent nécessairement décrire, autour de C de» angles égau.v SCT, PCQ, dans le même tems: leurs vitesses angulaires et leurs révxrlutions sont donc égales. D'ailleurs, en nommant 9t P, les deux masses, les distances seront toujours dans le même rapport,. GS-.CP : : CT: CQ : : P:S; d'où il suit, que les orbites autour de C, ST, PQ,. sont des courbes semblables. Supposons que les deux corps aient parcouru les arcs ST, PQ, et tirons S-rr,. parallèle et égale à TQ: alors 'tt aura la. même position relativement à S,, que Q par rapport à T; tt est donc lu lieu relatif, et Pt l’orhile relative de P autour du cor|>s S, supposé immobile. Gr on a GT“^CQ, donc TQz=^^-~ CQ-uSt, et pareillement d’où il suit St=— , CQ, ou GP : CQ : : SP : St, et PSt =: P CQ = SCT. tes trois orbites, PQ, ST, Pt, sont donc parfaitement semblables, et décrites dans le même tems. Les axes et toutes les lignes analogues de ces trois orbites sont entre elles, connue le». distances CP, CS, SP, et par conséquent •omroe- le» masses S, P,, S -f" £•• • - ». ' ,
§. 54. Il faut maintenant chercher la relation qui existe entre les orbites relatives que nous venons de déterminer, et celle qui aurait lieu, si S était en repos, en abiiant P, sans être attiré par la réaction de P, ainsi que nous l'avons supposé jusqu’ici. On a vu que les planètes doivent décrire des sections coniques auteur du soleil, si elles sont sollicitées par une seule iorce dirigée vers le soleil immubile, et réciproque au carré de la distancej mais il s'agit maintenant d’examiner, si les orbites relatives autour du soleil mobile, et autour du centre de gravité, seront encore les mêmes sections coniques, malgré la réaction.
Les deu.x corps P, S, sont, dans chaque instant, sollicités suivant PS et SP,ou QT et l'Q, et C est le seul point qui soit commun à toutes CCS directions : le centre de gravité C est donc le centre des forces , et P
est poussé vers C par une force accélératrice qui est constamment propor- SS *
tionnelle à ou — It-b nommant x la distance entre les deux corps PS ou
QT, y la distance variable du corps P au centre de gravité, CP ou CQ,
et —m, on aura constamment x—my, d'où il suit que P est solli-
s SS
cité par une force centrale, dirigée vers C, et proportionnelle k ~~ ^ ^
ou i , et l'on trouvera de la même manière, que la force qui agit sur S, >’ P
est proportionnelle à —pj • Ainsi tous les deux corps sont sollicités par des forces centrales, dirigées vers le centre de gravité, supposé immobile, et .réciproques au carré de leurs distances h ce centre. Us devront donc se mouvoir, comme s'ils étaient alliiés seulement par un corps central demeurant en repos dans le centre de gravité, suivant les mêmes lois, suivant lesquelles les corps mêmes t'allirenl réciproquement: d’où il suit, que leurs rérilables orbites autour du centre de gravité, ainsi que les orbites relatives de l’un autour de l'autre, seront également des sections coniques, décrites conformément aux lois de Kepler. Nous allons voir quelle différence il y a . entre la section conique détTile autour du centre de gravité, et celle que le corps P décrirait autour du corps S, supposé immobile, s'il n’y avait point de réaction.
§. 55. Si le corps P seul est attiré par S, il sera sollicité par une force, proportionnelle k la- masse et il en est de même de S. Si les deux
corps s’allirenl réciproqcemenl, chacnn sera sollicité par la même force que dans le premier cas; mais S se mouvant en même tems suivant la direction opposée, le mouvement relatif sera plus rapide, et la durée d’une révolution plus courte: par conséquent, si la vitesse de projection est changée enaorle que les deux révolutions soient, de même durée, le grand axe de l'orbite relative doit être plusgiand. Lorsque P est arrivé en Q, FSQ est le vrai mouvumeut autour du corps S, supposé immobile; tandis que l’Sx=::*PC(^ est le mouvement relatif auiout nu corps S, allant de S à T, et PC(^ est plus grand quePSt,). Le corps P est sollicité suivant ou PC, par une foice^^. Si l'on veut y substituer en C une masse centrale C, ta force accélératrice sera
Puisque la section conique est déterminée par la vitesse de projection
lieu entre les orbites, si les vitesses sont égales dans deux points analo» gués, ou bien, quel doit être le rapport entre les vitesses, pour que les orbites soient les mêmes. Soit (fig. 6.) Ptt l'orbite relative autour du corps S qui est aussi en mouvement, PQ la véritable orbite autour du centre de gravité C, et pq {Fig. 7.) l’-orbite que P décrirait autour du corps S, si celui-ci était immobile en s; et nommons V la force centrale de S, par laquelle P est accéléré dans l’ün et l’autre cas, T, 0, les durées des révolutions dans les orbites PQ et pq, t, ), deux teras infiniment* petits, et x ; I :
T : 0. Maintenant, si les orbites Pir, pq, doivent être égales et semblables, P(j) et pq seront aussi semblables, parce que !’(,) et Pir le sont {$■ 53.). Supposons que P, p, soient deux points analogues, paf ex. les périhélies, PR, pr, les tangentes, P y, pq, les arcs parcourus dans les tems x, #; u, v, les vitesses en P e! p.. Cela posé,, les angles PCQ, psq, sont égaux, et les figures PCQ, PCR, QPR,. et psq, psr, qpr, sont semblables, à cause de r:S::T:0; et toutes les lignes analogues dans les deux orbites seront entre elles comme CP est à sp, ou CP h SP, pareeque sp“SP. Pendant que le corps P est allé à Q, il aurait parcouru PR sur la tangente, en verluv
C CS
ç p, , d’où l’on tirera -- =’ -- , donc
dans un point quelconque (5.~33.), on peut demander, quel rapport aura
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de l’inertie, *i la force centrale V ne l’avait forcd de décrire RQ: On a donc PR = ut, RQ=^Vt= (§. 17.). pr — vi, d'où l’on lire
PR . î”'T,rt _2a- P’’’ J PR pr ,
T=Z , « = — , RQ : r9::T®:r: : — ^ °0“C u:d::— — ; -i-
U ’ V ’ ’ ' U* -U* ’ ^Ry yrg
Or PR:pr::RQ:r9::CP:SP, donc n :i; V CP ; T^SP : : VS : V^S -f P). Ainsi le corps P, étant lancé de p avec la vitesse D — U • V — ^ , décrirait autour du corps S immobile, précisément la même section conique qu'il décrit autour du corps mobile avec la vitesse u. On a d'ailleurs PR pr CP
yCP
VCP:>'SP::yS:'/(S4-P)j donc
TV
Si les forces accélératrices sont réciproques au carré de la distance, ce qui est le cas dans notre système solaire, les deux orbites Pir, pq, auront te même grand axe A, parce qu'elles sont supposées égales et semblables; mais les révolutions T, &, qui répondent au même axe A, seront ditférenles. Supposons que P décrive autour du corps fixe s, une autre ellipse, dont l’axo soit <t, et la révolution t au lieu de &. cela posé on aura, suivant la troisième loi de Kepler, tz=.Q>V En supposant done
I — T, il viendra
d'où il suit, que les grands axes des ellipses, décrites dans le même tems autour d'un corps S, supposé en repos et en mouvement, c’est-à-dire en faisant abstraction et en tenant compte de la réaction, seront entre eux comme les racines cubiques de la masse S, et de la somme des masses S, P; au lieu que les durées des révolutions, 0, T, seront entre elles comme les racinés carrées de la somme S P et de la masse S, si les distances ou les grands axes sont les mêmes.
$. 56. Il est aisé d’appliquer les théorèmes précédens au mouvement des planètes. Malgré les roouvemens compliqués et la grande variété des actions de toutes les planètes, comètes, et satellites du système solaire, le centre de gravité du soleil et de tous ces corps peut être regardé comme immobile.
quoiqu'il y ait toute apparence que le système solaire a un mouvement propre qui sera rectiligne et uniturme , s'il n’est pas altéré par des forças étrangères, ou qui dans le cas contraire résultera de l'attraction des .corps étrangers 5a.). Mais le soleil est en inouvement , aussi bien que I4s
planètes: le système de Copernic n'est donc pas rigoureusement vrai, msiis .il approche de la véri.é plus qu'aiirun autre, parce que le soleil ' est la plus glande niasse, et par conséquent le ^ilus ptès du centre de gravité du sytènie entier, qui est le. vrai point central du mouvement. Le soleil n'est pas le corps central, mais une planète, qui circule autour du centre de gravité, comme les autres, dont elle se distin^e seulement par la grosseur de sa masse. Si Jupiter avait une masse Soo ou goo fois plus 'grande, le cenift; du mouvement de toutes les planètes, y compris le soleil et Jupiter, serait constamment à peu près sur lé milieu de la ligne droite qui joint ces
Jeux corps. Si l'on ne compare le soleil qu'avec une seule planète, par ex. *'*!.*.
Jupiter, il est facile do déterminer les orbites: cette planète décrit autour du soleil, en douze ans, une ellipse dont le demi-grand axe est 5, a et l’excentricité O, o5. Comm* ce résultat est trouvé par observation, il donne l’orbite relative qui est l’objet des tables astronomiques. Dans la même période, Jupiter et le soleil décrivent, autour de leur centre de gravité, des ellipses de la même excentricité, qui sont leurs v'érilables orbites.’ Le grand axe de l'ellipse de Jupiter est à lo, 4 comme la distance de Jupiter au centre de gravité est à sa .distance au soleil, ou comme la masse du soleil est à la somme des deux masses; et l’axe de l'ellipse du soleil est è io,4 comme la masse de Jupiter esta la même somme: le premier demi-axe est donc 5,igfiti2j 1* dernier est o,oo4iH, eiiviion deux rayons et demi de l’orbite lunaire, ou loo demi-diamètres de la terre, ensorle qu'en supposant la parallaxe du soleil le rentre de gravité de eesdenx coips est en. dedans du soleil, mais très-près de sa surface, la distance u’étani que de onze demi-diameties de la terre. L'orbite apparente du soleil autour de Jupiier est la même que l'orbite relative de Jupiier autour du , soleil. Toutes cis oibitca spnt décrites suivant les trois lois (le Kepler. Mais ce mouvement est lioublé par l’action des autres planètes: les pcrtuiJralion^ de la')flanèle,"donl~iI.'sera parlé dans la suite,
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font pea considérables, à cause de ta petitesse des niasses des planètes par .rapport à celle du soleil, et ne changent pas sensiblement ta figure de l’orbite de la planète^ mais celle du soleil peut être entièrement défigurée par les au« très planètes qui, selon leurs positions, peuvent doubler ou détruire l’action -de Jupiter. Le mouvement du soleil autour du centre de gravité du s^'slëme entier fera donc des oscillations continuelles, et sera composé d’une infinité de petits arcs elliptiquM. En vertu des variations continuelles de la position et de la distance des corps qui agissent sur le soleil , principalement des comètes dont nous ne connaissons ni le nombre ni les masses, le mouvement du soleil est tellement u*.'mpliqué, qu’il est impossible de le soumettre au calcul. Mais il est aisé de voir, que ce calcul serait inutile, parce que, indépendamment de ce calcul, on trouve l’orbite relative de chaque planète autour du soleil, qui est le seul objet de l’astronomie, en employant la somme dés masses du soleil et de chaque planète au lieu de la première, d’autant plus que le centre de gravité du sjstème, autour duquel se fait ce mouvement, est peu éloigné du centre du soleil. En suppc^ant par ex. toutes les planètes en conjonction héliocentrique, la distance du centre de gravité au centre du soleil sera 0,008 rayons de l’orbite de la terre, ou 1,734 demfdiamètrea du soleil , de sorte que le centre de gravité sera éloigné de la Surface du soleil de f de son demi-diamètre. Dans tous les autres cas la distan-
ce sera beaucoup moindre; et si les masses de» planètes et des comètes sont dispersées de tous côtés, ce qui sera ordinairement le cas, le centre de gravité du système coïncidera à peu près avec le centre du soleil.
Les autres propositions (^§. 55.) ne sont d’aucune utilité pour l’astronomie, parce qu'elles servent à déterminée ce qui arriverait dans un cas qui n’a pas lieu dans la nature, c est-è-dire ,■ si les planètes n*éxerçaient aucune réaction sur le soleil.- Ce qui importe de savoir, a été prouvé, savoir, que l’attraction réciproque ne change rien aux lois de Kepler , qui sont la base du mouvement des planètes autour du centre de gravité, et de leurs orbites relatives autour du soleil, aussi bien que du mouvement autour d’un corps central immobile ('). ^
(ij JPM. iVtU. i>rûi«. JÊaiA, C0r0t, IV. Prop. LVIl—UU, •! l*h. iü.
Vnp. JLII.
$. La teulfi choM qui éprouve un petit changement par rallractien réciproque, c’est la troisième loi de Kepler, et la délermination des grands axes des orbites suivant cette loi. Si deux planètes P, p, circulent autour du soleil S, nommons A, a, leurs distances moyennes au soleil, T, t, leurs sévolutions dans l'orbite relative, qui sont données par les observations, et S, les dorées de leurs révolutions qui auraient lieu, si le soleil était immo* ètile , la réaction des planètes étant nulle. Cela posé, on a 55. (i)) ^=Ty ^ ou en prenant pour unité la masse du soleil S,
e=TV(i-t-P), $ = tV{t+p),
«t suivant la troisième loi de Kepler, A^ : a^, d'où il soit
(i) A:o::TÎ(i-l-P)î:/îti+/J)*. . •
Si P représente la terre, T sera l’année sidérale, et A~ i le rayon de l'or* bile de la terre, d'où il vient
En nommant N, n, les moyens mouvemens de la terre P et de la planète p' dans un tems quelconque, on aura N : n ; ; O T, d’où il suit
La théorie de Kepler donnerait, au lien des équations (a) (3),
SI Ton nomme *, y, a, le* trois coordonnées rectangles du corps S, d', y', z', celles du corps P, leur origine étant au centre de grarité; la dis* tance de P è S sera
(4)....r=VKx'-*)*-|-(r'~y)»4-(^-*)*} .
et les forces de S qui sollicitent P suivant — x, —y, s, seront
. (5)....A'=îÿiîs, ^ =
Mlles de P qui sollicitent S suivant les mêmes directions,
Or on a, conformément è la nature du centre de gravité, S x ^ ^ ^ Oi 6/ 4" P y = o> S s -j- P i' = O, d’où il suit
(7) * = — /=— fy» a= — ps'.
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Si l’on noibl&e ç, f, les distances des cor|A S et P au centre de gravité,
©n aura'
ibac en vertu des équations 4^ (?)> ' '
et r=i-_?.
Cei valeurs de r donneront .^â; (6) et Cj),
~iT*'
lâ >
Or on a ($• 17- "• 4- — ag/,, ~^ = —iigi, Z^~— — ngl,
^OJ
à dz
donc
, . etc. ,'9) .
etc.
9 ix' s g S’ x'
t* ■ ■" "TT»” (ïTp?’f'''
Il s'en suih, que les 'corps S' et P tournent autour du centre de grivilé, C0mme s’ils étaient attirés vers ce centre, en raison inverse du carré des distances, par les masse. et
Pour déterminer le uiuuvemeut lelalif de P si'lour de. S, il faut regarder le corps S comme immobile, et réduire les coordonnées de P à c» point fixe S.' En nopimant ces coordonnées Ç, t|, ?, on aura
— x=rç, y—yz=it, d—z—^, eT r^ = ^* -f V
On a donc (7) Ç z: — —3!, et ddt';=^— — ddx'; oe qui étant aubstitué dans
réquation (9), donne ■
Mais
i> = n^"-+ j'i“+ . y ie + >1’ + ^ , donc
bi-p’
r étant la distance de P à S, et r), les coordonnées de P, prises du point fixe S. Le mouvement relatif de P autour du corps S, regardé comme immobile, est donc le même <^ue celui qui aurait lieu, si P était attiré per S avec la force S-i-P. Comme l’astronomie ne considère que les mouvemens relatifs, il faut mettre la somme- des masses du soleil et de chaque planète, S-|-P, au lieu d* S; ce qui est U correction précédente de la théorie de
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Eepter. > Sitlvant celle lliéorîe on a trouré' (J. 3a. (g)) rraÿ/“=: ag S ($. aS.), la masse de la (erre étant prise pour unité des masses, et le rayon de le terre pour unité des lignes. La correction consiste donc à mettre B*/i*r=a^^S-4- P) au- lieu/ de a^n’^—igS. Si l’on veut e.\primer todtes les masses par celle du soleil, en faisant S=:i, — =ei, on doit multiplier les masses par le nombre ft <I»i indique, combien de ibis la masse de la terre est renfermée dnns celle du soleil. On a donc ^ ,
(A) =: a/f fi (i 4-m),
n étant- le moyen mouvement en parties du rayon, pour une seconde, et a, g, étant exprimés en rayons de la terre a8.). Suivant Bouguer g
est
i3o79iÿ
, donc
y.*=Vx=5^-=..
Si l'on désigne par a le dcmî-grand axe de l'orbite planétaire en parties de la moyenne distance de la terre au soleil, ainsi que cela se fait dans les tables 'astronomiques, et par m la parallaxe du soleil =: 8'', 6j la valeur de m dans l'équation (A) sera ^ a.tgRq» ad . « — k . d’ou il vient
k’ 37 i44i O — *> donc
(B) .... ^ (i m), et na’ —
Si les mêmes quantités,, relatives à une autre planète, sont nurquées d'un trait, on aura ' '
En substituant o=i, et le moyen mouvement de la terre n — o",o^it — 0,000000 ig<j2584:=;<, et négligeant lamasse m de la terre par rapport ik cel|^ du soleil, on aura
(D) . . . . n'“ a'^ zz »®.
On peut déterminer le mouvement relatif d'une planète autour du soleil, et la correction des lois de Kepler qui en résulte, d'une manière /orl simple. Si la planète P (f’/jf. 8.) décrit autour du soleil S l'arc Pp, pendant que le soleil marche de S en s, son lieu relativement au soleil sera déterminé par la ligne sp. Ayant donc mené la droite Stt, égale et parallèle à tp , w sera son lieu, et^Psr son mouvement relatif au aoleil, suppposé
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immobile en S. Ce mouvemenl est oomposë du mouveneat mi Pp et
de P ‘>r, lequel est égal et cootraire au mouTement vrai du soleil, parce que
S'^pt est un parallélogramme. Ainsi, pour déterminer le mouvement relatif
d\ine planëte, on n’a qu’à lui attribnei’, outre son vrai mouvement, un autre
qui est égal et contraire à celui du soleil; ce qui se fait, en concevant la
piatièle sollicitée par la force qui agit effectivement sur elle, et par celle
qui agit sur le soleil, mais suivant la direction opposée, et en supposant le
soleil immobile. La première force eat suivant PS, et la seconde
suivant SP: d'où il résulte une force accélératrice de la planète = —
vers le centre du soleil, ou la masse S-^P au lieu de S, comme ci-dessus;
ce qui suffit pour expliquer tous les phénomènes du mouvement relatif. Si
la planète est le corps central d'un ^’stème particulier, comme la terre, Ju*
piler, Saturne et Uranus, le aystème entier ae mouvra autour^du soleil,
comme si toute sa masse était réunie au centre de gravité 5>.): il faut
donc mettre à la place de P la masse de la planète et de ses satellites, pooc S P
avoir la force qui sollicite le centre de gravité du système.
CHAPITRE IV
Masst et densité des corps qui forment le système solaire.
. S- 58. Sans «nppoter l’attraction oniveraelle, prouvée précédemment, il eat certain, que tous les corps, autour desquets d’antres corps décrivent des courbes, sont doués d’une force attractrice; et si ces courbes sont des sections coniques, le fojer est le siège d'une force centrale, réciproque au carré de la distance; et tout ce qui a été prouvé do ces forces, a égatenent lieu è l'égard du corps qui occupe le foyer: ce qui servira à comparer l’intensité des forces de divers corps centraux. Or l’intensité étant proportionnelle è la masse (Ç. 4^.)> on aura en même tenu le rapport des masses, ce qui étant combiné avec la grosseur des corps, servira è comparer les densités. La grosseur est donnée par le diamètre apparent et la distance ou ta parallaxe; or le rapport des distances des planètes au soleil étant connu parles périodes de leurs révolutions, en vertu de la troisième loi de Kepler, il suffit de connaître une seule distance, par ex. celle de la terre au soleil , d'où il suit, que la parallaxe du soleil est le fondement de tout ce calcul. L’intensité de la force donne, pour chaque distance, la force accélératrice, et ce qui revient au même, la chute des corps è sa surbee, son diamètre étant connu. Pour cela il suffit , de connaître l’accélération à la surface d’un seul corps; si l’on prend pour base la chute des corps sur la terre , que nous pouvons mesurer immédiatement, ta masse et la densité de la terre sera la mesure des autres. Mais il est aisé de voir, qu’an peut substituer à la chute des corps, le sinus verse de l’arc parcouru par un satellite: d’où résultent deux méthodes.
Les révolutions de plusieurs satellites autour du même corps central, ne peuvent servir d’aucune manière à comparer entre elles leurs masses.
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parce qne l’acc^l^ralion ne dépend pas de la masse du mobile, mais de celle du corps ceniial. Connaissant donc la révolution de la terre, qui détermine la masse du soleil, on pourrait y comparer la masse de cliaqiie autre planète, par ex. Jupiter, si l’on pouvait rapprocher la terre de Jupiter, ensorle qu'elle ferait autour de lui une réralulion qui, étant compaiée ^ la durée de l'année, donnerait la masse de Jupiter. Mais comme cette rëvoUition ne dépend pas de la masse de la terre, elle pourra être remplacée par «in corps qiielconquej d'où il est aiaé de voir, que la comparaison des révolutions des satellites do Jupiter avec celle de la terre ou d'une autre plaoèle autour du soleil , servira à déterminer le rapport entre les masses de Jupiter et du soleil. On voit qu'un ne peut trouver par ce moyen que les masses du soleil, de la terre, de Jupiter, Saturne, et Uranus.
$. 5g. L'intensité de la force centrale est déterminée par l'accélératiok qu'elle communique à une masse quelconque dans une distance donnée; et l'intensité de deux forces est proportionnelle aux accélérations ^ distance égale ($. II.). Or les accélérations étant réciproques au carré des distances, il est visible, que les inteusités de deux fuites seront comme les carrés dea distances, auxquelles leurs accélérations sont égales. Si deux forces centrale! F, p, exercent, dans les distances F, f, la même accélération que la pesanteur sur la terre, c'esl-^-dire, de iS. à i6 pieds dans la première seconde; l'accélération h que la force p communiquerait dans la distance F, est et & la même distance, l'accélération de la force P est g, d'où il suit Ttp::g: Cette proportion servira à oomparcr la masse d'un
corps central à celle de la terre.
Soit M la masse d'un corps, dont la force acr éléralricc ï la distance F est égale à la pesanteur sur la terre; et supposons qu'un autre corps déclive .autour de lui, dans le tenu T, une ellipse dont le demi -grand axe soit A« ou qu'il parcoure en* une seconde l’arc n: cela posé on aura ^S-
s it* A*
b masse et le rayon de la terre /étant pris pour uniié. Si a est le demiaxe exprimé par la moyenne distance de la terre au soleil , on à ($. 5^.)
A. — ^ .et ^ t étant la pauUaxe du uoleil; d'où il viani .
' io5
où X8j3 et
Xrô" “ X 53**
^ ont une valeur constante pour toutes les planètes, d étant 8'', 6 et n 2^984, a8. Si l’on veut se servir de l’orbite terrestre , pour
xa
déterminer la masse du soleil, on a a=i, n = o, 000000199^584=» (S* ^7')>
et la masse du soleil par rapport à celle de la terre
Les rayons r des orbites des satellites sont donnés par rapport an demUiliamètre R de la planète principale (II. 3ii.), rnifiR; et le diamètre apparent de la planète à la distance moyenne du soleil, est connu (II. S. i53.). Le dernier est le vrai diamètre 3 R, divisé par le rayon dp l’orbite terrestre: ayant donc converti ç en parties du rayon, on aura f=R en parties de la distance moyenne du soleil , partant r par rapport à cette distance, ou et la masse de la planète, par rapport à celle de
la terre,
X uj’
60. On peut Cussi trouver les masses des planètes par rapport à celle du soleil, sans connaître la chute des corps g, par le moyen des proportions du 5^':
M et m étant la somlhe dès masses Ru corps central et de son satellite,
N et n les moyens mouvemens, T et t les révolutions, A et a les demi-
grands axes. Si l’on prend popr base l’orbite de la terre, on aura, en désb
gnant par Q» $ 1 C* masses du soleil, de la terre, et de la lune,
A = i, M = 0+ 5, T = 3i558i5i"»5 l’année sidérale. • . : .
Maintenant, si l’on veut déterminer la massé de la 'terre, on a
m = $ -j-C — '' $» < = 3360591", 5 le mois sidéral.
En nommant la parallaxe moyenne de la lune II = 67' 1", celle du soleil
w = 8", 6; et faisant la masse lunaire ~ , on aura _
— = 7 = '3,368747?.j donc
cy
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Cetle formule donne — =358i63. On a vn ($. 3g.), que ce calcul a besoiu de pluiieurs corrections, pour être exact. M. de Laplace trouve par la première méthode, après y avoir appliqué toutes ces corrections, en supposant la parallaxe du soleil =8', 74^ = 339086. Si l’on suppose la
parallaxe =8'', 6j il en résulte — = 354790; et cetle valeur sera employée dans le cours de cet ouvrage.
Quand on veut déterminer la masse d'une planète, entourée de salelfites, par la comparaison du mouvement des satellites avec celui de la tene,
on a ^S.5g.)£ = p?, donc O s ou “ = (7} h’?’. Si .l’on
veut eempaier l’orbite d’un satellite avec celle de la planète principale, T, t, seront les durées des révolutions de la planète et du satellite, et ^ est le rayon de l’orbite du satellite, divisé par la distance de la planète au soleil, c’esl-è.dire la distance du satelliio à la planète, vue du soleil. En la nommant t, on aura
= 43 donc ^
Suivant M. de Laplace (*) on a, relativement h Jupiter et son IV '.ateUite, ff=8'iS", 84 =: 0, oo34o3gooa; T = 4^33, 6oaa jours, S=i6,66gj. d'où l'on tire
— = O, oooq3t 1 1 54 = — ^ — .
fc > » > t «067,09
Relativement h Saturne et son IV (VI) satellite, on a 6 = a' 5g" =: • 0,0008678165; T = 10758, 96984 jours, /=i5,gj53j, d’où il résulte |=o,ooo>97«383 = 33^.
Relativement ù Uranos et son IV satellite, on a S=44'',a3i=o,ooo3i4433i; T = 30688,7157 jours, i3, 4559 jours, d’où il suit
— = 0, ooooS I »8q6 = — — .
Mais les distances de Saturne et d'Uranus à leurs planètes respectives n'étant
(1) Kspot, éxt ^st. tfu 3. Ch* i//> JOfs*
(>) Mécan, Cil Ttm. XII- pmg. ti- , ^ w.
pas anssi certaines que celles du IV satellite de Jupiter, les deux demiëree naues auront besoin d’èire vérifiées par les observations. La masse de Satur> ne peut être corrigée par la grande inégalité de Jupiter, due ê l’action do Saturne: c'est par ce moyen qu’on a trouvé la masse de Saturne, qui sera adoptée dans la suite, ^ = r-rr, — r*
6). Si l’on nomme M la masse d’une planète, celle de la terre étant prise pour unité, C son volume, n sa densité, R son vrai demi-diamètre, exprimé en rayons terrestres, f le demi-diamètre apparent è la distance moyenne 'du soleil, m la parallaxe du soleil, on aura ^
& = R = -^, C = par rapport k la grandeur de la terre. •
*îl U.» pj *
En substituant M i= -- — ^ ($. Sg.), il viendra
A tM
la densité par rapport k celle de la terre, & = — expression qui est indépendante de la parallaxe do soleil, ou de la grandenr du système solaire; ce qui ne serait pas le cas, si la loi d'attraction était diflérente de celle do la nature ($. 3i.).
La masse M donne immédiatement Taccélération h k une distance, égale au rayon terrestre, h — iAg. Puisque l’accélération est réciproque au
nrré de la distance , celle G que la masse M communique k une distance
quelconque R, exprimée en rayons terrestres, se trouvera par la proportion R* : I : : A : G. Si l’on désigne par R le vrai demi-diamètre du corgs M , exprimé en rayons terrestres, on aura R r= X , d’où il vient G ~ »
donc l’accélération ou la chute des corps à la surface de la planète M. en une seconde — — ^ g.
$. 6a. Résumons les formules précédentes. Si l'on nomme M la masse d'une planète, & sa densité, C son volume, par rapport k la terre, J Tannée sidérale, i le mois sidéral, / la durée d'une révolution d’un satellite autour de la planète principale , T celle de cette planète autour du soleil, n la parallaxe de la lune, « celle du soleil, ; le sinus du demi • diamètre apparent de la planète k la distance moyenne du soleil, S le sinus de l’angle sous lequel le rayon de Torbite du satellile est vu du centre du soleil k la moyenne distance de la planète, is le même rayon divisé par le demi-
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jiamiire Je la planète, G la chute des corps bi la surface de la planète eni
une seconde, et i -j- — — j- o''- procède,.
Les valeurs numériques des masses de la terre^ de Jupiter, Saturne, et Ura nus, ont été calculées sur les formules (i) et (a) (§. 6o.), d’où il est aisé de conclure les valeurs de C, A, G, à l’aide des formules (3) (4) (5): on. les trouvera dans la table ($. 65.). IL faut aubsliluec à g (5) l’espace que les corps parcourraient sur la>lene en une seconde, si la pesanteur n’était pas diminuée par la force centrifuge,, due à la rotation j. et cet espace est g — lignes ou i5, i pieds de France (’).. '
$. 63. Les formules, précérienles. ne sont pas applicables à la lune; mais les perturbations que la terre éprouve par l’action de son satellite, sont si' considérables, à cause de sa proaimité, qu'elles peuvent servir è déterminer la force ou la masse de- la lime dont elles dépendent. Ces perturbations sont dedeux espbeess les unes sont proprement du ressort de l’astronomie, ainsi que la nutation, la précession,, etc. les autres sont des effets physiques , dont le plus important, le plus frappant, et le- mieux, connu est le flux et reflux de la mer. On sait que la force altractrice de la lune élève et abaisse les eaux de l'océan deux fois par jour, et il est aisé de voir que le soleil doit produire un effet semblable, quoique moins sensible, à cause de sa grande distance. On .1 observé que les plus grandes et les plus petites marées arrivent un jour et demi après les sizygies et les quadratures, parce que dans le premier cas, les forces de la lune et du soleil agissent dans le même sens, tandis que dans le second cas elles sont opposées l’une à l'autre. En nommant donc X, y, ces deux forces, le rapport des marées dans les sysygies et dans les quadratures donnera celui de x~\-y à x — y, d’où il est aisé de conclure la force et la masse de la lune, celle du soleil étant connue. Mais les«
Voy JSou'gutTf /igure </t U Ste4. y II. S- ai.
- LIVRE III, C H A P. IV. loq
oixconstanccs localM peuvent considérablement augmenter ou diminuer la,
grundeur des marées. M.. de Laplace trouve^ par la comparaison d’un grand
nombre d’observations, que la masse de la lune est ~ de celle de la terre.
D‘un autre côte on a conclu de la nutation, où l’action de- la lune nt aussi
combinée avec celle du soleil, que la masse lunaire n’est que Dans la
table qu’on trouvera 65.), on a pris- le milieu Si l’on nomme D le
demi. diamètre apparent,, et 11 la parallaxe de la lune, son volume par rap*
port à la terre sera C — — (o, 27293)2 (II. §. 214.) 0, 02o33o8. Sa
densité- sera - —
_ — — 7 zr 0, 63o6 = A , et la pesanteur à la- surface de
C .. i,iüAfljuu4 . ’ . ’ K
la liiie, G z= A^ — O, 27293 X 0, 63o6x i5, i“o, 172109-.^ — 2, 69*^9 pieds.
} $. 64^ A l’égard des. autres planètes il faut avoir recours è l’analogie.
Pour peu qu’on ait étudié la nature, on doit être frappé- par lés> analogies
et proportion» qui se présentent partout, là même où l'on s’y attend le moins.
Il eajt donc à présumer,, que la, nature a- suivi certaines- lois et 'proportions
dans- la distribution, de» masses <qui' forment les. corpf. célestes et: en eher-
chant ces lois, on considéra d’abord la densllé des. planètes,, qui' ne parait
dépendre que du rapport des distances (§. 61.).. Les-' densités de Jupiter et ” * % * de Saturne sont à celle- de la^ terre,, comme r à 4 ^ ù 10,. ce qui est
à* peii près le rapport fnverse- des distances- au-- soleil,, i à 5, 2 et i a 9,54.
En f tenant pour base cetta loi,, adoptée pitr Lagrange ('),- on trouvera la
densUé de Mereure = 2, 58332 A. Connaissant le 4emi'diamëOre apparent
à la distance moyenne du soleil,, f z= 5", 3; on aura le volume 'C= z=
0, o565j la masse M “ C a zz o,. i4^958 , et la |.esantcur G ~
^ tD
99>*74 ’g = »4t gfiSa pieds. Mais ces. valeurs sont très-incertaines , parce qu’on ne voit aucune raison physique de- la règle, sur laquelle elles sont fond^, et de laquelle Uranus,. dont la. densité surpasse celle de Saturne^, a’ëcnrte sensibiemenf.. ■ . . ' i
Vénus et Mars approchent assés de la terre , pour qu'il ^ élé' possible- 4e déterminer leurs masses par les perlurbatuns 4e l’orbite lerresti^, et prinmpalement par la diminution de l'obliquité de l’écliptique, qui résulte
' (l) Mitn. J» Btriin, 17BS. 1B8.
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de leur aciion. Leurs masses par rapport au soleil, sont sulrant M. de La»
place, - =z -rrr, — t — — TTTTrr » suivant M. BurckhardI , — = -T~7rr- ■ " O O 36669a* O 96^3637*
, . M. de Lindenau a conclu des perturbations que l'orbite de Mer*
© iB6z$j « I
cure éprouva par l'action de Vénus, — “ . Nous avons piis le milieu
O ' aôiooou ^ O ’ 36744®
5* 65. La table suivante renferme les résultats des règles précédentes.
Par rapport à la Terre
Musse
Volume
Densité
Chute des graves en i ' j
439, o4 pieds
ia8i,4
o,oia8a
o,oao33
Par rapport au Soleil
3634>®lt
3,7li58
aôtoooo
sa, 4
o,oc6i =
La teule quanlilé absolue- que renfenna la table pr^céJrnfe, est U cbute des graves à la surfaee des (danbtes, exprimée en pieds de France. Pour les masses et densités , la table ne donne que des rapports. On y ▼oit par ex. que le soleil a iô^'}go tois plus de masse que la terre, et que celle-ci est quatre fois plus dense que le soleil; mais elle m’indique pas la quantité de masse contenue dans chacun de ces globes , et l’on ne sait pas ai la terre entière est plus ou moins compacte que l'eau ou Tor. On a essayé de déterminer cela de la mauière suivante. Puisque l’attraction en raison directe des masses et en raison inverse (Tu carré de la distance est nne propriété générale de tous les corps , on parviendrait à connaître la masse de la terre, si l’on pouvait mesurer l’attraction, exercée par un corps dont k masse et la grandeur sont connues. Il est aisé de voir, que cette masse doit être fort grande, afin que aon attraction soit sensible par rapport h celle de la terre, ou à la peaanteur; on a donc choisi, pour cet effet, les grandes masses des montagnes, et l’attraction latérale qu’ellea exercent sur le fil-h-plomb d’un quart -de -cercle, dont la moindre déviation de la poailion verticale devient sensible, par les observations de la hauteur méridienne ' d’une étoile qui peste h peu près par le sénil. Si l’on a observé celte hauteur au nord et au sud d’une montagne, et qu’on ait réduit les deux hauteurs à une seule, en les corrigeant par la différence de latitude entre tes deux points oh l’on a kit les observations, la différence qui se trouver* entre les deux hauteurs malgré cette eoiTection, sera l’effet de l’attraction de la montagne sur le fil-h-plomb ; et il est visible, que ce petit angle peut servir h déterminer le rapj Mt entre les attractions de la montagne et de la terre. Or, si Pinlérieur de la montagne est assés uniforme, et sa forme extérieure assës régulière, U est aisé de mesurer son volume, sa masse, et sa densité; d'où l’on conclura celle de la terre , les dislaftres étant connues. C’est ainsi que Bouguer en Amérique, et Mashelyne en Ecosse, ont trouvé la densité moyenne de la terre deux fois plus grande que celte des montagnes, auprè» desquelles' ils avaient fait ces observstions, ou quatre h cinq fois plus grande que la densité de l’eau. La terre étant aussi quatre fois plu» dense que le soleil il c’en suit q^e la densité moyenne du soleil est h peu près égale h
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celle de l’eau. Si ce résultat était tûr, on aurait nue mesure absolue, qui servirait à déterminer la densité et la masse de tous les corps du système solaire, à l'aide des rapports donnés dans la table précédente. Maia ceci même ne serait, rigoureusement parlant, <qu’ua rapport, parce que nous ignorons la densité absolue de l’eau.
CHAPITRE I
Lois gé n ér al e s' de rotation.
$. 6Ç. I.ia rotation d’un corps autour d’un de ses diamètres parait d’abord très-simple; et celle des corps célestes, si l’on &it abstraction des -perturbations à peiift sensibles, est si uniforme et régulière, qu’il ne fant presqu’aucun calcul pour la déterminer; cependant si elle est examinée ri* goureusement et dans tout son détail, elle donne lieu à des recherches plus compliquées, que le mouvement.de translation. La figure sphérique, et la densité à peu près uniforme des corps célestes, nous permettent de les regarder, relativement à leur mouvement progressif, comme des points matériaux, ce qui simplifie singulièrement sa théorie. Mais il est impossible de concevoir seulement leur rotation, lans les regarder comme des corps, et sans tenir compte de leur figure, de leur densité, de la position de leur axe, etc. ce qui rend ces recherches difficiles et compliquées.
Le mouvement d’un point ne peut être que progressif; celui d’un corps . peut être une transUdion, une rotation, ou un mouvement composé de l’une ^ «t de l’autre. Ce n’est qu’une simple translation , lorsque tous les élémens
üu corps ont le même mouvement, la même vitesse suivant des directions parallèles, et que par conséquent le mouvement du corps entier sera annul* lé, si tous ses éJémens sont conçus être également accélérés suivant une direction contraire, de sorte que tous les points du corps n’ont aucun, mou- »
vement relatif entre eux, mais qu’ils paraissent être en repos, vos d’un point quelconque de ce corps. Il s’en suit que, le mouvement d’un seul point étant donné, on connaît celui du corps entier, et que par conséquent on peut le regarder comme un point.
Pour se former une idée^distincle de la relation d’un corps, il faut fcire abstraction de son mouvement de translation. Si les diverses parties d'un corps se meuvent suivant différentes directions, et avec des vitesses différentes, on peut concevoir un mouvement qui tient le milieu entre tous ces mouvemens partiels , et qui est proprement la translation du corps : en supposant que ce mouvement moyen est communiqué à toutes les molécules suivant la direction contraire, le mouvement qui restera, sera la rotation du corps; L portion du corps', qui n'avait que le mouvement moyen, demeurera en repos, et les autres points auront un mouvement relatif ou de rotation autour de cette portion. Une rotation aura donc lieu, quadd quelque! points du corps ont un mouvement absolu qui difffcrq^de celui des autres points; si dans un pareil cas, une certaine partie du corps est dans un repos absolu, le mouvement du corps sera une pure rotation sans translation; mais il sera composé de l’une et de l’autre, si tous les points du corps sont dans nn mouvement absolu. Il en résulte la règle générale , qu’une rotation a lieu, lorsque les lieux apparens de tous les points, relativement à un point quelconque du corps, ne sont pas invariables, ensorte que la longitude ou la latitude des points dans la surface d'un corps céleste, vue de son centre, ou leur lieu apparent relativement aux étoiles fixes varie. Il en suit, que la lune tourne sur son axe, dans le même tems dans lequel elle fait une révolution autour de la terre; en effet, comme elle tourne constamment le même côté vert la terre, la longitude sélénocenlrique de ses taches qui sont dirigées ,^vers la terre, et par conséquent celle de toutes les autres, varie de i8o degrés dans un demi -mois. '
^ $. 67. La loi d^incrtie, dont noua n’avons fait usage' que relativement
aux points matériels, peut aisément être appliquée à des corps entiers. Si tous les points d’un corps se meuvent avec la même vitesse, suivant des dU rcctions parallèles, ce mouvement uniforme de translation sera toujours inva* riabie, à moins qu’il ne soit troublé par des forces étrangères. En effet, com« me un pareil mouvement ne change point la position des molécules relative^ ment aux autres, leur cohésion ne peut avoir aucune influence. sur le mou^ vementi toutes les molécules se mouvant, comme si elles étaient séparées l’une de l’autre, avec la même vitesse et suivant la même direction , elles ne s'empêchent nullement les unes les autres: .d'où il suit qu’après leur réunion on un seul corps, leur mouveitneot sera é^lement rectiligne et uniforme, et il ne peut être interrompu que par des forces étrangères. Pour, voir, com* ment ces forces doivent être constituées, examinons d'abord celles qui produis sent une pure translation sans rotation. Cumme cela suppose, que tous les élémens du corps ont' un mouvement parallèle et la même vitesse, il faut né» cessairement que chaque élément soit sollicité par une force.- parallèle et proportionnelle k sa masse , ou que la résultante de toutes les forces- qui agissent sur le corps, soit équivalente à ces forces 'élémentaires. ■ .1
' Pour mettre en mouvement un corps solide, il n’est pas nécessaire, qué les forces mouvantes soient appliquées à .chacun de ses élémens: en vsrtu.de la cohésion, une force qui n'agit immédiatement que sur un seul point, sera répandue sur tout le corps, en accélérant chaque élément mais comme la force doit être distribuée uniformément parmi tous les élémens, c’est-à-dire à proportion de leurs masses, le point auquel la force est appliquée, n’est pas indifférent. Pour trouver ce point,* on peut renverser la question, en se proposant ce 'problème: tous les élémens .étant accélérés par desHorces, parallèles et proportionnelles à leurs masses, trouver le point du corps, off doit être appliquée la force moyenne, qui est équivalente à la totalité de' ces forces ‘élémentaires, de sorte qu’elle leur fera équilibre, lorsqu’elle y est appliquée dans le sens contraire. Il est visible que ce point rie saurait être que le centre d* gravité, auquel on' donne 'ici le nom de ‘centre inertie on *
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i» h mauei car le praaicr est trouvé <kn» la aiatiqoe de la même manière,, en aubatitiiant la peaanleur aux fbrcea parallëlea en général.
Une impuUion ou Jôrve qui passe pt^ le eeitlre ée grasèti , ne peut tunmuniquer au corps qu’un mouvement de trunslafion stms rotoCibnr car elle • le même e^t, qu’auraient dea forcea qui aoüiciteraient chaque élémenraui* Tant la même direction et à proportion de aa maaie. Quel que loit le nom* fcre et la nature dea forcea, on pent tonjonn trouver leur réaultante: d’oiV il auit que, ai la réaultante de toutea lea forcea qni agUaent anr le corpe, paaae par ton centre de gravité, elles ne lui communiqueront qu’un mouvement de translation tans rotation.
S* SS. L’inverse de la piopoaition précédente est également vraie: si la direction moyenne dea forces ne passe pas par le centre de gravité, une ^xotation du corps aura lieu. Supposons qu’une force égale et contraire à la force moyenne aoit appliquée au centre de gravité: cette force ne pent produire aucune rotation ($. S7.); cependant il est visible, que les deux forœa' ensemble doivent nécessairement tourner le corps autour du centre de gravité qni est mis en repos par la force Sctivo: par conséquent la vraie force seule donnera aussi au corps un mouvement de rntation autour de son centre de ^vité. La nation la plus simple est celle, où le corps tourne avec une vitesse uniforme, sur un axe invariable et en repos. En ce cêb la vitesse angulaire est constante, et la même pour tous les élémens: par conséquent les uns n’empêchent pas les antres, et le mouvement est libre, comme si chaque élément le fiiiaait séparément. Une pareille rotation conti» auera donc suivant la loi d’inertie, ai elle s duré un instant j mais il but examiner, comment elle peut naître.
On a vn qu’un corps, sollicité par une force qni ne passe pas par son centre de gravité, prendra un mouvement de rotation, parceque aee élémens sont différemment accélérés. En vertu de la loi d’inertie, chaque élément décrirait, s’il était libre, non pas un cercle, comme *)a rotation le, suppose, mais la tangente, et les élémens dont l'accélération est plus oa moins grande que celle des antres, s'éloigneraient de ceux-ci et de. l’axe, dU$ n étaient retenus par la cohésion du corps: U en résulte une rotation.
ZMM en infime trai*, suivant la loi de réaction, une pression sur l’axe; et Mlle pretw>n est la seule cause qni puisse troubler l’unifcimité de la rota» tion, en ftisant abstraction des causes étrangères. Pour que cette pertnrbattoB soit nulle, il tant nécessairement que l’nn des deux cas suivans ait lieu: ou que l’axe soit alTenni ou retenu par des fbttws, propres è résister aux pressions; ou que tontes les pressions se détruisent réciproquement, en ne communiquant à l'axe qu’un mouvement de translation. Dans le premier cas, Taxe de rotation est appelé fixe, dans le second cas c’est un axe Ubrt, par» ce qn’il n’a pas besoin d’èire retenu. Il est visible que le dernier cas Mt proprement l’objet des recherches astronomiques.
$. 69. Lorsqu’un corps tonme antonr d’nn axe, tons ses élémens dé» Clivent des cercles dont les plans sont perpendiculaires à l’axe: leurs vitesses» angulaires sont égales, et les vitesses réelles sont proportionnelles aux dis»tances de l’axe. Soit (Fÿ. 9.) AB l’axe, M un élément du corps, MC, NC, perpendiculaires è AB, donc MCN le plan dn cercle que M décrit autour de C. En nommant le rayon CM = CN=r, Tare MN=:d«, qni est décrit pendant le teros dt, l’angle MCN = d(p; la vitesse angulaire de tous lot élémens sera^^V, et h vitesse réelle de l’élément M=
Si Mn, Nm, sont perpendiculaires, et Nn parallèle h CM, on peut regar» der l’arc MN comme la diagonale dn parallélogramme MnNm. L’élément M aüivrail la tangente Mn, a’it n’était pas retènu suivant MC par an fil on par b cohésion dn corps: il aura donc deux mouvemens, Mn et Mm, et la force suivant MC fait parcourir è l’élément M l’espace Mm=znN dans le tems èt. nommant donc cette force =C, et b masae de l’élément = dM, •• aura (g. 17.)
/ = elMN» on
Mm*-|- mN*— Mm* -f-Mm (ir Mm)“ a r . Mm, donc
„ _dt* c _ din.dj» c*aM y
M m = — = Ts ou C = T-ï = = — rdM.
, ar ' tgrif agr ag
Ceal la quantité absolue de la Csrce qni tire l’élément M vert C, et qni, en vertu de ta réaction, pousse l’axe suivant CM. La pression C, on Peffbst que l’axe éprouve par b robtieu de chaque élément, est sppelé b for»
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ce centri/uge de cet élément: la direction CM ou CN est constamment per*
pendiculaire à l’axe. On peut donner à la dernière équation cette forme. C r c*
— nz — ■, d'où il suit, que l'accélération de la force centrifuge, ou l’espace .'I a r ,
parcouru en une seconde en vertu d'elle, est la troisième proportionnelle an diamètre (ir) du cercle'que rélément décrit, et à sa vitesse (c). La même accélération est —I r>\
§. 70. Soit {l'ig- >0.) AB une ligne matérielle qui tourne autour da point tixe C avec la vitesse angulaire 7, soit M sa masse, ton centre de gravité en G; cela posé, chaque élément M dont la masse est dM, et la distance
au point £L\e CMzrr, exercera une force centrifuge C= — rdM (§. 69.): par conséquent, la force centrifuge de la ligne entière sera — /rdM. Mais rdM est le moment slatitfue de l’élément M relativement au point C, et /rdM est celui de la ligne entière ou de son centre de gravité, partant /rdMrrCG.M, etla force centrifuge de la ligne entière, C= — CG .M. Si la ligne tourne au* tour du centre de gravité, onaCG = o, C = o, et l’axe de rotation qui, peaso par G n’éprouve aucune presaion, d’où il suit, que toute ligne matéri* elle peut tourner librement autour de aon centre de gravité. On voit en même, tema, que c'est le seul cas où la rotation libre soit possible, parce que la force centrifuge C ne peut être nulle, è moins que CG ne soit nul.
Si, un plan matériel, dont la masse est M, tourne sur un axe perpen-
diculaire en C, on aura pour chacun de ses élémens ($■%■)> dC = — rdM,
partant la force centrifuge du plan entier, C — —frèiA——CG.M, /rdM, étant te moment statique du plan, ou de son centre de gravité G, relative*ment à l’axe C. La force centrifuge C est donc nulle dans le seul cas, où, l'axe passe par le centre de gravité, CG étant nul, d'où il suit, que tout plan matériel peut tourner librement autour d’un axe perpendiculaire qui passe par aon centre de gravité, sans que cet axe éprouve aucune pression. Si l'axe de rotation passe par un point C qui n’est pas le centre de grsvité, l’axe ou le point C doit être retenu par une force égale à — CG.M. Si^ l’axe est retenu dans un autre point D, la pression sur C produire une ro-, tation de l’axe autour de D , ù moins qu'il ne soit retenu encore dans un •
•nir» point: il faut donc qne Taxe *oîl appuyd an point C, on dans deux
poinU quelconques.
§. 71. Une masse quelconque, qui tourne sur un axe fixe, peut tire partagée en un nombre infini de plans matériels d’une épaisseur évanouissante, qui sont perpendiculaires à l’axe ; et ce qui vient d’être prouvé, doit
être dit de chacun de ces plans. Chaque point de l’axe éprouve, par l’action du plan qui passe par ce point , une pression perpendiculaire, qui est égale au produit de la masse du plan par la distance de son centre de gravité à l’axe ($. 70.). Si l’axe passe par le centre de gravité d’un plan, la pression de ce plan est nulle; donc, si l’axe passe par les centres de gravité de tous les plans, il n’éprouvera aucun éflbrt, et le corps peut tourner libnmcnt autour de cet axe. Mais ce cas ne peut avoir lieu que lorsque tous les centres de gravité sont sur une même ligne droite, par ex. si le corps est un solide de révolution dont la densité est uniforme ou une fonction de la distance ê l'axe. Dans d'autres cas l’axe éprouvera une pression vers chaque centre de gravité, qui est situé hors de Taxe. Ces centres de gravité peuvent être situés de tous les côtés de l’axe, tellement que leurs pressions se détruisent réciproquement; mais comme elles passent par dilTérens points de l’axe, elles le tourneront autour d’un certain point, à moins que leurs momens statiques, relativement à ce point et à tout autre point de l’axe, ne se détruisent en même tems. Il est aisé de voir, que cela ne peut arriver, que lorsque Taxe passe par le centre de gravité du corps entier, mais qu’il est impossible que chaque axe passant par le centre de gravité soit un axe Kbn, ê moins que le corps ne soit régulier, et sa densité uniforme. Les recherches sur cet objet ont enBn donné le résultat, que toute masse, quelle que soit sa Cgure et formation, a du moins trois axes libres, qui se coupent perpeodiculairement au centre de gravité. Celle découverte importante est le fondement de la théorie de la rotation , qui fera l’objet des recherches suivantes.
$. a. Si un corps dont la masse est M, tourne autour de l'axe AB {Fig. II.) avec la vitesse angulaire u, chaque élément Z dont la masse est dM, et la distance ê l’axe ZX = r, exercera sur l’axe, suivant la directioa
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perpendicuUire XZ, la preufon — rdM ($. 69.), et la presii<» dn eorpa
entier tur l’axe est — /rdM. Il en résulte qu’en faisant abstraction des forces étrangères, l’axe ne peut être libre, que dans le cas où frèîA~o, c’est-à-dire où le moment statique du corps entier ou de son centre de gra» vlté, relatirement à l’axe AB, est nul: chaque axe libre doit nécessairement pauer par le centre de gravité, mais il n’en suit pas que toutes les lignes passant par ce centre soient des axes libres. La force centrifuge /rdM peut être nulle, si chaque pression rdM d’un élément Z est détruite par la pression contraire d’un autre élémmit P. Si les masses Z et P sont coaune QP et XZ, qui sont supposées parallèles entre elles, la pression de Z sera — XZ.Z=p, et celle de P= — QP.P=p, ensorle que l’une détruit l’autre; et de cette manière, la somme entière /rdM peut devenir nulle. Mais la pression p suivant XZ a le moment AX.p, pour fiiira tourner l’axe AB autour d’un point A, tandis que le moment de la pression de P pour faire tourner Taxe dans le sens contraire QP, est AQ.pt l’axe tournera donc autour du point A suivant XZ, en vertu du moment QX.p, s’il n’est pas retenu. Pour qu’il soit un axe libre, il ne suffit pas que /rdM soit nul; mais tous les momens statiques des forces élémentaires rdM, relativement à un point quelconque A de Taxe, doivent se détruire réciproquement. Si l’on fait AX = x, le moment de chaque élément, pour faire
tourner l’axe autour du point A, sera px— — xrdM: il faut donc satisfaire à ces deux conditions, /rdM=o et /xrdM = o, pour que AB soit un axe libre. La première condition est nécessaire, afin que l’axe ne re. çoive pas un mouvement de translation, perpendiculaire à sa longueur; la seconde est nécessaire, afin que l’axe ne tourne pas autour d’un point A. L’équation /xrdM = o indique, que le moment de tontes les forces rdM, relativement au point A, est nul, ou que la pression moyenne /rdM passe par A. Si donc /rdM n’est pas nul, le corps éprouvera en A, une pression /rdM, perpendiculaire à AB; mais si /rdM est aussi nul, la force résultante est nulle, et le corps n’éprouve aucun effort.
Soit ABGC le plan par AB et le centre de gravité G, Z Y perpendiculaire à ce plan, YX et GU perpendiculaires à AB, et qu'on nomme
AX=% XY=j', YZ = *.
Par la nature du centre de gravité ($. 5i.), la somme de tous les moment, relativement au plan ABGC est nulle, et le moment du centre de gravité, relativement à l'axe AB, et à la drojle AC qui lui est perpendiculaire, est égal h la somme des moment de tous les élûmens Z, par rapport aux mêmes lignes: on a donc
/xdM = AH.M, />3M=;nG.M, ■fzd'Sl^o.
La pression élémentaire suivant XZ, — r3M, pourra être décomposée en
deux autres, — vdM et — idM, suivant XY et YZ: ’en faisant donc, . »S ac '
pour abréger, — ~y, la pression totale sera équivalente aux forces, parallèle à AC, et 'V/rdM perpendiculaire au plan ABGC. Chaque force élémentaire 7/dM a un moment pour faire tourner l'axe autour du point A suivant XY, qui est égal au produit de la force par sa distance AX~ 7jrjrdM: il aura donc dans la ligne AB un certain point £, auquel la somme de toutes les forces élémentaires 7//3M étant appliquée, aura le même moment par rapport à AC, que toutes ces forces, ensemble (7/.rjdM,; ce qui donne l'équation
AE./y3M=/xj-dM, AE = -^^!^, et la force EFz=7/r3M.
II en est de même des forces Y Z ou XV: si l’on fait A I = ,
y * a SI ’
1a force IK'=7/adM, appliquée en I, aura le même moment pour faire tourner l’axe autour de A suivant IK^ que toutes les forces Y Z ensemble. Or /sdM étant nul, si le plan des x, y, passe par le centre de gravité, la force IK sera nulle, et la distance AI inBnie, à moins que fxzèSl ne soit nul en même tems; si le plan des x et jr ne passe pas par le centre de gravité, la force IK ou /sdM'n’est pas nulle.
Il suit de ce qui précède que l’axe des abscisses x éprouve les mê>
mes pressions, qu’elle éprouverait, si une force 7//3.V1 =7 . HG. M, parallèle aux y, était appliquée dans le point E, éloigné de l'origine des abscisses de AE = et une force évanouissante è une distance infinie, ou si
Jy à M'
le plan dea x, y, ne passe pas par le centre de gravité, une force 7/adM \ la distance AI = 1“ momens des forces EF et IK, pour lairo
i%* ' ASTRONOMIE PHYSIQUE
tourner Tue aniour de A, tont'V/jjrdM ety/xzBM. Pour que l'axe ne r»- _ çoiru point de mouvement de relation, et qu’il n’éprouve aucune presaion, de manière que le corpa peut tourner Ubrcmenl autour de cet axe, aana qu’il aoit retenu , il but que non-aeulement lea _deux forcea précédentea , maia auaai *- Isura momens soient nula: d'où l’on tire
fydiA~o, /sdM = o, fx/dM—O, fxsdM~o.
Lea deux premièrea équationa indiquent, que l'axe libre doit passer par le centre de gravité; les deux autres déterminent celui des diamètres passant par ce centre, qui est un axe libre. Si les deux dernières équations ont lieu sans lea premièrea, l’axe ne^pasae point par le centre de gravité; mais
la moyenne direction de toutes -lea forces centrifuges passe par A: car on
AT. ixyiM . fiaîM _ . • . .
aura AE=— — = o, et AI=:' ~o. Dans ce cas, le point A
fyéfii / 3 i M
seul a besoin d'être retenu ; dans tout autre cas , il faut getenir deux points de l’axe.
$. 73. Chaque mouvement de rotation, imprimé k un corps, durera sans cesse en vertu de la loi d’inertie, si l'a.xe de rotation est libre ou suffisamment appuyé. La rotation que le corps a reçue par un thoc ou une force étrangère, peut se faire de deux manières. I.e corps peut être afTermi en deux pointa, ou il est abandonné à lui-même: dans le premier cas il ne peut tourner qu’autour de ia droite qui joint ces deux points, dans le second cas l'axe de totalion sera déterminé par 1rs forces mêmes.
L’axe étant donné, toutes les fowes qui agissent sur le corps, peuvent être décomposées suivant deux directions, l’une étant parallèle k l'axe, l'autre dans un plan perpendiculaire k Taxe. Soi\ {Fig. is.) AB l’axe, PQ la direction d’une force V, inclinée telaliven.ent h AB d'une manière quelconque; Ayant mené par un point quelconque P, PH parallèle a AB, et par un poipt arbitraire R dans cette ligne, un plan perpendiculaire à P R, qui coupe PQ en Q; la force P Q est décomposée en PR et R Q, dont l'une est parallèle à l’axe, et l’autre dans un plan qui lui est perpendiculaire. La première force ne peut pas faire tourner le corps autour de l’axo AB; son seul cdtl consiste pousser l'axe'suivant sa longueur, ou k lairo tourner le corps et l’axe même autour d’on point dans cet axe, mais la derniëie fera tourner le corps autour <U l’axe AB: la pression de la première se trouvera tacilemeat
Supposoni que la force PQ=;V (Fig. i3.) soit dans le même plan qtie l’axe AB, sans lui être parallèle, de aorte que sa direction rencontre Taxe dana un point C: alors l'axe éprouvera le même effort, que ai la force était appliquée en C suivant CD qui est la prolongation de PQC. £n nommant l'angle que la direction de la force fait avec l'axe, DCE = i|, et décomposant la force CD= V suivant CE et ED ou CF, onYura deux forces CE = Vco8H et CF ~V ainsi. Pour trouver la* pression que l’axe éproqvera en deux pointa donnés A, B, on n’a qu’à chercher les forces qui, étant appliquées en A et B, seront en équilibre avec les forces CE et CF. La première n’agit sur l’axe que suivant sa longueur AB, au lieu que la seconde CF ferait tourner l’axe suivant AP, s’il était retenu en B, et suivant BR, s’il était appuyé en A. Etant donc retenu en ces deux points, taxe éprouvera en A la pression P suivantAP, et en B la pression Q suivant BB.- Concevons que l’axe soit retenu en C avec la force CF = Vsinii, et que les forces AS, BQ, égales et opposées aux pressions P, Q, soient appliquées en A, B: cela posé, il suit de la théorie du lévier, que l’équilibre aura lieu, ai les momens des forces P et Q, par rapport au point C, sont égaux, et
qu’en même tenu la somme des forces CF, AS, est égale à la force BQ.
Or les forces P et AS, Q et BQ, étant aussi en équilibre, la preuion de
l’axe sera la même, que si la force CF agissait seule. En nommant donc
A B =: a, on aura
CA.P = CB.Q, et Q = Vsini|-fP} •
I. suivant sa longueur AB, la force Vcosi) = V
a. en A suivant AP, la force — V,
3. en B suivant la direction contraire BR, 1a même force — V.
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'4- Quant aux forces qui agissent dans des plans, perpendiculaires à l'axe, comnaençons par le cas le plus simple, lorsque toutes les forces sont dans le mt^mc plan, et en équilibre, de mauifere qu'il n'y aura point de ro* talion: dans un pareil cas l'axe éprouvera le même elTort, que si chaque forco était .imprimée à l'axe même, parallèlement à sa direction^ Si deux forces P, Q, suivant**^ />, Qg {Fijg. i40> <iu> tendent à faire tourner autour du point C le plan PQC, perpendiculaire à l'axe ACB , sont en équilibre, on a CP.p — CQ.Q, CP et CQ étant perpendiculaires aux directions des forces, La commune section D de ces directions peut être regardée comme l’origine, des deux forces: leur résultante passera donc par D,. et sa directioa T)d sera déterminée par les angles PD<f = a et Ayant donc mené P</ pa»
rall^lcraent à Qq, on aura Pt/Drrp, et
P : Q ; ; P D ; Prf : : sin g : sia et..
En joignant DC, on a
sin P D C : siu Q D C : : CP : CQ : : Q : P : : sin a : sin g',, et PD C -{- QD C x-j- P> d’où il suit •
PDC = a et QDCrrp?
• c’est-'a-dire, les droites et DC coïncideront, et la résultante- des deux forces P, Q, passera par C. L’axe AB éprouvera donc le même effort, que si un» seule force agissait en C suivont DC ou sa prolongation CE: il en serait de même, si les forces P, Q, étaient appliquées en C suivant CF et CG, pa» ^allèlement»à leurs diicctipns Vp et Qq; car on a également £CF = a et ECG=p. Si l'on }' ajoute une troisième force R suivant Rr, ce cas peut être ramené au précédent, où il n'y a que deux forces, D<i et Rr, et ainsi d» suite. Quel que soit donc le nombre de ces forces,, l’axe éprouvera le même effort, que si chacune était imprimée è l’axe même..
Dans le cas de l'équilibre on déterminera donc facilement la pressiom de l’axe, eu supposant que chaque force est appliquée à l'axe même, et cherchant, suivant les principes de la statique, la direction et la grandeur de la résultante de toutes ces. forces.. Pour ce qui regarde le cas, où les forces font tourner le corps, on le réduira aisément au cas précédent par une ficti>
* on , en imaginant des'furces opposées qui, en rétablissant l'équilibre, tien-
L I V R E IV, C H A P, I. ' ia5
sont le corps en repos^ mais qui doivent être de nature, à n'exercer sucuno pression sur l'axe, parce qu’aulrement il résulterait une nouvelle preuion inconnue, outre celle qu’on cherche. Cela posé on a le cas précédent, et la pression qu'éprouve l'axe, ne diffère pas de celle qui a lieu dans le cas de la rotation. On trouvera donc cette pression, comme ci-dessus, en concevant que toutes les forces, c'est-à-dire, les forces étrangères qui font tourner le corps, aussi bien que les forces fictives qui détruisent la rotation, sont appliquées à l'axe même dans son intersection avec le plan des forces, chacune suivant sa direction. -
§, Supposons que chaque élément Y d'un plan matériel DCE (Fig. i5.), auquel l'axe AB est perpendiculaire en C, suit sollicité par une fix e P,^ suivant la direction YZ, perpendiculaire à CY dans le plan DCE, et que la force P soit telle qu'elle imprime à l'élément Y une vitesse angulaire autour de l’axe AB, égale mais opposée à celle que les forces étrangères V suivant Vu impriment au corps entier t cela posé l'équilibre sera rétabli, et le plan restera en repos. Les forces fictives P, qui ont été nom- 'mées forces élémentaires, n’exerceront aucune pression sur l’axe, parce qu'elles ne font pas ‘tourner le plan par une impulsioni qui est répandue sur Isplan, en vertu de la cohésion, mais en agissant immédiatement sur chaque élément, et en les accélérant tous également^ ensorte qué les uffs n'èmpéchent point le mouvement des autres,, et que la cohésion du corps n’y a aucune influence.. En cherchant donc ($. 74-) I* pression, que l’axe éprouve par l'action de tontes les forces étrangères V, et de toutes les forces élémenlairea F, ou de leurs intégrales; on aura la pression que l’axe éprouve par l’action des forces V seules, dans le cas où le corps a un mouvement de rotation.
Toutes- les forces étrangères qui agissent dans un plan perpendiculaire à- l’axe AB, peuvent -être réduites à une force moyenne r: V. Si sa direction est Vv, et qu'on ait abaissé là perpendiculaire CV = AsurV-u, le moment des forces V, pour faire tourner le plan autour de AB, sera —Vf. Supposons que la rotation du plan soit accélérée par .cette force, ensorte que sa- vitesse angulaire (p augmente dans le tenu dr de dp: cela posé il faut ^e chaque force éiéoiitniaire imprime à son élément la meme accélération
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d’aiUeurt, afin que b totalité de* forcea élémentairea faaae équilibre à U force V, et qu'ainai la roUlion aoit détruite, il eat néceaaaire que la aom> me de leura momena alaliquea, par rapport à l'axe AB, aoit égal au moment de b force V 'Zz'VJ'. Soit donc CY = r U diatance d’un élément quelconque Y=dM à l'axe, aoit YX=jr perpeodicubire à b droite CD qui paaae par le centre de gravité G du plan, et CX~xt cela poaé, l’élément ^d\l recevra dana le tema d t, par la force élémentaire P, l’accélération (§. 17. n. 3.), d’où il vient l’accélération angulaire d< d$; l'expreaaion générale de chaque force élémentaire aéra donc
rdM.
Puisque a la même valeur dana Joute l'étendue dn plan , il a'en anit, que chaque force élémentaire est proportionnelle au produit de la masse de Pélémenl par sa distance à Paie. Le moment de la force P, pour faire tournéf le plan autour de AB, est P . r ~ 3 r*dM, proportionnel an produit de la masse par le carré, de la diatance. La somme de toutes les forcea élémentaires eat donc — /rdM, et la somme de toue'*lea momena a (fi
— — /r“dM, ce qui doit être égal à Vf, On a donc
, et la somme des forcea élémentairea r= agit Jr*iM' Jr*iM
Mais comme T;es forces ont des directions différentes, il faut décomposer chaque force P en deux autres p, q, suivant les directions Ya et aZ qui sont parallèles à XC et XY. Or ZYazrgo'’— CYa=CYX, et YZsrrYCX: en a donc les forces
suivant Ya ou XC = P s5n YCX = = p,
r agit
ag it
suivant aZ ou XY rr — z~.\~ acd M rz q^
r agit
d’où l’on conclura la somme de cea forcea élémentairea, ..L..., XC. =
. w -V _ V/./X3M suivant XY, 1.7= fr'iVl''
Jr'
Mais chaque force p a un antre moment, pour faire tourner le plan autour de l'axe suivant Yc: ce moment eat le produit de p par b distance XT
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4e la direction Yak l'I^ce A B, donc py. On trouvera de même le moment de la force qzzçx. Aioai on aura la somme des momena des forces élê> * mentaires, pour iàire tourner le plan,
suivant Ys~ ï . V/". _
JrrdM*
fulvant XY^r.oxzzV/-
J r r àn
Chaque somme de ces forces parrallèles £./> et X.^, peut être réduite à une force moyenne, dont le moment^ relativement à AB, doit être égal à
1a somme des momens, X-py et X . qx. Supposons que Ee soient
les directions moyennes de toutes les forces p et q, nommons E,. F , les forces moyennes, et menons CE parallèle k XY, et parlant perpendiculaire k ex et Ee.- cela posé on aura E := X F =: X ■ <7, et leurs momens CE .EzzX ,py, CF .V—X .qx, d’où il suit
“ fr r à yi ’ ~ Jrrri.H ~~ J y à M ' ^ ~ J x,/yi'
S- 76. Les trois forces Vv — \, EerrE, Fyi^F, sont en équilibre dans un plan, perpendiculaire k l'axe, ce qui est le cas du $. 74..- On trouvera donc la piession que l’axe éprouve par l’action des forces étrangères
V, lorsque la rotation a lieu , eii concevant les trois forces précédentes appliquées k l’axe même: les pressions de l’axe seront donc CY=V, Cê=E, Cc = F, CS étant la prolungalion de CD, C( perpendiculaire k CD, et CY parallèle k la direction moyenne Vu des forces étrangères V. Comme /xdM et fydtA sont les. momens statiques du plan entier on de son centre de gravité, par rappôrt aux axes CE et CD, on aura fydM~o et £=:o, sL l’axe des abscisses CD passe par R centre de gravité G: alors l’axe n’éproo» vers oue les pressions CYrzV et Ct = F ~ ~ ^ ^ û*** ' passe aus»
* ai parole centre de gravité, le point C sera ce centre, et l'oo aura fxdM.~a et F Oj d’où il auit que la seule pression qu’éprouve, un axe AB qui passe par le centre de gravité , est celle des forces étrangères V , comme ai elles étaient appliquées à l’axe mime, li en suit éneore,. qu’un plan matériel, étant sollicité par une impulsion ou force, qui le fait tourner autour d'un axe passant par le centre de gravité, éprouvera la même impulsion au 'centre de gravité suivant une direction parallèle, d’où ^ il résultera, outre 1*.
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rolalioD, un mouvement de translation du plan eniTer. Si la direction Vti de la force V passe efTectivement par le centre de 'gravité C, on a J'~o, et le moment, pour faire tourner le plan, est nul: par conséquent le plan recevra un pur mouvement de translation sans aucune rotation.
Pour que l'a.xe de rotation soit un axe libre, qui n'éprouve aucun effort, il faut que les trois forces V, F., F, se détruisent réciproquement, ce qui suppose que l'axe no passe pas par le centre de gravité. Si la force Ci):=:H^ut la résultante des forces E, F, l’axe n'éprouvera aucune pression dans le^Rl cas, où Cs) est, la prolongation de >C, et U = V. Si g est le centre de gravité du plan, on a
/xaM=:CG.M, /j-aMrrG/r.M, et
~ M.Cg JràM.'
' — — =: V, donc
JrrdU. '
On a d'ailleurs tang-ÿC>i = et iCii = DC.7 =90® — DCV, partant
tangDCV=|=;-^S = ^* = .angDCg.
c'est-à-dire CV coïncide avec Cg , et CV passe par le centre de gravité;
d'où il suit que, pour que la force V n’exerce aucun effort sur l'axe, elie
doit être perpendiculaire à la droite, menée du centre de gravité perpendU
ciilairement à l’axe, et la distance de sa direction h l'axe doit être 7"—
On voit donC) que la fonction /rrdM eat d'une grande importante dans cette théorie: on appelle cette fonction le moment d’inertie du plan ou du corps par rapport à l’axe A B; le moment d’inertie n’est donc autre chose que la somme des produits de la masse de chaque élément par lé carré de sa distance à l'axe. Or Cg.M=/r3M étant le moment statique du corps relativement au même axe, la distance de la direction de la force à l'axe libre doit être égale au moment d’inertie, divisé par le moment statique. Cette distance J — ~ ~
est identique avec ce qu'on appelle, sous un autre point de vue, la distante du centre d’oscillation à l'axe A CB.
Si ces deux conditions sont remplies, ensorte que CV
passe par le centre de gravité , l'axe passant par C perpendiculairement à’ CV n’éprouvera aucun effort, et l'on aura (§. 75.) - • '
L I V R E IV, C H A P. L f »*9
a fit ~~ J r* /m ~ JrïJi "7 mTcÏ'
Cela posé le cenlre de gravité g, dans lequel on peut concevoir réunie la masse entière M, sera accéléré par la force ^ En nommant donc i>
la vitesse du centre de gravité, et u sa “vitesse angulaire, on aura 17. n.3;)
• ao=i^a/=c^.a<p, - = ^, et =
$. *77. U est visible , que les raisonnémens précédens peuvent être appliqués à une masse qbelconque. Toutes les forces, dont les directions sont dans un même plan, peuvent être réduites k une -seule, dont il est aisé de déterminer le moment par les principes de la statique | ainsi qu'on vient de le Voir: la somme de tous ces momens donne le moment total VJ", qui (ait tourner le corps sur son axe, en lui communiquant dans le tems dt la vitesse angulaire du — dip ($. 76.). Soit GA,nKY un plan quelconque passant par l’oxe A'B (F/g. 16.^, Z un élément =r:dM, soient AD., Z Y, perpendiculaires h ce plan, YX et Z s perpemUculaires à AB et k X Z, et nommons
AX=*, XY = j-, YZ = s, XZ = r,
agàt
et le moment d'inertie du corps entier /r’dMrzJ.
Cela poié, la force élémentaire suivant la direction Zz, opposée k la rotation, sera (J. 75.) PzzerdM, a——, donc. P r:—’! En décompesant chaque force P en deux autres p et ç, suivant Zx et xs, parallèlement k jr et a, on aura •
• ' ;> = PcosxZ»=zPsinxZX = PsinYXZ= -P=:^,— ,
. 9 = PsinxZs = PcosYXZ=^ P=
Les momens de la force p, par rapport aux plans CAD et BAC, sont p x et pz; ceux de q par rapport aux plans CAD et BAD sont ^x et qj. On a donc la somme dp tous les momens des forces p,
, relativement au plan des y, z, 1 .px~^ /x*3M, '
si
et relativement au plan des x, y, T.pz— — /z’zdM-, *
si ^
U somme des momens des forces .
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par rapport au plan des y, z, Z . 17 .r = -j- fxy 3 M,
et au plan des x, z, 'X .çy— ~ fyydM.
Toutes tes forces parallèles p peuvent être composées en une seule Pp = P, parallèle è YX et CA, et égale à Z . p: les momeas de cette résultante, par rapport aux plans CAD et 1)AC, doivent être égaux à Z .px et è Z.pz. Il en est de même de ta force moyenne Qq— Q, qui est équivalente aux forces g. Supposons que les directions des forces Pp, Qg, rencontrent les plans BAD et BAC en P et en Q, et que PE, QF, soient perpendiculaires « l'axe AB: cela posé on aura, par ce qui précède, Pzï.p, AE.Pz5 .px, EP.PzS.ps, QrZ.Ÿ, AF.ÇzZ.vx, FQ.QzI.fr.
donc P = y/vdM, = EP = -^^^^,
Q = ÿ/raM, = =
L'axe de rotation éprouvera donc, outre les pressions de toutes les forces étrangères V, encore celles de P suivant Pp, et de Q suivant Qf,- et toutes CCS forces agiront dans des plans diflérens, mais perpendiculaires è l’axe A B.
. Quel que soit le nombre des forces V, leur lolalité est en équilibre avec les deux forces P, Q: donc, si l’on décompose chaque force V’ en deux autres, u, v, suivant A C, et Ce ou DA, chacune des forces u fera équilibre è une portion de la force P , et chaque force v à ehe portion de Q. Chacune de ces combinaisens présentera le cas, où deux forces parallèles en. tre elles, et agissant dans deux plans dilTérens qui sont perpendiculaires k Taxe, font équilibre l’une è l’autre: voyons ce qui en résulte. Si Pp, Qg, (f'ig. 17.) représentent deux forces parallèles P, Q, dont les œomens par rap> port à l’axe AB sont égaux, et que AP, BQ, soient perpendiculaires aux directions Pp, Qf, on a AP.P = BQ.Q. Soit ACzzBQ, et concevons que quatre forces, parallèles et égales à la force Q, agissent en A, B, C, Q, suivant Au, Bé, Ce, Qé: cela posé, les résultantes des forces As, Qi, et.de Bé, Ce, passeront par le centre do rectangle AQ suivant dea directions contraires; par conséquent ces quatre forces seront en équilibre, et leurs pressions sur l’axe se détruiront réciproquement; d’où il suit que les trois
forces Aa, Ce, font équilibre à la force Q/(:. elles seront donc é(|iiipol> lentes à la force Qq qui est égale et opposée à Çk, et l’on peut lui substituer ces trois forces. L’etTet sera donc le même, que si les quatre forces A a, Ce, Ÿp, agissaient. Les deux dernières sont dans un plan, perpen* diculaire à àB, et en équilibre, parce que AC.Ccn BQ.Q = AP.P: elles exerceront donc la même pression , que si elles étaient appliquées à Taxe même en A ($. 74-)« Alors les forces A a, Ct, se détruiront, et il ne restera qu’une force en A, et unja autre en B , la première étant égale et parallèle à P, l'autre à Q: d’où il suit que deux forces, agissant dans dilTérens plans, ^perpendiculaires à l’axe, exerceront la même pression, que si .chacune /était imprimée au point même, où son plan coupe Taxe.
Ce qui vient d’être prouvé de ^haqne combinaison de deux forces, sera donc aussi , vrai, de toutes les forces V, P, Q. L’axe éprouvera le même eflbrt, que si chaque force étrangère V était appliquée à l'axe même, dans son intersection avec le plan, perpendiculaire k l’axe et passant par la direclion de V-, et qu’en outre les forces fzd\l et Q .zi fydM.
fussent appliquées en F et F , parallèlement à — y et à s, aux distances A F m et leurs directions Ee, F/", étant opposées
à la rotation 'du corps. Eu multipliant .chaque .force V par ^a distance de sa direcfion à l’axe, on aura son moment; >et somme.de tous ces momens
donnera le moment VJ", pour faire tourner le corps autour de l’axe A B.
Le plan des x, y, RAC, étant arliitraire, on peut le faire passer par le centre de gravité du corps; alors on^aura f zdM~ o, Przo, et il n’y aura que les forces V et Q. Si l’axe de rotation A B passe aussi par le centre de gravité, on a fydMzizo et Q = o: l’axe n’éprouvera .donc que la pression des forces étrangères V.
5. 78. Chaque force, quelle que soit sa direction, peut être décomposée en deux autres, dont l’une est parallèle , et l’autre perpendiculaire è l’axe (§. 73.). La première se décompose en trois forces, .dont l’une sollicite l'axe suivant sa longueur, les deux autres étant perpendiculaires à l’axe, et opposées l’une à l’autre (§. 73.). Or toutes les autres forces étant pareil-liment perpendiculaires à l’axe, elles ne peuvent pas détruire celles qui
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agissent suivant la longueur de l'axe: il est donc impossible, que l'axe prouve aucun elTort, à moins que toutes les forces n’agissent dans des. plans perpendiculaires à l'axe, ou que toutes celles qui sollicitent l’axe suivant sa longueur, ne se détruisent réciproquement; dans le cas contraire, l'axe doit
être appuyé suivant sa longueur, par une force égale à la somme ou à la
dilTéreoce des forces parallèles ê l’axe. Toutes les autres forces agissent dans des plans perpendiculaires à l'axe, et quand op ne considère que la pression de l’axé, on peut les concevoir appliquées suivant leurs directions, au point de l’axe où il est coupé par ces plana ($. 77.). Il faut enfin concevoir , que les forces élémentaires , ou leurs deux intégrales £e = P et
r/=Q (S- 77.), sont imprimées & l’ajce: la totalité de ces fûrew déterminera la pression de l'axe.
Pour simplifier ces recherches, nous réduirons • toutes les forces è deux points A, B, de l’axe (fÿ. 16.), en cherchant l'efTort que l'axe éprouvera dans cés deux points. Soit Vy la direction d’une des forces V perpendiculaires à l’axe, U la commune section de l’axe avec le plan VyU qui lui est perpendiculaire, et Uv parallèle è Vy*. cela posé, VU et Uv seront perpendiculaires & l'axe AB qui éprouvera la pression Uv = V. Il en résultera en A et B des pressions parallèles à Uv ou Vy qui, en faisant A*B=e, seront
AM = — V et BN= — V.
La force élémentaire £ e =: P donnera de même en A et B les pressions
Aoz=— P=A, Bé=.~P = B,
et la force Yf—Q donnera les pressions
et en substituant les valeurs de P, Q, AE, AF ($. 77.),
Âa = — Q=a,
-*)saM, B = ^/xsdM, aZ='^f{a—x)ydU, p = ^/iyaM.
Toutes les forces AM, As, An, peuvent être réduites è une seule; et il en est de même des forces qui agissent en B.
$. 79. Dès qne la rotation a efTectivemenl lien, il en résultera des forces centrifuges qu’il faut ajouter aux précédentes. Si l’on nomme u la
TÎlesse angulaire de la rotation autour de Taxe AB, U dpruurera en A et
B lea pressiooa auivantès.
1. Lea fohxs étrangires qui aollicilent le corpa, dont chacune V aéra ddeumposée en deux oulrea, dont l’une ~ U eat parallèle à l'axe, et l’autre r^W suivant V/ lui eat perpendiculaire. La force U ae décompose en trois autres ($. 73.), dont l’une — U sollicite- l’axe suivant sa longueur AB
ou B A, et lea deux autres exercent sur l’axe en A et B des pressions per-
pendiculaires dans le plan qui passe par l’axe et la force U : ces pressions sont égales U ($. 73.)^ et opposées l’une è l’autre; elles feront donc tourner l'axe AB autour de son milieu. La force Vy — W agit sur l'axe, comme si elle était perpendiculaire à l’axe en U ($. 77.); d’où il résulte .en A et B des pressions AM, BN, parallèles à Uv et Vy, qui sont, en nommant AU — u 7®-)»
AM = ?^W, BN=-W.
Chacune des forces’ W exerce un effort pour faire tourner le corps autour de AB suivant V/, et l’on trouve ce moment, en abaissant sur Vy la perpendiculaire Ujr:=rv, et multipliant VV par w. Après avoir réduit de cette manière chacune des forces \V à deux forces parallèles en A et B, on trouvera aisément la grandeur et la 'direction des deux résultantes, AM' et BN'. La somme de tous les momens-Wu’ donne le moment V/ de toutes les forces étrangères, pour faire tourner le corps sur l'axe AB: en faisant donc V = *, on connaît Vf— X.Ww, J =//^dM, et .
a. Si les forces étrangères V, au lieu d’élre en équilibre , font tourner le corps, eliès exerceront sur l’axe encore une autre pression qui est déterminée par la fiction des forces ilimentaires , lesquelles peuvent être réduites h deux forces intégrales, appliquées è l’axe même, et opposées à Ia relation, savoir (§. 77.)
te = P = */s3M, F/=Q = é/^3M, d’où résultent en A et B les forces ($. 78.)
Ao = A=^/(.a — :s) sdM, Aaz=.a= ~ f{a — Jc)yBM,
A s T R 0 N 0 M I E P H Y s I Q U E 3. Lrs fonts ccntrfugts qui résollent de U rolition , peurent aniti être r^duitei à Jeux forces intégrales, appliquées à l’axe même ($. 7a.) {Fig. II.), savoir
EF = E=: — /v9M à la flislance AE=^Ï21? =e, et
1 K = H = — /s 3M à la distance A I = z= A.
=/•' . y»rfM
11 en résulte en A {Fig. 16.) les forces
Am ou AC = - — - E ~ f (a — *) rdM = ’m,
a la g-' ' '
Aa Uz= — /(a — x) sdM = ,i,
et en B lea forces
Bn=-E=z—-/xrdM=n. Bp= - H = -^ /xs3M = ».
a la f' •' a tagr
L'axe éprouvera donc en général les pressions suivantes.
I. Suivant sa longueur AB ou BA, .la somme de toutes les forces U.
II. En A
1. autant de forces W, qu’il y a de forces étrangères, dont chacune
a une autre direction AM, leur direction moyenne étant AM'; a. suivant Aa, la force A — mzrX/sdM— ^/)â.M-l-^— /jydM — ^/xtd\Tj
3. suivant As, la force a-j-M— 'f/rdM-f-^/iâM — ^—fxzdM — /xjfdMj
4. autant de forces — C, perpendiculaires à l'axe, qu'il y a de force! ü,
tt
dont chacune a une autre direction; leur moment par rapport à l’axe étant nul.
les forces — U, égales et opposées h celles en A
. Toutes les forces, appliquées en A ou B, senmt réduites, suivant les préceptes de la statique, h. une seule force moyenne; ensurle que la pression
de'I'aze sera entièrement déleriniuée par troii forces,' dont l’ùne sollicite l’axe suivant sa longueur, les deux autres étant perpendiculaires à l'axe •n A et B.
8o. Les forces centrifuges sont perpendiculaires à l’axe; mais elles agissent dans le plan de l'axe , et leur direction passe par un de. ses points: leur moment, pour faire tourner le corps autour de l’axe, est donc nul, et leur effet consiste è solliciter l’axe, ou è lui imprimer un mouvement de translation, perpendiculaire è sa longueur,* Les forces élémentaires sont un être idéal qu'on a imaginé , pour déterminer une' partie de la pression de l’axe; si elles existaient seules, elles imprimeraient au corps une rotation, égale et opposée à celle que lui communiquent les forces étrangères. Les forces U, parallèles è l’axe, le sollicitent suivant sa longueur, et suivant une direction perpendiculaire; mais elles n’ont aucun moment par rapport à l’axe: elles ne pourront donc avoir d'autre effet, que de solliciter l’axe suivant sa longueur , ou de faire tourner l’axe autour d’un de ses points O, aans faire- tourner le corps autour de cet axe. Il ne reste donc pour la ro*' talion que les forces W, dont chacune * le moment W.w; pour faire tour* ler le corps autour de l’axe AB: la somme S.Ww donne le moment Vf. Supposons qu'avant que les forces étrangères V commençaient è agir, le- corps ait tourné uniformément autour, de l’axe A B avec la vitesse angulaire > , et qu'au bout du tenu t, y se change en u; cela posé ou aura ($. ]&)
En nommant <( l’angle que le corps décrit par sa rotation, dans le tems
t, on aura donc 9u ~ , et , d’où l’on tirera
, 3^àS(p 3\fg^
uou ^ — — rzi ^ ~ •
Jr^éM. *
donc l’intégrale donnera, pour un instant quelconque, la vitesse^ angulaire w, et l'angle décrit (p, la constante étant déterminée ensorte que u soit zzy, et $ = o, lorsque t est nul.
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CHAPITRE II
Rotation autour d'un axe libre.
s. s.. O. appelle axe libre celui autour duquel le corpa peut louraer arec une vitcMe quelconque, tana que l’axe aoil appuyé, qui par conaéquent n’éprouve aucun effort. Si le corpa eat aollicité par des forces étrangères, dont la résultante ne passe pas par le centre de gravité, il tour- . * nera librement, du moins pendant quelque tems, autour . d’un axe quelcon-
' ^ue, qui pourrait être nommé libre, mais seulement par rapport aux forces ,
' données: chaque corps aurait alors une infinité d’axes libres, et chaque axe
serait tantôt libre, et dans d’autres cas il ne le serait pas,- Ainsi, pour fixer .les idées , il faut entendre sous un axe libre celui qui n'éprouve aucun X effort par la rotation, si le corpa n’est pas sollicité par des forces étrangè*
^res. Dans un pareil cas, toutes les forces V, Vf W, et les forces élémentaires qui leur sont opposées, disparaissent (§. ^g. n. t. s.), et il ne reste que les forcés- centrifuges ($. 79. n. 3.) , savoir , en bisant pour abréger, « , les forces
, Am ou m — af (a — x) jdM , Aa ou — — x)sdM,
Bn ou- n ~a f xydM , B^ ou (Z=a/xsdM, les intégrales te rapportant' au corps entier, où a est une quantité constante. Or ces pressions n'étant pas opposées l'une h l’autre, l’axe ne peut être libre, que dans- le cas où chacune de ces pressions est nulle. La position des axes libres est donc déterminée par ces équations:^
. fydM — O, /i3M = 0, ’/xydM — O, /xzdM — 0.
Il suit des deux premières, que chaque axe libre doit passer par le centre de gravité j les deux dernières noua apprennent, 'qu’un axe peut passer par
. I, I V H E IV, c H A P. If . 1J7
le centre de gravité, sans être libre, et elles déterminent la position des diamètres, passant par le centre de gravité, qui sont des axes libres ($. 7s.)* Puis donc que chaque axe libre AB> passe par le oentre de grarilé, nous prendrons ce centre pour l'origine de*, absc^ses x, de sort» qu'on aura aussi /xdM — o.
§. 8a. Si AB {fig. x8.) est un axe passant par la centre de gravité A, et que la nature du corps soit donnée par une équation entre Its coordonnées rcctanelm \
AX = X. XV — Y. YZ
on connaît les intégrales , —
/XX3M = A, /YYdM=B, /ZZ3M = C,
/XY3M = D, /XZ3M = E, /YZ3M=:F.
Soit AF u.i axe libre, et qu'on prenne les abscisses x sur AF, les ordoQnées *, perpendiculaires a AF: cela posé, on' aura (§. 81.)
fxydyi — o et /xa3M — n.
Ayant mené par AF un plan perpendiculaire au plan des X, Y, qui le coupe en AE, les angles BAE = 'n, EAF=:s, détermineront la position de l’axe A F. En nommant A X' — X' , X' Y = Y' , Y Z — Z' , les coordonnées reotangles de l'élément Z, rapportées à l'axe des abscisses AE,-et prolongeant y X' jusqu'à sa rencontre avec l'axe AB en, P, on aura XYPz9o^— APX'i:n,
X P =: Y tang >), Y P =; Y sec >|, partant
X' = A P cos »i = X cos rj'-f Y sin >1,
Y' — Y sec Y) — X' tg T) = Y cos T| — X sin yj, Z' =Z. '
Si Zy et X'y sont parallèles à Y X' et Y Z, X'y ««ra dans le plan E AE, et coupera AF dans un point sj Zy seca perpendiculaire au plan EAF. Ayant donc abaissé dans ce plan la perpendiculaire j x à A F, dont la prolongation rencontre AE en v, on aura les coordonnées Axz;*, xy—j, yZ = a. Mais AsX'r=xsy=9o* — *, et xyz—i, parlant
x = A'u..cosS = X'cos»-l-X'y tang 9cos 6 =: X' cos « -i- ZsinS, y — vy — vx Z sec 9 — x tang9 = Z cos 9 — X'sios, et s = Y'; ou X = X cos Yi cos 9 Y sin Y) cos 9 -4- Z $in 9, y =: Z CCS 9 — X cos Y] sin ♦ — Y sin y) sin 9, a = Y cos y) — X sin 11; d'où l'on tirera
ASTRONOMIE PHYSIQUE ^y— I X X co»“ T) sin — * Y Y sin* >) sin -|-i ZZ sin a(
— XYïin n cos 71 sin atf 4- XZ cos ri cos aS + YZ sin t) cos a«,
** — XX sin 7] cos 7j cos t -j- Y Y sin ti cos ti cos i
4- X Y cos « (cos* 7, _ sin* t,) _ X Z sin t, »in S + Y Z cos ti sin I.
En substituant cela dans les équations de condition, = o et l^——o on aura les équations sui^'antes; * ^
o=-J^tang a s (A cos* 7, 4- B sin*7i - C) - D sinT, cos 7, fg a « +E cos 7, 4- Fsin 7,,
o — A) sin 7] cos 7] 4" D (cos* 7] — sin*7i) — £sin7| tg^4~ ^ cos7)igs. taisant tangT) — /, la dernière équation noimeia
“”g^- (F-En.uCT,
tang a t = *(^-^0 f» >* + (A-B) r- b> ...c
l*'— Kf)’sec*71— (\_u)(_Dj«»
On conclura de la première équation,
tangas—, 7}
(B_CJ(> + aD/ + A_C*
En comparant ces deux valeurs de tangas, on aura une équation du cinqifc- »e degré, ditisible par sec* ti — i 4" ensorte que t sera donné par une équation du troisième degré. Il y a donc dans chaque corps, une ou troia valeurs réelles de <=rtang7i, et par conséquent de ti = BAE, après quoi on aura ^
tang 6 — latig V a P — (A — B)>in a ti — g D co»a t] a(Fco>7] — £ un >]) *
équation qui donne toujours une valeur réelle de «j et les angles ij, », détermineront la position de Taxe libre AB qui e.xiste dans chaque corps.
S- 83. Il s’agit maintenant d’examiner, si les trois racines de l’équation précédente sont réeUes dans tou, les cas. Supposons pour cet eflet, que AB soit l’axe libre, trouvé par l’une des trois racines qui est toujours ' réelle, et que AF soit un autre axe libre, dont la position est cherchée an moyen de. angle, BAE = t,, EAF = ». Si ces angles sont toujours possies, prouvé que le corps a, outre l’axe AB, encore un autre axe libre AF, d’où il suit, que réquation cubique a deux, et par conséquent trois racines réelles. Soient, comme ci-dessus, les coordonnées de l’élément Z = 3M. par rapport à l’axe AB, X. Y, Z, celle. reUdies à l’axe AF, x, y,
cela posé, les valeurs des produits xy, xz, seront les mêmes que dans §. 8î. Or AB étant un axe libre, on a (§. 8i.) /XY8M = D=: o et /XZdM = £=:o; AF sera donc aussi un axe libre, si les équations ($. 8s.) /jy8M=o et f xzdM~ o, après y avoir substitué D = o et E = o, donnent des valeurs réelles de y) et t. Or ces équations se transformeront en •
(A) O =; F sin n — ï tang a « (A cos® q -|- B sin® ■») — C),
(B) o F cos >1 tg } — (A — B) sin n cos vi :
ce sont les deux équations de condition, pour le cas où AB et AF sont des axes libres. On salUfait à la dernière équation, en supposant cosn^ro ou T| = 90* et sinT|=i. En substituant cette valeur dans la première équation, on trouvera
(C) . . . . tang 3) —
ce qui donne deux valeurs, SerF. AF et = E A F -f- 90®, qui déterminent les deux autres axes. Puisque BAE=t| est un angle droit, et que les plans BAE, F. AF, sont perpendiculaires l’un à l'autre, BAF est aussi un angle droit, d’où il suit que AB est perpendiculaire aux deux autres axes. Mais la dilTérence entre les angles i et s' est aussi un angle droit: d’où il résulte ce théorème important, que chaque corps a au moins Irais axes libres, qui st eoupenl Pan P/iuIre perpendiculairement dans son centre de grarité (J. 7 O- En concevant dt'nc une surface sphérique autour du centre de gravité (/wg. 19.), /qui est coupée par les trois axes libres en B, C, D, les arcs BC, BD, CO, seront des qiwdrans.
§. 84. Soient {Fig. 18.) AB, AC, AD, les trois axes libres, A le cen- • Ire de gravité, d’où l’on compte, comme ci-dessus, tes coordonnées de l’élément ZzrdM, AX=X, XY=:X, YZ—Z. Cela posé, les distances de l’élément Z aux axes AB, AC, AD, seront
ZX=R=:y(Y®+Z®;, ZH=r=l/(X® + Z»), Y'A =f=:y(X* +Y*).
Les momens d’inertie du corps (§. 76.) seront donc, relativement ( à l'axe A B =:/R®dM B 4" C zr Mao,
(D).... ) il Taxe A C=/ r* 8M = A-|- C = Mii,
C à l’axe AD=/f®dM=:A-)-B=:Mcc.
Outre ces trois équations entre A, D, C, on aura Drzo, Ezzo, F zzo.
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ftoieol relalivement à un «üire aSie quelconque Af', A.r'=Jt, xy:^y, ’yZSza; »lofi le moment d'inertie par rapport à cet ax’ seia (§. 8a.)
(E) / Cr* + ^*) 9 W = A C»in* i) cos® ■») siii“ S)
-f- B (cos® ■») -)- sin® ») sin® 0 C cos® S = M i L Or on a pour chaque axe, situé dam le plan BAG, »=:o: le moment d'iner^ tie relativement à un pareil axe sera donc
A sin® •>) -}- B cos® ») -)- C = M m /h;
d^où il suit
Itrlaa — Mmm “(B — A) sin®»), Mét — yimm~ (K — B) CDS® t),
Mce — Mmm — A cos® >i -|- B sin® >) — C ,
M AA — M;nni = (A cos® >i -j- B sin® tj — C]j sin* *.
Quelle que soit donc la valeur de r|, ou la position du plan EAF, la diflérenee entre les momens d'inertie par rapport à l’axe A E et à un autre axe quelconque AF dans le plan EAF, savoir MA A — Mmm, sera un maximum, lorsque «"90®, ou que AF coïncide avec l'axe libre AD; c’est-à-.dire. Ut dilTérence entre les momens d’inertie par rapport à AD et à AE, est plut grande que celle entre les momens par rapport h AD et à un autre axe quelconque AF, quelle que soit la position do plan EAF ou EAJ}; donc le moment par rapport à AD est plus ou moins grand que le moment par rapport à AF, selon qu'il est plut ou moins grand que relativement ïAE; d'où il suit que le moment d’inertie par rapport h l’axe AD est un maximum ou minimum, Puisqu'on doit dire autant des deux autres axes AU, AC, on en »
conclura en général, que dans chaque corps, h moment tPinerlie relalivement à chacun des trois axes libres est un maximum ou minimum. Or le moment d’inertie ne pouvant devenir ni négatif ni infini, il en suit par la nature des fonctions, que ces trois momens seront alternativement des maxima et des minima, de sorte que le plus grand de tous les momens d’inertie dans le corps appartiendra à l'un des trois axes libres, et le plus petit de tous les momens appartiendra à un autre axe libre. Cela mérite encore quelque développement. Dans le cas où t> est nul, AE coïncide avec AB. Alors, le moment par rapport à A F étant plus ou moins grand que celui par rapport ù AB, le moment relatif à AD le sera à plus forte raison, 'ainsi qu’on vient
de le 'Voir. Si donc le* moment relalift h AB et AD sont dgtux, te môme moment appartiendra à tout les axes dans le plan BAD: il en est de même des a.xes AB, AC, et AD, AC. Dans tous les cas on peut regarder un des trois axes libres, par ex. AB, comme celai auijuel appartient le plus grand moment, et on autre, AD, comme celui qui a le plus petit moment; de sorte que Maa]>MÜ, et MÜ]>Mcc. Supposons donc A* c® p’ , = — a®, A®.=ro® — 'y*; les diflürences a,
ou P, ou y, seront nulles, si deux, ou tous les trois moment sont égaux. Maintenant les équations (D) donnent
A=^M(A’-fc®— U®), B=ÎM(û®+c*— A®), C=ïM(o®+A=— c®),
ce qui étant substitué dans la valeur (E) du moment relatif à un axe quelconque A F, donnera
M 4 X- = M oo cos* t) cos’ « -j- M A A sin® t) cos® « -|- M e c sin® t , et en substituant o*“c* + O®, A®“c®-|-p®, et ensuite A®z:o® — 7®, c’z:a’— o®, MXX = Mc® + Ma® cos® n cos* â -f- M p* sin® n cos® i , et MXX = Ma® — M7® sin®») cos® $ — Ma’sin® (;
Id’où. il suit qne loti; les moraens MXX sont moindres que le plus grand, ef |S]as grands que le plus ]>elit des momens qui appartiennent aux trois axes libres: l'un de ces derniers momens sera donc un maximum absolu, et un autre sera un mrWmu/n absolu. Si les trois momens principaux. Mu®, MA®, Mc®, xont égaux, a, p, 7, sont nuis, et MX®~ Ma®=: Mt®:^ M A®: donc fous lee momens daps.4e corps entier sont égaux. Si deux momens sont égaux, par ex. Ma® = MA® qui se rapportent aujc axec AD, AC, 7 est nul, et l’on a MXX“Mu* — Ma® sin’ iz:: Ma® cos® Mc® sin® 4 , et en faisant 4~o, 'M X®=Mu®=:MA®; d'où il suit, que les momens, relatifs à tons les axes dans
■ le plan BaC sont égaux: ce qui est d'ailleurs évident, parce que si MX® était plus ou moins grand que Mu®, la difiérence entre Mu® et MA® serait encore plus grande. Cest à < ause de ces propriétés remarquables , que ces axes ont été nommés axes principaux de rotation; on a vu que chaque corps .a eu Qioins trois axes principaux, perpendiculaires l’un à l'autie, et passant par le centre de gravité. Pour fixer les idées , nous supposerons cOnslam-
■ ment, que le moment Mo® qui se rapporte h l'axe AB, est le plus grand
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de tou$ les momens , et que la moment Mc^, relatif k l'axe AD, est le plus petit. I
5. P5. On a TU que, pour un moment quelconque M<’, on t i at d’où il suit et é>c. Les cas particuliers, qui paraisssent ^tre
une exception de celte règle , seront d’une grande importance dans la suite. Si par ex. la nature du corps est telle que B=C, les momens Mi*“A-j-C et Mc*=:A-(-B (§. 84.) (D), relatifs aux axes AC, AD, sont égaux. En iaisant donc 11 = 0, on aura, à cause de D^E = F = o, tang 83.)(C1;
l'angle t est donc indéterminé, d'où il suit, que tous les axes qui passent par A dans le plan CAD, satisfont aux conditions des axes libres, et sont par conséquent des axes principaux; le moment par rapport à cliacun de ces axes étant M 6’ ~ Mc*.
Si A=:B = C, tous les trois momens principaux sont égaux, Ma'=: MA*~Mc® ($. 84. (D)). Alors l'équation (B) (§. 83.) donnera sinii^ig: ainsi les deux angles î| et S sont indéterminés, d’où il suit que tous les diamètres, passant par le centre de gravité, sont des axes principaux, ayant le même moment d’inertie, A-j-B~A-|-C=:B-l- C. Il est donc prouvé que, dans le cas où les momens par rapport à deux ou trois axes principaux sont égaux, le corps a une infinité d'axes libres.
$. 06. Soit (iig, >0.) AC l'axe d’un solide, formé par la révolution de la courbe A M B autour de A C, ensoi te que toute section du corps, perpendiculaire k A C, est un cercle. Si l’on mène un plan par l’axe A C et un point quelconque M du corps, la commune section de ce plan et de la surface du coips sera la courbe génératrice A MB: ayant donc abaissé sur l'axe la perpendiculaire MX, la nature de la courbe A MB sera donnée par une équation entre les coordonnées AX — x, XM — u. Imaginons deux plans, perpendiculaires à AC, et passant par deux points M, ni, très-peu dislans entre eux: alors on aura un disque Mm.rX d'une épaisseur évanouissante, dont les Irases sont deux cercles parallèles des rayons XM et xm. Soit dM la masse d’un élément Z de ce disque: ayant mené =: s et YX=y,
perpendiculairement au plan AMÇ et à l'axe AC, on pourra regtrder l'élément Z comme un parallélépipède, dont les trois côtés sont l’arc circulaire,
décrit dans le plan MZX du rayon XZzr, et les droites dji, dr. En nommant donc l'angle MXZ=:(p, les trois côtés seront dx, dr, rdtj>. Comme la densité du corps est supposée uniforme, on peut l'égaler à Tunité, ce qui donnera
3 M z:: rdrdxd^.
’ Mais on a y :=rcos <p, s =:rsin (]), d'oîi il vient ($. 8a.)
A~fx‘rdrdxd^, B~/r^cos*^ . 3r3oc3<p, C=:/r^sin*4> • 3<p ,
H—f Jcr*cos(p.dr3i34*> E — / Ær®sin (p. dr3*3(J), F—/ r^sin^cos^ .drdr3$,
f xdMzzf xrdrdxd^ifjrdMzz f r’cosij!. fsd}A—f r*sinCf) .dr3x3sp; les intégrales devant s'étendre à la masse entière du corps M.
Si l'on kitëgre d’abord les formules précédentes relativement à (p, de* puis <p~o jusqu’à $ = 36o* = a sr , on aura les intégrales pour la zone du rayon r, comprise entre les plans MX, rnx. En intégrant ensuite par rapport à r, depuis r—0 jusqu'à r=XM=zu, on aura les intégrales pour le disque entier du corps, terminé par les plans MX, mx. Si l’on intègre pour la troisième fois par rapport à x et u, depuis x~o jusqu'à xzz.x, on aura les intégrales pour le corps entier depuis A jusqu’à X M.
De cette manière on trouvera par ta première intégration , f xèt/lZ^-rr/ xrdxdr, /y 3Mrsin a t ./r®3r3x, /î3 Mi;(i - cos air)/r*3r3x, ou fydMzzo et fzè^l — O}
d’oi'i il suit que l'axe passe par le centre de gravité. On a ensuite A = a7T / x^rdrdx, B=|/3<p(i -4-cosa<J))r^dr3x = (|ct>-f-|s'‘> r^drdx,
ou B = ir/r^3rdx, C =: ■n’/r^3rdx B, D r=sin air/r^x3rdx,
E = (i — cos 3ir) fr^xdrdz, F ~!/'d(piin 2 tp.r^ à ràx~ — cos4'>r)/r^ dràx,
donc D o, E =: O, F =: O.
Les équations D = E=::F=;o nous apprennent, que l’axe AC d’un solide de révolution est ^n des axes principaux de rotation ; et l’équation B = C indique, que tous les axes, perpendiculaires à AC, et passant par le centre de gravité, sont aussi des axes principaux ($. 85.).
La seconde intégration donne
/x3M ” ir/o’xdx, A—irfu^x^dx, B — C — ^ f u* ds.
La troisième intégration ne peut s’eflTectuèr, à moins que la nature de U courbe A MB ne toit donnée par une équatiou entre x et b. Pour cela
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ii fera plus conimoile de prendre lei absriucf du centre de gravitd C; et comme let deux premières intégrations sont indépendantes de l’origine desabsciisee, les équstions précédentes auront également lieu, si l'un fait CX:=x.
§. S7. Si le solide est un sphéroïde aplati aux pôles, et AMR une Mpse dont le grand et le petit demi-axe sont BC = a, AC=::é, C sera le centre de gravité, et l’on aura = p (é® — x*), d'où l’on conclura pour le demi -sphéroïde,
et pour le sphéroïde entier
A = a® iî, x5
'Le moment d’inertie est donc, par rapport au petit axe AO, «■♦é,
et par rappoit à chaque axe qui lui est perpendiculaire, ou à chaque diamètre de réqiialeur , A -j- B 0* é (o® ^ é®). Puisque dM est n:»-dr3xd<p
($. f>6.), la triple intégration donnera la masse du denii-sphéroide,
? M — Àitfrdrdx — 'it /n® 3x=r Tn* M = | ira® 3.
Les moineiis d'ineilie seront donc, par rapport
au petit axe ~ = M a®,
IH
aux diamètres de l’équateur “ -j- (a® A®). ,
Le dernier est donc le plus petit, et le premier est le plus grand de tout les inomens du sphéroïde, la plus grande dilVérence étant -- (a® — 3®). Eu permutant a et b, les formules précédentes donneront les momeiis d’un sphéroïde alongé aux pôles. '
Dans la sphère on a a~b, d'on il sait que le moment d’inertie, par rapport tous les diamètres d’une sphère, est — ^ a^;= ^Mo®.
Si les méridiens et l’équateur sont des ellipses, ce qui est proirablement le cas de la lune, soit C le centre, CA =3 le demi-a.xe de rotation et' l'axe des ordonnées s, CB=:^le demi-grand axe de l'équateur et l’axe des x, et h le petit denii-axe de Véqualeiir et l'axe des y. Cela posé on aura pour l’élément Z~3M, CX — t, XY z:zx, YZ,~y. En faisant donc XM=u,
et nommanl r le rayon r, prolongé jusqu’à la surCice; on aura dan* le mériJien elliptique A MB,
et dans le parallèle passant par XZ, qui est semblable à l'équateur,
æ' et y étant les coordonnées qui répondent h En nommant $ l'angle
YXZ, dont le rayon r est incliné au grand a.\e du parallèle, on a
j'— /C08<J>, y':r:r'sin$, r* = a:'*-j“y% donc
“ 1/ (/• ^ + Cüj» $) ■ , •
La sphéricité de tous les corps célestes étant très • petite , en faisant /= ^1 -j- 4), on pourra négliger la seconde puissance de 4, ce qui donnera
(3) r'=: T -7-^ = U (i — 4 sin“ <f).
V /•••• y 4- a4 >ii>* .p)
Si l’on intègre maintenant les fonctions A, B, etc. (§. 86.), d’abor^J par rapport à r, depuis 1=0 jusqu'à rz=.i‘, ensuite par rapport à cj>, depuis (J) rire jusqu'à <J) = aw, enfin par rapport à z, depuis 3 = 0 jusqu'à 3 = *, ces inlégraies, étant multipliées par a, s’étendront au corps entier. En substituant donc 3M = rdra4>33, a-=rcas$, y = rsin;î), on aura
A = a/ydr.34)cos=Ct>.3s, B = a/r^dr.ô? sin®4! .ds,
C = a/r3r.3(î>. 3*33, D = a/r^3r.3(psin4lcos!}).3s, ■
E =r a/r’3r.3(pcos(J).i33, b’ = a/r 3r.3$sin^.33s.
Après avoir intégré trois fois, on trouvera
A=.f— 3$ cos* <f) .dzzz d;p cos*$ (i — 4® 4>) 3 s =
3^ (' -t-cosa<p— 4-(-Îcos4<I')^3— — (• — aé*3*-t-3*)33; donc
On trouvera de la même manière
B= ^ (i— 340/+X, G = D=o, E = o,. Fz:o..
Ün aura donc les momens d'inertie, par rapport
au grand axe de l'équateur, B-j-C=~ — 34y®— JX®) = Ma®, au petit axe de l’équateur, A-f-C = ^(i — î)y^ ^ it l’axe de rotation, — aJ)y* X-=: Mc*.
L’aire de l’ellipse, passant par MX, est - iru*, d'où l’on lire le volume du disque Mxzryxu*dizr^^~ /*—!*) de, partant le segment = d’où il Suit le demi - volume du corps =: = vfhk, et le volume entier — \-Tt fhk. En substituant dans les équations précédentes, A ~ M,
et 6 — — ~ , on trouvera
5 0» 6ÏÏ 56*
$. 88. D'après ce qui précède, la théorie du mouvement des corps se réduit aux propositions suivantes.
I. Le corps ne peut tourner librement autour d’un axe invariable qui n’a pas besoin d'éire appu^'é, que dans le cas où c'est un des axes principaux. En ellel, si le corps n'est sollicité par aucune force étrangère, l’axe n’éproiv vers que l'eObrl des forces centrifuges qui, par conséquent, doivent se détruire ' lécîproquement : ce qui est le caractère distinctif dés axes principaux ($. 8i.). Si le corps est sollicité par des forces, dont les momens statiques ne se dé^ truisent pas, elles accéléreront sa rotation, ou changeront sa vitesse; mais il est impossible que les forces centrifuges, dépendant du carré de la vitesse ($■ 79- O- 3-)> fassent équilibre aux autres forces qui ne dépendent point de ce carré 'jg. n. i.), quelle que soit la vitesse. Il faut donc, que chacune des trois forces centriluges soit séparément égale è zéro, et c'est ce qui détermine les axes principaux.
a. La rotation ne peut être uniforme que dans le cas, où il n’j a point de forces étrangères, ou qu’elles se détruisent mutuellement, ou que leur moment, pour faire tourner le corps, est nul: c’est une suite nécessaire de la loi d’inertie, et l’on peut en tirer la conséquence, que la rotation uniform* d’uo corps doit avoir existé dès son origine, ou lui avoir été imprimée par ViB impulsion instantanée.
3. Des forces , dont ta direction passe par le centre de gravité , ne peuvent pas faire tourner le corps (§. 6-;. J; car, conformément à la nature du centre de gravité , elles font le même eifet , que si tous les éldmene étaient sollicités parallèlement, par des forces, proportionnelles à leurs mas* ses; et il est visible que, dans un pareil cas, tous les élémens avanceraient suivant des directions parallèles avec la même vitesse: il n'y aura donc point de rotation. Ainsi ces forces ne dérangeront point l'uniformité de la rotation, et il faut en dire autant des forces, dont la moyenne direction passe par le centre de gravité. ,
4- Dans un cas contraire les forces feront tourner le corps: car la résultante qui ne passe pas par le centre de gravité, imprimera aux élémens du corps des vitesses dilféreutes, d’où il naît nécessairement une rotation $.66.).
5. Puisque chaque force agit sur l'axe, comme si elle lui était imprimée immédiatement (§. -j-j.), l’axe et le corps entier recevront un mouvementi à moins que toutes les forces ne se détruisent mutuellement: ce mouvement fera tourner l'axe autour d’un de ses points, ou sera une pure translation. Le dernier mouvement mérite une attention particulière.
§. 89. Quelles que soient les forces qui sollicitent le corps, le mouvement de translation du corps ou de son centre de gruiité sera le même, que si chaque force était imprimée au centre de gravité, parallèlement à sa véritable direction. Soient {Fig. ai.) AB, AC, AD, trois axes arbitraires qui se coupent perpendiculairement, et sur lesquelles on a pris les coordonnées AX = x, XY=ry, Y Z — s, et AE:=:c, EF=:y, FG = A, d’un élément Z = dM, et du centre de gravité G, pour un instant quelconque t. Cela posé on aura, par la nature du centre do gravité.
t. jJW M '
■Z.yàyi
la caractéristique £ se rapportant aux divers élémens du corps , et s'élen- 'dant à sa masse entière, de sorte que x, y, z, et dM, sont variables pour le même instant, en passant d’un élément à l’autre. Désignons par / l’intégrale qui se rapporte au mouvement d'un même élément, ensorte que t soit variable, et dt, dM, conslans; et décomposons le mouvement de chaque élément Z, ainsi que celui du centre de gravité, suivant AD, AC, AD. On aura donc
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èdb X.àizdyi
'ît^ ~ J/' ~ -M ’ 7/»'”' m7?’ '
En di^compasdnl suivant tes mèu'.es tlirccliuns, les forces qui sollicitent chaque élément Z, en /», q, r, on aura i§. 17 n. 4-)< ddx— d/% ou
—3,^ ~ —TW = ~ ~ =
ce qui étant substitué dans les dernières équations, donnera
aar_ï:. = gp__5j.ï:/> aa/_sg.s;<7 aa& :£.Xr
at* M M ’ ar' m * at» m ’
Tp, 2 </, ^r, étant les son.mes de toutes les forces qui sollicitent chaque élément, décomposées suiiant AB, AC, AD. Or le mouvement du centre de gravité serait déterminé par les mêmes équations ^§. 17. n. 4<)t <■ toutes les forces étaient imprimées à ce centre, et que la masse entière M y fût réunie. Le mouvement de translation sera donc le même, que dans cette supposition: •e qu’il lallait prouver. Au reste, il est aisé de voir, que cette transiatiea B'altère point la rotatiou du corps.
CHAPITRE III
Rotation libre des corps célestes. .
§. go. Une e.xpérience connue de tout le monde, et qui fait la base l’astronomie entière , c’est que la terre tourne uniformément sur un axe, dans l'espace d’un jour (I. $. 36 — 4°0- Cette rotation de la terre est même le seul mouvement paifaitement uniforme que nous connaissions, d'où il vient qu’on l’a pris pour mesure du teras , aussi bien dans les observations astronomiques, que dans la vie civile. Il n’est pas moins certain que cet axe ne change pas de position, ou que la terre tourne sur un axe invariable (1. $. 4>-). Il en suit, que l’axe terrestre est un axe libre ou principal (§. 88. n. i.)j et l'on B vu, que le plus petit diamètre d’un sphéroïde elliptique, tel que l’axe terrestre parait être, est eflectivement un axe principal ($. 87.). Il est donc évident par ce qui précède, qu’en vertu de la loi d’inertie, la terre peut tourner sans cesse et (Fune manière uniforme autour d’un pareil axe, et qu'elle n'a pas besoin de forces étrangères, pour continuer ce mouvement qui lui a été imprimé par une cause quelconque (§. tig.'^. Il n’est pas même besoin pour cela, de supposer une impulsion: car on peut concevoir la terre, au premier moment de son existence, douée d’un mouvement rectiligne, et tournant uniformément sur un axe libre, aussi bien qu'en repos. Tout corps qui existe, tant qu’il est considéré isolément, doit se trouver dans l’un de ces cas qui sont tous également possibles. Il nous suffit donc do savoir par expérience, dans quel cas la terre s'est trouvée au commencement de son existence, ou de sa formation planétaire; savoir, qu'elle a tourné uniformément Miour d'un axe principal avec une vitesse angulaire de et que $0^ centre ife gravité a avancé dana le plan de l'écliptique, avec uncr vitesse laquelle.
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étant combinée aven la force altractrice du soleil, lui a imprimé le mouve- ^ ment elliptique qu’elle a conservé jusqu’à présent. Si la densité primitive de la terre a été uniforme, ou variant uniformément depuis le centre, — ce qui est la, supposition la plus naturelle — chacun de ses diamètres était un axe libre (§. t'7.), et celui de ces diamètres, autour duquel elle tourna, était perpendiculaire à un plan que nous nommons l'équateur, et incliné- de 68 à 67. degrés au plan, passant par le soleil et le premier mouvement du centre de gravité de la terre. Ces deux mouveinens, la translation du centre de gravité dans une ellipse, et la rotation uniforme autour d’un axe libre, sont tels, que la terre les continuera éternellement, suivant la loi d’inertie, si elle n’est pas troublée par des forces étrangères.
On se formera cependant une idée plus claire de ces mouvemens, en concevant qu’ils sont l'elTet d’une impulsion ou d’une force instantanée; et comme il serait absurde, de supposer plusieurs forces, quand une seule sulht, il s’agit maintenant de déterminer l’impulsion qui peut avoir imprimé à la
terre ces deux mouvemens à la fois.
§. 91. Soit {lig- 18.) VR la direction de la force V ou de l’impulsion primitive, BAC le plan mené par le centre de gravité du corps A, perpendiculairement à VR, et A D parallèle à RV; prenons sur les trois axes, AB, AC, AD, perpendiculaires l’un à l’autre, les coordonnées d'un élément quelconque Z, AX = X, X Y Y, YZ~Z. Soit AF l’axe principal 88. n. i.), sur lequel le corps tourne librement en vertu de l’impulsion VR; qu’on ■ mène’ par AF un plan perpendiculaire au plan BAC, qui le coupe en AE, et qu’on nomme tes angles' BAE=:'>], EAF = 9. Si l'on rapporte maintenant la position de l’élément Z à trois axes, dont l’un est AF, le second perpendiculaire à AF dans le plan EAF, et le troisième perpendiculaire au plan ' EAF, par le moyen des coordonnées Axnrx, xyzz.y, yZ—z, on aura (§. 82.)
X ” X cos_>i cüs ô -f“ Y sin r) cos 0 -j- Z sin J , y — Tj cos ô — X cos ■>) sin s — Y sin y\ sin z = Y cos 1) — X sin ■>).'
Ayant élevé les perpendiculaires RE, EF, sur AE, EF et RV seront parallèles entre elles, et l’on aura VR E rzR EF 90°; en nommant donc la distance perpendiculaire de l’impulsion au centre de gravité, AR — /», il viendra
RE“Asinr), AEn:Acosii, EFz=Acas>i!aiig5, A F=:i “AcosrisecS.
Qa ou projette maintenant la figure entière sur le plan F. A F (/ijg. i>.), quon élève les perpendiculaires Ail, yz~\Z, sur le plan EAF, et dans ce plan les perpendiculaires AG, xy, sur AI', et qu'on fasse VR — EF: cela posé, on aura Ax—x, xy~^, — s, FAE=:S, EFVR est un reclan*
gle, et VR est parallèle au plan FAG ou FAE et à FE. En menant donc par V un plan parallèle à EFAG, VR sera dans ce plan, et la force VR=:V pourra étie décomposée suivant les directions Vv et Vu qui sont dans le même plan parallèles à jx et FA: ayant donc élevé sur AF la perpendiculaire Fe, elle sera parallèle è yx et Vv; on aura donc EFn=: go'' — AFE~S, parlant RVv”J et R Vu ~ go® — >. Ainsi la force V se décomposera en les forces V -u rr V cos i et Vu V sin j: examinons donc la pression que l'axe AF éprouve par ces forces, et par la rotation qui en résulte.
Puisque RE et VF sont perpendiculaires au plan EAF, on a AF V = go® = A Fe; le plan eFVo est donc perpendiculaire à A F, d’où il suit que la force V v agira sur l’axe, comme si elle était appliquée en F suivant Fc (§■ 77O» l’®*® éprouvera donc
I, en F une pression Fe = Vcosÿ, parallèle è yx ou GA.
La force Vu= Vains, étant parallèle k l’axe, le sollicitera d'abord suivant
sa longueur EA avec la force VsinS: outre cela elle imprimera à l’axe en
F la pression FJ", et en A la pression Au, l’une et l'autre étant V sin S
(S- 73.). Or on a trouvé ci-dessus F V=:RE=i/isinT|, AF:=^=;AcoariaecSi d’où il résulte que l'axe éprouve encore
a. en F la pression F f = V lang t| sin s cos J,
la pression FA ou Ac=VsinS
Les trois dernières forces qui résultent de la force Vu, n’ont aucun moment par rapport k l'axe AF, mais elles feront tourner l'axe autour d’un de scs points, k moins que les forces FJ', Aa, ne soient détruites par d’autres. La force Vv seule. est capable d'imprimer au corps une rotation autour de AF, son moment étant ~ V u . I’ V V . /i sin »j cos i suivant Vu.' en uésignant ce mument, comme ci-dessus, par V .f, ou aura
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y:r: A sin >) cos i. En nommant donc le moment d'inertie du corps par rapport à Taxe dM = J, les forces éléraenlaiies exerceront en
A et en F les pressions (§. 79. n. 9 ),
Ai = _x) adM, A « = -iXrdM,
F e = ^ /x a d M, F/ = fxyd M.
Or on a /xdM=:o, /_rdM = o, fzdM = o, par la nature du centre de
gravité A, cl ~ = tg . cos® « ; on aura donc encore les pressions suivantes, k
Vf — ^ tg fl . cos® J y JJ' 3 M = A O
§. 9a. Les forces, appliquées au cenlre de gravité A ($. 91. n, 3.4. 5.C.\ .
imprimeront au corps un mouvement de pure translation sans rotation 88. n. 3.)j au lieu que celles appliquées en F ferunl tourner l'axe autour de A, et par conséquent dérangeront la rotation autour de AF. Ainsi, pour que le corps tourne librement autour de AF, il faut que les forces en F se détruisent mutuellement, et puisque Fe, Vf, ne sont pas opposées l’une à i’au- Ire, chacune, d’elles doit être séparément nulle, c’est-à-dire les forces $. 91. n. I. 7. et n. a. d'où l'on tirera ces équations.
I. O =: — — — - , II. O = J tang
Puisque J ne peut pas être nul, on conclura de l’équation II, 9 o et 008 9 = 1 ; ce qui étant substitué- dans l'équation 1, donnera langv]=zoo et =: go°. On a donc 18.) B A E = 90* = BAC, et EAF~o, d'où il
«uit que l'axe de rotation AF coïncide avec AC, ou que le corps lourneim
‘Livre iv, c h a p. iti. iS3
autour de l’axe AC, perpendiculaire an plan B AD ou VRA, et celté rotation sera invaria|^le, si AC est un axe principal. Le plan de l’impulsion VR doit donc passer par le centre de gravité, perpendiculairement à AC, et la rotation sera invariable ou libre, si la perpendiculaire, élevée du centre de gravité sur le plan, passant par ce centre et la direction de l’impulsion, est un axe principal du corps: cette perpendiculaire déviendra l’axe de rotation. Si le corps est une sphère uniforme, chaque impulsion qui ne passera pas par le centre de gravité, lui imprimera une rotation uniforme autour d’un axe invariable.
-Puisque siu 7) = I zr cos J, y sera rz: A rz AR , et le moment de l’impulsion, pour faire tourner le corps, V,y=V.A, la force multipliée par sa distance au centre de -gravité. Le moment V.A imprimera au corps, dans le tems dt, la vitesse angulaire antour de AF on AC, ($. 7S.)
ag. V.»
dL
Le mouvement de translation que le corps reçoit en vertu de l’impulsion
V, est le même, que si elle passait par le centre de gravité, et que la.'
masse entière M y fût réunie (§. 89.). Le centre de gravité A, et le corps
entier , recevront donc en vertu de la force accélératrice — , suivant une
direction parallèle à VR ou FE, dans le tems df (§. 17. n. 3.),
- l’accroissement de la vitesse, dv — — ^ - dt.
§. p3. Si la terre a toujours tourné sur le même axe qu’à présent, la direction de l’impulsion qui lui a imprimé son mouvement diurne, a du être dans le plan de l’équateur 'actuel. D'ailleurs, si la même impulsion est supposée lui avoir imprimé le mouvement annuel qu’elle a encore, la direction de celte impulsion, réduite au centre de gravité, a du être aussi dans le plan do l’écliptique, par conséquent dans ;la cumihune section de ces deux plans, c’est-à-dire, l’impulsion a é!é parallèle à la ligne des équinoxes, et perpendiculaire à la ligne des solstices. La terre n’a donc pu être dans un point équinoxial, lorsqu’elle a reçu son premier mouvement, parce qu’alors l’impulsion eût été dirigée vers le soleil, et non suivant la tangente de l’orbite, comme cela doit être. Ainsi, puisque l'orbite terrestre est à peu près:
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circulaire, ensorte qi>e ses tan^enles funt parlout avec les rayons vecleurs un angle tr^s-peu ditlérent de gj”, la ligne des équinoxe^ a du couper le rayon vecteur, au coninu ncenicnl du mnnvemenl, sous un angle droit; en d’autres mots, la terre a coijinient'é son. mou veinent dans un point solslitial, au commencement de l'ëld ou d'hi\ er. La supposition la plus naturelle est que l’impulsion ou la tangente a été perpendiculaiie au rayon vecteur, ce qui est le cas dans les apsides: cela posé, le mouvement a commencé, loisque les apsides coimidaient avec les points solstitiaiix, dont ils étaient distans l’an iBid de Comme la ligne des apsides fait, par son mouvement actuel, en 1047a ans une demi - révolution par rapport aux points équinoxiaux, elle décrira 9° 47' 3a" en 570 ans: d’où il suit, en faisant les suppositions précédentes, que le mouvement de la terre a commencé il y a 570^-)- io47x = iio4a ans, ou i io4a -4~ >e47t> = 3>^'4 *»*■
Ce n’est pas pour les astronomes qu'il est besoin d’observer, que de pareils raisonnemens sur l’age de la terre, ou plutôt de son mouvement, ne sont que des hypothèses; il.&ut cependant convenir, que la plupart des systèmes physiques concernant l’age de notre globe, sont fondés sur des bases moins sure*.
94. Puisque la vitesse du mouvement des planètes autour du soleil dépend seulement de Yinlensilé de l’impulsion , taudis que celle de la rotation déjiend du moment statique, ou de l’intensité de l’impulsion, multipliée par sa distance au centre de gravité, il est visible, que celte distance pourra être déterminée par le rapport qui existe entre les deux vitesses. On peut substituer le moyen mouvement de la planète au vrai mouvement , en égalant sa. distance au soleil au grand demi-axe de son orbite =A. Or la rotation étant
aussi uniforme, il s'agit de comparer entre eux deux mouvemena uniformes,
produits par l’impulsion V: les mouvemens en des tems égaux seront donc
comme les accélérations impiimées par l’impulsion ($. 9a.). La vitesse angna f V
latre ds la rotation est — — hdt ($. ga.) , relie du mouvement autour du so- Q f y 9 £ V
leil est dt, donc la vitesse angulaire ~ — dt, M étant la niasse de la
M MA
planète: les vitesses angulaires des moyens mouvemens annuel et diurne setoal donc entre elles , cenune — est à ^ . Ln nommant T la longueur de.
iSS
l'année sidérale de la planète, t la dutée d’un jour sidéral, les deux eitessés
précédentes seront aussi comme t k Tj d'où il suit ~ -j-’. En supposant la figure de la planète sphérique, sa densité unirorme, et son demi- diamètre = a, on a (§. 87.), d’où il suit — rz , ou
ce qui est la distance de l’impulsion au centre de 1a planète , en parties de son demi-diamètre.
La fraction — est le demi -diamètre apparent de la planète, vu du corps central, ou la parallaxe du soleil sur la planète- 'quand il s’agit de la lune, — est donc le demi-diamètre apparent de U Inné zsin i5'33",7 (II- $. 21 5.;. Les Valeurs de T et r pour toutes les planètes sont exposées dans les tables (II. §. 99. 166). Nous avons donné (II. $. i53. 179.) les ditu mètres apparens à la moyenne distance du soleil, S', et les demi-axes des orbites, a, celui de l’orbe terrestre étant l’unité; d’où l’on tire a: 1 ::sin — ; ou
'èî
L’espace r que la force -V fait parcourir è la masse M, supposée en repos,
dans le leurs dt, est ^8^^* (S- ’7')- Puisque les mouvemens sont supposés uniformes, on peut faire dt=:i: alors, en nommant c l’angle que la planète
décrit autour du soleil en une seconde, on aura s:z:AsiDc~
— sin c. Si l’on nomme m la parallaxe du soleil, et B, p, les demi-diamètres de l’orbe terrestre et de la terre, on a p = B sin C9, et A=:a. B, donc
»m ta
et
J étant environ iSooooo (J. Sp.) , et c le mouvement sidéral diurne s
(11. S- 99. >79-), divisé par 86400. ■®r ' è u" “
dura ces formules:
T Revol. ti4er. sin ^ ^ ^
M • ' SID
T péf. de tout. *
b 2 T sin I ^
Relativement è la lune, on a-;^=:ij £ = sin i5'3J",7; - tr: |sin i5'33"7j
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^ n — »in c, C étant le clemi-diamMre de l’oibite lunaire, donc C~6oft “ S C '
(11. §. ai3.), J 6o X iSooooo “poooooOo, et c=:o", 54g.
§. 9"). Suit (liÿ. a3.) S le centre du soleil ou du corps central, T
celui d’une planète qui, en vertu de l'impulsion V, passant par B perpendU
culairement à SB, a acquis le mouvement Tt^^Asinc, et une rotation sui*
vant A a qui fait décrie» à chaque élément A autour du centre T l’angle ’>
en une seconder cela pofé concevons que l’espace' entre la planète et son
corps central soit un plan inflexible et imftiatériel,. fixement uni à la planète
Alors chaque point C dans ce plan parcourra pareillement en une seconde
l'espace Ci=Tt = Âsinc, pendant qu’en veitu de la rotation commune au
plan entier,, il tournera autour de T, suivant la direction opposée Ce, avec
la ^vitesse angulaire Y: en faisant doue TCz=.t» le point C parcourra eti
une seconde l’espace Cc — yx. Maintenant, Ce croissant avec x, tandis que
Ci est constant, il est aisé de prévoir qu’il y aura quelque part dans ce
plan un point C qui, à. l’origine du mouvement, restera en repos, parce que-
les deux mouvemens opposés. Ci^Cc se délrusscnh: on a pour ce point Ac—
Yx ou X— ~ . Le point C, autour dnquel le plan entier commence è tour-
■er , a été nommé le centre Je la rotation libre. On a donc — rr: — - — :r' Tac CT a. a y
‘ 7 ■ * • 7 £>4- (6J), et k cause de
ce qui est la distance du centre de roscillation libre exprimée en demi
diamètres de la planète. On a. aussi {§. 87.) ^ rr , d'où il suit
jf zr ^ et BCzzsr-f-niz ^ , ce qui nous apprend que
B est par rapport, à C, et C par rapport ^,B, ce qu’on appelle dans- la mécanique le centre (f oscillation , ou le point, autour duquel le plan entier, à l’instar d'un pendule simple, ferait les, méiUSt oscillations ,, que si sa masse eutière était réunie dans ce point..
$. q6. Le tableaU; suivant présente les- valeurs numériques , calculées, 4t)c les forinaks (4) (fii ("j) (11}, pour toutes les planètes et la lune..
Oj 00004^5^^6
0, OOOo87;i4'
cî
0, oo38to6 =
io5, 0938
366, aS635
0, ooooSSagO
0, oo5io8 = -i-
CO
0, oooo4i33o
r 0, oo4'i-'6lt9
0, 00181 1 zr
pf a
La labié piëcëüenie donne lieu & plusieurs observations iinpoitantes.
La distance de l’impulsion au centre,—, est,, relativement à Saturne et Ju- • piter, à peu près la moitié' du- demi 'diamètre; chès les autres planètes elle est cent fois moindre. — Le rapport entre les vitesses de rotation, et de translation,—, décroît, et l'intensité de l'impulsion — augmente , è mesure t|ue les planètes sont plus proches cfu soleil, et — est réciproque à la racine carrée de la distance du soleil; ce qui est une suite nécessaire de la
troisième loi de Kepler, suivant laquelle T est proportionnel à A’. En effet,
l’accélération — est comme- la vitesse moyenne A . c, qui est égale h
■ - - , et par conséquent proportionnelle à — — La distance du centre
d’oscillation —, ainsi que la distance de l’impulsion —, ont è peu près la '
, même valeur, relatirement à Saturne et à Jupiter, et sont telles que le cen- Ire d’oscillation est à peu piès -à la suriàce même de ces deux planètes, au lieu que chès les autres planètes, celte distance est cent fois plus grande. —
Le pbéhouiène le plus surprenant est celui que présentent 1rs centres d’oseillatioD de la terre et de la lune.. Relativement à la lune, la distance x est a-ao, 9 demi-diamètres de la lune, ce qui fait o, . 230, 9 ou à peu près 60 demi-diamètres de la terre: le centre d’oscillation de la lune coïncide donc exactement avec le centre de la terre; celui de la terre tombe un peu au delà de la lune, x élanl 6S demi diamètres de la terre. Cette harmonie frappante parait indiquer uu nouveau lien qui réunit ces deux coiqis,.
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el il est possible qu'elle répamira un nouveau jour sur cette partie de l'a* slronomie physique. Jean Beinoutli fit le premier celte observation, relali* Teraeut à la terre, et ce grand géomètre en reconnut toute l'importance (*). .
§. 97. Celle rotation libre autour d’un axe invariable sera continuée sans cesse, si les planètes ont reçu une impulsion primitive, dont la direction était dans un plan, passant par le centre de gravité, el perpendiculaire à un axe libre ou principal de ia planète, et si elle n’est point sollicitée par des forces étrangères. Le premier cas a évidemment lieu, relativement à la terre, puisqu’elle tourne uniformément autour d'un axe principal; et le même cas aura toujours lieu, «ai la planète est une sphère d’une densité uniforme, ou uniformément variable; il aura encore lieu, si la planète était primitivement un corps mou qui , par conséquent , devait prendre la figure due è l’impulsion, de sorte que le diamètre, perpendiculaire à la direction de l’impulsion, devenait par là un axe libre. Mait s’il y a devplanèiea autrement formées, l’impulsion primitive peut avoir eu une direction qui n’était perpendiculaire à aucun des trois axes principaux: dans un pareil cas la rblation ne serait pas uniforme, ni l’axe invariable, ensorle qu’il serait très-difficile de déterminer la rotation par des observations géocentriques: on a voulu même expliquer de cette manière les contradiclions apparentes entre les observations, relatives à la rdlalion de Vénus. Cependant, comme lea taches de toutes les planètes, sur lesquelles on a pu les observer, indi* quent une rotation uniforme sur un axe invariable , il est très - probable, que l’impulsion primllive de toutes les planètes a eu une direction convenable, ou plutôt que lous les corps célestes ont primitivement été des sphères uniformes ou des corps moux: ce qui prouve en même lems, que tous les corps célestes tournent sur un axe. Ca'r le nombre des directions que l'impulsion primitive peut avoir eues, étant infini, il est infiniment peu probable qu’elle ait passé précisément par le centre de gravité; et pour peu qu’elle s'écartât de cette direction, la planète a dô recevoir, outre son mouvement elliptique autour du soleil, un mouvement de rotation autour de son centre de gravité.
(l) Jo. BtmoulH OpêrUf Tom. IK 383. CoroU,
CHAPITRE IV
Perturbation de la rotation par des forces étrangères.
9« On a TU dan* le Chapitre II. du III. Livre, que la réaction •U la gravité universelle ne peut pai altérer sensiblement le mouvement de translation, ou elliptique des planètes, si elles ne s'écartent pas excessive* ment de la figure sphérique; mais il n’en est pas de même du mouvement de notation. Si la direction moyenne de toutes les attractions que chaque élément d’une planète éprouve par l’action des autres corps célestes , ne passe pas par son centre de gravité,, il en résultera une nouvelle rotation autour du centre de gravité, ou une perturbation de la rotation primitive; et cette perturbation est le su)et des Chapitres suivans ce ce Livre. L’application de la théorie sera bornée è la rotation de la terre et de la lune, parce qu’elles sont les seuls corps' célestes, dont la rotation puisse être observée avec assés de précision, pour que l’application de ces recherches donne un icsuUtat utile à l’astronomie.
$. 99. Comme les forces qui sollicitent la plapète, peuvent avoir toutes les directions possibles, selon la- position des corps perturbateurs , il est néceuaire de les décomposer ainsi_ que les vitesses de chaque élén.rnt Z=r dM, qui en résultent, suivant trois axes fixes,' A B, A'C, AD, {/''g. iB-), que nou*' psendrons ensorte qu'iis se coupent perpentliculatremenl au centre de gravité A. Soient donc AX.=:X, XYir^Y, Y-Z~7., les coordonnée* de l'éiénient Z, parallèles è ces axes, x, y, z, celles du corps perturbateur-, •t B sa distance à l'étémenl Z. Cela posé ou aura
(A) R’ = (X - X>” -f (y - Y;»4- (s — Zf.
Si l’on prend U demi- diamètre de la. terre pour unité des lignes,. Ig fore»
i6o ASTRONOMIE PHYSIQUE
accélérnlrine He la masse de ta terre par rapport ii la pesanteur sur la terre.
sera à la distance R =
et la 'force du corps perturbateur, dont la
masse, divisée par celle de la terre, est V, sera_à la même distance Fn nommant a', b', c, les forces accélératrices suivant x, y, z, que le coips V e.xerce sur l’élément 3M, on aura
R» ■ ^ R*' R ’ ''■pn*’”R
Or on a aussi ($. 17. n. 4>) . ÜK-
asY
aga/’*
agar»’
la caractéristique d se rapportant au mouvement composé de translation et de rotation de l'élément. En désignant donc par b les ditHrentielles qui résultent de la rotation seule, on aura
ix~o, Sy~o, iz~o, et 3x = o, dyzzo, 3*=:o, parce qu'on ne considère pas ici le mouvement dn corps V , mais de la planète M. Si l’on différenlie donc l'équation (A) par rapport à la rotation, il viendra RîR — — (x — X)SX — {y — Y)îY — (s — Z)SZ, partant
En faisant, pour abréger,
ddX. JX-+- daY.4Y4-ddZ.ÎZ= U, et ^gdt^z=y, on tirera des équations (i) (2)
o'4X-i- é'îY+ c'iZ= ^ ^ { (x-X) JX+ iy-Y) J Y+ (s-Z) iZ } 4 R,
ce qui donnera, pour chaque élément 3M, l’équation o:=-:^-|-— 4R, donc pour la somme des mouvemens et des forces de tous les élémens,
(C) O r: E . U3M -t- VY . 2 3M,
l'intégrale E se rapportant aux élémens dM, et s'étendant à la masse entière du corps M, au lieu que / se rapporte au mouvement ou è la différentielle du tems 3t.
$. 100. La direction de l’axe AB étant arbitraire, supposons d’abord, que le plan des x, y, soit* parallèle à l'écliptique, et que AB soit dirigé vers le. point veiual oV: alois AC sc dirigera vers le point solstitial o 63,
e( AD ver< le pôle boréal de récliptiqoe. En Dominant donc U distance lie l’élément 3M au centre de gravité ZA = r, ga latitude '/.AY — p, ga longitude BAY^q, on aura ZV—niap, AY :z:,rcosp, partant
(3) X — rrospco%q, Y^rcogpiin^, Z — r»'mp.
Si l’on luppose le corpa perturbateur V en F, et qu'on nomme #a longitude vue de A, BAE = t>, la tangente de m latitude EAF — X, sa distance do A, AF = e'i distance réduite à l'écliptique ou accourcie, AE=r^, ou aura (' =z ( .V X®), et les équations
(4) — (coiv, ^rrpsint), sr=fX.
Concevons autour du centre A, une sphère qui est coupée par les axes AB, AD, et par A Z, en B, D, et Z {Fig, 34.), ensorle que D soit le pôle boréal de l'écliptique BL, et B le point o ’V d’où se comptent les longitudes. Soit QNMR l’équateur de la planète A, P «son pôle, N son noeud descendant ou son point vernal, dont la longitude est BN = i; soit l’angle formé par les deux plans, ou l’obliquité de l'écliptique sur la planète A, LNR ou DP = w, PM le premier méridien, NM:=u, la di linaison do l’élément ZK=:P, sa longitude géographique MK=Q. Cela posé, l’ascension droite de l’élément, comptée du noeud descendant N seraNK=Q-{-<a=Q'( sa longitude BDLrr^, sa latitude ZL = p, et sa longitude comptée du noeud N, NL=:9 — On aura donc dans le triangle DP Z,
cos DZ=cos PD Cüs FZ -1-sin PD sin PZcos DPZ, sin PDZ = ^
iaog PDZ =
(ia P Z »in DPZ
»in D Z fin PDZ
c^s PZ. sitr PD — lin PZcoi FUcuiDPZ eus PDZ * »io PZ .sin DPZ
et en substituant sin PDZ =
sm DZ
sin D Z cos P D Z = cos P Z sin P D — sin P Z cos P D cos DPZ.
Si l’on substitue DZ = 9o* — p, PD~m, PZ^rgo* — P, DPZ^igo’-f-Q', P D Z go* — q', on aura les équations suivantes,
r sinp = cosrasinP — sin tn cos P sin Q', cos p cos 7'= cos P cos (y, t cos P sin q' ~ sin o sin P -f- cos uj cos- P sin (y.
£0 introduisant ces valeurs et q—i-\-q', dans les équations (3), elles deviendront
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i— — cos e cos P cos Q' — sin t sin P sin t3 — sin t cos P sin Q'cos ro, ^ = cos € sin P sia ta cos t cos P sin Q' cos a -4- sia t cos F cos Q', — sin P cos «B — cos P sin Q' sin ®.
Ces équations nous apprennent, que X se change en T, si l'on met — cos c ' à la place de sin i, et sin c au lieu de cos t, et que par conséquent X* se changera en Y^, et dd^S'X en ddYïY, si l’on met — sin e cos e au lieu de sin E cos E, cos'i au lieu de sin’’ e, et sin* e au lieu de cos* e; partant ddXS'X ' deviendra 39XJ'X+ddYJ'Y, si l’on fait sinEcosE=:sinEcos e — cosEsinc=o, sin* E — sin* ^ cos* c i , et eos* e zz cos* e 4- sin* b ~ i . On formera donc ddXSX, en rejetant tou; les termes multipliés par sin e cos b, et faisant sin* E cos® £ := I , ce qui donnera 99X4 X -f- 99YîY.
D’ailleurs comme, on peut supposer, que les planètes tournent sur un axe principal, les deux autres axes principaux sont situés dans le plan de l’équateur. En prenant donc les coordonnées de l'élément, X', Y', dans ce plap, et lés axes des X', Z', suivant les directions du méridien N et du pôle boréal P, on aura
Z'=:rsinP» Y'rzrcosPsinQ', ~ r cos P cos Q'.
Mais l’axe des Z' étant un axe principal, ZX'Z'9M et EY'Z'9M sont nuis; et par la nature du centre de gravité A, £X'9M, ZY'9M, EZ'9M sont aussi nuis, d'où l’on conclura- ces équations de condition:
(7) O = 2r*9M.sinPcosPcosQ', 0=: Sr*9M.sinPcosPsinQ',
(8) o=r XrdM.cosPcosQ', o=rr9M.cosPsinQ', 0=£r9M.sinP. 1
Maintenant il faut dilTétentier X -et Z, en regardant comme constaiu P et Q, parceque la rotation ne peut pas altérer la latitude et la longitude géographique de l’élément: les ditlérentLelles seront donc prises par rapport à u, e, at; et l’on aura 9Q'=9u, parce que Q'=:Q-f-w. Ainsi les équations (6; donneront
— — 9 U cos P (sin Q' eos B -}- cos Q' sin f cos m)
—•9e (cos P cos Q'sinr -f-smPcosisincs cos P sin Q' cos e cos w)
n Q'sin t cosn — cos Q' cos f
+ 3'’ sin es 4~ P Q' ‘ ^ — cos P cos Q 'cos tj
(lo) ... A dsi* sin i (cos P sin Q' cos o-|- sin P sin ts)
sdudf cos P (sin Q’ sin e — cos Q'cos s cos ts)
idhtdni cos Pcos Q'sin t sins-|-adEdaicos t (cosPsinQ'sin S — sinPcosvV ^ ^ Z
~ — dducosPcosQ'sincs — ddtB(sinPsinra-|-cosPsinQ'cosai)
14- du* cos P sin Q' sin m dm* (cos P sin Q'sin s> — sin P cos a)
— a d U d a cos P cos (Jf cos si.
Si l’on multiplie les fonctions (lo) et (g), en mettant dans les dernières U caractéristique f à la place de d, qu'on rejette tous les termes multipliés par sin^cosP^^"Q' (7) ou par sine cos e, et qu’on tasse sin*c=cos*c= 1, on trouvera
dax. JX-+SJY.5Y
rddu (i — COS* Q'sin* cb) 4- ddt cos si — ddsisin Q'cos Q'sin si cos VY ffucos*? -C 4" 4“ Q' ^ *'“* ® — dw*sin Q' cos Q' cos* œ C
( — a d U d SI cm* Q' sin «s cos si — a d c d ni sin* Q' sin «9 )
dducos*P cos SI + ddt [cos* P 4“ («in* P — cos* P sin* Q”) sin* si]\ « cos’ P sin Q' eus Q' sin «b — dm* cos* P sin Q' cos Q' cos o f : ud( cos* P sin Q' cos Q' sin* m — adud m cos* P cot* Q'sin m A (dm (sin* P — cos* P sin* Q) sin «cos O J
-f Sm
' — ddu cos* J* sin Q'cos Q' sin m cos m — dd( cos* P sin Q' cos Q'sin oV I -j- ddm (cos* Psin* Q'sin* m -|- sin* Pcos* m) -f- du*coa* Pain* Q’sin m cos n 4 I 4- (d I* -|- d »*) (cos* P sin* Q' — sin* P) sin ® cos m f*
+ ad udc cos* Psin* Q' sin m adud® cos* P sin Q'cos Q'sin* mj
aaz . sz
^ . Çdducos* Q' sin ®4-^^® *">Q'coéQ^ cosm a
é^wcos’Psinm ^ ^ ' t x y
{ c — (du* 4- dm*) sin Q'cos Y sin m 4~ adudmeos y cosu>
A s T il O N O M I E P H Y s I Q U E ' ( ^du cos^ Psi n Q'cos Q'sin CJ cos to -j-d3w (siii^Psin’o -)- cos’*Psin“Q^ cos^cjl)
-j- îws — 3w®cos"Psiu*(^'sin cJco8t3-4-de;“(sin“P— «cos®Psin*Q')sinc3cosGî> *
C + 2 d ou d ® cos® P sin Q' cos Q' cos' O ■■ J
d'où l'on tirera, en ajoutant ensemble ces deux fonctions, *(§. 99.)
^ nôu)cos®P 1 d3w-4-33£costü-j-ï sinaQ'(3£®sin®®— d«J*) — dtdcJ(i — cos2(^)sin® } 33ci>cos®Pcos®-|- ^ fcos®P-j- (sin® P — ïcos®P(i — cos 2 Q')) sin®® '
— cos® P sin 2 Q’ sin® — cos® P sinal/ co8®-j-d w3fsin®®
— dud® cos® P (i -f' cos 2Q')-sin ®
-f- 2dï3 ® [sin® P — ï cos® P (i — cos aQ')] sin ® cos ®
^ cos®Psin2Q'sin®-j-3d®[sin®P-)- ^ cos®P(i — cosaQ')]'
-4- îtsj -f- d £® [| cos® P (1 — cos 2 Q') — sin® PJ sin ro cos ®
-f- dw3£ cos® P (1 — *cos aÇ') sin ® -{- doad® cos® P sin a Q'
Faisons maintenant pour abréger > *
C 33w -f- 3d£ cos ® — dfd® sin ® ~ 3(3w + 3e cos ®] ir:X2,
■ C à (du cos ® -j- 3ï) z= E , 33 ® -f- H,
C Sr®3Mcos®P = H, 2r® 3M sin® P = K,
' C 2r®3 M cos®P.cos aQ' — L', S r® 3 M cos* P sin a =r N',
(ra),
et substituons cela dans la valeur précédente de ^ j il viendra
2U3M=z«w -f ^^^(3£»sin®Œ — 3®*; + I/3£3®^
-f-îf L033£sin*®— ?N'(33®sin®+^®3®cos®-|-a3u3£sin®®'j
C — L' 3 w 3 ® sin w -j- (2 K — H -j- L') 3 1 3 ® sin ® cos w
:Hn— iN'33£sin ra-f(K— ÎH -I L')33® - >
(J H — K — î L') 3 1® sin œ cos ® — L' 3u3 £ sin ®-|-N^3u3tii$
On peut simplifier cette formule par les considérations suivantes. Si Ton suppose la planète A sphérique, sa densité égaie à Tunilé, et qu’on regarde l’éléu^ept 3M comme un parallélépipède, dont la base est terminée par le» arcs infiniment petits de deux méridiens et de deux parallèles, et dont la hauteur est la différentielle de la distance r, on aura dM”rdP.r3QcosP.3rz r^dr^ÇjdPcosP, d’où l’ou lire HzYi^dr.dQ.SPcos^P, Kz2/^3r.3Q.3Pco5Psin*P,
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r/^3Mco»’PcosuQ=L=:T r^âr.dQcosaQ.dPcos^P, Sr^âMcos^PsinaQ —
• Nr=£/''*dr.d(^5iD aQ.dPi-oi^P. On aura ces intégrales pour la demi-sphère, en intégrant d'abord par rapport i r, depuis r:=o jusqu'à r — r, étant le rayon de la sphère; ensuite par rapport à Q, depuis Q = o jusqu’àQ=: enfin par rapport à P, depuis P=:o jusqu’à P=9o°; d’où il résulte H= ~ — •sIn»P)3.sinP= ^ r'i .
K= /î.2.Vu>P.a.sinP= =
à ^ là • U '
L — — sin aO . S . 3P cos^ P =0,
lO • '
N = (i — cos a Q) 2 . 5P cüs^ P = O, à cause de a Q ~ 4’r-
Or tous les corps célestes que nous connaissons, s'écartant très-peu des sup-
positions piécédentes, on a à peu près K:i=îH, L = N=:o;*du moins — K, L, et N, seront des quantités très-petites par rapport à H et K, qu’on peut négliger dans la fonction 2UdM. Le second terme de l’équation, (C) 99O I ^lant multiplié par la force perturbatrice V, serait nul, si la
planète était une sphère homogène: il sera donc multiplié par les quantités
|H — K, ou L, ou N, qui déterminent les irrégularités de la formation de ta planète, ainsi qu’on le verra dans la suite: il n’est donc pas permis, de négliger ces lacteurs dans le second terme. Maintenant il faut se rappeler (ra) que L'::n2r’âMcos®P(cos2QcosatJ — siniQsinau)=:Lcasa u— Nsinau, et N' =: cos’ P (^sin aQ cos aui-|- cos 2 Q sin au) =; N cosa u-h-Lsin a w,
d’où il suit que L' et N' peuvent aussi être négligés. En faisant donc K~iH, L'=o, N'rro, l’éqnation précédente donnera
(D) Ï.U3M = H (fléu-j-Eîs-f nffm).
rot. Considérons maintenant le second terme de Téquation (C), V 'V . 2 ^ détermine l'action de la force perturtotrice V. Pour
cela frisons - '
X cos V -I- Ysin V -j- ZX = S, et f V (i -j- X®; :z f', ce qui donne par les équations (A) et (4) (§• 99- 100.),
Puisque Sy, S s, sont nuis (S- 99-) > 3> ^ conséquent <(4)*
t, V, X, doivent être regardée comme de« quantités constantes; de plus, les distances des corps célestes entre eux étant incomparablement plus grande» que leurs diamètres, les quantités r^X, Y, Z, sont trës-pelites par rapport h f: 00 aura donc
d’où il vient
K'SK ys ■ «asys ~
Les dilTérentielIes yX, SY, SZ (g) (§. loo.) ne renreiment qne de* termes de la forme (8), qui , étant intégrés par rapport à 1 , deviennent nuis. Ou a donc
SyS = Sy X cos V £y Y sia v-|-ZxyZ=zo, et il ne testera que le dernier terme
sy s
En dilTérentiant le carré de S, on trouvera
(i3) SySzrXyXco8*r-i-yyyiin’v-|-(YyX-|-Xyy)sin«'cosv
•- +X.ÿ(XZcosw-|-YZsin v)-fx*zyz;
où il faut omettre tous les termes de la forme (7) (§. 100.). Les équations (6) et (g) donneront
X 6 Xcoi^t;
iz: — ï « . coa* V cor
sln Qf cos Q' (cos* e — sin* i cos* a)
— y « cos* V ^
. -I- (cos* Cy — sin* Q') sin c cos c cos '
sin t cos ê (cos* P — sin* P sin® a — cos* P sin* Q' cos* a)
(cos* t — sin* t) cos* P sin Q' cos Q' cos a
-f-i'mcos*vsinEsina { cos*PsinQ'cosQ'cos( -f-(sin*P — cos*Psin*Q')sinceosa| ,
•—^5 — =: X* yu cos* P sin Q'cos Q'sin® B — X* ya sin a cos a (sin* P — cos* Psin* Q^.
Tons les termes de la première formule sont multipliés par cos* v sin* c,
ou par cos* V cos* e, ou par cos* v sin e cos t ; et l’on a vu ($. 100.) que X
se change en Y, si l’on met — cos e à la place de sin c, et sin e au lieu de
cos ( : XyX cos* V se transformera donc en YyYsin*v, ai l’on met, outre
les substitutions^récédentes , sin* v au lieu de cos*v; d'où il suit, que
XyXcosv deviendra XyXcof*v-f-Y^Y*in*v, si l’on substitue cos*vsin*s-f~
sin* V CO»® { ~ »in* (y — i) 4^ î 6ib a t »in aw au lieu de co«* v »in® t, CO»’ wco»®i + »in® v»in®i=:co»®(r — e) — ! sin a t sin a v au lien de cos’wco»’ t, et sin c eos E (cos® U — sin’ v) sin a c cos a v au lieu de tin tcoa.ccos’ v. Cela posé, en substituant encore les valeurs (la), et faisant pour abréger, I H — K = H', V — f — u, on trouvera '
(a) 2;dM (Xi X cos’ V YSY sin* v X® ZiZ) =
— ?iu 1 L'cosav»ina£CO»ra-j-lÿ'[cosavco»a£-}-(»in®«-|-î»inav»inaf— X®)sin*tB] f
•— ?f Ecosa V { [H'»in®w-(- ïL'(i -|- cos’ a)] sin a e-|- N cos a s cos ta}
— r. iw { (H' — ? L') (sin’ U î sin a V sin at — X’)sinar3 — | N'cos a v sin as sin tü > .
Le terme (YiX-|-XiT)sin vcosv est ?sin a v .i(XY), et en rejetant dans
les équations (6) ($. loo.) les termes de la forme (7), on trouvera X Y
=:»inico»£(co»®P<so<“Q'— »in®P»in®w — cos® P sin® Q' cos® ra)
-f- (cos® e — sin® i) cos* P sin Q' cos Q' co» vi}
— = — îucos’P {îsina EsinaQ' (i-j-cos®w) — EX)sa r cos a Q' cos O}'
î cos aE [(cos® P — a sin® P) sin* W -{“ ^ (* 4"
— sin a £ cos® P sm a (y cos W
<—{(0 sin ni { sin a £ co» w [sin’P — | co»®P(i — cosaty)] -|-îco»afcco»®P»inaQ' } ,
donc (é) XdM (YîX-j- XîY)sin vcos v =
I iu sin a V { L' cos a e ct>s to — ï N' sin a £ (1 -|- cos® w) }
-4- ïiesi'naw { cosar [H'»in®c8-f-|L'(i -|-co#®w)] — N'sinaicosO}) -|-?ÎŒ»in avsinm{(II' — ï LO sin ae cos t3 — ïtr cos a» } .
On aura, par ce qui précède, i (XZcos w-f- YZsin v), si l’on met dans t.XZcosv, sin(E — v)=— sinu an lieu de sinrcosv, et cosu au lieu de
cos E cos V. Uais (6), * a
! sin® P sin f tin a fè — ^ cos® P sin a (Y cos » sin o J r* 2 2. • E
-|-^ro»*P(r — iH)s a QO sin t sin ao, d’où ton tire
. (c) X . (XZcoa v-|- YZsin v)= •
...Xïwtint!! { L'cotu+N'einiicosra } +X$Esinni { (H'-|LOcose£CosW— ^N'sinwl — X 4 «a { (H' — ? LO sin u cos a O -f" g N' cos u cos et ) .
Si l’on ajoute ensemble les trois fonctions (n)(é)(c), l’équation (rS) donnem
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d cü C ^ (sin a U coi O — a X coa u «ia t3) — '
® < i N_[(i — _a X*) •in*is-f'(i cot*^)cosau-f-3^^>aus>naojb
f ïf » \
£t 1 H' (*in au *in* w X CO» U «in aoi) 4~ ~ L*'"’" (’ + cos’i») /
* ( — X CO» U sin a-Œ] — N' (co» a u co» tB -J- X sin u sin as) )
r j[sinatB (i — cosau — aX*; -}- aXsinu co» ans ) ® £sin au sin ns -J- aX co» u co» osj ' (
Fai»OD» pour abroger ,
ï sic au cos ns — X co» u sin ns R,
/ ^ sic au cos '
y 14-cui’ns
-îX»
sin* ns
co»au-|- — sinusinansr^®, îainau»in*t8+ — cosusinanszCT a 8 a
sin au — — cosu»inaGS=X), -co»aaco»c5+- sin u sinus— '
J sin J X9 ov . O I
k — — (I — cos a U — a X’) X am U coa a Œ “ ÿ, • . l
.( sin t» . , X — I
V — - — atnat/-) coauco8C3 = 0, ^ }
et subslituons L'~L cosau — N sin au, N' N co» au -|- L sin au (§. ioo.)s cela posë, l'équation piéccilenle prendra la funue
(E) ZSSS3M~iu 1 ?f L — 3? N)co»au — rW N -f-9S Dsin au )
+ î e 1 C H -|- L — (£ N) cüs au — (© N (f Ll sin aj«> )
' — 8 03 1 5 ir — 1- — N)c(»S2 U J \ W Lîsin au } ,
3VV 6VgJ;’
ce ([ni étant multiplié par
donnera le der-
f'Ci-t-X’jS
nier tel me de l’équation (C) (§. yg.)- ^
§. loa. Pour donner plu» de »3mmétiie îi J'éqiialion (C), faisons
Î?[co»a u — 95 «in a U — li' , îlsin a u -j- 93 cos auiril'", € = E', osau — GsinauicE', T'sin au 6 co» a u:i É'", Srrll', ^ S co» au — W^ina»l:;: fl", ' 3 sin a w -1- ® co» a u 1P''S
elle prendra alors celle forinr, 8^
■ (F).,. ...H(fî8u-f E8-<4-n8osy=
{ 8u^irL~n"TN)-fSi(E'll ^E"L—E"i\)-4ta,a H'— n"L-fH' N) ) ,
Puisque les Tarialiont Su, (c. Sia, sont indépendantes l’une de l'autre, il faut égaler séparément les coelEciens qui multiplient chacune d’elles dans les deux membres de l'équation (F); ce qui donnera ces trois équations fondamentales pour la rotation des corps célestes et ses perturbations:
I il— ^ ~ ”
E = AllJJL
L'intégration de ces équations donnera, pour un tems quelconque l, les trois angles u, c, ta, ou les vitesses de leurs variations,
TU (S- 100.), que w est l'angle qu’on appelle, relativement à la terre, l'obliquité de l'écliptique, que f est la longitude du point équinoxial de la planète troublée, comptée des points équinoxiaux de la terre, ou d'une ligne fixe quelconque, et que w est la position d’un méridien donné , par rapport aux points équinoxiaux. La variation de ut est donc ce que les astronomes désignent par le nom de nutation, celle de i est la procession, et la variation de U est le mouvement des méridiens, et par conséquent la rotation même. Ainsi , ou si la précession n'est pas insensible par rapport à la
rotation, ^ ~ sera la vitesse de la rotation de la planète; et si l’oa
^ ^ ^ € d fS
nomme g., v, les valeurs moyennes de —, f et v( seront la précession et la nutation moyennes pour le tems /.
Comme nous ne considérons ici que les perturbations que la lune éprouve par l’action de la terre, et celles que la lune, et le soleil exercent sur la terre, l’un des deux corps, M et V, est le coqps central de l’autre. En désignant donc par V la masse du corps central, divisée par celle de la terre, par n le sinus du moyen mouvement de l'autre corps en une seconde, par A le demi-diamètre de son orbite supposée circulaire, et prenant le demi-diamèlie de la terre pour l’unité des distances, on aura ($. Sÿi),
= »•, A = f' ;= f y (i -f X*) (S. 1 00.), partant
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ce qui donnera aux équations précédentes celte forme;
JÎ.'"N E 3n» F/(iH — K)-f E'^L—
J SI _3 n=
III
Lorsqu’il s'agit des perturbations que la lune éprouve par la terre, et la terre par le soleil, le corps perturbateur V est le corps central , ainsi que nous l’avons supposé. Mais quand il s'agit des perturbations que la terre éprouve pac l’action de la lune, la masse du corps central' est celle du corps troublé; il faut donc multiplier le second membre des équations précédentes par la masse de la. lune,, divisée par celle de la terre, ou il faut les diviser par 78.
Si l’on désigne par X', Y', Z', les coordonnées d’un élément 3M,. parallèles et perpendiculaires à l'équateur du corps troublé (§. 100.), on a
— ^ ,.XY'V'aM=:B=2r=dMcos“pi=^’-^-
I.ZZ'aM = C= X/^dMsin=Pî'd’oit il suit
Arrï(II-fL), B = Î(H — L), Ci^K.
Puisque les^ deux autre» a.xes principaux sont situés- dans l'équateur , on peut tes prendre pour les axes, des X' et Y': cela posé, les momens d’inertie du corps troublé, par rapport aux trois axes principaux, dont les deux premiers sont des diamètres de l’équateur,, le- troisième- étant perpendiculaire à. l’équateur, seront (§. 84.)
Ma*=xB-hC = K + Ml — IL, Mé" = K-j-ï;n+lL, Mc“ = H.
On a de plus D — Yr^dMcos" P sin aQ — i N. Or les axes,
des X', Y', étant des yte» principaux, D est nul (§. 81.) et Nzi:o. On adonc;
Si l’on substitue ces valeurs dan» les équations précédentes, elles deviendront*
LIVRE IV, G II A P. IV
milivcmcnt (ourné autour d'un axe principal , ce qui eat probablement le caa de tous les corps célestes.
§. io3. Supposons que l’a-xe des Z, A D {Fig. 18.) s'écarte très > peu de l'axe de rotation AP, et quo par conséquent le plan des X', Y', coïncide h peu près avec rétjiialeiir, X', Y', Z', étant les coordonnées de l’élément Z, relatives h l'équateur et à l'axe de rotation, ensorte que Aj:=Z', xy — — X', /Z = Y'. (,'ela posé, X', Y', Z', seront les lignes qui ont été désignées (§. 8a.) par — y, x, i; on aura donc (5. 8a.)
r X' = X cos 1) sin ÿ -4- Y sin 11 sin ^ — Z eos J, Y' = Ycosi| — Xsini), (17) J
C Z' — X cos Si cos S -}• ■'I cosi -1- Z sin »,
la position do l'a.xe do rotation, qui est supposé invariable pendant le tems dt, étant déterminée par son inclinaison sur le plan des X, Y, EAF=:», et par l’angle BAE = ii que fait la commune section AE avec l’axe des X, de sorte qu'il faut regarder les angles r;, », comme conslans pendant la rotation instantanée. Soit maintenant l'axe de rotation représenté par A D, les coordonnées de l'élément y étant A U = X', U X' 2c Y', X'_y:ccZ': cela posé, les distances de l'clément à l'axe et il l'équaleué, AX' et Z', ne seront point altérées par la rotation. En supposant donc, que la rotation se fait suivant BC avec la vitesse angulaire u, l'élément y tournera parallèlement à la direction X'Y ou PX' qui est perpendiculaire à AX', en parcourant en une seconde la ligne u.AX'rce.- on aura donc
dX' = — _ea/,inüX'P=— cdr»inUAX'=:— — a», 3Y' = ^'d/, d’où l’on conclura ces trois équations, .
dX' = — u.Y'd/, dY'rcw.X'd/, dZ' — o, et en substituant les valeurs (17),
dX cos ï) sin » -)- dY sin n sin » — dZ cos # c= — u . Y'd/, d Y cosr) — dXsin U. X'd», d Xcosri cos»-l-d Y sinr) cos»-j-dZsin »=r O.
Si l’on ôte la première de ces équations, multipliée par cos», de la troisième multipliée par sin », il viendra
=: « . Y' cos ».
Si l'on multiplie la troisième par cost), et la seconde par —ainsi cos», et
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qu'on les ajoute ensemble, on aura dXcosi-|-dZcosT|sin^= — w .X'd/sinv)Cos<,
et si l'on substitue au lieu de dZ sa valeur (i8), il virndra
(19) ^ = — X (X' sin T) -j- Y' cos >] sin S),
La somme de la première et de la troisième, multipliées respeclivement par ain S et par cos«, donnera dX cos »i -)- 3 Y sin r) ~ — x.Y'd^sinè, et en substituant (19), on aura
(io) M (X' cos n — Y' sin »i sin i).
La position de l’axe de rotation , que nous avons déterminée par les angles >), S, peut aussi être donnée par les angles que cet axe fait avec les trois axes principaux, savoir BAFr::a, CAF=rp, DAF — Y. En elTel on a ros a =: t os T) cos e, cos p =::sin 1) cos S, cos'Y=:sint, d’où il suit cos’a-jcos^ P -|- cos‘ Y ~ I , et sin^ Y =: cos^ a -{- cos’ p. Si l’on substitue dans les équations (18) (19) (ao) les valeurs (17), et qu’on Disse pour abréger,
(ai) ucosa=:p, w cos p = ÿ, u cos Y r,
on trouvera •
(G) |J=‘z9-Yr, ^=Xr-Zp, i5=Yp-X7.'
Nommons a', V, d , les forces accélératrices qui sollicitent l’élément dM sui- Tant 1rs directions des X , Y , Z, et désignons par P', Q', B', les momens de ces forces, pour faire tourner l'élément autour des axes AB, AC, AD, suivant CD, DB, BC: cela posé, il est aisé de voir que la force d aura suivant les mêmes directions les momens, 0, a'ZdM, — o'YdM, que h' aura les momens, — éZdM,o, é'XdM, et d les momens cYdM, — c'XdM, o. On a donc
(sa) P' = (c'Y— i'Z)3M, Q'=(a'Z— c-'X)3M, R'^Cd'X— a Y)3M.
En substituant les valeurs de d, b', d, ($. 99. (a;), la somme des momens dans le corps entier sera
^1V_ — ZdiY) T-n' _ ï(ZddX — XddZldM
*_„/ ilXddY — YddX) 3M X iv ~ "
ag df*
La dilTérenlialion des équations (G) donnera
■ = Zd,/ — Ydr-I- (\>7 — Xy'- — Xr^ Zpr)9l,
' = Xdr — ZBp 4- (Zyr _ — Y|>- -f X/»y', Bt,
zzY Bp — \Bq 4" i.^P’ —
Mainlenanl, lea a.vea des X, Y, Z, étant des axes principaux, il faut ae rappeler que, dans les intégrales X P', XQ', XR', tous lea termes disparaissent, qui ne soûl pas multipliés par X' ou Y’ ou Z’, et qu'on a nommé XX*dM — A, XY’3M~B, XZ^dM=:C; d’où l’on conclura ces équations, agXP'=(B + C. ^4-(B-C:yr, ag XQ '=(A4- C) ^ -f (C- A)pr,
a^XR'r; (A -I- B) 4- (A — B) p g; et en substituant A 4~ B := Mc*,
A4-C=Mi*, B-fC = Ma%
II
O = r: Q - a, o ='^’ ZR' -a.+
pqBl.
Si l'on met dans les équations (la), au lieu de a, b', c', leurs valeurs (S- 99- (')). on aura
I>'=^(Ya-Zy\ Q'=I^(Zx-Xa), R' = (Xj- - Y,),
St, y, s, étant les coordonnées du corps V. Mais ^ 4- ^ (X 00s v 4-
Ysinv4-ZX) (§. ioi.)j et le termme — disparait dans les intégrales XP', XQ', XR', parce qu'il ne renferme que les premières puissances de X, Y, Z. On aura donc
XF=^^ (Bssin» — Cj-X), XQ'=^7?(CxX — Ascosv),
XR'= (A^ cos V — Bx sin w).
e’ + *»— O* „ c*+a'— 6* „ a'-t-ft’ — e»
Or A=-^î^î -, B=:-^^ — -, , x = ?cosv, y—(»inv,
s=fX (S. 100. (4)},
f f>(, + X*js
d’où il viendra
(S- *00.), et
e*(i-fX‘)
aeïP' 3Xn* , . agity 3 X n* , .
= — (c*-é*)sinv, — - (a*_c*)cost>.
• fX»
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Au moyeu de ces valeurs
= sin V cos V.
les équations (H) deviendront
"" èt
(^pr —
“ èt
(pq —
§. 104. Si la planète M n’est sollicitée par aucune action étrangère, les forces a, b', c', sont nulles, et leurs momens P', Q', R', le sont aussi: les équations (H) prendront donc, si le solide est libre, la forme suivante:
/T^ — àq c» — a» a^ — b*
Pour que la rotation soit uniforme autour d’un axe invariable, les quanti* tés p, q, r, ■(§. io3. (21)) doivent être constantes, ou dp, dq, dr, nuis, d’où l’on conclura ces trois équations de condition,
W (c" — b')qr — o, (n® — c)pr'ZZO, (i® — (P^pq — O.
Ces conditions sont satisfaites d’abord, si a — b~c, c’est-à-dire si tous les momens d’inertie sont égaux, et. que par conséquent tous les diamètres de la planète sont des axes principaux (§. 85.): le cas le plus simple est celui d une sphère homogène. Elles sont encore satisfaites, si deux des quantités p, q, r, sont nulles, ce qui arrive dans le cas où le corps tourne sur un axe principal. En effet, si c’est l’axe AD, on a (§. io3.) arzp^rpo*, et y— O, d’où il suit (21) p — o, tf~o, et La rotation est donc
uniforme et invariable, si le solide tourne autour d’un axe principal; et l’inverse de cette proposition est également vraie: la rotation uniforme ne peut avoir lieu qu’aulour d’un axe principal. En effet il ne peut exister qu’un des trois cas suivans: 1) tous les trois momens d’inertie, a, b, c, sont inégaux; a) deux momens, a, b, sont égaux, mais différens du troisième c; 3) tous les trois momens égaux, a~ b ^ c. Dans le premièr cas, pq, pr, qr, et par conséquent deux des quantités p, q, r, doivent être nulles, ou ce qui revient au même, deux des angles a, p, 7, doivent être des angles droits, et le troisième nul, afin que la rotation soit uniforme; d’où il suit que l’axe de ro-
t I V R E IV, C H A P. IV. 1,5
talion e*t un axe principal. Dana le second cas on a przziifr~o, donc p — qzz.0, ou bien r~o\ la première supposition donne = et
= O, à cause de cos* a 4- cos^ P -f- cos® *y =: i, d’où il suit que l'axe de ro* talion est un axe principal; la seconde snpposilion r=o donne 7 =r go*,
Taxe de rotalion coïncide donc avec le plan des X, Y, dans lequel tous les diamètres sont des axes principaux, parce que les deux momens , a, b, sont égaux ($. 85.). Dans le troisième cas, a^bzzc, les quantités p, q, r, sont indéterminées; mais tous les diamètres qui passent par le centre de gravité A, étant dans ce cas des axes principaux, l'axe de rotalion le sera aussi.
$. io5. Dans tous les cas, où l'axe de rotation n'cst pas un axe prin>
eipal, soit que le solide soit libre ou qu’il soit sollicité par des i'orces étran-
gères, la vitesse de la rotalion, aussi bien que la position de l’axe, sera assujettie h des changemens qui dépendront et de la conformation du solide, ou ce qui revient au même, des quantités a, b, c, et de la position de l’axe
de rotation relativement aux trois axes principaux, ou des quantités p, q, r.- r
Le cas où l’axe de rotalion s’écarte très-peu d'un axe principal, sans coïncider entièrement avec lui , mérite une attention particulière. Si cet axe est celui des Z, les quantités p, q, sont à peu près nulles, errsorte qu’on peut négliger leur produit. 11 résulte donc des équations (J), que dr est nul, et r unv constante zz.h; ce qui donnera aux deux autres équations la forme, o~bp -\~-
e» JJ qJ fJ
— hqètr o = dç-l — — hpèt.' Il Oit visible, que l'intégrale doit
avoir la forme,
p = m sin («/ -f- i), m' cos (u/-4- i),
m, ni', n, t, étant des constantes. On en tirera o— mn-j ^ hm',
0~ — m n -| -g;— hm, d’où il suit „
L'expression de n donne lieu è des réflexions importantes.
Si — c'*) (é® — c") est une quantité' positive, c’est-à-dire, si le moment d'inertie par rapport à l'axe de rotation, M c', est plus ou moins grand que M<i* et Mà®, et par conséquent le plus grand ou le plus petit de tous lèa momeus ($. 84-), n, m, m' , sont des quantités réelles, et p, q, sont des-
ASTRONOMIE PHYSIQUE «inus; les Tariations de la rolalion seront donc périodiques, et renfermées entre des limites étroites; l’axe de rotation fera de petites oscillations autour de son état primitif qui est donné par les équations p — m sin c, ÿ~r»'cos(. Comme p, q, ont primitivement été à peu près nuis, par hypothèse, m, m', sont des quantités très-petites, et p, q, seront constamment peu dilTérens de zéro. L'état du mouvement de rotation est donc stable, si le solide a primitivement tourné autour d’un axe, très-peu éloigné d'un des deux axes principaux dont les momens d’inertie sont le plus grand et le plus petit: alors la vitesse n’éprouvera que des changemens insensibles et périodiques, l’axe de rotation fera des oscillations très- petites autour de l’axe principal, et la rotation reviendra toujours è son état primitif. Mais si le solide tourne à peu près autour de l’axe principal , dont le moment
d’inertie Mc* est entre les momens, des deux autres, Ma*, Mé*, la rotation
sera assujettie k des changemens qui, au lieu d'étre périodiques, pourront augmenter indéfiniment. Car alors n étant imaginaire, les^ sinus et cosinus de nl-^- t se changeront en exponentielles qui peuvent croître ou décroître sans cesse. Dans ce cas il n’y aura poiiit de stabilité dans le mouvement de rotation , e^ la cause la plus légère peut lui faire éprouver des changemens illimités. Comme la rotation du soleil , des planètes et des satellites que nous pouvons observer, est évidemment dans un état stable, il parait certain , que tous les corps célestes tournent è peu près autour d’un axe principal , par rapport auquel le moment d'inertie est le plus grand ou le plus petit; et il est vraisemblable que le premier cas a lieu, parce qu’è cause de l’aplatissement dû h la rotation, l'axe est plus petit que les diamètres de l’équateur, et par conséquent son moment d’inertie plus grand,
CHAPITRE V
Libration de la Lune.
J. icO. I-»a terre est le seul corpi céleste, qui soit assës près de U lune, pour exercer une action sensible sur sa rotation; et l’on a vu, que la lune tourne dans on muis une fois autour d'un axe qui est & peu près per^ pendiculaire à son orbite: le corps perturbateur, la terre, se trouve donc constamment è très-peu près dans le plan de l'équateur lunaire. La manière dont on envisage ordinairement ce mouvement, r'ost de supposer que la vitesse de rotation de la tune est exactement égale à son moyen mouvement autour de la terre, ou que les moyennes révolutions de la lune autour de son axe et autour de la terre son précisément de la même durée, et que par conséquent les librations, qui font que la lune dirige de tems en teins d’autres parties vers la terre, sont purement lelTet de l’inégalité de son vrai mouvement, qui est tantôt en avant tantôt en arrière de la rotation constamment uiiifurme. Il est vrai que celle hypotbèse satisfait aux observations, en expliquant assés bien les diverses phases de la lune relativement à ses taches; mais elle est par sa nature très -peu vraisemblable, et la parfaite égalité des deux mouvemens de la lune serait une énigme d'autant plus inconcevable, qu’elle a également lieu chès les autres satellites. S’il y avait la moindre différence entre les mouvemens de translation et de rotation de la lune', son disque visible changerait sans cesse, et l’accumulation de ce mouvement de« taches de la lune aurait été aperçue depuis longtems; d’un autre côté il est infiniment peu probable, que le seul de tous les cas possibles soit arrivé, où la lune aurait reçu une rotation parfaitement égale à sa révolution autour de Ia terre. Mais en supposant même que ce cas improbable ait eu lieu, la
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conformité tles deux mouvemens ne durerait pas longleins, si la lune n’était pas une sphère paifailement homogène, parce que l’attraction de la terre dérangerait sa rotation, et que le ir.oyen mouvement de la lune, auquel sa rotation est supposée avoir été égale, n’est pas tout-à-tait invariable §• >90.}* Les perturbations du mouvement de translation dépendent uniquement de l'action que le soleil, ou d’autres corps exercent sur le centre de gravité de la lune, au lieu que les perturbaji^s de la rotation résultent de l'action des corps étrangers, principalement de la terre, sur la figure non-sphérique de la lune; et il est impossible, que ces deux actions, dues à ditl'érens corps, et ayant difl'érens argumens, soient constamment égales entre elles.
Si l’on suppose au contraire, que l’attraction de la terre influe sur la rotation de U lune, on expliquera d’une manière fort simple le phénomène, que la lune tourne constamment le même côté vers la terre, malgré la petite diilérence qui peut exister entre ses mouvemens de translation et do rotation. Alors il suit de ce qui précède, que la lune fera des oscillations des deux côtés, qui auraient lieu, quand même son vrai mouvement serait uniforme; mais ces oscillations seront renfermées entre des limites trèsetroites, de sorte que le même hémisphère de la lune se présentera toujours à la terre. Les librations de la lune, indiquées par les observations, seront alors dues non-seulement aux inégalités de son mouvement, mais aussi à l’attraction de la terre : la première cause donnera la libration apparente ou optique, la seconde produira la libration réelle ou mécanique.
§. 107. Les phénomènes singuliers qui ont lieu dans la rotation de la lune, sont les suivans. i) En faisant abstraction des petites oscillations qui, suivant les observations exposées plus haut, dill'èrent insensiblement des inégajités de la lune connues,, ce satellite présente constamment le même côté è la terre, ensorte que sa rotation est à peu près égale à son moyen mouvement autour de la terre. 2) Le noeud descendant de son équateur coïncide à tres-peu près avec le noeud ascendant de son orbite, d’où il suit, que ces deux noeuds ont le même mouvement. 3) L’inclinaison de l'équateur Tunaire relativement à l'écliptique est constamment au dessous de 4^' (II. §. 219.), On doit donc,, dans l’application des formules précédentes ($. loa.) à la lune^ observer ce qui suit..
I. — est k peu près égal au moyen mouvement de la lune n, et la libration mécanique est insensible.
a. l’angle c ne difTbre pas sensiblement de la longitude du noeud ascendant de l’orbe lunaire, que nous désignerons par et ^ ^ à très-
peu pris.
5. m est un tris-petit angle dont les puissances au delà de la premiire pourront être négligées par rapport à celles des autres angles.
4- est insensible par rapport i la vitesse de rotation ^ et du mou-
ar j J
vement des noeuds — .
est a5o fois plus petit que
Voilà les conditions sur lesquelles sera fondée l’analyse, contenue dans la chapitre présent.
Le premier méridien de la lune est arbitraire dans les formules pré-
cédentes: nous suivrons donc l'usage des astronomes (II. $. aïo.), en prenant pour premier méridien celui qui est dirigé vers la terre, ou qui passe par le centre du disque lunaire, lorsque le vrai lieu de la lune est égal au lieu moyen. _ En nommant donc S et r|/ la longitude et la latitude géographiques et sélénocentriques du point qui, vu de la terre à une époque quelconque l, paruit au centre du disque lunaire, à et 'In étant les librations en longitude et en latitude, seront toujours au dessous de 8 degrés;
cl Q tS- loo.), se changeront en \(>, à, si l’on met à la place de r le demi-diamètre de la lune, lequel, étant dirigé vers le centre de la terre.
passe par le Hpim du disque lunaire, dont la distance R au corps perturbateur V est un minimum. Un a donc dR~o, et ce rayon sera trouvé, si l’on ditrérenlie R par rapport à P et Q, et qu'on égale celte dilTérenliclle à séro, ou ce qui revient au même, si l’on ditlérentie l’équation (A) tS- 99)1 en faisant HdRr=o, et substituant \|/ et ( au lieu de P et Q, ou au lieu de (/, les diirérenlielles étant prises par rapport à P et Q ou à d. et«, ce qui donne = + =
En difFérenlidnt donc les équalious ^6) loo.), on trouvera
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S— zr9'J'(»in£C08tD8in+»in»' — co8 isin 4/cos t' — 8Înc8inaco*4')
— 90 COI >1» (coj « sin /-l- sin £ cos ® cos O ,
— ::::d«f/(cos®cos«|'-{-sin ®sin4'sin l'j — disinraeos»!/ cosi' ;
dX »e chance ea 3X4-3Y, si l’on mel sinf — c£»£ & la place de sin £, et
XrfX , . . xax+YdY . ,, ,
3În £ COS c au lieu de cosc « et — deviendra , si Ion tait
ain£COS£~o, et sin*£ = c£is’£=i (J. loo.), ce qui doojie X3X + Y3y-|-
Z3Z = o, loua les termes ae délruisanl muluellemenl. Cela posé, si l'on se
rappelle que 9xz^9jf'^9zz^o (Ç. QO*** 3R;^o, la dilTérentiation de
l’équalion (A) donnera — R 3R = o m3 X + j-3 Y -J- sdZ. En aubsliluant
les valeurs (4) ($• «oo-). 'i viendra
O 3 X cos V 3 Y sin v X 3 Z.
On changera 3X coa w en 3 X cos v + 3 Y sin v, ai l’on fait cos£cosvz= coa (w — s) " cos U , et sin £ cos v “ — sin u. Ayant substitué cela et les valeurs (ï4îi dernière équation, étant divisée per — rcos\p, deviendra e~3i|f { cosu tg\bcos3^-t-sin ucos® Ig '}' sin r—ainusin Œ — Xcoa® — Xainoigil^siat î -f- 3| { cos U sin/ — sin U cos w coa a' -^X sin® coa / } , d’oà l’on tirera, en égalant chaque ternie à aéro, les deux équations suivantes.
lin tf tin cS X €o< ^
(aS)
> 'î' y ^ ^ ^ ^ gjn 55 viu (('*
. lin U COI SS — ' X *in CB
Une r zr — •
COI IL
Puisque Une® =r on conclura de la dernière é nation,
^ ® i-fUwU®
lin 1/ cot cot 55 — cot tl lin U) X eut b) lin C5 tang 0 ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ IJ lin ^
En Cuisant donc pour abréger, i — •in®usin*a — XiiniiBiuaw-f^’jin’w^''^
OA aura
f lin U COI U cot 55 —>cot a lin O) — > X cot w lin 9
\ sin 9 zz ■ P
• \ cos tt cos b> -4- sin U sin tu cos ® — X sin w sin m
/ COS« —
Si l’on substitue ces valeurs, et / — 0-\-u, dans l'équation (»5), elle devieadra tangst.= ”"“”"”~*-^°"’”-, d'oi l'on tirera
(»7^ »in + =:
sin tr sin v 4* X co« i
Au moyeu de cet valeur* ou trouvera
( I + X*) cos’ \J; CO* *# ~ »* CO»’ t — »® *in’ S / 1 ^ X* . - , I-t-COI*K . \
CO» 2 <ü( — - — SID ra -f- CO» a M -f- ^ 3 <3 *u> “ )
’ ain ata (cos ts sin au — aXsintscosu)
= a IB CO» a ta a St »in ata ~ a lî''' (J. loi, loa.)}
— ;; — CO»’ *in a 4 — *m S CO» » =
eos a ta cos ta sin au — X sin ta cos u)
/• — »X* . , i+co>*nj . X . . \
^ — sin* ta -j cos a u — sin a ta »in uj
— SI CO» ata — Ssinauc:Iî''j
CO» u sin ta sin »(/ V (i -f- X’) = î sin a u *in’ ra — co*u sin aoJ — CT =
— ^ — { cüsteco»’t}/»in29-|-»inta»ind/co»tj/co*(ta — |) { — ©coaata— dsinata~E'';
— ^ — I Costa co»’\}<co»24-j-»inta»int{<co»\p»in (ta — t)) — ©»inaia-|-Cco»2tar=:E"'j
— V — *in a li» sin (ta = II'; * sin a \J; sin (w — i)zzi — H"}
— T— sin a CO* (ta — ♦) =: H"'. '
La substitution de ce» valeurs transformera les équations I. II. lU- (J loa.) dans les suivantes;
I* ttî — 4' (L sin a# — N cos a ♦),
I S II
cos’ \}( cos CB sin a f — N co* a j) sin ta sin xV cos 4 { L co» (ta — 9) — N sin (ta — 9) } ,
III. ^ ~ Và *'“4'CO» ta t (a K — lllsin(s(-|-9} — L»in(u— 9)— N co»(ta— 9)} . Si la tune est supposée tourner sur un axe principal, les der iëres équations
du J. ïoï. donueront, en Taisanl, pour abréger, — — m*,
V. — =: »in w COI U un y
jf* acV(* + >k'J
I m* n* cos 4/ { COI Œ COI 4< lin al -f- ® 4* cos (u — l) } ,
VI. ^ rr — * O* sin 4< coi 4/ ^ ^ — — iin (w -j- 0 "h (“ — ^ .
$. io8. Les équations (a6) (a^) donneront
coi4/sin(w4-#;=: ^TfTZfTxi) > 4 co* (“ + O — ^ ^ lon|tirt
X lin a
tang (u I) — cos a tang u ^ .
Si l’on fait sinta = o, cosra=i, on aura
Cela posé il viendra du-(- 3 1 cos siizdu -|-d t = d u — dl, donc (J. loo. (ii))
II “ddv — 33 0.
On a de plus 3w cos « 3 s =:(3 1> — 3j; cos ra 4- (' — cos a) , parlant (§. 100. (u)) £=:XIcos«i — (du — dly3w»iiiis-|-d£dajsinto4-’ad3?(siiii'î/, où le dernier terme est insensible par rapport aux aulies. üii a donc • E lî cos te — 3u3 ci sin ci.
La petitesse des angles a, i, 4'i donne encore lieu aux approximations suivantes: y=«, U — I — U, cos* 4 sin al =: ai, d’où il vient
. . , , , lin H lin a U -4- a X eus ts COI U
cos 4> lin 4' cos f(o -t- I) = T- ,
. , , «in U (lin tD un u -f X coi a)
COS 4/ Sin 4< sin (u I) = ^ ; -,
Au moyen de ces valeurs les équations précéilenles prendront la forme
, àiv ~ ià} J .
IV. — = d m*n- I
V. O flcossi — 3b>3co sin CS — - 4 sin® (sinrasi nau 4- aX cosrocosi/)d;*
— 3 „,s f cas ® 4~ I »'“* M sin au 4~ ^ •il' ® cos w coi u) 3<*,
VI. o;zi33ro4~du3(iina4“^"**"’{siara(i — cos au) -)- a Xcos ® sin u I 3 <*.
$. 109. Si l'on désigne par e l’époque de la longitude, par <r une équation quelconque de la lune, sa vraie longitude sera C = e 4- » ^ 4~ donc la longitude sélénocentrique de la terre, v— i8o° + C=i8o*+e+n/-t-<e, d’où il suit èdv—dndt-^-ddcT) nous négligerons ici, le terme dndl qui dépend de l'équation séculaire de la lune, ensorte que 3dv~33œ, ce qui
ëlant subïàtué dans ré<|ualion IV. donne — -f- 3 «* ® . dont
rintdg'ale doit aroir la forme, I = G sin A n/ -|- B<e, G étant l’une des constantes arbitraires, et l’autre ou l'époque étant déterminée ensorte que <e et I sont nuis à l’origine du tems t, comme cela doit être ($. 107.^ Or toute équation de longitude ayant la forme, <r~a iinat, on aura — — a’<e,
et et dilféientiant la valeur supposée de — G A’n^sin An/-}- ** =:
— A*h*^-^-Bm —J ~r’ comparant cela avec l’équation IV’, on
fit*
trouvera A — rnVJ, B — — - — — , d’où il vient
(K) i := G sia mntV 3-f œ-\ ,
a étant la vitesse avec laquelle l’argument de l’inégalité ce augmente, et ^ le rapport des variations moyennes de cet argument et de la longitude de la lune. L'angle ) est proprement la libration le long de l'équateur lunaire ($. 107. ; mais comme finclinaison de féquatcur sur l’écliptique n’est que do 1*4*1 on peut regarder » comme \alihmlton en longiludc, laquelle sera donc donnée par l’équation (K), dans laquelle <e est la libration optique (§. 106.). Le dernier terme est de nature mixte, tant optique que mécanique, vu qu'il dépend de l'équation ce et de la ligure de la lune, m. Le premier terme, étant indépendant des inégalités de la lune ce, renferme la libration purement mccniiiifiie ; et l’on voit qu’étant exprimé par un sinus, cette libration sera périodique, si G et m sont des qiuintilés réelles. En nommant donc
3 tn’ n’ « i’ — 3 m’ it’
:4>, G sin mnr 1/3
I — o?=:£l> + g sera la libratiun réelle, et ^ aura la même période que l’inégalité ce, de sorte que la libration entière est périodique; mais en même tems elle participe de l'équation séculaire, en vertu du terme dndt que nous avons négligé; et c’est précisément ce terme qui entretient constamment fégalilé entre les mouvemens de translation et de rotation de la lune, malgré la variation séculaire du premier.
La libration purement mécanique Ç a pour période le tems T, pendant lequel l'angle mntYi augmente de 36o* ou air, donc T~ — — ,
S "JT ^ ^
Or n étant le moyen mouvement en une seconde, — est la durée d’un mois-
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<i(l6ral =S, d’où il vient Tzz -, m étant une quantité inconnue, dépen-
TTl |/ 3 '
dant de la figorc de la lune. Si les observations sufSsaient pour déterminer la libration tj) qui dépend de chaque inégalité de la lune ce, on aurait
ni^ — — -T. Celle formule servira du moins à renfermer m entre des
limites, en Uunnant à <e et tp leurs plus grandes valeurs. Celle de $ dépend de la précision , avec laquelle on peut observer la libration des taches de la lune. Quoiqu’il en soit, il est certain, que les observations auraient fait re> connatire la libration, si elle montait à 3 degrés, ce qui fait ù peu près la moitié des inégalités de la lune. En elTel , un angle sélénocentrique de 3* répond à un angle gcocentriquo de 49" centre du disque lunaire , et à i", 3 au bord. En faisant donc prenant pour œ la plus grande
inégalité do la lune, qui est l'équation du centre, on aura (11. §. 2o4-) œ~ 33693", sa période étant le mois anomalislique , et son argument ranomalia de la lune, d'où il suit que a est è n comme le mois sidéral est au mois anomalistique , donc (II. $. 188. 194.) =0, 99'H«‘5
r:: O, 983167a, et m’:r:o, 3377334 . = o, io568. Mais ce résultat
est peu sùr, parce que le rapport des deux mois est presqu'égal ù l'unité. L'équation annuelle de la lune donne une limite beaucoup plus e.\acle. âa
période est Tannée, sa plus grande valeur ce'^Sja", et a est le mouvement anomalistique du soleil (II. §. 204.); parlant r= o, 0748026,
et* lodou'^ ^ o05^2Ô
— "0,00559544, et 7?i® ::: o, ooi865i5. — O, 001756; d’où il résulte, que la libration devrait aurpasser 3 degrés , si était plus grand que
Celle limite peut encore être resserrée par des observations plus esactes. M. Bouvard a entrepris pour cet elTet une longue suite d’observations de la tache lunaire Manilius qui, h cause de sa petitesse et de sa situation près du centre de la lune, est singulièrement propre à faire reconnaître la moindre libration, par des mesures microméiriques de ses distances aux bords de la lune. C’est la même tache dont s’est servi Mayer, puur délerminer la position de l’équateur lunaire; et les observations de M. Bouvard donnent l’inclinaison de Téquateur de 5", 84 seulement plus petite que celles de Mayer; ce qui prouve la grande précision de ces observations. M. de Laplooe
L I V R E IV, C H A P. V. i85
qui a engagé M. Bouvard à eniraprendre cette suite d'observations , en conclut , que la libration mécanique est au dessous de 6000 secondes décimales, ou dev32'24' ('). Cet angle sélénocenirique répond à un angle géouentriuue de g' au centre de la lune. En faisant donc dans la dernière
équation <p = 3a' a4" , on aura m* =: o, ooi865i5 . — b, ooi386 , esc
qui ne ditlêre guère du résultat précédent: car il est aisé de veir que l’angle 4> ne peut influer considérablement sur la valeur de ni*, s'il est beaucoup plus grand que ce ou 11', parce que y ®
donc peu d’apparence, qu'on parviendra à déterminer m par observation; U parait cependant par ce qui précède, que m* ou — ; — est plus petit que 0,00a.
110. Si la lune ne tourne pas autour d’un axe principal, il faut s’en tenir aux équations 1, 11, 111 ($. 107.), dont la première donne à très* peu près ,
<ft* M \ >*>'*
L’intégrale doit avoir la forme, 9 = G sin An/ -4- C (i — cos An/) -j- Bof, l’époque étant déterminée comme précédemment (§. 109.). On en tirera = — A*/j*9-}~ A*n^ C -1- (.A*n* — a*)Bœ. Si l’on compare cela avec l’équation 1, et qu’on se rappelle que ddv=^ddæ— — a“<s3/* (§. 109.), on trouvera A = C=^. d’où ü vioo.
(L) ‘> = Gsinn/y--h-(.-cosn/y_j4-jjr^—
Pour trouver le maximum de la partie mécanique de la libration, on fera
^:n:o, ce qui donne tangn/l/^= — ^ G, et la plus grande libraàt IS -t- 4 L* G*) ** ”
tion 9= — — -I les deux oscillations à l’orient et è l’occident
sont donc inégales, si N n’est pas nul, leurs limites étant - — — et
^ nomme T le tems écoulé d’une limite à l’autre, ou la demi-durée d’une oscillation, on aura tang /if/-|-T)V-— — tangn/V-— ,
d’où l’on tire nTŸ — rr iSo^^r-ir, et la durée d’une oscillation entière H
(1 J L'HUteur (le ret ourraKe conD^il le> oljtcrraiiont de M. Bouvard que par U* nouveUtt que M. de i.apl«c« « tiien voulu lui ea doaoer pu uae lettre.
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La période d’une oscillation devient donc impossible, si V ~ est imaginaire, c'esl-jt-dire , la libration, au lieu d'élre pétiodi({ue, augmente indéfiniment, si II est une quantité négative. Comme cette augmentation in-, définie est contraire aux observations, il est certain que — est une quantité positive; d'où il suit que b est plus grand que a ($. loa.), c'est-à-dire que le moment d'inertie par rapport eu diamètre de l’équateur, qui passe par les bords du disque de la lune, M h*, est plus grand qne le moment relatif au diamètre tourné vers U terre. Ma*, et que par conséquent ce dernier dia-. mètre est plus grand que tous les autres: effet naturel de l’attraction que la terre exerce sur la portion de la lune la plus proche,
La rotation de la lune est donnée par l’angle w=:v — i— # ($. 108.),^ ou plutôt, parce que l’angle u est compté du noeud qui est aussi en mouvement, par l’angle u-|- £= w — « zri8o“-f- C-t-or — l = ibo°-l- C — $ — Ç ($. 109.). Comme < et or deviennent nuis en même tems ($, 107.), si l’on fait abstraction de 1a libration mécanique; la rvtation moyenne est exactement égale au mo^en mouvement de la lune autour de la terre, u-t-t=:i8o°-t-C;: mais il n'en suit pas , que cette rotation ait été primitivement imprimée V la lune, ce qui serait très -peu probable. La tune a reçu sa vraie rotation, et non la moyenne, et l'action de la terre peut avoir altéré la rotation primitive. La véritable vitesse de rotation de la lune est — n —
n (1 — Gm V^d.rosmn/VS — ■ ^ cos a l) 109.): ainsi, en ne con-.
sidérant que la libration mécanique, la plus grande vitesse est = n(i-^GmV3), la plus petite =n(i — Gm VS), et l’on trouvera, en faisant t—O, la vitesseprimitive =: n — GtoVi — a» ”*3^»°^°»} * résulte, i) que la vi-
tesse primitive n’a pas été nulle, c'est-ù-dire que la rotation de la lune n’est, pas due uniquement à l'attraction de la terre, comme si une aiguille de fer était promenée autour d'un aimant, mais qu’une rotation réelle a été impri-. mée à U lune; a) que celte rotation primitive ne différait pas beaucoup, de son moyen mouvement n, sans cependant lui être exactement égale. La. différence primitive entre ces deux mouvemeus, qui dépend du terme GmnVd,, ne peut pas être déterminée, parce que G est une quantité inconnue; cepen-. dont le maximum de è étant G ($. 109-), et la libration g ne devant pas.
être supposée plu grande que 3* ($. 109.), G est moindre que o,oS336, et 0,003 ($. 109.); d’oii il suit que GniVi est plus petit que o,oo4; ce qui donne pour 1a rotation primitive les limites n et n. 0,996.
$.111. Si l'on nomme 1 la tangente de l’inclinaison de l’orbe lunaire (5*9'), et { la longitude de son noeud ascendant. In tangente de la latitude de la lune aéra 1 sio (c' — i), donc la tangente de la latitude sélénocentrique de la terre, X — { sin (C' — ?) — — ' *in (V — i8o* — -f- * *in (t' — {)• Désignons
par tint et tnl la rétrogradation des noeuds de l’équateur de la lune, et de ceux de son orbite, pendant le lems /, de sorte que dt^ — jind/, — nidl;
cela posé on aura 9wz=9(v — ♦) — dt (§. io8.), et à peu près 3(w — «) =
ndl ($. 109.), donc 9(u ” n (t -f- ji) 3/, et 3 — i)“(n — ï)n3/. On a de
plus (§. 108. (27)), en faisant i -|-X*— i, cos>{^ir i, et
sin y cos '(( sin (u i 4) =: sin u (sin ts sin u -j- X cos «) , d’où il vient
sinv)/cos4'sin(u;f 4)=;?sinŒ(i — cos au'-}- jcosai { cos(i —t) cos(ar — ^ — i)} , 8in^^'cos^J/cos(w^4)=: ? sin wsin au -|-.i cos C5 { sin (2 u — f — i) — sin(^ — e) } . Ainsi, en faisant pour abréger, ï — a, l'équalion III (§. 107.) deviendra
I — cos a ü -|- [cos — () — cos (au — ^ ^
Dans l’intégration de cette équation, I3 peut étie regardé comme constant, parce que dut est insensible par rapport ù du et de ($. 107. n. 4-)> Si l’on fait abstraction des inégalités du mouvement lunaire, on a, par ce qui précède, 9ur:[i + (i)nd/, d(au-^-i)Zd(2u— (^-i))r (a+(r.+»)ndr,
Ainsi dans l'intégrale, les angles au, au — ^ — e, ^ — 1, auront les diviseurs a(i-(-n)n, (a (1 -4- ï) n, (p. — v)n; d’où l’on voit, que les seuls termes qui renferment l’angle ^ — e , deviennent considérables à cause du petit diviseur [ji — v) n (J. 107. n. a.). En faisant donc da = o, N := o, cosu]=:i, l’équation précédente deviendra
3!Sndf c 4H(i-(-a) I
di
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dont l'intégrale est
■III a
(a — y) sia ce \
e étant une constante arbitraire. Suivront les observations ii est égal k v ($. 107. n. 3.); la difirërence n — * est donc inconnue, et le dernier terme est indéterminé. Mais si l'on nomme f', rs', les valeurs primitives que les angles (, rs, avaient k l’origine du tems t, l'équation (M) donnera
, 3 » a «in — t') , , 3 i a ■in (^' — l')
£ = e — T-, T~ > > parlait « = ‘ + —,
4(^(1 — v)>ints'’ r 4(H.— ï)jina
En substituant cette valeur de e dans l'équation (M), elle deviendra
4 i ' (/X — ») »in « >
Or — vn/, ï cz é' — d’où Ton lire
Csin (f — 1) = sin ({' — i') + (n — *)« r cos — ('),
Ccos (^ — t) = cos (f — £') — (n — ï) n t sin — O,
ce qui donne
t = J — ^ an I
. C , icat(^' — tQ ;
4 < ' lin CO
La rétrogradation des noeuds de l'équateur lunaire, ou la précession des
équinoxes est donc | an/^i '
lin a
ij. Or /= tg 5" 9 =0,0901373,
iin w = sin I “43' = 0,039957 : donc -— -^ = 3,oo8555 et la précession
t e — ^ ané {1 -)- 3,oo8555 cos (^' — 0 1 •
Suivant les observations les plus exactes la précession est égale k la rétrogradation des noeuds de l’orbe lunaire vn/ (5- n?* i- ^-)> ce qui donne l’équation a { i 3,oo8555 cos — i")} =î*. Or les moyens mouremens des noeuds et de la longitude de la lune, «n et n, sont entre eux comme
le mois et la durée d’une révolution des noeuds, donc (II. $. 1H8. ao5.)
t7,3di66 3v s M SI
» ^ r — — = 0,00403 100: dou il résulte 6793, »ji » t »
fao) . • . . . a = . 1. — .
' I J, OUÔ555 co>
»... .... ... o.oo536î476
Sa Ion «uDstitHe U valeur actuelle de ç — f = o, on aura azz^. — —
* ' 4,ooo555
•,001337758. C’est la valeur que a doit avoir, pour que les équations v=ts et <= t soient exactes; mais il faut faire ici la même réflexion que
nout avons faite relativement à la rotation de la lune; en effet il est trèspeu probable , que primitivement les noeuds de l’orbite et de l'équateur de la tune aient exactement coïncidé, et que leurs muuvemens aient été parfaitement égaux. Supposons donc que fi et r aient d'abord été inégaux, et que l'angle ^ — ( ait varié, jusqu'à ce que soit devenu égal à v. Cela posé, cos — e) peut avoir varié depuis -|- 1 jusqu'à — i. Au moment où
devient égal à «, l'équation (a8) a lieu, d'où il vient
, . o,oo53B».i6 — a
cos(^-E)=
On a donc cos(^-e)zo si a~o, ooS36%^8, et cos(^ — E)rt ai 0X0,00133776; d'où il suit que, si o est renfermé entre les limites o,ooi34 et o,oo536, la distance entre les noeuds de l'orbite et de l'équateur parviendra à une valeur { — E entre o et go°, où les mouvemens des deux noeuds deviendront spontanément égaux: cet angle sera d’autant plus petit, que la valeur de s est plus près de o,ooi34; il sera plus grand, à mesure que o approche de o,oo536. Or les observations indiquant la coïncidence des noeuds , i est égal à E , ou ^ — E ~ o : la valeur de o doit donc être fort peu différente de o, ooi3. Ainsi l'on voit, que la théorie explique parfaitement le second phénomène que présente la rotation de la lune , savoir la coïncidence des noeuds de l’orbite et de l’équateur de la lune, et l’égalité de leurs mouvemens, qui est exacte dans le tems présent. On a vu que, pour l’expliquer, il n'est pas nécessaire que cette égalité ait primitivement eu lieu, mais seulement que a ne soit pas beaucoup plus grand que o,ooi3.
lia. Opérons de la même manière sur l’équation 11 ($.107.). Si l’on y substitue Exllcos ca -dwôwsin® (§. 108.), "hx^ cos®^KLsina^-Ncos»^)^<® (J. 107. !■), dia — ndl-, l’équation 11, divisée par nd/sin®, deviendra II. oXd® + ^siu'l' ^ eosu+îLcos'l'Cos(u— »)— cos\J/sin(u— 3r.
Substituons dans les deux derniers termes les valeurs de sin + cos + ê) ni.), et négligeons tous les termes qui ne renferment pas l’angle
1); cela posé la dernière éqimtion deviendra
II. dB=|/idr|ïacoswsin(^— i)-|- cosMcos(^— e) -j- ~ sino dont l’intégrale est iir.)
îg!)
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3 i cos GJ
3ÎCOSGJC ,, . N. . .Ï.SNsintf
(N) rs = p ~ cos -t) - ^ 54-—,—
P étant une constante arbitraire. En employant les désignations précédentes ($. et faisant costsz=i, on aura
P = ■=' + I « cos (i' - 0 - 5 »i« (f - O ^ ,
doncto=n'4-r7-7-^ 5“[cos(;'-i')-cos(f-s)J+ ^ [sin(f-0-8in({'-i')] J
nt, et par les équations (a8) {$. iii.),
® = CJ' -f |//i<Jasin(^' — Oh- ^ cos(^'— t)^4- nt.
Cette équation nous apprend , que l'inclinaison ts n’éprouve point de changemens périodiques, parce que f', t', sont des angles cunstans, et que le dernier terme — ^ ^ est tout-à-fait insensible, d'autant plus que N est apparerament nul. L’axe de la lune n'est donc pas assujetti à une véritable nutation, et l’accroissement progressif ou séculier de l'obliquité de l’écliptique dans la lune est 3io«/sin(^ “”* *0> c® ^ P®u près nul, k cause de ^ Ainsi l’analyse explique aussi le troisième phénomène, savoir
l’invariabilité de l’angle que l’équateur lunaire fait avec l’écliptique. Il en suit en même tems, que la libration en latitude est puremeut optique ou apparente, et que sa plus grande valeur au nord et au sud est ta = 6^53'. Comme cet angle sélénocentrique répond à un angle géocentrique de 1^39'', la plus grande libration du nord au sud est de 3'i8", ce qui fait un dixième du diamètre de la lune.
Une explication des librations de la lune, fondée sur les principes dont nous sommes partis ici, fut déjà donnée par Newton qui trouva, que • l’attraction de la terre devait allonger de 186 pieds le diamètre de la lune, dirigé vers la terre, et par là torcer la lune de tourner constamment le même côté vers la terre, en faisant en même tems des oscillations trèspetites et lentes ('). La théorie de la libration de la lune a été traitée de ditrérentes manières par les plus grands géomètres , principalement par Euler, Lagrange, et Laplace (*;. .
(1) Phit. Kat. Prine. Maih. JÀh. 111. Prop. 38*
(*) Vojr. Hittr. motus eorporum t'giJ. Ciip. XVI. Rfcht'chts sur lu llhr de la lune, dan* !• rtoueil dos pidees fui ont rempyrtd les pria, T. JX. JUêean. céleste. Lie, F< Ch. II,
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$. ii3. Nous avons supposé ($. 87.% que la lune est un sphéroïde ellip> tique et homogène, et que son équateur est aussi une ellipse dont le grand axe , -xf, passe par le premier méridien qui est dirigé vers la terre , eosorte que tous les parallèles sont des ellipses semblables k l’équateur. Cest du moins l'hypothèse la plus naturelle, et la seule qui se fonde sur la théorie et Ica observations. En désignant donc le petit axe de l’équateur par %A, Taxe de rotation par aé, on a par ce qui précède ($. «7.).
âè* . f
d’où l’on conclura ($. 10a.)
H = Mc*= M, K = ” (g* + é* — c») =: M, •
L =: M cé* - a*) = M, N = o.
Cn verra plus bas (Ç. i46-) . que f — A est à peu près — — • = , T, M, étant
les masses de la terre et de la lune, et f la moyenne distance entre ces deux
corps. Or ~ , f ~ 60 f, et é ouy ~f . 0,37193, f étant le demi-dia»
mètre de la terre; l’aplatissement de l’équateur lunaire sera donc"-- =
itt ?t2o3^* *
iS 56uu ~ — P> aorte que les deux diamètres de l'équa-
teur sont entre eux comme i et 0,99997247. Si l’on (ait y* aooooooo pieds, on aura y=y''. 0,2729! =:54ô86oo pieds, ce qui étant multiplié parap, donnera la dilTérence entre les deux diamètres de l'équateur ~ 3oo pieds. Faisons k — — y), y — 4lant l’aplatissement de la lune , dd k sa rota-
tion: cela posé on aura
A =y— pé =y(i - P -I- pv) =y(r — P),
parce. que p et Y sont de très-petites fractions. Il en résulte
L / — b P O, <1000*7 SS
et la période d’une oscillation mécanique ($. 1 10.)
aT = S . **• 9999’74« _ J sidér. zr 3oo5 )onre-
OÿUouudadQ '
On a d’ailleurs ($. 111.)
H — a/) « — Sp r r
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On Terra ($. i4A-) • que 7 e«t à pen prë* 0,00003071; d’où il vient a~ 0, 00007349. La coincidence des noeuds , qui est prouvée par les observations, nous a donné le résultat ($. 111.), que a est plus grand que o, ooi3, ce qui est presque cent fois plus grand que la valeur que nous venons de trouver. II làut en conclure, que l’hypothèse, sur laquelle est fondé le dernier calcul et la valeur a = o, 000073 , n’est pas admissible pour la lune. Cette hypothèse suppose, 1) que la lune est un sphéroïde elliptique, a) que sa densité est constante ou uniformément croissante vers le centre , 3) que la lune a été un corps fluide ou mou , pour pouvoir prendre la figure que sa rotation et l’attraction de la terre tendaient à lui imprimer. Il en suit, que la lune a été, dès son origine, un corps dur et irrégulier, ce qui parait être conforme auz observations de ses taches (II. $. zaï.).
CHAPITRE VL
Perturbations de la rotation de la terre.
$. Il 4- 1-Je« distancu dei planëtet à U terre lent tigrandea par rapport à la distance de la liine, et leurs masses sont si petites par rapport ë celle du soleil, <]u’il est aisé de prévoir, que leurs actions sur la terre, qui dépendent de sa figure, seront tout à-fait insensibles. Nous ne considérerons donc que rallraclion du soleil et de la lUne, la proximité de la dernière compensant la petitesse de sa masse, attendu que la dUTérence entre les divers diamètres de la terre doit être fort sensible à la distance de la lune. • *
Comme il ne s'agit pas ici du mouvement do translation, on peut regarder l'écliptique comme un plan invariable qui servira è déterminer le déplacement de l'équateur. Soit donc (JF'ig- aS.) £ le pôle de l'écliptique INL, C le pôle de l'équateur AB è une époque quelconque, soient A, B, deux points distans entre eux de 90'', et O le point de la sphère, vers lequel t'axe de rotation est dirigé à la même époque. En nommant donc Mé*, Mc^, les momens d'inertie par rapport aux trois axes principaux A, B, C, on aura a , et c ^ U , parce que tuus les diamètres de l'équateur sont des axes principaux qui ont les mêmes momens d’inertie ($. 87.). Si l’on fait
les équations fondamentales ($. io3.) deviendront:
— .T. ^ P g, , ^—.XlîlîV vrTfT .. — XcolO V V ^ V
VII. VIII. IX. _=ro
Or les coordonnées x, y, z, et X, v, se rapportent ici aux trois axes principaux, ou è l'équateur io3.): par conséquent v est l’ascension droite, comptée de l'axe des x, et X la tangente de la déclinaison 100.). En nomaaaat
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donc S la déclinaison du corps perlurbaleur , les équations précédentes deviendront
VIII. ^ ~fpr — 3y«*sin 6' cos J cos v> IX. rr=e
e étant une constante arbitraire. Déterminons maintenant les positions de» trois axes principaux relativement au plan de l'écliptique INL et b un point fixe I dans ce plan , et la position de Taxe de rotation O par rapport aux axes principaux, et faisons pour cela
IEA=., EA = «', IEB = n, EB = m', IEC = X,
EC — l, AO = «, BO = p, CO = 7,
2 étant l'obliquité de l'écliptique. Pour éliminer les quatre premiers angles^ bisons encore
ECA = <1), EOC = +.
Cela posé, la position de l'axe priucipal C, qui est très* peu. éloigné de l'axe *de rotation O, sera donnée par les angles X, 2, et servira à déterminer la poiû lion de l'axe principal A par et CA^po*, et celle de B par CAB=90* al AB=:go*. Pendant la rotation instantanée autour de O, qui est aupposée se faire suivant .\BC avec la vitesse u, les angles a, p, 7, £0, lEO, ne changent point, et l'on a d\)/=rud/. Le triangle CEO Iburnit lei équations suivantes.
, . , eoi I — eo»7eo» EO . . ««•Y — eoiteoiEO
(•) COS = ;c— — .rr > (a) CE 0 = . , --77 — ^
' |IB7lin£0 ’ ' ' •intnnEO. '
cos E c 0 =
COI E O — COI 7 COI t lin 7 un 1 *
tlais £COr= F.CB BCO, ECBrrajo* — donc cosECBir: — sin sinECB— — coi(J); et les triangles BCO, ACO, donnent cosBCOzi^^^,
. T, ^ „ cui a „ , ^ „ COI a COI <1) — eoiQiin(k
ainBCO=;co8ACOrr d'où il vient cosECO= ^ j.
ce qui étant aubslilué en (3) donne
(4) coa E 0 — COI 7 œs / ain / (coa a cot $ — ctM p ain $).
Si l’on diUéreniic l'équation (i), on trouvera
(5) Mdt ain ain 7 ain EQ = d/ ain I;
et la même équation donne tain7ainE0siniJ/j*=.sin®7— 'COs'EO — coa*/-f-
Ipü
* C08 V col / CO* E O = «in® "Y sin’ / — (coaEO — •cos7co«/y*. En lubslituant donc (4). ot ain* 7 rr co«* a cos® P (Ç. io3.), on aura
(6) ain 7 ain 4’ ain E O = «in l (coa a «in -f- co* p co* Cf),
«e qui éUnt «ubatitué en (S), donnera \
(7) w 3/ (coa a «in (p -f' coa p cos J)'^ =: 34
Lea Talenra prëcédenlea coa A CO =: et co* B CO r:: ain A CO —
donnent coa a «in co«p coa ain 7 «in (cp A CO): il faut donc prendre l’équation (7) avec le signe — , parce que h eal positif, et <P^ACO^i8o*. En introduisant donc lea valeur* wcoaa:=p,' ucosp^:^
($. io3. (z())t I* dernière équation donnera
X. — — V sin cp — q coa p
On a dans le triangle CEO, «în /sin CEO =: sin 7 sin \|», d’oà l’oli
tirera en vertu de l’équation (6), «in/ainC Eü«inEO:r:~t~8in /(coaaainÆ-l-
coapcoa^). Or CEO=IEO — X, donc 3.CEO=r — 3X. Ainsi la diilié-
rentielle de (a) donne 3X ain /«in EO sin CEO -f~ d/cos/sin EO cos CEO ~
3/ «in / cos E O, d’où Ton tire :+; 3 X ain / (co* a ain $ -)- co* p cos $)
3/(sin/cosEO — coa/sinEOcoaCEO) -4^ {cosEO — co«/[co*/cosEO -j- ^ l **** ^
ain /sin EO cos CEO] } - (coaEO— co*/cos7) (a)r:3/(co*«cos(p— coapaintp)
(4)- Si l'on sub.titue (7)3/= — u3< (cos a sin $-|- coa p cos <p), la dernière équation deviendra it; 3 X ain l~vdl (coa p sin (p — cos 3 cos ^). Mais cos (p est négatif, at X décroit par la rotation, parce que C décrit l’arc Ce.- il but donc prendre le signe — j ce qni donnera
XL ^ sin / = p cos $ — q sin
Enfin on a (p -4~ OCA OCE =: 36o°, et la rotation n’altère point l'angle OCAj d'où il vient 3^) = — 3.0CE. Ainsi la différentiation de l'équation (3) donnera dpsin/sin-7sinECO=:d/(sin/cos7 — cos /sin 7 coa ECO) =
3/*in/co*7 — d/coa/(co*aco*$ — coa p ain 0) (3) (4)- L'équation (3) don-
• • • - D rin* 7 «in* t — (coi E O — COI 7 COI 11* .
ne auasi ain® 7 ain* E G O = i z=. ain® 7 —
lin* I
(cu*aco*qi-co*psin:p)® (4) =co*®aain®(p-fcoa' pcos®4>-i-aco*acoap*in^co*(p, à cause de sin® 7 = cos® a -{- cos* p; d’où il vient
ain 7 ain E C O = (co* a ain (p -j- co* p coa q>) (7)1
ce qui étant subatitué dan* la dernière équation, donnera
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, 9^ sin / = ud/ {sin /ccmY -|- co«/(c(M ^sin (p — co«aco<^y(.
Or cos ip est négatif, et $ croît par la rotation: il but donc prendra la signe -)- , ce qui donne
XII. = r -j- cot / (9 sin <p — p cos ^ cos L
$. Il 5. Nommons a' la longitude du corps perturbateur V, comptée du point I, et p sa latitude sur l’écliptique, de sorte que lEV ~
EV =: 90* — P, la longitude du pôle de l’équateur étant I£C=:X, et la longitude du point vernal — go*; d’où l’on conclura la longitude du corps V, comptée du point vernal, azra' — X-j-go*. En faisant donc, pour abréger, a' — X = t], on aura sinar=cosi), cosa~ — sin >). Ainsi les équations (II. §. a5. 1. VII. II.) donneront, en nommant ; l’ascension droite de V, comptée du point vernal ,
sin S ~ cos / sin P -}- sin l cos p cos >1, cos S cos ( ~ — cos p sin «|, tang f cos S cos ( ~ cos é sin ( ~ cos / cos p cos i| — sin / sin p.
Si l'on nomme Y l’ascension droite de l’axe des x, ou de A, comptée du foint vernal , v étant l’ascension droite de V , comptée du même axe ■(Ç. n4.). on “ w = f — y, <pr=ECA = go*4-'y', donc v— f — $ + 90*, d'où U vient
cos s sin V coe $ (cos $ cos f -4- sin $ sin ;) = sin4>(cos / cos ^ cos «I — sin / sin p) — cos <p cospsin i|,
‘ cos i' cos V =: Goa f (sin 4> cos ( — cos 4) sin f) =:
cos $ (sin / sin p — cos i cos p cos 11) — sin (p cos p sin r|.
Puisque la latitude du soleil est nulle, et celle de la lune ne surpasse ja> anais six degrés, on peut (aire ain^ p = o et cos‘ p =: a : cela posé les valeurs précédentes donneront
sin é cos S sin v = ^ sin t^sin « (sin ap cos’ l -1- sin a/sin a — sin apsin*/) -4- I cos $ cos a (sin ap 00a / -4~ a sin / sin «),
— . ain t cos t cos v = I sin 41 «os m (sin ap cos / a sin / sin «)
-f- 1 cos 4 sin « (sin a p sin* / — sin a p cos’ / — sin a/sin a).
Ki Ton Csit sin a p = a tang p = ai sin (a — Q), i étant la tangente de IHncKnaison, et Q U longitude dn noend ascendant de l’orbite lunaire, et qu’on
développe lei produits det angles yariables o, fi, (p, par leurs sommes ou différences, on trouvera
sin î cosî sin t> =: i (cosf-^ cos a/) {stn (lo — $ — jj) -t- sin ($ — Q)} .
+ ÿ (cos / — cos aO {sin (ao — Q) —sin ((j> jj) j -f I sin / { a cos /sin $ -J- ( I — cos /) sin (a « -f cp) + (i -f cos sin (a « — $) } , sini cosffcos v= L (cos /-I- cos a/) {cos(aa — cp — tî) — cos((p— Q)}
— ÿ (cos / — cos a/) { cos (aa -j- (p _ q) — cos (tp Q) }
— |sin/ { acos/cos$4-(i — cos/) cos(ao-j-cp) — (i -j-cos/)co8(a« — J») } .
En faisant pour abréger,
ao-|-!p — i, aa — aa-f-:p — aa — <p — (p-|-Q=j, (p— 0=/, les équations VII, Vlll (J. 114.), deviendront
^VII. { (cos/+cosa/)(sin^ +sintlO-»-(cos/-cosa/)(sinf— sin<)|
+ / I a cos /sin (p-|-{i — cos ^ sin é -f (i cos /) sin -P} ,
VIII. I(cos/-t- cos a/)(cos^-cos *')-(oos/-cos a/)(cos^-coss)>
•4- 1 /■«■ sin / { a cos / cos (p -|- ( r — cos /) cos é — ( I cos /) cos /V } .
5- 1 16. Il est aisé de voir, que les intégrales des équations précédenles auront cette forme:
(f*) P ~ h sin e_/ï
— |'/'"’^(co»/+cos a/) +\cMl-^ùOê *1)
-|/o•sin/^I:t|"2icos*'4-i^^osé^-î^to.$§, •
(9) q — ~ h cos ej'l
— (cos /-f- cos a/) — (cos / — cos a/)
— |/n’ain/^ — g— aîné f — sin* ^ sintpi.
Puisqu’on peut prendco ici, sans erreur sensible, les valeuss moyennes det diOTérentielles, on aura ,
^ (XII), ~ Sz — in Hii.), ce qui donne ($. ii5.) jj = an-[-e, — = ar» — e, — = (a -f-.)n + e,
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— — (a-fï)n — e, — _e— .n, — _e-|-*n.
Si Ton sultstilue mainlenant let valeurs (8) (g) et leurs différeatielles dans 1rs équations Vil, VIII, et qu'on égale séparément les coefficiens de chaque angle , l’argument ^ donnera J i/n‘ (cos / -+• côs aQ *■' ? ^ sin f' =
•| </>i’ (cos /-(- cos a/)^— -4- sin En opérant de la même manière sur les autres angles, on trouvera
A = (a + »^« — Br=(a-t-»)n + (i + /De» C = *» -f- (l
D = »/i — (i -t-y)e, E=a« — (i F = an-|-(i +f)e, G = (r -|-/3 «•
Tous les termes de p et q, qui sont multipliés par n*, résultent de l'action du corps V, parce que est entré dans les formules précédentes par la suh>
i Jf V
stilution de n* ~ (§. loa.): on aura donc (8J (gj , p~h*\aej't et q — — h cos eft, si la rotation n’est troublée par aucune force étrangère. Or P et ÿ sont nuis, si la terre tourne autour d'un axe principal, parce qu’alors O et C coïncident, d’oü il suit 'i — o, a^przgo*, donc p~q — o et h—o. Ainsi, la terre tournant du moins è très-peu près sur un axe principal, h est une très-petite quantité, qu’on pourra négliger, quand il s’agit de déterminer les perturbations de la rotation, dues à des forces étrangères. Cela posé, si l’on substitue les valeurs (8) (g) dans les équations X, XI, XII ($. oif aura >
XV. 4> = <l>-|-e/ — Xco*A
S- iij. Le* équation* précédente» donnent Tobliquîté do l’écliptique l, la longitude du pôle boréal ou du point «oUtitial du cancer X , comptée du point I (S. ii5.), et la potilion 0 du premier méridien A, à une époque quelconque i; le* cpn*tanle*, introduite* par l’intégration, L, A, *, donnant le» même* quantité* à l'époque d’où Ion part. Or la longitude du point *oU atitial, comptée du point équinoxial, étant conatamment de 90®, on aura, en nommant x la longitude du point I, comptée du point vernal , x4-X = go® ••• * — 9®* On a de plu*
y = o, oo4oai86 (S. in.), et/= (S- i»4)j
mai* Mc* — a^p, Ma* — ^ o*p(a*-|-p ) (J. $<].}, »a et ^p étant lesdie>
»élre* de l’équateur et l’axe: d’où il suit /•— *°* — °*~P*
en fXUa».
eu fâiaant ' P
On peut donc fkire, *an* erreur sensible, 1 4-» = > +y= 1, ce qui donne
1 1. » _ én . . a,
^ faisant de plus /=:a3*2j 5o" , i = tang 5° 9' , exprimant le tem* / en
>ours, et désignant par n, n, le* mojren» mouvemeo* diurnes de la lune et du soleil, on aura
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i=:;o, 090I2j3j n = 47435", o3; n' 3548", 33j e~36o“ 59^8"=: 1299548", 5; cof /=:o,.9I73ii2; sin /= o, 398171; cot/ = 3, 3o38i2;
> A et** 5 î r »
co« 0, 0829196; I, 7i5i4^; •
el I est nul relativement au soleil. Maintenant il faut se rappeler, que tous les termes, relatifs à l’action de la lune, doivent être multipliés par , ou que tous, les termes qui ont le facteur n,^ doivent être divisés par 78 (j. 10a.), En mettant donc x à la place de go' — X, K au lieu de go* — A, et «t>=o, les équations précédentes deviendront
XIII. /=L + 6",33i ./cos(aC— J3) + 3o'V9a./cosaC 169". °33 ./cos a O + *975"» 96 ./cos Oj J XIV. x=:K — la"', 33o ./sin (aC — C) — 7a", 076 ./sin a^
— 38g", 785 ./sin aQ — 5563", 81 ./sin JJ 4-(3o", 5435 -j- i3', 33l)/.^,■ XV. $ = K . O, gi73iia ; ,
le terme 3o", 5435 ./. / dépendant de l'action de la lune, et i3", 33i ./. / de celle du soleil.
118. Dana, les. équations précédentes L est la moyenne valeur de üobliquité, K est la longitude moyenne d'une étoile ou d’un autre point fixe, comptée du point équinoxial mobile; l — L el x — K. sont les variations des l'obliquité et de la longitude des étoiles dans le tems t, ou la nutation et la ritrogradation des points équinoxiaux. Leurs termes les plus considérables 3976". /cos Q et — 5564''./sinQ, sont la nutation proprement dite el IV^uaiiqn dit point équinoxial (II. §. 4’. !• H-)j terme 43", 875 .ft est la préoes* sion moyenne. Or 'on a trouvé par observation (11. $. 4'>-) nutation :=g",63cosQ: en égalant cela à 2975", 96. /cos fî; on trouvera /:=o,oo3a3; d’où il vient l’èquation du point équinoxial, — dx ~ 5563", 81 ./sin Q = i^',97i.sinQ, la piéccssion diurne 43",875/=o",t4'7, et la précession annuelle r=5i", 7a. La première est exactement égale è celle qui suit de l’hypothèse adoptée par les astronomes, 16'', oadsinQ (11. §. 4'>- U-)i I* dernière esk
peu dilTércnte de la précession qui résulte des observations (II. §. 3o.). Si l’on multiplie les termes i6g"cos20 — 38g", 8sinaQ par /~o,oo3s3;
il viendra o", ScosaQ et — i", a6sinaG> * comme ci-dessus
(II. 5. 4>.) La plus grande obliquité arrive dans les nouvelles lunes du prin-
aoi
t«nt( et dans les pleines lunes de l'automne , la lune étant en même tenis*
dans le noeud ascendant, ou dans les pleines lunes du printems et les nou>
velles lunes de l’automne, la lune étant dans le noeud descendant: alors on
a cos(aC — îî) r= cos aC = cos aO = cos Q = I et /= L -f- 3*8a'',a44
La plus petite obliquité a lieu dans le premier ou le dernier quartier au
commencement de l’été ou de l'hiver, la lune étant en même tems & 90° de*
noeuds: alors on a cos Q :=cosa Q — cosa C=~ i » elcos(iC —
donc /“L — 3169", 58a .y: La plus grande dificrence est donc 6J5i",8a6
et suivant les observations 19", a6; d'où il résulte y=:o, oo3o3. On trouvera
une valeur plus exacte dey; par le moyen du terme 43", 8^5 ./ qui, suivant
les observations, est —o", iSesd* 3'uù il vient /"^o, oo3i3a5 , ce
qui diffère peu de la valeur précédente. Si l’on veut déterminer la masse de la lune = m, par la comparaison des équations précédentes avec les observations, il faut se rappeler que tous les termes qui dépendent de l'action de la lune, ont été divisés par '8. En les multipliant donc par 78 m, on aura par le terme de / qui a le facteur cosfl, et par celui do x qui est multiplié par t, ces équations: 33•iIa4'^ O-"' ■y^9*^63, et /‘(87oi7o''.m4-4869’',i6):=5o",a.
La première donne »/y=:o,oooc4i48ff, ce qui étant substitué dans la seconde.
donnera J' —
~ O, 0028958 , donc m
U, uuuu4 I f GH
4869'^, , B V, WW y- , w • 0,0028900 (19,6 S
ce qui est à peu près la masse lunaire que M. de Laplace a couclue du flux et reflux de la mer ($. 61.).
Si la terre a été une sphère homogène et molle, la rotation doit lui avoir donné la figure d'un sphéroïde elliptique, dont les deux diamètres sont entre eux comme a3o et 229, d’où il suit y=u, oo4 (§^.117.). Comme c’est d'un tiers plus grand que la valeur qoe nous venons de trouver, et qui est conforme aux observations , il paraît que la terre est moins aplatie qu’elle ne devrait l’être suivant cette hypothèse, ce qui est confirmé par la mesure des degrés (I. §. 192.}.
Si l’on fait m et y = o,oo3a36, les équations précédentes
deviendront
XIII. f.'=L-j-;)'',63.cos Q-f-o",S47.cosaO-|-o'',i.cos2C-(-o",02i.cos(2C — B),
XIV. K=K-}-o",i42./-i8".sinJJ-i",26i.sin2Q-o",233sin2C-o'',o4.sin(2C-B), XV\ <11=1299548", 45 . X . 0,91731.
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terme 9'', 63 coi Q e«t U nutation, lea termei auivans donnent ta correction; le plus considérable o'’, 547 cos a Q est appelé la nutation solaire: on la trouve dans la X\X. des TabUs du sokil par M. Ddambre, où elle a été supposée de o ',4343 cos a O* Le terme o", 14a est la moyenne précession pour un jour, les autres termes donnent sa correction ou l'équation du point équinoxial, qui est le double de la nutation. Le terme i",a6sinaO a été supposé de i".sinaO dans les Tables du Soleil par M. Delambrt {Suite de la Tub. XIII.).
§. Il 9. L’équation XV donne l’angle EGA {Fig. a5.), qui est l’ascension droite du premier méridien A, comptée du point mobile du solstice d'hiver. Le premier terme de (f est la rotation moyenne , le second n cos l renferme sa correction, ensorte qu’il paraît que la rotation n'est pas uniforme; mais ce n'est qu’une illusion. Il est visible, que l'ascension droite «P, comptée du solstice mobile, ne peut pas être uniforme, parce que le mouvement des points solstiliaux ne l'est pas, en vertu de l’équation XIV, qui donne l’augmentation de la longitude des étoiles x, ou la rétrogradation des points équinoxiaux et solstitinux. Cette rétrogradation, réduite à l'équateur, est xcosl (II. $. 3i. II.): ainsi la correction de <p, x cos /, n’exprime que l’accroissement de l’ascension droite , qui résulte de la rétrogradation des points équinoxiaux, et elle n’a rien de commun arec la rotation, parce qu'elle aurait également lieu , si la rotation était nulle. Celle-ci est dune donnée par un seul terme, proportionnel ù t; d’où il suit que, malgré l’attraction du soleil et de la lune, la rotation de la terre est parfaitement nnifoni'.e, si elle tourne autour d’un axe principal. Dans le cas contraire les termes hsiaej"/, hcosej'i, que nous avons négligés ii6.\ influeront sur la rotation. Pour déterminer cette action , reprenons les équations
p—v cos a~hs\ncfl, — v cos (3 rr — A cos e ft, d'où l’on tire i7*~ «* (cos’ a cos’ pi — »®sin*7 A’, donc Ar::usin7.
En substituant cela dans les équations X, XI, XII ($. ii4-)i d/rr w3/.sin7cos(<p-}-e/7), dX=: siii7sin($-|-c’yr), — dXcos/;
d'où l’on tirera, en mettant e ù la place de w, et et au lieu de
3/~ f9/.sin7cos(i -|-y^e/, 3X ~ sin7sin(i 9^=: — 9Xcos/, dont les intégrales sont à très* peu près
/ =: iin 7 sin (<p -|- e fi), y. ~ cos ($-}-« /0> $ — “ <fos l.
Ainsi dans le eas même, où l'axe do rotation do la terre ne ser.ait pas un axe principal , les actions du soleil et de là lune n’altéreraient point son uniformité, parce que le terme k ros / n’est qu'une inégalité apparente, ainsi qu’on l’a vu. Mais dans ce cas la rotation ne pourrait pas être uniforme, & cause des forces centrifuges ($. S8.). Or les observations d’une longue suite de siècles n’ayant indiqué aucune irrégularité dans la rotaliou du la terre, il faut en conclure, que la terre tourne sur un axe principal; ce qui sera encore plus évident par les variations de l’obliquité et do la prércssion, qui en résulteraient. Le maximum de ces variations est sin 7 et 4^ , ou
* iin 2
en degrés, Sj* i7'45". sin 7 et i43*33'5i".sin7, ensorlo que ces variations iraient de — 5^*.sin7 i 57’’.sin7, et de — ■i44***'“'V ù i4i’.»in7', dans le tems que l’angle eft emploie à prendre l'accroissement de 3Cu*, c'est-à-dire dans 3o8 jours. Il en résulte que, si l'axe de rotation s’écartait seulement d'une seconde de l’axe principal, l'obliquité et la précession, c’està-dire les latitudes et les longitudes des étoiles éprouveraient, dans l’espace de dix mois, des variations de x" eé de 5'', que les observations auraient fait reconnaître. Cest donc une preuve incontestable, que la terre tourne autour d'un axe principal.
On peut prouver l’unifoimilé Je la relation de la terre encore d’une autre manière. Si elle était dérangée par les actions du soleil et de la luae, les forces centrifuges qui dépendent do U lolalion, éprouveraient, dans l'éspnce d’un an ou d'un mois, des variations dues aux diverses situations du soleil ou de la lune: la pesanteur, qui est diminuée par la force centrifuge, et par conséquent la longueur du pendule à secondes, serait assujettie à des variations analogues. Mais il est prouve par les o’oservations les plus r.xacles, que la longueur du pendule à secondes, sous chaque latitude, est invariable.
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CHAPITRE VII
Figure de la Terre.
$. lao. I.ia terre présente au premier coup d'oeil une régularité Irappanle, et les observations des astronomes, des géographes, et des navigateurs prouvent, que sa figure ne s’écarte pas sensiblement de la sphère (I. $. i86. ig'i.}. 11 était donc naturel de chercher la cause qui peut avoir donné à notre globe une figure aussi régplière, et ces recherches donnèrent lieu à une des plus belles découvertes de Newton, celle de la figure elliptique de la terre, et aux expéditions astronomiques vers le pôle et l'équateur, qui ont singulièrement contribué aux progrès des sciences. Quand nous voyons, que la figure de la terre et de tous les corps célestes est la seule, parpii.une in^ finité d’autres figures également possibles, qui soit parfaitement régulière, nous ae pouvons pas croire que c’est l’eflet d’un pur hasard; nous ne pouvons douter qu’il n'y a eu des causes physiques ou mécaniques, qui ont produit cette figure, en la changeant et modifiant jusqu’au moment où toutes les forces agissantes étaient en équilibre. C’est au moins le seul principe, duquel doit partir toute recherche t/u‘ori</ue sur la figure de la terre. Quand même la terre aurait reçu, dès son origine, la figure qu’elle a conservée depuis tant de siècles, il serait infiniment probable, que c’était celle que l’équilibre suppose. Deux tiers de la surface de la terre sont encore aujourd’hui fluides, et ces mers immenses qui recouvrent la terre, sont en repos ou eu équilibre, ce qui serait impossible, si la figure de la terre n’était pas celle qui convient à l’équilibre. D’un autre célé, le continent s’élevant très- peu au dessus de la mer, et la profondeur des eaux étant inconsidérable, on doit en conclure, que la figure du globe terrestre entier est à très-peu prèn
celle qui établirait I équilibre, ai la terre était un corps fiuide. On est donc
Don-aeuleuieut autorisé, mais nécessité, de supposer la terre Jluide, Cela posé il résulte des premiers élémcns de rhidrostutùjue , que l'équilibre no peut avoir lieu, et que la figure de la terre ne peut être stable, et sa surface
en repos, que dans le cas où les deux conditions suivantes seront satisfaites,
i) Tous les canaux, remplis de ce fiuîde, et ayant la même base, doivent exercer, dans leur commune section, les mêmes elTorts ou pressions; en concevant donc dans chaque point de la surface de la terre, un cylindre creux infiniment mince qui s’étend jusqu’au centre de la terre, tous ccs canaux doivent avoir le même poids; autrement celui qui pèse moins, céderait à la plus forte pression, en s’élevant sur la surface de la terre, et sa figure serait altérée jusqu’au rétablissement de l’équilibre, a) La figure doit être telle, que la direction de la pesanteur soit partout per/icndiciilaire à kl suijuce: proposition aussi évidente par l'éxpérience que par la théorie. C’est le seul cas, où la peaaisleur contribue ù la stabilité et solidité de la terre. Dans tout autre cas, elle peut être décomposée suivant deux direclions, l’une perpendiculaire à la surface, l’autre en étant la tangente; la première soutient la figure de la terre, la seconde tend à l’altérer, en imprimant à la surface fluide un mouvement suivant la tangente, auquel rien ne s’oppose:^ ainsi l'océan ne serait pas en repos, et la figure de la terre éprouverait des chaogemens continuels.
Ces deux principes serviront à déterminer la figure de la terre par ta théorie. Le premier aiippose que, la position et la longueur d’un canal depuis le centre jusqu’à la surface étant donnéea, on peut trouver son poids, pour voir si tous les poids sont égaux; ce qui, rigoureusement parlant, n’est possible à moins qu'on ne connaisse la densité de la terre, on pluldt la loi suivant laquelle la densité dépend de la distance au centre. Maia c’est ici que la théorie est dépourvue de données, parce que les observations devraient être faites dans l’intérieur de la terre. Il est donc naturel d’adopter l'hypothèse la plus simple, c’est-à-dire une densité homogène. Il est vrai que la connaissance superficielle même, que. nous avons de la terre, luffit pour prouver que cette hypothèse n'est pas exacte; aussi le rappoct
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des axes qui en résulte, n’est pas entièrement conforme aux observations. Mais notre but n'est pas de déterminer par la théorie les dimensions exactes de la terre, ce qui ne peut se faire que par des observations; nous nous proposons, d’examiner en général les changemens que la figure sphérique éprouvera par la rotation, et d’expliquer par des principes physiques l’aplatissement delà terre. L'hypothèse précédente suffit pour ce but, et la comparaison de ses résultats avec les observations nous apprendra, si elle est conforme à la nature ou non.
La densité homogène de la terre sera donc la base des recherches sui* vantes. 11 en suit, que la terre, si elle ne tournait pas autour d’un axe, prendrait spontanément la figure sphérique; mais que les forces centrifuges, ducs à la l'otation, changeront sa figure de manière, que la distance de tous les points, ayant la même force centrifuge, à J’axe de rotation, éprouvera des changemens égaux; d'où il résulte, que l’équateur et tous les parallèles sont des cercles, et que la terre est un solide de révolution autour de l'axe de rotation, eiisorte que tous les méridiens sont des courbes semblables, 11 en suit encore, qu’un plan de méridien passant gar l’axe et un point quelconque M de la terre, la partagera en deux portions égales et semblables qui, par conséquent, attireront également le point M, de sorte que la direction moyenne de la pesanteur coïncide constamment avec le méridien, étant, en vertu de la condition a), perpendiculaire à la tangente du méridien. Ce sont les principes qui serviront à démontrer les théorèmes suivaus. Une théorie générale qui ne suppose aucune hypothèse, et qui a donné lieu aux recherches savantes de D’Âlembert ('), Clairaut (’'}, Laplare (^), et d'autres géomètres, appartient plutôt è la physique qu’à l’astronomie.
$. 121. Parmi ceux qui ont examiné avant Newton la nature des forces centrifuges, et l'altér.ition de la figure de la terre qui en résulte , Muyghens méiiio une attention particulière. Newton fonda une nouvelle théorie
(x) RêchirKtiti %uf Jijfi'tn» points important du ^st. du Monde, LU* HI, yi. et
Mathim. Tom. yi,
(i) Théorie dé fa fipieé dé la T#rr*.
(3; A}e*auitfue ctlestt*
H A P. VIL
inr sa dëcooTerle de l’attraction universelle de tonies les molécules j an lieu que Huyghens eut supposé, que la force attractive était une propriété particulière du centre de la terre, que par conséquent 1a direction de la pesanteur, en faisant abstraction des forces centrifuges, passait par le centre de la terre, quelle que fût sa figure, et que la pesanteur, dans toute l'étendue de la terre, était proportionnelle à une puissance constante X de la distance r au centre. Cette hypothèse simplifie singulièrement les recherches. Soit {Fig. a6.) C le centre de la terre, P le pôle, A un point de l'équateur, C A m, C P = n, C M r= r, A C M p, et nommons A et F la pesanteur
et la force centrifuge sous l’équateur: cela posé la pesanteur en M suivant
MC sera = ^ A. Ayant abaissé sur CP la perpendiculaire NMQ, la force
centrifuge y eiv M suivant MN est proportionnelle à la distance de l’axe
(S. 69.), parlant f = ~ F ~ 1.?-“*-^ Fj elle sera donc suivant Mm —
1“ COS* 3 ^
fco$Q~ F, d’où il résulte la pesanteur, diminuée par la force cen-
A F s? co>* 3
trifiige, suivant MC= — ^ J», et la pesanteur de l’élément
Ar^ir Frireoi'p f • , i-J" • j , 1 i i v 1.
, en faisant lépuisseur de tous les canaux MCdgaleal u-
ArX*+-> Fr*co,*J
nilé: l'intégration donnera la pesanteur du canal entier CM ~ î:.
En faisant p=:o, r—m, et ensuite p = go", r~n, on aura la pesanteur
du canal CA^^^ -, et celle de CP=rT^^-r — «r. Comme elles
doivent être égales, par hypothèse, on aura l'équation
a Am^"** ' — (X -f i) Fm^^-^- • = a An^'
d’où il suit le rapport des axes,
On verra plus bas, qne la rotation de la terre donne ^ H suit
La supposition que U pesauteur soit proportionnelle è est è la vérité contraire è l’attraction universelle, en vertu de laquelle ce rapport n’a lieu que dans le cas où le solide est une sphère homogène. Cependant la figure de la terre ne s'écartant pas beaucoup de la sphère, l’erreur qui en résulte, ne peut pas être sensible: en effet, si l’on fait X o, ensorte que la pesas-
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leur est constante sur toote la terre, on aura m : n 5^8:577, ce qui est le rapport adopté par HujrAhens; si l'on fait — 3, on aura m: n :: 579:578, ce qui ne dillëre pas sensiblement du rapport précédent. Mais l'autre sup* position, que la direction de la pesanteur passe connstamment par le centre, ce qui ne peut arriver que dans la sphère, est la source de la dilTërence considérable qui existe entre ce rapport et celui qui résulte de la théorie de Newten ou des observations.
Quand la théorie de la granfalion universelle eut été confirmée par une foule d'observations et de découvertes astrononiques , l'hypothèse de Huy- . • ghens n'était plus admissible, et l'on fut forcé de prendre pour principe, que les corps sur la terre ne pèsent pas simplement vers le centre, mais qu'ils sont attirés par chaque élément de la masse terrestre, en raison di* recte de la masse de l'élément, et en raison inverse du carré de sa distance. Ainsi la pesanteur d’un corps est la force résultante des attractions innombrables de tous les élémens. Celle •gravitation universelle imprimera à la terre la figure sphérique, si elle n’a point de rotation. Mais dès que le mouvement diurne de la terre commence, tous ses points hors de l'axe recevront des forces centrifuges, qui seront d’autant plus fortes, et plus direc. tement opposées à la pesanteur, que ces points sont plus près de l'équateur. Ainsi la pesanteur diminue depuis le pôle jusqu’à l’équateur; la masse fluide de la terre s’élèvera vers l’équateur , la figure de la terre sera aplatie vers les pôles, et les méridiens ne seront plus circulaires. Or comme ils ne s'écartent que très-peu du cercle, il est naturel d'essayer d’abord Vellipse qui, de toutes les courbes, approche le plus du cercle: il s’agit donc d’examiner, si des méridiens elliptiques sont susceptibles de l'équilibre, et quel doit être le rapport entre les axes de ces ellipses. La solution de ce problème, suivant la théorie de Newton, est l’objet du Chapitre présent.
§. 13». Lkume. La section du sphéroïde elliptique par un plan quelconque est une ellipse. Soit LRNO cette section {fig. 37.), PQ l’axe du sphéroïde; abaissons sur le plan LRO la perpendiculaire P/>, et menons par Pp et r.ixe le plan du méridien PAQ, qui coupe perpendiculairement le plan LRO en MN et l’équateur en ’A. La position «lu plan générateur étant
donnée, on connaît F K et PKM=:c(, ce qni donne dana le méridien ellip» tique le point M, et par U nature de l’ellipae, lea coordonnéea Pm = e, Mm = e. Que d’un point quelconque R de la courbe, on abaûie lea per< pendiculairea HS aur MN, et RT, ST, aur PQ, RS étant perpendiculaine au plan PAQ. En nommant MS=<, SR = u, on aura r»T = Sazzteoa «, Ma=/aina, donc PTr=c-f-/coaa, ST=:« — /aina. Or le point R étant auaai dana le méridien elliptique PRQ, la figure du ^héroïde donnera, e» faiaant le diamètre de l'équateur =am, et l’axe —%n, Téquation aoirante entre PT et TR:
TR* = ^ («n.PT — PT*), d’oik l’on tirera u*=TR*-ST», on n*a*Zam*nc-mV— n*e*+ a / {m*(n— c)coaa + n*eaina) -<*(m*coi*« +n*ain*a). Maia on a, pour le point M dana l’ellipae PAQ, n*e*=/n*(ane — c*), d’où il vient, en faiaant, pour abrégei^ •
m* coa* a -\-n~ ain* a ~ M*, m* (n ■ — c) coa a n* e ain a = N, n* u* = aNr —
St l’on fait u=:o, on a t — o et / — MN, parlant Mc = ?MN =yz=
En nommant donc eS =: x, il viendra t — f — x, donc n* = — (/* — i*).
Cette équation noua apprend, que MRN eat une ellipse, dont le centre eat c, et lea deux axea MN~ay aca= — M, qui aont entre eux comme
fl
n i M. L’ellipae ae changera en cercle, ai a =: 90“, le plan générateur étant perpendiculaire è l’axe. Dana tout autre caa, le diamètre MN qui eat dana le plan de Taxe PQ, aéra le petit ou le grand axe, aelon que le aphéroïde eat aplaK ou alongé, parce que n* — M* = (n* — m*) coa® a. Noua alloua en tirer deux concluaiona importantea.
1. Si le plan générateur ou MN eat parallèle è l’axe PQ, on a
B = O, M = m, y= n — e =: C m, et U* = ^ { (n — c)* — x* } .
Il*
L’ellipae MRN eat dana ce caa aemblable aux méridiena , le petit axe M N a (n — c) eat parallèle è l’axe ou perpendiculaire è l'équateur , et le grand axe — (n — c) eat ailué dana le plan de l’équateur.
a. Concevona que le plan générateur ou MN avance parallèlement, enaor> te que c aoit invariable, pendant que c et e changent: cela posé, M et le
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rapport <fei deux axes est constant, mais f ou la grandeur absolue des' axes change. II s'en suit, que tous les plans parallèles qui couperont le sph>troî<l<>, donneront des ellipses temblabltf, si donc deux sphéroïdes semblables et concentriques, dont les axes ont même situation, sont coupés pur un pluo^ les denx sections seront des ellipses scmblubles.
§. ia3. TuioKÈME. Deux points matériaux qui, à ta surface de deux torps semblables, ont des situations analogues, seront attirés par les corps avec' des forces qui sorti entre elles comme les distances au eentre, ou comme les diamètres de ces corps. Soient {^Fig. s8.) M, m, les deux points, et M N 0, mno, les deux corps, auxquels on a donné une situation semblable autour d'un commun centre C: cela posé M, m, se trouveront sur le même raj'on CM. Ayant mené deux cordes parallèles MN,. mn, on aura, à cause de la ressemblance des solides, MN : /nn CM : Cm, «Concerona que M, m, soient lee sommets de deux pyramides ou cônes évanouissans et semblables N MO, nmo, dont les bases NO ois NL et ni seront entre eux comme les carrés de MN et ma: prenons dans la première pyramide un point quelconque X, et faisons MX = j:, Xjr=rdx, et la surface XY = X qui est parallèle è hi base N L: cela posé, réicmcnt X.j'tZiXdx exercera sur le point M l’attraction ~ ^ d’où l’on conclura raitraclion de la pyramide MX =/
Soit a:=Aa la base des deux pyramides MN, mn, è la distance MA=:is alors la base à une outre distance x sera X=zax^, d'où l’on lire l’attraction de la pyramide MXz=/e.di=ar, celle de la pyramide MN=tt MN, et de la pyrcmide mn — a.mn. Il en suit en général, que les attractions qu'exercent des pyramides semblables sur des points dans leurs sommets, sont comme les hauteurs, ou d'autres lignes homologues, de ces pyramides, c’est-àdire comme leurs racines cubiques. Puisque ^ — aussi
... . , X IT t
exprimer latlraction de la pyramide par —
Ainsi les points M, m, sont attirés par les pyramides ou les éiémeaa semblablement situés de leurs corps, MNO, mno, arec des forces qui sont entre elles comme MN : mn :: CM i Cm,- et ces forces élaat décomposées suivant une direction quelconque MC, mC, seront comme MNcosCMN et mncosCmn, donc comme MNimn; ;CM:C/n, Puisque les pyramides sont
•apposées èire semblables, elles seront dans le rapport de CM^ et ou
dans celui des solides entiers: d’où il suit que les deox solides renferment le même nombre de pyramides semblables. L’attraction des solides entiers sera donc aussi dans le rapport de GM: Cm. Puisque le point C est arbitraire, MC peut représenter la direction moyenne de toutes les attractions élémen* taires; et alors on aura le théorème qu’il fallait prouver.
$. I34> Tk ÈotiÈtÊ e. Les atlraclions <jue deux points matériaux qui se trouvent sur le même diamètre du sphéroïde elliptique, éprouvent par Faction du sphéroïde entier, sont comme les distances de ces points au centre. Soit (,Fig. ag.) A FED une section du sphéroïde, P un point materiel dans le plan de cette «ection, et concevons un sphéroïde semblable, mené par P dans la même situation que ÂFE, dont la section soit PQe</: cela posé, AF ED, VQed, Seront de.^ ellipses semblables {§. 122. n. a,). Ayant mené par P deux droites infiniment proches l’une de l’autre, DP F, EPG, elles formeront les pyramides semblables P G F, P DE, P de, si le plan AFE tourne autour de P, en décrivant uo sogle infiniment petit; et les attractions U, V, v, que les pyramides PGF, PDË, Pde, exerceront sur P, seront comme les distances PF, PD, Pd ($. ii3.). Si C est le centre des deux ellipses dans cette situation, et y* le milieu des cordes FD, Pd, on- aura PF=:Dcl, d’où il suit V — 'o:U:;Drf:PF::i:i; l’attraction du segment DEerf est donc égale à celle de la pyramide P F G; Or ces attractions étant opposées l’une à l'autre, le point P sera attiré seulement par la pyramide Vde. 11 en est de même de toute autre ligne dans le plan AFE, d’où il suit, que le point P est attiré par l'élénieat sphéroïdal APEC qui rst renfermé entre deux plans passant par P, précisément comme s’il était attiré seulement par l’élément du sphéroïde intéiieur PQeC. Concevons maintenant, que le plan AFEP, en tournant autour de P, traverse le sphéroïde entier: alors ce qui précède, aura lieu dans chaque position de ce plan, ou pour chaque élément du sphéroïde, et par conséquent dans toute l’étendue du sphéroïde: le point P éprouvera par l'action du sphéroïde entier la même attraction, que par l’action seule du sphéroïde semblable PQeC, à la surface duquel' P se trouve.
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Soit maintenant C le centre du sphéroïde, et p un autre point sur le rayon G P, lequel éprouvera, par ce qui précède, l’attraction seule du sphéroïde semblable passant par p.* tes attractions des deux points P, p, seront donc comme CP, Cp (§. laS.), ou comme leurs distances au centre C. ' Le rapport précédent a encore lieu , si le sphéroïde tourne autour d’un axe RCr.- car le diminution de la pesanteur des points P, p, due aux forces centrifuges, suivant SP, sp, est dans le rapport de SP:sp::CP:Cp (S* ^-)* pesanteur étant, par ce qui précède, dans le même rapport,^
et les forces centrifuges ayant la même situation par rapport à la pesanteur, parce que les deux points sont sur le même rayon; la pesanteur, diminuée par la rotation, suivra aussi le même rapport.
§. xa5. Tb ioukus. L’équilibre ne peut avoir lieu dans le sphéroïde elliptique , que lorsque tous les points à la surface sont attirés vers le centre^
en raison inverse des distances au centre ou des rayons du sphéroïde. Soit'
{Fig. io.) AMP le méridien elliptique, P le pôle, A un point dans l’équa- ^teur, M un point quelconque, CA = m, CP=in, CMrrr, et désignons par A, P, M, la pesanteur vers le centre , qui aurait lieu sous l’équateur , au pôle, et dans le parallèle M, si la terre ne tournait pas sur un axe. Concevons de petits cylindres de même épaisseur, qui s’étendent de ces points jusqu'au centre; alors chaque point dans les sections perpendiculaires de ces canaux, ab, pq, mn , éprouvera l’attraction ^ A, ^ P» M , vers' G
(<$. ix4')« faisant donc Cor=x, Cpzz.j, Cm^z, on. aura la pesanteur
des élémens cylindriques ba — fii.? A, o'ir :z: P, * — M , d’où
U résulte, si l’on fait après l’intégration azzzm, y — n, z~r, la pesanteur
des canaux entiers, CA:=?/nA, CP=InP, CM = "rM. Comme tous ces
canaux doivent se faire équilibre en C {$. lao. n. i.), on a mA=nP.= rM, ou A:P::n:m et A:M::r:/n. L’équilibre a donc lieu dans la sphère, si elle n'a point de rotation, parce que m = n = r et A = P = M.
Si le solide tourne autour d’un axe, la proposition précédente a également lieu. Dans ce cas chaque point m sera sollicité suivant CA par la force centrifuge V Z 69.) , u étant la distance du point m k l’axe,
h l’accélération de la pesanteur en m, et Z le poids du point matériel rn. Or
L I V-R E lY, C H A P. VII. ai3
le« matSM d«t ël^eos m étant aupposées égale*, leur* poids seront proportionnels & h: en faisant donc Z = 3 p. A , il viendra \ u , et
u”ïsinPCM, donc Vrp'V'isinPCM, j étant nCm. Il en résulte une pression suivant mM = VsinPCM^:^.^** sin® PGM V'. Mai* Z:= * M (§. i340i la pesanteur de rélément suivant mC, diminuée par la force centrifuge, sera donc (Z — V') dsrrsda — n’V* »•““ P C M^, dont l'intégrale donnera la pesanteur diminuée du canal entier CM=:i(Mr — n7®r®sin®P CM) = V''.
'Si l’on met dan* l’expression de V', r à la place de z, on aura la force centrifuge du point M suivant CM = pV* rsin° PGM :r: M', et sa pesanteur diminuée = M" = M — M'=:M — K'VVsln*PCM, partant V" = î M' r. Si l’on nomme A", P", la pesanteur de* points A, P, modifiée par la force centrifuge, on 'trouvera de la même manière la pesanteur modifiée du canal GA = |A'm, et du canal CB=:^P''n. Or tous ces canaux devant exercer la même pression dans le <As de l'équilibre, il s’en suit M" r=: A"m =: P' n; ce qui nous apprend, que la pesanteur, diminuée par la rotation, vers le centre, est aussi réciproque aux distance* du centre. Mais il sera bon d’observer, que cette jkression vers le centre n’est équivalente è la pesanteur des corps graves, pevjiendicnlaire à la surface, que dans l’axe et dans l'équateur.
$. 136. P M.O» Li K s. Etant donné dans PcUipse APB 3l.) un
point Z, d’oïl Pon a mené Z T poroUèlement à P un des deux axes AB, et deux cordes ZM, Z/n, gui Jxmt arec ZT des angles égaux TZM =TZm — (fj ayant de plus abaissé des trois points Z, M, m, les perpendiculaires ZD, LM H, ‘
mlhj sur AB; trouver la somme des deux lignes ZL, Z/.
Solution. Soit C le centre de l'ellipse, et nommons GA — GR ■ — tt,
CP — Cp — b, Ah~t, hm'^u; le point Z étant donné par les coordonnées AD — c, DZ=::e, la nature de l’ellipse donnera pour les points Z et m les équations:
O® e’ é* c (ao — c) et aPu^ — b*l(ia — /).
En faisant donc Zl—x, Im—y, on aura x—t — c, y—u — e, d’où l’on tire ““ — e*— jr(jr-j-ï«). Or les deux équations précédentes donnent o’(u* — «’)= é* (t — c) (an — c — 0» d’où l’on tirera a^ y {y ^e) — x {aa — ic — x).
Si l’on y substitue jrr=xlang$, on aura Zl — x— — — et en mettant LZM — — ^ au lieu de IZm = -j-^.
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Z L = y = . a-où n ré.uiie ^
a’unj>^ + 6» » ' a*ig*4)+**'
Si iaog(]) Mt plus graad que ^ — — , s devient négatif. En eCTet,
1a droite qui touche la courbe dans un point quelconque, fait avec une lignev
paiallHe aux abscisses I, comme ZT, un angle 4' tangente est
in b*{(2 — t) — ®) r» -I »
— — — ^ : on a donc dans le point Z, Ig \Ji =: — i-; . •' “•*
Or il est
visible que, si l'on fait (^^'1', Zm ou Zv rencontrera l’ellipse de l’autre
J . , . J „ 3a»els;!b — 26*(o — e)
coté dans un point n, ce qui donnera Zo“ — j!=: : — rn — r: ~é
0*f«— e) a*ig*q> + 6* *
et a.' — j:~ — — ^ ^ , comme précédemment. La somme algébrique des
4i*(a_cl
deux abscisses ZL, Z/, est donc constamment -r — — -,
. «* is ^ 6’
Soit maintenant D le sommet, C le centre d'une ellipse DFEG, sent*
blable à AZBP, et faisons £DQ = ED<7=:$; cela posé, les cmrdes DQ et
ZM, Dç et Zm, seront parallèles entre elles, et la nature de l'ellipse don*
nera l'équation ,
Rg* = Rÿ» = DR»tg*(J)=5* DR(aCD — DR), et CD=a— c, d’où il suit
DR
Comme AB pourra être, dans lés formules précédentes, le grand ou le petit axe, on en conclura ce théorème général; A^ant mené d’un point quelconque Z d’une ellipse, deux cordes, inclinées sur l’un des axes de l’ellipse AB sous des angles égaux, ZM, Zm, ou ZN, Z/i; ayant ensuite abaissé sur le même axe AB les perpendiculaires ZD, LM H, m/ A, et décrit par le point D, sur l’axe AB, une ellipse semblable è la grande; aj’ant enfin tiré de D deux cordes, parallèles aux cordes ZM, Zm, on ZN, Zi.- on aura ZL-j-Z/ ou Z O — Zo=:aDR.
$. ti-j. Soit Z un point è la surface do sphéroïde elliptique, C le centre, P/> l’axe, A B un diamètre de l'équateur: cela posé il suit de ce qui précède, que l’attraction moyenne sur Z doit passer par l’axe, parce que le plan ZAP B partage le sphéroïde en deux portions égales et semblables ($ ISO.): l’attraction qu’éprouve Z, pourra donc être décomposée suivant deux directions, dont l’une est perpendiculaire, et l’autre parallèle à l’axe. Supposons que la ligne Z Y, qui est parallèle à l’axe, rencontre le plan de l’équateur V|i D, qu’il soit décrit par D un sphéroïde semblable sur les niê-
■F» ax«», et que le plan AZBP tourne autour de Z Y: cela pesé, quelle que aoit la puiiûon de ce plan, tes intersecliona avec les deux sphéroïdes {urineront deux ellipses semblables AB,' DEI, dont les axes sont AB', Pp, cl DE, F G, D étant le sommet commun à toutes les ellipses intérieures^ cl le plan générateur par Z Y étant constemment parallèle à l'axe L'attraction de l’espace sphéroidal, renfermé par deux ellipses qui se coupent sur Z Y sous un angle infiniment petit dans une position quelconque du flan A Z R, est la diflférenlielle de l'attraction que le sphéroïde entier exerce sur Z. Soit donc ZL parallèle au grand axe des deux ellipses ou h l’éqna» leur ($. laa. n. i.}, et tout le reste de la £gure tracé comme dans le précédent: supposons que les cordes ZM, Z/n, DQ, Dç, s'éloignent des deux cûtés de ZL et DE, avec la même vitesse angulaire, ensorte que les angles LZM, LZ/n, EDQ, ED^, soient constamment égaux entre eux; et concevons que, dans chaque position instantanée, M, m, Q, soient les bases infiniment petites de pyramides semblables, dont les sommets sont en Z et D. Cela posé, les attractions que les points Z, D, éprouveront par les actions des pyramides, seront comme les cordes ZM, Z/n, Dp, Dy(S, nJ.), d’od résulteront les allraclions,* parallèles è l’équateur, suivant ZL et DE, qui seront comme les abscisses ZL, Z/, DR, DR. Ainsi I» somme des deux attractions ZL, Z/, est à la somme des deux pressions DR, comme ZL-f-Z/ rit è a DR: elles sont donc égales ($. ia6.). Pendant quelles angles LZM, LZm, EDp, EDÿ, ont augmenté de zéro è 90°, le rayon vecteur ZM a traversé la surface eUiplique TBPYZT, Zm a décrit lec segmens T/nZT et ZAïZj les deux rayons ZM, Zm, ont donc parcouri» l’ellipse enlière AB, pendant que DQ, D^, ont décrit l’ellipse entière DE; et dans chaque position l’égalité précédente a eu lieu. Ainsi t'at> traction totale que l’élément sphéroidal AZBPA exerce sur Z suivant ZT, est égale à celle que l’ellipse DFEGD exerce sur D suivant DE, quelle que soit la position du plan ZYD. Pendant que ce plan, en tournant sur ZY, traverse le sphéroïde entier, le point Z éprouvera constamment une attraction, parallèle à l’équateur, suivant ZT, qui est égale à l’altraction de D pat l’action de DFEG: d’où il suit que la résultante, ou l’altraction moyeuu
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de Z, parallèle à l’équateur, est aussi égale et parallèle à rattraclion moyenne' que D éprouve par l’action du sphéroïde intérieur DE. Or celte dernière passant nécessairement par le centre du sphéroïde DE ou par l’axe, et ks points Z, D, étant situés dans le plan d’un méridien, l’attraction moyenne de Z, parallèle 4 l’équateur, coupera Taxe perpendiculairement (ce qui a déjà été prouvé plus haut), et sera 'égale 4 l’attraction que le sphéroïde entier DE exerce sur D.
' Puisque les mêmes raisonnemens.sont applicables > au cas, où AB est l’axe et P/> l’équateur ($. ia6.), il en suit de même, que l’attraction totale de 21, parallèle 4 Taxe, ést égale 4 l’attraction de D par le sphéroïde DE; mais
dans ce cas le sommet D du sphéroïde est situé dans l’axe.
$. laS. Soit {Fig’ 3a.) M un point du méridien PA, P le pôle, CA=:m, CP = n, la pesanteur sous l’équateur =A, au pôle = P, MK parallèle, et ML perpendiculaire à l’axe, et concevons deux sphéroïdes KN, LO, semblables au sphéroïde terrestre, décrits par K et L sur les mêmes axes: cela posé, toutes les forces qui sollicitent M, pourront être décomposées suivant MK et ML. En nommant donc K, L, les attractions des points K, L, par l’action des sphéroïdes > K N, LO, l’athraction que M éprouve suivant*
MK, sera = L, et l’attraction, suivant ML ou KCznK (§. 137.). Or on a,
KE
CR
MK= ,
CL m
Soit Me perpendiculaire à l’arc elliptique en M, ensorte que Ke soit la sousnormale — , d’où, à cause de — x®), l’on tirera Kezz:^x=zKE;
ainsi les points E, e, coïncident , et M E est perpendiculaire à l’arc du méridien; d’où il résulte que, dans le sphéroïde cUiptiifuc, 1) la direction moyenne de la pesanteur est partout perpendiculaire à la suiÿace, si le rapport des axes m:n est égal 4 P: A. Ainsi l’une des conditions que suppose l’équilibre (Ç, lao. n. 2.), est remplie dans ‘le sphéroïde elliptique.
La pesanteur en M est M “ Y (K^ ~ A V y —
faisan, “in nonnnail f
mn' * rn n ,,j
la hauteur du polo ou l'angle AeM, on aura taiig p — — — — ^3'^* “
il suit x~—
, et M — ■
A in.
, — TT , donc «1*^ — — r, , — , s ,a » \
’ 7n’coiV-*-'‘ P
Puisque I est une quantité très-petite par rapport à m, l'exlractiou de la racine donnera
-, , / , I*»in*,3 , 3I*jin*.3\ . W - A _ /* »in» P / , 3?*5În’p\
^ + -TU,- + -JW--) • '• (.' +
ou 4, peu près - 3: ~ zz . ^*à**^"j ’l résulte que a) lape-
sanlcur croît sur le s/ihéroide cHiplîquc , de léquateur au pôle, à peu près en raison du carré du sinus de la latitude , ou en raison du sinus wrse de deux Jbis la latitude.
L'équation tang p donne aussi tang MEK zr ^ tang MCK.
Or puisque tous les points m sur le mjon CM ne sont attirés que par le sphéroïde semblable LmO (§. 124O1 et que par conséquent — e%MCK ont la même valeur pour tous les points m, l’angle MEK qui détermine la direction de la pesanteur, sera aussi constant; d’où il suit que 3) dans tous les points sur le même rayon les directions de la pesanteur sont parallèles entre elles, et la pesanteur vers le centre, ou perpendiculairement à la surface, est eu M et m, comme CM à Cwi, ou comme la distance au centre (§. i24.)*
$. 129 Si l’on nomme maintenant CM=r, Cm~z, la pesanteur en
M et en m, suivant ME, M et Z, vers le centre, M' et Z', et qu’on aliaisse
sur MC la perpendiculaire EG, on aura Z — — M, Z'zz.— M' (§. 128. n. 3.), MG ^
et M':z:— — M, d’où il resuite la pesanteur de l'élément du canal C/n Vers ^ c*
CzzZ'dczz .■ .* sès, M, r, ME, MG, ayant une valeur constante dans
toute la longueur du canal. Ainsi la pesanteur du canal C//t vers C est MG.M.z» , . .. MG.M
a Al E . r
et celle du canal entier C M =
2 Al K
r. Or les triangles sem-
blables CKM, CGE, donnent CG“ - CE, .\1G =
KE
- X (§. 128.), parlant M G . r— x^-f-y^ — æ" -4- ~ — r x® — n\
On a de plus M E=V zz
ffl-*
, et M =
2i8 astronomie physique
(§. 138.), donc rr —p- Cela donne U pression du canal CM ver» le centre C=:^A.m, ce qui est une quantité indépendante de la latitude de M, et égale aux poids des canaux CA, CP (J. laS.). Ainsi fous les conoux^CM depuis un point quelconque de la surface jusqu’au centre exercent en C le même effort; ce qui est la seconde condiliun de l'équilibre ($ iio. n.
On a donc vu que toutes les conditions que l'équilibre suppose, sont remplies par le sphéroïde elliptique ($. ia8.); d'ou il suit, que Veltipsc est la figure des méridiens, qui convient à l’équilibre, ce qui était le premier objet du Chapitre présent (J. 121.). 11 nous reste encore à déterminer le rapport qui doit exister entre les deux axes du méridien elliptique, conforménient à la rotation connue de la terre. Or ce rapport étant le rapport inverse de la pesanteur dans l'équateur et au pôle ($. laS.), il s'agit de déterminer ce dernier rapport.
$. i3o. Si l’on conçoit le sphéroïde partagé parallèlement à l’équateur en disques d’une épaisseur inSniment petite, le pôle de rotation sera en même tems le pôle de tous ces disques, et l'attraction qu'un disque quelconque exerce sur le pôle, sera la difTérentielle de la pesanteur au pôle. Soit (i-ijg. 33.) AB un de ces cylindres éranouissans, CAr=a le rayon de sa base ou du parallèle, CP=:r la hauteur du pôle au-dessus de la base, donc l'épaisseur du cylindre —dr: ayant décrit du centre de la base deux cercles infini-
ment peu éloignés l’un de l’autre MN, mn, et riommant CM=x, Mm=dx; la surfece MmnN sera = > xxdx, et l’anneau cylindrique MeinN %‘ftxdxdr, ce qui est en même tems sa masse M, si l’on suppose la densité = I. Chaque élément dM do l’anneau attire P suivant PM avec la force , et suivant P C avec la force : l’attraction totale de l’anneau sui-
y JW FM’
Tant PC sera donc gn intégrant par rapport è x,
PM X'nrèr _
on aura l’attraction du cylindre MCN suivant C = const. — —
xtrèrit ^ la constante étant déterminée ensorte que l’intégra-
V yir* + x*)/
le soit nulle, si arest nul. Eh faisant xz=a, on aura l’attraction du disque entier AB:^avrdr ~airdr(s— cosAPC)— 4*3rQin^APC;*;
cc qui est 1» moyenne direction et grandeur de l’attraction , les forces latd' raies suivant CA, CR, etc. se détruisant mutuellement.
J. i3i. Soit {Fig. 34.) A PB le demi -sphéroïde, P le pôle, AB l'équateur, C le centre, ab, «jî, deux parallèles, CK~m, CPr=n, Perzr, ca~cb^y, cy~dn cela posé P sera attiré par l'élément du sphéroïde a(ï «vec la force airdrf i — — — jr) (S. i3o.) rairdr^ 1 — - — — Ti~ï f — ^P|
parce que la nature de l'ellipse PA fournit l’équation y'=-j-(anr — r^), et l* e«t —rri^ — n*. L’intégration donnera
n ^ 1 1 nyfam’nr — i* r*) . a m* n’ , , y (a m* ri 1 —
P = aar^C-l-r-|- -, ^ ~ Arc lang V-J
ce qui est l'attraction du segment du sphéroïde aVbc. Pour que l’intégrale soit nulle, lorsque r est nul, il faut faire C = — — Arc tg —
■ ir, d’où il vient
' = air^r-t-
ny(im*nr — l*r*l am*n*
Arc tang
7* !• “y^am'nr— I*
En faisant r—an on aura am'nr — Pr^'zz^n*, et l’attraction du sphéroïde entier sur P, ou la pesanteur au pôle,
P = 4irn -hpj ïT Arc tang -^= — - — — - Arc tang
Puisciu’il est en général Arc lang — r -I- - — -, — cet. on peut dé-
°nn3n’'5n* velopper P en série, ce qui donnera
_4-Tin>iiC7* 7‘ , 7* J 4ffm»C 3 7* , 3 7* 1,
Prenons sur CB, CF=:/, joignons PF, et décrivons du rayon PC = n l’arc CD: cela posé F sera le foyer de l’ellipse, tangCPF = — , donc P=^^— (CF— CD).
Si le solide est une sphère du rayon a, on a /=o, m — n—a, d’où
il vient l’attraction d’une sphère sur un point k sa surface, S = ^'?ra, et
en nommant la masse de la sphère =M, S=:: 'j^: l’attraction sera
donc la même, que si la masse entière était réunie au centre de la sphère.
§. i3a. Soit {Fig- 35.) AMBN l’équateur, et par conséquent un cercle auquel l’axe est perpendiculaire au centre C; soit AB la projection du méridien du point A, dont on cherche l’attraction; soient enfin AM, Am, deux plans quelconques, perpendiculaires à l’équateur, dont les intersections
avfc le sphéroïde sont des ellipses, semblables au méiiJien, tellement situées, que le grand axe AM~au est dans l’c.|iialeiir, et le petit axe —ib est perpendiculaire à l'cqualeur, a étant k b comme m à n lai.''. Les plans A. VI, A ni, renferment une portion évanouissante du sphéroïde, dont l’attiaction est la diiréicntiellc de celle du sphéroïde. 11 tant donc regarder l'incliuaison d’un plan à l'autre, MAni, comme la diirérentielle de l'angle BAM. I.n faisant donc BAM~$, MAm~d$, il faut regarder ^ et comme des quantités constantes, lorsqu'il s’agit de raltraclion de félément MAm. Après avoir trouvé, par une première intégration, cette dilféientielle de l’attraction, toutes les quantités variables de l'ellipse AM doivent être exprimées en fonctions de tpj alors la seconde intégration’ par rapport à $ ■tonnera raltraclion du secteur sphéroïdal BAM. Comme la direction moyenne de toutes les forces qui sollicitent A, passe nécessairement par le centre C, on peut d'abord décomposer chaque attraction AM suivant AR et RM; alors les forces RM seront détruites par des forces analogues dans l’autre moitié du sphéroïde A N B, et la somme des forces A R donnera la force totale qui attire A vers le centre. £n nommant donc l'attraction de l'élément A M/n suivant AM Q , et raltraclion suivant AB = Q', on aura Ç' — Ç cos if. Or AMBN étant un cercle, AM B est un angle droite ek l'un aura
A M = A B cos tp, ou nzz m cos $, donc b — ^ a ~ n cos (p, et V (u* — b') = c = cos $ Y (ui’ — /i’) = l cos
i33. Les deux plans, perpendiculaires à l'équateur, qui, dans I» l'i'g. 35. ont été projetlés en lignes droites, sont représentés en profil dan» la fig. 36: ils sont piojeltés sur le plan AM, l'oeil étant supposé perpendiculairement au dessus de C au pôle L de l'ellipse AM (Fig. 35.), et l'arc de l'équateur ALM étant projellé en ligne droite ACM (Fig. 36), et L en C. Leurs communes icetions avec le sphéroïde sont les ellipses A DM, htm, les plans se coupent sous l’angle sphérique D AZ~ df (.$• >33.), et leur commune section est la droite AE, perpendiculaire à AM, et tangenteaux deux ellipses; les demi-axes AC=:o, CD=:A, sont entre eux comme m et n i3t.). Menons par deux points V, •a^ de l’ellipse ADM, le»
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plan* AVZ, Avz, perpendiculairea à ÂVM, qui coupent le plan AZm suivant A Z et Az; et décrivons du centre A et du rayon AC=:a, une tphérc , dont le secteur CEAcC tombe entre les plans des deux ellipses, ensurte que l'angle sphérique CEc est égal à l'iudinaisoii La pyramide AVvzZA étant l'élément du secteur sphéroïdal ADMniZA, renfurtné pue les plans A .M , Am, son attraction èi/ sera la ditierenlielle de celle de ce secteur, que nous avons désignée par Q ($. i3a.).
Si l'on fait l'élément de la surface sphérique N\rn=::ds, l’attraction
de la pyramide ANr sur A est — (Ç. taJ.), d’où l’on conclura l’al-
traction de la pyramide semblable A V a = ds~d</ (§. ia3.). En abuis* sant dans le plan ADM, les perpendiculaires NO, no, VY, sur A.M, et nv sur N O, et nommant
AO=X, ON = Y, AY — x, Y\=zy. n* = 3X, Nv = dY;
les triangles semblables AON, N*n, fourniront N n = N » — ° ^
et > A X “ E sin E N = 5 Cp cos C N ~ — 3 $ , d’où l'on tirera l’arc
N X cz A N . N A X ^ Xd$. 11 suit de là ds N n 1 N X “ a3ip3 Y et ^<7 — A V
— d(pdY. Puisque chaque pyramide A Vu a une pyramide analogue d« l'autre côté de AM, la force résultante des deu.t pyramides et de tout le secteur du sphéroïde ADMmNA, passera par AM, et la ditTérenlielle de cette résultante, ou l'attraction de la pyramide AVs suivant AM est dQ::=
— do= - 3<J)3Y.
Ç. 134. On a par la nature de l’ellipse, y’c= -, '■zax — a*), et par les
triangles semblables A N fl, A V Y, 2 , d\,ù il vient
ofcyfi'a — x) so6*fo’ — V*)
rt» -f. c»xj ’ P“fhint X — „J„s ^
Ÿ {za b" ■+ e'x) ' ’ o’ü” ■(- c’ i '
ce qui étant substitué dans l’équation précédente ($. i33,', donner»
. dont l’intégrale est <? = > d?) Arc tang ~ - ï J ►
ce qui étant nul, si NOr=:Y=::o, est compté depuis Mm eu AC> Ainsi pour avoir l'allraclion du secteur entier MDAZ/nM, il faut faire CAN^rgo®,, •tt ce qui revient au même, Y =AE=:e, et multiplier par parce quli
y a de Vautre côté de A M un secteur analof^ue. L’attraction de VéliJiupnl entier A M w (7’%. 35.) suivant A M sera donc ^ j Arc Ig ^
et Vallracliou suivant AB, Q irrQcoscp (§. iSa.). En nommant a Vangle constant, dont la tangente est ■— rr — , et substituant orrojcosÆ, b—ncos<p,
c ~l cos $ (§. i3a.) , on aura Q' zz ^na — 3<|)cos"(p, ce qui est
la diHÜrenlielle de Valtrarlion du secteur BAM sur A suivant AB: son
*771^ / Tï^i\ X
inl(^grale est -pj- (<I5 comptée depuis AB. En faisant
donc 0 “ 90“ zz ? TT, et multipliant par 2, on aura l’attraction totale qu’éprouve un point A dans Véqualeur vers le centre du sphéroïde,
A = ('— ÿ) = (c» - s cf) *4.).
Si Von substitue a zz — - -l- — cet
on aura en serie
. / m* , in*I* m* /* , "X
A zz2-jrm { I ~ — — j- + cet.J.
§. i35. Les valeurs précédentes de A et P donnent la pesanteur sous réquateur et le pôle, qui résulte de l’attraction du sphéroïde, et qui aurait lieu, si la terre ne tournait pas sur elle-même; je l’appellerai la pesanteur absolue, et la pesanteur relative celle qui a été diminuée par la rotation. Soient donc A, M, P, la pesanteur absolue. A', M', F', la pesanteur relative, aux points A, M, P {Ftg. 32.), CA—m, CPzzn, CMzzr, et YzziS"
la vitesse de rotation: cela posé on a P' = P, et le rapport des axes, dû à l’équilibre, est (§. laS.)
Il reste donc à déterminer A', on la diminution que A éprouve par la ro« talion , c’est-à-dire la force centrifuge dans l'équatcur. Si l’on nomme M la pesanteur du point M, sa force centrifuge, ou la pression que M éprouve
par la rotation suivant LM, est F tz: — M .LM (§. 69.), et l'accélération
de celte force , y zz ^ Ï7‘LM. Dans l’équateur on a LMzzCA^ni,
M 2 *yi
M rz A; ainsi y se change en e — et F en Ezz A. Puisque E
est opposé à A, on a A'zzA — Ezz
ig-ym.
A. Si l’on fait, comme ci-
dessus (§. 59.), — zz i3o79i5 et 7 zz: 1 5'' zz 0, 000072712, on trouvera — zz
^••^zz;;-^, donc A' ZZ A — Ezz^^ A, et m;n;:a89P:288A. Mais pour
sa3
avoir une valeur exacte — —c, il faut égaler g à l'espace que les corps parcourraient sous l'ëquateur en une seconde, si la terre ne tournait pas suc elle-même; cet espace ne peut pas être oliservë immédiatement.
Nommons cet espace G , et G' l’espace observé qui est l’accélération de la pesanteur relative sous l'éijuateur; désignons par g, (f, les mêmes espaces relativenieul à un lieu M, dont la latitude soit |3. Les forces étant comme leurs accélérations, on a E ^ A, F — M. Or e étant opposé à G, on
a G'=G — c, donc E = et en substituant e — E ~
G'-ht’ - aG'-i-y^m'
d’où il vient A'~A — E — — . Comme les observations se font
ordinairement d’après le tems solaire, il faut égaler le tems d’une rotation de la terre è a3 h. 56m. 4*-=^ ^6>64s. ce qui donne Y =
La longueur du pendule à secondes donne le seul moyen pour déterminer exactement G ou g. Si celte longueur a été trouvée par observa-
ir* TT* £
tion, en A a, en M = A, on a G' a, ^:zz — b; d’où Von tire — ou
Elal’-f-irn)
\.at*
TO
Or A'=A — E = A(i — c)=
I ' at*-h
partant
Si l’on fait
et*
f, on a P = 7, et A = A' (i + 7).
i36. Suivant les observations de Bouguer ('), le demi-diamètre de l’équateur est m ~ 3i8ioia toises, et la longueur du pendule à secondes sous l’équateur, a = 439-’> lignes ou toises , d’où l’on tire (*)
G = ain4,g5 lignes = -—h — toises, donc ' ^ 064UU
et 7 = 0, 0034775 =
Bougner trouve, par la longueur du pendule i Paris = 44", 57 lignes, 7 =r — *
Je supposerai 7:=^^, ce qui est sous l'équateur le rapport de la force centrifuge è la pesanteur actuelle ou relative, d’où il suit que la force centrifuge est ~ de la pesanteur absolue. Si l’on substitue maintenant A^~
dans Véqualion (1) 1$. i35.), il viendra
(1) fif. J, la Ttir,, Sta. f'I. $. ^O. Stal. y U. $. SS.
(ai l. Saci. ru. g. ai.
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Pour exprimer — d’une manière plus commode pour le calcul, Litonf
OT ~ n (i -f- u)]f,
Voplalisicment étânt w, et par conséquent un nombre très-petit dont nous négligerons les puissances plus élevées que la seconde. En faisant encore
— X, on aura a — Arc tang X, et X’ = -r — i = ta (a -4- u). Cela n a
donnera (§. i3i. i34.)
ce qui étant substitué dans l'équation (a), donnera
I — d’où l’on tirera — ^ ^ ^'7~ » ®**
(.’i-r.sçlx
Arc tangX=5^î^-
Si l'on fait a= — , on trouvera L = ^ ^ ^ aaVv ~
, en divisant, et négligeant les quantités de l’oidre y’X*, LzrqX-j-ai/X ,
ncra parlant
Arc tang X= ^
ce qui est la formule de M. de Laplace (*). Si l’on développe Arc lang X en série, on aura l’équation
(9+3X^) (^x -^-f ^-^-fcet.)=9X + a9Xî, et en divisant par aX3,
o = ,-fx=-f ^“X4, ou 0 = X4-|X“+^,.
dont les racines sont, ** prendre le sig-
ne — , parce que X < i. On a donc
.a _!l S . _ 1“ „ _ Q* — cet.) ? =
^ ^ 7 ^ 8.49 ' 16.5.45^ laS.aqoi ^ /J
9 (a, 5 -4- 5,357 . 7 a3 . 9“ cet.).
En substituant U viendra X’ = o,oo8746ia3 ; donc 1 -f X* =
(I) 3Iican. Cil. Xvmf II. pag, 5a.
( I 4- tO’
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i,oo8^46is3, ce qui dcnnera i -f* m = i,oo43635 , et u —
o,oo4o6.ij ~ ^ . Suivant M. île Laplace on a 17 = o,oo3^49'>7 î ce qui
donne u u,p(>43Ji)9^ Ainsi les deux axe» de l’ellipsoide terrestre m, n, sont, suivant la théorie, dans le rapport de a3o,a i aag.a ou
de a3i,^ h ïSo,^; le premier rapport est celui de Newton.
L’équation (4), qui répond & Téquilibre, donne plusieurs valeurs de X, dont nous avons trouvé ta plus petite. Pour le prouver, faisons AngtangX=: or, = O, et a — a 4>, les racines de ré<|ualion ° donnant le cas de 1 équilibré. La première racine est X:=:o, qui donne a — o, a—o, et (p = o, niais qui ne peut p.ss e.xister dans la nature. Si X est très-petit, a devient =zX, donc «>a, et ^ positif. Si a e$t=4^°— ^ — u,7854, X est égal à l'unité, et l’on trouvera 0 = ^. i.ooo^h^Oj^S ..., donc u<C«, et la valeur de <|) est négative. L'équation ^ o a donc une racine entre a~o et a=::4^^ <|ui •si celle que nous avons liourée, et qui donne o = 5° 10' .'4''. Si l’on fait
« = g >'*, X est = 00, ce qui donne une valeur positive de d’où il suit
que l’équation $ “ o a une autre racine entre o = 45’ et a = 9')®. On trouvera Ç = O, si l’on fait a — fg'’54 56'',g. ou Xr::68o,5. Pour voir, s’il y a encore d'autres racines, il tant se rappeler qu'il y a nécessairement un ma-
ximum entre deu.x racines. Or on trouvera le maximum de (]), en faisant
sont X . ,
et comme nous ne consiiieroiis ici que les valeurs positives de X, X = 0,071111
et X r: 4 '«585.17, ou a~4®7*a8",3 et a=: 8S*.j7'ai". Il suit de lè, que 0 n'a que deux nwximu, et par conséqueut trois racines seulement, X = o, X=o,og35a, et X=;65o,5, qui donnent a—o, ar=5“ioM4' , et a zz 8g“ j4'57'’: les maxima, pour lesquels nous avons trouvé a=.4®7'»8" et a — SR” 3 j" ai'', tombent entre ces trois valeurs. Tl n’y a donc que deux Ggures de l’ellipsoïde, avec lesquelles l'équilibre puisse subsister, et qui sont üélerminéei par le rapport des axes,
m : n : : i3ü : 219, et m : n : : 680, 5 : i ; la première Sgure est à liës-peu près celle qui existe dans la nature.
^=ro, ce qui donne o— X* — dont les racines
ouX"=::o, ooSa et X® ~ '7^9. 34 ''4»
ASTRONOMIE PHYSIQUE $, iS^. La longueur du pendule à «econdes a été employée ($. i35.) teulemènt, pour déterminer la peaanteur G el g; mai* celle longueur, ayani 4lé meturée avec la plus grande précision, peut aussi servir à déterminer immédiatement la loi, suivant laquelle la pesanteur, et par conséquent la figure de la terre, varie depuis l'équateur jusqu’au p«le. L'équation (§. n8,') —-y—z=.
— donne à peu près ; — = Puisque la longueur du pen-
2in* ^ ^ ^ I + a U)
dule est proportionnelle & la pesanteur, on aura, en nommant L, X, X', le*
longueur* du pendule à secondes, sous l'équateur, et sou* les latitudes p, p',
A' : M' : : L ; X , donc
M' — X — L fa) »în* P
I -f afa
X' — L fa) «in* p'^
L 1 -f-*fa) *
d’où l’on tirera X — L:X’— L : : sin*p : sin*p', et L =
3, d’où il résulte
X>in*p^ — X'8»n*,3
Xiin*^)' — X'fin’p
•ifaSp* — tin* P
donc
~ X'tin'p — X»U*P'— s(X— X') ” Xeossp'— X'cu.sp_5lX— X')
Si L est donné par une mesure exacte, on a X == L, p'=ro, partant
L iin* P — a (X — L) L — coi a p) — 41X — L) "
Les observation* , faites par Bouguer à Paris et II Panama , donnent
P~4®*5o', P — 8°35', X=: 44°,58, X'~4%) donc (<)=: et w>:n:: 172: 171.
Suivant les observation* de Graham et de Condamine, on a p^rSi^Ji', p'= i*a8',
X = 44‘>i^4> X' = 439, a*5j partant fa)=-^ et m : n 188 : 187. La Ion-
gueur du pendule sou* l’équateur même, et ù Paris, L =: 4^9i^* 44*^1^71 donne u— ^ et m : /i : : 18a : 181.
Il résulte donc de* mesures du pendule, un aplatissement considérablement plu* grand qnc celui que donne la théorie, et presque le même que celui qu’on a conclu de* mesures des degrés, — (I. $. ai5.). Il paraît donc résulter de* observations immédiates, des degrés et de la longueur du pendule, que la terre est plu* aplatie, qu’elle ne devrait l’ètre d’aprës l’hypothèse, qu’elle ait été primitivement une sphère homogène. Il y a cependant d’autres mesures qui donnent un aplatissement moins grand (I. $. 19a.), de sorte qu’il parait que la nature ne s’écarte pas beaucoup de cette hypothèse, et qu’un ne commettra pas une erieur considérable, en suivant la théorie précédante.
$. i38. On peut te servir île la même mêlhode, pour déterminer la figure des corps célestes dont on connaît la masse et la rotation. Si l’on nomme r le demi - diamètre d’une planète, t la durée d’une 'rotation de U planète sur elle-même, y la vitesse de cette rotation. G, e, l'accélération de la pesanteur A, et de la force centrifuge E, sous l'équateur, on aura ($. i35.)
SG
■>f’- Ol*
où il faut exprimer t en secondes, et r, G, par une même unité: en tirant donc — de la première table ($. 63.), et faisant g — ($. 5q.), r sera
le demi-diamètre de la planète, divisé par le rayon de la terre, qu’on trouve dans la table (II. $. iSd,); après quoi on aura ($, i36.)
1 -l-u~ V(i -)-a, dS^.^'-j-cet.), donc «u— |ç(i -j-_s^) è peu près.
Relativement h Jupiter, on a r=io, 86i6; (II. $. i66.),
^ ^ . a, fli85 J» * .| . . .ai, 725a , iSoüOoo
G = a, SiBJ.ff r= — i dou il vient q— ^ — 1=0,07145;
’ ° iJoouou ’ ^ 3,8183.35733* '
et U ~ O, I o8j donc /n : n : : i , 1 08 : 1 : : 1 1 : 1 o.
On trouvera de la même manièie, pour les autres planètes, ce qui suit.
iJooooo . G
g.gSJi
0, iu8
o,gSg3
i,o4ga
o,oo33a
o,oo4a
0, ggi3
o,ooi33i
ai6ioao
o,ooooi
o,»7ag3
a36o.'igi
lOOOOl
lUUUOU
On peut se servir d'une approximation fort simple , en regardant les planètes comme des corps semblables, ensorte que, si la densité est la même, la pesanteur g sera comme les diamètres ($. is3.). Or, g étant aussi proportionnelle à la masse de la planète, ou è la densité, si les diamètres sont égaux; il s'en suit, que la pesanteur est comme le produit du diamètre par la densité.
V>8. ASTRONO^fIE PHYSIQUE
Si l'on prenil pour unité le rayon et U densité de la terre, on aura G~frrS,
, fl! T * 5 fli *
ÿ étant la densité de la planète, d'où il vient n~ — . et «a = — ; —
, ' go t* 4 1*
En nommant i— l'aplatissement de la teiic, a sa densité, T lu durée de sa rotation, on aura
l'aplalissement de la planète, u— • jî Si l'on fait par ex. suivant Newton, relutivenjent à Jupiter — ~ , on
r A 4uoo’
trouvera comme ci-dessus, m : n ; : lo, 4 t 9- 4 l ' )•
En renversant cette métliode, on troiiveia la rotation / d'une planète,
dont l'aplatissement U est donné par les observations, t~'ï V . Kclati-
Tement è S.i u-ne on a — o, i (C. fiâ.y: en faisant donc ni ; /i ; : i ■ ; lo À
(IL §. i6;. ,011.13“ '"i trouvera iz= i5 h. 4<> ni. 56s. Suivant les oban valions Je est ~i, d’où cet astronome conclut / =: 6 h. 9 m.
Le milieu est >oh. 5dm. a peu près comme M. llerschel l'a trouvé par scs observations.
$. I 9 La solution du problème de la figure de la terre, que nous avons donnée par une méiliode svnihélique, pourrait aiiHiie au but de cet ouvrage. Je lâcherai cependant, autant que lea bornes que je me suis pre- •crilcs le peimeltent, d'eajioser la méthode analytique, par laquelle les grands géumèlies ilu lems présent ont donné de ce fameux problème, une solution qui ne laisse rien à désirer. C'est i M. de Laplace qu'on doit les recherelles les plus générales sur la figure, avec laquelle féqiiitibre peut subsister (*); je me boineiai à prouver que l'équilibra a lien dans le splicroide elliptique, et ù déterminer le rapport des diamètres, la pesanteur aux divers points de la terre, etc. Ces recherches seront fondées sur les deux supposilious suivantes: que le solide est parfaitement homogène, de manière que sa densité soit partout égale è l'unité ; qu'il a été dans un étal fluide, pour pouvoir prendre la figuie due è l'équilibre. Tous les corps célestes que Bons connaissons, oui une figure qui s’écarte insensiblement de la sphère, ce qui fiiilite heaiicoiin la solulinn; ils tournent sur eux-mèmes, et ils sont
(Il Phil. Nat. Pina. l/a'A. Lit. HL Prop. XIX. (s> Mit», til. U». I. Chap. y ni. Lip. Il J.
expoift aux aciions dea autres corps. Il en résulte, en vertu de la pesanteur universelle, trois espèces de forces qui sollicitent chaque molécule du solide: les forces centiiluges, dues à la rotation, 3) l’attrautiun mutuelle de tous les éléiiiens du solide, d) l'attraction d’un corps étranger. Nous désignerons par S' le point du solide M dont on considère le mouvement de rotation, par dM un élément quelconque qui l’attire, par S le corps étranger qui agit sur S' , par y, /, z", X, Y, Z, x, y, s , les coordonnées rectangles qui se rapportent h S', à dM, et è S; nous prendrons pour leur origine le centre de gravi'é du solide M, et nous supposerons les abscisses x‘, X, x, parallèles h taxe de rotation, ensorte que l'équateur soit le plan des ordon* nées >', z'. Y, Z, j, z. Le solide M étant, par hypothèse, un ellipsoïde, dont l'équateur et tous les parallèles sont des ellipses semblables, tandis que chaque méridien est une ellipae dont l'excentricité dépend du point où il coupe l'équateur; nous aurons è déterminer trois axes, celui de rotation = 30, le grand et le petit axe de l’équateur, aé et ac, a, h, c, étant lea axes des x, y, s. Cela posé suit (/;g. d^.) C le centre, P le pôle do soll« de M, AB l'équateur, tX, ex, deux parallèles consécutifs, CF=o,
CA—c, et faisons
= 7*=:^,, A = O y (1 -f- al, c = a V (1 + a').
D’un point quelconque X sur la sut face de l’ellipsoïde abaissons la perpendiculaire XY sur le plan des y', z', et soit YZ perpendiculaire à CA, donc CZ = s' = DV, ZY=y = VX, YX = x' = ZV = EF.
On aura dans l'ellipse du parallèle KX,
VX* = y*= *; (U L» -s»)= 1^, (GF* — s'*), et dans l’ellipse du méridien A R,
FE* = x'^=^ fc» — CF»j = O* — — „
La comparaison de ces deux équnlions donnera
d’où l’on tirera l'équation de la saitace de l'ellipsuide.
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(i) 0ZZ3f*~\- — 1 — a*.
L’aire de l'ellipie EX étant ^ D E® =: ir (a* — j^’) V (i a) (i -J- a'), U solidité du segment £< sera (a® — x‘) d y . V (i + a) (t + “')• Si l'on fait pour abréger,
(é) VQ+aXi ^
l'intégrale de E« donnera le segment Ae = irÿ^ ^) ’ **'** *^®^**®‘
dra la moitié de l'ellipsoïde, si l'on fait a.’ = a: on aura donc la masse de l'ellipsoïde entier
(a) .....M ~ - irîa^.
$. i4o. La force centrifuge de S', due à la rotation, est ($. 69.). Comme dans toutes les formules précédentes on a pris pour unité la pesanteur sur la terre et son demi-diamètre, e est environ- — ^ — f$. 5g.): ainsi
® ououuu ^
est la force centrifuge è la distance =: > , et sa direction est perpendiculaire à Taxe des x'. En décomposant donc la force centrifuge suivant -1- x', -f-y, -j- et nommant ces forces A', B', C, on aura I. A' = o, B=//, C=/s'.
$. i4>- Soit (fig. >8.) A le point S', s un élément quelconque dM qui l’attire, leur distance Asz=R'; soient AB, AC, AD, parallèles aux coordonnées x', y, a', zX' perpendiculaire au plan BAC des x', / , X'U perpendiculaire è AB: cela posé on aura
AU = X— x', UX' = Y— /, X'î=Z — s'.
Appelons l’angle que la prolongation de As fait en s avec une ligne parallèle è A U, et t l'angle formé par U s et U X', ensorte que
T) = ü A s, * = X' Ua, U a = R' sin n, A U =: R' cos T).
On aura donc
(3) X — xf — R' cos T), Y — y — R' sin n cos J, Z — a' R' sin >) sin S.
Maintenant on peut regarder dM comme un parallélépipède dont les trois côtés sont l'accroissement de Aa, et deux petits arcs, décrits avec les rayons A Z et U a dans les plans UAa et X'U a: cet trois côtés sont dR', R'di), et R' sin vi . d^, d'où il vient
LIVRE IV
dM R'* 5R' . . 3t) sin Y), et
=r d R' . dt . d T) sin Y|,
ce qui e«t l'altraclion suivant Ai qui, étant décomposée suivant + 1', ~\~y>
+ *, donnera les forces — ^ — „ i ^ Si l’on
nomme A", B", Cf", les attractions que le point S' éprouve par l'action de
l’élément dM suivant y, -♦-y» -4- s', on aura, en substituant les valeurs (3), et prenant dR' négativement, parce que les élémens se rapprochent par l’attraction ,
< A"=: — dR\ dl . d>) sin 1) cos Y), B" — dR'. d( coa < .dYjsin®^?
< C" “ — d R', dj sin # . d Y) sin* yj.
Four trouver l'attroction que la masse entière M exerce sur le point S', il faut intégrer A", B’', C' , trois fois par rapport è R' , S , y) , et étendre les intégrales au solide entier. La première intégrale sera prise entre les deux points opposés où la prolongation de Aa = R' coupe la surface, c’est-à-dire depuis R'“-|-P/ jusqu’à R' = — R„, R^ étant la portion de la corde de l’ellipsoïde par A, t, qui s’étend de A par z jusqu’à la surface, et R„ le
reste de cette corde , ensorte que R, -|- R^ soit la corde entière. En nom-
mant donc ( la distance du point S' au milieu de celte corde, et r la moitié de la corde , on aura R, =: s -{- f, R„ =. r — Ainsi la première intégrer tion donnera
"A'— — 2 (R -H d« . dY) sin Y) cos y), 2B'z- S (R,-l- R„) cos i. dv) sin*Yt,
2 (R^-|- R„) d J sin S . d Y)sin®Y|.
R^ et R,, sont les rayons, menés du point S' à deux points opposés de la surface de l’ellipsoïde; on aura donc pour chacun de ces points dM, (i) (S- iSg I O = X* -{- 14- a* — ^ substituant au lieu de X, Y, Z,
leurs valeurs (3), et taisant pour abréger,
, cos® Y) -|-
•in^TCoiSj . tinY/iiir*#
, y lin Y) COI S e'tinY)iinS „ ,
r cosY) + - J — —A., — x
I-Ho
la dernière équation deviendra o~AR'® — 3 A R' — II, d’où l'on conclura la somme des deux racines, R, -f-R,y~^. Si l’on substitue cette valeur dans les équations (5), il viendra
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SA"” — a S - 5 ô . 9 >1 sin 11 C08 n,
2 B"zz — aS — 9«cosf .dïjsin*-»!, 2C"— — aS — 9tfsîn
Ces inlégrales s’étenvlent des deux côlés de S' jusqu’à la surface, ensorle que, pour chaque valeur de R', ou de I et ■»), elles lépondent^ en môme lems eux angles ■tr-j-5 et 'jr-j-7): elles doivent donc être intégrées encore par rapport à 9 et »), depuis o jusqu’à pour s’étendre au solide entier. Si l’on désigne par <p chaque fonction rationnelle de sin v) , cos* n i sin f , cos* t, on trouvera •
21 A"” — -^ycos t) cos d . (p cos >J . (p) ,
2 B" ^ — a S 9 9 d ») ( r' cos •»! cos . 0 -f" X • ~h <^os 0 . (P) , SC'” — a 2 9 0 9 T) (.t' cos -j- 9'" S . <p s' . (p).
Or comme les intégrales doivent être prises depuis o jusqu’à tt, il est aisé de voir, que 29ii cos . (P et S 95 cos 5. (P seront nuis. En ellet, on peut envisager ces intégrales comme s'étendant des deux côlés de l'angle droit par le premier et le second quadrans jusqu’à o et -x, de sorte que chaque angle 90® — \}/ a son angle correspondant 90'’-}- vp. Or sin i'9o®-|-\}/'|=sii. (9 <• — »|/), èt cos (90“ 4- >p) =: — cos (90° — xp) , cos* 90“ -j- xp) — cos* (iyd — xJ;) : (p a donc la même valeur pour 9o^ltxp, mais la valeur de 29>jco.s»).$ ou de 295 cos 5. (p, qui répond à l’angle 90* — xp, est égale et opposée à celle qui répond à l’angle 90*-|-xp; d’où il suit que toutes les intégrales de cette forme se détruisent réciproquement. Cela posé on aura
2A"=— aS .x'959tj . :p, 2B" z:: — 2 2 ./ 959ïi . (p, 2C"=r — a2 . s' 9J9>i. Comme ces intégrales so rapportent seulement à 9M, ou aux coordonnées X, y, Z, on peut faire sortir .t', y, i', hors Je la caractéristique 2, ce qui donnera, en vertu des équations (6) et (rf),
il)
2A"”-ax'.2 2B"z=-
d 5 sin*5 . d ■»! sin*
2 y' 95coi*ff.i)')]5in'*>}
Les équations précédentes nous apprennent une vérité importante. Comme A", B", C', sont indépendans des axes de l'ellipsoïde, a, b, c, et ne renier, ment que leur rapport, a et a', il en suit, qu’on peut augmenter à volonté
le sphéroïde, sans allérer l'attraclion sur un point intérieur S', pourvu que a et a' ne soient fts changés, ou ce qui revient au même, la grandeur de la portion extérieure du sphéroïde n’a aucune influence sur l’attraction, de sorte que chaque point S' n’est attiré que par le sphéroïde intérieur; ainsi qu’on l'a vu plus haut ($. i >4 )•
§. 1^1. Pour intégrer les formules {’]), faisons
( , . lin* >1 / > , » \ ai t I ® +
M “ [—a+VT?) 'O»*” + -ôî- (> + ~r)
m et n étant des fonctions de i), qui par conséquent seront regardées comme constantes dans l'intégration par rapport k », et 6*=:(i -f-») On aura (^<f)
. ... J / 1 , I \ iin*n /I — cusas , i-f-coiaJX
A = C0S*ll-f-8in’n( ( -,-1=^14-/10082#,
a ^ i-ha H-a' J '
d’où il vient
_ J # « , mcoi a »+n
= PT ^ Arc cos ,
'A a y (m* — n’) m-f-ncoias
L’arc précédent deviendra Arc cos i = o, si » = o, et Arc cos ( — i)=rir, si
S = 90*: il sera donc air, si S = 180°; d'ou l’on conclura, depuis # = o
jusqu'à » ~ 180%
2 — = — ï: . Or
(m -|- n) (m — n)z= ^cos“ t) -j- sin* ^cos" ri -f sin* =
ce qui donne (7)
(i -t- cdl (i -1- a cm’ n) (i + al (i -+■ a'co»’ *))
, „ iî T ÿ
donc 2 — = — — ,
A Ÿ (1 -t- a eu»’ Tl) (' -f- eu»’ >l) ’
.2A"=- arrJa'.S
i »] lin >icc»’ri
y ^1 a eu»’ »ii (1 -Ki'oo»’ n) depuis ri=o jusqu'à ri=ir. Si l’on fait
(/") cos >1 = Ç, on aura depuis g = -|- 1 jusqu’à g = — i,
(H) 2 A'' = arrJ ar' . 2 —
11 est visible que A’' se convertira en B' , si l'on substituera l'axe des y à celui des x' : alors x' se changera en y, o en i, p en > en ^ a
en P’ —
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a en K. — , -
, i en ; cela tail , on
changera B" en G'' par la pcrmulalion de /, z', et de a, a'. Faisons donc
et désignons par F', F", ce que devient F par les permulalions précédentes qui changent A" en B', et B" en G": cela posé les équations (7) (^) donneront
(9) S A" = i ir J .T' F, 2 B" = i£y^ySL±^ F’, 2 G" = F".
I.es permutations précédentes donneront
W'-V g’dg -r,-La^+ ËLil
— a) — -l-o) * , partant
(1+0 ip’) î + a' 'J/*| 5 Mais l'équation g = fait voir, que ^ et >J/ deviennent en même
tenis -f-i ou — 1, d’où il suit que l'intégrale F' doit être prisedepuis jusqu'à \|/=: — i , et que par conséquent on peut mettre Ç à la place de i|', d’où il vient
Si l'on lait
a = X*, o'rrX'®, l'équation {jg) deviendra
/a-yx\_^
\ <^x / y(«+X''*4'‘J ( dX ) {i + X*çQ>(i + X'*ç*ll
En substituant cette valeur dans la seconde des équations (g), et observant que B" se change en C', si l’on met z' au lieu de /, et X' au lieu de X, on aura les équations suivantes:
U. SA =airèyF, SB’=iairjy SC" =: airSa'
F-=— ^^1 — ^Arc tang.X^, et 2A"=: —
$. 143. Si la planële M est un solide de révolution autour de l'axe CP = o, toutes les ellipses, parallèles à l'équateur, se changeront en cercles, et l'on aura
donc depuis Ç = i jusqu’à Ç =: — i ,
_4jLl!^)jL'(X-Arc tang.X) (II;.
Pour déterminer B" et C". reprenons les équations (7). D.ins le cas présent on a (rf; (§. 1 4 1 .) A =: , d'eù il vient 2B"=: — ay.Sdÿcos's
Mais 2dS eos' J n: i j J sin ai' — ^ 'ir, dr.nç 2 B" — ■irjf . 2 ^ ^ ^
Are fang XÇ — Ç)= - Arc lang. X— 1) , et 2 0^ =
— *8'^ — ’)• I'* pesanteur absolue (§ i35) vers le centre,
et décomposée suivant x’, y', z, est égale à — 2 A", — 2B', — 2C"; ainsi les équations précédentes nous apprennent que, dans chaque rayon du sphéroïde, la pesanteur est cuimne la distance au centre, ^,y, (Voy. $. ia4.). A la surface du sphéroïde on a x' ~ a, y — z' z^b — aY [x -(-X"): ainsi la pesanteur est au pôle — ^ — — 0-~tA-2 ^X — Arc tg. X), et sous l'équateur =:
* ^ ^ ^ ^ ^Arc Ig. X — <1**' parfaitement d’accord avec les
formules que nous avons trouvées par la première méthode ($. i3i. i34-I, dans lesquelles m, n, l, sont les quantités que nous avons désignées ici pifr i = O V (i -j- X*), a, et V (A* — a’) zz-Xa.
Si le solide est une sphère, on a (a) (§. idg.) X~o, A = r,
ce qui change les équations (7) en 2 A" “ — a-Tx' . 2dii sin ■») cos’ n r: aTx'. 2Ç’dÇ = |ir.t:'«3j= —
2 B" =: — ay. 2dJcos’« .dT)sin^Tl = 'Ty. 2dÇv,i — Ç*y=iryè‘(i —
La pesanteur à la surface est donc ^ira. Or la masse de la sphère étant M = ^ la pesanteur est partout — , comme si la masse entière était réunie au centre.
$. i44- Désignons par S la masse d’un corps étranger, par x, y, z, ses coordonnées, par B, R', sa distance au centre de gravité M, et à un
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élëir.ent quelconque S', sur lequel il agit, et dont la distance au même centre est cela posé, les forces accéléiatrices que S exercera sur b' suivant -f-x, -\-y, -|- i, seront
• — no/ ^jy y 0 p/o — s gQ
kT’ ’ — K'* ’ R'" '
et l'on a
B' = { (x -x')’- -h j- -//*-!-(* - *'/ ) i = { (xx'-f +*»')+;/=)«. Puisque les quantités, marquées d'un trait, sont liès-petites par rapport à celles sans trait, on aura à très- peu près
■ « / I S II + s z')'\
p-s-iCî('H Ri ;•
Comme nous ne considérons ici que le mouvement de l'élément S' relativement au centre de graviié M, il iàut retrancher des forces précédentes, celles que le rentre de gravité éprouve suivant les mêmes directions , et qui sont En faisant donc
— = T, on aura
IV. A = aarffx'F4-T(?^-x'), B = (/-T)y + a*îy ^ jn
C = C/- T) a' -1- arrJ s' au.
Nommons p la pression hydrostatique que l'élément S' éprouve par le ilui- ' de qui l’environne, et envisageons S' comme un parallélépipède dont les trois côtés sont dx', dy, dz', ensorte que S—dx'dy'dx'. La pression hydrostatique étant perpendiculaire et proportionnelle à chaque face de l'élément, le côté de S' le plus proche du centre de gravité, qui est perpendiculaire è x' et égal à dy'èx', éprouvera la pression pdy dtf suivant -1-x', et le côté opposé éprouvera la pression p' dy d s' suivant — x/, p' étant ce que devient p, si x' croît de dx', ou p'=p-|- La diliérence
enlre ces deux pressions donne la pression suivant — .x'= dx'dy dzzz
(jx'J résulteront les forces accélératrices, »
suivant — x', — jr'y — s'. Dans le cas de l'équilibre ces forces -doivent être égales aux forces A, B, C, suivant y, -J- y» -}- a’» ce qui donne les équations suivantes,
Si on les multiplie respectivement par dx', i)j', ds', et qu’on les ajoute ensemble, en observant que p est Innclion de x', y, z , et par conséquent dp =; l’équation 3p=:.Adx'-f-
B d/' -{- Cd:'. Relativement à un point dans la surface du sphéroïde, la piession p doit êtie nulle: ainsi on aura o=Ady -j- Bdy -j- Cds', et en substituant les valeurs IV,
f o = y dy jiTÎF + T
( + j /•- T -t- arri (~^) -f \ + «'•
les termes suivans n’ayant point le fadeur x'dx, ydy, ou s' d/. Or le point S' étant supposé h la surlace du sphéroïde, il est assujéli ê l’équalion (i) (§. idg.), dont la dilTérentielle est
yay
. O =x' dx' -|-
Si on fait pour abréger
^ n rr é F = + T (5^*; - ,) = L, /•- T -I- a + JJ = M,
'y- rn I _/ I *
^y-_T-l-/xrj(--y-j-_y = N,
l’équatiin (lo) deviendra
O = x' d y dy -j- ^ s' d s -|- cet.
ce qui étant comparé avec l’équation (ii), donnera, en égalant séparément les coelEciens de y' dy' et de z'dz', les deux équations suivantes,
C») L=(i-fX*)M, L = (.+V»)N.
ASTRONOMIE PHYSIQUE $. i4^> Si on veut appliquer les formules précédentes à U Lune, S est la niasse de la terre, R la distance de la lune k la terre, et cette ligne ne s'écarte pas sensiblement de l'équateur lunaire , ou du plan des y, s, parce que l'équateur de. la lune coïncide & lrès>peu près avec son orbite. Fn prenant donc pour l'ase des y le rayon de la lune, qui est dirigé vers la terre, on aura y=R, et xzzz~o, ce qui change L, M, N (i) i,§. i45-\ en
L = a^5F-T, M=/-+aT-t-*7ri (“), N =y-T + avrî
Puisque la rotation de la lune a la même période que sa révolution autour de la terre, les forces centrifuges, dues à res deux mouvemens, seront égales h la meme distance R: donc, la première étant J~R, et la dernière —,
y— ^ rz:T (i). La substitution de celle valeur donnera
L = aTrèF — T, M = 3T4-a->rf ainsi les équations (la) prendront la forme
(■4) ax4F = a.rJ(i4-V»)(^')+T.
L’intégration des fonctions F, singulièrement facilitée
par la considération que raplatissement de la lune est ai petit, qu'on peut
négliger les produits de « et a.'. Cela posé on aura ($• i4a. (g))
— — J dou Ion tirera
oi 3X»-i-X'* .. /J.FX'\ O, X* + 3X'*
(Tx-; - “ ! + “T" • *' (-7v-j =- 1 -t- — 6— •
Si on substitue cela dans les équations (i3) (i4), elles deviendront
8irJX»=:(6o4-45 X‘)T, et 8irJV’=i5T,
Puisque î est multiplié par X* ou X'*, et que les puissances plus élevées de X et X' sont négligées ici, H faut faire î = i (6) 13g.), d'où il viendra
X- = 'tl
ô TT
8 TT — .ji r '
Si on subslitae la masso <le la lune, M ~ (§. i.3g. (3)), T ~
(§. i44- (O)» cl qu’on fasse pour abroger,
= n, il viendra
Or on a n =
don Ion tirera
an’ — i4 m ’
(II. §. ai 4' 31 5.), (§. GJ.), p,3rlant a/j*=:ai?4Sj8.3:
X*= arr
zr O, 0000734167,
Maintenant il faut ae rappeler que (5. i3g. azz,- — , o' r
d ou il vient a — a—^a— ; — — = . , ou a trea-
peu prêt
parlant b — e
iS m iS S
13 m isf « V-
ce qui est raplatissement de l’équateur lunaire. On a de plus
doue II trèS'peu prèa
b — a a O., oï . e — a a' i b — a
— — — — ~ 0,0000067083 et -J- = — = —••
ce qui eat l’aplatisaeroent de l’axe de la lune, relativement au diamètre de l’équateur, qui eat dirigé veri la terre, et à celui qui passe par les bords du disque lunaire (Voy. $. ii3.); le premier est quatre fois plus grand que le dernier. Il en résulte que l’aplatissement de l'équateur lunaire est trois quarts de celui de l’axe relativement au plus grand diamètre de l’équateur, et trois fois plus grand que l’aplatissement de l’axe par rapport au plus petit diamè* tre. L’analyse précédente suppose , que la lune a été une masse fluide et homogène au commencement de sa consolidation ou crystallisation; mais on a TU dans le Ctiop. y, que suivant les observations ^ la lune eat beaucoup phis aplatie que euivant cette hypothèae.
$. 147. La figure de la terre dépend de sa rotation seule, parce que la masse de la lune eat trop bible, pour tlonger le sphéroïde terreslre d’une
•Ji\n
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nianîère sensible. Il faut donc faire T o dans les formules précédentes, et supposer que la terre est un sphéroïde de révolution; ce qui donne a— a', 6'^ 1 a — J -f- A' (§. 143.), et (§. i46.)
Ainsi les équations (la) donnent airFz=y -f- 2 t' 1 X’j faisant
in
./= 3-:Te,
FM X J
Maintenant il faut se rappeler (Ç. i4’> (.■<7^^, que F est une fonction de X et de X', d’où il suit 9F =r dX-j- et dans le cas présent où
X' est égal à X, 9F “2 9X. En désignant par G ce que devient F,
ai X'in X, on aura relativement h ta terre, 9F zr (— — ) 5X~ a ( — ) 9X, ou (^)sx = î(i^)sx. Or (ijL^)=F + x(|I)i d-où il rérultypoi le «. que nous considérons.
Nous avons déjà trouvé (§. i4-b) G“ — — X l’on tire
/J.OX*\ aX — 2O+X*) Ai-c <£:. X /9.FX'< _ X — (f +X»'Arc (p. X
V d\ x'Ci'Tx») ’ ® (, ax/“ x>(j + x») *
ee qui étant substitué dans l’équation (i5), donnera
oz^?x3e-j-3X — (3 -}- X“) Arc tang, X, d’où il suit
/dî\ A . ^ 9X-+!>eX*
(«6) Arc tang. X = - •
la même équation que nous avons trouvée par la méthode précédente (§. i36. (4)), 9 étant ce' que nous avons désigné ici par c. Il s'en suit ($. i36.)
e rr
148. Les forces A, B, C (§. i43. IV.), qui sollicitent chaque élément suivant a.', -J- y, z', étant prises négativement, donnent la pesanteur de cet élément suivant — x', — y, — z\ On aura 'donc, en faisant T=:o, la pesanteur, altérée par la rotation, suivant — x', ’—y, — z' ,
-A=-a^(.+X»)^F, _B=z-y/-air(,+X*)y(i^),
Cei forces étant multipliées respectiv^ement par les coordonnées, suivant les* quelles elles agissent , leur résultante vers le centre sera aussi proportion* nelle à la distance du centre: d'où il suit que, dans chaque rayon du sphéroïde, la pesanteur, altérée par les forces centrifuges, est également proportionnelle à la distance du centre; ainsi qu’on l’a vu précédemment ($. ia4.)* Pour déterminer la pesanteur au pôle et dans l'équateur, on fera jc' a, y ~ ^ zz b — aY -|- X’), ce qui donne la pesanteur au pôle P = — air (i + a) oF, et dans l’équateur, Q — — aV(i4'“)- ^ ^ ‘
Dans un autre point quelconque M {Fig. 3a.) la pesanteur p a la direction de la normale MK. En nommant donc MEzzu, la pesanteur suivant PC ou MK— jc', sera^^; mais elle est aussi A, doncp= — a-ir(i-^o)u. F. One
RE
U — — Zi — w — 1* hauteur du pôle du lieu M, 6’ -y* x' 3 3/ _ y
partant
sy
En substituant i' K E tang p' — ^ ,
on aura
■7 r, — » *• vient — ^ÿ, y—
(i-t-a)* 1 + 0 ’ i+a-H6»p'’-' yO+a-HS’p >
y(i + O COI» P')
Si l'on substitue maintenant (§. i47-)
■j-^* On a donc p — a-n- F.
^P') y(i+acoj>p')
F OU G = /^_XX ^(.^X.)Arc
p=W^(X-Arc tg. X).
Q=ay(.-fa). -l-X*)Arc tg. X - X] ^ ,
P zz - — ^ X — Arc tg. X } .
Maintenant il faut se rappeler que p, étant donné par A , est la pesanteur
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absolue, paroe «|ue la rulaiion «l'a aucune influence sur Ai la force centri* fuge qui esl suivant CK^/jr', diminuera donc la pesanteur p suivant EM deyycosfj', d’üii l’on conclura la pesanteur altérée par la rotation,
P' = P -fy cos p- = 1 - Arc tg. X) -y cos’ p ^ .
Si l'on nomme / la longueur du pendule à secondes sous la latitude fl' , l'espace que la pesanteur p y fait parcourir les corps graves en une seconde, sera ^ t.~ I i35.), et le même espace est pg; on aura donc
■Tr’l
^ ig X^y (n-aco>’p')
I X — Arc tg. X } ,
Si l’on substitue (§.i47.v,ft}4'"’— lS '4°' W)i dernière équation donnera
/e/»x3l/(i -f a cos’ P ) I a (1 -|- «) a (X — Arc Ig. X), d’où il viendra par l’équation (i6) i470>
t**^) /e r® (J -I" “) (> + a cos’ p') = 4 (' o) O (3 — ae).
La dillérenliello de l'arc elliptique du méridien est
* ds z:: M m ~ (i +a) a
e +g) g a »in p/ . ,
/ — . donne 3y _ — i-- tttï” » d où il rieadm
y a-*- If- |J J Q-eaeu»»pQ| ’
(l -(-o) <I dp'
(i -e a coi*p'j j ’
Or la longueur d’un degré du méridien est s'zz— , d’où l’on tirera
<rp' i8o’
= 7«r(hS>*7Ôî °" (* + «) O = ^ (■ + « cos® p'j * .
Si on substitue cela dans l'équation (i8), elle deviendra
■rr / e r* (3 -|- o) = ^ îo s' (3 — » e) (i -{-a coa® p'7 , d’où il viendra
»ifio r' (i -f- a eo>* p*)
»“bstituant (17) [$. 147O,
Pa*
«u8o l'(i-»-aco»sp')
5 36 -rr/r* (3 -r-c) + i.j^u/(i +aco»>p') ‘
Si on dispose celte équation suivant les puissances de a, elle deviendra
^ ^ T /r»+ 7 î (4 — 1 5cos’ p') s ^ a — ^ ^ ^ //' .|. 388 {6—jcot- P') s ^ = 1 080 /,
OU en i|»isanl pour abiegcr, ’.— rz//,
• I J ir I
LIVRE IV, C II A P. Vil
onzSiSn — ai^ — -|-(4-*>5 co»’ jî') « ^ a -f" ^ i ~î~ ' * — 7 'os* n^a*:
Si on donne 4 ct’lle équation la forme o =; «' — A a B, on aura
t -j- I a (^6 — ■) coï' |3 ) n
1 ta ^0 — - COI* ,3') n *
En prenant pour base la mesure qui donne y = 570^4 loisM et /~44o,f>7 ligues r: 0, 5 1 toise* sous la latitude la durée d'une rotation de la terre étant <~)'6i64sec. ($, i35.}, on trouver* n — o,oooo5a343i6, donc A “ i,9o»7074i B ” o,oi64574'-*3» *1 a =; X’ = o,oo868U8 ) ee qui donne l'aplatissement de la terre
précisément comme par la méthode précédente ($. i36). Ce résultat dépend en même tems de la mesure de* degrés et de la longusnr du pendule.
CHAPITRE I
Introductio n.
i49- l-ies hypolhbsps doivent tire fondées sur un certain nombre d'expériences ou de faits, qu’on peut regarder comme les données d'un problème dont riiypothèse donne la solution. Ainsi chaque hypothèse est juste, en tant qu'elle satisfait aux expériences, sur lesquelles elle est fondée; et elle < ne peut induire en erreur, que dans le cas oVi elle est appliquée à d'autres expériences. Mais comme son utilité est proportionnelle au nombre des phénomènes qu’on peut expliquer ou calculer par son moyen, il est naturel de lui donner la plus grande étendue possible, en l'ajustant successivement h d’autres observations ; et celle opération servira è déterminer le vrai sens d'une hypothèse, et è estimer sa valeur par le nombre plus ou moins grand des observations, auxquelles elle pourra être appliquée. Celle opération conduira souvent à des observations qui d’abord paraissent renverser entièrement l'hy. polhèse, parce qu'on ne l'avait pas comprise parfaitement, ou qu'on ne savait pas l'appliquer duemeni; mais les mêmes observations serviront à aprofondir le véritable esprit de l'hypothèse, et à apprendre la manière dont il faut l'ap-
pliquer, It est arrivé plus d’une fois en astronomie, que lea observations qui avaient d'abord fourni matiëie à des objections, se trouvèrent è 1a tin si confut' mes à rhypotlièsc, qu’etirs en donnèrent de nouvelles preuves. On se rapellera ici les pbéuouiëncs du mouvement de la terre.
Telle a été l’origine de la plupart des hypothèses astronomiques; et l’esprit humain n'aurait tait aucune découverte, s’il avait dû d'abord tenir compte de toutes les expériences, que l'hypothèse devait expliquer un jour. Il vient de lë, que des découvertes et des hypothèses qui supportent les épreuves les plus rigoureuses, sont extrêmement rares, et qu’elles ne doivent leur existence qu'à l'esprit philosophique qui ne perd jamais de vue la grande et simple .marche de la nature, sans se laisser égarer par les petites anomalies qui environnent l’objet principal comme un brouillard. Peut-être ?iuwlun n’eût jamais découvert la grande loi d’attraction, s’il eût d’abord cherché une hypothèse qui satisfit au détail le plus minutieux des observations, ou qu'il SC fût proposé la solution du problème, renfermant les oibites compliquées des planètes, avec toutes leurs anomalies et perturbations. En faisant d’abord abstraction de ces anomalies, et ne considérant que le mouvement elliptique, il sinipliba le problème; et la simplilieation ouvre la carrière des découvertes. Le mouvement elliptique des planètes le conduisit à la découverte de la force attractrice du soleil, les ellipses des satellites indiquèrent Tattraction des plaiièles; et la combinaison et l’application de toutes ces forces dans leur plus grande étendue, servirent à expliquer le déplacement et les perturbations des orbites do la lune et des planètes, ou leurs écarts de l’ellipse. Cest ainsi que les perturbations, et les écarts des lois de Kepler, qui semblaient être contraires à la loi û'atlradion du soleil, fournirent la plus forte preuve de la gruinltdlon untperseUr.
§. i5o. On a vu dans le Livre JI, qne chaque planète décrirait autour du soleil, et chaque satellite autour de la planète principale, une ellipse suivant les luis de Kepler, s'il n'était sollicité que par des forces, dirigées vers son corps central , et réciproques au carré des distances. Mais dès que la planète éprouve d’autres forces, qui changent la direction ou la loi de In orce centrale, le mouvement elliptique doit nécessairement être dérangé: et
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ces écar*5 des lois de Kepler, qui sont une suite nécessaire de l’attraction mutuelle des planfcles, seront le sujet du Livre présent. Newton exposa les principes généraux de cette applicatiog de sa théorie, principalement k la lune; mais la solution du problème en détail, et le calcul complet des per* turbations, ont été réservés à la dernière moitié du dix>huitième siècle. Les plus grands géomètres de celte époque sont parvenus, par l’analyse, à déterminer les perturbations mutuelles des corps du sjrstème solaire, avec une pré< cision qui, à l’égard de la théorie, laisse peu à désirer. Les formules que l'analyse a fournies, sont composées de divers termes, proportionnels aux sinus de certains angles, ou è ces angles mêmes. Les termes de la première classe ont, suivant la nature des lignes trigonomètriques, des périodes, dans lesquelles ils parviennent à leur plus grande et plus petite valeur, et deviennent nuis, pour commencer dérechef è croître, sans cependant franchir une certaine limite, ensorte qu’ils ne peuvent jamais s’accumuler, et qu’au bout de milliers d’années ils ne seront pas plus considérables qu’aujourd’hili. Leur découverte supposant donc des observations très-exactes, elle ne pouvait être que l’ouvrage de l’astronomie moderne, è moins que ces irrégularités ne soient fort considérables , comme celles de la lune, qui étaient bien connues des anciens. Les autres termes, qui ne sont pas proportionnels aux sinus, mais aux arcs, ou au lems dans lequel ces arcs sont décrits, n’ont point de période, et s'accumulent sans cesse. Dans des observations, éloignées d’un petit nombre d'aunées, ces perturbations progressives se confondent avec celles qui sont périodiques, mais è la longue elles s'en détachent de plus en plus, et Snissent par se distinguer tellement qu’il est impossible de prendre les unes pour les autres. A l'instar du moyen mouvement, elles seront déterminées par la comparaison d’observations iort éloignées, quoique moins exactes. Tel est particulierrment le mouvement des apsides et des noeuds de toutes les planètes , qui monte à plus d’un degré en cent ans. Les observations de plusieurs siècles indiqueront donc, si le changement de la longitude des aphélies et des noeuds est conforme è la rétrogradation des points équinoxiaux, ou si les apsides et les noeuds ont un mouvement propre. Les observations suffiront donc, pour déterminer exactement ces perturbations progressives, et la
théorie n% qu’à les r:i|;Iiquer; elles sont cependant d'un grand usage, même pour les pcrluibalions périodiques, parce qu'étant faciles à observer, elles serviront à déterminer les coelEciens constans, les masses, etc.
Mais si les coeUiriens sont donnés de celte manière par observation, la forme des équations qui renferment les perturbations périodiques, ne pourra être déteiminée que par la théorie; et cette forme est, dans le cas même ou les coefhcicns sont inconnus, très -importante pour la détermination empirique des perturbations. En nous faisant connaître les argiiroens dont elles dépendent, elle donne une règle, suivant laquelle les observations doivent être dirigées; elle nous apprend la période de chaque inégalité, et par conséquent l'époque et la situation, dans laquelle elle est la plus grande et la plus facile à observer; elle fournil le moyen de séparer une perturbation do l’autre, et de les déterminer séparément par observation.
§, iSi. Les inégalités progressives, ou proportionnelles aux arcs et au tems, sont ordinairement si petites, qu'elles ne deviennent sensibles qu’au bout d'un ou de plusieurs siècles: d’où il vient qu'on indique leur valeur pour cent ans, et qu’on leur donne le nom à'équalions séculaires. La position des noeuds et des apsides , l’excentricité et l’inclinaison , enfin tous les élémens à l’exception de la distance moyenne, ont des équations séculaires. Cette distance même, le grand axe, ou ce qui revient au même, le moyen mouvement ou la durée d'une révolution,, de la lune, parait aussi être assu- )éti k des variations, proportionnelles au tems (II. $. 190.); et celle inégalité du moyen mouvement est ce que les astronomes appellent proprement Véqualion séculaire. Le mouvement de la lune ne diflère pas de celui des planètes, et est soumis aux mêmes lois. Une équation séculaire de la lune prouverait donc l’existence d'une inégalité analogue des autres planètes , qui, en s'accumulant sans cesse, devrait être sensible depuis longtcms, surtout dans les orbites de Jupiter et de Saturne, dont 1rs actions mutuelles sont les plus considérables. En effet les observations ont paru indiquer une équation séculaire de ces deux planètes; mais comme le moyen mouvement de Saturne, qui par la comparaison des observations modernes avec les anciennes, paraissait te ralentir, semblait au contraire s'accélérer, par la comparaison
a4« ASTRONOMIE PHYSIQUE
(les observations modernes entre elles; il était évident, que cela 4e pouvait pas dépendre d’une équation rigoureusement séculaire, mais d’une inégalité qui lui ressemblait dans l'espace de quelques siècles. Apiës avoir reconnu l'invariabilité du moyen mouvement des planètes, il fallait douter de l’équation séculaire de la lune, d’autant plus que les recbcrdics des plus grands géomètres donnèrent le résultat , que la théorie de l'attraction n'admettait aucune inégalité du moyen mouvement. Cela fît soupçonner que ces inégalités de la lune, aussi bien que de Jupiter et de Saturne, n’étaient pas de véritables équations séculaires, mais des équations à longues périodes; et l’on verra par la suite , que cette conjecture a été pleinement confirmée par les découvertes de M. le Marquis de la Place.
§. i52. Une équation séculaire, ou l'accélération du moyen mouvement, et par conséquent la diminution de la durée des révolutions, ne peut être déterminée que par trois observations fort éloignées l’une de l’autre. Si l’on divise le nombre des cercles entiers, des degrés, etc. que la lune a parcourus d’une observation à l’autre, par le nombre des ans écoulés, on aura le moyen mouvement annuel pendant tout cet intervalle, si la lune a eu même situation dans les deux observations, ensuite que la ditTércnce entre le lieu moyen et le lieu vrai était la même, ou si l'on peut calculer cette dilTérence par la théorie connue de la lune. Mais il faut une troisième observation intermédiaire, pour jiger si le moyen mouvement a été invariable pendant tout ce tems. La comparaison de cette observation avec la première et avec la seconde donnera le moyen mouvement dans la première et ta seconde portion de rintervallc entier, d’où il est aisé de voir, si le moyen mouvement augmente ou diminue. Dans le premier cas il résulte une correction a du moyen mouvement A, à laquelle, vu qu’elle dépend nécessairement du tems t, on peut donner la forme, a zr a/ -f- é/* -J- cet. Mais tous les termes de la forme al sont déjà renfermés dans le moyeu mouvement, conclu des observations: on aura donc hzzal, a — heet. et le moyen
mouvement apparent zrA-}-a. On voit par là, que l’équation séculaire a, ou plutôt le plus considérable de ses termes, bi*, est proportionnel au carré du tems, dont on se convaincra encore plus facilement de la manière suivan-
J«. Quelle que soif la force inconnue qui produit l’accélération de la lune, elle doit être regardée comme constante , parce qu'autremenl il ne pourrait pas eu résulter une véiitahle équation séculaire. Elle cummuniquera donc à la lune, dans chaque instant dl, le même degré de vitesse dv, ensorte qu’on aura dv^yHl, y étant une constante quelconque. On tire de là v~c-{-yt, c étant la vitesse muveune au commencement de l'époque; en nommant donc s le moyen mouvement dans le lenis t, on aura ès — v dt z:z cdl ytdl , et s=c/+5. 'V/’, cl étant le mouvement uni."ormc ou moyen. Son accélération, ou Vét/uulion sccuLiit est donc pn>i)ortioimclle au carré du lems.
5. i53. Soit y iz: V l’équation séculaire pour les cent premiers ans ■prés l'époque, et X le moyen mouvement delà lune entre deux observations, éloignées l’une do l’autre de n ans; cela posé, — et ~x seront les mo-
yens mouvemens, annuel et séculaire, y étant le nombre de secondes, dont le moyen mouvement de la lune est plus grand que x dans le siècle suivant, et moins grand dans le siècle précédent; ainsi dans le siècle suivant le moyen mouvement corrigé sera x-^y, et dans m siècles ~mx-\-rn’‘y. En nommant donc C la longitude moyenne au commencement de l'époque, on aura pour m siècles après l’époque la longitude moyenne ;=C -|-m x-|-/7i*y, et pour m siècles aranl l'époque =: C — msr, sans l'équation séculaire. Puisque celle équation croit avec le fems , et par conséquent décroît pour des- tems antérieurs, la moyen mouvement dans les m siècles précédens a été mx — m^y, d’où il vient la longitude moyenne, m cens ans avant l’époque =: C — (mi — = C — mx-^iu*y, ensorte que l’équation séculaire est ad-
dilive après et avant l’époque. On trouvera immédialemcnl le même résultat, en prenant m négativement, parce que m’~( — m)~ est positif.
Maintenant, étant dennées par observation liois longitudes moyennes, dont la troisième est l’époque C, soient fi, v, les nombres des siècles écoulés, et M, N, les moyens mouvemens, entre la première et la troisième observation, et entre la seconde et la troisième: cela posé il résultera deux valeurs du moyen mouvement séculaire, dont la difféience dépend de l'éijualion séculaire, savoir — a, et — o -j- (3. Ainsi la longitude moyenne a été lori de la première observation, A~C — M = C — (lo, et lors de la seconde,
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B=C — N:=C — va — *(3. Mai* on a aussi A = G — B =
C — *■* -f- l’on tirera azzx — jt_y et o p ~ jc — ij, parlant
j-= -î— elx=:«-| .
Les trois observations, au niojrn desquelles on a déterminé l’équation séculaire de la lune, sont: I. une éclipse de lune, observée à B.ab>lon 7JO ans avant J. C., II. deux éclipses de soleil, observées par les Arabes en Egypte dans les ans 977 et 978 après J. C., III. les observations modernes, par ex. une éclipse lunaire, obser\ée à Paris en 1717. Par la comparaison des observations 1 et III, et de II et III, Cassini et Lalande ont conclu « 10- 7® 4l/ I “ P — 10* 7® 5i' a8", 5 ; donc p ~ a' d6", 5. Si l’on
, , „ i7oo-t-7ao ,
prend pour époque I an 1700, on a ftr:: i4i • — — 7i’i
yjl// J
d'où il vient l'équation séculaire dan* le 17. et 18. siècles, jr:=: — zZQ",i;
et le moyen mouvement séculaire de la lune dans le iH. siècle,
10* 7® 4/ 5a" -j- 7* ^5"; ce qui sont les valeurs adoptée*
par Mayer. L’équation séculaireyirg" donne pour deux mille ans, ao.ao.g'^ ■*, «e qui répond èl’an 3oo avant J. C. et à l’an 3700 après J. C- (Voy. II. $. 190.).
154. Après s'èlrc assuré que l'équation séculaire ne pouvait pas être l’effet de l'attraction mutuelle des corps célestes, on en chercha d’autres explications, et on pensa d’abord à la résistance de Péther. Si te* corps célestes se meuvent dans un milieu qu’on appelle Vélher, ils éprouveront une résistance d'autant plus forte, que leur mouvement est plu* rapide. Celle résistance ralentira le mouvement suivant la tangenlej son rapport au mouvement ver* le centre diminuera, et la planète approchera du corps central. Son orbite étant ainsi rétrécie, la durée d’une lévolulion, qui dépend du grand axe de
l’orbite suivant la troisième loi. de Kepler, deviendra plu* courte, d'où résultera une équation séculaire du moyen mouvement. Mais alors l’équati.on séculaire de tous le* corps céleste* devrait être positive, et celle des planètes serait plus giande que celle de la luncf ce qui est contraire è l'expérience ($. iSi.;. Les observations ayant prouvé, que le moyen mouvement dis pla« nèle* n'est point alléié. Newton en conclut avec raison, que le* planètes se meuvent dan* un espace vide, ou dan* un milieu dout la lésislance est iussnsibie.
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Puisque le mouvement planétaire suir::nt les lois de Kepler suppose que les corps célestes sont des sphères homogènes, ce qui k la rigueur n’est pas le cas, il importait d'examiner, si Vap/aiissrmenf pouvait produire une équation proportionnelle au carré du tems. Les recherches des plus grands géomètres ont prouvé le contraire ('). M. de Laplace envisagea cet objet sous un>nouveau point de vue (*); et quoique cette recherche ne soit plus d'aucun usage, depuis que le même savant a déimuvert, que les équations séculaires de la lune, de Jupiter et de Saturne, ne sont qu'apparentes, l’hypothèse sur laquelle elle se fonde, est si ingénieuse, qu’il ne sera pas inutile de l’exposer ici succinctement, d’autant plus que les observations pourront un jour nécessiter les astronomes k reprendre celte hypothèse. La théorie de Newton suppose, que la force centrale se répand dans un instant jusqu’aux corps les plus éloignés, ensorte quelle agisse sur les corps mus de même que sur ceux qui sont en repos j et il faut convenir que celle hypothèse, quelle que soit sa probabilité, 'n'est pas démontrée. Quand une force agit sur les corps les plus éloignés, ainsi que sur tous les corps intermédiaires {adio in distans), il est naturel de supposer, qu’elle emploie un certain tems, quelque petit qu’il soit, pour parcourir cet espace. Cela posé la planète sera animée dans chaque instant par une force qui , k l’instar de la lumière , quoique suivant la direction contraire, coule vers le soleil avec une rapidité immen» se; et la résistance de ce courant produira une perturbation du mouvement elliptique, semblable à l’aberration de la lumière. La planète frappant ce courant suivant la tangente de son orbite, avec sa propre vitesse, elle éprouvera, outre la pression vers le soleil, une autre impression, opposée k son mouvement; et ces deu.v impulsions seront entre elles, comme la vitesse do Ja force centrale ou du fluide gravifique est k celle de la planète.
i55. Soit (Fig. 38.) C le soleil, M une planète qui dans le tems it parcourt l’arc MN = ds ou la portion de la tangente MT, et qui rencontre le fluide gravifique qui coule suivant MC avec la vitesse S; faisons
(l) Vujr. D*^l4mb$rf , Opusê. JUath, Tom. y. yi, «t Lagrangê , Sur séc. d* /a lun0f
dams las Mim. d$ Math, tt dt Phys, prâsantéi À V^4e. Üo r . d$t Sa- jdnn. I77)«
(s) dê Math, ai d$ Phys, ata, ^tm. 1776, pog. 17). tuia.
aSa A S T R O N O M I E P II Y S I Q U E
«ur la prolongation de TM, Mm Ml' d^. Cela posé la planète sera
animée par <leux l'oiccs MC, Mm, (|ui seront entre elles romme les vi>
tesses 8 et — . Soit mii un arc de cercTe décrit du centre C, ACM 3), ^ ^ C
CM = r, enserle que mu. — r3$, Mfi=:9r.' la force MC étant —, la C à r
résislancB Mm sera = - — . En décomposant cette dernière suivant MC r’i'' . cir
et la direction perpeudicuUiie, on aura les iurces M)i— - — et um
Cad) r* s J f
— : d'où il viendra la ^rcc entière, dit igée vers te centre,
MC=^(. + ir-\
r' \ idtj
Ayant n>ené MP perpendiculaire à CA, Mn parallèle et égale h m/i, nt peipcudiculaiie à MP, nommant CP^.r, PM=:/, et décomposant les deux forces suivant ac et y, MC donnera les forces
MP__^^. + — J, rc_-^^. + — y,
et nm ou M/l donnera
C à ^ fin ^
rTTf •
La planète est donc sollicitée par les forces
, V ^ / Al ri(^sin0\
suivant PC, X- -, (^cos<p+ — iTT J»
suivant MP, Y = - (^sin (p -f- 4 i7T“V>
d’où Ton tirera les équa lions (S- 17. n. 40.
ddj cos $ — ddx sin $ = — 2^8/* (Y cos $ — X sin $),
8 8y sin tp 8 8 or cos <p (Y sin $ -f- X eos ip),
et en substituant les valeurs de ddx, 88y (§. 19.),
r8(p-j-r88ip = — â/3ip> rd
Ces équations donneront celles du mouvement elliptique, III, IV, ($. 19), ai on suppose la vitesse I infinie.
En multipliant I. par r, et intégrant, on aura r*3(p = A3/— »^C3t/^.
Quoiqu'il soit 'probable que 8 est fonction de la dtsianct r, il est permis de regarder 8 comme constant par rapport aux petites rariations de la distance
aS3
de chaque planète dans son orbite , ii cause de rextrème pelitesM' de riati*
giale / on aura doiTc / ^-5 — , ce qui donnera
II. o_
en négligeant le teime insensible
Si l'on fait !j“n/-|-aÇ. r ~ 'r a nf sera le moj'en monre* ment, a la distance nuijenne, et a.,, au, seront de très-petits nombres. En nommant T la tlurée d’une révolution, on aura uT~27t, et vg.) •n zz
— en faisant abstraction de l’escenlriciié : d'où il vient n . Ainsi
les équations précédentes seront h très-peu piès, '
I. o= — + anu-4 , II. O = — - -4- n“ U -H
ar ' ' ai> ’ ai* ' ' a9 "
Il est aisé de voir que l'intégrale de l'équation II. doit avoir la forme
1/ D cos (3 r -{■ Ko
d'où il suit, k cause de r=:o(i -f-au}, que oD est l’excentricité elliptique, et P r -4- J l’a nomalie: on aura donc ff " o, si l’on prend pour époque le passage par l’aphéiie. Ainsi, en désignant par 7 l’pxrenlririté, il viendra
y 3 du y
U — cos P r E/, ce qui donne
y cos -J- »' <
{■=+ ‘-ff)’
d’où l'on conclure
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(lO&C U — — cOi nt /,
ce qui étant substitué dans l'équation I, donnera
3ï rr toi 3/ cos ni. partant J ~ — — - t
at a * laS a
On a donc
r = a ^ I "V cos P r — * ^ / et / — aYsicnr-l- —
ni étant le moyen mouvement, a7sinn/ le premier terme de l'équation du centre, et — i* l'équation séculaire, proportionnelle au carré du tems. On Toit donc, que celle hypothèse explique parfaitement l'équation séculaire en général.
Cela supposé, l'équation séculaire de la lune étant connue, elle peut servir à déterminer la vitesse t du fluide gravifique. Si on nomme i le nombre des mois écoulés pendant le tems /, on an/=:avri, et l'équation séculaire
Le nombre i est dans une d’où l'on con-
j . .J a n a TT* I*
que nous venons de trouver ,
365 j. 6 h. gm. . J ?
année =: — ~~ — — , et dans aoooans, i— aooo .
dura l'équation séculaire pour aooo ans, ^ = ^39343 «<
1a même étant suivant Mayer = 1* ($. >53.), il viendra
6 n , /SaSg6f)\*
t= — arSfl. 4000000 .
Mais n = 3a", q4 si l’on exprime le tems / eu minutes, et a:=:o,ooa5i3S.e, s étant la distance de la terre au soleil; d'où il vient ^ **549>>
et pour une minute.
« = ir‘ . 549 . 1 , oo55a ■ « = 973753 . e.
Le fluide gravifique parcourrait donc en une minute à peu près un million de demi-diamètres de l'orbe terrestre; et sa vitesse serait 8000000 fois plus grande que celle de la lumière , qui emploie huit minutes è parcourir une ligue égale è la distance du soleiL
Si on veut appliquer celte théorie à la terre, on a pour un an, i=i, * ~ et n^ia", 464; partant l'équation séculaire pour aoooans,
Puisqae les équations séculaires de diflérenies planfcles, i ~ — - ^ , sont comme nai^, ou comme n^a, et suivant la troisième loi de Kepler, comme y , on trouvera les équations séculaires pour aooo ans , de Mercure r=5'‘3o', de Vénus =3)1', celles des attires planètes étant insensibles.
On verra facilement, que celte hypothèse ne suppose pas nécessairement un fluide gravifique, mais qu’elle se réduit & ce qui suit. La pesanteur poussant tous les corps vers le soleil , et leur imprimant une accélération, il faut lui attribuer aussi une certaine vitesse, qui doit être bien distinguée de celle qu’elle impiime aux corps, attendu qu’en vertu de la réaction elle ne peut agir sur les corps qu’en tant que ces derniers lui résistent, ou qu'ila ont une vitesse, dilTérente de la sienne. Chaque corps sera donc soumis à la pesanteur, pourvu qu'il n’ait déjà la même vitesse vers le soleil; et pour que l'attraction du soleil n’eût aucun elTet sur les planètes, il faudrait qu’au commencement de leur existence, une vitesse vers le soleil, huit millions de fois plus grande que celle de la lumière, leur eût été imprimée.
On aura remarqué que cette hypothèse n’explique point les équations séculaires de Jupiter et de Saturne, dont l'une est positive, l’autre négative; et l'on verra par la suite, qu’une véritable équation séculaire n’existe point dans le système solaire.
$. i56. Si on suppose la théorie de l’attraction, découverte par Newton, les principes de la Dynamique ($. 17.) fourniront les équations diflérentiellet du second ordre, qui renlerinent en iiiémc tems le mouvement elliptique et les perturbations. La primière intégration n’est pas dilliciler elle donne des équations dilTérentielles du premier ordre, qui renfernieut les variations de tous les élémens. Mais la seconde intégration, qui donne pour chaque instant, la longitude et les autres élémens, a été essayée inutilement par les plus grands géomètres des tems modernes, qui ont traité ce problème de différentes manières; et l’on a reconnu, que l’intégrale exacte, quand même elle ne serait pas impossible dans l'état actuel de l’analyse, serait tellement compliquée que, pour lui donner une forme favorable pour le calcul, il faudrait la développer en série. Ainsi la seule méthode, qui soit en notre penvoir, est une uftfirvxiinaU'an qui consiste à rejelter les quantités qui sont Irès-petdes
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par rapport aux autica, et à représenter l'intégrale par une série, dont la forme est indiquée par celle des équations diiréienlielles, et dont les coetriciens
seiimt délernilués, en comparant la difTérentiettc do l'intégiale supposée aux diiTéirnlielies données. La solution du problème se réduit donc à exprimer l'intégrale par une série convei^enlc; ce qui suppose nécessairement, que In masse ou la distance, en un mot, que rattractiun d'un corps est inconsidérable par rapport à celle de l'autre ; le dernier corps étant appelé le corps eentrul, et le premier le corps perturbateur. Dans un pareil cas l'orbite troublée
s'écartera fort peu des lois de Kepler, cl l'on pourra la regarder comme une ellipse variable, assujëtic it ces lois, ainsi que l'a prouvé Lagrange ('). Si l’orbite troublée s'éloignait beaucoup de l'ellipse, si par ex. la lune était quatre ^ ' fois plus éloignée de la terre, le soleil pourrait être regardé comme son corps central, aussi bien que la terre; et le calcul de son orbite surpasserait nos forces. Heureusement le système solaire est tallement arrangé, qu'on peut prendre le mouvement elliptique pour base de chaque orbite troublée. £ii concevant un corps A qui décrit autour du soleil, suivant les lois de Kepler, une ellipse dont les élémens varient par des nuances insensibles, et supposant que la planète B est le satellite du corps A, en décrivant autour de lui un petit épicycle; le mouvement du mobile A représentera l'orbite primitive, altérée per les inégalités srcu/u.'res , tandis que le mouvement dans l'épicycle présentera les inégalités périocii</ues.
Suivant cette inélliovte on néglige une inSnilé de termes qui sont cea- •és être inconsidéiables par rapport à ceux qui sont conservés: c'est donc la P« ■ lie la plus impurtante et ta plus diliieile de ce calcul, de déterminer d'avance les termes qui sont asséi petits , pour pouvoir être négligés sans erreur sensible, et d’orilunucr la série, de manière qu’elle commence par lc«
' termes les plus considérables. Cette détermination demande beaucoup de précaution, parce qu’il arrive souvent que des termes, dont les dilférenlielles ont de très -petits coetficiens , sc trouvent après l'intégralion multipliés par des facleurs considérables. Le nioiivenicnt des apsides de la lune en est une preuve remarquable. Ayant oénligé les termes qui, ila'is les équations
(1) Àltin. dê r^cad. d* Bêriin, I7&X.
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difl^entiellesi semblaient être inconsidérables, on^ ne trouva que la moltid de ce que les observations avaient indiqué; mais en tenant compte des termes négligés, 1e calcul se trouva parfaitement conforme aux observations; ce qui conBrma la théorie de Newton d’une manière frappante. Cette théorie» suivant laquelle chaque corps céleste attire tous les autres en raison directe de sa masse, et inverse du carré des distances, fournit les premières équations différentielles, dont l'intégration conduit à la solution du problème. Pour
les intégrer, ou plutôt pour développer les quantités variables en des foneti-
ons d’une forme favorable pour le calcul, on se sert de l’autre supposition, que les perturbations sont inconsidérables par rapport à la force centrale, et que par conséquent la véritable orbite, malgré les perturbations qu’elle éprouve» peut être regardée comme une ellipse, dont la position et les dimensions ne sont plus constantes, attendu que leurs variations donnent les perturbations; ensorte que c’est proprement un problème du calcul des var^<^ns. On peut se permettre encore une supposition , savoir que le corps perturbateur suit exactement les lois de Kepler, parce que les perturbations qu’il éprouve, n’influent sur le corps troublé qu’en changeant d’une manière insensible la conBguration des deux corps, ou les arguroens des inégalités; il y a cependant des cas, principalement dans la théorie de Jupiter et de Saturne, où il faut en tenir compte. Ainsi, les deux corps tournant autour d’un commun corps central, celui-ci sera pris pour centre, et l’orbite du corps perturbateur sera le plan invariable , par rapport auquel le mouvement troublé sera déterminé.
Les constantes arbitraires qui sont introduites par chaque intégration» sont les élémens des ellipses planétaires. Ce sont les données qui ne peuvent pas être déterminées par la théorie, mais par les observations seules: elles n’ont aucune influence sur les équations différentielles, ou sur les lois générales du mouvement, mais seulement sur les modifications arbitraires des orbites elliptiques qui, pour chaque planète qui se meut suivant les lois de Kepler, peuvent varier è l’infini. Il y a six constantes arbitraires, ou six élémens de chaque orbite, indépendans les uns des autres: le grand axe d’où dépend le mouvement moyen, l’excentricité, la position des apsides, celle
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4<i4 noeuds, rinclinaiton, et l'époque: en effet, le problème donnant troia équaliona difiTérenliellea du aecond ordre, dont chacune doit être intégrée deux fois, cea six intégrations introduiront six constantes arbitraires. Telles sont les suppositions, sur lesquelles se fondera l’analyse suivante.
Quel que soit le nombre des forces qui agissent sur une planète, Ica perturbations dues à l'aciion de chaque corps pourront être considérées séparément, parce qu’elles sont indépendantes les unes des autres, en n’altérant que les argumens des inégalités d’une manière insensible. Ainsi on n’a qu’à considérer trois corps, le corps central, le corps perturbateur, et le corps troublé; ce qui a donné le nom au fameux problème des trois corps, qui a occupé les plus grands géomètres depuis Newton. Les diverses méthodes qu’on a imaginées pour faciliter la solution de ce problème, se trouvent dans une foule de livres. Les sources principales sont L. Euleri Theoria moUit lunae, 1^53, et^T^aria motuum lunae, 177a. D'Alembert, Recherches sur diffêr. poàita àu Sjst. du Monde. Part. J. II. III. et Opusc. Math. Tom. V . VI. , Clairaut, sur la ihiorie de la lune, i^So; et les mémoires de Lagrange et de Laplaee, dans les Mémoires des Académies. Nous suivrons particulièrement la méthode, par laquelle M. de Laplaee a enriclii l’astronomie des découvertes les plus importantes, et qu’on trouve développée dans sa Théorie de Jupiter et de Saturne (Mém. de Paris, Ann. 1585 et 178C), et dans la Mécanique céleste , ouvrage qui a fait époque dans l’astronomie physique.
mouvement des planètes suivant les lois de Kepler se
bit dans un plan invariable, et il est tout simple de prendre ce plan de l’orbite pour celui des coordonnées: ainsi nous n'avons eu besoin que de deux coordonnées dans le I. et le II. Livre. Nous allons maintenant consi> dérer les actions mutuelles de deux corps qui ne se meuvent pas dans le même plan, dont les orbites mêmes ne sont pas dans un plan invariable: il est donc nécessaire de rapporter le mouvement troublé k un plan fixe qui n’est pas celui de l’orbite; et pour cela nous aurons besoin de trois coordonnées, pour déterminer le lieu de la planète troublée.
Soit (flg. 39.) S le corps central, SA une ligue fixe d’oü l’on compte les longitudes, AS Y un plan invariable d’où se comptent les latitudes, Z la planète troublée par l’action de la planète Z'-, abaissons les perpendiculaires Z Y, Z' Y', sur le plan AS Y, et YX, Y'X', sur la drdile SA; menons Yjr, Z Z, parallèles è SA et à YY', et faisons
SX = T, XYzzj, YZ = s, SX' = y, X'Y'=y, Y'Z'=a', les rayons vecteurs SZ=r, SZ'—/, et la distance entre les deux planètes ZZ' = f.
Cela posé on aura
$. i58. Comme l’objet de l’astronomie n’est pas le mouvement absolu des planètes dans l’espace, mais leur mouvement relatif autour du soleil, il but appliquer à la planète Z, outre les forces qui l’animent, encore celles
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qui sollicitent 1e soleil S, suivant la direction contraire Sj). En désignant donc par S, Z, Z', les niasses de ces corps, et par C la force accélératrice du corps central à la distance ::z: i , cette force à la distance r sera
R — pj, C étant ~ -JJ. (7)1^8)). Nommons ao, a A, e, le grand axe,
le petit axe, et le paramètre de l’orbite de Z« dt faisons pour abréger,
la constante C =: — , de sorte que ag’
/N „ P SA* A*a -,
cela posé l’aecélération ou — ~ que S imprime h Z suivant ZS, sera a^Rzz Or les accélérations étant en raison directe d^s masses agissantes, et en raison inverse du carré des distances, l’accélération de Z en vertu de l’action
de Z' suivant Z Z' sera - -7, et celles de S en vertu des actions de Z et
S ^ 2b' 2^ fi
de Z' suivant SZ et SZ', seront r • "« *« * :3ï* °° exprime toutes les
masses par celle du corps central, et qu'on fasse — — m, •- la planète
Z recevra les accélérations
suivant ZS, — ^ suivant ZZ', et parallèlement à Z' S,
4a première étant due à la force centrale, conformément à la théorie de la pesanteur universelle 57.), et les deux autres dépendant de la force perturbatrice. Si on les décompose suivant les directions des coordonnées ix, J, X, la première donnera, en faisant 1 4- /» r= ft, les accélérations
ftfix
liBy
ftBz
suivant XS“ — x, suivant YXn — r, suivant ZY=z — t;
ttlf fi 771^ B
la seconde donnera — — Z s et — — a Z' suivant Z s et a Z', on bien f* ?*
ip suivant X, ^ — =^suivant -\-y, ^ ^suivant -f- s/
la troisième donnera W B x'
suivant — X,
m'By* . , wi'B z'
— — — suivant — y, suivant
En nommant donc X', Y', Z\ les accélérations des forces perturbatrices suivant — «> — — a, on aura
et lee ecc^retions de la planète ? suivant — i, — jr, — seront
(.c) »i^+X'=X. '^-|-Y'=Y, ti^+Z—Z.
Faisons pour abréger,
(dR*^ étant la dWîérenlielle de la fonction R, si on ne tait varier que lesélémens de la planète m, ou les lettres sans Irait: cela posé on trouvera par la düTérenliation,
= '"-“(Jj)' ‘‘-“Q-
$. lâp. Si l’on substitue les valeurs (c) et (e) dans l'équation fonda* mentale, fournie par la dynamique ($. 17. n. 4)i viendra
7? -t- (II).
ua , / iR \
7^ {TlJ*
33 Z bTt*
d'où l'on tirera
x33y — y33x b rff*
I X JJ* — a J Jx B Jf»
' y JJ* _ aJJy U3t*
Si on intègre* cei -équations, en faisant pour abréger,
/iîUs,=
d/ ZZ de.
il Tiendra
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xSy — ySx xdx—z3x , y3z — z3y
B à~t aït ' iTt ^ '
^X r^ix—X-rir
il'où l'on tirera l’équation
(A) O = e"x — </y~^ez.
En substituant (i) r* — t* , rdr — xdx-^-y9y-^t9t, dans les
diilérenlielles,
^y t^)y — y.rir .a r*dz — %.r)r
en aura
J ^ y (yix — x)y) — arJ »y
X [x3y — yi x) -1-zlzdy — ydy)
2 Z x(xâz — z3x) -+y {y 3 Z — z3y)
et par les équations (3),
(4) a^=— ^(cjr-4-</î)d/, a^=^(ci— c''s)dr,
Si l'on élimine'^, à l’aide des équations I, II, III, il Tiendra
Intégrons ces équations par parties, et faisons pour abréger,
«> ] BK|î)-.(JÎ)îa- + '-^Û=ar.
(-Bj.(fi)+.-(^)5a,+'-iî^'a = ar.
y, f' , J", étant des fonctions des forces perturbatrices m', qui deviennent constantes, si ces forces sont nulles, parce qu’alors les dilTérentielles de R, X, cf, </', s'évanouissent (tf) (/). Cela posé l’intégration donnera
LIVRE V, C H A P. IL a eiy ■+ e'»a
y e"Sa — e9* , ^
if
a c'dx + c"èy
En «joutant enaeinble cet trois équations, aprbt les avoir multipliées respectivement par a, y, z, et substituant au lieu de e, d, d' , leurs valeurs (3), on trouvera
(B) ,tr=Z ny(a*+:r’+ **) = B (c=H- d'^-)^fx -\-f 'y +r'>-
La somme des équations I, II, III, multipliées respectivement par ds, dy, 9s, donnera, b cause de adx -f- jfdjr -j- *da — rdr,
dx3ix-x.9yday-+dx33z , jtir ,
— Bit» ' r’ T (°B),
dont l’intégrale est
O = — -t- »/(3R) -j-consf.
Dans l’orbite non troublée l'élément de l'arc elliptique 9s eêt — V(9x^+9y’-h9s’‘), et l’équation précédente devient , o = — Lï -j- const. Mais la vitesse
•O = y est donnée par l’équation, T>*z=ag/*^-^ — (§. 33. (i)),
étant (g. 3a. (3)) = Bg, b cause du mouvement relatif, d’où l’on tirera
= hB f— — — j; ce qui étant substitué dans l’équation o =
gjji y -j- const. donnera, const. — ,
Ainsi on a
Si l’on ajoute cette équation aux équations I, II, III, multipliées respectivement par X, y, s, il viendra
Le premier terme est — i ainsi celle équation devient 33. r* s
* — 'bïT» — 7 T "I" * CB) 4- 4/ (9 R)*
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§. 160. L’équalion (A) (§. iSj.)» ^lant du premier degré, est celle d'un plan ; et comme les coordonnées x,' y, Zf sont les mêmes que celles qui déterminent le lien de la planète riz, ce plan est celui de l’orbite de w. La position du plan de l’orbite est donnée par les quantités c, c', d': elle sera donc .invariable, si ces quantité», sont constantes, et ne sera point altérée par les variations des coordonnées x, jr, z, on du tems t. Si les forces perturbatrices m' sont nulles, R et 9c, .de', de", le sort aussi (</) (J'y, par conséquent le plan est alors invariable, et son déplacement dépend des variatibns de, de', dd', dues aux perturbations.' Mais les élémens e, d, c", varient si lentement, qu’on peut les regarder comme constans , et le plan comme invariable, pendant que les Coordonnées prennent les accroissemens a Il est aisé de s’assurer de cette vérité importante. Si l’on ajoute ensemble les trois équations (3) , après les avoir multipliées respectivement par dz, — dy, dx, il viendra ozz.c"dx — c'dy cdz, et il résultera la môme équation, si l’on ditlérentie (A), en supposant c, d , c", constans. Il s’en suit qu’en formant les premières dilTérentielles de toutes nos équations, par rapport è t, il faut regarder c, d, c", comme des quantités constantes, et que, malgré les perturbations, la planète doit être censée se mouvoir dans un plan, dont la position varie d’un tems à l’autre, mais si lentement, que ses variations sont proportionnelles au secondes dilTérentielles ou au carré de d t. Le mouvement troublé est donc, à l’égard du plan de l’orbite, le même que le mouvement non troublé, avec cette difiérrace, que les élémens qui déterminent la position de ce plan, sont assujétis à des variations qui sont de l’ordre des masses perturbatrices m'. Puisque les quantités c, d, d', sont introduites par l’intégration des équations (a), elles doivent renfermer les constantes arbitraires, ou les élémens du plan de l’orbite, et serviront à déterminer ce plan.
Si on fait s=:o dans l’équation (A), elle déterminera, pour un instant donné, l’intersection de l’orbite avec le plan des x, y, que nous supposons être l’écliptique. Soit Çdig- Sq.) SMNQ cette commune section, SX“x, XMzzj; cela posé l’équation (A), oznc'x —cy, donnera le noeud ascendant, les ordonnées YZ— x étant supposées se diriger vers le nord. Ainsi, en
nommant J la longitude du noeud, l'inclinaison de l’orbite, faisant tangi)=:(,
et prenant pour axe des x U ligne SA 'dirigée vers le point vernal, on
aura tang J = — — p-. Si du point Y on abaisse la perpendiculaire
Y N sur la ligne des noeuds, on aura YNZ = »ii X M x Ig J =: p *,
sec J: d'où l'on tirera les éauations suivantes. e
M Y =:.y — X M = ~ ^ ^ ~ l’équalion (A)), YN = i a cos J,
ol t = ^ seç J; d'où l'on tirera les équations suivantes ,
(6) tang J — p, i — î-i — ^ , < sin J = — , s cos J .
Puisque les inclinaisons S de toutes les planètes sont très-petites, et que sin J et cos J sont susceptibles de toutes les valeurs entre i et — r, il suit des équations précédentes, que c', c", sont des quantités liès-peliles par rapport à c.
§. i6i. En opérant de la même manière sur l'équation (B), on trou* vera des résultats analogues relativement à la figure de l'orbite troublée. Celle équation, étant du second degré, nous apprend que l'oibile troublée est une section conique, dont les élémens dépendent des quantités qui sont constantes, si les forces perturbatrices sont nulles ($. 159.), et qui le seront encore, si l'on fait abstraction des secondes dilTérenlielles. Pour le prouver, ajoutons ensemble 1rs trois équations (5), après les avoir multipliées respectivement par dar, ^y, dzi il viendra nd r^J~dx dy f" d z, ce qui est la dillércnlielle de ^D), les quantités c, c, étant re-
gardées comme constantes. Il en résulte, comme ci-dessus (§. 160.), que malgré les perturbations, la planète décrit dans chaque instant l'arc d'une ellipse, dont les étémens sont assujélis à des variations de l'ordre des masses m', qui ne se manii'eslent que dans les secondes diirércntielles. Pour déterminer les élémens de l'orbile troublée, savoir le grand a.xe --xa, l'eacenlricité >, et la longitude de l'apliélie :=ro, faisons^^pour abréger,
^ i cf— d f = M, c/“ . h c'y" t= N.
Si on ajoute ensemble les trois équations (5), multipliées respectivement par c", — c', c, et qu’on substitue (A), on auia celle équation de condition,
(7) ü = c"/-cy'-f c/'.
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Rapportons maintenant le lieu de la planète m h trois nouvelles coordonnées, .
\p: la théorie de la transformation des coordonnées donnera trois équations linéaires de cette forme,
les coefhcicns D, E, F, etc. étant donnés par la position du plan et des axes des nouvelles coordonnées. Comme celte position est arbitraire, on peut déterminer les coefEciens à volonté. Supposons donc
nX^**' n'*‘X‘’'nX
Cela posé les valeurs de L, M, N, (A) donneront
(8) orzLo — Mc' — Ne", et o =: L/'' + M/^— N/,
et si on substitue dans les équations (ij les valeurs (A) (8), on trouvera
(9^ c" x — c' J 4- c = = n et /x -1-/' y -f /" 2 = X
La comparaison de la première avec l'équation (A) donne ^ — o, et la seconde devient par l’équation (B), /mrrrBII' +XÇ. La somme des carrés des équa-
bons (i) donne, à faide des équations (A) (7) (8), îJT"x# —
et l’on trouvera (/>) L* 4 M“ 4 N’ = H» X^ — (c"/— c /' -f c/";* = H* X% • parce que le dernier terme est nul (7). Ainsi la dernière équation deviendra r’ n: 4 d’où l'on voit, que les coordonnées \j/, ont la même
origine que t, y, z, et que le plan des Ç, est l’orbite même, è cause de {zzo. La comparaison des équations, — Ç*4*'J'* ®* nr"BII^4-X^, donnera
(to) aB n» XÇ -f- (X» — |H=)
ce qui e.st ]'é(]uatinn de l'ellipse, les abscisses ^ étant prises du foyer sur le grand axe ver.<; l'apliélie. F.n nommant u l’abscisse prise du centre, e le paramètre, *a, "ih, le grand et le petit axe, 7 l’excentricité, on aura — o7 , et
ce qui étant comparé avec l'équation (to), nous apprend que le paramètre est — , l excentricité —, cl le grand axe ^ . On aura donc
e— , 7— —, azi: P étant n: -r- — 5-,
U ' K P un*
Pour délenniner la ligne clea apsides, faisons vl/rro, ce qui donne pour 1rs
deux apsides, les équations (/), x = — i', jr = — Ç, s — — Ç. Si on désigne
par (p, P , la longitude et la latitude de l’aphélie, ou aura lang:p = — ,
‘•"8p = 7(irr7)’
tang $ “ /"
s.np=-
; tang ? =:
cos P sin $
~ , cüs |î cos ^ =r
Coimne les latitudes et les excentricités de toutes les planètes sont tiès-petU tes, les équations (la) font voir, que y^'=Xsin p:=|i 't'sin P est une quantité du second ordre, par rapport è f tXj'. Si on prend pour le plan des s, j, l'orbite de m, et qu’on substitue le périhélie o au lieu de l’aphélie, on aura 9 — o; <p = 1 8o* -|- CB, donc /— — n'y cos vi, f ~ — ji 7 sin W, f" zn o.
5. i6'j. On a vu que tous les éiémens de l’orbite sont donnés par les quantités c, c' , e'', f, et azr-^, et les expressions de ces deruières
peuvent être simpliGées. Si on substitue les valeurs {J") (d) ($. 159.) dans les équations (g), il viendra
ay =(axajr— jrax) 4-(»ra* — sax) — (yajr-fiaa)
a/'=(ïj-ax — xajr) — (x3x-|- sar)
a/"=(asax — xds) 4-(a;djr—
et en substituant les valeurs de ^R), (dR), et rdr ($. i58. (</), $. 157. (^1)), r a/=ax(aR)-(R)dx- (j-7)rar,
(«3) 3 a/'= a/ (a R) - (R) 3y- rdr,
^ (PR) — (R) as — rdr.
Si on met à la place de c, </, c", leurs valeurs (3) ^5. >59.), les équations (5) deviendront
, M* I SiCvay + a Jzl — x(J>*+ai*)
^ ~ r * mi* . •
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fiz , 0 a {x d X + jK — x(^x® + ^>®)
./ — — H ÜJT^ *
cl en subsliluant ds® dx® -|- d/- 9 z’.
MX
lidl*
fiz
Mais on a (/«) (§. jôi.) /‘dy'-\-J'' dy''-\~y" dJ'":zzXdX: en mullipliant donc les équations (i3) par (i4)> il viendra'
{•5) ^s>'= (aR) + -artemar.
Les équations (5) (§. iSq.) donnent “h — /"'J —
c^i^x^-h 9y^) +e'*(^x’ + ds^} + e' *(â>’+ à z*^ + itcc'^y âz — a cc''àxùz-+^c'c''àxdy
ce qui étant développé donnera
H.® - ^ C/x -\-ry ■]-/ ' z) + X’rr n® ^
Or le dernier terme est nul (§. i6o.) , et ,/x 4-/V 4-/ ' s = — Bit®
(§. 159. (B)), parlant H® -- rz ^ B 11® — ;t®-|- X®, et en substituant fj.’ — X®~ BU® P i^s- >61. (Il)),
Si on ajoute ensemble les cariés des équations (3) (§• ïSo-)» ü viendra JJ* x*(^>® > (Ja*)+>®(^x*+ê)x*) ->-z*(c>x’+â;>'*) — axy à xdy — ixz’ixdx — iyznydx
r* d s® — ôr®) , r®^r® r*ds®
• — - - , donc —
Bdi‘
li d
— BIl®, et en substituant
(•7) Ç^-f’r=2Mr-Pr®-Bn%
Si on substitue (16) et (17) dans l'équation (i5), elle deviendra ,
Xax z: (Pr® — BIl*) (3 R) — Pr(P) dr, et la différentiation de l'équation X* = m* — BIl® P (n) (§. *iGi.) donnera
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xax=— DPiiari — iBirap.
En égalant ers deux valeurs de XdX, on aura
B P II d H = Pr (R) ar — 3 B ir a P + (Bir — Pr») (a ü).
Or les équations (/) (3) (§. i Sp.) donnent B(cac-}-c'ac'-|-c"ac") ouBnan~
’ S ' (w) + " 1 ' (K) + ‘ (ïï) ! + ‘ ^ (S) (^) 5
= tll) rdr — ^^(aïOj
ce qui étant nuiiliplié par P, et comparé à la valeur précédente de BPIIdlI^ donnera o=BIl“(aR) — ÎBlI'aP, d'où l'on tirera aP— a(dR), et à cause de
P = J ('0 IS- «fil ).
(i8) a - =:a(aR).
Les équations (y) (§. i5g.), (i3), (i8), donnent les difl'érentielles des quantités c, <i , c', f, J'tf', dont dépendent les élémens de l'orbite en vertu des équations (C) ($. léo.), (ii)(ia) r6i-}> et leurs intégrales sont données par les équations (3) (§, i5y.), (i4', et = a /(a R). Ainsi ces équations renferment les inégalités séculaires, dont celle du moyen mouvement mérite une attention particulière.
Ç. i6I. I.a formule ~ = a/ (a R) qui est do l’ordre des masses per- ® »
turbatriccs ni', exprime la variation de—, due h l’action de la planète m', que nous désignerons par i — , En nommant donc a et (a) les demi-
axes de l'orbite invariable et de l'orbite troublée, on aura — -4- 4 —
zr ^-f-a/(aR) = P, d’où l’on déduira racilement la variation du moyen mouvement. On a vu (§. a-}. (A)), qu'en vertu de la troisième loi de Kepler, corrigée par la théorie de la pesanteur universelle, il est n’ijl — agC(i -t-m) — 3g^C, n étant la vitesse mqyenne dans l’orbite non troublée, et C la force cciiiralc è une ilisiance égale à Tunilé. Or nous avons fait (§. i38. (a)), agC — B, d’où il vient n®o^=zgB. Si on désigne par » le moyen mouvement dans le tems t, on a vzznl, d'i:zindt, équation qui a aussi lieu dans l’orbite troublée, parce que les variations des élémens, comme dn, ne se manilcstent que dans les secondes diirérentielles ($. i6o. i6i.); il s'en suit èii—dnit. Si on dilTérentie l’équation =: jcB , on aura o zzi
La difrérentiella de — est • a a
dti 3 a
■"an
n ja
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» /1 9 /I -J- 3 H* a* do, donc — — —
d'où l'on tire — partant ^ d — , et en substituant (i8) an* a
(5. i6a.), (3R). donc ddi-=:dndf=z - an(dR)dl, et en intégrant,
('9) *= i//a#i(3R)at.
$. i64- Considérons maintenant les inégalités périodiques. L’équation (C) (§. iSg.') donne le rayon recteur dans l'orbite troublée, d'où l’on conclura celui de l’orbite invariable , en faisant m' ^ o , et par conséquent (R) = o et (9R) = o. En désignant donc par r le rayon vecteur elliptique, et par r-^-m Sr sa perturbation, on aura les rayons vecteurs dans l'orbite invaiiable et dans l'orbite troublée, par les équations
^ et
+ V^+»(B)+4/(aR). ou
l!\ , «in’J3(réO_^
W " — Bit* l»rf f’ r
en négligeant le# produit# de# masse# nt', Subaliluon# mainlenanl on (/;, divisozu par a, et mettons ni à la place de tut/s nous auron»
IV
En ôtant l'équation IV, après l’avoir multipliée par x, de l’équation I, multipliée par mrSr §. i5g.\ et négligeant les produits des masses, et pat conséquent m'
_ mVir.33x— mVJ9(rrr) R),
dont l’intégration donnera
O = ’-fr.ax-v^x^jr^ _ /x (R) a < — s/id t/ (d R),
li d f
Eu opérant de la même manière, H. m'rSr—lV-y donner*
iTr) _yy _,y^a//(dR).
St on ajoale ensemble les deux dernières ëqiiuuons , apifes les avoir itiuUi> pliées respectivement par jr et — x, il viendra
I wf rSr(x3y—yix^
(D) .) Bar ~
t x/_y(R)d/ — fJx(^)dl-{-irfydlf 3R) — ^yfxdlf(d'R\
Comme on néglige ici les produits des masses, il faut mettre k la place de
sày — ydx Bar
sa valeur dans l’ellipse invariable. Soit donc (Fig. 4o.) NPQS le plan de l'orbile, tipqS le plan des x, y, et supposons pour un moment, <]ue les abscisses x soient prises sur la ligne des noeuds SN: ayant abaissé les perpendiculaires Pp sur le plan des x, y, et pr sur l’axe des x, Prp=i) sera l'inclinaison des deux plans, et on aura Sr=:x, rp~y, pP — s» en nommant donc y l’ordonnée sur l’orbite, Pr, il viendra y — y' cos Or la première loi de Kepler donne (§. 19. V.) x3y' — y èx ^ \èl , d’où il suit x3y — y3x ~ Ad/ cos T). Si on substitue (§ i58. (a)) B =: ^
il viendra =: .
— étant la durée d’une révolution, ce qui donne
et eol1^y(■— 7»)
Si on substitue cette valeur dans l’équation (D), elle deviendra tn'î r n
Mais A — — (§. a8.) , T =:
A = naé — ne’ V(i — 7’), B = n*
$. i65. La somme des équations I, II, III ($. iSg.), multipliées reepeclivement par x, y, s, donne
(ao)
• *3 3x + y 33y+ ed3e , M ,
Or 33 (r*) = a (x3 3x -f-yddy -f- sdds) -f- •» 3r* -|- ds*), ce qui change
le premier terme de l’équation (ao) en •' nomme v
la vraie longitude dans l’orbite invariable, comptée d’un point 6xe quelcon* que, et m'Sv sa perturbation, on a 3s*::= 3r'-|- r*3v’, et ?33.r^r33r-j-3r“, d’où il vient ?33.r* — 3s*=:r33r — r®3u’. En mettant donc r-\-m'Sr et v-J-m'îv è la place de r et de w, l’équation (»o) deviendra
(r-Mn'îr)3Jr+-m'r33îr — (r*-(-5mVSr)3u* — am'r’èv-dSv , m/ w'îr\ ,
Bdfï ^
97a astronomie physique
Lei termes ind^penclans de m' e.xprimcnl le mouvement elliptique: il faut donc que tous les termes, multipliés par in , soient nuis sépstement; ce qui donne pour le mouvement troublé,
n'Sr.ddr-h^'rdâ^i aw'rîr.dt'* — 3 m'r’d V .â S v
ÛTï*
Si on substitue (§. 19. VA, Az^ria^ 1^(1 — 7’), (5- i64-)i
cl r3v*zr33r-j — -, R3/’ (5- >9- IV), la dernière équation deviendra
m'rdSSr — m'Sr.dSr 3 m' S r ai*i'3*u
L'équation IV donne — ~ *I“{R'"I"'> /,3R), dont
, . . . m' î r .33r-f-a ir'3 r.3 ' r 4- m' r. 33 5r ,
le premier terme est . — t : cette valeur
ubanf’era l'éqaation précédente en
y ( . _7»)r= ^ +4 vR) +6/ m.
d'où l'on tirera en intégrant,
VI. m'fi;.y(i— 7*)= i*”' ^ ^ ^ ^ ^ + a n 0 / (R) 3 r 4- 3 n O / 3 // ,3 R).
$. 166. Reprenons maintenant les ë<|iialions (3) [/) (§. iSg.),
-ïibr'='''=/^'S--(35)-^Sr)S+'=-'.
C, G', C", étant les parties constantes de c, e, c", ou des élémens qui déterminent le plan de l'oibile. Dans l'orbite non troublée, R étant nul, les quantités e, c, c" , elles-mêmes sont ces consl-antes, d'où il suit ($. 160. (6j), lang r, = , co, n = - , et II* = -- = (S- .6.. - ( ■ ■ )).
donc C=Z— — yfiti — 7*). La première des équations piécédcnics donn a
nera, en négligeant les produits des masses,
et en ajoutant ensemble la seconde et la troisième, après les avoir multU pliées respeclivemeiit par et — x, on trouvera
d'où l'on tire au moyen de l’ëqualion (ai),
■ ^ étant la valeur elliptique de l’ordonnée z, et les termes suivans
sa perturbation m'Sz. Il vient de là
f I ^ r-.. ^ 3R\ iâR>
C+c/^'inàT)-=và./i-
Maintenant si on nomme 3 la latitude, s son sinus, on aura lancfîrr^— r-
Iti'èa ffl'âs V
d'où il suit O/' 0 iB 3 =: — ri î: x. ** la dilluienlialioa donne
y(»’+>*) rro>p’
. 5 3 V - 1 • . iT n'riR n'rSs m'rSt ,
<tg3=: — 1-, dou il vient m’Sz — r- = — . Au mo-
cüj’p’ cüj P e>»>p I — i»
yen de ces valeurs et de C = VJT(7— l'équation (aa) deviendra, en faisant M — t.
m' î î en» T) yl' —'V*)
+ =(«)-'(«)! +->'b(fî)- = (a7)S'
$. 167. Prenons maintenant l’orbite primitive pour le plan des x, y, comptons de l'aphélie les longitudes v, v’, des planètes m, m, la ligne des apsides étant Taxe des x, et faisons sin p' =r cela posé on aura
or=i=p = n=:s, xzzrcosv, y — rsinv, i'— /cos w'V"(i — /*), y =: /sin V y ^1 — s'*), x'zz/s', ce qui donne (J. 157. (1)),
f*=r*-j- /*— arr cos (v'— V) — /•>, donc (J. i58. («/))
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^ — I)/ {/*-}■ '■*'* — 2r/cos(v' — t^)V^(i — .s'- }
m' fxlx'—x)+y(y'—y}}
mi
n rc;j (v'— v) , tn' { r»— rt^c». (a/_ x»' ' i — t'*', î
|r’+r :rr u) ^/(i — 1'»)( i
(Q) (^^\dr •o)iA ,3 mVrlr— rV'»«fT’ — - i'» }
a {r^ tr'*—rrr<:irt^%' — r'y^i—
d'où il suit (R)“ r De là on conclura les équations suivantes
(S- i64 iGÙ. 166. J:
pour le rujon vcctrur,
IV, 0= — àV,— H ;:r- >»’«V(3R),
y n_ y°sv-/^Mnv(g”)a/— sinv./r cos V ^1^)3')
' “ *eos v/rsin v.3//(dR) — asin v/rcosv.d//(3R)C
pour la longitude,
VI. n,-ÿoVc.-7^) +ano/rg.^)a/+3no/3//(3R
et pour la latitude,
VII. o:=/n'îsy(i — •y-)-|-nasin v.frcosv(^'^'^dt — nacos v./rsin 5/.
$. i6tj. Les équations précédentes renferment toutes les inégalités périodiques et séculaires, et le principal objet de la suite de cet ouvrage est, de développer ces équations, et de les appliquer aux dilTérenles combinai* sons qui se présentent dans le sj^slème solaire. Je commencerai par la fonction R qui entre dans toutes les formules, et je me bornerai à développer les équations IV, VI, relatives au rayon vecteur et à la longitude, jusqu'à la troisième dimension des excentricités et des inclinaisons, et l'équation VU qui donne la latitude, jusqu'à leur première puissance. L’angle v' qui entre dans les équations précédentes, est la vraie longitude de la planète m', réduite ou projéiée sur le plan de l’orbite de la planète m ($. 167 ). En nommnnt donc v" la longitude de mf dans son orbite, il la longitude de son
noeud ascendant sur le pian de l'orbite de m, v l’inclinaison de ces deux
plans, et S sa tangente, on aura
sinvrr-~~pô(i-I«-), sinp'rs'=:î(i-ïô=)sin(v"-]I), tgp'-Jsin (v'-R).
Mais on a aussi lgiî'“ — d’où l’on tire (i —
yii — s'*) 2 'nn(v' — iir
donc sin (v' - R) = développant, -
(«) sin(u'— n>=(i — ^6-) { 1 -l-l6'sin\v"— II) } II).
Si S est nul, il vient sin (u' — IIj“sin(u' — O), ou v'“v": d’où il suit
que t/' — v' est fonction de 6~. Faisons donc v' ~ v'' — e ô’, ensorte que
sin (v' — H) — sin (v" — II) — tô’cos (1/' — II).
La comparaison de cette valeur avec («) donnera
t cos ( v" — n) = ^ sin (v" — II) — î — ^I) I 0*1
£ =1,5®*” — n) cos (u'' — II; rr ï sin a (v" — II).
On a donc v' — v" — — sina (y" — H), d’où l’on tirera
cos (y' — v) ~cos (y"-~ v) -|- ~ sin (v" — v) sin a (y" — II).
Or V(i=s'=)=:* — Y»>û»(y"— II)=i— ^cosa(v"— R), d’où il suit
cos (y' — v)V(i — s*) — cos (■y'' — v) — ^cos(y' — v) 4*4- cos (y"-)- v — a R).
En substituant cette valeur dans R (E) (§. 167.), et faisant pour abréger,
!rco>(v" — t;! P rfcos(y" — v) — c«»(y"+v — sn)}
/•’ -f- P’ — 2r/ cos (y" — v) m Q,
^ { cos (y." — y) — cos { y" y — 2II) } zz 2/^ p/
on trouvera
R = m' P—m'p 5* — m'(Q -f- 5*7)“* =m\P - Q“ î, m' ô* ^5 9 “ — P)- Faisons
(c) P-97* = S, et I (q-5_^) y=S',
ensorte que S' renferme tous les termes dépendans de l’inclinaison, et nom« mément du carré de sa tangente. Cela posé nous aurons
ASTRONOMIE PHYSIQUE (A) R = m' S -f m' 4* S'.
$. 169. La quanlilë S renferme les tennea indëpenHtn* de l’exwnlri* cité, auMÎ bieo que ceux qui en dépendent: détignona par B la première partie, ou ce que devient S dana lea orbitea circulairea, lea excentricitéa étant nulles. En nommant donc, comme ci-dessus, a, a', les demi -axes dea orbites, n, n' les longitudes moyennes, 1, f' leurs époques, n, n' les moyens mouveinens, 7, V les excentricités, ta, n' lea longitudes des périhélies, r, / les valeurs elff|itiquea des rayons vecteurs, v, v" celles des longitudes, m S r, iH i V leurs perturba'ions, et faisant
li — )i~w, r~a~\-Ar, v:r:n-j-Av, v" ^ |u' A v',
ensorte que
(r/) ft e -j- n ii'~ t' n t, d fi — n d f, d p.*— n'd ly
les lois de Kepler fournissent ces équations (II. $. idy.),
= i V’ — 7 (I — * V’)cos((*. — ta) — Î7®cosa(n.— ta) — ?>’cos3(n— w),
( U — 7 (a — î 7’)sin(H — ®) -}-^7'sia ï(ji — ®) j|V^sin3 — oi)i
et les mêmes équations donneront et A v', en marquant d’un trait, 7, fl, ra. Si un lait 7 =: 7' 0, ou qu’on mette a, a', fi, fi', è la place de
r, r', r, 1/ , dans les équations (£), on aura par (c),
• (B) B ~ — (a*-j-a* — aoo'cosiv)
Puisque S est une fonction des variables r, r, v, v", qui devient =zB, sa 7 = 7' = o, on aura par la séné connue de Taylor,
S = B + A r Q + A / + A U (^) •+ A V' (^) + cet.
où il faut substituer dans les différences partielles > (i’p) •
¥~a, V — II, u" — fl', v' — «“M'y d’où il vient
e9=(H). (^j)=©. Cr9=c-:).
La aine entière, jusqu'à la troisième dimension des excentricités, sera donc
LIVRE V, C il A P
+ -r (7") + -r (E^) + (ra
C)..Sr<+
Ar’ i^Y d’ B \
ArAf'
• ' 5’ B Vàiarf
, Ar* At/'/ J’ B \ ,
■*" a~Ww,a'/+'
Ar'*AtY ^*B \ 1 Ar' a \àa'*é^)'
ArAr*»/ rf*B ^ a
ArAV’ a
\éa^ia> J \iaiu*J
fe*v+
'*Au"/ i’ B \ . A/AV»/ 3* B \ a \^a'’J.u.'^'^ a \da'rf;i*/ , Al' Av''»/ i’B \ AV’ Av" / a*B \ AV Av"’/ 9’ B \ ■* i Vio' d y’/ 2 Vi'^’rfH'/ ' 2 Vuifi'*/
A / Av A v" f
' Voa' O.ttiMV
Opérons de la même iâçoD sur les fonclions Q et (/, et faisons pour cela
(/■} (fl’-f-a'* — aca/cosv; ®:=Î5, — {cos((a.' — fi.) — cos(ft'4’f* — “H } = 6,
Les fondions Q et <7 étant ifcjS multipliées par 4» (§. 168. (A) (c'), elles ne seront développées ici que jusqu'à la première paissance des eacentricités. Or puisque Q '* se change en S, et f en b, lorsque les excentricités sont ■ulles, on aura comme précédemment,
Q- ? = » + A r j + cet.; , = b 4 A r 4. cet.; = ^,r‘,
pariant ($. i58. (cl)
SB' étant =SB — 4-.
§. 1^0. S» l’on développe le trinôme *** **"*
série ordonnée suivant les puissances de cos w, et qu’on exprime chaque
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puitsance <]e cos u' par les cosinus des angles multiples de w, on trouvera
des séries de celle forme,
(u* -j- o'* — aaa' cos ri) * = M + cos !w,
(a® -J" — 2 a a' COS «■) * = ffli -f- 91^'^ COS iw,
i s’étendant à tous les nombres entiers posilib. Ainsi on aura (B) (y) (^. i6g.) (jf) B — “ °*** — j,j — j^{i> 5S SW -j- 91^*^ cos iw.
Si on veut étendre t à tous les nombres entiers, soit positifs soit négatifs, ce qui sera fort commode pour le calcul, on n’a qu’à diviser par a les coeHicicns N^'\ 9l^'\ donnés par le développement des puissances de ccs ii-, parce que cos ( — mi ) =: cos i Supposons donc
(F) B ,? A^’^ cos i iv, (F) S5 = ^ 91^'’^ -4- ï îl^'^ cos mi-,
î s’étendant à tous les nombres entiers , tant positifs que négatifs , excepté ïéro, vu que le cas où / ” o, est représenté par les cocITtciens A Il
faut observer, que A^~'^ =: A*'^, ~
et que le terme doit être ajouté au coefficient A^** , parce que
atotiu , « “i / N — 1
z: («’ -|- Q ’ — aocr cos rv)
5. 171. Pour déterminer les coefiieiens A, 91, faisons ^fi) . , .^—a, T — aacosH' = X, a®-j-o'® — aun'cosu-zzL, et supposons
^ X ’ = ï -f- cos IV -|- -|- cos iw,
2 X • ~ 1 -j- cos SV -J- 4"
t s'étendant seulement aux nombres positifs. Cela posé on aura - ,3. - — 5 X“^ - — • X"* ocasiv X~* X~*
.L = «’x, L * = L ’ = -pr> B = -^. SSz=-p-.
Or BOUS avons supposé B ~ ? A^°* S 4- cos l’tv,
si 1 ne s’étend qu’aux nombres positifs: d’où il suit A^°^ — — ~-rt ,
A^^’ = — , ou
(1) a'A‘*>r-é<“’,yA^'’ra-é<», a'A»’z-é''\
Les coefficiens A, fl, étant ainsi donnés par 6, c, déterminons maintenant ces derniers. Supposons pour cela en général.
C^) X~ cos tv -|- -f- cos iV,-
r s'élcnilanl à tous les nombres entiers et positifs. On aura d . X“" ^ 5r 1 »in -lü
<^*w i •+• a* — * et conu *
iVoù l’on tirera, en diflilicnliant la série (<) par rapport à «>
sr^riimu
i+a’ — aacni-u;
P"’ lin TU r- «in (( — ;) H) + (»■ — i') p^' ‘^rinfi— i)wS-l •in / su
P*'* coa 7u-t~ “Jcufc^l — a}*lü.fpt)i—i>cüi(/ — 1^10+ cas i 'ui *
En multipliant en croix, on trouvera le coetGcient rie sin (i — i) rv clans le premier membre z=ra{p^'“'' — P* ‘lans le second membre =
(i — i) (i+“")p^'~‘^ — 0 — a) — iap^'K En égalant ces deux
valeurs, on aura
rn „0> _ (<•— 0 (| + a’) pt»’-0 _(,• — »+ r) a p<«— «>
Supposons que le développement de donne la série
-f- 9^'^cosrv-f” '^cos — i)(v-|-iji^'\os/iv-|-^^'"*“*^cosp l)ie;-
et multiplions par i 4- — a a cosrv — X: il viendra
X~’’ — 09^' ' 05 (i — a) w -f- cos JW }
-|- (i a') cos j’w — *’ ■{ •os 1 w -}- cos (' -|- a) rv{ :
le coellicient decosirv est donc z= — -f- (1 -}- o’)
Mais on a aussi, par (<), X“'' . . . . . cosi'rv, d’où l’on tirera ('») ..... -f" 9^*' — a
La formule (/) a lieu, quelle que soit la valeur du nombre r: on peut donc y mettre r-|-i à la place de r, ce qui ctiangera X~’’ en X“’’~', et par conséquent P en q. Si l’on lait en piéiue tenrs i, la formule (■) donnera»
ce qui étant substitué en (■»), donnera
et en changeant i en / -|- i ,
pO -+- i) _ ara — r (n- a«)
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Si on met au lieu de sa valeur ( ) dans la dernière écjiiation, elle de
■ tr ! n‘)
Tiendra r Q ^
IZ.^ „(.-0— r) i a
; d'où ils suit CO
Mais l’dqualion (o) donne—- ^Ct — r) — ^<0 ° j yCD ; en comparant
ces deu-x valeurs de on aura l'équation
, ^ (/J (i +r) (i f — a(»-+i — r)a pCi-+-i>
Si l'on fait maintenant r=z^, les coeIScieus p, q, se changeront en b, e, et les équations (/j (/ ) donneront
a(i— »)(n-g*') t/«— >— (ai —
An moyen de la formule { i) on trouvera chaque coefficient de la série X~ ® , par les deux termes précédées , ou par les deux premiers coefficiens ^(1)^ gj I, formule (d) donnera tous les coefficiens de X *, ceux de X~ » étant connus. Tout se réduit donc à calculer les deux premiers coefficiens
§. 171. Soit Xi:=: * -f- cos Mv cet.
et désignons par e le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. Cela posé on aura, en faisant sv — r,
9cosu'r=c''-|-e~’', parlant X— (i — — ac~’') (Ç. 171 ). d'on il viendra
.1 _< a r “* ar 3 ’»* ar 3 . 5 . 7 . . .(a n — ï) „ >
{ a a. 4 a. 4. 6 3. 4. 6. ...an ^
^ I — - *-»•— üL e-*'' — . . . . — a"— *-<"-•”■ ?.
En multipliant ensemble les termes analogues de ces deux séries , qui contiennent la méife puissance de a , on aura le terme indépendant de r ou de w,
• ^ • (3.4,6 an)*
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Si Tob mulliplie chaque terme par celui qui le précède dana l’antre férié, im aura le terme qui dépend de r et de — r,
a.4*.6*....(»n — a)*.â« (Jn-i)*(an-3)
acotu ^ I ï.4*.6 a. 4*. 6’ (an — a)’. an
et xà A B -|- cet. les termes suirans dépendant de ar, ou de siv, 3tv, etc. Mais on a aussi
X’ I -f- cof w -J- cet. d’où l’on tirera ZA^*’=A, et = — a|i — ^
(0 (à)’“‘ * (.-Ti)’-** *
3».5».7*.-.[an-3)«[an— 3)
'I Ch
(an — a)*, an
Pour tirer de là les valeurs de b^'^, faisons dans l’équation (p) ($. t^i.),
r ~ — î: alors p deviendra le coefficient de X~’’=X*. et o celui do ^ __ ■
X~ ~ “ X donc p~h, q — b; ainsi la formule (jt) donnera ,(,•) (4 t + 6) “ * (i-t-O — (ai — i) (' + a*)
- .(■-“’/■ * et en faisant i r= o et
(3, _ 6afc<«+(i + o*)È<^ _ loa b» — (i + o*) h«» . )
d’où il Esut chasser ce qui se fera au moyen de la formule laquelle, en faisant r = — i =: a, devient '
A^*^ ~ ^ -i-ab — ^ substitué, donnera
y.(,) (f-4-a*) È‘-’> + 8 a i>“' s a 1)"’ -4- 3 (i + a’ib'**
Au reste, il est aisé de voir qu'on peut toujours supposer a moindre que l'unité, pour que les séries précédentes soient convergentes, en prenant pour a le rapport ^ ~ i selon que m est une planète inférieure ou su-
périeure; car on va voir ($. 1740 > dans le second cas, on n'a qu’à substituer pour
(l) Voy. Xhtarié Jés far, ait. dat iiém. éta Pian, d<ia» les Alim, dt Sarlin, ,/drui. 1781* pag. aSy. #/C-
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Oa Irauvera parriUemeDt, par la formule (3) i$. i7>-)>
§. 173. Si on diirëreutie l’équatioB (*) vS< '7'-) par rapport à a, il rieftJra
— • V: ^ I + + 'aV
Mai* cos w — O =;
d Jt
> , d*uù Ton conclura
x-5 di>» a*'') _
rz * . -, h — conw*.
2 1 ia O a. ' a (X.
Si Ton substitue X“f= ^ cos iw, X“» cos iV, (i)
($. on aura
~ — lITl— r<*> — —J d’où l’on tirera, par l’ëquation (3) (§. 171.),
f # a sa la
_ Ü±1 partant
djt a^i — o’j > — a*
di'-» ai'» — 6"»
ai"»
, etc.
da r— a*r a« a 3»
Les diSürentialions successives donneront, en substituant 17),
W-'*' _ '(>■- 1'— î/[i-tV-*4-(<+i)(t-»-sh» 1 A(/-t-0
W ÏT>v.-aV a^.-aV"*
^ (1— iV f— al — (ï*— 191 *4.3/ — — t'ï — 1^0*4 (r4.i)(T^^)(/-4-3^g*
(a»^- iV »4-9 — (a (»-t- i) ■ *-4- (i*4- <t1 ->4|
Si on différenlie l'équation q3) les valeur* précé-
dentes, on trouvera
r - 4+9'_'»,a»- (,’-l- I Sf-day-*
•t ainsi liii reste.
C— i ar— i4-*l9—
Lm coefficiena ^lant des fondions de a, on peut exprîmei^
le terme général par 4'^^rrRa*', ce «jiii donne -j— z=Rra’’“ * = Rr —
aM»!
dM»)
Maii l'équation é^*^~R -j donne -5 — résulte —
^ ^ </ 4 àn
. 36(0 ^ , J . . 3cf») , dc'.'l 3360 , 33610
. On Iroorer» de la même manière -v—zi — ,-5 —
û' d uC d fl a' d a d O* a'* d a* ^
-TT — “ -77. ®t ainsi QU reste. Si Ion substitue ces valeurs dans les
d a* a * da ^
différentinllps des équations (i) (§. 17 1.), on aura a'.— — — — — I 3 6(0 , * ® 0 a
. donc
«' da
■ar- “
3a’ '3« da*
3 ’ \(0 Ta~-'
'4 >î — Üil'
d fl*
$. >74- Les fortkules précédentes, relatives k faction de la planète m' sur m, serviront en mènie tems, avec de légers changemens, à déterminer les perturbations de m' par faction de m. Si l'on nomme 'e^’\ 'A^'\
'îl^O^ Cf que deviennent c^'^, relativement à U planète m', il
est aisé de voir, que les deux derniers coetbeiens n’éprouveront aucun changement, pareeque lé trinôme — aaa'coaw:=L reste le même, si l'on
change a en a', d en a, et en — rv. Il faut cependant excepter A^’\ dont le terme h ajouter (§. 170.) devient -, au lieu de Cela posé, les équa< lions (1) ($. 171.} donnent
'A‘» = — «A‘0, 'c"‘’=a3Sl«0.
Ainsi le calcul qu’on a fait pour la planète m, s’appliquera à la phnèle m', k l'aide des formules suivantes:
(r) 'é<« = aé‘'\ V» = a3c<'’, 'A<0 = A‘0, %<■''> = 'A<»Z=— —
$. 17S. Ponr ce qui regarde les rapporta dilTérentieU , Péqnation (B) ($. 169.) donnera
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__ eol tu
d'où il résulte
— — ^ -I-(«— a cojh)L », — , =• }-(</ — acosn)L »,
9B . , SB acni'ui . , — ' _
= ^- + L »=-B. ou
à a ' àa' a
a a ^ à a' * da
Les dilTérentiations successives donneroDl
àa' d a ^ à a
, d i B SB d du
or • •: — ^ — — a ■: — — a .
da'
i ada!
3B ,33b 3B oaa , , dc»o aB
da«=-dT'-"d-.a?’ " â„~.=-"âT--“
ddB
, 3dB_
dB
èSB
da' ““ du'»'" dw' “dfld?’ “ 3n^> — ~'d7' “d^^»
3o»do^ 3a* .3a** *** à a 3 a'* 3 a 3 a'
da’d'a'i
■^'O O « V wr a« V V -
®“ V„-ïi +“ a, . = -> donc
• X-,. = — O -rrsr — O ^
Si l'on substitae successivement les valeurs qu'on auia trouvées, il viendra
^ , dB „ dB ^ ddB
O rr-é ^ — D — O — , o<r — - —
^ a ^ a é aà a'
,a^d8 « . . d0 ,di^B . , a*B . .d^B d»B
dfl'» ' ^ a ‘ da* * <^aW ^ n* “ -
aa*^a' 3* B
/ ^ rr*7^ = — OÜ — 100 — — ûo** — ^
.d^B ^dü.
‘i.*; — *4® + 9®“J^ + 7>* ïa* +'®“ 3o*+"
En opérant de la même manifere sur l’équation (J^ ($. 169.', on trouvera
=r — 3 (o — a' coa w) L », ^ =: — 3 (a' — a cot w) L ^ partant
• ^ -|“ • ^ = — 3L » = — 3S6, d’où il viendra
îa.
»_ mio ^*1
jy = 1 a a> + 8 U — 4- a» — —
r • aa ' é a**
t , i àt .
aa' liad a
Il est aisé Jo voir, qu'en vertu des éi[uations (I)(F) (§. 170.), les mêmea relations ont lieu, si l’on met A*’’ h la place de R, et au lieu de ÎB.
L'angle IV étant — fi, les équations (ÜJ (y) (J. 16g.) donneront les relations suivantes :
d l à B atB âts ddB das 93 B 33B
l 3)x.' du' 3jt.' 3 ji.* rf.ttrf.u.' W fl’* du'* JH**
' âJ_B
■ \ J A» a ,u,' "" ïfi'*» 3 II dl?» ~ ~dji}*
I TT%— — . — :s ■;■■ — oo'simv.
V 3 1’* 3 11^* du' 3 II
Au moyen des formules (H) (I) (K), on peut chasser les dilTérenti* elles du, dii', des équations (C) fD; ($. 169.}; ce qui étant fait, il sulfirn pour développer ces équations, de connaître les difTérentielles de B, S, i, par rapport à a cl g.* Pour cela la dilTérenliation des équations ^E) (F) (/) donnera
dB JA'» , . JJB iJJA»* , ,JJAt<t
= = aT = l 7T-- + Î -77.-
d a ' da — — — A^'^cos r »v;
Jda S
JB _ _i»
jjl'~ 2
V li — il'
COS lu-, O — ~ 6j - — = — A"^' sin Mv, 3a ’ d II a ’
— — A^'^sin/w; ^ — Sl^'^sin 1 w>,
J (i a d II a
^ Isinw-f sin(,A'+M.— aH)}, II* =0.
^ 176. Substituons maintenant les valeurs (H) (I) (K) (L) dans les équations ((') ;^D) $. 169-}, et faisons pour abréger,
/nr Ar' . Ar'_„ sAr' SAi^ . /Ar'\*_
0) Av-Av"=t, Au-fAv"=«',
Cela fait, l’équation (C) deviendra
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+ ■ c. A< V / + . , ./A + V-'-ii.»/-/"- + -f ./. ;
et rëquation (D) premlia la forme
(M') ® = X i,- ~ {cos IV — CO» xH
H* ^ {Jj ^ O CO» l'w^ (I sin IV -j- (' sin <|/)
^ ^ cosAv+iîl^^J »im\v ^ { cosw— cottj/ 1 .
Développons maintenant les fonctions (s) par le moyen des équations (r) ($. 169.), et observons que J", t, sont de l'ordre des excentricités , et que par conséquent il serait inutile de développer /i, h', g', au delà de la seconde dimension des excentricités, et f", J"'", t', au delà de la première, parce que dans l'équation (M), h, h', g", sont partout multipliés par y ou t, et ft f*"t psf S* ou yt , et que t' ne se trouve que dan» l'équation (M') , et par conséquent multiplié par le carré de l'inclinaison. Cela posé on trouvera î '/*—>( r—^'y-).-os(M,— œ)-(-V(i — |V')eo»(n'— ta')— |'l'*oo»î(u — w) -j-J'y *coe a f 4' — ni') — |yJ co» J (a — m) -I- i 'V'^ cos 3 (u.' — te'),
y = 1 — y •+ v( » — I y"') to» (y— «o + ’co»a (/— t»') -f |y ^cosi (/— ty),
T’—\ -|- aY cos (u.‘ — «B ), y"' r= i -|- 3y co» (n' — is );
I = 7 (a — ^ 7*) sin (,u. — us) — 7' (a — ^y*) »in (a' — w') 1 7* sin a (u. — os)
— J y* sin » (a' — us') -f- — 7-^ sin 3 (a — os) — — 7 sin d (a' — w") ,
1' r: a7 sin (u — & ) -j- ay sin (*' — «') ;
ÿ — I +^y 4".^ y^co»a(a' — 01') — îy5co»(«.'— os')-|-?7'^co»3(.a'— w'),
A = 1 * y^ 4- a7' co» {si' — w') 4“ u y* 004
g' = »-4- * y ® — i’ (7* 4- y^) 4- y y’ co» a (u — tao 4-«'*7* co» * (tt — w)
-{- ai'* 7-7 ■jfo» (h — ts— w' 4“ «)— *co» (h' 4" I*' —
— J «■* 7’i co» u.) — co» 3 (j* — «4 - (4 ‘■*4-2) y {oos (n' — œ ) — CO» 3 {(»'—«')}
J/’-y’ V{c'os(fi' — ajt— »'-+• ara) — CO* -f — air'}
-j- 1 1'* 7 7'" jio* (afi' — — a ra' b) — co» (a yi' fi — ara' — ra };
/*' = I + i 7 * — t’* (7- + y*! 4- a 7' CO* (}i' — m'j 4- 0^ -f 7'= ro* a (ft' _ ra')
-f i"® 7’ CO* a (fl — b) a I* 7 7'{co* .fl'— ^ — ra' -4 ra) — CO» ^^ft' -f- fi — ra' — ra)} ,
if— * — J- ^7“4‘7'’)4'7'''0* (fi' — ®*)4‘ “I"' J 7'’co*a(/i' — «')+ j 7*co*a(,n — ra)
-4- 1 1’ 7 'y' |co* 4 — fl — 4- — CO» (fi' 4- fi «_ ra' — ra)}.
Si l’on donne à l'équalion (M) celle forme ,
SA<J
éa
4” fî . a*
a a' ÿj A<»>
ftin I w»
cos
OD aura , en développant les produits des cosinus en cosinus des angles multiples» •
T— 7 fg— i 4. i 7'( , _ 1 y ’) ;o*(fi'— »')+ ^ 7”co»- (fi'_m')4_ -|7'3cc*’( i'-ra') ,
^r/-^r^^7*+7 ’)-j-7(>_|.>*+.7 y • co.‘(u-ra>l7'(i+7’+77'->o C<i-w)
— ^7*co»a(ii — ra) 7 - V*co»a(^ — ra ) — 777'cos(îi' — fi — ra' 4- ra)
— 7 7 y CO* («' 4- fi — O' — ra) — ji 73 CO* J (a — ra) 4- Il 7 3 CO» 3 ( h' — ra')
— 77' y cos « — afi — o' + ara) — 1 >* 7'co* (a' 4- ap — w'— au.)
— ë'7 'V' { os (*fi' — fi — ara' 4- ») -|- fo*(’ 4 4m — ara' — u)} ,
® — 7 »7* 4“ 7”) 7’ CO* a (fi — ra) 7^ co» a («t' — ra')
^7V'{ ■o.if'i' — fi— ra'4-o)4->.'o*^fi'4-fi — ra' — ra)} —77(1' 4-47') ce (*1—®)
4-^7'(io7’4-7T'®) iw(V— ra')4|.y3co*3(i — ra)4^y3co*J(i' — b) "J" ^ ^ { O* ('i' — a |i — ra' 4- a ra) 4- COJ (1*' 4- > )«■ — O — ara)}
<p- _ 7 7'*|.,o» (,j^' — (i — aw'-J-*)-}- eu* (a fi' -J- M — x»' — ra)} ,
ASTRONOMIE PHYSIQUE
A = = —;^y(y^ 4- aV’) CO» (n — w) -4-i Y (ar + Y») eos (/ — tü )
— ^'y^co»3{u — oî)-|-^y^co»3(fi,' — ®')
+ 7'{co»(u'— an — 0/4- a ®) -f- CO» (n' -j- a n — es' — a 05) J
— aes' 4- «î^) + CO» (ajj.' 4* H — — ® ) } .
S = -/'/=! L ^ ( v’4- -f -^*7’ CO» Î (a — ra) + r ’ CO» a (m-' — ra')
l'a 'VT' CO» (m.' — M — ra' + «) — yy CO» (m
— j'’T^{co»(n — w) — co»3((i — ®)}4"“T'(i — rT’ Y~)coi(ii' — œ')
iiil+g yj 3
-+-L7» y {7 CO» (n' — 2 H- — w’4“ aw) — 3co»(n'4"a|A — ®' — a w)^ 4- 7ya jco» (a (i' — n — aw' *3) — co» (a fi' + 8 — a w' — ®) h 2 —\fh' ^ (V’ 4- r’J — ^y T'^) CO» (tt — «)
4- t' — (<■’ — i) T’ — T CO» (ft' — w') — ^ T® CO» a (ji — w)
+ |T'*co»a(n.' — toO — L-yy {co»(m.' — JA— t3'4-'p)4-cn»^8'-<-8^ — w' —
— t3 CO» 3 (n — ® ) -J- ^ T'3 cos 3 (m,' — tj')
_î_ii y7'co»(m' — ny. — ra'4-a«)-|- — ■' TaT'co»(u.'4-aK — w' — ara) 4 'ï‘
4-Ü^!fli7T'aco»(a)i'— (1 — ara'4-ra) — -' - 'VT'^ co» (a n'4-H — a o'— ra),
^ — '-»g"zy ^1- ^ - '>a_,9ya^ jinf^ — ra)— y — <aT’ — — w')
T’ »in a (ii — ra) — I V* »in a (^' — ra
-f-Ty {sin («,'4- (1 — o' — O) — »in (ji' — H — ra'+ ra)^
73 ,ia 3 (n — ra) ^ Y^ »in 3 (ft' — ra )
’ — ^ -|- 5) »in (fl' — an — w' -{- ara) -|- (8r — 5) »in (n'4- a^ — » ’ — *® )}
îl^ "V Y' {sin (a fl' 4 8 — ara' — ra) — »in (a n' — n — a ra' 4-
— — — Y»ina(fi — o) — -T'^»ina(a' — ra')4-TT'»in(H'4-f‘ — »' — ®) ^ ± 7 (7>'4- 8T '*) lin (n — w) — ^ T'(8>’-+-y ^) »in (n'— ra')— ^ T î»in 3(n,— w)
t I V R E V, C H A P. II.
— iîy^sin’(ui'— '^'{7 *in(“'— a/l— ®-f-2®)-h»«n'K'-|-»F — ® — *w'}, + 7i 'yy® sin ('«n'-h — aïo' — w) -}- »In (ifi' — p — ara'-j- as)},
Û = ^<y* = jV (7"4- aV®) — w) — jY'(a'y® Y'®)sin (ii* — vs')
in 3 (ji — ta) — ^ ys siii i (u,' — u
.j- JL >' y iiin — a jt — w' -f- •» os) — 3 SID (fl' -4- a M — «' — a w)}
— jgj' {{J 3 Jl jm' — w)}.
g. 1^7. Les coelTiciens S, S, 3, A, coDlicnaenl, outre iid terme con> itanl, les cosinus, des différons angles qui résultent de la combinaison des deux anomalies, fi — ®, fi' — R'j et «l>, Ÿ, ft, renierment les sinus de ces angles. Ln désigtisnl donc chacun de ces angles par i|, '>) étant = o dans le terme constant de Z, etc. et substituant Z''cosiii S'cos>i, 3'cosq, A'cosiit 4>'sini|, 'l''siDT|, n'sins), au lieu de Z, Z. etc. l’équalion précédente (5. i7fi.) prendra U forme:
^ +®'“ ia*
+ ^- •A'"+ S .a -yj- 4-e'.o® — + A ,«3 — - ^cosiH>coas|
4* sinrV sin i»î
oà il faut mettre successivement à la place de Z*, etc. le coefficient de chaque terme de Z, etc. qui est fonction des excentrkilés, y, y, et h la place de ij celui des angles i|, auquel appartient le coefficient Z*.
Comme i s'étend indilTéremment aux nombres positifs et négatifs, et que cos( — l'ivjr: cosiiv, sin ( — <V)~ — siniw', ( — Osin (— iw) ~ isini», an aura généralement, en désignant par f les valeurs positives de 1, cos iw COI n — 1 cos r «V cos n — cos (>i -\r i' w) -f- cos (q — i’ iv),
cos » IV sin n — > c®» '* w sin Tl — »in (n -J” <* ”0 (>1 — w),
« sin iw cos q sin 1' w cos n ^ sk (l — *' (’l — •
i sin /iv sin q := a i' sin i' »> sin n — 1’ cos (q 1* w) -j- ^ cos (q — i'w'^
ÜaDS'le second membre des quatre équations précédentes, le premier terme se change dans le second, si l’on donne à T une valeur négative: par eon*
ASTRONOMIE PHYSIQUE lëijuenl , si l'on fait i en même temt positif et nëgatif, ce qui doit (V (aire ($. 170.), le' second terme sera déjà renferaid dans le premier, et U ne rea* Ici a que ce dernier; ainsi les quatre équations précédentes deviendront:
» cos irv 00s I) =: cos (itv n), cos iVsin i| = stn ■q'),
2 1 sin m> cos i\~i sin (irv -|- t)), i sin 1 w sin i| — 1 cos (i‘ w + H). La première et la dernière des formules (') donneront à l’équation précéden* te cette forme:
/VI * c_r . A _i_ O ï ***'• I A *
-f- COS^' W
ÿr' - i*') A«« + (r - )
Opérons de la même manière sur l'équation (M'} ($. 176.), qui ne -doit être développée que jusqu'à la première puissance des excentricités. En faisant donc pour abréger,
$ = cos (n' — (i) — COS (h' 4- — *7cosf a' — m) -|->7oos(ts'~ nfi-f-ts) -f- »7' cos (ik' — n — w ) -1-^7 cos (n' ta — 9 II)
— j7 cos (ft' 4- w — » n) — 97' cos^an,' 4" t* — *
— ^7cos(n' — w)+ ^ 7'coe(p.— «')— ^7cos(u.'— np-j-«)4- ^7'cos(*fi— |a— nr*) 7 cos (n' 4" ® — 2 II) — cos (m, -j- sJ* — 9 II) 4-l7C0S()t'-|-9(l w — 9II) ^7' cos (9 fi' + 4 — w' — 911),
46=:7sin(tt' — ta)— 7 sin(a— m') — 7 sin (4 — *4-|_rt)— T'ai* [94' — 4— «0 I -t- 7 sin (4' -|- m — 9 II) — 7'sin(4-j-m' — 9 fl)
— 7 sin (4' -j- 9 4 — W — 9 II) -|- 7' sin (9 4' 4“ H — — 9 II) ,
réqualion (M') prendra la forme:
4" J oo' sin iw . ^ j
L I V R E V, C H A P. Il
iVoù l’oa eonclufa, comme ci-ctestus, en employant ta même notation dont aoaa noua aommes aervit retativemeol à S,
NO S
^ 4.î^coa(.-w-|->i0 j + © • " ? i
r. étant lea coefficiena, et y{ lea . argumena, ilea dUTérens lermea de
S> $}, q»i aeroni aucceaaivement aubslituéa.
§. Il but maintenant développer le terme r = m'i- J
—J itî8. (A). Sa première partie devient m'a j • •• **•
excentiicitéa aunt nullea ($. 169.): on trouvera donc aa véritable valeur, en
aubatiluant dana l'équation (C) ($. 169.), <*t "
au lieu de B. Cela poaé, il eat aiaé de voir par les équatiooa (il) ^1) 1,K)
(L) ($. >7 5.), qu'il faut mettre
an ii«t« n« r%. — -u^ n an iimi riA
a — au lieu de B,
»B . . te
— 4-0 — ; au lieu de ia ' tfa*
7ÏÎ-+" 57^
au lieu de -
9iB
ààB . JB
a au lieu de
àaàa' ir
a — — 7; au lieu de —
rfa* ' I* a
au lieu de
rfa* '
dJB , *^B ....
r -, -t- U — au lieu de —
Uai^a' ' ^0*^0' ^aàa,
rfa da'*
— _1_ a ou
Sao'o'* ' àa'^ita^
a ,IB , iBa 3âB , qa> J>B , a> ^B B
- ^ a • 7a* + ^ • + a'» • T-* ‘‘® 7aTa- '
èa^dc, ' O'
6 aa B d* B a* d* B , a' B
ou 7*— :r ;• — ; — au heu ue — r — >,
« aa* a' dû* o' a a*
Ti ou
ascya *
iJa*
.aaB
r <1 0 la ü* a*B , a^ Ü
— 7“ or T — -TtU'* — : — —au lieu dt*
c ' dû «'* ao* a * a«* a * a«*
a JB f JA'o
a — — ou — a sin lu-
J a J X î va
au lieu de — et de — — >
V jo. J. U.
— — Il — — l'üSMv éu lieu de —
JJB
de
JJB
cl de
— -li sin iiv au lieu de — - , de ■
9 Ja J a*
— J , de — - , cl de
J JB^
V,1 Jfl'’
Au moyen de <es subsli'.iiliuns léquuliuii ( )i dvtin-.ia
astronomie P u y s î <> ü b
CO« IM
tt* ^*A(S) ^ fl*
+ 4 • "7,“ < CO» / »'■ 4- "■ *'“ '«')/“ + t; • •/* «« w.
Nii»uD» pour abréger, ,
K'+V)-»(tO'='^*
T = 1 (a -f-V*-!- Y •) — 7 7 ^1 — J ^ V»^ CO* 'd — w)
+• Y' ^« + + — ®^) — 7 Y' CO» a (n — ™)-f- |y'*co*»(h'— ai';
— J YY' {co«(n' — I* — a'-f-o)-|-cni(n'^-M — w'— «)} — ^YS«)»3(4 — «)
■4- '4" Y'^ CO» 3 (m'— «') - 7 Y'Y'co* (p'- ap - o'+ aa) — r Y* Y'co» (p'-f- a p - nr'— aw) O 4 4
— 5 Y y'* { CO» (i p' — P — a w' -}- ®) 4" 00* (’ H" A — a w' — ®) h
'A = 7(Y’+Y'-)-7 Y^i+ J YV7 Y'*^co»;p-®) + 7 Y'^1+^ Y’+^' V’^co» 'p'-w^ 4“ Y'* CO» a(p' — w') — YY' ^co» (,p' — p — w'-f- w)4' co* (p'-j- P — <»' — a) J 4- ^ Y^ CO» 3 (u — œ) -f- Il y’3 co» 3 (p' — w') — g Y’ Y' CO» ;p' — ap — w-j-aw)
— I YVcü»(p'+ jp-w'-aw)- ^ YY'*io©»(aM'-p-aw+M) + co»(ap'+p-a«'-tt)f,
L 1 V R E V, C H A P. II, î CO» — -t-iy*co»a ûi' —
-r- j >y fco» (»'— ,1 — w -f- w) i- oo. — ® — «B';f
-t- - 7'» COI 3 r^'— w'>+- 1 >• /{ CO» (n — a(i— »»'-|-aa; -(- COI ao ^
'r=i lvf4 ,^(37^_4y^Jco»<p-«»,
V* co» » (p' — «') -f- ^1* — r/ CO» fK' — n _ w' -I- W)
~ ï") ^ ^ ~ " ~ >* CO» 3 (|4 — to)
+-Lî!+_îf yco.3(^-i»0+’ >“V 5 (5.■»-a)co.(^'-.^_«'-f a«)a
• • C -^(ii“— a)co»iM'-h»n— •tu'— a»^
g 'vy*{ I^>— 5) CO» (a^'~ H— aw- -h»)— 5 (3 i»-|-i ) co< (an'-|-»^-»w'— »)},
1= : <y+ V) - ; > _ ü;=j lüpi y, I
■^î"^ — ^co»0i'— o';-h V*co»a (h'— «0
“ {^Ot 0»'- 1»~ to' -f w) -f CO» ffi'-t-M — O'— «5)} — >*00» 3 (n— «>
^ y3co»3(/_«')^ 1 5 J?
® <— fai=-^iJco»rn — an — w'-f-aŒyl
+ 5 yy’'{ '■“'“—13; CO» (an'— n— am'-^w; •— i Jj co» (an'-|-n— acs'— w)f,
'* = i ;.inO.-.,-r J , .ïr=;y.ï^y.j,i.,,,.^
-f gy»ina(n-»>-^’ V^»ina(n'-B')+iv>'{J»in(a'+.n-Bi'_»)_»in(n'-ft-«»'+w)J + >**'“3 (n — a)— y3»in3(n' — o')
- g yy {(4<’-i>»ii, (n'-an-a'+ aa) + (4r-3)»inCn'-kan-0f'— a®> 4- ;;â'vy^{(««'®+33)»in(an'-f n— aw'— «)— (8j'*-|-7)»in(an'— n— aa'+BjJ/ = " ’>*•»« a Qi — — 1 'V'»»ÎQ a (n'— aO 4 yv'»in (n'-f n — a'— a)
4 ~ y(i iTVieOainCK-w)-,^ y(i6y+5y»).io(n'-BO- 3(n-w)
. (' +V)-<(^J^ ~ÎC/-f /')’'] coi.H.
-f ^ ^ r/+/"') cos ; IV 4- U sia !w)p 4- ^ •/* o« W.
Biisons pour abroger,
I jr"(.+V)+«(^/i='''. f(/+/'')='*,
4- r ^1 4- ^7» 4- g 7 ’) cos 'p' —t»') — I >' cos a (pi —a) -|- |r*cos »(/ — ss';
— 77' (cos(n'— A— «b' 4-®)-|-cos(K'-f(» — w'—b)} — ^7Scos3{a— b)
4- y 7'5 cos 3 Os'- w'; - i 7*7'cos (|>'- a/« - b'+ a«) 7* 7'cos ((t'+ a a - w'- aw)
— g 7 7^* { COI (i a’ — |s — aw'4-o) 4- CO» (afi' 4" (♦ — — ®)h *
'A rr j(7’+7'’) - J 7^1+ j7=+ j7'*^cos(i*-w) + j7'^i+^7’+y y’^coi (n‘-sr^ 4* 7'* cos a (a'— w') —774 cos (h— a — w'“t-w}4-cos (n' + K — «' — w) J 4" ^ 7^ cosji ^ cos3(|i' — w') — J 7’ 7’ COS — aji — B'-j- ao;}
— g7Vcüs(|i'+ iit-vs'-am )- y 77'*iccs(ajs'-)i-sw'+M)+co5(a|»'+»-aw'-®^)f»
— w)-f-jy*o»a (n' — my -- ^ 7V <co*(n'— ^ — |i—
— i4>^;cotrn— j y(8V*-|-5V*;eMV'-w0i- «j
-f- ^ y* COI 3 ^ co« ()C — an— a' f-amj -y cM^n'-t-ap*— j|
”"tÎ )a — »«'+■) *t* cm (an' -f-n— ta'— «5^f,
y ^ y ^ -y'a ^ CM -f- îfpi y» CO* a (n — a)
-4- il~i y* CO* a (n' — a') -f- ^1* — r/ CM fn' — n — vt' -\- a)
— >y eo» (n' + n — »'— ®) -f- * g~ 'i'* CM 3 (n — a) -^*iLt^-v«c«3(n-«0+Vy$ (5?-a)cM(n'-.n-a'+.a),
^ Îi-(JP— a)cMin'-h»H— a-— aa)S
-f- «»* — 5)oM(an'— n — aa-f-a) — 5(3«*-t-i)cM(an'-f-n — ta' — a)},
*2=zl (y-t-y') — * -y I « — >* -=- yî ^ CM(H — a)
-f- J y 1 1 — ^~** 'V'* ^ CM (n'— -f- CM a (h'— w')
— 'yy^L-M(n'— n — a'-j-a)-f-co*(i»'‘t'i» — ®* — 'v*cM3(n— a)
iîL+JZ y^cM3(n'-a')-^ 1 5 >)cMrn'-4-.n-o'-aa)>
T" ,» «-M /^8 ’ <_fa,-=+,jcMfn'— an— a'-^aay)
-f- J V7'*{ '’ai® — 1 3^ CM (an' — »* — aa'-t-a; — f6i’-|-i.<jco« (an'-yn— aa'— a)f,
'4> — I _2L^V*_^— îy= ^*in(ja-a)— i -— ^~y®^*iii(n'— a'J
-|- jyiina(54— a)-^ y’sina(n'-a')+^V>'{Jiia(ii.'+n-B'— B)-»in(n'-n— ®'+w)J -|- -* 7* »in 3 (n — a) — — y3 «in 3 (n' — a')
— j yy ^(4**— >)»in(fi' — an — a'-f aa)-^-(4i' — 3)8in(n''4'an— a'— aa'J
+ ^ vy ^ 4(H 33) si D (an'+ n — aa” — a) — (» (“-f-7 J tin (an' — n — »*>'
— — J 7®tin a (n — a^ — 1 >'*»in a (n' — a') 4- 'yv'tin (n'+ H — a'— a) -f- ^ V(i i7’+i6y)âin<n-a)- V(i6y+5y*)tin(n'-a')- j^7*tin 3(n-a)
^ âSTRONOMIE PHYSIQUE
y*>'»inO*'-a|».-w'-W!W)-^ 'V^»iii y+9^-Œ'-a«) I 1 77^ H»ûHaK' — IV— — ***' — ®)f*
En eiBploytat’U nkfme notation quo ci>deuua, maorie qne 'f = 'U coa q', /q>— '<() »in •>)', etc. on aura par lea formules (/) (J »77.\
(PJ....,
COa(ivv + r)},
àa* «> «•
A et n ayant les mtmea ealeurs que ci'dessus (<(. 17s.).
, La fonction S' 169. (ü)) tlevient s * 6, si ias excentriciys sont ftulitt : OA ftiuA do&€ üatu le même cm
d'où l'on conclura la valeur générale,
‘àr>
) = C4-Arg-^J-^-A/(^J+Av(^)4'A^^'(^j; et Ton.
/JC\
.ti; = I» Ta+“-T. '7« + r® •T.-ï-^-T
’j: JL 6 . i®' 4. f 6 — -®'
/3Cv a
aa 3
5d> , a oV ot a ^ dd9'
a àV
daà
ddt aa à I à ti%
.it + îg.ü«l
dx a dada*
a,tt'
a à H' àa a c)ud<
S on subslilne daas ces turmuln les valeurs (,11) (I) (,K) (L) ^S. lyj.), il viendra
‘ dad.it'*
/as', aa'^ r ( — - ) — ~ (cos :v — cos <L •Vdr/ 4 '
j (" Va- + " ^ “*<■«')
( + isi„.v(î7V‘'-*rJ‘ ^ J
agS
+ X 1 ^ + (*''■ -I- « Xi-) CO» iw ^ fin w + «lin
w <ttnt =(»'—;», et <{(=r,«'-j-jl — ail. En mellant k la place de_/i f‘, 4, f, ■hnirs Talenra ($. 176.}, développées jusqu’à la première puissance des excentricités, emplojant les mêmes dénolations que précédemment, et faisant pour abréger,
'R = J cos w — t cosiir — ^ T^cos (n' — «)— cos(j»'4 w — an)J
-f j^7<co»(|»' — an-f m) — cosOi'4-ai» — » — an)}
Y\cot (a — ji — 0^) — cos (aji' -f ^ — Bj'— a D
T» = J 7}cos all) -f co»:n'-l-a|»— as— ail)— «o»(j»'— SB)— co»(fi'— an-j-œ)}
4- J 'l’'{co» —SB') 4- CO» (? n— w') — co» m4"®^ — a n) — co»(an'-|-fi— SB — aH) f ,
'^=^7{»inOi'— t») — »i« Oi'— aM+w) — »in ((a'+aja— « — an)4^in(ft4-*s — ail)} •|-iy}sin(aa'4-f» — — aH) — »in(n4'®* — aH) — sin(jt — — ain(aft'— />. — ej')J, on tronvera l'équation suivante.
i ia
.. \ cr-.'«') (»»+. iî?) +'8',(..
'a ia* J cos(«V4-vi),
'J’i '®’i étant les coeOicien» du cosinus, et 'S^' ceux du sinus de cbaquè angle t|’ qui entre dan» le» fonctions '5, '®, Sj.
S- '79* l'C* équation» (ti) (N") (P) (P’) sont 4jn répertoire, où l’on trouvera toute» le» inégalités qu’on se propose de calculer. En effet ces équa^ lions donneront, par la différentiation vulgaire, la fonction (8R), et par une intégration facile, les autres quantité» qui entrent dan» les équations IV — VII (S- >®70> losquelle» renferment toutes les inégalités du rayon vecteur, do la longitude, et do la latitude. Comme la deiniëre ne sera pas développée ici au delà de la première puissance de» excentricités et de» inclinaison», nous commencerons par l'équation VII, dans laquelle il faut mettre l’unité à la place de 1 'V’ , i — et cos v. Cela posé 1 équation VU deviendra
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O ~ m' Ss -4- na ûa v/r cm t» 3 / — rta cat v/r fin
1m terme* de l’équalioa précédente étant multiplié* par a', neu* feion* r~a, f—tli v=:p, it et n' étant lee longitudes sur l'orbite de la planète
m. On aura donc, è cause de z=ro ($. 167.), ,
parlant ^ , , ,
~~n/ ce qni change l'équation précédente en VII. 0:= èf ~ na* sin (l/z' 9}' dr cas (1 +00* cos fl/ z' 2' d/ sin (S, *r étant =</*' (Ç. 167.).
Soit (fÿ. 4>0 VIE réclipltque, IA le plan de Torbite de m, rNS celai de l'orbite de la planète m', anpposée en S: abaiMon* les perpendicaleires SA, Ses, sur les plan* lA et lE. Cela posé on a z'rze'sinSA, oa s' = n.SA, et dan* le tiii^ngle Sa A, *inSA=sin SaAsinSa. En nommant a, le* inclinabons des orbites m et m', relativement à l'écliptique, eu leurs tangentes, le triangle las fournit l’équation cosSaA := I cos Is, d’où il suit sinSeA = i, et SA:=Sa< nous avons donc z'=a'(Ss — as). Les triangle* les et iS s donnent le* relations, tg as ou as=:#*inls etSs=:l'*inis, d’où l’on tire z' = a' Q' sin 1 s — tsinls). En nommant donc J, J', lea longitude* de* noeud* sscendsn* de* orbite* m, m', sur l’écliptique, et mettant è la place de m, fi', le* longitude* sur l’écliplique, vu que leur itiiTérence est de la seconde dimension des inclinaisons, on aura
a'= sin (p' — JO — • sin (p' — J) ^ =o'{(9^ — y ) si n )t' — (p' — p) co* m'} » en {lisant pour abréger, t sin J = p, I co* J — q, <' *in J' — p', ♦' cm J' =
En difiérentiant l’équation VII, on trouvera, à cauae de dp=znd/,
O = — »»“ cos p/z' S' dt CM P — sin p f» ST dt sin p,
et la seconde difiSrcntielle donnera
• — * a* sin p/z' SS' d< cm p — «* co* p/ z' 35' dt lin p — n* a® *' |ÿ- .
L 1 V a 1 V, C H A P. IL
Si on (ttbsüiue U râleur de S s, lirde de l'équation VII, il rie&di%'
Subrtitnons maintenant
(a>— p)cosn|, ^-j-|ll<*co» iw ($-t7». (F))|
•t^ noua aurons, par les formules (/) ($-,’77-)i ''
VIL or= + n*i J — y)»'»/— (P'“ pi CM
— J a* a — y) Sin (mv + h') —(/>'— p) cos (iV -j- (4')^.
S i8o. Les équations IV et VI ($. 167.) renferment encore les Fon*
. di.rSr Sr r.iSr Sr.ir „ , ,
qu’à la Iroisiëme dimension des excentricités, donnons aux perturbations d|S rayon vecteur et de la longitude ($■ 16S.) cette forme,
(o) m'ir — m'a(u u' -|- u'-f- u'"), m' S v — m' (U -f ü' -f" ^''4' ^”0»
le nombre des traits indiquant l’exposant de la puissance des excentricités, par laquelle l'inégalité est multipliée. Il suit delà, en substituant rzza-{-Ar
=("-)-«' -t-u",-t-0 (i 4-f)-*=:(u-f-u'-t-u''-l-u"')(i— ae-f
Or l’équation (e) 169.) donne' *
? — "V (i ^ ■5 cos (n — w) — J 7’ cos a (n — vs) — -7* cos 3 (/s. w),
?* = - 'r "I" ^ >® cos f(ii — w) — - 7^Icos (n — tn) — cos 3 (n • — Œ)i ,
= 7^ cos ''n — wl — ^ 7^ cos 3 '■(i — B), partant
1 -J-^7^-t-7(a-+-- 7*^cos''f» — W^-)--7*cosa;'n— w>-|-^7^cos3
d’où il résulte , 1
[ I } — r «{ t + - 7*+ y (^+7 y*} cos .'■>1-01^+^ 7*cos ^(n-vi}+~ 7*cos 3 fiL-ta,}
I -) — 7'-f-a7cos (n — By 4“ “ "VVos a V — B_ }-)-u'4 • “h a7 cos
On trouvera de la même manière
rSr~a(t () S r ai* (u-^^u u" : (u~^u‘ u'')f , donc
•9* aj.rjf
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Or h=y (» — â'^) '^1* — ®J -t" “V"»*» » Tm — ®; +|'V^ »in 3 fn — «) ,
tl » I w O '
- = 7 (i — J coi J» — 53^ *^- 27* CO* a — tsj CO* 3 ((* — Oj;
d'où l'on tirera
3'i.r^r nV7df* '
I -|- ^ 7’ — 7 f I — - 7*^ CO* ''pi
) — - 7* CO* a (h — oj , — I 7^ CO* 3 !> — « \ 8 8 /
{i 7co*''n-w; — j7’co*aV-®>}+^^-j, ■{• -7co*('|r-*s;}+
.-f- { / (i — I V*> «n l'in — iS; -f >’ I "V* •>*» 3 (^ — Kyf
•+- {y »in ^ — w; t-7' *in a -f- 7 »in ('(t — *s}
J y*; co* Cm — Wj -}- a7® CO* a m — W; -f- ^ 7* co* 3 Cm — w;} ,
{ > CO» ( M — 27® CO* a Cm — r3_^} -f' u ' . 7 co» 'p — vs).
On trourera par le même procédé,
n*it*
Z :^^Z. zz ft 'j-f) (àu -f* 9u' -f- du'".
=: Cü -|- u' -f- 1/') d e»
rdffr a -f'V*
donc
a(a.."-t-d«") . (3-t-7*^j« , *{ai<'-+ai.*) ^ M ITT — I»
. et *i on substitue les valeur* précédente* de f et de
^ ^ ; - 7»cosa(M- - 73to*3 (m-»^ A
^ {î(i -f7’)-a7cos(u— w)— 7Vo*3(m-k)}-|-— - <1- >i-ü»(m— J
MJ |7Vm3(n— wj^
*1- u' 7 ^ jîn (m — ®J *t“ '>' *10 8 (m — *)} "i" **"7 sin (m — «)•
Sabslituons mainlenant le* valeur» [i], [a], [3], [4 J, daus le» équation» IV, VI (S. '67.), qui prendront cette forme:
IV, 0 = ^'^ -V^I— 5 y*)cos(n^rBy-\ ycos»(fi-«) vW3(n-ra)}
>»— Yco»((i— a)- ' 7X0»î(h-®)}4-^^“:t {i-'yco»(t»-ra)}+-^j-jr^ -J- “Jlîlfü {y (T— î ya) ,in _ «) .^7» ,în , œ) -f- 5 >3 »in 3 (u — «)^
fl d f ®
I + ~ y'-t-37 fi+ i y*jco5(u— a)+-îy*co» s^fi— ®)-f ^7*oo»3(m.— «)} -|- iy‘'t'37co»f'M. —
-for -j- J 0/ R)j
CHAPITRE III
Inégalités indépendantes des excentricités et des inclinaisons, et celles qui dépendent de leur première puissance.
$. i8i. RepreiiODa l’ëquation VII ($. 17g.}, e( obaervons qu'elle ren> ferme la diflérentielle aans celle n'dl— dii'. Son intégration aéra
donc plua facile , ai l'on y introduit l'angle |u. au lieu de > ce qui est aiaé par la méthode auivante, dont nous noua aervirona aussi pour aimplifiar lea ëquationa IV et VI. Faiaona ponr abréger,
B* o* or ^ j Sf'”’ - ^ ^ — 9) ain k' — (/>' — /») coa m'I = Y.
i a* a {(/ — q) sin (i tv 4* kO — (/»' — /O cos (mv -|- I^')} =: Z ,
VII. + — Y — Z
Comme la râleur de 1, dans le terme Z, s'étend à tous 1rs nombres entiers» poaitifâ et négatiCi, excepté zéro qui est renfermé dans le terme V, il est risible qu’en mettant 1 — 1 à la place de i, Z ae changera en
Z' = ^ O* a' !f“~ — ç) sin (iw -j- m) — ip' — p) coa (iV + p'J,
parce qu’alora derienl (1 — •)(>*.' — n) -j- — >*) “{" C*
noureau terme Z' n’est pas moins général que Z, puisque 1 — 1 s'étend, aussi bien que 1, à tous les nombres entiers. Il faut cependant excepter le cas où i — — I, qui ne saurait être représenté par « — 1 qu’en faisant /= o, ce qui est exclu des valeurs de t. On doit donc ajouter un nouveau terme Y' qui exprimera ce que devient Z dans le cas de 1 = — i, d’où il vient
Y'= ^ a* a' 5l'’’ {y — q) sin n — {p' —p) coa (4.
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On observera encore, que le terme Y doit être exclu, pareequ’il est déjà renfermé dans Z'. En effet, si l’on fait et qu'on observe la règle de mettre
^ ^ I® place de Z' se changera en Y. Ainsi nous sommes
parvenus à cette équation ,'
ü = — — îs —Z = -77î- -h n îï
— ^ O* a' S(^‘' {(y' — /f) sin n — (fi' — fi) cos
— ^ a' a' — {(</' — q) sin (i\v -f-fi) — (p’ — fi) COS [iw -|- fi)J.
Il est aisé de voir que l’intégrale de cette équation ne peut avoir que la forme,
i s / (A sin A' cos f*) -f- R (»’ ’v + jt) -+- B' cos (/ w -j- n).
En effet il en résulte
an (A cos h — A' sin h) — n* / (A sin h -I- A' cos h)
— {'(n' — n) -)- n}’ -{R «if + i^) H- CO* ('«’ + /s}}.
En substituant ces valeurs de Ss et de ‘^®°* l’équation précédente, et
égalant à zéro le coelbcient de chaque argument, on trouvera que le terme multiplié par / est identiquement nul, et que
Ü-f-Jl o') B' — "* bV
d'où l'on conclura
Vfti. fs = ^ o* a' ît^‘' {(/> — fi") sin fi-(- (q — q') cos (i} t
{.9 — ÿ') »'o C”v + fl) 4- (p' —p) c®»
Le premier terme, étant proportionnel au tems (, croit à l’infini: il fournit donc à la vérité, aussi bien que le dernier terme, une équation périodique dont la. période est donnée par l'angle ou par la révolution de
la planète m; mais la valeur de cette équation, ou de son coeificient a’o'3i^'\ augmente indéfiniment d’une période à l’autre. C'est une suite
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nûceï»aire de la variation des dtdmens p, q, p' , tf , ou des indgalilés sécu* laires, qui produisent une équation de la latitude, proportionnelle au lents, el donnée par le premier terme qui, par conséquent, nous servira k déterminer les inégalités séculaires des élémens p, q, p', ç. Ce terme est
et 1a véiilable inégalité périodique de la latitude deviendra, après avoir substitué (S- 179) p = «»inJ, 7=»cosJ, p' = <’sinJ', 9' = /cos J',
, X- r ^ _ n» a» ^ _ J) — ,in - J',}.
* ai^n — — it'J — ait)
Il faut se rappeler que, dans le cas où i=: 1, on a
S 1 «toi _ 4 ? sin (tt' — J') — ♦ *in fr' — J)}-
in-.t')Cit + a’)éa a" S '
S. i8a. La solution des équations IV et VI, consiste en peu de roots, à intégrer la première , et k substituer dans l’équation VI , les valeurs de U, 1/, u", et de leurs différentielles, données par celte intégration, ainsi que lés éaleurs de R el de r développées plus haut. Nous ferons ces
opérations successivement par rapport au.x quantités u, u, u', u , et nous commencerons par u.
Si on exclut des équations IV et VI (§. .80.) tous les termes rouilipliés par 7 ou 7', elles deviendront
„>XJ = + 3no/d//(3R)!
équations (N) (P) (§• i77- 'ï» ) donneront donc
- . , /3R\ m' 8 A.'" , m' SA«>
R=:iA<*>.f^A'«co.M.7 et r(y =T“Tr+T“-âr'°‘'’*-
Or d.MV = .-(n' — n)3<, d’où Ion tirera
(dR) rr — i‘hA^'^ dt iin iw,
7= A^’ C03 iw m'C,
2 (rt _ n')
C étant une conatanle arbitraire. It l’en luil fdif{dR)=mCt-
(?7 j ^ ‘ - T ^ - a-TFin?) aT
o_~ + n u + n a(aC+ - — j + „ „ (jj— , + - j co» n. ,
^ — "37 “T ( 3 C O ~3 — 1 — —, (— ; -R 4-0 — , — ) sin iw.
«St \ da l — n') \2 {b — a') ' da /
Le second terme de la dernière équation, étant proportionnel au tems, donnerait une partie du moyen mouvement: on le fera disparaître, en détermi-
Dant Tarbitraire C ^nsort® que 3C-1“« ■ - soit nul. Si on substitue cette
devientlt
\tt — n' arfa/
valeur, C — “ j" > I®* deux équaliutis précédentes deviendront
èêu , a n* , O — " ' -4- “ — o‘
I COS t H',
bS f
3BaA«<> , .
VT
ôo J
sin Mv.
L’inlégrrle de la première ne peut avoir que cette forme,
(u) U zz A cos iw, ’ d’où il suit
r“ = '■ f" - B'” «in iw, = *- r (n - „ )= cos m. ,
ce qui doit être identique avec
Il an lésnlle (c).
g(i) «* /ng A<*> g» S A<*’\ .
•*fB — b')* — B* \ B — n' ' 2* gg J*
d où Ion conclura les inégalités, indépentiantes des excentricités, ni'aii — m'a A -f- m'oB^” cos iw,
m'ü = m' JüÇünîO
« /3noA<’^ SAf*' } . ,
- ITn^) + “ —J 5 ““
Si on substitue les valeuts de A et de B^^^ que nous venons de trouver
On aura
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w n’ co$ I T0
ir 1 — 3 ,
X . m im -- a* — — 4- 7-^ j- c
/n o« AU) ^
— n) \ n — tt' a tfo /
VI /Il m'n**injw /(•rn_n'>»+3n’ , ,iA
’ 1(1 — «OCiC» — ■»')+'>)C'C'' — — "î \ a(n — r') ” ^
L'équalion (B) (J. 169.) noua apprend que B, et par conséquent A^** et A^*' (§. tno. (E)) AonI d^’S ronWions des lijines a, a, de la dimension — i,
jt ' *1 -, * É/i 3 à , 1 11 1
a ou il suit que aA^ ', a — — , a’ - — , sont ues nombies. Il est donc
visible que l'équation XI exprime la longitude en nombres, tandis que l’équation X donne le rayon vecteur en parties de la distance moyenne a qui, suivant l'usage adopté dans les tables astronomiques, sera exprimé en parties du rayon de l'orbite de la terre. Ainsi, pour avoir les inégalités de la longitude en secondes d'un degré, il faut diviser U par sin 1", ou ce qui revient au même, il faut ajouter 5,di44>St au logarithme de U, donné par l’équation XI. Il en est de même des autres inégalités t/, ü', etc. Au reste il est aisé de voir, que les équations Xet XI restent les mêmes, soit qu'on donne à 1 des valeurs positives ou négatives; d'où il suit qu'après les pvoir multipliées par 3, on ne doit étendre la valeur «le 1 qu’aux nombres positifs.
$. |83. Considérons maintenant les inégalités de l'ordre des excentricités, et tirons pour cet ellet, des équations IV’, V'I (§. i8o.), tous tes termes multipliés par la première puissance de > ou 7 . Relativement à ces termes, les équations ($. i;6. 178.) donneront
I—Â — l Ycoa (a' — us'), Az=. 2 =' A=± 'S =/. V'cos (u' — o') — Z "V ('^ — ®)i
4>=;'<l>=:78in(u — ro) — 7'siu(u* — ®'), 'l'=:'^r:.7''oosCM' — w'j — i7cos(u — ra), tous les autres coeificiens étant nuis- On a donc par les équations (N)
^ ^A‘°*-|- a 7' cos (p' — ta') — ^ a cos(u — m)
— m' ~ (iif+n-a ) + ^ ^ (sf+ ' ) A^'^+ti ^ 7'cos (iw+fi w'),
/àR\ , /dS\ n' f SK'^ , „ aSA'"\ ^
r(-— )=ni'r(— )= (a -î — I ^ cos (p — w)
\^r/ a\da’ rfa®/
, ,/ 3A'" a’iàA'^N . , , ,, m'i, . , d\<‘> jûdA«») . .
+ t T'a“j -« )-T \ (’"*•' Tr'*'“ Ha~ S
m' ^ (i-|- 1)0 ^ + 8' — ®')- Il auit de là
VI. m'U'=m'o7 sin (n — oj
+ â/ + 3na/d//(3R)..
Maintenant la mëlhode employée dans le $. i8i. nous servira It chasser l’an» gle ft* des quantités (dR) et r pour en faciliter l'intégration. Faisons
SA<“' , m' , SS\(=>
3A'« , m' , SSA™ _ ,
+ Tra ^ / vrk'-' . na «
va 9 <^a* *
m'f, ., . SAf) . sSSA'^’i „ ,C . . SaC<> a’SSA(^)
-jC»« + Oa--+«=— „,~5=X, m j0 + ,)o_+- -7^.-^=X,
= jm'n|(a,'+i)A'«+a^^=Z',
de sorte que
r ^^^=-W7 cos (fl- 05 ) +WVcos (fi'-os') -X7cos (nv+fi-os) +X'ycos (Av+(i'-osO» (dR; = Y7d/sin (fi — œ) — Z7d/sin{xiv-(-(a — os) -j-Z'Vd t8in(/w-|- (i' — «').
Il est visib'.o qu’en mettant i — i h la place de i, X' se changera* en
,. 3A<« — ) , m' , ddA'f-') . . , , , . ,
X — m (a — i a* 3— ; — , et iiv -1- u — a' en iw -1- |i — o .
y^ da'a do”’ '
Si l'on fait 1 = — i, X'^se changera en
. ‘ v'A a ddA"' , • 1 / .
X ' = — a“ — ^ , et X iv 4- (t — B en fl — b .
a Sa' '
On peut donc substituer X"4-X"* au lieu de X'j mais il faut observer que, dans le cas de rzzt, X'' sera identique avec W, de sorte que le terme W' devient superflu. Cela posé on aura
/SR\ m'/ dA™ , -ddA™\ , ^ , m' ddA™., ,
^‘2--i;(.s7)=“T(" -5*^-+“ 'Vcos{^-B )
• in' < . . SAt^J ddA<f^> ... I .
— + û -7^-jT'C08(MV-|-R— b)
, /. dA('— ■> a* ddA .
.-f "• V“— 7, l-I à^—)^ co»Citv + f»— «s-).
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Par le mime procédé on trouvei'a que Z'tlevieni-— ^ ^
si on mol i — i 'a place de i, cl que dans le cas de i =: — i, Z' devient
— «/"a*'’ — o~v— V En sulisliltianl ces deux termes au lieu de Z', on aura a \ da /
(e) (^3 R) = ^ n O "VO/sin H — a:)-|-^« ^A^' ^ — V3/ ain (ji— ®')
— (/ — i) nt'n yd/tin (i\v p — oi)
-J. ni n^{ài — t) "f- O — ^Ydt sin(i >*•-[- )i —
Si l’on fait i=t, le dernier tenue devient nul, comme cela doit être, parcequc l’expression primitive de (3 R) ne renfeimc point l'argument (i — ra'. On conclura des équations (ej et {d),
(/) /('3R)=:— — ycos (t — e) — ^ ('''''—“^7 y Vcosfp.— «')
i( i A*’’ + - - — ' ' V cos ( iv 4- n — e) y \ a ,)a , (
_ A‘"‘> + - jrco, M >
(.<) 7sin0i-w)~^'(A‘>’-oi;;'^’jysin(H-E')
-^v'si 11 ( IV 4* ;«■— ® ') }
( fl A**’ -f- - (' ’*"+
O— K-. N V s aa ;
I- ciOi-io-a)» ^__|^«^A(i_o_^.iil''^^^r.iii
Sai+i 3A0) , a»3JA«>
Les valeurs précédentes (..) (bj (g. iba.) donneront, conformément aia formules 1,0 (g. 177.),
Ç" U cos (u — «3) rr A co* (n — ®) -I- cos (i w -f- jt — » co),
\« sin (fl — w) ~ A «in (fi — ®) sin (»’ iv .‘4 — î>-\
sin (fl — ®) = — « ('> — n') cos (. iv -| • fi — 3r),
J — cos (u. — ra) — I (<j — n') .sin (iiv 4- K — ®}>
r ^ CO» (d — w) = — /*('! — nO’ B^'’ CO» ('U- -j- fs —
St l'on substitue ces valeurs, ainsi que (</) (/), dans l'dquation IV, &1 qu'un fasse pour abréger,
D = 4- !±^) , iy = n^fo A^>’ - a*
Vwo'arfo*y’ \ d a »
. âA<<> , a» , àdAtO
, f* Tn — I* n (r — n^) — 5n* ^ ^ ^ ,»(n — Tt';»— n»
E<^»= =iO„3„AC<-o+iLC"ri^n„v ü!„3
f(ii — nj — R I (r — i^j — R if a 'a
réquation IV. deviendra
idu
— -\-n-u' — D V CO» (fl — w) — ly y co» (n — a')
Je’ y»
i^Af»— •> da* ^
_E<« y cos (iw -}- n — ta) 4- * y COS (i tv fi — a').
II est visible que l’intégrale par rapport à i/ doit avoir la forme suivante,
(é) u'—fy co» (|t — a) +y cos (|i — 01') -\-gty sin (fl — ta) 4-^'fy sin — a')
hy co» (/ IV 4" is — b) 4“ A' y co» if tv 4" fs — a^)( d'où l’on tirera
(J) ~{g~i>fy)/s\n^)i-m]+{^-nf^ V'«in(ii-tB')+^/iO'co»' g-a)4^/iryco«(n— a')
4* ‘<’(n — {A>»in (/tv4“/i — a) 4" A y»in(iiv 4"M — ®’)}»
("«) = " (*^ ~ ”fj y (fl — B ) -f- n (aj' — nf'j y cos (g — B')
— n* t \gy s\a fl — a;-t-g'y«in fl — a')^
— {i(n — n'/ — nj® (A? co»(i'tv4*f* — B^4~ A'yco«^»i*’4"A'~*®' }.
En substituant ces valeurs dans l’équation IV, et égalant séparément & aéra le coefficient de chaque argument, on trouvera que frf, disparaissent dn calcul , et que ce sont , par conséquent , deux constantes arbitraires. Les autres coefficiens seront >
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f,(0 tt* —
i(» — — b'J"®'*) ’ i(n— «'XK"* —
Les valeurs ^g) {h} {i) {i) donneront à l'ë(|ualion VI la l'orme suivante, ü'= ^A -|- — a/— î O» «3 ~^--^Vsin(n— 55y4- ° /'>’coi(m — tu)
a/'— j7'sin(a— w')-t-^/Vcos(n— ®') Rf J _ ^»C"— "0 QiO ^ vQ'(’i— b')— n)
1 " ^ y 3dSA<»' ,
■ y A«-4) ’Na
afl(B— b')— «)’V
) ana^
i'ila(iiv+((-or').
On fera bien de déterminer les quantités arbitraires f,f, ensorte que I« premier et le troisième termes, qui donneraient une partie de l'équation du centre, disparaissent: d'où l’on tirera, en substituant les valeurs précédente*
de D, D', et A = - — (S- >8a.).
éa
1’ üi'f r>- - “ /'a<-> _ a - a’ -—"l
Le second et le quatrième terme, savoir
Cr)-
. m' U' = — / •{0 > cos (n — ic) D' y cos (|a — ,
nous serviront è déterminer les inégalités séculaires des élémcns 7 , m. Il ne reste donc que les deux derniers termes. En substituant au lieu de D, D', h, h', leurs valeurs (c) ($. 18a.) et (f<), et faisant
J i‘(n— lé)* — i*(it — — «Q + ii’nfn — n')*(3ii — n')
CO — (»• — — — Î A
■ i"‘ (n — nO*-t- t*Çn — »/) (a-f-nQ 4-ar'n (>t — n') — 4»* '
l’équation précédente deviendra
XIII. m'U' =:— 7 sin (/ (u'— m) +• H - ro) -f- Vsin (/(/— m) 4-M— ?3').
Si l’on sub:iLitue dans l’équation (^) les valeurs précédentes de f, J", S> B> excluant l'inégalité séculaire, renfermée dans les termes
8^> b' qu’on fasse pour abréger
M»> = - /. = T TsfZ*'' »’ » A(«
t (it — 'O 0*C** — '*0 — ’• )('('' — — **)
, ,* (n — n')*+»*n(ji — n') — 3n» ,
n»a* 9SA(i>
i(ft— — -n';® — — b') — an) à a ^ ai(n — — n') — an) a* *
i (n — n.') (J (» — h') — n) (f (a — t/) — aa
»0»Ça — nQ — a) a» a* d aC»-*« >
æA<»-«>
i(n — OC'C.'* — aj^a — n'X'C** — ^') — “*) *
,oa aura l’iuégalilé périodique du rayon vecteur, •
CHAPITRE IV
ïné§,alités séculaires.
S- 184. X3éterminons maintenant let inégalilëa séculaires, on Ie« va» liaiitius des élémetis des orbites, et commençons par relie du moyen mouvement ou du grand axe. Avant d'enter en matière, il ne sera pas inutile de dire quelques mots, pour fixer le véritable sens de cette variation, parcequ’un moyen mouvement variable pourrait paraître une absurdité. Le moyen mouvement est celui qui tient le milieu entre le plus rapide et le plus lent des mouvemens vrais, et il est trouvé par des observations qui embrassent un long intervalle de tems, en supposant le mouvement uniforme pendant ce tems. Il est donc évident que la valeur du moyen mouvement doit toujours être censée se rapporter seulement à la période , è laquelle s’étendent les observations qui ont servi à déterminer cette valeur. Le moyen mouvement sera donc variable , ai des observations , laites dans une autre période, donnent une valeur dilférente. Dans un pareil cas le moyen mouvement changera d’une période à l'autre, et rigoureusement parlant, il ne pourra être supposé constant pendant une seule période, attendu que ce qui arrive en passant d’une période è l'autre, doit également avoir lieu entre les dilTérentes parties de la même période: ainsi la valeur du moyen mouvement , déterminé par observation, n’est qu’approximative, et ne pourra être regardée comme constante, que relativement à une période qui est assés courte', pour que la variation du moyen mouvement pendant cet intervalle suit insensible; ainsi qu’on l’a vu dans la théorie de la lune. Celte variation du moyen mouvement est ce qu’on appelle proprement équation séculaire.
3ii
Reprenons l’équation (19) (§. 16J.)
^zznl— — ^ — Z'/'o» 9/ (9 R), et 5y~ô;i9/. .
On a vu ($. 176. i77.)i que les fonctions P, à, ©, A, 3, P3, ne renfermenf, outre des termes cooslans , que les cosinus des angles r), lesquels sont la somme ou la différence des multiples de (t jx', plus un angle constant, de aorte qu'elles pourront être exprimées généralement par Feos iVr — attendu que |x=: Les coefFiciens partiels I', T', etc. sont
fonctions des excentricités , dont les variations sont de l’ordre des masses perturbatrices m', et qui par conséquent , dans la fonction R qui est déjà multipliée par m', doivent être regardées comme constantes, si l’on néglige les cariés des masses. Ainsi ces coefSeiens , après avoir été multipliés par cos (i n' — #»)-+•■») . auront pareillement la forme F cos (t' n' t — int~\- A). Il suit delà, par les équations (N) (N') ($. >77-)i que chaque terme de R est de la même forme, de sorte que R m' ^ cos (f v — /v-f-A). Or nous avons, vu $. 160.). qu’eu différentiant par rapport à (, il faut regarder les éiémens de l’orbite comme constans, d’où il suit (dR) = m' lidv sin (t' v' — rv-{-A); donc en substituant dvmnd/, et faisant pour abréger, i” v' — «v-}-Az::<p,
(dR)= m' ikndl sin f (>R) — m iknfdt sin — ^n' — râ
Si on substitue l’unité au lieu de i -f-m, dans l'expression précédente de v et dans l'équation (18) (§ il viendra
v = 3o«/d/(')B),l = 2/(9R), donci = — costp et y=:— ^^^^"l,in<p.
Il suit delà que, si l’angle (p n’est pas constant, 1rs quantités a et v ne sont atsujëlies qu’à des inégalités périodiques: ainsi le moyen mouvement n'aura aucune équation séculaire, à moins que i*/i' — in ne soit nul, ou que lef moyens mouvemens n, n', ne soient commensurablcs; ce qui o'esi pas le ras dans le système planétaire. C’est d’ailleurs infiniment peu vraisemblable, paroeque, n, n', étant des constantes arbitraires, leur commensurabilité suppo« serait un cas unique parmi une inBnité de cas également possibles. Nous n’avons ceniidéré ici que l’action d’une seule planète m' ; mais R est proprement fonction des actions de toutes les planètes m', ni' , etc. ainsi (p aura
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la forme (//i tV-j- f' n" cet.) /-I- A, et une équaiion séculaire du moyen mouvement suppose i n -|- n' -f- !’ n" -f- cel. — o , co qui est encore moins probable: féquation séculaire qui aurait lieu , si les révolutions de deux planètes étaient rommensurablrs , sera détruite par faction des autres planètes, à moins que les moyens mouvemens de toutes les planètes ne soi-ent commensurables. Si on donne à i une valeur négative, on aura l’équa-' lion de condition tn-|~>'n'=o; cela suppose également, que les deux moyens monvemens sont commensurables, et que l’un est rétrograde, ce qui n'existe pas dans le système planétaire. Il suit de ce qui précède , que les grands axes, les moyens mouvemens, ou les durées moyennes des révolutions de' toutes les planètes de notre système , ne sont assujètîs è aucune équation séculaire, et que ces élémens n’éprouvent que des oscillations, ou des inégalités périodiques qui dépendent de la configuration des planètes. Mais il en suit en même tems, que cela n'est pas d’une ^nécessité absolue, qu’au contraire l’invariabilité du moyen mouvement, sur laquelle est fondée riastabilité du système solaire, est due à l’arrangemont particulier de ce système, e< au rapport des distances des planètes, que l’auteur de la nature a choisi. Il est vrai que ce résultat remarquable, que M M. Lagrange et Laplace ont> trouvé par des méthodes dilTércntes ('), suppose qu'on néglige les carrés des masses, et les puissances des excentricités, plus élevées que la troisième; ainsi que nous l'avons fait dans toute cette analyse. Mais M. Poisson a démontré le premier, que les quantités du second ordre des forces perturbatrices ne peuvent non plus produire aucune inégalité séculaire du moyen mouvement , et qu'en général la stabilité du système planétaire n'est point altérée , en ayant égard au carré des masses et à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons (’). Cette vérité importante fut prouvée dans la même année par MM. Laptace (^) et Lagrange (*).
(l) 77>/or. des par. sétul. dti dès Plan, pnr M. it la (ÜAni In Mim. Sp Ptrltn,
^nn. 178t.). 7^/or. dt Jufittr et de S<fturt\e pap M. de la Place 1(il*n§ Icà </#*
Parie, Ann. 1785.). Mécan- cil. Tom. I. lÀp. Jl^ ji^. S4. 63.
(a) Sur Us inégal, séful. des mojrens moue, des plan, {Journal dePéeoU paljtechn. Cah.
(î) Siipplém à la H2écan. céleTte.
Sur la tiiior. dêt par. des Hém, de$ plan, tic. dê PJneùt. de France, .^dnn. ]8c80*
$. i85. Puiique les latitudes et et longitudes des planktes dépendent de leurs noeuds, inclinaisons, anomalies, etc. les Tariations de ces élémens doivent nécessairement altérer le lieu de la planète, d'où résulteront de nou* relies équations des latitudes et des longitudes: et ce sont justement 1m termes (^) 0') avons séparés des équations périodiques ($. i8i. i83.).
A>'ant donc déterminé l'eiret des inégalités séculaires sur les équations périodiques du lieu de la planète, ces nouvelles équations, comparées aux termes* (x) (^), nous serviront à déterminer les inégalités séculaires. Mais ces dernières étant l’etTet des perturbations , et par conséquent multipliées par la masse perturbatrice , leur influence sur les perturbations périodiques doit être de l’ordre du carré des masses, que nous négligeons ici: il faudra donc se borner h l'efTet qu’elles ont sur les inégalités indépendantes des perturbations, on sur les équations elliptiques. Conformément aux notations adoptées dans le $. 179, la tangente de la latitude ou s est égale à S sin (v — J), où l’on peut substituer ft au lieu de v: on a donc
s ~ (f sin n — P cos K.
Or si l’action de m' fait éprouver aux élémens p, q , dans le tems I, les inégalités séculaires m'iSp, m'tSq, il en naîtra en même tems une équation de la latitude, m'Ss, de sorte qu’on aura
s -)-m ÎA'=:(i7-|-m7îy)sin n — partant fs:z:/'(S'ÿ8in).i — ipcosfi). Si on compare cette équation avec (t) (§. 181.J, il en résulte
«P = ^ iq' — q), iq — ^ a* a — p').
La différentiation des équations
P = S sin J, 9 = S cos J, p'zrS'sinJ', s' cos J', donne it.sin J -j- Dé J.cos J, éy=:éD.COsJ — DSJ.sinJ,
d’où l’on tirera
é'D~é^sinJ -}-éÿ cos J, )5J — Sp cos J — $ ^ sin J, et en substituant les valeurs précédentes de Sp, iq,
ii {(7' — q) sin J -|- (p — p') COS J},
. DiJ =7 O* {(/ — ÿJcosJ -\-(p' — p) sin J},
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le* variations des inclinaisons et des noeuds dans un tems quelconque l étant n^tSt et Si l'on substitue maintenant les valeurs de p, q, et qu'on
désigne par N le moyen mouvement annuel de In planète ni, on trouvera l'ocrroissement de rinclinaison, et la précvssion des noeuds par rapport aux étoiles fixes, dans le nombre d’années /,
^ XIV. m' /6 J ~ ^ m' / a" o' ()' sin (J — J'),
XV. m'/5 J = I »i' /«* a' cos (J - J'; — i
Ces équations nous apprennent, i; que l'action des autres planètes peut imprimer aux noeuds d’une ptanète un mouvement diiect ou rétrograde, selon que cos (J — J') est plus ou moins giand que p, mais que les noeuds reculeront toujours , si la distance entre les noeuds ascendans des deux planètes qui agissent l’une sur l'autre, est plus grande que 90 degrés; a; que l’inclinaison va en croissant ou en décroissant, selon que J' — J est plus ou moins grand que la demi-circonlérence, et que cette variation est d'autant plus considérable, que l'inclinaison de l’orbite de la planète perturbatrice est plus grande, et que la distance emlro les deux noeuds approche d'avantage de 90 degrés.
Si la planète perturbatrice m' est la terre , ¥ est nul: on a donc SCzzo, et i J (j-y a((i). Comme on peut substituer à la terre toute
autre planète, on en conclura cette vérité importante, que
Pungle, fhmié pur les plans de deux orbites planétaires , u’est point altéré pxr leur allractioi: mutai Ile,
malgré les variations continuelles , auxquelles est assujèlie la position de ces deux plans , ainsi que leur inclinaison relativement à l'écliptique ou ii un autre plan quelconque. Il en suit de plus, que la commune section des deux plans aura, en vertu de leur altiarlion mutuelle, un mouvement rétrograde, quoique leurs noeuds relativement à l’éclipliqiie puissent avoir un mnuvement direct.
§. 1H6. On peut trouver imn'édiatrmrnt le même résultat, è l'aide des fon- «tioni c, d , c", La ditl'érentiellc des équations pz:Lt~, ibo. (lij^ est
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. sc” e’it . ié t'ic
hpzrz —— — ^1—1 (S-
a* — i (ae''*in J -|- de' COI J — *9c;, IdJ — ^ (de'' cos J ■ — de' sin J).
Puisque les quantités c', c", sont de l'ordre 4, leurs carrés doivent être négligés ici: ainsi l'équation (A) (§. i6i.) donne c=n=:V ^ f§. i6i. (ti ). Si on substitue B=n'a^ (§. i63.) et e~2a(i — — on aura e~ — , En mettant à la place do de, de', de", leurs valeurs (§. iSg.), et observant que z~o (§. 167.;, les équations précédentes deviendront
d4 = - naa/ Jj, sin J X (^} cos J (IJ) 4 - x (^) 4^ ,
43J =/i«a/ jx sin J — jr cos
d'où l’on tirera, en substituant x — acotv, y — a tin v, x'=:a'cost/, y = a'»inu'(S. 167.),
a4 = -«a*d/J(||) cos(v-J)-t- (i?) 4sinv-(|J)4cosv^,
. 43J = — n4i*3t sin (w — J).
Substituons maintenant i58. (A) («)},
/3R\ , '/« i\ m'x /àK\ i\ , n'y
(ix) * (a'» fv"*" f* ’ ev e' *
Çrÿ — •*' ~ p)> P ~ f*»' — ’û» cos iv) - î (S. 167.)
= »(S 169. (/)y = îl«'>>-hî«‘'^COSMV (§. 170. (F)), dans les dernières équations qui deviendront :
è) — m'na^dt^ ^ "t" n c°* ‘ ^ cos (w — J) — o' 4 sin i ivj ,
tdJ = m' na~ z' 3/^ ît^“^ — ^ ’t" 2
Or z'zza'{'(f — (^)sinn'-f-fyj — /<')cos>i'} (§. I79-), d’où il est aisé de voir,
que le produit de ^ par s' sin (w — J), par s' cos (w — J), et par
4 sin t«‘, ne pourra donner que des termes périodiques; il en est de même du produit cositvsin w sin (r-f- IJ w, qui est périodique on nul. 11 no restera donc pour les inégalités séculaires, que les termes
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na’ a' 9/cos (ti {(9' — </) i\n yf {p — //, co* k'} cos fu — J),
tè3— -- na^ e/ î(''^ 3/ cos i «« ■{(y' — ç) sin n' -f (j> — /•') rts (l'Jsin (u — J).
Si l'on développe les produits des sinus el cosinus suivant les Formules (1) (S- *77-) > O® •uf* aigumens (i-f i;m'— ('—■;(*•— J et (1 -f- i ) »■ -f- J : •I il est aisé de voir que le pieniier ne peut pas devenir constant, quelque valeur qu'on donne au nombre entier 1, ii moins qu'on ne suppose — (i — OM'— °i nu la comnienstirabililé de« moyens mouvemens p, n', qui n'eziste pas dans le système planétaiie. Il ne restera donc que l'argument J, qui se change en J, si l’on fait i— — 1: d'où il viendra
d< = ^ ncr a M'‘^9/'|i'9' — y) sin J (p — p') cos
^ «O* a' îl^'* ç) cos J -■)- fp' — p) sin Jf.
Substituant p = tsin J, 7 = 4 cos J, p' — /iia}', 9' = !' cos J' ig. >79-7, on trouvera les équations XIV, XV.
$. 187. Le même prrcidé donnera les inégalités séculaires des exrentricités et des apsides. La difTérentielle de A v 169. (e)) par rapport h 7 et Œ est
3 . A V =: a37sin Jg — to) — a73a cos fp — m), ou en mettant & la place de 37, dm, les variations séculaires m'tSy, m'iSvs, m' J A V am'/^4 7sin (g — m) — 74 m cos (g — j ce qui étant comparé avec l'équation {y) ($. tSd.), donnera
(j « -b 7 cos (g — m) = 4 7 sin (g — ro) — Cl^ — w'7-
Si fon (ait pour abréger,
(a) 7 sin m = A, 7 cos w = /, Y sin w' = h', Y cos m’ =:
et qu’on multiplie le dernière équation par 7, elle deviendra
O— siug^A7tw-l- Y — /47^-t-cosg^Fv4m-f-
d'oà l’on tirera, en égalant séparément à zéro chaque terme ,
o = A74a-f- ** 7 — /Î7, oi=/74 m -f- HjLLE-L 7-}-AJ7 * *n ' * * ' '
et éliminant successivement ito et 47,
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an an *
Mais A’-f-Z'^V*, h'I — ZAczVy'iiii^^©' — w), I' l-\-ft'h—yycoi(xB' — ra), parlant
Sy =z — 'Vaincra — ts), Jo=: cosfcs' — «V
an ' anait7 ' '
Subsliluant lea valeurs d« D, D' ($. i83.), on aura
Paccrolssemeni de Pexcenlricilé , et la précession des apsides par rapport auz ëloiles Exes, dans le nombre d'annëes t,
XVI. m' î 7 — - m'ay’t ^aA^'^ — ao ^ — a' — ) »in («' — w
4 V «'» da’ /
, SA'" „ d3 A">
■rrrii /, N,S*“da“^“ ~â>“ (
On peut vérifier les valeurs précédentes b l’aide des fonctions J,/’. Comme le plan des s, y, est ici l'orbite de m, on a ($. i6i. i6o. i5g. (3) (y)) f--l, r — -h, f '-=o, </ = o. c" = o (S. i6o.),
Bc3/ = xdj.-j.3x, d’où l’on tirera (J. iSg. (^))
- ay = a A = (xdj. -j^ax) 4. ^ ^ ,
- a/=a/ = -<.raa.-jrax) - dy\z (i^) -jr (p^\.
Mais on a (4
sr = rcosv, jr=rrsinv, x' = f'cosw', yz^dtinv', dx = a rcos V — rd W sin w, dy =; drain v -f- rdw cos v, xdy —jBx — r* 9 V, ce qui donne aux équations précédentes la forme
dh~r*dv -f- r (drcos V — rdv sin v) cos V — | * sin
91 ~ — r’ a r (~y^ — r (dr sin v rd w cos v) cos v — sin u^.
On a de plus (§. i58. (e) (A))
/3R^ tn'cofv' mVcorv' , m'r«->iv /aR\ m'tint;' m^r'iinv' _ inViinw
\Ti) — ~~Pi P I P P I P''»
et en différentiant l’équation (E) ($. lôj.f,
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n' CD* (v' — v) , m'r th'r^coi(v' — u)
VJr/ — T "Ji >
/5R\ «i'|r jin Cv' — v) m'rr'iinft/ — v) . .
En subslituant ces valeurs dans les équations précédentes , et observant que d// sin « -f-d/ cos ta := dV, dAcosts — d/sin tu zz 7dc5, on trouvera
d7=: — dvsin (u — ta) — prsin (v — ta) a rd v cos (v — w)}
Vdtc —r’ du cos (v — ta) -|- {drcos(v — ta) — ardu sin(v — ta)^ (^)*
Substituons maintenant (Ç. 169. (e)), en négligeant le , carré des excentricités, ' r=ro.{i — 7 cos (h — ta)}, v — n 4* » ««n (»i — ta),
èrznanht.y sin (fi — ta) dv z:: ndt (l* — ta)},
rd t> zr awd/ { t -|- 7 cos (r — o)}, sin (v — ta) — sin (jt — ta) -{- 7 sin a (ji — w), cos (V — ta) — cos (fi — ta) — 7 -f- c®* ^ 0* — ®)-
Cela donnera, en faisant pour abréger, [i — cazzQ, n' — vs' iz <p' f
d7rz — û/»d/(sin (f)-}- ^7sin a(p)r — <7«d/(ac08<p — ^ 74-^7 cos a^5)
7dta— t7nd/(co8$ — J — cnd/(a!inQ4-^7sina(|>)
L'équation (P) (§. J ^8.) donnera
(r /dU\ a a /dA'=* , ^
m'\àrj s. a a a \ da <i a’ J
On a d’ailleurs — m' •* l’P*centricité est nulle, d'où il suit
, /dR'. /dB\ , Ar fàdü\ Ar* /ddB\ , /làB\
Si l’on substitue les rapports diflérenliels {$. i^S.), U viendra
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Puisque nous cherchons ici les inégalités séculaires, il ne faut employer que les ternes constans. Cela posé un trouvera
Y cos (»w -f- $') sin a'.
Y sin (Av -j- ^') cos 4 S
r.. , , a»d^Af»n
+ -h 0 A‘'’ -I- ia
75a _ «• fl» a, I 55A'"\ „ '
— r- — — — «73/-- T"—: î-)7cos*<I)
m 4 * \<ia' à a’ J ^
r . , ^ 5 4<«> , fl* 55 \(«)T , „
[_f* + ')“ -TT + T ^ 5 ‘I’
n f' + ')“ -TT + T ~â7~ “*
-t-an3/ ^
/ — I (ai’ -j- i) A^'* -f ia 1 y' sin (•w -|- (J)') sin $.
En développant les produits des sinus et cosinus, on aura
— --- ai^'^ai’»-J-0aA«”— o--y^ 7 *'“{('+ O'h
75a on -
5\'» , . a» 3jA'=>* ^
, 7 J rr >
Si on fdil maintenant i~ — i, il viendra
tt a
«•J^aU’-I»,- r/. X , V*
‘ a TÏ>"J ^ COS[(i
:r — ^ ndi ^(1 — «’
, 5A'" fl»55A”'\ m'
V à a a à / a les mêmes formules que les piécéJentes (X.VI. XVII.).
s V «*a 3 rfa* / a \ da i t/i*/7
5. 188. Les fadeurs / sin (J — J'), ces (J — J'), 7' sin (®' — to), 7'
“Costm' — t?;, éprouvent des changemens , dus aux variations £5, IJ, £7, é B; d'où il suit que ces variations ne sont pas rigoureusement proportionnel* les su tems, el que les expressions précédentes ne sont exactes que pendant un certain tems qui peut s'éten Ire à deux ou tro:s siècles, à Cause de la lenteur avec laquelle changent les facteurs J* sin (J — J'), etc. Mais si l’on veut étendre les formules XIV — XVII k des tems plus éloignés , il faut y appliquer anc correction. Ucsi^nuns par /, J, /', Y, », Y, les valeurs
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de ce* élëmens à l’époque d’où l'on pari, par (J) eic. leurs valeurs qui
auront lieu au bout de aoo ans, et par [ÿ], [J] , etc. celles qui auront lieu après un tem* quelconque /. Cela posé, on a d’après le théorème de Taylor,
= * -i- ' ^ + 7 T,.- tJJ = J + '"-4 T ■ t4 •+* “»•
et ainsi du reste. Les premières dilTérentielles ~ , etc. sont les vitesses des Tariations de* élémons i, etc. qui sont données par les formules XIV — XVII, dans lesquelles il faut substituer successivement les actions de toutes le* planètes an lieu de celle^de m. Faisons pour abréger, — m'n*a' A, A #' sin (J — J') — i, A j- cos (J — J') =: c, A,b,c, étant l’eirel total de l’action de toute* le* planètes m', m", etc. Cela posé on aura (XIV. XV.)
et pour un nombre d’année* l, qui ne surpasse pas aoo, t — $-f- bt, J = J -1- (c — A) /, donc au bout de aoo an* ,
aoo 6, (J) =: J -|- aoo (c — A).
On calculera de la même manière, et pour la même époque ,
(O, (JO, (O, (J"), elc.
Si l’on substitue ()), (J), (9'), (J ), elc. au lieu de 9, J. 9', elc. dans les formules XIV, XV, on trouvera le* valeurs variation*
annuelle* auront au bout de aoo ans; partant
w lr*=£STr "*"•
Après cela les formules (a) danneront le* valeurs des élémen* 9, J, 7, a, pour un tem* quelconque.
On peut aussi former les dilTérenlielles secondes, en ditférentiant les équations XIV — XVII, ce qui donnera (A),
- rr = A TF + A9' - — j cos (J - J ) =
Ay sin (J — J') + A9' (e — A — c' + A'} cos (J — J'), d’où il suivra le même résultat.
CHAPITRE V
Inégalités du second ordre.
§ i^g Lies in^alil^s des planHes , qui sont indépendantes de lenn «xeenlricilés, ou qui dépendent de leur première puissance, et que nous avons désignées par u, U, u', U, renferment, sous la foinie que nous leur avons donnée, tous les argnmens' dont elles sont susceptibles, les prcaiières u, U, a^ant rargumenl ;(.u' — p), les dernières, u', U', les argumens r/i'— (< — i)n — t* et /'n' — (/ — l'g — où l’on doit mettre à la place de i tous les nombres entiers, tant posiiiPs que négatifs, en commençant par i =; i, jusqu'il ce qu'on pirviendra à des équations inconsidérables. Si l’on voulait opérer d'une ma* niëre aussi générale sur les équations qui dépendent des puissances supéiieurcs des excentricités, te travail serait immense et inutile. Les formules qui donnent les inégalités ü, ü', sont des fonctions de/, n, n', dont la valeur diminue, à mesure que le nombre i augmente: on peut donc s'airéler, dès qu'on est paivenu il une valeur de /, qui donne une équation inconsidérable. Mais il n’en est pat de mèiue des inégalités d’un ordre supérieur, 11 peut anirer, et nous «n venons un exemple frappant, que des valeurs plus grandes de /, et des puissances plus élevées des excentricités, doniient des inégalités liès-coniidérables. Il sera donc nécessaire de choisir d’avance ies termes à calculer, en déleiminaiit a priori les argument qui pourront produire dos inégalités considérables.
On se rappellera qu’en intégrant un terme d'un argument quelconque,
il faut le diviser par la vitesse, avec laquelle cet argument croît. En eflet,
SS R, et par cottséijtaeni r ■''■•'ferme un terme A cos 0, il en résullera
pour (/tit) le terme A'dtsrn^ ou ^ f sin (p, ^ étant — pour /fdRl
a' > ^ Si ^ *
le terme — — cos (p, et pour le terme ^7— cos$, d'où il vien-
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dra /3f/(^R)'=: — ^ sin <p, A, A', ëtant^des fonctions de n et n. Il s’agit donc de trouver des argumens $ tels que ^ soit lifcs-grand ou liës-pelilf et il est visible que cela dépend du rapport qui existe entre les moyens mouvemens, n, n', des deux planëles dont on se propose de développer l'action mutuelle. Or comme n et n' ne se trouvent multipliés que par des nombres entiers, de sorte que i aura la forme xn — k'/i', k, x' s'étendant à tous les nombres entiers, f ne peut devenir très-petit par rapport à A', fonction dans laquelle n et n sont multipliés par d’autres nombres entiers, que dans le cas oü les moyens mouvemens des deux planètes ont entre eux un rapport presque commenturable , ou qui peut être expiimé H peu près pardeux nombres entiers, n : n' Si, dans un pareil cas, on fait x = X,
x'“X', le diviseur i — — x’/i' est presque nul; et comme il n’entre pas
dans la fonction A', l’inégalité qui est multipliée par sera très -grande. L’équation f ou — Xn — X'a' donne (p r::; Xju — XV' -j- const.r on n*a donc qu’à chercher les argumens (p, dans lesquels p. et p' se trouvent multipliés par deux nombres, l’un étant positif, l’autre négatif, qui expriment à peu près le rapport des moyens mouvemens n et n.
Déterminons maintenant la puissance des excentricités, de laquelle dépend l’argument (p=:Xp — X'p'* Tous les argumens sont formés par la combinaison de la fonction B ou cotiw avec les fonctions <e', (§. dont le terme général a la forme "V* i” (p — w). Il en résulte dans R (S- ’77- (N)) un terme de la forme cos (iiv tj) = cos ^iiv -j- 1’ (p — ®)j — «os (ip'-(- (i’ — j) p-4- C). On a donc, pour les argumens que nous cherchons ici, i — \', I — i’=:X, d’où il suit que l’exposant i' de la puissance de l’excentricité >, de laquelle dépend l’argument ' — X=:X' — X.
Les séries (r) nous apprennent encore , que le co< Uicient de i’ ^p — ta) #sl ■y''', accompagné do etc. mais non de ‘ , etc. de
sorte qu’syànt calculé l’inégalité qui dépend de la puissance y'' , on sait qu’elle est exacte aux quantités de l’ordre piës, et que la puissanc»
n’y ajoutera rien. Il est aisé de voir qu'il en est de même de l’ex- Matricilé Y, parcequ'il ne s’ag.it ici que de la dUTétence des nombres i, T.
En effet , si Ton combine le terme général de (e) , (V — o')
avec cosMv, ii viendra ('y';^cos(iiv-J-/'(n.' — o') ~(V)'"coa((/-f-<"')n.' — »)i— i'»'), d'où il suit /r=X, <-j-/'z=X', donc r' = X' — X, comme précédemment. La combinaison des deux termes T Ui — m) et {YŸ' «'' ((*' — ®") donnera
/yi' jyy" _1_ j// Q) ^ d’où il viendra un terme de R =
cos — (i — i')n + C}. On a donc i-+-i' = X', i — i:=X, d’où l’on
tire i -j-i"rrX' — X. Ainsi il est prouvé que, pour développer l’inégalité qui a l'argument X/i — X' ou X' (i' — ^ M , «I faut remonter à l'ordre X' — X des excenlricités.
C’est par de pareils raisonnemens que l’illustre Laplace a fait une des , plus grandes découvertes dans l’astronomie ph^'sique. Comme il n’y a rien de plus instructif et intéressant, que de tracer ou de suivre le chemin que le génie a pris pour découvrir les vérités sublimes qui sont le sujet de cet Ottvroge , je me suis fait un devoir , de prouver chaque vérité, autant que le permettent les bornes que j’ai dû me prescrire, par le même enchainement d’idées qui a guidé les premiers inventeurs. L’action mutuelle des deux grandes planètes du système solaire produit dans leurs mouvemens une inégalité trés-considérable , dont la période est si longue que, durant quelques siècles , elle ressemble à une inégalité séculaire. Les observations avaient cependant fait reconnaître, que ce n'était pas une véritable équation séculaire, mais qu'elle avait une période d'à peu près mille ans ($. i5i.). Comme les recherches des plus grands géomètres n’indiquaient aucune équa* tion qui fût à la fois très-grande et d'une période aussi longue, ce phénomène paraissait renverser la théorie de Newton. M. de Laplace, considérant que 1rs géomètres n'avaient eu égrcJ qu’à la première puissance des ezcentricilés, en conclut que cette grande inégalité devait dépendre des puissances supérieures, et il commença par déterminer la ptiiuance des excentricités, et l'argument qui pût fournir une pareille inégalité. C’est alors que , par les raisonnemens que nous venons de développer , ce grand géomètre découvrit l’inégalité de ces deux planètes, qui a une période de plus de neuf cens ans, et qui est la plus grande de toutes les perturbations. On a vu qu'afin que l'argument t^ = Xfs— X'ft' donne, après l’intégnition , une inégalité
consii^érahle, »a difi'érenlielle, divisée parcelle du tenu, Xu — X'n' = ^, don èlrc très petite; or comme ~ est la vitesse, avec laquelle l’aigumcnt $ croit, l'incgalité doit changer très-lentement, et par conséquent sa périod» doit être tiès*loDgue. Il est donc visible, qu'on remplira à la fuis les deux conditions, en déterminant l’argument de la manière que nous venons de développer.
Ç. igo. Les moyens mouvemens, n, n', h", des plus grandes planète* du système solaire, Jupiter, Saturne, cl üranus, ont entre eu* on lapport presque commensurable , de sorte qu'en nombres ronds ils peuvent êtie exprimés à peu piès par les proportions, n: n';;5;a, et n':/i"r:3:i. On a donc è peu près, par rapport è Jupiter et Saturne, 5n' — olh~o, et relativement à Saturne et Uranus, 3n'' — n'~o; d'où l’on conclura, dans le premier cas, X = a, X' = 5, r — X — \ — 3, et dans le second cas, i' — n. f,a grande inégalité de Jupiter et de Saturne est donc de l'ordre des cubes de» excentricités, et celle de Saturne et d’Uranu» est do l’ordre des cariés. Relativement è Jupiter et Uranus on a n rn":: i5: a, ce qui donnerait la treûicme puissance des excentricités.
Outre ces inégalités qui sont données par les termes /(dR) et il y en a d'autres assés considérables, qui ne se manifestent pas aussi imiiiédiatemenl, parcequ’elles sont données par les autres termes de l’équation IV (S- 180.)} on le» trouve principalement parmi celles du second ordre. Relativement au carré des excentricités, l'équation IV. donne des termes, dans Irsquels U, sont multipliés par Y* a ^ — ns), et u',
par Y*"' — ss). Or u étant “A cos Av (J. 182.), n'::^BY.eo»(x’|ji.' — Ci — i}g. — ns)
C y cos (j'ia' — (/ — 1)1». — tü') (XII. §, 18X), A, B, C, étant fonctions de n et n' , cela donne des ternie» de la forme Y* cos (i»- -j- — ’®)r
Y Y' cos (1 IV -j- 2,1* — O — ®'), e'esl-à-dire, de l’ordre du carré des excentricités, et de l’argument iiv -|- 2|i-|- C = éi*' — (é— a);* -J- G — n. L’équation IVprendra donc la Ibrrae, o =1 — -j- «* u'' -j- L cos >1 , dont l’intégrale esl
s»" =: K cos n, ce qui donne r: K { (é — 2) n — in' } sin n, et
— K{ ï — 2) n — iVf'cos»?, d’üù il i'(.'5ulle
O { L K — K ((/ — 2) n — «V/ f cos ri, donc
((; — a}it— li/)’ — r’ * “ ((i — i)n — |R')(^(< — 3)it — in')
Les équations u", U" , auront donc un terme considérable , si l'un de ce» deux diviseurs est Irës-pelit , ou si in' est à peu prfrs égal à (i‘ — 1) n ou à (i‘ — 3) n. Relativement & Jupiter et Saturne, on a h peu prés 5n'~2n; en faisant donc i~5, le diviseur (/ — S)n — in devient très-petitj d’où il résulte une inégalité de Jupiter, due à l'action de Saturne, qui a pour argument l'angle
5ft' — 3ft=-5^ — 3îJ.=cp,
Qc, étant les longitudes moyennes de ces deux planètes. Pour les perturbations que Saturne éprouve par l'action de Jupiter, on a à peu près 5/1 — 2«': le second diviseur devient donc très-petit, si liz: — 25 d’où il résulte une inégalité de Saturne, qui a l'argument
11 arrive aussi que, sans qu’aucun des deu.x diviseurs soit excessivement petit, le numérateur L devient très-grand: c'est ce qui a lieu, relativement à l'action de Saturne sur Jupiter, lorsque l'argument t> est égal à
3 fi' — P = O),
et relativement i> l'action de Jupiter sur Saturne, lorsque v) est égal à
Jji — p' = u';
d'où résultent deux inégalités de Jupiter et de Saturne, ayant l'une et l'autre l'aigument 3^ — îi , qui est identique avec l’argument 3^ — que nous avons trouvé pour la perturbation d'Uranus par l'action de Saturne. En résumant tout ce qui précède, nous aurons b développer les inégalités suivantes.
1. de l'ordre dis carrés des escaitn'cilis et des inclinaisons
IV. O = -t >’{! — cosaCfi — ra)}— 7 cos <9 — m
^ 7’sina(.u — Wj-f-un ^ 7sin(fJi, — C;-|- y u7" {) -f- geosa fn — a ^
-l-3/i*n'7co8 (|i— oj-f y, <>r -f- ^
V I. U" “u7® ain a f/a — raj -|- u' 7 sin f/a — raj
-|- yji -l» {a — cos * f/t — fü,} —
7 cos f ft — OJ)
y" «f* +3>*JA (5^) + ^ “(• + ? y^j/d(/(dR).
Les quatre arguniens des inégalités du second ordre, u, u', f$. >90.)
ont la forme générale x/a' — (x — a) fa :r: xiv a fa , x étant -f-5 et -j- 3 dans les argumens (p, u, — = a et — 1 dans tp', c-i'. On choisira donc, dans les fonctions R et termes qui ont l'argument xw-|-afa; dans
SI, —, I** termes qui, étant combinés avec l’angle a fa, produisent
le même argument; et dans u', —, -rrr* *1“' produisent par la
ff f Ce f *
combinaison avec fa> En faisant donc pour abréger,
d a JA«>
i ^ "'■“T “TT + « . . -f
5j(0^piii
AC
àa
3 33 At^>
les équations ^N> iPj (P'j (§. ,77. ,78.) donneront R _/» S -t-H» î S'_m P® y’cüs — I y|a — ato /— m'P‘VVcos'^j'+i )ji^— i ) it-4s'—~OJ -f-m' P”y»oos ((/+ a) »■ — 1> _ a w'; — m'P' ” J’cos (--f- 1 , fi'- (/- 1 ) r — aH), '■ Q'*y‘cos('fi' — — a}a — ïobj — m'Q'y/cos ff-f-i ■/*'— (1 — i)ji — os' — a)
ara';— m'Q"iJ»cos^ri f-i i(t'— 11— Ou — ra— ra).
Il est aisé de voir que les fonctions Q sont les didérentielles des fonctions P par rapport à a, de sorte qu’on a
^ ““-ar'
' rfa’ ^ à a
Il est aussi visible que, pour donner aux quatre argumens qui entrent dans R et dans r^— la forme i>' — (/ — a)js — consl., il faut mettre à la place de 1, ,* dans P» et Ç% i— i dans P‘, Q', P’“, Q'", et i— % dans P”, Q". Ainsi on aura
rue >C4-* — Si . (/I . *« — I 3 A^*"* a* 33
“ a ^ ~T~ “ Ti“ ■+■ r -inr-»
= liriilÇiLiiLÎ
3 a SA<»>
•“ à tf a* »
4i’— /— a SA^" , I
-- fia
a* 3'A«> d'-.'» *" 8 do*"»
a*3*At<— ■)
Cela posé on aura, en faisant pour abréger, iw-f-a(t — rj*'’,
R = o*' P“ V® cos — a œ) — m P' V V cos — oj — ni')
_l_ m' P“ >" cos («|‘'> _ 1 o j _ ot' P"' J' cos — a Rj ,
*■ Q’ ">* CO* (4''^ •— %vij — /»' y* >y cos — W — w')
ASTRONOMIE PHYSIQUE + m' Q" y® CO* ^1)^” — 2 k', — m' Q'“ i’ cos — 2 H), d'où l’on tirera
■PO iy= sin — 20; — V y Y sin — m — tr' >
OR) = (/_ p,„ >11 S •
Pour les autres termes des équations IV, VI, qui admettent la forme ■>)*’’, on trouvera, en vertu de* équation* (a; (é; (5- 182.;, Xll (§. 18J.), et de* formules (t, (§, 177 ),
U cos 2 (j2 — ts) = cos — >®j, U »in 2 (n — sin (r)*'^ — 2»),
1 2 ■ — 05) = — i(n — n") B^'^ cos — 2 k).
rt
^ cos 2 f;i — ta)~i(n — n ) B^'^ sin — 2 w),
cos *(p.^ — <!!)=:• — r (n — n )* cos — a ta),
U cos ((1 — «J = — ï y cos — acj) -t- ? V co* (ry’'* — m — w'),
u' sin (ft — ®) == — î V sin (11^'’ — a®) -j- * Y sin (>)'•’ — w — ta';,
sin(|i — œ):= ' ^ ■j\P'^'Xcos(n^'’ — aw) — N^'Vcos(»i*^^ — Wr— œ'J},
cos((i — *3)=: — Üï — ^ ^ {ti^'^sin^»)''’— 2w)— N^'^V'sin — ra — <b')}i coêQi — w)~ ^ { M^^Vcos(ri^^’ — aa) — N^^Vcos^-»)^^^ — ta — a
A régard de l'intégration des fonction* de R, il faut observer que, les inégalités qui sont divisées par un très-petit nombre, ayant non-seulement une valeur considérable, mais aussi une longue période (5- • H tiesl
pas permis de regarder les clémens ‘V, m, etc. comme cunstans durant une période entière, comme on l’a fait jusqu'à présent; mais qu’il faut tenir compte de leurs inégalités séculaires , dans l'intégration meme. Soit donc é^dX une ditrérenlielle à intégrer, i étant fonction des élémens des orbitrs. Si l'on porte la précision jusqu'aux dillérenliclles secondes des élémens, (S- timO» *1 qu’on intègre par parties, on aura
fiâX — iX~-fXèHz=i\—f^^ xa/.
En faisant pour abréger, ^ — h, fXdlzzY, J~ïdl—Z, on trouvera
fhXdt=hY —/Yèh=hY —fh'Yè/, donc /*aX = )tX — AY-f A'Z, d’où il vient fdtfiBXz=fH\dt — fhYdl-^fh’Zdt = fkdY — f/idZ-{'h’fZdl=z AY — a/A3Z+A7Zd/ = *Y— »AZ-t-JA7Z3/. Ainsi on a
C /*dX = *X-|^ /Xd/-f.^^^/37Xa/, ^
( fdtfkdX — kfXdl — i^^fd/fXdl + 3 ~ fèifdlfXdl.
Ces formules nons serviront k trouver les intégrales de (3 R), de et de3r/(3R), relativement aux inégalités à longue période. Pour les autres * arguroens, tels que u, on fera simplement fidX—kX,fdtfidX—ifXdl. Au reste nous n'aurons égard aux dilTérentielles secondes que dans les
équations du troisième ordre, v|/, En rassemblant toutes les valeurs pré> cédentes, et faisant i(n — n' j — an=X, on aura
I V. O =: ^ — B''' — M^'> ^ >» cos — ata)
^^cf) _ ra _ B') -I- O /(3R) -t- -, nr (^\
9 ni n T/
V L U" = — — -f $ — - ? 7* sin ata)
ndf'éa» a S
"■ N''’'V'y'sin — ta — taOi- ^ o/3//(3R) -f- ^ afr ùY
STI TfV
§. 191. Intégrons maintenant 1rs valeurs précédentes de (3R),
dl (3Rj, et faisons pour plus de simplicité,
jy'sinan=/; 7*cos ata =/', 'vysin(tB4-œ')=g, 7ycos(ts-|-<ï')=ÿV
(C) . . . . ^y- 3,ij' — y* cüs a ta' — A', 4’ sin a fl z= A, 4^ cos a 11=. A'
Cela posé on aura ($. tgi.)
rr V . cT»r-P'/ + P”A'-P"'A^)sinV'->>
(d K) z;: m 0 — aT« 8/ V / xc*
'• 2-(P*/— P'5-t-P" A— P'"A;cosn^”S*
r (^) = m'(QV'-Q’«' + (^"A'-Q'”A)cosn<'>
CQ’/- Q‘ ^ + Q" A - Q”> A) sin »i‘‘^
/i gt h, etc. étant les fonctions variables des élémens, que nous avons dé-
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signées, par l (§. 191.). Si on observe maintrnant, que “ — \dt oM
dt — — (S- >9'''» la prcmicie îles t'oruiules (B) ilonnera
>(dR)rr
:os
La seconde des formules (B) (§. 191.) donnera
mv-y-), jL+‘*'' (''+’x • tO"*”'' (*+r srj-
COt >]
ain Y)
Si ou laiscmble tous ces termes, les équations précédentes deviendront
UY
n" a ,Qo/' - Q’ -f Q” A' - Q‘” O
cos n
^ «’ a iQ'f- Q’ A 4- Q" A - (?”• *)
+■"• (*+rn) j-?;'
ndt
BCV-— * M<V-f-
aX-f.«
I i_. r«’(-^+rK)-«'(<+rlf) ■
‘ “ L+ç" (*+ j -It) -9'" ('+
COJ n'
,(ft
»_CirLîlJL*„
+'”'(*+rsT)-‘”"('+r’îV)J
la aa an ®
Lea rapporti diflTërenlielj, eic. «eront dëlerminëa de
U manière suivante. On calculera, à l’aide de la formule {a) ($. i88.), lea valeurs des ëlémens 7, tn, Y, «o', I, J, J', pour les ëpoques de a3oo et de aSoo , leurs valeurs pour i8oo étant données. En désignant les valeurs, •orrespondantea aux trois époques de i8oo, aJoo, et aSoo, par 7, (7), [7j, etc. on aora
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/='V**inuo, (y) =(■>■/ sin a (bj;, [/] =: [>]* *in a [cj], /' =>• cos ato, etc. Pour délcrminer le* quanlilés ^=:i*sinan, ^'=i*cosaII, soit 4'0
VIE l'écliptique, INA l’orbitelde la planète m, <NS celle de m', et l'arc Nn perpendiculaire * l'écliptique. Cela posé on aura Ii'=J' — J, tangNInz=l, tangNi‘/i=(', Vn~n, tangINi=S ($. i68.}, donc Nn — l'ain in = ( sin IN, d'où l'on tiie *' ain (11 — J') = * *in (H — J), el en développant,
tang n ^
t' <in J* — < tin J
Le triangle IN/ fournil l'équation, co»N=cosfJ' — J)5inNL'ainNi'I— ^tosNI/cotN/I, ou cos N =: I — a (sin ï N /*.= I — * 4^=: Sifcos ^ J — Jj-J" d'où il suit
= â*»'cos/J‘ — J). '
Ainai l'équation précédente donnera sin*IIz^* ,coa®It;
d'où résultent ce* deux équations.
(}'co- J'— (eotj)*
4 sin n =: i' sin J' — 4 sin J = e, S co* Il “ co* J' — # co* J ~ ,
ce qui donne ii=ae«', i^ — e^ — On trouvera de celle manière
le* valeur* t, k', (1), (!'), [il], [iPj, relatives aux trois époques de j8oo,
a3oo, aSoo, en substituant IQ, (J), [1], etc. au lieu de *, J, t', J'. Main-
, àj i 3 f
tenant il est aisé de conclure les rapports dilTérentiels — , , des trois valeurs^
iJlt [y]i *lo. On a pour un nombre t quelconque d'année* écoulées après i8oo,
fzz y-l“ < 3^ + — • 4-^ “h cet, d’où il résulte
' df ' a il» ' ’
cy) =y-|- 5oo ^ -f 1 aSooo ~ , [y J =y-t- 1000^+ Sooooo , d'où l’on tirera
/DI J/ — 4(/)— 3/~i/i LU—ULLLzliÜ
' ^ il luuo * if* aâouoo ’
n en est de même des autres fonctions, f, g, etc.
On trouvera le même résultat par 1a différentiation. En effet l’équation f—y' sin ara, donnera
/d'y. dl» \ */3V, /dra
i> (- Sin ara-]-> eo.araj = - . ay - ^ , et
= ,/• (1.LV. -X- L , i®!) ^ + ü")
rff*. ~ -V V'i' •»»
$. ig3. La première équation, relative aux perturbations de Jupiter par l'action de Saturne, a pour argument l’angle 5fi' — 3|t = 5'^ — = $ (5- >go.), d’où il suit i—5. On a vu que — est une très -petite fraction: en faisant donc
on pourra négliger les puissances supérieures de è'. Cela posé on aura
(§. igi, i8a. i83.),
/»'=: * ^ ^ n, n — n'~ ~V^ — 2nz^X=:(i — Ç)n, X® — — *è’n%
i*(ri — n'f — n*—{8 — i(n — n') — n~{i — Ç)n, /"(/> — n') — n = (i4 — 5^')n;
p> Zi A<î> -f 2 O 4- . P* = . 8 A'4> 5 „ ^ îl
d ' ^ à û ' à é a* ' 3 ia * 4- ^ a* ^
8 '4 aa'8
û3 dV‘> , 5 .idV" , a‘à’A’*> 44 dA'*»
Ç-T“TT + Ï“ T7--+8T«--<?=V
aa
. . di A‘-> a’ 3»A«*
85 JA'« .5 ajA'« , a’ S’A'»
= T “ ^ “ -âa~ + 7
^JC) _ îi±4«l „ ^(J, , ■9-t-^aj iV‘> • ^3 a^
d a’ ’ aa A'« aa“ ■
Si l’on fait pour abréger,
6 (i -h Ç) aP» 4- oQ* -f (3 — « - (? -g) M‘î> = I,
6 (I + ç) uP- 4-uQ* - (3_ g) N«> = n, 6(i4-Ç)aP" 4 üQ‘' = IlI, 6(i 4-g)«P‘"4-aQ'" =IV, l'équation IV ($. iga.) deviendra
r/i’(l. r — II.g'4-III. A' — IV. i)
a au" at*
/ fl (I. / — U. ÿ -ftll. n — »v. «/ J
cos 4
+ J..= I/_II.^4-IIU-lV.J)-|-6CH-ag>u^P«^^-P'^+P"^-P'''
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Cooiidéroua séparéoteol lea lermea qui dépendent de f et dey', de aorte que
+ ^ I. n»/+6 (« -+- aÇ) «oP* Ij^sîn <P.
Il est aiaé de roir que l'inlégralc doit avoir celte forme, qui aéra également celle dea autrea lermea qui dépendent de g, h, k, etc.
u"= (f/'- G 14) coa q>4- g ^ ain
d'où l'on tirera en diiTérentlanl, vû que — — X,
77 = It - n) ”***>-^ (XF/'- XG ^ +F ;/) ain 4».
= - (x’F/+X'G |4'_aXF|4jain(l>- (x*F/'- X*C \\ + ,Xf|5 coa^.
Ayant aiibalilué lea vaieuta de u' et de dana l’équation (L), la corn*-
paraison dea termes aemblablea donnera
P_ 1^»* > ^_^(.-4.af)uoP'' + 3XF_(,— f)i 3{i + .Ç)
X» — »»""• a(' X*-»* ~ afa"** Çit
Ainsi on aura
sin 0
Tir
II. ^'4-111. A' — IV. i
■-ÿ ) 1- (-1^ - C-^' lI-»( ,+H,.P')
/--II. ÿ + in. A - IV. * - (iri I- 6(. 4- aO aP*)
Faisons pour abréger,
XVIII. 4r=:ou" = — EoaiD<}l - E'acoad», ~ = D coa (Ji — lY ain <> , el subsfiluona la valeur de {. On a anirant M. Laplace , it = a73i4'', > i
n zz I <'999", t; d'où l'on tirera
0, oj34<>3<>i - = 7^, Î16547 J = O, »7 1,37 . -f ®i u' ,
aA'*> , , aa A'*
’ à a ' ' • ia‘
I = 4^*, . . 7 . a A<î’ + >,. 8g{ . + 3, 008 . «3 f AT
11= lOu, jgS . a A^'*’ 4*4^1 .a^ - -1-6, 268.0^ — ^ T -f- £.* ÜAT
a « ' ’ àa* ' l^ i a‘ '
III =5o, 9.7 . a A«3) -f ,4. 307 . a* -I- 3, »6 . c’ ^ i* ,
a«'’ àa^ ^ h è a' *
I V = U* a' fo, 885 . s((4) A ; i*T^.
Au moyra de cet valeur*, et de celle* de P% P', eic. Q°, etc. on trouvera
E =y J , 786. 67 .e aW -1-8.2.99.0= . . ,69 o3 -f 4,f4- I
àa' i
+^5 i89i,oi.oA^3)_j_go,^5g J-i2i,o5.«3£A^’ .j. 4,64.0'* l
^ V d c <1* d fl* \
-iT,S^46746.aA<3>-l-.590,9.o4i^V2.9,6.a3ii^^Vü.-6-'‘-^
+ ^»37,c6 .oA*4)^ 3366,2 .0= -f 457.60 ,o3 . 8,32.o4 £1^T! î
- ift 1 . aA«3)-H . 766,95 .0" 4-238,07 .4.3 i^T 4.^, ,6.o4 ^
■^fîîS*^- + 9. 'fi. “'^5»
»= ly - 1 1- ér -f III. A _ I V. -- -- 6 (. 4. 2ii) 4.P- J ^
4j"- 6(. -t- 9 5)oP’j"^'
-J’ÿ-6(»-h >ï “P"S jT+S f ~«f' +>ï
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et les coefficiens £', lY, sent ce que deviennent E, D, si l'on met f', (f, h', h', — ay, — d^, — 3A, — 3*, k U place de f, g, h, k, df, 3 g', 3 h', d k' . ^
Si l'on substitue les valeurs précédentes de P'’, Q’, etc.
dans l'équation VI $. ig^-), et qu’on fasse pour abréger,
XIX. ü" — F cos ^ — F' sin on aura
F 36oa,74 . oA^î’-^- 1 644, g5 • + ai6,35 .o’ +9,4' ^
— ÿ|75o5,i7.oA^+>+3477,59.o*^— +47i,4t — f-iS.Sa.a-» ^
+ A 5 38o8, 5 . 0 A«> + 1 8a3, 1 5 . 0» + a45 , o6 , aî. + n,4i .a* — — ^
— é ^ 66, a5 '. a» a' a'-*’ + g, 4i . a' ~ ^ <—^—^257311 ,oA'Î^+ ii8oa4.a®^^j-+ i63oi .a3~^-|_67g,8.a^
— a73o78.oA^3)^ i3i i5a.a’ — [-1767a. a'^^^'^—+ 67g, 8. a*
et F se changera en F, ai l'on met etc. à la place de F, etc. et — 3/; etc. an lieu de 3/', etc.
$. ig4' Il sera bon de faire ici une remarque à l'égard des rapports dilTérentiels, etc. Tous les autres termes sont des fonctions homogènes de n, n , dont la dimension est nulle, de sorte qu’on peut éliminer les moyens mouvemens, en ne conservant que leur rapport | au lieu que les termes etc. sont divisés par n. Dans les premiers termes on peut
mettre à la place de n, n, les moyens mouvemens des phanètes m, m', pour un tems quelconque /; tandis que dans les derniers il est nécessaire de déterminer la valeur de n ou de /. Comme n, n' , ne représentent pas les mouvemens mêmes , ou les arcs parcourus dans un certain tems , qui sont — nt, mais les vitesses avec lesquelles changent les longitudes moyennes; il
If £/
est visible que - - = — n: — expiime le rûppnrt entre les vitesses des n t/a
variations de IVMtnenf J" et de la longitude moyenne n, rapport identique
avec celui de t»urs accmissemens dans le même tems; d’où il suit que, dans
la fonction , n est le moyen mous'ement de la planète m pendant le no t
tems, pour ic.pjel on a déterminé les variations S f, Sf', etc. (Jr les Ibr-
miiles XIV — XVII i85. 187.) donnent les variations annuelles des élé-
mens i, y, etc. Il est donc visible que, si l'un a calculé les dill'éi enlielles
d/] èg, etc. par les furmules XIV — XVll, ou qu'on exprime le tems t par
le nombre d'années, ainsi que nous l'avons lail ($. 192.', il faut substituer
pour n le moyen mouvement annuel. Désignons par "y, ^>7, os, (a), etc. les
valeurs de ces élémens, relatives è deux époques, éloignées l'une de l'autre du
tems f.’ on en conclura, pour les mêmes époques, /" et (f}, etc. n«*lè on a tiré
fS >9‘). {D—f—àf, ce qui donne ^ et i-Ç =
ni étant le moyen mouvement pour le tems l, écuu.é entre les deux épo«
qiies qui lépondenl à /* et ( / } Si l'on emploie les furmules XIV — XVII,
N ~nt est le mouvement annui I, et—/ sera le rapport enlie les accroisse-
no t
meus annuels de l'élément y et de la longitude movenne, Si l'on veut se servir des expressions dire Mes des diirérenlielle' , etc. (J 192.),
on “^7 — *• substituant (g 1 ~ AoV'sin^oi'— o 1,
— B/l — A/J ~ cos (as' — os), f~ V sin ira, J' — 7* eus a tBj on aura
= 2 A>y sin a «Bain (13' — bs) — aBVVosao — 2 A 7 V' cos a tn cos (ta' — «) * ~ — a B 7* cos a CS — a A 7 / coa a.").
Ainsi on voit que, d*ns la fonction " ‘l'spivaîl entièrement, et que
etc. sont fonctions de a seulement.
«vt* ndf
$. >95. Nous avons développé riaégalilé précédente avec le pins grand détail, pour exposer plus clairement les règles qu’il faut suivre, quand on veut caU:uler les pnrlubaUoiM âvec uqe grande précision. Mais il serait
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inutile de répéter le< même* opérations sur les autres inégalités, pour leur donner le même degré de précision: nous pourrons donc abréger considéra* blement le calcul suivant.
Dans la seconde équation r$. igo.'), qui donne une perturbation analogue que &iturne éprouve par l'action do Jupiter, et qui a pour argument l’angle il faut faire i— — a, afin que
($. igi.) ou Av a K = I fl' — (i — a) p. soit identique avec 4f< — posé il vient
X “ I (n — n') — a n =: an' — 4”> Bt — — X.
Or on a X peu près n'-znîn-. en faisant donc
5/j — in n, do sorte que = (§. igl.), on peut supposer
n' ~ S II, X rrn ( I — Ç') n, X® — n^ ~ — a /i®, n — ;i' “ — ?, n,
J (n — n'^ ZZ 3 n, 3 «' — n — — n , i' (n — n')® — n® ~ 8 n®.
I (n — «Q — a n ~ n, i (ii — n') — n r: a n, i® ('i — «') — n = — 7 n ; •
les lettres sans trait se rapportant à Saturne, et celles marquées d'un trait & Jupiter. Ces valeurs donneront ($. igi. (A), $. 18a. i83.)
p«— -u ■+■ - -"®T p> — 4. ’L.zi.'i : — 4. 4 da ^ a a a’’ * a àa ^ 4 do»»
O» ddA“*
6 dA'«»
4“ do
5" ~da»
iS
SA
do»
8 do
-- , Q‘=5o -g— -an
do*
Q.. = il „ . ü q... ^ i „ i«:r i .
'» 4 d0 d.'^Bdo'*'^ 8é" ^ dai>
13 ' 16 do ’ 6 B do ' 6 do» »
En faittnt donc pour abtéger, 3 MMffs 59
- oQ«= - oA<®’— i^ O® -f I „3 =v,
a ' Y, 8-do’4d-* Bd O* *
- N‘«-f 8aP‘-nQ' = a „» 1^'* + lia» = yi
» ^ ^ 4 » de ^4 de* 4 de* *
..P" - <}'■ = 3.,A'<> - i' = vu,
l’équation IV ($. 193.) prendra la forme,
-n* \ V./-VI.^+VIIA-VIII.*+««(P- -P’ +P” \ MUtf'
J v/'-vi^+viiA'-viii^-3o(p’i/^ - P> -7-+P ■■ ii -P” \ cctp'.
Le procédé dont noua nous sommes servis, pour intégrer l’équation rV ou (E) ($. 193), donnera l'intégrale de l’équation présente par rapport i/et /,
i/' = (F/-|-G sin(J/-|- ^F/' — G cos et l’on trouvem
En faisant donc
_ V V ^_8naP> — »XF_
- af- iç’ a^'n
1/' — E sin ^ -f- E' cos q>', = ly sin — D cos on aura
E= /-VI. ^+VII. A = VIII
Sa?» — — V Tç
aôit
D = ^ (V. VI. ^ + vu. A - Vlll. éj
- si KB + VI - »«v) t-si
+ (^' + V U - 8a P' ■) _ (î^ + VIU - ■) Î-V| ; _
et E se changera en E', D en D', ai l’on met f, g', A', E, au lieu de /, g, h. A, et — dy, etc. an lieu do d/' , etc. Si l’on fait maintenant
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ü'' = F'«in (J)' — Fcüs$', on trouvera, en vertu de l'équailun VI (§, >95.)
et de» valeurs prc^r éJeiites ,
ioQ' + iauP'+ i Vl' g
yil-f- i»oP"~aaQ") A “(47 VlII-hiaoP”' — a<7Q”'^A -{V; - .a. P» -i-aQ»} -|-{(VI)- laoP- +oQ'f
-{(Vn)-,a«P”+uQ"} ^^(VIll)-.aoP-' + „Q"'}
(V) ét.nt=^(;-I-HV-8,rP), tVI)=^(ÿl'^-VI-8„P'), etc.
- Au moyen des substitutions précddentes on cliangcra F en F'.
Si i'on tait maintenant (§.
i =r O, 0 1 34t).' .6; =ri4,8Ss7J -i- 1 = 3o, 705 {; ou trouver»
i ^4 l8t*5-oA^‘^ — ao6,o8.a* 1 .SSâti-ti"* y
— ^946, 86.uA‘J> — 397,31.0“^^ -j-63,ia4.a3 3,7i3i.o^ «
-|- ^475i29oA<*’— 189,37.0® -+-î9,7o5.a3 i,8i66«'» A
— ^i»6a9.aA<®>— 5973,aa»= 4-977,86^1’ .SS^iS.o-» JC
-j- f»8i57.ÔA^” — ii5o5.o' ^ (-1848, 8aj’ —J. no, 3m* - ' — ) J ®_
'V €> a ' ^ ’ a a» ’ da'/ndt
— ^1 364 J.oA^+>— 5476,8.0» ^ -1-867, 56.o’ -55,r5a»«
? = (9i8,7a6.oA‘ 43a,975-“’ 4-70,587.0’ 3, 963^1+
— ^27, 24» . o*a' St^3* — 3, 963 . o3 a' j k
— (26o;7.oA‘’>-,2323.,r V- 4-*o.7,6.a3 -..3.77.0* t±':L)
-t- (56,85.oA«3>-23735.o» 4-3807, ..«3 -227,53.0*
— ^28. 4i.«A«*>— ..323.0» 4-1789,50.3 £i^__,,3,7,.„4 Jt
\ ‘ 1) a J nd t
Gela posé on aura
XXI. U"=:F'sin ^45 — 2 a — F cos (4^ — a a
§. 196. L’argument He la troisième éi|ualion du second ordre, 3n' — (i— w, qui se rapporte aux perturbalioos de Jupiter dues à l'action do Saturne
(S- '90-'. donne
d'où l’on tirera (J. 18a. .83. 191.),
46^3 -t-2 a ai’" 6-\,4T"^ dr+3-Ta»>
h^>= - il (25 . oA<»> 4- , . .0» 4_ ^
# ^4 aa'a d *
P' rr 5 A‘-3 -L £ o — - 4- ”
2 da ^ 4 J O» »■
' * ' do. ‘ ao* ' 4 a O* *'
Q.. ÎI „ 4- Q- = lî' I + « i?-)
' 8 Ja ' a iu*'6io* * *\ ' é a J'
La période de celle inëgalilë étant le lenia, dans lequel l'argument u augmente de dSu" degrés, et les durées des révolutions étant réciproques aux
moyens mouvemens, elle sera égale à
=: 5 années de Jupiter, ou en-
viron 6o de nos années. Pendant une période aussi courte il est permis de négliger les variations des élémens. En faisant donc pour abréger,
lui 5 8+
■ a 13 d a la i a' 4 4 a'
4 '8 da 4** a’ 6jo* ’8\^ ^«/ ’
l’équation IV (§. 19-1.) deviendra
0=^■^ +n»n"-4(lX./-t-X.^ — XI.A-f XII.é)n’iijli- + (IX. r'-t-X. g- — XI. A'4-XII. é';n*cosw, dont l'intégration donnera, attendu que — —
XXII. n"=— ^ {IX. /+X. ^ — XI. A-t-XII. é}sin u — ^ {IX. r + X. ÿ'— XI. A'+XII. é'jcosw.
On en tirera, en dilTérenliant, et substituant 3 w zr J d r,
^ (IXy’+X.^— XIA'-l-XII.é';sinu— i (IX./-fX^-XI. A+Xn.*)cosu,
ce qui étant substitué dans l'équation VI ($. >9».) donnera, en faisant ü'' — F cos U — F' sin w ,
F r (-^JX - ^ M‘'V I 3+75 .aP*- lOujQ-y- X- ^ N<*’+75.«P*-io oQ'^#
4- XI 4-75 .aP“— 10. oQ"^ A— ^^X1I4-75.oP”'~ lo.oQ'"^*. En substituant les valeurs précédentes de &I^^, etc. on trouvera
* •“ *4 I ^3 ^ 88 ée i \ ■à** 4 «»8’ y
Ç CK *(25 ! « " SA'” . , 9 3 K'*' . . 9»A
14+ t ^ Sa ' 9a* Sa* S *
I S a *Ci) I / - a SA’** a SSA** _ ^ S*A **î
^6^6.aA”* + 24s.a’— aa.a?— 5 — 5 A
' 9® < Sa Sa’ Sa* i
X X 1 1 1. L" “ F co$ fit — sin U ,
V 56 chanRcanf en F, si on mel f g', eic. k la place àejl g, etc.
S- *97 Larguraenl 3n — i§. 190.) donne deux équations, l’une
étant relative aux perturbations que Saturne éprouve par l'action de Jupiter, et l’autre h celles d'Uranus, dues à l'action de Saturne. Il suppose
I = — 1 I d’où l’on lire X = n' — 3 a, et ™ r= 3 n — n' “ _ X (§. 191,). On aura donc pour les deux équations (§. i8î. (c\ §. i83. 191 (A,.)»
n'fit' — ri) (n' — 2 n)
SA *'
a' (a' — an) Sa
n** — « q'n-f fin») .*g *(,)i (n'* — g'n -l- 3 it’a»
— **)’ — '*’) n'(n' — a) Ca' — 2n)(3a — a')
SA
Sa”
SS A
2(,/_n) (3a_ft') Sa» »
6 II* a
(l/ J fl— e')
n'a* g» SA*»
(’/ n)(ri' — 2r>}(3a — a') Sa S a A”
a (a' — iO(.ia— lé) S a’ *
I— î a ' «’ SSA'» aa
J- “ ^ pi*. _ ai(a)
da ^ 8 Sa’ ’ — 8 ’
S SA'*» a’ S S A'** a’ S’ A'** 3 SA*” -SSA'» , a’ S’ A*»
^ r saï"+ 8 T.-’ ^ =r‘'Tr~“ -7T»--'-4 tt*"»
^ 8^ Sa a Sa* 8 sa’”’
Relativement & la première inégalité on a à très- peu près,
R _-n, x_— -, J X — n _ — -/I , n— n=:-n, n — an=Jn— 1»'=: -j
d’où il viendra
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i6 6 «III i5 ' 5 i^a 3 à ’
Si l'on riil donc pour abroger.
aô. 9 . n A‘0 _ , 5. 6,5 . O* ^7 + ï -f> + T Ta-' =
XXIV. o'' = — |»in u' ^XIII./— XI V.^ 4- XV. A — XVI
— |.os(-' XIII./'— XIV. g'-\- XV. A' — XVI. it).
En substituant les valeurs prë(4drntes dans rëqiialion VI ig/. ), et faisant X.XV. U" F' sin u' — F cos u',
on trouvera
( lo 5 an ' 6 «a* J a' S'
-^.So.uA -«0.0 _-_4- _ „S_-_4.-..4__^
4 ^*^0 o(î> ^«3 *dA'» . 23 , 9
et l’on aura F', en mettant dans F, /', g', etc. à la place de /J etc.
§. ig'< Considérons maintenant la perturbation d'Uraous, due & l’action 4f Saturne, et ayant le même argument u'rzdft — ja'=:3^ — '5. Les moyens nouvemens de ces deux planfcics donnent j
— n' S'îs. i .. — o _ ,
ainsi la période de celle inéf(3lilë esl Ibis plus longue que U révolu*
liun il'Uranus, ce qui iail 56g ans. L'intervalle est trop grand, pour qu’on puisse négliger les variations des élémens — etc. Mais comme i esl une petite fraction, on peut substituer n'~3/i daus tous les termes, excepté le facteur in — d’où il vient ■
3 n — n'~ in, — in, — - ~in, n' — n^in, n — Ht~h, n* — X* ~ n*.
Les formules (§. 197.I donneront donc
N<’>=- î uA'
’ àa
Si l'on substitue ces valeurs, et celles de P*, Q^, etc. (J. 197.) dans l'équation I\' iga. , et qu'on néglige les termes inconsidérables, celle équation deviendru
ààiT
rff’’
+v| a/'-b/+cj'-d<+5; (p- i/, -P- £l+p- i/; -P"' ii; ^
+„-j,/_B,+a-DP--“(p-i^;-p.y;+p''?^-p-H;,.j^
* a. . ® .1» «O n .<.1 /s 3' . /I i\ ,daA'<> , o*d»A*>»
?- uP«-KQ'= =;oA‘«- - 1) .i^:ü + (L -1-
.c=rp" ï'i:;".
D=|,p... + .y.. = (± + lj C/ilT.
Il est aisé de voir que l’intégrale de l'équation précédente a la forme
Gg-hHA — K* — F' -f-G' —H' -- +K' --Usinai'
î ® ' nrff ’ nrff aaf ^ n <# / S
- G^'+H A'— Ké'-f F' ü- —G' +H' — - K' - i ? cosu'.
nrit' ndf nrff)
n àt
On en conclura, à cause de in.
AA
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( < ' F/'- G + HA ' - K* ) -i- F' - F) ^ - (^G - G) l/O — n sin U < , >
(^F/-Glf+HA-K^)-(^F'-,F)^-1-<fG'-,G)i^:
f ^ (F/- - G « + H A' - K *') h F' F f/7 - (^G'-iG)
Si l’on subjlilue ces valeurs de u' et de —7— dans l'équation différentielle, on trouvera, en comparant les termes semblables, et rejetant ceux qui sont multipliés par
F=-A, G=-B, H=-C, K=-D, F'=-a^-f oP»=i^A-f oP*.
G' = a^B-/,aP', H'=a^C- f oP", K =a^D- foP'".
En faisant donc u'~ — E sin ta' — E' cos u', on aura, par Ce qui précède,
ce qui donne en même tems E', au moyen des substitutions précédentes. Les valeurs de o, i4'66i ^ —0,oai8j ^ — 6,7724; ^=45i86j3; donneront
E=/j6o,95a.oAO' - 40. aS9.o’ +6. >7^4-u3 if^+ J
i-A^6C,o3i .oAO> — a9,6oi .a= + 4i579.a^
~ '94,5.0= -t-3»,55.aî -0,037. a4
+ ^^5783.58.oA^«-3s,^.>3.= +65.6. o3 t±^ _o.074.o4
Si l’on néglige les quantités de l’ordre ^3^ on aura
.._ — — a cos U ndf
8 PV— 7 P' ^ + 6P" — 6 P"* *
df'
+ O sin I
nâ-r-’P' „^7+®P'
à b __gpiii ^ ^ \
n^tj
■ (sP
donc en faisant ü" = F” sin u' — F cos w', on trouvera
-« + i8^)aP» + 2oQ4
~YlQ +-”0 oP- +aoQ"4
- ? • fîi K? - “ + «i + Kf - ’ f) ‘■' + «' ?
- ? • ê.iKj- - «0 ‘“' + i— '”" + «"1;
et en substituant la valeur précédente de
F=/^ (77,oa.oA^"— 3ia,93.o= +46,a3.o3 -f-i.693.o4 4^^
-fr5.a73,a.oA‘=>-6.6,a8.o“^4 +9’-855.o3!|^l' +3,386.o4 + Aj690,s8.aA^3)_3o6,74.a’^’ -L4«.33.o3 Ëi-ÿl’ +r,693.o4
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— ^ ^ 54, 79 . û® U 1 , 6y3 . fl3 a ^
“ 4-ii,466uj'^ — - ^
^7^ i6489.ffA^*^— 8106,9.0® -}-ia82,3.o3 -|-2a,933.a-» ^
■— ^8953,5.aA^3)_4o5à,a.a®^^ +64a,9.«3 4-11,466.0'» ^
XXVII. U" = F sin (3 ^ — t)) — F cos (3 ^ — t
$. 199. Il est aisé de voir, que la réaction d'Uranus produira nne inégalité de Saturne, qui aura le même aigument b>'r=3 ^ ^ , mais qui
sera beaucoup moindre, parceque la masse d'JLJranus est piesque sixTois plus petite que celle de Saturne. On se rappellera que les termes les plus considérables de l’équation de la longitude V" f§. i9'^-) ont les facteurs P®, P*, P”, P"*, qui résultent de l’intégrale fBtf(dh) (§. lyO* L’équation VI (§• >9>0/ relative à ces termes, sera donc
w'ü" = 3no /d/ /'dPO-
Or la partie de R, à laquelle il faut avoir égard dans ce calcul, est une fonction des élémens des deux planètes m,m\ qui ne change point, si on prend une planète pour l’autre; mais dans ce cas il faut prendre la diflé rentielle (d F) par rapport à la planete m', de sorte que ^ et n seront regardés comme constans. En faisant pour abréger,
on auw (§. 191.)
R = m Lsin (3fjt. — }l') -\-m L'cos (3;* — M.'),
d’où l’on tirera pour le cas présent, en faisant 3 p. — p,' = >t, et n' — 3n— X,
(dR) iz:; m/j'd/(L sin >) — Lcostj;, / (^dR)zi: —
' /d^/(dB) — cos ij — L'sim}),
au lieu que dans le premier cas (§. igt.) on avait fdtf(dR; — 3 771^ n
(Lcosii — L' sin Yj). On a donc pour les deux cas,
ü" = — ^5- « CL cos n — L' sin rj}, et V" — "■ a' (L COS >j — V sin ri) — 'U.
Il en résulte , 71* n ^ ,
attendu qu’on a, suivant la troisième loi de Kepler,
CHAPITRE VI
Inégalités du troisième ordre.
§. aoo. C3a a vu ($. 184.) que la raison, par laquelle le moyen mouvement des planètes n'est point assujetti à des inégalités séculaires, est que l'/i' + i/i n'est pas nul dans Je système solaire, quelles que soient les planètes dont on considère l'action mutuelle; mais on a vu en même teros, que si les moyens mouremens, sans être exactement commensurables, en approchent beaucoup, il en résulte des inégalités considéiables, et à longue période ing.). L'analyse précédente a montré que, ai l'on nomme \l la partie variable de l’argument duquel dépend l'inégalité à longue période, l'intégrale /(dR) sera divisée par X, et /d//(ôR) par X’ (Ç. iga.)- Relativement aux inégalités du second ordre, X est“^(-'n' — (1 — i)n) (J. 191.}. Faisons maintenant en général X^i'n'— in, et nommons œ l'équation de la longitude, qui a l’argument X/ ou l’p' — in, de sorte qu'en vertu du terme
3na fdif (dR) (§. igt. VI.)i <e aura la facteur -, qui sera très-grand, si
jj est très -petit. L’inégalité cr est de l'ordre 1” — i des excentricités
(§. ifg), et sa période est le tems T, dans lequel l'angle t'n / — ini croît de 3bo°. En nommant donc 6, 6', les révolutions des planètes m, m', on aura
»' n' — l'/i ! n : T, (Toit il vient T ~
Relativement à Jupiter et Saturne, — est à peu près nul (§. 194 ): en faisant donc zz 5 , 1 a , on aura
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f = ^ - — Z = o,oi34«56 (§. Iÿ~> ), 1 = ^ = 7i,î63; T = ;4,a6 . ©j
ou il peu près T = 9'io ans. L'ini^galüé ce eat donc addilive pendant 4^0
ans, et soustractive dans l'autre moitié de la période T ; ce qui est conforme
aux observations I.a partie la plrs considérable de l'inégalité cr,
qui dépend du terme /à( /(dR), a la forme m'aA- sin (X/ -|- A), i étant
une fonction des troisièmes puissanres des excentiicilés et des inclinaisons, et
s”a (§. i840- ■ donc — ^ 6 (*4,'»i’ 33odo; et ce grand facteur
rendra l'inégalité ce très -considérable, malgré la petitesse du (acteur i. Noua allons développer finégalité ce de Jupiter, dne à l'action de Saturne, où il faut observer, que toutes les lettres sans trait, m, n, p, 7, etc. se rapportent à Jupiter, et celtes marquées d'un trait, à Saturne.
$. 301. Le §. >8o. donne, pour les inégalités du troisième ordre, let équations suivantes:
IV, O =z 4" J . “ P cos (fl — oj) 4“ 53 cos 3 (fi —
yi Jjîn (f* — ai) _ 3 sin 3 (n — ra'J
4 na f ‘
4- y^ {cos (fl — k) — cos 3 (fi_TO } ^ lu'7* {i 4-9 cos a (fs — ut)^
4" sin a ('(i — o)
4- — V{i— cosa(ft — K)} 4- 3u"7cos (fi — UJ; 4- — — 7sin (fi — «)
’"COS(fl — w)
VI. U"' :=^M7^{sin(tt— ®)4*gsin3{fi — œ)f — '/5{uos(fi— œ)4-3cos3((» —
u" "V sin (fl — a; • 7 cos (>i — m, 4 rr
* Tl 9 T Tl 9 t
L’argument de la grande inégalité de Jupiter est (§. >90.)
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Toul se rë.luîl donc à trouver les termes qui produiront l’angle 5w-f-3n, en combinant iw av'cc p. ou 3 p. dans la fonction u §. i8a.), iw p a\ec ’j p dans II' ■§. i83.), ou l'w + 'ip. {$■ '9' ) “^ec p dans u", et k choisir dans la fonction S (§. 177. (N) t les ternies du troisième ordre, dont l’argsment ( (V -|- Y| est identique avec 5tv-^3p, et dans S 177. ^N ), les ternies du premier ordre de 7 ou Y, dont l’argument i w -j- t)' est identique avec 5 w 4- 3 P z= >|/- Cela posé on trouvera
fu cos (p — es) =: O, sin (p — ui) o, cos (p — rc) = o ,
mcos3(p-ïc);B^5^cos(\(/-3cj;, sin3(p— or)i:-5Cn— n^B^^^cosilz-Sw),
~ cos 3 (P — W'. = — ^5 (;i — n)^ cos fi|/ - 3 to ) ($. 1 82.) ,
i-a)=- co8(v|;— 3ra) -,_7.jSfSVcos'A^— ata— w' (§. . 83 ),
\u'i-OS2(p — /;;^sin2-p
-ta)- ^ -
— cos2(p-ta,_
- { Vl^y>7cos(v|/— 3cî)— N<^Vcos(il»— ata— ta')h
{M^ï^Vcos(vl/ -3ta)-N^^ Vcos(i|/- ita-ta )};
cos(vv —ta— ata')— I V.ô*.cos(4— «5— '•‘U
■ 2ta — ta')) ta— 2ll)J *
îfl'c„,( (I.Vco.(+-3o)-n.7Vc<.,(+-M-«'))
cos p _ |_|_ni. 7'®co5(v|/-ta-ata')-IV. i’cos(i}/-tD-2ll;i
_r.n' ( I. V’cos (4> - 3ta) - H. 77'cos (ij. - ata _ — sin (p — ta) rz — 7-: — <
(-^III.y®cos(vl;— ta— 2ta’)-IV.6®cos(\l»-
De là on tirera, en substituant bn'^tn,
(a) .... 3 k" V cos (n — œ; -|- ■> sin n — c) — — — y coi (,a —xz) —
I cl. "y* cos (i}; — 3 Wl — 1 1. 7 7' cos (ÿ »— a tü — cî') >
- 4' c +• I II. 7'" co» (>!' — ra — a xz') — I V. cos (iJ- — î3 — a IIp *
II est visible que, dans les fondions (N), ^P), (N'), (P') (§. i77.'7^0* il faut faire q :::: 3 (n — ra) si i ~ 5 , ») a — ta) (a’ — ® j si i ~ 4> >1 ” (a — xc) 1 Ip.' — xs') si r r: 3, -ri = 3 (a' — oj'y si i =: a , et que d’autres valeurs do i ne peuvent pas produire l’angle Si l’on fait donc, pour abroger (§. 194.),
Il '8 a a a J a’
UI» !>fl Ata) I =5 J 3 A'*» , aS , 3 3 A'-* , a* 3> A'-*
aP"’= O A‘3)+ «1 +
8 16 w a ' 8 dû* ' 16 à ^
577 , 3A»> , 37 , d3A'« , 9 . 3»A'« , a‘3‘A'“ - U “ “3^ + T “ + 76 " -3^ + Â8 "aa“>
a Q'» = 4- iil a3 4- 2 «4 4. îi
' 4 àa * 8 dü* ^4 du* ^
*9* j,dA-" 345 3 33 A'» =9 .a»A'« a«3*A'»>
- 76 “ — + TF -â7»- + 76 “ -d-a»- + 7ÏÏ
0 Q" = Î2i U* 4_ Il «3 Ë|-^r 4. 1 „4 ^1' 4.
^4 ® *8 da* ü du* * 4® d a* *
<aiii a’ a'/ , 3 «'»* , -d3'JI»’\
les équations (A) (§. i6s.), (N) (N') (§. i77.\ (P) (,P0 (§. 178.), donneront . . • . ^ =: — a P'' 7^ cos (\f« — 3 t3) -)- O P'* 7’ 7' cos (\J< — ara — ta')
_„piii yys cos(4< — ra — ara') 4- (J P” 7'îcos >{/ — 3ra') 4-aV""y4*cos(4 — ra — an) — 0^)'” 'V' cos (4- — ra" — 3 H),
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—, r = — ûQ’7^ C08 — 3 a) -|- fl Q''' y^Y coi (4* — 2xs ^xa')
— fl Q'“ 7 7 “ cos (\}/ — tu — a to'/ -j- aQ'* 7'^ cos (4/ — 3®)
-{- flû”' 7J^ cos (4' — cj — a H) >— flû”‘ 7 î* cos (4* — ^ — alï)j 9 pv
Q'' étant = a , et ainsi du reste. Faisons encore, pour abréger,
7^ sin 3 CJ — f, 7“ 7'sin {aCJ-f^’O = 9> 77'^^sin (o3 -f- =z^, 7'^ sin3tc' — f ,
7ô’siii: w-J-alIJzr (,7'î'sin fta'-l-all — m,73cos3co — f ,7®V'cos(aC54-ro')=fl'» 77 ’ cos (c5 -f-acî'^ rr I/,y^cos3oj’n E', 7ô’cos (ta +an ) — 7'J 'cos ( ta'-j- ail) — m'j
pVJ*_pIVjj -|_p«M(^ _p.. f _ ^.v, (p...
pv f _P‘''9'4-P«" _P” f — 4>'M 4-V" m =K',
i _ a'M-}- in =L,
Cela posé les équations (u) ( i) donneront
(j) .... fl R = — ;n' û K sin 4^ — wi' a K' cos 4^ i /à IV\
* (6) a r j — — m fl L sin 4* — m' a V cos 4' ,
(']) . . . . fl (d R) = a /7i' n fl 9 / (K cos 4' — »>“ 4^) j
d*où l'on tirera, par les formules (B) (§. 191.), en observant que »9/ =
;+(* + iTTf-p-TTr,
. ^ ^ “Ç’n9f ^a’n»9fv‘^®‘
V \ ^ n dt n* di'J
\ nJf r n»9lV
Si l’on substitue dans l'équation IV les quantités (i) (b) (»), et qu’on
lasse pour abréger,
(io)....n/9//(9R)=ri™'
aB''= ~ B'î’— 7 M«î>- -îp + 1 « P"— ûQ^ oB'^zr iaP'''-aQ'"- 4
4 4.aÇÇ ' ^ ^ 4^. al'
oB'«'=:|aP‘" — oQ"* — aB" =; | aP” — aQ”,
0»"'=! nV”' — a»'"= ; «'?)■”—
? »« if
réquation IV deviendra
Æ’'f-B‘''9-1-B'”^ -B' 'f-ÎB'n-(-î5' "m^
I /p" p'*^® LP"‘^^\
I 4/ nd7' nàf\
< ' nJr ndf nàt^
IV. 0 = ^^,+^*'"-HMinv
ndf ^ ndf' 'P» Jl'l.' -t-P"' ^
ilf
S+BaCOS\f(,
n’dl’ \
V _pii ^ ^ ^ ativ ^ ^ i I ^ "* /
' n*d/* ^ n’if* n’dt*/ /
B étant ce que devient le coefficient de a sin \J/ , li l’on met f', g', etc. — df, — di), etc. et ddf', ddg', etc. & la place de f, etc. df', etc. et ddf, etc. Subatituoni maintenant ($. i8a. i83. ipS.),
19 , dA"’ a’ 3dA<‘»
a4 'i6^a 4 ’8 aa*
'3 da^63a**
î = 74.a6347J r» = 55i5,o6i ^ = 4«>9568i ^ = 30410900; et lej valeurs précédentes de I, II^II, IV, P'', etc. Q”, etc. Cela posé on trouvera
nr , r -- , ,33A«’ . 3’A •’ a* d^A'*’
oB — ii-,883.(/.A'’ "i (-Ji.OOl.a^ — T“ -t‘0,o8iC.a‘* — I-J— — ,
' d a ' do’ "' d a' 48 d a* *
ni* K- c- <(4> /•-/'O .àA— , ,3dA'‘* , ... .3*A'*' a* d*A'*>
üB' ..=3<>io,}(),flA''*’-t-i6jfi,8a.a--j— .|-ai6,*i7J4i’— -|-7,533.a-* 7d*“>
A'» ,3dA'”, 43>A'” a' d‘A
mB "_j57i, i7.tiA'->'-f-a04.i,.jrKi- t-346>'3o.a^ -, —+12,1 la.a'» —
C*<3 à a* Ofl’an
16 ja*
<) d ' dS rt* ' A a*
da'
.T»!*— a «/■ a /«fil , î a/5 a ,3 9'“ a‘a'3 3«'“
aJ5 — 90, 662 . a’ a -f- i3, 36a . a’ O .1 .
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« - 1 8 j , 0.'4 . SI‘ -P- 1 7 , 8 1 6 . *"*.
J a 10 oa’
§. 202. Cotiime r<'t|«iation IV est s} mméliique i IVgarJ tle» <|uanliléf f, g, etc. il siiHiia «le rintégier par rapport à fj et il est aisé de voir que riiitégrale aura la litrire,
En dillérenliant cette expression, on trouvera, à cause de — ^tid/ ,
= O sin 4- j ÿfc' r -t- c” ~L - 7' — e -il -I- c» 4-^-1 î
! S y/rv f V f' . r ^ f > . rv 3 r , V 3 a f >
— a cos «P î r( f — — - — / , ^ ,, )-t-C l-Hc -r ,
C \ ' nd t n^d ' n a f ' n’ a f ’ > *
.=(c'r+.'it£ -l’ ^ -« (c- ; .
Si on sujrstitue celle valeur dans l’équation
■'••» = +S '>■ f - f. ■>' n'ir - f-
et qu’on égale séparément à zéro les coefficiens de f, df, ddf, on aura, pour les déterminer, ces trois équations:
o=C’' i-4*7-B% o=c^ i-r,'+-aÆ''d'où l’on conclura
C’=fi-|-r.B', c''r4(J',+l)p'-2è■B^ on
G* 1 , 00018 . B”, c*:=. 22064, ’i- P' — OiO'/ôy-B”, l7975.P’'-|-i ,oor i.B%
et ainsi des auties coelliciens, C*”, c*”, Y’*, etc. Si l’on t'ait
XXV 111. u"~ — aXsin4> — a X' cos 4', on aura
.c” -il -t-c*” -i- — c"' i*’ 4-c"i—
91 wi t ^ n té t 91 Jè t
n dt
«'V» ^il-i-v'ri^* _v“i i-il j-'v” j:".’- V
»*at» * **at» n»at* ~ n»at» “ n»^t» ' na-t»
n d t a a g iT*at»
ni t i d\ n“aO
nit ai n>»t»
a IIP n à f
n^dli*
X' f-airi ce que deviotri X, ai on mot f' g', etc. — 5f, etc. et âSf', etc. à la place de f, etc. of , etc. et 3 » f. etc. En subsiittiaiil les valeurs préeédcnles de B', B'*, etc. P^ P'’', etc. on trouvera
+ 3a, Oit~ . «3
o,oS5.«4-^ "
oC* — 36ii, I . -4- 16.17, I . u’ ^ —
-t- 216, 2 . a-* — + 7. aad . n''
oC" =: 2407, 8 . O -f- i23i, 8 . a
.f .6., 8 . o3 IL-LÜ + 3, 56,-1 . «4 «■ o‘ A->
4 fl 3 a'"
aC' z= 96, 68 . a» ü' ?l‘4> -I- i3, 364 • ü* O — — — ü-?-
oC"= i85, I, a'a'a^3)^ 82 .a^a'
.c’ = 7466o.uA'P+79979.«^ ~ + mo3. .nJ IJ + 4^^, g . „4
Ou rf-a* ' 10 ü* ^
.c>' =.78747.„Af >49* 6. .a^ -î^" -f ,2407 .a3 4-4 .9. 5 .a4
oc' = 96 10, S.a^a îl^4) ...j. ,3_8^ 6 o3 u' •
à il >
ai' =z 1J785 . o“u'a'3> 1378, 5 .o3a' *
ij a ^
ir =„q68.oA'y’ 4-5938.o=^^;ü + 8.9.„3iJ^^“^34..o4£l^l’^
» /*' (QilO
= 4^û4i +256o.a3il^--i-io2.a+^''>-
kj
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=: 4> '6o • a A + >97"' •" “T r aoGî.o’ — ^ — -J- loa .o* — — p.
— *1— — t 'SoG'i . oA^'^ -j- 6S6o . a' ^ - -}■ 9” ^ ^ — h 34 . o"*
luuu * ^ O a a*
—— :::'’i7.oVîl'+’-}-ioa.«V ^ — •
loüu ' 3a’ looo ' 3 a
§. 3o3. Le même procédé donnera pour l'équation VI (§. aoi.},
U ai n 3 (fl — Œ)=;B^î’sin(4< — 3oj), ^ co*3(fi — w)zr5(n — «0 B^Usin (>;/ — 3®), i/ sin a (fl — ce)=r — i M^ï’ Y sin ('!< — 3«) -j-î Y ain (\)i — ara — w ), coai(|ii — C8)= — {M^>^7 8in(4> — 3oî) — N'^’'y'ain(^j/ — acs — w')},
_ 1 f I. 7’ ain — 3ra) — 1 1. 7V ain f^^ — aoj — «bOî
ti ain (fl w) 44 ^ -|-1II. 7'®ain(<l/ — ra — ara') — lV.ô'ain(4< — o — allj)^
3u» 3n_5„'Cl. 7'ain (il/a— 3ra)— II. 77'ain (4< — ara— ra')a
,— ^coa(fi r C-j-lII.>'*ain('J/ — o — an/)— IV.4“ain(xj/ — ra — ail))*
et par la valeur de u" que noua venons de trouver ($. aoa.),
• 33U" cef'— C‘’'g'+ C"f'-CM -l-COmOain^-î
“ ' ■ (_ (Cf — C’a+C'"^— C" f-CM-fCmycosi|/r
= aai;
Si l'on substitue n' = 9n, on aura >
u7^ain3(fi-ra)— 5 — 73coâ3(fi-B)+n'7*aina(fi-ra) — 7*coaa(fi-ra)
0 ^ n (d t ' Jiat
l-f u" 7 ain (^ — ra — 7 coa (fi — f) =
KA +r«"’-|B‘”)r-(n +.-«'”)»'+ îï V- S I
Les équations (9) (10) ($. 30 1.) donneront an a m'
^ (■ -t-ü >’)A 0/+ (« -f ^*7=)/3//(dR):
* n’Tt’ + i* ■
uàt
nit
33 La
Si on ajoute ensemble les quantités (0 ('•<) (3), l’équation VI prendra la forme,
XXIX. Ü"J=Y asin>^ — YacosxJ
et l'un ti cuvera
Y = (î P’ - I (J- + ^-1- + M»> _ 1 DV+. SC-) f
- (f. l- - f «'• + r'fT + n + »«C") ,
+ p"-|9'‘ + nc") t
- (f. »" - î + îf. + ■«<=’) '+ ({. 1>"' - { - + 'ÏC-) 11.
cM*»^ i.*?!
^ ~ J ndt~\e^ ~~ / mt
O « ^ /«’•>'’ ^ A’.-r’ AS ^ ^ A’j
^ V _ /’£ ®‘v _ -I- A m-ii _c'-i \ ii™.
'■ Vf ~ yn’Jt>“V? ""
Y élant ce que devient Y, si l'on change f, g, etc. en f’, g', etc. df, etc. en — d f, etc. et ddf, etc. en ddf, etc. Supposons maintenant oY = D’'f-D”'g+ D”'^— D'‘f — D' l-t-D'm
ndt ndt ndt ndt ' nit nàt
jV'_L^s> s» ii?.
et substituons les valeurs précédentes de P'', C, etc. rs^î*.
Cela posé on aura
D’ =i.6a877.aA<î’4-ii86i3.u’i'^-4-i59i5.a3—
* * À a» dé a‘> ^
èa*
D" =8ao94g.aA^4’-|-376ü6i.a"^-|-4ÿ65^aY3ii'^^+,8i3.o4l’^‘^
D" '=83a49i .oA<^’4-39i> 52a*=^’4-5'
-Z — f-iftoa.a^- qw5
d ^ àa* ^ da* *
D- ■ =a68a3â.oA‘*’+t 3,77 4 a= + . 78,9.„î^Î^^44-S97.«4^'^V
a 51^4) _j_ ^QOJ.o^c/ ga4
D° — ao.'Î5)4'u’ “ ■+■ ■O'"’ / 'ûâ~ — y ” U a
=389r9.nA‘î’4'i76i''9.o 4-9406.0^ — 4- y6.o-* — — — o,a.«
z±iai<4^.rtA^^V565ao.û" -î— a"» *
lu., O O ^
JL
lUUO
rf<V
XUtIO
«' * • >a \ .1 n '< jf M ’ 1 #7 ■ — 1- - .. w)—'7 <J 1 47*U •
iwmi da ‘ da
=:39V3o.oA'»’4-ao445.a= 4-9706,03^'^+ ‘3*’ "“’ Và^
,aA'”
da* *
luou
-=i2J4H4.uA^3)4.58875.a’
.iA»> . ^ ,ajA” . , ^Î-A
Il <«> 4 ^ ^
- — Ï143 .«* «’ 4" — — °i7‘“ “ ~ï ôY* 9
louu <* “ d a '
— — 4334 aA^3'4"’97^
luuuouo ^ ^ I y/
lOUVOUU
xuuuuoo
r= 1 3553.nA^'*’4 ® ‘®7-“"
3 U-I I.a*— :r--j-— OiOl.o*- -
d a ■ SA'
.843^3 ___ 433.94 _ __o,o5.oî-^ - ,
, .ni , / •<"' -• O 9WA'*> , .a'A ” , ,d‘A "
= 44J7.aA^®’+aa83.o-i^— 43t4Æ3î^'^^ —
— _ := 939 . O* o' îl«+> -f .34 . «3 a- _ o,o5 . û4 o'
oi a*
iujüuwuo » û a a*
Les rapporis cliRérenliels, — — , -4“4;» «front délernûiiés par la nu'lhode, développée ci-dessua ^§. lya.). On calculera les valeurs de 7, 7', ü3, w', 4 sin II := e, î cos II pour les ans 1800, 9800, et 9800, d’où
l’on conclura, pour les mi^mes époques, les valeurs de f, fl, f, f', etc. ’(§. 909.), que nous avons désignées par f, (f , (fj, etc. ainsi que (~74’sjn(cî4’ Il)=(c'4 — c'’)7siiiiB4»fv'7cosw— 7 ^'sinra+^ccsw) (S-iyï.}, I' ~ 4” ~ ® — 9 ce' 7 sin rs n 7 +■' cc s tB — ^ sin te) ,
m 7' {y sin ro' 4 e-os w ), in' = 7' (F cos w' — k sin rc' ,
ou bien, en faisant = tang x, — **— — c,
' * ° imx
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Ir=7csin(»-|-o), t'=:>cco$(x4-®). m = 'V'c*in(K-|-ra')i m'=y’ecof(*-j-aO.
CeU poié oa aura 19a J ^ — ILüiD eic, comme t eti le
nombre d’années , il faut substituer pour /i le moyen mouvement annuel N (^. i94-)« qui ‘'‘**1 être exprimé de la meme manière que f, g, etc. c’eslè'dire en parties du rayon. On aura donc relativement à Jupiter,
N = loyiTô', 4 = 015*96907; N*“o,a8o57a; d'où il viendra
Jf _ 4(n-’'f-[fl iif _f + (f)-*(0
= 7 — 7 1 -r .i =: -,---1 Cl ainsi du reste.
nit • n* a /’ 7014J
I.es coeftiriens a , a* a' ît^'^ , et leurs rapports dilISrentiets,
a’ *co''* calculés à l'aide des formules (4) (5) (6)
(S- '7*-)i W (') (^)— ('») (S- «7^0> cl l’on trouvera P”, P”,
etc. Q", etc. C, etc. par les formules (§. aoa. ao3.). Après avoir calcuU toutes ces quantités, on aura l'inégalité do rayon vecteur par l'équation XXVIIÎ, et celle de la longitude par l'équation XXIX, u"' et U" devant être mal* tipliés par la masse de Saturne m\ En outre il faut multiplier u"' par a,
et L"" par
pour exprimer la correction du rajon vecteur îr=au'
en parties de la moyenne dislance de la planète m au soleil, et l'inégalité de la longitude en seconde* d'un degré ($. i8a.}.
$. ao}. Puisque < haque perturbation dérange le mouvement dans l'ellipse prim.live, il est visible que la grande équation de Jupiter et de Saturne doit altérer les élémens de ce* deux planètes; d'où il naîtra une nouvelle correction do la longitude et du rayon vecteur. En eifet, la pre* mière et la seconde équation du second ordre (^. 193. 195.) sont le résultat de l'altération des élémens elliptiques , pfoduite par le grande équation. Pour le prouver, nommons S 7, S ci, les cbangeroens de l'excentricité et des apsides de Jupiter , qui résultent de sa grande équation Æ que nous venons de développer. Comme il* doivent avoir le même argument que l'équation Æ qui les produit, savoir 5'^ — supposons
« 7 = P vJ-,
COI
L'équation elliptique ($. 169. (r)j
Ma
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A V = 2 'V sin '’ft — raj 4- ^ "V® *in 2 ' M — ® ) -f- cet.
étant fonction de y et o, elle lera néces:.aireinent altérée par les variations iy, i to; ce qui se manifestera principalement, dans le premier terme de A». En différentiant donc A v = 2> sin (fr — (o) par rapport k > et ta, on trouvera la correction de la longitude,
t. A V = a ÿ 7 sin f ^ — ra) — a 7 . J 6J cos (Qi — w) =
a P 4>. sin t Qi — m) — 2 07*'” cos (Si — w), d’où il résultera un terme de la forme
»• ^ = P c'o" (5 "b — 3 îi + ra}.
Comme celte correction a le même argument 5 — 3 S: = que l’équation
XIX 193.) ou ce, il est visible que ce est due à l'influence de l'équation Æ sur les élémens 7, 0, et que, par conséquent, elle peut servir à déterminer les variations S y. Sa, dont elle est l'etfet. Pour cela il faut supposer a — S. Av. Or on a, en négligeant les termes inconsidérables (XIX. $. igd.),
. et -=-X = -n. donc
« = _ î!^ ( I./» _ II, / + III. V — I V. *•; + I.y— II f + III. A — IV. é),
d’où l'on tire, k cause de $ = 'I' — Q> i
lin a ('{' — »») — II. 7 7' cos (4< — a — w') V
*“■ T” ?i-lII.7»cos(»i» — 2Œ') — IV.4*cos(»|/ — an)S
COI a 7® sin (\l< — 2 w) — II. 7 7' sin (i(/ — a — w') 5
f~ ( f 111. r' sin (1}/ — 2 o') — 1 V. 4» sin (i|< — 2 11,5 '
Maintenant il faut donner k 4. A « une forme analogue, savo'tr 4. AV = 2 (4 7 cos 0 — 7.4 0 sin 0, sin (k — a (4 7 sin i|< -j- 7. 40 cos a) cos Qi. En égalant séparément les coefficiena de sin ^ et de cos Qi » dans 0 ot 4. A V, on aura
47coso — 7.40sin0:
I. 7* cos (i|i — 2 0) — II 7 7’ cos f »|< — 0 — 0'' I -I- 111. 7'"* cos (S< — 2 a’) — IV. 4* coa — 2li)5
î>sin'J/+7.î[î!co50i— — ,
a? ^ -f- IU.7'* *in (>J; — a») — IV'. 4 sin(4< — ail;
, jl. 'y“»in (xI» — ara) — II. '‘/V^in(^^ — _œ_ra),
a? t -f- III.7'* *in (>J; — ara) — lV'.4’sin (4< — aIl;V d'où il ett facile de conclure,
• f fl. 7* COI (4< — 3 ra) — II. V 7' CO» — a « — œ' ^
a£ — w — ara') — IV.4*coa-;'|<— ra — allyV'
, fl. — 3 ra) — 1 1. 7 7' sin (\J/ — ara — ra'j»
»? (4' — w — — IV.4»jin(\|» — ra — all.S*
L'effet de rdquation Æ »ur le premier terme de AV non* a servi ù ddler> miner 4 7 et 4 Q. Connaissant maintenant ces variations, nous allons dicterminer par leur mo^en, l'action de Æ sur le second terme de A u , qui donnera une nouvelle inégalité de la troisième dimension des excentricités. La différentiation du second terme de a v donnera
A w — 5 V {4 7 sin a — ra) — 7 . 4 œ co» a (îi — IS
En y substituant les valeurs précédentes de 4 7 et 7 . 4 ra, on aura
XXX 4 Aw= — -5^4-ra; — 11.7 i'«in(4 a — 5^ 4-ra)> 4? <4-IlI.y=»in 4a— 5‘^-ro+ara';— lV.4'»ii-(4a— 5^-®+aU)V
Le même procédé donnera une nouvelle inégalité de Saturne. L'équation > XXI. (J. igî.), dont l’argument est $ =.4'^ — . a ü deviendra
{y J’ — V I. g' + V 1 1, A — V 1 1 uo
_ (V./— VI.g-|-VII. A — VIII.i()=:
2 »in C V. 7’ COS (4> — ara) — V I. 7 7' cos (\(/ — ra — ra') »
4 ? <-i- V I l. 7'* CO» (\|/ — a ra') — V' 1 1 1. 4' cos (\|/ — a 11) >
a C'ii f V. 7® sin (4< — ara) — VI. 7 7' sin (\{» — O — ra')
Il 3 C V. t siii — au.; — V 1. r jf sin — ra — ra; s 4? < r VII.7'»in(î;— ara')— VIlI.4*sin(4< — an;>*
Le premier terme de l’équation elliptique de Saturne donne, comme -ci -dessna^ 4. A V — a (4 7 CO» ra — 7.4a sin ra ) sin — a (4 7 sin ra -f- 7 . 4 ra cosra; co» d’où l’on tirera de la même manière,
1 fV. 7*co»;\|/ — 3ra) — V l. 7 7' cos (<)/ — a ra — ra') ^ •
4? v-j. VU. 7'"cos (4" — w — ara ) — V'lll,4»co» — ra — a Il^S * •
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1 fV. 7® sin — 3oj) — VI. 77' sin (\J/ — aro — w')
c-p VI 1.7'® sin (vp — tD — aia') — VIII. ô*sin (4^ — wJ — ail)
En substituant ccs valeurs dans le scron.-T Icrn c de
J . A V rr 7 {i 7 sin a — tï) — 7 . ê M cos a ("^ — ®^)} > on trouvera, à cause de — aCi,
f V. 7»sin (a Î2; — 3-^ ) — VI. 77' si II ( a Qi ~ 3"^ 4- w')^
VIII.«®.sin(aî;^ — 3^ — CJ-|-aII
les lettres sans trait se rapportant à Saturne, et celles niarquées d'un trait à Jupiter.
On pourrait trouver de la même manière une inégalité anu'ogttc du rayon vecteurj mais elle est inconsidérable. Le second terme de t*équat>on elliptique du ra^on vecteur de Jupiter est Ar — — ^ 7' cos a (2- — ro) (§. 169. (e)); sa ditFérenlielIe est — o7 {i7 cos a (2; — te) +• 7 .5^ œ sin a (2- — k)}, où il s'agit seulement de substituer 1rs valeurs précédentes de 67 et7.6 ts.
§. ao5. La série Av qui donne l'équation du centre ($. >69. (7), et qui est la base des tables astronomiques , a pour argument la longitude moyenne eu plutôt la longitude qui o'rst pas corrigée par l'équation du centre, ou par la théorie elliptique; ce qui suppose que la planète n'est pas assujetie à d’autres inégalités qu’aux luis de Kepler. Il est donc visible qu'à la rigueur, l’argument de l’équation du centre devrait être la longitude moyenne , corrigée par toutes les perturbations. Mais il est aisé de voir que cela ne se rapporte qu’aux plus grandes perturbations, qui peuvent altérer l’argument de l’équation du centre assés, pour changer sensiblement l’équation même qui dépend de cct argument. On voit en même tems, que cette correction de l’équation elliptique doit être d'un ordre supérieur à celle dont elle est l’efTet, parcequ’elle se rapporte è celle* là, comme l'équation dn centre, qui est de l’ordre de l’excentricité, se rapporte à son argument, ou à la longitude moyenne qui est indépendante de l'excentricité. Il serait donc inutile de chercher de pareilles inégalités dans un ordre plus élevé que le premier; et l’on conçoit qu’il est plus commode, de former une non- Telle équation, que de corriger l'argument de l'équation elliptique. Ce n’esL
qu« parmi le« perlurbaliona de Saturne, dues à l'action Je Jupiter, qu'on trouvera une inégalité assés grande, pour avoir cet effet. Elle est, ainsi que nous l'jvons supposé, dp la première dimeusion des es.'enliicilés , et a pour argument l'angle »■*> — 2;=a|a.— n- Or l'argument général des inégalités du pieniier oidre é.ant ru’ — (i — i)g. (5. id3. XIII.), il eu tcsulle i — — 1. Cette inég.ili'é sera donc
«/ U ~ — m' 2)1 •“ ■y sin ( l — Qt — ra) -{“ V sîn (•« '{j — 3r — m'y,
les lettres in.irquées d'un trait se rapportant à Jupiter. D'apiès ce qui précède, il laut cuvis.iger cette inégalité comme uno correction de la longitude moyenne, ensorte i|ue »i' U’ î(i “ è En faisant donc varier le premier terme île l’équation du centre, aV sin — ra), on aorra
i .Jiv = î'y.î'^ ros — w) = a "y . m' ü' cos — m) —
.gjjf — lî 7 f,;,, ^3 _ 2. — a w) -f- sin — ta -] s
c — 51 y [sin J — ÎJ — œ — ta'; -4- sin — îi -j- nJ — ta')] j"
Le premier et le troisième terme sont déjà renfeTroés dans la quatrième équation ($ >97.r qui a le même argument 3'^ — ^ = u'. On aura donc cette nouvelle équation du second ordre des excentricités,
XXXII. U" = aH'-o y2 , 4. 97(- I) Y y sfn — a -y ta — ta
qui doit être nwllipliée par la masse de Jupiter et par
La grande équation Æ. fournirait une semblable équation du quatrième ordre, pareeque Æ etl du troisième. Mais on u’a paa besoin de former une nouvelle équation, si l'on corrige d’abord les longitudes moyennes de Jupiter et de S.ilurne par l'équation Æ, et qu’on emploie celle longitude corrigée comme l’argument de l'équation du centrer que cela se pratique actuellement dans les tables asironomiqurs.-
$. ao6. On trouvera la grande inégalité de Saturne, par le même procédé qui a aervi à délermioer celle de Jupiter f$. aoi. aoi. ao3.;j on peut même employer une partie des valeurs numériques, calculées précédemment. Noue observerons d'abord, que ta Concikm Q ($. 168.) n’éprouve aucun cbangement, si on met r , v', à la place de r, v, et réciproquement, et que par conséquent, la fbnetien S ($. 168. (c^) a U même valeur, soit qu’on considère tey
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perturbatiottf de >a planète m par m', ou de m' par m; attendu que la fonction P es. 168.J, ou lea coefflciens ^ , etc. n’entrent pas dans les formules
de la grande inégalité. Il faut encore observer que (§. 16H. (Aj, $. 17S. (H) (())
En désignast donc par (9* R) la dilTérenlielle de R, relative aux éldmena de Saturne, et faisant, pour abréger ($. aoi.),
K— aV'M + îV *'m + L=M, K — >^>”'1' +1^'” ro'i-L' = M',
on aura par les formules (5) ^6) (7) ($. aoi.),
r' (^ ^) = a' M sin + -|- o' M' cos
I h ré
— (yRjriSn'd/CK'sinxJ. — Kcos>{/) = —, (dR).
9 fl w
Il en suit /(d'R)=:— ^'/(3R), /3t/(d'E)=— ~ fdl/.dR), et à cause de 9'J'=:(5n' — an)dizz^nd/, par la formule (B (§. 191.)
W . . . . ÿ . (if) a, = ib . j «- + 1 - 1 5
_ ^ /» ft'\ I
X étant =- =0,402693. Les formules (8) (10) (§. 201.) donneront
(4) ^'^/dï/(d'R)=^^^a'
^ cosvj/ ^ — sin «l»
■ a 3 /diR \
?ViTdf/
V tv , ^
5^/dd_I^'\ C ' J !•/ J)
Faisons encore pour abréger (§. aoi.),
T 3 (/- o'j 4- 7 .t V^sin 3 {il'- w') - ’ . y 3cos 3 t'a'- «0 =T,
df*
^ u'y' cosaf^i'— w'j-i- y®sina(/»'— t»')— ■ 7'^cosa (h' — w')=T',
2i/‘ y cos (h' — «0 -h y sin — « ; — “yj y cos fji' — w') = T",
J «yî lin 3 (h — *0 — I y’ COI 3 (n' — w') = 1 1
li 7'’sin a
_ to') _ — _ ya cos a (fl' — w') = r,
u"Y sin (n' — ra') ; — y' cos (n.’ — C8') = î'',
Hat
Olâ posé Im équations IV, VI (§. aoi.), prenilront la forme,
IV. o=5."~+o"' + (.) + (3rf(5), VI.Ü"' = ^;l + (,: + (4)^-f6:,
les lettres sans Irait se rapportant à Jupiter.
Dans la formation de la grande inégalité il ne faut employer que les combinaisons de u avec 3/jl', Je i/ avec an.', et de u" avec_ (i*» «I*** produisent l'angle 4/ = 5'^ — a Qi “ 5)a'— aja. Pour cet eflfet il faut faire f ~ — a dans les lonrlious u et u’ , parceque l’argument de la première est mv = i(3i— '5) (§. i8a. i6y), et celui de la seconde i\Qi. — '^S* '83.).
La valeur de u' est donnée par l'équation XX >93.;. On aura donc«
St • «
en substituant nz=-n ($. i8a. i63. iqS.),
T— J B<'*V^cos(<J/-3œ'), r=-|.\l«-*Vîcosr4'-3Œ'}+*N‘-*V'7cos(v(/-aw'-w),
^ C V. y ^ cos (4< — 3 «') — VI. Y y cos (4< — a o' — tu) î
■“ ? 4- VII. 7* cos (vp — »■ — a ■) — V 1 1 1. J’ cos (J, _ co' — a n;5 *
t=-|B‘*V^sin(+— Ja'),2'=*M‘-®>7'3sin(q,^TO')— i.N‘--’v'^sin(4— am'-ui'), V. yî sin (4' — 3 w') — V I. y* 7 sin (Ji — a c/ — to) ^
' ç é -i- VU. y 7® sin (4— a w) — VIU. i*7'sir. («J/ - a U^V On trouvera ($. i8a. i83.) gt’) — ^ — L^‘
it ' i6 daf
ioj£i
K‘-« = i y A‘3’ - Z + •-!* îiAT
OU par les formules (11/ ($. i^S.),
B‘ >=- f, a' A‘»>~ ^ = Z? o'A‘^> 4 Zi ao' +
3<» astronomie PHYSIQUE
V= o„ par CH (J) (S-
VIII=îf’ J.0St«3> + a^*^5.
En «ubsliluanl — ^i4, SSî^ et faitant
C)r:û'5in4(P'’'f-I'‘’'^»t-P'^'9— P‘“'m)-f-a'cosvKr«”f'— r« V+f'^’V-P^’’»"'). (6~«coa<J/ V'^'f î
on tiouvera
^4fj> ^^aC9*
,P'î’=i4'»7,7.A'3’-f7i4, 36.a -(-96,33.0' — -^ +^.7‘ • ~da^~*
P^+’=r 735, ai . A^*’-|- 341, 6a . a + 46.4' • «’ To~»
P'»' = 18, 57.«o'Sl3 4-i,86.a’û'
= ,44, 35 . AO) + 357. 4 . n ^’ + 48.» .a» + . . 86 . a3
^>0) — 36j_ 6 . AO) ^ ,-jo, 8 .0 1- a3,ai.o-^^^-f-o, g3 . a'i
9, a8 . aa' «O) ^ o, g3 . a“ a' ~.
Si on aubatitue maintenant les valeurs de K, L f§. aot.}, dans les Tormules (t) T3), et qu’on fasse pour abréger,
(--.) P’-çrzp", (~-i) P*’'-Q'VpO)r/,>’, (i^i-.)p"'-Q-fPO>rp*”,
l'équalion IV. deviendra
IV. o = i^ + ur p’ f - p”' 9 +p‘“ ^ -p” e -p' I -f- P» m ) /p»Ül +p«M i»l_P" îl _«•» ü1^«b<" iülV
— a' iin 'l'S f*\ niJf'*’ nJ f//
/ piT^^t .piii^^t P”£_£.L_qj'*£.^i +«'” LLüîn
V,“ «’<*»• nVf* nVf* n*-»* nÿl» ^ nViV>
(pM -P‘'9' + P"'^'-P"r-P‘f+P’m' X
)+.iü— / p”.£.l._p''' .£* J.P'” — _p“ — — -w'*-? i H .
— a COt >|/< Ç°\ n^f n^r'*’ ii<}f nd V>*
V. Ç’ V nVf’ n»</f» n*W
Intégron* cette équation par rapport à f et f, et supposons son intégrale
./' = I E'f - ,■ f/, - ^ .1. ♦ + 5 E- r + .' ;f;, - 5 CO.*.
Si l’on diiTérentie cette valeur de u'", en obser\'ant que 34' =: ^ndt — ^ n'di, on aura^
= SI (^- ë. -■ M) +^'
-SI (■=•'•+ '■ r/; -• ils*) -=■ +••
;^-r-a..n4'J^,(E-H’--. ^j + _(E»-^+e’^-,)-E'-;^^,4-cet.
Si on substitue ces valeurs de u" et de — = dans les termes de l’équa-
tien IV, qui renferment fetf', on trouvera, en mettant Xndt au lieu den'df,
• c=('-S)e--e', c=(e-.).-_gE--^=>-,
Or on a 0,01 3466, X = o, 4<»69^> 6’où il viendra
E”:: 1,001 la-p”, e^r aaa33,6.P*— o,i663.E'', i’'"i65i i47-P’'+6,i74 E’- o,i66.e\
IL^ en est de même des autres coeiEciens E"', e", e'*, etc. Ainsi on trouvera
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E”’r8ni,».A^^’4-.Î7
E*‘ ~3i36. «.A^’'4*i6o‘*,4.« f-aia,5v’.o* — -^ + 7,44*^-û^ r -o.oai.c^ ,
C^« à a* * àa^ ’ èa*^
E* — i3o, i3 . otf' 4- 18, 09 .a® o' — 0, 061 . o^o'
E* “ ao4, 48 . aÿ S(^^'-)- 19, 76 . a® a' o, c6a . a' - *
da»
éé n m ét “
à a dK'“
9 Q Où* pa'* ^
e — 179663. 4- 9a836.fl — — + 12471 .0» — — -t- 462.o^“y^,
a* =9706. oa'«(*> 4-i387.aV ^’, c*= i386a.aa Jl<3>4- i386.a’a' îî = .3057 . A<3) + 5979 8a5 .a» 4- 34.4 - ,
jjj^=4i448.A‘3> 4.19899. ai~4.a«8i.e»i|^ 4- io3
x«»ao
CeU poié, «i on iait
W = E' f — E"84-E”'^ — E"f — E'14-E'm J>r , ..V i'#' àV . .. av , ^ ar . am*
adf
aa«
IK
n àt
■ e- -~ 4e'®.r» 4_e.. ^ ^ Zl. ^ ZZL.
nàt ndt nàt' ndt' ndt ndt
O a t* ^ Oit* ‘ .1»^»» +
ai'
ndt
dit
Oiti"
1 ,« _^jü. _ .0
mP a J® • n*d J* •*-
»»ar®*
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on aur» XXXIII. i/" =: Wo' ain \J/ -f- W'a cos >J/ ,
W' étant ce que devient W, ai l’on change f, g, etc. en f', etc. df', en — èf, et ddf en ddf', etc.
$. 207. La valeur précédente de u'" donne, en négligeant les tonnes inconaidérablea,
^“y = ÿ^/coa^J/rE'f-E•'^g4-E■"^-E''f-E'I+E<>m)-ÿa'ain^^;E'f-E■^0'^-cetO.
En ajoutant cela avec (i) + (4^+(S) ($• ao6.), et faisant
Z=Ff-F'',..F-t-F. ■,-F'I..F-m-r .f ■ .f
,im'
ààt
•' ndt ^ n»df» ^ n'df* ‘ ^ u* dt* ^ n»at*»
on aura XXXIV. U'"=rZo' coa 4> — Z’!/ ain >(',
Z' étant ce que devient Z par la permutation précédente. Or les valeurs de (») (4) iQ et donnent
fc* Ç À
et ainsi du reste. En aubalituant donc les vkleura précédentes de P", Q", etc. aoi.), de E", 9", etc. t$. 306 ), et Ç=o,oi 34^1 ^—0,403693; on trouvera
tTT rco .(ri F t «F ,adA'“ , , 3’ V» 5 .S'A***
=io5887.A^^’+ 47794-" ^ 64>'-“ -r— r-; 7“^
(à tl tf fl* 0 fl
F-'=33o7,8JkW.,,54y,.„!^+3ooo..«^î|^+,3o.a3Î^--^:_^^
F‘ ’ '=3334 1 3JV'î’+i 588o3.Fi— — -t-ïo^aS.»» — -1-726.0^
do ' •la’-' à a‘ 4 d a* *
F"=>o8o83.A‘’V 55.üg.ai^^-+
à o> -d JA'*>
do' 4- d O* ^ d'A'** i5 .d*A'"
da*
jT
luuo
“ “ Ta~
oV i* -
“ do
dd-a'** da> »
dd«*”. do> »
do'
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. f , à A.^*^ I 7 / a ^ èK*** - _ ^ A
louu
^iii
ao~ ^
/■“ . . .fn . 00 - I JC a^SA<*> . - ,i'A.
àa* *
*/«« r.n . « dA.‘" , e ^ è d ^ , ^»A'H
— 8G8.au'a'+’+ laa.aV — -, —— =; ia4o ■“"' -“’o' “T “i
loüo 0 ^ 1000 oa
<îi^ ... .(r\ . ^ 3a*» , , ,^5A*« , ,, « d='A*«'
à a SA'*»
Sa* s s A'-*
SA'»’
SA'*» . „ s s A'* . , . , S» A'**
~ip~*
=i796,i.A‘*’+ 9j4 +iaa,9.o= 4.4,4. «3 -37. ,
xuouuou
<Ji* „
=96,8.aaït^++i3,7.oV ^ =i38,3.oa !l‘J’+i3,6.aV^’‘-.
loooouo ' louoooo oa
$. 308. Nous avons niaiotenant trouvé les grandes inégalités du
rayon vecteur et de la longitude de Jupiter et de Satutne^ m'S r—m'au"\
vtS / ~ma'u"', en parties de la distance moyenne a ou a', et m'Svzz.
m4t/ = ^ — en secondes d’un degré: savoir
iiB r"
XXVIU (S- aoi.) m' 5r=— m' a® < X sin (5 ^ — a a ) + X' cos (5 — a 2 )K
XXIX (§. ao3.) m'îv=— ^^,{Y cos (5 t) — a 2) — Y' sin (5 ^ — a 2)} ,
XXXIII (S. ao6.) mS/=. ma» {Wsin (5 — a 2) + W'cos (S^) - a 2 f ,
XXXIV(S. ao7.) mfv'= {Z co.(5-^ — a 2)— Z' sin(5^— a2)};
les lettres sans trait se rapportant & Jupiter, et celles marquées d'un trait It Saturne. Les coefficiens X, Y, etc. sont lonctions des élémens qui déterminent les plans et les ellipses des deux orbites. Or ces élémens étant variables, on demandera, quelles valeurs il faut leur attribuer; et il est visible qu'il faut substituer dans les coefficiens X, etc. les valeurs que les élémens, ou plutôt leurs fonctions f, g, etc. auront é l'époque, pour laquelle tm se propose de calculer la grande inégalité: cette substitution ayant été
raitf, les jqual'ions précédentes n’auront besoin d'aucune correction. Mais la glande inégalité étant ordinairement employée comme une correction de la longitude moyenne, on fera mieux de suivre l’usage adopté dans ratirunomie, c'est-à-dire de partir d’une époque fi.\e, et de corriger les élémrns qui répondent à celte*époque, par la variation séculaire. Soient donc 'X, X, les valeurs d’un coefficient, qui répondent à l’époque d’où l'on part, par e.\. l’an lÙoo, et à l’époque pour laquelle on cherche la grande inégalité, et désignons par t le nombre d’années, écoulées depuis la première epoque jusqu’à la seconde. Cela posé on aura
Or 'X élantr=C'f — c” — 'I'’ -I- ce*- (S- ‘1 viendra
n ^ I II* ^ I*
+ Tt-‘ ^7r*; + T^ 7f»
les rapports différentiels étant donnés par les formules ($. ao3.).
âf _ 4(o-3f-m
nd f
_d_3f _ f+m-sçn
ïi® à f* 7ui.^5
11 en est de même des autres coefficiens différentiels — -, etc. On aura donc
(3; XzC'f-C'VC"’^-C”f— —
nit
ni f
, ^ -T f. 3 dt
nit n’ùf* n’df*
ndt
ddm
CHAPITRE VII
Calcul numérique.
$. aog. l'août négligeronf dans le développement des inégalités pério» diques, celles qui sont au-dessous d'une seconde; mais les inégalités séculaires, quand même elles ne monteraient qu'h la centième partie d’une seconde, ne devront pas être négligées, parcequ’au bout de quelques siècles elles deviendront sensibles. Les masses de plusieurs planètes n'étant pas bien connues, il est nécessaire d'exprimer séparément les periurbalicns dues à l’action de chaque planète, a6n qu'on puisse les corriger , è proportion de la masse, quand elle sera mieux connue. Nous avons réduit en tables le calcul des perturbations de chaque planète, en employant les mêmes désignations que dans les Chapitres précédens. Les quantités qui serviront de base au calcul des perturbations, et qui ont été développées précédemment, sont les suivantes:
a——,, îl^'^ (§. 171. 17a.),
, etc. (S- 173.).
ÎT’ TT* au» ’ “ a a
Toutes ces quantités sont fonctions des éiémens des orbites, que la Table I. présente pour l’époque du commencement du siècle présent ou de l’an 1801, tels qu’on les a trouvés dans cet ouvrage. Il but cependant en excepter les moyens mouvemens et les moyennes distances, pour lesquels on trouvera dans la Table I. les valeurs employées dans la Mécanique Céleste; ce qui donne aussi les mêmes valeurs des coefficiens un, , a^ et
de leurs rapports différentiels. Nous avons cru devoir adopter les mêmes valeurs, pour faciliter la comparaison de notre calcul avec les résultats que donne l'ouvrage cité.
II. a. a4. a
Kl
mm
IjOUOOOO
),oi6779t
i,oo6853t
>,ao53i49
202âdlO
§. aïo. Lei in^galilëa «éculgire* sont donnée* par les l'équationt XIV — XVII (§. i85. «lont les deux dernière* peuvent être mise* sous
ane forme plus simple, ün trouvera par ce qui précède,
” «73. (7' (8J)raa(i+aV’-3“V*>(S.i7a.(3^), cl
.aA-o» , .JdA*" ,db'=> ,5^6"» aot’i'®* ,
au’ ^a3 — — — aa* — aV'.
ÿ O ' d a* è<x rfa’ (1 — a’J*
On aura donc
,\IV. a’c('5«'*in(J_J'), XV. ÎJ= ï cos(J — JO — 1
oagS
‘4-»".‘'6ooi
-(- o",ooi7i
Si Poa ajoate enaemkie le* valeurs Oe mSi, etc. due* aux aclioiu dea diOTérentee ptasbte*, en trenvera ce qui *uil:
VaritUion annuelle de Pindimdsen de Mercure, >i' 10 =— o'',ia3oi ;
Mouvement annuel des noeuds ^relativement aux étoiles jixes, JzT—
V indtiMi , anaueUe de Pexeenindié , m' l'y = <4* “"t 00734 ^ ~t~ o,ooeoeeo3&5flfe Mouvement annuel des apsides rebdirement aux étoiles, 171' f ta = -f- 5", 67375.
$. an. Les inégalité* périodique*, iudépeadaele* de* excentricité*, et celle* qui dépendent de leur première puissance, sont donnée* par le* for*
a^g astronomie PHYSIQUE
mules X — XIII (S- 183.163.). Si l’on fait ^=v, -^=X, et qu'on multiplie les inégalités du rayon recteur par 1000000 , celles de U longitude
ilàr ’ (S- «83.), on aura
* tin 1
”■«= Ht
i XII. m'au' =
-- m'a . I OOOooo{M''^ V cos t'/g'— (/— i ; |i — te) — V cos ^'»V— — i ^ — o''^,
XllI. m'ü'=-m'.ao6a64",8^SDi‘'’Vsin(/M.'-fi--i uj)-9l^' Vsin((V-(^i>-Œ')} j
! (^ai* — I — r) 4'(‘ -mO * “!"* (*' — 8)
«(f) _(f— 0(’»— QX»*aA«— «> (,■« — X) y» g* _
ai {(i_a)» — i>
aaA<<— *)
as*
X*oA<'>
(1— (^'®+^'’— ««f'+ia)»’+3«V4-»X‘— 0»— .aA<o
\ */_ - ^rr*— —
X y* s» 3a Até>
a {il — 1)* — — a)» —
XyiiA"-”
Ata~
Xv’a»
n faut oixerver que, dan* le* formule* XII, XIII, 1 a’élead à (ou* le* nom> bre* entien, *oit po*itifs, toU négalif*, mai* dan* le* formule* X, XI, *eu> lement aux nombre* poiilifs, parceque nou* le* avon* multipliée* par a ($. 18a.).
Le* seule* planète* qui pui**ent produire de* dérangemen* *en*ible* do mouvement de Mercure, *ont Vénu* et Jupiter; et nou* non* *ommes a**uré* par le calcul, que l'action de Vénu* n’est sensible que dans les 1er. mes de U et ü, qui dépendent de i~i et i = a, et dans ceux de n', ü'^ qui dépendent de et que l'action de Jupiter n’est
sensible que dans le* terme* Si l’on fait donc
pour abréger, ' |
v*('aXi.A''>+a>^— ) v» j f- 4. 3 X*;a A«'’ + a Xu= ?!
_S iî_i^p(0 ;
de sorte que - ' !
m' au — m’a . 1 000000 J "g "t* (M’’ — l*)K
m'U ~ m' . ao6i64",8 , sin 1 (p.' — n), >
on n'a qu’à chercher le* coeOicien* ÎW^*’,
relativement à l’action de Vénu», et relativement >à l’action
de Jupiter. Pour cet effet nou* aurons besoin, outre le* quantité* renfbr> mée* dan* la Table II, de celles qu'on trouvera dan* la Table IIL '
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InéfSH tk la kmgüuàe de Mereurt
— 5) — i",5» .»n «(8 — Ç) — 4",M.»ia(» P — Ç — f>) — i'',76 . «n (3 8 -r * Ç — w) — 3",a6..in (ïî> — « 67 .•«(»— w');
$ , $ , % , étant les moyennes tungiludes bëlioceniriques ée cet trois pltnèles, «, v', tes longiiudet des périhélies de Mercure et de Jupiter.
$. an. On trouvera par le même procédé ce Ijtii toit:
TABLE IV
fnégalitit séculaires de VENUS date aux actions des Planilcs
Mercure
La Terre
Mars
Jupiter
Saturne
Uranus
(« SJ iy s w nd St m'SJ msy
jm'StE
1 ,t'686oa i,s6 '4^u o,Ji4i49 u,645('9^
+o",oa5o7r
+o",343iot
- o",o45i57 -4",33ii37
-i66ai"
fi6’.5i.'li' - i56.it.37
o,5ii6i4 3,533571 i,3o448i + 399o",64
- »4o577",5 -591 a", 6 a + ai3o648' +o",ooi5aj
- c/',ooai6.
- 3a",8oi7
-37*.3'.7' —39.18.1, 0,075838 a,ooi886 0,076001 a, 0161 16 0,1'. 9988 -i8",i8i9 -188 ',11 5
+ 179",! 11 -o",oo5i7i -0", 081 555 -o",ooc667
fl".l'.a6".
0,037706 3,00071a 0,037715 a,oo64i3 o,ii34a3 + o",o4o5oi -65",59943 +</', 118678
+63",3483o f o",ooooov - o",oo336..
+ o'',ooooo6
Fdriation annuelle de flndUnahoa de Vénus — e",Ol644; Mfourement <Aa noeuds par rappoH aux étoSes fxe» =: — 9'',35i7i j VanaUon de texeetûnàtt — l/',iaÎ77rr — o,OODOoc0og75; Moueemtnt As apside* par rapport aax étoiles —
A S T R O N 0 M I E P H Y S 1 9 Ü E §. ai3. Les inégalités périodiques de Vénus sont dues principalement aux actions de la Terre et de Jupiter: les termes les plus' sensibles des premières sont ceux qui dépendent des coefSeiens B^3>^ B^^\
c^'^ 91^-^- 4), gq<-*-y>; -
les perturbations les plus considérables de Jupiter dépendent de B^^\ B^’\ C^*\ 91^"*" On trouvera pour l'action de la Terre:
V “ 1, 6a55a3j X m a, 59866a j zz o,5a7Ô8gj — o.SaSJSgj
^C4)— ,.^(5'— 0^1 35(ji6j^^—— 1,6437095 — a,a7a4i4j^^— *»o6y77
06'*> , , di‘“_ , - 556'»» , 536‘"_ _
=',73878:5— -n4o749'J-7-->. ‘«37045 5585955— —rg, Il a527
5 a ddb
— g, , 0745 zz 8,634o35 B^' > = 1 ,746a5 B<*> z=^,5lg3^, B«> =- 6,386a
<7 tt*
.B<^>r=— i,io365 C^”=:9,6845 C<’>=i8,a5o5 C^3)__„,5g3. C^4>— _,,6857 ' = 75,i5a3j N«3) _ 44,7a37j = g8,8oi5; 9X^3) - 35g, 3o8;
et pour Taction de Jupiter,
’vrr jg,a8i635 Xi= 1,05475 = 0,0146385 — =0,143165 =i,oaaac6,*
= 0, a 130465 ^—^=1,0675325 B^*^ = 0,0072165 B^^^ — — o,oo3a325
• ^ * 'd'où l'on a- conclu '
> Pinégalité du rayon vecteur de f^énus =
• — o,6-j-3,56.cos('ÿ — S)-|-i5,33cos2($ — $)— i3,oa.cos3( $ — $) »
— 2,a5.co84(5-$)+i,53.cos(3s _ a $ — «') — i,o5.cos(5$ —4? — w)
• -^3,38. cos (5 ÿ —4$ — uj')4-4,89.cos(Qi— Ç ) — 2,19.008 2 (Q: — 5),*
• Pmégaüté de la longitude de Vénus ZZ
V',63.sin( S — $ )+i o",6i .slna( ÿ - ? )— 6",74.sin3( ÿ - $ )— o",g8.sin4( ÿ — Ç ) — i",43.sin (3 5 — a $ — m) + 4", 4» • sin (3 ÿ — 2 $ — «')
-J- o",87 . sin (4 5 — 3 Ç — uj') -f 3^04 jin (5 ÿ — 4 $ — w') ,
-}- a" ,91 . sin ca — $ ) — o",88 . sin a (» — $ ) - i",5i . sin — cj"); ta et ta' étant des périhélies des planètes troublée et perlurlwtrice.
LIVRE V, CHAP. VIL $. ai 4- Le plan de l’orbite de le (erre est déplacé par l’action des planètes, aussi bien que les autres orbites. Mais comme les astronomes rapportent à ce plan tous les autres, il est impossible qu'il soit en mouve* ment, sans que les noeuds et l’inclinaison de chaque autre planète relative* ment è ce plan soient changés: d’où il naîtra un mouvement apparent des orbites planétaires et des étoiles même, dont il sera parlé dans le $. suivant. Le vnù mouvement de l’orbe terrestre , dû à l’action d’une planète m', consiste dans une rétrogradation de la commune section des deux plans, tandis
que leur inclinaison mutuelle n’est point altérée, aiiui qu on l'a vu ($. i85.). pour déterminer ce mouvement, on peut prendre pour base le plan qui Coïncidait avec l'orbite de la terre à une certaine époque, et qu’on appelle icSptique fixe; Pidiptlque vraie étant le plan que l’orbe terrestre, déplacé par Faction des planètes, occupe dans chaque instant. La variation des noeuds et de l’inclinaison de l’écliptique vraie relativement è l’écliptique fixe est le vrai mouvement de Forbite de la terre, qu’on trouvera facilement par l’action' de chaque planète sur la terre; et il est aisé de voir, que le mouvement apparent des planètes relativement è l’écliptique fixe est nul. On peut' aussi prendre pour base l’écliptique vraie; et c’est ce que nous ferons, en regardant le mouvement des noeuds de l’orbe terrestre sur l’orbite de la planète m', comme un mouvement des noeuds de cette planète sur l’écliptique; de sorte que le vrai mouvement de l’orbe terrestre consistera dans une rétrogradation des noeuds de chaque planète, due è faction de celle planète mime sur la terre. On a vu ($. i85.) que celte rétrogradation est de 2 par an; et nous allons la calculer. la, variation de l’eacen-
Iricilé et des apsides de la terre est donnée par les mêmes formnles, que celle des autres planètes. . ,
ASTRONOMIE PHTSIQUE TABLE V.
InégaElé» tieulairet de la TERRE, duet â Faction dee Planifes
Mercure
y émis
Mars
Jupiter
Üatume
Uranus
-ll7^5^4l^
-88*.ai'.'o''’
-iü*.*i'.6".
o,6..63üo
u,8o5gli
a,3gti3a
a,oi8885
•,oo5535
•,ooi355
OjiSgiSa
o,igSoo3
et-’
a,oia>7-i
u,üg'4'9
o,6ig 6 i
o,3ai 144
.ig;666'
SV
în
il
m'ij'
~6”.gt't8 >9
-o",oo7og
-0 ',oo4o4 '
■i-o",oi57i-<
-0' ,08 1 îg
-o',ooo4 ÎB
-»-o'',oooo <«>
m'Sm
■(■o",i8*Hi é
m',oc66.,
Earialion annuel/e de Fexcentridlé de la Terre~-~-o'',oi>‘j^io~ — o,ooüooo4'9o3j Ithuvemenl des apsides rdativement aux étoiles Jixes — ii",0Sogi3;
J. al 5. La rétrogradation dc« noeud*, m'S J' {Tab. f','), d’une planèt» m', due il sa propre aolio» aur la terre, n’est qu’un mouvemeat apparent de Vorbite de cette planète; et il réaulte de ta même action un mouvement apparent de l’orbite de chaque autre planète m, que noua désignerons pai; ml Ail et as' A J. Oa^a va que faction de né n’altère point l’inclinaison i{ àa plan de l’orbite a/ releliuement è l’écliptique et aux plans de* autre* orbite*. En nommant donc u Pangle formé par le* plan* des orbites m' ef m , on a m' in’ — o, et le problème est de déduire de m' t J' (7'aé. f'.} le* variation* m'Ai| et m'AJ, en regardant V et a comme constan*.
Soit (fig. 4**) 'V N C l'écliptique, /N'J l'orbite de la planète perturbatrice m', *NJ celle d’une autre planète ai. Supposons qu'en vertu de l’action de m', l’écliptique ait pris la position TiC, et appelons la longitude des noeud* asceadans de* planètes m et m’, S et J', leur* in>
clina'nons sur l'irliplujiip, n. ri'i Im tangnnies de ces inclinaisons, l'angle
que font entre eux les deux plans, a, la distance de leur commune section au noeud de m’ , ;p : cela posé on auia
INC=:n, 1N'C=:V,N'N =.I — J'r=i, N IN'= a. N I = $.
Le noeud de m' a rétrogradé sur son orbite du petit arc NV ~d;p, et sur récliplique de l'arc N'n' “ m'î J', v'h' étant pei pemlieulaire à l'écliptique. <Ir on a dans le petit triangle tane N'*'=— r — . d'où l'on tire
* cos îi'
tus e' '
Le triangle N 1 N' /uumit les équations,
(i) sin a — (•>) coa T) cos a cos "n — sin o sin n cos A,
' stii 4>
dilTérentiation des deux premières donnera
>5’'(^Vg t — »■ ... at«in«iin tpsim/
e tan* i) ’ ^ >in n
Si l'on substitue (t) dans (4). et (0 dans 5), il viendra
.Si = -1^1
ÿ 5 cos »)' (3 eos i — 3'^
(7) 9>)= — sin 11' sin t",
«1 lu substitution de (7) en (G; donnera
,o. :>■_ àji(^siny]’c'iti — lcu%yf)
t^) dt _ .
En mettant à la place de d$ dans les équations (7) (8), on aura
COS
èy\
— m' i J' ,i' tint , cos» — 1^,
Mais » zz J — J", di~m'^3 — w’iJ, partant
. »»' Al) ~m‘S3' . }' sin (J — J') , (10) m‘ A .J r:: m'SJ'
On multipliera donc les valeurs de m'4J' ÇJ'ub, f.) par }' et ensuite paé ain (.1— J') et par ‘ ” le premier produit donnera la variation de l’incli-
liaisun, le second donnera celle du noeud de chaque planète m, qui résultent lie l'aelion de la planète ni' sur la terre. •
Ctulrc ce mouvement apparent, cliaqne orbite m a un mouvement réel, <iù à raclion de toutes les autres planètes m' sur la planète m, qu'il faut
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•jouter avec le mouvement apparent, pour avoir la position de chaque orbite relativement à l'écliptique vraie: nous avons donné ce mouvement réel de Mercure et de Vénus (Tab. II. IV.). Les corrections, dues au mouvement réel, donnent ce que Lagrange a appelé noeud moyen et inclinaison moyennt: la combinnison des mouvemens réel et apparent donne le noeud vrai et l'inclinaison vraie.
Les valeurs de m'îJ' {Tab. V.), et les élémens J, ij, (Tab, I.) ont donné par les formules (9; (10) les résultats suivans.
URANUS
par Paction
de
3f(‘rrtfrf
f’énus
Mors
Jupiter
Saturne
— lü6.J l",8
-l- 3i ',4oi
Aj
— i6,)3o jo"
tt A T)
-(-0 ',01 iHJ8
i- 0' ,o6Hh 1 7
— i“".65o.tj)7
— o^^Xio'îgS
Sn I uu <i|uuic les vaiiuis piéeeueuies üe »/âJ svec le uiuiivemeot
des noeuds de chaque planète, qui résulte de sa propre action sur 1a terre^ mi J (Tué. /•). un aura ce qui suit:
f 'anation upparrntc de Ptnclinalson , pour une années de Ç — -f- o",3( 1 ,3;; Ç = -|- o",c6i<j23; (f =+
a = — o",i479 9; i = — o",» 92< »i S = + “".«7997®» mouvement apparent des noeuds relativement aux étoiles Jixess
de ^ — — 3'4<*l^'9fii ? = — 8'’,64f>69t; $— — i3 ,a 447»;
a =— ai",54.f »0; *) = — io",aq4ii5j ^ — 37", 764477.
S 316. En vertu de l'action de chaque planète m sur la terre , qns nous avons développée ^.S* 3>4v» réulipliquo décrit un arc de cer-
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de mîJ autour du pôle de l'oibile m, d'où il lésullria nécessairement une atléiation de la position du pôle de récllplic|ue relativement h celui de l'équaleur, ainsi que de la distance cnlie ces deux pôles; la premiéie pioduira Un mouvement des points équinoxiaux, lu seconde un cliangeiuent de l'obiU quiié de réctiplique.
Soient {lig. 4b) F, P, L, les pôles de l’ecliplique, de l'équateur, et de l'orbite de lu planète m, dont l'inclinaison est KL::z>]> et la longitude de son noeud ascendant 'YN=:J. Si l'on nomme l'obliquité PE = i, l'angle ELP = (J), l'arc PI.=rcr, on aura LEN^igo', TEP = <jo% LEP= 180“— J„ et le triangle ELP fournira 1rs équations,
sin =
»in t »ir J »»n v|î *
cos a =: cos 1 cos ri — sin t sinucos
(3) sin J l'ot = cot i sin t| -|- cos >i cos J.
Comme le polo L est supposé immobile, tandis que le pote E tourne autour de lui, sans changer su dislance EL, les arcs a et v) sont cunslunst ainsi lai diflérentiation de (■) el (tï. donnera
C4) O — d e cos £ sin J 9 J sin r cos J — d;p sin e sin J col (p,
(à) ..... O = d £ ^vin £ cos 11 -|- cos £ sin •*> cos J) — 9 J sin £ sin sin J.
Or l’accroissement de la longitude du noeud J rclutivement aux étoiles fixes est 9$r::méJ; et si l’on' nomme aV la précession des points équinoxiaux, qui en résulte, la longitude du noeud J par rapport à ces points croîtra de l’arc rwîJ — aV: d’oii l'on lire
fO) — A V, et 9$:=;» SJ.
Si l’on substitue les vuleuis (^3) et (ti) dans les équations (4) 4^) 1 elles
prendront la forme
(4) o:::: 9f rose sin J -j- n.éj{slni rcs J (i — cos r)) — cos e sin vjf — AVsin ecos J,
(5).. . ..O = 9 f (vin t cosr) cos e sin r, cos J) -f- (a V — m S.l}sin e sin-risin J.
En ajoutant ensemble tes deux équations , après avoir mullipiiê la première par sin T] sin J, la seconde par cos J, on aura
o = 9e (cos e sin t) + line cos n cos J} — mi Jsinvisin J(cosEsin'i|-t-sin£CO$''iCOsJ), d'où l'on tirera 9 e ou
(^) A f r:: m d J sin rj sin J.
SL l'on met cela ù la place de 9 e, l'équation (ù) deviendra
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O ~ m SJ { os r sin ^ cos J — (i — cos t)' sin ef 4- AV sin r, d'où 1 'on conclura, à cause do cos y| = i & fort peu pil^s,
(0) a'Y — — ni S J col ( sin cos J.
Si l’on désigne les niasses par les signes des planètes, les valeurs précédente* de 11, J, îJ (Tab. I. V.) donneront l'accroissement anrmel Je l’ohUqnité de Pécl'ptique, A s r:;
— Ç . 1 7J1C" — Ç . 1 1 — (? • 'yi04” — ^
— 'îj ,4fi",i67 — ^ . r',7054 :: — o',5iooa3î la précission annuelle des points équinoxiaux, A V 5.38076 '+Ç .7394<)"4-cÎ .39736'’ — 3^..57",4o89-■5•4*^8l3+ 3.1", ô'^gz+o", 169681.
La piécession des équinoxes, connue par les observations, est l’etlet composé de l'attraction du soleil et de la lune sur le sphéroïde du globe terrestre (^. I>8■)^ et de l'action des planètes sur l'oibite de la terre. L'ell'et total qui résulte de ce* deux actions, est d'apiès les observations, une rétrogradation des point* équinoxiaux de 5o",i par an (I. §. 90.), et l’action des planètes produit ^ comme nous venons de le voir, un mouvement direct de ©",17: d’où il suit que la précession luno-solaire est de So",»^ par an.
La diminution séculaire de l'nbliquilé de 5i", que nous venons de trouver, est parlaitement d'accord avec le* oWrvalions (I. §. 85.^ mais celle quantité n’est e.vacte que dan* l’état actuel du système solaire, et elle doit être corrigée par le* diirérenlicllcs secondes, lorsqu'il s’agit d'un tems fort éloigné. (,)iiand nous aurons déterininé le vrai mouvement des noeuds de toutes les planètes, on pourra calculer les valeur* (J) et (i J), que J et SJ auront ,au bout de 5oo ans: cela posé on aura, en négligeant la variation de rmciii'.aison ,
^ = m 5 J . sin nsin J, —^4 — IfSJ) sin (J) — SJ sin J};
ar à t* aoo *
d'où l'on conclura la variation de l’obliquité pour t ans,
A ( — ni / sin n i f I S J s-n J -I (S J) sin (J) ? .
t V, lounj ' t mu >
Ç. 217. Il est visible que le mouvement de l’écliptique doit altérer 1* fôngitude et la latitude des étoiles, ainsi que les observations l’ont indiqué (I. S- 82.). Suient {J'ig, 4I-) P-i L, le* pôles de l’écliptique et de l’orbilc
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NC de U planète perturbatrice m, P le lieu d'une étoile, dont la latitude
eit |3, la longitude X; cela posé on aura
EL=it, E P = 90’— -p, LEN = 9'.*, PEN = X — J, donc LEP=r9o* + 'X- J). Si on lait PL:=a, X — il faut mettre dans les formules précédeuies ,§. <16 ), 90* — P au lieu de e, 9u®-|-'l' ou lieu de 180® — J, ou 9.)° — \|/ au lieu de J, — dp au lieu de dt, — d4i ou dJ — dX au lieu de dJzzmJJ — aT. Cela posé, les équations f^) (8) prendront la forme
dp = — mSJ sinr) ros \|/, d J — dX m 4 J (i -f- sin n Ig P sin \p\
Or dX est l'accroissement de la longitude relativement aux points équinoxiaux, J compris la partie — AV, commune è toutes les étoiles, qui est donnée par la précession. En nommant donc aX, Ap, les accroissemens de la longitude el de la latitude , qui dépendent de la position particulière de chaque étoile, on aura
dX= AX — aV, dJ=rm4J — aV (J. ai6.), dJ — dX = ni dj — A X, d’où l’on conclura
PuccroUscmcnt de la latitude, Ap^ — m 4 J sin n ros (X — J), et celui de la longitude, a X = — m 4 J sin n taug p sin (X — J).
Mais m 4 J ,sin 1) ^ J ^§. a. 6 (5)), parlant
A P = — Ai col J cos X — A E sin X, A X r= — a 1 Ig p cot J sin X -|- A 1 Ig p cos X. Si on fait dans les derniers termes, qui sont iudépendans de J, ae~ — o",âi et qu’on substitue dans les premiers termes la partie de Ac, qui dépend de l’action de chaque planète, apres l'avoir multipliée par la culangeiite de la longitude du noeud de celte planète, on aura l’accroissement annuel de la latitude = o',5i .sin X
. i^3i6".col f2 5 4- $ .iiS^yfi'.cot Q5 -t- (J .i9i84".cotQ
"*■ i i-a .i6d',a43.cüt na + nS -i- 5 • i",7«5.cot q^;S
et celui de la longitude = — ü"5i . tang p cos X
-)- ■{ 9 ■ 17316", col Sî 5 -|- $ • t '8796'' . eut Q $ -|- cel f tang p sin X.
Si l'on substitue les valeurs précédentes des masses el des noeuds, on aura l'accroissement séculaire
Ae la latitude des étoi/ss — 5i". sin X-j-? ',-!;. cosXz= 5i",53 , sin (X 4~
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et de la longîtuJezz — (ji''.cosX— 5'',37.sinX'tg(3“ — 5i",53.tgp.co«(X-|-8°i3'i7*). Cet formules nous font connailre, que la variation cio la latitude est un maximum, lorsque la longitude est donnée par l'équation lang c'est* à*
dire si la longitude est 8a* ou 261’, et que les premières étoiles approchent du pôle boréal, tandis que les dernières s'en éloignent. Tout cela est parfaitement d'accord avec les observations de Tycho et des astronomes modernes (I. §. 82.^.
$. 218. Nous développerons dans ce les inégalités périodiques de la terre, dues à l’action de Vénus, de Mars, de Jupiter, et de la Lune, celle des autres planètes étant inconsidérable. Pour cet eflet nous aurons besoin des quantités suivantes.
Perturbations de la TERBE par Faction de FENI'Sa — 1 ,382^9; * 0,61 Sit 64; X = — 1,6986615 — 0,6816778;
Sè'” 2C2 OC r O 0
=4. ’ft'449.
d a” an- ~ d a*
!!»«-»> = 4o5,o54; SW‘-3> = '
Perturbations de la TERRE par Faction de MARS. a = o,666.1oo3; *= i,88o8i43; b^'^ = o,8o4663; b^'^ ~ o,4o5584»
5*3' = 0,224698; -J- = 1,228078; — — = 1,871211; -y— — l,6oia36;
yy- = 1,24099; __ =4.744671; — — = 5,731111; -y^= 6,06786;
B**'= 1,012974; B* '= i4-88294: B*3> = — 1,196266; C*°' = 31,1729; N*3' = 35,62546; sut**' = 583, 166; = ao5,5a; 5l*3’=63,5o3; 9l*+'=77,7 14
Perturbations de la TERRE par Faction de JLPITE.R,
3gi
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Sy» ab“' , àb'^ - dàb'^’ ,
=O,2O03SC; — 0|^9“99^J ~â~ ~ I.IJîJjS;
-^ — = O.^GSifij;
C^'’=;o,o36:a3; d ’ = — o,oi3«:ü; = 0,192988; N<®’ = 0,028082;
N<J) = - o,c4oi85; = — 0,092748; = 0,4-91;
gjC'î — _ 0,27331; 91^’’=: o,t^jaÛ7; = — o,o3849i.
Les formules précédentes (g. 211.) ne sont pas applicables aux perturbation* que la terre éprouve par l'action de la Lune, parceque ces deux planètes ne circulent pas autour du même corps central, ainsi que les formules précédentes le supposent. Mais l'action de la lune sur l'orbite de la terre est beaucoup moins considérable que celle que ce satellite e.xerce sur le sphéroïde de notre globe, et les inégalités de la terre, ducs à l'attraction de la lune, qui dépendent de l’excentricité et de l'inclinaison, sont insensibles. On pourra donc détemiincr ces perturbations d'une manière fort simple.
Soit {Hg. 39.) les soleil en S, la terre en Y, le lieu de la lune, réduit à l’écliptique, en Y’; supposons que les droites SA et soient dirigées ver* le point vernal, et nommons G.C. les moyennes longitudes géocentrique* du soleil et de la lune, ÿ — 180° O 1» longitude héliocentrique de la terre, r,e, les distance* du soleil et de la lune à la terre, le demi-grand a.xe de l'orbite terrestre étant l'unité, n/ la masse de la lune, celle du soleil étant l'unité. Cela posé on aura
S Y = r, Y Y' = e, S Y Y' =: C — O = A S Y = S , Y' Y y = C- Comme l’action de la lune sur le soleil est insensible, les force* accélératrice* qui sollicitent la terre, seront (g. i58.)
J? suivant Y S, et suivant Y Y',
qui se d<$composeiont en les forces
sin 5 et — — sin C suivant Y X, ® cos S — “î" C suivant XS Si on substitue $ =: 180®+ O. etC = "'+ Oi on aura les accéléiation* suivant XS, P := — cos (rv -1-0) — ^ Oi
Digifized byCoogle
suivant YX, a^Q sia (w Q) — sin Q;
d'où Ton déduira les équations 17. n. 4)>
o=ô7T-»-»^P. o = -r^-4-a^Q, et en substituant hzun^a^ — n* ($. i63.), n étant le moyen mouvement du soleil pour une seconde,
ddx
MX m' . 1 1 ®®*0 m* . , . 1 «“© « v -i • j
— r= -, cos(w4-0)+ — , = ;ï»in(tv4-G)4-— 1 d’où il viendra
ddXiinO — ddyeoiO
S) , «'jimi; _ ddxcot o + dd>]ia O ’i wrcojw
«»df» "T ;î— » ;^75 e* •
Mais X r= SX inzrcos ÿ =r — ; rcos O» y = XY = — rsin O» 3onc
ddx sinO— rfrfycosO— ^330-+- 2«ù-30» ddxco$ O ^ddy$inQ:zzrd O^-^àJr,
d'où il viendra
, r^3o-f23r3G , m'tiniv
I. on: rr^rn 1 n— j
r3o* — 39i n*âf
n cotvi
Supposons r—i-^-p, — i 4~ç, 3 O et ndl étant les mouvemens vrai et
moyen du soleil pour le teins d/, et p, q, exprimant les perturbations dn rayon vecteur et de la longitude, que nous cherchons ici. Cela posé, les équations précédentes deviendront
» — («+f)34+2Ct-f^)dp , TO'nn-u» ,_N,. ._xa. * m'eoiTO.
Lo_ — ^
d’où l’on tirera, en négligeant le carré de p,q, et substituant div = 3C-*30—
II. o = A — aC B (1 — X*) cos w partant
donc
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■' A_üC, B —
Si l’on tubslilue cei valeurs dans l'ëqnafion III, il viendra
9 ““ ST7 x7* r “ ~-rr I
‘ ' / 3 r>\ J. 1 «'d-BJ fX,“ — 3X-»-J)
Le premier terme du second membre, qui exprime le moyen mouvement du
soleil, doit être égal kiiiJl, d'où l'on conclura C ~ o et A = o.' On aura
^Onc les inégalités
du rayon vecleur, m au—pzziW ros 'v =
et de la longitude, m'V — fdQ ^
Si l'on suppose les moyens mouvemens diurnes, du soleil -'9' S'', 3 , de la lune~i3*io'35", le mouvement synodiqiîe sera i3“io'35*-59'8",ir43886",7i donc
^ = Tdl - ÿïÎB-.T = '“.3683,3.
Les valeurs des parallaxea moyennes de la lune et dVi soleil, 5,' 1" et 8",6donnent
o.oo'jaii*
lllnsi en. su[Iposant (J. 65.) m' n — * • , on aura , m'au 31,54. cos (C — 0)i «»'ü = 6'',66 sin ('C — O)-
Si l'ao ajoute ces inégalités avec celles qui résultent des perturbations des planâtes,' & l’aide des formules X — XIH (§. 311.) et des quantités précédentes, etc. on aura
l’inégalité du rayon vecteur de la Terre “ o,43-6Ji,54-cos(C— O)— 6,a6 cosf ? — J )s- i7,8,.cosi( $ - $)+3,F#.co«3( Ç .- $) -I- 0,98 . CO* 4{$ — Ô) — 3,1,. cos (3 J — 3 $ — m)
5,a5 . cos (4 $ — 3 S — ra) -j- i .65 . cos (4 S — 3 Ç — m') -j-o,3g.cos( S — S) -j-5,,o.cosa( J* - 5 ) -o,4ô.cos3^ tî - S )4- 1 ,3, cos(4 -3 $ -m') i5,94. cos — 3) — 9,10 .cos a Fa 3) — 3,o4 . cos (3 a — S — »)
-j- 1,3, . cos (sa — s, — ^') — *>8' • cos c-i a — * s —
et de la longitude de la Terre —
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6^,86. »ir(Ç—OH-5", 5a .»in( $ — ÿ ) — €",37 .ûna( Ç — ÿ )— o-';7*.m3Ç? — $ )
— o",34 . «in 4 ( Ç — J ) — 3",8a . sin ( J ÿ — 3 $ — ra ; -f I ",33 . Mn (3 :$ _a
— a", 37. «in (4ÿ— 3Ç — ra)-|-o",75.»in(4 J — 3Ç— m')-|-a«'^6.«in(<f — ÿ) — o",77 . «in(3 J — S — k) -|- i*,5 i . «in (3 J-— J —a') -|-o",47 .«in (3 (f — 3 J —
+ o", 57 .«in (4 (J —3 S —K) + 7', 06. «in (SJ— $) — a",67.«in a{a— S)
' + «>''.3o . «in (a — to) — a", 45 . «in (a — «') — i",49 . «in (a a — S — W) i- o",6i . «in (^3 a — S — &') — o",54 . «in (3 a — a S — œO.
S- a>9- TABLE VII.
InfgaUlés s^cii/iiirrs de MARS, dues à Pac/ron des Planètes
iMvrcure
/ énus
La l'erre
Jupiter
Saturne
L ratius
— ï6’.5i'.iu".
-34"4fi'46".
ao
+- aa" ,08026
— ^ô",1jS988
SXB
— o',OI .'7 11
— ■VY®o<î976
m' ij
■i-o",o5aa35
+ Oi'»3a7'’4'
rTry^iO®8838
Af)
i-o",ooi 183
-j- o",ooo8i6
f- o",pi8785
n'io
-Ma",3o5357
¥ o",65i9fSo5
^o".OI(|t'8|
Panalion annuelle de Pinclinaîson de Mars ~ — o",2()3ooij Mouvement des noeuds relativement aux étoiles Jtjces \ Variation de Pexcentridti = +.o",l84J54 = -1~ 0,000000893773; Mouvement deg apsides relativement aux étoiles zz -j- »5'',5io888.
MO. Pour les inëgalilét périodique* de Man, uou* toron* besoin de* quantités suivante*. ^
Perturbation» de MARS par Faction de VENUS,
v = o,39;o85ij 0,2476*7; — o,*. 99*7; = o,4a574t4
Perturbations de MARS par Faction de la TERRE. y rr o,53i6846; := o,5*8o35j = o,a(6i85; A^^^ = o,i474p4î
A^*' = o,o853oi; = — 1,3340*; =r — o, 8755 «8; =—0,617347,
"-^=-o.,47554i ^’=-o.3i6*56; ii;^=*,i9.*4i; =2.1 15448;
78557; ii^’ri, 460097; Bf>=-4,o5753j B^«r»,i3o3; B‘3’ro,2589;
C^'’=ii,i6!^6; 1,5446; M«'’z5,3i36j M^— '--*o,o64t; M'-*>z46,465i;
M‘-3’=— 7,17*7; N‘— ’=— 4n,»it5; N‘-=>=3*,75oi; N<-3>=— 5,1778; SW‘'> = — 11,9989; = 173,6895; SK^-« = 111,65 1;
Perturbations de MARS par Faction de JUPITER.
, V := 6,3067343; A*'^ = o,3t *9**; A^’^ = o,ob6' i*; A^^’ = o,ci6357 ;
JA'=> , , , JA™’ . db'^’ , , di"‘ c. ■
— = o,3*4oo4; -J— = 1 lo-.ggH; — - = 0,4717*7; — 0,17*096,
a36'°> -JO- 3db'» _ ... ® ^ , .îaRi;».
C^'r-0,07037*; C‘3>r-o,oo5666; M‘”ro,o8i3; M‘~’’r-o,o6568; M‘®to,45o96; MC— 3)-o,o4’ 1 M^3>^_o^o86*; N^*’ro,o4579; N^’rojioi lî; IS'3)-_o,a46o6; «^♦’r-o,c*963; !R^'’r-o,3o4» », 9»^-'>=;c,t5943; 9M‘’’zt,3o8t 1, S«‘-®t-o.io3;
Perturbations de MARS par Faction de SATURNE.
^^ = i,o*949ii ^=o,»44»<43, 1,090095; i|i'"=i,59648i
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0,010376 J — o.ooüiag; =o,oaiH85; C**’=: — 0,007343^
M^>=o,»J8ô65j aR<*> = 0,31467} o,*o»»95.
Il en réeulle
FinégaSlé du rayon vtcteur de Mars =
— 4.4 *t- 4 ®* • co* C» (? — Ç — Œ)
— 17,43 .008(5 — cf) + 4*85 .008 3 (5 — cÎ;4-«,h.c08 3(S —
8,03 . 008 (3 <f — 5 — ts) — 3,9 . 008 (3 (J — 5 — ra')
-f- 3,87 . 008 (4 (i' — 35 — ra) — 0.37 . cos (4 c? — 35 — w )
!+ 78,44.008 (3: — (f) —67,94. 008 3 (a — çf ^ — 6,95 , CO8 3 (a — cî )
f a OS) 6,4 . 008 (3 cf sa
PinégalUi: de la longitude lie Mars —
i",ia .811) (3 cf — $ — w)
-|- 6"49 . 8in ( 5 — <î ) — o",9 . 8Îna ( 5 — J)
-f o",65 .8in ( S — »)
— 9",4 . 8în (3 cf — 5 — w) -h 4".75 . 8in (a J — $ — .T / -t
— 6 ',o5 . 8in 3 (J — 35 — «)»-|- o'',78 . 8În (3 cf s 5 — wQ a4",44 ■ »u» (î> — tî7 — i3 ",6.8în a (a — tî ) — i",i . sia 3 (a — J)
-f 5"49 . 8în (a — w) — 5",38 (a — w')
— a3'',56 . 8În (a a — cf — ®) + . 8În (a a — J —
4" a" ,3 . 8În (3 a — • <î — ®) — 3",58 . 8in ( < a — a J — v')
— *",87 . 8În (a cf — a — ®) H- . 8În (3 cf — a a ~ ®)
JJ
-t-o",ooo5 1 V
H)",oo6ia4
-o",ooo'3zS
ni 6y
-t-o",ooooo5
-o",oooo67
-f-o",a629ig
-|- o",ooo6 1 1
m Jr
+o",OOoi8f:
+-o",oo45a5
-fo",oo9t4i
+-o",ooi448
-j-o",!6ig5>
Variation annuelle de Pinclinaison de Jupiter — o^',o'j3688; Mouvement des noeuds par rapport aux étoiles Jixes — 6", 1432983
,yariution de Pexccntricité = o' .aéBSog *7753;
Mouvement des apsides par rapport aux étoiles zz -1- 6 ', 302667.
$. lit. ' T A B L E IX.
Inégalités séculaires de SATURyp., dues à Puction des Planètes
Mercure
l'énus
Terr\‘
Murs
Jupiter
l roiHiS
t-if.y.f.
Sf'-O
-i4- 47. la.
+-Îg,a8. a.
■Mo'’. 21 '.6''.
a4,6ig4i
i3,i8(Soi
0,081 ao4
o,atoa^ 1
0,01 io38
o,oooi34
o,ooa36)
o,oâooo8
o,ooao5i
f ioa",37a
ÎJ '
sy
Sa
f ioi5",a5
^6^al",“75
■II' ï 0
o",ooooi
■fo",oooi5a
+o",oooo33
-|-o'490ii8
m'ty
— o*,oo5999
m'ira
-|- i*,ii 1546
Variation annuelle de Pinclinaison (PLranus — o ,047061 >
Miouvemait des noeuds relativement aux étoiles fixes — -|- 3", 569180; Variation de Pexcentridté zz — o'',o5i65i = — o,ooooooi5o4i;
Mouvement des apsides relativement aux étoiles — -{- 1*1389898.
$. 334. Développon* maintenant , auivant les formules X — XIII ($. 311.), les inégalités périodiques de Jupiter, qui sont indépendantes des excentricités, et celles qui dépendent de leur première puissance. Nous ne considérerons que celles qui sont dues i l'action de Saturne, toutes les autres étant au dessous d’une seconde; pour cela nous aurons besoin des quan> tités suivantes.
»z::a483a8o6;é^*^=o,6ao64o6;i^-’“o,s576379;i^^’=o,ii7975; o,o5655aa;
A‘î’=o^»7836ji*<'=o,o 1 39Î45j4‘7’ro, 007048 1 j +0,808789; r i ,483i 54j
^=.,,05.6; ?^ro, 7.655; ^’ro453»85;£i^ =o.,747i7i ro,.635o«;
«A''’=— 0,04.075; oA^’>=— O, i4o494; oA‘7’:=— 0,064 334; oA*«>=—o,o3o839;
«A<»'=— 0,0*5 18; «a‘6’:=— 0,007599; oA‘7’=—c), 003843; a*^^=—o,,4o5i;
jaA'** _ .. odaA'”
mW =- 0,35854; N'*> = 0,5653,; N<®^ = , .9 {9,,, nW=, 0.39394, N«+> = _ ,.,8485; nW = _ 0,59,99, »<■> = — ,.9,6,7; «<->=.,76434 «<®’= 46,87836; «<—> = 4,36.48; SW<3>= ,5,o6o34; S«<-3> = — 0434,4 «<+> = — ,.68564; «<3>= — 0,4708,; «<» = — ,,80763, «<•>=, 6,4o544 s<3> = ,4,60579; fl<‘» = — 4,5,7.5; 9l<3’ = — 0,80599; = — O,,5,o3,
On en ■ conclu
Pmigaüié du rayon recteur de Jupiter =
— 58,99-4-644, 9.co*C^— Qi) — ,753,45 . co§ , — î)) — ,87,,.coi3(^ — Qi)
—744>-co«4''S— a)—a4,63.co*5(^— a )-9,».co*6Cb- î»— 3,7-00*7 C^—»)
JnigcJilis périodiques de SATURNE , dues à Paetion de JUMTER. v = O 3,743162; aA^*^ — — 0,257638; O = — -0,117975;
o,o58552; «rA^*’= — 0,027836; oA^*^=: — 0,0139,34; =:2,62i282;
V ft
OA
. dA'«>
o,io3o97;
aî = — 5,23556; «3 -^-^ = — 3,97'’983; û3 ___ — _ j^g,,54S.
ia»
,aaA'“_ 2^5a>»_
B^‘'“o,912246; B^*^:ro, 154822; B^3>— 0,035809; B^*'=p,oiiii; 8^*^=0,003984; B*®' = 0,001 55g; = o,oi6J3i; = — 0,162929; = — 0,033968;
C^*'= — 0,010171; C***= — o,oo36o5; M^~'^= 4,i34'j M^~*^ — i,3oj^3; M‘-*’= — 0,40238; N<— ’= 12, 532.83; N'-»’= — 1,44658; !W'‘» = i,o5go2; 9)l^**= 0,18993; 8)1^“'^= 16,75257; SDl^~®^= — 3,i59'9; SDl^ *^= — o,44'49; gR‘-*’z=— 0,128263; !R^'> = 0,13547; 91'” = 0,30968; fR<—> = 44,87295; 9l' *’ = — 1,89945; = — 0,2621 5; = — 0,07551;
m'a . toooooo = 8g38, 21; r — ÿ= 191,2965; 7=o,o56i68; 7' — 0,048178.
Jnêgalüés ae SATURNE, dues à Faction d’URANUSv=2,85234i3; 0=04971964; A'”=o, 552007; 5'^^=o,2o83i3; i'^*=o,o86834;
i'*’ro,o37909; =o,683o55; ^—r 1,373806; ^—=0,949128; ^—=0,572896;
3b'" , - ddb'" ,, d3b'" - 33b'*>
BU> = — 0,024171; C'” = 0,8745; C'” = — 1,36376; C'3> = — 0, 13495; M'« = 13,63777; N<3> = 24,53g3; a»''>=_ 1,92 iJi; SK'” = 16,79,87; gjj(î) _ 28,477 1; SK'~”= t,i3o6; SR'~®’ = — 1,8829; 91^“’ = — a, 448,;
m'fi . 1000000 = 489,02i3; = to,5j55j 'Y = o,o56i68; V = o,o46(^.
4o4 ASTRONOMIE PHYSIQUE
InigaSU du rayon vecteur de Saturne
389i,i7-(-8i53,84*co«(9l— '5)4->38^iS4'CO(9(9c— '^)-f 320,07.coi3(9c — '^)
>f-99,3.co«4(2^ —^^+35,61 .co»5(a — ■5)+->3,93.co»6(a; — 34a,94.co»C^— w'J
— *075,5. C4>»(a'^ — 2t — ra)+5397 .co*(a'^ — Qt — w') + 1 i58,33.co*(3'^ — a Si — ra) — 6as,g4 .CO* f3'^ — a ÎJt — ra') -|- 202,01 .co» (4^ — 3î> — ro)
+ 1 4g, 1 2.co*( ê — ^) — 3g4, 1 .co*- ( $ — '^ )— 48,o3xo»3 § -t>) > .8axo*4( $
— 374.8.00* f3^ — a'^ — w)+ 56o,o5 . co* (3 § — a — w');
InigalUé de la longitude de Saturne ~
3",i6.*iii(a-^K3i"49.*iDa(a--^)-6^57.*in3(a--b)— i"97-*in4(a-'b) — o",7.*in5(a— >»".5.*inf a — ®y+i",26.*in(a— ®')— 2"to64in(aa— ^-®) •4-3", 88. *10(1 a — — i8i",89.*in(2^— a — W'-|-4'7' i89.*in(’a'^ — a — w') 4-34 '.3i .»in<.(^— aa— ®)— i7",69.»in(35— 2a— ®044"<79.»i»(4^— 3a— w) -.3"44 • «in (4^— 3 a — »') -j- >",39 . *in (S'^ _4a— 01) — o ',7 . *in ■ 5^— 4a— «0 -fgVS.ainCè-r-'^) — i4',4a.*in2(S— ^)— 1 '43jin3, S~ S)+‘''.'4**n(S— ®)
— . r,ai.*iD (è— UJ') — 9".97.*in (a^ — ^ _ ®) -f- a*,75.*in (2 $ — ^ —
— i6",ÿi.*in( 3 $ — a'^— ra;-4-a5",i8.»ii,( a'^— «')— o',76.*in'4ê— 3^— w')
— o',67 .*in (a'^ — S — w;-i- l '.og.Mn — 2 â — a).
Le* grande* inégalité*, — i8i",89.*in(a'5 — a — ®)+4'7 — ®^,
qui dépendent des excentricité* de Saturne et de Jupiter, ont besoin de la correction , due à la variation de ces excentricité* , dont il a été parlé ($. 224.). Ce* deux ternes deviendront, par ce qui précède^
— (i8i",89-o",oo85o6.<)ain(a'^ — a — w;+(4>7' |89+o",oi io8./)sin(2'^ — a — ®').
$. aaS. Les inégalité* périodique* qu’Uranu* éprouve par Taction de Jupiter et de Saturne, les seules qui soient sensibles, seront calculée* avec le* quantités suivantes.
InégaUUe d’UR/INUS , dues à Faction de JJJPJTËR.
»:;o,i4« >8} 0=3,68827; 3,32437; oA^’*^—o,o569i JO* =s,ii845;
-a^AO» .3A<" ,,, _(,)
<r — =i4,i777;«’* -jy =0,i7445;o3 _ 1,7921; B^’' = 0,27*1;
8^>=o,ooi3i; C<’ >=0,27061; >=o,i 36665; 9R^-*>=o, 40289 ;«^>=o,i 356i;
mda . 1000000 = «7977,*; = 193,297; > = 0,04667; V = 0,048178.
L I V R E V, C H â P. VIL InigaUU* (fUJUIfUS, duM à Paetion de SATURNE. , y rr 0,350589a; « 9,01 **774; o A^'* = 3,493«3; — — o,ao83t;
^ jiA<OA
Cr tt V S
O- =o,68oaa;o’ =0,37i68;a* =o,aoo59;o3 -g%- =— 4,335o9;
,3 =—3,04393; o3 =— 9,oa5a8j B^‘’= o,6ao5: 8, B'»>=o,07i t3a;
gU) — 0,015578; B^^' “ o,oo44^*< = 0,348094; = — 0,068757;
C^3) — — o.oi4o4*i = 6.o33i9; N^~'^ = i9.»4837; SW^'* = 0^^909; »l«-” = i5,3543; a»^-’> = - o,86ü4; «‘=> = 0,95457;
m'a . loooooo = 5498,09; — 58,3645; > = 0,04667; V = o,o56i68.
Inégalité du rayon vecteur fPUramts =
8594,6 -(-4^> >001 (!% — -f- «3, 6a. cos a (% — §)
-f3368,a8xos(^- J)+3«6,it.cosa(^-ô)-{-84,55.cof3(^-§>M4,3a.cos4('i-$) — 1 598,39 .cos » $ — + 5868,57 . cos (a § — ^ — «');
InigaSli de la longftude (PUranus =
5a",3i.sin(^ — §)-i",a3.»in(0t-«)— 3'',63.sin(a 5-î>— n)+i",26.siii(9Îîi— 4-9o",3a .sin ("5 — ê) — 4".oi .si09 — §) — o'',8a .sin 3 — $)
— i",33.sin (■^ — n) -f o'',83.siD (a'^ — ^ — «b) — (a ^ ^ — ®)
-+-i4 1 7-sin (a $ — '5— «')-|-9",34.siB (3 J — a^— wj— i",56.sin (3 §— a^— «s'). En a)oulsnt au terme i4a",i7 . sin (a § • — — «O ^ oorrection, due i la variation de l’excentricilé de Saturne, il deviendra
o" ,006649 . 0 »in
$. 397. Pour calculer les inégalités des trois grandes planètes, qui dépendent de la seconde et de la troisième puissance des excentricités et des inclinaisons, il faut connaître les variations des fonctions de leurs élémene, que nous avons désignées par f,g, etc. f, g, etc. Ces variations seront cales* lées par la méthode exposée dans le $. 19a. Si l’on multiplie par 300 tes variations anuuelles, données plus haut ($. aïo, aia. ^i4> s>9- s»< saa. 3a3.),
ASfttOlïOMlE'PHYSÏlIJüK
>u(e avec lei élémen*, renfetBiéa dani (a Table I, on tronvera, I, tel élémens fuivanl.
EUmens fies Planileà à Pfpoque de Pan 1000.
Pîocud
Si l’on aubsliluc les valeura prudente* pour J, J', », w , dan*
les formule* XIV kVII (S- alo.), on Iroovera le* varialion» annuelle* de* dldmen* de Jùpîler, de Saturne, et d’üranu*. qui ariront lieu l’an looo, ainai «u’on le venu dan. le* Table. .ttivanWs.
Mgalllés séculmres de JimTE R. ducs à Paction des Planètes
Lrunus
àaturne
Mercii're
,ooo.'56.’i
-o",o7oo5 +6' ,3iooa- U-(i' .a.lf
Excentriâté '
périhélie = VS
OjioSSiaoi
J iiclùuii'son = 1
Inégalités séculaires Je SATURNE, dues à Faction des piemitos ^
T A B L E XIV
Inégalités séculaires d'VRANUS , du-s à Faction des Planètes
Si on ajoute ensemble les quantités précédi-ntesî on aura pour ‘l'an aooo, iet variations annuelles des élémens de Jupiter ^
o^^o69274j (* (57) =-4-o*',a6i 5^oj ^îra)— -1-6",37o684;
de Saturne
(5<)=-|-o", 091781; (5J)=-— 9",oai3i7> (57)=— o", 645869; (5n)=-|-i6",aoao47; à'Uranus
(5j)= — o",o46654;(5J)=-j- a'',6i8i97; (5r))= — o'',o5ii78;(5a>)=-}-a*',38oo44* En ôtant ces valeurs de celles qu’on a trouvées pour l’an 1800 ($. aai. aaa. aa3.), et divisant le résidu par aoo ($. 188.) on trouvera
pour Jupiter, ^^ = -|- o",ooo«aao7; = + o'^DOoSgiSS;
+ o",ooo34oo85j
■ooc Mercure Uénus
la Terre
■- Mars
Jupiter 5
Il Uganus
n" 5 f -|-o' ,ooooo3 -t-o",ooooig
•n'S3 -|-o",ooooo4 000045
-o",oooaa8
-o",a694di;
•niy — o'',oooooo4^'i0ooooo
-^".oooooc
-o'.',ooooo6
+o"^oo97og
|7i ffcD|-J-o",ooooaî -4-o",ooo5 1 7|-|-o'',ooi oo3
?ooo
Mercure'
Ténus
*Za Terre
‘ Mars '
Jupiter ’ ' Saâume '
5 fj-|-o",oooooq '«'53H-o",ooooi7 '«'5t[— o",oooooo »'5ai-4-o''>oooooa
-|-o^,pooi 5-- — 0",00000' 4* <>",000045
o",ooop8i
4ï<^(, 000000 4-o",oooo33 4-o",oooooo ■t-o",oooo34
-jo", 009148 -tv'',p3j3p€ +0", 488146 +a",ia99;i)' -o*,0o6o8i -0", 04^095 + l",aj 19 1 .5 + 1 ", 1 ^»y>o
ASTRONOMTEPTîYSIQÜE
pour Saturne, — — o",cooo3io5j = — o",oooo8595;
= — o",ooooso3 = — 0,00000000009841 =: 4- o",ooo3o8a6;
pour Uranus, -jji — + o",oooooao35; — — — o ',ooo’>44585;
~ -}■ o^'’iOooooa365 — -J- o",ooooooooooi 147; — — o", 00004917.
MainIraaDi on calculera, k l’aide dea fonnulea (a) ($.<i88.), =
etc. les valeurs desëlëmens qui répondent anxépoqoea deaSoo et de 1800, atvoir (0 = *4-5oo.èi-f ‘*5ooo. [<]“» 4*
»,9J, etc. étant lea valeurs trouvées précédemment ($.3ai.iia.a33.). Onanradonc pour Jupiter, (♦) ou (n) = i«i8'i7'',gj [n] = i“i7'5o"4j fj) == 3V«7'59",6; [J] = 3*io»ia'53",>}
(>) =0,04*81119; [7] = o,o4943a43; (ra) = o*ia'*i'48'',8i [w] = o*ia'’56'a7",7j pour Saturne
(>l) = a’>3o'i3'',5; M = a* 3i' 1"; (J) = 3‘ao»4o'34",a; [J] = 3» ig^aS'o"; (7) = o,o5484a6aj [7] = o,o5349a34; (lo) =.3* i»a4'7*,7; [raj = 3*3»4o'33' ,4r pour Uranus
(7) = 0,04654653; [7J = o,o464a563; (ce) = 5»i7»4i'3o",8; [a] = 5»i8'>i'7''.3.
$. as8. Lea valeurs de i| (Taé. ].), (1)', [ri], etc. donneront les quantités f,g,h,k, f,q, etc. ($. 19a. 101. ao3.) pour les mêmes époques de 1800, a3oo, et aSoo. On trouvera
pour lea perturbations de Jupiter par l’action do Saturne, f = 0,0008801571; (/) = 0,00097 1 364g; L/j — ®iOO'o6677I7;
, f =o,ooi66i55i5; (ÿ)= 0,0016037 11 4; fÿ] = o,ooi533Ha67;
^ zz. — o,ooo4835iio; (j^) = — 0,0006118457; fg'J = — 0,0007661840;
A = o,oooog36i4o; th) = — o,oooi47>5®4> [^J o,ooo366i568;
A' = — o,oo3i5348gi; (A') = — o,oo3oo4im; [A'J = — 0,0018379065; k = — 0,0004569116; fé) = — 0,0004350891; [éj =— 0,0004064599; é' = — 0,00014^47; (*^) = — 0,0001016719; [A'J = — o,oooi553gi 1;
LIVRE V, C H A P. VIL f z: o,ooo{G:6..^fii; I f} — o,ooo(j6h5ü5»5j [f ] ~ o,oooo7''7'‘6‘'6; f' 0,000*19 ij2<)4''î (f)=: 0,00009 ’97fiio; (f J 0,000094 o6tii;
9' “ — 0,0000 :Î764<Î9o; 'g') n — 0,0000^6 7'()i; ffl', — — o,oooo(>4 fl — o,oooov493G '8; f)l — — 0,0000.3758754; [ l>] — — o,ooi>i)49'i5f)77;
f) ~ — o,uoüi499 7Ô9; — — o,ooui4'9 7o<‘- i.li , — — 0,0001 Jv 66810;
t — 0,00017702854; (f) = — 0,000164 i6,5'>; {f j nr — o,ocüi5oj38i7;
f — — 0,000007 8!'66ü; “ 0,000013066 58; j t j rr o,oooo' 9 79f'g;
l — 0,00002' 96708; (l) — 0,00001283 76; [Ijr: — o, 00002 .J 9*3;
1 “ — o,ooooO'691io; f) — — 0,0000052.4898; [('J — — o,ooüco7'''o432î m := — o,ooooo*‘6 4' 4; iin) = — o,ooooio5 785; jinJ" — 0,00001 ?"39’7; ni “0,00002553911; (m ) ~ o,oooo;4i''<6 7; [m'J — 0,00002257-64.
Ün fin conclura, au moyen des formules (O) '§. 19*.),
5/_'77a‘®5 à/' 8u',i7.5 5g ii>6ri3S6 5e' uRur.ïSft 5fr 5I.3.3..6Ô
71 lo*'»"’ ol t io‘“ "’D'f Tf* IIT'”’ s t ~~ iu‘* *
56' 2819:94. ik 368B19 Sk' u j i^itj «f 134-ig 5f’ 18 ml
àT m*> ’ 71 ~~ iü«-> > TT — ’ dt ”m>» ’ 7f ” 10''*
5g 58gi4 5g' i-:8i'i 5fi iBjS.jS 56' 1981:8 5f _ 552927
71 îû” >77 71 î«7'5> * d7 "ïô”* 71 ~îü*' ’
5t' 4-^47*i ^ 40? _ 5ii5o 5ni 39Ô96 5 in' 26885
d f ~ lu'» * Jt Îô‘5** 7~t ïü*5 ’ 77 iü*^’ df ÏÔ55 »
55f 15936 5df' 2tilï3.|- Ô5g 3.Î30U 55g' 8a4i 4"®8i
ài’ lu” ’ oit’ lu** ’ df’ lu” ’ 51’ lo*”* d f’ ““ lo** ’
55^1' 4ai57 55f Gg853 55f'^^ 109627 551 11570
5/’’ ”m“ ’ df5 lu** > "if’ ïô”~’ TT* — "Tô”’*
d5t’ 58 55 in 7288 55ni' 5588
. Tf’ m“» Tf’ vl'> ~7i^' — '!7*'V*
Il est aisé de voir, que les nombres précéiiens donnent en même tems les quanlilés, relatives au\ pertuibaiions de Saturne par l'action de Jupiter, si l’on change / en h, f en f, 9 en (en m, et réciproquement. Les dillé-
rentielles premières etc. doivent être divisées par le moyen mouvement annuel de la planète troublée, n, et les diiréientiellcs secondes par «’ (§. igj ); et l’on a (5. io3. et 7ab. I.),
4>o ASTRONOMIE PHYSIQUE
pour JupUrr, n ~ /i" “ o,^8ü5^î;
pour Saturne, nz=. 4^yc)6",8 ~ o,ai33o25; n* 0,o4
pour l'raiiiis, n— 1 5424''i^ — **i‘’747®' = OiOoSHpiS.
On Irouvera par le même proc^d^, pour les perturbations de .Sa/ur»e par f Vonus, _/■ “o,oooo9"6j4oj if) — — o,oooi4'7 i5o4; fyj =: — o,ooo366 56S;
J — — o,oo3 1 534**9i; (/^,t — — o,oo3oo4iinj fy^J — 0,003837906.’»: g ~ — 0,0035490836; (^)~ — 0,0035066293; f^] = — 0,0034573701; g— — 0,00061 1 ^4' is'j — — OjOoo4''’29717; [g'] = — 0,000358726!;
A rz — 0,0009 loo334; i^) — — 0,00090 246f4; [AJ = — 0,0008753702;
A= — 0,0011135798; (A) = — 0,0010879030; [AJ = — o,ooio547'’90;
i' — — o,ooo3463.'63; H")~ — o,ooo4>8336i; [A’j = — 0,0004875971;
S/__ iu.lJi SJ' aBiflS s g 'flio S g' 36117
dr
iu“ * dt lo"’* St 10"’
St
„ii»
4» Sk 4664 Sk' 14683
îZ"* Tt 10” * 77 "l'u"' •
On aura les quantités relatives aux perturbations d'Uranus par Saturne, si l’on change f en h, et A en /I
$• 239. Relativement à la première équation de Jupiter du second degré (XVIII. XIX. S- ig^.)» on a
Au moyen de ces valeurs, et de celles de oA^^\ “*”77*
etc. qui ont été données dans le $. 394» on trouvera ($. 193.),
i. + sfi.SiS
nSt
5 jt
St l’on substitue les valeurs précédentes de f, g, h, k, — -, etc. ("§. 028.),
Tl<r t
et qu’on nmlliplie E par »/a . 1000000 rr «47'*7'74i P P®*"
(§. a24-)« O** trouvera
E — .6î»8,8:tj E'=z 10-8,35; F = i33",62; Ç' = 84" ,454. On a donc f§. 193.) m*au^ ~ — i628,83.sin4> — io38,35 .coscp, m'L"= t33",6a .cos4> — 84"i4^4-®‘“4^* <I) étant 5"^ — 3 Si f§. igS.). »
La correction de ces équations, due aux variations des éléntens (§■ 208.), se trouvera, en mettant y-f- / à la place de y, etc. Les valeurs précédentes
de etc. {$. 228.) donneront
E rr 1628,83 -|- t . 0,1783; E'= io38,35 — i . o,3688; d’où il viendra
m' ait' zzi — ( 1628,83 -j- / . 0,1 783) sin ^ — (io38,35 — l . o,3638) cos En faisant donc, suivant la méthode du §. 208.
tn'ai/'zz — (P-|-^/) cos {p — = — (P -|-^0 cos (/>— (^) -4- P^/sin {p — Ç), •U aura, en comparant ces deux valeurs de m' au*',
P sin p zr i6i8.83; P cos p = io38,35;
P g sin p — ^ cQs p = 0,3688; P cos p -f- ^ sin p = 0,1 783.
Les deux dernières donnent
i = 0,1783 . sin p — 0,3688 . cos p, %
o,Sa88.>in p + o,i783.co5
et l’on conclura des deux premières,
1628,83 „ i6a8,83 , ^ y TA O cr
= donc p = 07»29,P= 1931, 64.
En substituant ces valeurs de p et P, on aura
' ^ = — 0,0479; Ç = o,ooo2ic6 = 43^‘'>44; d’où il vient XVIII. mW' = — (1931,64 — /. 0,0479) cos (3Qt — -}■ 57®a9' “4- ^•4^^^44)• Par le même procédé on trouvera
F = i33'',6a -j- o", 014268 .t, F' = 84^,454 — o", 029551 . t, donc en faisant
m'V* = (P -}- ^0 sin Cp — ^ on nn*”* p = 57®42'i9"f P =: i58",072; ^ = — 0^,0037274; Ç rz o,oooio6a5 zz 4»^^54;
4i3 astronomie physique
XIX. ni'U ' — ( 1 58",t>7 — t.o",oo.i']'i-]) sin (lîÿ — + ^7*4'*''
Pour la seconde inégalité de Jupi(er, qui a l'argumenl ^
($. iijli). on a besoin, outre les quantités données précédemment [§. 3a4>)i des suivantes:
a-'ô"’ JS i'S»
-yp- = ' ».87^8o4i ~ ' a.83ao5j r= i54'.4S5i
gC»> _ i^o8ai3ij = id,4‘Co'G;
a‘a ît'*^ ~ o,6iyi6jj u^a' ~y~ ' — a, 173563.
Au moyen de ces valeurs on a conclu
IX “ — .3,5o4 1 a; X rr: — i ,30071; .XI ~ i.i)38o,}; XII o, J? {6ï;
F zz — ao, 1438.5 . «4 >4^''!) •(! — > ’/-î ’"7 • ~ •.:.488i<) .
d'où il vient, si l'on substitue les valeurs prccédentes de etc.
X.XIi. iii'au” Si, 4a . cos i — a6^'t
XXIII. o/U" =z ia'-,3a5 .sin (1^— "f §. a3o. La preniière inégalité de Saturne, du second ordre, l’.êjirnd de l'acti-m de Jupiter et de rargunicnt — 4 b ^ ^ (S- •y''-)' l'o;ir cela,
on a dcjit trouvé (§. aaS.) les tjuantilés <7.5.^*^ bA^.*', ^
J J\'‘* , JJA”- „ jdA'*> .
a' — r O* — rr-r^i — r-r-J d inn a, relativement aux perlur-
a « ia^ J n* J '
batiüus de Jupiter par Saturne.
= .a,83ao5, t/~ =z .543483; = i7.o58.53;
aa* ■ fi a* da*
es. ^
a"a' 81^.*^:= 0,38ja953; a^a' — 1,7186875;
d'où l'on conclura pour les perturbations de Saturne par Jupiter,
jiS A'** A***
• o’ «'51'^’ = 0,7. 65325} ala’ = —5.271377.
Au mojen de tes valeurs on trouvera (§. 19J.)
- 7o5i5",8. (t4- / 7758".fi 4- ' I7)
+ 25410266". — 3io56i38". ^ 4 939.372I". + 1033709".
d’où l’on tirera (X.\. XXI. Ç. igS.)
m'm/'nf i'î'’.8o,4 Î4'- '•‘’777i*'"(4b — 2 2)4(7^9*i38 — /.a,683i) os(4^ — *2 ), n/ü ’~^34 }'’,865-/ o'^, 12 1 •83j).in(4^“2 2)-v^6ü'’,o67-r/.o',o58o974)-ost^4î>“-^ /> et suivant la luclliodc du §. 308,
X.X. m'oii" = (.4438 — i . o,3i ',2) cos (2a — 4'b + 58’i6'25" + / . 4/',2027), XXI. ni'L''—— (657'. 7 1 — i. o",oi4i8)sin (i^ — 4^ +58®2 2'37 4*", 0202,1.
La seconde inégalité de Saturne a rargiiment w'=: 3î)-a (S- >97)- On a, outre les quaiililés piérédentes ($. 2i5.), par rapport au.x perturbations de Jupiter,
7* ~ — 2,o82i3i; — — i:; i3,4ï6»’^i donc
à Cf* X
-y zz — i,i38806} a'u' Sl^'^ — o,6i9i653} a^a — y “ 2,175563}
d'où l'on a conclu pour les perturbations de Saturne,
‘ — 27,20263} aV ~ l,t35422j aV ^ y ~ 7,3958111.
Ce» valeurs donneront (_XXIV- XXV. J. 197.)
44 astronomie physique
XIH= — ÿfiSSini} XIV =— XV =—6,^74 XVI — o,9->o586j F = — a4,oo34'’4 . A 4- 1 '7.767 66 — a5,4‘79’^4 •/" — 3,w66j-] .k.
Si l'on substitue le» valeurs Je f, g, h, k, etc. (§. ss8.), et qu'o^n multiplie les premières quantités par m'a. 1000000, et les dernières (S- saî.),
il viendra
mW'=-H75,6»64.sinJ4-.?i,5.339.'-osu',mX''=:— 56\i3a6.cosu'— 6",84o9.sinM', et d'après la méthode précédente ao8.),
XXV. m ü" = — 56'',55 . sin (3 - a
§. a3i. Pour calculer l'inégalité d'Uranu.s, qui dépend de l’action de
Saturne et do l’argument u = 3 5 (S- 198.), on a besoin des quantités
, t=> .(Il -^A“*
aA<->, aA^*>, aA<^>, a* — , a'--. « “'-Taï-*
qui ont été données plus haut (§. 2 6.), et de
o^a — -, Or on a relativement aux perturbations do Saturne è a
par Uranus,
-y— =9,578267; -y^ = 9 4» '45; _ ji,904'4j
= i,53o45a; yy = 9.75656;
d’où l’on a conclu
Au moyen do ces valeurs on trouvera (§. 198.'),
+ i5o,325. - 63i,oi i4. ff, + >78.0347- 4 25.178. ±‘-;
En substituant les valeurs def,g, etc. etc. ($. 228.), et multipliant E,E', par ra'a. 1000000 = 5428,09, et F, F', par ry^ = 58",3645 (S- *26.), on aura
E =— 1345, o58j E' = — i75,oi5j ¥ F' = — i",9i47;
d'où il viendra 198.)
m'au"zz » '4'>.o58.sioiu'4-i75,ot5.co4u',/«'ü"=rn7 ',7:a3 .coia.'— »",9i47 .»inu', . ei luivanl la mëiliode exposée dans le $. ao8,
XXVII. = _ i,7".73.sin I3J — ;^_
On a vu (§. ao6.), que la partie principale de ü" est m ü' = 3no/3//(a R).
Il en rësulle, par la réaction d’Uranus, une inégalité de Saturne, m(IJ"7 = 3nV/d//(d'R). Or l’argumenl de cette inégalité étant ^ — 3$ = ^'— 3^, on aura (aR)z=— (3R), d’où il viendra une inégalité analogue de Saturne,
m(ü")=— m'U''=-o,7443ï.m'ü'=+3iV5.sin(3 8j)*8a7').
S- a3a. Les lorinules du §. sca et ao3, qui donnent la grande inégalité de Jupiter, due ù l’action de Saturne, et dépendante des troisièmes puisaancea des excentricités et inclinaisons, renlermenl, outre les quantités, données précédemment (Ç. a'>4- 229. aSo.), encore les suivantes:
Ta- - «7-3o*7; -7 „-r = 89.86'5; -7^ = *°>.33o9; ~ >i3,5a38,
Sée'*’ _ Sie'*‘
“TTr = 86, 902i5; = 75,081 i5j d’où il vient
= — 4.ao99î3 J flî =- 4,3333 14; «ï — _ 4,8888o3j
Ainsi les formules ($. 302. 2(3.) donneront
oC'=:— 42,14769:00*’'=— 45i,ii278;aC'"=- 1144 45-aS;oC"=— 84i.7i5c6; aC'=39,o3579;oC‘'::ioi,46487;nc’'=— i3gSo,6}oc”'=_69859;oc'*‘=— ii5566.6j 6J(>7i,2j«c*=3994 4iac*=76Ho,5;a7''=_io378( g;o>*’'=— 518701 ij a>* " = — 8582226; a>* ' = — 4687 1 72; «7' = 2ç,6 *3 1 ; a 7^ = 570D 36;
I)’' =— 2o5o4.75; D"' =— 1028)9 7; D'" =— 171.688,53, • D*' =— g33o8,64j D' = 5866,c9; D*= 11229,08; J* = — 3074319; </”' = — 15453970; rf"' = —2906361); </” = — i3g68i3g; c/‘ = 876323; rf’= .68gj38;
2000 loou ' •'* louo
A s T R 0 N O M 1 E' P TI y s I Q U E
Al
— ^ — 15596^9; —Q^iia; n: 189*^22:
lovü lOOU ^ ^ XÜOO '
et l'on aiîfa les équations XXVlll, XXIX,
S— — ac"
^ Tit^f nafj
' nat ndt ndt ni f ' n’of’ n^àt^l
à 0 1 . 3 à I _ddin
ii’af’ n’rff» ^ n’dM
i— aC'f -l-aC'V— «C"’Ij'f aC f -|-a C 1— aC=m' — ac'' J ndt-°^ 7-V+"" ndf+“^ 77?-"‘ rrf+“^
_D" ('f H -^'+ )-D' A +f - + 'A** -' Î+Dof m’+t. ~ + - . ,
\ 3t 2 at^J \ .f Î a/V \ Jf s df* '
^ , d' df . d/f . d>'’ ’3i dJi\ , d'” , d.f) , d'* , d.f
Wd, H d7')+~a‘'U+ dT>,J~ ~\7/ ■‘■'•dTv')
Id* ,dl , ddt, , /dm aim, i'adf' «''’^Jg' I
“ 7 V7; +'• d,\i~^T i:r ^ '■ ~d-x-} - T- Tl- 1? df-î I
dj {' JJ l'
d 1^ ' n* dï-
S- J J in' n» "ôf"
Jt M àJ()
+-V î(^f +'■ m - V vil' +'-tï) + V & +'■ ï,*: i
d“ idr J»f \ d', rJl' Jdr\ d- (dm' , . Jdro' t
JV d a f ^ dji _ é" ^df _ *'/3l i» ddmj
A”n*'d,’ n-'Jt- ii’”d,‘*' n^'dl» 7‘d f» n»' d
Faisons pour abidger,
h" =Esins(/4-Fco3<J,, r" = (G UGV f T.' dos^— (,H 4 11V-|-H'?) sin>J/.
Si l’on subslilue les valem-s île f, 9, etc. , etc. et « = 0,5796907
(§. 22b.), on trouvera
E = 0,1 6'i967fi; F = — o,i5o3Sp4; G = o,S6:>74: G' = — o.oofiîo'»;
G"= 0,000000161)9; U = — 30,25078; H'=;o,tno;Vj7i: H = o.ooooootfigüfi. Si l’on mii'-liplic K, F, par «10 . 1000000 = i4; • .7 • 74i et G,G',G'^ H, H, H", par — — = 58",:iC4j (§• »»y). on eura
«I au'" ~ 97,0857 , sin ij/ — 271,3 J08 . cos ij/, n/L’"' = ^118 1",9 169 — I . o ',o3 1 î8o5 1 — <* . o' ,oooo5c7 5 1 4 '■) lin \Ji -4- (5o",.l:>84 — / . o',J678i3i7 -(-r’ . o*',ooooi573258) cos i)/. Supposons, suivant la méihode du 208.
ni'L’"'=:(K — A/ -J- sii! +4'
, çl faisons pour abroger,
1 i8/',97_7::D; 5o",358rE;o^,oJi48~(/; o",3678i:Tc; o'', 0000007 5 “5';o",oooo i 375zf, de sovlp que m'U’" = (D — rf./ — 0 ./’> sin vi/ -j- (e- — e ./ -j- s./') coi i(<.
La comparaison de ces deux valeurs de m' U"' donnera
, K -, la lang L = — , K =
** D cos L
^ = e sin L -i- </ cos L", / =
ecos L — d sin L
. T I ^ « CIM L+ i sin L — * t
a = ( Sin L — 0 COS L -j — X = ; parlant
t = a' 26' 22", K=ii83', i = o",o47i076; / = 63",8392;
» = o",ooooo66254î X = o", 0005786" 5j d’où il vient
fii83"' — /.o", 047 "81. c5^ — 2 2t 4- 2’’ 26* 22" J XXIX ^ >•
V l' . o'^,ooooo663 3 V — 1 , 63", 839 -|“ <’ • o ',000579 a
On trouvera par le même procédé,
XXVllI. m' ou'" =—24 1,69. cos (5^ - 2 3; + 23» 4i'4').
$. 233. Les formules du §. 206. (XXXIII. XXXIV'.) donnent, pour
la grande inégalité de Saturne, en faisant ~ = 1,833795 = a,
u"' = a O ^\V sin 4< -|- \V' cos ij/), U" =: a 0 {7. cos — Z' sin ij/).
On trouvera, au moyen des quanltlés précédentes ($. 23a.),
«Wr: — 38i,6i63; aE'''= — i878,oi<>9; aE"'= — 34oo,4832; aE”=— 20i5,i9''5; a E‘ = 96,8.572; aE* = 2ü5,88oi; ae” — — 25779,1; ae" = — >2^709, îj ae'“ = — 2i3o43,6; ae” =: — 116256; ae‘ = 7368,1; «t»=: i4ib2,5;
ASTRONOMIE PHYSIQUE
ot’~ — .J9>6f)38; 01"'= — p'Ü^RiS?; al'" iE77.n367j
ai'*rr — 8631919; O t“ ” i()53o83 j
«F'=: — i3i46,n; — 7'9'’4 4^! — '-fii’O-î! «F‘‘rr — 69068.9;
aF'“43o5,73; O F’ 83 1 1 ,i>9; a/^rz — 2081869; a/"'~ — 11418781;
«y'"" — 18941606; ay*' ~ — io36i668; a/* rz: 6 4'9'ï; o/'®— 12S7483;
— ibjJijt — i2t8;i3q; ~ — 2117722;
luuu loou ' ■" louo " '
O $ louu
lu y ■ ■ ' xooo ' ‘ luuu
Si l’on tubititue maintenant le* valeurs de f, f, etc. , etc. etc. et
n = 0,5096907 (J. 228.), et qu'on fasse pour abréger,
U'" = (G + G' / + G" /*, sin 4. — ( H -I- H' / + U" i') co* 4-, on aura u"' — — o,o66o38o . sin 4* 4" o,38853i2 . co* 4',
G = — i4i84'7» G' = 0,000376667; G'*= o,oooooo64' 182;
H = o, 671-67; H' = — 0,0039017; il" = 0,000000200238;
et en multipliant u"' par ma'. 1000000 :=:8g38,2i; et G, H, etc. par = i93'',*965 (S. 225.}, on trouvera
mal/' — 3472,773 . co* 4* — 590,261 . *in 4'i mti'" = — (2868",849 — t . o",0728o84 — . o'',oooi j39383} *in 4"
— (129'', 638 — t . O*, 754185 ^ • o'',ooooiit-jo53j cos 4»,
et en réduisant le* deux termes en un seul, par la méthode du $. ao8, XXXIII. mJu-' — 35aa,58 . co* (5 ^ — 2 a 4- 9’ 38 47"),
LIVRE V, CHAP. VIL XXXIÎ. U" = îyy'cogfn'— o!)}sin^ü— ra)c-s(3i
le» lettre» «ans trait »e rapportant à Jupiter, celle* marquées d'un trait à Saturne, et <p étant — S'^. = — J"^. Maintenant il faut observer qu’en vertu des formules (Q ($. on a
è’ cos ( ï n — m) ~ i sin ra co* us, i" sin (a II — ®) ~ é co» ta — A' sin ta,
S' co» (a n — ta ) ~ i sin ta'-)- costa', î' sin (■» fl — ta') “ k cos ta' — It' sin
Le» valeurs précédente» de oA^ \ oA^^\ oA^'**, a*a'îl^+\
et de leurs ditTérentielles ($. 3'>4’ ^'9' donnent (tj. igd. igl>.)
I = — 3,8a6i88} II =: — i*,7’îg5o4; III = — lo, 56685g; IV = o.3645oo;
v=:Tt
à a “^8“ ia>''^8
etc. doDO
Vu: — ^ .17,15764; VI =: — y . îo,g563o4i VII = — - . 6,333407; VIII =: - . o,6g6455;
fl a
SK^“'’=: 16,75237; — 44-^7 (§• aaS.).
Cela posé, on aura, en substituant les valeurs de y, 7', ta, ta', i, k', ($. 20g. 228.) XXX ~ o,iogti65r . sin 0,1 14'^707 . co»
XXXI ~ — o,j888648 . sin -)- 0,1 137378 . co»
XXXII = 0,0276ig3. sin (Q: — ^) f 0,1 1878 , co» (a —
Si on multiplie XXX par =58^3645; et XXXI, XXXII, par = ■ 93",2g65; il viendra
XXX = 6", 1655 J . sin <p -)- 6'',66g35 . co» (J),
XXXI “ — J6",5o6g . sin <J|' -f- 2i".g>^g . co» (J)',
XXXII = 5",3J«7 . sin (a — 22".95y8 . co» (a — ■&),
et en réduisant le* deux termes de chaque inégalité en un seul,
XXX. i7i'ît»=:9",2î.»in(ia — 5'^-)- 46® 20' 7' j, y XXXI. mJu'=:— 4'",6i .»in(sa — 3^ — 3i®3 4*"\
XXXIL m«v'=a3',57.»iii(a — 'b4-76’S4 36").
$. 235. Bassemblon* maintenant les diverses inégalités périodiques de toutes les planètes, développées ci-dessus an. ai 3. 218. 320. 224. aaS.
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3i6. 279. 23o. a3i. a3a. 333. s34), réduisons les tern l’s, dont U's ai^orrriis ont la mi-rne partie |,éiiori>(jue, en un seul pur la n'.é'.lioile du §. 3uK, r| sub> stiluoiis pour les péiilié irs ta leurs valeurs (lonnéts dans la Tu!’. 1 I§. 209 ). On aura, en faisant la distance nuyenne de la terie au soleil ~ loouooo, l'inégalité du rayon icefeur rie Mercure —
— o,r4 -I- 0.43 • et'-' ( ï — î ) — 1 ,6 s . cos 2 ( g — $ )
— 1,4 . ros(74» 3i'47" -|-î Ç— >»$ -— "•9'» • tusr74" 2» 47''+ 5 —*2);
l’inégalité de la hirgltude de Mercure —
— o".6y.sin(Ç— ? ) -f i'',52 .sin Ç — ? )-f 4",2 .sin (74“ 2 1'47 '+ g — »S)
,76$in 74“2 2 + -> Ç— 3 $ )-(-3'',26.sii (74*2a'+S — aCi)-o',57.8in^!i.-i
l’inégalité du rayon recteur de f 'énus ~
— o,6-|-^,56.cos( S - S )+i5,33.cos2( $ - ÿ )— i3,oa.cos3( Ç - ÿ)-a,î5.cos4, Ç - S) 4,119 . cos ( S — a) — 3, 19. cos n (Ç — Ot)
-t- 1 ,53 . cos (99° 3o' -f- s $ — 3 ÿ ) -f- 2,52 , cos (87“ r|G' 34’' -J- 4 ? — 5 ÿ Jf l'inégalité de la longitude de f^inus ~
— 5'',63.sin( $ — S )— io'',6i.sin2( $ - ÿ ,-)-6' ,74 sin3' Ç - J )-f o",c,8,sin4C 5 - $ )
— 2",9i .sin($ — Q;)-)-ü",88.sin2( £ — 2:) — 3",25 •sin(>-7‘'7'27" ^-2 S — 3 J ) — o' ,87jin'99®Jo'+J Ç -4 0 )-2",o4 siD(r)9‘’3o'+4 î - 6 J )— j",5î,sin[2— >
l’inégalilé du rayon recteur de la Terre ^
0,4 I+3i,54.c08,C-O.' — 6,26.cos( $ - J )+ 17. 87.0052(5: - -.5 jd-a,83.cos3( .î - J ) -t-o,98.cos4($ — i -fo,39.ccs(S--o )-f5,7o.cos3( ÿ — o )— o,/j6.tos. (J ~ î) -f- i»,94- cos( S — 2 i — 9,n>.cos2( J <— 2} — 3,17.005199° 3o' -j- 2 5 — .i
— 3,89 . cos (,87* 35' 5 1" -}- 3 .5 — 4 $) + ii'a7 • vos (27° 35' 36”' 4<j — J S)
4- 3,26 . CCS (27° 35' i4" 4 ï2 — S )j l’inégalité de la longitude de la Terre ^
6",66jin(C — S — S )— 6',2 74inî( $ — ÿ )— o",78.5!i-3( S — S)
— o'',a4.siu4 $ — a'’,46.sin2(5— cî)-7'',o6.sin( J— n +2' ,67.811. { J-îi >
4- 2'',8i,sin (87° 12' i3''4- 2 Î — 35)-)- i",75 . sin (87° 39' » 4" 4 S ~ 4 $ J
4 • sin <44* 02 2»'’ 4 2 c? — $ ) + c"i47 • »in (»7* 35' 36" 4 (4 — * 5 )
4 o' tf>7 • »iii (27° 35 36 ' -7- 4 J — 3 S ) — 3", 55 . sin ( a — 4° ‘3' 1 4'';
4 i".59 .ain (58° o' \S" 4 2 2 — ■ 5 ) "1” o",54- sin (i v° 8' 35' 4 * 5 — ^
l'inégalité du rayon itcieur de AJan
— 4 4->7 4^ $-<! -{ 4 J -f 1,1 tu:o43( 5 -J )-t-7?,4 '»■ os(<î-2; )
— 67 çji.cosr J — O) figl-.o 3 J— a)4-4.4'-<‘o»'<?— ti) -f-4*" 'O* ■•7'’3j j6'4-‘’cf-S )f J,û8.cp5( <7®3r>* 6 Vj ) — ■7'’JÎi'..G’'4- * 7
-f i j.i 4 . i os ^4“^ 'h - S — S ) — ïo.og . cos (Ja“ 58f lo" -J- J ^ — î ^ j -f- 3, 1 1 . cos (J 3» 2' .:6" -t- 4 (J — 3 J ) — 8,58 , i oi (4o'> 5a' 1 •/• -f a )
4- 8.73 . co> ( 7® 35' J6' -h 2 tf — ft) — 54.fi9 • CO» (3a“ 1 1' i5*' 4- a ü — d )
— (),4j) . cos ( 7® 35’ 36'' -1- 3tf — a Q) — 10,74 • cos (5 i® a' 5a" 2 — 3 ü)
— 2, <4 . < o (1 i’ 8' 35' 4* 3 J — 42;) — 5,56 . coi ('7° 35' 36" 4- a ^ — c?)j rinégalité üe la longitude de Mur» =:
6",49.mo^5 —J) c ".gi.sin ( $ — J) — a} ',44«'n^<J— 2 )4-'3",6o.sina(c? - 2 )
-|- i'',io . sin 3 ( - a) — l'.aS . sin 4- o",42 .sin a ( — ^)
4- i",iî . sir ( 7"35' .6" 4-a (J — Ç ) 4- o*,63 . sin (7' 3:/ 36" 4- J)
— ja ',84 . siii (f4‘4 ’ 4/" 4- a <? — S 1 — 6",55 . sin (33® a' 38''-)- 3 J — 2 J ) - 4 3".6 .sii. (s3®aa' 26'— 3) — a",87.»in (>7® 35' 36' -|- a d — Û)
— ai ' ,5;) . sin ( !»° 54' 5i"-j- aa — cf ) 4" *' >®9 • *'” ('*0“ o' 4~ a J — 32 ) +i',83.sin(27®35'3b"+3 J-aa +o",G6.»ii (■g®9'-'^^— 1',7» sinfa7°3j ^6 +aîj-J')j
l'iiK^galUé du ntyon vecteur de Jupiter ~
— 58,99 4 6 14 9*’ ■ CO» (a — — 2753.45 .cü» 2 fa — — 287 ao.co»3(a —
— 74'4i'Cos4Ca— tj) -?4i<'*-co»5(a— S) — 9,ao.cosfi(a -'b — i,7o.cü»7('a —
4- 1 y Ü3.cü.-(a — 1 1 ®8'35")— 80,3 J.i0!(^+-a3®3a'47") -j5,i 7.cos{a 2 1 1 'b'dS’O
— 290.92 . cos ( »i® 28' 16" a’^ — a ) — 128, *5 , CO» (3a — a'^ — 1 i®8'd5' )
— 87g 78 . cos (61® 3g' 3o ' 4" 3'^ — aa ) -4 2 >6,49 • co» (61® 4' 3' -)- 4^ — 32 ) -*-5ü,3i.cos(6i®,3 55''+5^-4a -('W*! .(>4-/.o,o479)cu»(3a-5’5+57 ay +^43". 4 4)
-j- aa,4« . cos (3^ — 2 — a6“ 3g ü' j — 2 Ji ,6g . cos ( > ^ — a a -f“ '•i3'’ 4'' 4 ”'»
l'iiiégalilé de la longitude de Jupiter ~
— 78 ',9.»iii(2— î>)4- >4' .3 SIU2 2 — 3 i4-i6'',aa.sin3(a-V;4-3'',73.sin4C2-'b)
4- lü' .98 . Siu (',3® .'4' 4« ' -r b 4- 4", -.*6 • s>“ (' 8' 35" ^ — a 2 )
— a îr',6a .siii(is“ 2(' 58" -|- 2 ^ — 2; 4-/- “'>00471 1 .iin(4 *“37' '4' 4" 2 — a’^)
-{- ia',a6 . siii ( 1 1 ° 8' 35" a^ — 32) — 8a", g4 . sin (60® 53' 1 6 ' -7- 3^ — a2) 4-/.o'',oo4i53 .siji 7 i® 48' 48' 4-2 2 — 3'^) — i' ,aa .sin(i i’8'3»"4-3 5 — 42)
-)- 1 5", 19 . sin (6‘ ® 4 *' >8" -{- 4 ^ — 3 2 ' -j- o",8a . sin (89® 9' -4-5 2 — 6^/ ia",32 . sin (77® 4o' 57" rj- 3 ^ — 2) -f- > o'',4 -sin (Go® 35 a' -|- 4 '2 — 3 ^
ASTRONOMIE PHYSIQUE ■h ('58", 07 — l.o' ,oo‘-] 7'sin C’;* 4'»' '9" 4- 5 a ~ 5 ^ -f '•4‘",54)
+(i iXj'-z.o’ ,o47io8+’’.o',oouoc66 < sin 5'^-->a+a’26 jS.fg-H'.o', 001.579’;
l’inëgaliié du rayon vecteur de Saturne ~
3**9'i'7“t“8i53,84-<’o»fa — ^)4" i383,84.co»»(a — '^•-4-3ao, 07.00*3. Qi — '^) +993.00*4 a— ^)+<5,6i.oos‘(a — Î))+i3.9?.co*6 a~^ +149.15.00*
— •94r''Co»5-(i-è i-48,o3.oo»3C^- J l-i i,8a.co*4 ^4’ 9i.co*C^-i i“8'35')
+ 5364 7 . cos (1 1® 5' 38'' +a'^ — a) — • '95.79 . co* 60® 12' 53"+ 3'^ — a a) + 202,01 . 00* (^9• 9' -f- 3 a — 4^) + "76,05 . 00» (88® 27' 4g" + 3^^ — î>)
+ (i4 43 i — i . o,3a4*) CO» (2 a — 4 ^ + 58® 16' a5"4- / . 4»*', 2017)
— 6. ,6, 85 .CO* (24® 3a' 16 ' + 2 — 8 § )-j- 3522, 58. cos (5 — a a + 9’38'47~)>
riiiëgalité de la longitude de Saturne ~
a4 ',48 . ain (69® 4 1' 1 + a — 1)5 — 3 i'',49 . sin 2 f a — - ©",57 . »in 3 (a — 1>)
— r'.97.*in4 a— "5 o',7.»in5(a— î)1— 9'',25*invî»— 5)+i4",4i.*in->(^— è) +r'.4i»in3,‘^- Ê +i i'',3i jin(84®35'3i"-(-a'i+3'',i7.»iD.:28®i6 ii"-|-2a— '^) + 4'9*,©7 .»inp3® 56 27'' +2'^ — a) — /.o' ,oi53o6.»in (44*4^ I 4-a-a^)
— 4'9.*in 6.®4l'i4' + 4^-3a) - i',4a.»in 1,62» 46^' + 5 _4 a)
+» 4'*-«'n(S-56“8'38' ) ho'’,67.*in(89®9 + J_a'^'l+9”,79.*in(73®io'54+‘^-a §)
— 1 ,''9 . *in (89® 9' + a è — 3 ■5) + 27 ',3a . sin (24® 4i' 8 ' + 2 — 3 è )
+ o",76.»in (12® 38' i8'+4è — 3 1 — 56", 55 . sin (83® 3' 6' + 3^ — a)
•«- 2 «",58 .sin (24* ao' 18" + 2a — d'^) — 3i",a5 , sin (89® 8' 27'' + — 3 J)
— (657",7J — / . o’,oi4aH) sin (a a — 4"^ + 58» aa' 3/' -f- i . 4a",oaoa)
— («871' ,78 — l . o'', 10678 — /®. o",ooooa4i) X sin (5'^ — 2 a a® 35' i4" — 53",8779 + r' . o', 001 1757);
l'injgalilé du rayon vecteur d'Lnmus ~
85g4 6 -h 489 1,6a. eus (a — S;+ 23,62.cosa(a — ^)+3368,a8.cos — g)
+ 3f6,ii .co»2(^— S) 84,55 . co*3 — ^ ) + i4,3a . cos 4 ^
+57+, -6 . co» (74® 4' 45" + ;5 — a ^ ) + i356,4 • co» (8a® 35' 1 1" + ;^ — j 5 ), l'inégalilë de la longitude fïUranus ~
52'',3i.»in(a — ^)+2o*,3ajinC^- J)— 4',oi.»ina(5- ^)— o",8a.»in3(^- J) + i",a3 .sin (la® 38' 18" + a) + i",33 .sin (12® 38' li" '+ -^)
+ 3",6.S .sin {12® 38' 18" + a ^ — a; + «",26 .sin (a a — § — •'* 8 35")
— ijg',76 . sin (72® 7' + —2^) — o",83 .sin(ia® 3e »8' + 2^ —
+ a", 53 . sin (24* 55" + — 3 ^ o", 006649 . sin (?9® 9^ — a ^ )
-f i27",73.8in fPg* 8' 27'' + ^ — 3^).
§. a36. L’inëgalité la plus considérable des planètes est celle qui dé' pend de reiliplicilé de leurs orbites, et qu’on appelle Véquation du centre. On la trouve dans les tables astronomiques; mais pour en faire usage, il faut connaître très> exactement son argument, Tanomalie ou la longitude moyenne, c’est* à «dire le lieu que la planète occuperait, si l’équation elliptique n’existait pas, ainsi que les changement que ce lieu éprouve par l’action des autres planètes. Il est donc visible que la longitude moyenne doit être corrigée par les principales inégalités, dues aux pertui bâtions, pour former l’argument de l’équation elliptique, ou qu’il faut regarder les corrections de cette équation, qui en résultent, comme de nouvelles inégalités. Cette dernière méthode a été appliquée à l’inégalité de Saturne, 420 '* sin ^i3**j6'-(- 2^—12-) ($. s )5); pour la grande inégalité de Jupiter et de Saturne, qui dépend de la troisième dimension des excentricités , les astronomes ont employé la première méthode. En effet, si l’on se trompe sur la longitude de Saturne de 48', ce qui est le maximum de sa grande inégalité, cette erreur pourra altérer l’équation du centre de 6'. En nommant donc les véritables longitudes moyennes de Jupiter et de Saturne, t-\-nt, t'-\-n'l, leurs grandes inégalités, A, Â^ on doit prendre pour argument de l’équation du centre, ~ f 4*/)/ + A, t' -j- n’/ -|- A'. Il s’en suit qu’en corrigeant une longitude observée par l’équation du centre, on ne trouvera pas i-\-nt, mais ï-j-/i/-|-A, et que par conséquent on se trompera de la valeur A, que la grande inégalité avait & l'époque de l’observation, si l’on détermine le moyen mouvement par des ohsérvations, sans les corriger par la grande inégalité; ce qui a éié le cas dans le tems, où cette inégalité n'était pas connue. Si l’on désigne par T le tems écoulé entre les époques de deux observations, et par M, N, les valeurs de A qui y répondent, on trouvera t-j-nZ-f-M et 1 -4- n iZ-j-T) N» pour les longitudes moyennes, ce qui donnera /iT -1“ ^ ^ pour le moyen
mouvement «tans le tems T : on commettra donc une erreur de N — M.
Comme A, A', sont propustionnelles à sin (5"5 — ), le même
iuteivalle T pourra donuer une erreur plus ou moins grande, positive ün'
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mV-slive, une accélér«»lion ou rclardalion du moyen mouvemenl. L'erreur peut mouler à a A = 39V el à aA'rrpG', si l’in^gaiilé a eu sa plus grande voleur posilire et négalive à l'époque des deux observations. LeSet — — que cel'e rrieur peu! avoir sur la détermination du moyen mouvemcnf, dépend de la longueur de la période de la grande inégalité A, A', ou du leriis dans lequel l'argument 5'^ — 2 2; — < . 6J ',8.’;) . o",ooo:''79 ou 5^ — 2 2: — 1 . 53 ',878 -i- /’ . o",ooi 176, augmente de 180“. Or les mouve* meus annuels étant 5n' — 21998/ , 20 =2 I', on trouvera que cela arrive
dans l'espace de 4^9 Dans une période entière de 918 ans, les inéga-
lités A, A', s’évanouiront deux fois et eliangeront de 20' à — 2t/ , et de 48' à — 48- Le moyen mouvement de 5>alurne, déterminé par deux observations qui ont été faites à des époques, où A' était — 4® el48', sera trop gland de gfi' pour 4'S) ou <1® i*" à il' par an. Deux autres obserr lions, dont la première lépond à A' r= 48*» seconde è A'::: — 4^'» donneront le moyen mouvement trop petit de la même qoanlilé. Ainsi le moyen mouvement pour 4*9 ®us paraîtra plus petit de <92', que dans la période antérieure ou postérieure, d’où il résultera une retardation ou accéicralicti apparente de 'Saturne. Au reste , comme A et A' sont aOeciés de signes contraires, le mouvement apparent d'une de ers deux planètes sera accéléré, lorsque faulre est retardé. 2'out cela est paifaitcnient d'accoid avec les observations.
Quand on aura corrigé ainsi l'argitment de l’équation du centre, l’équation elle -même et le rayon vecteur auront encore' besoin d’une currection. Nous avons supposé /l’a^ = ou = i ; mais on a, en vertu de
l’atlraclion mutuelle fÇ. 5y. 'Cl), a'^ — n'* , ou en négligeant
(ij/ 5 % /n* ^
—j (i m) a'. Il faudra donc augmenter a — y a' de la
quantité pour avoir sa juste valeur, qui doit être employée dani le
calcul elliptique. D'ailleurs on devra tenir compte de la variation séculaire
de l’excentricité, au moyen des valeurs—^, qui ont été données
($. 337.) pour Jupiter et Saturne^ les seules planètes où cette correction soit
nécessaire. On calculera donc l'équalion du centre et le rayon vecteur sur les formules données plus haut (II. §. idp), en y substituant
H=»+/i/-t-A, 7 = 7 + / — -I- , eto = a(i+Im).
§. 337, Dams l'eiposition des méthodes pour déterminer les élémens des orbites planétaires par des observations, que nous avons donnée dans le Tome 11. de cet ouvrage, nous avons pris pour base la théorie de Kepler: ainsi nous avons supposé que les plitncles ii’onl point d'autres inégalités que celles qui résultent de leur raouvenieni elliptique. L'efiet inconnu des perlur* butions doit donc avoir eu une influence pernicieuse sur la détermination des élémens, à laquelle on ne pourra remédier, que lorsqu’on connaîtra la théorie des perturbations arec la même prévision que celle du mouvement elliptique. Maintenant, ayant développé toutes les perturbations mutuelles des planètes, il faut combiner les inégalités ou équations qui en résultent, avec les observations, pour corriger les élémens. Pour cela on calculera louirs les inégalités pour l'époque d'une observation, en supposant les élémens connus, et on les appliquera à la longitude observée, en changeant leurs signes, pareeque les formules précédentes sont destinées à convertir la longitude moyenne en longitude vraie. La longitude, corrigée avec toutes ces perturbations, donnera la longitude moyenne, qui pourra servir d'époque. C'est un de ces cas, si fréquens dans l'aslronoroie, où, à cause des difficultés que présente le chemin droit, on approche de la vérité par des détours, qui ressemblent h un cercle vicieux, mais qui fui:nent efTeclivement une spirale très-convergente. Pour déterminer les élémens elliptiques, il fallait commencer par adopter la fausse bypulbëse du mouvement circulaire; les éléniens ellipliqurs sont nécessaires, pour calculer les peiturbalions, sans lesquelles il est impossible de déterminer exactement les élémens. L’astronomie doit à celle méthode d’approximation les vérités les plus importantes, qu’on n'auiail jamais découvertes, en suivant le chemin droit.
$. ï38. On a vu dans le Tome II, que le mouvement des noeuds et des apsides des planètes a été déterminé immédiatement par observation; nous venons de déterminer le même mouvement par la théorie de la pesan-
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leur univenelle. Il e«t donc facile de vérifier celle Ihéorie par la compa> raiaon des formules précédentes avec les observalions; on pourra même s’en servir, pour corriger les masses des planètes que nous avons adoptées dans ces formules. Le plan de cet ouvrage ne permet pas d'entrer dans le détail de ces recherches, qui d’ailleurs n’ont aucune ditücullé. Il sera ce* pendant utile de dire quelques mots relativement it la grande inégalité de Jupiter et de Saturne, la seule perturbation périodique des planètes, que les observalions avaient indiquée, longlems avant qu’on se doutât de leur altra* ction mutuelle.
Kepler avait déjà remarqué, que le moyen mouvement de Jupiter et de Saturne n’était plus conforme aux observalions de Ptolémée; et Flamstead observa, que les tables de Tycho donnaient trop de vitesse à Saturne et trop peu h Jupiter, d’où il suivait une accélération du moyen mouvement de Jupiter, et un retardement de oaturne, dans le siècle écoulé entre Tycho et Flamstead. Cette équation séculaire est très -sensible dans Saturne. Si on compare l’opposilion de celte planète, observée laS ans avant J. C., avec celle de l’an i7i4t on trouvera le mouvement annuel de Saturne =
Comparant l’opposition de 1594 stoc celle de 1713, on trouve le mouve» ment annuel — la® i3'ao", plus petit de i5" que le précédent ('). Nous avons trouvé, en partant de l’époque 1800, A = — |3'sin\|/' ($. a35.), en faisant
. r|/ = 5-5 — aa -f- a®33' i4" — / . 53",878 + o",ooi 1757,
(3' — a8^ i",8 — < . o'',i 068 — r’ . o"ooooa4.
Les tables astronomiques donnent pour 1800,
5-b-aa=9.®4o'a3", 5 n' — a n = 1 47 1", d’où, l’on conclura la valeur de pour l’an 1800 =: y4“ i5' 37" = \{i, et son accroissement en t ans r= /. i4<7" + <’.o",ooii757. Au moyen de ces valeurs on trouvera pour les années
(1; AnroMmit far Xj Lan<U, Lit, F, §. 1164. W. UoU.
A-iO okaiil J Li.
t — — aoa8
1 ~ — ao6
CHAPITRE VIII
Théorie de la Lune.
«3g. JLia théorie de la Lune e*t l'application du problème de» trois corps, et des formules qui en ont donné la solution, aux porlurlulion* qu‘e k Lune éprouve dans son mouvement autour de la Terre, par l'attraction du Soleil. Mais ces formules étant trouvées par une approximation, fondée sur des suppositions qui ne sont pas admissibles dans la lune, la théorie de ce satellite exige un caipU jülïérent, «1 pliXs .pénible que celle des planètes. Une de ces suppositions est celle, que la niasse perturhalriie soit si petite par rapport à la masse centrale, qu'un puisse négliger son carré. La masse de Jupiter, qui est à peine la millième partie du soleil, suffit cependant, pour produire, dans le mouvement de Saturne, des inégalités d'un degré. Mais dans les perturbations de la lune, la masse perturbatrice, divisée par la masse centrale, — m', est un très* grand nombre, 3ô479'>. Ainsi,
quoique ce nombre soit partout multiplié par le cube du rapport des demidiamètres des orbites de la lune et de la terre, c'est-à-dire, divisé par 64000000; le quotient o,ocG est trop considérable, pour qu'on puisse négliger son carré. L’ensemble des perturbations de la lune est d'environ deux degrés, ce qui étant multiplié par o,oo55 donne l^i' i ainsi te carré de la masse pourra produire des inégalités de plus d'une minute.
La méthode dont on se sert pour calculer les inégalités de la lune, n'est pas euculiellement dilTérente de celle qui a été employée pour les planètes. C’est la transformation, combioaisoA et séparation des trois équations fondamentales, fouruîès par la dynamique f§. i3g.), par laquelle on obtient
de nouvelles fonnules dilTérenlielles qui donnent séparément le rayon recteur, la longitude, et la latitude 164 — ■ ifiy.). La forme de la première de ces
trois équations ayant indiqué la forme de son intégrale, on ditférentie cette dernière; en comparant cette diOérenlielle avee celle qui est donnée, on détermine les coelTiciens de l'intégrale; et en les substituant dans les deux autres équations différentielles, on trouve l'intégrale de la longitude et de la latitude. Le développement complet de ce calcul u’entre pas dans le plan de cet ouvrage. Il suffira de déduire des principes généraux, les variations des élémens de l’orbite lunaire, et ses plus grandes inégalités périodiques, suivant la méthode que Newton a adopléé dans son immortel ouvrage. Cependant nous donnerons aussi un abrégé de la méthode de M. de Laplace.
g. 240- Soit (/'Ig. 44) T la terre, supposons que le soleil se meuve autour de la terre suivant OSP, la lune L suivant LA DBG dans une ellipse qui s'écaite très- peu du cercle, et nommons O la masse du soleil, divisée par celle de la terre, TS~a, '11.::;= y, LS “s. Cela posé, la terre sera sollicitée suivant TS par la force ^ = T, la lune suivant LT par la force
et suivant LS par la force—, qui sera décomposée en les forces
^ z= Ç suivant LT, et = R suivant TS. Si la force R était égale h T, rite ne changerait point le mouvement relatif de la lune autour de la terre, et son seul elfet consisterait à approcher du soleil le centre de gravité de ces deux corps: d’où il suit, que la lune s’éloignera de la terre parallèlement à TS, en vertu de la force 0° ** P'*”* 8'’®"'!® ®1 I® plu*
petite valeur de a étant SB^io-j-y, et SA = a — jr, et par conséquent sa valeur moyenne ST—a^ il est visible qu’en général cette force ne peut pas altérer la distance moraine de la lune h la terre. Les forces qui accélèrent le mouvement relatif de la lune autour de la (erre, sont donc P 9 suivant LT, et S suivant T S ou LM.
£n prolongeant TL à V, menant la tangente de Forbe lunaire LN qui est perp'endicuUiie h L V, et nommant (p l’angle STL=G — C = ML\'; la force S se décomposera eu lea forces S. sin (p suivant LN, et S. cos (p suivant LV. La lune sera donc sollicitée par
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U force centrale N = 4- ^ ^ suivant LT,
et la force M auivant la tangente LN =
sin
La dernière est employée principalement k modifier la vitesse de la lune, tandis que la première altère la nature même de son orbite.
Dans les syzygies A, B, on a sin $ = dans les quadratures C, D, 3*::= <7; la force M est donc nulle dans cea quatre points. Depuis le dernier quartier C jusqu'à la nouvelle lune A, sin (p est positif et s<C‘>i du piemier quartier à la pleine lune B, sin est néj;atif et ai la force M est donc
positive ou accélératrice dans ces deux cas; elle est négative ou retardatrice depuis la nouvelle lune jusqu'au premier quartier, et de la pleine lune au dernier quartier.
$. 241. Dans le premier et le dernier quartier on a eos $ = o, s = a,
parlant N r: ^ -j- dans la conjonction A, N est — ^ ^ -f- ^
I ohey >*) ^ 1“ ■>') *
~ ÿ* — ^ cause de la petitesse de y par rapport à o, N “
r — J. J l’opposition B on a N = — -4- P {>••*•*) — ®
y’ a’ t' K > rr y,~r a*
~ Ji juil de là, que la force centrale ^ éprouve la plus grande
augmentation, ", dans les quadratures, et la plus grande diminution, dans les syzygies.
Ayant abaissé sur ST la perpendiculaire LF, on a à très-peu près r. — SP, d'où il suit Z ~ a — y cos (|) et z^ ~a^ — ^d^y cos (p. Cela donne
GJ>[t — I ey(i-t-3coisp)
** y* ao^ *
Il s’en suit , que la force M est un maximum positif dans les octans qui précèdent les syzygies, et un maximum négatif dans les ortans qui précèdent les quadratures. La force centrale est = ^',, et n'éprouve par conséquent aucune'
altération, si t -|- 3 cos 2 P est nul , ou cosntprz: — c’est.à- dire lorsque $:=54°44'> <p= >25°i6', $=i35°i6', ou ^=:a34°44'> ce qui arrive à 10 degrés avant les octans qui précèdent les syzygies, et à 10* après In octans qui précèdent les quadratures. Dans ces quatre points, U force centrale change
_3 ©y'iin Pc'»* P M - — .1 I
_ 3 ©>»in7p ^ «
aa* ’
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précisément en raison inverse du cerré dus distances mats dans tout le reste do l'orbite lunaire la force centrale suit des lois diil'ërentes. CberchoBS la loi qui a lieu dans les points principaux de l’orbite.
Dans les quadratures on a N = — désignant par y un» ' valeur tiès-peu difl'ércnte de y, et par N' la Torse centrale dans la distance
. Faisons — — - =: a,
— a', de sorte que
y, on aura N:N':: (i («
V ï CL ï •
N :N':: : — .T" » “ ^ pti» o,oo5 (J. 93g.}.
Or y doit être e.xprimé par le rayon de la terre CS- SgO, ensorte que ^=6o & peu près, d’où il suit que toutes les puissances de y, qui ont un exposant positif, soit entier suit fractionnaire, sent des nombres plus grands que l’u< nilé: conséquemment un pepl donner è la proportion précédente celte forme.
y, • yi
ÿh ' ÿn*
• étant une très-petite fraction positive, et n -< a. Il suit de lè, que dan» les quadratures, la force centrale change dans un rapport qui est moindre que celui du carré des distances.
Par le même procédé on trouvera dans les syzygies,
UT . xT' .. *’ — “ . *’ — ® ©y* • — 0 . * — 3' .. y~^ .y'~^ . . _ . '
^ ^ yl • yâ •’ y, • y”*' ' y* ■ ■ ‘ V
P étant —— =9 a = 0,01 1, On a donc i-\-a—y, et i — ?—y , d’où
l’on lire
» logjf = log (i -|- a), — X logy = log (r — p}, ou à fort peu près,
*logy = a, X log y = (3 = 2 a , donc X = 2«.
En faisant N = ^ , m est plu» grand que a, et m — a = a (a — n). Il ensuit que, dans les sysygics , la force centrale change dans un rapport plus grand que celui du carré des distances. '
La partie de la force centrale , qui modifie la nature de la courbe, savoir^ — N = ^^(i-|-3co»2(f), est un maximum =— 2^- dan» le» sysygiesj mai» sa valeur actuelle dépend de la situation des apsides. Si l'on nomme
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N, N', le* Torce# centrales dan* les syzygies, qui conviennent aux distance*
y, y, on a vu que
rs . iv . . J, .
Ce rapport serait précisément le rapport inverse du carré des distances , si aQy^, zQy^, étaient égales: il sera donc dérangé d'autant plus, que y et y' diO%rent plus l’un de l'autre. Or leur dilTérence étant un maximum , si l'un des deux points coïncide avec le périgée, et l'autre avec l'apogce, il en suit, que la force centrale s'écarte le plus du rapport inverse du carré des distances, et que par conséquent la nature de l'ellipse éprouve le plus grand dérangement, quand les apsides coïncident avec les s^'/ygies; et que le dérangement est le plus petit, lorsque les apsides coïncident avec les quadratures.
$. 242. On a vu 240.) que la force \I augmente la vitesse de la lune, dans toute la portion de son orbite de C en A et de D en B, mais qu'en A et B elle commence à la retarder. Il en suit, que la vitesse de la lune est un maximum dans les sjzygies, et un minimum dans les quadratures, et que par conséquent son mouvement horaire augmente depuis les quadratures jusqu'aux syzygies , et qu'il diminue des syzygies aux quadratures. Il en naît la grande inégalité du mouvement horaire =: qui est -|- 4^ '
dans les syzygies, — 4u" dans les quadratures, et nulle dans les octans: on la trouve dans la Tab. LI. de M. Biirg.
Dans les syzygies, la vitesse est un maximum, et la force centr.'.'e un minimum ($. 24’0- U suit de là, que le mouvement de la lune s'écarte moins de la tangente, ou que son orbite a la plus grande couiluire dans les s^zygies, et la plus petite dans les quadratures. Il est donc visible, que la lune approchera le moins de la terre dans les syzygies, et le plus dans le* quadratures. Or comme il est impossible que la lune approche continuellement de la terre, son orbite n'étant pas une spirale mais une courbe fermée, il s'en suit que la lune commencera à s'éloigner de la terre dans les syzygies , et à s'en rapprocher dans les quadrature* , et que par conséquent sa distance à la terre est la plu* petite dan* le* syzygies, et la plu* grande' dans les quadratures; de manière que son orbite ressemblera k un cercle,
aplati tnr la ligne dei lyzygiei, et alongé aur U ligne de« quadratarei: ce qui e«t conforme à l’inégalité de la parallaxe — aô' cotscp (II. $. ai3.). Oa verra aiaément , que cela auppoae l’orbite circulaire ; ai l’on a égard b aoa ellipticité, on trouvera de pareila cfaangemena, qu’éprouve l’excentricité ou U nature de l’ellipae.
Soit (éig. 4^.) T le foyer, C le centre, A l’apogée, B le périgée, CT l'excentricité de l’orbite elliptique ALB que la lune L décrirait continuellement, ai la force centrale N = ^ était toujouri en raison inveræ du carré de la diatance TL:=jr, ou ce qui revient au même, ai n était — a. Maia ai la force, de A en B, augmente dana un rapport plua grand, n étant ^ a, la ' lune' approchera de la terre T: aa vraie orbite Alb tombera en dedana de l’ellipae ALB, Té aéra moindre que TB, et e, le milieu de Ab, aéra plua éloigné de T que le centre C> conaéquemment l’excentricité Te augmentera d’autant plua, que le grand axe Ab diminue en même tenu. Par la même raiaon , en auppoaant encore a ^ a, la lune a’écartera de la terre de b en A, pareeque la force centrale diminue daiu un rapport plua grand: elle décrira l’ellipae bd a, et le milieu 7 de éa aéra plua éloigné de T que c; ainai l’ex* eentricité augmentera également dana l’autre moitié de l’orbite. Le contraire aura lieu, ai n eat plua petit que a. Or a aurpaaaant le nombre a, ou celui-ci aurpaaaant nie plua, aelon que lea apaidea coïncident avec lea ayzygiea ou avec lea quadraturea ($. a4i.}, il en auit, que l’excentricité eat un muai/num, loraque lea apaidea coïncident avec lea ayzygiea, ou la plua grande équation du centre avec lea quadraturea, et qu’elle eat un minimum, ai la plua grande équation a lieu dana lea ayz) giea; et qu’en général l’excentricité augmentera ou diminuera, aelon que la ligne dea apaidea avance dea quadraturea aux ayzygiea, ou dea ayzygiea aux quadraturea. Ce août piéciaéinent lea mèmea phénomènea que Plolémée avait déjb obaervéa , et qui aont connua aoua le nom d’éa«c//on (II. $. iQ^.). Ce changement de l’excentricité eat parfaitement conforme !i celui que lea aatronomea modernea ont déterminé par obaervation , et qui eat proportionnel au coainua du double de la dialance do aoleil à l’apogée de la lune (II. $.
ASTRONOMIE PHYSIQUE ^ 943. Si lei points où la lune parvient à sa plus grande et ù sa plu* petite^ distance de la terre, ne sont pas les mêmes a charjue révolution, sa vé' ritable orbite ne sera pas une ellipse, mais une autre courbe dont la nature .dépend des perturbations; il en est de même des cliangemena de l'cacentriclté, dont nous venons de parler. Mais tomme la lune ne s'écarte pasbeancoiip de l'ellipse, et que toutes les tables astronomiques sont fondées sur la théurie elliptique, celte théorie a été adoptée aussi pour la lune, et l'on a représenté le mouvement des apsides par une fiction, en supposant que la lune décrit une ellipse qui tourne en même tems autour de la terre. Pour répandre plus de jour sur celte matière , il sera nécessaire de dire quelques mots sur le anouvement d'un corps dans une oibite mobile, en supposant que ce mouvenent résulte d'une petite déviation de la force centrale du rapport inverse du carré des distances.
Soit {Fig. 4 '•) A' M' B' l'orbite elliptique Je la lune, C la terre. A' le périgée , M' le lieu où la lune se trouverait b une certaine époque , si son -nouTement n'était pas troublé par le soleil. Supposons qu'en vertu de ces perturbations, Pellipse entière tourne autour de C, ensorte qu'elle prenne 1a poaitioD A MB, faisons ACM = A'CM': cela posé, M sera le vrai lieu de la lune, et CM = CM' ~y la vraie distance. Le mouvement riel de la lune de A' en M est composé de son mouvement relatif h' M', et du mouvement tle Porltile A' A. Désignons par w et v les vitesses relative et réelle en M ou M', et supposons que les vitesses angulaires dans le mouvement réel et le mouvement relatif soient entre elles comme p. à i, et que l'ellipse soit donnée par une équation entre le rayon vecteur y cl la perpendiculaire abaissée sur la tangente, •CTrrCT'm/. Si dans le tems dl, la lune parcourt l'arc M’m'~Mm, et que ■dans le même tems l'orbite, en tournant autour de C, décrive l'angle mC.u, ayant fait Cfi—Cm, fi sera le vrai lieu de la lune au bout du terni et M^ est l'élément de sa vraie orbil»^ Ct~p étant perpendiculaire è M;t, et M/l» un arc de cercle, décrit du centre C. Cela posé on aura Mn : M« :: 1 : ;t, M)x : Mm : : u : «v, mnzzdy, et en faisant MT — V (jr^ — u^) = ç. Ica triangles semblablet MCT, niMn, donneront
M/nzz , Mnn: , donc M ft et M » r: ,
q q ‘iK 9 q
Si on substitue uv®4- et av—mn~dy, on aura i-|-^ — --m — ou
( 1 ) -ü’ n: IV® y’ ■4- .U-' <v® U®,
et les triangles semblables MC/, h Al y, fouiniront C/=. CM, donc
, . n -w tt
Dans le périgée A', CA' est perpendiculaire aux arcs de l'ellipse et de la Traie orbite lunaire, parceqne la rotation de l’orbite autour de C doit con* stamment être perpendiculaire au rayon vecteur. On aura donc dans ce point y~pzz.C^' — 6', et la vraie vitesse v aura une' valeur c qui' est déterminée par les élémcns de l’orbite. Or dans toutes les forces centrales, les vitesses sont en raison inverse des perpendiculaires, abaissées de C sur la tangente (§. 21.^, d’où l’on conclura
V — — — fpar donc w zz — ;
P jx w a ’ pu*
ce qui étant substitué en (1) donnera
p^-uy
Si on fait MCft=:d(p, les triangles semblables ,M C/, fxMy, donneront dyzz — ^ 3^ (y* — p'y, et l’on a, pour toutes les forces centrales, =
(J. 20.), d’où l’on tirera dy~ — — V (j* — p*), et en dilTérentiant , ddyzz
— Ÿ -T" ^ substitue V (y* — p*; — viendra ’
ddj. = A®d/®(l ddjr-j.d(î5®=:-l^^.
En substituant cela dans l’équalmn IV (§. *.9.), on aura pour toutes les forces centrales P l’équation, a^P— Mais A—vp — ce 21.), donc
Dans l’ellipse *ou l’orbite relative, wu =: — doit avoir une valeur constante-
C, d’où il suit que jj. est aussi une constante. En dilTérentiant donc (4)
I >®-+(u® — iW® dp jC'x* — Oj^y ' du
fx® u^y*
, on aura- ~ ^ 1 r~i, donc par (5),
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C*f*3lL , (h.’— Oc*»*
•’?P= .Tïm^ -1
Si on nomme Q la force crniralc <lan« l'oibitr rl'i|iliqiie A'M', qui doil être
proportionnelle de même ^gQ — ' ^1 *** nommant ”v le
viteue relalire daoa le périgée A', et subilituaiil C:zzwit—ye,
_ >*^*au
Or dana lea apaidea , la mouvement réel et le mouvement relatif sont de petite arcs de cercle autour du centre C, d'où il auil que ces deux vitesses seront entre elles comme les vitesses angulaires: on a donc
O : 7 :: |i: i, conséquemment tgQ—
Si on substitue cela en (S), on aura
— (>t*— Qc’e*
ce qui est la partie de la force centrale, qui dérange le mouvement elliptique, en tournant l’ellipse autour deC, et produisant le mouvement des apsides.
S- ’44- La force perturbatrice que nous venons de trouver (7^ , est réciproquement proportionnelle au cube de la distance jr, tandis que Q l’est
an carré. On peut donc faire la dernirr- = la premièie zS —, et par
En comparant cela aux
conséquent la force centrale entière, P ~ - — .
expressions précédentes de agP et igQ (§. s43.', on aura : — , partant
Si on b,iXj — e-\-t, V— — on aura Pzz~^ donc/izzVF,
et A^:=E — Fe. Comme l’orbite lunaire s’écarte fort peu du cercle, on peut supposer le paramètre *= ae, ce qui donne 31. (3)i y^e- z=.gf’k—igŸ«, d’où il vient agA^ -J- 7® zz agE, donc
équation qui servira A comparer les mouvemens de la lune et de ses apsides;
Si dans un certain tems, la lune va de A' en M, le périgée de A' en A, les vitesses, avec lesquelles croissent les angles A'CM et A'CM', seront entre
elirt corane |i. < ($. 94'^*)* En noramont donc le mouvement relatif de la
lune A C M' ~ C- ^dui de* apsides A'CA~>|' on auia
a4- = a.A'CM — ac = <>— «)dC= 9£-
Si on fail F. 4“ Y, on aura dans le p^rig^e Y := K, y #lanl z:ie: ainsi
y étant =p-l-3_r = «-!-*» Y deviendra E + dY — E+Fs — E-f-Fdy, d’où il
vieul F = — . Le mouvement des apsides sera donc
Le mouvement dC étant toujours direct, il en suit, que les apsides de la
lune auront un mouvement direct ou r/lmgrode, selon que — est plus ou moins
gsanJ que — , et qu'ils sont stationnaires, lorsque — = , Alors on a
Y tt
d . log/=rd. log Y , donc Y=«y, et V ~ la force pertoibatrice
éisparaît, et le mouvement est elliptique
La force centrale est en général (J. a4‘-)» N=:-^ — ey(«-»-5eoi»^ _
En faisant donc ‘ ^ 0=S, on aura Y=/— Sy*; d'où ^ =.i~4%f*<
Il en suit d>(> 1/ ou k très- peu près
d+ = {V .iH-3s^î)- i}dC = iSj'îdC-
Supposons que le mouvement périodique de la lune, dC< soit k son mouve* ment sjrnodique, — è(p, comme n k 1, ou d^— — nè0: ators on aura
(dC — 3nd^ cos i$),
dont l’intégrale donnera le mouvement des apsides,
+ = (C - |n sin »<p).
Le premier terme donne — 270* pour le moyen mouvement des apsides
dans un mois périodique, lequel est par conséquent toujours direct; le second
terme — g ^ O *>■> > $ donne la libration des apsides , ou réyuafton de fmpogée. Elle s’évanouit dans les syzygies et quadratures; elle est un maximum positif dans les oclans qui précèdent las quadratures, et un maximum nëga' tif dans les octans qui précèdent les sys^gies, pareeque $ = Q — Cela
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eÿt ftarfailrrAptit d'accord avec l’équation de* apsidés , découverte par Plo> léinée (11. $. ><)(>.', qui eil, intimément liée avec la variation de l’excentriciié ainsi que le fait voir l'hypothèse que les astronomes modernes
ont adoptée pour calculer l'évection (H. $. 198.''. Quand on ne considère l'équation de* apsides qu'à l'égard de U correction de l'équation du centre qui en résulte , et qui doit nécessairement dépendre de l'anomalie de la lune, et par conséquent du lieu de* apsides, il en naîtra un argument qui renferme l'élongation du soleil de la lune, e( de la lune des apsides, conséquemment la distance du soleil à l'apogée de la lune (II. $. 198.).
Soit l'apogée de la lune “OJ, l'équation des apsides, fsin* tC — celle de l’excentricité, 4co*a(Q — c.)=:d'y (§. r4*0 Cela po«é, le premier tèrnne de l’équation du centre, — 2'V*iri(C — w), aura besoin de la correction
— ’idy sin — ®) a73tB.cos (C, — ns) zir — î sin 'C — ns a O •” a®)
— îsiii X- «— 2O+ 2k)-|- {“V sin (»C~ nO-fC— ® -t-rVsin. aC— 2O— C+®j-
Le' second et lé quatrième terme donnent V/^■ec/^o/l, qui a le même argument, sin (■' C — 2O — £,"l” troisième terme est l’équation XIII. de, la lon-
gitude de la lune, dans les tables de M. Bÿrg (11. .g. 198. >204. )•
§. 245. La force — -) f (§. i4o.), qui sollicite la lune suivant LT
(/■'ig. 47O, agit dans le plan de l'orbite lunaire; elle ne peut donc pas déplacer ce plan. Mais l’autre force P = — - — r luivant TS ou LM, n’est
pas dans ce plan, excepté le seul cas où le soleil est dan* le noeud de la lune: elle pourra donc altérer la latitude de la lune, et nous avons trouvé (g. 24'') è P^n prè* P= ^ . Supposons que la lune décrive dan*
le tems dt l’arc L/=yd£ autour de la terre T, le soleil étant en S, et que la prolongation de U rencontre l'écliptique en N, de manière que T N soit la ligne des noeuds, N le noeud descendant, en supposant que la latitude de la lune en L est boréale. Soit l\ la petite ligne, parallèle à 1 S, que la Ion* a parcourue dans le tems df, en vertu de la force P. Cela pesé, Ir vrai Wiouvement sera LX; et si la prolongation de LX rencontre l'éclipfique en' «; Tn sera la'nouvelle position de la ligne de* noeuds, et la din'érentielle du mouvement rétrograde des noeuds. La ligne /X, étant parallèle à TS, et par conséquent à l'écliptique, le sera aussi à N/i, le
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coinmune >eclir>n du plan L/X et de l'écliptique: ainsi les trois lignes T S, /X, N /I, étant parallèles entre elles, on aura
Nnzr — LN, et TNn=:nTS=: O— 0= »•
ya (I ’
Ayant donc abaissé sur T N ' la perpendiculaire nR, il viendra
nR = N/isinTNrt= LNsina, et sinNTnrz:—, ou à très* peu près,
yêt 1 n ' r r »
' TN yài
LN
TÜ
Puisque nous regardons ici l'orbe lunaire comme un cercle, on a TLN = 9o«, LTN = i8o’~(£— 0)=>8u<> — X, =sinLTN=sinX, doM d^ = — sin a sin X = — ^ ^cos (X — 0} — cos (X -f- a}}.
Les principes de dynamique fournissent les équations ($. i-j, i64-) l\zz:2gPèl^, et ^gO~n*a^,
a étant la distance mojenne de la terre au soleil, et n sa vitesse moyenne, de sorte que ndt — àQ est le moyen mouvement de la terre ou du soleil. On a donc
fX=: ^ a3 3Q* = 3ydO*cos et en faisant “ =A,
COI
3 O {‘■O» — “) — cos (X -|- a)} —
5dO
^cosftp -f-X— o)-|-cos^<p — X -|-“)~cos((j! -^X-j-a) — cos X — a)J.
Mais (J) = 0 — C = “— psrlant
(Ay . . . . . 3^ = — ^1 4* cos a 4> — cos a a — cos aXf.
Le premier terme J
est la moyenne rétrogradation annuelle des
noeuds, qui par conséquent, en substituant hzi3,^6-’]S 60.), est z-a i°i ',
ce qui est de 5a' ou de la aj me partie plus grand que suivant les observa* lions (§. ao5.). Les autres termes, 3^ = ■ - ^ {cos a a cos a X — cosa^f, donnent les oscillations périodiques des noeuds, dont on trouvera l'intégrale, en exprimant successivement 3Q P*>' 8a, 3X, et 3$. Si on fait le moyen mouvement des noeuds, que nous venons de trouver, ~ — idQ, on aura
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. < = = 0,ü5369j da = ao- 9Q=(> +^)^0.
ex = ac— ao = (A4-*)ao. d4> = ao — ac = (' — *)905 p*rtant
X f alm m f ^ atffi m f 4t O ^ *im xf f7\ f ^ )
(B) <=rA'
i + i ' b + k ’ fc — 1
5491'' sin a (O — £3; -l- 4 ^'''*’'*' * (C — Q) — 4®8' sin 2 X '
-ce qui ne diflcie pas beaucoup du résultat que doune la mélLode d’Euler, savoir 5426'', 420' , el 4^3' ('\
Dans la Tormule P= a n'est pas la moyenne, mais la vraie
distance du soleil à la terre , qui , en vertu de l'équation du centre , est ^<1(1 -f-V cos P -|- cet.), Y étant t'exceniricité, et p l’anomalie moyenne du
soleil. Il Ciut donc mettre
1 — 3 'V'coi n
au lieu de , ou bien 1 — 3 V cos p
au lieu de 1, d’où il naît la nouvelle équation des noeuds, — 3'tr'coap,
dont l’intégrale est sin p =: 58o'' sin p Tsuivant Euler 55iO>
Il suit de ce qui précède, qu’outre la rétrogradation annuelle de 19* à 30°, les noeuds de la lune sont assujetis à des oscillations, dont la plus con- . sidérable est 549o"sin3(0 — £3), q“> * péiioJe de 347 jours, tandis que les autres oscillations ont des périodes de 37 ^ jours et de 29,' jours, de manière que, pendant une révolution entière des angles X cl l’argument a n'augmente que de 3o". On peut donc regarder l'inégalité qui dépend de l’angle a, comme la véritable correction du moyen mouvement des noeuds, en taisant abstraction des oscillations périodiques qui , en se rétablissant dans chaque mois, sont confondues avec les diverses situations de la lune relativement aux noeuds, et par là échappent aux observations. Cela posé il résulte de l'équation ^ 54<)o" sin a (Q — £3), que le vrai lieu des noeuds coïncide
avec le moyeu, le soleil étant- dans la ligne des noeuds, ou à une distance de 90"; que le vrai lieu des noeuds devance le plus le lieu moyen , lorsque la longitude du soleil surpasse de 43' celle d’un noeud; et que le lieu vrai d« noeuds est le plus en arrière du lieu moyen, si l'un des noeuds est do 43° plus avancé que le soleil. Tout cela est |>arrailenicnl conforme au mouvement périodique iImi noeuds, découvert par Tycho (II. 206.).
(t) 'J'Atorim wo/ut luntu^
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S- a46- Le mouvemenl des noeuds étant connu, il psI aisé d’en conclure U variation de l'inclinaison. Si l’on nomme \j/ la latitude de lu lune, TI l’inclinaison, t su lanf-enlp, on a langxl/rrttsin £— Q), dont la dilTéienlipIle est
C ‘ ' ^ ^ ^ (C- n) + d J sin (£- Q) _ « .a cj cos - Q).
Comme celte équation doit également avoir lieu, si la perlarbalion est nulle, et que dans ce cas on a d . lang 4/ rr > . rf £ cos (£ — Q), il en suil d »
-J- a . log » = dQ col (£ — o\
Si on substitue d Q = — cos 4) sin a sin >. (§. a^S.), on aura
a . log « = — ^ sin oc cos X cos 41 z= - (,in „ 4. » x -f- lin 1 4>),
et en intégrant, par ce qui précède (5. ?4j-),
H étant l’inclinaison moyenne. 11 vient de là
~ 549i'co8 aa -|-43r''cos a\ — 468’coa a4ir=S.
Or S étant un nombre qui ne surpasse jamais o,o3 , on a, par la théorie de* logarithmes == i -f-S à Ircs peu près, ou lang, =(, 4. S) lang H. En nommant donc u la correction de l’inclinaiaon, ensorle que on aura
‘•”6 = ('g H + ") t- w «g H) = tang H -f £*_
Si on compare cette valeur avec la précédente, tang,=f,4S3iangH, il viendra U == S sin H cos H == * S sin a U.
Or H = 5-8' i6" (II. g. ao6 ), donc ^ sin a II =: o,o8g33i d'où l’on tirera eu = 49’>" cos a (O - Q) -f 3b' cos a (£ _ Q) _ 4, ' eus a (£ _ Q), ou suivant Euler,
U = 4"4" cos a (O — Q) -f 3Ô'' COI 2 (£ — O) _ 48" cos » (£ — O)- Si Ion Tait abstraction des petites oscillations qui, en se rétablissant dans chaque mois , prennent la forme de' petilea correclioua de la latitude (g. a43.), on a pour les variations de l'inclinaisoa, qui ont l’année pour période, w = 4go" cos a tO — O),
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doù l'on conclura cf qui »uit. L'inclinaison a la valeur n:oyrnne 5“8'4<»", le aolril étant à la diaiaoce de 4^* d'un drs tiuruiU: rite a sa plus giande valeur, 5° 16'. '6', lorsque le aolril est dans la ligne (]ca noeuds; elle est un
minimum, îi* J j6*, si la distance do soleil aux noeuds est de ijo". C’est parfaitement d'accord avec les oliservaiions modernes (11. §. au6.).
$ ï47' l'B perturbation de la latitude est dunoce par Ica deux derniers termes de l’équation (1) (5. où il faut mettre la longitude corrigée de
la lune à la place de C > <1 I* longitude moyenne du noeud au lieu de Q.
Cela posé, on ad. tang \|/, ou
d4>:=dlsinX — tàQ cot X, 9j=langsi — tangH = tS (§. a46.), dR=5 .tyi" sin aa 4l>'sin SX -|- 4(>d' sin (§. aiS.), partant d'I' — f • S4qi" (’in X cos ax — eus X sin sa;
-j- #.431" (»in ^ «os aX — cos X sin a X) — « .468'' (sin X cos a$ cos X sin a$) — t . 5959'' .sin (X — a a) — it . 4 1 •” sin X.
Le dernier terme appartient à l'équation, tgd' = tsinX; il doit donc être compris dans l’inclinaison moyenne, déterminée par observation. Il ne reste donc que le premier terme, où ayant substitué i — tang H = 0,09; il viendra
3 «)/ = 5 36' sin (C — a O + 0^
Celle inégalité, la plus grande de toutes, est renfermée dans la Tab. XXXVIII. de M. Biirg, où on l'a faite =5s!*sin(C — a Q -|- Q) (11. §. ao-j). L’enar-mhle des autres équations de la latitude de la lune est environ la neuvième partie de celle-ci: on les trouverait de la même manière, par les autres termes de d{2, que nous avons négligés ici.
$. a48. Comme la théorie de* perturbations que la lune éprouve par faction du soleil , n'est qu’une application du problème de* trois corps , il paruU que le* formule* précédente*, dont nous nous somme* servi* pour développer les perturbations des planètes , sufliront aussi pour la lune. Si l’on fiit le* moyenne* parallaxe* de la lune s'', du soleil =^8”,6; on aura ($.171'}
a = = o,ooa5o6£6; ce qui donne ($. 1;* )
A = a,oooo3i34; A' = — o,ooaSo6556; a.oooolog;
On a de plus , le moyen mouvement de la lune pour la quatrième partie d'une année, — =4^^>4<>u"> l'on tirera, en faiiant ni’::=.35479') ($■ •• XV.)
le mouvement annuel des noeuds — — ^ — ^î6o3'',8;
et par rapport aux points équinoxiaux == — 20° io'lj4'i oe qui est de 5u'a3' jilus grand que celui donné par les observations.
La variation séculaire de l'inrlinaison est nulle (S. ato. XIV.), parce* que i' est nul: l'inclinaison de l'orbite lunaire n'est donc assujétie qu'à des cbangemens périodiques. Il en est de même de l'excentricité, parceque l'ar* gument rs' — m fait une révolution entière en neuf ans. Le moyen mouvement des apsides est suivant ces formules ($. aïo. XVII.)= - de la même
grandeur que celui des noeuds, au lieu que, suivant les observations , il est deux fois plus grand. Celte erreur prouve que la méthode précédente ne suffit pas pour la lune; ce qui engagea les astronomes è chenher de nouvelles méthodes. Les difficultés, propres h la lune, résultent du grand nombre de ses inégalités, qui sont assés grandes, pour influer sensiblement les unes sur les autres, en changeant mutuellement leurs argumens, et' de ce que les séries qui les donnent, ne sont pas aussi convergentes, que le suppose la méthode précédente. Nous lâcherons donc de donner un aperçu de U méthode, par laquelle M. de Laplace est parvenu à découvrir les plus petites inégalités de la lune; mais nous exposerons préalablement une méthode très-simple, par laquelle on peut déterminer è peu près les équations annuelle et séculaire de la lune.
§. 24g* L'expression de la force centrale , N = ^ ~a a*
($. 24*0> ''OU* apprend, qu'en faisant abstraction de ses modifications périodiques, la lune éprouve par l'action du soleil, une diminution constante de sa pesanteur vers la terre, qui est Si on désigne par T, /, les duréés de l’année et du mois, les masses de la terre et du soleil seront dans le rapport 1 : O" • ' 7s uinsi la forcv centrale, qui fait décrire à la lune une ellipse
ï ® g çj y
pai faite, sera — — — faisant donc le demi - diamètre de l’orbite de la terre, o=i-|-$, la pesanteur moyenne de la lune vers la terre, qui aurait
lieu <ans les perh<' bâtions du soleil, sera Vzr «"‘i et aa diminulion moyen*
ne, V— — = ^ (i+Çj" » ou en substituant - =\S;d-], -jj ='79i
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Ainsi l'aclion du soleil diminue la pesaiileur moyenne de la lune de sa 358»>f partie, abstraction fuite de rcxceutricilé des deux orbites. 11 est aisé de voir, que la distance de la lune à la terre, jr, sera augmentée dans le même rapport, ensorte que dy — et ^ ~ d’où il résulte que l’orbite de la lune est agrandie par l'attraction du soleil. Puisque lu direction des deux foices, V, r, passe par la terre, il en sera comme de toutes les forces centrales: en uommant donc à<^ l’angle que la lune décrit dans, le tems dt, on aura ($. 19. 111.)
o = parlant — — =— — = — i—
Comme nous négligeons ici l’excentricité de l’orbe lunaire, on a
Il étant la moyenne vitesse de la lune; d'où il viendra pour l’eflet de l'attra-
ctiOa du soleil,,
Il en naîtra une inégalité de la longitude de la lune, X— /dd$. Si on nomme Y l’excentricité de l’orbite de la terre, a l’anomalie moyenne du soleil, comptée du périgée, on a ($. 16g. Ce))
a~ I -f- ï — I -f- î — V cos a — I 7“ cos a a -|- cet. d'où il vient (1 -f- i — i-f3Y (cos o — T Y ï Y cos 2 a) -f- 6 Y* cos* c
= 1 £ Y® 4- 3 Y cos a -+- 1 Y® cos 2 a.
Soit m le moyen mouvement anomalistique du soleil,, ensorto qne dazz mBi
eu dr = cela posé on. aura. .
38$ — — (1 -•- * Y*) — (cos a -j- * Y cos 2 a)„
dbnt. l’intégrale donnera l’inégalité de la. longitude ,.
^iin a 7 sin 2 a).
£,e premier terme est une partie du moyen mouvement de la. lune n/: en efl'et c’est la diminution moyenne du mouvement de la lune,, laquelle fait, ainsi qu’on vient de le voir, la i7q^« partie du mouvement primitif, ou —
X<e second terme appartiendrait aussi au moyen mouvement, si Y avait une va-
leur confiante; mais l'eArrnlrici:^ i!b la terre étant altérée par l'aclidn des planètes, il en résultera une équation séculaire du moyen mouvement de la lune = — troisième terme donne Vét/uation uimucllc de la lune
Si l'on substitue — = i3,37j 7 r= — , ce terme deviendra
es qui est d’un huitième plus grand que suivant M. Uürg (11. 200.].
23u. Le second terme (§. v4<}-)
BOUS- apprend que la variation de re.vceiitricité de la terre- est la véiilable cause de l’équation séculaire du moyen mouvement de la lune, que les ubser* valions avaient indiquée depuis looglems (11. §. 190.). C'est à M. de La* place qu’on doit celte grande découverte, ainsi que tant d’autres. Il est re* marquable, que la variation de l'eacenlrioilé de l'orbite ten-eslre, s’est manifestée plutôt par son influence sur le mouvement do la lune que sur celui de la terre; la première ayant produit, depuis les lems les plus anciens, une augmentation de la longitude de la lune de deux degrés, tandis que la dernière n’a clrangé' l'équation- du centre de la terre que d'environ huit minutes. Si on désigne par I la valeur 0,01678 que l'excentricité de la terre avait à l’époque- 1800,, d’où l’on part, et par 7. sa valeur h une époque quelconque, on a-
d7 , f» day
= r ‘ i? + r fr.-»' '>* = r’ 4- - r - , 4-
di7\
dt»J’
Si t repréaente le nombre de aiècles- écoulés- depuia-l’époque 1800, -—sera
la variation, séculaire de l’excentricité, et nous avons liuuvé (§. ai4<)
— — 8",743o et r 0,016-8.
Les valeurs,. renfermées, dans la Tab'. XI. ($■ 327.) donnent, h l'aide de la formula XVI.. (§. aïo.), pour l’an aooo, — 8",864a; d’oii l’on tire
ASTRONOMIE PHYSIQUE “V* = r* — a < . o",i 4&7 1 — <* . o", 0006087,
= - + iîi • o".‘>«»o6o87,
oü il faut aubsliluer le mouvement séculaire de la lune, '
n =: i73a5644oo" — 8399,7,
Ainai, le premier terme étant une partie du moyen mouvemmit, on tore
=r t* . io'',3267 -f- . o",oi4'4‘*
Cette ealenr est peu différente de celle que M. de Laplaœ a trouréo par un calcul rigoureux et qui, étant convertie en aecondes sexagéiimalea, donne
to",i8 . o',oi8538.
S* aSi. Si l’on désigne par M, m, m’, lea maaaea de la terre, de la lune , et du aoleil , par x, y, m, et x, y', a', les coordonnées de la lune et du aoleil, rapportées au centre de la terre et k l’écliptique, par r, t', tes rayons vecteurs de la lune et du soleil, par ( la distance de la lune au soleil, et qu'on fasse dans les formules précédentes (S- >57. i58. iSg.),
B _ 1, et — i h Y - 9»
les équations I, II, III, ($. iSg.), deviendront
fjL. 9iy_/iQ\ idz_/iQ\
77^" ~ \TiJ* i f> — U yj> Tl* — U »)'
En nommant |l l'inclinaison do rayon vecteur r relativement au plan des X, y, ou Ia latitude de la lune, et v l'angle que se projection sur le même plan bit avec l’axe des x, ou la longitude de la lune, comptée de cet axe} on aura
(o) s = r sin P, y — r cos p sin v, x — r cos p cos v,
d’où l’on tirera en différentiant.
^ >ix , 3èy i3m Bir .Stl*
l * 77*- + ^ Tl* ‘ TÏT = ^ Trv “ 77*
^r -y r ^ ®8rdvoosp-2r9pdwsinp+rW»cosp}r
— cotp-y5f.tgp-*-,tRP=r»^.-t-r^
»(r-^cos*p) Bt à
(1) JUms. C0. ZtMM UI. st).
Si l'on diirdrenlie Q, d'abord par rapport & x, y, t, en substituant
*)*+(/— a)®, et ensuite par rapport & r, P, V, apiès avoir substitué les valeurs (a), il viendra
(®) 3{? = — — ^ (rdjT + jrdjr {xBx-^y’dyf-z'dt)
P Kc' — .v) dx-f fy — r) èy -f- (:' — a) d.};
-pî- dr- — dr-l- — - (XX' + y/ -y sa')
+ Qi — 7r) — ;r.) (^«inpcosv +/sin psin u — a'cosp).
La comparaison de ces deux valeurs de Q donnera
$■ © +> © + - © = ' * Gl) -. © = ©;
cl ? (g) - J. uns P (g) _ . I..J P (II) = (i|).
Si on substitue les valeurs (A) dans les équations (é), et qu’on les compare
avec les équations (a), on trouvera
(il: _ r lî’’ cos' a _ r _ /ao\.
/jf’ •It* ^ dr’ \dr/» ai — (du/>
dfî- *■“ P ‘=°* P + =>'• -dTï- = >
Regardant Q comme fonction de s=rtangp, et u = il faudra substituer
© = © (U) + © ©. Gi) = (m) + © ©•
Si Ton observe que
dd. 1 — _ 3 ddrcos p — adrd p sin p — rddÿsin p — rdp* cos p,
et qu’un ajoute ensemble la première et la troisième des équalions (D), après les aiuir multipliées respectivement par — dl cos p et par sin p, il viendra
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En lubsiiluunt r ~ —^ ■■-, dp — ds co»® p, ddp =: 33i«os® p — »3** «in p co*^ p, drzz ^ i— — , l« troilième de* 'équnliont (B) donnera
tt K'coip’ ’ ' '
® ^ (^») + îS - (’ + (^) (S)
Aü^V
^ en
Si l’on inll-gre la seconde des -équations -(B), après l'aroir multipliée ipar r*3 w cos® p — il viendra
A étant une -constante arbitraire; d’oA l'on .tirera d(.r= faisant pour abréger,
Substituons cette râleur de 3/ dans les équations (y) (g), et regardons maintenant du comme constante, ensortn que le tems l et tous les mouve* mens soient exprimés en fonctions de v. Cela posé -on aura
+ ") (’ + fÏW “ r» \ : (7?) Î-»
® = (fÿ + ") (' + 77)-+ (7?;] •
La première de ces équations donne le lems ou la longitude moyenne en fonction de la longitude vraie, et réciproquement. La seconde servira k déterminer le rayon vecteur *■ — I* parallaxe; et la troisième
donnera la tangente do la latitude, s.
§. sSa. Développons maintenant les quantités qui composent la foo* ction Q, en prenant' M -f- "> pour unité des masses, l'écliptique pour le plan des t, jr, et désignant par les mômes lettres, marquées d'un trait, toutes les quantités relatives au soleil. Cela posé on aura
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‘—Ç • , >+t* aco.fw_vO> — •
“' -r?— hr-^l *• »"
i = a' J . -1- J' CO. (V- V-) + ^, (, +3 CO. a ft; _ «0-
en n<>gligeant lei antres termes, multipliés par parceque u est 4oo fois plus grand que u. Il en résulte
tÆtî)
(îï)“~ (7l)=7^-7î)— ~^(*+3co»a(v— v>-24")|
d’où l'on tirera •
/I fàQ\ 3 m'i/* . ,
Tïïî VïïJ = ~ ~Tïr-
i'^0\ , f /dO\ î
jir;} + ü (rj) - ^77;;^ — -i- 3 cm 2 (v — v',},
/j /30\ I /do\ _:
\u [TZJ «» [77J — Tu~ {» -I- cos 2 (V — v%
S. 253. Si la force perturbatrice m' est nulle, on aura R = O, et les équations (I) (II) (Hl) (§. a5r.) donneront les valeurs elliptiques, en prenant cette forme,
Tv-ï+“=7^- a1T.+*=‘>'
La dernière donne, en l'intégrant,
s = t sin (v — J),
» et J étant deux constantes arbitraires. L'intégrale de la seconde équation aura la forme, « = p (i -}- s») -f. 7 cos (u — w)} , 7 et o étant deux constantes. Pour déterminer le coefficient /f, •on trouvera, en différentiant doux fois cette valeur de u, et substituant la valeur précédente de s,
5 O» — 5 = ïi d’où il suit A =r , et
>'(’ + r’)+'Veo>Cv — or)
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Il ed aii^ de. voir, que t est U tangente de l’inclinaiion de l'orbite lunaire, y son exjenlricilé , J et te les longitudes du noeud ascendant et du périhélie, dont les roouveinens sont trop rapides, pour qu'dû puisse se dispenser d’y avoir égard. Désignons donc par (i — c) v le mouvement direct des apsides, et par {g — i) v le mosivement rétrograde des noeuds, c étant sui- Tanl les observations 0,99114*^; ^:=i,oo4oaa. Cela posé, il faudra mettre H (i — c) V et J — {g — 1) V à la place de a et de J. En négligeant la quatrième puissance de l’inclinaison t, on aura . V (t + s») = ' ' - - - "
(0 n = '-t-I (g V - J) ^ JJ.
11 en soit 4-'V(-'o« (cv — ®) — — cota fgv — ,
dv
-f-— — coa2f/fi? — J)}j d'où ü viendra
ce qui étant substitué dans l’équalion , donnera
Ci 3,^7» -j_ **) _ a> ( I _(_* 7®-j- 1 i’)cos (cv— ra ) -|- ^ 'V’cosa (eu
9tr:A3at’< (• t j i \ 1 .
— 6OS a^jv — J; — >3 3 (e « — w) 4" cet.
et en intégrant,
(é) (= A3(i+3v’-|-y)w— ^’(i4-îv’-f|«’)Vsin(cv— to)-f ^'y’iinsCcv-w)
-4- ^ sin 2 V — J) 4" c®*'
Pour déterminer la constante h, concevons le mouvement rapporté an plan de
I l-t-'ycürfcV — ml
Forbite lunaire, ensorte que s = o, (=0, u = - =2 , et
SV b’dV . JH 11- *(' —
— =2 Mais on a dans lellipse, r~ — -r,
l’origine des r étant au foyer, a le demi-grand axe, et <p = cw — ra l’anomalie. Il s’en suit h=.V ai \ — et d/22as dv — 2>cos (w — w)-|- cel.J, dont le premier terme non -périodique donne /22a’t;. Mais si le mouvement est rapporté à l’écliptique, le premier terme de (k) est t2A3^i+.3vV|j’)u; d’où l’on conclura pour la valeur elliptique do h, A(i -J-o>“4"E^ )*— Vu, donc
A=oi ,_Î7*-|0- .Ainsi l’équation (■) prendra la forme
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(l) au = I -J- T "f" “H w — w) — Y CO* — J)*
SuppoMM U moyenne vileMO de la Inno — n — a >, négligeon* les trois* iëmes puissances de Y et t, faisons dans les coefficiens des sinus c—t,g—i, et substituons la valeur précédente de A. Cela posé, l’équaliou (Aj, étant multipliée par n, deviendra ,
(m) ntzzzv — »Ysin(cv — w)-|-|Y*sina(cw — »)-{- — sin»(^w — J).
Si on marque d'un trait les quantités relatives au soleil, où «' = o et o' i, les équations (/) (m) donneront pour le soleil,
(O o'u'=i4-V®4-r(i-4^y»)cos(i/ — «O,
(mO n't~v' — a Y* sin (t/ — oj ) -f- î Y'’ sin a (u' — to').
Si on fait n zzmn, la comparaison des équations (m) (m') donnera v' — a Y' sin (v' — us') -f- •>“ » (V — us') = rnv — mV,
V étant a Ysin(cv — aj — | Y’ sin a (c v — a) — ^ sin a f'gv — J). Si on ‘développe celle équation jusqu’aux troisièmes puissances deY,Y', I, et qu’on iaue pour abréger, ^
V — mv — w, cv — uj=:é, mv — us* — g v — J —p, aw — kzizi}, a<v — k'—tf', :sw-\-kzz.r, aiv-f-é'~r', aw — aw — p~u-, il viendra
(n) v'=:ni w — am Ysin é-|- a Y' sini'-j- | mY’sin aé-+-^S*sinap
4- I Y'* sin a jP — a wi Y Y' sin {k -|- k') — amYY' sin (* — k").
En substituant celle valeur de v' dans l'équation (/), on aura
(p) au'— 1 4- Y' ^ I — ^ j cos k' -j- Y'^cos aé'4- /nYY'{ cos {k — é ) — COI {k-^k')\,
$■ a54- Faisons pour abréger,
XVZy = > W, '°* 2 = (*/,. ("), *>" * (V — VJ = W, s
^ = O, m'a3 — n, . fia (cj^ = M, I — ^3 — * p ^ (A), = Ny
P 4" ^ . Cela posé, on aura (C) ig. aSa.), ^ ‘
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1 =— M, R=— /Mau. ('i?') J_ i /L? : :r:N i 1 4- /'!?'\ — _p
Aiofi les ëqualioDs (J. i5i.) prendront la forme,
l") O A + _ îî .iiüJÎ _ L?
III
u’~^V V"^ b*j b’’du b’*
Les équations (/) (n) (^) donneront, eti rejétanl les Icnnes inutiles,
î >•- ~ CO. t
; H > cos ai-j- - >*cos »/>,
(nn>-.+ !l(!^L) lïî^JyVo.ai'
-f- * m 7 Tr' f.-os (* — é") — cos (é + é' f ,
+ ^ «’coaap — ^ (»— 2»i)77'r^0s(é— *') _ L >'>'eos(é4- y)
cosa(u— v;)=;{i— 47 »— 4/n*7®}cosaw— {a- 8v'*}/n7cos7-j-^2— 87‘^J/«7cosr + ^ 'if ^ Vcos/— I a— 1 7 “ ^ 7'cosr — 6m77 cosf — am77'cos (a,v-f é-|-l')
+aort'ycos{7+é'^+6«7yco.(y'+é)+ 7»co.r(»-é)-^:^"*7»co, ,
+ ~ 7^coaa(«— P>|- I 7»cosa(,v-f *•)+ ^ os a{H*-p)-cos2,«+p.h (^); = J . _ lilZïÿlzi!) y._ v_(»-.)^.6,s
_L I »'’+5*'* — »9»' — loS
+>-T- ^ Ta
- Ç£±i2l!±Ü5) >r CO. f + -yr co. (au- XO
+ 1 -p)- (4-^->0(»r «H 7Vco.(9'i-x)
, /(»'-# ii)+»8 ^ , . 6 — »'(5 — I ,/x
-\ i — Y^coê%{w — -j j i T“ cot a (tv it')
— j — I* cof » (w — p)A g — * CO* " T P)>
et (c)^ e*t ce que devient (/>)^ , *i l'on met le. «nu. h la place de. co- «ioui. En «ubclHuanl pour *, /, le. nombre, a, 3, 4> 5, et Eiiiant 1 = e# • — I =y» O* aura k fort peu pré. ,
f+y^ — #*}8inaM> — I ay^i-f m) — — >* — * ^>*in< \
I — *y\i — m)'y.iDr-|-| /'.in^ — g Y^.in/ — ^ 'yViii j
lo — I# «+ 8 «* ^
\ 1 1 aiu'
I io + igm + 8m’
^ - Y T'^*in9(w — X')4
'.ina(i»‘ — X)+
^’.ina'H^X)
— X')-] ^ t®*in a (*v — p^-\ — l’.in a
” iJk^ 1 \ +-/co.aw-<T'coaX+y(^ i +|y'' )co.X'’-^^^^/Vco.^? ^co.q’ , 'co*t | •
o6 il faut obMiver, que nous n’auron. égard qu’aux angle, atv, X, k', q, aX, ip, dan. l'équation 1, aux angle, tw, k, X', q, q, f, dan. Il, et aux angle, p, r, dan. III, et que noua conMTveron. partout le facteur Y‘, qui
servira It déteiminer le. équation, séculaire*. Si on intègre l’expreMioa
précédente après Pavoir multipliée par — dv, en obseivant que
div = (i — nty dw, dX = edt;, dX' — wdw, ipzzgèv, 9q — (a—e — »mJ dv.
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< ' ' d<7'— (2 — 3rzr(2-}-c — am)9u, 3/~(2 — m)dv, dç:r:(a— c— 3n?)^v,
dffzzÇ^i — g — 2m) dv, il viendra
//+^*— 9* a/(i+m) a/(i — m) 7 V , 7'cosr^
/ — T C082fV Ycoso ^ 7co8r+ coso -
I «(1 — m) a — c — am a+c — am 4 — 6m ^ 4 —
y_ 7 (» + ^ yy't.ojf+ cos(2tr+^+^) -t- cos(7+j{''
R _3 ua / 7(a— 3m)W' , ... lo+igm+Sm*
fc* a A’ \ a(a+c — om) v7 1 1 5^, _c — m) ' '
I i — ^ y C08 a (jV -+- '{■) + 77 X C08 2 (tV k')
Ê ' 8(i-f-c — m) ' ' 4(i — am) '
I ra+m)9* , . , (a — m) fl* , i \
■ Ij- ârrzTi^ ml t Ï077=iô
, ^R'* _ ar * , (5 - •m)rco,Jt' }
à UV ~ 8b* i8^l— m)» (i— m) (âl_"m)(a — 3m) V
' §. a55. Comme notre but est d’exposer la méthode de M. de Laptace,
uns entrer dans tout le détail du calcul , nous ne développerons ici que les inégalités les plus considérables de la lune, dont on connaît déjà la forme par le second Tome de cet ouvrage. Nous supposerons donc, que les quantités au et s éprouvent, par l’attraction du soleil, les variations suivantes: (D)..J.aj/“A^*'co82w'+A^‘^7'cosl'+A^*^'ycos7+A^^^7cos7VA^'*^^'yv'cosf,Î5rB^®^flsin9’. Il est visible que la longitude du soleil, t/, doit éprouver les mêmes inégalités que la longitude moyenne de la lune , exprimée 'en Ibnction de v. En elfet on a vu (§. 253.), que le terme ycosk de au (/), donne un terme analogue — 2/n7sin^ dans v', (n). Ainsi le terme A^^^Vcus7 de aiiu donnera
S v' = — 2m A^*^ 7 sin 7.
Nous n’y aurons égard que dans la variation de N. On verra plus bas, que l’inégalité de la longitude de la lune, qui est indépendante des excentricités, a la forme, îv~C^®^sin2iv, d’où il naîtra une variation he V et de a'u', qui n'est sensible que dans les termes qui ont l'argument A*'. En elIVt, on a i§. 253.) v'rzmi% a' i -f- 7' cos j -4- 7^ cos (mv — va')j d’où il suit it/ — mJv, S.u'u'zz — my'ivsin/c', et en substituant ô u zz C“ sin 2rv,
St/ zz.m sin 2 rv, S .(/ u ziz ~ Y (cos / — cos y^).
Si Ton ajoute aux équaliona (I) (llj ^lll) leurs yariations , el qu’on fasse pour abréger,
t»)-h - i +iî)l=*. +•““) (■+ ’i?) =“■
(Si+')o+y)=->.
(■+‘ï?)(^fe.- +*■)=“'■
iiH
*> Vdo» ' y
cet équations prendront la fume,
b* iv ’ fc'av *
bdf ’ e*dw
WA
(II) . . . . . O = B -C- N 4- B' 4- B" - C - (T - * î N, ,
(III) o = D-E+|, + iy4 D"-E'-E"+y.
Suirant les régies vulgaires de dilTérenliation on a ($. s54.)
^ s (c)* î.ou — I (c)* î.d^u^-fC* ^ î V ^ , ÎR~ — /î M.3u,
• jî îN = -^sîs4-^“J(«)*î.«u + 3(é)’5.au-x(c);ît/^,
ÿ = 5s + (A)^5*-4s.5ao[(o)’ 4- Wy
• |-au= I -t-'V* -I- 4 ( ' — c“)V^ os*4-(g“— ^)»’'cosap, ^ + s = (»— «^) » *î“P/
ülii- 4-oîu = — (i — am)(3 — am) A‘“’ cos aw 4- (i — m*) A^’’ y' cos A' év* ' '
4. (3 — c — sm) 'c — s 4* »"0 A^*’ > cos 9 — 3 (i — m) (I — 3/m) A^3) 7'coa 9' _|_ (3 — c — 3m) (c — I 4- 3m) VlK COS e;
d'où l’on tirera
ï7 U.* a* . . S7U*a’IS — m)'y'coik' , j.j 1 . —
» — , _i_ ~ ^ s7eos A4- — ^ ^ ■'cT r4-r,V’cosaA-^ — cos »n
" ‘ 64{r*^> — m)’ ^ 8b*(i — mJti— rni)(a — im) ^ i
IM
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3(ia ^ ' 2 — e — im ' a-t-c
4*’ ) (J . 4./li+m) 10 + ig tn -f fl tK* „ 2
^ : j ' ] COS 2W
,1 — m a — e — am * a-t-c— am/
y T^çiy’
A' r: (•» A^“’ — 3 y'*) CO* aiv — C3 — ^A^Pj 7 co* 9 -J- 2 A*‘^ Y co» /F
, A« A'»’ . »ri+m'A'°> , sfi— m'A'«\ .
\ ■: î — ( — 7 T 1 1 7 cos i)
fcta ;*f* — W/ V. c(i — m) a— -c — aw a-fe— .aw/ /
^ y co. 4' ( *
*• — 6’ ^-{4A^<’’-A^3>-ioA‘’>7*4-^A<+V-^/r,C^^>)7'.in4'+A''V*iDyy.
f A’»‘-3.4"lA»>^i V» r» ^ ^ ^
_ (4A<::-A:«-.oa;^7»^4a:v7._u c(.>)yco,r+^^'co*^ V
2i’ Zv
— aA'»’— ».iA'»’7*4-5A'**7* it
, aA™‘-#-amA«>
7co*4 S ,
A'"=:?(A‘®^V.(A‘"V)V3A'’>\A‘’’-2A''>’/yco.4+3(A‘''’AO)+A<*’A‘'»’7=’)yco»4',
B = I + 7® -j- ^ ‘ — c’) 7 co» 4
7co»< (
U_ LJL? y • — ™ \ a — e — 2m .(• — "*)/
/ 4 ^ — 7' co» / — ?. 7 7' co» e
C 3= — “ c { f cos q -j- ^fm 7® co» a w -|- ^ 7 7' co» f f ,
B' =I — [1— am1(3— A^“’y — (1 — a m) (3 — a m) A^’^ CO» 2 w
_j_ (3 _ c — 2 m) (e — X + a m) A^*’ 7 cos 9 — 3^(1 — m) (1 — 3/1») A‘3> — ^ (i ot) A^*V^''' C0»9'
3m) A''’^7Vc0if;
"i-m)/A^‘*’+ ^ A'*>^^i-m)A‘’y+|(a-c-3m;A'^’y'’ ^ Vcos*)
-|- j 3 (1 — m) A^“* -f- - — ^ y CO* k' J
A'*>+4mA'"+ÎA<« V»* , A'" y
fycotk CO» O 3
D=— (g* — 0*»inp-f ^;^.^^#»in f.
«5H_5uaV
. . flCJ* \
J® ICOMH'-
(/■•t- »*) »*inff;
,_^6A‘»y- A<®y- J A« V)yco*4
-7îtK-(_ + A^‘’ -f ?. A'ï’) V co» — (a A^*’ — A^®>) 7 co» ^
C_|_ (3 A<«>’+ * a‘- >+ A‘î>) 7- co» 9' — { J ( I + m) A‘‘ A^+’ItVco» g
n = « {(a A^"’ + — 5 A^*’ 7®) »in (T — {a A‘®’ -|- ^ B^“’)/»in p} ,
D' = (3— g — am)(ÿ — I + am) « |»in <r — ^
E' = ^“ (a - ^ - a m) B^"’» (/- «=) »in p;
C"=:oj D"=:o; E' = o.
§. a56. Le premier terme de A ou de ré<|uation fl) e*t — — m, oa
^ dr, ce qui doit être identique avec le moyen mouvement ndi, d'où il fuit * / \ «■ 1
Le» tertne» non périodique» de B et N, ou de Téquation ^II) donnent, en rejélant le» terme» inutile», 0=1 — ~ fc* ~ ‘ 3 •**
à Irèi-peu pre», et = (1 4-în.e,*, ou
Si, d«n» réqnation^r;i-|-î|i«, on lait «=1 4-27'*=!, on anr» * r= t +|(t,
Ç = i+|.*. et ■ ’
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fl*
•e qui étant comparé avec fi), doune
(4) - «3 (, + i et m* = (£f = (• u}.
Suivant la troisième loi de Kepler on a (§. 5g.), a'^ cz. m' , m' étant ta niasse du soleil, exprimée en parties de la masse terrestre, comme cela s'est fait dans les tbimules précédentes ($. aj3.). En substiluout donc n'*
la dernière équation deviendra m" — m' (* “F 5 Mais nous avons supposé (J. *54) résulte m*rjt(i4-rjs), et —
Pour détoiminer dans féquation ( ), on a (It heza^ (i — Ju), /j3— et en sobslituant (4), — Ainsi l'équation (a) deviendra y ■ i -f îny*}=:-^(i -|- J et l'équntioa
n dr = (s 4 ’ m» >0 < ^ — A' — A" -t- A" } 3 v
Le premier terme de A zz i, donnera iidl — dv ^ in* dv, et en intégrant, nt 1 zz V f Y^ dv. Désignrns maintenant par etc.
les copfficiens des diverses perlurbutious de v, et supposons, en négligeant les inégalités peu coiuidéiables,
(i) nt 4- Jy'^ 3v-j- sin a w 4- C^'3 Vsin f
-f G^*’ 7 sin é + y sin h‘ 7" sin a é 4- S» sin a p, la constante i renfermant tous les termes non périodiques de l'éqeation L Si l'on diûérentie (EX >1 viendra
^ = 1 -l'a "**3''* 4- 2 (« — »0 C'®’cosaw-}-(a — c— îm) C^'37coaf-+-eC^37cos4 -4- m y cos^-f- ac 7* cos aé4* a^ t’eot ap.
En comparant les divers cosinus de celte équation avec 1, après avoir mis è la place de dans A, A', A", A'", on trouvera
(0„...a(i— -3m*>* ( 1 — 'Ua'^’+^A^^V,
' ' ' — «) \9— e— amy '
(a)..-.(a-o-a,„)C<- ’=3m» $ (’+_??/_ y l +3A<®3-aA‘^
A'*>44mA‘«
. <(a— m)(a — 3mj ' 4(| —
+-3A<*>A‘J’4-3A‘-> A<*’-y*, (fi) C'î> = I
(5) acC'-*’ = |,
L’éqaalion (II) donnera par le même procédé, pour le coefficient de co* aw,
(i) o=— (i — am)(3 — a/n) A^’’— *m*A‘ '’-f ( /+»( ' +"»)>') -t-l'" V— •* B»’i
pour celui de co* k', (8) o — (i — î /»«^) A^'^ -f" ^ “H |
pour co* q, (9> O ^ { 3 — c — 2 /n) (c — i -j- a /n) — * /n*J- A^^
_ — î/nV3— c+4nO/-6«*(>+3/n)7*4-3m’A‘'’>,
pour coi q, (lo) O =— 3 {(i — /n) (i — 3/n) 4- 1 /n'} A^^> -f
pour ■co» i, (il) o='{(3 — c — 3/n)(c — i-|-3/n) — ?, /«’} A^**
Le coefficient de t sin r dans l'équation (III) donnera
(12) O “ {(3 — g — “i ni) (g — 1 ®'«) + f. /"'}
— W\fg-\- l'if— 4- — — f ? -t- 3//I® A<“> — - /,,» A'*’ -y».
^ C t«“Hi a ) a
$. a5^. Les douze équations précédentes suffisent, pour déterminer, par lamétliode vulgaire d'élimination, le» douze coefficien» A^®\A^'\A^'’,A^3\A^+\ p(o)^ Cls)^ Si on fait, suivant M. de Laplace,
/n =: o,o^43o»3i c 0,99154801; ^ = i,oo4o2i j5;
> = 0,05486181; y = o,oi68i4; 0 = 0,0900807;
V = o,oo3oo99a8; >** = 0,00028271; 0® = 0,0081 1 4534; e = 1,0004241; y =0,99939323; /»® = o,oo5595a34;
les équations précédentes donneront
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A^®' rn 0,00706; A^’' — — 0,0073; — o,ao34; A ^
A^^' = o,r>4); =: o,o'a83; d®’ = — o,oo9i3; = —
Le coemcienl A^'> esl singulièrement modifié par ceux de la latitude, que nous avons négligés. Si l’on y a égard, on trouvera
Les valeurs que M. de Laplace a trouvées, en tenant compte des termes que nous avons négligés, dilforent des précédentes d’environ la centième partie. Les valeurs exactes qui résultent de son analyse, sont parfaitement d’accord avec les meilleures tables modernes, et par conséquent avec les observations; ainsi qu’on peut le voir par le tableau que ce grand géomètre a donné
dans la Mécanique céhslc (^cc. Part. ZiV. Vil. Chap. IV.).
Pour faire application des équations précédentes, on doit observer ce qui suit. L’équation fl) donne immédiatement les inégalités de la longitude de la lune en fonction de la longitude vraie; v-C«/+0 L’équation (III) donne la tangente de la —
d’où l’on tirera la latitude przs+îs j ’ — s-|-5s ^
P rz « (1 _ 0 sin;, 4- Bô sin ir = 0,089898 . sin p + 0,002557 . sin a, et en secondes
P = (5® 9' 2<',8) sin - J) + (8' M'Â) sin (2 V - 2 m V - 4- J).
La paraUaxe H est donnée par l’équation (II). Si on désigne par o,r, le rayon terrestre et le rayon vecteur de la lune, on aura H = Or nous
avons fait u r: — ^ (S< sSi.), et tang P = cos p — (i+s^)
Si on substitue a u = i 4- "V* + f 1 '1^0 «os é - ^ cos 2 p -f aîu
(§. a53.), il viendra
n — ; 5, 4-v’+v (1 4-v- — co.i 4 oS"^.
Mai. on nï=o,oi655i, donc ;(.+ i"; = o.oidfi =34.4', «i l'»» «« a •*
n =: 57' 4",a > 87'', 5 . cos k ?4 'i* > • «0* ^ (v — m v) — c'^,33 , cos (mv — œ)
■t-J7',95.cos(ar'-ct)-mv-K3)+i'',6J.cos(2V— 3»it'+oi')+i'*,63.cos(»v-cv-3mt>+-OH-t3^).
$. 258. 11 nous reste à considérer les équations séculaires des moyens moovemens de la lune, de ses apsides, et de ses noeuds. La première est donnée par le premier terme de l'équation (I),
elle dépend donc des variations de l'excentricité de l'orbe terrestie V. Noos avons trouvé (§. sSo.),
y- r’ — t . o'',''9'142 — /' . o",ooo6oi7.
En substituant donc n = 8399,7; du = ndt = 8399.7 . dr, *'*''* l'équation séculaire de la longitude moyenne, comme ci-dessus ($. a5o.), v=- 8.199 7 ./(r.o",ooa4®’’6-^-^*-«^i®oooo5ü59) èt — t^. io",3 <*.o'',oi42-
L'inégatiié du ino^en mouvement des apsides et des noeuds sera déterminé de la même manière que celle des planètes ($. i85. i8^.). On dÜTé» rentiers le premier teime de l'expression elliptique du rayon vecteur et de la latitude de la lune, en faisant varier l'excentricité et le périhélie, ainsi que l'inclinaison et les noeuds; or comme ces variations ne peuvent résulter que des perturbations, en trouvera leurs valeurs, en comparant les dilTéreatielles précédentes avec les termes analogues des équations II, III, qui contiennent les perturbations. Le premier terme de au, qui est i-f-7 cos (cv — m) a53. (f;), donne en diflérentiant,
^ +<,o=,+f,_c’;7cosé+ ->(^) ^co.é+ siné.
O d d tt
le coefficient de sin k étant inutile ici. La valeur elliptique de — Uau est !+(' — 7 ros é (5. a55.}. En l’ôtant de l’exprassion précéuente, il restera pour les perturbations, en négligrant le terme è cause de U lenteur de la variation de l'excentricité, cette équation:
ad U
Tv^
y cos k.
L'équation fit) a la forme, o a u 4- R cos é, K étant 1a somme
des coelliciens de y «os k, dans B — G — N 4 B' 4 — G' — ^ R
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(§. î55.), «près en avoir ôlé la parlic elliptique [\ — e’)V.C(»t Cela fOti,'
la compaiaisun de eca deux ëqualiont donnera
- ®- — c -t- 1/ (c*-|- K), et en ielëgraat, d V
‘ (<t) 13= cu+/3v.y (c» + K).
Il en suit *ci’ = « 4^ eu nfl/3v .y (c" -j- K) = u^;/3u. V P*^*
rcqiie noua avona aupposé le moyen mouvement dea apaidea, a~(t — e) v (§. aid.), c ëtant à peu prèa égal à l’unité; d'où il auil que acu ou v^L/àv.y'(e’+K) est à peu prea égal à a v. 11 eat donc viaible qu'il faut prendre le radical , avec le signe inférieur, ce qui donnera {«), w = ev — f dv .Y (c* 4- K)- Si on fait pour abréger, /
i_î(5 -8o04'’V(5+m)A^'‘’rA ,»+5(3-8;»5 A'o’- A'+’zB,
lea valeura pticëdenlea de B, C, N, B', B", C', S fi, donneronl K = — ?m’(A^-By*),
L’intégration donnera le lieu du périgée,
ol
tB = n -j- V {c — y (c’ — î nr A)} -|-
-JY'dv,
l’époque, v {c — V fc* — ,*m*A/}=^u le moyen mouvement dee
n étant
apsides, et > *-rr; /Y^^u l’équation séculaire de ce mouvement. Lea
’ 4y'^c' — jm’A) ■'
valeura précédentes ouiinent A = i,;;6j8i3§; B = 7,9r5415g; d’où il viendra y fc’ — 3 /n* A) = o,g83ig27 = c —
Nouîavona supposé le moyen moavemenir(i-c)w, d’où il suit acri+y (c '-hn'A), et e = 0,991 jr|f> J; ce qui ne dilTëre que de la 20000®' partie, de la valeur qu'ont donnée les observations, (=0,9911^8. Ensuite on a d'où il résulte l'équation séculaire du périhélie = 4i°^* ?, Cette
équation a un signe contraire à l'équation séculaire de la longitude, et elle Bat quatre fois plus grande, ou suivant M. de Laplace, trois fois: ce qui donne * l'équation séculaire du périhélie = — /. 3o",9 — t*. o",o4i6;
( étant le nombre des siècles écoulés depuis l'époque.
te premier^ lerme ^ ^ « .in (g c _ J) , do„„ra par le
«ême procédé, = J J „ reUanchanl I, partie
eUiplique, et «égligeant --- et le coefficient de coa p. L’équalion III donne
®= E -1- ^ ly- E' + ^ =
»V i aC> — ;
ei ea bUant g' — 1,
® = K* + ^ + 1 ( , -f m) B<* V} e ,in p.
S PoD compare celle dquaiion arec la précédente
« = + " + 5 ^ , ,in p,
en bi«nl i-»A<*)-(.+n,)B<*)=C,3 + 5A'->+_r.+m)B<^’=D, on aura
/iJ\’ /3J\ ~ ~
i'où l’on conclura, en biwnt poor abréger, (^* 4- ? m’ C) =r
iJ
dv
H étant répoqne, [g—f)v\e moyen mouremenf Jea noeuds, e! — — "üî D/v*3w l’équation séculaire de ce mouvement. Les valeurs de m, A^-\ aS-j 1 ,
donnent C = o.gSSdoSS,; D = .,61 ,,>857; ^ - ,,oo8oo64i ^ =r 0,79946 14! ' ^ a donc te mouvement moyen des noeuds - (g - O v, Z qui doit être ^a à d’où l’on tire g= i±i- ,,oo4oo3a; ce qui düTere très-pen
de la valeur^ ,,oo4oai 7 que donnent les observations. L'ét^ation séculaire
est— o,799}634. „m=’/y'*d», ou suivant M. de LapUce, — o,73545a.?m»yy»de, ee qui donne ~
réquatioù séculaire dea noeud. = / . ^ . ^",0 1 133.
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CHAPITRE IX
■ Théorie des S atellites de Jupiter.
§. aSg. XJne théorie coroplfcte des perturbations des Satellites de Jopiler exigerait des calcals aussi longs que celles des planètes principales du système solaire. Quoiqu’il n’y ail que quatre corps . l’action du soleil , le rapport remarquable qui existe entre les moyens mouremens des trois premiers satellites, l’aplatissement de Jupiter qui a un effet considérable sur le mouvement de ses satellites , et l’ignorance dans laquelle nous laissent les observations, relativement aux excentricités de ces orbites, demandent une analyse, différente de celle que nous avons employée jusqu’ici. Cependant
la ma«e de Jupiter et sa distance au soleil étant beaucoup plus grandes que celles de la terre, l’action du soleil sur les satellite, est peu considérable. L’action de Saturne, dont la distance è Jupiter n’est pas plus grande que celle du soleil. Undis que sa masse est 35^4 toi, plus petite, est tout-à fait ‘insensible. L’effet de l’aplatissement de Jupiter est très sensible, principale, ment par le muuvement des apsides. Mau il serait impossible d’exposer cette théorie, sans donner trop d’étendue à cet ouvrage. Il en est de même 'des inégalité, qui dépendent des excentricités. Les observations n’ont donné qu’une connaissance imparfaite des excentricités du IV et du 111 satellite. Pour les déterminer exactement, M. de Upl.ee a employé une analyse ingénieuse et délicate, dont nous regrettons de ne pouvoir donner un extrait (■). Les inégalités, indépendantes des excenUicitéa j sont proportionnelles à sini(p'— K), n et K' étant les longitudes jovicentrigues do satellite troublé
(i) iUMn. cfi. Tmt IF. Ut. FUI,
et lin corps perturbateur. Si le dernier est le soleil, ii' — )<. est if>ü* dans les édipses, dont le calcul est le but de ces rechenhes: par conséquent les inégalités, dues h racliun du soleil, sont nulles. Nous nous lurneions donc à exposer les iiiégalilés périodiques, indépendantes des excenliicités, qui sont dues aux actions mutuelles des satellites , et les équations séculaiies des noeuds, qui lésullent des actions des satellites et du soleil. Ainsi les calculs, contenus dans le Chapitre présent, ne seraient qu'une application des ruimules données dans le Chap. II, si le rapport qui existe entre les moyens mouveniens des satellites, ne le moflibait. Nous commencerons par donner le résultat des formules piécérientes , et ensuite nous chercherons la correction qui résulte de ce rapport remaïqtiable.
$ Désignons généralement par M la masse pertuibatrice, nommons
ni', m", m"', m"', Q, les masses des quatre satellites cl du soleil, ccUe de Jupiter étant prise pour unité, a', a", a'", a"', les demi-diamëlres de leurs oibites, r' , r>’ . r'" , r", leurs rayons %'ecteurs, I, II. 111, IV, et v‘, v", u"', ti'", leurs longitudes jovicenlriques , moyenne et viaie. ©', ©", ©"', ©•'', les durées de leurs révolu'ions sidérales, les mouvcmeos annuels
des noeuds sur l’oibile de la planète pertuibatrice; et employons pour les suites quantités les notations, adoptées dans le Cbap. II. Cela posé on aura (S- aïo. au. 17X — 175.),
r\ sr M n“ co« i ( a' — u' Ç s n tin ,
M n“ co« i ( a' — u'
ntt M n* <ie r cj) ^ f*(a- ir')*u- 3n* . (n . iA'»’ >
a* a a à a àa a* ^ a ^
i ne s'étendant qu’aux nombres positifs , et toutes les lettres, marquées d'un trait, se rappoilani au sàlellite supérieur. Les coefiiriens 6^'^, ^ seront calculés au moyen des formules données ci- dessus (J. 171 — >73-), et
aA«> a a
da
àh-»
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des érémens «uivans, lirés de la Mécanique Céleste, oi fon a pris le demidiamëlre de diipiter pour l’unilé des distances.
©'=: 1,769137a jours; 0"=3,55iibi j. 0”‘=:7,i5455a8 j. 0”= 16,6890194 j. De là on a conclu,
pour le I et II saletliles,
4O) — .3'4.,j o,io65i i5; ~ o,o6o53?4;
db“' à a
A(®’ = o,363îi4’;
I et 111 satellites,
a = 0,3940.349) = a,o85?433; A‘*’ = o,4i949°’J A'*’ = 0,ia48495;
A«3> = o,o4ii4i; ^‘ = i,ao8a35; ^ =0,681369; c<'>= 1,623778a;
• I e/ IV satellites r
« = o,aa4o334; A^’> = »,oa583i; A^'’ = o,aa8387; A'»’ = o,o38456a;
m ïjOSg'l^g; zz
II et ni sateilitesr
<T = o,6a69'>67; A<*’ = a,a57og86; A‘‘> = 0,75.5.34; A<« = 0,3609108;
II et IV satelliies,
a = 0,356447; A«»’ = a,o685o85; A‘” = 0,374917; A'»’ = o,too8oo3;
èj,
lU et IV satellites,
aA«>
è OL
= o,8ia4a'j
c'»’ = 3,5666ja5,
Si »n déiigoe par A la moyenne distance de Jupiter au soleil , par
e le demi-diamètre de l’orbite d'un satellite, par T 1a durée d'une révolution
de Jupiter, onaura O='o67i'i T=43îa,6o»a jours, et (S- 6u.j d’où l’on tirera
pour le I saieBUe,
a ^ c,ooo5386i j 4^°^ ~ aj 4^’^=: o,ooo5386; e^‘^r=o,ooi6i5^
pour le II sateUite,
0=0,00085707) 4^‘’' = a; 4^‘* = 0,00085707; = o,ooa57ia;
pour le III scUelCle,
0 = 0,00136717; 4^“^ = a; 4^‘^ = 0,001367a; c*'V=o,oo4ioi5;
pour le IV satelCte,
a = o,ooa4o466; 4^“^ = a; 4^'’ = o,ooa4o47î = o,uo7al4•
S. a6i. Si, dans la formule (1), on fait — =90*, on aura te mouvement des noeuds pendant une révolution du satellite troublé , d’où il est
- _ SR5, -.“'jours
aisé de conclure le mouvement annuel, ^_-Ma 's.go", ( étant _ g- •
Les valeurs précédentes de e donnent pour les quatre satellites,
S' = ao6,4565; *” = ioaj853j; <"‘ = 5ï,o5i4; #"' = ai,8856j d’où Ton tirera
^' = — 33", 5 — m**.. iigo358go'' — m'". i6864354'^ — m''’, a48548o';
= — i'7 ',a — m*. ioaa7785a" — ni‘“. 633g58go" — m"'. 584554o"; ^"‘ = — a'i5",3 — »i', io583i3o" — m".3y868g3o" — m''. i9<'7«94o"» f'” = — 5'i5",6 -m\ 1176057" — m”, 3489570" — m'". 14379563";
le premier terme étant le mouvement des noeuds sur l’orbite de Jupiter, qui dépend de l’action du soleil, et les autres termes donnant le mouvement des noeuds sur l’orbite du satellite perturbateur. Si on multiplie la valeur de relative à l’action de -chaque satellite, par 1 — - cos (J — J), on aura le mouvement des noeuds sur l’orbite de Jupiter (S- »*o. XV.). Suivant les observations de Maraldi et de Wargenlin, les longitudes du noeud ascendant ont été au commencement du siècle présent, è peu près J ■ = 3 1 4’ 3o', J ' ‘ = 3 . 3°*45', J " ■ = 3 1 4" î4', J ’" = 3 ao* 1 8, et les inclinaisona =3“ ai' 38", «” = 3*i6', »”«=3«i4', »*" = 2“3y;
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ce qai itinil pour calculer U formule piéiëtienle. Mais les arcs J'— J'', cIc. et les angles l', etc. sont si pelUs , el si peu dilférens les uns des aulies, que ce calcul ne pourra donner aucun résultat sûr: il vaudra donc mieux s'en tenir aux observations, suivant lesquelles les orbites des quatre salelliies ont eu, au commencement du siècle présent, une position semblable îi celle que présente la J-rg. 4^> On verra plus bas, que les masses des quatre satel* liles sont, par rapport è celle de Jupiter,
m'ro,ooooi7 'a'tl; m''~o,ooüO'!3a355} ooooSP^cy^i; OT'”rro,r orio4''6.’’pi.
Si on substitue ces valeuis dans les expressions précédentes de ÿ”, ÿ’’',
on trouvera que
les noeuds du l satellite rélrogradenf annuellement sifr l’orbite du il = 4l) ‘I" III = 24’5a* ,4; du IV i'46’^;
les noeuds du II sur l’orb. du I:::ï9'3î",3j du ltl:::9t'Jo".4; dulV— 4V*J;
les noeuds du III sur l'oib. du I:^3'3'',4; du 11— 15'26'' 4; du 1 i j'J3''',5;
les noeuds du IV sur l'orb. du t—-2o",4; du II =: t'ij",i; du III— <i'ii",5.
$. »6i. En vertu du rapport qui existe entre les moyens mouvemcns
des trois premiers satellites, nous ferons //= 2//'=; 4"' ^ fn exceptant cepen» daot les diviseurs n' — a/i", n" — qui deviendraient nuis par cette
subslilution. En faisant donc
et désignant par les fonctions qui se rapportent à a,'a *a;
par les fonctions relatives à p, ’(3; et par celles qui se
rapportent à Tj la formule (I) (§. -Gi.) donnera en secondes d’un degré,
. a „ < a J «in a, 11—1)
^ d a S »in i*' 3 < ^ ^
-4 '« î < q -4- 8 'tt — 27 “ f - — /,—
‘ai ' <*“ > **'• *
_ :l"l' s ,,5 . .»< . + .. iL‘l' î
i5 < * V a S »Hi 1" ^
«r _ ■ î’"L'-,'Li
sd— aii'é ^ à U o’j M«r
_ ü' 5 4.5 A<» -f- a — f ^ S , i( O „ ü::* ? ürj
3 t J S >i II / 12^. ï > *. I '
. iTl' ^ S , , »+4,3 ? ‘ülilL.!!) _ ;r 3 $ P l iJLiOllpiL);
4 u'" = ÜL' S ^ _ 3 - 'a ? ■’" ('-"-'2
rfO) _ J. 4. 3 ir ■ I
» !Ii:'S4,5,i<>4-p
3 ^ dp 3 «in .'' 1-» i dp s nul''
«‘'■f,"'-)*^ <;^,„ , 3(>.'*’i*\,.. , „V^ d..''>,?-in(iv_ Ml)
+ J(/-c^'’)4-=« ^7"~js niTT^'”'
s JiO’ v,co . „ "V i:Z ? »"K»v-ni)
ta"'-iX'i'"-»J(3H"'— I)rv ^»(«"'— ■)/ ^ di- s «■»>'
s ^3,/"_3-i-K"îi ),(3)4 ?,"> £i7’ i
(i.'"-i,ls»'"_3Ji,^"_3)i'^ •’+r»-J ^^3' ^ d7 s ..»." >
sv' 'Z 5 -i- f„'^i+ -Us /„'+ 1+. -L-’I _oV - ^ t£lL‘_i.L2
n'('i' — i)(ii'— al ^ ^ n'— 1/ \ it'— 1/ " d’a ) uni"
I "" ^ • /' /- O 3 N ijfil/.- 3 \ i,d‘ 1 “^Mirn IV)
+ nV"— V*7 (" ■^'■^n"-i)“’ '^T>p S ‘mTr"”
H üî7_ b V_3+ _a-v i'2! î
^a'"(u"-.)(,u"'--i)0»7 ^ r f/'-J ^d>S -ni"
!"T S r< „"'_ 5 4_ _=!_\ «<-) 4 ,> s 'ilKîi' - *1)
t='i"— 3-K^ ' d'y Î i.ni" *
Le< autres inégalités sont insensibles.
ei on substitue pour a, p, 7, etc. leurs valeurs i§. î6o.',
il viendra
«• '=m' .6o»fio5'sinai-r — n''.S44<.i' >oô"sin a 'II-l) -m".»3J9'4'sin 3(11- F) — m '.5.'a <l'’sin 4(1 1 — I) -\-n/ . “o y't 'sin 111 — I — m '.611 üy ' siii a 111 — 1', Sv''zz — m .a35io-4i/ sin (t — Il — l 'j’aiii" (I — II) — m'. >4 6i"sin3(I — II)
-tm"'.6oo8J/sin(,ll— Il -oi"4,fi47Î .o"sina III— llV m ".î3i ia3"sin3 III-II), i t/" — m . 8fi8y^" sin | — 111) — /?i *. 1 1 ‘'7(1023" sin >11 — III)
— /«''. -71. }} sin '(II— III — 01". .{)5.;6'âin3(Il — III) 4m'\34toiJ'iin(lV— UL_m>''.ii74)t;b'sin2(lV-lIl)-'n'',«2533siiiJ(lV— III ,
ASTRONOMIE PHYSIQUE Ïü*'' = m'.46i54' «in(l — IV) + #7/". 7 4 Y'»'" (II — IV)
— m ". loJSaa" sin (Jll — IV j — m 51708" sin a flll — IV).
Le* inégalités que M. de Laplace a trouvées par d’autre* fonnnie* ('), sont peu düTérente* des précédentes, à l’exception des termes qui ont les argumens a (II — I), I — II, a (in — II), ou ce qui revient au même, des terme* qui ont les diviseur* n' — an", n" — an'". La détermination exacte de ce* terme* demande une analyse particulière que nous allons exposer
$. a6i. L’extrême petitesse de ces diviseur* produit des inégalités qui, croissant très-lentement, ont de longues périodes, et par lè ressemblent à une équation séculaire du moyen mouvement ou du grand axe, que nous représenterons par Mèa, M étant la masse perturbatrice. Cette nouvelle inégalité dépend donc du carré de la masse M , et elle est principalement sensible dan* le* termes où rSr est multiplié par la partie constante de la masse perturbatrice. C’est pour cela que nous mettrons au lieu de et
a-f-Mîo— ^ — au lieu de r, pareeque nous négligeons ici le* excentricités, ce qui donne r — a, 3r — o, r . 3 (îr, — d (rér) et
Sr rir r ï r / q vi ^
r* a’-f3Mo’ja a’\ 0/
X)ela posé, les équations du 167, donneront, en taisant —
VI. Mîv = aM
On a (§. 168. 169. 170.) •
R = M . S = M . B = ï M , + M . A'*’ cos îw,
où, it cause de zr. a ^ a, on doit faire
o m c I SI c I
R:^M.S4-Aa( - — ) — M . 6 M — — - — — ,
. a/ a àa
Comme il ne s’agit ici que de la partie constante du facteur de rir, on aura
Q = I (tt-)j *'
(1) Micon. cH. T- ly. 8<) — ÿ3.
(a) Jlid. pag. 8 — 18.
Oa a de plu*
M 3A“* M» rSr/àA'o» à d A."'’\
7"-âV "^T-“(-ar + ““57^j*
Ataii le* fonction* J (dR) et r (.S- >8a.) deviendront ' (*> /<»» = M. C + A>'> CO. .-w + M’
(B) (g) = ^ ^ + ï O CO. ,v + ÎL-.'JrfîiT + c îi‘4’).
3 da 3 ‘3 ^ or J
Si on fait pour abréger
(G) ..... » — dM — + 1 Mo» ~ + ï M.«3 ^■~ = X», e 2 i • ' 2 d a’
et qn’on multiplie l’équation IV par n®a^ =. 1, on aura
IV.orM +-Mji»X»j^r4-?M.n’a‘» ™’+2M.C+M.n»a^f— — ’ -f.-^^coi/w.
- êa \n — nf ' a da /
§. a64- L’intégrale de l’équation IV. doit avoir la forme, rSrCZP+Qcoaftv, 9w< étant := (/t' — n)dt, d’où l’on tire
= Q' (»» — *'■ — — QP{n — n'y CO* iw.
En aubilituant ces valeurs daa* l'équation IV, on trouvera
P— ^ »c „*a» /aA'»> adA »>\ ,
SA- -77- - X>7*- <?- (ilv + ï-7«-j> '’»'=P+9‘=««H'*
Si l’on tait r~a, et par conséquent X — *, la partie constante do rSr sera donnée par l’équaiion ata — P, ou
Le* valeur* précédentes donnent
M *• — M »• 1 SA
M — = — * aM. C.o a — ,
M a SA'f’
fin tw.
/d//(9R) — M. C. f — ~ — fin iw, ^ Qi (n — siniV*
af J 0 t
Si on substitue cela dans l’équation VI (J. a63.), il viendra
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f , r’a«iniiu ^ (li v» 5V*’>
i VTjwt, .IC+o - )+:7 rj j-,, < Tî A”VX’»o
\ àa J ' »(«-n')( «(îi-b)’— a(n — «') ia V
Le terme non •périodique peut être réuni au moyen mouvement, d’où il «uit
oC = —
O* àA'^
ce qui élan*^ substitué dans les équations (C et (D), donnera
' i <ia ' a àa' S
A cause de raplatlsseroent de Jupiter, il faut diminuer X de d'où il vient
' ' a' ' làa^iàa'^
Ainsi on aura, en n'étendant i qu’aux nombies potitlTs,
f-ii- Mo» JA'" , Mua» «snA»' , 3a«*>
VI. Mol» Trr\7 „r r-r; < — A”' -4- sx’/.o — > sin nv
f (b-ii')(/»(b — A»«») é a — b' ' do S
Ces inégalités deviennent eonsidéianles par la peliteve du diviseur t'^n-n )'-X'’n%
ou d’un de ses faeleur.
i{n — n') — \ n ~ n et r(n — nO -J- Xn ~
Comme on a à fort peu piès «'—an", n"=an"', et X i , il est aisé da voit que, si un fait pour l'action du 11 satellite sur le I, i~i, ii sera à peu piès n' — ^11", et v — an'. Relativement k l'artion du 1 et du III sur le II, on a |u — n’> — X"«", y — /('i" — n';-^X'«', et (*—/(«" — »/"}— X''o", -b X''/)'*.- en faisant donc dans le premier cas i — i, et dans le second iz=a, on aura à peu près p— — irnait" — n, e' v. — n" — an'",
• =; an''. Enün si l'on fait, pour l'actioe du II sjur le 111. i zz i, on aura à peu près, (v = — n", a~^n'" — n". Désignons par A^ *, C^'^,
les valeurs des fonctions relatives aux perturlialions du 1 satellite par
l'action du II, à celles du II par l'action du 1 et du III, et ë celles du III par l’action du II. Cela posé, en n'ayant égaid qu'aux termes dont l'un des diviseurs, y. ou v, est presque nul, et faisant dans Ira autres facteurs n'z::a«", »"r^7n''', X — i, les équations IV. VI. donneront,
I. pour les inégatiiés du I sateUite, dues à l'acUan du II
yn"r'Sr' m" n'a' cou (ïl — I) C a'é>A'*’>
pour les inégalités du II, dues à l’action du I et du lll,
m'//V'co»(l — II) t a"
(o'O* ~ Tyo"S*
îivv^i^ s , 1)<. > _ 11>- 1
n" — rf-hA"n" Z èa"
n'-'r^^ îj^' _ n'" n"a'' co» a (III - II) ^ i n( > , « ' ^ ^
(a")* ~ »(«"— ft'") — r‘ “ “*"TTa^ y
«'"'■'V'vnîtni-n) <
" *” ---TT^^orT^" )4'B“’-+-«'
pour les inégalités du III. dues à l’action du II
m'"Sv"
Si on fait pour abréger,
m" •" ni)
n" '"a"' • (Il in;
vsC<'>
4a -f- («y = F, ao’' — (a")‘ — =: G,
les équations précédentes deviendront
ms^ Jlf
in r
*■ rv
r_r V* / JH //
ÜLH ni)
,,,. , m"-'Fsin afi-ll).
_ 7n"..''Ciii (^l- U)^ ,
în^ "r^r'(ll_in) m'" in).
’* '"O'.vill III)
Les rapports remarquables <jui ex7sieiu entre les moyens mouvemens et les époques de^ ces trois satellites, donnent le "moyen de ‘«implifi r les équatit-ns précédentes. On a vu (f. H71 ^ »7^.) que :=z - -t -^î’=: /' y
*<” éuol foucÜM. de a~y II .■en‘,„u ÿ. >A«> el («y -.Mi
.•Tl» A* ,.ii . 1 . ‘ .1 ' ia '
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que F el G, sont des fondions de et l’on verra aisément, que F' et G'
sont les mêmes fonctions de que F et G le sont de Or on a à
_ ^ o" a' ^ tt' a'f />i" I fu"' { /i'5 /iX^
tres-peu près, parceque ^
d'où il suit F' =: ¥ et G' m G. Ou a vu de plus (II. §. daS.), que
1 _ 3 II -f a III =: i8ü% d’où il vient
a (II — III) = (I — li) - iSo% et a (II - III) = — (1 — II).
Si l’on fait n' — an'', vl'—'in', ou «' — /i"~a(/»" — n''), on pourra réunir les inégalités G) (F') en une seule; et en faisant pour abréger,
m"n'T »,"(m'0+tn"'F) -m" n"' G _
les équations précédentes prendront cette forme:
(H; ^ cos a (l'^ II), • n/'Sv' =r — [i] sin a (I — II),-
(J) *= - ~ cos (I - II>, M îu" = [a] sin (I - II);
(K) ^ cos vll - III), rn" S v'" =z [3] sin (II - III).
§. a65. Si Ton compte les longitudes I, II, III, v', v", v'" , de la conjrndion supérieure, en les rapportant à la ligne mobile qui joint le soleil et le lieu moyen de Jupiter, n', ri', ri", seront les moyens mouvemens synodiques pour une seconde. Supposons qu’à l’origine du toms t, les deux premiers satellites aient été en conjonction , ou I = o, II m o, et par conséquent ni — — Qo°. Cela posé on aura pour un tems quelconque,
I=«'/, II = «'V, lll = 90»-f«'"/, et les équations (H) (J) (K) deviendront . m%v ~ — ( 1 JsinafnV — ri'()^ Mÿu''n [ aj sin (nV — ri't')^ m''Sv""^ — (3]cos(/i^V— n"/).
St on fait ri nri'z:zn" — an'":=:w, on donnera à ces équations la forme:
i7t"îi/r=— [ 1 J sii. («'-4 b>y, M5i " = [a] sin /7i"Ji/"=— [3J cos (//
Mais dans les éclipses, I, II, III, sont nuljes , c’est-à-dire ntziiio, ni~Of ri''t~ — 90*, d’où l’on conclura pour les éclipses,
tri'^v =•— [ij sinw<, Mîu'ii: [2) sin m"î u'" = — [3J sin u/;
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ainsi Ips inégalités des trois satellites, dans les éclipses, ont le même argu>
ment ui, et par conséquent la même période. Four la trouver, nous observe*
rons que n et w sont le mouvement synudique du I satellite, et le n)Ouvement
de l'argument pour une seconde. Eu nommant donc T , 'l", la durée d’une révolution synodique du 1 et du 11 satellite, et P la périoue de l'argament u/, on aura
w : : T' : P, donc P rz -7^ •• ~
Nous avons vu (II. §. 3 10.). que
V , '1'' — 1 709^605 jours, *1^ = 3,5540941 jours;"
d’où U viendra
si
, =247»»74i P = 4^7.64' jours.
Cette période des inégalités les plus considérables dçs satellites est conforme aux observations, qui avaient fait renonnaîire ces inégalités (II. 3>7 ).
§. '.<66. Les équations du §. <.:64.' ne ditTferent de celles du $. 26a. que par le diviseur qui est' (a — X') n' — an" au lieu de n — an'' pour le I satellite, n' — (i-f-X') n" au' lieu de n' — %n" pour le II, et n" — (i-j-X")»'' au lieu de n" — an"' pour le III. Ainsi, pour corriger les équations du 5. a6a, il suffira de multiplier le terme de $r/, qui a l’argument a (1 — H),
par
(a— A'j ( I — /.'JT' = '''» termes de îv", qui
ont les
argumens I — II et a (II — lll,', par
= v", ‘et le terme de
' + - ri-.,.»
iv'", qui a l'argument II — III, par v _^/// — hr Si l’on fait pour abré-
ger, o,oai7794 = c, l'équation (F) (§. 264) donnera rdio» , a ààb'^
X'-ZZI— — 7- — m'«r ( 1 r-r-l, X '*‘=1— — n/a { (
-- \ * du* J (o"i® ■ \ da a </ O* /
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et si l’on subs'itoe les valeurs de o, p, etc. (§. s6j.)> et -r —
a dtt* ■
X'’ = ü.9ÿy3 gt — x'^— o.ggo^lSoS — m'.'l..')34j8 — m".o,9*>i igî,
X"'* ~ o-999'’'9’t (ij — m" . i ,5 1
et par IVx'racÜon des racines,
= ‘',99966^6 — m .o,4'ta45j X" — o,99gf"675î — m'. 0.767 ’g — m"'. 0,47566;
X'" “ e.999c479 f — ni". 0.7 8ii6.
Les valeurs précédentes des masses (J v6i.' donnent
X' = og 96'.; X'=::u.999 i; X"=io.9 99 3; ou suivant M. de Laplace gui a eu égaiU ^ I action du soleil ('),
Au moyen de ces curreclions on trouvera les inegaliiés, indépenuanies de* excentricités (’),
Jv'=— m".6 .7 t37'sin(l^ll)-l-.n''.7 4 ■6»i6r'*in-(I— Il -|-nr.îi.9494"sir3 I— U) -j-m''.5v464' — II) — m*’*.7io64’*»>uC' — !•! -I-m".6ooo4' sin» (I — lll);
— — m .trsSarySo'sir (1 — II) — m.1705 6'sii ntl — II) — m..>4'oa"sinJ I — II) ‘-«i".597-,(6"si (II— III W' ..{9a«d»d6''sins II— III W".n2diKo"siod(ll— lli); tv'" ~ m' . •]' 6t>i" siit (1 — 111) — m'' . 1 1 a6g585 ' sirs (Il — lllj — m" . 16. c45" sin 2 (Il — III) — m' . Jdi 7i"sin i ' II — III) -m”.34’963 'sin llI-IV)+m‘'.M7tr.4'sin- (III— IV +m‘\8i5i.b"siii3(lll— IV)^ i v'* ^ m' . 4lii 6' sin M — IV m" 7 74 (H — IV)
— m'". s 4^17' S'tt III — IV) — 1 sin -i (111 — IV).
S 767. Les observations des éclipses des saiellilts étant la base de leur théorie, on pourra vérifier le* équations piécédenics par robservalioD, en cherrhanl le lems duquel le* éclipses arriveiont, en vertu de c<* équations, plu* ou moins lard que suivant le mouvement moyen. Pour rela il faudra les convertir en tems, ce qui se fera au moyen de celle prnpuilion: 36o® ou 1296000" sont au nombre des secondes d'une de ces inégalllés, comme une révolution synrt '•q”e du « 'r’Iile est au lems Hitoiicl les éclipsés
(ij <l/#V«n c4f- 'V‘ fy (a.) Jiûi.
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ie cr in'fllite sont avincÿrs ou rrlardéet, ««lun (|ue l'in^gali'4 rsl poiilive ou iK^galitr. D.:M If clernirr cas on Huil ajouler rë(|uation à répo(|tie nioycone ou cairolép Je IVcli^MF; dans le premier ras il faut l’en ôler; ainsi Joules laf ë(|iialions rhang'iont de signe- Les révoLulions s^nodiques des quatre satellites
sont (II. $ dio.)
>54'’.^ minutes, 5ii,,g min. lo.lig.fi min. min.
En multipliant donc les in^galiifs du I satellite par celles du II par
- - üjL , relies du III par , et celles du IV' par , et cliangeant
I3<(nuui> ' iq^Guuo * ISgbuoi»
1rs signes, on aura le nomlire Ues minutes qii'il faudra ajoii ei au Irms des éclipses.
Le ihéoiéme des époques, 1 — -J.ll -I- a. III ~ i U»’, donne I— rii=f(i -ii)-9o», I— ii=ifio®+ !nii— Il ) I— m=i u-^-icn— iiî)- .An moyen de ces équations on pourra donner ir toutes les inégalités i \f l'argument l — II, à S v' l'aigiiment U — III, et à $ u' " lea argumens 11 — III
et III — IV. Ainsi on trouveri. par ce qoi précède.
St/ —m*. I iç)4'>>» U — II' — '4'’^*^““ O il — II' — * ‘'494^»'" * ^I — U)
— (•m'.4's — sind(l — ir — iv.i'. siu 4 ( > — III. îié' = m’'.a.6 'sin(il — IIIj— m'.»<t'94/+ i54gls', lii a(.I — II) ^ m'". 88 1' sin t (I I — III) m'.fi-] /sin 4 (K — IH) — m'. rd5' siii 6 (II — li ), S 6-Mi.(il — Ii;)+/«".idi4 II — III)+(rn'.6 siii3(II — lü)
-J- /»*' .2,39 sio 111— IV — ni ’ .,,d-j2*sin a III — IV — m'^.6 sind (JI— IV),
II"’ — — m' 81 9' sin (1 — IV ) - m" . 1 -54'sii ( 1 — 1\)
-f- ;n " . 21 -t, sili (.il — iVy ni " . g6’.' sin 2 (U1 — IV).
5 26d. Les termes principaux de S v" sont — M. sin atll — III), M étant z; m'.88g4a' -4- m'".i 5 en tenus, ou en secondes d’un degré (J. 266 ) M — m' . aaSaa, 10" o/'' . .Ig idJivô'.
Cette inégalité est si cuiisuiéiable, que la vaiialion de l'argumenl II — III, qui en résulte, produiia une noovetle équation lensible. Pour la déterminer. Concevons qu'elle se rappoite è l’ellipse variable du satellite troublé, ou aux Tarialiont de son excentricité > et de son pé^ijove o. En désignant par (u") la partie elliptique de v', et fuiaant pour abréger,
> siu B ~ A, y coa eu =. /,
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on aura
(t *1 = a V sin MI — I ain a (II — c) 4-cef.
Cela poi^, le premier terme, (i/'> = a/sin 11 — a A eut IL, aura pour variatira (a) ..... ï (%/') ~ a i / tin II — a 4 A coa 11, dont la comparaison avec Sv'zz — Msiua(ll — 111) servira à déterminer les Tariations ff/i, il. Pour cela on doit donner ik t x/’ l'argament de 4(1’*), •avoir II. Eu mettant II -)- (11 — alll/ au lieu de a (il — III), ei taisant II — a 111 =: <p, on aura
(/■) 4 u" = — M cot $ sin II — M sin (]) cos a II;
ce qui étant comparé avec l'équation («), donnera
. (r) 6h—^ sin il ™ cos
Le second ferme de ( ' |>*siiia(II — m,“?('* — /i*)si!a.ll — ^/i/cosa.Il, donnera, si on substitue h 4A pour h, et il pour /, les terme* suivant:
4 (4 i )=:|((4/^ — 4A*) sin all — «ÎA .4/cos*lif , ce qui est la nouvelle inégalité, proportionnelle au carré de la masse perlur* batrice, que nous cherchons. Au moyen des valeurs (a; elle se transformera en 4(îv'')=^ M'{cosajsinall-|-sinî$cos2ll}r M*iiiia($-[-ll)~^ M*sin4(ll — III).
Les inégalités du même genre, relatives aux autres satellites, sont insensibles.
' §. 269. On ne peut déterminer les masses des corps célestes que par
l'efTet qu'elles produisent. Celles des satellites devront donc être déterminées par leurs actions mutuelles, c'est*à'dire, les inégalités qui résultent de leurs attractions, et qui sont données par les formules précédentes en fonctions des masses. Si l’on compare ces foi mules avec les inégalités que les observations ont tait connaître, on pourra déterminer rn‘, m", m'" , m". Il suffit donc d'avoir quatre données de l'observation, au moyen desquelles on pourra éliminer trois des inconnues, ce qui donnera l'une après l’autre. Mais on trouvera un résultat plus exact, en déterminant chaque masse par l’etTet principal qu'elle produit: on choisira parmi les inégalités de chaque satellite, celle qui l’emporte beaucoup sur les autres; on comparera son coeifirient avec le nuiximum de la même inégalité, donné par les observations, et l’on trouvera immésliatement la maase dont elle dépend. En substilaaot lea valeura ainsi trouvées,
L I V R E ■ V, C H A P. rx^ 479
dans les termes qu'on avait négligés dans la première opération, et qui dépendent des autres masses , on trouvera des valeurs plus exactes. Mais pour avoir le maximum de chaque inégalité avec la précision nécessaire, il faut calculer un grand nombre d'éclipses) et c'est au zèle infatigable de M. Delambre, et à la sagacité avec laquelle ce grand astronomes calculé plusieurs milliers d'éclipses, que les astronomes doivent les résultats que nous allons exposer.
Les inégalités du I satellite, 4 c', renferment un terme, -ni''.j 381494 sii *(1-11) qui , étant cent fois plus grand que tout le reste , servira & déterminer la masse m'' du II satellite. D’après les recherches de M. Delambre celle inégalité est — — d'jStTg^'sina (I — II); d’où il suit m''~ — — o,ooooa3a355.
L’inégalité principale du il satellite est
4u' ~ — (m'. 8894*^ -t- m*'. ■5493*') siri* II — IID» et le maximum de la même inégalité est suivant M. Delambre iS ,s5zlj
ce qui donne l'équation, m'. f 894'* ~{~ ">"'•‘1*491* — >^i*333: il faut donc une troisième donnée, pour déterminer les masses m', m' .
Comme les inégalités des satellites dépendent en partie de l’aplalissement de Jupiter, et qu’il est à présumer que cet aplatissement sera donné par les observations des éclipses avec plus de précision , que par la mesure de* diamètres de Jupiter, il y a cinq inconnues, et M. de Laplace a pris ponr les trois données de l’observatiou, qui sont encore nécessaires pour déterminer ces cinq inconnues, les mouvemens de* apside* du 111 et du IV satellites, et ‘le mouvement des noeuds du 11. C’est de ce* cinq données que les recherches de M. Delambre ont fournies, que M. de Laplace a conclu
m'~o, 0000173.181 j m"~o, 000023*355; m*' ‘—0,000088497:*; wi*”— o,oooo4*659i;
et le rapport de* deux axes de Jupiter, =0,9186992 ou —, ce qui est conforme aux observations (II. 167.).
$. 270. Si on substitue ces valeurs de* masses dans le* formules précédentes, on trouvera d’abord
= o,ooo35o64 = 73 ',.'3 4;
*e qui étant multiplié par > donnera en tems,.
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M’ = o',5‘î5597; donc M’=5',355j el î =— 5",355 *in 4 (II — III).
En rëiinissant le* inégalild* précédente* ($. 367.) à celles que M. de Laplace a conclues de l'action du soleil, el des excentricités du III et du IV satellites, dont le mouvement des autres satellites participe, quoique leurs propres excentricités soient insensibles, on trouvera
4i/r i' .6t>3sin I — II) — o'’,743cox3 1 — II'; — i93'',079sin’> (I- IF — o''. 44’<'4(I-H)
— i'',ifi6sin;l — «si— o' ,73isin(I — m -|-6",8-utn(I -aiI-4-a.)-i 1 .giqsin^l-ull+ra'l, iu"“i3'',£3.isin!ll-lll -915 ',i3asin3 Il-IUi-4 ,6.''sin3vll-lll —5 .738*11 4(II-III)
— o",358sin5 II — III, -o",s8isiii6(II — III;-|-u',4''^stn(II — IV — o",3i5sin3(II_l V)
— ab'*,347 — ia",33i sin '11 — m') — 4 '^ *4®® 't" — a II -|- w)
— ’9*v’74 sin (I — 3 ll-t- w) 8", .547 sin V; ft"'=i /5''..o5sinJI-lII,-fi'',833sin3 Il-IIl -t-i".o’9sio3(ll- III -l-n'-sin III— IV) — s31^',9i isiii?(llI-lVj-r'6«isin3(^lII-lV)-''6.l".73îsiii(IlI-o ) i 6 ,;56sin(IIl-ci')
— '4"i'/d3 sin (Il — 3 111 ra) — 6", 746 sir- (11 — 3 III -|- »') -j- va", 83 sin V; ét-'’— -o'i^gtsinJ-U )-i",888sin(II-iV +ir',34''sin(lll-l V 4-5",iisina III-IV)
-|- i ',u68 sin 3 ;^I1I — IV) + 79^r 77 *'n — w) — 33ao^,77 sin JV —
— i5", 349 sin a (IV — te') — o',i 1 sin 3 (;V — + ia6',58i sin V;
ts el ni' étant les longitudes des pé'^ijuves du III et du IV satellites, V l'anomalie moyenne de Jupiter, comptée du périhélie, el le* leime* qui ont raigunieat V, étant dira à l'action du soleil.
Les inégalités piéi'édrntrs serviront h calculer le lems du milieu de* éclipses des salelliics avec une précision plus que suHisunte, pour se piéparer à en observer les immersions ou Us émersiuns, attendu qu'on connaît h peu pies la duiéc de chaque éclipse. Le but de ce* observations est la détermination de la longitude du lieu de l'observaleur; el les astronomes sont convenus que cela ne peut se faire avec quelque précision qu'à l'aide d observations cone.spondantes. Four qu’une observation isolée pût remplir cet uhjet , par sa compaiaison avec les tables, il faudrait connaître exactement l'instant de l'immersion et de l'émeision, ou ce qui revient au même, la durée de l'éclipse , qui dépend de la distance et de la latitude du satellite. Mais les meilleures tables que nous ayons, celle* que M. Delambre
a calculée* d'aprb* la théorie de M. de Laplace et sur plusieurs milliers d’ob* serrations, sont encore bien loin de celte perfection, à laquelle, vraisemblablement, on n'atteindra jamais dans celle partie de l'astronomie ('). Nous avons donc pensé qu’il serait inutile de développer les inégalités du rayon vecteur et de la latitude.
(l) Voyéf ce qu'en <lil M- Delambre, avec une candeur qui ne faii pai muios 4’honnrur i en grand aatroti<une« que ratcellcni outrrage et le pëniblo irarait qu'U ▼eoait d'acbeTer« qutii4 il fit cet area (To^A Jup.parJU.I^Umhrt^ PanslZlf. Intr^d,
ASTRONOMIE PHYSIQUE
CHAPITRE X
Réflexions générales sur la stabilité du système solaire,
$. 7’] U Le nombre des planètes, leur grandeur et masse, la position d’une orbite relativement aux autres, leurs écarts plus ou moins grands du cercle , etc. tout cela ensemble compose l’organisation individuelle de notre système planétaire, par laquelle le domaine du soleil se distingue de celui de chaque autre étoile. Il faut avouer que l'état actuel de l’astronomie est tel, que les découvertes pratiques et théoriques qui ont été laites dans cette science , sulEsent pour porter notre connaissance de cette organisation au plus haut degré de perfection, qui soit accessible aux habitans de la terre. Si, malgré cela , nous sommes encore bien loin d’une parfaite connaissance du système solaire, il faut l’attribuer à l’age trop récent des observations, à l'imperfection de nos organes et de nos instrumens , et au point de vue d’où nous observons. L’étendue des limites connues du système planétaire, qui a été agrandie au double par la découverte d’Uranus, cl le petit nombre des comètes qu’on a observées, par rapport à la multitude de celles qui décrivent probablement leurs orbites inconnues autour du soleil ; tout cela prouve, combien nous ignorons, non pas de l'univers, mais d’un seul chaînon de cette chaîne, du système solaire que nous habitons, et quel travail immense est réservé aux siècles à venir. Cependant le nombre des comètes observées suffit , pour nous donner une idée de la grandeur du système de ces corps; et les observations, réunies à la théorie de Kepler, ont dévoilé le détail du système planétaire avec une grande précision. Mais ce n’est que l’état actuel de ce système; et l’on sait que tous les élémens des orbites planétaires «ont plus ou moins altérés par les perturbations mutuelles des planètes. L'aslro-
nono philosophe sc proposera donc la qucsiicn inldrcssanlc, si l'ëtat actuel du système planétaire est stable; s’il cl’.angera indôGnimcnt , ou s’il ne fera que des oscillations entre des limites resserrées; ou en d'autres mots , si les lois physiques que l'Auteur do La nature lui a prescrites , sont telles , que la marclio de la grande machine ne pourra jamais Être dérangée , ou que cette machine se détruira clle-mênio , et finira par retomber dans le néant. Voilà des questions qui no peuvent être indillércutes h quiconque a eu l'occasion d’admirer l'arrangement sage, et la beauté métaphysique de la nature en grand; et un système d’astronomie ne pourra être terminé plus convenablement,
qu’en tirant du détail pénible du calcul de tous les mouvemens compliqués
des corps célestes, des résultats générau:c, également importans pour l’astronome et pour le philosophe, qui concernent la destinée de l’univers dans le cours éternel des tems. Ces résultats qui font l’objet du Chapitre présent , sont 'des suites immédiates du calcul des perturbations , qui a été développé jusqu'ici, ou plutôt des équations séculaires, les seules qui puissent produire des changemens perpétuels des orbites planétaires. Elles les produiraient même nécessairement , si c’étaient rigoureusement des équations séculaires. Ainsi cette recherche se réduit à décider la dernière question, ou à examiner avec soin la nature des équations séculaires.
§. 372. Suivant la nutation dont nous nous sommes servis jusqu’à présent, 7, 'V., 7', etc. sont les excentricités des planètes m, m', m", etc. f, s', etc. sont les tangentes de leurs inclinaisons sur l’écliptique, i3, <3', etc. J, J', etc. les longitudes de leurs périhélies et de leurs noeuds ascendans. Les quantités /t—ysîaa, /rr vcosro, A'=:7^8inro', etc. /irz^sinJ, i/rrScosJ, p'=«'sinJ', etc. i85. 187.), seraient donc constantes, si le mouvement des planètes autour du soleil n’était troublé par l’attraction des autres planètes. Mais comme celte attraction produit des variations des élémens 7, is, etc. dont les premiers termes sont proportionnels au tems, on aura
A zz (7 -f-tSy) sin (ta -h / J cj; =: 7 sin iSw) /Sy sin v3, etc. en négligeant le carré des variations, et l’on pourra donner au dernier terme la forme A.sino/. Il est donc à présumer, qu’en général les quantités /i, l,h% etc. auront la forme.
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h — K «in («-f-ort •+• (p+ A/) -)- cet.
lz=. A eo«(a-t-a/) 4-Bco$;P-|-6t;-|-cet. /i' = A’»in -foO +ce». et ainsi de suite. L’inlAgralion des diffiSrantielles des équations séculaires, que noua avons ifouvées précédemment , doivent vériCer ces formes. Pour exécuter celte inlégrsaion, nous suivrons la méthode de Lagrange, qoe ce grand géomèlre a développée dans sa Tkione du variations séculaires des éUmens
des Planètes ( ‘ ).
Si l’on fait pour abréger, ..
(“) I {“Jf r‘â' 1 ’(' + y - y
les formules X!V — XVII (§. aïo.) donneront, pour l'action de la planète m' sur m, f étant le nombre d'années,
-r[o . j —J—, - _;0 0-[oi] — - , - _Co< ) — — , J, -(0i)l ^ y
d'od l'on tirera
a V.în a + 'V3 O c»« B ® 4_ ; foO / Totl l' ■
— 'Vât'^ Jt l-J'
^ y =[üï]A'— (di)A, ^ =(oi) — 5^ — («>0(p — p')-
On aura dea expressions analogues pour l’action des autres planètes n/',m'", ett. Cela posé, si l’on désigne par (rs), [rs], et{sr), [srj, ce que deviennent (oi),- [oi], lorsqu'on considère l'action de la planète m* sur et de »!*■ sur m*, au lieu de l’action de m' sur m, et qu’on fasse pour abréger,-
(oi ) -|- (o*) + (*^) + ('^) "h — (’)»■
(ao) -|-(ai)-f (d3)-|-cet. =;(î), etc.
an aura, poirr faction de toutes les planètes, les équations suivantes:
!^‘=(u)/-roi]r-[oajr-i:o3y"-^et. J^=(,y-[.0]/-[.ay'-[i3]/*',
■f- t=(vX'-raoj/-[a, y- [;a3]/", = (3) f- [3o] /- [3. ] /'-[3a]/'j
Ü +[oiJA'+[o2]A"+[o3]A''', |^^r-(i)A'+[;.o]A+[ityr'’-+-[i3jV"j eta.
(l) ifoMAs de r^cvd üty . dg Berlin, A.nniê 4701. 17^»*
^r-’'o)y+'o0y'+{oï)7"+(o3)9'"+ cel. ^ z-(>V+(io)9+Jia)y"4-(i3)7",
'+C5ü),;+^ai V+(a3)/^ r=-(3V''+'3o>,+,3.),'^^^
—(o'p—'oiy—{02 p"—(o3:p"; ^ r=( I )p’-(t p>-( I a />"-( . 3y') ^Ic.
NolU n'avon* développé cpï équations que pour la combinaison de quatre planètes, m,m', m", m"', qui agissent l'nne sur l'autre, parcequ’il est aisé de voir la Forme des termes suivans, si l’on veut considérer l'action 'de plus de quatre planëtis'.
$. a^S. Il est visible que l'intégrale des équations (A) doit avoir eette forme,
A — B sin (p-|-é/), é= B cos (|3-|-é^, // = B'sin ((3-|-A/), / =r B' cos (|3-|-4/), etc. Si' on substitue cês valeurs , ainsi que leurs dilTércntielles, dans les équatiuns (A),' en faisant
il viendra
;o=Bx+[oV]B'4-[oa]r/'4.[o3JB"', o=BV+[ io]B-f ria]B"-f [iGJB*', o=B'V'-|faoJB-^[a»JB-f[23jB'", o±;B'"x^'+[3üjB+[3i JBV[3aJB".
Supposons'
fdS B' = — B', B ' = — B, B'" = — B.
Cela posé, lés trois premières des éqnatiotas FC) doiineroiit,- par les règles ordinaires' de l'éliaiination, en changeant les signes,
ÎNr[o3][ï2][2r)-(:oi3[ta][a3J-[02l[.3j[a.]+[oa]ta3]x'+roi][i3]x^-[o3>'x", M'=[o2'J[i3][2o]-^[oï]1;ioX23}— [o3][iaXao]-+<;i2][2rx+;(3jjo'x*'— [i3]xx", M'r^^oi] io][a33— ;'oi][i33[2Ô] — [oJ][iO][aj]-*f-'i3][2rx-f-[o3j[^ao]x' — ' a3]xx', M"' zt xx'x'-i-[ I a][2 — [o ' ][ '
Le calcul de ces coeflBciens, ainsi’ que de ceux qni Suivront, sera singulièrement simplifié par l'obserVation suivante. Quand on a calculé les coeliicienS (oi), [o>3, (oa), etc. qui se rapportent è l’action des planètes etc. sur
m, il est aisé d’en conclure les coefficieas (lu), [ro], (ao}, etc. relatifs à la
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réaction de la planète m sur m, m'' , etc. En désignant par *c^'^ U valeur
de e^'^, relative à la réaction de m sur m', on a (g. I7.}-)
Ainsi les formules (o) (g. 273.) donneront • •
. N' O NVm, . r -I N' < / . N'a'n
Mais on a, suivant la troisième loi de Kepler, ^ = (p)^’ résultent les relations suivantes: ' '
, \ c(oi)mVa=(io''m'Va', l'o’t)/nYaz:z(so)m"Ya", (iâ)/»A'^a'— ési''o/'V',/',
fet en général, (rsi m'" Va^ :z: (sr) m’Yu^, [rs'j tn’’ Ya*" — [.trj Ya‘; les lettres r, s, désignant des traits, et non des puissances. Ainsi on trouvera que les deux derniers termes de M'' sont identiques.
Maintenant si l'on substitue dans la quatrième des équations (C), les valeurs (J) (c) de B', B", B'" , et x, x , a' , x''', on la transformera , après l'avoir divisée par B, en
(E) O r=i+ — CP -I- DP — Ei -V F,
et l'on trouvera
D=(o)(i)_[oi][iol-}l(o)(îj— [oaXîo^-K. ),J)-Co3][3o^(.Xs)-[ia][>0
+ (0(3)-n3j[3.3 + (-.)(J;-[aJ][3>i,
E=(o)(i)(a)— 2[oi J[n [ao’+C X')(3)— aL°']L*3l[3o .+(r0('),3l— 3[oal[a3][3o] (i)(,3,-2[>a][a3][3i]-{ i>)+i.'/Ka3X3a]-{(o>Haj},.i3il.3i,-^ii.)4-;,3 J[jaXsO - {(O + C-X [o3JL3o]- KO-|-( :X Coa][3o]~ K>)-I-(^X CoOC-o],
F = (o) (0 fi) (3 -1- [o I ] [ 1 o][a3J [3aJ [oa][ao] [ 1 3] l3 1 j -t~ [o3] [3o] [s j][2 1 ]
— (o(')[a3X3aH‘'X2)[*3][3iHoj(3)['ajraiH‘Xa)[o3]£3oJ-(.)(J)[o2][2o]
- (» (0[o0[-oJ - a(o)[i2][a3][3i] - 2 ( i)lo2.1[s3J[3o] - 2 (v;[oi][i3X3o]
— 2l3;[oi.[i2][aoJ — 2[oi][i2j[a3j^3oj — a^oaJ[iojl.a3X3iJ — 2[o3j[ia][ao][3i].
I.a solution de l'équation (E) donnera quatre racines que nous désignerons par é, 6j, b^, é,; et il est visible que l'élimination de B, B', etc. eût donné une équation du degré 1, si l'on eût combiné i planètes au lieu de 4. Ainsi les véritables intégrales de etc. seront ,
yr = B'sin(jî-l-AO+R', »in i3,-H./)+B'j »in(Pj-fA„0 + n'j »iD( (îj-f/y),
B'"sin(i3-^-A/^+B’'', sin((3,-|-i,/)+B"'j 8in(,3j-}'^i^/+B"3 »in(33+Aj<}.
Ces intégrales m changeront en l, ( , V , t“ , si on met les cosinus à la place (les sinus. Il y a donc pour quatre planètes i4 1 ^1 pour < planètes (i -f- 2) i quantités inconnues, h, p, B, B , B', B'", é,, p,, B,, etc. dont quatre ou 1 sont données par l'équation (£). Lrs équations tD) (<i) donnent i — 1 des indéterminées B, R, B", etc. et puisqu'il faut substituer pour b les 1 racines de l'équation fE), on aura (< — ■)(’ quantités. Il ne reste donc que ai inconnues qu'on déterminera par les observations. En etTet, soient 1', F, etc. M, II', etc. les valeurs de y, Y, etc. es, a', etc. que les observations ont données à une époque quelconque, d'où l'on compte le tems t. On en tirera
(a) r sin n = H, r cos II = L, T sin H' = H', F cos n'= L', etc.
Comme les équations (F) donnent également les valeurs de é = H, h'— H', etc. qui répondent à l'époque, ai l'on fait / = o, on aura les équations suivantes, dont le nombre est ai:
JII = B sin (3 4- B, sin (3, B^ sin p, Bj sin Pj cet.
I. =: B cos P -f- B, cos p, B, cosp, Bj cos p^ -|- cet
H' ~ B'sinp -è- B, sin P, 4- B , sin Pj 4 B'3 «'U Pj4-cet.
et ainsi du reste. Ayant déterminé de cette manière toutes les inconnues, on connaîtra etc. pour un tems quelconque t, ce qui donnera
(H) 7’ = A’ 4- r, y» = /i’’ 4 r», etc. Ig a = ^. tg ni' z= ^ , etc.
5. 37$. Les équations (B) ($. 273) donneront par le même procédé,
p = Gsin l'Ti4ÿ^;, 7 = Gcostii 4g/;, p' = G'sin (i}4^0.
En faisant donc
(/) «'-4-(o)=y, g4(i) = /, g4f2)=y", g 4(3)=/", on aura
ro=Gy-(oi G'— (o2)G'’-(o3 G", o=Gy-(ic)G-(i )G"-(i3 G'",
Si on suppose
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le* Irou premières équations CJ) donneront
^L=(o.iy/'+(oa)(a3)/+(oiXr3y'+'os'(ia)*23)+(o3)''i3'(2iHo3)(t2)(9t\
V-t-'o3)rio)/'+(o»)( I oXaJHo’X '3;(ao)+fo3)( i o)(*o
\v"r('3\vy+'i 3)(i i>+(o3)( ioy +(oi)( 1 3X?,o)-{o I Xio)f* l)+{o3Xi o)(ai)k
( (« a) s I >— roï)r aoy — (o I )f 1 o)/.'-(o or I a)rao)-(o'’X ' o'{i i\ Si on substitue le* valeurs, donnée* par les formule* (/) Cf) (K), dans la der> nière des équations (J), elle prendra la forme
O =f^ + +^f^ 4- ïf + ?. el l’on trouveqi
® = (oHO - CoOuo) -+ foK?) — (os)[ao) -I- (o)^3) — fo3)(3o)
® — 3’)> ‘ î(2, — ')( ' a)''ao) f (o){ iX3) — î(m) i 3) 3o) o)(2) 3) — »(oa)(a3)r3o)
I + ^ ) (a) (3) - a ( . a) (a3) (3 0 - X°) + ( Of (>3) C3a) - ^o) 4- (• 3)(3 O
Kü3)»-<j)-K3)fCo?X^o)-{(a)+{3JKoi)(.o), 8 = 0.
Il suit de 8 = 0, qu’une des racines g est nulle, ce qui est d’ailleurs évident. Car à l’inspection seule des équations (J) on voit qu'on leur satisfaira, en sup> posant G = G' = G" = G'", et = (o), / = (0. /' = (*)i y"' ~ (3), ce qui revient à supposer f = o: car alors le premier terme de chaque équation est égal à la somme négative de tous les autres termes, parceque (o)~(oi)-i-(oa)+(o3), etc. On trouvera aussi L = K' = K" = K'", en faisant f = o dans leséqua* lions (K). Nous avons donc
(M) o=fî + Cf--|-!Df 4 «.
Si on désigne les racines de l’équation (M) parf,,f,, f|, il viendra
. c P = G sin n 4 G, sin (in, 4-^,r) + Gj sin (n, +g^0 4- Gj tin (>ij -\-g/)j
V=G*'"’>+G',»in(il,4fiO + G'jSinri|34f,/)4-G'j *in(il}4f A «'c*
On aura g, q, q", tf" , en changeant les sinus en cosinus. Si l'on subililuc successivement g,,gi,g}, pour g, dsns les équations (R), on trouvera
2üi £!!«• 9I3 9!Zi‘ £"3
ü7* ü.» "ô7' o7* (ii* Gi» ‘03* cj* oj.*
Le reste des inconnues, savoir vi,, t|^, '>]{, G, G,, G,, G;, sera déterminé par observation, ainsi qu'on l’a vu à l'égard des excentricités et des périgées ($. A7d.}< Cela posé on aura, pour un tems quelconque, etc. ce qui donnera
(O) -|- 9’, i'~ -f- (/', etc. tang. S— lang J' =: etc.
§. l’j'i. Il suit de ce qui précède, que les variations des ëlémens h,l,p,q, etc. ne sont que périodiques ou des oscillations, parceque les l'ormules que nous avons trouvées (F) (N), ne reurerment que des sinus ou cosinus. Les angles de ces sinus sont composés des quantités p,>), et b,g, etc. Les premières sont données par une équation linéaire de leur tangente: les angles (3, i), etc. sont donc toujours réels. Les dernières, b, g, sont données par les équations (£) (M), lesquelles étant du degré i, pourront avoir des racines imaginaires; et dans ce cas les angles () -|- bl, etc. deviendraient imaginaires, ce qui indi> que des quantités e.\ponentielles , dans l'exposant desquelles entre le tems t, et qui, par conséquent, au lieu d’être périodiques, changeront h l’inBoi avec le tems. Il suit de la théorie générale des racines algébriques, que deux racines, avant d’être imaginaires, deviennent nécessairement égales; et l’on sait que, dans ce cas, les sinus se changent en arcs de cercle, qui croîtront aussi à l’inGni. On voit donc, que les variations des élémens ne seront pas pério* diques, qu’au contraire la nature des orbites sera è la longue entièrepient changée, et la stabilité du système planétaire détruite, lorsque les équations (E) (.M) ont des racines imaginaires ou égales. Il est donc très- important, d’examiner, si quelques racines de ces équations peuvent devenir égales. Il est vrai qu'il serait fort dilhcile de juger a priori de la qualité de ces racines. Mais on veria par le calcul numérique, que les racines des équations (E)(M), qui résultent de la combinaison de toutes les planètes connues, sont trop diflé* rentes entre elles, pour qu’elles puissent devenir égales, et encore moins imagiuaires , par un petit changement de leurs coelliciens. Or ces coelliciens, (ni), foi], (os), etc. sont des fonctions des moyens mouvemens et des masses des planètes ($. <171. (»)), et les premiers sont connus avec une grande précision. Les masses sont moins certaines; mais cette incertitude regarde prin> cipalcment les petites masses de Vénus, Mercure, et Mars: l'égalité de deux
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ncioei demanderait donc dea cbangemens ënoimea de cea mataes, que lea obaervationa n’admettent paa. On peut donc être aaauié que, quelle que aoit la véritable valeur dea maaaea inconnnea dea planfelea, lea équationa (E) (M) n’ont paa de racines imaginaires ou égales, et que par conséquent les élémena h,l,p,q, etc. ne sont asaujétia qu'à dea alleralions périodiques. Cependant comme ce n*est qu’une preuve empirique, il serait tiès-inléressant d'avoir une démonstration directe de cette vérité, sur laquelle est fondée la stabilité du système planétaire. M. de Laplace l'a démontrée d'une manière fort simple que noua allotM exposer.
Sii on multiplie la première des équations (A) el TB) par mliV a et mpYa, la cinquième par mlVa et mçVu, la seconde par mh'Vi/ el m'p'Va', el ainsi du reste; la somme dea équations (A) et celle des équations (B) donneront
mY a .
bJb+làl
l/àb'-hl'il'
-1- «"Vo"
b"ib'-ht"êl"
Mf. ZZ
dt ^ , , ^ J
m y o {[o I] (M' — A A) 4- (.oaj {/A" — A O -4- [o3, (/A'" — hr')i
m'V U- {. loj tA — /A ) + cet.} + m"Y a"{ [so] (h t' — Ih') 4- cel.J 4- nJ' Y U- }[do] \hr— Ih'") cel.f,
mYa{(ut){pq' -qp)-^ [Oi)' P </' — qp") (o3) fp q‘ — qp/")\
■Ym'Yu ^(lo) (9p'— ;>ç)-}-cet.} n»"ya" {,no) {qp" — pq“)
y a " Kdo) ' —pq") -h ce
Le dernier membre de cea deux équations est nul, è cause des équations (i) (J. aj3.). On aura donc, en intégrant, et substituant A*+T =>’, etc.
(3) l’myo4-«'*m'ya'4- m"Ya'-t t" * m"' Y a"' = P,
m et P étant deux constantes. Supposons maintenant que l’équation (E) on (M) ait des racines imaginaires qui donnent des exponentielles, et qu'il en résulte les termes
l’ey'4-P,e-^''4-eet., /:= Qeyr4'cct., A'=: F«yr4-cef. , f=Q'*y''4-cet.
P h*y'-4-R,«/'' 4" c‘ t., q = Se/' 4" cet., p' =: R'e^' -f- cet., etc. r étant le nombre dont le logarithme naturel est l’uniléi 1’, Q, P', etc. seront des quautités réelles, pareeque y et v, yet m', etc. et par conséquent, h,l,h'/.
etc. doivent toujours avoir une valeur réelle, quelle que soit leur granueur ou variation. Cela posé on aura
Y- = (P= + Q’) ■’/' + (P,* 4- Q,-) "y'' + cet., 7'’ = fP" + Q'-yy> -f- cet. et ainsi du reste. En aubsiituant ces valeurs dans les équations (a) (d), et désignant par f le plus grand des exposans f, f , etc. on aura
O = {«1 y a (P" + Q’J -j- m' y ,/ (P'’ 4- Q'=) -I- cet \ rV -j- cet.
P = {>/. y a I -i- S) 4- ni' /a' (R'* + S ’) 4- cel.f v!/"» 4- cet. les termes suivant étant multipliés par des puissances de e , moins élevées que e'J< . Si tes équations (E) (M) ont des racines égales, d'où résultent des arcs de cercle et des termes de cette forme,
A = P.r hP,"'4-cet., 7=5/^+...., h'—Vr^...., etc.
fr étant la plus haute puissance de t, on aura, comme précédemiuen', nrrjrnyir^P''4Ç’)4''''^^‘^(y*y9^ }t’'‘s-cef., pzj'nyrt(R’+S®,-t-....J/ ''r-cef.
Comme le tems t croit à l'inGni, lea termes ej*, r'v, devicndiont in6niment plus grands que tous les termes suivans, ajoutés ensemble. Il est donc impossible que la somme de tous les termes qui sont multipliés par tU* o.u par (‘r, se réduise à une constante a ou p, à moins que le coetlicient de e!/> ou r'*' ne soit nul. 1! en est de même des termes vIV'r, qui deviendront infiniment plus grands que la fomipe de tous les termes moins élevés. On aura
doue, dans le cas des racines imaginaires ou égales, o=i«+9'--ffp-^4-(?'-') -I- o=R’4-s'4(R«4S'’j 4-
Si on substitue, suivant la troiaième loi de Kepler, Y ^ etc. iQi
équations précédentes deviendront
rift i%' ü rid IVs
Puisque P, Q, R, S, P', etc. sont des quantités réelles, leurs carrés seront toujours positifs , ainsi que les masses et les distances , m, a, m', a , etc. Les moyens mouvemens N, N', etc. seront aussi de même espèce , pareeque tputes les planètes circulent autour du soleil dans le même sens. Ainsi lotis les termes des équations précédentes auront le même signe , et comme leur somme est nulle, il faut que chaque terme soit nul, d'où il résulte
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P = O, Q rr O, P' = o, Q' = o, P, = o, etc. R=ro, S o, R, “o, eic. c’est-à-dire, les expressions de h, l, p, q, etc. ne peuvent renfermer ni exponentielles ni arcs de ceicle; tous leurs ternies sont des sinus ou p(t|iodiques , et ces élémens ne sont assujélis qu'à des oscillations. Il en est de même de leurs carrés et par conséquent des excentricités > ~ et
des inclinaisons S V (// -f- «y”). Ces élémens ne peuvent pas croître indéfiniment; ils ne feront, dans tous les siècles à venir, qu'osciller entre des limites qui sont même très resserrées. En eflet , les équations (a) (J) donnent, en didércntiant.
èy — — — cet.
7m y' O 7m ya
Il est donc visible, que les variations séculaires ne dépendent pas de la petitesse actuelle des élémens, mais du rapport qui existe entre les masses, les distances, etc. et que l'excentricité ou l'inclinaison d'une planète peut éprouver un très-grand changement , si la masse perturbatrice est beaucoup plus grande que celle de la planète troublée. En supposant par ex. que les lettres sans trait se rapportent à Mars, et celles marquées d'un trait à Jupiter, on aura en nombres ronds,
^ = i;oo, ^ = 4. 7 = donc 3 7 = — 1700.37'.
Ainsi la variation de l'excentricité de Mars serait 1700 fuis plus grande que celle de Jupiter , si cette planète agissait seule sur Mars. Mais le système solaire est tellement arrangé, que les actions des diverses planètes se détruisent à peu près; et c'est par celte raison, que les limites , entre lesquelles oscillent les e.xcentricités et les inclinaisons des orbes planétaires, seront toujours très -étroites. Si l'on ajoute l’action de Saturne à celle de Jupiter, on aura à peu près
~:=55o, —ZZ.6, —=?, et 37"= — a37', d'où il vient TO ’ O ’ 7 U’
L’action de la terre réduit celte variation à très - peu de chose. Ainsi on voit , que le mouvement de toutes les planètes dans le même sens sutlit, pour rendre périodiques les variations de la forme et de la position de leurs
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orbîlcs , et pour en exclure toute équation rigoureusement séculaire; mais que , si les limites , entre Ies(|uelles se t'ont ces oscillations périodiques, sont trcs-resscriécs, c'est dû uniquement à la distribution des masses et des orbites, cjue le hazard a produite, ou que l’Auteur do la nature a choisie.
On trouvera le même résultat pour les satellites de Jupiter et de Saturne, qui circulent aussi dans le même sens, dont les masses sont peu diFférenles les unes des autres, et dont les excentricités et les inclinaisons sont également très-petites. Le système de tous ces corps est donc parfaitement stable relativement à leurs e.\centi icités et inclinaisons: leurs orbites seront toujours .à peu près circulaires et dans un même plan. Il en est autrement des apsides et des noeuds qui ont, ainsi qu’on l'a vu, un mouvement progressif qui sera déterminé par le calcul numérique des formules précédentes.
§. 2;6. On trouve dans le Chap. VII. tous les élémens nécessaires pour le calcul des formules précédentes. Nous commencerons par les variations séculaires de Jupiter, Saturne, et Uranus , qui forment un système à part, sur lequel les actions des autres planètes ont peu d’influence. En marquant donc de deux, de trois, et de quatre traits, toutes les .quantités qui se rapportent à Jupiter. Saturne, et Uranus, on doit mettre dans les formules précédentes • §. 273. S74O1 I®* cbilfres 2, 3, 4, à la place de o, 1, a: d’où il viendra (01) = (23), fo2) = (24), (ü3) == O, etc. (O) =: (i3j -f- (24) =r (2),
(i ) = (32) (34) = (3), (a) = (4i) (43; zr ^4 , (J; = o;
et ainsi du reste. Il en suit
e=o, © = (2)(3)-(23)(3a;-|-(2)(4)-(24 (42j + (3)(0- (34XiO,
et ù, g, seront donnés pas les équations
(E) 0 = 43 — CA’' -f DA — E, (M) o=5^-|-C^-t 35,
l’une des valeurs de g étant zéro. *
Les valeurs de et les élémens des planètes (Tab. I. \rill. IX.
X. 5* 209. a2i. 222.223.) donnent, suivant les formules (a) (§. 272.), (i (§ 273.), C '^) — 7'^3244Î)5; [a3] — 4 ^7^335 1 ; (a4) — o" [24J — o",o3a?6o3; (Jq) — 0'^, 335 aS5; [34, = 0 ',2 » 3 2967; (32) =z J7",9iÛ243; [3aj = ii'',6y983i;
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(40 = o",9io53aj o^^^o2o;211i [4^ = «",382638;; [431 =zo*.83oo72A;
d'où l'on » conclu
C — ?;",9a486iu D = i38", 60952; E =: 181", 2664»; © =6a",96t2i,
SI l'on fait i = x -{- 1 C, l'équation (E) se transformera en o = x^ — iaa,62;g. x — 512,991928;
équation qui a trois racines réelles. On trouvera donc, par la méthode ordinaire de la trisection de l'angle que nous désignerons par 3 J),
cos3(ti=: 96964 ^
et 1rs trois racines x, en mulliprtant aV[4**>^596...j parcos^, par -ein(3o*-^), et par — sin {3o“ -j- if). Cela donnera 3<j; — ii»a'42"; x= ia'',;6i,474; x, — 5",669i584; r, =— 7'',09i3i54 ; d'où il viendra é =: x -4- 9'',33i6ao4; donc
Les racines de l'équalion (.M) sont
A = — i C i; V (Je* — ©;, partant
('0 gt = — a',46C32o4; Pj = — a5 ,5a854o;.
On a donc les équations suivantes (J. a; 3. 274-1 ,
” = U sin (P -4- 6lj B, sin (|î, -f- <) -|- Bj sin fpj -f- /),
” = ^ (P 4- * 0 + ^ B, lin fp, H- i,r) -I- Bj sin (P,+ é,0;
/p" = G sin a -f- G, sin (n, -|-p, (i + G, sin 4-Ps
, ÿ) = G sin n -t- ^ G* sin (»), -f p,0 + ^ Ga *in («la + g A
r= G sin ■>) -} — G, -f-p, 0“l- G^ sin (ri, /).
/•', /"’j b', q", etc. étant ce que deviennent A”, h'", h", p' , etc. lorsqu’on change les sinus en cosinus. On aura par ce qui précède (§. 27.3. 274.),
N^»43V'-(3;}-[=3][34], M'r[.14]{A-(*)Ka4][3a], M^z>3l32'.-{<^(2)HM31h L=(a4)k-K3j}-t-(»3X14). K-r(34)(g^■(a)}^■C24;(32).K^^fe^K2)Hp+{3)}-(23X33);
ce qui donne en même tem» N,, L,, Nj, L,, K', , e(c. en mettant 4,, g^, g^, b U place de 6, g. Ainii les valeurs précddentes donneront
Lf — 4,‘^^aiiS; K', — 3,4929175; K*, := — 52,917.04;
Lj = 1, 9003653; K'^ = — 4'7uo7429; 0,20426;
•i’o& l'on conclura les équations
'A” = B sin (P 4- 4/) 4- B, sin fp, 4- 4, i) 4- Bj tin (p, 4- 4j /) ,
{A”* — 3,0678437 . Bsin ^P4~ ^0 4* 0,790668 . B, sin (P, 4~ ^’i 0
Bj sin (Pj 4- 4j Or
A*’ = 0, 1 1 3 1 34 1 . B sin (p -|- 4 r) — 0,7085795 . B, sin (p, 4- é| 0 't* 17,617675 . Bj sin (Pj 4- 4, /);
Ÿ" = G tin n 4- G, sin (q, 4.^, t) 4- G, tin (n, -h g, Or
(N) y " ' G tin rj 4- 0,843609 . G, sin(ri, 4-y, 0 — »i47^5 . GjSin (»lj4-^30r
(/>*' = G tin n — 1 2,8096 . G, tin C>t,4-^, /) 4- 0, 1 07479 . GjSin (il24-^aO' L’époque de 1800, de laquelle nous comptons le teins f, donne (Tab. L $. 210.), H'*=: 0,00931092; L” =: 0,04727013; H'” = 0,o56i62t2; L"‘ o,ooo83352; H"' 0,01021 128; — 0,0455395; V‘ ‘“0,02269773; Q'‘=r — 0,00336228;
P”* — o,o4o4o263; Q"'=r— 0,0162661; P'*=:o,oj290276; ©,00398078.
En fubslituanl U", L", H'", etc. pour A", A"', etc. après avoir fait
/ = o, dan» les équaliona (F) , on trouvera par lea règles ordinaires de l’é' Imination ,
_ . ^ l4.,6iiI.H" — i8,Jî8ia8.H‘"-Ho,,757r4.Hlv ,
Bsinpr:-: 2 — = — o,oi258i3i;
_ . l4,6iit.L" — i8J26i28.L*«f + 0,17*714. L‘» , -
B, COS P, = ; — P
tin p^ =r U" — B sin p — B, tin p, = o,ooi48i32.
Bj cos Pj — L" — B cos P — B, cos P, = — o,ooio796&
On sors de la même manière, par les équations (N^,
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G sin ■>) ”0,0267994; G, sin •»), rr 0,00104171; sin ii, — — o,oo5i4^44> G cos y) = — 0,0061^756; G, CO8 >), HZ — 0,00077406; G, cos y)j “ 0,00^749 *4- Au moyen de ces valeurs on trouvera ,3, p,, p^. B, D,, B^, B', etc. ainsi que TJ, T),, Tjj, G, G,, etc. par les équations.
B sin P O 5in TJ . B «in p
lang P zz - — ^ , etc. tang >j =z , etc. B = — , etc.
B cos P’ ® ' Gcüstj’ »iii P .
B„ etc. G' = G" = G, G', =:
"Li
I C|, etc.
ce qui donnera
pz; 126*49^^^ ^ Pi — "7" 7"^» pj zz 126’ 20' 17",
; B z: — 0,01571751; B, zz 0,04595538; B, zz 0,00183893;
B' zz 0,04821887; B', zz 0,0147497'; B'g zz 0,00177 324;
B'z: — 0,00177819; B", zz — o,o3 114589; B", zz 0,03239759;
T) zz 103° 18' 18''; TJ J zz 126® 36' 53'', rj, zz 126“ 5' 25^',
G = 0,02753856; G, zz 0,001 "9781; G., zz — o,oo636495;
G' zz G, G', zz 0,00109745; G'a = o,üid744'^3;
G"zzG, G', zz — 0,0166 >452; G"jzz— o,ooü684i.
§. 277. En rassemblant toutes les quantités précédentes, on aura //' zz — 0,0157 1751 . sin (126° 49' ^092O944)
4-0,04395 >4sin(27®4o'7'-t-^3', 662462)4-0,00 1 8389 l.sin' 1 26^20'! 7''+4.2",24o3o5), A’*' zz 0,04821887 . sin (126* 49 ^2" 4" ^ • 22 ',0920944)
4“0,o347497 ' .sin(27’4o'7' -l-/.3'',66 .... 4~o.oo 1 773/4 sin(^i '.«.6®2o‘i 7 '4-/.2",24 ..••), A*'' zz — 0,00177819 . sin (126® 49^ 3a" -f- / . 22", 0920944)
— o,o3i i4589.sin(27°4o'7"4-'.3",66. ..) -f-o,o323975g.sin( 1 26*20'! y"-]-/. 2'', 24 ....); p*‘z: 0,02753866 . sin io3°i8 i8'4- 0,00129782. sin (i26'36'53" — /.2",46632o4)
— 0,00636495 . sin (126° 5' 25'' — / 25"^,52854o7),
/j"' = 0,02753866. sin io3®i8'i8"-4-o,ooio9745 .sin(i 26® 36' 53'' — <.a",466. ...)
0,01674433 . sin (^126® 5' 26'' — t . 25",5 285407),
/}*''zz 0, 02753866. sin io3® iS' 18" — 0,016624*2 . sin (126® 36' 53'' — / .2",466....)
— 0,0006841 • sin (126* 5' 2 /' — / . 25",52854c>7).
Les mêmes formules donneront P', /"}, P'', ç", y'”, «y'*, si on change les sinus en cosinus. Cela posé on aura
+ Ungm"=jÇ, #"=V(p"» + 9^, fng J" = ^, etc.
d'où Foa tirer»
T'- = B» + B», + B\ + • B B, CO. CP - P. -4- (A - A. ) 0 + aBBj CO» (P — Pj -f (A _ AJ /) -f * B, B, CO. (P, — P, 4- (A, — A,) t), y* = G’ G*, -f- G% -f- aGG, c». — ■», — g, t)
-t-aGG,co»(i|— iij— g,0-»-»G, G, co»(n, — gJO.
et ainsi du reste. Lei rateurs précédente, donneront
(VV — 0,001 «8*5 4- o,ooi38i7 . sin (g* 9' aS^-f-^ . i8",4a9l53a)
— 0, 0000578. CO» (a9^i5''4- 85 1589) —0, 000161 7.sin(8°4olo'' — f.i"4aat57), (Y'y — 0,00353575 — o,oo335i 1 . sin Zg® 9' a5" 1 . i8'',4»963a) ^
-J-0,000171 .contg' i9",85...)— o,ooon3a4.»in(8*4o'io**— -f .i"4>... ),
(>■'')“ in o,ooioai83 — 0,0001 106 . sin (g® g' a5" 4- 1 . i8'',4ag63a)
— 0,0001 lôa.cosfag'i 5 '-f-/ ig",85 ... .)-J- 0,00101 81 .sin (8®4o'io"— /.i’'4a . . ..;j {/")* zz 0,00080087 -|- 0,00007 — t . a"46fi^»)
— o,ooo35o6.co»(ia®47'7" — /.a5",52854) — o,ooooi65.co5(3i'a8"-t-/.»3*,o6aa2), (#"')“ — 0,00100746 4* 0,00006044 • c®» (î3® 1 8' 35" — ( . a'',4663a)
-J- 0,000867 1 5x0» (22®47 Y — /.a5'',5a....) -|- o,oooo3456.coi (3 1 'a8''4*/.a3'',o6..~), (J* ®)* — 0,001 o35ia — 0,000g 1 563 . cos (a3® 1 8' 35*' — l . a"y4^^ ®)
— 0,0000 J768.co»(aa®47 7" — /.a5",5 . . . .) 4" 0,0000227 5.co»(3i'a8"4^.a3'',o6 ....).
On peut donner à la longitude des périhélies et des noeuds une tonne plus conunode à l’usage astronomique. Faisons pour abréger,
p-t-A/ = 8, P, 4-A, / — b,, Pa4-Aji — b„
et supposons w" — 8 + p", ou w'' = 6, 4" 1* ’» ou ra" = 6^ P",
où il faut choisir celui des angles 8, 6,, 8,, dont le coefficient dans l’expre»* sion de A" ,est le plus grand , parceque ce coefficient se trouvera dans le dénominateur de tang p, sans être multiplié par aucun sinus. Ainsi, B, étant plus grand que B et fi,, on fera
tanga'' étant
fc" B lin 1 4- B, >in 8, + Bj lin 8j ^
Bcu»^ 4>b| eut COI
d'où il est aisé de condare
Biin(t—t,) 4.83 lin (8j — 8,) _ +Baeo.{»3 — 8,>»
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et ainii'du reate. Coipme B, est plus grand que la tomme de B et B, tant égard an tigoe, le dénumlualeur de lang p'' ne pourra jamais devenir nul , et l'angle p'' est resserré .dans les limites go'*,, entre lesquelles il fera d«i oscillaiioos , ensorte.que c’est la véritable équation ou inégalité du périhélie, dont le lieu moyen 'est^b, =: f3, 4' Pt étant l'époque, b^t le moyen mouvement ou l'équation séculaire, et P, -|~P" lo l'époque de 1800
d'où l'on part, si on fait < := 0. Cela posé on aura œ" ” a5’4ü'7" -j-/-3",66a4fia p",w'"=: l36’49'da"-4-/.a•’^09^o94 — p"';
J" = iod"i8'i6<’-4-i", J'” = io3'*i8'ib" + i'", J” =i io3*i8'i8^ — i*»/
ii_ o,ooi83#fl.«in f . 0.U15717S , eo« iB",4j96)
® ” ””j 0,0439884 + 0,018 «B (9*.. . + f ■ sb'',4...) — 0.00 16. .col f . i*,4"0*
. ,,, o.o347497-co»(9°Si'aa"-^r.i6",4a96)-fo,oui773a4-*'"(**‘‘^b'‘^"+t.tti",88i8)
® 0,0482189 — O, oS™ lin o,'>ui7.^,eona9'ii"-t. t,ii,'',8....)*
0,0013978,1111 (a3®i8^38*^ — — o,oo6368.iîn (aa®47^7^ — f.a8^*,^a88)
® 0,0378886-^0,001 ..COI ^a3'*.« — r,3"_4—) — 0,006 «..col (aa^,« — / ,a8**,8...^
• 0,00i09t4.iin(a3°i6'38^' — t.2".4663)-fo,oiS744^'’i'’C”''47*7^^~t.3.8®,Sa8S)
® 0,0378.... -4-o,üoi«.coi (a3’«. — f .4",4"0"*" l**'’*.. — t .«8'', 8... J*
0,0166345. iin(a3*i8'3S" — iB63)-t-o,ooo684i.»i"(ns°47'7”— f •a5'*,5;6.5)^
î "i'^*7 b..„ — 0,016... COI (33’._— - f . 3", 4...) — o,ooo6 ...COI (aai, ,. — f . 38",8...^*
d'où il est clair que les noeuds n’ont point de vrai moyen mouvement , et qu’il en est de même du périhélie d’Uranus, parcequ'aucun des coefficient dans l'expression de A'* ne surpasse la tomme des deusb autres, pris positivement.
$. 278. Considérons maintenant les autres planètes, et supposons que les chiffres, o, 1, 2, 5,6, se rapportent respectivement è la Terre, ù Mars, ù Jupiter, ù Vénus, et ù Mercure. Cela posé on trouvera (01) o,3o6a644; [oi] =: o,»355o5i; (02)= 6,9438igoj [oa] =: i,685gooo;
(o5) = 5,65855i3; [o5] — 4i7' *8855j fo6; = o,og7564ai [06J =: 0,0462b i8j
(10) = i,8i5aa65; [10] = i,4o35268; (ia)= i4,4o>J<>9^; [>>] = 5.a439'4t>;
(i5)r=o,5ia88»7j [153 = 0,2951128; (163= o, 0186606; [163=0,0058776; (5o) = 6,89o5og5; [503 = 5,7877400; (5i)= 0,1047958; [513=0,0602995; (52) = 4,1287724; [523 = 0,7868968; [56) = 04222649; [563 = 0,2712979;
(6») 1,5743*93; [6ü]=:o,i593933; (65)“ 3,if*4oS9; [65] r= *,044^4*®/
d’où l’on • conclu ($. 17*. (^)).
(o)r= i3,oo6i9!*9i (»)= 16,7590794; (5) = » i,54634a6; (6) 5,68o85o5.
Si l’on f«il pour abréger,
^ I26*49^3a" atzzi, ï7'’4oV’ + = 6,,
25",5»854o7 = f,, 0,03753856 = ®, — o,oo636495 = ®,,
io3*i8'i&" = 9, i^6’5'>5"— f,/ = 9,, ^
on aura, en négligeant l'action d’Uranua ($. 277O.
A" = »*in6-l-»,8inb„ T= »c«.ab-t-», coa b„ //' = ®sinfl + ®,*inb,. de- [11 eat aiaé de voir par ce qui précède, que le* variable* h, l, p, q, h', etc. auront le* même*, argumen* , b, b,, et 9. g,, en vertu de l’action de Jupiter, et un argument de la forme p -j- bt, qui eat dû à l’action de* autre* planète*.
En faiaant donc ... tu', -y-
r/, = A»iEb-[- A,»iob, -|-B*ie(p-]-éO. f=Acoib4-A,co*b,-l-Bço*'P4-bO.
h'= A' *in b H- A', sinb, + B' »in <p + é/), etc. . . . ) ;.i
le* équation* (C) (§. 273.) deviendront » ;
. ' (,) o = {« — (o J A + to>] A' + (o5] A’ + [06] A'^' -f [oa] »,
(5) O = {«, — (o)^ A, ■+■ [01] A,' 4 [o5j A,’ 4 [06] A.'';.4 [oa] ».,
. (6).-....o = [a,— (i)[ A,‘ 4 [»o]A. +[i5]A,’'4[.6]A ,"4[ia]»^
(7) 0 = [«, — (5 0 A,'' 41^0 A, -I- [5i] A,' 4C®®]AJ‘ 4
(9) .....o={6-(o][B -f[oi]B'4[o5]B"-t-[o6]B’'*, ^
(11) o = 4A-(5'OB’' 4[5o]B -t-[5i]B' 4[56]B''S - .
(la) o = 4*-(6)[B"4-[6o]B 4 [60 »' 4 L«5] B’'-
Supposon* maintenant ^ ÿ = fir!
cela poaé, le* équation* (1) (a) (3) (4) donneront par l’élimination.
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— [o6][62''{«— (i)}{ot— (5) — [o5,[53.{a-(i [o'3f*2
+ {[o5j [56’ [62] + [ü6. [65j [52] - [o2j [56] [65 H“ - (' )^ 4-<[oi][.6J[62]4. [o6j[6rJ[.2]- [02][.6][6. f {a - (5)f <[oi][«5][52] + [o5][5i][i2] - [02][i5j[5i J {«-(6»
4- [o I] <[ 1 2] [56] [65] — [i6] [5a] [65] — [ i5] [56j [6?. J 4- Co5j^[i6][52,[6i]- [12] [66][6i]- [i6][5i][62]J 4-[o6]{[i5][5i][62]-[i2][5i][65]-[.5][52][6i:ï + 2.[o2][.5][56][6i], N = - - (o)| {« - (!)}{« - (5)} {a - f6)J
4-[o6j[6o.{i— {! }{«— (5)j4'o5][5o {<t—{i,H“— 6)H-[oi][io {a— (5)H«— (« t • — 2.[i5J[56 [e«]{« — ^o)} — 2.[o5 [56^[6o1{“-(> J -2.[o.][i6 [6o]{«-(5H-2.[oi]{«5][5o]{«_.6)} 4-2.[oi][t5][56 [6o]4-2.[o5][56j[6i;[io]-f 2.[c« [6ij[i5 [5o] . -[oi][io][56][65]-[o5i[5o [i6][6i] - [o6][6oJ [i5,[5i]; ,
M'r{[02][i6j-:o6 [17 f{x-'5 }-»- 56 {[o5j[ia]-;o*ï'5 K5»]{ ^ « "5][i6>
([‘6. — (5 ^ — [o6J«o] {“ — (5)J - [»5jL5« {« — («ii
i + [o5.[ioJl56] - [o5][i6,[5o] + [c6;[i5j,5o]
>P=[o6, -(i)^ {a - (5 f - [o6U56, {a -(.)^ - [oi][.6, ^a - (5)[
aijLi5j[66,-4-[o5,[i6J[5ij-[o6,Liî][5i::i
[02X16]— [o6][»a]+f''6 fa— (ij)^'t.6][io } ”+{ 013116 '-[06 ~ ' ’ [Ô6~[i5j— [o5j[i6j
A" [oal g — (u) M t«>] ^
'Sr~”K6Î“" 106]“' N [06]' K' lüBj' gs'’
An moyen . dot éqnatiooi (5) 16) (7) (8), on trouvera **
mettant dana lea formules piécédenlet a, k la place de a. bi on tait pour abréger,
les équations C9)(io)(ii) donneront par rélimination,
L ^[o6]x'a* — [o5][56]s^ — [oi][i6]s:''4-[oi][i5][56]4[®5][i6][5i]— [o6][i5][5i],
K' =i.i6jx*’— (i5][56,x — [o6j[io]x’4-[®5][»o][56;— [o5li6jL5o>Kt.6][i5i5o], <
{i6][5i]* — [ofiJî5o]y4-r oij[ i6j^5o] — [oi][ioJ56}4-fo6](io]Ç5i], K” =: — x£ *' ^ "l” [o •][’“] — * .[oi][i5][5o‘*.
Si on fubstilae cet valeurs dans l’équation (ir), elle deviendra O ^ 4" '*®" trouvera
C = (o)-Mi)-|-(5)+f6),
D = (o)( 1) - [0 1] [loj -f (o) (5) - [o5] [5o3 + (o) (6) - [o6][6o]
+ (0(5) - [i5][5i] + f 0(6) — [i6][6t) + (5)(6) — [56J(65], E={o)(i) 5) — a.;pi][i5j[5o +(oXiX®^*-[‘>0['6 + o)'5)^6) — a.[o5][563[6o]
+(>X5)(«;-»-!:«5Jl56[6iH(o)+(0}[56][65H(o;+(SK>6.[6>><{‘>)+(6yK'5I5«3 — {(0 + '54 [o6,L6oJ — «0 4- (6)} [o5][5o] - ^(5) 4- (6)} [oi 3(io],
F = (o)(i) 5)^6) + [oO[io3L5«][65]4-[o5][5o][i6j 6i] 4-lo«46oi[i5][5i] - (o) ( 0 ';56^ .65 1 - (o) (5) [i6 -6i ] - (o) (6) Li 5J [5 1]
— ror5)[o6][6ol - (i)(6)[. 5.^50 — (5;i6)[oO[io]
— 5], «56 [6i — »'(Ol‘5-[56]l®°J — — a-'6)roi][i5][.5o]
— a.Jpij[i5 [56][6o] — a-[r5J[io][56j[6i] —
Pour les inciinaitons et les noeuds nous ferons
^=Fsing 4-F,sir9,-j-Gsin(p-l-ÿ<)> Ÿ=Fco.'8-f-F,co«fl,4-Gcos(i)+g<î»
V = 9 i- F', siii a, 4- G' sin (n 4- g/;, etc.
Cela posé, les équations (J) ($. s}4-) deviendront
(»3) o = O, - (o4 F, 4- ^o.) F*. -|~ (oS) F/ 4- (o6) F,»‘ 4- (oa)
(i5) 0 = 0. -1,6)} F/ 4- 6o)F. 4- 5.)F',4-C56jF,’''4- 5i)«„
(18) o = {y4-(')}G' _(.,.)G — (.5JG’'— i6)G",
(19) o = fe4--6)l G’ — (5o)G — (5i)G'-(66;G’",
(ïo) o = {y 4- (6j} G" — (6.,) G — (60 G' — (60) G\
Au moyen det éqaaliont (i3)(i4) (i6)(i6) oo trouvera
les mêmes formules qui ont donné g, —, -ÿ-, si l'on met fi à » place de a, et des crocliets ronds au lieu ii«s crochets carrée. En frisant
W=T» f =T> ^=-s-^F+(o)=/,F4<0=y,F+(5)=y%HK6)=^^
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le» équalion» (17) (i8) (19) f ’o) seront identiques «vec les équations (9) (10) (ti)(ia), si on met jr, etc. à la pUce de x, etc. G, etc. à la place de B, etc. et les coefficiens représentés par des crochets ronds, et pris avec le signe contraire, au lieu des coetücieas désignés par des crochets carrés, ou ce qui revient au même, si on substitue — g pour b, on — y pour x. Ainsi, en désignant par ce que deviennent les quantités D,E,F, ai on substitue
des crochets ronds pour les crochets carrés, on aura les équations,
o=g* + Cg3 + ©i?*-4-«« + 9,
S =ro6Vy-4-{« 5«y+(0i)C6)/i-(0'X 5X56.+(« 5)(i6):5i)-(o6)^5X5i),
R' =(.6)^y-}-(,5) 56 jr+(o6)(.o)/+(o5)(,oX56;-t-(o6Xi5 {5o)-(c5)(i6)(5o), (5iV4-(o6A5uy-WoiX>6X5o)-4-(o6)rio,(fl')— (oiX'o (56), R''r=j'yy'' — (16 (5i)jr — (i5)(5ü)y — (oi)(io)y — 2. oi)(i5)(5o).
$. 279. Si on substitue maintenant les valeurs numériques de» coeffi* ciens (ui) [’ui), etc. SB, SB, ($. 278.), dans les formules C, D, E, F, M, N, L, etc. on trouvera que les valeurs suivantes satisfont aux équaliotu (i)..«. (i')=
f A “0,002799? 1, A' =:o,o 1474644. A' — — 0,00051.159. A"" z=o,oo..i iiSgl; <A, =0,01761317; A',=o,oii)9o344,A'', =o,oi7s55i9,A’*,=o,Oi645563; b— 17' ,672966, é, = 16'' ,64896655, ij = 7",a68437H, A3 = 5"4o2ioi3i;
B' = — 1,23630765. B, 8’ = — .0,919! 5ioe.B, D'* =r o,i24r'6i99.B; B', = 94177496.6,, 6,’^=— 1, 2456363, B„ B,'* = o,it57io42.B,; B', = o,i84883o3.B„B5'“=i,2.6635j3.B,.B,''=- 1,848.6 5. B,; B'3 = 0,16855428.83, Bj' = 1,4834' 54.3. B., 83'' = » '.,5106717.83. Les valeurs (C) ont été trouvées par les formules M, N, etc.; celles de b, en déterminant les racines de l’équation o=A* — C6^ -f- DA*^ — EA-f-F, par la solution' ordinaire des équations du quatrième degré, laquelle consiste à les réduire à une équation du troisième degié, et è ramener celle* ci à la trisection de l’angle: la substitution de ces racines A dans les formules L, K', K'', K'*, a donné les rapports (D). Mais toutes ces valeurs, trouvées par la méthode directe, ont été corrigées, ensorte qu’elles satisfont aux équations
(1) (12) iusqult la huitième décimale. U reste ainsi huit arbitraires, B,B,,
®ai ®i> Pi Pii P21 Pj 1 faudra déterminer par lee valeurs de h, hl , A', A'", l, etc. ou de 7, 0, etc. que les obeervatiou donnent pour l’époque de i8oo
973.). Pour cela on tirera des élëmeiu, renfermés dans la Tah. I.(S.îloO, les valeurs suivantes de h,l, etc.
^ < H -0,0 1 65 J<j6i , H' r —0,043 1 3y 1 1 , H'=o,oo5354 s9, H'"rro, 1 979085
’ ‘L=— 0, 00176987, L*=o,o8a5407, L''=— 0,00417703, L’^'=o,o553<jJ65.
Les valeors (C) et celles de 6 = ia6’49'3a", 6, =i7’4o'7'' (S 178.), donneront A sin 6 =: 0,00114075, A, sin 6, =0,0081788, A' sin 6 = 0,01 i8o4, A',sin6, = 0,009 i4>3, A'^sinb =— o,ooo4io3i, A',sin 6, =>,00833762, A" sin 6 = 0,00010881, A’'', sin 6, = 0,01 182065 Acosb= — o,ooi6;785. A, cosb, =0,01659907, A'cosb= — 0,00883873, A'jCosb, = o,oi76j744, A'^cosb = 0,00080723, A*, cosb,= 0,01590198, A'” cos b = — 0,00008148, A''*, cos b, =0,02*54473.
Si l’on fait t — 0, les équations (A) ($. 278.) deviendront '
H = A sin b 4- A, sin b, f B sin p -f- B, sin p, -J- B, sin p, -j- B, sin •
L =A cosb-fA, coib, -l-B cosp + B, cosp, + B^ cosp. + B^ cosp^, '
H' = A' sin b -j- A', sin b, B' sin p -|- B', sin p, -f- sin p^ 4- B 3 sin Pj, ”
et ainsi du reste. En substituant donc le* valeurs (D) (E) (F), et faisant pour
abréger,
i,a363u765 = 0; 9,417741,6 = 0,5 o,i84883o3 = 0^5 0,16855428=03; ®.9’9^5i02 =c; 1,2456353 = c,5 1,22663543 = c,; i,4834fc54i = cj; 0,12406299 = c5 0,1867104a = «,; 1,84836 5 = «j5 11,4106717 = *3;
B sin p = E, B cos p = F, B, sin p, = E,, etc. on aura le* équations, ^
® — F + E, -)- Ej E3 — o,oc6i3oc65 o = F -j- F, -J- 4- F; -f- 0,01669109;
O— oE4-o,E,4-<'sEj-4-n3E3+o,c64if'54i5 0= — oF+a,F,+a„Fj+03F3 — 0,07376 s; O— cE— c,E,+CjE2+C3E3+o,oov57 28250=— cF — c,F,+CjFj+C3F3+o,oao486a4j ® — ®F-fe,E,— ejE54-«3E3 — 0,18597927; o=eF-j-«,F, — eaFj4.«3F3 — o,o3i93i4; auxquelles on satisfaira par les valeurs suivantes:
E = o, 01215486, E, =— 0, 00618081, Ej = — 0,01373984, £5=0,01189613;
F = — 0,00807961, F, = 0,007077901, Fj = — 0,01694426, Fj = o,ooo26jÔ7.
Maintenant les fonnulei tang p = |, (ang p, = etc. donneront
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p=n3*36'43",3, P. = i43<*48'4",6; p, = 4oM5'**'’.9î P, = 88“6/m,*9;
B z= o,oi45ü5i6, b, = — 0,00877*3, = — 0,0*104731, B, = 0,01*89763)
d'où ron tirera par le* équation* (D), '
B'=— o,oi8o44n. B', =— 0,08*6 i5i8, B'j=— o,oo3«9i *9, B'3=o,oo*i7398; B^rr — o,oi357i33, B, "=0,0109*708, B," =—0,0*681738, B,'=o,ci9i3344; B'* = o,ooi8it.67, B,"‘ =—0,0016*911, =0,08890319, Bj"' = o,i6ot6o89.
Connai**ant maintenant toute* le* conatante* qui entrent dan* le* expre*- •ion* de* variable*, h,l,h', etc. (A) (S*.^7®0»
pour la Terre, Y *in as =
0,00*799 >*10 (i*6'49^3*“ -J- / .**'*, 09*1) o,oi76i3.*in (*7°4o ^,66-5)
-I- o,oi4596.*in(i*3»3646 678) — 0,00877a. *in (i43*48' 5''4-' »8".649)
— 0,011047 .*in (4o®4®^i3'-j“/-7”’,»684) -1- 0,011898 ,*in (88®5*'*8"-^/.5”,4®**)i
pour Mars, Ÿ lin us' =
0,014748 .*in(i: 6*49' 8i"-|-/.'2a'',o9'’i) -J- 0,019908 .«in r*7®4°^7^ '4-^ 85"5) — 0,11 3o44 ••»*>(• 23®36 46" -f-r. 17 ,678) — 0,08261 5. *inCi43®48 5"-}-/. 16" 649) -0,008891 . *in (4o® 45' i3' -f-t . 7",*684) -}- 0,00*1 74 • *in (88®5*'28" -j-t.6 '4oai)) pour Fénas, 'V"»inw’' =
— o,ooo5i8.*in(i 26®49'3a''-j-/.*a\c9*i) -1-0,017955. *in(î7®4o'7''-j-/.8" ,66*5^
— 0,013571 .*io(ii3® 36'45"-f /. » 7'',6735 -1-0,01 09*7 .*in( (43®48 6 *H-‘8' .649) — 0,0*58 1 7 . *in (4o® 45' *3"-f- 1 , 7'', 2684) -1-0,019. 33 .*in (88®5 a'*3'' -f- /,5"4o* 1 );
poar Mercure, 'K*' aiu tB"' —
o,oooi36.*in (i*6*49'3i"-l-r.a*",09*i) -j-o,o*5456.»in(*7°4*^7"-l-/.3",6625J -|-o,ooi8i I .*infi*3® 36 45''-4-<.«7",673) — o,ooi62j*.*in (i43*48'5''-|-r.i6^',649) "1- 0,088903, *in(4o*45'«3"-|-r. 7 ",*684) -f- o , 1 6oodi ,»in (88“5 2'*3‘'-f-/. 5", 40 2 1 ); ce qui donne en même tens* le* valeur* de / = > co* es, etc. eù mettant le» cotinu» à la place de» aian*. Cela po*é on aura, pour i»n teea* quelconque, éloigné de t an» de l’époque de 1800, les excentricité* et le» périhélie* do ce* planète», au moyen de* équation»,
7 = y ('V**in* œ-j- V® co»® «3), tangn = ;^^^.
$. *8o. Le même procédé à donné, pour le* inclinaison* et le* noeud», au moyen des équation* (18) (ao) ($. *78.),
F, =: o,oo3i853j, F', o,f)097'j64; F'', =:o, 000*27 1, F*', — o,ooo3io6i;
O', = — 1.78481537 .G, =: — 4, G,, G’' , =0,37959641.0, =j, G, j G\ = o,2364iii3.G5 = a„G„ G\= 1, 1366736. .Gs=4, G,, G*', = — 3.7941 3 i3(».Gj = — *aGj; G^3 = o,a 18 11 894.03= «303, G'3 = 1,35549635 . G) = 43 G3, G''*3 = 5,5oo"47 17 • G3 = 13 G3;
d’où l’on lire, en substituant <| = icj3’ 18' 18", 9, = iv6'5 a5" 278.,),
!F sîn <t = F sin ^ = F* sin 9 = F"' sin 9 = © >in 9 = 0,1 *‘799^9}
F CO.- (1 = F' cos 9 = F' cos 9 = F’’ co.i 9 = ffi m» 9 = — 0,00633758;
F, su 9 =o,ooa374oa, F', su 9, =0,007901.2 1 , F*, si. 9,=o,oooi83'a, su 9,=o,oü025i; F,r. 59,= — 0,00187634, F ,cos9,= — o,oo573888; F', cos 9, .r — 0,0001.378, F'", cos 9, = — 0,00018297.
Les élémens des planètes (TriA. J. §. aïo.) donnent, pour l'époque de 1800, les valeurs suivantes des quantités 71 = 4 sin J = 1’, ^ = JcosJ = Q, etc.
P = O, P'= 0,02 roia66, P’ = 0,007 .36a I, P’'' = o.oBS ’daig;
et les équations tR) >78.) deviennent, en iàisant I ~ o,
P = F sir. 9 3- F, sin 9, -|- G sin n -J- G, sin i), -|- Gj sin n, G3 sin i)j,
P* = F sin 9 F', sin 9, 4" G'sin t) 4- G', sin >), 4- G'^sin tj, -|~ Gjsin >13; etc.
Substituons les valeurs ,^0 (H ,,K , et faisons pour abréger,
G sin T) = R, G cos J) = 3, G,sini), =R,, etc.
Cela posé, les dernières équations se change 1 ont en
o t= 0,0 9^7 '^4 ' "f* R “H Ri “1” Ra "I" R j. ® — 0,00.‘ 3 39a -4~ s s j)
0=o,oic6 694 — oR4"“iRi+ “iRa+OjRj, ®— — o,o3.)699oi— aÎH-a, s, +0,83+0 jSj; 0= — 0,0 Î02533-4R— 4,B,+43R3+4 jB J, 0= — 0,1219 > 69— 48-4,8, +4,83+4 jSj; 0= — 0,06121 i8-|-eR 4-i,R,-£.Rj+<jRj, o=— o,t 91 f 7765-)- eS+i, S,- (383+8383; lesquelles seiont satisfaites par les valeurs suivantes,
R= — 0,017 .4'>93, Ri— — o,ooi4»896, R,= — 0,01.718218, Rj=o,oc6t,8366; S = — 0,01.617927, S, = o,ooia8io5, Sj = — 0,00218607, S3 = o,oi5ag8ai; d’où l'ua a couclp
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>1 =: 77* aU îa",9; »), = i3i’ 5a' 33' ,8; tIj 73“ 3o' >13 — "4“ 3a' i s'', 4; G = — o.oaSaSoâi, G,= — 0,00191911, G;= — 0,0076991 6, G 3— 0,01681686} G':::: — o,oig6'68j; G',“ — OjOtySiJb'g, G'„” — o,ooi8aoi4, G'3“o,oo.i6(i79i; G'’ = 0,0^7 ‘897 3, (î*, — o,oo.l4a5a6. G’; = —«,00875132, G"3 = o.oïs795i5} G'‘=: — 0,00478253, G*', ::r— 0,0007/849, G*' J "0,0292 1 ia3, G^'^^Ojoy^gCSS. 11 en résulte, en vertu 'des équations (Rj (§. 378.),
pour la Terre,
ÿ sin J =: 0,02679919 -j- 0,00 i85 . sin (126'^ 5' a5" — t . a5",5a85)
— o,oa823i .sin (77*2 i'a3' — /.ib' .O729 — o,oüi9i9.sin(i3i''52'34’' — 616 '.7 149)
— 0, 01.7699. sin (73'"3o' 16 ' — /.6' ,872) 4-0,016817 .siii(24^32'i2'' — /.4^^73a6),
. pour Mars,
t' sin J' = 0,02679939 -I- 0,009776 . sin (126° 5’ a5" — t . a5'',5285) -1-0,0196.' 7 .sin(77’2i'23" — /.i8",67 'gt — o,o.Î9Si4 sin(i3i“5a'34" — /. 16 ',71 4g)
— o,ooi8ao.sin(73’3o' 16'' — /.6 ,87a) o,oo3668.sin(-.>4'’3a'ia" — r.4’'i73/6),
pour Ténus,
("sin J' ^0,02679939 4- 0,000227 sin (126“ 5' a5"' — /. a5",5a85) -^0,027290 .sin 77^2 l'a 3'' — /. i8'',6729' -f- o,oo34i3.sin 1 3i’5a'34* — 6i6''.7 >49)
— 0,008751 .sin (73® 3o' 16'’ — /.6",87 !;-j-o,o2279j . sin(a4*3a'i2" — ^ .4’ ,7
pour Mercure,
("' sin J*' ~ 0,02679939 4- o,ooo3i 1 . sin ( 1 26® 5' a5" — / . a5'',5a85)
— o,oo4783.sin(77’2i'a3'' — 618' ,6729) — o,ooo7a8.sin(i3i®5a'34" — /.i6 '.7i49) -|-o,029ai I .sin 78® 3o' 16' — 1,6' ,873) -4-0,092497 . sin (24® 3a' i a'' — /.4",73a6}. Si on met les rosinus i la place des sinus, et @ cos 9 ~ — 0,00613758 au lieu de @ sin 9 ~ 0,026791,39 , les formules piécédentcs se changeront en icosJ, ('cos J', etc. et l'on aura, pour un tems quelconque, les inclinaisona et les longitudes des noeuds sur l’écliptique de 1800, par les équations
( =: V (S* sin" J -I- cos* J), tang J — ^
$. 281. On a déjà vu (§. 375.) , que la disposition des masses qui composent le système solaire, et celle de leurs orbites, est telle que, malgré toutes les perturbations qui résultent de leurs attractions mutuelles, les orbites des planètes seront toujours è peu près circulaires et dans un même plan. Les
«quations intégrales que nousvenous de trouver, donnent le moyen de dé* terminer plus exactement les limites, entre lesquelles oscilleront toujours les excentricités et les inclinsisons, ainsi que le mouvement des apsides et des noeuds. 11 résulte des équations (A) (B) 379. 380.), qu'à une époque
quelconque on aura
B’,— j'r“^'A,cos(6— t,)-|-2ABcos^b— p — é/)-j-cet.
f- =. ,-f G’-t- G’, 4 G’,-j- G^j+îF F, cos (g - g,)4- ïFGcos 9— *1— 4 cet.
et ainsi du reste. 11 est visible, que ces cariés ne peuvent jamais devenir plus grands que les valeurs qu’ils prendraient, si tous les cosinus devenaient en même teins positifs et égaux à rnnilé; ce qui ne peut arriver qu'aprës une infinité de siècles. Alors on aura
’V.= A-}-A,-t-B-t-B, +R2 + BJ1 f — -4 Gj.
Il en est de même des cxpressiuus que nous avons trouvées pour Uranus, Saturne, et Jupiter ($. 377.). Ainsi les limites, au delà desquelles il est impossible que les excentricités et les inclinaisons des planètes puissent croi* tre, seront
pour Uranus,
Excentricité — o,o653a3. Inclinaison ~ o,o44®47 — ^4’ 8' j
pour Saturne,
Excentricité = 0,08474a, Inclinaison = o,o4438 “ a* 3a' a8"; pour Jupiter,
Excentricités: o,o6i5ia, Inclinaisons: o,o3320i sr2“o'58''; pour Mars,
Excentricité ~ o,i4i375. Inclinaison = 0,10x274 — 5* 5o' 22"; pour la Terre,
Excentricité = 0,077725, Inclinaison s: o,o8538g s: 4* 5a' 5o*j pour f'enns.
Excentricité = 0,087917, Inclinaison — 0,090037 s: 5“ 8' 4o'’i pour A/ercure,
Excentricité s: 0,227995, Inclinaison = o,i55o68 = 8“ 48' âa".
On voit que ces maxiina sont peu dilTérens des valeurs actuelles (§. aog.), à l'exception des excentricités de la Terre et de Vénus, lesquelles semblent
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être prbs de leur niinimum, el qui ne pourront jamais devenir aussi grandes que rocenlricild actuelle de Mars. On voit en meme lems, que les plans des orbites nerorliront jamais du zodiaque, arrquel on donne ordinairement une largeur de huit degrés, et que l'inclinaison de Saturne est Irès-piès de son maiimt/in.
Nous avons vu (Ç. V77 ) , que les mo3ens mouvemens sidéraux des apsides de Saturne el de Jupiter sont de aa'',i et de J' 7 par an, mais que les apsides d'Uranus , el les noeuds de toutes les planètes n'uut point de
vrai ni >3 en mouvement. Le vrai lieu des péiihélii-s el des noeuds, pour
«ne époque quelconque, est donné par les équa'ions tangrc— : - , si, dans les Toiniules de 7 sin <a, 7cosra, it sin J, fi cos J, etc. (§.
tangJ—
on substitue pour < ou — l le nombre d'années, duquel l'époque est posté-
rieure ou antérieure i l'an 1800. Au reste, toutes ces longitudes sont com-
ptées depuis le point équinoxial de i8oo; el il est aisé de voir qne, pour
avoir les vraies longitudes comptées depuis l'équinoxe mobile , on n’a qu'à
ajouter 5o'',i à tous les coeffîcie.ts de t, c'est-à-dire à a, o,. f,. 6, />,, ë> Bi> Bi’ S'i S- Pour le prouver, considérons un terme quel-
conque de A el /, ou de P el tel que A — B sin ((î A/; =: 7 sin w, ê— Beos p-^- A/, n7cos«J, ta étant la longitude du périhélie, comptée depuis l’équinoxe fixe. Fn nommant (n) la longitude comptée depuis l'équiuoxe mobile, on aura (tr) ~ ta -)- 5o",i ,t, el
. _ 7 »in (oj -s- 5»",> . f) A K» .fl " I . f -f. 7 rin 5o'', I . f
8ng trj y . rj / c » 5o",i . t — b iit) 6u*,i . f
B «in eu» A I f -*■ B co» -f 6t)iinS •" <.t B •in (3 4- A f 4- i«/’, -f)
Bcua (ji+Af I cu> 5o*ji. t — B lin (3 -► A/)jiniu",i.f B eo» -t fc f 4- So",kIJ *
expression qui est identique avec j, si l’on augmente A de 5o",i.
$. st's II en est de même des inclinaisons. Les valeurs piérédenles de cpl élément se rapportent au plan fixe, dans lequel la terre a fait sa ré-
volution autour du so.eil en 1800. Dans tout autre tems l'oibile de la terre
fera avec ce plan un angle -qui est donné par la valeur de t, répondant à ce tems t. Si, dans les formules de tsinj el S eus J 1,$. a8<>.) on iaii t—n, on trouvera asinJ = o et l<.-oaJ = o, ce qui veut dire que l'orbite, décrite par la terre en 1800, coïncide avec la plan fixe auquel on rapporte toutes les orbi-
tes, et que par conséquent, te point d'iiitersecliuii de ees deux plant qui ne
' tbiil qü'un seul, est iadetermiué. Mais à la même époque, le plan dans lequel
la terre circule autour du soleil, coinmenrera à se séparer du plan üxe; et
les points où SC lait cette séparation, et qu'on appelle noeuds, seront déter-
minés pai la inéihode ordinaire, en luisant tangJ =; , et supposant f~o
apres U dillérentiaiion. Si l’on diUtficnUB la ibrmule (5- ) , en laU
salit / r: O, il \i isdra
^ r,f, eos i/C’d aj' -f OjcosTi-f G,^,cos7), 4-G,^'jCOSTi,-|-GjyjCosii^,
^ — F, f,sin is6’ j'ai" — G^sinr) — G,ff, sinrj, — G5ÿ’,sinii, — G.ÿjsin >1,, et eu sobsiiliiant pour F, f,. G, g, >1, etc. leurs valeurs 580),
^ 0,1 83üi 9.18, — — o,3^4"4®o*J où vient
J = iSi» 36' 7''.
C'est dans ce point , dirigé sur une étoile de la quatrième grandcui dans la constellation du Lion, que l'oibite >e la terre en iHoo s'est élevée au- dissus da plan, dans lequel cette planète venait d’achever sa icvolution.
Le mouvement de l'orbite de la terre étant un des objets les plus im> portans de l’astronomie, attendu qu’en dépend la réduction de toutes les observations, et ce mouvement étant composé de la variation de l’obliquité de l'écliptique , et de la précession des équinoxes , due à l’action des planètes sui la terre, il faudra déterminer ces deux élémens par des expressions analogues aux piécédentcs , lesquelles , étant des intégrales complettes, pourront être étendues aux époques les plus éloignées. Suit (,l ig- 4'0 ^'13 l’équateur, X'I le plan de l'oibe terrestre en iHoo, qui est regai iic comme l’écliptique fixe , N I la véritable orbite à une époque quelconque , ensuite que I sera le noeud asci ndunt de l’orbite sur i'écliplique fixe, N'irS = r) ou it son inclinaison, N', N, les points équinoxiaux aii.x époques 1800 it » <00 -f- f, desquels on compte les longitudes et les ascensions droites, N' I =: J et NlzrJ — 1 les longitudes du noeud sur l’écliptique fixe et sur l’écliptique mobile, îC' N :z: « et N’I — Nl~<‘ la partie de la précession du point équinoxial en ascension druiie et en longitude, laquolie ne dépend pas de faction Uino - solaire sur
5io
ASTRONOMIE PHYSIQUE le sphéroïde terrestre , mais seulement de l'action des planètes sur le centre de la terre, IN'N e et INC=:c-|-i les obru|uités de l’éclipliqu» au.\ époques 1800 et iBoo-)-/. Cela posé un aura dans le triangle N'IN,
, . . . tin .1 tin » lin (J — j")
cos — cos c cos 11 — sin e sin i] cos J, et . . ,~r =: - — ^ -,
' ' iin(e-)-r) uni] une
Les angles 1), c, 1, i, étant très-petits, la première équation deviendra cos c — t sin c ~ cos e — J cos J sin e, ou £ =: 9 tos i —q,
la seconde donnera v~ , etsin«sinJ=sincsinJ — /siuecosJ4-£cosesiiiJ, donc
tld e
ïz= I tang J cot c =r 9 sin J cot e col e:
On doit observer que N'I=;J est la longitude, comptée depuis le point éqtiiuoxial de l'an iSoo. Pour la compter du point équinoxial vrai ou mobile, il faut substituer pour J ($. a8i,), donc
9siii Jcos9.5o',i -f- 9cos J sin/. 5o",t cos/. 5o'',i -f- çsiu/. 5o",i pour p, et q cos / . 5o"^,i — P sin / . 5o",i pour q.
Or P étant G sin (1) + 5/) -h cet. q ~G coa (>i -\-g0 -|- cet, (§. 978. (Il)) , il laudra mettre
Gsin(ii -(-g/-|-G5o^^,i) au lieu de p, et G cos (i]-|-ÿ/ au lieu de q, ce qui revient à ajouter 5o",i h chaque coefTicient de/, tel quef,, g, g^, etc. Cela posé on aura, par ce qui précède,
1 = 9, et I =p cot ad* a8'= 5,3o35 .p.
Les formules précédentes (§. 580.) donneront 9 sin J ou
P = o,o2703<)sin(io3’i8'i8"-|-/.5o",i)-t-o.oodi85.sin(ia6^5'ay'-|-/.a{",57i j)
— o,oa823i.siii(77*ai'-sd^ -[-/, Ji ',4^7 O — o,oou)'y sin (id 1 5i*d4’'-j-/.dd'',d85 1) — 0,007699. sin (7 d*do'i 6 '-(-/.4d', 228) -j-o, 0 16817. sin t.-' t'’32'ia" f-/.45',d674)i et l'on aura q, en mettant les cosinus à la place des sinus. Si on décomposç chaque terme sin(a-|-v;/) en deu.v autres, sinacosn/-j-cosa$ina/, et cosCa-j-a/) en cos «cosu/ — sin usina/, qu'on e.sprime tous les termes en secondes d'un degré, et qu'on multiplie ceu.x de p par 2,3o35j il viendra
l’augmentation de PolAiquité de Pécliptique, t =
— ido7",ai . cos / . 5o",i — 5527", 78 . sin / . 5o'',i — 387'',oa . cos / .a4",57 15
— 53o'",9d . sin / . a4”|Ô7 1 5 — i a74",56 . cos / . 3 1 ",î 271 568 1 ",76 . sin / . 3 1 27 1
Su
264", »4 • cos t . 33'',385i '>9} ■^4 • *'o ^ • 33 i«5i — 45<>^^9• -cos ^ .43",î28
-}- i5ii",68.sin/.45^’,a28-[-3»55'’.49-<'os/-45 t3r>74 — i44‘",4^-*'"^H5^3674i
la pn'cesston tics points équinoxiaux en longitude, i~
127 iï'',a8 . cos / . — 3oh",I7 . sin ^ . 5i/',i -|- j22l'',o . cos / . 24',57i5
— 891 ,5 1 .siiW. 24 ^57 1 5 — 1 3o8^".96 .cos/.3i'',427i — 25)35" 97.5111 1 . 3i'',4j7 i
— 678^,16 . cos t . 33 ”,385 1 -j- 608 ',C J . sin / . 33",J85 1 — /i5<.'7’”,5 1. cos/. 4 i” ,228
— io38",68 .sin/.43 ',228-!- 3Ji3 ',1 5. cos/. 45 ',367 4 -f 7 268", 68 .sin/. 4 5 ',3674.
Si l'on fait t~o, les deu,x rorimilcs prdcéJenles deviennent nullcs, ainsique cela doit être. En faisant /~ioo et / — — 100, on trouvera ( = — 49^' et t — 4^*^9. ‘ — 3" et I — — ^o'^9• Pour t — — 2000 on aura t ~ 847' , 4 et i — — ia5o"j d’où l'on conclura ce qui suit. L'obliquité de l’écliptique a épiouré, des plus anciens lems de l’astronomie, une diminution qui va tou» jours en ci%issant , et qui est actuellement de 4y" ptf siècle; ensorle qu’au lems d'Hipparque l’obliquité doit avoir été de 23“ 42- Tout cela est conforme aux observations (I. $. 83.). Depuis le tems d'Hipparque les points équinoxiaux ont avancé de ao' Sj', et leur précession séculaire, qui est actuellement d’environ 9", va en décroissant: elle se changera en rétrogradation au bout d’environ 4nn ans. Si on suppose, suivant les meilleures observations (I. $. gn.), la rétrogradation annuelle des points équinoxiaux égale K 5/,i, elle doit avoir été de 27“ SV depuis le lems d’Hipparque. En y ajoutant la précession de 2o'5>', due h l’action des planètes, on aura la rétrogradation moyenne pendant cet intervalle =28“io'fto'', ce qui étant divisé par 2000, donnera la précession annuelle des équinoxes, due à l’action lunosolaire = 6>/',7 , à peu près comme nous l’avons trouvée par la théorie ds l’attraction ($. 1 18.).
La formule précédente de t ne renfermant aucun arc de cercle, mais seulement des sinus et cosinus, il est évident que les variations de l’obliquité ne sont que périodiques, ou des oscillations dont les limites extrêmes pourront être déterminées de la manière suivante. La somme de deux termes Je (, dépendant du même argument 1), et ayant la forme Acos>)/4-Bsini|/, sera un maximum, lorsque
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A Tl sin V]/ -|- ®’l — O) 0“ tangT)^ — -, donc
sinn/zr — : - - , cos 15/=:-— . l-,
d'où il icsullc la plus grande valeur des deti.v Ici mes,
A cos T|< -d- B sin t]/ — ^ 1/ (A* -|- B’).
Cela donne la limile, au delà de laquelle t ne peul jauiais croître ou décroilre,
c:^5 Wu",-*4 H- <.5 J ',t a -f-5 Ia3"+ 3^,5 5^+ 1 5 4 + 4f>T".73 = 4'5 î'Jï' ,6.
11 est donc impossible que l'obliquilé devienne jamais plus gran le que a8'ai' ou plus peltle que , et les oscillations de cet angle seront toujours
renfeimées dans un arc de Mais comme cela suppose que toutes les
combinoisons de deux ternes homologues de s parviennent h leur maxinunn en même tems, il est aisé de voir que les oscillations de l'obliquilé seront elTeclivement renfeimées entre des limites beaucoup plus resserrées , qu'on trouvera en égalant à zéiu la dilTérenlielle de 1. Les miixitna et les minima de l'ob iquilé seront donc donnés par les vaieuis de qui sulisfonl à l'cqualion, O rr ^ (1 lo^ '1 . sin — 55 7 18 . cos q 4.187. oa . sin tj/ — 5 ln.jj j . cos nt)
-j- K 17 J, 5.» . sin K./ 5iî8 1 .76 . cos x/) — X ( 64 '*4 • >'•' — '^î>4.4 • ^ 0
4- « ( 5 91 .sinjc/-(- 5 a,68.fosp/) — » (3 55. J9 . sin t/ -j- i44' ,4** •
en taisant pour abréger,
5 ',1=:^, a4" 5, 5 .= T), 3i''4 7i = x, 33",.3'5i— X. 4l*.m8— ji. 45 '..3fi74=:v. 11 est visible que l'équalion précédente scia salislaile par un nuiiibre indéfini de valeurs de /, pareeqoe chaque sinus appartient à une iniinilé d'arcs, ^1, T)T, etc. d'où il résultera un nombre inliiii, non seulement des maxima et minima de t, niais aussi des périodes de l'augmentation et de la diminution de l’obliquité, lesquelles ne reviendront dans le même ordre, que lorsque tous les angles^/, tj.', etc. auront fait un nombre entier de révolutions, ayant respectivement augmenté de m .S&J*, «.dCo", etc. d'où il nai ra une giande période qui renferme un grand nombre de petites périodes, et une immensité de aiëcles. Nous nous bornerons à déterminer les péi iodes 1rs plus proches de l'époque où nous sommes, les autres se perdant dans rélernilé. L'équalion précédente, ^ = o, est salislaite par les valeurs suivantes de L
i) <“— 3ii79, a) / =: — i6aoo,5, 3) — 38oa;
qui donnent cce valeur! de (,
4) « = — o^3i'37", 5) € = + i»5J'2o", 6) e = — a" aS' 5i".
On en a conclu les rëaullaU iuivana. L’an 39^79 avant Père chrétienne, l'obli* quité a eu ta plus grande valeur de 37'*Jr3o". Depuis cette époque l'obliquité a diminué pendant i4p79 ans jusqu'à l'an i44<>Oi où elle a été de ai'ao'ii''. Après cela l'obliquité a augmenté pendant ia3y8ans, et deux mille ans avant J.C. elle a été de a3°5a'47''' Pendant les 8584 suivant l’obliquité va en croissant, et l'an 6382 de l'ëre chrétienne elle sera de 22* 54'33". Ensuite l’obliquité augmentera pendant 13764 ans, jusqu’en 19346, où elle sera de iS” 31' 30". Depuis cette époque elle diminuera pendant i48i3ans, et i’an 34159 elle parviendra à ton minimum de 30° 6g' 9". Dans cet intervalle de plus de 635 siècles les variations de l’obliquité seront renfermées dans un arc de 6’32'ai'', de 3o'’5ij'9" à 27°3i'3o": le milieu entre ces deux extrêmes est 34'’ )5' 20", ce qui n’excède l’obliquité actuelle que de 47'*
Les périodes de l'augmentation et de la diminution de l’obliquité sont très* dilTérentes entre elles, de 16 à i53 siècles; mais malgré toutes ces anomalies on apercevra aisément la loi de stabilité que la nature observe ici, ainsi que , dans les règnes organisés de notre globe , elle maintient la perpétuité des espèces, sans considérer 1rs individus; -on verra qu’après un nombre infini do petites moditicalions, elle revient toujours à l'état primitif. L’angle formé par l’écliptique et l’équateur , duquel dépendent les ricissiludet des saisons, change avec une lenteur excessive , étant toujours renfermé dans les limites étroites de à 38'’. Il y eut un tems, où l’été et l'hiver des zones tempérées étaient plus rigoureux, les jours d'été et les nuits d'hiver plus longs qu’à présent; il viendra un tems, où les saisons seront plus modérées , les jours d'été et d’hiver moiiu différens les uns des autres. Mais la différence sera toujours peu considérable, et au bout d’une infinité de siècles, l'été et l'hiver, le printems et l’automne, se succéderont précisément comme aujourd’hui.
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ASTRONOMIE PHYSIQUE $. 283. La véritable révolution üe la terre autour du soleil , que nous appelons l’année sidérale, est constamment de même durée, parceque les per* turbalions des planètes n'altèrent point les grand axes de leurs orbites. Mais l’année tropique est plus courte que l’année sidérale, du tems que le soleil, suivant son moyen mouvement, emploie à parcourir l’arc, duquel les points équinoxiaux rétrogradent dans cette année. L’année tropique sera donc pareillement d'une longueur constante, si le mouvement des points équinoxiaux est Uniterme; mais elle diminuera ou augmentera, si le vrai mouvement des points équinoxiaux s’accélère ou se ralentit: ce qui est réellement le cas, mal;gré runiformité du mouvement de bo" à b\'\ dû à l’action luno-solaire sur le sphéroïde de la terre, parceque le mouvement d’une demi-seconde, qui résulte de l'action des planètes, change d’un siècle à l’autre ($. 282.;. Or l’année tropique étant déterminée immédiatement par observation, en supposant uniforme le mouvement des points équinoxiaux (I. §. 122 — i24<)i résulte, ^ue la durée de l’année paraîtra diminuer ou augmenter, selon que la correction de la rétrogradation des points équinoxiaux, duo à l’action des planètes , est positive ou négative: par conséquent le moyen mouvement du soleil paraîtra avoir une équation séculaire, qui sera positive dans le premier cas, négative dans le second , et qui en eflet n’est qu’une équation du point équinoxial. D’après cela, la longueur moyenne de l’année tropique sera celle qu’on aura conclue, en ne considérant que la rétrogradation des points équino.xiaux, qui résulte de l’actioii du soleil et de la lune, parceque le mouvement, dû à l’action des planètes, est périodique, tantôt positif, tantôt négatif, tantôt nui. Ainsi, pour trouver la moyenne année tropique, on doit retrancher de sa longueur vraie ou observée , la partie qui résulte de l'action des planètes , en convertissant en tems le mouvement annuel des points équinoxiaux d’environ une demi-seconde, en raison du moyen mouvement du soleil. L’expression précédente de i (§ 28?.; donnant l’intégrale de ce mouvement pour t ans , on aura le mouvement annuel pour une époque , postérieure ou antérieure à l’an iSoo de itl / ans, en différeniiant l’équation i, et en égalant dt à une année, ou faisant dt~\: ce qui étant converti en tems, en multipliant par
24 fe. _ 86400 . ,
ôg'ôVS ~ 3540,33 ’
donnera la dilTérence entre l’année moyenne et l’année vraie en secondes.
Ainsi le nombre de. secondes , dont la vraie année tropique est plus longue
que l’année moyenne, sera 34>^494^ • ^7 — trouvera
é — — 55",3o83 . sin — iy',8o8g , cos%t — 3", 647 5 . sin nt — s",586 . tos r^t -}- 48", 5553 . sin */ — lo^.SqnS . cos ai -f- . sin Xt 2',3g88 . cos X<
+ • sin fir — 5",3oo4 . cos fi< — 17'', 7705 . tin v< -|- 38",92Sî . cos 'it.
Si l’on ôte i de l’année tropique vraie ou observée, il restera l'année moyenne; on aura l'année vraie, en ajoutant k avec l'année moyenne.
En faisant t—o, on trouvera pour l'époquo de »Soo, i = -l-4”,74} c® qui nous apprend, que l'année iSoo est de 4| secondes plus longue que l'an* née moyenne: d'où il suit que k — 4"<74 ®*t l'augmentation de la vraie
année tropique pendant /ans depuis 1800. La plus grande valeur /lossr'é/e
sera trouvée, comme précédemment ($. ‘282.), en ajoutant ensemble les racines de la somme des carrés de deux coetbciens du même argument. Cela donne k~-^ ' S> ” 3^ 17":
d'où il suit que la vraie année tropique ne pourra jamais s'écarter de Vannée
mo3'enne de plus do 3| minutes, et que la plus grande différence possible
entre deux années vraies est de t> }, minutes. Mais pour trouver les vcn/uù/cs
maxima et mlnima de k, qui indiqueront les changemens qu'éprouvera Vannée
tropique dans un grand nombre de siècles avant et après 1800 , il faut égaler
à £LTO la différentielle de ê , et substituer en k la valeur de t qui résulte
de l'équation — ^ = o. Cela donnera 0 f
/ = — 4836 et *= + 37', 9; / = -j- 5764 et é= — 38".
On trouvera k — o, si / = -f"4*7'
Delà on tirera tes conclusions suivantes. Antérieurement k l’année 3o36 avant J . C. Vannée tropique a été plus longue que Vannée moyenne, et l’année 3o36 a été la plus longue parmi un grand nombre de siècles, sa* voir de 38 secondes plus longue que Vannée moyenne. Depuis cette époque jusqu’en 1800 après .1. C. l’année a toujours diminué , et diminuera encore jusqu’en 7664. L'année 1800 n’a excédé Vannée moyenne que de 5 secondes, et l’année 3327 lui sera exactement égale. Depuis celte époque l’année sera plus courte que l'année moyenne jusqu'en 7364 , où la diliérence montem
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à 38'': .prJ« cel. I« .nnée. recommenceront à .ugmenter, e„ « rapprochant
...„Tc “"'T •-
anciennes, comparées avec les observations modernes ,11. C ,a„^. ^ ,
même théorie prouve que celle diminni' ’ • 9 ■- » “*'*
bo.i J ^ fi n d-minution nea.ster. pa, toujours, qu'au
bout de 5;6* an. elle se changera en augmentation, et que U longueur de
lannée est toujours renfermée entre des limites très .étroites.
S- «84. Puisque IVyuor/on sécula.'n, de la lune dépend uniquement de
1 excentricité de l'orbe terrestre ($. aSo.) . on pourra maintenant décider I.
question . SI cette équation est d’une progression continuelle ou périodique.
et quelle, sont se. période, et limites. Nous avons trouvé »58.) l'e.pres-
iion générale de l’équation séculaire de la lune, a, ^
m'Sv= — 70|4974»
on en secondes d’un degré,
y étant l’excentricité variable de la terre, dont la valeur est donnée pour une époque quelconque, par l’équation (§, a8i.)
"V* = A’ 4- A’, “f- B’ -t -}- cet. = /-f- (p.
Celle expression est composée d’une partie constante
y= A* -f A\ -f- B» -t- B=, 4- B% + B»3, et d’nne partie variable ‘
= a AA, cos (6 - 6,) -f. 2 AB cos (6 - ,3- 6t) + cet.
On aura donc, en intégrant,
Ina'nMÎl ‘T TT"' "
quation séculaire de ce mouvement. Si on désigne par T la vraie excentricité de U terre à l’époque de s8oo. on aura pour un tems quelconque t, le carré de U vraie excentricité en fonction du tenu (J. »6o.),
'V*=P+D/-(-E/’-f-cet.
ce qui étant comparé avec l’équaüon y^=y-f-(p^ donnera
• — y-|- D< -|- E/’ eef.
d'où l’on tirera, en (âlaant t~o,
ce qui est la partie variable ou l’équation du carré de l’excentricité, à l'époque de i9uo. Il en résulte l’équation séculaire, ou plutôt la partie variable du moyen mouvement de la lune dans le dix -neuvième siecle,
ce' = ^ O (F» — f) li
donc en nommant N' le moyen mouvement séculaire, apparent ou observé, dans le dix -neuvième siècle, et N le véritable mouvement moyen, on aura N' — N — O (F^ — y), partant N = N' o fF* — f), en Faisant r=i, pareeque t, dans ces formules, désigne le nombre des siècles ($. aSo.}. Dans tout autre siècle, la ditFérencte entre les mouvemers séculaires, moyen et apparent, sera — aj^t~ — atj), pareequ'on peut regarder $ comme constant pendant cent ans. Si on emploie les valeurs précédentes ($. 37g. 309.), A — 0,003799, A, =: 0,017613, B — o,oi4’95, *
B, — 0,00877 «, B„ = — 0,031047, 113 = 0,013898; 1=0,0167798; on trouvera
y = o,oo>3i7l4'6. I* = 0,0003815617; donc T* — f ~ — 0,00093578, a (F® —y) = — i36t 7'', N = N' — 13607". Ainsi on aura le vrai moyen mouvement séculaire de la lune, en retranchant 3°46'47" du mouvement observé dans le dix -neuvième siècle.
La plus grande valeur possible de l’excentricité do la terre étantVro, 077735 ($. a8i.); >®=y4-$ ne peut jamais devenir plus grand que 0,006041176, ce qui donnera
7® — f— $ = o,oo48a3S34, donc = 70144" = ’9’*9^4"- Il s’en suit que le mouvement séculaire de la lune ne peut jamais être de 19,^ degrés moindre que le mouvement moyen, ni de degrés moindre que le mouvement actuel. La plus petite valeur de $ ou 7* — yeato— y = — 0,0013173416; ce qui donnera
Ainsi la plus grande valeur possible du mouvement séculaire de la lune sers de plus gland que le mouvement moyen, et de l'é' plus grand que dans
le dix-neuvième siècle. U mit de U, que lemeuTemeot séculaire de la lune scia toujours renTenné entre les limites et N' — s3‘’i6', et que le plus grand
changement possible ne monte qu'k 34^24'- Mais les véritables limites étant beaucoup plus resserrées, il ne sera pas inutile de les déterminer.
§. 385. Le mo}’en mouvement séculaire de la lune, pour une époque quelconque, étant n~N — a(7’ — J") (§. 284.), il deviendra un maximum ou un minimum en même tems que / — V*: ainsi les périodes de l’excentricité de la terre donneront celles du moyen mouvement de la lune. Pour les trouver, il faut égaler à zéro la dilTérentielle de l'équation ,'-t-D*-M:ot. (§. 381.).
Au moyen des valeurs précédentes ($. 379.) on trouvera
7* ~ 0,001 217342 -j- 0,000098609 . cos (99‘’9'u5" -(- r . i8'',4296)
-j-o, 00008 1 7 i3.cos(3’ 1 2 ' 1 3"-f-/.4”,4 ' 9 ' ) — 0,000049 ' 1 3.cos(34-^‘’*^'''7 1^0
—0,0001 1 7836. ccs^^86'4^I9''-1-/.i 4” ,8387) 0,0001.72 >1 9.co8(37'*a7'9"4-/.i6 ',6g) -1-0, ooo5 1.41 34.cos(9j“j6'J8''-(-^i4'’,oia5) — 0,0008090 i6.cos(i i6'7'58''+/.i3",9865) — 0,60074 1 4’ • cos (i3’5'6''-l--/.3”,6o6) -4- o,ooo4j4^'^5.cos(6i®i2'i6"-|-t.i'',7396) — 0,000266066 cos(339*’4d'4i''+V.ï",oa4) — 0,00061 4378.cos^82‘'5i’32"-K. 10", 4»’4‘)
,ooo376485.cos(34“44 2a‘”+6i3",3709)-|-o,ooo369267.eos,'io3®2'52"-(-/.9",38o5) — o,ooo2i6a83.cos(54’55'4a"+/.i r',3469)-o,ooo542j_a.cos(3i i’’52'jo"-i-/.i",86(!3). Parmi le grand nombre de valeurs de i, qui font évanouir la difl'érentielle de l’expression précédente, les plus petites sont
t — — 18248 et / »36io.
En substituant ces valeurs dans l’équation précédente, on trouvera 7’ = J' — o,ooo83i3o8 rr o,ooo386o34, et 7’ f — 0,001301909 0,00001.643-265 donc
7 — 0,01964776 et 7 o,oo.39-'8435.
Uclâ ou tirera les conclusions suivantes. L’an n448 avant J. C. rexcenlricilé de l’orbe terrestre a été un maximum — 0,01964776. Depuis celle époque elle va toujours en décroissant pendant 36858 ans, et parviendra ù son /nom ~ 0,003928435 l’an 26410 de l’ère chrétienne; alors elle cominenccra 6 croître. Dans cet intervalle de 36858 ans, qui renferme le siècle présent, l'excentricité de la terre sera toujours renfermée entre o,ou3g et 0,0196.
On en a conclu, pour celle période, les limites do Ç=7^ — f (S- >84')'
L I V R E V, C H A P. X. Siÿ ' '
$ “ — o,ooo83j Ji et $ = — 0,001 loigi; donc — a $ — 3®ai ’a8", et — a $ zr l'i 7''.
Il a'cn luit que, > i44'8 nus avant J. C. le mouvement séculaire de In lune a été un minimum, savoir de 3“2i'î8'' plus grand que le mouvement mo^eii, et de aS'ig'' plus petit que dans le dix-neuvième siècle. Depuis celle ÿpnque'le mouvement séculaire augmente pendant 36353 ans, et parviendra h son marimiim l'an aS4io, quand il sera de grand que le mouvement moyen,
et de i°4'3o" plus grand que dans le siècle présent: ensorle que, dans celte longue période de 36338 ans, le mouvement séculaire n'augmentera que d'un degré et demi, après quoi il commencera è diminuer. Ainsi on voit, corn» bien les véritables limites de degrés sont plus, étroites que les limites possibles de a4'’a4' ($■ >84.).
$. b36. L’explication précédente de l’équation séculaire de la lune, qui s'est trouvée parbilement conforme aux observations aussi bien qu'è la théorie de 1a gravitation , n’est pas moins importante sous un autre point de vue, parcequ’elle prouve que, depuis l’origine de l’astronomie, la vitesse de la rotation de la terre n’a point changé ($. iig.}. En etfel le moindre changement de cette vitesse alongerait ou accourcirait le jour, qui est la mesure universelle du tems dans l’astronomie: il changerait donc nécessairement le nombre qui exprime chaque période, quand même cette période serait invariable. Si la vitesse de la rotation augmente, ou que la durée du jour diminue, chaque période astronomique, l’année, le mois, etc. sera exprimé par un plus grand nombre de jours et de ses fractions; le contraire aura lieu, si la rotation est retardée. Ainsi, lorsque le nombre qui représente une période, indépendants de la rotation de la terre, ne change pas, il faut en conclure que celte rotation est invariable, à moins que d'autres observations ne prouvent le contraire: car il n’est pas impossible, quoiqu’il soit inCniment peu probable, que la rotation et celte période, étant supposées indépendantes l’une de l’autre, changent précisément dans le même rapport. Le résultat ne sera plus douteux, s'il est ronfirmé par dilfércnlea périodes. Or il est certain que la longueur de Vminée n’a pas changé depuis deux mille ans, ou que le petit changement qu’un croit avoir aperçu, est expliqué par des causes physiques ($. a83.). 11 en est de même
Ü ASTRONOMIE PHYSIQUE
de la lune. Le* observations de vingt siècle* nous aprennent, que le mois diminue continuellement, ou que le moyen mouvement de la lune devient plu* vite; mais on a vu que c’est une véritable accélération, dont non* venons de donner l’explication physique. Si l’on en fait abstraction, le rapport du jour à l’année et au mois, et par conséquent la durée du jour, ou la vitesse de la rotation de la terre, n'a point changé depuis deux mille ans.
Supposons par ex. que la longueur du jour ait augmenté de la cen> tième partie d'une seconde, depuis Hipparque jusqu’è nos jours, ensorte que l’espace de cent années Juliennes, ou le siècle soit actuellement plus long que celui d'Hipparque de 365 secondes, pendant lesquelle* la lune parcourt un arc de 3'ao". Cela posé le mouvement séculaire de la lune serait à pré> sent de 3'ao" plus grand que dans le tems d'Hipparque. Mais cet arc surpasse beaucoup la différence qui existe entre ces deux mouvemens: en effet, le mouvement séculaire, observé par Hipparque, après avoir été corrigé par l’équation séculaire dont nous venons de donner l’explication physique, est sensiblement le même que le mouvement actuel. On peut donc être certain, que la longueur du jour, ou la période de la rotation de la terre, n’a pas changé de la centième partie d’une seconde pendant deux mille ans, et que, par conséquent, elle ne change pas, dans l'espace d'un au, de la 300000°» partie d'une seconde.
§. aS^. Les recherches précédentes tiennent è un des objets les plus inléressans de l'astronomie'; et il faut convenir que, sous «e rapport, une détermination sure et exacte des masses des planètes, principalement de Vénus, serait un des plus grands enrichissemens de celte science, puisque les résultats précédées, étant fondés sur* la grandeur supposée des masses planétaires, pourront paraître douteux, si les masses ne sont pas bien connues. Mais il est aisé de s’assurer, que cette incertitude, sans altérer les conclusions générales que nous en avons tirées relativement è la stabilité du système solaire, n’inOue que sur la grandeur des limites et des périodes que le calcul nous B données. Les limites pourront s'élargir ou rétrécir, les périodes pourront s’alonger ou raccourcir; mais elle* ne pourront devenir infinies, que lorsque U* expressions analytiques, qui ont donné le* mouvemens séculaires, renfer-
aient des arcs au lieu des sinus. On se rappellera que toutes ces formules dépt^ndent de ta solution de l’équalion algébrique qui donne les quan* tilés g, par lesquelles le teins t se trouve multiplié dans les expressions, B sin , G sin (v) <^73. 274-)> ^ nous avons vu (§. 37').) que,
quelles que soient les masses des planètes, ces expressions ne peuvent ren-> fermer ni exponentielles ni arcs de cercle, pareeque toutes les planètes circulent autour du soleil dans le même sens. Il est donc certain, que l’arrar.^ gement du s^'stëme planétaire, que l’Auteur de la nature a choisi, ne renferme aucun germe, duquel puisse sortir le moindre désordre, et que son état actuel, à de petites oscillations près, durera éternellement, à moins que des causes externes ou des corps étrangers ne viennent à le déranger.
Il n'y a donc que les comètes qui, en s’enfonçant de tems en tems dans l’intérieur du système planétaire, pourraient, à ce qui parait, détruire les conclusions précédentes. Mais une pareille crainte serait beaucoup moins raisonnable que celle des inondations, combustions, ou autres desiruclions, auxquelles on croyait autrefois que la terre lût exposée à chaque approche d’une comète.. Il est infiniment peu probable, qu’une comète vienne raser la terre, mais il n'est pas tout fait impossible^ et dans un pareil cas, les vapeurs qui environnent ou composent la comète, pourraient sans doute produire sur notre globe, des révolutions funestes ou salutaires. Mais un hazard si peu vraisemblable ne suffirait pas pour défigurer le mouvement de la terre , ou pour déranger le système entier. Le grand nombre des comètes qu'on a observées, surtout de celles qui ont passé très- près de la terre, ou qui ont traversé le système des satellites de Jupiter (II. §. 36i.), a fourni une preuve incontestable, que leur masse est si peu comparable à celle des planètes, que les comètes ne pourront jamais causer un trouble sensible dans le mouvement des planètes. Quand même le cas extraordinaire d’une rencontre oti d'un, choc aurait lieu, on pourrait être assuié qu’à cause de la petilesse de la masse, cela ne produirait que des révolutions locales, ou des dérangemens passagers qui n’influeraient pas sur les mouvemens séculaires, oa sur l'état général du système planétaire. Aussi a-t-on vu que, malgré les chocs ou rencontres qui dans le grand nombre des siècles écoulés peuvent
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avoir eu lieu, rallracllon multielle des planètes suRît, pour expliquer (otite* les inégalités de leur mouvement, et que l’action de* comètes n’a laissé aucune trace, les oilies planétaires étant aujourd’liui aussi peu excentriques et inclinés, cju'ils l'ont été dès leur origine. Il semble donc qu'on peut admettre le principe général, qu’aucun corps céleste, dont l'orbite est très -excentrique, ne peut causer des perturbations sensibles dans les orbite* circulaires, à cause de la petitesse de sa masse, ou de la disposition de son orbite. De pareilles réflexions, en dissipant la terreur qu'inspiraient autrefois les comètes, rassureront les astronomes sur l’exactitude et la certitude des résultats qu'ils ont trouvés et qu'ils trouveront encore par le calcul des perturbalious des planètes ('). Ces résultats donnent sujet à une observation, par laquelle nous allons terminer la théorie de l'astronomie, et qui rend cette science aussi intéressante pour le philosophe que pour le géomètre.
Nous avons déjà observé i$. lo.), que les lois de la nature, aussi bien que celles de la société civile, sont de deux genres essentiellement dilTérens, qu'on peut distinguer par le nom des lois absolues et positives, ou nécessaires et arbitraires. Il faut mettre au nombre des premières, non-seulement celles qui sont absolument nécessaires à l'existence d’un monde matériel quelconque, comme l’impénétrabililé , mais aussi eliaquc loi générale que le hazard ou la sagesse suprême nous paraît avoir choisie parmi plusieurs autres, pareeque nous n’en voyons pas la nécessité, et qui influe essentiellement sur l'organisation de l’univers, en' sorte que, celte loi étant -abolie, il résulterait une autre physique, une autre nature; enfin, toute loi qui peut être énoncée par un théorème général, telle que la loi de l’altraction. Les lois arbitraires ou positives comprennent la panière individuelle, dont les lois générales ou absolues sont appliquées, V arrangement des diverses parties de I univers, la grandeur de l’échelle, adoptée dans l’exécution du plan, la direction du mouvement, etc. L’influence essentielle que les lois de la première classe ont sur la nature entière, pourrait autoriser la conclusion qu’on s’est permis d y fonder, que ces lois, étant indispensables pour l’existence de l'univers, n'ont
(l) Vojf. cêlette, Tom. ly, fcg
besoin d’aulre législateur que la nci-cssité. La seule conséquence qu'on pourrait en tirer, c'est que tout ce qui suit des lois absolues, est le résultat, non d’un choix libre, mais d'une nécessité impérieuse; et il est visible que celle conséquence ne peut nullement être étendue aux luis que nous avons appelées ar4iiliaires. Ainsi, puisque les lois générales ne constituent qu'un mmule possible ou idéal, et qu'on ne peut pas concevoir un monde réc/ sans luis individuelles, sans dimeiisions déterminées, etc. qu’en un mut aucun élm ne peut exister, sans que toutes les circonstances, même les plus inditTérentes, dans lesquelles il pourra se trouver, soient pleinement déterminées; on était obligé d'abandonner au hasard les lois positives que les observations nous Cuiit connaître, pour ne pas recourir à une cause agissant librement et sagement. Mais si on réfléchit que l’univers a existé des milliers d’années a..ns le moindre dérangement, si le calcul et les observations prouvent, ainsi que nous l'avons vu, que cet ordre et cette stabilité sont l’efTet des lois mêmes que nous avons appelées arbitraires, que ces lois ont été choisies précisément telles qu’elles devaient l’étre, ponr que le monde coiiseivàt son état primitif éternellement ou pendant une immensité de siècles — |<cut* on attribuer au hasard, ce qui indique de la manière la plus évidente un plan général? est-il possible de ne pas reconnaître la sagesse suprême, qui a eu autant de soin de la conservation que do la beauté de son ouvrage?
Ce n’est pas ici le lieu de donner plus d'étendue à ces réflexions, dont rappIicalioD est facile. (,)uand même on voudrait supposer, que la loi fondamentale de la mécanique céleste, l'attraction de chaque molécule en raison inverse des carrés des distances, soit absolument nécessaire, pareequ’autrement l’univers se détruirait en peu de tems, et que par conséquent les lois, suivant lesquelles les planètes décrivent des ellipses autour du soleil, et troublent mutuellement leurs orbites, ne prouvent aucune sagesse législatrice; — quand on se permettrait celle supposition, quoique l'impossibilité d'autres lois ne paisse être démontrée; on ne disconviendra cependant pas, que sans piéjudice de ces lois, les niasses célestes auraient pu être distribuées dans l’espace de mille manières dilTéreiiles, qui n’auraient assuré au système solaire qu’une courte existence. Cest clairement prouvé par le calcul qui a fait l'objet du
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Clupîlre présent, et dont le résultat dépend de la distribution arbitraire dea masses planétaires, laquelle nous est connue par robserration seule, et qui n’admet aucune recherche a prior, aucune apparence de nécessité. On a vu qu'une autre disposition des masses translormerait tout-à*fait le système solaire, et qu’un autre arrangement des orbites pourrait le détruire h la longue ($. iè40> mais que l’arrangement actuel est tel, que rien ne s’oppose à une durée éternelle. Quiconque est capable de comprendre ces vérités sublimes, ne peut qu’adorer la sagesse suprême qui destina la plus parfaite machine à une durée éternelle, en mettant dans sa première organisation le germe de l’immortalité, et en prescrivant aux corps célestes des limites insurmontables, dans lesquelles ces masses inuueoses circuleront éternellement sans interruption et sans cooRisioa.
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