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PRÉFACE
Quelques explications sont peut-être: nécessaires pour indiquer le caractère de cet Ouvrage, .où j'ai traité, sous la forme qui convient au livre,. la pliipart des questions d'Optique qui ont fait, à différentes reprises, Tobjet de mon enseignement au Collège de France.
Un premier aperçu semble montrer que, dans un milieu homogène, la lumière se propage en ligne droite et que la direction de ces rayons change brusquement, suivant des lois déterminées, à la surface de séparation de deux milieux différents. On peut, en se plaçant à ce point de vue, constituer une science particulière dans laquelle on ramène à de simples questions d'Analyse l'étude des faisceaux de rayons émanés primitivement d'une même source. Toutefois l'expérience montre aisément que le rayon de lumière n'a pas d'existence physique et qu'il s'évanouit dès qu'on cherche à l'isoler; il est impossible de connaître les propriétés réelles des faisceaux de rayons et des images qu'ils produisent dans les systèmes optiques sans faire intervenir les dimensions des ouvertures par lesquelles ils sont limités.
La théorie des ondulations, complétée par le principe des interférences, définit au contraire le jeu de la propagation, explique la réflexion et la réfraction et permet de calculer
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rinfluence des ouvertures; elle est ainsi la base naturelle de ce qu'on appelle VOplique géométrique et présente, en outre, Tavantage que les théorèmes généraux relatifs aux faisceaux de rayons s'y démontrent souvent d'une manière plus directe et presque intuitive, sous la réserve des conditions dans lesquelles ils sont applicables.
Le principe des interférences suffit également pour l'explication d'un grand nombre de phénomènes où l'on doit combiner deux ou plusieurs systèmes d'ondes de même origine qui ont suivi des routes ou éprouvé des modifications différentes. Il m'a paru préférable d'examiner dans un Chapitre spécial les caractères des vibrations simples, les transformations qu'elles peuvent subir, les différentes manières de les combiner, et d'étabHr toutes les expressions analytiques dont on doit faire usage dans la suite. On peut ainsi reconnaître plusieurs propriétés générales, alléger singulièrement Tétude des cas particuliers, en supprimant la répétition de calculs identiques, et mettre tout d'abord en évidence les relations qui existent entre les phénomènes.
Pour la double réfraction, j'ai suivi d'abord la méthode admirable par laquelle Fresnel a montré qu'un seul ellipsoïde suffit pour représenter la marche de la lumière dans les cristaux à un axe et qu'en généralisant la forme de cet ellipsoïde* on obtient l'équation de la surface d'onde dans le cas des cristaux à deux axes optiques.
Si l'on y ajoute l'hypothèse, ou plutôt le fait expérimental, que certains milieux transmettent sans altération des vibrations circulaires ou elliptiques avec des vitesses différentes suivant le sens de la vibration, on peut rendre compte de tous les phénomènes de polarisation chromatique et de pola-
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risalion rotaloire sans le secours d'aucune vue particulière sur la structure mécanique des milieux.
La plus grande partie du programme que je m'étais proposé de remplir repose ainsi, conformément à l'histoire de la Science, sur des considérations purement physiques et devient d'une lecture très facile ; elle correspond à la première partie de l'œuvre de Fresnel qui comprend la confirmation des vues de Thomas Young, ainsi que leur vérification dans les circonstances les plus variées, et qui a entraîné l'adoption définitive de la théorie des ondulations.
Il reste ensuite à serrer de plus près le rôle des surfaces dans la diffraction, la réflexion et la réfraction, en étudiant les modifications qu'elles impriment à la lumière polarisée, puis à chercher les relations qui peuvent exister entre la constitution moléculaire des corps et le milieu capable de transmettre les vibrations lumineuses, pour expliquer la double réfraction, la polarisation rotatoire naturelle ou magnétique et l'influence du mouvement des corps sur la propagation de la lumière.
Ici l'expérience a été souvent provoquée par la théorie et il paraît nécessaire de conserver entre elles la connexité qui se présente dans leur développement historique.
Les idées de Fresnel sur ces questions délicates ont servi de point de départ pour les travaux des géomètres et des physiciens. Il y a encore aujourd'hui beaucoup à apprendre dans ses Mémoires, dont la lecture attentive est indispensable aux physiciens; la marche la plus fructueuse était sans doute de leur emprunter beaucoup et de suivre les progrès de la théorie jusqu'à l'époque actuelle, dans les limites où je pouvais en développer l'exposition.
VIII PREFACE
Cet Ouvrage comprend deux Volumes. Il s'adresse aux élèves des Facultés et des Écoles d'enseignement supérieur. J'espère aussi que les physiciens et les professeurs trouveront quelque intérêt dans le mode d'exposition, le groupement des phénomènes, la discussion des expériences, et dans l'examen de certaines questions spéciales que les publications analogues n'ont pas l'habitude de traiter.
Je dois dire, en terminant, que j'ai tiré le plus grand profit des Leçons d'Optique faites par Verdet à l'Ecole Normale supérieure et auxquelles j'ai eu la bonne fortune d'assister autrefois. Tous ceux qui ont connu ce professeur éminent apprécieront avec quel sentiment de reconnaissance un de ses élèves est heureux de rendre hommage à sa mémoire.
I" juin 1889.
TOME PREMIER
1. Phénomènes principaux, — Quand on laisse pénétrer la lumière dans une chambre obscure par un orifice étroit, l'expérience montre qu'elle se propage en ligne droite, ou en rayons rectilignes, depuis la source jusqu'à l'objet éclairé, sans contourner les corps opaques, au moins d'une manière sensible. En d'autres termes, la lumière ne pénètre pas en quantité appréciable dans l'ombre géométrique, c'est-à-dire dans l'espace limité par une droite partant de l'orifice et qui s'appuie sur le contour des corps opaques.
Les rayons lumineux sont de natures diflférentes, définies par l'impression de couleur qu'ils produisent sur l'œil.
Les rayons qui tombent sur une surface polie se réfléchissent en changeant brusquement de direction à la surface, et les lois qui règlent la direction des rayons réfléchis sont indépendantes de la couleur.
Enfin, si les rayons lumineux tombent sur la surface de séparation de deux milieux transparents, une partie d'entre eux s'y réfléchit, l'autre y pénètre dans une direction nouvelle; ces derniers sont réfractés suivant une loi déterminée, et la réfraction n'est pas la même pour les difl'érentes couleurs.
Un rayon de lumière blanche se divise ainsi par réfraction en une série de rayons de couleurs difl*érentes, inégalement déviés, M. — I. I
de sorte que la lumière primilive est dispersée dans une certaine ouverture angulaire.
Telles sont les propriétés dont on a cherché d'abord à rendre compte et qui ont donné lieu dans la science à deux théories principales, la théorie de Vémission et la théorie des ondulations,
2. Théorie de l^émission. — Ce premier aperçu des phénomènes fait naître Tidée naturelle que la lumière est due à un transport de molécules matérielles, mais impondérables, émises par les sources; ces molécules sont de natures différentes qui correspondent aux différentes couleurs, elles se propagent avec une vitesse constante particulière à chaque couleur, comme le feraient des projectiles dans un milieu sans frottement.
A la rencontre d'un nouveau milieu, les molécules se partagent en deux groupes : les unes rebondissent à sa surface et reviennent dans le premier milieu, les autres pénètrent dans le second milieu pour s'y propager avec une vitesse différente et dans une autre direction.
On admet que les masses pondérables exercent sur les molécules lumineuses des actions attractives ou répulsives, qui diminuent très rapidement à mesure qu^la distance augmente pour devenir insensibles à une distance physiquement appréciable. L'absence de frottement implique la conséquence que ces actions sont indépendantes de la vitesse relative, de sorte que dans un même milieu la résultante est toujours nulle; la propagation de la lumière est donc rectiligne et uniforme (*).
3. Lois de réflexion et de réfraction, — Lorsqu'une molécule lumineuse, qui se propage dans la direction SA {fig, i), arrive à la séparation S de deux milieux différents, les actions des masses pondérables sont altérées dans l'espace compris entre deux surfaces S| et S' situées de part et d'autre de la surface S; la molécule suit un chemin curviligne pour arriver par une courbe de raccordement de très petite étendue, AA| ou AA', à une autre
(') Newton, New Theory of light and colours {Phil. Trans. L. JR. S., 1672).
trajectoire recliligne A| S| dans le premier milieu ou A' S' dans le second, suivant qu'elle subit la réflexion ou la réfraction.
La forme des courbes de raccordement dépend de la loi des actions moléculaires, mais ces courbes ne sont pas observables et il n'est pas nécessaire de les faire intervenir pour trouver les directions finales des ravons.
Il est évident d*abord, par raison de symétrie, au moins pour les milieux qui jouissent des mêmes propriétés dans toutes les directions, que le rayon réfléchi A| S| et le rayon réfracté A' S' sont dans le plan qui passe par le rayon incident SA et la normale à la surface S, ou dans le plan d'incidence.
Fig. I.
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Soient i\ i| et i^ les angles d'incidence, de réflexion et de réfraction, c'est-à-dire les angles des rayons incident, réfléchi et réfracté avec la normale à la surface S; V, V « et V les vitesses de propagation des rayons incident, réfléchi cl réfracté, ou celles des molécules lumineuses correspondantes.
Si Ton remplace ces vitesses par leurs composantes parallèles et perpendiculaires à la surface, il est clair que les composantes parallèles à la surface conservent la même valeur dans tous les cas, puisque la résultante des actions des masses pondérables des deux milieux reste normale à leur direction. On a donc
( I ) V sin l - V, sin Zj - V sin /'.
Pour les molécules réfléchies, le travail final des actions moléculaires est nul, puisque ces travaux étaient de signes contraires dans les deux portions AC et CA| de la courbe de raccordement. La force vive de la molécule réfléchie n'a donc pas changé et
Ton a
Vîr^V» ou Vi-rV; il en résulte
Ainsi la réflexion ne change pas la vitesse de propagation et Tanglede réflexion est égal à Tangle d^incidence. Ce sont les lois connues de la réflexion.
Pour les molécules réfractées, la résultante des actions des deux milieux a produit sur une molécule entre les surfaces S| et H un travail positif ou négatif, qui est indépendant du chemin parcouru et qui peut dépendre de la nature de la lumière.
Pour une couleur déterminée, Taccroissement de force vive ou du carré de la vitesse V'=* — V^ est donc une constante. Par suite, la vitesse V de propagation dans le milieu inférieur est indépendante de Tangle d'incidence des rayons primitifs.
L'équation (i) donne alors
shu _ V _ sine' V
Le rapport des sinus des angles d'incidence et de réfraction est constant; c'est l'indice de réfraction n du second milieu par rapport au premier. On retrouve donc la loi connue de la réfraction ou loi de Descartes ( * ).
4. Pouvoir réfringent. Puissance réfractive. — Dans le vide des espaces planétaires, toutes les couleurs se propagent avec la même vitesse. Comme la diff*érence V'^ — V=^ est constante, si l'on suppose que le milieu supérieur soit le vide, on peut écrire
Le facteur k exprime le rapport de Taccroissement de force vive de la molécule à la force vive primitive 5 il est proportionnel au travail des actions des masses pondérables. Newton appelle
(*) DescâRTES, Dioptrica (Lugd. Batav., lôJ;).
pouvoir réfringent d'un milieu ce rapport A", ou Texcès n^ — i du carré de Tindice de réfraction sur Tunité.
Si le second milieu change de densité, sans changer de nature, ou, d'une manière plus générale, si les forces agissantes conservent la même forme pour deux milieux différents, le travail des masses pondérables est proportionnel à la densité d du milieu et Ton peut écrire
k^= n^ — I T^ hd ou — . — = /i.
Le rapport — -, — Q^l\e pouvoir réfringent spécifique, ramené
à l'unité de densité pour le milieu considéré, ou la puissance réfractive.
Ce rapport serait constant pour tous les milieux si les forces agissantes étaient simplement proportionnelles aux masses.
5. Difficultés de la théorie, — La théorie de l'émission permet d'expliquer très simplement, comme on le voit, les lois géométriques de la réflexion et de la réfraction; mais il ne suffît pas, pour une théorie valable, qu'elle rende compte de quelques faits, il faut encore, sinon qu'elle les expUque tous, au moins qu'elle ne soit contradictoire avec aucun d'eux. Le véritable caractère d'une théorie exacte consiste même à en faire prévoir de nouveaux comportant des vérifîcations numériques.
Nous remarquerons d'abord que la théorie de l'émission est muette sur les raisons pour lesquelles une molécule lumineuse subira de préférence la réflexion ou la réfraction, ainsi que sur le partage des molécules initiales entre le rayon réfléchi et le rayon réfracté.
On échappe à cette première difficulté par l'hypothèse des accès. Les molécules lumineuses ne se présentent pas toujours de la même manière à la surface de séparation de deux milieux : par suite d'un état particulier, tel que l'orientation si elles ne sont pas sphériques, elles se trouvent dans une suite de phases périodiques que Newton appelle accès de facile réflexion ou de facile transmission. Si T est la période, on peut appeler longueur d'accès l'espace )v = VT parcouru par la lumière pendant une période. Ces accès n'indiquent d'ailleurs qu'une disposition des molécules
qui n'a rien de déterminant, puisque la succession des accès est évidemment indépendante de Tangle d'incidence, tandis que, d'après l'expérience, le rapport des intensités des rayons réfléchi et réfracté, c'est-à-dire le rapport du nombre des molécules de même espèce qui ont subi l'une ou l'autre des deux opérations, varie, dans de grandes limites, avec l'angle d'incidence et avec la nature du second milieu.
D'autres difficultés analogues pourront être levées par de nouvelles hypothèses qui ne seront qu'une manière de spécifier plus complètement les propriétés des molécules lumineuses, sans qu'on soit autorisé à les présenter comme des objections à la théorie; mais nous trouvons dès le début une conséquence qui peut être soumise au contrôle de l'expérience. On doit avoir V'> V, si l'indice de réfraction n est plus grand que l'unité. En d'autres termes, la vitesse de propagation de la lumière doit être plus grande dans les milieux plus réfringents. Les expériences célèbres de Foucault etdeM.Fizeau, sur lesquelles nous reviendrons plus tard, montrent que cette conséquence est exactement le contraire de la vérité. La théorie de l'émission se trouve donc infirmée d'une manière définitive par celte contradiction avec l'expérience sur un fait aussi capital et elle ne présente plus aujourd'hui qu'un intérêt historique, malgré l'autorité des savants qui l'ont soutenue avec le plus d'ardeur.
6. Principe de la moindre action, — On arrive au même résultat plus rapidement en appliquant le principe de la moindre action ('). Lorsque les actions qui s'exercent sur un mobile sont dirigées vers des points fixes et ne dépendent que des distances, c'est-à-dire que les forces sont centrales, les équations du mouvement peuventse traduire d'une manière synthétique en disant (|u'entre deux points P el P| l'intégrale y v^rf^ est un minimum, \> désignant la vitesse du mobile sur l'élément ds de la trajectoire.
Si, pour une molécule lumineuse, les points P et Pi sont pris dans le milieu supérieur sur le rayon incident et le rayon réfléchi, la vitesse a la même valeur V dans les portions rectilignes s et s^
(') Laplack, Mémoires de la première Classe de V Institut, l. X, p. 3oo ; 1807.
des trajectoires. En appelant d^ un élément de la courbe de raccordement, rintégrale se réduit à
V(5 4-5i) -{- fvda.
Le dernier terme de cette expression est extrêmement petit, et Dégligeable en présence du premier, de sorte que le problème se réduit à chercher les chemins rectilignes 5 et 5| dont la somme est minimum pour aller du point P au point P' en touchant la surface S. C'est évidemment, au moins dans le cas où la surface S est plane, la route définie par la loi de réflexion.
Si les points P et P' sont situés de part et d'autre de la surface S, que nous supposerons plane, l'intégrale se réduit encore, en négligeant le terme relatif à la courbe de raccordement, à V^ -h W, s et s^ étant les chemins rectilignes comptés jusqu'au point M de la surface où le mobile change de milieu. Par raison de symétrie, ce point M (/Ig» 2) est dans le plan normal à la surface S qui
Fig. 2.
passe par les points donnés. Abaissant des perpendiculaires PQ z= p et P'Q'= p' sur la surface S, appelant i et l'ies angles d'incidence et de réfraction, et q la distance QQ', on a d'abord
(2) <7=/^ tang/-+- p' tangT,
d'où
p di p' di!
cob* i ces- i'
D'autre part,
cosz cose'
Pour que cette dernière expression soit un minimum, il faut qu'on ait
\ psinidi V p' si n /' d£'
^ ces'/ cos'r
La comparaison des équations (2)' et (3) donne (i)' V sine in V sine',
c'est-à-dire l'équation (1).
7. Théorème de Fermât (*). — On peut chercher aussi quel est le chemin que doit parcourir la lumière pour aller d'un point à un autre pendant le temps minimum. Si l'on applique ce principe au rayon réfléchi, les molécules lumineuses ne changeant pas de milieu, il en résulte encore que la somme des chemins rectilignes s et Sy doit être un minimum, ce qui donne la loi de la réflexion.
Pour les rayons réfractés, on doit rendre minimum la somme
s s' des temps t? H- v7 4"^ "^^^ '^ molécule à aller de P en M et de M
en P' dans deux milieux difTérents avec les vitesses respectives V et V. 11 suffit donc de remplacer dans le calcul qui précède les vitesses V et V par leurs inverses, et l'équation (i)' devient
sin£ sin/' sini V
^ V V sinr V
Les sinus des angles d'incidence et de réfraction sont encore proportionnels, mais avec la condition V > V lorsque /i>i, contrairement au résultat donné par la théorie de l'émission.
La considération du temps minimum conduit donc à une conséquence conforme à l'observation et paraît ainsi devoir s^appliquer plutôt aux phénomènes optiques que l'hypothèse de l'émission.
8. Théorie des ondulations, — Nous n'avons pas fait intervenir jusqu'à présenties phénomènes de diffraction, c'est-à-dire la pénétration réelle, si faible qu'elle soit, de la lumière dans l'ombre
(') Fermât, Lettre de 1689. Varia opéra math., p. i56; Tolosx, 1679.
géométrique des corps opaques, qui présente des difficultés insurmontables dans la théorie de rémission. Cette expansion latérale devait conduire à l'idée d'un mouvement vibratoire analogue aux mouvements qui produisent le son. L'hypothèse des ondulations a trouvé, pour ainsi dire, une démonstration irréfutable dans les expériences par lesquelles Young et Fresnel ont montré que les effets lumineux peuvent s'exalter réciproquement ou s'entre-dé- Iruire, et elle se prête d'une manière si merveilleuse à l'explication de tous les phénomènes d'optique qu'elle est aujourd'hui universellement adoptée.
9. Première idée des ondes. — Les phénomènes que Ton observe à la surface d'une eau tranquille donnent une première idée des ondes. Quand une pierre tombe dans l'eau, la surface est déprimée au point de chute, et il se forme tout autour un bourrelet liquide. Le bourrelet s'agrandit aussitôt suivant une circonférence dont le rayon est proportionnel au temps ; il est suivi par une dépression circulaire qui se propage avec la même vitesse, et la surface générale revient sensiblement au repos, en chaque point, après le passage apparent du bourrelet et de la dépression.
Tous les points du liquide qui, à un moment donné, sont dans le même état de mouvement par rapport au centre forment une onde, qui se réduit dans le cas actuel à une circonférence. Les molécules liquides qui participent au mouvement appartiennent ainsi successivement à des ondes différentes pour revenir à l'état de repos, et chacune d'elles a décrit une courbe fermée. On peut dire qu'un mouvement déterminé s'est propagé à partir du centre avec une vitesse constante U, qui dépend de la densité et de la profondeur du liquide.
10. Principe d^Huygens. — Si l'on imagine qu'un effet analogue, au lieu d'être limité aux couches supérieures d'un liquide, se produit dans toute la masse d'un milieu où les ondes seront des sphères concentriques, on aura l'image de la manière dont Huygens se représentait les phénomènes lumineux.
Lorsque le bourrelet liquide qui provient de la chute d'une pierre dans l'eau forme à l'époque t une circonférence S de rayon R (Jig* 3), il est clair que l'effet direct de la pierre a disparu et
lO
que la formation d'une onde S' de plus grand rayon R', à l'époque /', est la conséquence directe de l'état actuel du liquide. On obtiendrait évidemment le même résultats!, par un moyen quelconque, on avait donné à chacune des molécules liquides M qui constituent l'onde S le déplacement et la vitesse qui lui sont propres. On peut donc considérer une onde S', à l'époque ^, comme l'effet résultant
des ondes élémentaires s qui seraient produites par le mouvcmeut, à l'époque ^, des différentes molécules M du liquide qui font partie de l'onde générale S dans un état antérieur et qui seront considérées comme des centres d'ébranlement. Ces ondes élémentaires se propageant avec la même vitesse U, leur rayon à l'époque /' est U(/' — t) et l'onde générale résultante S', dont l'accroissement de rayon est aussi R' — R = U(^' — ^), est l'enveloppe de ces ondes élémentaires.
II reste à expliquer toutefois pourquoi l'onde S ne produit pas aussi bien une onde rétrograde S" à la même distance et surtout pourquoi tout mouvement appréciable disparaît à une très petite distance de la surface S'.
On peut bien remarquer que le déplacement des molécules qui constituent Tonde S a lieu dans un plan normal et que sur l'onde élémentaire propagée le mouvement doit être aussi maximum sur la normale; qu'en outre les ondes élémentaires sont beaucoup plus serrées dans le voisinage de la surface enveloppe et doivent y produire le maximum de mouvement.
Cette dernière raison est moins démonstrative qu'elle ne le paraît sur une figure plane, quand on considère le phénomène dans
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l'espace avec des ondes sphériques. Dans lous les cas, le mouvement des ondes élémentaires est loin d'être insensible à une distance notable de Fenveloppe et Ton ne voit pas comment il est possible d'expliquer le repos absolu auquel arrive le milieu après le passage de l'onde (*).
Il est nécessaire, en effet, de compléter le principe d'Huygens et de faire intervenir la composition des mouvements des ondes élémentaires, c'est-à-dire le principe des interférences. En outre, quand il s'agit de phénomènes vibratoires comme les effets d'acoustique ou de lumière, on ne doit pas considérer une onde unique, mais une série d'ondes de caractères différents qui se succèdent périodiquement en chaque point. Si Tébranlement central, au lieu d'être unique comme nous l'avons supposé d'abord, est lui-même périodique, les ondes qui en émanent se suivront avec le même caractère de périodicité ; dans ce cas il n'est pas évident, et il est même inexact, que la vitesse de propagation pour chacune d'elles soit la même que si elle provenait d'un ébranlement unique.
i\ , Notion du mouvement vibratoire. — Considérons un milieu homogène et isotrope, c'est-à-dire tel que deux éléments de volume pris en des points quelconques soient identiques etqu^aulour d'un point les propriétés soient les mêmes dans toutes les directions. Sans faire aqcune hypothèse particulière sur la constitution du milieu, si ce n'est qu'il soit élastique, il suffira de remarquer que, lorsqu'il est en repos, la résultante de toutes les actions qui s'exercent sur chacune des molécules qui le constituent est nulle. Quand on déplace une ou plusieurs molécules de leur position d'équilibre, les réactions élastiques qui en résultent tendent à les ramener vers leur position primitive.
(') ce L'on voit de plus que l'onde S' est dclcrmince par l'extrémilc du mouvement, qui est sorti du point A (source) en certain espace de temps; n'y ayant point de mouvement au delà de cette onde, quoy qu'il y en ait bien dans l'espace qu'elle enferme, sçavoir dans les parties des ondes particulières, lesquelles parties ne touchent point la sphère S'. Et tout cecy ne doit pas sembler estre recherché avec trop de soin, ni de subtilité; puisque l'on verra dans la suite que toutes les proprietez de la lumière, et tout ce qui appartient à sa reflexion et à sa refraction s'explique principalement par ce moyen. » IIuyoens, Traité de la lumière, p. i8; Leide, ifigo.
l» CHAPITRE I.
12. Période, — Nous supposerons d'abord que l'ébranlemenl central, étant limité dans un espace très petit ou dans le voisinage d'une surface fixe, a un caractère périodique, en d^autres termes, qu'à deux époques quelconques séparées par un intervalle de temps T appelé période, une molécule se retrouve exactement dans le même état, c'est-à-dire au même point et avec la même vitesse. Ce mouvement se communiquera au milieu environnant et, une fois le régime permanent établi, on retrouvera la même périodicité en chaque point du milieu, c'est-à-dire dans le mouvement propagé. Toutefois les déplacements et les vitesses diminuent à mesure que la force vive de l'ébranlement central se communique à des surfaces plus étendues.
Si l'ébranlement central était symétrique, comme léseraient les vibrations produites par les contractions et les dilatations d'une sphère, il est clair que la même symétrie existerait dans le milieu et que tous les points d'une surface sphérique concentrique à la première auraient des mouvements identiques, c'est-à-dire des oscillations dans le sens du rayon, de part et d'autre de leur position d'équilibre. Tous ces points formeraient une onde.
Ce cas est tout à fait exceptionnel. En réalité, l'ébranlement central est loin de satisfaire en général à cette condition de symétrie, soit parce qu'étant môme renfermés dans un espace très petit les déplacements sont de nature quelconque, soit que la surface, au voisinage de laquelle ils sont limités, ait une forme différente de la sphère. Alors on ne peut plus trouver dans le milieu une série de points formant une surface continue et animés de mouvements identiques en toute rigueur, mais cette condition sera sensiblement remplie pour tous les points d'une aire infiniment petite, surtout lorsqu'elle est située à une grande distance du centre d'ébranlement.
13. Définition des ondes, — On déGnira donc Vonde comme une surface telle que les points infiniment voisins aient des mouvements identiques, ou comme le lieu des points dont les mouvements diffèrent le moins possible les uns des autres quand on les considère de proche en proche. C'est la surface de déformation minimum des vibrations.
14. Longueur d'onde. — Soit S {Jig^ 4) une surface présenlant ce caractère et menons la normale au point M. C'est suivant cette normale que les mouvements des points successifs diffèrent le plus les uns des autres, mais en s'éloignant de la surface S on trouvera un premier point M' dont le mouvement est identique à celui du point M, sauf un petit changement de grandeur dû à rinégale distance à la source. La surface d'onde S' passant par le point M' présentera le même caractère que la surface S, en ce sens
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que deux points de ces surfaces situés sur la même normale ou sur des normales infiniment voisines seront dans des états vibratoires à peu près identiques. On trouvera, de même, un point M" et une surface S'' jouissant des mêmes propriétés, et ainsi de suite.
Si ces ondes successives sont des surfaces planes, il est clair, par raison de sj'métrie, qu'elles sont équidistantes, et leur distance normale MM' est la longueur d'onde \ du mouvement vibratoire. Cette équidistance n'est plus aussi évidente quand les ondes ne sont pas planes, mais il doit en être ainsi tant que les ra}^ons de courbure des surfaces sont très grands par rapport à la longueur d'onde, et l'on peut admettre cette propriété comme générale, au moins en ce qui concerne les phénomènes d*optique où la longueur d'onde n'atteint jamais un millième de millimètre.
15. Propagation. — Vitesse. — A une certaine époque /, les mouvements des points M, M' etM'^ sont identiques, sauf l'affaiblis-
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sèment dû au changement de distance à la source. Un instant après, ce même état se retrouve en des points N, N', N", ... à des distances égales MN, M'N', M"N", ..., et revient de nouveau aux points M', M'', ... au bout du temps T, c'est-à-dire à l'époque / -l-T, puisque ces différents points auront alors repris leur étal primitif. C'est dans ce sens que l'on peut dire qu'il y a propagation d'une onde S, qui occupe successivement aux époques /, / -I- T, / + aT, ... les positions S, S', S'', ... ; comme l'espace parcouru pendant une période T est égal à la longueur d'onde X, la vitesse de propagation V est donnée par la relation
V = ^, ou XziiiVT.
Il n'existe, a priori, aucune relation simple entre cette vitesse V et la vitesse U qui correspond à la propagation d'un ébranlement unique.
Pour la lumière, la longueur d'onde est variable avec la couleur, plus grande pour le rouge que pour le bleu, et sa valeur moyenne est d'environ j millième de millimètre, ou oH-,5. Comme la vitesse de propagation V dans l'air est voisine de 3oo ooo''™ par seconde, la période de vibration est une fraction de seconde donnée par l'expression
rp >^ 0,5 5 _
Phase, — Le mouvement au point M à l'époque t est le
même qu'au point M' à l'époque ^-hT = /4-^, le même aussi
qu'en tai" à Tépoque ^ -i- 2T = / -f- a ~ et, en général, qu'en un
MP
point quelconque P à l'époque t -\ — r^--
La distance MP = A est la différence de marche des vibrations aux points M et P ou le retard de la seconde sur la première ; c'est le chemin parcouru par l'onde pour aller de M en P. On appelle différence de pha^e^ ou quelquefois anomalie, des mouvements des points P et M la quantité
PRÉLIMINAIRES. lO
Les vibrations de deux points situés sur une même normale aux ondes, ou sur deux normales voisines, sont concordantes lorsque le retard est d'un nombre entier de longueurs d'onde ou la différence de phase d'un nombre entier de fois 2tc.
17. Modification d^amplitude. — Lorsque la distance des points que Ton compare est de même ordre que leur distance à la source, leurs mouvements ont des amplitudes très inégales.
Si l'on considère toutes les ondes concordantes à un instant donné et sur chacune d'elles une couche d'épaisseur t très petite par rapport à la longueur d'onde, la force vive du mouvement compris dans cette couche est la même pour toutes les ondes, puisque cette force vive correspond à l'énergie dépensée par la
source pendant un même temps 0 = T y* En appelant p^ le carré
moyen de la vitesse du mouvement vibratoire dans une de ces couches et m la masse correspondante, on aura donc une série de valeurs égales
me' — m' c'* z:^ m" c"- zzr . . . .
Pour des ondes sphériques, les masses m, m', ni" ^ . . . sont proportionnelles aux surfaces des ondes correspondantes, cl, par suite, aux carrés de leurs rayons R, ce qui donne
ou
R(^ =1 const.
L'énergie du milieu, par unité de volume, est proportionnelle au carré moyen de la vitesse et, par suite, en raison inverse du carré de la distance de la source. Pour les phénomènes optiques, en particulier, cette énergie représente la quantité de lumière reçue; c'est le principe de X^l pho tome trie,
18. Mouvement périodique à centre, — Nous admettrons encore que les différents points de la source décrivent des trajectoires à centre, c'est-à-dire qu'à deux époques distantes d'une
T demi-période - les déplacements et les vitesses sont symétriques
par rapport à la position d'équilibre. Le mouvement propagé dans
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le milieu aura le même caractère. Dans ce cas, tous les points P«, Pa, Ps, . . » situés à égale distance, entre deux ondes consécutives, appartiendront à des ondes S«, S2, S3, . . . {fig* 4) sur lesquelles Tétat vibratoire sera le même et de signe contraire que pour les
surfaces S, S', S'',
On voit, d'après cela, que les mouvements de deux points sont concordants ou discordants suivant que leur différence de marche est égale à un nombre pair ou impair de demi-longueurs d'onde, suivant aussi que leur différence de phase est égale à un nombre pair ou impair de fois ir.
19. Représentation analytique du mouvement vibratoire, — La projection sur un axe du mouvement vibratoire d'un point est une fonction périodique dont la période est T.
En posant, pour abréger l'écriture, (»)= -^*, il résulte d'un
théorème de Fourier (*) que toute fonction de cette nature peut être exprimée par une série de termes de la forme suivante
j? :=: dTi sin (w ^ -H «1 ) -H a, sin (2 (0 ^ -h a, ) 4- . . . -I- a„ sin ( /i u) ^ 4- 2« ) -h. . . .
Si la trajectoire du mouvenrent périodique est une courbe à centre, la valeur de x doit changer de signe quand on remplace
t par t -\ — ) c'est-à-dire iùt par (oZ-hir, et les coefficients des
termes d'ordre pair doivent être nuls.
Le mouvement le plus simple esX donné par le premier terme de la série et l'expérience montre qu'il suffit pour rendre compte de tous les phénomènes d'optique. La projection sur un axe du mouvement vibratoire, que nous appellerons souvent vibration pour abréger, peut donc être représentée par l'expression
= asin ( -7p ^-f- a J m asin(u>^ -4- a).
Le facteur a est V amplitude de la vibration, ou l'écart maximum à partir de la position d'équilibre; T est la période, et l'angle
(') Fourier, Théorie de la chaleur {Œuvres^ t. I, p. ao8).
-j^f-f-a=o)f-4-a \dL phase à Tépoque /, a étant la phase à l'origine dq temps. Si Ton imagine qu'un mobile décrive une circonférence de rayon a de gauche à droite avec une vitesse angulaire uniforme w, la valeur de x représente Tabscisse de la projection du mobile et co/ -h a Tangle que fait le rayon vecteur avec un axe perpendiculaire à or, a étant la valeur de cet angle à Torigine du temps.
Pour deux points P et P situés sur des ondes différentes dont la distance normale, ou la différence de marche, est A, la vibralion en F à l'époque t est la même, sauf la variation d'amplitude,
que la vibration au point P à Tépoque antérieure t' =z t — ^> et 'eur différence de phase est
Si la vibration en P, à l'époque t^ est a sin(c«)/ -i-a)> la vibration au point P', à la même époque ^, est
asincaf^ — rç\ -+-a =a sin (w ^ -h a — 8) .
20. Principe des petits mouvements, — Interférences. — Lorsqu'un milieu est soumis à l'action de différentes sources de vibrations, le déplacement d'un point peut être considéré comme la résultante géométrique des déplacements qui seraient produits séparément par les différentes sources. En d'autres termes, la nature du mouvement que fait naître une source dans un milieu déjà troublé par d'autres sources est la même que si elle agissait seule, pourvu que les mouvements considérés soient très petits. C'est le principe de la superposition des petits mouvements, ou le principe des interférences, dont l'application aux phénomènes lumineux est due à Thomas Young ( * ).
Différentes sources, par exemple, agissant séparément sur un milieu donneraient à un même point, à une époque déterminée.
(«) Th. Youno, On the theory 0/ Light and Colours {Phil, Trans, L, R, S., p. 12; 1803).
des déplacements OA, OB, OC, ... {^fig* 5); pour obtenir le déplacement réel dû à Faction simultanée des sources, il suffira de joindre le point O à Textrémité du polygone formé en ajoutant bout à bout ces déplacements OA, AB'= OB, B'G'= OC, ....
La projection du déplacement résultant OC sur un axe est la somme algébrique des projections des mouvements composants OA, OB, OC, .... Si Ton considère, par exemple, un milieu discontinu formé de points matériels distincts, exerçant les uns sur les autres des actions attractives ou répulsives qui varient avec leur distance réciproque, le principe ne sera applicable que si les
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déplacements des points matériels restent très petits par rapport à leur distance moyenne.
Pour la lumière en particulier, Texpérience indique que toutes les lois sont indépendantes de Tintensité et, par suite, de Tamplitude des mouvements, de sorte que le principe peut être admis en toute rigueur.
Les vitesses se composent suivant la même loi. En effet, les projections sur un axe des mouvements composants étant Xi, ^2) ^3) • • • 9 la projection x du mouvement résultant est
ce qui donne
dx
^ rrz j^i -i- ^2 4- :r3 -f- . . . ,
r/.rj dx^ dx^
dt
dt
dt
Il peut arriver qu'à toute époque le mouvement résultant soit nul ou perpendiculaire à Taxe de projection. Il y a alors interférence complète des mouvements élémentaires, ou seulement interférence partielle pour les projections sur Taxe considéré.
Cas de deux sources identiques» — Supposons que les
sources se réduisent à deux points O et O' (^fig* 6) ayant des vibrations identiques et séparées par un intervalle rf. Pour un point P, situé à une très grande distance par rapport à dy les vibrations émanées des sources O et O' ont sensiblement la même grandeur, mais
If «•'
des phases différentes. L'angle a étant très petit, la différence de marche relative aux deux sources a pour valeur
A z= p' — p zn ^sina,
et la différence de phase
^ A tfsina
ÔIir27U- =27: — r — •
Les deux vibrations sont concordantes ou discordantes suivant que la différence de marche A est égale à -un nombre pair ou impair
de demi-longueurs d'onde, 2/? - ou (2/? -+- i) -•
Les points qui correspondent à un retard A déterminé se trouvent sur un hyperboloïde ayant pour foyers les sources O et O'.
Dans le premier cas, A = /?X = 2/? -> la vibration résultante est
double de celle que donnerait chacune des deux sources; la vitesse est aussi double et la force vive du milieu aux points considérés est quatre fois plus grande.
Dans le second cas, A = (2/? -4- i) -> la vibration résultante est
nulle; il y a interférence.
Sous rinfluence des deux sources, Ténergie du milieu prend aux différents points toutes les valeurs depuis zéro jusqu^à 4 fois celle qui correspondrait à une source unique. Le calcul montre, comme on le verra plus loin, que l'énergie moyenne est exactement double de celle que donnerait une source.
22. Principe d^Huygens rectifié par Fresnel. — Fresnel (•) a montré que la notion des interférences permet de donner au principe d'Huygens sa véritable signiGcation.
Supposons que dans un phénomène d'optique la surface d'onde ait une forme quelconque S et considérons la vibration en un point P situé du côté vers lequel se propage la lumière. Les vibrations émanant de la source traversent cette surface S avant de parvenir au point P. Si, par un moyen quelconque, on entretient cette surface S dans l'état de vibration qu'elle a réellement et qu'on supprime la source, la vibration du point P ne sera évidemment pas modifiée.
Toutefois il est encore nécessaire de faire une remarque importante. Quand on substitue ainsi l'action des différents points d'une onde à celle du centre d'ébranlement, chacun de ces points étant considéré comme une source indépendante, on doit supposer à ces sources nouvelles, non pas l'état de vibration réel des points correspondants, mais un état fictif tel que, par leurs réactions réciproques, elles reproduisent précisément le mouvement vibratoire de la surface S. Toutes ces sources, considérées isolément, sont encore identiques entre elles, au moins de proche en proche, mais elles peuvent différer par la phase et l'amplitude de l'état vibratoire réel qui existe sur la surface d'onde.
Cette substitution d'une surface d'onde S à la source primitive n'est légitime d'une manière évidente que si la surface est entièrement fermée, mais il suffit, comme on le verra plus loin, qu'elle forme une calotte d'ouverture angulaire très petite de part et d'autre de la normale aux ondes qui passe par le point P.
(■) Fresnsl, Œuvres, t. I, p. 174; 1818.
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Le principe d'Huygens est en réalité plus général. En effet, si Ton considère une surface quelconque S, qui n'est plus une surface d'onde, et un point P situé du côté vers lequel se fait la propagation, la vibration en P est la résultante des vibrations qui seraient produites par les différents points de la surface S considérés comme des centres d'ébranlement, ces sources nouvelles étant définies par la condition que leurs réactions réciproques entretiennent sur la surface S l'état vibratoire qui s'y trouve réellement. Les différences de phase de ces sources fictives, au moins en des points peu éloignés, seront les mêmes que les différences de phase qui existent entre les vibrations des points correspondants.
Cette extension du principe d'Huygens permettra d'expliquer les phénomènes de réflexion et de réfraction.
Enfin, si l'on couvre une partie de la surface I par un écran opaque, l'action de la région correspondante est supprimée; la vibration du point P peut n'être plus la même que sous l'influence de la surface entière. On rend compte ainsi des phénomènes de diffraction.
23. Propagation de la lumière. — Zones élémentaires. — Pour évaluer l'action d'une onde S sur le point P {Jig. 7), on divî-
sera cette surface en un certain nombre de parties ou zones successives définies par la condition que leurs actions sur le point P soient alternativement de sens contraires.
On appelle pôle du point P le pied A de la perpendiculaire PA (supposée unique) abaissée de ce point sur la surface; soit PA=fe.
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Du point P comme centre, avec un rayon égal à t H — > on dé-
crit une sphère, dont l'intersection avec la surface S détermine une courbe BB'. On détermine, de même, les intersections CC, DD', . . . , MM' de cette surface avec des sphères dont les rayons
sont successivement 6-[-2->6-i-3-->--»>6-hm-- La surface
comprise entre deux de ces courbes consécutives est une zone élémentaire de la surface S par rapport au point P.
Les projections sur un axe des vibrations produites en ce point par deux zones consécutives sont de signes contraires. En efTel, la différence de marche des vibrations produites en P par les points B et C de deux zones consécutives BC et CD est d'une demi-longueur d'onde; elle est de même d'une demi-longueur d'onde pour le point Bj et un point correspondant Cj. Les deux zones sont donc formées d'éléments de surfaces pour lesquelles les différences de marche relatives au point P sont deux à deux d'une demi-longueur d'onde et qui produisent des vibrations de sens contraires. Les vibrations résultantes de chacune de ces zones sont donc aussi de signes contraires.
Si l'on appelle Uq^ £/|, u^t •••, Um I^s valeurs absolues des composantes parallèles des vibrations produites en P par les zones successives, la résultante est
// 1= f/o— «iH- "s— "3-H . . . qi w
Soient AS {Jfg' 8) une courbe continue menée parle point A sur la surface de l'onde, M et M' deux points correspondants de deux zones voisines, c'est-à-dire tels que l'on ait, en appelant p et p' leurs distances au point P,
La distance p est une fonction de la longueur s de l'arc AM, et l'on peut écrire, en la développant en série.
Comme cette fonction passe par un minimum b pour ^ = o^
on a
f{o)^b et f\o)^o.
Si la distance 6 est très grande par rapport à la longueur d'onde, laquelle est très petite pour la lumière, un arc très petit s contiendra un grand nombre d'arcs élémentaires, de sorte que, même pour une zone d'un ordre assez élevé, le second membre de l'équation (5) se réduit sensiblement à ses trois premiers termes, et l'on peut écrire
Fig. 8.
on a donc, pour deux points correspondants consécutifs M et M',
La sphère de rayon p coupe la surface S suivant une courbe qui passe par le point M. L'aire c, limitée par cette courbe, esl aussi une fonction de l'arc s qu'on peut écrire
a = 9(5)--^(o)4-5ç>'(o)-i- - cp'^(o) -f- ....
On a ici
et
ïï>'(o)=o;
dans les mêmes conditions que plus haut, il reste simplement
et la surface d'une zone élémentaire a pour expression
les arcs s et s' satisfaisant à Téquation (6). On en déduit
Les zones élémentaires ont donc des aires égales.
24. Onde efficace. — Les vibrations Uq^ Uij «2» •••»"« sont décroissantes. Cette décroissance tient à plusieurs causes :
I® Toutes choses égales, Taraplitude de la vibration produite par une source est en raison inverse de la distance (17) et les zones successives sont de plus en plus éloignées du point P. Toutefois, la surface S pourrait avoir une forme telle que les zones élémentaires seraient, au contraire, de plus en plus rapprochées du point considéré P.
2° Sans rien préciser sur la forme de la vibration, il est clair, par raison de symétrie, que Tefiet des vibrations émises par un élément de la surface S est maximum suivant la normale, et Tangle 0 de la normale avec la droite M P augmente de plus en plus à mesure qu'on s'éloigne du point A.
3** Par suite des défauts de symétrie de la source (13) et de sa constitution physiquement complexe, les vibrations des différents points d'une onde ne peuvent être considérées comme identiques que dans une étendue restreinte. Or une même zone renferme des points d'autant plus éloignés les uns des autres qu'elle est ellemême d'un ordre plus élevé. Les vibrations dues à ces différents points sont de moins en moins concordantes et, dès que la zone est d'un ordre élevé, la vibration résultante finit par devenir nulle d'elle-même.
Cette dernière cause d'affaiblissement des vibrations est, sans doute, la plus efGcace. L'étendue d'une surface d'onde sur laquelle les vibrations sont concordantes est, en réalité, d'un ordre de petitesse imprévu ( * ), et l'on peut se borner, pour déterminer les phé-
(*) Prenons comme exemple les ondes de la lumière solaire sur la Terre. Ces ondes sont circulaires, mais elles doivent être considérées comme la résultante des vibrations émises par tous les points du Soleil, au moins par les parties visibles.
Soient M {/ig. 9) un point du Soleil, P et P' deux points de l'onde aux distances p et p' du point M. En appelant a le rayon du Soleil, R la distance du Soleil à la
nomènes, à la considération d^un nombre relativement petit de zones élémentaires.
On appelle partie efficace de Tonde, pour le point P, la portion de cette surface autour du pôle A qui renferme l'ensemble des premières zones élémentaires.
Les vibrations produites au point P par les zones élémentaires successives décroissent d'abord lentement; on peut les représenter par les termes d'une progression géométrique décroissante et écrire
la raison g de la progression étant très voisine de l'unité.
Terre, le triangle OMP donne
ia X OQ, aa X OQ'.
f'ig- 9-
On en déduit
ou sensiblement
p*— p'*= la X QQ', 2a
X QQ
p-?'=^x QQ'-
Pour que les vibrations envoyées aux points P et P' par le point M soient concordantes, à un quart près de période, il faut que la difTérence de marche p — p' soit inférieure à un quart de longueur d'onde, ce qui donne
^^ a 4 La moindre valeur de PP' correspondant à cette condition a lieu quand on
La série peut même être continuée indéfiniment, parce qu*à partir d'un certain ordre les vibrations Um. deviennent négligeables et les termes correspondants de la progression sont eux-mêmes très petits.
Quand on borne la série au nV^^* terme m,„_i, l'erreur commise est plus petite que
c'est-à-dire plus petite que la moitié du terme auquel on s'arrête.
Si donc on prend seulement la première zone élémentaire, l'erreur commise est moindre que la vibration produite par la moitié de la deuxième zone. Par suite, la vibration résultante au point P est à peu près égale à celle qui serait produite par la moitié de la première zone.
On pouvait arriver directement à ce résultat en remarquant que la deuxième zone annule sensiblement l'effet produit par
considère un point N du Soleil situé dans un plan perpendiculaire à OP, c'està-dire au bord de l'astre apparent, auquel cas on a
PP' = QQ
Si Ton décrit, du point P comme centre sur la surface de l'onde, un cercle dans l'étendue duquel les vibrations ne diffèrent pas d'un quart de période, le rayon r de ce cercle satisfait donc à la condition
Le rapport -— - est l'angle apparent du Soleil, c'est-à-dire environ un demi-degré,
ou ^-}-' En prenant la valeur moyenne oi*,5 pour la longueur d'onde X, il en ré suite
2 r < -^_^ oî*, 5 - 57}*, 3.
La partie qui renferme des vibrations concordantes sur une onde solaire n*a donc pas un diamètre de j^ de millimètre.
Sous la forme -rr < - y on voit que l'angle apparent de la région efficace, vue
Il sa
de la source, ne dépend que de la longueur d'onde et du diamètre de la source.
Pour donner à cet angle une valeur appréciable, il faut employer des sources de
dimensions très petites, comme des trous d'aiguille ou des fentes étroites.
la moitié de la première el la moitié de la troisième; de même la quatrième anoule la moitié de la troisième et la moitié de la cinquième, et ainsi de suite. En mettant à part la moitié de la première zone, tout le reste de la surface efficace donne une vibration résultante sensiblement nulle.
Remarquons encore que la moitié de la première zone, qui se trouve seule conservée, renferme des vibrations dont la différence
de marche au point P atteint j^ et, par suite, la différence de phase
I Tb
27:-^ = -• La phase de la vibration au point P est donc en retard,
d'une quantité comprise entre o et -> sur la phase qui serait produite par la source fictive placée au pôle A. Comme la différence de phase des vibrations réelles en A et P ne doit tenir qu*à la différence des chemins, on voit que, dans l'application du principe d'Hujfgcns (^), il faut remplacer chacun des points d'une onde par une source qui présente avec la vibration réelle une différence de
phase comprise entre o et - [en réalité la différence de phase est
égale à ^> ce qui correspond à une différence de marche de ^ ]•
On a supposé, dans tous les raisonnements qui précèdent, que la normale PA est une distance minimum ; cette circonstance a lieu quand le point .P est du côté convexe de la surface d'onde S. Si le point P est du côté concave, ou si les lignes de courbure sont de sens contraires, la distance PA sera supposée petite par rapport aux rayons de courbure. La démonstration ne s'appliquerait pas, sans des restrictions particulières, si cette distance était un maximum, ou si plusieurs normales aboutissaient au point P.
Ces préliminaires établis, les théorèmes qui suivent en résultent presque immédiatement.
Théorèmes généraux
Théorème \. — U action d'une onde complète en un point P est identique, sauf une différence de phase, à celle d'une demi'Zone ayant pour centre le pôle A.
Théorème IL — L'onde Si qui passe par le point P est l'enveloppe des ondes élémentaires émises par les différents points A, A', . . . rfe l'onde S, pour un même chemin b.
En effet, les vibrations des points A et A' {fig* lo) sont concordantes; celles des points P et P doivent être aussi concordantes si ces points appartiennent à une même onde, et A'P' = AP = 6, puisque les vibrations de P et de P' peuvent être considérées, au même titre, comme produites respectivement par les pôles A et A' de Tonde primitive S.
Les distances PA et P' A' sont des minima par rapport à la sur face S ; on a donc
P'A>P'A' ou P'A>PA.
La distance AP du point A à la surface S| est donc un minimum, c'est-à-dire une normale, et l'onde S| est l'enveloppe des ondes élémentaires décrites des différents points de la surface S avec un rayon 6. Le raisonnement serait le même si la distance PA était un maximum par rapport à la surface S.
On peut énoncer la même propriété sous une autre forme iqui se généralise plus facilement.
Corollaire I. — Vonde S| est le lieu des points où les vibrations de l'onde S se propagent au bout d'intervalles de temps égaux 0= ti — t, chacun d'eux étant un minimum, ou par des chemins égaux b=y{ti — ^), chacun d'eux étant aussi minimum.
Corollaire IL — On peut considérer l'onde S dans une
quelconque de ses positions, réelle ou virtuelle, antérieures à Vonde Si «^ à une époque quelconque.
Supposons, par exemple, que la lumière émise par une source O (^fig^ 1 1) tombe sur un système optique qui la fasse converger en un point O'.
Fig. II.
Les ondes émanées du point O sont sphériques et s^éloignent de leur centre; après avoir traversé le système optique, elles sont encore sphériques et se propagent vers le nouveau centre O'.
On peut évidemment déterminer la vibration du point P, à
PA l'époque ^, soit par Tonde réelle S à l'époque / ^> soit par
PA' une onde fictive S' à l'époque / ^ • Dans certains cas, cette
complication apparente simplifiera les raisonnements.
Théorème III. — On peut remplacer une onde par V ensemble de ses plans tangents, ou par un ensemble quelconque de surfaces tangentes.
L'onde S est l'enveloppe de ses plans tangents. Imaginons une infinité de systèmes d'ondes planes respectivement parallèles à tous ces plans tangents, et prenons dans chacun des systèmes l'onde tangente à la surface S. Au bout du temps 0 = ^i — t, ces ondes planes se seront propagées à la même distance normale b et seront tangentes à la surface S|. La surface Si est donc l'enveloppe de toutes les ondes planes tangentes à l'onde primitive S.
Sous cette forme, la propriété pourra s'étendre immédiatement
3o CHAPITRE I.
à la réflexion, à la réfraction, à la double réflexion et à la double réfraction.
Le même raisonnement s^applique au cas où Ton remplacerait Tonde S par un ensemble quelconque de surfaces dont elle serait l'enveloppe.
Théorème IV. — Propagation rectiligne de la lumière.
On peut dire que la vibration se propage en ligne droite, du point A au point P, suivant une normale à Tonde S, car la vibration du point P n'est pas modifiée si l'on supprime par un écran toute l'onde S, sauf la /?ara'e efficace, voisine du pôle A.
L'étendue de l'onde efficace est d'ailleurs extrêmement petite. Sur une onde plane, par exemple, en supposant que l'arc AM == 5 (/Z^. 12) corresponde à i^ooo zones élémentaires, pour une dis-
Fig. 13.
tance b de 5o°™, on a
p — 6= 4ooo - = 2000X = i™"*.
Le triangle PAM donne
Un cercle d'un centimètre de rayon renferme donc 4ooo zones élémentaires et l'onde efficace en contient un nombre beaucoup moindre, surtout quand on tient compte de l'angle apparent de la source (24, en note).
En résumé, il est légitime de supposer que la lumière se propage en rajons rectilignes, dans tous les cas où les ondes efficaces sont respectées, c'est-à-dire où l'on considère des points situés à quelque distance de l'ombre géométrique des écrans. Lorsque l'onde efficace est interceptée en partie ou en totalité par des
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écrans, il n^est plus permis de substituer les rayons aux ondes et l'on observe des phénomènes de diffraction,
26. Réflexion, — Supposons que deux milieux transparents et isotropes, dans lesquels la lumière se propage avec des vitesses différentes V et V, soient séparés par une surface 2 {fig* i3), et
qu'une source située dans le premier milieu produise des ondes S qui viennent frapper la surface de séparation. Ces ondes retourneront en partie dans le premier milieu après avoir touché la surface S pour produire la lumière réfléchie , et pénétreront en partie dans le second milieu pour produire la lumière transmise ou réfractée.
Pour connaître la vibration réfléchie en P, on considère une onde incidente S, et l'on détermine le pôle A par la condition que le chemin PBA soit un minimum. Ce chemin minimum est évidemment, par raison de symétrie, dans un plan qui passe par la normale à la surface S au point B. Posons AB -+- BP = h.
Les zones élémentaires seront déterminées de la manière suivante.
Au point M d^une courbe continue tracée par le point A sur la surface d'onde, on mène la normale MN et l'on joint NP; on répèle la même opération pour un point M' choisi de telle manière que la différence des chemins M'N'P — MNP soit égale à une demi-longueur d^onde : ces deux points sont correspondants sur deux zones élémentaires voisines.
La distance p = MB -h BP est encore une fonction de l'arc AM = 5, qui passe par un minimum égal à b pour ^= o; tant que l'arc s reste très petit, on peut donc écrire (23)
et, pour les deux points M et M',
D^autre part, Taire de la surface limitée par le lieu des points M, pour lesquels la distance p est constante, est aussi, par les mêmes raisons que précédemment, proportionnelle à s^. L'aire d'une zone élémentaire a pour expression
Toutes les zones élémentaires ont encore la même surface. Aux motifs invoqués plus haut (2t) pour expliquer l'action décroissante des zones successives au point P, on peut ajouter que la réflexion sur la surface I modifie la vibration : cette modification tient d'abord à ce qu'une partie seulement de la force vive des vibrations incidentes passe dans la lumière réfléchie; en outre, la vibration est transformée d'une manière progressive au voisinage de la surface géométrique de séparation I et le résultat final est le même que si elle avait éprouvé sur cette surface un changement brusque qu'il n'est pas nécessaire de préciser pour le moment. Dans tous les cas, le changement produit dépend des angles que font avec la surface les droites MN et NP et, à mesure que Tordre de la zone augmente, il arrive bientôt que les changements sont très inégaux aux diflfércnts points d'une même zone.
Remarquons encore qu'à une zone limitée aux points M et M' sur la surface S correspond sur la surface S une zone dont les contours passent par les points N et N'.
Sans qu'il soit nécessaire de répéter les raisonnements, on peut donc énoncer les théorèmes suivants :
Théorème V. — La vibration réfléchie en P est identiquCy sauf une dijjérence de phase, à celle qui serait produite par une demi-zone ayant pour pôle le point A, ou par la demi-zone correspondante ayant pour pôle le point B.
Théorème VI. — Uonde réfléchie S| est V enveloppe des ondes élémentaires décrites des points B, B', . . . de la surface^ et qui correspondent à des chemins égaux.
En effet, les vibrations des points P et P' {Jig* i4) étant concordantes sur Tonde réfléchie S< , on doit avoir
AB -i- BP =: A'B' 4- B'F = ^ = Y(^, — 0-
Fig. 14.
Si \Sf
D'autre part, le chemin P'B'A' est un minimum par rapport à la surface S, ce qui donne
P;B-hBA>P'B'-hB'A' — PB-f-BA ou P'B>PB.
Le chemin BP est donc un minimum par rapport à la surface S<, de sorte que cette surface est Tenveloppe des sphères décrites avec les rayons BP, B'F, etc.
Corollaire I. — La surface S< est le lieu des points oie la vibration y après avoir touché la surface S, arrive au bout de temps égaux 8 = ^i — tj chacun d'yeux étant minimum, ou par des chemins égaux, chacun d'eux étant minimum.
Corollaire II. — Le rayon réfléchi BP est normal à l'onde réfléchie S|, comme le rayon incident AB est normal à ronde incidente.
27. Lois de la réflexion. — Nous avons déjà vu que le rayon incident et le rayon réfléchi sont dans un même plan normal à la surface S au point où se fait la réflexion.
Si l'on considère dans ce plan deux rayons incidents, AB, A'B' ijig- i5) qui tombent en des points B et B' dont la distance £ est infiniment petite, les angles d'incidence seront tet i-\-di, et les angles de réflexion des rayons correspondants BR et B'R', ^^ et i , 4- dit .
L'onde incidente S qui touche la surface S au point B est normale M. — I. 3
aux rayons AB et A'B'. L'onde incidente réfléchie Sj qui passe par le point B' est normale aux rayons B'R' et BR. En abaissant les perpendiculaires BQ sur A'B' et B'Q< sur BR, les points Q et Q, sont, à des infiniment petits du second ordre près, situés sur les
Fig. i5.
ondes S et S< ^ pour que les vibrations des points B' et Qj soient concordantes, il faut qu'on ait QB' = BQi, c'est-à-dire
£ sin ( / -4- di) = 6 sîn z'i ou sin / = sin /, .
L'angle de réflexion est donc égal à l'angle d'incidence, quelles que soient la forme de la surface réfléchissante et celle des ondes incidentes.
Corollaire III. — Si Inonde incidente est plane, ainsi que la surface réfléchissante, il est clair que les ondes réfléchies sont planes.
28. Réfraction. — Dans le calcul des phénomènes de réfraction, il faut faire intervenir, non pas les chemins parcourus, maïs la durée de propagation.
Soient V et V les vitesses de propagation dans le premier et dans le second milieu, S la surface de séparation {fig* i6) et S une onde incidente.
Pour déterminer la vibration d'un point P dans le second milieu, nous déterminerons sur la surface S un point B, tel que le chemin AB -h BP, pour aller de l'onde S au point P, soit parcouru pendant un temps minimum
AB BP
Une zone élémentaire MM' sera définie par la condition que la
difTérence des temps
MN NP
et
soit égale à une demi-période -
Fig. i6.
Le temps 0 est une fonction de l'arc AM = s d'une courbe quelconque menée par le point A sur la surface d'onde, et ce temps passe par un minimum Oq pour 5 = 0; on a donc
L'aire d'une zone élémentaire est encore
Les zones élémentaires successives sont égales et l'on appliquera tous les raisonnements qui précèdent, ce qui permet d'énoncer les théorèmes suivants :
Théorème VIL — La vibration du point V est identique, sauf une différence de phase, à celle qui serait produite par la demizone ayant pour pôle le point A ou le point B.
Théorème VIIL — Uonde réfractée S' est V enveloppe des
ondes élémentaires décrites des différents points de la surface de séparation des deux milieux y avec des rayons tels que tous les chemins soient parcourus pendant le même temps à partir d'une onde incidente S.
Corollaire I. — Uonde réfractée est le lieu des points où les vibrations émanant de l'onde S arrivent au bout de temps égaux, chacun d'eux étant un minimum.
Corollaire IL — Le rayon réfracté est normal à l'onde réfractée.
29. Lois de Descartes, — La condilion du temps minimum montre que la réfraction obéit au théorème de Fermât (7). On arrive au même résultat par la considération de la concordance des vibrations sur les ondes réfractées.
Les rayons incident et réfracté sont également, par raison de symétrie, situés dans le plan normal à la surface de séparation au point d'incidence.
Considérons encore dans ce plan deux rayons incidents infiniment voisins AB et A'B' {fig> 17) dont lés angles d'incidence* sont
i et i + di, les angles de réfraction pour les rayons correspondants BR et B'R' étant i' et i' -{-di'. En abaissant les perpendiculaires BQ et B'Q', les points B et Q sont, à un infiniment petit du second ordre près, situés sur la même onde incidente, les points B' et Q' sur une onde réfractée. La concordance des vibrations en
B' et Q' exige que Ton ait -^ = —f, c'est-à-dire
E sin (i -\- di) e sin i' sin i sin i'
Cette loi est indépendante de la forme des ondes incidentes et de la surface de séparation des deux milieux.
Corollaire I. — Si ronde incidente est plane, ainsi que la surface de séparation, les ondes réfractées sont également planes.
Corollaire II. — Il peut arriver que Vonde S' n^ existe pas quand V >► V. Dans ce cas il n'y a pas de durée de propagation minimum du point P à l'onde incidente S {^g- 16) et toute l'énergie des ondes incidentes se retrouve dans les ondes réfléchies. C'est le cas de la réflexion totale.
30. Variation de longueur d'onde par réfraction. — Si l'on met à part les phénomènes de fluorescence, dans lesquels la lumière réfléchie ou réfractée par une surface change de nature et devient diffuse, la période T de vibration reste la même pour les rayons réfléchis ou réfractés que pour les rajons incidents. Les longueurs d'onde dans les deux milieux étant X et V, on a
ces longueurs d'onde sont donc proportionnelles aux vitesses de propagation. Si V est la vitesse de propagation dans le vide, X la
longueur d'onde correspondante et /i = ;^ l'indice de réfraction
du second milieu par rapport au vide, il en résulte
De même, lorsqu'un rayon parcourt un chemin e du second milieu, il parcourrait dans le vide, pendant le même temps, un chemin x satisfaisant à la relation
=j := ^ ou J7 =: ne.
La distance x = ne s'appelle quelquefois la longueur optique du rayon, ou de l'onde correspondante, pour un chemin e parcouru dans un milieu d'indice de réfraction n.
31. Nature des images au foyer des lunettes ou des miroirs. — Lorsque les ondes sont sphëriques et convergent vers leur centre, ce qui a lieu pour la formation de Timage d'un point lumineux au foyer des lunettes ou des miroirs, il est important de remarquer que le faisceau correspondant des rayons forme toujours un angle assez petit, limité par l'ouverture du système optique.
Au point de convergence O {Jig> i8), les vibrations émises par
les différents points d'une onde sphérique S antérieure sont concordantes ; l'amplitude de la vibration résultante est donc proportionnelle à l'étendue S de la surface libre et l'intensité proportionnelle au carré S^ de cette surface.
La vibration est maximum en ce point, mais elle ne s'annule pas aussitôt pour un point P voisin, car on est alors dans le voisinage de l'ombre géométrique, où se produisent des phénomènes de diffraction.
Prenons le point P sur une droite perpendiculaire à la direction moyenne CO du faisceau, c'est-à-dire à la droite qui passe par le centre de gravité de la surface S. En s'éloignant du point O, on trouve bientôt une distance OP = x pour laquelle le mouvement résultant est nul, par suite d'une interférence totale entre les vibrations émises parles différents éléments de l'onde libre S.
Le lieu des points P, déterminés par cette condition, limite une tache centrale dont la forme dépend du contour de la surface S et qui est d'une étendue finie. Cette tache est ensuite bordée par une série d'anneaux alternativement brillants et obscurs pour lesquels l'intensité des maxima diminue très rapidement. Il y a donc un obstacle physique absolument inévitable à la netteté des
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images dans les lunettes, et cet obstacle tient à la constitution même de la lumière.
Lorsqu'il y a interférence complète au point P, la différence de marche des rayons extrêmes, dans le même plan, est égale à un nombre déterminé /?, entier ou fractionnaire, de demi -longueurs d'onde; en appelant p et p' les distances PB et PB', on a donc
Soient
A le milieu de l'arc BB'; R le rayon CO de l'onde ; a l'angle ACO ; 6 l'angle BOA.
Les triangles BOP et B'OP donnent
p'=; R*4- j^s— aRj?sin(ô -h a),
p'^—R*-{-X'-h 2R^sin(6 — a); par suite
p'2__ pi-_ aR^[sin(e — «) -h sin(6 -f- a)] z=z ^Rx sin6 cosa,
p — p r= , 2 X sm 6 ces a.
La distance x étant très petite en général, à moins que la surface S n'ait une forme tout à fait particulière, on peut remplacer sans erreur sensible dans le second membre la somme p -t- p' par aR, et il reste simplement
p' — p = 2d?sin 6 cosa =:/?-.
Le diamètre D = BB' de la surface S dans le plan de la figure est égal à aRsinO, et l'on peut écrire
p' — p=z x-pr cosa =Z p-'
Il est clair que^ si l'on change les conditions de l'expérience, sans modifier la forme de la courbe qui limite la surface S, l'interférence aura lieu à la distance x donnée par cette équation, dans
laquelle p est un nombre déterminé. Il en résulte les conséquences suivantes :
I** Le rayon vecteur x de la tache centrale est proportionnel à la longueur d'onde \. Il est plus petit pour la lumière bleue que pour la lumière rouge.
2° Cette longueur d'onde est relative au milieu dans lequel se fait le propagation y de sorte que, si le milieu a un indice de réfraction
/i, on doit remplacer la longueur d'onde par - ; le rayon vecteur x
est donc en raison inverse de l'indice de réfraction du milieu.
3** Le rayon vecteur x de la tache centrale est proportionnel au rayon R de l'onde et en raison inverse du diamètre D de la surface de l'onde utilisée.
Le rapport ^r est la tangente de l'angle très petit e sous lequel
le rayon vecteur x est vu du point C. On peut dire plus simplement que l'angle e est proportionnel à la longueur d'onde X, en raison inverse de l'indice de réfraction n et du diamètre D de la surface utilisée, et écrire
2/iD /iD
32. Pouvoir optique. — Le cas le plus simple est celui où la surface S est une calotte sphériquc, ce qui a lieu dans les instruments d'optique ordinaires, où les lentilles et les miroirs ont des bords circulaires; la tache centrale de l'image d'un point est alors circulaire, par raison de symétrie, et son rayon r est donné
par la relation
Pour que les images de deux points voisins, de deux étoiles par exemple, puissent se distinguer l'une de l'autre, il faut évidemment que leurs taches centrales n'empiètent pas trop.
Comme l'intensité de la lumière sur chacune d'elles diminue lentement d'abord, puis d'une manière rapide, à mesure qu^on s'éloigne du centre, on peut admettre que l'œil appréciera l'existence de deux taches distinctes quand le bord de l'une passera par le
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centre de l'autre, c'est-à-dîre quand Tangle apparent -pr = e du
rayon de la tache vue de l'objectif (lentille ou miroir) sera précisément égal à l'angle apparent des deux étoiles. Cet angle mesure \dL pénétration de l'instrument, qu'on appelle quelquefois le pouvoir optique; il est simplement en raison inverse du diamètre de l'objectif.
D'après jles expériences de Foucault (^), la pénétration d'un objectif de i3*^"* de diamètre est d'une seconde; un tel instrument permet de résoudre une étoile double d'une seconde quand les étoiles composantes ont des éclats peu différents.
Comme la valeur d'une seconde est d'environ == - lo"^,
si l'on prend pour longueur d'onde moyenne de la lumière la
I mai I
valeur X= = - io~*, il en résulte
Le premier anneau noir correspondrait alors à une différence de marche de 2,6 demi-longueurs d'onde entre les rayons extrêmes; nous verrons plus loin que ce résultat est confirmé par la théorie.
33. Construction d'Iluygens, — Pour trouver le rayon réfléchi et le rayon réfracté qui correspondent à un rayon incident, Huygens a indiqué la construction suivante :
Supposons que la surface de séparation S soit plane {fig^ 19), et prenons pour plan de figure le plan normal à cette surface qui passe par un rayon incident.
Du point A où le rayon incident touche la surface de séparation pris comme centre, on décrit :
1° Une sphère de rayon égal à la vitesse de propagation V dans le milieu supérieur;
(•) Foucault, Annales de l'observatoire de Paris, t. V, p. 197; iSSg.
2° Une sphère de rayon égal à la vitesse de propagation V dans le milieu inférieur.
On prolonge le rayon SA jusqu^à sa rencontre en M avec la première sphère. Du point M on mène à cette sphère un plan tangent dont la droite d'intersection avec la surface S coupe le plan de la figure au point T. Par celte droite on mène deux plans tangents, l'un à la sphère de rayon V dans le premier milieu, l'autre à la sphère de rayon V dans le second milieu.
Fig. 19.
Les droites AMi et AM', qui joignent le point A aux deux points de contact, sont, la première le rayon réfléchi, la seconde le rayon réfracté. On voit, en effet, sur la figure, que l'on a
AM _ AM^ _ AM
sini sinfj sïni' ou
sini smZi sini
et ces relations ne sont autres que les lois de la réflexion et de la réfraction.
La construction d'Huygcns n'est qu'un cas particulier de la règle générale.
Si les rayons incidents sont parallèles entre eux, ils correspondent à une onde plane Qr au temps t, qui se transportera en Q^^i à l'époque ù-^i,
La droite T qui appartient à l'onde incidente à l'époque t 4- i appartient également aux ondes réfléchies et réfractées à la même
époque. D'autre part, la sphère de rayon V dans le premier milieu est tangente à Tonde réfléchie et la sphère de rayon V dans le second milieu est tangente à Tonde réfractée ;TM| est donc Tonde réfléchie et TM' Tonde réfractée.
On verrait d*ailleurs directement que les ondes élémentaires décrites des différents points de la surface 2 pour une même époque / -h I sont tangentes respectivement aux plans TM, et TM'.
Cette construction d'Huygens présente de grands avantages pour une généralisation ultérieure.
34. Milieux anisotropes, — Cauchy a distingué les milieux, en plusieurs catégories, d'après leurs propriétés élastiques.
Un milieu est homogène lorsque deux éléments de volumes égaux, pris en des points quelconques, sont identiques; dans le cas contraire, il est hétérogène.
Un milieu homogène est homoédrique lorsque ses propriétés sont symétriques par rapport à certains plans. Il est hémiédrique lorsque celte symétrie fait défaut. (Tel serait le cas d'une structure hélicoïdale.)
Un milieu homogène et homoédrique est isotrope lorsque ses propriétés sont les mêmes dans toutes les directions. (Tel est un cristal cubique ou une substance amorphe). Il est anisotrope lorsque les propriétés ne sont pas les mêmes dans les différentes directions. La plupart des cristaux rentrent dans cette dernière catégorie.
Au point de vue d'une propriété quelconque, pourvu qu'elle corresponde en chaque point à une déformation linéaire infiniment petite, ou à une modification infiniment petite de nature quelconque, ayant une grandeur et une direction, les phénomènes dans un milieu anisotrope sont symétriques par rapport à trois plans rectangulaires qu'on appelle /?/aA?5 principaux. Les intersections de ces plans deux à deux déterminent dans le milieu trois directions principales.
Lorsqu'il s'agit d'un cristal appartenant à un système qui a trois plans de symétrie rectangulaires, ces trois plans sont naturellement les plans principaux relatifs à toutes les propriétés physiques, élasticité, dilatation par la chaleur, conductibilité calorifique ou électrique, induction électrostatique ou magnétique, etc.
Si ces caractères de symétrie n'existent pas dans la cristallisalion, il n'y a plus de lien nécessaire entre la distribution des propriétés de natures diflerentes et, pour un même phénomène, tel que les vibrations lumineuses, les plans principaux peuvent varier avec la période du mouvement vibratoire.
Lorsque deux des plans de symétrie sont identiques, leur intersection est un axe de symétrie et le milieu est dit à un axe. Dans le cas où les trois plans de symétrie sont différents, le milieu est dit à deux axes pour des raisons sur lesquelles nous reviendrons plus loin.
35. Surface d^ onde caractéristique. — On appelle onde caractéristique d'un milieu le lieu des points où les vibrations d'une source unique se propagent au bout de Tunité de temps. Cette surface, qui est sphérique pour les milieux isotropes, a nécessairement une autre forme pour les milieux anisotropes; elle peut même consister en plusieurs surfaces distinctes ou plusieurs nappes d'une surface continue.
riuygens (*) a montré que, dans les milieux à un axe, Tonde caractéristique est formée de deux surfaces, dont Tune est sphérique et l'autre un ellipsoïde de révolution autour de Taxe, langent à la sphère sur l'axe. Les ondes planes parallèles à une direction déterminée sont de deux espèces différentes, suivant qu'elles correspondent à la sphère ou à l'ellipsoïde. Les premières se propagent avec une vitesse constante, elles suivent donc les mêmes lois que pour les milieux isotropes; on les appelle ondes ordinaires. Pour les autres, la vitesse de propagation dépend de l'angle que fait la normale avec l'axe de symétrie; ce sont les ondes extraordinaires.
L'expérience montre aussi qu'un milieu à deux axes ne propage que deux espèces d'ondes planes, dont aucune ne correspond à une vitesse constante; pour certaines directions particulières, elles jouissent de propriétés analogues à celles des ondes ordinaire et extraordinaire des milieux à un axe.
Dans une direction déterminée, le ravon vecteur U de Tonde
(') Ul'ygens, Traité de la lumièrBy p. 60.
caractéristique a donc deux valeurs différentes, qui sont des fonctions des angles de ce rayon vecteur avec les directions principales du milieu.
36. Propagation. — Il est clair que dans un milieu homogène un système d'ondes planes d'espèce déterminée se transmet sans altération avec une vitesse constante.
Soient Q, Qi, Qa, ... [fig* 20) les positions successives d'une onde plane aux époques ^, f|, ^27 • • • •
Pour avoir la vibration en un point V^ de l'onde Qi on appliquera le principe d'Huygens à une onde antérieure Q, dont les points seront pris comme centres d'ébranlement.
Des différents points de l'onde Q comme centres, on décrit les ondes caractéristiques E du milieu (ou du moins les nappes correspondant à l'espèce des ondes Q) pour le temps t^ — f, et l'onde Qi est l'enveloppe de toutes ces ondes caractéristiques.
Le pôle P du point P^ est déterminé par la condition que le
PP temps t^ — t=. TT' nécessaire pour que le chemin PP| = p soit
parcouru, par la vibration, ait une valeur minimum.
Par les mêmes raisonnements que plus haut, on voit que la vibration du point P| est déterminée par celle du point P et que l'onde caractéristique E est tangente en P^ à Tonde Q|. Le point Pi sera aussi le pôle du point P2 situé sur la même droite.
La vibration se propage donc suivant une droite PP| et, avec les mêmes restrictions que précédemment relatives à l'étendue de l'onde, on peut dire encore que la lumière se propage en rayons rectilignes.
Si l'onde, au point P, au lieu d'être plane, était formée par une surface quelconque S dont le plan tangent est Q, elle donnerait
encore, comme dans les milieux isolropes (23), à Tépoque /|,ane onde Si tangente en Pi au plan Qi, à l'époque t^ une onde Sj tangente en P^ au plan Q2, etc.
En d'autres termes, l'onde à une époque quelconque est lenveloppe des ondes planes qui seraient produites par des ondes planes qui l'enveloppent dans une position antérieure. On peat donc énoncer le théorème suivant :
Théorème IX. — L'onde S| à l'époque tt est l'enveloppe des ondes caractéristiques relatives aux différents points de l'onde S pour le temps t^ — t. C'est le lieu des points où les vibrations de l'onde S arrivent au bout d'intervalles de temps égaux tx — t^ chacun d'eux étant un minimum.
Dans le cas actuel, le rayon lumineux W^ = U(/| — t) n'est plus nécessairement normal aux ondes.
La vitesse de propagation V des ondes planes doit se compter sur la normale PR. L'angle 6 du rayon avec la normale dépend de sa direction, et Ton a évidemment
V=rUcosO.
La vitesse V est ainsi une fonction des angles que fait, avec les directions principales, soit la normale PR aux ondes planes, soit le rayon lui-môme PPi.
37. Plan et rayon conjugués. — Le plan Qi étant aussi tangent à Tonde caractéristique E et à la surface S|, on voit que l'angle 0 d'un rayon avec la normale au plan tangent à l'onde S| au point correspondant est indépendant de la forme de cette surface : il est défini par la direction du rayon et son espèce ; le rayon et le plan correspondant sont dits conjugués. Uangle de conju' gaison 6 et le plan de conjugaison, c'est-à-dire le plan du rayon et de la normale à l'onde, sont donnés par la forme de l'onde caractéristique : ce sont des fonctions des angles de la normale avec les directions principales.
38. Réjlexion et réfraction. — Le problème de la réflexion et de la réfraction se traitera comme précédemment par l'appli-
cation du principe d'Huygens, à la seule condition d'introduire partout la considération du temps minimum pour la propagation des vibrations élémentaires.
Lorsque des ondes d'une certaine espèce rencontrent la surface de séparation de deux milieux anisotropes, elles peuvent donner, dans le cas général, deux espèces d'ondes réfléchies et deux espèces d'ondes réfractées. Si l'onde réfléchie ou réfractée est de même espèce que l'onde incidente, la réflexion ou la réfraction est dite homologue ; elle est antilogue quand le rayon change d'espèce.
40. Construction d^Huygens. — On peut appliquer immédiatement la construction d'Huygens.
La surface de séparation S étant plane et les ondes incidentes planes, prenons le plan d'incidence comme plan de figure et soit Q, l'onde incidente à l'époque t {fig* ai). Du point A comme
Fig. 21.
Qt-t-i
centre on décrit les deux nappes E| etE2 de l'onde caractéristique du milieu supérieur, ainsi que les deux nappes E' et E" de l'onde caractéristique du milieu inférieur.
L'onde Qr^j à l'époque ^ -H i , parallèle à Qf, est tangente à l'une des nappes Ej de Tonde caractéristique du premier milieu et coupe la surface S suivant une droite T perpendiculaire au plan de figure. Par cette droite on mène les plans tangents Qi et Q2 aux nappes Ej et E2 dans le premier milieu, puis les plans tangents Q' et Q'' aux nappes E' et E" dans le deuxième milieu.
Appelant V, V|, Va, V, V'^ les perpendiculaires abaissées du point A sur les plans Qr+i , Qi , Q2, Q' et Q'', ces perpendiculaires
représentent les vitesses de propagation des ondes planes parallèles à ces difTérents plans, et sont dans le plan de la figure.
On voit déjà que les normales aux ondes incidente, réfléchies et réfractées sont toutes dans le même plan.
Appelant e, l'i, £29 <^ i' les angles de la normale à la surface S avec les normales à ces différents plans, on a
sini sini'i sini, sini' sin;'
Les différentes vitesses étant variables avec la direction de la normale aux ondes dans le milieu, la loi de Descartes n'est plus applicable que dans des cas particuliers.
Toutefois, à cause des phénomènes de polarisation, il n'y a généralement qu^une onde réfléchie et il peut n'exister aussi qu'une onde réfractée.
Quant aux rayons, ils sont déterminés par les droites qui joignent le point A aux points de contact de ces différents plans avec les ondes caractéristiques correspondantes; ils ne sont pas en général dans le plan d'incidence.
40. La période de vibration reste la même pour les ondes réfléchies et réfractées que pour les ondes incidentes. Les longueurs d'onde \^, X2, X', )/' et X relatives à ces diffiérenles ondes, c'està-dire les espaces parcourus normalement pendant une période. satisfont donc aux relations
rn ^1 ^2 A A A
et les chemins équivalents relatifs à une durée quelconque sont proportionnels aux longueurs d'onde.
Si Vo est la vitesse de propagation dans le vide, et X» la longueur d'onde correspondante, la longueur optique x (30) delà distance e de deux ondes planes qui se propagent avec une vitesse V dans un milieu anisotrope est
Le rapport ^ peut encore être considéré comme un indice de
réfraction /i, mais ce rapporl est une fonction de la direction des ondes dans le milieu.
M . Effets d'une lame à faces parallèles, — Be tards par réfraction, — Lorsqu'une lame isotrope à faces parallèles est placée dans un milieu sur le trajet d'un système d'ondes planes, une onde AQ {fig- 22) qui tombe sur la première surface sous un
angle d'incidence i donne dans la lame une onde réfractée ÂC, sous l'angle e', et celle-ci, à la sortie, se transforme en une onde GQ' parallèle à la première. Les trois portions de plan QA, AC et CQ' représentent trois parties d'une même onde.
L*onde émergente CQ' qui se retrouve dans le milieu primitif est en retard d'une longueur CD = A sur la position AQi qu'elle occuperait si la lame n'existait pas. Menons la normale AA' dont la longueur est égale à l'épaisseur e de la lame. Le retard A est évidemment égal à la différence des longueurs optiques, rapportées au milieu primitif, des chemins A'P' et A'P que doivent parcourir les ondes AC et AQi pour arriver au même point A'. L'indice de réfraction de la lame par rapport au milieu qui l'entoure étant
Al = ^,» le retard a pour expression
^z=z nX'P' — AP r=ie{n cos i' — cos 1) zn e\\Jn^ — sin* i — ces i). Ce retard croît avec l'angle d'incidence, car on a
e/A = e ( sin I di — n sin i' dV ) =: e sin ii^di — rfi' ) .
La loi de Descartes sint = n sint' donne d'ailleurs
cos I di 1= n cos t' di ; M. - I. 4
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il en résulte
f. . ./ cosi \ ,. ^ sin£ ,.
t/A z=: e sin I I n m = A 7, ai.
\ /icosr/ ncosi
Le retard a une valeur minimum pour Fincidence normale
Ao = e(/i — i),
et une valeur maximum pour rincidence rasante
Al zzz esjn} — I. ^
Un rayon incident SA éprouve, après avoir traversé la lame, un déplacement latéral
L :--- e Sini I :, riz A r =: -yr
\ n CCS 17 n CCS v ai
Ce déplacement est nul pourTincidence normale et égal à l'épaisseur e de la lame pour Tincidence rasante.
42. — Si la lame e est composée de deux parties différentes juxtaposées d'indices /i' et n", le retard des deux ondes réfractées Tune sur l'autre est la différence A' — A" des retards de chacune d'elles sur Tonde primitive, c'est-à-dire
A = A' — A'' — e{n' cost' — n" cosT). Ce retard croît encore avec Tangle d'incidence, car on a
^K • v^/r ^v\ A sinicosi
rfA =: esmn ar — ar) =: A -7--; =di.
/i /i cosi'cosr
Sa valeur minimum, pour l'incidence normale, est
et sa valeur maximum, pour l'incidence rasante,
Al — e(vV«'^^ — y/V^ — 1).
Le déplacement relatif des deux rayons réfractés qui pro-
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viennent d^un même rayon incident au point d'intersection des deux lames,
- . . ./ I I \ . sin/cosf (i\
L=:esin/cosn — = A -j—^ ^ — -— ,
\ n cos i n CCS i / n nr cosi cos i di
est nul pour Tincidence normale et pour Tincidence rasante; il passe par un maximum pour la condition
43. — Ce dédoublement des ondes réfractées se produit naturellement quand la lame est anisotrope. La différence de marche de deux ondes ordinaire et extraordinaire, qui proviennent d^une même onde incidente, est
A=: e| ^cosi' — :^cosr ).
Comme on a aussi
smi sini' sîni"
on peut écrire
A = esini(coti' — cotT).
Dans ce cas, les rayons réfractés ne sont plus en général dans le plan d'incidence.
Si Ton appelle
e' l'angle de conjugaison d'un rayon, if' l'angle du plan de conjugaison avec le plan d'incidence, /' la longueur de ce rayon dans la lame, a' l'angle qu'il fait avec le plan d'incidence, ^' l'angle de sa projection sur ce plan avec la normale AB à l'onde correspondante,
on a évidemment
sina' résine' sin^',
e — l' cos ol' cos {i' — ?') = /'(cose' ces/*' -f- sine' sin/' coso'). Les valeurs de /', a' et ^' étant déterminées par ces trois équa-
lions, les composantes L'^ et L'^ du déplacement parallèle et perpendiculaire au plan d'incidence sont
L', =:/'langa'.
On pourra ainsi calculer les composantes L| = L, — L", et L2 = L'jj — Lj du déplacement relatif des deux rayons réfractés.
44. Expérience de Monge, — Dans tous les cas, quelle que soit la nature de la réfraction, les rayons à la sortie de la lame sont parallèles aux rayons incidents. Cette remarque permet d'expliquer une expérience curieuse de Monge.
Lorsqu'on regarde un objet S {fig^ 23), de petites dimensions,
Fig. 23.
à travers une lame anisotrope, par exemple un morceau de spath d'Islande, les rayons réfractés restent dans le plan d'incidence si ce dernier est parallèle à l'une des sections principales du cristal. L'œil étant placé en O, on voit l'objet dans deux directions OB' cl OB'', qui correspondent à deux rayons incidents respectivement parallèles SA' et SA". Les deux images S' et S*' proviennent de rayons réfractés A'B' et A"B" qui se sont nécessairement croisés dans l'intérieur du cristal. En faisant marcher un écran M sous la lame dans le sens de la flèche, on intercepte d'abord le rayon SA', puis le rayon SA'; on voit donc disparaître l'image S"' la plas éloignée de l'écran avant l'image S', circonstance qui peut paraître au premier abord paradoxale.
\o. Re lards par réflexion, — Il est utile de comparer aussi, en vue d'applications importantes, la marche des ondes réfléchies
sur la première surface d'une lame avec celle des ondes qui se sont réfléchies une ou plusieurs fois sur les surfaces intérieures. L'onde plane AQ (Jlg* 24)? qui tombe sur une lame isotrope, est concordante avec l'onde réfléchie AQi et l'onde réfractée AC.
Fig. 24.
Pour que cette dernière revienne au point A, dans la direction AC|, après s'être réfléchie sur la seconde surface, elle doit parcourir dans le second milieu le chemin PA' -h A'P^ == 2 e cos i dont la longueur optique est 2 ne cos i'. L'onde réfléchie AQi et l'onde réfractée dans le premier milieu qui correspond à AC| seront ensuite superposées et chemineront parallèlement entre elles. Le retard des deux ondes réfléchies sur la seconde et sur la première surface, qui proviennent d'une même onde incidente, est donc
A = 2 /le cos f' = 2 e v//i* — sin* i.
Ce retard diminue évidemment quand l'angle d'incidence i (et l'angle correspondant i') augmente; il est maximum Au=:2/ie
pour l'incidente normale et minimum A| = lesjfi^ — i pour l'incidente rasante.
On doit remarquer aussi que ce retard A rapporté au vide est indépendant du milieu supérieur et ne dépend que de l'angle î ,
Si l'onde AC| , au lieu de se réfracter immédiatement sur la première surface, s'y réfléchit de nouveau pour se réfléchir encore sur la seconde surface et retourner finalement dans le milieu supérieur, elle aura subi un retard double ou 2 (2/iecosi'). En général, pour un nombre 2 m -H i de réflexions intérieures, le retard sur l'onde réfléchie à la première surface sera
A rz m(2/iecos/').
5i CHAPITRE I.
Le rayon B' S', qui provient d^une réflexion sur la secondesurface, a éprouvé par rapport au rayon AS| réfléchi sur la première
un déplacement latéral
L = B' P' =: AB' cos i=z2e tans; l' cos * = .
n cosr
Ce déplacement est nul pour les incidences normale et rasante. La condition du maximum est
tang'i=r-— =r — ou sin* i:=n\n — ^n^ — i);
le déplacement est alors
et le retard correspondant
A=: ie^ nsjn- — i.
46. Retards par transmission, — Le résultat est le même pour deux ondes qui traversent la lame, l'une directement en subissant deux réfractions, Tautre en subissant deux réfractions séparées par deux réflexions intérieures. On peut supposer, en effet, que Tonde AC| provient d'une onde incidente qui s'est réfractée d'abord sur la face inférieure de la lame, et que cette onde se partage en deux parties, dont l'une est réfractée et l'autre réfliéchie deai fois. Le retard de la seconde serait encore 2 ne cos i' et il serait m {2 ne cos i') pour un nombre 2 m de réflexions intérieures.
47. — Si la lame est anisotrope, le phénomène est plus complexe. En supposant toujours qu'elle soit placée dans un milieu isotrope, une onde incidente AQ donne deux ondes réfractées sous les angles i' et i". Chacune d'elles devrait donner par réflexion sur la seconde surface deux ondes réfléchies, d'espèces différentes, sous les angles i^ et i^^ T, et T^, et toutes les ondes en se réfractant de nouveau à la première surface se retrouveront dans le milieu supérieur sous le même angle i.
Par suite des phénomènes de polarisation, et à moins que U surface inférieure ne jouisse de propriétés tout à fait spéciales
(réflexion métallique), chacune des ondes réfractées ne fournit qu'une onde réfléchie de même espèce. Le retard A' des ondes d'une espèce réfléchies à la seconde surface sur celle qui s'est réfléchie à la première est donc
A =: e ( ^7 cos « 4- TTT ces £j 1 ,
, . . * 1 1 1 • sine sin/' sinr,
qu on peut écrire, par suite de la relation -r^ =z -— - z=z -— -i ,
A' = esin i (cot i' h- cotT, ).
On aurait de même, pour les ondes de la seconde espèce,
A'' = e ( ^ cos i" -h ^ cos r, \ -=^6 sin /' ( cot t' -t- cot T, ) .
48. Double réfraction uniaxe. — Un corps qui cristallise dans le système du prisme droit à base carrée a deux plans de symétrie identiques rectangulaires passant par l'axe du prisme; il constitue un milieu à un axe. Il en est de même pour un rhomboèdre dont la forme cristalline présente des plans de symétrie également inclinés l'un sur l'autre et passant par une même droite.
Dans les milieux à un axe, l'une des ondes se propage avec une vitesse constante V = 6; la nappe correspondante de l'onde caractéristique est une sphère de rayon V = 6, et la loi de Descartes est applicable. Si la réfraction a lieu du vide, où la vitesse de propagation est Vo, dans ce milieu, l'indice de réfraction ordinaire
du milieu est /i' = ~ = -r^ •
La deuxième nappe de la surface d'onde caractéristique est un ellipsoïde de révolution autour de l'axe, dont l'axe polaire est b et Taxe équatorial a.
Quand on étudie la réflexion ou la réfraction à la surface d'un milieu de cette nature, on appelle section principale un plan passant par l'axe et normal à la surface.
Lorsque le milieu extérieur est isotrope, le rayon réfracté extraordinaire reste dans le plan d'incidence, par raison de symétrie, si celui-ci est une section principale; la construction d'Huygens se ramène alors à une iigure plane.
Supposons d^abord que la surface soit parallèle à Taxe.
Si le plan d^incidence est perpendiculaire à Taxe, rinterseclion
de Tellipsoïde caractéristique par ce plan est l'équateur de cette
surface, ou une circonférence de rayon a. Dans ce cas, le rayon
extraordinaire suit également la loi de Descartes et son indice de
réfraction est if=: — • Ces deux valeurs de n! et de n!' sont les
indices principaux du milieu anisotrope.
Si le plan d'incidence est parallèle à Taxe, c'est-à-dire une section principale, l'intersection de Tonde caractéristique par le pian d'incidence est une circonférence de rayon b et une ellipse dont les axes sont b et a, ce dernier perpendiculaire à la surface.
La construction d'Huygens (39), relative à un rayon incident SA {fi g* 25) ou à une onde plane A.Q dans un milieu supérieur
Fig. a5.
isotrope où la vitesse de propagation est V, se réduit à prendre AM = V, à mener la droite MT tangente à la sphère de rayon V, et à mener du point T les tangentes TM' et TM'^ au cercle de rayon 6 et à Tellipse.
Les deux points M' et M'', qui donnent les directions AUP et AM* des rayons réfractés, sont dans le cas actuel sur une même perpendiculaire M"P à la droite AT ou à la surface S, ce qui donne
PM' _ lang^'' PM^ ~ tâng7
— ou n' tangf' = n' tangi'.
La vitesse de propagation V" de l'onde extraordinaire est la perpendiculaire abaissée du point A sur la droite TM"' et l'on a, con-
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formément à la loi générale,
sin I sin i"
celte vitesse est une fonction de l'angle e" ou de l'angle i" que
fait sa direction avec Taxe du cristal.
49. Milieux positifs et négatifs, — Lorsqu'on a a >• A, comme sur la figure, l'ellipse est extérieure au cercle et le rayon extraordinaire AM" est plus éloigné de l'axe AB que le rayon ordinaire AM'; l'inverse a lieu pour a<^b. Tout se passe comme si le rayon extraordinaire était attiré par l'axe dans le second cas et repoussé par cet axe dans le premier.
Pour distinguer ces deux espèces de doubles réfractions à un axe, on dit que le milieu est
attractif ou positif quand a <^ b, n" > n', répulsif ou négatif quand a^ b, n' <i n'.
Le quartz est le type des cristaux positifs, le spath d^ Islande celui des cristaux négatifs.
Dans le spath d'Islande, les axes de l'ellipse sont très diOerents l'un de l'aulre; la double réfraction est donc très énergique et c'est la substance que l'on emploie le plus généralement pour les expériences de cette nature.
50. Vitesses de l'onde et du rayon extraordinaires. — La vitesse de propagation V d'une onde plane extraordinaire est la perpendiculaire abaissée du centre de l'ellipsoïde sur le plan tangent parallèle à l'onde.
En prenant le plan xy perpendiculaire au plan de l'onde et Taxe des x parallèle à Taxe du cristal, l'intersection de l'ellipsoïde et du plan tangent par le plan de figure donne une ellipse
et une tangente MT à l'ellipse {fig, 26).
Soient x étales coordonnées du point de contact M, e Tangle de conjugaison MOP, 8 l'angle de la normale OP à Tonde avec l'axe de cristal, X et Y les coordonnées courantes de la tangente. L'équation de cette tangente peut s'écrire sous les deux formes
y^x ^ Yj^.
Xcose-4-Ysine — V;
il en résulte la condition
6*cose a» sine V
et, en portant ces valeurs de x ely dans l'équation de l'ellipse, ¥"*= 6«cos«e 4- a«sin«e = 6*-t- (<i*— 6*) sin«e.
Fig. 26.
La vitesse de propagation U = OM, suivant le rayon, est
U« = a?» -f- j« = ^-, =: V' H ^^ sin*e cos«e,
ce qui donne
MF = — ^rn — sin 6 cos 0,
et l'angle de conjugaison e est
a} — b^ . ^ , (a«— 6M tance
tange = .,.,, sinO cos6 -=2 -i— ^-
^ V"* 6* -4- a» langue
(n^«—n^«) tange /i'»-+-/i'nang«é
51 . Retard relatif des ondes dans une lame cristalline. — Le retard de Tonde ordinaire sur Tonde extraordinaire, après avoir
traversé une lame à faces parallèles (43), peut s'écrire
^=lei^ cos i' — :^ cos ç" j — e ( m' — a" ),
avec la condition
sini sini' sini"
En supposant que le milieu extérieur soit le vide ou Tair et qu'on prenne
on a d'abord
I — sin* i' I — 6* sin'/
a'* = -n cos* i' =
Soient xy (Jig- 27) la surface de la lame, OA Taxe du cristal,
Fig. 27.
i^ l'angle qu'il fait avec la normale ON à la lame, cp Fangle de la section principale NOA avec le plan d'incidence NOj:, OP la normale à l'onde extraordinaire, 8 l'angle POA. Le triangle sphérique ANP donne
cos 6 = cos^cosr-h sin^'sint^cosç.
Si l'on écrit
V»=a»-t-(6*— a»)cos20 = a'(cos*i*-hsin»£'')-h(^*— a')cos*0, et qu'après avoir substitué à cos^8 sa valeur précédente on rem-
cosi
sini
;ir
place -yi- par vl' et —^tt- V^"^ sine, il vient
(8) I = a'(M'*-h sin't) -f- (6* — a') (m" cos 4^ -t- sin^' ces cp sini)',
équation du second degré dont une seule racine convient au problème physique.
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Lorsque la lame est perpendiculaire à Taxe, ^ = o et il reste simplement
b* 1/"* zz: 1 — a} sin* i.
Lorsque la lame est parallèle à Taxe, t{; = -, et
à^'u"^ — I — ( a* sin' o 4- 6* ces* ç ) sin* i . Dans le cas général, Téquation (8) devient
(a* sin'6-+- b^ co%'^)u''^-\- i{b^ — a*) sint]/cost]/Coscpsinifx'
[a} -\- {b^ — a}) sin*t}/ cos*ç] sin*/ — i = o.
Le terme indépendant de if étant négatif, puisque les quantités 6 et a sont plus petites que Tunité, les deux racines de cette équation sont de signes contraires et la racine positive est la seule qui convienne au problème.
Comme on a
a}{\ — sin*t}/cos'«p) =i a' ces* <}/ ces* «p -h a* sîn*<p,
on peut écrire
(a* siii*^' -H 6*cos-<|;)m''*-+- 2(6* — a*) sin^l/cos^/cos^sinin'
-h |(a*cos'i}/ 4- 6' sin*t}/) ros*o -h a} sin*o] sin'i — i = o.
Si Ton remarque que
(6* — a*)* sin*^' cos*^/ — (a* sin* 4/4-6* cos*tj;)(a* cos*<l 4- 6* sin*t}/) i= — a* 6*,
Texpression comprise sous le radical, en posant
c* z= a} sin*tj; -4- 6* cos*4'>
se
réduit
— a* sin'
sin*i;) —
cos*ç sin*
pa
r suite
sin2i{^
cosï>sin£
sin*çsin*/ —
ces*
sin*i.
52. Des rayons de lumière, — La considération des rayons de lumière est légitime toutes les fois que la partie efficace des ondes est respectée pour tous les points dont on veut déterminer l'état vibratoire. Les propriétés géométriques des rayons, déduites des lois de réflexion et de réfraction, représentent donc les phénomènes réels, sauf cette restriction que l'ensemble des rayons doit former un faisceau assez large et qu'on tiendra compte des effets de diffraction dans certains cas, en particulier pour la formation des images (31).
Les rayons sont dits iso gènes lorsqu'ils partent primitivement d'un même point ou, plus généralement, lorsqu'ils appartiennent à une même onde. Dans un milieu isotrope, des rayons isogènes sont normaux à une même surface, qui est une des positions réelle ou virtuelle de l'onde correspondante. Dans un milieu anisotrope, les rayons isogènes de même espèce sont conjugués de leurs plans tangents à une même surface, qui est également une des positions réelle ou virtuelle de l'onde correspondante.
Un système optique est un ensemble quelconque de surfaces qui modifient par réflexion ou réfraction la direction des rayons lumineux.
53. Retour des rayons, — Une des propriétés les plus simples est ce qu'on appelle quelquefois le principe du retour des rayons.
Un rayon partant d'un point S suivant la direction SA dans un premier milieu subit un nombre quelconque de réflexions ou de réfractions dans des milieux diflerents et aboutit dans un dernier milieu au point S' suivant la direction A' S'. Réciproquement, si un rayon part du point S' dans le dernier milieu, suivant la direction initiale S'A', et subit à chaque surface de séparation des
réflexions ou des réfractions de même espèce que le précédent, il reviendra finalement au point de départ S dans le premier miliea suivant la direction AS. Les deux chemins seront superposés dans toute leur étendue.
Cette propriété est évidente, parce que la réflexion ou la réfraclion sur une surface, quand on se donne l'espèce du phénomène, est indépendante du sens de propagation de la lumière.
54. Théorème de Malus (* ). — Dans des milieux isotropes, un faisceau de rayons iso gènes, c^ est-à-dire partant du même point ou normaux à une même surface S, restent encore normaux à une même surface S' après avoir subi un nombre quelconque de réflexions ou de réfractions.
On peut déduire ce théorème des lois géométriques de la réflexion et de la réfraction en montrant qu'il a lieu pour chaque phénomène en particulier, mais il est évident dans la théorie des ondulations, puisque les surfaces S et S' ne sont autre chose que les positions réelles ou virtuelles d'une même onde, respectivement dans le premier et dans le dernier milieu, à deux époques / et t\ difliérentcs ou non.
Le même théorème s'applique aux milieux anisotropes avec une légère modification.
Si les rayons primitijs sont conjugués d'une même surfaa S, ils restent, après un nombre quelconque de réflexions oi réfractions d'espèces arbitraires, conjugués d'une même sur*
face S'.
Les surfaces S et S' ne sont autre chose que les positions réelle: ou virtuelles d'une même onde dans le premier et le dernier miliei aux époques t et t! ,
53. Théorème de Gergonne (^). — Un nombre quelconque di réjlexions ou de réfractions, pour un faisceau de rayons isogènes, peut être remplacé par une seule opération, réjlexioi
(*) Mali:», Journal de l'École Polytechnique, Cah. XIV, p. i; i8o8. {') Gehoosse y Afin, de Mat/t., t. XIV, p. 129; i8j3.
OU réfractiofiy suivant que le milieu final est identique au milieu primitif ou de nature différente.
Lorsque le premier et le dernier milieu dans lesquels se propagent les rayons sont isotropes, le faisceau est d'abord normal à une surface S {fig. 28), puis normal à une surface S', ces surfaces
Fig. a8.
étant les positions qu'occuperait l'onde respectivement dans les deux milieux aux époques t et t'.
Soient V et V les vitesses de propagation dans ces deux milieux. Traçons pour une époque quelconque 6 la position Se qu'occuperait Tonde S dans le premier milieu et la position Sq qu'occuperait l'onde S' dans le dernier. Les perpendiculaires MA et MA' abaissées sur les surfaces S et S' d'un point M de l'intersection des surfaces Se et Se sont respectivement
MA = V(e — 0, MA= \'{t'- 6).
Le lieu des intersections des surfaces d'onde de même époque est une surface S telle que, si elle séparait les deux milieux extrêmes, l'onde S s'y transformerait par réfraction en une onde S', puisque le temps nécessaire pour que la vibration se propage de l'onde S à cette surface S et à l'onde S' est constant.
Le phénomène unique équivalent à l'ensemble des opérations est une réflexion quand les milieux extrêmes sont identiques.
Le théorème s'applique également aux milieux anisotropes quand on se donne l'espèce des rayons dans le premier et le dernier milieu, avec cette seule difi^érence que les droites MA, MA', qui représentent les rayons, ne sont plus normales respectivement aux surfaces S et Se, S' et Sq, mais conjuguées de leurs plans tangents (37).
Il peut arriver cependant que la surface S ainsi définie ne cor-
responde pas à un phénomène physique réel, lorsque les angles d^incidence ou de réfraction qui en résultent sont supérieurs à un angle droit, mais il suffît de changer le sens de la propagation dans un des systèmes pour retrouver un phénomène réel. En d'antres termes, le théorème de Gergonne permet d'obtenir par une seule opération la transformation des ondes initiales dans les ondes fînales, ou les trajectoires des rayons dans le dernier milieu, sans donner le sens de la propagation.
Supposons, par exemple, qu'un faisceau de rayons parallèles, lA et IB (yîg". 29), soit transformé par un système optique (lentille)
en rayons qui convergent au point O dans le même milieu. Lasur» face S est un plan et la surface S' sphérique.
L'intersection MM' des deux surfaces de même époque 0 est une circonférence ayant pour axe la parallèle aux rayons primitifs menée par le point O, et la surface S sera de révolution autour de cet axe, mais le phénomène physique n'est pas possible. Si ces rayons primitifs marchent dans la direction lA, les rayons réfléchis sur la surface S semblent émaner du point O qui est une 50ttrfe virtuelle; si Ton change au contraire le sens de propagation des rayons primitifs, les rayons réfléchis marchent vers le point O.
56. Des caustiques, — Quand un système d'ondes primitives donne, après un certain nombre de réflexions ou réfractions, des ondes sphériques, les rayons correspondants sont concourants et reproduisent des images nettes, sauf les eflets de diffraction (31). On dit alors que le système optique est aplanétique.
Lorsque les rayons ne sont pas concourants, ils sont tangentsà une même surface appelée caustique. Si l'on mène sur la caustique une courbe tangente à un ensemble de rayons, la distance de deux rayons tangents en des points infîniment voisins est ou nulle on
un infiniment petit du troisième ordre, suivant que la courbe caustique est plane ou gauche. Dans le premier cas, les deux rayons sont concordants en leur point de rencontre; dans le second cas, ils sont concordants sur la droite qui mesure leur plus courte distance. C'est dans ce sens que Ton doit entendre que deux rayons infiniment voisins sont concordants sur la surface caustique.
D'après le théorème de Gergonne, lorsqu'un faisceau de rayons isogènes n'est pas concourant, une seule réflexion ou réfraction sur une surface convenable permettait donc de le transformer en un faisceau concourant et, par conséquent, de rendre le système aplanétique.
S7. Théorème de Sturm (*). — Un faisceau infiniment petit de rayons rencontre deux lignes focales, et ces lignes sont situées dans des plans rectangulaires si le milieu est isotrope.
Considérons les rayons correspondant à une étendue infiniment petite d'une surface d'onde S, au voisinage du point M. Soient ABet GH {fig* 3o) les sections principales de la surface au point M, MO et MC leurs rayons de courbure.
Par un point infiniment voisin M' menons, de même, les sections principales A'B' et CH'; les rayons correspondant aux points M,
Fig. 3o.
M', P et Q sont les normales à la surface d'onde. Â un infiniment petit près du troisième ordre, la normale en P passe par le point C el la normale en Q passe par le point O.
(*) Sturm, Comptes rendus de V Académie des Sciences, t. XX, p. 554, 7^' et 1338; i848.
Quant à la normale en M', elle rencontre, au même ordre d'approximation, la normale PC en un point O' infiniment voisin du point O, puisque les sections principales G'H' et GH appartieonent au même svstèmc, elle rencontre aussi la normale QOen un point C infiniment voisin du point C. L'élément de courbe 00' est situé dans le plan osculateur PMCde la section principale AB; l'élément CC est dans le plan QMO osculateur de la deuxième section principale GH. Ces deux éléments sont donc situés dans les plans rectangulaires, normaux à la surface d'onde.
Les normales aux différents points d'une étendue infinimeot petite de surface d'onde, c'est-à-dire les rayons qui forment un faisceau infiniment petit, rencontrent ainsi, à un infiniment petit près du troisième ordre, deux lignes 00' et CC situées dans des plans rectangulaires normaux à la surface d'onde et passant par les centres de courbure des sections principales de la surface. Lc> lignes 00' et CC sont les lignes focales du faisceau; elles sont situées du même côté de la surface S, ou de part et d'autre, suivant qne les rayons de courbure principaux de la surface S sont de mf^me signe ou de signes contraires.
Si l'une des sections principales AB est dans un plan de symétrie de la surface, ou simplement si l'un des rayons de courbure MC est maximum ou minimum, la droite CC est perpendiculaire au rayon MC.
Si la surface présente deux plans de sjTnétrie ou si les deux rayons de courbure sont en munie temps maximum ou minimam, les deux lignes focales sont perpendiculaires au ravon.
TjCS rayons de courbure Rj et R2 représentent les rayons de deux surfaces d'onde caractéristiques du milieu qui seraient osculatriccs de la surface S, et l'osculation aurait lieu suivant les seclions principales.
Celte remarque permet d'étendre le théorème de Sturm aux milieux anisotropes. Menons une slirfacc d'onde caractéristiques' du milieu, tangente au point M à l'onde S, ce qui est toujours possible, puisque l'onde S correspondant à des rajons isogèaes est l'enveloppe d'une série d'ondes caractéristiques; coupons alors les deux surfaces par un plan parallèle au plan tangent et infiniment voisin. Les indicatrices des deux surfaces sont deux coniques E et E' concentriques {Jig. 3i ^
Les côtés du parallélogramme mené par les points d'intersection sont respectivement parallèles aux axes conjugués communs AB et GH des deux indicatrices.
Le centre de Tonde caractéristique S' est situé sur le rayon (conjugué du plan tangent) qui passe au point M. On peut donner au rayon vecteur R de cette surface deux valeurs R| et R2, telles que la caractéristique E' soit tangente sur le diamètre AB ou sur le diamètre GH à l'indicatrice E de la surface S ; Tonde caractéristique S' est ainsi osculatrice à la surface S suivant les sections AB ou GH par des plans qui comprennent le rayon.
Il suffit alors de répéter le raisonnement qui précède en remplaçant les sections principales par les sections ainsi définies, le rayon MO {fig- 3o) n'étant plus normal à la surface S, mais conjugué du plan tangent. Tous les rayons qui forment un faisceau infiniment petit rencontrent encore deux lignes focales, Tune 00' située dans le plan qui passe par le rayon et l'un des diamètres conjugués AB commun aux deux indicatrices, l'autre CC' dans le plan du rayon et de Tautre diamètre.
Les deux lignes focales ne sont plus dans des plans rectangulaires; chacune d'elles est encore perpendiculaire au rayon quand le rayon vecteur correspondant R passe par un maximum ou un minimum.
Un système optique est dit astigmate (aT{Y[jLa, point) lorsqu'il transforme ainsi les rayons partis d'un point en un faisceau ayant deux lignes focales; les plans qui passent par le rayon moyen et les lignes focales sont les plans principaux d^ astigmatisme.
Réflexion sur les miroirs plans. — Dans un milieu iso
Irope, les rayons partis d'une source S (,/?^. 3a) qui tombent sor un miroir plan P se comportent, après la réflexioD, comme s'ils émanaient d'un point Â symétrique du premier par rapport au miroir et qui en forme une image; un miroir plan est donc aplanéiique (06). L'image Â n'est visible, bien entendu, que dans l'étendue du cône qui a pour sommet le point A et pour base le contour du miroir. L'image d'un objet réel est le symétrique de l'objet par rapport au plan du miroir et virtuelle.
Si l'on imagine que les rayons marchent en sens contraire, c'est-à-dire que le miroir reçoive des rayons convergeant vers le point A, ils iront, après réflexion, converger au point S. Un faisceau de rayons convergents dirigés de manière à former une image réelle en arrière d'un miroir formera donc, après réflexion, une image réelle symétrique de la première en avant du miroir.
Remarquons que le rayon réfléchi MR a tourné de Fangle S^MR que fait ce rayon avec le prolongement MS| du rayon incident; cette rotation est évidemment double de l'angle Q que fait le rayon incident SM avec la surface du miroir.
Quand on fait tourner le miroir d'un angle S, le rayon réflécbi se déplace d'un angle double 2 S.
On utilise cette propriété pour mesurer l'angle des prismes cl. dans la méthode du miroir imaginée par Poggendorfl*, pour évalaer la rotation des appareils mobiles.
39. Deux miroirs plans, — Considérons deux miroirs plans P et Q {fig^ 33) dont les faces réfléchissantes font Pangle
supposons qu'un point lumineux S soit situé dans Tangle o, et
prenons pour plan de figure le plan perpendiculaire à l'arête O d'intersection des miroirs qui passe par la source S.
L'image A par rapport au miroir P est symétrique de S et, par suite, à la même distance du point O 5 l'image B par rapport au miroir Q est aussi symétrique de S. Les trois points S, A et B sont donc situés sur une même circonférence, ayant pour centre le point O.
Fig. 33.
imaginons que les miroirs soient prolongés jusqu'à leur intersection et que les rayons se réfléchissent sur l'un et sur l'autre au voisinage de cette arête; la rotation est 26 pour le premier miroir et 2(0) 4- 6) pour le second. L'angle apparent AOB des deux images A et B vues du point O est donc
c'est-à-dire le double de l'angle supplémentaire des miroirs 5 cet angle apparent est indépendant de l'angle 0 et, par suite, de la position de la source.
Si les rayons émanés de la source S, après s'être réfléchis sur le miroir P, peuvent éprouver une seconde réflexion sur le miroir Q, ce qui exige que la première image A soit en avant du second miroir, la nouvelle image A' sera également située sur la même circonférence.
En supposant encore que ces deux réflexions ont lieu dans le voisinage de l'arête O, le premier rayon, réfléchi dans la direction AO, a éprouvé une rotation 2O et fait avec le miroir Q l'angle o> — 8; à la seconde réflexion la rotation est 2(03 — 0), ce qui
donne pour rotation totale 20-j-2((o — 0) = 2(o.L^angle du rayon doublement réfléchi OR avec le prolongement OS| du rajon incident est donc double de l'angle supplémentaire (o des miroirs et indépendant de la position de la source.
On utilise cette propriété dans les sextants, les cercles à réflexion et les prismes à double réflexion intérieure.
Lorsqu'on a co= -> c'est-à-dire que les miroirs sont à angle
droit, les rayons reviennent sur la direction des rayons incidents.
L'image d'un objet vu par double réflexion, étant symétrique du symétrique de l'objet, est identique à l'objet lui-même et lui est superposable.
Avec deux miroirs à angle droit, cette image est symétrique de l'objet par rapport à l'arête d'intersection.
Lorsque l'angle cp = 7: — o) des faces polies est plus petit qu'an droit, on peut observer ainsi plusieurs images produites par des réflexions multiples, et qui sont toutes situées sur une même circonférence ayant pour centre Tarêle des miroirs.
Les rayons réfléchis d'abord sur le miroir P {Jig. 34 ) donnent
une série d'images A, A', A'', . . ., dans des directions qui font alternativement avec les faces postérieures des miroirs P et Q les angles 8, 6 — 'f , 0 4- aç, . . . , 0 4- (/^ — i)ç. Les rayons réfléchis d'abord sur le miroir Q donnent des images B, B', B'', . . , , dont les directions font avec les faces postérieures des miroirs Q et P les angles ç — 0, 20 — 6, 3cp —0, ..., <7'f — 0. Les images deviennent
improductwes (*) d'Images nouvelles quand elles se trouvent, telles que A'" et B"', dans l'angle P'OQ' opposé à l'angle des miroirs, c'est-à-dire quand Tune des directions considérées correspond à un angle supérieur à it — cp ; on doit donc avoir
TT^O-i- {p — O^P^t: — <p,
Tt^^tp — O^lt (p.
11 en résulte que le nombre total ^^= p-\- q des images est compris entre les deux limites
hi N^ I.
Si l'angle (p est contenu n fois dans la circonférence, on a
et, par suite,
Le nombre des images peut être, suivant les cas, n — i , /i ou /i -+- I . C'est le principe du kaléidoscope.
On voit aisément que, pourcp = o, c'est-à-dire pour des miroirs parallèles, les images sont en ligne droite et en nombre illimité sur une perpendiculaire aux miroirs.
Dans ce cas, en appelant d la distance de la source S au miroir P et D la distance des deux miroirs, les distances successives AB', B'A'', . . . des images situées derrière le miroir P sont alternativement 2(D — rf) et 2rf.
Les images d'un objet sont alternativement identiques à l'objet ou symétriques, suivant qu'elles correspondent à un nombre pair ou impair de réflexions.
60. Miroirs spliériques. — Lorsque la face polie du miroir appartient à la surface d'une sphère de rayon R, les rayons émis par une source A {fig- 35) et qui tombent sur une petite étendue de miroir au point M forment après réflexion un faisceau qui rencontre en général deux lignes focales (57).
(») Bertin, Ann, de Chim. et de Phys.f [3], t. XXIX, p. 267; i85o.
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Si Ton prend pour plan de figure le plan qui passe par le rayoD moyen AM du faisceau considéré et le centre O de la sphère, Tuoe des lignes focales est perpendiculaire au plan de la figure, par raison de symétrie, et l'autre dans ce plan.
Tous les rayons qui ont le même angle d^incidence i forment un cône circulaire autour de la droite AO, ou de l'axe du point A, et les rayons réfléchis forment un cône circulaire de même axe dont le sommet est en A|.
Fig. 35.
L'une des lignes focales est donc une droite A| A'. La seconde ligne focale est perpendiculaire au plan de figure et passe par le point de rencontre A2 des rayons MA2 et M' A3 réfléchis en deux points infiniment voisins. L'enveloppe de ces rayons réfléchis est la caustique par réflexion.
Pour déterminer la position du point A|, nous appellerons a et «1 les distances OA et 0A|, b et b^ les distances MA et RLAi, ti> l'angle MOC, a et ai les angles MAC et MA|C. On a, par les triangles MOA et MOA| ,
a sini
S]na>
sina R
siiu
il en résulte d'abord
sincu sina, ' b,'
La projection de ces différentes droites sur le rayon MO donne
R — bcosi — a cosw -. bx cosi: -r ax costo,
d'où, en éliminant les longueurs b et b% ou a et a^ entre les
équations (2) et (3),
tti a K
I I 2 cos i
On déduit aussi des équations (i) (6) ftsinazr: 61 sina|= Rsinto.
Les distances ai et 6| diminuent avec l'angle w, c'est-à-dire à mesure que le rayon incident se rapproche de Taxe AO. Leurs valeurs limites a' et 6', correspondant à w = o, donnent
elles déterminent un point A' qui est le foyer conjugué ou y image du point A pour les rayons voisins de Taxe. On a d'ailleurs
â^'"â"" R et, par suite,
Quand on fait a = oo, c'est-à-dire quand les rayons sont paral-
lèles à l'axe, les distances a' et 6' ont pour valeur commune F = — • ' ^ 2
Le point de concours K des rayons réfléchis, ou le foyer principal, est au milieu du rayon et sa distance au point C, ou la longueur focale F du miroir, est la moitié du rayon.
61. — Pour trouver le point A2, nous remarquerons qu'en considérant les variations des difliérents angles, quand on passe de M en M', et appelant p la distance MA2, le triangle M'A2M, où le côté MM' ^st égaj à Rrfo), donne
R <ia) dix di 4- cfo)
p cos{i-h di) cosi
D'autre part, on a par les relations (i)
R cos idi m a cos idiz=za cos a ( ûfo) — di).
En éliminant le rapport ^ entre ces deux équations, il vient
ou
R cos i
a cos a
b — R cos i
Rcosi 4-acosa
p ' b Kcosi
et, en comparant avec Téquation (5),
I I 3 / I .\ a sin*ï
p o, R \cose / R cosi
Pour t = o, on a p = 6' = R — a' ; le foyer conjugué A' est ud point de rebroussement de la caustique.
62. — Les miroirs spliériques ne sont donc pas aplanétiques, ce qui était évident a priori, puisque le miroir qui ferait convei^er en un même point A' tous les rayons primitivement émis par le point A est la surface d'un ellipsoïde de révolution ayant pour foyers les points A et A'.
Pour des sources très éloignées, le miroir aplanélique doit avoir une section parabolique.
On appelle aberrations de sphéricitéles erreurs de convergence des rayons réfléchis au foyer conjugué. Uaberration longitudinale est la distance
/=-: VAjzzzai — a';
l'aberration latérale est la distance
X=i A'A''— /tanga^,
déterminée par la rencontre du rayon MA, avec la perpendiculaire à Taxe au point A'.
Les aberrations sont dites principales lorsque la source est très éloignée ou les ondes incidentes sensiblement planes. En remplaçant dans le dernier terme de l'équation (7) le produit a^d parF^, on voit que les aberrations principales sont
/ .- F(l — COSd)),
X =: /tang2a) z:^ F(i — coscd) tangaco.
Les miroirs sont habituellement formés par une calotte sphérique. U' axe principal est la droite qui joint le centre O de la sphère au milieu de la calotte.
Les images fournies par les miroirs sphériques ne sont bonnes que si, l'ouverture angulaire du miroir étant très petite, les rayons restent peu écartés de Taxe principal; pour toute autre direction, les aberrations sont sensibles et dissymétriques.
63. — Quand on néglige les aberrations, les formules se simplifient. En appelant / et y les distances CA et CA' {Jig* 36) du
Fi g. 36.
miroir à un point A situé sur Taxe principal et à son image A', la relation (5) devient
ce qu'on peut écrire
Si l'on appelle cp et cp' les distances KA et KA' du foyer principal au point A et à son image, on a
Substituant ces valeurs dans l'équation (9), il reste simplement
(10) cpcp'izzF».
Les équations (9) et (10) sont les expressions que Ton donne habituellement à la formule des miroirs; nous n'insisterons pas sur leur discussion.
64. — Quand un objet AB est perpendiculaire à Taxe principal, son image A' B' est située sur une surface qui coupe cet axe nor-
malement; Timage peui aussi, dans les limites indiquées, être considérée comme plane et perpendiculaire à l'axe. Le foyer conjugaé B' du point B se trouve sur trois directions remarquables : l'axe secondaire BO relatif au point B, le rayon réfléchi MK qui passe par le foyer principal et provient d'un rayon BM prîmitivemeDt parallèle à l'axe principal, le rayon M'I? réfléchi parallèlement à l'axe et qui provient d'un rayon BM' passant par le foyer. On utilise deux quelconques de ces directions pour construire géométriquement les images.
Si l'on appelle I et V les grandeurs de l'objet AB et de son image A'B' et qu'on les considère comme positives ou négatives, suivant qu'elles sont comptées au-dessus ou au-dessous de l'axe, on a, d'après la figure et en tenant compte de l'équation (2),
-r _ «' _ / 1 ~ a ~ /' ou •
Le rapport -=- est le grossissement de l'image. On peut écrire aussi, d'après les équations (9) et (10),
izl _ /nf _ ?' _ F _ _JL. -4 /Z I ~ F ""F "" cp ""/—?"■ V ?*
Enfin Téquation (6), qui se réduit k/aL=/'a!^ a! désignant la valeur limite de l'angle ai, donne encore
(12) Ia-i-ra'=:o.
Ces différentes expressions se généralisent pour le cas d'un appareil optique quelconque.
60. Réfraction sur une surface plane. — Deux milieux isotropes étant séparés par une surface plane S {fig» 87), les rayons partis d'un point S dans le premier milieu qui se réfractent sur un élément de la surface S forment encore un faisceau qui a deux lignes focales.
Le plan mené par le rajon moyen SM normalement à la surface
S est un plan de symétrie; Tune des lignes focales est perpendiculaire à ce plan et l'autre située dans ce plan.
Soient A la distance SQ du point S à la surface, i l'angle d'incidence du rayon SM, r l'angle de réfraction du rayon correspondant MM' et n l'indice de réfraction du second milieu par rapport au premier.
Fig. 37.
Tous les rayons qui ont le même angle d'incidence i appartiennent à un cône circulaire autour de la droite SQ, dont l'angle au sommet est 2£; les rayons réfractés forment un cône circulaire de même axe, dont l'angle est 2 r et qui a pour sommet un point C.
En appelant p et/7 les distances SM et CM, on a
QM =: p sin t = /? sin /' 1= — sin /,
p = np =
nh
cosi
La distance CQ = k est
, , /icosr , s/ri^ — sin'/ k i=pcosr = h :- = h- : — •
cosi
cosi
Cette distance esf minimum et égale à nh pour l'incidence normale; la ligne focale CC| qui passe par le point C est normale à la surface S.
Pour avoir la position O de la seconde ligne focale, qui est perpendiculaire au plan de la figure, nous considérerons un rayon SJÎ infiniment voisin du premier. Les variations di et dr des angles d'incidence et de réfraction satisfont à la relation
(i4) cosidizzz ncosrdr.
Appelant q la distance OM , les triangles SMN et OMN donnent
MN _ P
di
COSl
MN dr q cosr
/»n«; t fil
— — — rft<; r //r
cos- 1 ces* r
et, en tenant compte de l'équation (i4))
, ^, cos'r p /i' — sin'i
(i5) Ç = np
cos*t n cos'/
Les deux lignes focales ne sont sensiblement à la même distance p = q = np du point M que si les angles i et r sont extrêmement petits. Une surface plane n'est donc pas aplané tique par réfraction et ne donne de bonnes images d'un objet que pour des rayons très voisins de la normale.
Comme le rapport
d(i — /•) cosf
di n cos r
est toujours positif pour n > i et augmente avec la valeur de «, la réfraction i — r du rayon croît avec l'angle d'incidence et d'autant plus rapidement que le rayon est plus écarté de la normale.
66. Prisme. — On appelle prisme en Optique un milieu terminé par deux plans S et 2' {Jig> i'])- La droite d'intersection de ces plans est Varête du prisme, l'angle du dièdre qu'ils forment est V angle du prisme et la section droite du dièdre est la section principale du prisme.
En outre, le milieu est habituellement limité par une face Bff parallèle à Taréte A, qu'on appelle la base du prisme, et par deux sections perpendiculaires à l'arête.
Considérons un point lumineux S et supposons que les rayons
sont très peu écartés de la section principale menée par le point S, que nous prendrons pour plan de figure.
Pour un faisceau incident SMM' don t^ le rayon moyen est dans le plan de la figure, la seconde réfraction donnera encore, par raison de symétrie, une ligne focale perpendiculaire au plan de figure située en un point O' et une ligne C'Gj située dans ce plan.
Soient e la distance MM', / et i les angles du rayon MM' et du rayon réfracté correspondant M' S' avec la normale à la face de sortie S'. On obtiendra la distance WC! = p' en remplaçant dans les
équations précédentes p par/? -j- e et /i par -j ce qui donne
La distance q' = M' O' s'obtiendra, de même, en remplaçant p par q -{-z^ n par -j i et r par r' et i'\ il en résulte
, q-\-z cos*t' cos'r cos**' e cos-/'
q rzz ~ -, ■=. p 1 •
n cos*r ^ cos*t cos*r' n cos'r'
Lorsque la distance e est très petite par rapport à la distance p, c'est-à-dire quand la réfraction se fait au voisinage de l'arête du prisme, il reste sensiblement
On voit par le triangle MM' A' que la somme des angles r -h /' est égale à l'angle A du prisme.
67. Déviation du rayon, — Le rayon a tourné de l'angle i — r à la première réfraction et de l'angle i! — /•' à la seconde. La déviation D du rayon réfracté M' S', par rapport au prolongement MSi du rayon incident, est donc
Le rayon émergent se rapproche ou s'éloigne de la base du
cos'r
ces'/'
cos* i
ces* /•'
■ .-..^Aiiau.:.^.^....
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prisme suivant que l'indice de réfraction relative n est plus grand ou plus petit que l'unité.
Lorsque les angles i et i' sont assez petits pour qu'on puisse remplacer la loi de réfraction par la relation simple £= /ir, ce qui suppose que Tangle A est également très petit, la déviation
Di_(/i — i)(r -+-/•') - (/i — i)A
est indépendante de Tangle d'incidence et proportionnelle à Pangle du prisme.
D'une manière générale, la déviation dans un prisme est une fonction symétrique des angles i et i ou des angles r et r' correspondants. Comme la somme r-i-r' est constante, cette déviation passe par un maximum ou un minimum quand les angles r et r
sont égaux entre eux et à — ; le rayon intermédiaire MM' est alors
perpendiculaire au plan bissecteur de l'angle du prisme. Des relations
isini r3 n sinr, smr = nsinr j
on déduit, par addition,
, i-\- i i — i . r-h r r — r sin cos = n sin ces y
équation que l'on peut écrire sous la forme
. A-^D sm
cos
n sm —
Le second membre de cette équation passe par une valeur minimum égale à l'unité pour i = i'] car, si l'angle i est le plus grand des deux angles i et i', on a (65)
et, par suite,
L'égalité des angles i et i^ (ou /- et /•') correspond donc à un minimum de déviation.
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Il en serait de même pour /i < i , la déviation étant comptée de l'autre côté du rayon incident.
Pour le minimum de déviation, les équations (i6) donnent q'z=p' z=i^'^ l'angle apparent de deux points voisins situés dans une section principale reste le même après la réfraction, et le prisme constitue un système aplanétique. L'image d'un objet de petites dimensions apparentes est alors la même que si les rayons s'étaient réfléchis sur un miroir plan passant par l'arête et perpendiculaire au plan bissecteur de l'angle du prisme.
Il y a des cas où les aberrations d'un prisme n'ont pas d'inconvénient grave. Si l'objet est, par exemple, une fente recliligne parallèle à Taré te du prisme, on obtiendra encore une image nette en observant la ligne focale O' parallèle à l'arête du prisme, laquelle est toujours à la même dislance p que la source.
68. — Les prismes sont souvent utilisés pour déterminer l'indice de réfraction de la matière qui les constitue.
Dans le cas général, on peut mesurer l'angle A du prisme et les angles i et /', ou remplacer l'une de ces dernières mesures par celle de la déviation D qu'il est plus facile d'observer.
Le calcuLde l'indice peut se faire alors de plusieurs manières. Si l'on élimine, par exemple, l'angle rentre les équations (17), après avoir remplacé r' par A — r, on obtient
sini'-r- sin« cosA\* sin^/ -f-sin*i'-h asinif sini' ces A
n} =: sin't 4-
sinA / sin'A
Pour le minimum de déviation, l'expérience se réduit à la mesure des angles A et D, car on a simplement
sm
sm —
69. Prisme à gaz. — Lorsque l'indice de réfraction diffère très peu de l'unité, si l'on pose n =: i -h [a, l'équation
sin« = (1 -h |jl) sinr
donne
UL sm r zn sin i — sin r nz 2 sm ces
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OU sensiblement. la rotation i— r du rayon étant très petite,
/ — rzzz [xtangr.
La réfraction à la sortie donne, de même,
i' — /•'==! [xtangr'j et la déviation est
r^ / /s sinA
D 1 : ix(tang/- -\- tangr ) — {x
ces r cos r' *
cette déviation a pour valeur minimum
^ sinA A
D"|x =:2fxtang-.
cos* —
I^a direction des rayons incidents peut alors varier dans des limites très étendues sans que la déviation change d'une manière appréciable. Lorsque Tangle A, par exemple, est égal à lao*, le produit cos r cos r' ne diffère pas de o,o3 de sa valeur maximam
cos^— 9 quand la direction des rayons incidents fait un angle de
5" avec celle qui correspond au minimum de déviation.
Telles sont les conditions du prisme à gaz.
Cet appareil se compose habituellement d'un tube large, coupé par deux faces obliques à Taxe, que l'on ferme au moyen de lames de verre à faces parallèles; une tubulure latérale permet d'y faire le vide ou d'y introduire un gaz quelconque, dont les conditions physiques, température et pression, sont déterminées. La déviation D donne directement l'excès [x sur l'unité, positif oo négatif, de l'indice de réfraction du gaz par rapport à l'aîr extérieur. D'une manière plus générale, le changement de direction du rayon, d'une expérience à une autre, est simplement proportionnel à la variation correspondante de l'indice de réfraction.
70. Cas généraL — Le problème de la réfraction dans un prisme est plus complexe lorsque le faisceau incident n'est pas perpendiculaire à l'arétc. Si Ton mène par un point des parallèles aux rayons, on voit d'abord que les rayons réfractés à la première surface sont compris dans un cône circulaire autour de la normale N, dont le demi-angle 8 au sommet est donné par la condi-
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tion n sin9 ^^ i . Les rayons ne peuvent sortir de la seconde face que s'ils sont compris dans un cône de même angle autour de la normale correspondante N'. Tous les rayons intérieurs sont silués dans la porlion commune à ces deux cônes. Comme l'angle des normales N et N' est égal à i'angle A du prisme, il ne peut exister de rayons émergents que si l'on a A>>29 ou sin— >■— -
Traçons une sphère de rayon égal à l'unité et menons par le centre des droites parallèles aux difTérenies directions, comptées dans le sens de la propagation; chacune d'elles sera représentée par un point de la surface sphérique.
Soient N et N' {_fig- 38) les normales aun faces d'entrée et de
sortie: le plan NON' représente la section principale, l'arc NN' l'angle A du prisme et 00' l'arête du prisme ; S étant la direction des rayons incidents, S' celle des rayons réfractés, l'arc de grand cercle SN est l'angle d'incidence i, S'N' l'angle i* à la sortie, RN et RN' les angles r et r' du rayon intermédiaire avec les normales aux faces d'entrée et de sortie. Les plans menés par l'arête 00' et les points S, S' et R coupent la section principale aux points P, P' et Q; nous appellerons /i, A' et k les angles SP, S'P eiRQ de ces rayons avec la section principale, x, x' ely les angles CP, GP* et CQ de leurs projections sur la section principale avec la bissectrice OC de l'angle des normales.
En appelant sp l'angle SNN', les triangles sphériqiies rectangles SNP et RNQ donnent les relations
sini-
sin/j
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c'est-à-dire
(i8) sin/j = /i sin^.
Comme le plan NON' pour la première réfraction est un plan quelconque passant par la normale Nà la surface, il en résulte le théorème suivant ( * ) :
Théorème I. — Les angles des rayons réfléchi et réfracté avec leurs projections sur un plan normal à la surface de séparation de deux milieux suivent la loi de réfraction.
Les triangles rectangles S'N'P' et RN'Q donnent, de même,
sin/i'=: /isinA*;
Théorème II. — Dans un prisme, le rayon incident et le rayon émergent sont également inclinés sur la section principale.
Les angles de ces deux rayons avec Taré te sont respeclivemeot complémentaires des angles h et //', c'est-à-dire égaux entre eux.
Le rayon réfracté deux fois dans le prisme se comporte donc comme s'il s'était réfléchi sur Taréle du prisme ou, plus exactement, sur un plan passant par cette droite.
La direction du rayon primitif étant déterminée par les angles h et x^ si Ton représente par 2 a l'angle A du prisme, les mêmes triangles donnent
cos/— j cos/t cos(a-i-x)y
cos /• ^- cos A* CCS ( flr -H r ; ; (19) {
ces r' -- CCS A ces {a — y ) ,
cosi' = cos/icos(a H-- ^').
En tenant compte de l'équation (18) et de la loi de réfraction, on peut ainsi déterminer successivement les angles 1, r, v, r', / et x'.
(') Bravais, Journal de l'École Polytechnique y t. XVIII, p. 79; 1845,
On a aussi
d'où
tang ( a -h or ) = tan g i cos o, tang(a -\- y)^i tangr cos^,
tang(a-Ha:) tang« _ /icosr
tang(a-|-/) tangr cos«
et, en tenant compte des équations (19),
sin(a-|-j?) ncosk i/n^ — sin-h
f 20 ) =1 nn *
sin(a-Hj') cosA cosA '
on obtiendrait de même
sin(a-|-J7') n ces k sin{a-hx)
sin(a — /) cosA sin(a-i-j^)
Tant que l'angle h est très petit, on a sensiblement
sin(aH-a7) sin(a-\- x')
sin{a -^ y) sin(a — y)
Dans ce cas, la loi de réfraction s'applique aux projections des rayons sur la section principale et l'angle x' ne dépend que de l'angle x. Lorsque les rayons incidents sont situés dans un plan parallèle à l'arête, les rayons émergents qui leur correspondent sont aussi sensiblement dans un même plan.
La déviation D du rayon est représentée par l'arc de grand cercle SS'. Le triangle isoscèle SO'S' donne
sin — 1= ces n sin •
Pour une valeur donnée de A, cette déviation est une fonction symétrique des angles x et x' et, par suite, des angles i et i'. Elle est minimum quand j? = ^, c'est-à-dire y = o, ce qui donne
avec la condition
sin — =z cosn sm J7,
. , , ncosk .
s\n(a -{-x) z=i — sin a.
cash
Réflexions intérieures, — Considérons un prisme à base
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polygonale dont les angles successifs sonl A|, A3, A3, . . ., et supposons qu^un rayon situé dans la section principale éprouve entre rentrée et la sortie une série de réflexions intérieures ; soient 1 et r les angles d'incidence et de réfraction sur la première surface, r' et i' les angles analogues à la sortie. Si r^ est l'angle dHneidence à la seconde surface où se fait une première réflexion, ce rayon fait
avec la surface l'angle - — r, et éprouve une rotation
Les angles d'incidence relatifs aux réflexions suivantes étaol ^2, ^3, ..., la déviation totale du rayon émergent a pour expression
ou, s'il y a /? réflexions intérieures,
D — £ -+- i'-hpT. — [2SriH-r-h r'].
Or on a successivement
ce qui donne
2Sri4- r H- r' = A, -4- A,-h. . .-+- Ap=2A, B = i -h i' -h pr. — SA.
Lorsque tous les angles dièdres sont égaux, on a
Dans ce cas, les angles r, rj, r^^ ... sont égaux entre eux, ainsi que les angles r<, r3, /•5, . . . .
Si le nombre des réflexions intérieures est impair, Fangle H est d'ordre pair et égal à r; les angles i et /' sont aussi égaux entre eux, et il reste simplement
D = 2I4-/?t: — (^ -hi)A.
La déviation est indépendante de la nature du prisme et de la nature de la lumière; elle est la même que si le rayon éprouvait une seule réflexion sur une surface plane P parallèle aux arêtes, et faisant un angle (f avec la face d'entrée.
L'angle du rayon incident avec ce plan est f -h « , ce qui
donne la condition
D =2( cp-4-« j=z2«4-/?'ic— (/?-M)A,
La direction du plan fictif de réflexion est donc indépendante de la direction des rayons incidents.
Le prisme se comporte alors comme un miroir, et cette propriété est indépendante de la direction de la lumière. En efl'et, pour une seule réflexion, si la projection du rayon incident sur la section principale fait avec la normale à la face d'entrée l'angle a + ^, la projection du rayon réfléchi à la seconde face fait avec la normale comptée vers l'intérieur du prisme l'angle a — y^ la valeur de y étant donnée par l'équation (20), et avec la normale à la troisième face l'angle 2a — (a — y) = a-^y] par suite, l'angle d'émergence sera le même a-h:r que l'angle primitif, et ces deux directions seront également inclinées sur le plan P. Comme, d'autre part, les rayons incident et émergent font le même angle h avec] la section principale de part et d'autre, tout se passe comme s'il y avait simplement réflexion sur un plan P. Il en serait de même pour un nombre impair quelconque de réflexions intérieures.
Avec un prisme dont la section est un triangle isoscèle, par exemple, le plan fictif P de réflexion unique est parallèle à la base; car on a, pour /> = i ,
cp :=: A.
En choisissant l'angle A et la direction des rayons incidents de manière que la réflexion soit totale, on obtient ainsi l'équivalent d'un miroir dont la surface réfléchissante est inaltérable et qui donne beaucoup d'éclat aux images. Ces prismes à réflexion totale sont très souvent utilisés.
Si le nombre des réflexions est pair, l'angle r' est d*ordre impair et égal à /'< ou A — r. La déviation D est alors une fonction symétrique des angles i et i' , ou des angles r et r' dont la somme est constante, et cette déviation passe par un minimum pour r=H; elle dépend de l'indice de réfraction et, pour un même rayon incident, varie avec la couleur de la lumière.
73. — Dans un prisme dont la section est un triangle équilatéral, par exemple, A = -■' La déviation pour un nombre pair de réflexions prend les valeurs suivantes
elle correspond à des directions pour lesquelles les différentes couleurs, issues d'un même rayon de lumière blanche, sont séparées les unes des autres.
Pour un nombre impair de réflexions, on a
les directions correspondantes donnent un rayon blanc.
74. — Supposons encore, dans le cas de deux réflexions, que les angles A^ et A3 soient égaux ^ on déduit des relations (ai"^
Tj-h r'= A, ou
/• -+- r' iiT 2 A I — Aj.
Si l'on a 2 A| = Aa, c'est-à-dire si le second angle est le double du premier, il en résulte r -h r'= o, par suite i + i'= o, et la déviation est
D = 2ir — (2A1-4- Aj).
Cette déviation est constante et égale à l'angle B que font entre elles les faces d'entrée et de sortie.
Un prisme ainsi constitué équivaut encore, par réflexion double,
à deux miroirs plans (59) dont l'angle w est égal à — ; les images
sont identiques aux objets et la déviation est indépendante de la direction des rayons incidents.
75. Lame à faces parallèles, — Pour obtenir la réfraction produite par une lame à faces parallèles d'épaisseur e (Jig' Sg), il suffira, dans les calculs relatifs à la réfraction par un prisme, de faire A = o et, par suite, /'= i et r^ ^= r.
Fig. 39.
La source étant en S, l'une des lignes focales est perpendiculaire à la lame et située en C; l'autre ligne focale O' est perpendiculaire au plan moyen de réfraction du faisceau, et l'on a
f\i\iit I . ^ ces*/
n ces*/*
La distance des deux lignes focales O' et C! sur le rayon émergent est
GO-=p'-q'=-(.-
ces' i ces*/'
71 ces r
ces' i cos*/*
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Cette distance est très petite pour les lames peu épaisses, de sorte que les ondes émergentes sont sensiblement sphériques. La distance k' de la ligne focale O à la face inférieure est
, , , , . ces i , cos i
k'=z (k-^e) =ih-he >
ncosr ncosr
ce qui donne, pour la distance de la source S à la ligne focale C.
SC'=h-he--k'=ze(i- -^^^).
\ ncosr/
Le déplacement latéral du rayon a pour expression , comme on Ta vu déjà (41),
w . ,. . sin(f-— r) . ,/ cosi \
L = ÊSin(i-— r) = e — ^ = esini{ i i ;
cosr \ ncosr/
on en déduit
cos* i
esinij /i* — sin*t
équation qui permet de déterminer Tindice de réfraction n par h mesure des quantités e, L et i.
Supposons encore qu'après s'être réfractés sur la face supérieure de la lame les rayons se réfléchissent sur la face inférieure pour retourner dans le premier milieu par une nouvelle réfraction.
La ligne focale de première espèce C, fournie par la première réfraction, est à une distance de la face inférieure égale à A* -f-e; son image par réflexion est à une distance de la face supérieure égale à A* + 2e et la réfraction la ramène à la distance
, , ^ cos i , cos i
{k-h 2e) izz A -+- ae
ncosr ncosr
La distance de la source S à cette figure focale C| est
en II. ^^S*
SGi =: 2 A h e
ncosr
La direction des rayons est la même que s'il n'y avait qu'une seule réflexion sur un miroir fictif situé dans la lame à une pro-
f. j COS£
fondeur e •
ncosr
La ligne focale C se trouve à la distance np du point M, i la
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distance np + e du point M', et sa distance au point M'' où le rajon réfléchi revient à la face supérieure est n p H- 2 £ ; après la nouvelle réfraction, cette distance devient
CiM*' = - (np 4- 2e) i:^ p 4- 2 — /i ' ^ n
Pour les lignes focales de seconde espèce, la distance OM' est 9 -f- e; son image par réflexion est à la distance (jr -h 2 e du point M"; après la nouvelle réfraction, la distance de cette ligne focale 0^ au point M'' est
i-. »«» / s cos'i e cos-f
0,M'' = (ûr -i-2e) — =zp -h2 r- .
^ ncos*r ^ n ces'/*
La distance des lignes focales 0| et C| est donc
ry r^ e / ces* A e r cos*/n
Cl Oi = 2 - I 5- = 2 I r- >
c'est-à-dire double de celle qui correspond aux rayons transmis.
Tel est le cas des miroirs ordinaires formés par une lame de verre étamée ou argentée sur sa face postérieure. Les images ne sont sensiblement aplanétiques que pour des rajons très voisins de la normale.
Ces miroirs donnent aussi, surtout quand on les observe très obliquement, une série d'images différentes : la première est faible et provient des rayons réfléchis sur la face antérieure, la seconde très brillante est fournie par réflexion sur la face métallique; les suivantes, qui sont de plus en plus pâles, sont formées par des rayons qui ont subi un nombre impair de réflexions sur les deux faces de la lame.
76. Dispersion de la lumière. — Lorsque la lumière émise par la source n'est pas homogène, les difl*érentes couleurs qui correspondent à des valeurs particulières de l'indice de réfraction n se séparent ou se dispersent dans la réfraction sur une surface et, à plus forte raison, dans leur passage au travers d'un prisme.
Si l'on prend comme source une fente S parallèle à Tarête du prisme, les images de la fente correspondant aux lignes focales O' et relatives aux difliérentes couleurs sont d'autant plus distinctes
les unes des autres que la fente est plus étroite; la lumière est étalée en spectre. La déviation est généralement croissante ponr les couleurs disposées dans Tordre suivant : rouge, orangé, jaune, vert, bleu, indigo et violet.
Remarquons d'abord que, si l'on observe dans le plan des lignes focales O', le spectre ne sera bordé nettement sur les côtés perpendiculaires à la fente que si le prisme est au minimum de déviation pour les couleurs considérées, quoique les lignes parallèles à la fente soient toujours très distinctes.
Il est important d'examiner dans quel cas la séparation des couleurs par un prisme sera la plus complète.
Pour un angle d'incidence i donné, si n et n-hdn sont les indices de réfraction relatifs aux longueurs d'onde X et X -f- Jk, i' et i'h- 8t' les angles des rayons émergents avec la normale à la surface de sortie S', le changement de déviation 8D, quand on passe d'une longueur d'onde à l'autre, est St'.
Les relations (17), avec la condition
Xz=:zr-{- r', donnent alors
o — dr -]- dr\
o ■:— n ces r dr -f- sin r dn,
cosi' Si' 1= n CCS r' dr' -h sin r' dn.
On en déduit
cosr
tCOS^
ces /•
i' 8t' z= ( sin r 4- sin r' 7 ) dn
\ cosr/
( 22 ) an =- a/'= -^"-^ dn,
ces r ces f' expression qui devient, pour le minimum de déviation,
. . sin — ^ siiiA , 2
oD -—- . an rz: 2 — : dil.
ces
— i / I — /l'sin' — i/i — /i*sin* —
On voit que, dans le cas général, Vangle de dispersion 8D de deux couleurs voisines n'est pas indépendant du sens dans lequel
la lumière traverse le prisme^ cet angle de dispersion est d^autant plus grand que Tangle A du prisme est plus grand (à la condition toutefois que les rayons ne subissent pas la réflexion totale) et que le produit cos/*cost' est plus petit.
Comme l'angle /* est inférieur à - si /? > i , la condition du
maximum de dispersion serait réalisée pour i = -t c'est-à-dire
pour la réfraction rasante à la sortie du prisme.
Toutefois la pureté des images diminue alors par suite des phénomènes de diffraction (31), parce que, pour un même faisceau incident, la largeur du faisceau émergent diminue quand on se rapproche de Tincidence rasante.
Si L est la largeur, perpendiculairement à Tarête, de la surface S du prisme utilisée par le faisceau incident, \J la largeur correspondante de la surface de sortie, la largeur du faisceau dans
le prisme est
Lcosr = L'cos/'
et celle du faisceau émergent est L'cos/'. En recevant ce faisceau sur un appareil optique, Tangle apparente, dans le plan de dispersion, de rimage d'un point ou d'une fente infiniment étroite est en raison inverse de la largeur du faisceau, et l'on peut écrire
^ ,., eL' sin A ,
ai =^ —. an .
L' ces i' k cos r
La séparation des différentes couleurs est d'autant plus parfaite
di' que le rapport — est plus grand; il faut donc que le rapport
L'sinA L sin A . ,
■ ou 7- ait une valeur maximum.
ces/* cosr
On retrouve ici la propriété générale du retour des rayons, car pour un faisceau dont le trajet est déterminé le résultat est indépendant du sens de la propagation.
Pour un prisme donné, la condition la plus avantageuse correspond à la valeur maximum de l'angle r ou de l'angle z*', c'està-dire à rincidence ou à la sortie rasante.
Cependant on est bientôt arrêté dans la pratique, quand on cherche à s'approcher de cette limite, parce que les défauts des surfaces et de la matière du prisme ne tardent pas à déformer les
images et à faire perdre le bénéfice que Ton pourrait trouver dans Taccroissement de dispersion.
Dans la plupart des cas, il est préférable d'utiliser le prisme ao voisinage du minimum de déviation. C'est alors que les défauts des surfaces ont le moins d'inconvénients et que les rayons parcourent dans l'intérieur du prisme le moindre trajet. Comme le système est en outre aplanétique, le réglage est plus facile, surtout si l'on prend plusieurs prismes successifs, disposés dans le même sens, pour ajouter leurs dispersions.
77. Systèmes de prismes. — Supposons qu'un faisceau de rayons traverse une série de prismes parallèles. Désignons parles indices i , 2, 3, • . . , /n les quantités relatives aux prismes successifs, par af l'angle de la face de sortie du premier prisme avec la face d'entrée du second et, de même, par a2, aj, ..., a^^^ les angles analogues pour les prismes suivants.
La déviation du rayon est la somme des déviations produites par chacun des prismes et peut s'écrire
D ~ 2(e -+- e'— A) = 2:(/-h «*') — SA. Les relations
donnent, par addition des termes membre à membre, par suite,
D=z£,4- l;n 4- 2a— SA.
Si l'ensemble des prismes constitue un système de forme in' riable, la déviation est encore minimum pour la condition
(24) dii ^-di,nZi:^ o,
et l'on
déduit
des
éqi
iations (2
dr.
di^
dh
\ dV^.,
dim
D*aulre pari, on a, pour chacun des prismes,
dr 4- dr' =: o,
ces i di zzz n ces r dr,
cos i' di' =1^ n ces r' dr' ;
, ^^ cosi ,. côsi' ...
(26) di-i .di'zzzo,
cosr cosr
cos /* cos î'
En désignant par /le facteur — -: , , on obtient ainsi succes-
° r • çQgj cosr
sivement
û^^i 4- /i ûf/i = o,
dii-^ fidi^ z=o,
ou, en tenant compte des équations (24) et (aS),
dii=fidiiy dii=fidiiy
il en résulte
(27) ^—f\flfi"Jm'
Telle est la condition du minimum de déviation dans le système ; cette équation (27) permettra de déterminer l'angle d'incidence initial e'i correspondant en fonction des données du problème.
Si les dimensions du système de prismes sont négligeables par rapport à la distance de la source, la ligne focale de première espèce C se trouve toujours à la même distance /> = p que la source; la distance q de la ligne focale de seconde espèce O s'obtient, d'après l'équation (16), en multipliant p par le produit des carrés des facteurs f pour le passage dans les prismes successifs. Ce produit étant égal à l'unité, d'après l'équation (27), il en résulte
Le système des prismes est donc encore aplanétique pour le minimum de déviation.
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Si tous les prismes sont identiques et tous les angles a égaoi entre eux ou, plus généralement, si le système est sjmétriqoe par rapport à un plan médian parallèle aux arêtes, il est évident que les rayons doivent traverser normalement le plan de symétrie pour le minimum de déviation.
78. — Dans le cas de deux prismes, la condition (27) du minimum de déviation se réduit à
La dispersion du premier prisme est (76)
sinAi ,
ùi. ^ -, an*,
* cosricosfj
La dispersion dans le second prisme se compose du terme analogue ; — ^-^drtty auquel on doit ajouter le changement de
COS /'j COSiâ
déviation produit par la variation di^^ —T^i[ de l'angle d'incidence, c'est-à-dire, d'après l'équation (a6^,
I ^., rose, ces/-', sinAi , --ôi-=z rf- -,aniy
f^ * COS/'j COSIj COSTiCOSÏ!
de sorte qu'à la sortie du système la dispersion des deux rayons
considérés est
^rx ï / • 4 ^ cos/jcosr, . 4 . \
oDi=: ., sinA*a/i,H n-smAja/i, ).
cosrjCOstj\ " cosr, cosii /
Si les deux prismes sont identiques, ils constituent ce que Thollon (*) appelle un couple; le minimum de déviation a lien quand le rajon intermédiaire est perpendiculaire au plan bissecteur de Tanglc a des faces en regard. Dans ce cas, les conditions
. , . , . I /» ces I. cos ri ,
il = i, et f , = fo montrent que le facteur i = 1 et la
* * ^ cosr|Cos«,
dispersion est
^_^ 2 sin A , 2 sin A ,
oD z_ r, an 1^ r an.
COS t\ cos £ j COS r j cos i|
Lorsque les angles A ou a sont choisis de façon que l'entrée cl
(•) TiioLLON, Journal de Physifjue, l. VII, p. i'|i; 1878.
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la sortie des rayons dans le système soient normales aux faces correspondantes, les conditions «', = zj = o, r\ =:= r^ = A donnent
oD = 2 tangA dn.
Dans la région du spectre voisine du point qui correspond au minimum de déviation, la dispersion est alors proportionnelle à la variation de Tindice de réfraction 5 on peut dire que le spectre est normal par rapport à Vindice.
79. Prismes inverses. — Les considérations qui précèdent s^appliquent à tous les cas, si Ton donne aux différents angles des valeurs positives ou négatives.
Pour deux prismes parallèles dont les angles réfringents A, et A2 sont dirigés en sens contraires, il suffira de changer les signes des angles Aj, i^ et i^ et la déviation devient
D = /, — /j -ha — A| -h Aj.
Lorsque tous les angles sont très petits (67), cette relation se
réduit à
D — (/^, — i)Ai— (/i,— i)A,.
Plusieurs cas sont utiles à signaler :
1" La déviation est nulle quand on a t. (28) il — /j:^A, — A* — a.
Comme Tangle 1.^ est une fonction de l'angle d'incidence /, et des données relatives aux deux prismes, cette équation définit la direction primitive du faisceau, à la condition toutefois que le problème soit possible.
Pour des angles très petits, on a simplement
(//, — i)A, = (//,— i)Aj.
1^ La dispersion relative a une variation cTk de longueur d'onde est nulle pour la condition (78)
sinA] dn^ sinAi ^'^
cos/jcos/'j dt. cos/'iCosTi d\
La dispersion du prisme composé est alors nulle; le prisme M. — I. 7
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est dit nrhromaliqiic pour le-* nijons donl la long^ueiir d'onde rsl voisine de a.
Dans ce cas, la déviation passe par un maiimuin ou un miaimtim relatif à la longueur d'onde /.. [^i dispersion croil ou décroît avec la longueur d'onde pour les rayons donl les longueurs d'onde sont <*ituées de part et d'autre de a, tandis que la déviation varie dans le même sens pour tous les rayons. En d^autres termes, le spectre est replie sur lui-même à partir des rayons \ et, pour toute autre direction, deux ravons de natures difTéren tes se trouvent superposés.
Si Tachromatisme a lieu pour les rayons jaunes, par exemple, ri mage d'une fente sera bordée de jaune d'un côté el, de l'autre, par une teinte pourpre provenant de la superposition des rayons rouges et violets. On obtient ainsi un spectre secondaire, dont l'ouverture angulaire est en général très petite, de sorte que le svsti*me est sensiblement achromatique pour toutes les couleurs et donne des images à peu près blanches^ quoique les rayons éprouvent une déviation notable.
On peut réaliser cette condition d'achromatisme, soit avec des
prismes de même nature dont les angles réfringents A| et A|el
l'angle intermédiaire a salisfi^ront à Téquation (ag), soil plutôt
avec des prismes de natures diflTérentes pour lesquels les dérivées
(In, flui ^ , I . » • ' 1
--.. - et —77- ont des valeurs très inei;ales.
Avec trois prismes dillerenls alternativement en sens contraires, on peut établir l'égalité de déviation pour trois rayons distiucU. Dans ce cas, la déviation a un maximum et un minimuoi en fonction de la longueur d'onde; le spectre est replié deux fois sor lui-mrine. L'image d'une fenlc étroite donnerait alors un spectre trrliaire d'étendue encore plus faible. Si le maximum et le minimum de déviation ont lieu, par exemple, pour le jaune et le blni, l'image (run<* frnlr' élrniie serait bordée d'un coté parles ni\ons d'extrême rouge el de l'autre par ceux du violet.
l/eniploide /;* prismes permet d'égaler la déviation de m rayons dilléreiils et donne un spectre de ni*'"'^ ordre; la perfection de raeliromatisme croît ainsi avec le nombre des prismes.
l/acliromatisme ^'obtient habituellement avec deux prisroesde natures difFérenles, l'un en rrruvn (verre à base d'alcalis, pendis-
persif), qui produit la plus grande déviation, etTautre en Jlint (verre à base de plomb, très dispersîf), d'angle plus faible, qui réduit la dispersion sans annuler la déviation.
Lorsque les angles des deux prismes sont très petits, la condition d'achromatisme se réduit à
A|^//ii =: Aj dn^,
La déviation est alors proportionnelle à -^ * — ; pour
qu'elle ne s'annule pas, il faut que la dispersion soit différente dans les deux, prismes, c'est-à-dire qu'on ait
drii ^ dfif i — i^ fit
iii — I ^ /i, — I
On appelle souvent pouvoir dispevsif d'un milieu le rapport
> dans lequel /i' et til' désignent les indices de réfraction des
rayons extrêmes, violet et rouge, et n l'indice de réfraction du rayon moyen. Deux prismes d'angles très petits ne peuvent être achromatisés, en conservant une déviation au rayon, que si leurs pouvoirs dispersifs sont différents.
3** On peut, au contraire, chercher à rendre la dispersion maximum, quand la déviation est nulle pour la longueur d'onde X. Si Ton se donne, par exemple, la nature des prismes et l'angle A^ du premier, l'équatioil (a8) établit une première relation entre les angles As et a.
L'expression
$D I /ces /•ces/' , . dn, . . dn^'
-pr == w- ^ sm Al -^ sm A^ -~
dk cosrjcos/j \cos/*iCos/, oA a/.
est alors une fonction de l'angle A2, ou de l'angle a, dont on égalera la dérivée à zéro. Cette seconde équation, jointe à la première, déterminera les angles A2 et a.
On obtient ainsi un prisme à vision directe, qui conserve la propriété de disperser la lumière.
L'angle a est habituellement nul, les prismes étant appliqués l'un sur l'autre et réunis par un collage, pour diminuer la perle
de lumicTC par les réflexions, et l'on choisit, pour les deux prismes, (les milieux dont les pouvoirs dispersifssont très difTérents.
Avec un prisme de flint et un prisme de crown qui donneDlli même déviation moyenne, il est clair que le spectre résultait provient de Texcès de la dispersion du premier prisme sur celle di second.
Un ensemble de prismes alternativement en flint et en crown et de sens contraires peut constituer un prisme résultant très dispersif a déviation nulle pour les rayons moyens.
80. Spertroscopic, — Lorsque Newton fit seF mémorables eipériences pour démontrer que la lumière blanche est composée dr couleurs distinctes ayant des réfrangibilités inégales, el que II superposition nouvelle des couleurs séparées par un prisme reproduit la lumière blanche, il indiqua les précautions à prendre, au point de vue expérimental, pour séparer autant que possible les rayons d^espèce^ différentes qui existent dans un faisceau dr lumière. La méthode consiste à Caire passer la lumière par nnr fente étroite dont on produit une image réelle avec une lentille convergente. On place ensuite sur le trajet du faisceau, près de la lentille, un prisme parallèle à la fente et on Poriente par tâloinements de manière que les rayons émergents soient au minimov de déviation. Sur un écran placé dans cette direction à la même distance que l'image primitive, on observe alors un spectre lortak par la succession des images de la fente relatives aux différente' radiations simples qui existent dans la lumière.
Los défauts d'homogénéité des verres dont se servait Newtoa ne lui ont pas permis d'apercevoir les particularités remarquable* qui existent dans le spectre solaire; mais il suffit aujourd'hui de répéter Texpérience dans les mêmes conditions pour constater l'existence d'une série de lignes noires, qu'on a appelées les rai» obscures du spectre, correspondant à des radiations qui n'existcal pas dans la lumière solaire ou du moins dont l'intensité est beaicoup moindre que celles des radiations voisines.
Ces raies ont été découvertes par Wollaston (* ). Fraunhofer(^)<
(') Wollaston, l'hil. Tranx. L. K. S., p. 3G.S: iSo*». (•) Frauxiiofkii, Oi/Ocrt's Ann., t. LVI, j». 2(j/| ; 1817.
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qui cherchait dans le speclre des points de repère pour la mesure des indices de réfraction, les découvrit de nouveau par un mode d'observation plus délicat sur lequel nous reviendrons : il a désigné quelques-unes d'entre elles par des lettres {PL lyfig- »)• Nous y remarquerons, en particulier, la double raie D et le groupe des trois raies b,
Fraunhofer reconnut aussi dans les flammes ordinaires, et surtout dans la flamme de Talcool, Texistence d'une double raie brillante jaune, exactement à la position occupée par les raies D, indiquant ainsi Texistence de radiations spéciales d'une intensité exceptionnelle par rapport aux radiations voisines. Enfin les étincelles électriques produites entre des électrodes de métal donnent des spectres encore plus discontinus, formt';s seulement d'un certain nombre de raies brillantes; la lumière ne renferme alors qu^un nombre limité de radiations diflerentes.
Les beaux travaux de MM, Kirchhoff^et Bunsen (*) ont mis en évidence les relations des raies obscures du spectre solaire avec les raies brillantes des spectres de vapeurs métalliques; les raies D en particulier correspondent au sodium et le groupe b au magnésium. La composition de la lumière des astres et de celle qui provient des différentes sources artificielles, l'absorption élective produite par des milieux solides, liquides ou gazeux, la propriété dont jouissent certains corps de transformer les radiations qu'ils reçoivent et d'émettre ensuite des radiations différentes (phosphorescence et fluorescence) , etc., cet ensemble de phénomènes, qui constitue Vanaljse spectrale de la lumière, forme aujourd'hui une science nouvelle que nous ne pouvons pas aborder ici.
81. — La Photographie a montré que les radiations lumineuses sont capables, à des degrés très différents, de produire des réactions chimiques. On a pu, à l'aide de la photographie, étudier le spectre solaire au delà du violet et Ton y a constaté la même constitution, c'est-à-dire l'existence d'un grand nombre de raies inactives, dont quelques-unes ont été désignées par des lettres comme points de repère. Dans les spectres prismatiques de la
(«) KiRCHHOPP et Bunsen, Ann. de Chim. et de Phys., (3), t. LVIII, p. 254, t. LXII, p. 4^3> etc.
lumière solaire, la région ultra-violetle a ainsi une étendue à pea près égale à celle de la région lumineuse. Voijig. i, PL /, indique la position des principales raies du spectre lumineux et du spectre ultra- violet pour le rayon ordinaire du spath d'Islande, dans u prisme de 60°.
Les radiations plus réfrangibles sont sans doute absorbées par Tatmosphère, car les sources artiGcielles, particulièrement les vapeurs métalliques que Ton obtient dans Tare électrique, ontoo spectre cinq ou six fois plus étendu ( * ) et fournissent de nouveaui repères; la vapeur de cadmium est celle qui convient le mieoif parce qu^elle donne une série de raies intenses dans toute Tétendoe de la région observable.
Il est môme digne de remarque que Tœil est affecté par ces radiations extrêmes. Avec des précautions particulières, certaines vues peuvent distinguer les raies brillantes du cadmium aussi loin que la photographie est capable de les reproduire (*).
Les rayons lumineux sont en même temps calorifiques. SiToa promène un thermomètre très sensible dans un spectre prisraitique, à partir du violet, Télcvation de température, d^abord inseih sible, ne commence à devenir manifeste que dans le jaune; eOe augmente ensuite rapidement jusqu^au rouge extrême et conliDoe de se produire en dehors du spectre lumineux jusqu^à une disitanoe presque égale à celle du violet au rouge. On retrouve encore, dans cette région infra-rouge, des minima pour les radiations solaires et des niaxima pour les sources artificielles.
Les radiations observables s'étendent donc beaucoup audelàde la région qui aflecte Tœil; pour les radiations qui correspondenti une réfraction déterminée, les trois propriétés distinctes, chaleafi lumière et aclion chimique, ne sont que des manifestations différentes d'une même source dY»nergie, très inégales en apparencfi mais inséparables, et elles conservent les mêmes rapports dans loas les phénomènes.
L'impression lumineuse est un cHet physiologique qui dépend
(') Stokks, Phit. Tram. L. B. S., p. Sj^g: 18G.».
(») Mascaht, Comptes rend us de i 'Académie des Sciences, l. LX\Tfl» p. '|02; 18G9.
SYSTÈMES OPTIQUES. lo3
e la conslilulion de Tœil el ne peut servir pour évaluer Ténergie elative des radiations. Les actions chimiques sont elles-mêmes lectives; leurs rapports varient avec la nature et Télat physique es substances employées pour les révéler. Ces distinctions n'exisînt pas pour les expériences calorifiques ; il paraît donc légitime e prendre, comme mesure de Ténergie d'une radiation, la quantité e chaleur qu'elle est capable de dégager sur un corps en un temps éterminé.
Il est assez difficile de comparer entre elles les intensités lumieuses de deux sources qui n'ont pas la môme teinte. Fraunhofer
pu néanmoins, par une méthode ingénieuse, déterminer, au îoins d'une manière approximative, le rapport des éclats des diférentes parties du spectre solaire. Le maximum {PL I, fig, i) e montre dans le jaune un peu plus réfrangible que la raie 1) et,
partir de ce point, la lumière s'affaiblit rapidement vers les deux xtrémités du spectre.
Il n'y a pas lieu de tracer de courbe analogue pour les actions himiques, parce que les résultats varient dans de très grandes protortions avec la nature des corps soumis à l'expérience.
La courbe des intensités calorifi(|ues a été tracée d'après les xpériences de M. Langley ('); elle présente une série de minima 3calisés, par exemple en regard des raies C, B, a et A, qui corespondent sans doute, au moins en partie, à des effets d'aborption par l'atmosphère. La courbe enveloppe, marquée en raits pointillés, indique mieux la marche continue du pliénoflènc : le maximum du spectre lumineux a lieu j)Our les rayons es moins réfrangibles et le maximum absolu se trouve dans les adiations invisibles.
82. Spectre normal, — La loi de dispersion pour un milieu st la relation qui existe entre l'indice de réfraction et la longueur l'onde correspondante. Comme la longueur d'onde est plus petite lourle bleu que pour le rouge, la réfraction varie en sens inverse le la longueur d'onde pour la plupart des milieux.
Dans certains corps cependant on observe des dispersions dites
(•) Langley, Ann, de Chim. et de Phys., V série, t. X\IX, p. '197; i883.
anormales^ où la distribution des couleurs se fait en sens o traire; quelquefois même la déviation est maximum pour uiiec leur déterminée, comme dans les spectres secondaires que proc Tachromatisalion des prismes (79).
Les distances relatives des raies dépendent de la loi de disp sion, de sorte que la forme des spectres varie avec le corps sert à constituer le prisme.
Billet (*) désignait sous le nom de spectre type, et l'on app aujourd'hui normal, un spectre dans lequel la dislance des r est proportionnelle à la diflerence de leurs longueurs d'onde qui permet d'obtenir dans tous les cas une échelle uniform relation avec la nature physique des vibrations.
La fig, 2, PL I, indique la distribution des raies obscure la lumière solaire dans un spectre normal. Si on le compare le spectre prismatique, on voit combien les raies .sont plus i tées dans la lumière rouge, plus resserrées dans la lumière vio et surtout dans ruitra-violet.
La moindre longueur d'onde des radiations chimiques obseï pour le cadmium est d'environ ol*, 210; celle de la raie H à trémité du violet est 0^,396, celle de la raie A à la limite du r 01^,761 , et Ton peut voir jusqu'à la longueur d'onde ol^,8i. L'( due, dans un spectre normal, de la région ultra-violette ohs< jusqu'à présent n'est donc pas supérieure à celle de la rt lumineuse, et chacune d'elles renferme des longueurs d' dont les extrêmes sont à peu près dans le rapport de i à !i, c< constitue deux octaves successives.
Si l'on voulait représenter à la même échelle le spectre i rouge, il aurait une étendue considérable par rapport à cell spectre lumineux, car M. Langley a pu observer des radia calorifiques dont la longueur d'onde atteignait 2^^,80 poi Soleil et qui d<*passaient 5l^ pour les sources terrestres.
Il est logique de rapporter également les courbes d^intensi spectre normal et la déformation du système montre que les p d'intensité maximum se rapprocheront du violet.
D'une manière générale, si l'on représente par x la disi
(') Billet, Traité d'Optique y l. I, p. '17; i858.
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d'une raie à un poinl situé du coté du violet dans un spectre quelconque, ^/Q la quantité totale de chaleur (ou de lumière) des radiations donl les longueurs d'onde sont comprises entre X et X -f- (Tk et qui sont situées aux distances x et j; -H ^j:, l'intensité dans
cette région peut être représentée par i =: -—-
Si le spectre est normal, on peut remplacer rfx par gTa; enfin, si les distances primitives x sont exprimées en fonction de l'indice de réfraction, l'intensité I dans le spectre normal pourra se déduire de l'intensité i relative à un spectre quelconque par Tune des relations
_ dQ lia: .dx .dx du
dx dX d). dn d).
les facteurs -jr, ou -^ et -^ j étant fournis par l'expérience (').
On voit sur la /ig, 2, PI, I, que la courbe des intensités lumineuses dans le spectre normal de la lumière solaire a son maximum à peu près à égale distance des raies D et E, et que le maximum des énergies calorifiques est situé cette fois dans le spectre lumineux, entre les raies B et C. Toutefois, cette dernière courbe indique seulement la marche du phénomène, qui dépend beaucoup des conditions de l'atmosphère, car M. Langley a donné depuis des nombres très différents et M. Mouton plaçait le maximum calorifique très près du maximum de lumière.
83. Réfraction sur une sur/ace sphérique, — Lorsque des rayons lumineux partis d'un point A, dans un premier milieu dont l'indice de réfraction est n, sont réfractés par une surface sphérique S (Jiff' 4o) de rayon R et de centre O, qui limite un second milieu dont l'indice est n', le faisceau réfracté sur un élément de surface rfS, au point M, a encore deux lignes focales, l'une A| A' sur l'axe AO, l'autre qui passe au point Ao et qui est perpendiculaire au plan moyen de réfraction AMO.
Nous supposerons immédiatement que la surface S est une calotte de la sphère et que la droite AO passe par le milieu C de la
(*) Mouton, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. L\\\I\, p. 290; 1879.
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calolle, c'esl-à-dirc que le point A est situé sur Paore principal du système.
Soient
// et «1 les dislances OA et 0A| comptées respectivement vers les
deux milieux; h cl bi les distances MA et MA| ; i et i' les angles d'incidence et de réfraction; <.) l'angle MOC; a cl 7.x les angles MAO et MA| O.
Fi g. 4o.
On a, parles triangles MOA el MOA,,
par suite
sini sinw
sma
fl, />,
sin/' sinw
sina,
b a sin/'
na
bx Hi s'ini n'(ïi
Si Ton élimine de celte équation les longueurs 6et 6|, ou aetcif, à Taide de la relation
(3)' il reste
H=:acosco — hcosi - b^cosi'- a'cosco,
n ces i n' ces /'
I / •/ .. cosw
^ (/t cosr — /icosi) — Tj — >
/// cosi' — n ros/
bx b
On retrouverait ainsi les équations correspondantes relatives aux miroirs sphériques (60) en faisant /i'r=z — n et remplaçant ]\ par — R. •
On déduit aussi des équations (i)'
(6)' 6 sinanz 6j sina, := R sinto.
Les distances «i et bi varient avec Tangle to; leurs valeurs limites a' et fc', pour co = o, donnent
Rizz6'-a' et
cette équation détermine le foyer conjugué A' du point A pour les rayons voisins de l'axe.
Le point A2 se déterminera, de même, par la réfraction en un point M' infiniment voisin du premier et situé dans le plan de la figure.
On a encore dans le triangle MM'A2, en posant MA2= p,
R diù doi, diA — di
p cos(e'-+- di') cose'
Les relations (i/ donnent
R ces i di =1 a ces xd^x^zz a ces a ( e// — dix)),
et la loi de réfraction
n ces i diz=z n' ces i' di.
Il en résulte
Rcosi' /icost r/cosa /icose ^-hRcos/
p n' cosi' a ces a — R ces i n^ cosi' h
ou
n' ces- i' n ces' i n' ces i' — n ces i
(sy
Les différentes expressions qui précèdent permettront de calculer l'aberration longitudinale / = A,A'=a' — a^ et l'aberration latérale X = A'A''^= / tanga,. Le problème des aberrations de
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spiiéricité csl beaucoup plus complexe que dans le cas de la réflexion. En outre, la déviation varie avec la couleur : il en résulte une nouvelle espèce d'aherrations, dites de réfrangibilitês, qui ont pour effet de colorer les images sur les bords. Il se présente (lonc^ uu point de vue pratique, une nouvelle difYiculté que Fod résout encore d'une manière approchée en combinant des verres dont les pouvoirs dispersifs sont très différents, afin d'obtenir des SN slèmes (tchromatiqucs (79).
8i. — Le cas le plus important à considérer est celui où les angles / et /' restent très petits; on peut alors remplacer la loi de réfraction par la relation plus simple /ji=:/i'i', ce qui revient à négliger le cube des angles / et i\ et il en sera de même pour Tangle to qui définit Touverture angulaire de la surface utilisée.
Si Ton néglige les aberrations, et qu^on appelle f et f les dislances du sommet C de Taxe aux points conjugués A et A' (yf^. 4 1), la relation (5)' devient
Il y a ici deux foyers principaux K et K' correspondant kf'^=.T. et y = X. Les distances V et F' du point C aux foyers principaux. c'est-à-dire les longueurs focales du système, sont
Fi-^-/'- h. F' _-.-— H;
il en résulte
La relation précédente peut donc s'écrire
Appelant 'j et ^p' les distances des foyers K et K' aux points A et A', comptées vers les milieux respectifs, on a
et l'équation (9)' devient
(10)' oo':^FP= ^ ''''' R-.
85. — Un objet AB = 1 de petites dimensions, situé dans un plan perpendiculaire à l'axe, donne une Image A'B'= — F, également perpendiculaire à Taxe. Le point B' se trouve sur trois directions remarquables : Vaxe secondaire BO, le rayon réfracté MK' qui provient d'un rayon incident BM parallèle à Taxe, le rayon réfracté M'B' qui provient d'un rayon incident BR dirigé vers le premier foyer R. Les triangles MCR' et R'B'A' donnent
ou
/ w TF IF
Si l'on appelle — a' la limite de l'angle ai , pour tenir compte de ce que l'angle ai du rayon réfracté MA'' (J^S^- 4o) ^^^c l'axe A A' est compté au-dessous de l'axe, l'équation (6)' donne
Remplaçons enfin dans l'équation (i 1)' les longueurs focales F' et F par les indices n' et n qui leur sont proportionnels, et les distances /' et y* par a et — a', il vient
(12)' n'oL'V=nfil.
86. Sur/aces centrées sur un même axe, — Les rayons émanés d'un point A peuvent, après une première réfraction, rencontrer la surface de séparation d'un troisième milieu. Nous supposerons que les deux surfaces de séparation S| et Sa, de rayons R, et R2, sont sphériques, que le point A est situé sur la droite de leurs
I lu
centres 0| el O2 et que les portions utilisées de ces surfaces sont des calottes d'ouverture très petite dont les milieux sont sur la même droite, qui est Vaxe principal du système.
Soient /2|i ^2) ^3 les indices de réfraction des trois milieux successifs; R, et ¥l\ , R2 et R'^ (Jig. 4^) les foyers principaux relatifs aux surfaces S| et S2 qui coupent l'axe aux points d et C2.
Les longueurs focales correspondantes sont
Le point A donne une première image A| dans le second milieu et une image A' dans le troisième. On les obtient géométriquement par le tracé des images d'un point voisin B situé sur une même perpendiculaire à Taxe. La première image B, est donnée par le trajet des rayons BM'^ et BM* , dont l'un est parallèle à l'aie
Fig. 4?.
Sj
li'.
(*l l autre dirigé vers le loyer antérieur R|. Dans le second milieu, le rayon M", M!, se réfracte sur la surface S2 vers le foyer K!,; le rayon iM| B| qui passe par le foyer K2 se réfracte parallèlement à Taxe et sa rencontre avec le précédent donne la seconde image B'. Les foyers R et R' du syslèine résultant sont déterminés par les points 011 les droites BiM, etM'^IV coupent Taxe.
Les distances f 1 = Ri A et '^\ ^^ K\ \^ des foyers K, et K' au\ points A et A, et les dislances '^2^^ — l^a^i et f^ = — K' A' dc> foyers R2 et R'^ aux points A| et A' satisfont aux relations
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En appelant D la dislance K2K', = K2A| — K',Ai = — îp2 — 'f, ,
on a
Les distances 4>^= K,K ou 4>' = K'Rj sont respectivement les valeurs de — Çi ou — (f'^ pour o'^ = 00 ou (pi = 00, ce qui donne
et Téquation (3 1) peut s'écrire
Les distances <p et cp' des fojers K et ¥J aux points correspondants A et A' sont <p = ç, + 4>, cp'= ç'^-f- 4>'. Remplaçant ç, et ç\ par ces valeurs dans Téquation (32), il reste
(33) <pç' = *4.'=t:iill^.
87. Plans principaux. — Un objet AB = I donne une première image A,B| = — 1|, et une seconde image A'B'= — F. On a, par la comparaison des triangles semblables BKA et C|KM|, CRaM, etCaKjMj,
cp KG, ~" F, — * r G, M, G, M,
V\ - K,C. ~ D - F, par suite,
^ '*^ ï - cp f; — D"~ cp i^_D~ csD " f;f;'
Lorsque Tobjet AB se déplace parallèlement à Taxe, Timage A'B' est toujours dans l'angle B'R'A' défini par la marche du rayon BM", parallèle à l'axe; cette image, pouvant prendre toutes les grandeurs positives ou négatives, passe donc une fois et une seule par une valeur égale à l'objet. Si P et P' sont les positions des points conjugués A et A' satisfaisant à cette condition, nous appellerons F et F' leurs distances aux foyers R et R', comptées
rospeclivcmcnt vers le premier et le dernier milieu. Ces distances sont les valeurs que prennent — ç et — cp' dans FéqualioD (34) <|uand le premier membre est égal à l'unité; on a ainsi
En tenant compte des équalions (3o), il en résulte
F FiF, __ w, /i, /Il
Les équalions (33) et (34) deviennent alors
(:>3)' ??'r-_zFF,
(3^V ___L — - z= 1- — 4 /-iî..
Les plans PM et P' M' jouissent de la propriété que deux points M et M' situes à la même distance de Taxe et du même côté sont conjugut^s. Ce s^onllcs plans principaux du système résultant.
On voit aisément sur la figure que rintersection M' des droites K'M'^ et BXest Timage du point M déterminé de la même manière par un rayon XB marchant en sens contraire.
Les valeurs de F et F' sont les longueurs focales du système; ces longueurs sont proportionnelles aux indices de réfraction des milieux extrêmes et toujours de même signe.
Les plans principaux sont donc situés dans Tintervalle des fovers principaux ou de part et d'autre de ces foyers.
Appelant enfin /et /' les distances respectives y-f-F et ©'-f- F' des plans principaux aux points conjugués correspondants A et A', on a, comme pour une seule réfraction,
IF
Lîi distance e des surfaces S| et Sa est
e := l-^; + F. -B = nJ -^- -■- -^- ) _ D.
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En posant
VF — F. -^ F' — Fo -T- F'
la dislance A des foyers principaux K et K' est
Az=i^4-F,-hF;~4>-<ï>'^2F-D- - JAj_±J:i£j .
La distance p = PP' des plans principaux est
ou, en remplaçant D par sa valeur en fonction de la distance e des surfaces,
par suite,
(36) p=ze — =5 ^ V =<?-
/ Bt B. \
88. Points nodaux, — Si Ton considère un rayon, partant du point A, qui fait successivement avec Taxe AA' dans les trois milieux les angles a, ai et a', on aura, d'après Téquation (i^/ appliquée successivement aux deux réfractions,
/2, al zz: /î, a, I| =z n^ a'I'.
Pour que les angles extrêmes a et a' soient égaux, c'est-à-dire que les rayons émergents soient parallèles aux rayons incidents, il faut qu'on ait
par suite, d'après l'équalion (34)',
Il4 CHAPITRE 11.
Les points correspondants N et N' sont les points nodaux da svstème. Comme on a PN = FN'-- F' — F, la distance NN' des points nodaux est égale à la distance p des plans principaux.
Le point C, image des points nodaux par rapport aux deux surfaces Si et So, est le centre optique du système. Quand un rayon TU est dirigé vers le premier point nodal N, il passe par le centre optique après la première réfraction et émerge ensuite en U'T' du second point nodal N', parallèlement à sa direction primitive.
Les triangles semblables CUN et CU'N' donnent
eu ~ cu' """ ce, "" ce, ~ c;g; '
89. Plans de Bravais, — M. Martin (') a désigné ainsi deux plans remarquables, signalés déjà par Bravais (^) et qui jouissent de la propriété de contenir en même temps l'objet et son image. n faut qu'on ait alors
Un point Q de Taxe, qui satisfait à cette condition, est luimême son foyer conjugué. En appelant ^ et ^ ses distances QK cl QK' aux foyers K et R', les équations
; ./ A=-F-^-F'-i /?, 77' FF',
qui sont symétriques par rapport à q et 7', déterminent deux points Q et Q' (^) à égale distance respective des foyers K et K'.
Si Tiin des plans perpendiculaires à Taxe qui passent par le» points Q et Q'contient un objet, il contient aussi son image: ce sont I e s /^ lan s de Bra va is .
Les distances 7 et 7' sont les racines de Téquation du second
degré
.r« - - \x -f- FF' ..-:: o.
Comme on a
A^ 4FF' (F- -F')»-:-2/?(F~F
(') Martin, Annales de Chimie et de Physique^ (4), t. X, p. 4a6; 1867.
(-) HuAVAis, Annales de Chimie et de Physique, (3), t. XXXUI, p. 498" i835.
( ) ï'oints syinptoliques de Listing.
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les plans de Bravais n'existent que si la distance p des plans principaux n'est pas comprise entre les racines toujours réelles de
l'équation
La distance des plans de Bravais b =^ QQ' est
^,î - A» — 4FF' = (F - F')» + 2/?(F H- F') -+-/?*.
Dans le cas d'une seule surface, les plans principaux et les plans de Bravais se confondent avec le plan tangent avec la surface S ( /?^. 40? ^^^ points nodaux et le centre optique avec le centre de courbure O. 11 en est de même pour la réflexion sur un miroir sphérique {/ig' 36).
90. Système résultant de deux autres. — Ou pourrait, en appliquant la même méthode, considérer encore le cas d'une nouvelle réfraction, et continuer de proche en proche, mais les résultats qui précèdent se généralisent sans difficulté.
Considérons deux systèmes optiques quelconques centrés sur un axe et séparés par un même milieu, dont les longueurs focales sont F, et F'^, Fj et F!j, les foyers principaux étant en K, et K', , K2 et K.J, et les plans principaux en P, et P, , P2 et P!, {/iff- 43).
Fig. 43.
Pi Ml
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En appelant D la distance K2K', , cp, et ^p!, les distances K, A et Ko A' relatives à deux points conjugués A et A' du système résultant, on a encore
cp
ri
IlG CHAPITRE II.
par la même transformation, on voit que les dislances o = KA et (p'= K'A'des foyers principaux du système résultant aux points conjugués A et A' satisfont à la relation
y^^) ?? — — gi
Si Ton mène le rayon BK qui passe par le foyer antérieur K et aboutit au point M| du plan principal P|, ce rayon émane ensuite du point M',, passe par le foyer K2 du second système, coupe en M2 le plan principal P2 et émerge parallèlement à l'axe en passant par le point M'^.
On a donc à comparer les mêmes triangles que précédemment^ avec cette seule différence que chacun des points M| et Mj de la première figure a été pour ainsi dire dédoublé en deux autres situés à la même distance de l'axe.
Le système résultant a deux plans principaux, en P et P, et les longueurs focales F = PK et F'= P'K', comptées respectivement vers les milieux extrêmes, sont
K— _-LL* F'—fJLLî.
il en résulte
ç>cp' = FF',
et, en appelant n et n' les indices de réfraction des milieux extrêmes,
F' ~" n' ' On retrouve ainsi les mêmes équations générales
"1 ~ cp ~F'~" V n'o
pv F _ FF IF
En désignant par p^ et />2 les distances des plans principaux l\V\ etP2P'2 ^^^ deux systèmes proposes, la distance des fo3*ers
principaux K et K' est
et la distance des plans principaux p =: PP* du système résultant
Les distances des points nodaux N et N' aux foyers sont encore
«=:— P, cp'rz:— F.
Enfin les plans de Bravais seront déterminés par la même condition que précédemment.
91 . Couples de points conjugués, — Considérons encore, dans un système centré quelconque, deux couples de points conjugués deux à deux A et A', G et G', situés sur Taxe.
Si Ton désigne par H et H' les distances des foyers R et K' aux points G et G', par h et h' les distances AG et A' G' des points correspondants, ces distances étant respectivement comptées vers les milieux extrêmes, on a d'abord
IIH'nz^^'^FF'.
En y remplaçant ç et o' par leurs valeurs H — A et H' — A', on en déduit
Cette relation importante, dont Téquation (9)' n'est qu'un cas particulier, est souvent mise à profit pour déterminer les éléments des systèmes optiques (*).
92. — Remarquons enfin qu'un système centré quelconque, compris entre deux milieux d'indices n\ et ^13, peut être remplacé par deux surfaces sphériques.
Si Ton se donne, en efiet, l'une des longueurs focales F du
(*) La théorie des systèmes optiques que l'on vient d'exposer est due particulièrement aux travaux de Biot, de Gauss et de Listing.
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système cl la dislance/? des plans principaux, on a
fil
(;i8) FD^F,F,=z '^t'iiRiR,
(39) .,>Dz^e(^-R,4-R,),
avec la condition
-D. e-(r\-i-V,)^.e-nJ "^^ H ^ — V
Comme il n'exisle que deux équations (38) et (89 ) pour déterminer les quatre inconnues R|, R2, e et n^j on voit qu'il va une infinité de manières de remplacer un système centré par deux surfaces.
Si Ton fait, par exemple, R| = R2 = R et n^ — /i| = /I3 — tu, c'est-à-dire si les rayons de courbure sont égaux et de m^me sens, et l'indice du milieu intermédiaire la moyenne des indices des milieux extrêmes, il en résulte
i-rx / x/ R \* 2/1, /'*i -4- /f, ,A*
\Hz — ihJ fii-htti\ni — fil )
tH-n^ p
L'épaisseur e du milieu intermédiaire est alors déterminée par
Toquation
e\^ fil -f- «s F
le problème n'est possible dans ces conditions que si les Ion- {Joueurs F el/> sont de signes contraires.
Caractères cVun système optique, — Le produit des lon
^^ucurs focales d'une surface (80)
étant toujours positif, il en sera de même pour le produit des lonf^ucurs focales F et F' d'un système quelconque de surfaces cen-
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Irées; ces deux longueurs sont donc toujours de même signe et proportionnelles aux indices de réfraction n et n! des milieux extrêmes.
Les distances cp et cp' des points conjugués aux foyers correspondants sont aussi toujours de même signe.
Les propriétés d'un système optique sont définies par la position respective des foyers et des plans principaux, et son caractère ne dépend que du signe des distances focales.
Si ces distances sont positives, les foyers K et R' {fig* 44) sont respectivement à gauche et à droite des plans principaux P et P', c'est-à-dire vers les milieux correspondants.
Fig. 11.
Les rayons BM parallèles à l'axe dans le premier milieu convergent après réfraction au foyer R' dans la direction M'R'; le système est convergent.
Le foyer conjugué B' d'un point B est situé encore sur trois directions remarquables : le rayon M'R' qui provient d'un rayon incident BM parallèle à l'axe, le rayon M'^ B' parallèle à Taxe qui provient d'un rayon incident BM| passant par le premier foyer R, enfin le rayon N'B' qui passe par le second point nodal N' et provient d'un rayon BN dirigé vers le premier point nodal.
Le rapport de Timage V -.= A'B' à l'objet AB =^ I est
L'image V est renversée et réelle quand cp > o; elle est droite et virtuelle quand cp << o.
La distance /? des plans principaux peut être d'ailleurs positive ou négative, c'est-à-dire qu'en suivant la marche des rayons on rencontre d'abord le premier ou le second plan principal.
Lorsque les longueurs focales sont négatives {Jig* 45), les
lAO
rayons BM parallèles à l'axe dans le premier milieu, divergent après réfraction du foyer K' dans la direclion K'M'; le svslème est alors divergent.
Le foyer conjugué B' d'un point B est sur trois directions remarquables, déterminées par les rayons BM, BK ou BN, qui sont l'un parallèle à l'axe et les autres dirigés vers le premier fovcrK ou le premier point nodal N.
Le rapport de l'image à l'objet est
rimage I' est droite et virtuelle quand çp^> o.
Kip. /|5.
NP
Si l'image A'B' était formée par un faisceau convergent de rayons marcbant en sens contraire, le svstème la transformerait en une image droite et réelle AB.
Toutefois le rôle d'un système optique n'est pas suflSsammeot déterminé, au point de vue expérimental, par le signe des longueurs focales et il faut tenir compte de la position des foyers par rapport aux milieux extrêmes.
Dans le cas, par exemple, de deux surfaces qui séparent trois milieux différents, la distance x'= C2K' de la seconde surface au fovor K' est
ou, CQ Icnanl compte de l'équalion (35),
Or, cette distance peut être négative, quoique la longueur focale F' soit positive. Les rayons primitivement parallèles à Taxe
émergent alors d\in point situé dans le second milieu et, de ce côté au moins, le système se comporte comme s'il était divergent.
On trouverait, de même, pour la distance a:= C|K de la première surface au foyer antérieur,
Le champ d'un système optique est l'angle dans lequel doivent se trouver les objets pour que les images n'aient pas d'aberrations exagérées; on mesure habituellement ce champ par le double de l'angle BNA que font les rayons extrêmes avec l'axe principal.
94. Pureté des images. — Les systèmes optiques composés de surfaces sphériques donnent lieu à des aberrations de sphéricité et de réfrangibilités. On corrige ces dernières en combinant des verres différents de manière que la distance de l'image au système passe par un maximum (ou un minimum) pour une couleur déterminée. Si l'achromatisme est réalisé pour la région moyenne du spectre, les images d'un même point relatives aux différentes couleurs forment encore une ligne repliée sur elle-même et, en les examinant avec un prisme de faible dispersion, on observerait un spectre secondaire comme dans l'achromatisme des prismes (79).
Indépendamment des aberrations de toute nature, il y a une cause physique qui limite la pureté des images.
Supposons qu'un système optique soit constitué de telle façon que toute la lumière émanant d'un objet qui tombe sur la première surface rencontre toutes les autres surfaces, et appelons D le diamètre de l'étendue utile du premier plan principal. L'image d'un point A situé sur l'axe est formée par un faisceau conique de diamètre D et de longueur P+ ^'--f'\ l*angle apparent e'dela tache centrale est alors (32)
Si — r désigne la grandeur de l'image qui correspond à cet angle et 1 la longueur correspondante de l'objet, on a
IF n \
il en résulte
WD
Pour une ouverture déterminée du système optique, la distance I des deux points de Tobjet dont les images peuvent être distinctes ne dépend que du premier milieu; elle est proportionnelle à la distance de Pobjet au plan principal. Le rapport -j. = Zj
ou l'angle de pénétration du système optique, est indépendant de la distance de Tobjet; il est défini uniquement par le diamètre de la surface utilisée des plans principaux.
C'est donc souvent une illusion de croire que le grossissement des images en améliore les qualités optiques.
95. Clarté des images^, — Si l'objet, de surface a-, a un éclat intrinsèque E, c'est-à-dire que l'unité de surface envoie à l^unité de distance sur Tunito de surface une quantité E de lumière, la quantité de lumière envoyée par l'objet sur la surface S du premier plan principal est
Cette lumière, qui émane de la même surface S du second plan principal, se trouve répandue sur la surface a' de Timage, en supposant qu'il n'y ait ni absorption dans les milieux, ni fluorescence. et qu'on néglige la lumière réfléchie. L'éclat intrinsèque E' de l'image dans le cône des rayons émergents satisfait donc à la condition
qui donne
.. _ œES d'E'S
k" </^" vïyy ~veJ " n-'
et ce rapport est égal à l'unité quand les milieux extrêmes sont identiques.
L'éclat intrinsèque de Tiniage est donc égal à celui de robjel, Taccroissement de lumière sur un plus petit espace étant compensé par Taugmentation d'ouverture des faisceaux.
Ce raisonnement suppose que l'objet a un angle apparent assez grand pour que l'on puisse négliger les phénomènes de diffraction et appliquer les propriétés géométriques de la lumière. II en résulte que les lunettes ne peuvent augmenter l'éclat apparent des objets terrestres, du Soleil, de la Lune et des Planètes.
96. — Les résultats sont tout différents quand il s'agit des objets dont l'angle apparent est inappréciable, comme les Étoiles.
En appelant éclat d'un point A la quantité de lumière e qu'il envoie sur l'unité de surface à l'unité de distance, la quantité de lumière reçue par un système optique est
eS
Cette lumière est répandue au foyer conjugué sur la tache centrale correspondante dont la surface est
•^ /i'*D» \in' ) S
S Si e' est l'éclat intrinsèque moyen de Timage pour l'angle -^n:
dans lequel se propagent les rayons, on aura
Cet éclat est proportionnel à la quantité Q de lumière reçue par
le système, ou au produit de la surface S par la quantité -j^ qui représente l'éclairement du point sur l'unité de surface
Si E représente l'éclat intrinsèque de la région du ciel sur laquelle se détache une étoile, le rapport des éclats intrinsèques des images de l'étoile et du ciel est, en faisant n' = i^
Ce rapport est proportionnel à la surface S du système optique. On comprend ainsi que l'emploi des lunettes permette d'aug-
mcnter la visibilité des étoiles et même d'en distinguer un grand nombre pendant le jour ( * ).
97. Lentilles, — lorsque les milieux extrêmes sont identiques in = n'\ les longueurs focales F et F' sont égales et les points nodaux sont situés sur les plans principaux correspondants.
Tel est le cas des lentilles, qui sont composées d'un corps transparent compris entre deux surfaces sphériques et placé dans un milieu de nature dilTérente. L^axe du système est la droite qoi joint les centres des deux sphères; nous supposerons qu^on n'utilise que la portion des lentilles voisine de l'axe.
En appelant n Tindicc de réfraction de la lentille par rapport aa milieu qui Tentoure, on fera dans les expressions générales relatives à deux surfaces (86) /ii = «3 = i et /ij = n,
La position du centre optique se détermine directement.
Si les centres de courbure des surfaces S| et Sa {fig* 46'
Fig. 16.
Os
sont en O^ et O2, il est clair qu'un rayon intermédiaire M|Mi passe par le centre optique C de la lentille quand les angles de ce rayon avec les surfaces sont les mêmes aux points M| et Mj. c'est-à-dire quand les normales 0|M, et O2M2 sont parallèles. auquel cas le rayon émergent M,B' est parallèle au rayon incident BMi.
Les triangles CM,0| et CM2O2 donnent les relations
CM^ _ CM, _ M^M
(•) Araoo, Œuvres complètes^ l. \, p 509.
qui deviennent, pour les directions voisines de l'axe,
CCt ce» ^iC, e
Ri Rj Rj — Rj Rj — Rj
Les distances de centre optique aux deux surfaces sont proportionnelles aux rayons de courbure.
Le centre optique se trouve en dehors ou dans l'épaisseur de la lentille suivant que les rayons R{ et R2 sont de même signe ou de signes contraires.
On déterminerait de la même manière la position des points nodaux N| et N2, qui sont conjugués du point C par rapport aux surfaces S| et S2.
On a d'ailleurs
et les formules déjà trouvées pour deux surfaces (87) donnent
e— R,-+-Rj n — \ R,— R,
n Rj— R, La distance des foyers principaux est
. _ ^F ^ „ _ 2/lRtR.-f-(/^ -O'e(g-Rt-^RO
et la distance des plans de Bravais (89)
Si les surfaces S| et S2 sont concentriques, le centre optique est au centre commun des surfaces, et la condition e = R| — R2
donne
D =: ou r :=. —
n — I /i RjRj
98. — La lentille est convergente ou divergente suivant qaeF est positif ou négatif.
Supposons, par exemple, avec /i>-i, que Rj ^ o et R2<o. c'cst-à-dirc que S lentille soit biconvexe. Les longueurs focales des deux surfaces sont alors positives et la lentille est pratiquement convergente quand D >> o, c'est-à-dire, en mettant en évidence les signes des ravons de courbure, pour la condition
c<R, -hR,.
Les distances des surfaces aux foyers correspondants (93) sont
B, /iR, — (« — i)e
n—-! /*(Ri H-R,) — (/i — i)c'
Le système est convergent et les deux foyers situés dans l'intérieur de la lentille quand la quantité e est plus grande qae
chacun des rayons de courbure et plus petite que leur somme.
99. — Il est surtout utile d'examiner le cas où le rapport de Vépaisseur e de la lentille à la différence R2 — R| des rayons de courbure est très petit.
Si Ton peut négliger le carré de ce rapport, on a simplement
et, en appelant Fq la longueur focale qui correspondrait à une épaisseur nulle,
îr = ("--')(ïï;-ïï;)'
Lorsque /< >> i , le signe de Fo cl, par conséquent, le caraclèrede
la lentille est donné par le signe de la différence 5 :^- • La len-
Ki K,
tille est convergente ou divergente suivant que l'épaisseur est plus
grande ou plus petite au milieu que sur les bords.
L'inverse aurait lieu si la lentille avait un indice de réfraction
moindre (/i <I i) que le milieu extérieur.
100. Structure de VŒU. — L'œil se compose d'une série de milieux transparents renfermés dans une enveloppe de forme ovoïde, la sclérotique, à peu près de révolution autour du diamètre horizontal antéro-postérieur , Cette enveloppe, qui constitue le globe de l'œil, est transparente en avant et forme une sorte de fenêtre circulaire, la cornée ; elle est percée en arrière d'une ouverture par laquelle passent le nerf optique et une partie des vaisseaux destinés à la nutrition de l'organe. Une lentille biconvexe, le cristallin, de structure feuilletée, est suspendue dans cette cavité et le partage en deux chambres, l'une antérieure remplie (ï humeur aqueuse, l'autre postérieure remplie d'une masse gélatineuse qui est V humeur vitrée. Le fond de la cavité est tapissé par l'épanouissement du nerf optique qui forme la rétine; les images des objets extérieurs se dessinent sur la rétine et donnent une vision d'autant plus nette qu'elles sont elles-mêmes plus pures. Enfin un diaphragme, Yiris, situé en avant du cristallin, est percé d'une ouverture circulaire de grandeur variable, la pupille, qui permet de limiter l'étendue des surfaces utilisées pour la production des images.
Cet ensemble de plusieurs milieux successifs constitue un système optique convergent.
Dans un œil normal, d'après les mesures de M. Helmhoitz, les plans principaux sont situés dans la chambre antérieure et à la distance de o"",42. Les points nodaux, sépares par la même distance, sont au voisinage de la face postérieure du cristallin; on peut, sans erreur sensible, supposer qu'ils se confondent et que les rayons correspondants sont superposés; ces rayons constituent des lignes de direction.
Les longueurs focales sont sensiblement, d'après Listing,
F 1= iS™»", F'~ ^o""".
et la distance d'un plan principal au point nodal correspondant
p'szF'— F™ 5°"».
101. Vision. — Lorsque l'œil est en repos, la rétine se irouvi géncralement dans le plan focal principal et reçoit une imagi nette des objets situés à une très grande distance; mais, sou l'action de muscles particuliers dont l'eflet le plus important 65 de modifier le cristallin, l'œil peut s^ accommoder de maniî^re j voir nettement à volonté les objets dont la dislance varie depui l'infini jusqu'à une valeur plus petite P. Un point situé sur Vsm principal à la distance limite P de vision rapprochée porte le non de punctum proximum. Ce qu'on appelle quelquefois distance de vision distincte est une longueur mal définie comprise entre la distance P et l'infini.
Le plus grand travail d'accommodation équivaut à Pinterposition en avant de l'œil d'une lentille convergente capable de donnei à l'infini l'image virtuelle d'un objet situé à la distance P, c'està-dire dont la longueur focale A serait égale à P.
L'inverse j de cette longueur focale peut être considéré comme
la mesure de l'accommodation ; chez les enfants la distance A est de o"',iJ ou même o*",io.
\jn œil ainsi constitué est normal ou emmétrope (iv jjiTcs'», dans la mesure). Il voit sans effort le croissant de la Lune limité par des bords ncj.s; il peut voir aussi, par accommodation, les objets plus ra[)prochcs jusqu'à une distance P.
Il arrive souvent, surtout par suite d'habitudes défectueuses prises dans le travail du jeune âge, que la rétine se trouve au delà du foyer principal. L'œil est dit alors myope ou brachyniétropt (^payj;, court); 11 ne voit pas nettement les objets très éloignés, mais seulement ceux qui sont situés en deçà d'une certaine distance R, qui est celle àw punctum remotum. Si raccomodation est la mciue dans les deux cas, la vision reste nette à une plus courte distance que pour l'œil normal, car la distance P à laquelle doit élrc un objet pour qu'une lentille convergente de longueur focale A donne une image virtuelle à la distance R est
Il r P ""Â "' il'
Knfin l'œil est hypermétrope (jxép, au delà) quand la rétine est en avant du foyer principal. En l'absence de toute accommodation, les images ne sont nettes sur la rétine que si elles correspondent à un faisceau de raj'ons déjà convergents, produit, par exemple, par une lentille placée en avant de rœil. On peut faire alors R < o et la distance du punctuni proximum devient
elle peut elle-même être négative.
La faculté d'accommodation, qui est très grande pour des organes jeunes, diminue peu à peu; la presbytie y d'après l'étymologie du mot (xpeaôùç, vieillard), correspond à la perte plus ou moins complète de cette faculté.
Les oculistes ont l'habitude d'appeler presbyte une vue pour laquelle la vision rapprochée esta une distance plus grande (o",5o par exemple) que celle qui sert habituellement pour la lecture, de sorte qu'il soit nécessaire d'armer Toeil d'un verre convergent pour le travail ordinaire.
La vision n'est pas également nette sur toute l'étendue de la rétine; le maximum de pénétration a lieu lors([ue les images se forment sur une région spéciale, la tache jaune y et particulièrement sur une petite cavité de cette tache, foK^ea centralisa où les éléments anatomiques du nerf optique se terminent par des cônes qui forment une sorte de pavage extrêmement serré. La fovea centralis est très rapprochée de l'axe principal du système optique; la ligne visuelle, qu'on appelle souvent axe optique de l'œil, est la ligne de direction qui passe par la fovea centralis; c'est la direction suivant laquelle se fait la vision attentive.
Le champ qui correspond à la vision attentive, ou au maximum de pénétration, est ainsi extrêmement restreint; mais le champ pratique est en réalité très grand, puisqu'il s'étend presque jusqu'à 90" autour de l'axe principal.
102. Aberrations. — Les surfaces qui limitent les milieux successifs de l'œil ne sont pas rigoureusement centrées sur un même axe; elles ne sont pas non plus de révolution et ne jouissent pas des mêmes propriétés dans tous les azimuts. Outre les défauts M. — L 9
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ordinaires, aberrations de sphéricité et de réfrangibilités, des images fournies au voisinage de l'axe par les systèmes optiques centrés, on y trouve aussi l'astigmatisme (57) et raéme des altérations de symétrie plus complexes.
Il est digne de remarque cependant que, pour un œil bien constitué et une ouverture convenable de la pupille, les erreurs de réfraction qui proviennent de tous ces défauts n'apportent pas de troubles sérieux dans la vision et que l'angle de pénétration correspond encore sensiblement à l'ouverture de la pupille.
L'ouverture de la pupille se règle d'une manière spontanée par la quantité de lumière qui pénètre dans l'œil; elle s'agrandit pour un éclairage faible et se rétrécit quand la lumière est plus vive.
Lorsque les images se forment en avant ou en arrière de la rétine, le faisceau de rayons qui correspond à un point est coopé par la rétine suivant un cercle plus ou moins grand, qu'on appelle quelquefois d'une manière impropre cercle de diffusion. La vision n*est pas nette, mais on peut l'améliorer, soit en rétrécissant l'ouverture du faisceau par un écran percé d'un trou, soit même en approchant les objets de l'œil, afin que les cercles de deux points diiïérenls soient aussi séparés que possible. Nous nous bornons à signaler ces différentes particularités; l'étude d** la vision exigerait beaucoup de développements.
103. Acuité visuelle. — Si Ton appelle d le diamètre de la pu- ])ille, on voit, en faisant w= i (94), (jue l'angle apparent visible
par l'œil est -^, c'esl-à-diro en raison inverse du diamètre de la pupille.
Si l'on suppose que la pupille ait un diamètre de 4™" et qu'on adopte la constante de Foucault, Tœil pourrait résoudre une étoile ilouble dont l'angle serait
7 r -- .io .
La distance du second point nodal de Tœil à la rétine étant de I.)""", cet angle correspond sur la rétine à une longueur de
aooooo
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qui reprësenlc très sensiblement le diamètre moyen des cônes sur la foK^ea centralisa La structure anatomique de la rétine est donc en harmonie avec la pureté des images que comporte l'ouverture de la pupille.
Toutefois cette limite n'est jamais atteinte. D'après les observations de Hooke, on ne peut pas résoudre à l'œil nu une étoile double dont l'angle est inférieur à 60'' ou i', et Bergman cite le cas exceptionnel d'un enfant qui distinguait des lignes parallèles distantes seulement de 5o". On doit donc considérer la minute d'arc comme la limite pratique de l'acuité visuelle, ce qui correspond à un diamètre utile de 2"*™ pour la pupille.
Un œil normal, dont la moindre distance P de vision distincte est de 20*"", est ainsi capable de distinguer sur un objet des détails dont la distance x serait
ou
.r — o^^Soô,
c'est-à-dire un peu moins de ^5 de millimètre. Une vue myope qui vise à lo*^'" distinguerait ■—; de millimètre.
104-. Eclat apparent, — L'éclat apparent d'un objet peut être défini par la quantité de lumière qu'il produit sur l'unité de surface de la rétine. Cette quantité n'est autre chose que l'éclat intrinsèque de l'image dans le cône des rayons réfractés.
Si l'objet a un angle apparent notable, cet éclat apparent K'(9o) est indépendant de sa distance.
S'il n'a pas de dimensions apparentes appréciables, comme une étoile, il produit sur la rétine une tache centrale (96) dont Téclat intrinsèque est proportionnel à la surface s de la pupille.
Le rapport de l'éclat apparent d'une étoile à celui de la région du ciel qui l'entoure.
est proportionnel à l'éclairement -- de l'étoile et à la surface a de la pupille.
l3->. CHAPITRE II.
L^ouverlurc plus grande de la pupille pendant la nuit contribue donc, en mùmc temps que raflaiblissement de Téclat du ciel, à faciliter la visibilité des étoiles à Tœil nu.
105. ï ision dans les lunettes. — Lorsque l'œil observe les images produites dans un système optique, Tangle de pénétratioo est uniquement défini par le système (94), pourvu que l'œil puisse distinguer les dimensions correspondantes de l'image; cet angle est en raison inverse du diamètre D de la surface utile. Le bént^ficc de rinstrument est le même que si l'ouverture de la pupille avait retendue de celte surface.
Pour un objet de dimensions apparentes appréciables, réclal apparent n'est jamais supérieur à celui de l'objet.
Pour une étoile, si la tache centrale correspondante est asseï grande, son éclat apparent (96) est proportionnel à la surface utile S du système, et le bénéfice de la lunette est représenté par
le rapport - = ( -^ j ; c est encore comme si i ouverture de la pupille était égale à celle de l'instrument. Si l'on fait rf= 2"", oo voit que, dans une lunette de 20*^'", le rapport de l'éclat apparent d'une étoile et du ciel sera 10000 fois plus grand qu'à l'œil nu.
Toutefois, lorsque Tangle apparent de la tache centrale pour Tœil est plus petit que Tacuité visuelle, l'image de l'étoile se comporie plutôt comme un point lumineux et le rapport des éclats apparents de l'étoile et du ciel diminue.
1(H>. Loupe, — Lorsqu'on veut examiner les détails d'un objet. on rapproche de Tœil à la plus petite distance P de vision distincte, afin que les images produites sur la rétine soient aussi grandes que possible et que, par suite, la distance des points que Too pourra distinguer soit diminuée.
On améliore la vision en plaçant entre l'œil et l'objel une lentille convergente, ou loupe, qui permet de rapprocher robjet el (raugmentor ainsi son angle apparent.
1/objet AB=: I {/ig. 4/) esl placé entre le foyer K et le plm ]>rincipal correspondant, à la distance x du foyer, afin que l'imaige A' 13'^^ r soit virtuelle et à une dislance de vision distincte.
L'(eil ou, plus exactement, son premier point nodal, étant plicé
en O, soient S sa dislance au second foyer R' et A sa dislance A'O à rimage. La distance A'K' de l'image au second foyer K'élanl A — 0, on a, en appelant^" la longueur focale de la loupe,
el l'angle apparent de l'image est
Fig. 47.
Lorsque l'œil est situé au delà du foyer K' (o > o), l'angle apparent est maximum quand A a la plus grande valeur possible R, c'est-à-dire quand l'image est située au punctiim remotum. L'inverse a lieu quand l'œil est situé entre la loupe et le foyer K'(8 <C o) et A doit prendre alors la moindre valeur P. C'est habituellement dans ces conditions que l'on observe en mettant la loupe aussi près que possible de Tœil.
Cette expression se réduit à -z pour o = o ou A = ac, c'est-à-dire
quand l'œil est au foyer principal R' ou quand la vue est normale sans accommodation.
On appelle quelquefois /?wi55r//îce de la loupe l'inverse y de sa
longueur focale; c'est l'angle apparent dans la loupe d'un objet de longueur égale à l'uni te*, pour un œil normal.
Il est important de ne pas confondre l'angle apparent de l'image avec l'agrandissement qu'elle paraît prendre à mesure que l'œil s'écarte de la loupe. Ce dernier effet est une illusion qui tient à ce que l'étendue de l'objet visible dans la loupe diminue de plus en plus.
On peut appeler grossissement G de la loupe le rapport des angles apparents d'un même objet vu à la loupe ou à l'œil nu;
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c'est la mesure du bénéfice que Ton Irouve dans l*emploi de cel inslruuienl. l^e grossissement ainsi défini dépend des condilion> de rexpériencc; en supposant que la vision directe se fasse à la moindre distance P, on aura
Pour la vision normale, cette expression est indépendante de la position de Tœil; dans les autres cas, le grossissement croît de lu même manière (|ue l'angle apparent de Fimage.
Ia» grossissement d'une loupe est d'ailleurs une quantité qui w pH'senle pas d'inlérôt; ce qu'il importe de connaître est ranglc apparent sous lequel on voit l'image d'une longueur très petite I
d'un objet, c'est-à-dire sensiblement--
La moindre distance des détails que Ton peul distinguera la louj)e sur un objet est proportionnelle à sa longueur focale; elle serait de -p—y de millimètre pour une longueur focale de i*^".
107. — L'étendue de la loupe utilisée pour la vision d'un point B est définie par le cône de rayons émanant de l'image B' qui aboutissent à la pupille. On peut considérer que le champ est liinit<^ par la condition que la droite B'O passe au bord de la loupe, ou plus généralement au bord de la surface utilisée des plans principaux. En appelant d le diamètre de cette surface, / le champ ou l'angle de sommet N dans lequel se Irouve l'étendue visible df Tobjet, on aura
II' r/ A
laiii» -
ou, sensiblement.
tan<;- = — - — r-
^2 2 (y -ho)
Le eliani)) est maximum quand Tœil est aussi rapproché qu** possible de la loupe.
Les alxîrralions de loule nature ne permettent en réalité J»' profiler du maximum de pi'>n('*lralioii (|ue dans une étendue beau-
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coup moindre des images. Cet inconvénient n'est pas grave quand on utilise la loupe pour examiner les détails d'un objet, parce qu'on amène successivement les différents points au milieu du champ; mais, si l'on veut viser les divisions d'un vernier, par exemple, dans les instruments de précision, il est préférable de limiter le champ à la partie réellement utile. La loupe est alors montée à l'extrémité d'un tube de longueur convenable fermé à l'autre bout par un diaphragme à ouverture circulaire, ou œilleton y qui marque la place de l'œil.
On diminue beaucoup les aberrations en substituant à la lentille simple l'ensemble de deux ou plusieurs lentilles assez rapprochées pour constitner un système convergent.
108. Oculaires, — La loupe simple est quelquefois employée, comme oculaire, pour examiner les images fournies par un système optique, mais les oculaires sont formés souvent do deux lentilles différentes. Pour apprécier les propriétés d'un système de deux lentilles, dont les longueurs focales sont fx et ^o, séparées parla distance rf, nous négligerons les épaisseurs de ces lentilles.
Les relations générales du n** 90 donnent alors
par suite, la longueur focale / du système résultant, la dislance A des foyers et la distance p des plans principaux ont pour expressions
. _ y./. - d'- _ 2/./. - rf'
Les valeurs de/i et^i étant positives, le système est convergent quand la distance d des verres est inférieure à la somme fs -\-fi des longueurs focales, mais la distance des plans principaux est alors négative, c'est-à-dire que le second plan principal est placé en avant du premier.
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I^a (iistaiico x du fover antérieur à ia première lentille est
ce foyer n'est en dehors de Tintenalle des verres que pour la con-
dilion fi >- f/.
L*oeulaire/>o,v//i/de Rainsden est formé de deux lentilles égales
dont la dislance est environ les § de leur longueur focale; on »
ali»rs
Les lenlilles sont plan-convexes et les deux surfaces planes à Textérieur du système, conditions très avantageuses pour réduin* les aberra lions.
(.)n emploie souvent, surtout pour les microscopes^ un oculairr imaginé par lluyo^ens et dit nf'ffati'/, quoiqu^il soit encore converg;ent, parce que le foyer antérieur se trouve dans l'intervalle »le* deux verres: on a alors
Les rayons fournis par un système optique doivent alors élir tiitcreeplf'S par Toeulaire avant la formation des images, pour que ces imagos se lrouv(*nt auprès du foyer principal et que Tœil les aptîreoive netlement. Le second foyer est en dehors de Finlenalle des verrez, de? sorte que cet appareil retourné se comporte comini" nii oculaire ]>osilif de Ramsden.
Lorsque les lenlilles sont plan-convexes, il est préférable, pour diminuer les aberrations, cpie les surfaces planes soient toates (h'ux du coh' où le foyer principal est extérieur au système. On ap])lique liabiluellemenl la règle d(* Dollond
qui (loiilK*
/; -- — > /'j — ci, Lnfin Toculaire ilc (jalihV csl une simple lentille biconcave no
un sjslème de lentilles divergent. Cet oculaire est placé encore sur le trajet des rayons, de manière que la première image se forme au voisinage du foyer situé au delà de l'oculaire. L'image reçue par Tœil est alors virtuelle et renversée par rapport à la première. Le diamètre des verres dans les oculaires est relativement assez j^rand, environ le tiers de la longueur focale.
109. Instruments d^Optique. — Un instrument d'Optique composé est formé généralement d'un miroir ou d'un système de lentilles achromatiques qui sert (ï objectif y pour produire une première image des objets, que l'on examine ensuite avec un oculaire.
Au lieu de considérer le système optique résultant de Tensemble des surfaces, il est préférable d'examiner séparément les propriétés de Tobjectif et de l'oculaire, parce que la mise au point pour les différentes distances ou les différentes vues exige que l'on modifie leur situation relative.
Le mot de télescope devrait désigner d'une manière générale tout instrument destiné à l'observation des objets éloignés, mais on réserve ce nom, au moins en France, à ceux dont l'objectif est un miroir et l'on appelle lunettes ceux dont l'objectif est un système de lentilles.
L'objectif des lunettes ou télescopes a une longueur focale et un diamètre plus grands que ceux de l'oculaire, afin d'augmenter autant que possible les dimensions de la première image.
Dans les microscopes au contraire, qui sont destinés à l'observation des objets très petits, la longueur focale de l'objectif est très courte, et l'objet est assez rapproché du foyer pricipal pour donner une première image déjà très agrandie.
La moindre distance des objets que l'on puisse distinguer aujourd'hui avec les meilleurs microscopes paraît être d'environ j^ de millimètre, c'est-à-dire dix fois plus petite qu'avec une loupe de i*^" de longueur focale et trois cents fois plus faible que pour un œil normal. Il est peu probable que l'on puisse dépasser cette limite qui est déjà un peu inférieure à la valeur moyenne des longueurs d'onde lumineuses; des objets de dimensions plus petites n'apportent pas de trouble à la propagation des ondes et ne peuvent être visibles. L'emploi de la Photographie permettrait d'uti-
ris
User (les radiations iillra-vîolelles dont la longueur d'onde peut diminuer jusqu'à o(^,:>. i et rendrait sans doute apparents des (d)jets dont les dimensions ne dépasseraient pas ^^^ de inilliinèlre; c'est la limite exlréme compatible avec la constitution des vibrations connues.
iNous examinerons, en particulier, ie cas des lunettes, en supposant (|ue Tobjectif est un système de lentilles, mais tous les résullats s'appliquent sans aucune modiGcation aux miroirs.
Les deux systèmes optiques de l'objectif et de l'oculaire étant situés dans Tair, nous appellerons F et/ leurs longueurs focale*. D el d les diamètres des surfaces utiles de leurs plans principaui cl nous admettrons (Kabord que l'oculaire est positif. A étanl U distance de l'objet au premier point nodal Nderobjectif(^/?^. f8'. la dislance x de rima<;e A.' au second fovcr K' esl
L*angl(î apparent sous lequel on verrait l'objet I du point N esl éji^al à Tangle apparent do l'image True du point N' ou sensible-
ment, puiscpfil s'agit toujours d'angles très petits, p . G»llf
image étant située pour un œil normal au foyer de Foculain'.
Tangle sous lequel on la voit est -y-'
Le grossissement de la lunette est le rapport des angles sous lesquels on voit Timagc dans Tinslrument et l'objet à Foeil nu. c'esl-à-dire. en ne tenant pas com|)tC' du signe,
,. V -r II F \
il esl sensiblement égal au rapport des longueurs focales de rol>jcclif et de roculaire, toutes les fois que la distance de Pobjet esl très grande par rapport à la longueur focale F.
Parmi les faisceaux de rayons qui forment les diflerenls points de l'image, les uns tombent en totalité sur Toculaire, les autres en partie seulement. Une portion de l'image, de diamètre d\ utilise ainsi tout l'objectif, tandis que l'éclat et la pureté des points qui l'entourent diminue graduellement.
Le diamètre d! est déterminé par la condition que le rayon aboutissant à l'un des points de cette circonférence et qui émane du bord opposé de l'objectif tombe sur le bord de l'oculaire. En appelant^ la distance au foyer K' à laquelle cette droite coupe l'axe, on a
F 4- X -h/ F — y ~ y — X " F -h x ' ou
Limité à celte portion de l'image, le champ L a pour expression
I fd_ D \
i + iV/ F-i-x-;
Le dernier terme de la parenthèse est en général très petit par rapport au premier, de sorte qu'on a sensiblement
Cette condition signifie que l'axe secondaire N'B' qui correspond au bord extrême de l'image tombe à la limite de la surface utile de l'oculaire; les bords du champ n'utilisent ainsi que la moitié de l'objectif.
Dans tous les cas, le champ varie en sens inverse du grossissement. On Jimite souvent le champ par un diaphragme percé d'une ouverture circulaire dans le plan de l'image.
Vi^ pénétration de la lunette ne dépend que de l'objectif, mais il la condition que l'oculaire permette de voir la tache centrale sous un angle supérieur à i'. Si le diamètre D de l'objectif est (îvalué en centimètres et que, pour simplifier, on prenne 12*^"™ comme diamètre de l'objectif capable de dédoubler i", l'angle
IQ'
liniile do pénéiralion est s = -jr-; il faut donc que Ton ait
(,-jy>6o' o.f /<-^ô-
La plus pelile valeur du dernier rapport correspond à s=^k
ce qui donne /*<; ^-^• ' "^ ,>D
Dans les lunettes de dimensions moyennes, telles que les construisent MM. Brunncr, la longueur focale est d'environ dix (oU le diamrtre de Tobjectif; celte longueur est généralement plu^ grande, quinze ou môme vingt fois le diamètre de l'objectif, pour les grands instruments d'Astronomie. La longueur focale peut être moindre dans les télescopes, parce qu'on n'a pas à lutter conln* les aberrations de réfrangibilité, mais le diamètre n'atteint jamais
F le cinquième de la longueur focale, de sorte que le rapport rj^
est toujours plus grand que l'unité.
Un oculaire d'un centimètre de longueur focale suffira donc pour rendre visibles tous les détails d'une image qui sont réellement sépares par Tobjectif. On peut môme remarquer que, sauf pour les miroirs, la longueur focale est au moins dix fois le diamètre de Tobjectif; les moindres détails de l'image paraissent donc î Tu'il sous un angle de 2', bien supérieur à l'acuité visuelle.
On n'a guère construit de lunettes ni de télescopes dont la 5U^ face .utile, dépourvue d'aberrations, eût un diamètre réellement supérieur à o"',r)o, ce qui correspondrait à une pénétration de o", 2 ou trois cents fois moindre que l'acuité visuelle. Les lunette* et les nïicroscopcs multiplient donc la puissance optique de rtril sensiblement par le même nombre.
r\iur voir la tacbe centrale et les anneaux qui l'entourent, il suffit d'observer l'image d'une étoile dans une bonne lunette. Il estplu^ commode de viser un mur blanc couvert de plâtre et éclairé par le soleil; il se trouve toujours dans le plâtre des parcelles cristallines de gypse qui réllé'chissent vers l'observateur la lumière do soleil et se comportent comme de véritables étoiles avec un diamètre apparent insensible. Les images de ces points brillants se montrent alors comme des taches circulaires entourées de Irè^ beaux anneaux de diffraction.
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1 10. Anneau oculaire, — Tous les rayons émanés de Tobjeclif, après avoir traversé Toculaire, forment un faisceau dont la moindre section correspond à Timage même de l'objectif, ou plus exaclement celle du second plan principal. La distance x^ de celle image au second foyer de Toculaire est
et sa distance au second plan principal son diamètre 8 est donné par la condition
C'est celle image de l'objectif qu'on appelle Vanneau oculaire, 11 faut évidemment que la pupille de l'observateur soit dans le plan de l'anneau oculaire pour qu'elle utilise le mieux possible l'objectif; on y place habituellement un œilleton.
Si le diamètre de l'anneau oculaire est égal au diamètre naturel de la pupille, tous les rayons qui tombent sur l'objectif pénètrent dans l'œil; on a alors le maximum de clarté et cette circonstance correspond à des oculaires de 2*^™ à 4*^°* de longueur focale.
Si le diamètre de l'anneau oculaire déborde la pupille, les rayons qui proviennent des bords de l'objectif n'entrent plus dans l'œil et le diamètre utile de l'objectif n'est plus que le produit du diamèlre de la pupille par le grossissement. L'éclat apparent des images n'est pas modifié, mais la pénétration est notablement diminuée; le résultat est le même que si l'objectif était diaphragmé par un écran qui cacherait une zone sur les bords. L'oculaire est alors trop faible.
Si le diamètre de l'anneau oculaire est plus petit que celui delà pupille, les images sont vues (104) par une ouverture plus petite et l'éclat apparent diminue en proportion. Les oculaires à très court foyer ont donc aussi l'inconvénient d'affaiblir beaucoup l'éclat apparent des images.
l-i^ CHAPITRE II.
111. yljce optique. — Pour employer une lunette à la iiie:»uir (les angles, on place sur le diaphragme qui limite le chaiii|t un réticule y formé par exemple de deux (ils croisés très fins, et on i laisse Toculaire mobile pour régler sa distance au réticule suivaDl la vue de l'observateur. La ligne qui joint le second point nodal de robjcclif à la croisée du réticule est Vaxe optique de la lunette; c*est une droite parallèle (et sensiblement identique <i Tobjectif est bien centré) à celle qui joint le premier point nodui à Tobjet dont Tiinage se forme sur la croisée des fils. Quand ou \ise successivement deux points A et B, la lunette tourne d'un angle égal à Fangle apparent des deux points vus du centre dr rotation, à la condition toutefois que ces deux points soient k la même distance, afin qu'on ne soit pas obligé de déplacer le plan du réticule pour que les images s*y produisent nettement dans les deux cas.
La précision du pointé des lunettes peut être notablement siipcrieure à celle (|ui résulterait de la pénétration de robjectîf, car on conçoit facilement que Tangle apparent des fils dans Foculairr reste notablement inférieur à celui de la tache centrale et paraisse couper cette tache à d(^s distances du centre parfaitement distinctes. Il est assez facile de rendre Terreur du pointé dix fois moindre que Tangle de pénétration, c'est-à-dire de faire des mesures a o^i avec un niicroscope qui voit iV-, et de déterminer une direction i o'', I avec une lunetle de if.^"^ d'objectif qui voit la seconde.
112. I.unottr terrestre. Lunette de Galilée, — Quand Toculaire est positif, comme nous l'avons supposé, Timage I', qui e?l renversée par l'objectif, paraît également renversée dans Toculairc réelle inversion a des inconvénients pour l'observation des objol* terrestres. On place alors à la suite de Timage A'B' un svstèinr de lentilles, on redresseur y pour en produire une image réelle df sens opposé, au foyer de l'oculaire, l/ensemble de Fobjectif, du redresseur et d(; Foculaire constitue la lunette terrestre.
On oblienl le redressement d'une luanicre directe dau$ la hiiirtti* de (ialilée, où l'oculaire est divergent. Cet oculaire doil élrc placé alors entre l'objectif et Timage A'B', ce qui diminue la longueur totale de rinstrument.
Le faisceau de rayons convergents qui forme Timage B' est in* i
lerceplé par l'oculaire et transformé, pour un œil normal, en rayons parallèles à la direction primitive N'B', de sorte que les images sont redressées.
Le grossissement a la même expression G = — j-^ •
L'anneau oculaire est virtuel : sa dislance au foyer antérieur de l'oculaire est encore
et sa dislance à la lentille oculaire, si l'on néglige l'épaisseur <!<■ cette dernière,
enfin, son diamètre est 3 =: 7^ •
Il est donc impossible de placer la pupille à Tanneau oculaire
et, par suite, d'utiliser toute l'étendue de l'objectif. On n'emploie,
en réalité, pour la vision d'un point B, que la portion découpée par
un faisceau de rayons parallèles partant de la pupille et tombant
sur l'objectif après avoir traversé l'oculaire. Le diamètre D' de la
surface utile de l'objectif est proportionnelle au grossissement; en
efTet, en appelant/? le diamètre de la pupille, on a
/~F-^.y -"g/' ou
iy=G/?,
ce qui était d'ailleurs évident.
L'angle de pénétration est ainsi en raison inverse du grossissement et ne dépend plus seulement de l'objectif.
L'image des objets extérieurs se voit sur un cercle limité par le contour apparent un peu vague de l'objectif, et la clarté diminue graduellement sur les bords parce que la portion utilisée dos faisceaux devient plus petite.
On peut encore définir le champ par la condition que le rayon qui provient du bord de l'objectif tombe au centre de la pupille, ce qui équivaut à utiliser la moitié du faisceau ordinaire; le rayon réfracté correspondant émane du bord de l'anneau oculaire.
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Eli appelant z la distance de Toculaire à la pupille P et c'sa dislance au point [^ oii le prolongement du myon considéré vieol couper Taxe, on a
D'autre pari, le diamètre (f de la première image correspondanle est donné par la relation
ri le champ est
1^=TT
Le champ augmente à mesure que Tœil se rapproche de Toco' laire; le maximum, pour ^ = o, est
Fh-./ G — 1 ■/ G(G — O
Les aberrations ne permellent pas d'employer des oculaires (liverj^ents a court foyer. Le grossissement est alors très limilê (3 ou 4) ot, comme l'objectif n'est utilisé qu^en partie pour chaque point de Timage, il est permis de lui donner un plus grand diinièlre, relativement à sa longueur focale, que dans les lunettes i oculaire convergent. Cette circonstance contribue à augmenterlr champ.
La lunette de Galilée ne permet pas l'emploi d'un réticule et nv, peut servir à la mesure des angles.
113. liléments dUin système optique, — La détermination ex* [x'rinicntale des éléments d'un système optique présente quelques difficultés parce que les plans principaux ne sont généralemeol pas accessibles; il peut en être de môme pour les foyers et, dans plusieurs cas^ il est utile d'avoir recours à la relation générale (91'' qui existe entre deux systèmes de points conjugués.
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'un système conveifCDl placé dans l'air et dont les foyers principaux K et K' sont ci dehors des surfaces extrêmes ï et Y! des milieux qui limitenlk système {Jig. 49).
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On peut déterminer d'abord les foyers principaux R el K' en cherchant Timage d'un objet situé à une grande distance, ou les positions dans lesquelles il faut placer un objet pour qu'il soit vu nettement à travers le système par une lunette pointée sur l'infini, c'està-dire réglée pour la vision d'un objet très éloigné. On connaît ainsi la distance RK'= A des deux foyers principaux et leurs distances KM= a, KM' = o! aux surfaces limites.
Plaçant ensuite un objet en un point quelconque A, on détermine sa distance AK = — cp au premier foyer et la distance A'K'= — çp' de son image au second foyer, ce qui donne
On peut choisir le point A sur la surface S, où l'on fera des traits à Tencre pour en observer l'image.
Si l'un des quatre points K et K', A et A' est dans l'intérieur du système et inaccessible, ou il suffira de substituer à l'objet
Fig- 49-
l'image réelle formée par un système convergent, ou d'observer avec un microscope qui vise à une distance déterminée.
Connaissant les valeurs de F et de A, on en déduit la position des plans principaux, leur distance /? = A — aF, ainsi que la
distance des plans de Bravais b = y/A^' — 4 F^ = y^A^ — 4 ?'f '•
On voit aisément comment doit être modifiée l'observation si le système est placé dans un liquide ou entre deux liquides diÛ'érents.
114. Lunette astronomique, — Lorsqu'une lunette est pointée sur l'infini pour un œil normal, le second foyer principal ¥J de Tobjectif (yî^. 48) coïncide avec le foyer de l'oculaire.
Dans ce cas, la distance D étant nulle (90), les foyers principaux
du système résultant sont à l'infini, ce qui était évident, puisqu'un
faisceau incident de rayons parallèles forme encore à la sortie un
faisceau de rayons parallèles; la distance des plans principaux est
é;^^alcmcnt infinie, de sorte que la théorie générale ne s'appliqvf pas simplement.
Toulefois il existe encore un plan de Bravais. En eflet, siToR appelle o la distance d^un objet au premier foyer K de l'objeclifi (f'=: K'A' la distance de son image au second foyer K', lequd coïncide avec le fojer de l'oculaire, et f*^ la distance de la seconde image A" au second foyer A' de Toculaîre, on a
ou
Soit Af la distance des foyers extérieurs K et A*' de robjectifrt (le Toculaire. Pour que Timage soit dans le plan de robjet, il faot
qu^on ait
ou
ir J k.
La valeur de d' étant négative, le plan de Bravais se trouve (h côté de Toculaire, au delà du foyer k.
Jj'objet I et les deu\ images F et V donnent les relations
par suite
Le rapport de la grandeur d'une image à celle de l'objetesl <lonc indépendant de sa position et égal à Tinverse du grossiss^ ment de la lunette; c'est la généralisation de la propriété queDOi» avons constatée déjà (110) pour Timage de Tobjectif sur TaDDcai oculaire dans une lunette quelconque. Uimage l'est renverséeoi droite, suivant que l'oculaire est positif ou négatif.
La détermination du grossissement peut donc se faire siInpi^ nient par le rapport de la grandeur d'un objet et de son image.
La mesure est particulièrement facile quand on utilise le pb
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de Bravais, puisque les deux longueurs à évaluer se Irouvenl sur la même surface. On emploiera alors comme objet l'image réelle fournie par un système convergent en interposant la lunette sur le trajet des rayons qui vont former l'image.
On prend souvent comme objet la surface antérieure de Tobjectif, sur laquelle on trace des traits à l'encre pour reconnaître la position de l'image. Si l'oculaire est positif, cette image est très voisine de l'anneau oculaire.
115. Proportions des lunettes et des échelles, — Il faut évidemment que, dans un instrument composé bien construit, il y ait une harmonie entre la lecture des divisions et la précision du pointé par les lunettes.
On peut, sur un cercle de 40*^™ de diamètre, estimer la seconde d'angle à la loupe par les verniers, ce qui correspond à une exactitude de il* pour la position des traits, ou au tiers de l'acuité visuelle avec une loupe de 1*^". D'autre part, un objectif de 4*^" de diamètre voit 3" et permet facilement de pointer à 1" près.
L'instrument est donc bien équilibré quand le diamètre de l'objectif est le dixième de celuî du cercle, ou quand la longueur focale de la lunette est égale au diamètre du cercle; cependant on emploie souvent des lunettes plus puissantes pour rendre les observations plus rapides.
Dans la plupart des cas, la précision des pointés est supérieure à celle que donnerait la lecture des verniers à la loupe et il est utile d'observer les divisions au microscope; comme Texactitude du tracé des divisions dépasse rarement il*, on détermine les erreurs de graduation par une étude préalable.
Dans le grand cercle mural de Gambey, par exemple, installé à l'Observatoire de Paris, l'objectif a 10*^™ de diamètre; il voit donc à peine la seconde, mais il permet d'apprécier au dixième de seconde le passage d'une étoile entre deux fils.
Le diamètre du cercle est de 2™, de sorte que la seconde correspond à 5l*. Les traits sont tracés de S'en 5', c'est-à-dire distants de i"",5; on les observe avec six microscopes fixes distribués sur la circonférence et munis de vis micrométriques dont chaque tour, subdivisé en 60 parties, vaut i'. Une division du tambour vaut donc i" et Ton estime également le dixième.
116. Collimateurs, — Lorsqu*un objet est situé dans le plan local principal d'un systùme optique, les rayons émis par chaque point sont ensuite parallèles entre eux et se comportent comme s'ils provenaient d'un poinl situé à Tinfini. L^aDgle apparent de Tohjel dans le faisceau émergent est égal à son angle appareul\u (lu premier point nodal, à la distance focale F.
L(?s appareils ainsi constitués portent le nom de collimateurs. Ils sont très souvent employés en Astronomie pour fournir de» ïlircclions de repère, en plaçant un réticule au foyer princiiuil d'un objectif.
( )n en fait aussi un grand usage en Physique, soit pour la mesure (1rs angles en plaçant au foyer une fente étroite éclairée soii pour Tétude de certains phénomènes d'Optique en rcmplaçanl \* Irnic par des ouvertures de formes convenables.
117. (loniomètrcs et Spectroscopes. — L'emploi d'une lunelif il ivlicule (|ui peut tourner sur un cercle gradué permet de délernruHrr la dislance angulaire de deux points Â et B. L'axe de rol^ ll(»n étant perpendiculaire au plan des axes optiques de lalunetk diins l(»s deux cas, le déplacement angulaire de Tinslrumenl, quand on passe (Tun pointé à l'autre, est égal à l'angle des axes optique>, c'cNl-à-dirt^ à Tangle des deux droites qui joignent, dans les doui c.is, \v> points A et B au premier point nodal de l'objectif.
Si Ifs points ;V et B ne sont pas à la même distance le réticule rsi monté sur un tube à glissement, et commandé par une crfiii;iill('i(\ (pii permet de le placer pour chaque observation dansl*" |iLin de l'image; on doit s'assurer par une étude préalable quece «ir-pLiccnicnl ne change pas la direction de l'axe optique.
Lnrsipic Taxe optique passe par l'axe de rotation, on oblifol iiinsi dirert(Mn(Mit Tangle apparent des deux points rapporté à lac de million. Si Taxe optique est excentré, on doit faire une conr«^ linii, diic de parallaxe, pour rapporter l'angle apparent des deiiv p(»inis \\\\ ccnlre de rotation O {Jig- 5o). Soient D et D' les dir I;mi('(>s des (l(>iix points, o l'angle ACB des axes optiques Aonoh \y,\v rinsirumeni, <t et h leurs distances à l'axe O, la dernière étasl é^ah; :'i ' a suivant (|ue la lunette est restée du même côté de faïf ou (pr(?ll(' a été placée de l'autre C(Jté en la retournant boul poir 1m)iii, o' rangle au centre AOB qu'il s'agit de déterminer x et ^
les angles CAO et CBO; on a évidemment
et, comme il s'agit toujours d'angles très petits,
.:4-«(^=Pji,)
ii9
La correction de parallaxe est nulle quand 6 =: a et D'=: D.
Si la lunette est montée sur des colliers ou mobile autour d'un second axe perpendiculaire au premier, et qu'elle ait été retournée sur ses colliers ou sur l'axe secondaire, l'axe optique élant resté
rig. ùo.
parallèle à sa direction primitive, la correction de parallaxe est
Cette correction est nulle quand les objets sont à Tinfîni^ les deux opérations permettent précisément de vérifier si le retournement de la lunette a déplacé l'axe optique et, par suite, de calculer l'erreur ou de corriger le réglage.
De même, si l'on vise un point A en plaçant la lunette successivement dans les deux positions, la différence des lectures sur le
cercle donnera le double de la parallaxe p: •
Dans les théodolites en particulier il arrive fréquemment que les lunettes sont ainsi excentrées.
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118. - - Les goniomètres utilisés pour la mesure des angles (les rrislaiiv se coniposenl généralement d'un cercle divisé mohlle aiilour d'un lixe Iiori/ontal et dont on peut déterminer la rotation par (li*s verniers fixes. Le cristal est collé sur une monture allacliée au cercle; il est réglé de manière que l'arête dont on >eui mesurer l'angle soit parallèle à Taxe de rotation et passe senMblenienl par cet axe.
On \ise dans une des faces du cristal l'image d^un ohjct esd-rieur, par exemple un barreau de fenêtre, et Ton tourne le crnl»' jusipTà cr que retlo image coïncide avec celle du même objet dans un miroir \\\e. parallèle à Taxe; après avoir observe le vernicr «jii tourne le cercle de façon que la même image sur la seconde face se produise dans la même direction, et Ton fait une nouvelle lec- \\\Yc, (!lomme la seconde face s'est alors substituée à la première, Tangle cherché est égal à la rotation du cercle.
La précision de cette méthode ne permet guère de dépasser h minute et Ton doit recourir à Temploi des lunettes quand on vi-iil obtenir l'exactitude que eonq)ort(^nl un grand nombre d'expê rienees d'C^ptique.
La lunette est portée alors par un équipage qui peut tournât autour d'un axe vertical, et elle vise dans la direction de l'axe. La rotation est évaiu«''e, par un cercle et des verniers. L'axe porte un»' piale-rormi; mobile, d'une manière indépendante, sur laquelle on |)lace, par exemple, le prisme P (./'V^- ^i) dont Tangle est à mesurer, et des vis de réglage permettent de rendre son arête oxa*:lement parallèle à l'axe.
Deux méthodes peuvent être employées.
Lorsque la rotation de la plate-forme est elle-même donmV par un cert'le divisé, on vise un point extérieur S par réflexioD sur une des faces du prisme, en laissant la lunette invariable.
On tourne alors la |)late-forme de manière à viser le même point sur Tautrc face; la rotation observée est égale à l'angle dn prisme et il n'y a pas d'erreur appréciable si le plan bissecteur df l'arête du prisme passe sensiblement par Taxe de rotation.
Lorsque Tinstrument ne pennet pas de mesurer la rotation àt la plate-forme, on peut laisser le prisme immobile et viser le point S par réflexion sur les deux faces, en plaçant successivement h lunette dans les deux positions L et L'.
Soient
A Tangle donné par le déplacemeni de la lunelte;
A l'angle du prisme ;
a l'angle des rayons incidents SM et SM' qui correspondent aux
deux directions de Taxe optique ; 6 et 9' les angles de ces rayons avec les faces correspondantes du
prisme.
Fig. 5i.
Les relations
A rz: e -I- 6' -h a
donnent
L'erreur de parallaxe - n'est négligeable que si le point S est
extrêmement éloigné^ on prendra comme mire, par exemple, la flèche d'un clocher ou la tige d'un paratonnerre.
H9. — On évite la recherche d'un repère éloigné par l'emploi d^uu collimateur. Si le changement de direction des rayons est produit par réflexion, réfraction ou diflraction sur une surface plane, on dispose cette surface au centre de la plate-forme parallèlement à l'axe de rotation et de manière que le rayon dévié soit perpendiculaire à l'axe; la déviation est donnée par le déplace-
inenl de la lunette qui vise alternativement, dans les deui cas, Touverlure placée au foyer du collimateur.
On doit prendre alors quelques précautions pour tirer lemeilleor parti des lunettes; nous examinerons encore comme exemple le cas d'un prisme.
Si Ton mesure Tanglc du prisme par la seconde méthode, en pointant la lumière réfléchie à droite et à gauche, une partie seih lemcnt des rayons qui émanent du collimateur (la moitié quand le plan bissecteur du prisme est dirigé vers le collimateur) est reçue par la lunette. Le faisceau est dissymétrique et Fimage éprouve par difl'raction un petit déplacement latéral e; ces déplacements se faisant en sens contraires pour les deux lectures, Tanglc A observé sera en erreur de ±: 2 e et Tangle calculé pour le prisme en erreur d'une quantité inconnue e.
l'^n outre, le travail du polissage dans la fabrication des prismes a pour résultat, sauf Temploi de précautions tout à fait exceptionnelles, de courber les surfaces dans le voisinage de l'arête. Les rayons parallèles qui tombent sur cette région ne restent plus parallèles après la réflexion; ils nuisent à la pureté des images et peuvent produire un changement de mise au point. On ulilisr ainsi, par cette méthode, la région la plus mauvaise des surfaces cl celle qui ne servira pas dans les mesures de réfraction. Les constructeurs prennent souvent le soin d'abattre sur les angles da prisme les parties qui correspondent aux surfaces courbes, mais alors la portion utilisée sur Tobjectif du collimateur est encorf réduite et le déplacement t exagéré.
On doit donc mesurer Tangle du prisme, soit par la rotaticode la plate-forme, soit par Tobservalion d'une mire éloignée.
Pour mesurer la déviation produite par le prisme, on le dispose sur la plate-forme de manière que le plan bissecteur de Paréte utilisée passe sensiblement par Taxe de rotation et l'on fait en sorte que la totalité du faisceau lumineux, qui sort du collimateur. tombe sur la première surface assez loin de l'arête.
Le collimateur étant muni d'une fente étroite éclairée on obtient un spectre pur dans la lunette placée sur le trajet des rayons émergents. 11 est facile, en observant les déplacements de cette iina^e, de faire tourner la plate-forme à la main, de manière que le prisme soit très sensiblement au minimum de déviation (67) pour
la région du spectre que l'on veut observer, et l'on pointe le réticule sur une raie déterminée, obscure ou brillante. La déviation minimum D s'obtiendrait par l'angle de la lunette dans cette position avec celle qu'elle prend quand on enlève le prisme pour observer directement le collimateur, mais il est plus simple de faire tourner la plate-forme de manière à présenter au collimateur la seconde face du prisme et Ton pointe la lunette sur le même repère pour la déviation de l'autre côté. Le déplacement de la lunette donne le double de la déviation minimum. On connaît ainsi les angles D et A qui permettent de calculer l'indice de réfraction (68).
Cette double observation a droite et à gauche présente encore un avantage important. Les objectifs n'étant jamais rigoureusement achromatiques, les aberrations de réfrangibilités qui proviennent du collimateur et de la lunette s'ajoutent et le réticule doit être déplacé pour passer d'une couleur à l'autre du spectre. Ce déplacement n'est plus nécessaire quand on observe à droite et à gauche au minimum de déviation; on évite ainsi l'erreur qui pourrai! résulter d'un défaut de réglage de Taxe optique.
120. — L'ensemble d'un collimateur, d'un ou plusieurs prismes réfringents et d'une lunette constitue un spectroscope.
Quand on se propose uniquement d'étudier la composition d'un spectre, il peut être avantageux (74) que la direction du prisme ne corresponde pas exactement au minimum de déviation, mais on ne s'en écarte jamais beaucoup, à moins que, en vue d'une étude spéciale, les objectifs du collimateur et de la lunette ne soient de dimensions très différentes.
Si le spectroscope est formé de plusieurs prismes, on les dispose sur une même plate-forme et la lunette doit pouvoir prendre toutes les directions possibles. On règle la position de tous les prismes successivement, à partir du collimateur, de façon que chacun d'eux reçoive toute la lumière qui émane du précédent et soit à peu près au minimum de déviation. Les défauts des surfaces ne tardent pas le plus souvent à modifier successivement la mise au point de la lunette; il est bon de déplacer en même temps la fente du collimateur de manière que la région que Ton veut observer soit au point quand le réticule de la lunette occupe sa position moyenne.
I > I cil A PITRE II.
Dans les speclroscopcs dits à vision directe, l'appareil réfrini;enl est formé de plusieurs prismes successifs collés enseiiiWe, allernaliverncnt de natures différentes et de sens contraires (T9V Si I on cinploiiî plusieurs systèmes semblables, on règle chacun d\Mi\ roninuî un prisme siin[)le.
(ics indications rapides relatives à remploi des prismes suffiront pour ([ue dans des circonstances analogues, et quelle que soit la nature des phénomènes à observer, on prenne le même genre de prtM'autions.
lil. Groupement des Ruyons ou des Ondes. — Supposons qu'une portion de l'espace soit traversée par des rayons de directions (juelconques et indépendants les uns des autres, ou occupi-e par h) superposition d'un ensemble r|uelconque de systèmes d'ondes sans aucune relation régulière. Telle serait, par exemple, hi lumière que laisse passer une fenêtre éclairée par les ohjeb extérieurs, les nuages ou le ciel. On peut combiner d'une iniinitr de manières les rayons ou les ondes qui correspondent à des \ihrations de même période.
i" On peut considérer les rayons comme formés d'une série de faisceaux eonicjues avant pour sommets les différents points A. \', . . . (Tune surface arbitraire S {fig* 5^) située sur le trajet du svstème, cest-à-dire l'ensemble des ondes comme la résultante d'une sérij de systèmes réguliers d'ondes sphériques S, S', ... ;i>ant pour centres les points A, A', ....
Kn ellet, (piel ([ue soit le mode d'éclairement général, chacun des points A de hi surface S se trouve dans un état vibratoire (h'terminé, (jui déduit VrUxi vibratoire des ondes sphériques 5 avant pour cenlr^î le point A, ces ondes pouvant être postérieure^ ou antérieures à la surface -.
La vibration en un point P, d'après le principe d'Huygens. est la résultante des vibrations émises par les différents points de la surfac(î 1\ c'est-à-dire des ondes sphériques S, S', . . . ayant pour centres les points A, A', ....
L'état vibratoire d'un |)oint P, antérieur à la surface S est, de même, la résultante des vibrations dues à une série d'ondes sphéri(pies convergentes S,, S, , . . . ayant pour centres A, A', . ...
'^" Si la surface arbitraire 1' est supposée à Tinflni, la lumière •;énérale sera remplacée par des systèmes de rayons parallèles ou
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d'ondes planes de directions différentes, Tétat vibratoire de chaque système étant défini par la vibration réelle du point de la surface 2 pris dans la direction correspondante, ou du point situé suivant la même direction dans le plan focal principal d'un objectif qui recevrait le faisceau.
3" Enfin, on pourrait aussi considérer le faisceau de lumière générale comme formé de différents systèmes de rayons normaux à
Fig. 52.
une même surface, ou d'ondes quelconques. L'état vibratoire sur une de ces ondes serait alors défini par la vibration réelle des points situés sur la surface caustique correspondante dans l'espace compris entre deux surfaces arbitraires Si et S^.
On a souvent à faire usage de ces groupements artificiels des rayons ou des ondes et l'on choisit, dans chaque cas particulier, le mode qui convient le mieux pour mettre en évidence les phénomènes à observer.
TT^'
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122. Expérii^nvr (I^Young. — Toutes les considérations précédcnlcs reposent sur la composition géométrique des mouvements vibratoires, c'esl-à-dirc sur le principe des înierréreDces. La difiVaclion an foyer des instruments d^optique en esl déjà une confirmation, mais il est nécessaire de mettre ce principe important hors de doute par une vérification expérimentale.
Les |)liénonicnos de diffraction ont été observés depuis lun^teni|)s. Grimaldi a constaté que, si la lumière solaire directe entrf dans une chambre obscure par un trou très petit, la tache brillanie reçue sur un écran s'élargit d*autant plus que Touverture esl plo« étroite, à partir d^une certaine dimension; en outre les bords de celte image sont légèrement colorés. Ces deux eflets sont dus ib di Jl'ntction ('), à ce (^ron appelait X injlexion des rayons. Grimaldi crut même rr( oiiiiaitre, dans la partie commune des tarhr> fouriiit's par deux trous voisins, des elTets qui semblent indiquer (|iie la lumière en s'ajoutant«î delà lumière peut produire derobscurilé. Le texte de Grimaldi (-) est bien Ténoncé d'un phénoinrne d'interférence et on lui a attribué souvent le mérite de celle découverte, mais les conditions de Texpérience qu'il décrit assw confusément ne permettaient de rien observer de semblable.
Delisle (^) reconnut l'exislence d'un point brillant, entourf d'anneaux, au centre d(; Tombre (ruu écran opaque circulaire d<
(') Luinon propu^aUir sou cliiïuiulilur non solum directe, re/racte ac rtflext. vc(l eliani alio quoduni quarto modo, diffractf. (Grimaldi, PhUosophicomaihau de luminr, etc. Liber I, Trop. I; Hononiaf, MDCLXV).
(*) Lumen aliquun<lo pcr sui communiralionem rcddit obscuriorcm superficie* iorp(»ris aliundc, ar prius illustratam {/bid., Prop. WII).
(M Dki.islk, Mvrn. de t'Acad. des Sciences, p. iC6; 1715.
INTERFÉRENCES. 1 Sj
très petites dimensions. Maraldi (') a constaté, dans l'ombre d'un cheveu ou d'une aiguille, éclairés par le soleil, une bande centrale brillante bordée de deux bandes noires et de plusieurs autres franges colorées. Ce sont là de véritables phénomènes d'interférence dont les auteurs n'ont pas saisi toute la portée.
C'est à Thomas Young (2) que l'on doit la première expérience Lien démonstrative et la plupart des conséquences qu'elle comporte au point de vue de la théorie de la lumière.
Pour comprendre l'expérience d'Young, il est nécessaire d'examiner d'abord brièvement la diOraction produite par une petite ouverture. Lorsque la lumière partie d'une source de dimensions très restreintes S, comme un trou très fin éclairé par le soleil, tombe normalement sur un écran opaque E (^Jig* 53) percé d'une
Fig. 53.
ouverture circulaire d'assez petit diamètre AB, si l'on reçoit le faisceau émergent à une certaine distance sur une feuille de papier blanc MN perpendiculaire à sa direction moyenne, on observe d'abord une tache centrale d'un diamètre PQ plus grand que celui du cercle A'B' qui serait dessiné par les droites s'appuyant sur le bord de l'ouverture. Cette tache centrale est entourée d'un anneau sombre et d'une série d'anneaux colorés, qui tiennent à ce que les systèmes d'anneaux relatifs aux différentes lumières qui constituent la lumière blanche ont des diamètres différents. Avec une source homogène, ou en observant au travers d'un verre rouge, qui ne laisse passer que de la lumière sensiblement homogène, la tache centrale serait entourée d'un grand nombre d'anneaux alternativement sombres et brillants.
(') Maraldi, Méni, de l'Acad. des Sciences, p. m; 1723. (•) YouNO, Lectures on Natural philosophy ; London, 1807.
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Le rayon CP du premier anneau obscur est déGnî, comme pour lu tache centrale au foyer des lunettes (31), par la condition que la r(^sul tante des vibrations émises au point P par les zones élémentaires comprises dans Touverture AB soit un minimum. Un peu plus loin, Tamplitude de la vibration résultante augmcntefet passe ensuite par une série demaximael de minima; dans tousles cas, le diamètre de la tache centrale est encore en raison inverse du diamètre de Touverlure AB.
Au lieu d'examiner Téclaîrement du papier situé dans le plan MN, on peut supprimer ce papier et recevoir la lumière dans l'œil armé d'une loupe pour viser dans le plan MN, ou même s'éloigner davantage et viser à Toeil nu.
Le phénomène se montre avec beaucoup plus d'éclat quand od regarde Timago conjuguée de la source S dans une lunette, parce que la tache centrale devient beaucoup plus petite.
Si Ton remplace l'ouverture circulaire par une fente à bords parallèles, la tache centrale est une bande parallèle â la fente, à droite et à gauche de laquelle se trouvent des franges colorées.
Le phénomène reste le même, mais il acquiert plus d^éclat quand on remplace aussi la source S par une ligne lumineuse très Hue parallèle aux bords de la fente.
Knfin on obtient les mêmes bandes de diffraction quand on couvre Tobjeclif d'une lunette par une fente et qu'on observe, soit une étoile ou un point brillant, soit une ligne lumineuse parallèle à la fente.
Voici maintenant l'expérience d'Young
La lumière émanant d'un orifice S très étroit {Jlg. 54) éclairé par le soleil tombe sur un écran E percé de deux trous circulaires A et A' assez |>ctits pour que les taches centrales correspondanlfâ dans le plan MM' empiètent Tune sur l'autre.
On aperçoit alors dans la partie commune une série de lignes j>arallèles très rapprochées et perpendiculaires au plan SAA';ce sont àcs> franges d^ interférence.
La frange centrale, blanche et brillante, est bordée, à droite et à gauche, d'une frange noire suivie de franges irisées de coulear^ plus ou moins vives. On peut habituellement compter une dizaine (h; ces franges irisées de cha(|ue coté: elles disparaissent ensuite
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dans un éclairage uniforme ou dans les anneaux de diflTraclioii propres à chacune des ouvertures.
Les bandes apparaissent aussi, mais avec moins d^éclat, dans I^'nlervalie des taches centrales relatives aux deux ouvertures quand ces taches n'ont plus de partie commune.
Avec une source homogène, ou au travers d'un verre rouge, le champ d'observation est couvert d'un grand nombre de franges équidistantes, alternativement brillantes et obscures, et la frange centrale elle-même ne se dislingue plus des autres.
Fig. 5',.
On augmente l'éclat du phénomène, sans modifier la forme ni la distance des franges rectilignes, en remplaçant les trous A et A' par deux fentes parallèles d'égale largeur, dont les bords sont perpendiculaires au plan de la figure, car les franges produites par les différentes parties de ces fentes, considérées deux à deux, se superposent.
L'éclat augmente encore quand on substitue à la source S une fente étroite éclairée ou l'image rectiligne du soleil au fojer d'une lentille cylindrique (*); l'ajustement est alors plus délicat, parce que les franges d'interférence n'apparaissent que si cette source rectiligne est très exactement parallèle aux fentes A et A'.
Enfin la quantité de lumière utilisée devient beaucoup plus grande quand on emploie une lunette et qu'on observe dans le plan où se forme l'image de la source. L'objectif est couvert par un écran percé de deux trous circulaires ou de deux fentes parallèles et l'on observe l'image d'un point lumineux ou d'une ligne parallèle aux fentes. Dans ce cas, les taches centrales de diffraction produites par les deux trous, ou les bandes centrales relatives
(') Arago, Œuvres complètes, l. X, p. Sgi.
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aux deux fenles, sont exactement superposées el les franges diaicrfcrence se dessinent avec un très vif éclat.
On aperçoit les mêmes apparences dans l'ombre d'une tige rcctili^ne de quelques millimètres de diamètre éclairée par une tente rtroile (Expérience de Maraldi).
12i. Calcul des franges, — L'explication du phénomène n^ [)résenle aucune diflicultc.
Si Tangle apparent de Torifice S (Jig. 54) qui sert de source de lumière est insensible et que les dimensions des ouvertures Ad et A' soient de même ordre que la longueur d'onde, la source S étant située dans un plan perpendiculaire au milieu de la distance ;VA', ces deux ouvertures se comportent comme deux source» identiques, puisque, étant à la même distance de la source S et très rapprochées, leurs vibrations sont concordantes.
Soient 7. d la distance AA', b la distance du milieu O au plan IMM dans lequel on observe les franges^ le milieu C de la frange centrale est situé sur une droite CO perpendiculaire à AA', puisque les vibrations envoyées en ce point par les sources A et A' son! toujours concordantes. Pour un point P situé à la dislance CP = Xi les distances p et p' aux deux sources A et A' sont
ciî qui donne
La distance x^ à laquelle les franges sont observables élaol toujours très petite par rapport à by la somme o'-f- 3 diflTère Irè"» peu de 26 et Ton peut écrire
La diBTérence de marche relative au point P est donc proportionnelle à sa distance x au milieu de la frange centrale. L'amplitude de la vibration résultante est maximum ou nulle suivant qv cette diflférence de marche est un nombre pair ou impair de déni- I longueurs d'onde. Les distances x varient comme les nombres
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o, 2, 4î 6, ... pour lesmaxima et comme les nombres i, 3, 5, 7, ... pour les minima; ces franges sont donc équidistantes dans la lumière homogène.
La distance au centre Xp de la frange d'ordre/? | A =/? - j est
donnée par la condition
X id
Cette distance est proportionnelle à la longueur d'onde X, à l'ordre/? de la frange, à la distance b du plan MN d'observation et en raison inverse de la distance 2rfdes deux ouvertures.
L'angle apparent ^p des deux franges d'ordre /?, à droite el à gauche, vues du point O,
^''^ b - id - d'
est indépendant de la distance du plan MM'.
Enfin le rapport -j- est l'angle apparent a des ouvertures vues du point C, et l'on peut écrire
La distance d'une frange d'ordre déterminé est donc proportionnelle à l'ordre de la frange, à la longueur d'onde et en raison inverse de l'angle apparent des deux sources.
Pour un angle apparent a de 3o', qui correspond environ à l^angle de i*^" vu à la distance de i", la distance de deux minima consécutifs, ou la largeur d'une frange, est
- = looX, environ , J^ de millimètre, oc
Le même calcul s'applique aux franges observées à l'aide d'une lunette, avec cette seule différence que l'on doit remplacer les points A et A' par leurs images par rapport à l'objectif.
Enfin, si ces ouvertures ont des dimensions notables, nous verrons encore qu'elles se comportent comme deux points A el A' dont les vibrations sont concordantes.
M. — [. Il
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l!2o. — Quand la source est formée de lumière blanche, la dilTércntcs couleurs homogènes qui la conslituent donnent des systèmes de franges dont Técarlement n'est pas le même et le passage du maximum de lumière à robscurité dans chaque système se fait par tous les intermédiaires.
Kn ne prenant que les couleurs de longueurs d'onde extrémn. le rouge et le hicu, qui limitent la partie la plus brillaDtedi spectre, on prévoit facilement quel sera Teffel produit par b superposition des franges de toutes couleurs. Les bandes R elB (//•^. 55) qui représentent les maxima successifs pour les den
FiK. 55.
couleurs montrent que la frange centrale, formée par la superposition des maxima Ko ^t Bo situés au centre C, est déjà bordêei droite et ù gauche d'une teinte rougeâtre-, la première frange brillante (B|, U|) est bordée de bleu à Tintérieur cl de rouge àfeitérieur. Il en est de même pour les suivantes, mais il aniie bientôt que les franges voisines empiètent l'une sur Pautre; pli»* loin, il y a superposition en un même point de plusieurs coalen^ appartenant à des franges d'ordres différents, et cette supenxhilion finit par reproduire la lumière blanche.
Pour les couleurs les plus brillantes du spectre les longoeo^ d'onde sont comprises entre oH-,G8 (raie B) et oM',48 (raicFï; elles varient à peu près de .{ à 3. La troisième frange brillante di rouge R3 tombe sur la quatrième du bleu B| ; la sixième franeedi rouge est en même temps le huitième maximum du bleu e(k septième maximum du jaune intermédiaire (^= ol^, 58). Lesciloralions disparaissent, en effet, à partir de la huitième ou dixit*' fraii<;e, dans un éclairement uniforme.
Kpeul séparer les résultats relatif* ans ditl'érentes couleurs eii ini le pLénomi^n<; à l'aide d'un spectroscope dont la fente
née dans le plan des franges et perpendiculaire à leur dt-
D commune, «peclre paraît alors traversé par une série de lignes noires f 66) qui correspondent aux mininia; le système est symé-
trique par rapport à une bande brillante rectiltgne CC qui correspond à la Trange centrale. Les lignes noires sont des courbes dont la forme dépend de la loi de dispersion et dool les distances successives en cliaquc point du spectre sont proportioanelles aux longueurs d'onde; d'une exlrémilé à l'autre, ces distances vurienl â peu pri^s dans le rapport de 2 à 1.
On peut obtenir aiusi, pour chaque couleur homogène, un nombre de (ranges beaucoup plus grand que dans l'observation directe du phénomène.
Angle apparent de la xniirce. — Les franges ne sont visibles que si l'angle apparent de la source située en avant des ouvertures est suflisammeat petit. En efl'et, chacun des poînls de celte source produit un sjsl(-me de franges particulier, centré par rapport â la droite qui le joint au milieu O de la distance AA'. Pour qu'il n'y ail pas confusion complète des franges, il est néire que l'angle apparent e du la source vue du point O soil !ttt que l'angle upparenl d'une demi-frange vue du mfine c'esl-à-dire qu'on ait z <r ^— ,.
ir réaliser l'expérioncf, on devra donc satisfaire à deux coït-
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ditioDs : i^ les fentes A et Â' doivent être assez étroites pour que les taches centrales qui leur correspondent aient une partie commune; 2"* Tangle apparent de la source doit être plus petit que le quotient de la demi-longueur d'onde par la distance des fentes.
127. — M. Fizeau a fait remarquer que cette dernière condition permet de déterminer une limite supérieure du diamètre apparent des étoiles.
Si Ton couvre un objectif de lunette ou le miroir d'un télescope par un obturateur qui ne laisse libres que deux parties situées aui extrémités d'un diamètre, l'instrument pointé sur une étoile donnera des franges dont la largeur sera réglée par la distance AA' des bords de l'obturateur, c'est-à-dire par le diamètre D de l'objectif. Si les franges restent visibles, il en résulte que le diamètre
apparent de l'étoile est plus petit que -pr« Tel est Tangle apparent
minimum que l'instrument peut mettre en évidence. Si l'on fait X = o^, 5 et D =^ 1 2*^", l'angle minimum sera
tandis que l'angle de pénétration d'un objectif de ce diamètre n'est pas inférieur à i''.
L'expérience a été réalisée par M. Sléphan ( * ) avec deux ouvertures éloignées de 5o*^"*, et les franges n'ont disparu pour aucune étoile, même les plus brillantes, sauf pour Sirius. On en conclut que l'angle apparent des étoiles est inférieur à o",i et que le diamètre de Sirius est peut-être appréciable.
128. Franges au foyer des lunettes, — Le problème peut être traité d'une manière plus complète quand on emploie deux fentes et qu'on observe au moyen d'une lunette.
Supposons d'abord que les fentes sont éclairées par des ondes planes, parallèles à l'écran E (Jïg. 5y) dans lequel elles sont dé— coupées, c'est-à-dire que la source est à l'infini ou au foyer d'u^^
(') Stéphan, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. LXXVI, p. 100?^ '
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collimateur, et qu'on reçoive la lumière émergente sur un objectif. La vibration diflTractée à Tinfini, par une des fentes, dans une direction déterminée, est de même nature (121) que celle qui se produit dans le plan focal CM de Tobjeclif sur une droite parallèle NM qui passe par le second point nodal N.
Fig. 5;.
En considérant le phénomène dans un plan perpendiculaire aux fentes, la vibration produite au point M dans une direction 6 par la fente ÂB est proportionnelle à la résultante des vibrations émises par les différents points de l'ouverture suivant la même direction. Cette vibration est nulle quand Tare AB de Tonde primitive contient un nombre pair d'arcs élémentaires, c'est-à-dire quand la différence de marche A = AQ relative aux bords est un nombre entier de longueurs d'onde. On a donc, en appelant 2a la largeur de la fente AB,
A =: AB sin 8 = 2 a sin 6 i^ /;i À
ou
sin6
Le facteur m est un nombre entier différent de zéro, puisque les vibrations sont concordantes pour la direction normale.
Comme l'angle 0 est toujours très petit, tant que la distance 2 a n'est pas de même ordre que la longueur d'onde, on peut écrire
'wï-i
La diflfraction d'une fente unique donnera ainsi dans le plan focal une série de bandes parallèles aux bords, dont les maûmi diminuent très rapidement et qui sont séparées par des minima d^ntensité nulle équidistants, à Texception du minimum suivant la normale qui est remplacé par un maximum.
L^angle apparent de la bande centrale vue du point Nest Fangle des deux premiers minima, à gauche et à droite du centre C, c'est-à-dire en faisant m = 1 ,
Si Ton considère maintenant deux fentes voisines identiques. AB et Â'B', séparées par un intervalle a^, la vibration résultante est encore nulle lorsque les vibrations émises par deux points correspondants A et B', B et A', et en général deux points des deux fentes dont la distance est ^(^f + ci)^ sont discordantes.
L'angle ^p des deux franges d'ordre />, qui correspondent à la
différence de marche p -^ est donné par la condition
A' -_ B'Q'i_ 1 id^- a) sin ^ =-. »ou
^^ f'Hd~-V~ay
et l'interférence est complète quand p est un nombre impair.
Ces minima nuls, qui correspondent aux franges d'interférence des deux fentes, sont cquidistants. Les deux ouvertures se comportent comme deux fentes sans dimensions transversales séparécs par un intervalle '.>.{d -\ a)^ c'est-à-dire comme deux points situés sur la ligne médiane de chacune d'elles.
(*) Remarquons en passant que, si l'on observait ainsi une étoile avec un objectif couvert d'une ouverture rectangulaire de largeur 2a =1 D, ce qui équifaadrait à l'emploi d'un objectif cylindrique, l'image de Tétoile aartit comme tacKe
X aX
centrrilo une bande parallèle aux bords d'angle apparent - = •-.. Pour ane b^
f;cur iW. iQ"*, l'angle minimum de séparation de deux étoiles voisines (32) serait
seulement — ou - o ,83.
D ia«-
En appelant F la longueur focale de Tobjectif, la dislance CP = Xp de la frange d'inlerférence d'ordre p est
Les franges d'interférence sont plus rapprochées que les minîma de diflraclion relatifs à chacune des fentes et, si le rapport de la distance des fentes à leur largeur est assez grand, les franges visibles à la lumière blanche se trouvent en totalité dans la bande centrale d'une fente unique.
Il est clair que le phénomène ne change pas de nature quand on remplace la source, que nous avons supposée réduite à un point, par une fente éclairée très étroite parallèle aux franges.
Enfin on peut placer la source à une distance finie et observer dans le plan focal conjugué. En effet, si l'écran des fentes est très rapproché de l'objectif, on ne change pas sensiblement les phénomènes en supposant que cet objectif est formé de deux objectifs distincts, dont l'un, placé en avant de l'écran, a son foyer principal sur la source et rend les rayons incidents parallèles, tandis que l'autre, situé derrière, a son foyer principal dans le plan de Timage. L'ensemble de ces deux objectifs forme un système équivalent au premier et l'on se retrouve dans le cas précédent.
129. Déplacement des franges. — Young avait constaté que les franges disparaissent dans l'expérience de Maraldi quand on intercepte la lumière sur l'un des bords de l'écran ; Arago ( * ) remarqua qu'une lame de verre interposée produit le même effet et que les franges se montrent de nouveau si la lame couvre les deux bords. Il en est ainsi encore quand on couvre l'une des fentes ou les deux fentes dans l'expérience de Young. Fresnel prévit aussitôt qu'une lame très mince sur l'une des ouvertures ne produirait qu'un déplacement latéral des franges et que l'expérience permettrait d'évaluer la perle de vitesse de la lumière dans le milieu interposé.
La lame transparente^ en effet, augmente la longueur optique du rayon qui la traverse, de sorte que le point P© du champ où
(*) Fresnel, Œuvres j l. 1, p. 75.
la difTérence des chemiDs optiques est nulle se rapproche nécessairement de l'ouverture couverte A {Jig' 58).
Soient e Tépaisseur de la lame, n son indice de réfraction : Taccroissement de chemin ou le retard qu'elle imprime aux ravons qui la traversent normalement (41) est
Ao=(/i — i)e.
Fig. 58.
La différence de marche est donc nulle pour ud point Pq, tel que le relard géométrique soit précisément égal à Ao> c'esl-à-dire au point où se trouvait primitivement une frange d'ordre
L'expérience réussit bien avec des lames de mica qui produisent un déplacement inférieur à 20 franges ou à 10 franges brillantes, c'est-à-dire, en faisant n=i,5, des lames dont Tépaisseur ne dépasse pas 20 longueurs d'onde, ou -^ de millimètre.
Toutefois, Fresnel reconnut, dans ses premières expériences sur la topaze, que la frange centrale du système déplacé n'occupe pas exactement la position qu'indiquerait le calcul; il allribua ce résultat, au moins en grande partie, à la dispersion de double réfraction qui modifie la superposition des franges (*).
Le retard Ao= (^ — \)c étant variable d'une couleur à l'autre.
(') Fresnel, Œuvres, l. II, p. 2G8.
reflet d'une lame interposée est le même que si, le système de franges étant déplacé en bloc, on Texaminait ensuite au travers d'un prisme (*); il peut arriver aussi qu'on ne reconnaisse plus de frange centrale, les couleurs étant distribuées symétriquement de part et d'autre d'une frange noire, ou même ne présentant plus aucune symétrie. Considérons, d'une manière générale, le relard Ao comme une fonction de la longueur d'onde fÇ^)] le déplacement
de la frange qui correspond à une difi^érence de marche nulle est variable avec la couleur. L'interposition de la lame transparente a donc pour résultat de faire glisser d'une quantité inégale les systèmes de franges appartenant aux différentes couleurs comprises dans la lumière blanche, exactement comme si l'on examinait le système primitif au travers d'un prisme parallèle aux franges. Il peut y avoir coïncidence plus ou moins approchée, soit sur une frange brillante, soit sur une frange obscure, soit sur une région intermédiaire, et cette coïncidence n'a qu'une relation éloignée avec le point où la diff<érence de marche est nulle pour une longueur d'onde déterminée.
M. Cornu (^) appelle frange achromatique cette région où la coïncidence a lieu pour les couleurs les plus brillantes du spectre de manière à produire à l'œil l'impression d'une coïncidence complète. Le point ainsi déterminé correspond au même état pour les couleurs les plus importantes, c'est-à-dire qu'elles s'y trouvent dans la même phase.
Soit Xi la distance CP| du point considéré : le retard géométrique est A| = aj^i, le retard optique A, — Ao et la différence de phase
2 TC r- 2 TC ' ^ •
Cette difliérence de phase est sensiblement la même pour des couleurs voisines lorsque sa dérivée par rapport à la longueur
(*) Stoksb, Br. Ass. Hep., II* Partie, p. 20; i85o.
(') Cornu, Comptes rendus de l* Académie des Sciences, t. XCIII, p. 809;
d'onde est nulle, ce qui donne la condition
on voit que A| a une valeur très différente de A».
Si Ao et /;„ se rapportent à la longueur d'onde ^ de la lumière la plus importante du spectre et qu'on appelle p% Tordre de la frange primitive sur laquelle se trouve actuellement la frange achromatique, on aura
Le déplacement de la frange achromatique, à partir du point où la diflférence de marche est nulle, est
et l'erreur relative commise par le calcul approché
Po /(X)
Dans la plupart des cas, le retard Aq augmente à mesure que la longueur d'onde diminue, de sorte que la dérivée fQ^) est négative et pi > po* Quand une frange paraît achromatique, elle est donc plus éloignée que celle qui correspond au même chemin oplique. Le contraire pourrait arriver pour des différences de dispersion ou pour des retards produits par diffraction.
Pour avoir une idée de celte erreur, dans le cas de l'interposition d'une lame, nous remarquerons que l'expression de l'indice <le réfraction en fonction de la longueur d'onde est de la forme
ce qui donne
>,/'(À) . /'^li 4C\ a / A^C\
7W -" n--l Ix-T -^ I»-j — TTITT (,« - ^ + T^y
Si Ton applique ces résultats à un milieu très dispersif, comme
INTERFERENCES. 17I
le sulfure de carbone, on a, d'après les mesures de Verdet, pour
la raie D du spectre,
nzzi 1 ,6240,
Ai^ i,58i8,
— z=LO^ 0068 ; il en résulte
M. Hurion (*) a trouvé par expérience
Pi — Po __ ^97-^56
Dans ce cas, Texcès de déplacement de la frange achromatique atteint presque un sixième, mais il est beaucoup plus faible avec des milieux moins dispersifs.
Le déplacement des franges du côté de la lame se trouve ainsi confirmé ; la vitesse de propagation de la lumière est donc moindre dans un milieu réfringent que dans Tair ou le vide, conséquence incompatible avec la théorie de rémission (5).
130. Miroirs de Fresnel. — On pouvait reprocher aux expériences d*Young que l'interférence a lieu entre des rayons déjà déviés par diffraction, ce qui complique la nature du phénomène. Fresnel (^) est arrivé au même résultat, par sa célèbre expérience des miroirs, avec des rayons qui n'avaient subi qu'une réflexion ordinaire.
Deux miroirs plans en verre noir M et N {Jlg- 09), de forme rectangulaire, mis en contact par les arêtes des surfaces réfléchissantes, font entre eux un angle très petit w. Il sont éclairés par une source de lumière S placée à une distance a.
Les images virtuelles A et B par rapport aux deux miroirs sont situées dans le plan normal à Taréte d'intersection I qui passe par la source et se comportent comme deux sources de lumière iden-
(») Hurion, Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, l. XCV, p. 75; 1883.
(■) Prbsnbl, Œuvres, t. I, p. i5o.
liques. Les faisceaux réfléchis interfèrent dans leur région commune A'IB'.
Diaprés les propriétés de la lumière réfléchie sur les miroirs ])lans (59), les images Â et B sont à la même distance a de Taréte I,
Fig. 59.
s NI .M
leur angle apparent AIB est 210, double de Tangle des miroirs, el
leur distance
AB -z 'î ^ ^z 2 a sin w.
L'angle que fait avec le miroir M le rayon SI qui se réfléchit sur Tarêle étant 6, le rayon réfléchi lA' a tourné de Tangle 26.
La perpendiculaire élevée au milieu O de la distance des images passe par Tarête I des miroirs ; prolongeons-la d'une quantité IC = ^ et examinons le phénomène dans un plan XX' perpendiculaire à cette droite. Comme on a
OC — 01 -h IC = a costo -f- b,
l'angle apparent de deux sources vues du point C est
Ali 2asinu>
~ 0(1 a coscD
OU sensiblement
Pour observer les franges qui se produisent alors dans le plan XX', Fresnel les recevait d'abord sur un verre légèrement dépoli, qu'il examinait par transparence avec une loupe*, il reconnut bientôt qu'on pouvait enlever ce verre dépoli et que les franges apparaissaient plus belles dans le champ de vision. En plaçant un réticule dans le plan focal de la loupe et montant le système sur un support commandé par une vis micrométrique qui permettait de lui donner un déplacement latéral, il pouvait mesurer la dislance des franges successives.
Fresnel collait ses miroirs à la cire molle sur une plaque et les réglait àTœil; il imagina plus tard une construction mécanique ingénieuse qui ne paraît pas avoir été réalisée (*).
Dans les appareils actuels, un des miroirs M est mobile autour d'un axe I, l'autre N porté par trois vis calantes qui permettent de lui donner de petits déplacements dans tous les sens. Agissant d'abord sur le miroir M, on l'amène à être sensiblement parallèle au second et l'on déplace ce dernier jusqu'à ce qu'ils soient dans le même plan. La première condition est réalisée quand les images d'un objet rectiligne, tel qu'un barreau de fenêtre, vues dans les deux miroirs, sont exactement dans le prolongement l'une de l'autre; la seconde lorsque, plaçant l'œil dans le plan d'un des miroirs et les regardant alternativement l'un devant l'autre, aucun d'eux n'apparaît en relief.
Il suffit alors d'agir sur le premier miroir et de le faire tourner d'une quantité telle que les deux images d'un point extérieur soient très rapprochées. Quant à la fente, on la rend parallèle à l'intersection en vérifiant que les deux images sont exactement parallèles. Ces opérations préliminaires étant faites avec soin, on est presque sûr d'obtenir les franges dès la première épreuve.
Pour supporter par une même règle la fente qui sert de source, les miroirs et la loupe d'observation, on place souvent ces appa-
(«) Frbsnbl, OEuvreSf t. I, p. 187.
reils presque en ligne droite, de façon que l'angle 0 esl extrêmement petit. Cette disposition est défectueuse : les faisceaux ré- (léchis étant très étroits, les franges sont troublées par des bandes de diffraction ; en outre, les surfaces ne sont jamais rigoureusement planes et tous leurs défauts se trouvent exagérés par la réflexion rasante. Il est bon de porter la fente et les miroirs par un même support pour que le réglage soit permanent, mais la loupe d'observation peut en être parfaitement indépendante; les fraoges sont beaucoup plus pures quand Tinclinaison des rayons incidenU sur les miroirs est notable.
131. Limites d^ interférence, — Avec de la lumière blanche on distingue au plus une dizaine de franges; en interposant un verre rouge entre l'œil et la loupe, on en peut compter 5o ou 60.
Avec la lumière d'une lampe à alcool salé, proposée par Brewsler (*), le champ est entièrement couvert de franges et Ton en peut compter plusieurs centaines, si la région commune aux deux faisceaux réfléchis est assez étendue pour les contenir.
On peut faire en sorte d'ailleurs que le milieu de la région commune soit occupé par des franges d'un ordre très élevé, soit en planant une lame transparente sur le trajet de l'un des faisceaux, comme on le verra plus loin, soit plutôt, à l'exemple de MM. Fizeau et Foucault (2), en déplaçant avec une vis spéciale l'un des miroirs parallèlement à lui-même. Cette dernière méthode permet (le faire varier la diflerencc de marche d'une manière continue.
Quand on avance le miroir M en M' d'une quantité e {Jig' 60), l'image virtuelle A se trouve portée en A', à la distance AA'= 2e. La différence de* marche au point C des rayons qui viennent des sources B cl A' est égale à la diflerence A = AC — A'C des rayons qui proviendaient des sources A et A'.
Si l'on abaisse du point A' la perpendiculaire A'D sur le rayon A(i, ladiff*érence de marche esl sensiblement égale à AA'sinAA'D on !>.esin AA'D.
C) HuEwsTKR, Annales de Chimie et de Physique, [a], t. XXXVII, p. 43;: 1.S28.
(») FiZKAU et Foucault, Annales de Chimie et de Physique^ [3], t. XXVI, f». 1.38, i8'i9; Comptes rendus de rAeadémie des Sciences, a4 novembre 1845.
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L'angle AA'D est égal à Tangle du rayon AC avec le miroir M, c'est-à-dîre à 8 4- w ou sensiblement 6, puisque les angles a>
et a sont très petits. L'ordre p de la frange qui se trouve au point C est donc
Fig. 6o.
Après avoir pointé le réticule de la loupe en C, si Ton fait avancer d'une manière continue le miroir M par le jeu de la vis qui le commande, on verra les franges marcher de droite à gauche. Elles ne tardent pas à disparaître avec la lumière blanche, parce qu'il y a en même temps au point C interférence pour certaines couleurs et maximum pour d'autres couleurs voisines, de sorte que l'impression générale est celle du blanc.
132. Spectres cannelés, — On peut analyser le phénomène en plaçant au point C la fente d'un spectroscope dans une direction perpendiculaire aux franges, comme nous l'avons fait déjà (125), mais le phénomène est plus pur quand on dispose la fente parallèlement aux franges.
Le speclre que Ton aperçoit alors est dit cannelé, c'est-à-dire couvert de bandes obscures transversales correspondant aux différentes longueurs d^onde qui donnent des interférences plus on moins complètes sur la fente du spectroscope.
Considérons deux minima du spectre sur des couleurs dont les longueurs d'onde sont X et V : soient /> Tordre de la frange qui co^ respond à la plus grande \ et m Tordre de la frange relative à X', à partir de la première. La relation
A = />-=:(/) -h m) - = aesinB donne
p~/n- r7> /)-\-m=zm
Connaissant le nombre m des franges brillantes et obscures qui existent dans le spectre entre les longueurs d'onde X et "k'^ on en déduit Tordre/) relatif à la plus grande longueur d'onde et Tordre p -{- ni pour la plus petite. Les longueurs d'onde extrêmes du rouge et du violet étant à peu près dans le rapport de 2 à i, ce qui donne X — - aX' oxx pz=, m^ Tordre de la dernière frange visible dans le violet est à peu près double du nombre des franges qui existent dans le spectre.
MM. Fizeau et Foucault ont pu distinguer ces bandes lorsque le déplacement du miroir était assez grand pour en produire \^\ entre les raies E et F du spectre, ce qui correspond à une différence de marche de 1737 longueurs d'onde pour la raie F, située au milieu du bleu, et a plus de 2000 pour le violet extrême. Cette expérience est d'autant plus importante à signaler qu'elle a été la première application du spectroscope à Tanal^se des phénomènes d'interférence.
Avec la flamme de Talcool salé, M. Fizeau a observé, par les anneaux de Newton, des interférences qui correspondaient à plus de joooo longueurs d'onde et j'ai reconnu moi-méme| par la double réfraction du spath d'Islande, des retards qui dépassaient 1 00000 longueurs d'onde.
133. Changements d^état des sources. — Toutefois, il paraît exister une limite physique à la dilTérence de marche pour
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laquelle les rayons lumineux interfèrent. Cette limite tiendrait, en grande partie, d'après f'resnel, aux changements d'état qui se prodoisent sur la source de lumière.
Les changements d'état sont manifestes quand la lumière est produite par un phénomène de combustion, par un gaz ou un liquide incandescent. Les molécules situées en un point produisent un certain nombre de vibrations régulières, d'une période déterminée, et sont ensuite remplacées par d'autres molécules pour lesquelles les vibrations de même période éprouvent brusquement un changement de phase. Il en est de même, à un degré moindre, pour un corps solide incandescent, parce que la température ne peut être en chaque point absolument invariable.
Soient t, t', -/, ... les durées successives des vibrations régulières. Supposons, comme dans les miroirs de Fresnel, qu'on fasse interférer les rayons fournis par deux images A et B d'une même source avec une différence de marche A.
Le mouvement vibratoire régulier, qui débute sur la source, arrive au point d'interférence à l'époque t par l'image A et à
Tépoque ^ + 77 par l'image B. Le changement brusque de phase qui survient ensuite sur la source à l'époque x arrive de même, au point d'interférence, aux époques ^-j-Tet^-j-T-f-Y* L'interférence sera donc régulière pendant le temps t — ^ et prendra
un autre caractère pendant le temps -^y puisqu'elle provient alors
de deux sources qui sont dans des états différents. Le phénomène ne peut être observé que si cette seconde période est notablement plus petite que la première, c'est-à-dire que si la durée x des vibrations régulières est supérieure au temps y que met la lumière
pour parcourir la différence de marche, en d'autres termes, que si le nombre des vibrations régulières est notablement plus grand que le nombre des longueurs d'ondes comprises dans la différence de marche.
D'après les résultats obtenus par l'emploi du verre rouge, Fresnel croyait que le nombre de vibrations régulières ne dépassait pas quelques centaines*; mais la lumière que laisse passer un M. — I. 12
verre, même fortement coloré, n'est jamais assez homogène pour qu'on puisse en tirer une conclusion de cette nature. Les eipériences postérieures montrent que les vibrations régulières peuvent dépasser plus de 100 000, ce qui ne correspond en réalité qu'à un intervalle de temps extrêmement petit. En effet, la vitesse de la lumière est de 3. 10*^ millièmes de millimètre ou de 6. 10*' longueur d'onde; la durée de six millions d'oscillations est encore contenue cent millions de fois dans une seconde.
131. Défauts d^ homogénéité. — C'est surtout à rimperfeclioo des sources les plus homogènes que tient la limitation des interférences.
La flamme de l'alcool salé, employée par M. Fizeau, est formée de deux espèces de vibrations, à peu près d'égale intensité, qui donnent dans un spectre les deux raies D extrêmement voisines, dont les longueurs d'onde diffèrent d'environ ^ij.
Pour une diflérence de marche convenable A, il y aura 988 longueurs d'onde de l'une des lumières, 984 de la seconde et les franges des deux systèmes seront superposées. Le même phénomène aura lieu pour une différence de marche égale à a A, 3 A, ... et, en général, un nombre entier de fois A. Pour les valeurs intermédiaires, les deux systèmes de franges alternent et toute interférence disparaît, (^es périodes d'accord et de désaccord se succèdent régulièrement quand on augmente la différence de marche d'une manière continue, et l'on comprend qu'elles contribuent à troubler le phénomène plus rapidement que si l'on opérait avec une source absolument homogène.
Toutefois l'existence des deux modes de vibration ne parait pa> la cause qui contribue surtout à limiter les interférences et l'onDr réussit pas mieux avec la lumière plus homogène des sels de thallium qui ne donnent dans un spectre qu'une raie verte.
Les interférences d'ordre élevé ne s'obtiennent, avec l'alcool salé, que si la flamme est très faible et peu colorée ou, mieux encore, que si le liquide contient des traces d'un sel moins volatil, comme le phosphate de soude. Il en est de même avec la lunaièri' du ihallium, pour laquelle on emploiera, soit de l'alcool contenant (Ml dissolution les traces d'un sel, soit une très petite éliocellf (Mitre d(»s tiges du métal. D'autre part, l'expérience montre que.
si ToQ analyse au spectroscopc la lumière fournie par une source homogène, on obtient une raie d^autant plus fine, abstraction faite des effets de diffraction, que la lumière est plus faible; pour une grande intensité, la raie s'élargit d'une manière sensible, comme si la source de lumière produisait, outre les vibrations principales, d'autres vibrations correspondant à des périodes voisines, plus grandes et plus petites. Le phénomène serait comparable à celui qu'on observe avec un instrument de musique, une corde vibrante ou un tuyau d'orgue, dont le son est d'autant plus pur qu'il est plus faible.
Dans cet ordre d'idées, le véritable obstacle à la production des interférences d'ordre très élevé serait la difficulté d'obtenir des sources suffisamment homogènes.
135. Déterminations numériques. — L'emploi de la loupe à vis micrométrique a permis à Fresnel de vérifier, par de nombreuses mesures, que les franges vues au travers d'un verre rouge sont rigoureusement équidistantes, et que la distance de deux franges est en raison inverse de l'angle apparent des deux sources. L'expérience permettrait aussi de calculer la longueur d'onde de la lumière que laisse passer le verre rouge par l'expression
X . OLX
A=p-=:aar, ou A=:2 — •
Le micromètre donne la distance x de la frange d'ordre p. Pour mesurer l'angle apparent a sans faire intervenir toutes les données de Tappareil, Fresnel plaçait une fente au point C {fi g- Sg) et mesurait au micromètre à une certaine distance L du plan XX' la distance A|B| = 2é/| des milieux A4 et B4 des deux taches centrales produites respectivement par les sources A et B. On a évidemment
de sorte que l'expression de la longueur d'onde ne renferme que des nombres empruntés à l'expérience.
Les moindres courbures des miroirs pouvant altérer l'exactitude des résultats, Fresnel (*) préféra s'adresser pour cette mesure à
(*) Frksnkl, Œuvres, 1. 1, p. 3a5.
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la diffraction d'une fente étroite (iS8). Il trouva pour la lanûèrc du verre rouge o(^,638 et cette valeur lui permit de contrôler Uèi exactement les mesures faites avec les miroirs.
Fresnci en a déduit, en utilisant les mesures de Newton sur les anneaux colorés, les longueurs d'onde de différentes couleurs d Ton a donné souvent, à tort, ce Tableau de Fresnel comme résultant de mesures directes sur les franges d*interférence.
Le déplacement des franges par la méthode de MM. Fizeaa el Foucault (131) permettrait une mesure plus exacte de la longueur d'onde, parce qu'on opérerait sur des franges d'ordre très élevé. Dans l'expression
A HZ y
la vis micrométrique qui porte le miroir donnerait le déplacemeol e qui correspond au passage de p franges brillantes et obscures sur le réticule de la lunette pointée sur une région déterminée da spectre; on mesurerait, d'autre part, la rotation aO du rayon qui s'est réfléchi sur l'un des miroirs.
136. Différentes formes de Vexpérience des miroirs. — Ao lieu d'observer directement les franges produites dans la partie commune aux faisceaux réfléchis par les deux miroirs, il peut être avantageux, dans certains cas, d'avoir recours à l'emploi d'une lentille, afiu d'obtenir des images réelles des deux sources, qui permettront de modifier plus facilement la différence de marche des rayons qui interfèrent.
Les faisceaux utilisés des images A et B fournis par la réflexioB commencent à empiéter Tun sur l'autre à partir de l'arête I des deux miroirs {Jlg- 6i) et les franges d'interférence se produisent dans la région commune DIE. Quand on interpose une lentille L de longueur focale convenable sur leur trajet, les faisceaux DAV^ EBE' forment des cônes convergents DA'D', EB'E'.
On observera d'abord des franges dans la partie commuDe JMDEN et, si les faisceaux empiètent encore plus loin, dans une autre partie commune NTM', les points A' et B' étant les images réelles des points A et B.
Les franges situées dans un plan P peuvent être calculées comme si A' et B' étaient des sources réelles, à vibrations conoor-
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dantes, et que ]a marche des rayons ait lieu en sens contraire. En effet, les vibrations relatives aux deux faisceaux devant être concordantes respectivement sur les images A' et B', leur différence de phase en un point du plan P ne dépend que de la différence des chemins qu'elles ont à parcourir pour arriver à ces images.
Fig. 6i.
Dans le plan P, les franges ne dépendent évidemment que de la différence des chemins rapportés aux images A' et B'.
Cette disposition présente Favantage que les deux faisceaux sont séparés dans le voisinage des sources réelles A' et B'. On peut donc agir sur l'un d'eux, en interposant par exemple une lame réfringente (129), pour provoquer un déplacement des franges.
On voit aisément que le point F est l'image du point I. La nouvelle région commune NT M' n'existera donc que si l'arête I des miroirs est située au delà du foyer principal de la lentille L.
Il est utile encore d'examiner cette expérience à un autre point de vue plus général.
Le phénomène observé dans le plan P est l'image par rapport à la lentille L de celui qui se produirait dans le plan conjugué P' si la lentille n'existait pas. En effet, le faisceau primitif peut être considéré comme formé de plusieurs systèmes d'ondes concentriques aux différents points du plan P et dont l'état vibratoire est déterminé, pour chacun des systèmes, par la vibration du point correspondant. Or les ondes relatives à l'un de ces points sont réfractées par la lentille et convergent au point conjugué dans le plan P.
Dans le plan focal principal, le phénomène est l'image de celui qui se produirait à l'infîni.
Enfin dans un plan P', situé au delà du foyer principal, le système des franges est l'image de celui qui se produit déjà dans le plan conjugué P^ en avant de la lentille.
137. — Si les faces polies des deux miroirs constituent une surface convexe, c'esl-à-dirc forment un angle it + co supérieur à deux droites, on peut dire, pour abréger, que les miroirs sont adossés. Dans ce cas, les images virtuelles A et B {^g» 6a) sont disposées en sens contraire et les faisceaux correspondants , n'ayant pas de partie commune après la réflexion, à partir de l'arétc I des miroirs, n'interfèrent plus directement.
A Taide d'une lentille, on peut les faire empiéter de nouveau dans une région l'M'J'N', pourvu que le point de rencontre J des rayons extrêmes AD' et BE' utilisés soit au delà du foyer principal de la lentille, afin que son image J' soit réelle. L'extrémité F delà région à franges est réelle et virtuelle, suivant que l'arête I des miroirs est au delà ou en deçà du foyer principal.
Les images A' et B' étant réelles et séparées, on peut encort' agir sur l'un des faisceaux séparément.
Fi g. 6i.
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Dans un plan P', les franges d'interférence dépendent évidemment de la différence des dislances aux images A' et B'.
L'expérience présente même une particularité remarquable. La région commune FM'J'N' est l'image, par la lentille L, d'une région virtuelle LMJN ; le système de franges observé dans le plan F est l'image du phénomène qui se produirait dans le plan conjugué P, en avant des miroirs, si les sources AetB étaient réelles. En supposant que le plan P' soit la rétine d'un observateur dont le cristallin est en L, on verra un système de franges dans le plan P antérieur aux miroirs, quoique le phénomène n'existe pas et que les faisceaux ne soient distincts qu'après la réflexion. Cest un genre d'illusion signalé déjà par Fresncl (*) et qui se rencontre dans d'autres circonstances.
(') Fresxel, Œuvres, l. II, p. ai»).
Au lieu de metlre la lentille sur le trajet des rayons déjà réfléchis, on arriverait au même résultat en faisant tomber sur un système de deux miroirs adossés un faisceau de rajons, émanés primitivement d'une source unique S, et rendus convergents par une lentille ou un miroir concave, en un point S' situé au delà des miroirs. Les deux faisceaux, réfléchis auraient une région commune après avoir formé des images réelles A' et B'du point S'.
138. t*ranges d^un seul miroir, — Les lois géométriques de la réflexion sont compatibles avec Texistence d'une modification brusque dans l'état vibratoire sur la surface réfléchissante, pourvu qu'elle soit la même pour tous les points voisins (26). Cette modification ne peut être mise en évidence dans l'expérience des deux miroirs, puisque les deux faisceaux ont subi le même eflet, mais elle apparaîtra si l'on fait interférer la lumière directe avec la lumière réfléchie (*).
La source S étant située à une très petite distance d du plan d'un miroir M (yî^. 63), son image S' est symétrique et sa distance à la source est
Le faisceau réfléchi sur le miroir forme un cône A'S'B' limité par le contour de la surface et se trouve superposé au faisceau ASB qui provient directement de la source. Il peut donc y avoir interférence dans la partie commune, mais la frange centrale doit être dans le plan de symétrie OC des deux sources S et S', qui n'est autre que le plan de la surface et qui est situé en dehors de la région commune. On n'aperçoit en eflet les franges d'interférence que dans le voisinage de l'arête I du miroir, où le faisceau réfléchi est le plus rapproché du plan de symétrie; la moitié seulement du système est visible et la frange centrale se trouve noyée dans les bandes de diffraction , de sorte qu'il est difficile d'en reconnaître le caractère.
Pour amener le milieu des franges en un point P dans la région commune, sur le plan XX', il suffit d'établir un retard sur l'un des
(•) Lloyd, Irish Trans., t. XVII, p. 171; i834. .
faisceaux en interposant une lame réfringente mince sur le trajet des rayons directs. Si le déplacement CP correspond à un très petit nombre de franges, on reconnaîtra que la frange centrale da nouveau système est noire au lieu d'être blanche. La vibration a donc changé de signe dans la réflexion sur le verre, comme si le faisceau avait subi un retard d'une demi-longueur d*onde, ou iid changement de phase égal à tc.
Fig. 63.
>L. Jl
On rend l'observation plus facile par l'emploi d'une lentille L qui donne deux images réelles S| et S\ des sources et l'on vise dans le plan FF qui passe par l'image V de l'arête I du miroir. On peut alors établir un relard sur l'image S| et amener le système des franges tout entier dans la région commune aux deux faisceaux qui interfèrent.
Toutefois rcxpériencc sous cette forme est délicate, et la nature complexe (129) du déplacement produit ne permet pas de trancher sans réserve la question importante du changement de phase dans la réflexion.
139. Expérience des trois miroirs. — Pour vérifier certaines vues théoriques, qu'il abandonna lui-même plus tard, sur le mécanisme de la réflexion, Frcsnel imagina l'expérience célèbre des trois miroirs (*), dans laquelle il fit interférer deux faisceaux issus d'une même source S {fig- 64), dont l'un a subi une réflexion sur un miroir N et l'autre deux réflexions successives sur les miroirs M et M'.
Supposons que les plans des trois miroirs passent par la même droite 1; soient co et o/ les angles des miroirs extrêmes M et M'
(') Thesnkl, Œuvres, t. I, p. 70.S.
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avec le miroir intermédiaire N, et 6 l'angle que fait avec le premier miroir M le rayon SI qui tombe sur l'arête commune.
La rotation des rajons doublement réfléchis (59) esl a(<.> + w') et ils émanent de l'image B symétrique par rapport au miroir M' de l'image S( fournie par le miroir M; celle des rayons qui tombent sur le miroir intermédiaire N est 2(u + 0) et ils émanent de l'image A symétrique de la source S par rapport au miroir N. L'angle des images A et B vues du point I est
L'angle 6 doit donc être très voisin de l'angle u' pour que les images A et B soient très rapprochées. En posant 6 = ùi' — p et IS = a, on aura
KB — ^asiu^;
l'appareil équivaut à deux miroirs d'angle ^.
Remarquons cependant que, le miroir Intermédiaire N ne pouvant être caché par les miroirs extrêmes, les faisceaux interférents A'AA" et B'BB" ne sont pas symétriques par rapport au plan OIC perpendiculaire au milieu O de la dislance des deux images, qui passe par l'intersection commune des miroirs. Les franges qui se produisent dans le plan CK sont symétriques par rapport au point C; la frange centrale se trouvera donc sur lec6té
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L'emploi d'un miroir unique ou de trois miroirs présente mtme un avantage particulier. Avec deux miroirs, les images A et B {^fig^ 59) sont identiquesy puisque chacune d'elles est symétrique de la source et les systèmes de franges ne sont pas exactement superposés pour tous les groupes de points correspondants deux à deux. Dans le cas actuel, au contraire, les images AetB {Jig.&{) sont symétriquesVxxne de Fautre, de sorte que la frange centrales exactement la même position pour tous les groupes de points correspondants. On peut ainsi obtenir un phénomèoe très pur avec une fente plus large.
140. Btprisme. — L'expérience des interférences est si impoi^ tante et donne lieu à des applications si nombreuses, qu'il est ulilc de passer en revue les principaux moyens de la produire.
Fresnel (*) a montré qu^on obtient un phénomène absolument semblable à celui des miroirs en se servant d'un verre plan d'ua côté et dont l'autre surface est composée de deux plans formant entre eux un angle saillant très obtus. Cet appareil figure deux prismes identiques rapprochés par leurs bases. Les deux images virtuelles A et B d'un point lumineux S {fig* 66) produites par la réfraction sont très voisines et la région commune A'IB^ des faisceaux qui en émanent montre des franges parallèles à l'arête d'intersection des faces obliques.
On doit considérer ici, pour la source virtuelle A, la ligne focale perpendiculaire au plan de la figure. En appelant p et 9 les distances des points S et A au sommet E du prisme, on a (66)
cos*r cos*i' cos*r' ces'/'
mais, comme les angles t, H^ r et r' sont très petits, la distance q est sensiblement égale à p, à un infiniment petit du second ordre près, et l'image A se réduit à un point.
L'angle du prisme étant e, la déviation D = SIA du rayon est, au même degré d'approximation, égale à (n — i)e.
Pour calculer la distance AB = 2€l des images, nous poserons
( ' ) Fresnel, Œuvres, t. I, p. 33o.
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SI = a; les distances SI, AI et 01 ne diffèrent que d^une quantité infiniment petite, de Tordre de asinD, et l'on a
ABi=i2cf= 2IA sinD =. aaD z=z2a{n — i)e.
Fig. 66.
L'angle apparent des sources vues du point C, à la distance b du biprisme, est
AB 2a{n — i)e 2(n — i)e
OC
Fig. 67.
Le biprisme équivaut en définitive à deux miroirs dont l'angle o) serait égal à (/i — i)e. Il est d'un réglage beaucoup plus facile, mais les franges ne présentent pas tout à fait les mêmes colorations avec la lumière blanche, parce que l'angle apparent des sources varie avec la longueur d'onde.
Si le biprisme est formé de deux lames prismatiques idenùquei (deux morceaax d'une même lame), rapprochées par leur bord mince, les images virtuelles A et B {fig. 67) oot permuté; In faisceaux réfractés n'ont plus de partie commune et on les ramènerait l'un sur l'autre, avec des images réelles, par une lentille convergente.
L'appareil équivaut alors à deux miroirs adossés.
\k\. Bilames. — Deux lames de verre transparentes P elQ, de même nature et d'égale épaisseur e, réunies ensemble comme l'indique la fig. 68, donnent encore le même résultat que le biprisme.
Fig. 68.
Pour les rayons qui passent au voisinage de l'arête d'intersection I des lames, le faisceau émergent MA' de la lame P a deux lignes focales en C cl A, la première suivant la normale à la lame. la seconde perpendiculaire au plan de figure. Les distances SC, CA et JM sont de même ordre que l'épaisseur de la lame (73), de sorte qu'à ce degré d'approximation la distance AM est sensiblement égale il la dislance a ^ SJ de la source au sommet de la bi-
lame,cl le dépla<
lent latéral du r
a MA' est e
sin ( I
Lei
cosr
ravons réfractés dans la lame Q donneront de même deux ligne» focales en D cl B.
Si la source S est dans le plan de symétrie JIY des lames, les images A elB sont symétriques par rapport à ce plan, à la distancr
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^ ; en appelant 28 ranerle des lames, on a e= 9.
cosr ^ rr o . ^ 2
A la distance b de la bllame, l'angle apparent des sources est
donc
AB ae sin(£ — /•) ie \ s\u(l — /•)
cosr
ae
ces/*
U suffit alors de faire tourner la bilame à partir de cette position pour établir un retard inégal sur les faisceaux et provoquer un déplacement du système de franges.
Fig. 69.
TT
Quand les lames sont rectangulaires, /= y el
asin(/ — r) , . sina/ /-
^ — r=2Sin£ — . =V2
cosr
n cos /•
<fi
n} — ij
Les faisceaux qui émanent des images A et B n'ont pas de partie commune, parce que leurs bords voisins MA' et NB' sont parallèles, mais il est facile de les faire empiéter l'un sur l'autre en les recevant sur une lentille convergente (136).
Enfin, si l'on dispose les bilames en sens contraire {fig* 69), les images virtuelles permutent encore, les faisceaux sont divergents au sortir de la bilame et l'on retrouve le cas des miroirs adossés. L'emploi d'une lentille permettra d'obtenir les franges après la production d'images réelles (137).
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125. Demi-lentilles. — Billet ( * ) coupait en deux moitiés égales L| et L2 une lentille convergente sphérique on cjlindrique de long foyer {Jig- 70), en les séparant ensuite par un petit intervalle^ le système optique ainsi constitué donne deux images A et B d'une même source S. Ces deux images ont des vibrations concordantes et peuvent servir comme sources voisines. Les faisceaux qui les constituent ont une région commune N'NIMM' dans laquelle on observe les franges d'interférence.
Fig. 70.
La fente éclairée que Ton prendra comme source de lumière doit être située dans le plan de symétrie des demi-lentilles et perpendiculaire au plan de la figure. Pour régler facilement l'expérience, l'une des demi-lentilles peut être déplacée par une vis de rappel parallèlement à la fente, et une vis micrométrique, agissant sur l'autre demi-lentille, permet de faire varier leur écartementà volonté.
Si Ton appelle F la longueur focale de la lentille, a et 6 ses distances à la source S et à l'image A, e l'écartement des demilentilles, ou plus exactement la distance de leurs centres optiques, puisque la taille a enlevé une partie de la matière, la distance des images A et B est
ABz^Ê — zb[ - -f. y ):=e^.
a \a bj ¥
On trouve encore ici l'avantage que les deux sources A et B, destinées à produire les interférences, sont réelles et, par suite, qu'on peut agir sur l'une ou l'autre séparément.
Toutefois l'appareil exige un réglage délicat et les aberrations des images A et B sont dissymétriques ; les franges ne sont donc pas aussi pures que dans l'expérience des miroirs.
(') Billet, Traité d'Optique, l. I, p. 67; i858.
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143. Remarques, — Le mouvement vibratoire peut toujours être représenté par les termes d'ordre impair de la série de Fourier (19) ; les projections sur un axe de deux vibrations identiques, sauf une différence de phase 8, sont donc
a- r=âfj8in(ci)r -ha,) -H. . .-ha,p4.| sin[(2/> H- i)(«)^ -^-«ip-i-i] H-. . ., jir'^zat 8În(ci)f -h «1 — 8) -h...
-i-«tp4-i sin[(2/> -HI)a)r-+-a,p^.,— (2/>4-i)ô] -h . . . .
Si Ton donne à o une valeur particulière de la forme , la
vibration résultante x -{- x' ne contient plus les termes d'ordre 2/> 4- 1, 3(2/>-+- i\ . .. et, en général, d'ordre (aqr -4-i)(2/> + i). Une partie des termes d'ordre impair ayant ainsi disparu , cette vibration aurait une constitution toute différente de celle des vibrations primitives. On n'a pas démontré encore que cette conséquence soit contradictoire avec l'observation; mais, comme tous les phénomènes s*expliquent rigoureusement par l'hypothèse des vibrations simples et qu'ils sont indépendants de la source de lumière, il est permis d'en conclure que l'expression de la vibration ne renferme pas de termes de périodes différentes (*).
Les franges d'interférence sont souvent compliquées par des phénomènes de diffraction. Si les faisceaux qui interfèrent sont très étroits, par exemple avec une lumière presque rasante sur les miroirs de Fresnei, ou avec un biprisme dont on n'utilise que la portion très voisine de l'arête, chacun des faisceaux se comporte en réalité comme s'il avait traversé une fente étroite et donne par lui-même une série de bandes de diffraction analogues à celles qui se produisent au foyer des lunettes (128) et dont les minima sont nuls. Les teintes et les variations d'intensité des franges sont Complètement modiGées dans le voisinage de ces bandes. Si le phénomène est symétrique par rapport à la frange centrale, il peut arriver, par exemple, que les deux faisceaux aient séparément unç intensité nulle sur cette frange, au moins pour certaines couleurs. L^analjse spectrale du phénomène par un prisme perpendiculaire aux franges (125) montre alors que les bandes lumineuses sont
(•) Vnu>ftT, CSwre$, t. V, p. i48.
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interrompues en des points variables de Tune à l'autre (*)• H faal donc opérer avec des faisceaux assez larges pour éviter cet inconvénient, ce qu'il est facile de réaliser, même quand on utilise les rayons solaires, en concentrant la lumière sur la fente primitive par une lentille convergente.
m. Interférence des rayons chimiques et calorifiques, — Arago (^) avait montré, dès 1822, que la projection des franges d'interférence sur un papier imprégné de chlorure d'argent donne des maxima et des minima d'action chimique qui correspondent exactement aux phénomènes observés dans la lumière. MM. Fizeau et Foucault (') ont constaté également des maxima et des minima de température en déplaçant dans les franges un petit thermomètre à alcool extrêmement sensible.
Il ny a donc aucune distinction essentielle à établir entre les trois propriétés des radiations et l'emploi de la photographie, en particulier, permet de reproduire tous les phénomènes d'Optique avec la plus grande fidélité.
14o. Composition des couleurs, — Les colorations très variées que l'on observe dans les phénomènes d'interférence obtenus avec une source de lumière blanche, ou plus généralement de lumière non homogène, méritent d'être examinées avec attention, mais il est nécessaire de remarquer tout d'abord que l'impression produite est un effet physiologique, variable d'un observateur à l'autre, et qu'on ne pourra en rendre compte que d'une manière approximative pour une sorte de vue moyenne.
Lès couleurs du spectre sont considérées comme pures; elles ne peuvent être altérées par aucun phénomène d'Optique, si Ton met à part, comme nous l'avons fait déjà, les effets de fluorescence et de phosphorescence. Les couleurs que l'on observe dans la nature ou que Ton produit dans les arts présentent souvent la plus grande analogie avec les couleurs pures, quoiqu'elles donnent
(») A. RiGiii, Memorie deW Accad, di Bologna, série III, t. VIII; 19 avril 1877. - H.-F. Weber, Wied. Ann., t. VIII, p. 4^7; 1879. {') Fresxel, Œuvres, l. II, p. i:'|2.
( ') Fizeau et Foucault, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t, XXV,
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presque toujours par réfraction un spectre plus ou moins étendu dans lequel certaines régions sont aflaiblies ou font défaut.
Tandis quePoreille peut distinguer plusieurs notes simultanées, Tœil, au contraire, ne donne jamais qu'une impression unique, sans apprécier si une couleur est simple ou dénature complexe; il estime seulement que la couleur considérée paraît pure ou qu'elle est rabattue par une certaine quantité de lumière blanche.
Deux couleurs qui paraissent identiques en teinte et en éclat, quelle que soit leur composition réelle, jouent le même rôle quand on les mélange avec d'autres couleurs de nature quelconque ; elles sont équivalentes au point de vue physiologique. C'est là une propriété fondamentale qui n'est pas évidente a priori el qui a été confirmée par toutes les expériences.
Nous rappellerons qu'on obtient ce mélange des couleurs, soit en utilisant l'ensemble des rayons pour éclairer une surface blanche, soit en superposant les images sur la rétine, soit encore en les faisant passer successivement devant l'œil à intervalles très rapprochés, comme dans la méthode des disques tournants.
Deux couleurs sont complémentaires quand leur mélange reproduit la lumière blanche. Il est clair que, si l'on partage en deux groupes arbitraires les différents rayons d'un spectre solaire, les couleurs résultantes de chacun d'eux seront complémentaires; on peut donc obtenir ainsi un très grand nombre de systèmes de couleurs complémentaires et beaucoup d'autres combinaisons conduisent au même résultat.
146. Règle de Newton, --. C'est à Newton ( * ) que l'on doit la première règle qui permet de calculer la teinte d'un mélange quelconque de couleurs. D'après Newton, on se conforme bien à l'observation si l'on dit que les longueurs d^ accès (o) ou, ce qui revient au même, les longueurs d'onde des rayons qui limitent les sept couleurs principales du spectre : rouge, orangé, jaune, vert, bleu, indigo et violet, sont proportionnelles aux racines cubiques des carrés des nombres i, 5, |, J, l, |, -^ et 5, représentant les longueurs d'une même corde qui rendent les différentes notes d'une octave ré, ml, fa, sol, la, si, ut, ré,
(♦) Newton, Optics. London, Liv. II; 1704.
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D'aulre part, de Dombreuses expériences Font conduit à e^ limer que, dans la formation des teintes, le rôle ou l'importance relative des diflerentes couleurs de la lumière solaire peut être représenté par les fractions J, ^j ^, J, ~^, -^ et |.
Ces bases étant acceptées, on divise un cercle en sept secteurs respectivement proportionnels aux dernières fractions, c'est-à-dire aux nombres 80, 4^> 7^> ^^f 7^9 4^ ^t 80, dont la somme est égale à 674^ et on les affecte aux couleurs correspondantes; nous désignerons leurs surfaces respectives par R, O, J, V, B, I et U. Si Ton applique au centre de gravité de chaque secteur un poids proportionnel à sa surface, le centre de gravité de Tensemble des poids est évidemment au centre du cercle; ce point correspond à la lumière blanche.
Supposons maintenant que Ton mélange les couleurs du spectre dans un autre rapport, en prenant une fraction de chacune d'elles représentée respectivement par r, o, j\ Vj fc, i et m. On applique au centre de gravité de chaque secteur un poids proportionnel an produit correspondant Rr, Oo, Jj\ ... ; le centre de gravité M de l'ensemble de ces poids est en général excentrique.
La nature du secteur dans lequel se trouve le point M indique la teinte du mélange, et sa distance au bord du centre est proportionnelle à la quantité de lunvière blanche dont elle est rabattue. Si p est le rayon du cercle et d la distance du point M au centre, la couleur résultante renferme une proportion de blanc égale a p — fl _ p
Dans un phénomène quelconque, si la composition de la lumière varie d'une manière continue, on pourra en représenter la transformation par la courbe qui est le lieu des points M.
La règle de Newton a été utilisée par Biot et par Fresnel pour le calcul des colomtions produites dans les lames cristallines ou dans les interférences, mais cette règle est évidemment artificielle. On voit bien qu'une analogie préconrue avec les notes de la gamme a présidé au choix des fractions qui servent à limiter les couleurs et à apprécier leur importance; en outre, on ne détermine ainsi d'autres impressions physiologiques que celles des couleurs du s|)ecLrc, plus ou moins rabattues de blanc, tandis qu'il existe d'autres (M>ulcurs quelquefois très vives, comme le carmin, qui ne
présenleDt aucune analogie avec celles que Ton trouve dans un spectre de réfraclion.
147. Couleurs principales, — En réalité, les impressions de couleurs que Tceil apprécie présentent une variété indéfinie, mais on peut les réduire à un petit nombre, comprenant les couleurs du spectre, le blanc et une teinte nouvelle que Ton obtient par le mélange de deux couleurs empruntées aux extrémités du spectre; cette teinte est pourpre avec le rouge et le violet extrêmes, rose avec l'orangé et le bleu, ou carmin quand la proportion de rouge est dominante. La sensation d*une couleur quelconque peut être reproduite, d'une manière presque rigoureuse, par le mélange en proportions convenables d'une couleur spectrale ou du pourpre avec de la lumière blanche.
On doit distinguer dans une couleur trois qualités diflerentes : Vintensité; le ton, c'est-à-dire la couleur spectrale ou le pourpre dont elle se rapproche le plus; la saturation, ou le rapport des intensités du ton et de la lumière blanche qui l'accompagne.
On peut trouver dans le spectre plusieurs combinaisons de deux couleurs simples, par exemple l'orangé et le bleu, qui donnent du blanc et paraissent ainsi complémentaires. L'emploi de trois couleurs spectrales fournit un grand nombre de manières d'arriver à ce résultat et on peut même les choisir de telle façon que leur mélange en proportions convenables reproduise sensiblement toutes les couleurs avec leurs qualités de ton et de saturation.
Brewster (') avait même émis l'hjpothèse qu'il n'existe que trois couleurs physiquement distinctes, le rouge, le jaune et le bleu, et que ces trois couleurs fondamentales se superposent en proportions variables dans toute l'étendue du spectre.
L'existence de trois couleurs distinctes seulement est inadmissible et Brewster, malgré de nombreuses tentatives, n'a pu appuyer son opinion sur aucun fait expérimental; mais il n'est pas impossible qu'il existe seulement trois sensations difT/'rentes, correspondant à trois systèmes de fibres nerveuses qui seraient inégalement affectées par un rayon quelconque de lumi/'re simple, cl
(•) Brewsteb, r€/î>i^. F. S. TrariM., t. XII, p. i-«V. i^V\,
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que le sentiment de couleur ne tienne aux rapports de ces trois impressions. Young (*), à qui l'on doit la conception des trois systèmes de fibres, prit comme couleurs fondamentales le rouge, le vert et le violet; toutefois l'étude analomique de la rétine et les particularités des vues anormales n'apportent pas de preuves à l'appui de cette hypothèse.
148. Expériences de Maxwell. — Quoi qu'il en soit, il reste établi qu'une couleur simple ou complexe peut être exprimée par une fonction linéaire de trois couleurs principales. La détermination des coefficients relatifs à chacune des couleurs simples a été l'objet d'un beau travail de Maxwell (^) qui permet aujourd'hui de traiter le problème de New ton à l'aide de Tables numériques.
Les couleurs principales ont été choisies par Maxwell en des points très éloignés l'un de l'autre sur le spectre, et dans des régions 011 la teinte et l'intensité varient très lentement, aGn qu'une erreur de position dans les expériences n'influe pas d'une manière appréciable sur les résultats.
Les coefficients ont été déterminés de la manière suivante. On combine les trois couleurs principales P, Q et R dans les proportions qui conviennent pour reproduire une couleur blanche identique pour l'œil à celle d'une lumière L qui n'a pas subi d'analjse prismatique, puis on établit la même équivalence entre la lumière L et le résultat de la combinaison de deux des couleurs principales, par exemple P et Q, avec une quatrième couleur X, qu'il s'agit d'exprimer en fonction des couleurs principales; la lumière auxiliaire L se trouve ainsi éliminée.
On modifie la proportion de chaque couleur en utilisant la lumière que laisse passer une fente de largeur variable placée sur le spectre et dont le milieu coïncide sensiblement avec le ravon que l'on considère.
Si les différentes lettres P, Q, R et X représentent respectivement les quantités de lumière relatives aux différentes couleurs pour l'unité de largeur du spectre aux points correspondants, et/?, 7> ''î p\ 7' et X les largeurs respectives des fentes dans les deux
(') Young, Lectures on Natura! Philosophy. London, 1807. (*) Cl. Maxwell, Phil. Trans. L. /{. S., p. 57; 1860.
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expériences, le résaltat de la comparaison conduit à Féquation
pP-hqQ^ rR -p'P -^q'Q-^xX; d*où Ton déduit
(1) X = JP^:'^ P H- "Lrj!. Q ^. :: R = ap + pQ _|_ ^R.
Si l'un des coefficients du dernier membre, a par exemple, a une valeur négative — ai , ce résultat signifie que les couleurs prin< cipales Q et ïl équivalent à une combinaison de la troisième P avec la couleur proposée X, car Téquation devient
(2) X + aiP=:pQ + YÎ^-
Dans ce cas, les couleurs principales Q et R reproduisent une combinaison de blanc avec la couleur proposée. Désignons, en effet, par a, & et c les coefficients des couleurs principales P, Q et R qui conviennent pour reproduire la totalité W du banc du spectre ; on a
(3) W = aP + 6Q-i-cR.
En ajoutant aux deux termes de Féquation (2) une quantité quelconque w de blanc, on peut écrire
X + fvW — w{aV -T- 6Q -h cR) - «iP + PQ H- yl^» et, si l'on prend wa = ai , il reste
On peut dire encore que les couleurs principales Q et R avec la couleur complémentaire de P reproduisent la couleur proposée X rabattue de blanc, car, avec la même valeur de (v, on a
X-h^W=:5W-aiP-HpQ--Yl^=^(W-aP)^PQ-+-YR
et le terme W — aP représente, d'après l'équation (3), la couleur complémentaire de P.
Le Tableau suivant, donné par Maxwell et complété par lord Rayleigh (* ), s'applique à un spectre prismatique rapporté à une éclielle arbitraire.
La couleur principale P est un rouge écarlate situé au tiers environ de la distance des raies du spectre C et D; la couleur Q est un vert voisin de la raie E; la couleur R est un bleu à peu près au tiers de la distance des raies F et G. Les valeurs des coeflicients sont proportionnelles à la quantité de lumière qui existe dans une étendue de 4**"^ de IVchelle.
Expression des couleurs spectrales en /onction de trois couleurs principales.
CoiiliMirs.
Ronge Rouge
Kcarlate Orangé
Niimôros
de Lougueur
réchcllo. d'onde A. Dirtoronco.
'10. ... o.Go) ^.,
aiP... o.bio
2 j '6'!.... o,583 Jaune
36 0,562 Jaune vert
io.. .• o/>U \^^ Vert
4'iQ... o,V28 . Verl
TIR
— 0,006 o,oo5 o,o3-i ,008
ohV 0,753
OjWÎ?
0,1 ifi o,o8J
La lumicTC hlanche, produite par l'ensemble des rayons
(') Lord Rayleigh, Phil. Trans. L. /?. 5., p. 167; j886.
(ÀmietÊMrdBSÙUerfSrtneesàceHtn^Uattcc
te.c^nr%i
Le Tableau suivant, donné par Maxwell et complété par lord Rayleigh (* ), s'applique à un spectre prismatique rapporté à une échelle arbitraire.
La couleur principale P est un rouge écarta te situé au tîers environ de la distance des raies du spectre C et D; la couleur Q est un re/7 voisin de la raie E; la couleur R est un bleu k peu prè:» au tiers de la distance des raies F et G. Les valeurs des coeflicients sont proportionnelles à la quantité de lumière qui existe dans une étendue de 4**'* de l'échelle.
Expression des couleurs spectrales en fonction de trois couleurs principales.
Numéros
de Longueur
récholle. d'onde X.
'ào, . . . o,66*i
aîP... o,6".io
io 0,544
ViQ... 0/5-28
o,5ri
52 O.'JOO
8(» o,4ii
Di(Tcn>nco.
(Couleurs.
Rouge
Hoiif^e
Kcarlate
Orange
Jaune
Jaune vert
Verl
Vert
Vert bleuâtre
Bleu verl
Bleu verdàtre
Bleu
Bleu
Bleu
Indigo
Indigo
Indigo
Violet
0,025 O.OOJ
«•877 i,*Jfc46
m 0,006 -hO,Ol6
n tf
TlRj.
— 0,006 o,oo5 o,o3i
Sommes algébriques.
o,yt>> I ,uoo
o,-.»oS 0,1 i<i
La lumiôrc blanche, produite par Tensemble des rayons du
(') Lord Uayleigh, P/u'l. Trans. A. //. S., p. 167; 1886.
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spectre, aurait pour expression
W=3,973P-h6,52oQ4-6,46oR.
Comme les longueurs d'onde relatives à chacune des couleurs sont indiquées dans le Tableau, on peut utiliser ces résultats pour un phénomène quelconque obtenu avec la lumière solaire.
149. Triangle des couleurs, — Pour représenter les couleurs graphiquement, à la manière de Newton, on imagine que des forces parallèles, proportionnelles aux facteurs correspondants a, P et y des couleurs principales qui produisent une teinte équivalente, sont placées respectivement aux trois sommets d'un triangle équilatéral et Ton détermine le centre M de ces forces ; le point du blanc est le centre de trois forces de même sens respectivement proportionnelles à 3,y-3 — 6,320 — (),/{6o.
Les couleurs pures du spectre, comprenant presque toutes des coefficients négatifs, seront situées en dehors du triangle, mais s'écartent très peu des côlés. La courbe figurative du spectre (P/. //) passe par les trois sommets du triangle, qui correspondent aux couleurs principales.
On voit, par la forme de celle courbe, que le vert du spectre ne peut être obtenu par un mélange de jaune et de bleu purs, que le vert combiné avec le rouge donne toutes les couleurs orangées et jaunes sensiblement pures, et avec le violet des bleus moins saturés que les couleurs correspondantes du spectre.
S'il s'agit d'un phénomène où la composition de la lumière varie d'une manière continue, le lieu des points M qui en figure la transformation graduelle sera une courbe comprise en général dans l'intérieur du triangle.
Pour une couleur composée quelconque X = aP-h ^Q -|- vH, dont le point figuratif est situé dans l'intérieur du triangle, les coefficients a, ,3 et y sont positifs.
Supposons que - soit le plus petit des trois rapports -> j et - •
C/ Ce c/ o
On peut écrire
Cette expression signifie que la couleur peut être obtenue par un mélange de lumière blanche avec les deux coulears principales P et Q.
Dans la construction graphique, le premier terme du second membre représente une force appliquée au point W du blanc dans le triangle, et les deux autres termes une force appliquée sur l'un des côtés du triangle. Dans le cas actuel, la couleur correspondant à ces deux termes est une couleur spectrale comprise
entre les couleurs principales rouge et verte; si le rapport - était
le plus petit, la couleur à composer avec le blanc serait encore sensiblement un bleu spectral; enfin cette couleur est un pourpre
quand j est le plus petit des rapports.
ISO. Couleurs des interférences, — Considérons, par exemple, le cas des interférences.
La projection sur un axe de la vibration d'un point peut être représentée (19) par une expression de la forme
-:=a sm( — , — \- a 1 = asm (eu ^ H- a).
La vitesse de vibration est
cfx ,
de ^ ^
Il est à présumer que l'action physiologique produite sur Foeil, au moins pour des sources de même période, est à chaque instant proporlionnollo à la force vive du mouvement vibratoire, ou au rarro do la vitesse
\- f/' to* oos- . to / -a^ — [i -i- cos2((Di -f-a)J.
Lu foroo vivo movonno, ou V intensité de la lumière, est proporlionnoHo au carrô movon //'- do la vitesse pendant une période, ('ommo lo lormo cos ::»((«> ^ a^ prend alors toutes les valeurs de
I i\ ^- i . lo oarré movon de la vitesse est simplement
Pour une lumière de période donnée, l'intensité est donc proportionnelle au carré de Famplitude.
Si deux rayons d'égale intensité, provenant d'une même source, se superposent en un point et que Tun d'eux ait éprouvé un retard
\= — )v, les projections de leurs vibrations sur un axe sont de
la forme a sin (co f -|- a) et asîn(co/ -+-a — 8).
D'après le principe des petits mouvements (20), la projection sur le même axe de la vibration résultante est
a siti {oi t -h ol) -i-asin((of-ha — 8)i=:2a cos - sin ( tu i -h a
L'amplitude de cette vibration est égale à 2^ cos - et son intensite peut être représentée par
2a* (o* cos* - = 2a*(o*cos*r r ^~ 4«*cos*'k-- 2 A X
Les variations de l'intensité avec la perle de phase 8 seraient figurées par une sinusoïde, puisqu'on a
,0 l-f-C0S6 cos* - :=r
Lorsque des lumières de périodes différentes sont superposées en un point, l'expérience indique que leurs vibrations restent indépendantes et que l'intensité résultante est toujours la somme de leurs intensités respectives. On doit donc simplement combiner leurs couleurs.
Si la source de lumière utilisée dans le phénomène des interférences est de nature complexe, l'intensité totale en un point
sera 4Sw* cos^Ttr , et la teinte résultante s'obtiendra en prenant
une fraction de chaque couleur égale au facteur cos^tc t- •
Lorsque la frange centrale est noire, comme dans l'expérience des trois miroirs ou dans l'interférence des ravons directs avec les rayons réfléchis (138), l'un des faisceaux a éprouvé, outre le retard géométrique A, un changement de signe dû à la réflexion,
lequel équivaut à un nouveau retard de - ; la fraction relative à
chaque couleur esl alors égale à
CGs't:
L'intensité est donc représentée par l'une ou Tautre des expressions /\^ u^ cos^ Tz r^ ou
suivant qu'il s'agit de franges à centre noir ou à centre blanc.
Avec une lumière primitive blanche, les deux phénomènes sont évidemment complémentaires, pour la même différence de marche^ puisque la somme des intensités reproduit une lumière 4^ii^ de même nature que la lumière primitive.
On voit aussi que, si l'on connaît les facteurs cos*7rr-> on en dé-
duira, par différence avec Tunité, les autres facteurs sin'-n^
loi. Tables des deux systèmes. — Le Mémoire de Lord Ravleigh contient une Table des coefficients a, ^ et y qui déterminent, en fonction des trois couleurs principales P, Q et R,
l'intensité et la couleur correspondant à l'expression 2//*cos'::yî
pour une série de valeurs de la différence de marche A.
Dans la Table primitive, les relards A sont évalués en fonction (lu pouce de Paris. Nous la reproduirons sous une autre forme en exprimant les retards en fonction de la quantité e = oH-, aj5, qui est la moitié de la longueur d'onde a = oJ^, 55 relative à la région la plus intense du spectre, et qui joue un rôle important dans la classification naturelle des teintes.
On voit, par exemple, que la couleur verte Q est sensiblement nulle et les autres très faibles pour A = o*,()9i = ol*, îi7a4, ou environ s ; la couleur résultante est un pourpre très pâle. L'analyse spectrale montrerait une bande noire au point qui correspond à la longueur d'onde 2 s. A mesure que le retard augmente, cette bande marche vers le rouge, en même temps qu'une nouvelle bande apparaît du côté du violet, et celle-ci se trouverait au même point que |)récédemment pour A = 3s.
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Couleurs des interférences à centre blanc.
a(P]. PlQ]. r[R).
0 o,ooo . .
3oo. .
vo 6
, obo . .
Pour les interférences à centre noir, données par les valeurs de sin^T^Y' 1^ couleur correspondant à la même différence de marche
est complémentaire de celle du Tableau qui précède. Les coefficients a', P'et y relatifs aux couleurs principales seront, sauf pour les valeurs très petites de A,
Quand le relard Â tend vers zéro, la lumière s'évanouit, mais la
couleur tend vers une limite que Ton obtient en combinant les couleurs constituantes en quantités proportionnelles à la limite de
lû sin2'ir-> c'est-à-dire à ^i' Cette couleur, figurée par un point
B du triangle, est un bleu présentant quelque analogie avec le blea du ciel et les coefficients ont été donnés sans avoir égard à l'inlensité correspondante.
Couleurs des interférences à centre noir.
is 3,248 . .
LA ^ sJ JL y • •
Oi49 o, i3
P'IQ). r(R).
«'IPJ. P'[Q). riRi-
6 , 3oo . .
La couleur bleue R s'annule sensiblement pour
A— iSGGi :-o^457,
ce qui donne un bel orangé, et pour une valeur double Ar=vV,32a qui donne un jaune.
152. Echelle des teintes, — Lorsque le retard A croît d'une manière continue, la couleur se modifie graduellement et reproduit plusieurs fois la même teinte ou des teintes analogues. Dans les interférences à centre noir, par exemple, on appelle couleurs de premier ordre celles qui constituent la première frange brillante et pour lesquelles le retard A est sensiblement compris entre o et 2e; de même la seconde frange brillante, où A varie de 2e à 4 e, renferme les couleurs de second ovàvey etc. La succession des couleurs ainsi obtenue constitue ce que Newton appelle Véchelle des teintes. On peut s'en faire une idée par la marche des oourbes qui figurent le phénomène dans le triangle des trois couleurs (jP/. Il) et traduisent les nombres des Tables précédentes. Les numéros marqués sur la courbe correspondent aux valeurs successives de le Table.
La courbe continue, qui représente la seconde Table ou le phénomène des interférences à centre noir, indique une série de teintes que lord Rajleigh décrit de la manière suivante :
<( La courbe, partant d'un point défini B, marche presque en ligne droite dans la direction du blanc W, dont elle s'écarte un peu du côté du vert. Le blanc du premier ordre de l'échelle de Newton est ainsi un peu verdâtre, ce qui doit être quand le maximum de lumière a lieu pour la partie verte ou jaune du spectre, tandis que le rouge et le bleu sont relativement en défaut; mais cette altération du blanc est très faible et habituellement inappréciable. En quittant le blanc, la courbe traverse lejaune et approche très près d'un côté du triangle au point qui représente la double raie D dans l'orangé, pour un retard de 1^,661. La couleur rougit alors, mais sans approcher des rouges du spectre situés près du sommet du triangle.
M Passant rapidement par le pourpre de transition , elle devient
plus bleue jusqu'à ce qu'elle atteigne le magnifique bleu ou violet
àe second ordre, au voisinage de A = 2^, 291. En ce point elle
rapproche beaucoup de la couleur spectrale correspondante,
quoique celle-ci soit un peu en dehors du triangle. Abandonnant
^^ bleu, la couleur se détériore rapidement, devient plus verte,
''^^^s sans atteindre un beau vert. Le meilleur jaune du second
ordre, pour A := 3^,346, est à peu près aussi pur que le meilleur
^^ premier ordre, mais il incline moins vers l'orangé. Les rouges
de second ordre sont moins purs que ceux du premier, mais leur inférioriié diminue quand on s^approche de la seconde teinte de transition dans le pourpre.
» Le bleu de troisième ordre, pour A = 4') 1 34, est d^abord très inférieur à la couleur correspondante de second ordre, mais il lot devient graduellement supérieur et parait plus vert au voisinage de A = 4^,33i. Les bleus-verts qui suivent et tous les verts, de 4^1725 à /\^,ç)9.'À, sont des couleurs splendides, hors de comparaison avec les couleurs correspondantes de second ordre, quoique encore très éloignées des couleurs spectrales voisines Q. D*un autre coté, les jaunes dans le troisième ordre ne sont pas aussi purs que dans le premier et le second, et la courbe approche moins du rouge, quoiqu'elle présente un meilleur aspect dans le pourpre à 5*, 906.
)) Dans la transition de ce pourpre au vert, le bleu estd*abord assez éloigné du bleu de premier ordre, mais le vert, à 6^,693, esl très beau, sensiblement égal à Tun des verts du troisième ordre. 11 est a remarquer que les verts du quatrième ordre présentent peu de variété, les deux marches de la courbe en avant et en arrière étant presque en ligne droite au travers du blauc.
» En retournant au blanc, dont elle s'approche beaucoup, la courbe prend une courbure en sens contraire, de sorte que les premiers rouges qui suivent sont plus bleus que les derniers.
» La courbe tourne alors vers le coté jaune du blanc et atteint un faible bleu vert pour A = 8*, 858. »
Les points d'intersection de la courbe sont intéressants, puisqu'ils correspondent à des couleurs que l'on peut obtenir avec deux relards différents. Le premier qui se présente esl un jaune commun au premier et au second ordre, celui-ci étant plus brillant (ra|)rùs la Table. Dans le second et le troisième ordre l'éclat des couleurs siinilain*s diffère très peu : l'une a lieu dans le bleu et une autre dans le jaune verdâtre.
Il n'y a pas non plus une grande difTérence d'éclat entre les verts presque identiques du troisième et du quatrième ordre. I /observation permet donc de reconnaître, en général, Tordre d'une teinte par son aspect et, quand il y a doute, la distinction se fait par la nature de celles qui la précèdent et la suivent pour (le petites variations dans la diircrence de marche.
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La courbe en traits pointillés, qui traduit la première Table ou le phénomène des interférences à centre blanc^ devrait partir du point W, qui correspond au blanc, et passer rapidement, par un jaune blanc, à un rouge, puis à un pourpre très sombre pour A = 2e. La Table ne fournit pas celte partie dont Tintensité est tellement faible que la qualité de la couleur offre peu d'intérêt. A partir de A=iS28o, la courbe est bien déterminée. On doit signaler la pureté du jaune (2^,4), du jaune vert (4*, 1 3), du bleu (3^,35) et du vert (5*, 22). Ce dernier est peut-être le plus beau vert des deux séries ; il est visiblement supérieur au vert du quatrième ordre de la seconde (6*, 65) et moins jaune que celui du troisième ordre (4^,92).
Pour une même différence de marche, les points correspondants des deux courbes sont sur une même droite passant par le blanc W et situés de part et d'autre, puisque les couleurs sont complémentaires.
Les résultats ainsi déterminés sont entièrement conformes à ceux que donne Tobservalion, surtout si Ton tient compte de cette circonstance que la courbe indique seulement la couleur et non l'intensité et qu'on doit, dans l'appréciation d'une couleur, éviter les effets de contraste produits par les couleurs voisines. La même loi de succession des teintes se présente dans un grand nombre de phénomènes, particulièrement dans les lames minces isotropes ou anisotropes. La comparaison a été faite surtout par les coloralions des lames minces isotropes, où les interférences se présentent habituellement sous la forme d'anneaux concentriques pour lesquels la différence de marche croît plus rapidement que le rayon des anneaux; les couleurs se resserrent alors de plus en plus et il faut employer un artifice pour les étaler successivement de manière à pouvoir en estimer la teinte exactement.
153. — Le Tableau suivant, reproduit par Billet (*) d'après les observations de Briicke (^) sur les phénomènes de polarisation chromatique, représente très exactement la succession des couleurs ou Véchelle des teintes.
(') Billet, Traité d* Optique, t. I, p. 49»; «'^aS. (') Brucke, Pogg. Ann.y t. LXXXVIII, p. 363; i853.
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Couleur des interférences
RcUrd.
Différence.
à centre blanc.
Blanc
Blanc
Blanc jaunâtre
Blanc brunâtre
Jaune brun
Brun
Rouge clair
Rouge carmin
Rouge brun noir
Violet foncé
i,ii
Indigo
Bleu
Bleu verdâtrc
iM
Vert bleuâtre
Vert pâle
Vert jaunâtre
a,oj
Vert plus clair
Jaune vcnlâtre
li
Jaune vif
Orangé
Orangé brunâtre
Rouge carmin clair
Pourpre
' Pourpre violacé
Violet
Indigo
Bleu foncé Bleu verdâtrc
Vert
Vert jaunâtre
Jaune impur
Couleur de chair
Rouge mordoré
Violet
/ Bleu violacé grisâtre
Bleu verdâtrc
0 ta
Vert beau
•il
Vert clair
Vert jaunâtre
Jaune verdâtrc
es !:
Gris jaune
Mauve
Carmin
[ Gris rouge
à centre noir.
Noir (bleu )
Gris de fer
Gris de lavande
Gris bleu
Gris plus clair
Blanc, légère teinte va
Blanc presque pur
Blanc jaunâtre
Jaune paille
Jaune paille
Jaune clair
Jaune brillant
Jaune orangé
Orangé rougeâtre
Rouge chaud Rouge plus foncé
Pourpre sombre
Violet intense
Indigo
Bleu de ciel
Bleu verdâtrc
Vert Vert plus clair
Vert jaunâtre
Jaune verdâtrc
Jaune pur
Orangé
Orangé rougeâtre \i(
Rouge violacé foncé
Violet bleuâtre clair
Indigo
Beau bleu, teinte verdài
Vert d*eau bleuâtre
Vert brillant
Jaune verdâtrc Rouge rose
Rouge carmin
Carmin pourpre
Gris violacé
Gris bleu
Bleu verdâtrc clair
Vert bleuâtre
Vert beau clair
Gris vert clair
CHAPITRE IV. — PROPRIETES DBS VIRRATI0N
154. Composition des vibrations. — Comme les lumières de couleurs différentes ne se combinent pas physiquement (150), ou ne doit considérer en Optique que la composition des mouvements vibratoires de même période.
Lorsqu'un point est mis en vibration par plusieurs sources différentes, la projection sur un axe de la vibration résultante (20 ) est la somme des projections de celles qui proviendraient de toutes les sources séparément ; elle est de la forme
a?::i^asin(ci)^ -t- a) -4- a'sin(ci)/ -f- a)
a'sin(a>^ l-a' j 4-. . . - A sin((D^-+- <p
Pour trouver les valeurs de A et de f, il suffit de développer les sinus de part et d'autre et d'identifier les résultats en égalant séparément les coefficients de sinco/ et cosco^, ce qui donne
Acosfp = acosa 4- «'cosa'-h. . .-^ Sacosa, A sîn«p = a sina -t- a' sina' -h . . . _ Sa sina;
par suite
A':=: (2acosa)*-i- (Sasina)*,
Sa sina tang<p =11
Ces résultats ont une traduction géométrique très simple. Si, à partir d'un point O {fig* 71), on mène des droites respectivement égales aux amplitudes a, a\ a!\ . . . , et faisant avec une droite fixe OX des angles a, a', a", . . . , on voit que la résultante géométrique de toutes ces grandeurs sera égale à A et fera avec la droite OX un angle cp.
L^expression de l'amplitude résultante peut s^écrire de plusiean manières différentes.
On a, en développant les carrés de Sacosa et Ha sina^
A*- a^-h a'* H- a''--h...-t- 2aa'cos(a — a') -h 2 aa' cos(% — a')H-...
ou
A*i_- Sa*-!- aSûra' cos(a— a'), Fig. 71.
Si l'on remplace cos(a — a') par i — asin^ y on obtient
encore
A*=(2a)«— 4Stfa'sin*
loo. Cas de deux vibrations. — Pour deux vibrations, il reste
simplement
k^~. a}-\ a'* -f- •^Wcos(a — a')
- (a -! a'Y— 4ûf«'sin*
=^ (a — «')*-!- 4^a' CCS*
Quand les amplitudes a et a' sont égales, la dernière expression donne
\ —ia ces •
Si la diflcrence de phase a — a' est égale à un nombre entierde <irconfércnces am-n, c'est-à-dire la différence de marche correspondante A égale a un nombre entier de longueurs d'onde m\
A*-, (rt-f- a' )
ou
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Dans ce cas, Tamplitude du mouvement résultant est égale à la somme des amplitudes des mouvements à composer; c'est un maximum, si les amplitudes a et ci! sont de même signe.
Lorsque Ton a a — a'=^ (2/n-4-i)?t, c'est-à-dire A = (2 m -i-i)->
il en résulte
c'est un minimum de vibration, une interférence.
it X
Enfin, pour a — a'= (2/w 4- i) - ou A = (aw -h 1) v>
Nous appellerons conjuguées deux vibrations telles queTintensité de la résultante soit la somme des intensités des vibrations proposées.
Pour des vibrations rectilignes parallèles, la différence de phase
est alors un nombre impair de fois
La phase du mouvement résultant est donnée par la condition
a sîna -h a'sina'
tango zzz
^ ^ a ces a -f- a' ces a'
ou
tane© — tança a'sin(a' — %\
" • I H- tang<p tanga a-h«'cos(a — a)
expression qui conduirait, par Texamen de la différence de phase o — a, aux mêmes conclusions.
156. La vibration est elliptique. — Les projections d'une vibration quelconque sur trois axes rectangulaires sont de la forme
xz=.a sin(œ/ 4- a), y =: 6sin((D^ -4- P), 5 -=1 csin((i)^ -i- y).
Ajoutons ces équations membre à membre, après les avoir multipliées respectivement par les cosinus directeurs /, m et /i d'une droite L; il vient
/j?-f- my 4-/12= sinci)^(/acosa -h /n6cosP -f- /ic cosy)
cosu)/(/asin« -h m6sinp ~\- /icsiiiy
1 1 ''.aiprrBK !▼.
• '^t-ft-'iirf^ tl .a iroite L -^t perpendiculaire aa plan Jes inx inMli^ V -t 3 iont .es :o?iaiif «iirectenrs sont respectÏTezDnit
«1«?fte ?auafion -iznitip jne 'a vibration jr,y. - > est «tnée dam la pbn pprpendicTiiairp i la imite L et, par suite. paraD«fIe a« pian i»*s irriite5 A et B. Donc !a vibration est plane •
La projerrion le !a 'JbritÎDn siir Tin plan «fnelconqne *'x. ^v^ est une eilin-ï»». «>n i. en edet.
- -in î — --iïix «inou^^in î — x .
r»n ^*lev.jnt •!«'? êi|uatii)ns l'i ':arr'* et l**?» ajoutant membre à membre.
on '»lifient
- - . . -T's X — î _ -îin- X — 3 ,
qrji fM Ir^qn-ition «fiine -^ilipse.
f^ \ibr^flon ello-mt^me r-^x. «li-nc *^Uiptiqu.e.
f.o r:î^^^î le 1.^ vitesse -Je vibr;iLii)Q e'?t la somme des carrés Jes virf>-s4îs 'l^s rp'iià nompo-.^nf*?!5 rectan^julaires
* '•i'i^'/' "O-;- 'tt 1 - 'y* i""^*- ''j/ -- 3 -C'COâ'tCi*/ — Y']-
f,^ f;;irré mo\on «le cottr \lte5-e est la somme des carrés moveos t\f^ compo^Hntf s on
l/irit/-risii/; (\v. \a vihr.ilion e^t rlonc la somme des intensités de ir/»i<i rornpOHanffs rorlan^jfnlaires quelconques. En d^au très termes. 'I/'H vil>r;irif)ns rprîan^MiJHirfS sont toujours conjuguées « 153^ qii«'llf'«î qiif; soi^Til leurs dlfréroncrs de phase.
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Si Ton pose
la constante r représente l'amplitude de la vibration rectiligne qui aurait la même intensité. C'est une grandeur qu'il est utile de considérer dans plusieurs problèmes ; pour abréger le langage, nous l'appellerons V amplitude résultante de la vibration proposée.
1S7. Vibrations transversales. — On verra plus loin que les seules vibrations appréciables en Optique sont celles qui sont situées dans le plan de l'onde pour les milieux isotropes, c'est-à-dire les vibrations perpendiculaires au rayon ou transversales. Si l'on prend les composantes x Qly dans le plan de l'onde, on aura donc c = o et ûf2 + 6^ = r^. La différence de phase a — 3 = 3 des deux
composantes x et ^ correspond à un retard A = — X de la seconde
sur la première.
En changeant l'origine du temps, on peut écrire les deux composantes sous la forme
ixrzz a sinui^, y ^^ 0 sm((D^ — o),
et l'ellipse de vibration a pour équation
■ V 4- Vv — 2—7- COSO r- 3in*0.
a* o* au
L'équation (i) donne
y b 9Àx\{tiit — o) b ^ b , ^ ^ ^
~-:^- . zi: C0S6 SmOCOtcu^.
X a siTnat a a
Le rapport — est la tangente de l'angle que fait avec l'axe des x
le rayon-vecteur de la molécule vibrante. A mesure que le temps augmente, cotco^ diminue; le mouvement de la molécule se fait donc de droite à gauche ou de gauche à droite, sur la partie supé-
rieure delà trajectoire, suivant que le facteur ou ab sino est
positif ou négatif. On dit que la vibration est gauche dans le premier cas et droite dans le second.
158. Direction et rapport des axes de V ellipse. — Pour obtenir les axes de l'ellîpse, nous projetterons la vibration sur un système d'axes rectangulaires Ç et r; {fig* 72) faisant Fangle 8 avec le précédent. Les nouvelles projections
{ 1= acosô siob)^ + 6sinôsin(b>/ — 8) = A sin(ci>f -4- a), Y) ziz — asinOsinco^-h 6cos6sin(u)^ — 8) =:Bsin((i>/ -1- p)
donnent
A* ■=: a* cos* 64-6* sin' 0 + a6 sin a 0 cos 8, B* mi a* sin* ô 4- 6* cos* 6 — <ift sin 2 6 cos 8.
Fig. 72.
Il en résulte d'abord la relation évidente
On en déduit aussi
A* — B* = ( a' — b^) cos 2 6 -4- 2 a^ sîn 2O cos 8.
Pour que les amplitudes A et B correspondent aux axes de l'ellipse, il faut choisir l'angle 0 de façon que la différence A* — B^ soit maximum ou minimum, ce qui donne la condition
*Àah ^
tang20i= — ; 77COSÛ,
qui détermine deux directions rectangulaires.
Si l'on égale les coefficients de sinw/ et cosoj^ dans les valeurs de Ç et de r,, on a
A COS a =r A sina = B cos p =1 B sin p =
a cos6 4- ^ sin6 coso,
— b sin6 sinS;
— asinO -h 6cosO cos8,
— 6cosO sin8;
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par suite,
[ AB sîn(a — P) 1= a6sino,
j ABcos(a — P) = a6cos2 6coso sinaô.
Quand la vibration est rapportée aux axes de l'ellipse , Tangle a — p est égal à ± — > d'après Féquation (4), ce qui devait être, et la première des équations (5)' se réduit à
(6) AB =:dba^sino.
Les équations (3) et (6) montrent que les carrés A^ et B^ des axes de Tellipse sont les racines de Téquation
x^ — r^x H- a' 6' sin*o =:o.
En posant - = tang£, on en déduit
*xab lab
sinaim — — z=z — -.,
ces a I =. — j- m ,
'iab tans:ai =
ce sont des relations générales dont nous ferons dans la suite un fréquent usage.
L'équation (4) peut alors s'écrire plus simplement
(7) tangaO =^ tanga/coso.
Si l'on représente également par tangl = — le rapport des axes
de Tellipse, on a, au signe près,
,0. . . 2AB 2ab . ^ . . . ^
(o) sin2l=3-T-T rTT = — i r: smo = sinai sino.
Les équations (7) et (8) donnent la direction et le rapport des axes de l'ellipse en fonction du rapport des amplitudes des composantes rectangulaires et de leur différence de phase.
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Des équations (3/ et (4) on déduit
A»— B* =1 (a*— b^) COS26 i- (a*— b^) tangaO sin26 i= --:
' \ / o cos*0 *
A- — B* cos2« cosal =
CCS al _ -7-r- -^, — ,
A*-hB* COS26
.- B* cosaO — cosa£ . ^ .. ^
tang»!:^ -r^ — .z:^tang(i-+-6)laDg(i — ô).
° A* cosaO-i- C0S2I o\ . o\
Inversement, la vibration elliptique étant donnée, on peut déterminer deux des angles t, 6 et S en fonction du troisième, c'està-dire la différence de phase 8 et le rapport des amplitudes relatifs aux projections sur deux axes rectangulaires dans Tazimut Q, oa la direction des projections rectangulaires et le rapport des amplitudes qui correspondent à une différence de phase 8, ou enfin i^azimut 0 et la différence de phase o quand on connaît le rapport des amplitudes.
On a, en effet :
i" En fonction de l'angle 0,
( C0S2e -u COS2lcOS2 0,
<»f>) { ^ sin2l tan^2l
i tango- ^ . .- .-^-r-l
[ lang20co$2{ sm20
•i^ En fonction de Tangle o,
i sin2 6 :_ -: ^ ,
tan£:2l
tangS
(in '..
i . . sin2T
f sin2e :— —, — ;, ;
ÎJIIIO
3° En fonction de Tangle /,
ros 2 î
i ces 2 0 _
1 Vi) <
ces 2 6 : — r,
ces 21
. ^ Sin2l
Sm 6 :_ -; ;
sm2£
io9. Forme de la vibration. — Il est utile d'examiner les formes que prend successivement la vibration elliptique (i) quand
la différence de phase 8, ou le retard correspondant A, varie d'une manière continue.
Quelle que soit la valeur de J, les abscisses x et y sont comprises respectivement entre ±: a et iii 6. La trajectoire de la molécule vibrante est donc inscrite dans le rectangle CDD'C (/ig' 73) dont les côtés sont 2 a et 26.
Pour S := o, ou A ^^ o, on a
tangi.
Fig. 73.
oK — ^— .'--
La vibration est alors rectiligne, suivant la droite OC qui fait
l'angle i avec l'axe des j?, et son amplitude est r = yja- \-b^.
On appelle plan de vibration le plan normal à Tonde qui comprend la vibration, c'est-à-dire le plan qui passe par le rayon et la vibration.
Les amplitudes a et b des projections rectangulaires sont respectivement égales à rcost et / sini. Les coordonnées j? et ^ de la vibration (i) peuvent être considérées comme les composantes de la vibration rectiligne rsinco^ parallèle à la direction OC, dont l'une ^ a éprouvé une perte de phase S.
Les valeurs de a et 6 étant positives, si la perte de phase 0 croît à partir de zéro, la vibration est d'abord gauche (157) tant que flèsinS^o, c'est-à-dire que 0 <C tc. On voit par l'équation (6) que l'une des valeurs ôi de l'angle 6, d'abord égale à « pour S = o, diminue d'une manière continue; Tun des axes A de l'ellipse E se rapproche de l'axe des x.
Pour 0 rrr - , ou A = y > on a
\ i y =^ — Acosto/; ^
la vibration est rapportée aux axes de Tellipse.
Lorsque 8 est compris entre - et tt, ou A entre ^ et - » on a
Taxe A de Tellipse est compris entre Taxe des x et la droite OC symétrique de OC.
Pour 5 = TT, ou A = - > on a
-- = zz: — tan^i;
la vibration est de nouveau rectiligne dans la direction OC el
avec la môme amplitude r = \/a^ -t- ô'-*.
Un retard d'une demi-longueur d^onde sur l'une des composantes d'une vibration rectiligne la transforme donc en une autre vibration rectiligne symétrique de la première par rapport à la composante non retardée; on peut dire que cette vibration a tourné de l'angle 2£.
Enfin, lorsque S croît de tt à 2tc, ou A de - à X, la vibration est
droite et l'axe A de l'ellipse revient de la direction OC vers la direction OC. L'ellipse est encore rapportée à ses axes pour la
^ ir X .
valeur 0 = 3-» ou A = 3 -r » ce qui donne
\ X z=za%\i\tùty - ( y = />cosu>^ ^
D'une manière générale, les mêmes formes de vibrations se reproduisent dans le même ordre quand on fait croître 8 à partir de 2/717: ou A à partir de m\.
La vibration est gauche quand l'angle 8 est compris entre 2/?it:
et ( im -L- 1)?:, ou A entre m\ et i'im -^ i) -; elle est droite si o
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est compris entre ( a /w -f- i)Tzet2{m 4- i)7î, ou A entre (2/n + i)-
et (m 4- i))..
Quand la perte de phase 8 croît d'une manière continue, on voit que le grand axe de l'ellipse (en supposant a > 6) éprouve une sorte d'oscillation dans l'angle COC'^= 21 ei le petit axe une oscillation dans l'angle formé par deux droites perpendiculaires aux précédentes.
Si les amplitudes a et 6 sont égales, c'est-à-dire si l'angle i= .9 l'angle 26 est égal à - ; les directions OCJ et OC sont toujours les axes de l'ellipse. La vibration est circulaire gauche pour S = - >
[ y^=^ — acoso)/, ' et circulaire droite pour 5 == 3 - >
( y --.acosisit.
On obtiendrait les mêmes résultats, sauf un changement dans le sens de la rotation, si l'on donnait à S des valeurs négatives croissantes, à partir de zéro ou de innz.
Enfin, si l'angle l est négatif, c'est-à-dire si les amplitudes a et b sont de signes contraires, la vibration est d'abord rectiligne suivant OC. La vibration elliptique est d'abord droite ou gauche quand on donne à S des valeurs positives ou négatives croissantes à partir de zéro.
160. Composantes conjuguées. — Si l'on rapporte le mouvement à deux axes conjugués de l'ellipse, les expressions des composantes ont la même forme que si elles étaient rapportées aux
axes et leur différence de phase est ±: - • Comme la somme des
carrés des diamètres conjugués est constante, on voit que l'intensité de la vibration résultante est égale à la somme des intensités des deux composantes; on peut dire encore que ces composantes sont des vibrations conjuguées (1S5).
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Le rectangle des axes étant égal aa parallélogramme des axes conjugués, si Ton appelle/) et q les amplitudes de deux composantes conjuguées et y l'angle qu^elles font entre elles, on a
( 1 4 ) p^ sin Y - AB - ab sin o.
Il est à remarquer que les directions OC et OG jouissent toujours de cette propriété, quelle que soit la différence de phase o.
En effet, les composantes x' et y de la vibration, parallèles respectivement à OC et OC, donnent
X:=z. ix' -y )COSI, J7 — -( . i
*^ 2\cosi smi/
y --_ (y' — œ' ) sin i, f—- ( -^. "H -■^. ) •
(Jlomme on a
cosf sini il en résulte
- r sin O) / — sin ( 0) f — 0 )] =1: r sin - cos (fat ) 1
y' —: -Tsinu)/ -^- sin((o^ - ô)] ^^ rcos - sin ( u)^ |;
sm' - ces' -
L'une de ces vibrations conjuguéesy', située dans Pazimut -r-/ ei dont l'amplitude est q = rcos -> a pour phase l^ phase moyenne
des composantes rectangulaires ^ et^ de la vibration proposée; l'autre, dans l'azimut — i et d'amplitude p = rsin-, a sur la précédente une avance de phase de - •
La discussion des valeurs des amplitudes p et q permettrait de voir d'une manière plus rapide comment varie la vibration avec la différence de phase 3.
On en déduit immédiatement, par l'angle y = ai des deux vi-
brations conjuguées et le rapport- r=cot- de leurs amplitudes^
le rapport des axes de Tellipse et Taugle 6 que fait Tun d'eux avec la bissectrice des composantes conjuguées, car on a (1S8)
sinal = sinai sinS r^sinYsinS, tangsO 1^ tang2 « cos8 = tang^ cos8.
En appelant 0' Tangle 0 -f- 1 que fait Tun des axes A de l'ellipse avec la vibration a/, cette dernière équation peut s'écrire
tang(30' — y") — - lang-fcosô ou
tangv -f- iang(2 6' — y^ _ sinaO' i-f-coso ^o q^
langY — lang(36' — y) sin2(Y — Ô') i — coso ~ 2 /?*
On a aussi
tang'(20' — y) cos*y + sin*2l = sin*Y.
161. Composantes rectangulaires. — Les amplitudes A et B des composantes rectangulaires de la vibration proposée, par rapport à des axes OÇ et Or^ {fig» 73) dont le premier fait avec Taxe Ox l'angle i^ ont respectivement pour valeurs, en remarquant que les projections des vibrations p et q restent conjuguées,
!A* :=: /?* COS' ( l' — I ) -I- q^ ces' ( «' -h I j , B» =/?« sin«(«' — i) 4- q^ sin»( i' -+- i).
On peut écrire ces expressions sous différentes formes. Remplaçante^ par r^ — p^^ on a d'abord
A*i=r*cos*(i'-*- i) 4-/?*[cos*(«'— i) — cos'(i'-m')];
par suite,
—- m cos* ( i' -V- i) 4- sin 2 i sin 2 i' sin* - ,
—T = sin* ( /' -f- i) — sin 2 i sin 2 1' sin* -^ •
Si l'on remplace sin^ - par > les termes indépendants de
la différence de phase, dans l'expression de A^, sont
|[2C09*(l'-hl)-t- Sin2tsin2l']zz:{(l -\- C0S2tC0S2l'),
ce qui donne
l — j- i^ iH- cos 2 1 cos 2 1' — sinscsinarcosS,
— T- = I — cos 2 1 cos 2 i' -4- sin 2 i sîn 2 1' cos o.
Il est à remarquer que ces expressions sont s^rmétriques par rapport aux. angles e et H ] on peut donc remplacer ces deux angles l'un par l'autre sans changer les valeurs de A* et de B*.
162. Composantes affaiblies, — Supposons maintenant que les composantes x et^ d'une vibration rectiligne, en même temps que l'une d'elles éprouve une perte de phase o, soient affaiblies dans des rapports différents a et ^; Tamplitude résultante ri de la vibration sera
/•î = a»a*-4-p«^*=r*(a*cos*t-4-P*sin«t).
En posant tange, = — , la vibration elliptique sera définie, par l'angle f'i, comme elle l'était par l'angle i, et Ton aura
/*, ces/, =: aa = ar ces/,
/•| sin /, =1 p ^ = p/* sin i, /•J siii2/i=: afi/' sin2£.
Les amplitudes A et B des composantes rectangulaires parallèles aux axes oÇ et or^ (J^c^- 7^) sont alors
A' = rf cos* ( i' 4- 1*1 ) H- r\ sin 2 ij sin 2 1' sin* - > / B' = r] sin* ( i' 4- /j ) — r\ sin 2 l'i sin 2 i' sin* - >
ou, en remplaçant rt cosf, et r^ sin/| parleurs valeurs,
- - .-_ (a cos / cos i' — Ô sin £ sin i' )* -r «3 sin 2 1 sin 2 C sin* - j /•* a
— !_: (acosi sint' -h 3 siii/cose')* — sS sin 2 1 sin ai' sin*-- /•* a
Si les facteurs a et |ii sont égaux, les directions et le rapport des
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composantes conjuguées p et q ne sont pas modifiés et il suffit de multiplier par a^=p^ = / l'intensité de la lumière obtenue en supposant qu'il n'y a pas d'affaiblissement.
163. Résultante de deux vibrations rectilignes non rectangulaires > — D'une manière plus générale, on peut déterminer la direction et les axes de l'ellipse à l'aide de deux composantes rectilignes faisant entre elles un angle y-
Les composantes étant
( x':=: a'sinci)/,
'( /r=6'sin((o/— 8'),
leurs projections sur deux axes rectangulaires OÇ et Oïi {fig- 74)7 dont le premier est dans l'azimut 6', peuvent s'écrire
^ Ç= a'cosô'sinw/H- 6'cos(y-— O')sin(a)/ — 8') z= Asin(u)/ -h a), \ Tj 3=— a'sinO'sinw^-h 6' sin (y — 6') sin((«)/ — 8') =: B sin(u)/ -h P).
Si l'on égale les coefficients de sina>/ et cosw/, comme précédemment (158), il suffira de remplacer dans les équations (5) frsinO et 6cos8 par 6'cos(y — 6')et6'sin(Y — 6'), en conservant aux autres lettres les mêmes significations.
Ces équations ainsi transformées donnent alors
ABsîn(a — P) = a'b' sinysino', AB cos (« — p) = a' b' sm (7 — 2 Ô') ces 8' il — •
Pour que les composantes \ et r^ soient parallèles aux axes de l'ellipse, il faut que cos(a — P) = o, ce qui détermine l'angle 0'; il en résulte aussi sin(a — ^) = ± 1 , ou
(6)' AB = ±:a'6'sinYsin8'.
UëquaUon qui donne Tazimut B' des axes de l'ellipse,
a'*sin2Ô' — 6'«sin2(Y — 6')-|-2a'^'sin(Y — aO')cos«',
peut s'écrire sous la forme
a'* sin [^ — (y — 2 0')] = b'* sin [^ -f- (y — 2 6')] 4- a a' 6' sin (y — 2 6') coso'.
En posant langi' = -79 on en déduit
lanff (y - 2^')^ {a''-b")sint ^ cos2i^sîdt
^^' ^ (a'* -h 6'») ces Y -h 2 a' 6' coso' cosy +siD2i'co$o'
Comme on a
A* 4- B* = a'« -h b'^ -^2a'b' cos y cosô', il en résulte
, 2AB 2 a' 6' sin Y sin 8' sin 2 T sin y sin â'
A*-hB^ a''-+-6'*-H2a'6'cosYCos8' 1 -H sin 2*' cos y coso'
On retrouve les expressions obtenues précédemment quand on suppose que les composantes sont rectangulaires ou conjuguées.
c'est-à-dire en faisant v = ih - ou 0'=
Inversement, les mêmes équations permettent de remplacer uoe vibration elliptique par deux vibrations rectilignes, quand on se donne deux angles i', y 6t8', ou deux conditions équivalentes.
En fonction des angles y 6t 0', par exemple, on a
^ sinal sin 21 sin $
sin Y sin 0' — sin 2 1 cos y ces 0' sin y sin 8' — sin 2 1 si n8 cos ycoso
et l'angle i' donnera l'angle 6' par la relation
^,, cos 21' sin Y
lang(Y — 2Ô') =1 : -* — -.
° ' cos Y H- sin 21' cos 0^
164. Transformation des vibrations, — Si l'on impose une perte de phase û| à l'une des composantes j^ de la vibration elliptique (1), on obtient une nouvelle ellipse E|
!x =: a sin (0 /y y zzz b sin {(Mi t — 8 — 0,),
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pour laquelle la direction et le rapport des axes sont donnés par les équations
(7)' lang2Ôi3ztang2icos(8H-8,),
(8)' sin2li=: sin2tsin(o -H 8ij.
Il est clair que Tellipse E| dépend uniquement des angles I, 6 et 8| , c'est-à-dire du rapport des axes de la première £ et de la direction de la composante qui supporte la perte de phase 8|. On pourra faire, par exemple, les calculs de proche en proche, en déterminant les angles auxiliaires i et 8 par les équations (lo), puis les angles Bi et Ii par les équations (7)' et (8)'; Tangle ^ des nouveaux axes avec les anciens sera
Le sens du mouvement sur la nouvelle ellipse £| est lié à celui de la première. Il sufGt, en effet, de changer le signe de Tamplitude b pour renverser à la Fois le sens du mouvement sur les deux ellipses (i) et (1)'.
Réciproquement, si Ton connaît les vibrations elliptiques E et E|, c'est-à-dire les angles I, I1 et ^, on peut déterminer les angles ^1 et 0, c'est-à-dire la perte de phase et la direction de la composante sur laquelle on doit la faire porter, pour passer de la première vibration elliptique à la seconde.
Les équations
COS2/:=COS2ICOS20 i= COS2I1 C0S2 ôj =z C0S2l, C0S2 (6 -H't)
donnent d'abord l'angle 0
tang20 = COt24^ î ; r«
• ^ C0S2liSm2 4'
On a ensuite
^ tang2l tangS— . ^ . >
elles équations "
sin2l sin2li
sm2i= —
sinô sin(8-H8i)
donnent l'angle 8| par l'angle auxiliaire 8
. /> ^v • nsin2l,
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D*uDe manière plus générale, si Ton affecte successivement le mouvement vibratoire de pertes de phase 80 Sa, Ss? •-• qui porteot sur des composantes de directions différentes, ou même si Ton fail subir à la vibration une série de modifications de natures quelconques qui n^altèrcnt pas Tintensité, on transforme finalemeot Tellipse primitive E en une ellipse £|. On voit, parce qui précède, que toutes ces modifications peuvent être remplacées par une seule, puisque la perte de phase résultante S| et Fangle correspondant 0 ne dépendent que des ellipses primitive et finale E et E| et de Tangle ^ de leurs axes.
L'ellipse finale est toujours inscrite dans le rectangle déterminé par les amplitudes a et 6 de deux composantes rectangulaires de la vibration primitive.
165. — Si la vibration elliptique E est donnée, la différence de phase 8 est une fonction de Tangle que font les coordonnées avec les axes de Tellipsc. Les équations (10) donnent
tanguai tango 1= —, — --.
^ sm2Ô
Lorsque l'angle 6 croît à partir de zéro, 8 est d'abord égal à -» puis il diminue jusqu'à 2I pour 26:= -; augmentant de nouveau, il devient égal à - pour 2O = t:, prend une valeur maximum 7: — i>l
pour 2O =^ 3 - et revient à - pour 8 = 7t.
On peut alors choisir l'angle 0 de façon qu'une nouvelle porUde phase 0|, prise enlre des limites convenables, imposée à lacoiiiposanlc y, Iransfonne la vibration primitive en une vibration de forme délermince.
Pour que l'équation (i)' représente une vibration rectilîgne, pai exemple, il faut que la somme 8 f- 3j soit égale à o ou à tc, c'està-dire qu'on ait
tango H- tangôj ^ o;
• /v tans; 2 1 tanff2l
(10)' sin20-_ ^ - ^
tango tangO|
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On voit d'abord que, sî 8| est égal à ±i -> c'est-à-dire si le retard
correspondant A| est égal à ±: ^ > les directions données par Téqua-
tion (loy sont parallèles aux axes de l'ellipse, résultat qui était évident d'après la discussion précédente (1S8).
Dans le cas général, le problème n'est possible, en supposant o <C 8| < it, que si l'angle 8j est compris entre al et it — al.
Lorsque cette condition est remplie, il en résulte pour l'angle 0
deux valeurs, Oj et 82 = 8|. La demi-somme des angles 8j et O2
étant égale à 43®, les deux directions correspondantes sont symétriques par rapport aux bissectrices des axes de l'ellipse E. Comme on a
l'équation (10)' peut s'écrire
(lo^ tangal^=: — sinaô, tango, = — cos(6, — 0,) tangS,.
La direction et le rapport des axes de l'ellipse primitive E se trouvent ainsi déterminés par la bissectrice de l'angle O2 — 6f , la valeur de cet angle et la différence de phase nouvelle 6|.
Si l'on appelle ai et 6| les amplitudes des composantes relatives à la direction Oj et qu'on pose tang/i = —? on a, d'après l'équation (8).
(8)' sinal=rsin3i, sin8-=:±: sinai, sino,.
En éliminant Fangle 5j entre les équations (10/ et (8)'^ on obtient, tontes rédactions faites,
, , cos a I , co9al=:±:
9in(6, — 6, )
Les éléments de l'ellipse primitive E se trouvent ainsi exprimés en fonction de Fangle h% — 6, et du rapport des amplilades des composantes de la nouvelle vibration rectiligne.
Le rapport des composantes a et 6 de l'ellipse primitive pour une direction quelconque h et la différence de phase correspondante 2 se déduiront ensuite facilement des relations générales.
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On a supposé que TaDgle B était compté vers le bas, ou la droite, à partir de Taxe de Tellipse. En appelant 0' Tazimut de cette direction nouvelle, c^est-à-dire compté vers la gauche, par rapport à la bissectrice de l'angle 82 — ^m on a
ce qui donne
, ^ cosai, sinaO'
C0S21 = cosalcosa0= . , ' ;-—>
sin(0, — 6,)
^ tan&:2l taneal
166. — Enfin, si les amplitudes a et b des composantes x et/ d'une vibration elliptique sont inégalement affaiblies par une cause quelconque, en même temps que Tune d'elles éprouve une perte déphasé 8|, les nouvelles composantes peuvent s'écrire
( j — p6sin(a)/— 8— 8,).
On a alors
et le rapport/ de l'intensité nouvelle à l'intensité primitive est
/rr /^^»y-aîcos*iH-p«sin*i.
Si Ton pose tange = -, ce qui donne
cos'e sin'e on peut écrire
a' ., , I 4- COS2eCOS2«
— II -h C0S2eC0S2l) rz: a' .
*£ I-hCOS2e
2 ces
Posant enfin tange, rzz '— , on pourra déterminer Tellipse résul-
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tante par les équations
COS 2 « = CCS 2 I CCS 2 6,
tang2l tango = . ^ y ° sin26
tangiii= - tan g 1=: tan g slang i,
(*7) j sin2l|=i sin2iisîn(8 4- 5,),
tang26,= tang2i, cos(8 -h 8j),
- I -h COS2ECOS2I A?-i-B?
fz=z or izz — •
•^ i-hcos2Ê r*
Les trois premières donnent successivement les angles auxiliaires i, S et {| ; les trois suivantes, le rapport et la direction des axes de Tellipse E, et la dernière la somme des carrés des axes.
167. — Inversement, si Ton connaît Tellipse finale E| par les angles I| et ^ et la fraction i — / de lumière perdue, par suite d'une ou de plusieurs modifications successives de natures quelconques imposées à la vibration primitive E, et si Ton se donne en outre l'un des coefficients a et jî ou leur rapport par l'angle s, on peut en déduire les angles 8, 8| et les coefficients a et p, c'està-dire les conditions dans lesquelles devrait avoir lieu une modification unique pour transformer une vibration elliptique E et une vibration elliptique quelconque E|.
En effet, quand on connaît les angles I, I|, ^ et e par exemple, les équations (17) suffisent pour déterminer les huit inconnues /, i|, 8, S|, 0, 6|, a et p.
La solution ne correspond à un phénomène physique réel que si les coefficients a et ^ sont plus petits que l'unité, c'est-à-dire que l'ellipse finale E| doit être comprise dans le rectangle déterminé par les amplitudes de deux composantes rectangulaires de la vibration primitive.
Si l'on admet, comme cas le plus simple, que les coefficients a et ^ soient égaux, ou tange = 1 , il en résulte 2| =: i\ les équations qui donnent les angles 6 et S| sont les mêmes que si Tintensilë n'était pas modifiée, et l'on a
Ainsi, Ton peut passer d^une vibration elliptique quelconque E aune autre vibration elliptique quelconque E| d'intensité moindre par une modification unique qui apporte une perte de phase déterminée 8| sur une composante dont la direction est définie, et qui diminue les deux amplitudes dans le même rapport.
168. Composition des vibrations elliptiques. — Deux vibrations elliptiques £| et £2 rapportées à des axes rectangulaires peuvent être représentées par les équations
( :Fi=i a, sin(a)^-4- aj), i x^T=:a^%\n(tùt -^-v^)^
\ ji=6jsin(a)^-|-a,-7 0,); j j^, = 6jSin(cor -f-aj— 0,).
Les deux ellipses sont définies respectivement par les quantités ^1 , 6| , 0| et ^2, 629 ^2 6t Ton peut supposer que toutes les amplitudes sont positives.
Les projections de la vibration résultante étant
a:=iasin((«)^ + a), ^=:6sin((«)^4-a — 5),
(«9) on a
a' =: aj -4- aj -h 2a|a2Cos(ai — «j),
^>»= 6J 4- ^î 4- 2 ^t^i cos[a, — a,— (oj— 0,)],
(20) / tanga=z^^^^""^ + ^>^'""S
^ ^ «iCosaj-H ajcosa,
tang(a-S)= />.sin(a.-8.) + Min(«,-S.)_ ° ' 6iC0s(a, — ôj) -h 6,cos(a, — ô,)
La forme de la vibration résultante n^est déterminée d^une manière simple par celles des ellipses proposées que dans des cas |)articulicrs.
Si les vibrations E| et E2 sont semblables et de même sens, et que leurs axes homologues soient parallèles, ce qui correspond aux
conditions ô| = O2 el — = — ^ il en résulte
ai a,
— ^^2 ^~~ "ZHZL ^^— •
a tti a^
0 = Ôiz:3:û. et
La vibration résultante est donc de même forme et de même sens que les vibrations proposées.
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169. Vibrations elliptiques conjuguées. — En désirant par /*!, r^ et r les amplitudes résultantes des trois vibrations considérées, on a
r*=:rj-t- r*-|-2Ja,a,cos(a,— a,) -h 6,6,cos[a, — a,— (Si— 5,)]j.
Pour que le dernier terme s'annule, quelle que soit la différence de phase a, — t.^ des deux composantes parallèles à Taxe des x^ il faut qu'on ait
( 6,^,sin(8,— 8,)=:o,
I a,a,-h 6i6,cos(ô,— 0,) =10.
Dans ce cas, l'intensité de la vibration résultante est toujours égale à la somme des intensités des deux vibrations proposées.
En excluant le cas de deux vibrations rectilignes rectangulaires, qui jouissent toujours de cette propriété (156), les équations (21) exigent les conditions
sin(8t — 8,) nr o et ûf,a,iir 6, 6, — o,
c'est-à-dire
8i — 8, m 2mT ou
81 — 8j=:(2/7I -4- l)îC.
Si l'on représente par k le rapport — > on a alors, suivant qu'on adopte la première ou la seconde solution,
et les vibrations (18) peuvent s'écrire
(^1= aisin(a)^ -H «i), i J?,=iip A:^,sin(a)^ -h a,),
I ^1 = A:aisin((«)^ -h «1 — 81); ( j, = it: 6,sin(a)^-4-aj — 81).
Dans les deux cas les vibrations E| et E2 sont de sens contraires. En outre, les deux ellipses ont les mêmes axes; car, si l'on choisit
les coordonnées rectangulaires de manière que 0| = di % les deux
ellipses sont rapportées à leurs axes.
EnGn les ellipses sont semblables et leurs axes homologues rec-
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tangulaires, puisque le rapport des amplitudes des composantes
est égal à k pour Tune d'elles et j pour Tautre.
Deux vibrations elliptiques semblables, de sens contraires et dont les axes homologues sont rectangulaires, jouissent donc de la même propriété que deux vibrations rectilignes conjuguées (loo), c'est-à-dire que l'intensité de la vibration résultante est égale à la somme des intensités des deux vibrations proposées. Nous les appellerons vibrations elliptiques conjuguées.
170. Composantes circulaires et elliptiques d'une vibration. — Il est clair qu'une vibration elliptique E, représentée par les équations (19), peut toujours être remplacée par deux autres vibrations elliptiques E, et E2(i8). Les équations de condition (70) ne donnent que quatre relations entre les huit inconnues ai , fr| , ai, 0| et ^72, 62, as, 02, et le problème a une infinité de solutions. On peut, en cflct, choisir arbitrairement l'une des composantes E| oa E2. Nous examinerons seulement les cas qui trouvent leur application dans les phénomènes d'Optique.
Composantes circulaires. — Une vibration rectilîgne
équivaut évidemment aux deux vibrations circulaires inverses d'égale amplitude
yy-- -cosoj^; f rj=: Costa t.
Le plan Ox (fig- 75) de la vibration primitive est le plan de symétrie ou de concordance des deux vibrations circulaires équivalentes.
Une fois opérée cette décomposition, si l'une des vibrations circulaires, la vibration gauche par exemple, éprouve une perte de phase 2, le plan de symétrie s'est déplacé vers la droite d'un angle
égal \x -' En effet, quand la vibration droite arrive en M la iri-
bration gaache est seulement en M', et le nouveau plan de s^'métrîe est bissecteur de Tangle MOM'= 5.
La vibration tourne donc d^un angle R r= - égal à la demi-diflfé-
Fig. 75.
rence de phase, en sens contraire de la vibration circulaire qui a
subi le retard, et la phase de cette vibration est w/ , c'est-à-dire
Idi phase moyenne des composantes x^ et x^ des vibrations circulaires.
Une vibration elliptique droite rapportée à ses axes
x-=z asiïnat. yz=z bcosiaty ^
équivaut, de même, aux deux, vibrations circulaires inverses
I 07,:= Smb)/, l J7,r=i
sinb)^y
yi:= coso)^;
yi = — coso)^.
Les amplitudes d et g des vibrations droite et gauche sont
La vibration circulaire de même sens que la vibration elliptique a pour amplitude la demi-somme des axes de Tellipse; Tamplitude dePautre est égale à leur demi-différence. Le plan de concordance des vibrations circulaires passe par le grand axe de Tellipse.
SI la vibration elliptique est donnée par deux composantes rectangulaires a et b ayant une différence de phase ù ou par deax composantes rectilignes conjuguées p et q faisant Fangle y, on déterminera la somme A + B des axes et leur différence par les relations (158 et 160)
qui donnent
A* -f- B« = a» H- 6» := /)» -H ^- = /•-, AB = a6 sin 8 = /?^ sin Yi
^cP 2ab . ^ • . • *
[\g^ lab . ^ • • • ï
— ~ =1 ;; j-sin5=:i — smatsmo:
4^ 2£>ûr . 2pq .
4^' a/57 . 2pq .
La vibration elliptique étant rapportée à ses axes (ââ), supposons que la composante circulaire gauche éprouve une perte de phase 0: le plan de concordance des vibrations circulaires est dans une di-
rection O Ç qui fait avec l'axe Ox l'angle R = - et, par rapport à des
axes rectangulaires i et 7^, les composantes circulaires sont
It a-\-b . ( ^ l\ /. a--b , / a\
Çi= sin to^ , l Çi— smico/ ),
TQi — cos [lût ; r ^î = cos ( CD ^ I .
Elles représentent la vibration primitive (22) dont les axes ont tourné de l'angle R = - .
Ce résultat était évident, puisque les deux composantes reclilignes de la vibration primitive ont tourné séparément du mêmr
angle R, avec la même perte de phase -•
Composantes elliptiques conjuguées. — Proposons-nous
d'abord de remplacer une vibration rectiligne par deux vibrations elliptiques conjuguées.
En prenant des coordonnées parallèles aux axes des ellipses, la vibration primitive sera de la forme
{ y z=z 0 siaco/,
les amplitudes a et b étant de même signe ou de signes contraires ; les vibrations elliptiques conjuguées équivalentes, Tune droite et Tautre gauche, sont
- ( 0?!= ajsin(u)^-Ha,), ; (71= A:aiCOs(u)^-haj);
\E \^^~ A-ôjSinCw^-ha,), ^ * ( 7»=— 6j|C0S(a)/ -h a,).
Les inconnues ai, a^ 62 et (I2 seront déterminées par les équations de condition
aizz ajCCsaiH- A:6,cosa,, 0= flisinaj -h Arôjsina,; 6:== — Araismai-h 6, sina,, 0= AaiCOSSi — 6sC0sas.
Au lieu de calculer les vibrations elliptiques elles-mêmes, qui ne présentent pas d^ntérét au point de vue expérimental, puisqu'elles ne font que reproduire la vibration primitive, nous supposerons que Tune d'elles, la vibration gauche E2 par exemple, éprouve une perte de phase S, et nous remplacerons la vibration elliptique résultante par deux composantes rectilignes conjuguées de la forme
p cos itùt ) et ^r sin iiùt 1 > qui font respectivement avec
Taxe des x les angles X ^^ ^•
Les composantes parallèles aux axes primitifs sont alors
j?'z=/?cos)^cos( wf J H- çr ces <}/ sin ( 0) f j»
I y "= p^iï^X ^^^ \^^ ) "^ ^sin<}/sin(tof j,
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ce qui donne comme conditions
aicosai -h kbxCOs{oL^ — o) zzzpcos-^ sm- 4-ÇCOS^* cos-»
aisinaj -f- A:6, sin(a2 — 5) ^^/^cos^cos çcos^l'sin-;
— Aaisinaj -h b^ s\n{oL^ — 5) := psiny^ sin — h ^ sin ^cos-» Aaicosai— 6sC0s(as — 8) m /7sio)^cos ^ sin ^ sin--
On ajoutera les deux premières équations, après les avoir multipliées respectivement par sin - et cos-9 de manière à obtenir
^cos'^, et Ton déterminera les autres projections dep et de q par une série d^opérations analogues.
On trouve ainsi successivement
p ces 5^ =:
=: a, sin f aj-h - j 4- Ar^ssin fa, V
/)sin^=: AraiCOsfajH — j — ^^cosla, j;
^cos<}/— aicosla, H — )-f-A:6,cos
qsin^ =: — Ara^ sin ( «i-H - 1 -H 6, sin (a, J;
et, en tenant compte des équations (^5),
pcos'ji^ =: (sfli cosaj — a) sm-i psîny^ ^={b — 2^2 sin a,) sin-;
<7cos4' — acos Qaisma, sm-y
(/sin^' =z 6co5 2 6tC0saisin-«
PROPRIÉTÉS DES VIRRATIONS. 289
Les équations (20) donnent d'ailleurs, en posant A' = tangcp, a=:aiCosai(i -+■ k-) =:aiCosai(i -h lang'o) rr^ — — - — -,
6=: 62sina.(i -h k') = 6,sina,(i-+- tang'ç) =: -* — ^,— ^;
aisinaj =: — Ar6,sinas = — ^ tangcpcos^cp z=z sin2<p,
6,cosaj^= A'aiCosai= a lang<pcos*cp =1 -sina^p.
Substituant ces valeurs dans les équations (26), on a
' pcosyi^= acos2cpsin-j
En posant
psin-^ =: — b CCS 2 cp sin - ;
<7C0Su/ =: acos- -^ 6sin29Sin-, ^ 2 ^2
I ^sin<t==6cos asin2cpsin-*
. . b tangf=: - )
(28) tangR=:sin2cp tang -,
il en résulte
tang7 = — tangf,
lanff/ — tangR , . ^,
tang4/= ^ . — 5_^rr-tang(« — R),
^^ i-f-tangitangR ^^ ^'
p 11=^/0*4-6* ces 2 cp sin- = rcos2osin->
q^z=zr^\ cos* — h sin*2<psin*- ) =: — r^r cos* -; ^ \ 2 ^ 1) cos*H 2'
par suite,
^.zzzl-R,
(29) ^ /? = rcos2<psin -5
<7=: =r COS- = . ^- Sin2CDSin-*
^ cosR 2 sinR ' 2
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On voit que, par rapport à la direction de la vibration primiti?e /sino)/ (J^g- 76)1 la composante q a tourné de Fangle R, en sens
r sln tùt
^7iln^»f--)
contraire du mouvement sur la vibration elliptique retardée, en
subissant une perte de phase moitié moindre -; la composante
conjuguée/) a tourné de Tangle 2/ dans le même sens et sa perle
de phase est égale à
17i. — En appelant tang- le rapport des amplitudes /> et q^
lang- = cos2cp cosR tang- = sinHcotso,
rt 6' Tazimut de Tun des axes de la vibration elliptique résultante par rapport a la vibration p^ cette ellipse est déterminée par les rquations (160)
sinal -= sin(2f — R) sin8',
lang(2Ô'— ii -t- H) =: tang(2/— R)cos8'.
Les amplitudes d et g des vibrations circulaires droite et gauche équivalentes (172) sont, en remarquant que
pq oos2osino sinAo . ,8 /•* ces H sinK
ifi* sini'AÎ — R) . ^ — -^- i-z I H- CCS 2 ^ ^^^—^ sin 0,
—- — l — COS 2 cp
cosR sin ( 2 / — R ) .
cosR
sin 8;
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OU, en éliminant l'angle R,
Aef . . ^ ... 0
- - =:i-h sin2/ COS2 9 sin8 — cos2esîn49 sin* -
= 1 — } cos 2 « sin 4 ç 4- sin 2 « cos 2 ^j. sin 8 -h ^ cos 2 e sin 4 7 cos 0 ,
— ~ =1 — sin 2 2 cos 2 9 sin 8 -+- cos 22 sin 4? sin*-, /•' ^ ^2
= 1 -h ^ cos 2 «sin 4 «p — sin 2 « cos 2 «p sin 8 — |cos 2 «sin 4? cos 8.
Enfin les amplitudes A. et B des composantes rectangulaires par rapport à des axes de coordonnées Oç et Oti (Jlg- 76) dont le premier fait avec Taxe Ox Tangle /' sont
( A*=zp'cos'(r— 0 -h7*cos*(/'-l- /— R), ^ ^^ I B»=i/?«sin»(«'-i)4-7'cos»(f'-f-i — R).
On peut encore écrire ces expressions sous différentes formes. En remplaçant q^ par r' — />•*, cl p^ par sa valeur tirée des équations (29), il vient d'abord
— =: cos' ( 1' -h « — R ) 4- siu ( 2 £ — R ) sin ( 2 /' — R ) cos* 2 cp sin* - ,
I — =:sin*(i'-|-/ — R) — sin (2« — R)sin(2£' — R) cos* 20 sin*-.
Si Ton élimine Tangle R en substituant aux quantités/), ^cosR et ^sinR, leurs valeurs tirées des mêmes équations (29), on a
— - =z cos*(«' — 0 cos* 2 9 sin*r* ^ ' * 2
4- I cos ( «' -I- i) cos - -H sin ( f' -f- /) sin 2 (p sin - •
Remplaçant cos^- par i — sin*- =1 — (€05*2^4- sin2 2{f)sin2-,
les facteurs respectifs de cos2 2ysin2-etde sin*2ç sin*- sont
cos* ( /' — 0 — cos* ( *' -h 0 = sin 2 / sin 2 /',
sin*(t'-T-0 — cos*(«'4- /) — — cos2(t'4- 1), M. - I. 16
ce qui donne
--- =- cos' ( a -T I ) 4- J sin 2 ( i' -h i) sin 2 ^ sin 8
-H sin 3 /sin 2 «' cos*2 9 sin* cos2(i'-h i) sîn-2ç sin'->
ou, remplaçant €08^2'^ par i — sin* 23 et sin 2/sîn2t'-i-cos2 (l'—i) par C0S2/ cos2e\
— j- = cos* ( i' -f- i ) -r -J sin 2 ( f* -t- i) sin 2 ^ sin $
-h r sin 2 « sin 2 1' — cos 2 1 cos 2 «* sm* 2 « 1 sin*-
— =: sin* ( i' -T- i) — i sin 2{i'-\- i) sin 2 cp sin 8
— [sin 21 sin 21*' — cos2£COS2{*sîn*2^] sin'-
r- /• • 1» 1 • o^ ï "■ COsd
Lnim, si 1 on remplace sin^ - par > en remarquant que
2 COS* ( i' -H i) -h sin 2 1 sin 2 1' ~ i -h cos a « cos 2 1',
on trouve finalement
2 A* I ~ - i - cos2£ cos2f' cos*2çp -i- sin2(« -î- 1') sin2© sino
^ ,,7 ; — [ sin 2 £ sin 2 «;*'-- cos 2 «cos 21' sin* 20] cos 0,
— T- _: I - - cos 2 £ cos2£' cos* 2 O — sin2(£'-f- t') sinsGsinc
-;- [sin2£ sin2£' — cos2« cos2 f sin*2o] cos8.
On peut comparer ces expressions à celles qui ont été obtenues précddemment (161) lorsque la perte de phase porte seulement sur une des composantes reclilignes. Les valeurs de A* et de B^ sont encore symétriques par rapport aux angles i et i*.
Il y aurait aussi à considérer le cas où les deux vibrations elli[>liques conjuguées sont aflTaibiies dans des rapports diflerents, mais les résultats sont alors très complexes et ne présentent pas d'intérêt pratique.
Si raflaiblissemcnt est le même pour les deux coniposanles elliptiques, les directions et le rapport des vibrations finales /? et ^ ne sont pas modifiés. Il suffirait alors de multiplier les intensités par un même coefficient/.
17o. — Supposons maintenant que la vibration primitive soit une ellipse E dont nous représenterons les composantes par
\ a:=: a' s'intùty
Le remplacement de la vibration proposée par deux vibrations elliptiques conjuguées avec une perte de phase 8 sur la vibration gauche équivaut évidemment à la même opération répétée séparément sur les composantes x et y. Elles donnent deux vibrations rectilignes conjuguées />' et q\ p" et q", que l'on peut représenter par le Tableau suivant :
Vibrations
produites
par
Amplitude.
•JU • • m
■ 8 a C0S2O sin -
rr cos-
cosn 'X
Perte
de
phase.
Phase.
Mit
Rotation.
a C0S2© sin-
cosH 2
to^
2« rziT
Les composantes q^ et ^r" (./?^- 77) représentent une vibration
elliptique semblable à la vibration proposée E et de même sens.
dont les axes ont tourné de l'angle R.
Les composantes />' et />" représentent Pellipse X = a CCS 2çsin-sin((o^ i — )t
j' = — a C0S2Ç sin- sin( eu/ i o ].
C'est une vibration de sens contraire à la vibration proposée; comme Tune des coordonnées a changé de signe, elle est semblable à la symétrique de la vibration proposée par rapport à Tuo des axes de coordonnées.
Si la vibration primitive est circulaire droite, on a
a'^a"=ia et 0' = — -•
La vibration finale peut être remplacée par deux vibrations circulaires droite et gauche dont les amplitudes sont
d~q'-—q = rr cos -- ~ — . ^ ^ sin - ,
.«^v . cosK 2 sinH a
g i:zi p' =z p'^ z= aC0S2(p Sin- y
et Ton a évidemment
Les vibrations droite et gauche s'expriment en fonction de la vibration circulaire droite primitive comme les composantes ^ et p en fonction d'une vibration primitive rectilignc.
La vibration p' et a' ont la même phase tùt h "• La vibra-
lion // a pour phase (0/ — - -h ::, <le sorte que si on la prend en
sens contraire, dans la direction O/, elle a pour phase w/— --
comme la vibration q' ,
Ilapportée aux axes Ox! et 0^', qui ont tourné de l'angle RJa NÎbralion droite a pour équation
v' =1 — ,- ces- sin (1)/ ) = asio (eu/ u
cos K 2 \ 2 / \ 2 /
(tof j = e/C0S[<0/ }»
Y — — 77 COS - cos '^ COS K 2
et les composantes parallèles aux axes primitifs sont
1 Xi = dsïn(tùt Rj,
La vibration gauche, rapportée aux axes primitifs, a pour équations
I ^,=zr aC0S2(p Sin- COSi lût 1 = ^COSl lût j,
I /j= acos2<p sin- sm ( cof j z=z g sin i (Ji t ]•
Les composantes X2 et j^', étant concordantes, donnent une vibration rectiligne d'amplitude q^
^* = e/* 4- ^* -h 2dgsinRz^ a* f 14- sin 4? sin' - j, dans une direction qui fait avec Taxe des x l'angle 9,
a sin6 r=r e/cosR =: a cos -> ^ 2
q cos6 zzz g -^ d s'inR.
Les composantes x' etya reproduisent une vibration rectiligne d'amplitude 17,
/?'=: a* ( I — sin 4? sin* - U
dont l'angle 0' avec l'axe des x donne
p cos6'=: 'icosR r=: a cos - )
^ sin 6' ::= g- — e/ sin R.
Les axes A et B de la vibration elliptique résultante sont déterminés par les équations
^ ' cos 2 CD lsin->
° V smR
r» j /Sin2cp \ . 0
Bzi^d— g = a{ -ï-TT — cos 2© )sm- ^ \ smR ^/ 2
cosîicp sino\
B'-aM I
cosH .)~~
,/ sin49 . ,•!; \ sinR ^ '
COS 2 9 COS
-I rt= I I r— =— sin' -
smH îx '
Celte vibration est droite ou gauche suivant que A et B sont de même signe ou de signes contraires.
Enfin, pour obtenir les amplitudes A et B des composantes rectangulaires parallèles à deux nouveaux axes rectangulaires 0; ri Oyi (,/7^. 77), dont le premier fait Tangle t' avec Taxe Oj", dou> remarquerons que la résultante des vibrations p' et q^ qui ont la inôine phase et celle des vibrations q' et — p" sont conjuguées, ce qui donne
A'==[//cos/'— //"sinCi'— R)p-f-[7'cos(r— R) -+-/>' sin*"]*.
Remplaçant les amplitudes />' et p", q' et q'^ par leurs \aleu^ (33"), il en résulte
COSÎÎO
I -h COS
cosK
sin(2f^— R) cosR
Ce sont les expressions trouvées plus haut (174), sauf la substitution de Tangle H à l'angle i, pour les composantes cîrculaire> gauche et droite d'une vibration primitive rectiligne.
177. Retour des rayons. — Une vibration elliptique quelconque E peut être représentée par les équations
y -- /> sin(u>^ — 01.
Si la vibration conserve la même forme dans Tespace et que la Inmirre se propage dans la direction opposée, à la condition que le mouvement sur la trajectoire conserve le même sens pour l'observa leur, il est clair que l'on obtiendra les composantes de la nouvelle vibration apparente E', rapportée aux mômes axes jr el y^ en changeant le signe de /. L'ellipse
j u:==:--^sinu)^
j }' _ — ^sin(ci)/ -h 0)
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parait, pour Tobservateur qui reçoit la lumière, symétrique de l'ellipse E par rapport aux axes.
Supposons que l'une des composantes y de la vibration E éprouve encore une perte de phase 8,, cette vibration devient
^ ( X rrz a sînci)/, El j
I yz=zbsin{tùt — o — 8,).
Si la vibration E| se propage dans la direction opposée, en conservant la même forme dans l'espace et le même sens pour l'observateur, elle a pour équations
l a? rrr — a sinco/,
*( j — — ^sin((i)/-+- 8-1- 0,).
En donnant à la composante^ de cette nouvelle vibration E', la même perte de phase S| , elle devient
_ ( a: z=z — ârsinu)/,
Ej
( / =— ^sin((D^ -i- S).
La vibration E2 n'est autre que la vibration £' ; elle est donc identique à la vibration E.
Ainsi, lorsque, dans un phénomène d'Optique, la vibration elliptique E a été transformée en une vibration E^ par une perte de phase 8| sur une des composantes, si l'on fait propager la vibration E| dans la direction opposée en lui conservant le même sens pour l'observateur, la perte de phase Si rétablira la vibration primitive, avec le même sens apparent.
En particulier, si la vibration primitive E, étant rectiligne, fait l'angle i avec l'axe des Xy et que la vibration finale soit aussi rectiligne et fasse l'angle /| avec le même axe, les azimuts apparents des deux vibrations sont respectivement -f- « et -f- 1\. La dernière vibration, se propageant en sens opposé, sera pour l'observateur dans l'azimut — «\, symétrique du dernier, et elle reproduira la vibration primitive dans l'azimut apparent — i.
Si la vibration primitive E, étant circulaire, se transforme par la perte de phase 8| en une vibration circulaire droite ou gauche, la marche de la lumière en sens opposé transformera une vibration
circulaire droite ou gauche en une vibration circulaire de même sens apparent et, par suite identique, à la première E.
La réciprocité n^existe plus, d'une manière générale, quand les amplitudes a qI b sont affaiblies en même temps que se produit la perte de phase. En effet, la vibration primitive E donne, dans le premier cas, la vibration
( x=r aasinu)/,
qui, en se propageant dans la direction opposée, a pour équations
/ x:=i — %a sin (d ^,
'( j:z:._p^,sin(a)f-+-8-+-Ô,).
La perte de phase 81, avec un nouvel affaiblissement des amplitudes, donne la vibration
^ ( j7 =1 — oc' a sin (0^,
Cette dernière n'est semblable à la vibration proposée E que si l'on a a- =^2, c'est-à-dire si les deux composantes sont également affaiblies.
178. — La même propriété s'applique au cas où le retard se produit sur Tune de deux vibrations elliptiques conjuguées, pour^u que ce retard soit indépendant du sens de la propagation.
En effet, considérons d'abord une vibration rectiligne ( 173)
[ y=i 0 sinco^.
Les vibrations elliptiques conjuguées équivalentes, après que la seconde a subi la perte de phase 0, sont
j:,i= ai sin (a>^-i-ai).
El '
|x,i= A'6t sin (o)/ -h a, — 8), Jjiir— 6, sin((Df4-aj — OH j
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les quatre inconnues Oi, 625 ^t et a2 étant déterminées par les équations (aS).
Si l'on fait propager la vibration résultante dans la direction opposée, en conservant sa forme dans l'espace et le même sens apparent, il suffit de remplacer les vibrations elliptiques composantes E| et E2 par les vibrations
Xi=i — a|Sin(a)/ — a,), I Vi = — /caiSini tôt — Xj —
/ ^V) Ji = — ^«isin^^to^— 3Ci— ^j;
!a:2 = — kbf sin (tôt — «i-f-o), j', = 4- ôssin^w^ — a,-+-S— ^
Les vibrations E'^ et E2 ont respectivement le même sens apparent et la même forme dans l'espace que les vibrations primitives Ej et E2 dont elles proviennent.
La seconde vibration elliptique E^ éprouvant au retour la même perte de phase 5, on peut, après cette nouvelle transformation, les représenter par les équations
^„ { ^i — — aisin((o/ — aj),
( Ji^— b^cos{(xil— a,).
Comparant avec les équations (24), on voit qu'elles n'en dilïïv rent que par le changement de signe de t. Les vibrations E'J et E"., ont donc une résultante rectiligne
l jc z— — a sino)/,
qui n'est autre que la vibration primitive (aS).
II en sera de même pour les deux composantes d'une vibration quelconque. On retrouvera la vibration primitive, avec le même sens apparent, si l'on fait propager la vibration finale dans une direction opposée avec le même sens apparent.
On suppose toutefois que les deux composantes elliptiques ne sont pas affaiblies ou qu'elles le sont dans le même rapport.
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179. — Si le retard ne dépend que du sens absolu des vibrations, comme il arrive dans les phénomènes de pouvoir rotatoire magnétique, on conservera aux vibrations E', et E, le même sens absolu, comme si elles s'étaient réfléchies normalement sur un miroir plan, et elles seront représentées par les équations (37).
La nouvelle perte de phase portant sur la vibration E^, on aura
ix*-=z at sin(cu^ + «i), jjr= kai cos {(a t -\- oLi);
j:,~ kb^ sin (ta t -^otx — 28), j,— — ^,cos(a)^ -ha, — 28).
Dans ce cas, le résultat est le même que si la composante elliptique gauche de la vibr)sition primitive avait éprouvé une perte de phase double.
En faisant subir au rayon une série de réflexions normales entre deux passages successifs dans le système producteur des retards, la perte de phase résultante sera proportionnelle au nombre total des passages.
En particulier, si la vibration primitive est rectiligne et que les vibrations elliptiques conjuguées soient circulaires, le plan de vibration éprouvera ainsi une rotation proportionnelle au nombre des passages.
CHAPITKE V. — DIFFRACTION
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180. Diffraction sur l'axe pour des ouvertures circutaires. — - Noos avons déjà établi directement, par desconsidiTations géométriques, les principales propriétés de la lumière diffractéc par une fente étroite ou par un écran à bords rcctiligncs parallèles. La même méthode permet de trouver la position des maxima et des minima de lumière sur l'axe d'un système d'ouvertures à bords circulaires.
Supposons que la lumière émanant d'un point O {/fg- 78) tombr
sur un écran E qui laisse une ouverture circulaire BB' dont le centre A est situé sur la perpendiculaire OA au plan de l'écran.
Prenant pour plan de figure un plan passant par la droile OA, appelons s l'arc AB de la circonférence d'intersection par ce plan de Tonde S qui touche l'écran. L'état vibratoire, en un point I' Ac Vz\ej situé du côté vers lequel se propage la lumière, dépend du Dombre de zones élémentaires qui existent dans la surface libre de
l'onde, ou du nombre des arcs élémentaires compris dans l'arc*. Tant que ce nombre est assez petit pour que les vibra lions qu'elles produisent en P soient sensiblement égales et de signes contraires, la vibration résultante est nulle s'il existe dans l'arc s un nombre pair d'arcs élémentaires, puisque les zones successives inlerferenl deux à deux. La vibration passe, au contraire, par un maximum si ce nombre est impair et l'action se réduit à celle de la première zone; l'amplitude est alors double et, par suite, l'intensité quadruple de celles qui correspondent à l'onde entière, puisque celle-ci équivaut à la moitié seulement de la première zone. En déplaçant le point P sur le prolongement de la droite OA, on rencontrera donc une série de minima nuls et de maxima d'intensité quadruple de celle qui existerait sans écran.
En appelant R le rayon OA de l'onde, 8 l'angle qui correspond à Tare 5, 6 et p les distances AP et BP, on a, dans le triangle POB,
p»z=: (6 4- R)*4- R» — 2(^> + R)Rcose.
L'angle 9 restant très petit, on peut remplacer cos8 par i .
RO par 5 et p H- 6 par 26, ce qui donne
(p -f- ^)R 'x\h Ry
Les minima et les maxima correspondent respectivement aux cas où le relard A est un nombre pair ou impair de demi-longueurs d'onde, ce qui donne, pour les maxima.
et, pour les minima,
Avec une même ouverture, l'inverse de la distance b varie donc comme la suite des nombres pairs pour les minima et comme la suite des nombres impairs pour les maxima.
Le phénomène est très net quand on emploie une lumière
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homogène, celle que laisse passer un verre rouge par exemple : on aperçoit sur la tache lumineuse circulaire qui correspond à Péclairement général de Fouverture une série d'anneaux concentriques alternativement brillants et obscurs; le centre paraît un trou noir ou son intensité est maximum quand la distance b satisfait à Tune des conditions précédentes (*).
Quand on se sert de lumière blanche, l'intensité en chaque point varie d'une couleur à l'autre et l'on observe des colorations très vives analogues à celles des premières franges d'interférence à centre noir, puisque l'intensité est nulle pour 0 = 0.
181. Ecrans circulaires. — Si l'on remplace l'ouverture BB' par un écran qui laisse libre le reste de l'onde, on peut encore, à partir du bord B de l'écran, décomposer l'onde S en une suite de zones élémentaires, et le raisonnement général (24) montre que l'onde entière restée libre exerce en P la même action que la moitié de la première zone élémentaire. La vibration au point P est donc la même que si l'écran n'existait pas, en tant du moins que cet écran n'intercepte que les zones comprises dans la partie efficace de l'onde. Poisson avait signalé cette conséquence curieuse qu'Arago (^) a vérifiée aussitôt sur l'ombre d'un écran de 2™'" de diamètre. On observe, en effet, avec la lumière blanche, une série d'anneaux dont le centre est toujours blanc et de même intensité que si l'écran n'existait pas; les anneaux sont plus nets avec une lumière homogène.
182. Ecran partiel. — Si l'écran a la forme d'un anneau dont les rayons intérieur et extérieur s et s' sont
••+^y=.X et (i + l),'.=-..X,
il interceptera la deuxième zone élémentaire. La vibration produite au point P résulte alors de l'action de la première zone tout entière et de la moitié de la troisième; l'amplitude est 2 -f- i ,
(*) Fresnel, ŒuvreSy t. I, p. 365.
(•) Fresnel, ŒuvreSy t. I, p. 369.
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OU trois fois, et Tintensitë (2 -f- i)^, ou neuf fois, celles qui correspondraient à l'onde entière.
De même, en supprimant par des écrans la deuxième et la qua- Irième zone élémentaire, l'intensité serait (4 •+- 1)^ = 25 fois l'intensité relative à l'onde entière, et ainsi de suite.
Les dimensions de l'écran qui supprime la deuxième zone se calculent aisément. Si la source est très éloignée, on peut faire R =zr 3c, ce qui donne
s^r-bl et s'* 17=2 01;
I Rkin
en prenant /> = 2"* =^ 2000"" et A= -par exemple, les diamètres des cercles qui limitent l'écran annulaire sont
9,5 in 2"*" et 2S'=z2^^.
Cette expérience remarquable a été aussi réalisée par Billet ^*), qui Tattribue à Fresnel.
183. Expérience d^Arago, — L'expérience des ouvertures circulaires a été reproduite par Arago (^), sous une autre forme, (^n observant en dehors du plan focal l'image d'une étoile fournie par une lunette ou un télescope. L'onde qui émane de l'objectif est alors une surface sphérique aj^ant pour centre le foyer principal O {fig' 79), à la distance R de l'objectif, et elle est limitée par le bord de rouverture.
Pour obtenir la différence de marche au point P des vibrations qui proviennent du pôle A et du bord B de l'ouverture, il sufGt, dans les expressions qui précèdent, de remplacer R par — R, ce qui donne, en appelant d la distance PO = R — 6,
" AbiK - lb^' '
Il est à remarquer, dans le cas actuel, que la valeur de A est nulle pour rf= o, puisqu'en effet les rayons sont concordants au
i' ) Billet, Traité d* Optique, l. I, p. lo'i; 1858.
{^ ) Arago. Annales de Chimie et de Physique, [a], t. XXM, p, 43i; tSaf.
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foyer principal O. La distance rf< qui correspond au premier minimum nul est
2bR
Si Ton prend pour Xla valeur relative à la couleur la plus importante du spectre, l'intensité sera sensiblement nulle pour toutes les autres et donnera un minimum absolu. La même chose a lieu quand le point P est situé au delà du foyer; il suffit de changer le signe de d ou de A.
Quand on enfonce ou qu'on retire l'oculaire d'un instrument qui vise une étoile, de manière à observer les points situés en deçà ou au delà du plan focal, on aperçoit dans chaque cas une série d'anneaux concentriques circulaires dont le centre montre une succession de maxima et de minima de plus en plus colorés, à mesure qu'on s'écarte du foyer.
La distance rf| du premier minimum et, plus généralement, la distance du point où se produit un phénomène de nature déterminée, est en raison inverse de s^, c'est-à-dire de la surface de l'objectif, ou plus exactement en raison inverse du carré de Tou-
verture angulaire -^ de l'objectif. Aussi les minima se distinguent
difficilement quand on laisse libre toute la surface de l'objeciif, et il est plus avantageux de la diaphragmer par un écran percé d'une ouverture centrale circulaire. Si l'on veut, par exemple, que la distance d^ du premier minimum soit de i*^" = lo"", il faudra
.i56 faire
— ) = lOOOO
ou
— nrzioo:
le diainèlre de l'ouverture doit être alors le ~ de la longueur focale de rinstrumenl.
Si, au contraire, on couvre le milieu de Tobjecuf par un écran circulaire, la vibration en un point P, situé à une distance notable (lu fojer, ne dépend encore que de la moitié de la première zone élémentaire a partir du bord de l'écran.
Dans ce cas, le centre des anneau3c observés est toujours brillant. et son intensité est indépendante de la distance à laquelle on se trouve de l'objectif, à la condition toutefois que l'écran reste toujours dans la zone efficace relative au point considéré.
18i. Formules générales. — La détermination des phénomènes de diffraction en dehors de l'axe des écrans circulaires, et surtout pour des ouvertures de forme différente, ne peut plus être abordée par des considérations élémentaires.
Soient S (//^. 80) une surface d'onde quelconque, partiellement interrompue par des écrans, P un point situé du côté vers lequel a lieu lu propagation, A le pôle du point P, 6 la distance AP,
Fig. 80.
asinco^ la composante parallèle à Taxe des x de la vibration sur Tonde au voisinage du point A, et appliquons à cette onde le principe d'IIuygens en considérant chacun de ses points comme un centre d'ébranlement.
L'élément dx de la vibration (*) au point P produit par un
(^) Pour abréger le discours et quand il ne peut exister aucune équivoqae, nous ai>i)eIlcron<% souvcnl vibration la projection delà vibration réelle sur an aie dcterniiiic.
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clément dS de la surface libre situé en M à la distance p, peut être représenté par une expression de la forme
dœ^^ —r-J%\ï\\ u)t -h OL ;~ 1 '
dans laquelle [a et a sont des constantes.
En effet, Tamplitude de la vibration, toutes choses égales, est proportionnelle à Tétendue dS de la surface agissante et en raison inverse de la distance p.
Le facteur/ est une fonction inconnue des coordonnées du point M, qii^on fera égale à Tunité pour tous les points voisins du pôle et qui tend vers zéro à mesure que le point M s'éloigne du pôle.
Cette diminution, lente d'abord, puis rapide, de la fonction / tient d'abord à ce qu'on a remplacé au dénominateur de l'amplitude la distance réelle p par la valeur plus petite 6, puis à l'afTaiblissement des vibrations transmises à mesure que l'inclinaison de la direction p sur la normale à l'onde augmente, enfin et surtout au défaut progressif de concordance des vibrations sur l'onde elle-même.
D'autre part, l'angle a est le changement de phase inconnu que l'on doit admettre en appliquantle principe d'Huygens.
En remplaçant p par 6 -h p — 6 et posant
fjt ^ > ? — f^
on peut écrire
dx 1= j/dS 6in(to^ -i- a — ^ — o),
et la vibration résultante s'obtiendra en intégrant cette expression pour toute l'étendue de la surface de l'onde laissée libre par les écrans,
(i) jcizz jf/dSsïn{t»}l -+-a — p — o) 1^ A sin(o>^ -h a — 3 — 'i).
Si l'on met en facteurs, dans ces deux expressions de x^ les sinus et cosinus de l'arc (w/ -h a — |j) cl (jue Ton pose
\ F-Z/^Ssina, ^^^ I G=i//^/Scoso,
les quantités A et (p qui défiaissent la vibration résultante ont pour valeurs (154)
tang©= ^•
On voit d^abord que, si le point P est une source de lumière el qu'on observe le phénomène au centre O de la surface S supposée sphérique, la différence de marche relative à chacun des ravons PM ne change pas; le phénomène produit au point O est donc de même nature que celui du point P dans le premier cas. Ce>l Textension du principe général du retour des rayons {oi) aui phénomènes de di (Traction.
183. Détermination des constantes. — Nous utiliserons d*abord ce mode de raisonnement pour déterminer les constantes [jl et 2. en appliquant le calcul à une onde sphérique entière.
Si Ton pose
les diflerences de marche A et de phase 0, par rapport au pôle, pour un point M situé à la distance 5, comptée sur Parc de grand cercle, sont (180)
^-jk^s\ 8 = 211^ =-it»*«.
D'autre part, en appelant S l'étendue de la calotte qui correspond à l'arc 5, on a sensiblement, au moins pour les premières
zones,
S =:: -5-, e/S = - d, S^ = Tj d^.
Pour tenir compte de l'erreur que l'on commet ainsi dans l'évaluation des zones éloignées et de toutes les causes d'aOaiblisseraeal progressif des vibrations produites en P par les zones successives. on remplacera le facteur / par une fonction arbitraire de Parc 5. ou de l'angle 0, soumise à la condition qu'elle soit égale a l'unité pour 0 = o et diminue lentement d^abord, puis d^une manière plus rapide, à mesure que la différence de phase S va croissant .
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On représenlera ainsi Faction lentement décroissante des premières zones et l'on remplacera celles des zones éloignées, qui sont très petites, par d'autres quantités également très petites. Au point de vue physique, l'intégration devrait être étendue depuis 8 = 0 jusqu'à la valeur de 8 ou de l'arc s définie par la portion de l'onde visible du point P, c'est-à-dire par le point de contact de la tangente menée de ce point à la surface de l'onde; mais, comme les éléments de l'intégrale diminuent très rapidement par les variations du facteur/, il sera permis de faire l'intégration entre les limites S = o et S = 00, puisque les termes ainsi ajoutés pour simplifier le calcul sont négligeables.
En prenant l'expression
qui satisfait à la condition indiquée quand le facteur e est positif et très petit, tes intégrales F et G deviennent
e~^^ sin 8 t/o HZ y^ ,
par suite, en appelant ao l'amplitude correspondante,
lang<f=:-, «3=^^^-^,
Gomme la phase de la vibration au point P, en l'absence de tout écran, est simplement co^ — p, il en résulte
a zz: 9 = - •
Gette condition montre que, pour appliquer le principe d'Huygens en considérant chacun des points comme un centre d'ébranlement, il faut ajouter à la phase réelle de vibration sur l'onde une
quantité constante - qui équivaut à une avance de marche d'un
quart de longueur d'onde.
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Comme on a, d'autre part (17),
H en résulte
Le facteur [x représente Famplitude de la vibration produite à r unité de distance par l'unité de surface de l'onde S.
Si la distance b du point P au pôle de l'onde est au contraire un maximum, ce qui aurait lieu pour une onde sphérique concâTe lorsque le point P est situé au delà du centre de courbure, le retard relatif aux points Â et M change de signe.
En posant
on a alors
X — j f/dSsïn{ts)t -h a — P -H o) i^ Asîn(wl-|- a — ? -h «p). Les mêmes calculs que précédemment donnent encore
Lorsqu'il s^agit de vibrations transversales, deux points de Tonde situés de part cl d^autre du centre sont dans le même état vibratoire; il en résulte
b - - K /i i\ hn
ou
L^application du principe d'IIuygens exige alors que la phase de chacun des points de Tonde, considéré comme un centre
d'ébranlement, soit en relard de - sur celle de la vibration réelle.
La valeur de la constante a est la même dans les deux cas.
Enfin, si Tonde S ncst pas sphérique, il suffit de compter
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Tare s sur la diagonale du paraliélogramme des axes de Tellipsc qui correspond à la même différence de marche A. Toutes ces ellipses sont semblables, au moins pour les premières zones, et le calcul reste le même.
Le calcul de la vibration relative à Tinterposilion d'écrans de forme quelconque présenterait de grandes difficultés; nous examinerons ce problème dans des cas plus simples et plus utiles.
186. Cas des écrans circulaires. — Lorsqu'une onde sphérique est couverte par un système d'écrans circulaires concentriques au pôle A et que les portions libres restent comprises dans Tonde efficace relative au point P, on peut faire /= i.
Dans ce cas, la valeur de dx s*intègre facilement et la vibration a pour expression
X = ^/sin(a)/ -f. oc _ p _ 8)6fa = ^j*^ [cos(io^ -h a - 3 - 8)],
le dernier membre devant être pris entre les limites des arcs qui correspondent aux zones laissées libres par les écrans.
Si l'ouverture est un anneau circulaire limité aux arcs 5| et S2 qui donnent des différences de phase S, et 82? on a
JCZ=: -rfl S»n ^Sin 0)^4-2 — 3 ■
La phase de la vibration résultante est identique à celle qui serait produite par le point de l'arc dont la distance au point P est la moyenne des distances des deux bords de l'ouverture.
L'amplitude de la vibration est nulle quand on a
et maximum pour
Oj — 8, — (2/> -h 1)7:,
c'est-à-dire quand la différence de marche correspondante esl égale à un nombre pair et impair de demi-longueurs d'onde, comme on l'a vu directement (180).
En remplaçant (jl et k'^ par leurs valeurs, Tamplitude de la vibration est alors
2^0 sin =: T. « sin -^ — •
2 0-ht\ 2
Pour une ouverture circulaire, on fera 8| = o et Oj = o. L'intensité de la lumière résultante (150), avec une source non homogène, est donc proportionnelle à
et les teintes varient suivant la même loi que pour les franges d'interférence à centre noir.
En appliquant la règle de Newton (146) au calcul des teintes, Fresnel a trouve, entre l'observation et la théorie, un accord aussi complet que le comporte l'exactitude de cette règle (* ).
187. Écrans complémentaires {^). — Supposons qu'une oode soit interceptée par un écran qui découvre une étendue E delà surface et que, sur cette portion restée libre, on applique alternativement deux systèmes d'écrans qui en découvrent des étendues E| et E2, telles qu'en passant de l'un à l'autre les vides soient remplacés par des pleins et les pleins par des vides; ces deai systèmes d'écrans sont complémentaires par rapport à la surface E et l'on a évidemment
Si Ton représente par x, Xi et X2 les vibrations produites en un point quelconque P respectivement par les surfaces E, E| el E2, il est clair que
Ju ' '^1 "T" '^î>
puisque la vibration due à la surface E est la somme algébrique des vibrations dues aux deux parties E| et E2 qui la constituent, et Tune quelconque des vibrations pourra être déduite des deux autres par la règle ordinaire.
Si l'on connaît, par exemple, la vibration x due à la surface E et qu'on ait calculé la vibration Xt produite quand on y ajoute le
(') FnEsxEL, Œuvres, l. I, p. 871.
{') Habinet, Comptes rendus de r Académie des Sciences, t. I\% p. 638: 1S37.
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premier système d'écrans E^, le problème sera résolu pour le second système E2.
Deux cas particuliers sont remarquables :
1° L'élendue E comprend Tonde tout entière. Comme on connaît alors la vibration x^ le calcul de la vibration x^ relative à un système d'écrans donne immédiatement la vibration x^ relative au système d'écrans complémentaires par rapport à l'onde entière.
Il en est de même si le point P est situé dans l'espace directement éclairé par l'ouverture E et très loin des bords de l'ombre géométrique.
2** L'étendue E est nulle ou, ce qui revient au même, le point P est situé très avant dans l'ombre géométrique des écrans qui la limitent, de façon que l'onde efficace relative à ce point soit totalement interceptée. On a alors :r = o et, par suite,
Xf -f- J7j=: O.
Les vibrations produites au point P par deux systèmes d'écrans complémentaires par rapport à la surface restée libre sont toujours égales et de signes contraires; il en résulte que l'intensité est la même.
Ainsi, l'intensité de la lumière produite par un écran circulaire en un point quelconque très éloigné de l'ombre géométrique est égale à celle qui correspond à une ouverture circulaire de mêmes dimensions.
Ce théorème a un grand nombre d'applications; on peut le vérifier sur les cas que nous avons déjà examinés directement.
Écrans a bords rectilignes.
188. Dwision dUine onde en fuseaux, — Lorsque les écrans sont limités par des bords rectilignes, il est utile de choisir une autre manière de diviser l'onde en éléments.
Soient une source de lumière O {Jig- 81), un point P, et considérons l'onde sphérique S dans une de ses positions. Menons par la droite OP un plan qui coupe l'onde suivant l'arc de grand cercle SA, dont le diamètre est DD'. Par deux points infiniment voisins B et B' de l'arc de grand cercle AC, perpendiculaire au premier,
menons des plans DBD' cl DB'D' qui limitenl la surface d^an fuseau DBD'B'; enfin, sur Tare BD' prenons un arc élémentaire MM' par rapport au point P, c'est-à-dire tel que la difTérence des chemins M'P — MP soit d'une demi-longueur d'onde, et menons par ces points des arcs de grand cercle MN et M'N' perpendiculaires au plan DBD'. iNous aurons ainsi défini un rectangle curviligne M N M'N'.
Le point B est le pôle du fuseau pour le point P. En partageant
Fig. 8i.
ce fuseau^ à partir du pôle, en rectangles successifs qui correspondent aux arcs élémenlaires de la circonférence BD', il est clair que les vibrations envoyées au point P par ces surfaces élémentaires sont alternativement de signes contraires. Les aires de ces surfaces vonl constamment en diminuant à partir du pôle, parce que la base MM' el la hauteur MN diminuent toutes deux; c'est une nouvelle raison pour que les vibrations correspondantes produites au point P soient rapidement décroissantes. Le même raisonnement que plus haut (23j montre donc a fortiori que la vibration produite en P par le fuseau est proportionnelle à celle que donnerait l'arc BB', sauf une différence de phase qui sera la même pour une série de fuseaux voisiiis, le coefficient de proportionnalité variant d'une manière continue le long de l'arc AC.
Le grand cercle AC est appelé souvent \ êqaaleur de Ponde pour le point P.
Lorsque la surface d'onde n*est pas sphérique, on prendra comme équateur Tune des sections principales au pâle A; les fuseaux élémenlaires seront déterminés par des plans perpendicu-
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laires à l'équateur et Taction de chacun d'eux se réduit encore, dans les mêmes conditions^ à celle de Tare correspondant.
Si des écrans à bords rectilignes parallèles réduisent une onde sphérique à un fuseau d'ouverture angulaire finie, limité par deux grands cercles perpendiculaires à l'arc AC et passant par les points Bq et Bi, la vibration en P est proportionnelle, sauf une différence de phase, à celle qui serait produite par les différents points de l'arc BqBi d'équateur.
Enfin, en divisant cet arc BoB| en arcs élémentaires à partir de Bo, on verrait de même que la vibration résultante est proportionnelle à celle du pôle Bq de l'onde restante, avec une certaine différence de phase.
Il en serait de même pour des écrans à bords rectilignes parallèles à l'une des sections principales de la surface d'onde au voisinage du pôle, lorsqu'elle n'est pas sphérique.
Quand on réalise l'expérience d'Young (123) avec deux fentes parallèles, l'action de chacune d'elles est proportionnelle à celle de l'arc correspondant d'équateur, c'est-à-dire au diamètre de la fente; mais ce diamètre est généralement plus petit qu'un arc élémentaire si l'on veut que les taches centrales aient une partie commune pour rendre plus apparentes les franges d'interférences.
Dans l'expérience de Maraldi (122), l'onde étant interceptée par un écran étroit à bords parallèles, l'équateur libre est formé de deux arcs illimités à droite et à gauche. Pour les points situés dans l'ombre géométrique de l'écran, l'action de chacun d'eux se réduit à celle du bord de l'écran ; la vibration est donc de même nature que si elle était produite par deux sources identiques dont la distance est égale à la largeur de l'écran. Les franges n'ont pas beaucoup d'éclat, parce que le premier arc élémentaire est notablement plus petit que si l'écran n'existait pas; d'autre part, les interférences ne sont pas complètes, parce que, pour un point situé en dehors du milieu de l'ombre, le premier arc élémentaire n'a pas la même grandeur à droite et à gauche.
189. Intégrales de FresneL — L'élément dx de la vibration produite au point P, par un arc ds d'équateur à la distance p, est encore (184) une expression de la forme
dx^z y f ds sin((o^ -f- a — 3 — 8),
dans laquelle m et a sont des constantes et où
S-rCiTr-, ônraici — ;
Si l'on pose ks ^^ r, on a, pour les premiers arcs, S = -r', ce qui donne
77 //sin(u)/-+-«— ? v^\ di\
Cette expression doit ôirc étendue à toutes les portions de Téquateur laissées libres par des écrans.
Le coefficient /est égal à Tunité pour les premiers arcs; d'aulre pari, la valeur approchée qui a servi pour exprimer la différence de phase 3 varie beaucoup trop rapidement pour les arcs éloignés, de sorte que les termes de l'intégrale relatifs aux arcs élémentaires diminuent très vite à une distance notable du pôle. En faisant y = i, on remplacera donc encore l'action très petite des arcs éloignés par d'autres actions également très petites (185), et l'on peut écrire
.r — — / sinf o)/ -i- a — 3 — -f* j riv r=z A sin(co^ -h a — 3 — z).
En posant (2) F - / r/i' sin - (♦*, G -rz j dvcos-^i^*,
les quantités A et o qui définissent la vibration résultante ont pour valeurs (lot)
m* \- — - — fF* -4- G^)
tango- ^.
Les fonctions F cl G de celte forme sont connues sous le nom iVintrgrales de Fresnel {*). Elles ne peuvent pas s'exprimer en termes finis d'une manière générale ; on sait d'ailleurs qu'entre les
(') Fresnel, Œuvres f t. I, p. 3i3.
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limites o et oo, elles ont la même valeur
Jf dç cos - (^' =: / di^ sin - V* z=: - 0 ^ ^0 22
" La limile i^' = oc, ou 5 = oo, ne correspond pas à un phénomène physique, mais les intégrales de Fresnel, entre les limites o et ^, sont alternativement croissantes et décroissantes et elles s'approchent rapidement de leur limite ^ dès que la variable v prend des valeurs notables, c'est-à-dire que l'arc correspondant s renferme un grand nombre d'arcs élémentaires.
190. Détermination des constantes. — Lorsque tous les écrans sont supprimés, les intégrales F et G doivent être prises entre les limites — oo et -l-oo, c'est-à-dire que chacune d'elles doit être égale à l'unité, ce qui donne
Comme la vibration réelle au point P dans la propagation régulière est
il en résulte
Tt a 1/2
oc "HZ O zzr — % m ::iz — - — •
On doit donc ajouter ^ à la phase des différents points de
l'équateur quand on les considère comme des sources indépendantes.
La même chose ayant lieu quand on remplace un fuseau par l'arc correspondant ds de l'équateur, nous retrouvons finalement
la différence de phase - qui correspond à l'application du principe
d'Huygens(185).
Lorsque la distance b est un maximum, on aurait encore, par le même raisonnement appliqué à l'équateur,
TT mv/2
4' °~ ùk
Si celle distance esl également un maximum par rapport aui fuseaux, la même opération répétée pour les fuseaux donne finalement la perte de phase - que Ton devait trouver en effet.
Enfin, si la distance b est minimum par rapport à Téquateurel maximum par rapport aux fuseaux, ou inversement, rapplicalion du principe d'Huygens n'entraîne aucun changement de phase dans la vibration des différents points.
Avec la valeur trouvée pour m, l'expression de Tamplitude dans le cas général devient
Lorsque le point P est sur le bord de l'ombre géométrique, les
intégrales F et G sont toutes deux égales à ^ et l'on a A = -;^;
rintensité est alors le quart de celle qui serait donnée par Tonde entière et l'amplitude moitié moindre.
191. Table des intégrales, — Fresnel a imaginé une méthode ingénieuse pour calculer une ïable des intégrales F et G entre les limites o et r, pour une série de valeurs de v variant de dixièmes en dixièmes depuis o jusqu'à 5,5.
L'arc - r- = o varie de iz quand le relard croît d'une long^ueur
d'ondr, ou que l'arc s augmente de deux arcs élémentaires. Pour r = 5, l'arc s contient déjà plus de 12 arcs élémentaires, car on a
Le développement des lignes trigonométriques en séries donne facilement
/ dvC09> -\"- - \'[ \ - — -, 4- ..4- -2 J,
; (hs\ï\-v^- t'o ,. - 4. . .H .
Les termes des deux séries vont en décroissante partir des
valeurs de n plus grandes que - ou t i^-, ce qui donnerait /i > 20
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OU i' > 5. Ces séries ne sont donc pas rapidement convergentes; pour de petites valeurs de v^, la première se réduit sensiblement à ç et la seconde est proportionnelle à ç^.
Plusieurs géomètres, particulièrement Knochenhauer^ Cauchy et M. Gilbert, ont étudié les propriétés des intégrales de Fresnel, soit pour en faciliter le calcul numérique, soit pour discuter leur marche et la forme des phénomènes correspondants.
Nous reproduisons un extrait de la Table des valeurs de F cl de G, entre les limites o et 5, d'après M. Gilbert (') :
Table des intégrales de Fresnel.
/ co - »** dv
1 hin — ^''a^•.
o,55oo
0 , ooo5
o,oi4i
o,58ii
0, iio5
0 , 5ooo
0 , 5ooo
(') GiLBERT, Mém. couronnés de l'Acad, de Bruxelles, t. XXXI, p. 1; i863.
L^ntensité de la lumière diflfractée dans un cas particulier s^obtiendra en prenant pour chacune des intégrales F et G la somme des valeurs relatives à tous les arcs d^équateur qui correspondeDl aux ouvertures.
192. Considérations élémentaires, — On peut encore déterminer directement la nature des phénomènes et calculer, au moins d'une manière approximative, la position des maxima et des minima d^ntensité.
Soient O {fig- 82) une source de lumière, P le point dont on
veut apprécier Téclairement, E un écran opaque perpendiculaire à la droite OP, illimité dans un sens et terminé par un bord rectiligne Aq perpendiculaire au plan de la figure. Pour Tonde S qui passe par le point Aq, Tare d^équateur est limité en Ao et ce poinl est le pôle du point P.
En appelant R la distance OAo = OA, b la distance AP, p^ etp les distances du point P au pôle Aq et à un point quelconque M de l'arc d'équaleur, s^ et s les arcs AAq et AM, Aq et A les différences de marche po — 6 et p — 6, on a (185)
Azz:
kn
par suite,
kn , , ,, kn s
Si Tare ^o n'est pas très petit, le premier arc élémentaire, à
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partir du pôle Ao> est
S — Sq— -. .-
Cet arc diminue 1res rapidement à mesure que Tare Sq augmente, c^est-à-dire que le point P, étant situé dans Tombre de Técran, est plus éloigné de son bord géométrique C. La lumière pénètre donc dans Tombre géométrique, mais l'intensité décroît rapidement et d'une manière continue quand on s'éloigne du bord.
Pour So = o, c'est-à-dire quand le point C est situé au bord de l'ombre, Tare AqS est la moitié de l'équateur total : l'amplitude de la vibration est donc moitié et l'intensité le quart de celles qui correspondraient à la suppression de l'écran.
Si le point P est en dehors de l'ombre {fig- 83), l'arc d'équa-
Fig. 83.
leur AS produit une vibration dont l'amplitude est la moitié de celle qui serait due à l'onde entière pour la distance 64-R. Quant à la vibration due à l'arc AAq, elle est maximum ou minimum, suivant que cet arc renferme un nombre impair ou pair d'arcs élémentaires.
Le premier arc élémentaire St a pour valeur ^; l'arc élémentaire d'ordre p est la différence Sp — Sp_i des arcs, comptés à partir du point A, qui satisfont à la condition
l=zp~ ou Sp=zSi\^P'
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L'expression générale d'un arc élémentaire est donc
\fp^\/p — i
Les vibrations qu'ils produisent étant sensiblement proportionuelles à leurs longueurs, si Ton appelle a^ Tamplilude relative au premier arc élémentaire, l'amplitude de la vibration résultante est, pour les minima,
^/,^ — rt,[i — (y/o. — i)-i-(v/3 — v^'i)— . ..—{sjip — sjip^ i)| —ay l.f, et, pour les maxima,
Les amplitudes des maxima et des minima diffèrent de moins en moins, mais leurs variations sont très lentes.
Les deux séries ^ip^i et ^2^ tendent vers la même limite 0,76; pour un point très éloigné de l'ombre portée, la vibration produite par l'arc AAq est donc égale à o, yUai, ou environ les f de la vibration due au premier arc élémentaire. Comme cette vibration est égale à celle que produit la moitié de Tonde, on a
Les amplitudes des maxima sont donc
^ip-Ki ^ ffoio,'') -+- o,658Sj^_^,),
et celles des minima
Eu prenant pour unité l'intensité relative à Tamplitude a^ qui correspond à l'absence de tout écran, l'intensité d'un maximum ou d'un minimum peut être représentée par
I,, 1^7 (o,:» }-o,658l;,)^ suivant que/? est un nombre impair ou pair.
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Le Tableau suivant donne les résultats relatifs aux premiers maxima et minima :
Ordre des franges. latensité.
i (max.) 0,5 1,1 58o ij^Ji
2 (min.) 0,2929 o,8854 0,784
9 0,4217 1,0549 i,ii3
Le rapport des intensités du premier maximum el du premier minimum, qui difTèrent le plus, est
Ii _ f ,341 _
Remarquons encore que la distance PC = Xp du point P à l'ombre portée, pour la frange d'ordre p^ a sensiblement pour valeur, cette distance étant toujours très petite,
h(hv R) p
En considérant Xp et h comme les coordonnées rectangulaires x ely d'une courbe, l'équation
montre que le lieu d'une frange d'ordre déterminé, à différentes distances de l'écran, est une hyperbole ayant pour sommets la source O et le bord Aq de l'écran. Toutefois la portion de courbe voisine du point Aq ne représente pas réellement le phénomène physique, parce que les raisonnements qui ont servi pour substituer l'équateur à l'onde et calculer l'action des arcs élémentaires ne sont plus applicables.
Sur la droite CP, la distance x d'une frange d'ordre déterminé est proportionnelle à la racine carrée de la longueur d'onde. Avec M. — I. 18
la lumière blanche, les colorations seront donc toutes différentes de celles des franges d'interférence et ces couleurs n'auront pas d'éclat, puisque les vibrations a^, aa, ... doivent toujours
s'ajouter à la vibration - produite par la demi-onde libre, laqueUe
donne de la lumière blanche.
L'angle apparent ^p d'une frange d'ordre />, vue du bord de l'écran, est donné par la relation
Enfin les carrés des distances à l'ombre X|, x^^ j?3, ... des maxima et minima successifs seraient proportionnels aux nombres entiers successifs.
Ajoutons cependant que ce mode de raisonnement n*est pas tout à fait correct et permettrait difficilement de traiter le cas de plusieurs écrans à bords parallèles. Il est nécessaire alors de recourir à la méthode plus générale de Fresnel.
193. Traduction graphique des intégrales. — Au lieu de recourir à des Tables numériques ou aux propriétés analytiques des intégrales de Fresnel, il est plus avantageux de les traduire par une construction graphique, qui permet de suivre plus facilement la continuité des phénomènes (*).
ni a
de la vibration produite par l'arc ds d'équateur et ~ ç>* est la dif-
férencc de phase correspondante. Les fonctions F et G sont les projections sur deux axes rectangulaires du polygone formé par chacune des amplitudes dv menée parallèlement à une direction
qui fait avec les axes de projection les angles - i;* et - (i — ^'-).
A un facteur constant près — = -— > rf(^ représente i*amplitude
conformément à la règle générale (15-i). L'amplitude ^/F* -f- G- de la vibration résultante et la différence de phase cp correspondante
(') A. Cornu, Journal de Physique, l. III, p. i et 44î '874.
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sont données par la longueur et la direction du côté qui ferme ce polygone, ou plutôt la courbe continue correspondante, et Ton peut remplacer l'étude des intégrales par celle des projections de la courbe entre les limites convenables.
Construisons donc la courbe dont les coordonnées rectangulaires sont
.r i=L I dv cos - (♦*, y :^ l dv sin — v^.
Pour les valeurs de v positives et croissantes, les coordonnées x cl y passent alternativement par des maxima et des minima et tendent vers les valeurs constantes x=j^ = ^. La branche de la courbe correspondante a donc un point asymptotique J {Jig. 84) dont ces valeurs limites sont les coordonnées et dont le rayon vecteur est -p' Cette branche forme une sorte de spirale.
Les valeurs de dx et de dy relatives à un arc de courbe di^ au point M sont
dx^=.dv cos - v^.
dy z=z dif sin - c*,
TT
et la tangente fait avec Taxe des x l'angle - ç^=zo,
La valeur de ç représente la longueur de la courbe à partir de Torigine. L*angle S variant de n pour chaque arc élémentaire, deux points de la courbe où les tangentes sont parallèles correspondent
à des variations de Tanffle - v^^ -_ 5 j'yu nombre entier de fois :i.
Les divisions marquées sur la figure indiquent, en dixièmes, les
valeurs des ordonnées x et y et de Tare s^.
Le rayon de courbure eu un point, qui a pour expression
dv I
do TTi^
est en raison inverse de Tare correspondant. Comme il diminue de plus en plus, il en résulte que les spires successives sont renfermées dans les précédentes sans se couper.
Les valeurs négatives de r, qui correspondent à l'arc — s compté à gauche du pôle, donnent une branche en spirale symétrique de la première par rapport au centre O, et ajanl un point asymplotique J'.
Fig. 8',.
194. Cas particuliers. — Une fois tracée la courbe figurative des intégrales de Fresnel, on peut, dans chaque cas particulier, obtenir Tamplitude et la phase de la vibration difTractée par de simples constructions géométriques.
Pour une ouverture limitée aux arcs d'équateur 5| et 5^, les valeurs correspondantes Vt et Pa détermineront sur la courbe les points M| et Ma (./?^. 85); Tamplitude de la vibration résultante est représentée par la corde M1M2 et sa différence de phase par Tangle cp, de cette corde avec Taxe des x.
Pour deux ouvertures qui produisent respectivement les amplitudes M, Ma et N{ Na, Tamplitude résultante sera la résultante, ou la somme géométrique, des amplitudes relatives à chaque ouverture. En menant la droite Ma M égale et parallèle à NfNj, Tampli-
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lude de la vibration résultante est M, M et sa difTérence de phase est Tangle cp de cette droite avec l'axe des x*
Fig. 85.
On ferait la même construction pour un nombre quelconque d'ouvertures à bords rectilignes parallèles.
193. Ecran illimité. Formation des ombres, — Quand on supprime tous les écrans, Tare s doit être pris entre deux limites très grandes, Tune positive et l'autre négative; les valeurs correspondantes de V peuvent être considérées comme étant — qo et -h QO, c'est-à-dire celles des points J' et J. On retrouve le résultat connu que l'amplitude de la vibration résultante, étant le produit
de -= par J'J = y/'i, est égale à a et la différence de phase j •
L'écran étant illimité du côté droit, par exemple, et terminé par un bord rectiligne, si le point considéré Pest situé au bord de l'ombre portée, les limites de v sont — oo et o, et la vibration est représentée parla droite J'O. L'intensité est le quart de la précédente et la différence de phase est la même.
Lorsque le point P est dans l'ombre portée de Técran, on prendra l'arc d'équateur depuis — oc jusqu'à une valeur — Ti = — ks^. L'amplitude de la vibration est proportionnelle à la droite J'M| {Jig. 86) qui joint le point J' au point correspondant M». On voit, par la figure même, que cette amplitude décroît d'une manière continue à mesure qu'on pénètre davantage dans l'ombre portée et, que la différence de phase croît elle-même d'une manière continue, n n'y a donc pas de franges dans l'ombre, mais seulement un affaiblissement continu et très rapide de l'intensité.
On doit remarquer toutefois que les valeurs ainsi obtenues ne
conviennent plus dès que Tare 5, contient un trop grand nombre d'arcs élémentaires, c'est-à-dire que le point M| est sur une spire d'ordre élevé, auquel cas la lumière est insensible.
Pour un point situé en dehors de l'ombre, on doit prendre l'arc r depuis — 00 jusqu'à une valeur ('2= ks2- L'amplitude de la vibralion est proportionnelle à la droite J'Ma- A mesure qu'on s'écarle de l'ombre, le point Ma s'éloigne sur la courbe OJ.
La droite J'Ma est la résultante des droites J'J et JxM^ ; la vibration réelle est en efTet la résultante de la vibration relative à l'onde entière et d'une vibration égale et contraire à celle qu'on obtiendrait en remplaçant l'écran par l'ouverture et inversement, puisque les deux sortes d'écrans seraient complémentaires ( 187).
L'intensité passe par une série de maxima et de minima, sans être jamais nulle. Ces maxima et minima ont lieu quand la droite J'M'2 est normale à la courbe au point M2, c'est-à-dire très sensiblement pour les points Qi, Q2, Q3, ... où la droite J'J rencontre la courbe, les indices impairs correspondant aux maxima et les indices pairs aux minima. Le coefficient angulaire de la tangente
étant alors égal à — 1, Tangle - r^ est sensiblement égal à /^ir— 7-
En réalité, les maxima et minima ont lieu pour la condition
F clF -h G rfG ri: o,
qui donne, en remplaçant F et G par 7 4- ^i et ^ 4- J'i ,
tang-r»i=i •
Dès que v a une valeur notable, les intégrales x^ et^'i diffèrent peu de leur valeur limite et le second membre de cette équation est égal à — i. On peut donc représenter les valeurs relatives aux maxima et minima par
la quantité €|, tendant rapidement vers zéro.
Les distances Xt, X2, x^, ... des franges successives d'intensité maximum ou minimum au bord de Tombre sur la droite CP satisfont donc, avec une approximation d'autant plus grande que les franges seront d'un ordre plus élevé, aux relations
■^3 /y»* -'T*' fy*m
JZJ_ **'* '^3 ^P / I \
L'étude du phénomène par des considérations élémentaires avait donné les mêmes rapports, sauf la fraction \ aux dénominateurs (192). Il y a donc sur ces valeurs approximatives une erreur notable, surtout pour les premières franges.
On a d'ailleurs
Si l'on considère Xp el h comme les coordonnées rectangulaires d'une courbe, on trouve encore que le lieu des points occupés par une frange d'ordre p est une hyperbole ayant pour sommets le bord de l'écran et la source de lumière.
On peut remarquer que l'existence d'un maximum ou d'un minimum dans l'espace extérieur à l'ombre géométrique correspond à des valeurs déterminées pour les intégrales F et G entre les limites — ooetp; mais la variable \^ ne dépend en définitive que de la différence de marche po — 6, c'est-à-dire de la différence
(«) Knochbnhausr, Z>iè Undulations- Théorie des Lichtes, p. 87; Berlin, iSSg.
des chemins parcourus par le rayon direct OP {Jig' 83) el le rajon qui a suivi la ligne brisée OAqP dont le sommet est sur le bord de Técran. Cette difierence étant constante pour une fraDge d'ordre déterminé, le lieu de la frange doit être une hyperbole ayant les points O et Aq ^oxvc foyers et non pour sommets.
D'ailleurs, toutes les simplifications qui ont été faites ne sont plus acceptables quand on considère des points très rapprochés de Técran ; la recherche rigoureuse du lieu des franges au voisinage de Técran par celle méthode est illusoire.
D'après les calculs de Fresnel (*), les valeurs de ç et les intensités correspondantes pour les premiers maxima et minima seraient les suivantes. Nous y avons ajouté quelques autres colonnes pour la comparaison des deux modes de raisonnement.
onDRK (les franires
1 (max.)--
2 (min.) . .
I iZf
i»97^^ 2,oo38
INTENSITÉS
J'aprèt Fr«Mri
ealnl appracké
i,ii3
Os résultats, quant à la position des franges, ont été vérifiés par Fresnel avec toute rcxaclilude que comporte l'expérience; les carrés des dislances au bord de Tombre sont très sensiblement proportionnels k .ip — i . Le calcul approché (19â) donnerait donc (les positions manifestement inexactes pour les premières franges; les intensités, au contraire, ont presque exactement les mêmes valeurs dans les deux cas.
Lorsque le bord de l'écran est une courbe continue de forme
(') Kresnel, Œuvres^ l. I, p. 3j2.
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quelconque qui ne présente pas d'angles vifs, la diffraction dans le voisinage de Tombre géométrique est sensiblement la même que si Técran était limité par sa tangente au point correspondant. Les ombres réelles se terminent donc par une zone d'intensité croissante, bordée de franges dans la région qui correspond à Féclairement direct.
196. Diffraction d^ine fente ou d'un fiL — Pour une fente limitée aux arcs 5| et s<x^ Tamplitude de vibration est proportionnelle à la corde M1M2 (^fig* 86) d'un arc de longueur constante Tj — p| correspondant à la largeur ^2 — s^ de la fente.
Si la fente est très large, Tare v^ — Vx est très grand; les phénomènes ne diffèrent pas sensiblement de ceux qu'on observe avec un bord unique, parce que Tun au moins des points M| ou M2 est très rapproché de J' ou de J.
Avec une fente assez étroite pour que les franges d'un ordre peu élevé qui bordent l'ombre portée empiètent Tune sur l'autre, l'arc ^2 — ^\ comprend un petit nombre de spires.
Tant qu'on reste dans le champ des rayons géométriques, les points M I et M2 sont situés de part et d'autre du point O. Pour la frange centrale, ces points sont symétriques; l'intensité est maximum ou minimum suivant qu'ils sont situés sur une branche extérieure ou intérieure de la courbe, et sensiblement aux points de
rencontre avec la droite OJ. Comme la valeur de - r^^^ 3 -_ *^-^ _
chapge de iti pour chaque tour de spire, la condition des maxima d'intensité est
et celle des minima
\ A tzi 2 /^ - ,
c'est-à-dire que la moitié de la fente comprend un nombre impair ou pair d'arcs élémentaires.
Les franges se prolongent alors dans l'ombre et suivent une loi assez simple. L'arc M|M2 comprend, en effet, un nombre entier de spires, ou un nombre pair de demi-spires, pour les minima, et un nombre impair pour les maxima, ce qui correspond aux con-
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ditloDS
Aj — A, lin 2 /i - >
Aj— A,—- (2W -+-!)-•
La fente comprend donc pour les minima en nombre paird^arcs élémentaires et pour les maxima un nombre impair.
Si la fente est tellement étroite qu'elle ne comprenne pour la frange centrale qu'une fraction d*arc élémentaire, cette fran^^e donne lieu à un maximum très étendu qui envahit Pombre géométrique et s'élargit d'autant plus que la largeur de la fente diminue davantage. Cet épanouissement du faisceau lumineux qui traverse une fente est la démonstration la plus simple de Texislence de5. phénomènes de diffraction.
197. — La diffraction d'un <il est complémentaire de celle d'une fente de même largeur.
Les points M| et M2 correspondant aux bords du fil, l'amplitude de la vibration est proportionnelle à la somme géométrique des droites J'M| et M^J. La frange centrale est toujours un maximum, puisque les points M| et M2 sont alors symétriques.
Si la moitié du fil comprend un grand nombre d'arcs élémentaires, les points M| et Mo sont situés, pour toute la région voisine, sur des spires d'un ordre élevé et les amplitudes J'M| el M2J sont sensiblement égales. Il y a interférence complète quand les droites J'Mi et JM2 sont parallèles et de même direction, c'està-dire, quand on a
ou
- (^J r- ( 'J /i, -h I ) 7: f- a r-= 2 TT - - '
A;j — A, 3_ [ o, ( /l.^ — /ij ) — I ] - -^ ( a /i H- I ) - .
Les phénomènes de diffraction dans le voisinage du centre sont donc tout à fait comparables aux franges d'interférence; mais les minima cessent d'être absolus et n'obéissent plus à la même loi
dès qu'on s'approche du bord de Tombre, parce que les points M, et Ma sont alors sur des spires d'ordres très différents.
La succession des franges se fait suivant une loi encore plus complexe pour les points situés en dehors de l'ombre portée.
198. Deux fentes, — Le cas de deux fentes parallèles, de même largeur aa, séparées par un intervalle 2rf, se traitera d'une manière analogue. L'amplitude de la vibration résultante est proportionnelle à la somme géométrique des cordes M, Ma et N| Na de deux arcs égaux de la courbe figurative correspondant aux deux fentes {fig* 87).
Fig. 87.
Si les fentes sont larges, et que Ton considère la région voisine de l'ombre projetée par l'intervalle opaque 2rf, les points N| et Ma sont très voisins de J' et de J ; les phénomènes ne diffèrent donc pas de ceux qu'on observe avec un fil de diamètre id.
Si les fentes ont une très petite largeur par rapport à la longueur d'onde, les cordes M|Ma et NiNa diffèrent peu des arcs correspondants et représentent toujours des amplitudes égales. Les maxima et minima ont lieu quand les tangentes aux points M| et Na sont parallèles; c'est-à-dire quand Tare NaMirrrr satisfait à
la condition - v^ = piz, ce qui donne, pour la différence de marche
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A des vibrations émises par les deux fentes
r^e champ est alors couvert de véritables franges d'interférence.
Dans les cas intermédiaires, les arcs MiMj et N|Nj comprennent un petit nombre de spires.
Si Tare N2M| est assez grand et que Ton considère l'ombre de
rintervalle, la variation de l'angle -v^ et, par suite, celle du carré
de l'arc r^ entre les points M| et JVI2 sont sensiblement constantes. Les cordes M| ÎM2 et N| N2 sont à peu près égales et constantes et font toujours le même angle en M| ou Nj avec la courbe; elles sont parallèles (de même sens ou de sens contraires) quand les tangentes en M| et N2 sont parallèles. A une petite distance du centre, on retrouve donc encore des franges d'interférence, mais l'intensité des maxima est variable avec la largeur des fentes; elle est maximum ou minimum suivant que l'arc MtM2 comprend un nombre impair ou pair de demi-spires, c'est-à-dîre la fente ellemême un nombre impair ou pair d'arcs élémentaires.
.\ partir du moment 011 Ton s'approche du bord de l'ombre projetée par l'écran intermédiaire, le phénomène devient plus rom|)lcxe; à plus forte raison quand on s'écarte de cette ombre.
Deux écrans noirs à bords parallèles, de largeur a a, séparés |)ar une fente de largeur 2rf, forment un système complémentaire dont la solution est donnée par celle du problème précédent.
On voit ainsi que. dans la plupart des cas, le phénomène ne pourra être déterminé que par une série de valeurs des intégrales F et G empruntées aux Tables ou par des constructions graphiques (le la courbe figurative faites d'une manière indépendante pour les diflorenles ouvertures.
199. /i crans successifs. — La méthode de Fresnel suppose impli cilement que les ouvertures ne sont pas très éloignées du pied de la perpendiculaire abaissée de la source sur le plan des écrans, et elle ne pourrait être appliquée dans des conditions différentes qu'avec les plus grandes réserves.
Considérons, par exemple, une lame opaque à bords parallèles
DIFFRACTION. M5
BB' (Jig. 88), dont le plan n'esl pas normal à la perpendiculaire OO' abaissée de la source sur la ligne médiane parallèle ans bords. Pour obtenir la vibration en un point P, au voisinage de l'ombre portée DD*, on pourrait appliquer les calculs qui précèdent en comptant les arcs j, ainsi que les valeurs correspondantes de v, à partir du pied Q de la perpendiculaire abaissée de la source O sur l'écran ; mais les arcs — s el — s' borrespondaot aux bords B et fi' contiendraient un trop grand nombre d'arcs élémentaires et la métbode serait en défaut.
On peut aloi-s considérer les deux ondes BS et B'S' sur lesquelles les pôles de point P sont A et A', et dont les dislances à ce poinlsonl AP= t, A'P = i' = i + AA'— t + A^.
En posant
Hi + 4„(H— i>)-^
on appliquera les intégrales de Fresnel à l'arc BS et à l'arc B'S' pour lequel on a sensiblement f/ = A', en ajant soin d'ajouter à lu
valeur -v* relative à ce dernier un terme constant ô„.
Comme construction graphique sur la courbe figurative, si l'arc
Remarquons d'abord que, si un écran indéfini est terminé par un bord rectiligne B (Jiff- 90), il est indifférent, pour les phénomènes qui suivent, de le remplacer par un écran plan E limité au même bord et perpendiculaire à la droite OP.
Pour obtenir la vibration en un point P, on peut évidemment substituer à Tonde réelle BS une surface quelconque partant du point B, par exemple le prolongement BS| du plan de Técran, en tenant compte, pour chacun des arcs ds^ d'équateur, de la différence totale 0| de marche correspondante par rapport à celle que donnerait le pôle A|. Dans le cas d\m écran unique, il est clair que les formules ne changeront pas.
S'il se trouve ensuite un nouvel écran indéfini E' déterminé par un bord B', on déterminera d'abord Fétat vibratoire produit aux différents points du plan B'S', par la surface BS|, puis l'état vibratoire produit par B'S', sur le plan B^S", d'un autre écran E^, et
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BS donne une amplitude J'M, (Jig. 89) et l'arc B'S' une amplitude J M|M2y il suffira de faire tourner cette dernière de Pangle Oe d l'amplitude résultante sera J'M.
La diffraction n'est plus la même que si l'écran était perpendiculaire à la droite 00' {Jiff- 88). La frange centrale, en particulier, n'est pas en C, mais plus rapprochée du point ly, d'une quantité variable avec la longueur d'onde, et les irisations ne sont plus symétriques de part et d'autre.
On obtiendrait de même les phénomènes relatifs à l'écran complémentaire, c'est-à-dire à une fente oblique aux rayons incidents.
Cet artifice permettrait de traiter le cas de plusieurs écrans à
bords parallèles situés dans le même plan, mais il devient difficile
à appliquer lorsque les écrans sont successifs et l'on devrait alors
modifier la méthode.
Fig. 89.
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ainsi de suite. Finalemeoty la vibration du point P sera déterminée par celle des différents points de la dernière surface libre B^'S", ou de l'arc d'équateur correspondant.
On peut encore appliquer le principe d'IIuygens à une surface arbitraire S', un plan par exemple, passant par les bords B et B' des deux premiers écrans et déterminer Tétat vibratoire aux différents points d'une surface S''^ passant par les bords B' et B'^, .... L'état de la dernière surface ainsi définie déterminera la vibration au point P.
Fig. 90.
Si _^ 2"^, .4 1 B E
Si.
On prévoit aisément que les calculs seront le plus souvent très difficiles et les résultats très complexes ; l'expérience les vérifie toujours exactement, mais ils ne présentent pas, au point de vue de la théorie ou des applications, un intérêt qui nous permette d'y insister plus longuement ( * ).
200. Historique et expériences, — La diffraction par les bords rectilignes a donné lieu à un grand nombre de travaux et de discussions sur la cause du phénomène.
Newton, raisonnant dans la théorie de l'émission, supposait que les molécules lumineuses sont soumises à des forces émanant de l'écran et rejetées dans l'ombre ou en dehors, suivant qu'elles sont
(•) QuET, Ann, de Chim, et de Phys., [3], l. XLVI, p. 385; i856.
dans un accès à' inflexion ou de déjlexion, ces accès dT^^pendanl de la distance des molécules à Técran. Aucune lenlative n*a élé faite d^aillcurs pour préciser cette conception par un calcul et 11 soumettre au contrôle de Texpérience.
Une autre opinion, émise d*abord par Mairan ( * ) et reprise pu Dutour ('), consiste à expliquer la production de lumière dans Tombre par des rayons qui se réfractent dans une couche d'aii condensée au voisinage de Técran. On réfute aisément cette explication par la remarque qu'elle ne rend pas compte des franges situées en dehors de Tombre, et que la diffraction dans le vide est exactement la môme que dans Tair.
Sans se prononcer d'une manière explicite sur la lumière qui pénètre dans Tombre, Young (3) attribuait les franges extérieures à rinterférencc des rayons directs avec ceux qui se sont réfléchis sur le bord dePécran sous une incidence presque rasante. Dans ce cas, le lieu d'une frange d'ordre déterminé serait encore une hjperbole, mais elle aurait pour foyers la source et le bord de l'écran ; c'est Thypothèse que Fresnel avait adoptée d'abord.
Ces différentes explications ont pour caractère commun de faifLjouer un rôle physique à l'écran lui-même; la position et la forme des franges devrait donc varier avec la nature et les dimension» du bord de l'écran. Fresnel a montré, au contraire, qu'on obtient exactement les mômes franges en formant le bord de l'écran par Ir dos ou le tranchant d'une lame de rasoir, et que les franges d'une fente étroite occupent exactement les mômes positions quand on forme la fente avec deux cylindres, ou les arêtes de deux prismes aigus, ou un simple trait sur une lame de verre enfumée, pourvu (|ue la largeur de la fente ne change pas.
Fresnel a d'ailleurs déterminé par des mesures micrométriques. et au moyen de l'observation avec un verre rouge laissant passer une lumière de longueur d'onde ol*,638, la position des frange? d'intensité maximum ou minimum dans le cas d'un écran illimité, d'une fenle unique, d'un écran opaque très étroit, de deux fcnlo
(') Mairan, Mémoires de l' Académie des Sciences, p. 53; 1738. ( *) DuTOUu, Mémoires des Savants étrangers, l. V, p. 365; 1768. (') Youxo, Lectures on natural Philosopher, p. S^i; Londoo, 1807.
parallèles, etc.; l'accord du calcul avec Tobservalion a toujours été aussi absolu que le comportait la précision des mesures.
Ces vérifications numériques et Télude particulière du phénomène sur Taxe d'un écran circulaire ne laissent aucun doute sur l'exactitude de la théorie.
201. Diffraction éloignée, — La diflVaction dans Tombre d'un écran diminue très rapidement quand on s'éloigne du bord et devient bientôt insensible. M. Gouy (*) a pu l'observer à une grande distance et pour des déviations qui allaient jusqu'à 120^^ et même i4o®. Il emploie pour cela des écrans à bord très aigu, débarrassé de toute poussière, en les éclairant par un faisceau conique de rajous solaires qui convergent sur l'arêle même de l'écran, et il observe la lumière diffractée avec un microscope pointé sur cette arête. Le bord de l'écran se montre dessiné, dans le champ du microscope, par une ligne lumineuse extrêmement fine, qui se détache vivement sur le fond obscur, et qui est limitée aux régions sur lesquelles se projette l'image de la source.
Quand on veut obtenir des déviations supérieures à go", le plan de l'écran est placé obliquement sur les rayons incidents de manière à ménager en arrière la position du microscope.
Avec un bord tout à fait tranchant, la lumière difiraclée reste à peu près blanche; mais, si le bord est arrondi, on aperçoit, pour des déviations supérieures à lo**, des colorations variables avec la direction et avec la nature de l'écran. Ces colorations présentent parfois des alternances de teintes qui correspondent, pour une lumière homogène, à de grosses franges de diffraction irrégulières embrassant une étendue angulaire de lo** ou 20".
L'influence de la nature et de la forme des écrans sur la teinte montre que le phénomène simple de la diffraction est compliqué par d'autres causes accessoires.
202. Banc de diffraction. — La disposition expérimentale la plus habituelle consiste à prendre comme source de lumière, soit
(*) Gouy, Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. XCVI, p. 697; i883. — Ann. de Chim. et de Phys., [G], i. VIII, p. i45; 1886.
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une ouverture très petite (trou ou fente) éclairée par un faisceau (le rayons très intenses, comme les rajons solaires, soit Fiinage réduite que Ton obtient au foyer d'une lentille très convexe, oa la ligne focale que donne une lentille cylindrique ; on place à la suite les écrans de diverses formes et Ton observe avec une loupe les phénomènes produits dans le plan focal de la loupe. Tous les organes de rcxpérience, ouverture, écrans et loupes, sont portés par des montures spéciales pouvant glisser sur une règle divisée, qu'on appelle souvent banc de diffraction; cette règle donne facilement les distances de Técran à la source et au plan des franges. Pour faire des mesures, la loupe est munie d'un fil réticule et elle est commandée par une vis micrométrique qui la fali mouvoir dans une direction perpendiculaire à la règle.
L'origine à partir de laquelle on doit compter la distance des franges se détermine aisément quand le phénomène est symétrique, comme dans la diffraction d^une ouverture circulaire, d'une fente, d'un iîl, de deux trous ou de deux fentes; le centre du phénomène est alors le milieu de l'intervalle de deux franges symétriques de même ordre et la distance de l'une des franges au centre est égale à la moitié de cet intervalle. Lorsqu'il n'y a [«s symrlrie, comme pour la diffraction par le bord d'un écran, on commence par rétablir la symétrie en approchant un second écran terminé par un bord ])arallèle au premier, de manière à constituer une fonlr, et Ton détermine le milieu du nouveau système; la position de Tombre géométrique se déduit alors de la largeur de la fente et de sa distance à la source et au plan d'observation. On enlève ensuite le second écran [)Our observer les franges.
Diins ers différents cas, les distances df l'écran à la source et au plan d'observation soni généralement assez grandes et les f rangea ne sont bien visibles qu'avec un très vif éclairage.
2(K{. Ohseixatiun par les systèmes optiques, — L'emploi des lunettes permet d'obtenir de très belles franges avec des lumières très faibles, comme la flamme d'une bougie, parce que les rayons utiles sont concentrés dans le champ d'observation. Quelques rcniar(|urs sont alors n<'?eessaires.
Snj)posons qu'on reroive sur une lentille R {Jtg* 91), qui serl (le collimateur, la lumière émise par une source S (trou ou fente»
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située en dehors du plan focal principal. La lumière incidente, après avoir traversé cette lentille, se comporte comme si elle émanait du foyer conjugué S' de la source.
Si Ton observe dans un plan CX la diffraction produite par un écran E, on aura les mêmes résultats que si Técran était éclairé par rimage S' de la source.
Fig. 91.
IK
Pt
Lorsque la source S est située au delà du plan focal, les rayons qui sortent du collimateur, ou d'un système optique quelconque, convergent sur Timage réelle S|. Dans ce cas, les phénomènes présentent plusieurs particularités intéressantes :
i^ Si le plan d'observation passe par l'image S|, la nature du phénomène au point P| est la même que si la lumière incidente était formée de rayons parallèles normaux à l'écran et l'observation faite à l'infini dans la direction AP,. En effet, il est permis, sans changer les différences de marche, de supposer qu'une lentille située en avant de l'écran rend d'abord les rayons incidents parallèles et qu'on place derrière et contre l'écran une autre lentille fictive de longueur focale /= AS| . Ce sont précisément les conditions où l'on observe la diffraction des ondes planes (121).
2° Si le plan d'observation est en CX, en deçà du point de concours, l'état vibratoire au point P est le même que celui qu'on observerait, avec des rayons incidents parallèles, au point P' conjugué du premier par rapport à la même lentille fictive de longueur focale/". En effet, les vibrations qui vont se composer au point V sont situées, après l'écran, sur des surfaces sphériques concentriques à ce point et présentent certaines différences de phase; ces différences de phases se conservent, après réfraction dans la lentille fictive /, sur les surfaces sphériques ayant pour centre le point conjugué P.
3® Enfin, si le plan d'observation passe par le point G', la vi-
bration en P est la môme que celle qui se produirait, pour des rayons incidents parallèles, au point P' conjugué du premier par rapport à la lentille fictive de longueur focale/*.
Ce dernier énoncé exige une explication, puisque le point F, en avant de récran, n'est pas dans le champ de diffraction. 11 faut entendre par là seulement que les différences de marche qui déterminent la vibration au point P doivent être calculées connue si la lumière marchait en sens inverse, à partir de P, et qu on voulût déterminer la vibration en P".
Plusieurs physiciens ont cru voir dans des expériences analogues une diffraction antérieure à l'écran produite par des ondes rétrogrades; mais Frcsnel (*) avait déjà discuté cette objection faite par Poisson à Toccasion des franges que l'on suppose exister en deçà de Técran : « On croit y voir des franges, en effet, lorsqu'on rapproche assez la loupe pour que son foyer dépasse l'écran; mais il n'en faut pas conclure que ces franges existent réellement au foyer de la loupe. Il est facile d'expliquer leur apparition, et même de calculer leurs largeurs et leurs intensités, sans supposer aucun mouvement rétrograde aux rayons lumineux. »
204. — Les mêmes raisonnements s'appliquent au cas où l'écran E est placé entre deux systèmes de lentilles K et L.
Les rayons, qui émanent du point S' {/Ig» 92) après avoir Ira-
Fig. 92.
versé le collimateur, tombent sur la lentille L et convergent au foyer conjugué S|. D'autre part, les vibrations émanées des points A et B de Tocran E se comportent, après avoir traversé la lentille L conmic si elles émanaient respectivement des foyers conjugués A' et W, fj'écran E se comporte donc comme son image par rapporta
(') KnKSM.L, Œuvres, i. II, p. .?r).
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la lentille L, ou sensiblement comme un écran plan E' parallèle au premier et dont les ouvertures seraient les projections des ouvertures réelles de l'écran E par des droites émanant du centre optique de la lentille (plus exactement du premier point nodal).
On peut, en définitive, supprimer le collimateur et la lunette, à la condition de remplacer Técran E par l'écran E' et de supposer que cet écran reçoit un système d'ondes concentriques au point S| . On rentre ainsi dans le cas précédent, avec cette seule différence que, pour déterminer la direction qui définit la vibration au point Pi dans le plan de l'image, ainsi que les points conjugués P et P', P' et P^, on devra mener une droite par le centre optique O de la lentille L (ou des droites parallèles par les points nodaux).
Dans ces différents cas, on observe les franges avec un oculaire et les mesures de distances se feraient, soit au moyen d'une vis mîcrométrique, soit par une échelle divisée au diamant et située dans le plan focal de l'oculaire.
Diffraction des ondes planes.
205. Mode (Inobservation, — Lorsqu'une surface plane percée d'ouvertures est éclairée par un faisceau de rayons parallèles (ou un système d'ondes planes) et qu'on reçoit ensuite la lumière émergente sur un objectif, la vibration en un point du plan focal P est de même nature que celle qui se produirait à l'infini dans une direction parallèle à la droite qui joint ce point au centre optique. Nous avons déjà fait souvent usage de cette propriété.
Si la source de lumière est à une distance finie de l'écran, la vibration aux différents points du plan focal conjugué P' de la source est encore la même que si l'on remplaçait la lumière incidente par des ondes planes qu'on recevrait ensuite sur un objectif dont le plan focal serait P'.
Les calculs deviennent alors beaucoup plus simples, parce que la différence de phase des vibrations émises par deux points de l'écran est une fonction linéaire de leurs coordonnées.
206. Propriétés f(énérales (*). — Supposons d'abord que la (») Bridge, Phil. Mag, [4], t. \VI, p. 321 ; i858.
lumière incidente se propage dans une direction O !^ normale au plan des ouvertures (^fig- qS). Prenons pour origine un point 0 de ce plan et représentons par f^va^t la vibration émise dans une direction OP par Tunité de surface au point O. Le facteur /y toutes choses égales, est proportionnel à Tamplitude des vibrations incidentes et il est maximum suivant la normale. Ce facteur varie avec la direction de la lumière diffractée et peut dépendre également de la forme des vibrations primitives.
Pour la vibration émise dans la même direction MP par un
point M dont le raj^on vecteur p = OM fait l'angle ^z avec la droite
OP, la difl'érence de marche est A = pcos4' et la différence de
phase
^ - p COS +
6 r=: air r- = 2 7: :
L'amplitude de la vibration due à un élément de surface d^ au point M étant ye/o-, la vibration résultante a pour expression
f f d(j s'm {(X) t 4-8) - Asin(a)/ 4- ©),
l'intégrale s'étendant à toutes les ouvertures. Posant encore
on a
F=/</<isino, G=/e/ffCOSo,
langa>=g
j = V/F*-i-GV
En appelant D la déviation POÇ de la normale aux ondes diffractces, le point dont la vibration est Asin((i)/ -4- ç) se trouve
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sur la surface d'une sphère de rajon R égal à la longueur focale de l'objectif, et à une dislance r=RsinD de la normale aux ondes incidentes. Tant que les déviations restent très petites, le phénomène observé dans le plan focal est sensiblement la projection de celui qui se produirait sur cette surface sphérique. On peut d'ailleurs admettre que P est le point même du plan focal où le phénomène est observé.
Suivant la normale ou, d'une manière plus générale, dans la direction de la lumière incidente, tontes les vibrations sont concordantes et A =iffd<T =/^. Donc :
I. Dans la direction de la lumière incidente, l'amplitude de la vibration est proportionnelle à la surface totale des ouvertures et l'intensité au carré de cette surface.
La quantité totale de lumirre qui tombe sur l'objectif est évidemment proportionnelle à la surface totale des ouvertures. Le rapport de l'intensité sur l'axe à la quantité totale de lumière est donc proportionnel à la surface des ouvertures.
Si l'on mène dans le plan des ouvertures deux axes rectangulaires OÇ et 0't\ et qu'on prenne le plan normal ÇOÇ dans le plan de diffraction^ c'est-à-dire dans un plan parallèle aux rayons incidents et aux rayons diflfractés, il est clair que les vibrations émises par tous les points d'une droite normale à ce plan sont concordantes ; la différence de phase relative à un point M ne dépend que de l'abscisse Ç, et l'on a
. > $ sinD
A :ziL \ Sm U, 0 : îi ^
La différence de phase résultante (p est la même que celle qu correspond au point dont l'abscisse \x satisfait à la condition
$1 sinD ^ . . oX À
tangSTT — , =:tangcp, ÇiSmJ) - ' h-/>->
ce qui donne une série de droites perpendiculaires au plan de diffraction et à la distance constante — .^r-
2 smJ)
On peut appeler centre de phase relatif à la direction OP le point où l'une de ces droites rencontre le plan de diffraction.
Soit / la longueur totale des cordes des différentes ouvertures [)our Tabscisse ç; on peut prendre rfo* = /rfÇ, par suite
F -/7^;sino, G ^ fi cii coso.
R(.'mar(|uons d'abord que ces expressions ne changent pas et (|ue, par suite, Taniplitude A reste la même, à part les variations
du i'actcur/, quand le rapport — :: — reste constant. Donc :
II. Le sinus de la déviation qui correspond à un phénomène déterminé (maximum ou minimum par exemple), dans un même plan de diffraction, est proportionnel à la longueur d'onde.
La déviation est donc toujours plus grande pour la lumière rouge que pour la lumière bleue et la dispersion est inverse, par rapport à la déviation, de la dispersion dans les prismes.
En second lieu, si les valeurs de Ç et de 8 restent les mêmes, l'amplitude ne dépend que des valeurs de /, d^où résultent les conséquences suivantes :
III. La diffraction dans une direction déterminée ne dépend que de la longueur totale des ouvertures perpendiculaires au plan de diffraction et des projections des ouvertures sur ce plan.
On peut déplacer les ouvertures dans une direction normale au plan de diffraction ou les modifier d'une manière quelconque sans changer les phénomènes, si la longueur / relative à chaque valeur de i rest(^ constante.
IV. Pour deux systcnics d'ouvertures ayant niénics abscis5t*> et dont les cordes sont proportionnelles, les amplitudes des vibrations dans la même direction sont proporlionnelles aux corde^, <*'esl-à-(lire à la surface totale des ouvertures, et les intensités au carré de la surface.
Avec un autre svslcme d'ouvertures lié au premier par la condition ^' = // ; pour deux points correspondants, les cordes restant les mcuics, Tctat vibratoire est de même nature pour deux directions correspondantes D et D' liées par la condition
?'sinD'-- ;hinD ou w sinD'zz: sinD,
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et l'amplitude devient, à part la variation de/,
V. Pour deux systèmes d'ouvertures ayant les mêmes cordes normales an plan de diffraction et dont les abscisses sont proportionnelles, les sinus des déviations correspondantes sont en raison inverse des dimensions homologues dans le plan de diffraction.
Dans ces directions correspondantes, les intensités sont proportionnelles aux carrés des surfaces des ouvertures.
Si l'on a, en même temps, /'= ni et Ç'= n\^ les deux systèmes d'ouvertures sont homotliétiques et A'= /i*A.
VI. Pour deux systèmes d'ouvertures homotliétiques, les sinus des déviations correspondantes sont en raison inverse du rapport de similitude ; les intensités dans les directions correspondantes sont proportionnelles aux carrés des surfaces.
Vil. Si les cordes / sont les mêmes pour -|- Ç et — ;, c'està-dire pour deux valeurs de o égales et de signes contraires, on a évidemment
V zrz J i iti sin 0 -- o ou C5 3Z o,
et la phase de la vibration résultante est la même que celle qui provient du point O.
Il en est ainsi, en particulier, lorsque les ouvertures sont symétriques par rapport à la droite Or,, et lorsque le point O est un centre du système des ouvertures.
207. Transformation des Jlgures, — En appelant a et ^ les cosinus des angles que fait le rayon diffracté OP avec les axes \ et 71, choisis arbitrairement dans le plan des ouvertures, la différence de marche relative au point M(ç, r,) est
Lorsque les axes auxquels on rapporte les ouvertures font un angle 6, on peut exprimer cette différence de marche en fonction des coordonnées x et y du point P par rapport à des axes Cx et C^'(yî^. 94), situés dans un plan parallèle à l'écran et respectivement perpendiculaires à Or, et OÇ. La distance OP étant égale
à R, la projection de celle droile sur 0$ se réduit à xsinO ; on a donc Ra = xsinO cl, de même, R^ = r sînô, ce qui donne
X sin6
y sinO
TT,
Si l'on transforme le système d'ouvertures en rendant les axes rectangulaires, mais de façon que les coordonnées Ç et tj de chaque point par rapport aux nouveaux axes conservent leurs valeurs primitives, les retards conservent également les mêmes valeurs pour une direction OPq telle que les coordonnées du point Po situé à la dislance R de Torigine soient
j-^zir: rsinO, yoUnysinO.
Il en résulte :
VIII. Un système d'ouvertures rapporté à des axes obliques peut être considéré comme déduit d'un système à coordonnées rectangulaires que l'on transformerait sans changer les coordonnées de chaque point, les directions correspondant aux phénomènes de même nature étant liées par les équations (3).
Remarquons que x siiiO et k siuÔ représentent les projections du rayon vecteur CP sur les axes Ci et Cr, ; pour un phénomène di'terminé, ces projections sont indépendantes de l'angle des axes.
La déviation D du rayon difTracté et l'azimut ç = PCÇ du plan de diffraction par rapport au plan sO^ donnent les relations
a ~ sinD coscp, fi — - sinD cos(0 — cp), -h 3" _= siii'D[cos'*o -h cos'(6
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Suivant que les axes sont obliques ou reclaogulaires, les éléments de surface des ouvertures peuvent être représentés par di = dr\ rfÇ sin6 ou rfTo= dr^ d^. Le rapport des amplitudes A et Ao des vibrations correspondantes est alors
^ fi.
A part la variation des coefficients/, les amplitudes correspondantes sont proportionnelles au sinus de Tangle des axes.
208. Incidence oblique. — Lorsque la lumière incidente est oblique au plan des ouvertures, nous désignerons par ai et ^( les cosinus des angles que fait avec les axes Ç et y| la normale OS aux ondes incidentes, comptée en sens contraire de la propagation, a^ et Pa ceux de rayon diifracté OP avec les mêmes axes (Jig- gS). La différence de marche des vibrations émises par les points O et M est la somme des projections du rayon vecteur OM sur les directions OS et OP, c'est-à-dire
Remarquons encore que le phénomène ne change pas quand on permute aj et 0L2, ainsi que Pj et ^2? c'est-à-dire quand on remplace les rayons incidents par les rayons diifractés, et inversement. Ce résultat est conforme au principe général du retour des rayons lumineux (184).
Choisissons, pour Tincidence normale sur le même système d'ouvertures, un rayon diffracté dont les cosinus directeurs a et p sont définis par les conditions
P = P|-HP
ce qui est toujours possible, au moins tant que les rayons restent peu écartés de la normale. Les deux rayons diDractés ainsi définis sont correspondants, les intégrales F et G ayant les mêmes valeurs, et leurs amplitudes A et A| donnent
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Le coefficient fx dépend ici en même temps de la direction des rayons incidents et de celle des rayons diffractés. Donc :
IX. La lumière difTractée dans un cas quelconque présente les mêmes caractères que la lumière diOractée pour Tincidence normale dans une direction correspondante.
11 suffil ainsi de connaître la diffraction d'un système d'ouvertures relative à l'incidence normale, que nous appellerons pour abréger diffraction normale, pour en déduire la diffraction relative à des directions quelconques des rayons incidents et diffractés.
L'azimut ^ et la déviation D de la diffraction normale correspondante sont déterminés par les équations (4) qui donnent
cos(0-(p)_?_ p,4-p,
coscp a a, -h a,
sin«D[cos';p h- cos»(Ô — <p)] = («,-+- aj)«-t- (Pt -t- p,)',
ou, pour des axes rectangulaires,
tang'f— ^^ ^,
D'une manière plus générale, si n est un nomLre arbitraire et qu'on pose
a, 4- «5 _ Pi 4- Pî
il en résulte
A^n(af-|-?T)),
cos(O-jp) ^ ? ^ P.+ P, coscp a ai -i- «1
sin^D[cos'^'f 4- cos'-(0 - cp)] = (^— )' ^ (^'^^*)''
Os relations montrent qu'en choisissant un système d'ouverl ures lîomothétique au premier, c'est-à-dire défini par les conditions Ç'= n\^ r/= /?r,, les amplitudes A', A| et A dans les directions
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correspondantes sont
Dans le cas où l'une des sommes a, -f- cl^ ou j3| -j- ^^ serait supérieure à l'unité en valeur absolue, le problème se trouverait ainsi ramené à un phénomène réel de diffraction normale dans un système homothétique au premier.
209. Remarques. — Ces résultats généraux donnent lieu à plusieurs remarques importantes :
1** Les axes OÇ et Oti étant rectangulaires, les coordonnées x^ etj^,, X2 etj^2j ^ etjKdes projections Q,, Q2, Q {fig- gS), sur
Fig. 95.
un plan parallèle à l'écran, des points P|, P2, P où la surface sphérique de rayon R est coupée par le prolongement du rayon incident, parle rayon diffracté, enfin par le rayon correspondant relatif à l'incidence normale, sont
— Ra,
Ra„
X = Ra,
II en résulte, d'après les équations (5),
c'est-à-dire que la droite CQ est égale et parallèle à Q, Q2.
X. La projection du phénomène de diffraction sur un plan parallèle à l'écran est donc indépendante de la direction des rayons incidents, quand on la rapporte au point Qi qui correspond à la lumière directe.
'i"" Si les angles d'Incidence et de diffraction £ et i' reslenl 1res petits, les distances QiQ2 et GQ sont sensiblement proportionnelles aux déviations D| et D du rayon diffracté dans les deni cas. Donc :
XI. Pour les rayons peu écartés de la normale, la déviation esl indépendante de la direction de la lumière incidente.
Il en est ainsi, en particulier, quand la lumière incidente provient d'une ouverture de forme quelconque au foyer d'un collimateur. La diffraction dans le plan focal de la lentille d'obser\'ation est la superposition de phénomènes identiques dus aux différents points de l'ouverture et rapportés chacun au rajon direct correspondant.
3^ Si la diffraction a lieu dans le plan d^incideuce, les trois points Qi, Qa et Q sont en ligne droite {fig* 9^); leurs distances
Fig. 96.
au point C sont respectivement proportionnelles aux sinus des angles /, /' ot I), ce qui donne
sinD
sin/ 4- smr, / 4- t'.
XII. Les pliénoniènes de diffraction dans le plan d'incidence ne dépendent donc que de la somme des sinus des angles d'incidence et de diffraction.
11 en résulte que toutes les propriétés établies précédemment pour l'incidence normale s'appliquent aussi à la lumière oblique. pour la diffraction dans le plan d'incidence, à la condition de remplacer, quand il y a lieu, sinD par la somme sini -4-siDr.
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On peut écrire
sin D =r sin i 4- sin i' r= 2 sin * cos
sinD=:2Sin — cosi 1 |.
Si la nature du phénomène esl déterminée, sinD est constant; la déviation D| est minimum quand le facteur cos( — — i'j est
égal à l'unité, c'est-à-dire pour la condition i=z i= —^ et alors
sinD zzjL 2 sm —
XIII. Pour un phénomène de nature déterminée,'la déviation du rayon diffracté dans le plan d'incidence est minimum lorsque l'angle d'incidence est égal k l'angle de diffraction, c'est-à-dire que le plan des ouvertures est bissecteur de l'angle des rayons incidents et diffractés (*).
Il y a lieu de remarquer l'analogie qui existe entre cette déviation minimum et celle des prismes, pour laquelle le plan bissecteur de l'angle dièdre doit être également bissecteur des plans menés par l'arête du prisme parallèlement aux rayons incidents et aux rayons émergents (67).
4° Dans le cas général, on peut faire P = o, ce qui revient à prendre l'axe 0\ dans le plan d'incidence; les cosinus a et aj, ou ^ et ^2) représentent alors les sinus des angles des rayons diffractés avec les plans normaux JJOti ou 2J0Ç, c'est-à-dire les sinus des déviations parallèles ou perpendiculaires au plan d'incidence.
La condition p = p, montre déjà que cette dernière, ou dévialion latérale, est indépendante de l'angle d'incidence.
Si l'on appelle j et j\ les angles des rayons diffractés avec le
plan normal J^Oti, on aura
. • » l ~T~ In l /j
siny = sin e -f- siny , = 2 sin - cos — — •
(») Mascart, Annales de l'École Normale supérieure, t. I, p. 2^18; i8(i'|.
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Tant que les déviations resicnt très petites, la somme i -^jt est très petite; l*angle / — J'2~- 2/ — (' -Hyt) ^st très voisin de 21', et récjuation prc'cédenlc se réduit à
COSl
La déviation i -\-j'2 porallèle au plan d'incidence est la niéiue que si Ton remplace le système des ouvertures par sa projection sur un plan perpendiculaire au rayon Incident.
XiV. Tant que les déviations restent très petites, le phénoinènc observé dans le plan focal d'une lunette dirigée vers la source ne dépend que de la projection du système des ouvertures sur un plan perpendiculaire à la lumière incidente.
5 * Supposons encore que la lumière normale ne donne de diffraction sensible que dans un plan déterminé, que nous appellerons plan principal, ce qui aurait lieu par exemple, pour unifente très étroite, dans un plan perpendiculaire à sa longueur.
En prenant Taxe des ^ dans ce plan, on aura toujours fi ^^ o el, par suite, quelle que soit la direction de la lumière incidente,
?i -^ ?> <» ou ^, -- — [i,.
La dinVaction n'est sensible que dans les directions pour lesquelles les rayons incidents et diflractés font, de part et d'autn\ des angles égaux avec la normale au plan principal. Le lieu de> rayons diffractés est donc la surface d'un cône circulaire autour de celle droite et dont la demi-ouverture angulaire est égale « Tangle (]u'elle fait avec les rayons incidents; les rayons diirraclé> ont la même direction que s'ils s'étaient réfléchis régulièreraenl sur la normale au plan principal de diffraction.
La (lifTércnce de maîche se réduisant à
A-._-(a, r-a^); - ; (siny , -h sinys),
il en résulte
si ni) =:= siny'i -h sinyj.
X\ . Pour un phénomène déterminé, la somme des sinus de> angles des rayons incident et (lin'racté avec le plan perpendiculaire au plan principal esl constante.
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6*^ Enfin tous les résultais qui précèdent s^appliquent également à un système d'écrans opaques de mêmes dimensions que les ouvertures considérées, au moins pour toutes les directions autres que celles des rayons directs, ou plus exaclementpour les directions dans lesquelles la lumière dlffractée par l'ouverture entière de l'objeclif avec lequel on observe est sensiblement nulle. Dans ce cas, en effet, les ouvertures et les écrans correspondants forment deux systèmes complémentaires (187).
210. Grand nombre d^ouvertures ou d^écrans, — Lorsqu'il existe dans un même plan un certain nombre N d'ouvertures distinctes, la vibration produite par chacune d'elles a une expression de la forme asin((i)f 4- a). La vibration résultante est
œ =z £asin((i)^ 4-a) =:Asin((u^-T-tp) et l'on a
A*=: (2acosa)'-h (5:asina)*=: Sa^-h 2 2aa'cos(a — a').
Si les ouvertures sont en très grand nombre, de formes quelconques et distribuées au hasard, la différence de phase a — a' relative à deux d'entre elles peut avoir indifféremment toutes les valeurs possibles. Dans ce cas, cos(a — a') prend également toutes les valeurs, entre — i et +1? pendant que le produit aa' reste compris entre deux limites finies, positives ou négatives ; on a
alors
2aa'cos(a — a') izio et, par suite,
XVL Avec un grand nombre d'ouvertures de formes quelconques, distribuées au hasard, l'intensité de la lumière diffractée dans une direction est donc la somme des intensités relatives à chacune des ouvertures séparément.
Le champ est alors entièrement éclairé; c'est une dijfusion générale de la lumière. Si les dimensions des ouvertures sont assez grandes pour que la différence de marche des rayons extrêmes respectifs à chacune d'elles soit de plusieurs longueurs d'onde, la diffraction dans une direction déterminée passe indifféremment par toutes les couleurs. Dans ce cas, la lumière diffusée est blanche si l'on opère avec de la lumière blanche.
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Au conlraire, si les dimensions des ouvertures sont de Tordre des longueurs d'onde, la lumière diflVaclée dans une direction déterminée présente une proportion prédominante de certaines couleurs. La diffusion est alors colorée quand on opère avec la lumière blanche; nous reviendrons plus lard sur cette propriété importante qui |)ermet d'expliquer la couleur du ciel.
Si toutes les ouvertures, étant distribuées au hasard, sont identiques, les coefficients a sont égaux et il reste
XVII. Dans ce cas, l'intensité de la lumière diffractée est proportionnelle au nombre des ouvertures.
Ces deux propriétés supposent toutefois que la différence de phase ol' — a, relative à deux ouvertures différentes, peut atteindre des valeurs notables ; elles ne s'appliquent donc pas à des rayon* très voisins de la lumière directe.
Elles conviennent, avec la même restriction, à un svstème d'écrans complémentaire du système des ouvertures.
Si l'écran est constitué par une surface polie dénuée de pouvoir réilecteur sur certains points, les portions polies correspondant aux ouvertures dans le cas de la transmission, il est clair (|ue les rayons réflécliis en un point M se comportent comme s'il* provenaient de l'image S' de la source S, et les vibrations émanant de ce point jouiront des mêmes propriétés dans les deux cas. Les phénomènes de diffraction observés du côté de la sourre seront donc les mêmes que dans le cas d'un système d'ouvertures analogue observé par transmission, si l'on a soin de les rapporter, non pas à la direction des rayons incidents, mais à la direction des rayons réfléchis régulièrement.
211. Intcrposilion (fane lame, — Nous avons supposé que les ouvertures étaient libres et ménagées dans un écran. Il arrive souveul que ces ouvertures sont obtenues à l'aide d'une couche opa(|ue, appliquée sur une lame de verre à faces parallèles que Ton a (h'nudée en certains points pour rétablir la transparence; il est clair que celte lame ne modifie pas la direction des phénomènes (1(^ (lilIVaction si ou les observe ensuite dans l'air.
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Supposons, en effet, que les ouvertures soient tracées à la partie inférieure d'une lame de verre. Pour une incidence déterminée i dont l'angle de réfraction correspondant est /• dans une lame d'indice /?, la différence de marche, avant la diffraction, des rayons S© et S qui aboutissent aux points O et M {Jig* 97) est la longueur
optique de la différence OP de leurs distances à une même onde MP, c'est-à-dire
A HZ /iOP=: nOM sinr =:0M sine;
elle est la même que si la lame n'existait pas. II en serait de même pour les rayons diffractés. On peut donc tracer les ouvertures sur la première ou la seconde surface d'une lame à faces parallèles, sans altérer la diffraction.
Par contre, si les rayons incidents et les rayons diffractés étaient dans deux milieux différents, d'indices de réfraction n et /i', on devrait remplacer sin« par n uni et sin«' par n! sin/'.
DIFFERENTES FORMES d'oUVERTURES.
212. Anneau circulaire. — Par raison de symétrie, la lumière diffractée, pour l'incidence normale, par une ouverture ayant la forme d'un anneau circulaire donne, dans le plan focal d'observation, une série de cercles concentriques.
Prenant pour origine le cercle O de l'anneau, nous supposerons que l'axe 0\ est dans le plan de diffraction et nous considérerons un point M dont le rayon vecteur p fait avec l'axe des \ l'angle 8; l'élément de surface relatif à un anneau de largeur infiniment petite é/p est rfo- = p rfp rf9 et la différence de marche correspondante
A nz 5sinD:=r -0 cosO sinD. ^
Comme il existe deux éléments de môme surface symétriques î par rapport à Taxe des ç, la vibration résultante est
cosO ï </8.
^ . r" • / psinD ^\
.r:=/2p api sinloj^ — 27: — . — cosO j
La valeur de l'intégrale F est nulle, puisque l'origine esl an . centre de Touverture. En posant
psinD ,
Tamplitude c/A de la vibration résultante est donc
cos(2mcos6) <iO
ou, en développant le cosinus en série.
^ ^ r^V r^mcosO)» (2mcose)* 1
La série comprise entre parenthèses peut s'écrire
A ., y.-(/// cosO)^ (--i)'»a'»(/«cosO)*'»
nn
par suite, ^/.\ --/2T:p<r/p
Pour obtenir la vibration relative à un anneau compris enlrtles rayons p^ et Oj, il suffit, en remplaçant m par Ap, d'intégrer l'expression qui précède entre les limites p, et p2, ce qui donne
^ /4=-(T)'^("y^- -'-'-(iT^byç
213. Ouverture eirculaire. — L'amplitude de la vibration relative à un anneau circulaire de ravon p s^obtiendra en faisant
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p2 =p et Pj = o. Si Ton met en fadeur le produit Tip^ qui représente la surface o- de l'ouverture, et qu'on reraplace h^ par m, il vient finalement
y '2 6 \i .2/ n -h i \\ .2, , ,nj j ''
C'est la formule obtenue par Sir G. Airy (*), qui Ta exprimée en fonction de la quantité 2 m. La nature du phénomène ne dépend que de la valeur de m. Le sinus de la déviation D, pour un phénomène de nature déterminée, est proportionnel à la longueur d'onde et en raison inverse du diamètre de l'ouverture.
L'amplitude de la vibration, toutes choses égales, est d'ailleurs proportionnelle à la surface o- de l'ouverture et l'intensité proportionnelle au carré de cette surface. Ces résultats sont conformes aux règles générales (206).
La série
2 \ I / 3 \1.2/ 4 \ï .2.3/ /< -f- I \l .2. . ,nj
est évidemment convergente, quel que soit m, et elle prend des valeurs alternativement positives et négatives à mesure que m croît à partir de zéro.
L'intensité est nulle quand S = o ; elle est maximum et proportionnelle à S^ pour les valeurs de in qui satisfont à la condition
— - = o, c'est-à-dire à l'équation
1_ 2 3\1.2/ (\\\,1.Ci) W H- 1 \I.2...W/J
Cette série S a une importance exceptionnelle dans l'étude des images dans les instruments d'Optique. Sir G. Airy en a donné la Table pour toutes les valeurs de m, variant de dixièmes en dixièmes, depuis o jusqu'à 6.
(») C.-B. Airy, Trans, of the Cambr. Phil. Soc, t. V, p. uSH; i8;r,.
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Dijfraction d*une ouverture circulaire.
Table d'Airy.
1 ,oooo
h'fii
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i3io
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— o,ooi3
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o,oo!>3
.Ml
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Schwerd ( ') a rc[)résenlé la variable m par ~ -~- et calculé la
Table suivante de la série S en donnant à Tangle ç des valeurs croissantes de 1 5" en i5", c'est-à-dire à la variable m des valeurs successives égales à un nombre enlier de fois -^» En posant
m =z p ~, j on obtient ainsi :
(•) ScinvERD, Die Deugunserscheinungerif p. 69; Mannheim, i835.
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Dijffraction d*une ouverture circulaire.
Table de Schwerd.
8oo5
10^5 H-o, 03733 — 0,01918 06 '126 09762 119^8 1 30^48 i3iGo
fi'»l2
2'i74 -^o,oii63
o,oooi3
-ho,oii63 — 0,00176
-T-o,oo582
i35o — o,oo'|5i
ho,ooo3i
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Les niaxima et les minima successifs d'intensité ont liea poor^
les valeurs suivantes :
Maxima.
Ordre. k DifTéronce. S*. «
3 ii346 ®'^^^ o,oo4i5 559
\ 1,858 ^^^\ o,ooi65 3o6
9 4î362 * o,oooia o,ooo52
Minima.
DUUoces aux maxima arant. arrière.
' o>^io o 5jj5 o>6io o,ao9
2 i,ii6 ^'^^j 0,297 o,a3o
4 2,122 , 0,264 o.iio
o 'lOI
On voit que les maxima successifs, à partir du troisième, sont sensiblement équidistants et que les minima, d^abord plus éloignés que le milieu de Tinlervalle des deux maxima qui le comprennent, 5'(Mi rapprochent de plus en plus.
Dans le plan focal de la lunette d'observation, le rayon r de la circonférence qui correspond à un phénomène déterminé, «ou à
une valeur de m, est
RX m /• — R sin D •
La quantité de lumière e/Q répandue dans ce plan sur une zone annulaire comprise entre les rayons r et r-\-dr peut être représentée par
dQ r-r ^.^'XT.rdr — r.k- drK
Si Ton remplace / - par sa valeur — -— m^= m*, il vient
1 * 7r*p' ir» '
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Le coefficient y est d'ailleurs en raison inverse de la distance R ; à un facteur constant près, on peut donc écrire
La quantité totale de lumière répandue sur un cercle de rayon r, défini par la valeur de m correspondante, est
f S*^/n»z=(jX»cp(m»),
et l'éclairement moyen par unité de surface
_Q___Qar_ _^ J . ,.
Tir* "" R»X*m' ~ R* m^"^^^^ ^'
La série S étant une fonction de m^, on pourrait effectuer Tinlégration et calculer l'expression de la fonction (f{m^); mais il sera plus simple de traduire par une courbe, à l'aide des Tables, les valeurs de S^ en fonction de m^ et de déterminer l'intégrale <p(/^i*) par des méthodes graphiques.
Dans un travail remarquable sur la vision dans les instruments d'Optique, M. André (*) appelle solide de diffraction le volume que l'on obtient en faisant tourner autour de son axe la courbe des intensités.
La quantité de lumière distribuée sur la tache centrale est représentée par le volume correspondant du solide de diffraction, c'est-à-dire proportionnelle à l'intégrale fS^dm^ comptée jusqu'au premier minimum.
Pour les anneaux qui suivent, la valeur moyenne de S^ est sensiblement la moitié de la valeur maximum, et la quantité totale de lumière relative à chaque anneau peut être représentée par l'ex-
pression 2m— 8/w= m S' 8m, dans laquelle le nombre m corres-
pond au maximum S^, et om à la distance des deux mînima. Comme la différence 8aw est sensiblement constante, la quantité de lumière relative à chaque anneau est proportionnelle au produit /?îS*. On trouve d'ailleurs, par un calcul approché :
(•) Ch. André, Ann. de l'École Aormale supérieurCj [2], p. a-S; 1876.
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/S*<lmt. BapporU.
Tache centrale 0,9288 1
Premier anneau 0,07348 0,0793
Deuxième anneau 0,00280711' o,o3oo
Troisième anneau i536 » o,oi64
Quatrième anneau 923 » 0,0098
Cinquième anneau 6i5 » 0,0066
Sixième anneau 4^4 ^ 0,0048
Septième anneau 347 * o,oo37
Huitième anneau 0,000261 » 0,0028
Total (les huit anneaux o, i536
Cette discussion montre que, si Tintensité des maxima diminue Irùs rapidement, à tel point qu'elle n'est pas le cinquantième de celle du centre pour le premier anneau , ni le cinq-millième pour le huitième anneau, la distribution de la lumière suit une loi toute diirérente. La quantité de lumière répandue sur le premier anneau atteint presque le dixième de celle de la tache centrale et elle diminue lentement sur les anneaux qui suivent; la somme totale de lumière relative aux différents anneaux est supérieure au septième de celle qui existe sur la tache centrale.
21-4. Pénétration des lunettes. — Un objectif enlièremenl découvert qui vise une étoile réalise le cas d'une ouverture circulaire. La diflVactiou n'est alors sensible qu'à une très petite distance de Taxe du faisceau et l'on peut remplacer le sinus de la dc'vialion l) par l'angle lui-même.
En appelant rfn= 20 le diamètre de l'objectif, l'angle apparent £ du rayon de la tache centrale, vu du centre optique, est définie
par le premier minimum pour lequel — =0,61; on a donc
m À aX , X
l — -- - Tn -j. X o,0i —.1 ,2Q-^
Si Ton remplace la longueur d'onde X parla valeur cl*', 56 qui correspond à la partie la plus brillante du spectre, qu'on exprime l'angle 0 en secondes (i''= ^qqqhm) ^^ ^^ diamètre d de l'objectif cil ccnlinièlrcs, il vient
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ce qui donne un angle de i'',4 pour un objectif de lo*^" de diamètre.
L'image d'une étoile dans une lunette, au lieu d'être un point brillant, se présente donc comme un disque (32), dont le diamètre est en raison inverse de l'ouverture de l'objectif, et qui est entouré d'anneaux irisés sur leurs bords. Cet élargissement des images avait été déjà observé par W. llerschel dès 1782 (*). Fraunhofer (^) a constaté également que, « lorsque la lumière est diffractée par des ouvertures rondes de différents diamètres, les diamètres des anneaux colorés sont en raison inverse des diamètres des ouvertures » et que « les distances des rayons rouges extrêmes des différents anneaux au centre forment une progression arithmétique dont la différence est plus petite que le premier terme ». Ces résultats sont absolument conformes à la théorie.
Le problème de la diffraction d'une ouverture circulaire a été traité d'abord par Sir G. Airy, puis par Schwerd, qui l'a soumis également au contrôle de l'expérience, et par Knochenhauer (').
Deux étoiles voisines ne peuvent se distinguer dans une lunette que si leurs taches centrales ne sont pas confondues de manière à former une plage commune. Comme l'intensité de la lâche centrale est déjà réduite à 0,3^ au milieu du raj'on, on conçoit que les images de deux étoiles d'égale grandeur pourront se détacher l'une de l'autre quand le milieu de la tache de la première sera sur le premier anneau noir de la seconde, car l'intensité minimum entre les taches est 0,74 î un objectif de 10*^"* est donc capable de séparer sûrement une étoile double de i'',4.
Dawes (* ) a contrôlé par une longue série d'observations cette influence du diamètre de l'objectif. Il appelle pouvoir séparateur d'une ouverture instrumentale l'angle minimum de deux étoiles qu'elle peut distinguer; le produit de cet angle par le diamètre de l'ouverture est une constante de séparation. D'après ses observations, une ouverture de i pouce permet au plus de séparer une étoile double dont les composantes, de sixième grandeur, sont à la distance de 4^56, soit i^',i6 pour une ouverture de 10*^°',
(«) W. Herschel, Phit, Trans. L. /?. S, y p. Sa; i8o5.
(') Fraunhofer, Schumacher s astr. Abhand.j t. I, p. 58; 183.3.
(') Knochenhauer, Die C/ndulationst/ieorie des Lichtesy p. 22; Berlin, i83|).
(♦) Dawes, Afem, 0/ the Roy. Astr. Soc.j vol. XXXV, p. i58; i8j6.
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c'est-à-dire un angle plus faible que ne l'indiquerait rempièlement par moitié des taches centrales.
215. Emploi des diaphragmes. — 11 est intéressant de chercher comment il serait possible d'améliorer le pouvoir séparateur d'un instrument par des diaphragmes de forme convenable qui cacheraient une partie de l'ouverture.
On voit d'abord que, si l'on couvre la partie centrale par ua écran circulaire de rayon pi, l'amplitude de la vibration est égale à la différence des valeurs relatives aux deux rayons pi et s, c'està-dire proportionnelle à la différence A(p) — A(pj), ou
Il est clair que la déviation du premier minimum sera moindre que pour l'ouverture entière et qu'on améliore ainsi la visibilité des étoiles doubles; mais, par contre, on augmente Timportance des anneaux qui suivent et Ton troublerait sans doute l'image d'un objet dont l'angle apparent est appréciable.
Quand on ne laisse libre, par exemple, qu'une ouverture annulaire très étroite au bord de l'objectif, l'amplitude de la vibration correspondante c/A (212) est nulle pour m =0,49''^ environ, au lieu de la valeur o,Gi7: qui correspondrait à l'ouverture entière.
D'une manière plus générale, si l'on fait usage d'une série d'écrans qui laissent libres des ouvertures annulaires concentriques de rayons p, et p2i ?< ^^ p^j etc., l'amplitude de la vibration résultante sera
A(p,) - A(?,) + Wt)- H9\) +-■■-
On peut enfin couvrir l'ouverture par des écrans percés de trous équidistants sur des cercles concentriques, etc.
216. Formation des images. — Lorsque la source a des dimensions apparentes notables, les ondes produites par les différents points ont des vibrations indépendantes; la quantité de lu- 'nièrc qui éclaire un élément du plan focal est la somme des
1. '^Misités qui correspondent à tous les éléments de l'image géomé-
inlt * dont l'action est appréciable, en y comprenant les effets de
en et.
trique on.
diffracti quantité de luuiière est représentée par la somme des
Cette
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volumes du solide de diflraclion, relatifs à tous les ëlémenls de l'image géométrique, qui ont pour base l'élément de surface considéré. On peut ainsi, par le calcul ou par des constructions graphiques, déterminer la distribution de la lumière dans le plan focal ; nous nous bornerons à deux cas particuliers :
1° Supposons d'abord que la source est une ligne lumineuse d'éclat uniforme, dont les dimensions transversales sont inappréciablesy et dont l'image géométrique a une courbure très faible par rapport à celle des premiers anneaux de diffraction, les seuls dont il y ait lieu de tenir compte.
Pour un point situé auprès de l'image géométrique et loin des extrémités, on voit aisément, par la superposition des intensités relatives à tous les points lumineux, que l'intensité est proportionnelle à la section du solide de diflFraction par un plan parallèle à l'axe et à la distance m qui correspond à la distance angulaire du point considéré à l'image géométrique. M. André a calculé cette Table pour les différentes valeurs de m, en prenant pour unité l'intensité sur l'image géométrique elle-même, qui correspond à la section méridienne du solide de diffraction.
Image (Tune ligne.
Intcntilé.
(nt«Dsilé.
Inlcnsilé.
OfO
I , oooo
4oi
4iG
ZÙ
0,OIO'(
3oo
ii4
o,ooi5
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Le mode même de construction montre que l'intensité nVsl jamais nulle. A mesure qu'on s'éloigne de l'image géométrique, la lumière diminue d'abord lentement et varie d'une manière continue, en passant par une série de minima et de maxima, pour devenir insensible au delà de m = 6.
H est à remarquer que, pour le premier minimum, le rapport
— = — ^ = 0,56 est plus faible que pour le premier anneau
obscur dans l'image d'un point, mais l'intensité o,o3 est encore supérieure à celle du premier anneau brillant, et elle reste à peu près constante jusqu'à ;7?=3, c'est-à-dire pour une dislance moindre que celle (m = 3,5i) du deuxième anneau obscur.
L'image d'une ligne est donc élargie par diffraction et bordée de franges parallèles peu distinctes. Les images de deux lignes brillantes très rapprochées peuvent encore se distinguer quand le centre de Tune d'elles est sur le premier minimum de l'autre, car l'intensité du point intermédiaire est 0,8; la pénétration d'une lunette sur un pareil système de lignes serait
Si la source a la forme d'une fente de plus en plus large, 1^ effets se superposent cl rinlcnsité en un point est représentée paw le volume d'une tranche du solide de diffraction déterminée pa^ deux plans parallèles à l'axe dont la distance correspond àl'angB apparent de la source; on en obtiendrait la valeur par la somni des termes du Tableau précédent compris entre deux valeurs m dont la différence serait constante. Le phénomène se transforn»ainsi d'une manière continue.
2" Lorsque la source est une surface d'éclat uniforme, noi» ^ supposerons encore que son contour géométrique a une faible courbure. Dans ce cas, l'intensité dans le voisinage du bord estr(?' présentée par le volume du solide de diffraction situé d'un cotédi* plan défini par la valeur de m qui correspond à la dislance à^ point considéré au bord géométrique. Pour les points situés sur l'image elle-même, à quelque dislance du bord, l'intensité est représentée par le volume total du solide de diffraction.
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n prenant celle inlensilé pour unité, ]a Table suivante donne ntensités qui correspondent à différentes valeurs de m :
Image dC
une surface
Iniensilc.
Intensité.
0,5ooo
(jjSJ
Inlenslté
'éclairement diminue d'une manière continue depuis m = — 6 |u'à m = -I- () ; l'intensité est moitié moindre pour m = o que la surface elle-même, ce qui était évident, et la courbe des nsilés est sj'métrique par rapport au point qui correspond au J géométrique.
i deux surfaces d'égal éclat se touchent par leurs bords paral- 5, l'éclairement du champ est uniforme; quand on les écarte e de l'autre, les images ne paraissent distinctes que si la somme inlensitcs qui correspondent à la moitié de la distance de leurs Js géométriques diffère notablement de l'unité. Il est plus difc de définir le pouvoir séparateur des lunettes dans le cas ac- , parce que l'impression produite sur l'œil dépend beaucoup de at intrinsèque des images ; il faut aussi que l'espace plus sombre me largeur apparente assez grande pour être distingué, i la distance angulaire des deux surfaces correspond à m = i ,8
- zzzo,57, l'éclairement du point intermédiaire, dont la dis-
e aux bords géométriques correspond à m ^^^ 0,9, est o,53. doit admettre qu'alors la distinction des images n'est pas dou-
e cl le pouvoir séparateur serait -
lo.\%
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Le mode môme de construction montre que Tintensité n'est jamais nulle. A mesure qu'on s'éloigne de l'image géométrique, ia lumière diminue d'abord lentement et varie d'une manière continue, en passant par une série de minîma et de maxima, pour devenir insensible au delà de ni = G.
il est à remarquer que, pour le premier minimum, le rapport
0,56 est plus faible que pour le premier anneau
obscur dans l'image d'un point, mais l'intensité o,o3 est encore supérieure à celle du premier anneau brillant, et elle reste à peu près constante jusqu'à m =3, c'est-à-dire pour une distance moindre que celle (m = 3,5i) du deuxième anneau obscur.
L'image d'une ligne est donc élargie par diffraction et bordée de franges parallèles peu distinctes. Les images de deux lignes brillantes très rapprochées peuvent encore se distinguer quano le centre de Tune d'elles est sur le premier minimum de Fauirei car l'intensité du point intermédiaire est 0,8; la pénétration d'ur*^ lunette sur un pareil système de lignes serait
Si la source a la forme d'une fente de plus en plus large, 1 effets se superposent et Tinlcnsité en un point est représentée p le volume d'une tranche du solide de diffraction déterminée p deux plans parallèles à l'axe dont la distance correspond à Tang apparent de la source; on en obtiendrait la valeur par la somm des termes du Tableau précédent compris entre deux valeurs m dont la diflcrence serait constante. Le phénomène se transform ainsi d'une manière continue.
s*" Lorsque la source est une surface d'éclat uniforme, no supposerons encore que son contour géométrique a une faibl courbure. Dans ce cas, l'intensité dans le voisinage du bord est présentée par le volume du solide de diffraction situé d'un côté d plan défini par la valeur de m qui correspond à la distance d ])oint considéré au bord géométrique. Pour les points situés s l'image elle-niémc, à quelque distance du bord, l'intensité est rd^ présentée par le volume total du solide de diffraction.
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^aant celle inlensilé pour unilé, la Table suivanle donne si lés qui correspondenl à différentes valeurs de m :
Image d'une surface.
Intensité
o,5ooo
Inlensité.
Inionsitp.
iremcnl diminue d'une manière conlinue depuis m = — 6 ?z ^= -f- () ; rintensilé est moitié moindre pour m = o que irface elle-même, ce qui était évident, et la courbe des s est symétrique par rapport au point qui correspond au •métrique.
X surfaces d'égal éclat se touchent par leurs bords paralclairement du champ est uniforme; quand on les écarte l'autre, les images ne paraissent distinctes que si la somme isités qui correspondent à la moitié de la distance de leurs ométriqiies diffère nolablement de l'unité. 11 est plus difdéfinir le pouvoir séparateur des lunettes dans le cas ac- 7c que l'impression produite sur l'œil dépend beaucoup de Iriiisèque des images ; il faut aussi que l'espace plus sombre irgeur apparente assez grande pour être distingué, istance angulaire des deux surfaces correspond à m = i ,8
0,57, l'éclairemenl du point intermédiaire, dont la dis-
X bords géométriques correspond k m =^ 0,9, est o,53. admettre qu'alors la distinction des images n'est pas dou-
le pouvoir séparateur serait -
iV',8
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Le mode même de construction montre que Tintensité n'esl j jamais nulle. A mesure qu'on s'éloigne de l'image géométrique, la lumière diminue d'abord lentement et varie d'une manière continue, en passant par une série de minima et de maxima, pour * devenir insensible au delà de m = H.
Il est à remarquer que, pour le premier minimum, le rapport
— = -^— = 0,56 est plus faible que pour le premier anneau
obscur dans Timage d'un point, mais l'intensité o,o3 est encore supérieure à celle du premier anneau brillant, et elle reste à peu près constante jusqu'à m =3, c'est-à-dire pour une distance moindre que celle (m = 3,5i) du deuxième anneau obscur.
L'image d'une ligne est donc élargie par diflraction et bordée de franges parallèles peu distinctes. Les images de deux lignes brillantes très rapprochées peuvent encore se distinguer quand le centre de Tune d'elles est sur le premier minimum de l'autre, car rintensité du point intermédiaire est o,8; la pénétration d'une lunette sur un pareil système de lignes serait
i.r\7 56 _ ^îî^ (i 6i ~ d '
Si la source a la forme d'une fente de plus en plus large, les efl'els se superposent et Tintensité en un point est représentée par le volume d'une tranche du solide de diffraction déterminée par deux plans parallèles à Taxe dont la distance correspond à Tangle apparoni de la source; on en obtiendrait la valeur par la somme des termes du Tableau précédent compris entre deux valeurs de /;/ dont la diflérence serait constante. Le phénomène se transforme ainsi d'une manière continue.
2" Lorsque la source est une surface d'éclat uniforme, nous supposerons encore que son contour géométrique a une faible courbure. Dans ce cas, l'intensité dans le voisinage du bord est représentée par le volume du solide de diffraction situé d'un coté du plan défini par la valeur de ni (pii correspond à la distance du |)oinl considéré au bord |j;éomélrique. Pour les points situés sur rima«;e ene-méme, à (juelque distance du bord, l'intensité est re- ])résenlée par le volume total du solide de diffraction.
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En prenant cette intensité pour unité, la Table suivante donne les intensités qui correspondent à différentes valeurs de m :
Image d'une sur/ace.
intensité
giai
Intensité
o,5ooo
Intensité
o,OloH
L*éclairement diminue d'une manière continue depuis m =^ — 6 jusqu'à m = -h 6; l'intensité est moitié moindre pour m r= o que sur la surface elle-même, ce qui était évident, et la courbe des intensités est symétrique par rapport au point qui correspond au bord géométrique.
Si deux surfaces d'égal éclat se touchent par leurs bords parallèles, l'éclaireraent du champ est uniforme; quand on les écarte l'une de l'autre, les images ne paraissent distinctes que si la somme des intensités qui correspondent à la moitié de la distance de leurs bords géométriques diffère notablement de Tunité. Il est plus difficile de définir le pouvoir séparateur des lunettes dans le cas actuel, parce que l'impression produite sur l'œil dépend beaucoup de l'éclat intrinsèque des images ; il faut aussi que l'espace plus sombre ait une largeur apparente assez grande pour être distingué.
Si la distance angulaire des deux surfaces correspond à m = i ,8
ou — =0,57, l'éclairement du point intermédiaire, dont la dis-
lance aux bords géométriques correspond à m r^ 0,9, est o,53.
On doit admettre qu'alors la distinction des images n'est pas dou-
teuse et le pouvoir séparateur serait —7 —
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Dans son célèbre Mémoire sur la construction des télescopes, Foucault (*) a donné le nom de pouvoir optique à la propriété ! que Dawes appelait plus tard pouvoir séparateur. Pour déterminer cette constante, Foucault visait un système de lignes blaoches séparées par des intervalles noirs de même diamètre et il faisait varier les dimensions des traits ou leur distance à Tinstniment pour atteindre la limite à laquelle on commençait à les distinguer. Il a ainsi fixé par expérience à l'^yS le pouvoir optique correspondant à une ouverture de lo*^".
Ce nombre est un peu plus élevé que celui de Dawes, mais les deux résultats sont de môme ordre; leur difTérence parait tenir uniquement a ce que les observations du contrôle ne sont pas de même nature. La séparation des étoiles doubles, en particuliert dépend beaucoup de leur éclat.
Les écrans annulaires placés sur les objectifs donneraient lieu à des cfTcts analogues. Sans y insister davantage, on conçoit combien Tétude de la diffraction dans les instruments d'Optique est importante pour Inobservation d'un grand nombre de phénomènes astronomiques, tels que les étoiles doubles, les occultations, les passages de planètes sur le soleil, etc.; nous renverrons sur ce point au travail de M. André.
Quand on veut utiliser une lunette pour distinguer les détails d'une image dont les dilférents points n'ont pas le même éclat, le problème est encore plus complexe, parce que le pouvoir séparateur dépend de la forme même de ces détails, ainsi que du rapport (|ui existe entre leurs éclats intrinsèques, et de l'intensité générale (le lu lumière.
217. Ouverture elliptique, — Supposons que l'ouverture soit une ellipse
Pour obtenir la diffraction dans un plan OQ {fig> 98) normal aux ondes incidentes et faisant l'angle cp avec l'axe des i, on peut, en déplaçant les ordonnées perpendiculaires à OQ, transformer
(') Foucault, Ann, de l'OOs. de Paris, t. V, p. 219; i858.
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celte elHpse en une autre ellipse dont le grand axe AA' est donné par Péquation
OA 1=1 a' cos* a 4- 6' si n'a.
Comme on peut aussi transformer cette nouvelle ellipse en un cercle en multipliant les ordonnées par un facteur constant, les sinus des déviations dans le plan de diffraction OQ sont en raison inverse de OA.
Fig. .j8.
En désignant par k^ un facteur constant, le rayon vecteur r de la courbe qui correspond à un phénomène déterminé dans le plan d'observation satisfait donc à la condition
Cette courbe est une ellipse semblable à l'ellipse d'ouverture ; les axes homologues sont rectangulaires et suivent la loi des anneaux donnés par une ouverture circulaire.
On peut encore traiter ce cas d'une autre manière en rapportant Tellipse à deux axes conjugués égaux Ç' et r/ qui font entre eux Tangle 0. Le grand axe primitif a de Teilipse étant situé dans l'angle aigu des nouveaux, l'équation de l'ellipse sera
sinO avec la condition
tanfç- =^ -• ^2 a
Les coordonnées du phénomène de diffraction, rapportés aux axes X ei y respectivement perpendiculaires à r/ et S', seront les mêmes que pour une ouverture circulaire de rayon «'. Pour un phénomène de nature déterminée, on aura donc une ellipse
x^-^- y* = p- M. -I. il
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semblable à Tellipse d'ouverture et dont les axes homologues sodI rectangulaires.
Les règles indiquées précédemment permettront de traiter és^alement If cas de Tincidence oblique. Tant que les déviations sont petites, la diffraction relative à une ouverture circulaire ou elliptique, pour des rayons incidents dans une direction quelconque, est la même que pour l'incidence normale avec l*ellipse de pro- j jeclion du cercle ou de Tellipse considérée sur un plan perpemll- i culaire au\ rayons incidents.
218. Ous^erture rectangulaire. — Pour une ouverture rectangulaire, en forme de fente, dont la longueur est /= 26, la largeur d =^ 'xa et la surface a* = Id^ la phase de la vibration diffraclée est encore définie par le centre de l'ouverture.
Dans un plan perpendiculaire à la longueur / de l'ouverture, l'amplitude de la vibration est
. , C^" 5sinD ,^ j, l\ . asînD
jib \ cosîîir — T — a; '=f^ .^ ^^ sinar
7c sinD
ou, en posant
r/sini) sin.r
A=//^/Il— /crll.
Les directions d'intensité nulle correspondent évidemment à la condition
où p est un nombre entier dilTérent de zéro, c'est-à-dire aux directions pour lesquelles la largeur du rectangle contient un nombre pair d'arcs élémentaires, comme ou l'avait vu déjà (128).
Tant (|ue les déviations restent très faibles, les minima successifs sont à la distance angulaire constante -19 dont le double - est
Tanglc apparent de la tache centrale.
Les niaxima s'obtiendront en égalant à zéro la dérivée du facteur Il par rapport à x, ce qui donne
J7C0SJ:: — sinxrziio ou or =: tangj?.
DIFFRACTION.
Les valeurs de x correspondantes sont déterminées par les points de rencontre de la droite^! = x avec la courbe y 2 = tang^r.
Celte dernière est formée d'une série de branches asymptotes aux droites
ri
Le point O {Jig' 99) qui correspond àx = oouD = o est unr
Ftg. 99-
solution, comme on le savait déjà ; les abscisses des autres point: M, M', M'', . . . peuvent être représentées par
X=:{2p-h I — Sp)-)
le terme tp tendant vers zéro à mesure que/7 augmente.
Comme les minima correspondent aux valeurs x = piz, on voit que les maxima sont d'abord plus rapprochés du centre que le milieu de deux minima successifs, mais ils tendent à devenir exac tcment intermédiaires aux minima.
Toutes choses égales, l'intensité est proportionnelle à (t-*, conformément à la règle générale (205, T); les maxima successifs sont sensiblement en raison inverse de (2/7 4- i)'-^.
La Table suivante, dans laquelle on a représenté par m Tangle — > donnera une idée du phénomène :
o,oo3R
o,oiS8
îîi
o,9oo3
o,8io0
iG i>
itKÎ
o,."^3oi
iK
Il »
3,5 ic
o,oo83
Pour deux sources voisines telles que le centre de chaque image
soit sur le premier minimum de Pautre, Tintensité du point inler-
10' 3 médiaire serait 0,81 et la pénétration de Tinstrument ' »
Dans plusieurs expériences de spectroscopie en particulier, les faisceaux se présentent ainsi naturellement limités comme ils le seraient par une ouverture rectangulaire. Des écrans convenables placés sur la section du faisceau permettraient encore d'améliorer la pénétration de l'instrument.
Dans un plan parallèle à la longueur / de la fente, les déviations D' qui correspondent aux minima nuls successifs sont déterminées parla condition /sinD' = /)')x 5 pour des déviations très petites^ la
distance angulaire des minima successifs est^«
Pour une direction quelconque faisant avec les axes Ç et r, des angles dont les cosinus sont a et ^, on a
et l'amplitude de la vibration résultante est
^C0S2ir
^5-4-?iQ
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L^'ntégration ne présente aucune difficulté, car on a
aç COS 2 7C r— ^— = — Slll a 11 ^r- COS 2 11 V- •
A ira A A
En répétant la même opération pour la variable 7|, il en résulte
ou, en posant
. >. ^^' . aa . ^3
W = irr-a, (^znityp,
. . sin// sin i»
Appelant encore '^l'azimut de di (Traction et D la déviation, les cosinus a et ^ sont respectivement sinDcoscpet sin D sin '^, et
<fcoso . -^ Is'inrp . -.
u^rzTz — ;- — ^sinD, i' =nr — i — ^sinD.
Les quantités rfcoscp et /sin'^ représentent les projections des côtés <i et / du rectangle sur le plan de diffraction ; ces deux projections ont la même valeur h = —— quand le plan dediffrac-
tien est perpendiculaire à une diagonale du rectangle. Dans ce
cas, on a
M = r =1:11 Y smD,
. . sin' M A=/cx — —.
Les directions des minima nuls sont les mêmes que pour une fente de largeur A.
Sur la sphère de rayon R, les coordonnées du point P correspondant sont ^ = Ra,^ = Rj3, et Ton peut écrire
, TZ d . Tzl
. riA nA „,,
•^ Tzd Tzl •^
HX^ ÏÏX^
Les facteurs H et K représentent les valeurs qui correspondent
3xi\
sur les axes aux dislances x el y. Les mînima délerminent donc dans le plan focal un réseau formé par deux systèmes de droites respectivement parallèles aux côtés du rectangle d'ouverture. En écrivant cette expression sous la forme
A _ crlI.dK
on voit que Tamplilude de la vibration, sauf les variations du fa^ leur y* qui sera constant pour des déviations très faibles, est le quotient, par Tamplitude relative à la normale, des amplitudes relatives aux distances x ely dans les plans de symétrie. Il en est de même pour les intensités. On peut dire que la diflTraction se fait en deux opérations successives, parallèlement aux deux plans ; (le symétrie.
Quand les déviations restent très petites, le réseau des minima dans le plan focal est formé par des droites dont les distances
--J- et -y- sont respectivement en raison inverse des côtés parallèles rf et /du rectangle d'ouverture. Les droites de chaque sv-itème qui passent par le centre C (Jig' loo) étant supprimées, il
Fig.
reste une tache centrale rectangulaire semblable à l'ouverture,
dont les cotes — - —j' sont respectivement perpendiculaires
aux cotés homologues de Touverlure. On voit par la figure quell»*
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sera la forme des trois autres systèmes de rectangles déterminés par les deux séries de lignes noires.
219. Ouverture en parallélogramme. — Soient encore la cl 26 les côtés du parallélogramme et 8 Tangle qu'ils font entre eux. Si l'on prend deux axes x et y respectivement perpendiculaires aux côtés 26 et 2a, on voit immédiatement (207) qu'il y aura dans le plan focal, pour des déviations très petites, deux séries de droites d'intensité nulle parallèles aux axes y el x [fig- i o i ), dont
, ,. , . RX Ra
les distances comptées suivant ces axes sont r— r et —, — r— 7-)
^ 2asinO 2£^sinO
Fig. loi.
à l'exception des deux droites qui passent par le centre.
Le parallélogramme central est semblable à l'ouverture et les côtés homologues sont perpendiculaires.
Les distances normales de ces lignes, — ^ et — ; > sontles mêmes
la
ib
que dans le cas du rectangle.
Tant que les déviations restent très faibles, la diffraction relative à un parallélogramme ou un rectangle pour une direction quelconque des rayons incidents est la même que pour l'incidence normale avec le parallélogramme de projection de l'ouverture sur un plan perpendiculaire aux rayons incidents (209, XIV).
220. Ouverture en triangle. — Dans le cas d'une ouverture triangulaire, dont les côtés sont a, b et c {Jig* 102), nous consi-
dérerons d^abord la diffraction dans un plan perpendiculaire à II médiane de Fun des côtés a. En prenant pour origine un point 0 de celte médiane, on a évidemment F = 09 puisque les cordes de la surface parallèles à la médiane sont symétriquement distribuées de part et d'autre (206, VII).
Fig. 103.
Appelant a A la projection du triangle sur Taxe des \ situé dans le plan de diffraction, o! la longueur de la médiane, la surface da
triangle (j = «'A donne A = -7* Le triangle peut être transformé
par un déplacement des cordes parallèlement à Taxe Ov^ en un rectangle dont la diagonale est a! et, en posant
Il Z=1T.
T sin D = - ^ — , sin D, A A a'
Tamplltude de la vibration a pour expression (218)
sin'w
En désignant par/? un nombre entier différent de zéro, les minima sont nuls pour la condition
sin D =n w - =11) — A.
Dans le plan focal on aura donc, sur les droites perpendiculaires aux. médianes, des minima nuls, dont la distance constante est proportionnelle à la longueur de la médiane correspondante.
Considérons encore la diffraction dans un plan perpendiculaire à l'un des côtés c du triangle, en prenant ce côté pour axe des t,.
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En appelant C| la hauteur du triangle parallèle à Taxe des ;, la corde / relative à Tabscisse Ç est
En posant
airsinD ^ f,
w = r ou o = /n;,
les intégrales F el G sont alors
F = c/ (i j^Çsinm?,
G := c / ( 1 ]ci^ cos m $,
On a d'ailleurs
f^c^sinml =: cos m? H rsinm^,
fldlcosm^ :rz-h -^ sin/wï 4- -^ cos m 5; il en résulte
ni ni^
F z=: — - — (niCi — sinmc.), G n^ — 5 — (i — cosmci), m^Ci ' rn^Ci
Comme le produit CC| est le double de la surface t du triangle,
si Ton pose
mCi r.sinD
Il — = 7Z — r — >
on peut écrire
F = — ; (2// — sin2£/) =: — T (w — n'inu cos m), 2 m' ir^
G= — z (1 — cos 2//) =^ 7 — T— (M.
L'intensité de la lumière diffractée ne peut être nulle que si l'on a en même temps F = o et G = o, ce qui n'a jamais lieu. Les directions d'intensité maximum et minimum sont défmies
(») Bridok, Phil, Mag.j [/}], t. XVI, p. Sai; i8j8.
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par la condition F dV -\- G dG = o, qui se réduit à
tt = tang//.
Ces directions sont les mêmes que pour une ouverture rectangulaire de largeur C| (218).
On peut maintenant ramener au même cas le calcul de la vibralion difFractée dans une direction quelconque.
Soient {^/fg- loi^) / la longueur de la corde AM perpeDdicuIaire au plan de diffraclion, C| et — c^ les perpendiculaires abaissées des sommets C et B sur cette droite, enfin 0"| et o-j les surfaces des triangles CAM et MAB.
Les valeurs des intégrales sont alors
, / / si n m(\ si n mr, \
I — cosmci 1 — cosmc
on, en posant
mr.
Il , - -
me* Ut- ,
1^' ^= — (''i — sin w,cosM|) ^ (Ui — sin^/jccsi/j)»
Us
Ou pourrait ainsi, par une décomposition en triangles, traiter le ras d'une oiivorliire quelconque à contour polygonal, mais les rrsuilats deviennent 1res compliqués. Nous renverrous aux observations de Fraunhofer, d'ilerschel, et aux calculs de Rnochenliaucr, Schwerd, etc.
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Systèmes irrégiliers d'ouvertures ou d'écrans.
221. Diffusion, — Lorsqu'il existe dans un plan ou sur une surface continue des ouvertures ou des écrans de très petites dimensions, de formes et de grandeurs difierenles, et disséminés au hasard, la lumière est diffusée dans toutes les directions; Tintensité en chaque point est la somme des intensités qui seraient dues respectivement à chacune des ouvertures ou des écrans.
Il en est de même, d'une manière plus générale, lorsqu'il existe sur une surface ou dans le milieu traversé par la lumière primitive des accidents quelconques distribués au hasard et qui donnent lieu à des différences de marche de valeurs différentes.
Si les dimensions de ces ouvertures ou écrans, ou les différences de marche considérées, quelle qu'en soit Torigine, sont extrêmement petites par rapport à la longueur d'onde, elles ne troublent pas le phénomène d'une manière appréciable et il n'y a de lumière sensible que dans la direction de propagation régulière.
A mesure que ces différences de marche augmentent, jusqu'à devenir de même ordre de grandeur que la longueur d'onde, la diffusion se manifeste d'abord pour les rayons les plus réfrangibles, tels que le violet et le bleu, pendant que la propagation régulière reste sensiblement inaltérée pour les ravons rouges. La lumière diffusée présente alors une teinte bleue ou violette plus ou moins pure; comme cette diffusion est empruntée à la source primitive, la lumière directe sera moins riche en rajons très réfrangibles et les teintes rouges y seront prédominantes.
Lorsque les relards relatifs aux rayons extrêmes des ouvertures ou des écrans sont notablement plus grands que la longueur d'onde, toutes les couleurs sont diffusées. S'il n'existe aucune variation systématique dans les dimensions des obstacles, la fraction de lumière diffusée dans une direction quelconque est indépendante de la couleur et la diffusion est blanche quand on opère avec une source de lumière blanche.
Enfin la propagation régulière finit elle-même par disparaître lorsque les écrans ne laissent sur une surface que des portions libres d'étendue trop faible.
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222. Couleurs des corps» — La plupart des corps nous apparaissent surtout par la lumière diffusée et leurs différeats points se comportent comme un système de sources indépendantes. Ils sontcolorésy en général, quand on les éclaire à la lumière blanche, mais cette coloration ne tient pas le plus souvent aux phénomènes de diffraction.
Si Ton examine par transparence, avec de la lumière blanche, un verre coloré dans sa masse ou un liquide coloré, comme une dissolution de sulfate de cuivre, on reconnaît tout d'abord que U teinte est sensiblement blanche pour une très faible épaisseur, et qu^elle se colore de plus en plus, en même temps que son éclat s^affaiblit, à mesure que l'épaisseur augmente.
^analyse spectrale de la lumière transmise montre que toutes les couleurs sont absorbées très inégalement ; on aperçoit dans le spectre des bandes plus sombres, de formes et de positions variables, dont l'importance augmente avec l'épaisseur du milieu et qui fînissent par envahir le spectre tout entier.
Pour une lumière homogène, dont l'intensité primitive L est réduite à la valeur M après avoir traversé l'épaisseur x du milieu,
la fraction — ^^ absorbée dans une couche nouvelle est proportionnelle à Taccroissement d'épaisseur dx par un facteur m qui représente le coefficient d^ absorption relatif à la longueur d*onde A considérée. On a alors
- -— - m dx, M — Le-"".
L'inlensilé totale de la lumière incidente étant SL, l'intensité de la lumière transmise est SL^?""'"-^ et la fraction de chaque couleur^
qui était primitivement™) est devenue -^ri — z;;rr*
La composition de cette lumière dépend donc de l'épaisseur du milieu et de la manière dont le coefficient m varie avec la longueur d'oude ; la lumière transmise finit par ne plus contenir que les couleurs pour lesquelles ce coefficient est le plus petit.
Quant à la lumière absorbée, elle se transforme en une énergie é(|uivalenle d'autre caractère physique, le plus souvent en chaleur, quelquefois en une modilicalion chimique du milieu, etc.
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D'autre part, la fraction de lumière réfléchie sous un même angle d'incidence ne dépend que de Tindice de réfraction et varie très peu d'une couleur à l'autre ; malgré la coloration du milieu, cette lumière reste sensiblement de même qualité que la lumière primilive, c'est-à-dire blanche dans le cas actuel.
Si l'on considère un ensemble de corps de cette nature, comme seraient des cristaux de sulfate de cuivre brisés en fragments assez petits, mais de grandes dimensions par rapport aux longueurs d'onde, la multiplicité et l'orientation variable des surfaces empêchent toute réflexion régulière; il se produit alors une sorte de diffusion. La lumière émise dans une direction quelconque comprend des rayons qui n'ont subi qu'une réflexion et d'autres, en beaucoup plus grand nombre, qui ont traversé les cristaux une ou plusieurs fois et sont revenus vers l'œil, soit par réfraction, soit par réflexion intérieure, soit par réflexion sur d'autres cristaux voisins. Tous ces derniers sont colorés et l'ensemble de la lumière diffusée présentera une teinte analogue à celle de la lumière transmise par le cristal sous une certaine épaisseur.
A mesure que les dimensions des fragments diminuent, le rapport de la surface au poids augmente de plus en plus et fait croître la fraction de lumière diflusée ou réfléchie par la première surface ; en même temps, les rayons qui subissent des opérations multiples ne traversent plus les cristaux que sous une épaisseur moindre et reviennent à l'œil avec des colorations plus faibles. La lumière difi^usée devient donc de plus en plus blanche. Tous les corps colorés par transparence donnent ainsi des poudres blanches quand on les broie à l'état de poussières extrêmement fines.
Pour d'autres corps, dits à coloration superficielle, la fraction de lumière réfléchie régulièrement est très variable avec la couleur. Si l'on appelle /le facteur relatif à la longueur d'onde X, la quantité totale de lumière réfléchie est SL/et la fraction de chaque
L/ couleur rrpp* Si la lumière se réfléchit/? fois sous le même angle,
et qu'elle conserve les mêmes propriétés après chaque rt'flexion, l'intensité finale du faisceau réfléchi est SL//* et la fraction de
chaque couleur / •
Tel est le cas des métaux (or, cuivre, argent), de certains com-
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posés minéraux (cinabre, minium, oxvdes de mercure, carbonates (le fer, etc.) employés en peinture et de plusieurs produits organiques dérivés de l'aniline.
l.acom[)Osilion de la lumière dépend ici du nombre des réilexions et les couleurs pour lesquelles le coefficient y* a la plus grande Naleur finissent par devenir prédominantes. L'or, par exemple, qui paraît jaune par une seule réflexion, prend des teintes rougei» (|uand on regarde rinlcrieur d'une coupe profonde, parce queb lumière y subit plusieurs réflexions successives.
Les rayons qui sont le plus aflaiblis par réflexion pénètrent en réalité dans le milieu où ils sont absorbés sous une très faibip épaisseur ; on sait, en efl'el, qu'une feuille d'or extrêmement mince paraît verte par transmission.
Quand on pulvérise les corps à coloration superficielle, la lumière difl'usée ne renferme plus en grande majorité que des rayons réfléciiis une seule fois, et la poudre, vue à la lumière blanche, tend vers une couleur définie.
Une dernière catégorie de corps jouissent de la propriété singulière de difl'user une partie de la lumière primitive en vibrations lumineuses d'une autre nature. Comme Tefiet est localisé à la surface ou du moins dans une épaisseur très petite du milieu. Sir J. llerscbel (*) a désigné ce phénomène sous le nom de di/' fusion rpipoUquc, M. Stokes a constaté que la longueur d'onde des rayons épipoliques est toujours inférieure ou au plus égale à celle des rayons primitifs. Lorsque la lumière ainsi difl'usée disparaît en môme temj)S que Téclairement, les corps sont dits /luon'sccnts : on les appelle phosphorescents quand ils conservent la propriéli' d\*mellre de la lumière pendant un temps plus ou moins long a[)rès que Taclion de la source éclairante a étésu[>primée, (^es elfels de fluorescence et de phosphorescence, qui ne sont pas réellement distincts, s'observent à des degrés diflerenl^ sur un très grand nombre de corps, mais, sauf de rares exce|v lions, ils ne représentent qu'une fraction minime de la diffusion générale. Cette question a ét('' l'objet de travaux importants que nous ne [pouvons étudier ici ; nous citerons en particulier les recherches de M. Stokes et de M. Ed. Becquerel.
(') IIkhscuei, Phil. Trans. A. R. >\, p. i43; i845.
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223. Diffusion dans un milieu troublé, — Si le milieu dans Jequel se propage la lumière n'est pas homogène, quoique restant isotrope, c'est-à-dire s'il renferme des particules de substances étrangères, comme seraient des poussières ou des gouttelettes en suspension dans Tair, chacun de ces éléments nouveaux du milieu intervient ; le retard produit sur la vibration transmise dans une direction quelconque varie alors d'un point à l'autre sans aucune loi régulière.
Lorsque ces corps ont des dimensions notablement plus grandes que les longueurs d'onde, ils réfléchissent ou difi'usent la lumière, suivant l'état de leurs surfaces. A moins qu'ils n'appartiennent à la catégorie des corps à couleur superficielle, le milieu qui les renferme paraîtra d'un blanc plus ou moins gris dans la lumière blanche. Tels sont les nuages ou les brouillards, les liquides opalins comme le lait, les dissolutions troublées par des précipités ou des poussières en suspension. Si l'on examine le milieu de plus près, à la loupe ou au microscope, on distinguera les particules qui ont altéré sa transparence.
Lorsque les dimensions des particules sont de l'ordre des longueurs d'onde, les retards qu'elles produisent sont encore variables d'un point à l'autre sans aucune loi régulière. La diffraction a lieu dans tous les sens et le milieu paraît lumineux, mais une différence essentielle se manifeste dans les deux phénomènes.
La propagation directe des ondes n'est pas autrement modifiée que par un affaiblissement graduel. Comme le retard produit par une particule a d'autant moins d'importance que la longueur d'onde est plus grande, la diffraction croît avec la réfrangibilité de la couleur. Si la source primitive est blanche, la lumière directe prend une teinte rouge et le mih'eu paraîtra par diflraction d'une teinte bleue ou violette plus ou moins pure, suivant le degré de ténuité des particules qui en altèrent la transparence.
Des considérations générales suffisent ainsi pour montrer le caractère du phénomène, mais il est nécessaire de préciser ce nnode de raisonnement si l'on veut déterminer la qualité de la lumière diffusée.
Dans un beau Mémoire sur la théorie dynamique de la diffraction, M. Stokes (*) a montré que l'amplitude de la vibration
(*) Stoksb, Trans, of the Camb, Phil, Soc.j t. IX, Part I, p. i; i85i.
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émise par une force périodique eu un point du milieu estenraisoa inverse du carré de la longueur d'onde, et lord Rayleigh (') a dédait de ce résultat analytique une explication remarquable sur la constilution du bleu du ciel. Le problème peut d'ailleurs être traité directement sans avoir recours à la théorie de rélaslicîté.
2î24. Extension du principe d^Huygens. — Pour étudier la diflraction produite par des obstacles renfermés dans un espace d'étendue limitée, nous appliquerons le principe d'Hujgens au volume lui-même.
Supposons que le système soit éclairé par un point lumineux 0 {Jig* io4) et que S soit une des ondes incidentes de rayon B. Il
est clair que la vibration en un point P situé au delà de la surface S peut être considérée comme la résultante des vibrations dues à tous les éléments du volume limité par deux ondes voisines S et S' à la distance A, chacun de ces éléments étant une source de vibrations indépendante, à la condition seulement que la résultante (les vibrations dans un milieu transparent reproduise la vibration réelle au point P.
La vibration dx produite au point P par un élément du volume d\ situé en M', entre les deux surfaces S et S', est évidemment proportionnelle au volume lui-même et en raison inverse de la distance. Si Ton appelle encore b la distance PA à Tonde S, ^ la
(') J.-W. Strutt (L. Raylcigh), PhU, Mag,, [4], t. XLI, p, 107; 1871.
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perte de phase corrcspondanle, t! le changement de phase qui tient à Tapplication du principe d'iluygens, R' et p' les dislances xM'O et M'P, A' la différence des chemins OM'P et OP, o' la perte de phase correspondante, on peut écrire (184)
dx — ;x' %/' sin(io^ 4- a'— .3 - 8'), P
le facteur/pétant égal à l'unité pour les éléments voisins du pôle A et diminuant de plus en plus à mesure qu'on s'en éloigne.
Pour déterminer le coefficient jx', il suffit d'appliquer le raisonnement au cas où le milieu reste transparent et dépourvu de tout obstacle. On n'a plus alors à considérer, comme éléments efficaces, que ceux qui sont situés dans le voisinage du pôle A, a une distance de Tordre de la longueur d'onde.
Dans l'intégration qui donnera la vibration résultante, on est autorisé, par les raisons déjà invoquées plusieurs fois, à remplacer les vibrations élémentaires par d'autres vibrations qui en diffèrent très peu et qui tendent vers zéro à mesure qu'elles proviennent de points plus éloignés du pôle.
On a déjà, en appelant 0 l'angle M'OA,
p'îzr(/>-+-R)»4- 1V«— 2(/>-i-R)IVcosO
ou, avec les simplifications permises,
p'* = (^ -f. W — \\'y-^(b^- R)iro%
M étant le point où la direction OM' coupe la surface S, A la difiVrence des chemins OMP — OP, o la perle de phase correspondante et s l'arc AM, on peut écrire, si la distance li des deu\ ondes S et S' est très petite,
H;(^j-R)Re* R' R ' \'b' ' R
et, par suite (185),
a' ijz 2TZ— :- 0-^ - A^S'.
M. — I. aa
Le volume de la couronne corrcspondanl à l'arc ds est
2 'S (ish = ttA ds^ n-- -7v rfo
el la vibration correspondante
tl.r ^ ^/sm{wt + a'- ? _ 5) rfS,
y étant un facteur égal à Tunilé pour de petites valeurs de o et qui tend ensuite rapidement vers zéro.
Comparant avec l'expression trouvée précédemment, on voil que, pour retrouver la vibration réelle au point P, il faut qu'on ait (186)
Nous remarquerons maintenant que, pour les différentes lumières homogènes, les épaisseurs h qui jouent le même rôle sodI proportionnelles aux longueurs d'onde ; on peut donc remplacer h par/))., p étant un facteur constant, ce qui donne
•JL •
Ces considérations ne déterminent pas la valeur du facteur//, qui est en eflet arbitraire, puisque Ton peut limiter le volume à une épaisseur quelconque, par exemple d'une longueur d'onde, en faisant/; = i .
Si Ton étend, au contraire, l'intégration au volume tout entier, le coefficient p doit être physiquement variable avec la constitution des vibrations, très petit si les vibrations sur le rayon sont longtemps régulières, plus grand au contraire si ces vibrations éprouvent des altérations rapides par suite des modifications ou de Tangle a])parent de la source.
En tous cas, l'amplitude de la vibration produite par un élément de volume est, toutes choses égales, en raison inverse du carré de la longueur d'onde.
Ce résultat était d'ailleurs évident, comme l'a fait remarquer Lord Kayleigh, car Tamplitude de la vibration due à l'élémenl de volume dV est proportionnelle à l'amplitude a de la vibration
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]iii existe dans cet élément et l'expression - — ,-, qui ne dépend
:)lus que de la longueur d'onde, doit être une quantité numérique ;
1 faut donc que le rapport — soit de la forme — r-r- ^ ^^ a p\^
225. Bleu du ciel, — Si l'espace considéré renferme des :.*orps étrangers distribués au hasard, qui interceptent une partie le la lumière, ces obstacles équivalent à des écrans imparfaits, ou \ des cavités correspondantes (187) moins éclairées que dans le passage libre des ondes, et l'intensité de la lumière diffraclée dans une direction quelconque (210) est la somme des intensités relatives à chacune des cavités.
Lorsque ces corps étrangers sont de toutes dimensions, petites par rapport à la longueur d'onde, ils sont invisibles directement, mais ils produisent de la lumière diffractée ou diffusée. Pour deux vibrations différentes, on doit comparer entre eux les corpuscules dont le diamètre est une même fraction de la longueur d'onde; les plus gros n'interviendront ainsi que pour la lumière rouge et les plus petits que pour la lumière violette. Si le nombre N des corpuscules renfermés dans Tunité de volume est sensiblement le même pour toutes les tailles, l'amplitude de la vibration produite
par chacun d'eux est proportionnelle à -r^ et l'intensité totale à
l'expression N-^-
Comme le facteur p est indépendant de la longueur d'onde, l'intensité résultante pour l'ensemble des vibrations qui consti-
tuent la lumière primitive est proportionnelle à S ry
L'air renferme, sans aucun doute, au moins à une certaine hauteur, même lorsqu'il parait le plus transparent, des particules solides ou liquides en suspension, telles que des granules dépoussière, des gouttelettes d'eau ou des cristaux de glace.
Remarquons, en passant, que la suspension dans l'air de ces corps étrangers de densité plus grande ne présente pas de difficultés, car le poids d'un corps est proportionnel au cube r' de l'une de ses dimensions, la résistance qu'il éprouve à se déplacer dans l'air est proportionnelle à sa surface ou à r^. Le rapport du
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poids ù la résistance de l'air est de l^ordre des dimensions r etpir conséquent 1res petil. Ces corps tomberaient, il est vrai, lenlenicntdans un air câline^ mais les moindres mouvements atmosphéri(|ucs suflisenl pour les relever et ils restent longtemps en suspension. Quant aux goulleleltes d'eau et aux particules de glacf. elles se renouvellent incessamment et ne peuvent disparaître.
Si aucune autre cause n'intervient, cette explication peut trouver un contrôle expérimental dans l'analyse du bleu du ciel.
IjCs inverses des quatrièmes puissances des longueurs d^onde pour les principales raies du spectre lumineux sont, eneflet, proportionnels aux nombres suivants:
A... i,oo<) D... 2,801 F... 6,o36
Lord Rayleigh a comparé au spcctroscopc la couleur d'un beaa ciel au voisinage du zénith avec la lumière du Soleil, difiuséc aa travers d'une feuille de papier blanc, et déterminé le rapport des intensités dans les différentes régions du spectre. En rapportant les mesures au cas où les deux spectres auraient le même éclat aa voisinage de la raie C, les observations ont donné :
Calcul I 1,54 2,f»2 3,34
nhsor\alion.. . . 1 1 ,Gj 2,8^ 3, 60
Les résultats sont assez concordants si Ton tient compte de» erreurs possibles dans une expérience aussi délicate; ils prouvent au moins que la loi théorique donne une teinte très approchée de la couleur du ciel, plus riche peut-être en rayons bleus.
On doit remarquer d^n'lleurs que chaque particule dilFracte non seulement la lumière directe du Soleil, mais aussi celle qui lui pro\ieul des autres particules par une première diffraction; cetle (|uanlilé de lumière latérale n'est pas insignifîante et contribuerait à augmenter la pureté du bleu.
D'un autre coté, si le nombre J\ des corpuscules renfermés dans Tunilé (le volume croît rapidement à mesure que leurs dimensions diniiruienl, les corpuscules de même ordre seront plus nombreux pour les petites longueurs d'onde et la prédominance du violet dans la lumière diffractée deviendra encore plus grande.
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223. Composition de la lumière transmise. — La lumière directement transmise dans la propagation régulière est ainsi afTaiblie par diflraclion, comme elle Tesl par absorption (222) dans un milieu de transparence imparfaite. Si l'intensité primitive L d'une lumière homogène est réduite à la valeur M après avoir traversé
une épaisseur z de milieu troublé, la fraction — ^r— de lumière
perdue par diffraction dans une couche nouvelle est proportionnelle à i^accroissement d'épaisseur dz par un facteur de la forme
r^9 où m est indépendant de la longueur d'onde. On a donc
— dM m M î ~ Tï
-^j— — ^ dz, ^\ — he >*
Quand Tépaisseur, ou plus généralement le produit mz^ croît en progression arithmétique, l'intensité M décroît en progression géométrique et beaucoup plus rapidement pour les couleurs plus réfrangibles. Si Ton prend une épaisseur :; telle que Tintensité soit réduite de —• pour Textrémité rouge A du spectre, dont la longueur d'onde est /, l'intensité pour une autre couleur sera
M=:L(o,9)vx).
Pour des épaisseurs a^, 3-3, ..., nz^ les rapports -r- sont re-
présentés par les puissances successives des valeurs relatives \\ z. Le Tableau suivant montre combien les changements d'épaisseur modifient la composition de la lumière transmise :
Tableau des valeurs de y- •
MJ
Epaisseurs.
Hai6!i. c 2C. 3 c. .1 z. ... loz.
II 0,239 0,057 0,014 o,oo3 ... 0,000
Cette absorption rapide des courtes vibrations suffit pour expli-
qner la couleur rouge du Soleil à l'horizon. Elle permet aussi de comprendre la faible étendue du spectre ultra-violet de la lumière solaire, tandis que les sources artificielles donnent une échelle de radiation beaucoup plus longue (81).
227. Altération du bleu. — Enfin, on doit considérer que U lumière transmise au travers d'une épaisseur z est ensuite diffusée ou qu'elle est d'abord diffusée, puis transmise, ce qui revient an même. En tenant compte de ces deux eflets successifs, quel qu'ea soit l'ordre, on voit que Téclat apparent E du milieu, relatif à chaque couleur, peut être représenté par une expression de U forme
Toute lumière disparaîtrait alors pour des longueurs d'onde très grandes ou très petites.
Le maximum de ce rapport, qui est le coefficient dC illumina' iioriy aurait lieu pour une longueur d'onde déterminée par la condition )v* = mz. Si l'on appelle Ao la longueur d'onde définie par cette condition, E,, l'éclat et Lq Tinlensité de la lumière priuiiti>T correspondants, on a
Si Ton suppose (|uc Ay est extrêmement petit et qu'on remplace
l'expression r-^ aJ par une quantité finie, on retrouve la loi prcct-
dente (225) ])Our la nature de la lumière émise par le milieu. En général, le rapport du coeflicienl d'illumination pour ww
couleur au coefficient relatif à la raie A est égal ^ ( ^" ) ^ " •
Si la longueur d'onde Ao correspond à la raie H, les rapport ainsi clélcrminés :
A... I ,ooo I). . . 2,.»5ï F... 3,7Ti7
B... i,4>7 K... 3,4io G... 5,11^
<'... i,7i3 b... 3,i9'Ji H... 5,379
montrent que la richesse de la couleur résultante en violet ex l rem»'
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H dimÎQué de plus de moilié; la couleur se rapproche du blanc à mesure que la longueur d'onde limite X© devient plus grande.
Le coefficient d^extinclion m croît évidemment avec le nombre des particules étrangères suspendues dans l'atmosphère . Pour une roéme épaisseur ^, la valeur de Xq croît donc dans le même sens. On s^explique ainsi les teintes de plus en plus blanches que prend le bleu du ciel, à mesure qu'il devient plus lumineux, la pureté croissante de la couleur quand on se rapproche du zénith, le ton violet noir sous lequel il apparaît à certains jours de grande transparence, surtout quand on l'observe d'une station très élevée où la lumière n'a pas à traverser les couches inférieures de Tair.
Cette théorie rend compte également des belles colorations bleues observées par M. Tyndall et qui naissent sur le trajet d'un faisceau de lumière dans un espace renfermant des traces de vapeurs de certains composés organiques, ou même dans un liquide troublé par des particules de dimensions extrêmement petites.
228. Propriétés optiques des surfaces, — Dans le même ordre d'idées, il est facile de préciser ce que l'on doit entendre par le poli optique, quand on utilise la surface de séparation de deux milieux pour réfléchir ou réfracter la lumière.
Une telle surface, qu'elle provienne d'un cristal naturel, d'un clivage, d'un corps liquide solidifié ou d'un travail mécanique, n'a jamais une forme rigoureusement géométrique. Elle est couverte d'accidents qui représentent, par rapport à la surface moyenne, une série d'aspérités ou de creux, dont les dimensions doivent être extrêmement petites par rapport à la longueur d'onde pour qu'il soit permis d'appliquer les théorèmes généraux relatifs à la réflexion ou à la réfraction sur les surfaces continues.
Pour en évaluer l'importance, supposons que li soit la hauteur d'une aspérité très petite A {Jîg* io5) et considérons la lumière réfléchie régulièrement sous l'incidence /'.
Les rayons AR et A'R' réfléchis sur le sommet de l'aspérité et sur la surface moyenne S sont dans le même cas que s'ils s'étaient réfléchis sur les deux faces d'une lame d'air (io) d'épaisseur /i, et leur différence de marche est
A — ^ A cos i.
Le rapport de ce retard à la longueur d'onde est notablement
plus grand pour le bleu que pour le rouge. La réflexion régulière sera donc plus riche en rayons rouges.
En outre, la différence de marche A a sa valeur maximum 2 ilt pour /= o et devient nulle pour TincideDce rasante. La diffusion est donc maximum pour Fincidcnce normale et devient très faible pour des rayons voisins de la surface.
Ces considérations, dues à Fresnel (*), expliquent les propriétés des surfaces qui ont été simplement doucies par un premier travail de Topticien. Sous Tincidence rasante, une telle surface donne : des images très nettes j)ar réflexion, puis, à mesure que Tangle d'incidence diminue, les images deviennent moins lumineuses; elles prennent une teinte fauve ou orangée pour les directions comprises entre certaines limites et disparaissent ensuite, ne ' laissant que de la lumière diffusée.
1'* _ ^ 'Ig. 100.
Dos surfaces manifestement rugueuses, comme une feuille de papier, fournissent des images d'une netteté inattendue sous Tincidcncc rasante.
On utilise cette propriété pour étudier les propriétés des surfaces doucies avant de leur donner le poli définitif. De même encore, quand on veut mesurer la longueur d'un mètre à bouts, dont les faces terminales n'ont reçu qu'un poli médiocre, on en ap|)roclie normalement une pointe aiguë et, à l'aide d'un microscope placé dans une direction qui fait un angle très faible avec la surface, on vise le milieu de l'intervalle de la pointe et de sou image. La visée correspond alors à la surface moyenne de la face terminale.
M. Ogden llood (*) a vérifié numériquement cette influence de> asj>érités en projetant sur une surface polie des poussières assez
(') riusNF.i., Œuvres, t. I, p. 223.
( 0 OuDEN H00D, Phil. Ma g., [',], l. XWIII, p. S^o; i%Cyj,
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régulières pour que leur grandeur moyenne pùl être évaluée au microscope, cl déterminé Tangle d'inclinaison sous lequel les images rouges commençaient à disparaître. La différence démarche A doit erre alors d'une demi-longueur d'onde, ou
4 cos£
L'expérience a donné :
Nature Diamûtrc h
des ■'■■ ^ .■ ^
poussières. observe. calcule.
Noir (le fumée 0,46 0,7.8
Noir (le paraffine 0,46 0,58
Magn(*sie 0,91 o,8G
Les résultats sont bien de Tordre prévu par la théorie et l'irrégularité des grains ne permet guère d'obtenir une concordance plus rigoureuse.
Ce qu'on appelle \e poli spéculaire des surfaces est donc défini par la condition que les irrégularités laissées par le travail de l'opticien soient très petites par rapport à la longueur d'onde de la lumière, c'est-à-dire notablement moindres que ol*, 5.
229. — Il en est de même pour la réfraction. Les deux rayons réfractés R| et R', {/ig» io5) sont dans les mêmes conditions que si l'un d'eux seulement avait traversé un milieu d'épaisseur A. Leur différence de marche est (il)
A — I A ( n cosr — ces i).
Dans le cas actuel, ce retard a sa valeur minimum Ao^/i(// — 1)
pour e = 0 et il augmente avec l'incidence jusqu'à h yj n- — 1 . C'est donc pour la lumière normale que la réfraction fournira les meilleures images.
En faisant /i == 1 ,5 on aurait Aa = -j c'est-à-dire le quart seu-
lement de ce que donnerait la réflexion; le poli optique est donc
plus facile à réaliser pour les lentilles que pour les miroirs.
Lorsque le milieu situé au-dessus de la surface a un indice de
réfraction n! et que i^ et r désignent des angles correspondants,
la différence de marche est seulement
A i:z /i ( « ces /• — /i'cos/'),
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ce (\in donne, pour rincidcnce normale.
Le rolarJ est très petit quand les indices n et /l' sont très voisins, (lelte propriété est souvent utilisée par les opticiens pour reconnaître si la taille d'un cristal a été faite exactement dans une direc- | tion déterminée, sans pousser le travail jusqu^au bout. La surface étant seulement doucie, on la recouvre d\me couche de baume (|ue Ton écrase avec une lame de verre. Le milieu ainsi obtenu parait bien transparent et Ton peut étudier les propriétés du cristal pour modifier la taille s'il est nécessaire. Plusieurs lames de verre collées ensemble par des couches très minces de baume se comportent comme une lame uni(|ue, à tel point qu^il est très diffîcilf de reconnaître Texistence de surfaces intermédiaires.
De même aussi, un corps transpurent plongé dans un milieu tie même indice de réfraction paraît invisible, quelle que soit sa forme. L'expérience réussit d'une manière remarquable avec une tige di* \erre plongée dans l'acide phénique liquéfié par une très petite (piantité d eau; on ne distingue plus la tige que par les fils on les bulles d'air ([u'elle renferme.
On peut, par cet arlilîce, étudier les propriétés optiques d'un corps de forme quelconque, telles que la double réfraction d'un verre trempé, conmie une larme batavique, ou d'un cristal non taillé, le pouvoir rolaloire d'un morceau de quartz, etc.
î230. Couronnas, — La dillusion est remplacée par une diflTraclion régulière lorscpie les objets (pii font écran sur le trajet de la lumirre, les poussières n'pandues sur les surfaces réfléchissantes r>u réfringentes, etc. ont des dimensions identiques, tout en restant disiril>ués au hasard. L'intensité de la lumière diflVactée est pro- |)(>rlionnellc au nombre des ouvertures traversées par les ra>ons utilisés ou au nombre des (•crans complémentaires.
Les phénomènes de dlIlVaction prennent beaucoup d'éclat quand on opère avec une séri(* «J'ouvertures ou d'écrans circulaires et [>résenlent la [)lus grande analogie avec les couronnes (jue l'on aperçoit (pietquefols autour du Soleil et surtout autour de la Lune.
Dans ce cas, l'eflet étant de même nature que pour une ouverture circulaire, le sinus de la déviation relative h un anneau d^ ordre déterminé (213) est proportionnel à la longueur d'onde et en raison
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inverse du diamètre des ouvertures ou des écrans. Les sinus des déviations relatives à une couleur homogène varient comme les nombres o; 0,819; '»346î i,858; ... pour les maxima, et comme les nombres 0,610; i^iiO; 1,619; a, 112; ... pour les minima.
Newton a le premier attribué Tapparition des couronnes aux gouttelettes d'eau qui flottent dans l'atmosphère; on les obtient quelquefois, en effet, en regardant une flamme de bougie par réflexion ou transmission avec une lame de verre recouverte d'une buée régulière. Cette explication a été confirmée par Fraunhofer ( * ) qui a mesuré les anneaux obtenus en regardant une source lumineuse de dimensions très petites au travers d'un système de deux verres entre lesquels il avait mis de la poudre de lycopode ou distribué au hasard un grand nombre de petits disques métalliques. Les diamètres des anneaux sont proportionnels à la longueur d'onde et en raison inverse du diamètre des disques ou des grains de poudre.
Les résultats de Fraunhofer relatifs à la position des maxima el des minima paraissaient moins conformes à la théorie; mais Verdet (^) a montré, par des mesures directes avec la lumière rougeet par une interprétation plus exacte des nombres de Fra,unhofer, que la concordance est au contraire rigoureuse.
Delezenne (^) a indiqué un procédé très simple pour mesurer les couronnes du Soleil ou de la Lune. Un tube cylindrique ouvert à Tune de ses extrémités est fermé à l'autre par une plaque percée d'une ouverture très petite; dans l'intérieur du tube est un disque circulaire mobile. Quand on dirige le tube vers le Soleil, Tœil étant derrière la petite ouverture, on peut placer le disque à différentes distances de manière à cacher successivement le Soleil et les anneaux qui l'entourent. La position du disque donne, dans chaque cas, le diamètre apparent du phénomène.
Il suffit encore de mettre au bout du tube un verre transparent sur lequel on a tracé des cercles concentriques. On fait ensuite varier la longueur du tube jusqu'à ce que Tun des cercles se superpose à l'anneau que l'on considère.
Le diamètre de l'image centrale est proportionnel à la longueur
(») FBAUNnoFER, Schumacher's AstroTiomische Abliatidl .<, t. III, p. 33; 1825. (') Vbrdbt, Ann. de Chim. et de Phys., [3], t. XXXIV, p. 128; iSja. (') Delbzenne, 3/c/w. de la Soc, des Se, de Lille, t. XI Y, p. 1; i838.
d'onde. Si les eorpsen suspension dansTair sont assez petits poar donner des anneaux très larges, le bord de la tache centrale est formé en majeure partie par des rayons peu réfrangihles. Il j aura donc autour du Soleil et à quelque distance une zone dans laquelle les rayons rouges seront dominants et qui prend une leiiile d'une couleur cuivrée.
Ces apparences sont assez rares ; cependant elles semblent a\oir ])crsisté pendant quelque temps à différentes époques et surtout pendant les années 1884 et i885 (*). Comme elles se sont produites a|>rès la célèbre explosion de Krakatoa, il v a quelque probabilité quelles soient dues à des poussières extrêmement ténues c|ui seraient restées suspendues dans l'air à cause de leur extrême petitesse et qui proviendraient des cendres rejetées parle volcan. On doit même remarquer qu'il suffît de traces de matière presque impondérables, parce qu'elles auraient pu servir de noyau pour la condensation de Teau sous forme de gouttelettes ou de glace.
On obtient des couronnes presque identiques à celles de b nature par une expérience ingénieuse duc à M. Coulier.
Dans un ballon contenant de Tair, on introduit une petite quantité d'eau et Talmosphère du ballon communique avec une poire de caoutchouc que l'on tient à la main. Quand on comprime la poire, on écliaulle Tair intérieur ; en l'abandonnant à elle-même, l'air se reJroidil par dilatation et il se forme un nuage. Toutefois, .si le ballon a été laissé en repos pendant plusieurs heures ou si l'on y a introduit de l'air privé de poussières en le filtrant à travers une couclic de coton, la décom])ression ne fait pas apparaître de nuage, comme si riuimidité ne pouvait se déposer que sur un «;erme solide ou li<]uidc préexistant dans le gaz, de sorte qu'en l'absence de tout corpuscule en suspension la tension de la vapeur (l'eau dépasserait sa valeur maximum normale. Avec de l'air plus ou moins complètement purgé de poussières, on obtient des nuages très l(*gers, extrêmement homogènes; la flamme d'une bougie vue à travers le ballon montre des couronnes très éclatantes et l'on peut reproduire dans certains cas la teinte cuivrée (pli se montre quelquefois autour du Soleil.
(•) CoRXr, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, l. XCIX, p. \^S ei 717; i88'».
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Ouvertures identiques distribuées régulièrement.
231. Ouvertures en ligne droite, — Supposons d'abord qu'un certain nombre N d'ouvertures identiques soient distribuées sur une surface plane à des distances égales suivant une même droite et éclairées par de la lumière normale.
Considérons la diffraction suivant une direction OP {fig. io6),
Fig. 106.
et soient C, C, C, • . . les centres de phase homologues des ouvertures successives par rapport à cette direction. Les centres de phase sont à une distance constante
et nous prendrons pour axe des \ la droite qui les joint.
Si l'on appelle a le cosinus de l'angle que fait la direction OP
avec l'axe des Ç, 0| la différence de phase itz "Y~^ ^^^ vibrations
produites par les points O et C, et û = 27wra la différence de
phase relative à deux ouvertures successives, la vibration due à la première ouverture C est de la forme a sin (w^ -j- 0| ) et les vibrations dues aux ouvertunîs suivantes C, (7, . . . sont successivement asin(a)^ 4-2|-t- 2), asin((of 4- 0, 4- 2ô), ....
En posant, pour abréger, « = w/ + o,, la vibration résultante est donc
a? = a!sinM-+- sin(«4- 8) -+- sin (m -+- 28) +. . .-4- sin[^/ h- (N — 0^]|-
L*aroplitude a est une fonction des cosinus a et ^ des angles que fait la direction OP avec les axes Ç et r^. Les variations de ce coefficient donnent lieu à des phénomènes que Fraunhofer a ap-
0 rsinD ,, esinD
:r — r > K == 2 COS t: — ^
Les niininia de seconde classe sont nuls et ont lieu pour les directions
siiiD zn (27 -h i) — >
7 étant un nombre entier quelconque.
Pour des déviations très petites, ces minima sont équidistanls
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pelés de première classe et qui sont définies uniquement parla forme de chaque ouverture. La suite des N termes compris dans la parenthèse dépend uniquement de la distance des ouvertures et du cosinus a; elle correspond à des phénomènes de 5eco/i(/^ classe résultant de la combinaison des vibrations produites par les différentes ouvertures.
La vibration est d'ailleurs de la forme
^ = rïK sin(M — <p),
le facteur K, qui correspond aux phénomènes de seconde classe.
étant une fonction de la différence de phase o, et Tamplitude de
la vibration est
A =:iaK.
232. Deux ouvertures. — Avec deux ouvertures identiques seulement, on a
.r rrr a[s\nu -h sin(// -h 0)] zi: 2acos-sin f « h — )•
On voit d'abord que la phase est la même que si la vibration provenait du milieu de la distance CC, et Tamplitude est
A := 2 r? COS - .
Pour 0^=0, c'est-à-dire dans la direction normale, Pamplitudc est double et l'intensité quadruple de celles qui correspondraient à une ouverture, ce qui était évident.
Dans le plan JJ; parallèle à la ligne des ouvertures, on a
a ^= sinD et
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dans le plan focal. C'est le phénomène des interférences d'Youn^ avec deux ouvertures identiques de forme quelconque; Tinlerférence est complète quand la différence de marche relative à deux points homologues des ouvertures est un nombre impair de demilongueurs d*onde.
Les maxima de seconde classe ont lieu pour les directions
e sÏTïD lin ql =: 2^-;
ils sont intermédiaires aux minima : le facteur K est alors égal ù ± 2 etK2=4.
11 peut arriver, dans certains cas, que l'un des maxima de seconde classe soit très affaibli ou même disparaisse complètement : c'est lorsqu'il a lieu pour la même direction qu'un minimum nul de première classe.
Si Ton considère la diffraction dans un plan quelconque, qu'on appelle D l'angle que fait la normale OÇ à l'écran avec la projection OQ de la droite OP sur le plan J^Ç et 9 l'angle POQ, on a
azu cosO sinD.
Tant que les déviations restent très petites, cos6 ne diffère pas sensiblement de l'unité et l'on peut encore remplacer a par sinD.
Le plan focal sera donc découpé par une série de lignes noires perpendiculaires à la ligne des ouvertures et à la distance constante
233. Plusieurs ouvertures, — On traiterait de la même manière le cas de 3, 4> • • • ouvertures. Considérons le problème général, en posant
S = sinw 4- sin(w 4- 8) -t- sin(// H- '-îô) -+-. . .4- sin[it -+- (N — 1)0].
Pour évaluer la somme S, nous utiliserons la relation
cos[m -h (/i — i)S] — cos[m -h {n 4- 1)8] = 2 sin8 sin(// -+■ no).
Si l'on donne successivement à n les valeurs o, 1, 2, ..., N — i, on obtient une série d'équations différentes^ en ajoutant toutes
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ces équations membre à membre et médiaires qui se reproduisent avec des si Gnalement
COS(u — O) H- COSfl — C08[ll H- (N — i)8I
En coupant, dans le premier membre quatrième et le second avec le troisième
S smo = sin I « H ^ Il sio —
rr 2 sin — 0 cos - sin 1 «H
ou
smN-
S =r ^sinl « -H(N
sin -
La vibration résultante a donc pour ei
sin IN —
HZ aS-=z a ir sin 1 « -+- (
sin -
Elle a la même phase que si elle proven
les ouvertures; ce point est, en effet, un c
Le facteur K, relatif aux phénomènes d
sinN-
sin rj
Pour S = 0, on a
Dans la direction normale au plan de Téc proporlionnelle au carré du nombre dos o Considérons d'abord le phénomène dan la ligne des ouvertures, où a= slnD.
Pour - = nizou esinD = /iX, le facteu
forme -9 mais il est facile de reconnaître o
suivant que les nombres JS n et n sont de même parité ou de parités différentes el, dans tous les cas, R^= N^, comme pour la normale.
Les directions
sinD =: /i e
correspondent à des niaxima principaux de seconde classe. La différence de marche A=f?sinD relative aux points homologues de deux ouvertures voisines est alors un nombre entier de longueurs d^onde; il est évident que les amplitudes des vibrations dues à toutes les ouvertures s'ajoutent.
U ordre d'un maximum principal est donné par le nombre n,
La vibration est nulle pour
On doit en excepter toutefois les valeurs de q qui sont des multiples de N, parce qu'alors le rapport ^ serait un nombre entier
n et l'on retrouverait un maximum principal.
Il y a donc, entre deux maxima principaux, un nombre N — i de minima nuls, pour lesquels le sinus de la déviation D varie comme la suite des nombres entiers à partir de l'unité.
Pour des déviations très petites, ces minima sont équidistants.
On obtiendra enfin des maxima secondaires d'intensité en
égalant à zéro la dérivée du facteur K par rapport a ~> ce qui donne
N cosIN - sin sinl\ -ces - zir o,
En posant - =: x, les valeurs correspondantes de x seront données par les abscisses des points de rencontre des deux courbes
jKi— langa-,
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Depuis la normale jusqu^au premier i à-dire entre les limites jr = o et x = tt, branches OB et O'B' ^fig- 107) inclin rencontre O et O' avec Taxe des x^ \
SI
Fig. 107.
La courbe j.j, tracée sur la figure dan formée d'une série de branches égalemen
des X, aux distances x r^ ^ 7: = -^ - , nu
nima de seconde classe et aux maxima pr
aux droites x -- -^, •
Les points de rencontre () et O' cor principaux que nous avons Irouvés déjà ( in^ne est symétrique par rapport au m deux maxima principaux consécutifs.
Les valeurs de x relatives aux maxima scisses des points M, , Mo. ..., M, , M,,. ... : d'une manière générale par
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la quantité tç étant positive ou négative et d^autanl plus petite que
N le nombre 2 y -f- 1 est plus voisin d'un multiple impair de — •
Les déviations sont données par la relation
elles ne sont pas exactement intermédiaires à celles des minima. I^es valeurs correspondantes du facteur K^ sont
sin*Nj? tanf;*N.r n- tang'jr
siu-.r tang*^ i-f-tang'No'
I -+- \* tang*.r i -+- i, \* — i)sin'jF
Pour sinj: = o, on retrouve R-=N^, c'est-à-dire les maxima principaux. Tant que sin^j? difTère notablement de zéro, les maxima secondaires sont très faibles par rapport aux maxima principaux; ces maxima ont leurs moindres valeurs au milieu de rinlervalle des maxima principaux et augmentent à mesure qu'ils s'en rapprochent. Dans tous les cas, le rapport
des maxima secondaires aux maxima principaux est d'autant plus petit que le nombre N des ouvertures est plus grand, et ces maxima finissent alors par devenir insensibles.
Il peut arriver enfin qu'un maximum principal soit très affaibli, ou môme disparaisse, s'il a lieu dans la même direction qu'un minimum nul de première classe relatif au facteur a.
Avec des rayons oblicjues à l'écran, si le plan d'incidence est parallèle à la ligne des ouvertures et qu'on observe la diffraction dans le même plan, on devra dans tout ce qui précède remplacer
sinD par
. . . ., . D /D A siiu -r- sm/ = o, sui — ces l .
Enfin, lorsque les déviations restent très petites, le champ est encore traversé par une s<*rie de ligues noires perpendiculaires à
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la ligne des ouvertures et à la disi est en raison inverse du nombre des
!234. Ouvertures en réseau de grammes. — Considérons encore tiques disposées suivant deux sjstèi parallèles, de manière que les points C|, C\ , G", , . . . {fig' 108), soient les
Fig. 108.
juxtaposés, et désignons par
CC' = C'C
Cl z:^ Civ-«| — C«| i^i n^ •
les distances successives des points homoL
Si Ton représente par a^ I*aniplitude dans le plan normal Oi par les M| ouvert la d<Wiation D, Tamplitude de la vibrai lignes d'ouvertures parallèles à la premi demment,
A 1= rtj
sin -
dsinD
en posant 0 :^ ait
11 en résulte une série de minima nuls (
sml) 1= ^ - , i\ e
sauf pour les valeurs de q qui sont les mi nent des minima principaux.
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Pour des déviations très faibles, il y aura dans le plan foca) (^g. 109) un système de lignes noires parallèles aux droites C, i'.,
et à la dislance cunstanle ^1 sauf la suppression des lignes qui
correspondent à «y ^= o. N, aN
Vig. 109.
On aura, de même, un autre système de lignes noires parallèles à la droite CC, à lu distance constante ^ — > sauf encore la suppression de celles qui correspondent à des maxima principaux.
Ces deux systèmes détermineront plusieurs espèces de rectangles différents ; le rectangle central est semblable aux rectangles lies ouvertures, les côtés homologues étant perpendiculaires.
Si les directions CC et CC, des deux séries d'ouvertures font
un angle H, le plan focal est encore traversé par deux systèmes de
... , ,. H). RX , ,,
lignes mtires, aux mêmes distances -jr^- et ^ — que précédemment. ° Ne N,»;, ^ "^ '
mais respeclivement perpendiculaires aux directions CC'etCC,.
Le cas de trois ouvertures identiques non en ligne droite se
traiterait dr même comme la diffraction d'un triangle (220).
PENTtS ET STRIES MR tl.LÉI.BS.
235. Deux fentes. ~ Avec deux fentes égales et parallèles, de longueur /, de largeur r/, séparées par un intervalle opaque de largeur d' , la distance des points homologues est e ^^ d -\- d' .
Pour une lumière incidente normale, la différence de phase des vibrations émises par les deux fcnies dans un plan perpendiculaire est
(^/-^rf')sinD _ ^sinD
Uamplitude de la vibration due à l'a
dsin
siin: — r—
'^ dsinu
Famplilude résultante est (231)
SIIITT — ;
A - - •->. fi j— — n— cos
I^s minima sont tous nuls. Ceux de dans les directions
à l'exception de /? = o; ceux de seconde
sinl)*^ — ^
Les maxima de première et de second directions
si ni)', {'?.p — I — tj, sinD.» ^- it/ — •
Si les distances d et d' sont dans le n entiers m et m\ il y a des directions dani (le seconde classe coïncide avec un niinii il suffit qu'on ait
Les maxima de seconde classe d'ordre coïncident avec les nnnima de premièn .)/;/, ... et disparaissent.
En Taisant, par exemple, /;/ r— >. et seconde classe d'ordre T), lo, iT), ... di tombent sur les minima de première class
Deux lignes noires de largeur dj sépai
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donneraient la inème diflraclion que les deux fentes, puisquVlles forment un système complémentaire.
Si chacune des fentes (ou des lignes qui forment écran) n'est pas terminée par des bords rectilignes ou renferme une série d'inégalités, connue serait un trait tracé sur verre, de sorte que les rayons qui émanent des différents points subissent des retards îrréguliers, la diffraction correspondante est changée en diffusion et les interférences de première classe disparaissent. Dans ce cas, chaque fente émet de la lumière dans toutes les directions^ mais, pourvu que les deux fentes restent identiques, les interférences mutuelles ne sont pas supprimées et Ton observe encore les maxima oi les minima de seconde classe.
236. Grand nombre de fentes ou de lignes parallèles à distances inégales. — Avec un grand nombre de fentes (ou de lignes) de diamètres différents, parallèles et à des distances quelconques, l'intensité de la lumière diffractée dans une direction déterminée lîsl la somme des intensités correspondant à chacune des fentes séparément. C'est encore une diffusion.
Si les fentes (ou les lignes), tout en restant parallèles, sont de mémo diamètre et distribuées au hasard, l'intensité de la lumière diffractée est pour chaque direclion proportionnelle au nombre N des ouvertures (ou des lignes) et de même nature que celle d'une seule ouverture; on ne voit alors que les phénomènes de première classe et les maxima prennent beaucoup d'éclat.
Young (*) a proposé d'utiliser celte expérience, sous le nom cVériomètrey pour mesurer le diamètre de fils très minces. Un certain nombre de fils semblables réunis en paquet sont placés sur le trajet de la lumière d'une fente. Les déviations des minima
observés, - -, sont proportionnelles à la longueur d'onde et en
raison inverse du diamètre des fils.
237. Nombre limité de fentes égales et équidistantes, -- Enfin les interférences de seconde classe reparaissent lorsque les fentes parallèles sont égales et équidistantes.
(') YouNfl, Pliit. Trans. L, li. 5., i>io'i, p. i.
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Si Ton remplace l*ampUtude a (222) par sa valeur reliUve t une fente unique, l'amplitude de la vibration résultant de N fentes est
é/sinD . ^. esinD sinir — ; siDiNir — r —
A=/ff
é/sinD . esinD T — r sin ic — s —
On a alors :
i" Ues minima nuls de première et de seconde classe dans les directions
en exceptant pour/> la valeur zéro et pour q les multiples de N: ';t° Des maxima de première classe
sinD;=:(2/>-+-i — ep)^;
W"* Des niaxima secondaires de seconde classe
sinD;=r (2(7^-l-6p)^^; '!" Enfin des maxima principaux
sinD« = n- z^'xn — • •^ e 26
Un maximum principal peut encore disparaître quand les longueurs d et d' des vides et des pleins sont dans le rapport (l«* <leux nombres entiers m et m', c'est-à-dire si Ton a
a e n a -\- a m -h ni
Les maxima principaux dont l'ordre est multiple de(m-r'"' lomhent sur les minima de première classe dont Tordre est multiple; de m.
Lorsque le nombre N des fentes est très grand, les maxima secondaires deviennent insensibles et il n'y a de lumière appréciabU'
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que dans la direction des maxima principaux, pour lesquels l'amplitude est proportionnelle au nombre des ouvertures. Les résultats ne sont pas changés, au moins en dehors de la normale, quand on remplace les ouvertures par des écrans et inversement, c'està-dire quand on permute les pleins et les vides.
Si la distance e reste constante, l'intensité de la lumière diffractée dans une direction déterminée est la même fonction de la largeur des vides ou des pleins. Elle est nulle quand Tune de ces largeurs est égale à zéro et passe par un maximum ou un minimum (généralement un maximum quand les vides sont égaux aux pleins).
Si Ton appelle E la longueur totale Ne de la surface couverte de fentes, on a pour un maximum principal, en remarquant que
. , ^, ÎN^ . rfsini) ^ -, EX . ^sinD A = ih A/ — — ,- SI n 7: — . :rz±i fl : — — sin t: • — .
ou
A =- zi /A — sm/ir - • ^ HT, e
La condition du maximum d'amplitude, en valeur absolue, est
ci . 2p ~h \
Pour le premier maximum principal (/î = i), la condition /?=o ou id:=^ e donnera donc un maximum de lumière.
Toutes choses égales, l'intensité d'un maximum principal, à part les variations du coefficient y, est en raison inverse du carré de l'ordre de ce maximum.
Si la lumière incidente est oblique à Técran, mais dans un plan perpendiculaire aux fentes, et qu'on étudie la diffraction dans le plan d'incidence, on devra encore dans tout ce qui précède remplacer le sinus de la déviation par la somme des sinus des angles d'incidence et de diffraction. On aura ainsi, pour les maxima principaux, par exemple,
n - ^^ sin/ H- sin/', e
et lorsque la déviation D'= /-}- i' est minimum, c'est-à-dire que
3G-2 ClIAPITRB %
l'écran est bissecteur de Tangle des raj clifTractés,
sin — •=r. n — •
Remarquons encore que le denii-angi principal peut être considéré comme successifs de seconde classe.
Kn appelant £*' et £^ les angles de difFrai le cas de Tincidence oblique, on a
Ne ~ E
sini" — sine'^i a ca
et, comme les angles i' et i^ sont 1res pe
E cos C
Pour rincidence normale, cet angle cosinus de la déviation
En couvrant un objectif par un syst é(|uidistantes, Tangle de pénétration rela et une déviation assex faible est donc le i ivclangulaire de même larj^eiir (218'.
Si Ton opère au mininuun de dévialio
et l'angle i" — i^ est plus petit que pour 1
Si Ton dispose récrau de manière que
normale, Tanglc /' est nul et Tangle de p
ce sont les condilioiis les plus avaiilai^eu
238. Définition des rcsraux. - Vvix dilVérentes lois par exp<Tienee, appelai un ensemble d'ouvertures ou de traits pg même distanee; on a adopté en France le(|uel il a été désigné par Habinet.
Les inlerférenees de seconde classe s'c
DIFFRACTION. 363
les fentes sont irrégulières ou qu'on les remplace par des traits opaques de nature quelconque, pourvu que ces traits et fentes soient identiques entre eux, parallèles et équidistants. La diflraclion de première classe relative à chacune des ouvertures pourra être une simple diffusion, mais on retrouvera tous les effets de seconde classe et en particulier les maxima principaux.
La propriété la plus remarquable des réseaux consiste en ce que les maxima principaux restent seuls lorsque le nombre des ouvertures est un peu grand. Si donc on prend pour source de lumière une fente parallèle aux traits, les différentes lumières homogènes qui la constituent éprouveront pour les maxima principaux des déviations différentes. On obtiendra alors dans le plan focal de Tobjeclif (ou au foyer conjugué de la fente si elle n'est pas très éloignée) une série de spectres purs, pour lesquels la déviation croît avec la longueur d'onde. Avec la lumière solaire et des réseaux assez lins, on pourra distinguer dans ces spectres les raies obscures de Fraunhofer, comme dans les spectres de réfraction, et eu mesurer les déviations avec une grande exactitude, puisque la perfection des images est de même ordre dans les deux cas.
On obtient un réseau, soit en traçant des traits parallèles au diamant sur une lame de verre, soit en enlevant dans une couche métallique mince déposée sur verre une série de filets parallèles, soit en traçant des traits sur une surface métallique polie. Dansée dernier cas, les phénomènes de diffraction s'aperçoivent comme de la lumière réfléchie. On les voit d'ailleurs aussi par réflexion sur une lame de verre striée ou sur une surface quelconque, opaque ou transparente, qui porte des traits équidistants.
Un certain nombre d'objets naturels produisent, avec plus ou moins de perfection, le phénomène des réseaux. Telles sont les stries transversales des muscles dans les vertébrés. Les plumes de quelques oiseaux ou les ailes des papillons doivent aussi la vivacité de leurs couleurs à la régularité et au grand nombre de stries parallèles dont elles sont sillonnées.
La diffraction dans les réseaux a une importance capitale pour la mesure des longueurs d'onde et l'analyse spectrale de la lumière : nous Texaminerons à part avec plus de détails, par une méthode un peu différente.
Des réseaux.
239. Ondes para géniques, — Lorsqu'un réseau est formé d'un très grand nombre de traits, ia diffraction a lieu presque uniquement dans la direction des maxima principaux. II se forme alors de véritables ondes latérales, ou onàes para géniques, dont on peut déterminer les lois directement par une méthode ingénieuse due à Babinet (*), et qu'il est facile de généraliser.
Supposons qu'une surface plane, qui porte un grand nombre de traits parallèles identiques et équidistants, soit éclairée par delà lumière normale. La diffraction n'est sensible que dans un plan perpendiculaire aux traits, puisque dans toute autre direction la diffraction est nulle pour chaque ouverture séparément. Soient C, C|, Câ, . .. {fig- iio) les points homologues des fentes suc-
Fig. 110.
cessives dans le plan principal. Tous ces points peuvent élre considérés comme des centres d'ébranlement à vibrations concordantes; ils produisent chacun une série d'ondes sphériques.
Pour une droite OP telle que la différence des chemins successifs CM, C,M,, C2M2, ... soit d'un nombre entier «). de longueurs d'onde, les vibrations émises respectivement aux point'^ M, M,, M2, ... par les ouvertures C, Ci, C2, ... sont concordantes; l'ensemble de ces vibrations constitue une onde paragénique. Cette formation d'ondes régulières par l'enveloppe de> ondes éléinonlaires concordantes qui proviennent des ouvertures successives à diverses époques est tout à fait analogue à la formation des ondes réfléchies ou réfractées par l'enveloppe des ondes
C) Babinet, Ann. de Cliim. et de Pkys., [2], t. XL, p. 178; 1829. Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, l. LVI, p. 4»» » i863.
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élémentaires correspondant à la même époque et qui proviennent des difTérents points de la surface de séparation de deux milieux.
En réalité, les ondes émises par les différentes fentes sont cylindriques et Tonde paragénique P est un plan enveloppe des ondes cylindriques correspondant aux époques
/, t-h/iTy /-i-2/^T, ....
En appelant e Tintervalle des points homologues de deux fentes, la déviation D correspondant à Tonde paragénique d*ordre n est donnée par la relation
G, M, -CM n\
sinD 1=
CC| e
Le facteur n peut prendre toutes les valeurs entières, positives ou négatives, inférieures à r •
La valeur n =o correspond à la propagation directe.
Pour toute autre direction, il y aura entre les vibrations émises parles différentes ouvertures interférence d^autantplus complète que le nombre des traits du réseau est plus grand.
Lorsque la lumière incidente est oblique et dans le plan principal, il n'y a encore de diffraction sensible que dans ce plan.
Les ondes incidentes P (Jig' m) donnent des ondes paragéniques P, définies par la condition que les vibrations des points M', M',, Mj, ... produites respectivement par les ouvertures C, C|, C2, ... soient concordantes, c'est-à-dire que les chemins successifs MCM', MiC^M',, ... diffèrent d'un nombre entier n de longueurs d'onde.
En appelant i Tangle d'incidence et T Tangle de diffraction, il en résulte
(1) /iX =z é;(sini H- sinf ).
Cette équation exprime une loi particulière de formation des ondes, qu'on peut appeler loi de paragénie et qui est analogue aux lois de réflexion ou de réfraction.
La déviation du rayon diffractè est
Elle est minimum, conformément à la i
quand le plan du réseau est bissecteur de V
et diffracté.
rig. III.
Enfin, quand le rayon incident est obli
condition ,3 r- ,3,-i ^3=: o (209,5^) mont
est une des génératrices d'un cône; en ap
des rayons incident et diffracté avec le
plan principal, la direction des ondes pan
la condition
n'kz-r{s'inji— siny,
210. Réseaux tracés sur des surface étendre la loi de parâgénie, comme les lois fraclion, au ras où la source de lumière esl où \r réseau est tracé sur une surlace cou
Soit S (Jig* I I '2) la source de luniirre,!
li;;. II».
lace du réseau par un plan peîrpondiculaii la source; C, C,, C^, ... les points hoinolo sives, leur dislance constanle c étant sup l'onde sphérique incidente cpii passe par paragénique d'ordre n. La condition
M^G, C,M; - ni
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donne encore, à des infiniment petits près négligeables,
/< X — : e ( sin z -+- sin i' ) .
La loi de paragénie est donc indépendante de la forme des ondes incidentes et de la surface du réseau.
Pour obtenir Timage S' virtuelle ou réelle de la source par difiractioD (^fig» 1 13), appelons i et * -h rfi, /' et l'-f-rfi', les angles d'incidence et de diffraction relatifs à deux rayons voisins SM et SM', p et p' les distances SM et S' M de la source et de son image, R le rayon de courbure OM de la courbe S.
Kig. ii3.
La loi de paragénie donne d'abord
ces i rii -h ces i' di' - o.
Soient a, i! et jS les angles MSM\ MS'M' et MOM'; les triangles SDM et ODM', S'D'M' et OD'M, donnent
r- i — ^ — i -i- dt
ou
di
? -f- i' -_- a' -f- C 4- di'
ou
di' -^
On en déduit, en substituant dans l'équation précédente,
a cos / — 1' cos /' 1^ Ô ( cos / — ros i' ) .
D'autre part, on a, par les triangles SMM', OIVIM' et S' M M',
pa ^rr. MM' cos i — H p cos /', p'a'i--. MM'cosf'r: R?cos£';
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par suite
COS*/ COS*l' COSI-
L'image S' correspond en rëalilë à une laire au plan de diffraction.
Quelques cas particuliers sont dignes
I® Quand / = i', le réseau est au mini ronde paragénique considérée et Ton a | par diffraction est à la même distance c comme pour les prismes au minimum de
Si la surface du réseau est cylindrique parallèles aux génératrices du cylindre, située dans le plan de diffraction, se tro distance que la source, car tous les rayonj points d'une même fente sont dans les méi s^étaient réfléchis sur une surface plane ps
Dans le cas de la déviation minimum, étant superposées se réduisent alors à un | tées sont sphériques et le réseau se compo aplanétique par réflexion ou réfraction. A gène, le réseau donnerait donc des images lion qu'un objectif ou un miroir aplanétiqu limitée par une ouverture rectangulaire de le réseau.
a° Quand p = Rcos/, il en résulte p' = alors sur une circonférence ayant pour diai se trouve sur la même circonférence.
Si Ton a p^Rcos/, il en résulte p'ORco image S' sont donc en même temps exléri cette circonférence.
3" Avec des réseaux tracés sur une surfa a simplement
La diffraction par réflexion conduit e> résultats, à la seule condition de remplace par les rayons réfléchis n'gulièremenl.
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La déviation D' des rayons paragéniques étant comptée à partir de la direction des rayons réfléchis régulièrement, on a aussi D'= l'-h i' ' Elle est minimum quand /= i', c'est-à-dire quand les rayons paragéniques reviennent sur la direction même des rayons incidents et en sens contraire.
L'image est à la même distance que la source et, par conséquent, superposée à la source elle-même quand le réseau est au minimum de déviation.
Si le réseau est tracé sur une surface courbe et que la source soîl sur la circonférence ayant pour diamètre le rayon de courbure, rimage de diffraction se trouvera sur la même circonférence.
M. Rowland ( * ) a utilisé cette propriété remarquable en traçant les réseaux sur des miroirs métalliques concaves. On obtient alors des images réelles sans que les rayons aient à traverser des objectifs où ils peuvent être absorbés en grande partie par les milieux réfringents.
211. Détermination des longueurs cT onde. — Quand on observe la diffraction par un réseau des rayons qui proviennent d'un point, ou plutôt d'une fente étroite parallèle aux traits, chacune des lumières homogènes émises par la source éprouve une dévialion particulière qui ne dépend que de sa longueur d'onde et de la distance e des traits du réseau. Avec une lunette pointée sur l'image de diffraction, ou obtient une série de spectres d'autant plus purs que la fente est plus étroite et le réseau plus large, et dans lesquels la déviation va croissant du violet au rouge. Pour la lumière blanche, le spectre de premier ordre est presque complètement isolé, mais les spectres suivants empiètent l'un sur l'autre. En effet, les longueurs d'onde extrêmes du violet et du rouge, ).i et )>2> sont à peu près dans le rapport de i à 2. La déviation du premier maximum pour le rouge, de longueur d'onde A2> est également celle du second maximum pour la longueur
d'onde -^ ^ c'est-à-dire pour le violet. Le second spectre de lumière
visible commence donc aussitôt après le premier, mais la déviation
(') Il.-A. Rowland, Amer. Journ. of Science, vol. XXV, p. 87; i883. — Mas- CAiiT, Journal de Physique, [2], t. II, p. 5; i883.
<iu second maximum pour le rouge, qui ci de marche 9.).2, est plus jurande que la maximum pour le violel, qui correspond 1 plus petite 3 Ai- L'empiétement des spect en plus grand.
Ou peut les séparer les uns des autres, hofer, en les observant au travers d'un parallèle au plan de difFraction. Ce prism rayons superposés au même point et Toe spectres obliques au plan de diffraction, d par le prisme est plus grande pour le viol
On obtiendrait également ces spectres lentille en plaçant un écran au foyer conjt fraction.
Avec les réseaux concaves de M. Kowh meraient, sans le secours d'aucun appareil situé au fover conjugué du réseau lui-méu:
L'emploi des réseaux fournit la mélho« comparer ou déterminer en valeurs absolu de lumières bien définies, telles que les raie discontinu ou les rairs noires du spectre si
Si lo réseau est placé dans une direction aux ra>ons incidents, la lon;^ueur d'onde sera donnée par Técpiation
~ (siiw -r sin i ) — - \ sin i ■
L'ordre n du s|>cclre est connu sans dit par expérience, l'angle d'inci<lenc<^ / par 1' les rayons directs a\ee les ra\ons réiléchis à la déviation IJ', on la mesure à partir d< partir des rayons réllécliis régulièrement, : est didractée par transmission ou par réile?
L'intervalle e de deux traits sera donne», ( E qui existe entre le premier et le - _\ - i V N^ -- E, mais il n'est pas nécessaire de . <|uand on veut faire seulement des mesures
Si le réseau est normal aux ravons incidt
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fraclés, on a simplemenl
(^"l À ^ — si ri D.
On vérifiera, par exemple, que le réseau est normal aux rajons incidents lorsque la bissectrice des rajons de même ordre, diffractés à droite et à gauche, coïncide avec la direction des rayons incidents. Dans tous les cas, la moitié de Tangle de ces deux rayons donne la valeur de D avec plus d'exactitude, les erreurs de réglage se trouvant éliminées.
Enfin, dans le cas du minimum de déviation,
A =1 — sm ■ — j n 2
ol Ton déterminera encore la valeur de D' par la moitié de l'angle formé par les déviations minima à droite et à gauche de rayons diffractés de même ordre.
L'angle d'incidence i restant invariable, le changement de longueur d'onde cÙ^ qui correspond à une variation dt de l'angle de diffraction est
d\ -^ - cosi' di'.
La variation de longueur d'onde cO. est proportionnelle à la variation di' au moins dans une petite étendue angulaire. Le facteur
— cos/' est maximum pour i' = o et il reste sensiblement constant,
même pour des valeurs notables de i' positives ou négatives.
Quand le réseau est normal aux rayons diffractés, le spectre obtenu jouit donc de la propriété que la distance des raies correspondant aux différentes lumières homogènes est proportionnelle à la différence de leurs longueurs d'onde. Si l'on reproduit par la photogra[)hie l'image obtenue au foyer d'un objectif, ou l'image directe des réseaux concaves, on obtiendra donc un spectre normai dans une grande étendue, de |)art et d'autre du rayon cjui était perpendiculaire au réseau.
La relation
di'. —^,dl
c cos l
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montre que, pour une variation déterminée de longueur d^ondeja variation angulaire est proportionnelle à Tordre n du spectre el en raison inverse de cost'. Comme Tangle de pénétration est minimum pour /'= o, il y a doublement avantage à disposer le réseau normalement aux rayons difiVactés.
Enfin, sauf le cas de réseaux plans et pour la déviation minimum, la seconde ligne focale du faisceau difTracté n'est pas généralement à la même distance que la première. Les bords du spectre ne sont donc pas nettement définis quand on a mis au point le mieux possible sur les raies elles-mêmes.
242. Réseaux à traits courbes, — Supposons qu'un réseau soii formé de traits courbes équidistants, c'est-à-dire par une série de circonférences concentriques, ou de courbes parallèles équidistantes qui auraient même développée.
Les points C, Ci , C2, ... {fig* 1 14) correspondants des courbes
Fig. 114.
successives sur une même normale se comportent comme s'ils a|)partenaient à des traits rectilignes parallèles et donnent, dans un plan normal aux traits, des rayons diffraclés soumis à la loi générale de para^énie (1).
Il est facile de voir que la diffraction n'est pas sensible dans toute autre direction, parce qu'il y a interférence entre les ravon? émis par les différents points d'une même fente.
Avec une lumière incidente normale et des traits circulaires concentriques, on obtiendra dans le plan focal principal de la lunette d'observation une série de cercles concentriques dêfio'^ pnr la condition (4). Les rayons p de ces cercles seront
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Les distances successives des anneaux, obtenus avec des réseaux circulaires sont donc les mêmes que pour les images des réseaux à traits rectilignes.
Lorsque les traits forment une série de courbes à centre, homoihéliques par rapport à leur centre commun, et telles que le rapport de similitude à Tune d'elles varie d'une quantité constante pour les courbes successives, toutes ces courbes seront parallèles et à la même distance aux différents points de rencontre d'un même ravon vecteur. En appelant c la distance des tangentes en ces points et supposant la lumière incidente normale au plan du réseau, le rayon vecteur p de la courbe obtenu dans le plan focal de la lunette d'observation sera encore déterminé par la même condition (5) que s'il s'agissait de traits rectilignes à la même distance e.
Les courbes ainsi obtenues sont polaires réciproques de celles des traits du réseau.
En particulier, si les traits sont des ellipses, les anneaux de diffraction forment des ellipses semblables dont les côtés liomolo- *^iies sont à angle droit avec ceux des traits du réseau.
C'est une propriété analogue à celle qui a été établie pour la diffraction des ouvertures elliptiques (217).
24»J. Hésc.aux à intervaUes variables, — La direction des rayons paragéiiiques est indépendante de la largeur et de la nature lies traits qui constituent le réseau, à la seule condition que les traits successifs aient la même forme et soient rigoureusement cquidistants.
Il arrive cependant dans certains réseaux (*) que les images ne se trouvent pas aux distances trouvées précédemmentet même qu'il se produit plusieurs images distinctes, très voisines les unes des autres et à des distances différentes. Un réseau de Noberl, par exemple, éclairé par des ondes planes incidentes, donnait pour chaque ordre de diffraction trois images différentes, l'une correspondant à des ondes planes, l'autre à des ondes convergentes et la troisième à des ondes divergentes. En observant avec une lunette
(') Mascart, Ann. de i'Éc. JVorm. sup., t. I, p. 250; i864
on pouvait, par un déplacement convenable de Toculaire, obtenir une image nette au foyer principal et deux autres images correspondant à des déviations un peu différentes, Tune en avant et Tautre en arrière du foyer. La position de ces deux images était la même que si Ton avait placé devant Tobjectif une lentille convergente ou divergente d'une même longueur focale f, M. Cornu (' i a montré que ces changements de foyer sont dus à des variations périodiques dans la distance des traits du réseau.
Supposons, en effet, que, dans un réseau à traits rectiligaes tracé sur une surface plane, la distance des traits varie d'une manière continue, et que i soit Tangle d^incidence.
Si Tintervalle des traits est e dans le voisinage d'un point M (^fig* Il 5), situé à la distance x d'un point fixe, Tangle de dif-
fraction /' est dédni par l'équation (i ) qui donne
sin i' T^ n sin^
Au point M', situé à la distance x -h rf.r, Tanglc de diflraclioii
est /' -h di! ^zi=. i' -\- - dx et l'on a
ax
cos £*' di' :=z n\d - de.
Kn appelant y la distance MO du point de concours des ra>ons
(') Coii.xr, Assoc. franc, pour l'avancement des Sciences; Nantes, 1877, P- ''T''-
DIFFRACTION. 375
MO et M'O, le tiian^He MM'O donne
(Ix cos i' — frfi' ;
I — /^X ffe nX de
f it*' oos^ i' dx {n\ — e sin £ )* — e* dx
Pour un petit intervalle MM', le réseau agit donc sur la lumière diffraclée comme une lentille dont la longueur focale / satisferait à l'équation qui précède.
Si la distance c varie d'une manière continue dans toute Télondne du réseau, les rayons paragéniques de même ordre provenant des difl'érents points forment ainsi une caustique analogue aux caustiques de réflexion et de réfraction.
Pour rincidence normale, on a simplement
n X de
f ' nn-'-^e^ dx vi, pour le minimum de déviation,
I n X de
Les traits du réseau S(î reproduisent généralement d'une manière périodique, à cause des défauts de la vis micrométrîque qui a servi pour le tracé, lesquels sont périodiques par le mode même <le construction.
Si les traits ainsi obtenus sont de trois espèces, les uns équidistants, correspondante! une fraction de tour régulière pour le pas de vis, les autres de distance décroissante, les derniers de distance croissante suivant une autre loi, on aura donc, avec un faisceau incident des rayons parallèles, trois images : Tune régulière, correspondant à des rayons difiractés parallèles, la seconde i'ormée par des rayons convergents à la distance y, la troisième par des rayons divergents de la distance f .
De l'autre coté des rayons incidents et pour le spectre de même ordre, la dislance f correspond à des rayons convergents et la distance f à des rayons divergents; enlin la même dyssymétrie se reproduira pour les rayons dilfractés par réflexion. Tous ces
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changenienls de fover seroni sjmétrîques par rapport au plan du réseau ; c'est précisément le cas du réseau cité de Nobert.
I/obser\'ation des réseaux tracés à l'aide d'une machine à diviser fournit ainsi le moyen le plus délicat pour constater les défauts de construction de la vis.
Comptons la distance .r du point M à partir du pied P de la perpendiculaire OP = ^ abaissée du point O sur le plan du réseau. Pour <|ue tous les rayons paragéniques de même ordre aboutissent au point O, il faut qu'on ait
xrzLa tang/'
ou
dx
dV
sini cos<
ce qui donne, pour Tincidence normale,
dx
ede
On peut remarquer directement que les vibrations émises pr les fentes successives C, (i^. . . . , C;, {fiS' 1 16) sont concordantes
iMg. I ifi.
au point O si les chemins des rayons correspondants augmenlcnl successivement de //A.
Considérons seuleinenl le cas de Tincidence normale. En apno-
liint .r, .r, Vp les distances du point P aux fentes C, C,, ...,C;,,
et fp la dislanc(» OC^, on a
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Si la distance f n'esl pas très petite, le dernier facteur ne diffère pas sensiblement de l'unité et Ton peut écrire, avec une grande
approximation,
j?J — x*z=.2nfp\.
La difTércnce des carrés des distances au point P de deux fentes successives est donc une quantité constante A* et la longueur focale /, exprimée en fonction de cette quantité, est
2/iX aesinD
r^es distances j:^, varient alors comme les diamètres des anneaux
A* de Newton. Le facteur /sinD=: — étant constant, les rayons
«JiflTractés donnent sur une môme droite PO normale au plan du réseau une série d'images pour lesquelles les inverses de la distance f au même point du réseau varient comme la suite des nombres entiers.
Lorsque les déviations D sont très petites, les distances a de ces images au plan du réseau varient suivant la même loi.
214. — Supposons enfin qu'avec le même réseau les rayons incidents émanent d'une source S {fig* 117) située sur la normale au point P à la distance cp du point C. Les rayons paragéniques d'ordre n sont encore concordants au point S', [)Our lequel on a
(?/>—?) -^-^?/>— ?')—''/' >- Les relations
?/,— ?'= ?i'—?'*—^' — ^* = /?^^ donnent, au même degré d'approximation que précédemment,
11 en résulte
I ^nl I
Les distances f et '^'sont donc conjuguées, comme les distances
d^un objel el de son image à un objectif dont la longueur focale serait égîile à/.
Lorsque les déviations sont très faibles, on a aussi
Fig. 117.
Les mêmes propriétés s'appliquent aux réseaux à traits courbes. Avec des traits circulaires concentriques au point P et tels que leurs rayons successifs x^ Xxy . . , ^ Xp varient comme les distances des traits rectilignes considérés précédemment, les rayons paragéniqucs d'ordre /i, pour Tincidencc normale, seraient concordants sur une perpendiculaire au réseau à la distance
flr r^ / COS i' =: r COS D.
Dans le cas actuel, ce point de concours est même une imag<' véritable et non plus une ligne focale.
Pour des déviations très faibles, on aurait sur la droite PS' une série d'images dont les inverses des distances au plan du réseau seraient entre elles comme les nombres entiers consécutifs.
Enfin, en plaçant la source de lumière à une distance h du réseau, sur la normale passant par le centre des traits, Tiniage se trouverait à la distance conjuguée b' .
Pour les points situés sur la normale passant par le centre des traits circulaires, le réseau se comporte donc comme un système
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optique qui posséderail plusieurs longueurs focales différentes a liées parla relation
La même propriété s'appliquerait à des rayons extrêmement peu écartés de la normale, mais les images ne tarderaient pas à devenir in oins régulières.
245. — D'une manière plus générale, supposons qu'ow se donne une ligne plane quelconque L qui soit le point de concours des images paragéniques d'ordre n dans un réseau plan parallèle à cette ligne, que Ton éclaire sous Tincidence normale, et proposonsnous de trouver la forme des traits.
Imaginons que Ton construise une série de surfaces-canal, à sections droites circulaires, ayant pour directrice commune la ligne L et pour rayons successifs fj / -h n')^, / -h ^ fi\ ...,/-f- /?/<)». L'intersection de ces différentes surfaces par le plan du réseau détermine une série de lignes /, /«, l^. . . ., Ipj parallèles à L, qui représentent le tracé des traits.
En effet, les vibrations émises dans des directions normales aux traits sont concordantes sur la ligne L, puisque les différences de marche successives sont d'un nombre entier de lonfirueur d'onde n\. La différence des carrés des distances de ces lignes successives à la projection de la ligne L sur le plan du réseau est une quantité constante A- 1:= 2//^.
Si la ligne Lest une droite, les surfaces-canal sont des cylindres concentriques, et l'on retrouve le cas des traits parallèles à distances inégales. Si cette ligne se réduit à un point, les surfacescanal sont des sphères concentriques; c'est le cas des traits circulaires concentriques.
Si la ligne L est un cercle, les surfaces-canal sont celles de tores avant même directrice. I^es traits sont alors des circonférenées concentriques ayant pour centre la projection du centre du tore sur le plan du réseau.
La ligne L étant une ellipse, les traits seraient de même, des ellipses semblables concentri(|ues à sa projection, etc.
On pourrait encore étendre ces considérations aux cas d'une incidence oblique sur des réseaux plans ou même aux réseaux
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tracés sur des surfaces courbes, mais les résultats deviendraient très complexes sans présenter un intérêt en rapport avec la diflicaké de les vérifier par expérience.
246. Réseaux croisés. — Le problème des écrans successifs (199) est beaucoup plus simple dans le cas des ondes planes, lorsque les écrans ou les ouvertures sont situés sur différents systèmes de surfaces planes.
On doiki, en effet, considérer la lumière qui a traversé un premier système d'ouvertures comme formant une série d'ondes planes d'intensités et de directions différentes; chacun de ces groupes d'ondes planes, en traversant un second système d'ouvertures, se comporte comme de la lumière fournie par une source de nature quelconque et la diffraction qu'il y subit ne dépend que de sa direction par rapport au nouveau système; on continuera ainsi de proche en proche.
Le problème pourra présenter des difficultés d'analyse, surtout si les plans des ouvertures ne sont pas parallèles entre eux, mais il suffira d'appliquer successivement les calculs aux différents groupes d'ondes planes dont on suivra les transformations. Toutefois, il est nécessaire que chaque système d'ouvertures soit entièrement couvert parla lumière qui provient du précédent flans la direction que l'on considère.
Supposons, par exemple, que deux réseaux par transmission à traits recliligues, dont les distances des traits sont respectivement c et r', soient placés dans des ]>lans parallèles, mais de manière que les directions des traits fassent un angle H,
Avec une lumière incidente normale, le premier réseau donne une série d'ondes paragéniques dont l'angle de déviation i dans le plan principal est défini par la condition
ni
e smi.
Pour chacun des groupes, cet angle i est l'angle d'incidence sur le second réseau; les rayons ])aragéniques correspondants sont déviés dans le nouveau plan principal et font avec la normale des angles /' qui satisfont à la condition
n'X -=- e'(sin£ -h siu/').
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Si 'Zf el 'J sont les fractions de lumière transmise clans les deux cas, l'intensité de la lumière finale est une fraction (p'V de l'intensité primitive.
Lorsque les déviations i et i! restent très petites, toutes les images sont distribuées dans le plan focal de la lunette d'observation aux sommets d'un réseau de parallélogrammes dont les côtés, respectivement parallèles aux plans principaux des deux ré-
seaux, ont pour longueurs - et -, •
Les images situées sur les deux lignes qui passent par la normale, c'est-à-dire par l'image directe, sont naturellement plus intenses et l'éclat diminue graduellement sur celles qui ont été plus écartées par l'une ou l'autre des deux dilTractions.
Dans le cas des déviations très faibles, l'Image des rayons paragéniques émanés primitivement d'un point situé à une distance finie est sensiblement aplanétique. Si la source est limitée par un contour de forme quelconque, on obtiendra donc, dans le plan focal conjugué de la source, une série d'images de même forme disposées aux sommets d'un réseau de parallélogrammes, et dont les dimensions relatives à chaque couleur sont proportionnelles à la longueur d'onde.
Lorsque les réseaux sont identiques, les images sont situées aux sommets d'un réseau de losanges et celles qui ont subi deux fois le même ordre de paragénie se trouvent sur la bissectrice de l'angle des réseaux.
Enfin, quand on opère avec la lumière blanche, la superposition des images relatives à toutes les couleurs forme dans le plan focal une série de spectres plus ou moins purs, suivant les dimensions de la source, et qui sont tous orientés sur des droites passant par l'image directe.
Avec des réseaux au cinquantième de millimètre, par exemple, et en prenant comme source de lumière une ouverture circulaire vivement éclairée, on peut ainsi réaliser une des expériences d'Optique les plus brillantes.
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î2i7. Théorie de Descartes. — Les goulles d'eau suspendues dans l'air pendant la pluie sont gënéralement assez grosses pour donner lieu à des réfraclions ou des réflexions régulières. Si elles sont éclairées par le Soleil, les rayons réfléchis une ou plusieurs fois dans Tintérieur des gouttes ne peuvent émerger indifTëremmenl dans toutes les directions; le nuage paraît ainsi plus lumineux sur certaines régions. Comme la direction limite des rayons réfléchis varie avec la longueur d'onde, le bord de la région brillante est irisé des couleurs du spectre et forme Varc-en-cieL Celle explication très ancienne a été complétée par Descartes (*), quia rendu compte de la distribution des couleurs, et par Newton ('). qui a calculé la déviation des arcs. Il est nécessaire d'en indiquer d'abord les conséquences avant d'examiner la dinraction qui intervient dans le phénomène.
Supposons qu'une sphère de substance réfringente soit éclairée par un système d'ondes planes. Le rayon S© A {Jig- 1 18) dirigé vers
Fig. ii8.
Si-
bt
le centre O de la sphère, et qui subit un nombre quelconque dv réflexions intérieures en A| et en A avant de sortir de la sphère, é'inerge, soit dans la direction primitive, soit en sens contraire, suivant que le nombre des réflexions est pair ou impair.
(') J>i:s(:aiitls, Les nic'tcorcs, iJiscoui'ïj huitième; i-oydc, i(».'>s. {') Nkwton, Optics, Part II, Trop. |\; i-yr)',.
Pour un rayon SM dont l'angle d'incidence csl i cl Tangle de réfraclion r, le ravon réfracté MN fait le même angle /• avec la normale au point N, le rayon réfléchi NP tombe encore sous le même angle au point P et il en sera ainsi pour toutes les réflexions successives. Ce rayon, tel que I^S|, émergera finalement sous l'angle primitif /. Comme on l'a vu dans le eas des prismes (71), la rotalion du rayon est i — /* pour chacune des réfractions à l'entrée et à la sortie; elle est de t: — ir pour chacune des réflexions intérieures, de sorte que, s'il y a k réflexions successives, la rotation totale, ou la déviation D à partir du prolongement des rayons primitifs, est
(i) D z=L 7.{i — r) -h k{T. - 3/) - At: h 21— 2(k -+- i)r,
248. Rayous ejficaces. — En posant k •+■ 1 ==/> et appelant n l'indice de réfraction de la sphère, le changement de déviation rfD, relatif à une variation rti de l'angle d'incidence, est
( 2 ) c/D :r- 2 ( cii — pdr) ^^2\ \ — I di.
\ ' ncosrj
La déviation passe par un minimum, correspondant aux rayons qu'on appelle ejficaces, quand les angles d'incidence et de réfraction I et R satisfont à la condition
( ,i ) p ces I z^ n CCS R - _ y//t' — sin* I,
(|iii donne
f>- — //' ti^ — I />* . - /j*
Cette condition correspond à un minimum, car la dérivée se conde de la déviation
é/r ai' ncoar //'ces*/'
est toujours positive; sa valeur relative aux rayons efficaces est
/ ^* D \ //» _ I si n I p-—\ , />* - I / p^~ ~/r-
\di^Ji />* CdsM P' " P \ '' I
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L'angle I n'est réel que s\ p> n ouk^ n — i . Avec le diamaoU dont l'indice est supérieur à 2, il faudrait au moins deux réllexions intérieures.
La dé\iation minimum est
(5) Djt-^Ar.-^ 2{\-~pR)
et, si l'on appelle r^ l'angle de réfraction limite défini par la condition /^sinr„= 1, la déviation relative aux rayons tangents à la sphère, auquel cas l'angle 21 est égal à t:, est
(6) Do — /?(?: — 2rg).
219. Dispersion. — l^our étudier la manière dont la direction (les rayons efficaces varie avec la couleur, on doit considérer la déviation minimum Da comme une fonction de l'indice de réfraclion. Les équations (5) et (3), jointes à la relation sinl = n sinR, donnent alors
dDf,— 2{dl --pdR),
p sin I d\ "z II sin R dK — cos R dn^
ces I d\ :~ n cos R dR -^ sin R dn ; il en résulte
dl)i .îsinR o. -i n» — fi^
-r- — .- — - tangl — - i / -^^
(i/t cosi n II Y //* — I
Colle c\i)ressioii élaiit positive, la déviation minimum croîl avec l'indice de réfraction 5 elle est donc plus grande pour le \iolcl que pour le rouge et Tespace plus éclairé sur le nuage paraîtra bordé (ruue bande rouge.
250. l)istributi(Ui de la lumière. — Si Ton appelle a le rayon (le la sphère, x la dislance a sin/ des deux rayons SM et S<^A, d^i l'angle do deux |)lans inliniment voisins passant par la droite S^A, () la (pianlilé de lunu(''re (pu correspond à l'unité de surface des ondes incidentes, la quant itc de lumière qui tombe sur un élément de la surface s|)héri(pie au voisinage du point M peut étnreprésentée |)ar
i)d^x d.v ■— (^ it^ii' sin / eosi di.
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A part raflaiblissemenl d'intensité dû aux réfractions et aux réflexions intérieures, cette quantité de lumière dans le voisinage du rayon réfracté PS| est distribuée dans l'angle — rfDrfO. La quantité de lumière relative à l'unité d'angle, ou la clarté de la région observée, est proportionnelle au nombre des gouttes qui interviennent dans le phénomène et à l'expression
„ ^ ^%\nico%idi ^a} sin2/*
— ûfD ^ ^ p CCS i
n ces r
Toutes choses égales, l'éclat du nuage à ce point de vue est proportionnel au nombre des gouttes et à leur surface, c'est-à-dire à la surface totale de la nappe liquide utilisée.
Il est à remarquer que Téclat est nul pour sin2i = o, c'està-dire pour les rayons dirigés primitivement vers le centre des gouttes ou qui leur sont tangents.
L'éclat croît très rapidement, au contraire, au voisinage des
ravons efficaces où le rapport ^ se rapproche de l'unité. La
valeur infinie donnée par le calcul pour les rayons efficaces montre que le phénomène est alors d'une nature toute différente, comme on le verra plus loin.
Néanmoins il existe dans cette région une bande lumineuse très brillante. Si l'on tient compte de l'angle apparent du Soleil, qui modifie la direction des différents systèmes d'ondes incidentes, on voit que l'angle apparent de cette bande est supérieur à celui du Soleil. Les différentes couleurs seront donc juxtaposées en empiétant l'une sur l'autre.
251. Arcs de différents ordres, — Si l'on s'en tient à ce premier mode de raisonnement, on peut déterminer la position des arcs de différents ordres, c'est-à-dire des arcs qui correspondent à un nombre croissant de réflexions intérieures.
Tous ces arcs paraissent évidemment circulaires, puisqu'ils sont déterminés par des droites qui font un angle constant avec la direction des rayons solaires.
L'arc de premier ordre correspond à A' = i ou/? = 2. Les indices de réfraction de l'eau relatifs aux principales raies du spectre, pour M. — I. i5
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une température voisine de 1 5®, sont
1,33 17 i,33'i6 1,3343 1,3364 On en déduit, pour les rayons edicacest
Ri-
Cet arc se montre donc àl^opposédu î D'=7r — D| est de 42"i8' pour le rou violet. Le rouge paraît à l'extérieur de 1 sion est de i**55' ou environ î«".
L'arc de second ordre correspond à k :
Comme la déviation est plus jurande ficaces proviennent de rayons |)rimitifs qi partie inférieure de la goutte. La déviali» 9,^0°, l'arc paraît encore à roi)posé du So !)"= Do — TT, est de 50". '^4' pour le rouj violet, de sorte que la dispersion atteint 3 second ordre est beaucoup moindre que que la dispersion est [)resqne doublée et très affaiblis par les doux réflexions.
I^a disposition apparente des couleurs es j)araît à Tintérieiir de 1 arc et le violet à des deux ares dessine sur le nuage unezor de largeur, dans laquelle les gouttes ne pei Tobservaleur aucune lumière avant subi i intérieures.
Les arcs de troisième et de quatrième des déviations de 3 18*^ et de io4'\ c'est-à-c font respectivement avec le Soleil des angle
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et de 4o4" — 36o°-=44**' Les gouttes doivent alors être situées entre le Soleil et Tobservaleur; il faut une pluie particulièrement rare pour que toute lumière ne soit pas interceptée et qu'on puisse distinguer les colorations d'ailleurs très faibles de ces arcs.
Dans Tare de cinquième ordre on a D5 ^^ 4^(3" = 3 x 180" — 54"; cet arc est un peu à Textérieur du second et paraît avoir été quelquefois observé.
Les mesures faites sur les arcs-eu-ciel naturels et sur ceux que l'on peut produire artificiellement, soit sur une sphère transparente ou une boule renfermant de Peau, soit sur un filet d'eau tranquille ou une baguette de verre cylindrique (*), ont donné dçs résultats qui s'accordent avec le calcul au moins d'une manière approximative, car il est difficile de déterminer exactement les limites du phénomène.
Avec une baguette de verre, Babinet avait observé déjà sept arcs-en-ciel ; Miller (2) en a distingué douze et Billet (') a mesuré sur un filet d'eau la déviation des dix-neuf premiers arcs.
252. Arcs surnuméraires, — A la simple observation des arcs-en-ciel, on voit aisément que le phénomène est en réalité plus complexe. Outre la bande irisée des couleurs du spectre, on voit à l'intérieur du premier arc et à l'extérieur du second une série de franges colorées qu'on désigne sous le nom d\ircs surnuméraires. Ces franges, qui ont été signalées depuis longtemps (^), paraissent en eflet la répétition de l'arc principal sur une moindre largeur et rappellent les franges de diffraction d'un écran à bord rectiligne.
Young (*) a indiqué le premier que l'on devait chercher l'explication des arcs surnuméraires dans l'interférence des rayons qui émergent parallèlement entre eux après avoir suivi des chemins différents dans la goutte, leurs angles d'incidence /| et i^
(«) Babinet, Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. I\ , p. 645; i83-.
(") MiLLEH, Trans. 0/ the Cambr. Phil, Soc.^ l. VII, p. 277; 184».
(•) Billet, Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, l. LVI, p. 999; 186,4. — Ann. de V Ecole Norm, sup., t. V, p. (»7 ; i8(>8.
(*) Lanowitii, Phil. Trans. abrid^ed, t. VI, p. (L»3; 172a.
(*) YouNO, Phil. Trans. L. /?. S. y p. 8; 1804.
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élant situés de part el d'autre de Taugle limite I qui correspond aux rayons efficaces.
2o3. Caustique des rayons émergents. — Les rayons sortent de la goutte sont tangents à une surface caustique de révolution autour de la droite parallèle à la lumière primitive qù passe par le centre de la sphère.
Pour déterminer la section méridienne de cette caustique, appe Ions b la distance OB {^fig- 1 18) du point B où le prolongemenlda rayon émergent PS| coupe Taxe et q la perpendiculaire OQ.
Le triangle OBP donne
(7) <7=r a sini =r 6sinD.
Les deux rayons émergents PS| et PS',, qui correspondent à des rayons incidents SM et S^M' infiniment voisins, se rencontrent sur la caustique en un point U.
Soit u = BU; le triangle BB'U donne
— cOy sinD On déduit de Téquation (7) (7)' df] z^ sin Ddb -h b cosD dD = a cosidi.
Comparant avec (8) et (2), il en résulte
a cos i
b cosD — M =1
/ /?cos/
\ ncosr
La valeur u est infinie pour i= I, c'est-à-dire que la causuqo^ est asymptote à la direction des rayons efficaces émergents. Si Ton appelle p la distance QU, on a
a ces/
( 9 ) p —z u — O cos D =: -
2 pCOSl
ncosr
Le dénominateur du second membre est positif pour i^^' égal à zéro pour / = I et négatif pour 1 >- 1 ; la valeur de p ^*^ positive ou négative suivant que l'angle d'incidence est plus pel''
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OU plus grand que celui des rayons efficaces. La caustique est
donc formée de deux branches, Tune au-dessus, l'autre au-dessous
de Tasymptote. Les exlrémités de celle causlique correspondent
a « = o et £= -•
Lorsque Tangle d'incidence i est infiniment petit, on déduit de
Téquation (•;)
sin[(;,-.).-.(|-.)/J .(^-.)
les valeurs de b et de p sont alors minima.
Pour le premier arc, ou /? = 2, l'indice de réfraclion de Teau étant sensiblement égal à |, il en résulte b =^ a. Le sommet de la causlique se trouve sur la surface de la sphère au point A|.
Pour i= -y on a p==o. Comme le rayon émergent est tan-
gent à la sphère, la caustique est aussi tangente à la sphère au point correspondant.
Enfin, pour les rayons efficaces et la lumière rouge, on a
^ sinD ^
- =• . , = 1,280, a sinl
- = sinl =zo,86i5.
Les surfaces d'onde relatives à différentes époques sont ellesmêmes de révolution, et leurs courbes méridiennes sont les développantes de la caustique.
Comme il est permis, pour le calcul des phénomènes ultérieurs, de considérer cette surface dans une quelconque de ses positions, nous prendrons celle qui passe par le pied C de la perpendiculaire OC (Jig- 1 19) abaissée du centre sur Tasymptote. La courbe méridienne y présente un point d'inflexion ; si l'on rapporte la courbe à des axes rectangulaires Cr et Cv^ dont le second est l'asymptote, l'ordonnée j^ est d'abord proportionnelle au cube de l'abscisse et l'on peut écrire
(.0) y = nx>^j^^.
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h élant on facteor numérique qui dépend de l'indice de réfraclio
de la goutte et de Tordre de Tare considéré.
II est facile de déterminer la constante A. On voit déjà que, po
les points très voisins de Torigine C, le rayon de courbure p
réduit à
1 v' 'xhx
D'autre part, la valeur de p donnée par l'équation (g) représe aussi très approximativement le rayon de courbure au point
Fig. 119.
Celle équalion peut s'écrire
n cos /• cos i
Le second membre est une fonclion/(£) de Tangle d'incidc qui devienl nulle pour les rayons efficaces.
Pour un rayon voisin, qui correspond à Tangle I donc
Or
£, on
, . p sinr cosi
/: n ces * ;•
smi sini / pcos^i
cos* / cos^ i \ n^ cos' r
DIFFRACTION. Sgi
ce qui donne au voisinage des rayons efficaces
a />' — i sinï
^ip ~ ^ p^ cos*I
Si Ton considère la région de la courbe très voisine du point C d'inflexion, Tare 5 de la courbe CS, compté à partir de l'origine C, peut être confondu avec l'abscisse x correspondante, laquelle, abstraction faite de quantités négligeables, n'est autre chose que la variation — dq donnée par l'équation (7)'; on a donc
(i3) 5 = ^= — dq^zi — eacosï.
Comme la longueur de l'arc s est proportionnelle à la variation e de Fangle d'incidence, l'amplitude de vibration sur l'onde varie d'une manière continue. En éliminant l'angle £ entre les équations (12) et (i3), il vient
, ,, à^ p^ — 1 sInï
"^ 'ipx p^ cos'l
La comparaison des équations (i i) et (i4) donne finalement
Pour l'eau et le premier arc-en-ciel, on fera /i = ^ et /? = 2, ce qui donne h = 4^896.
L'angle limite de réfraction étant r^ = 48*^35', la déviation correspondante est
Do=: 9.{r. — 2;*o) = i66*'4o'«
I^a distance de ces rayons extrêmes aux rayons efficaces est donc voisine de 3o".
î2S4. Franges de diffraction, — La détermination de la lumière apparente au voisinage des rayons efficaces revient au calcul de la diffraclion d'une onde dans une direction voisine de celle qui correspond aux points singuliers de la caustique et présente en général de grandes difficultés.
(•) Celte expression est conforme à celle de M. Boitel {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. GVI, p. 1622; 1888).
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Oo peut encore, en prenant poor plan de Ggure le plan qui passe par le centre de la goutte, par les rayons incidents ^o^ ^^ la direction CP suivant laquelle on envisage le phénomène, réduire Tonde à Tare d'équateur SCS' et ne tenir compte que des premiers arcs élémentaires.
Comme la surface d*onde est de révolution, les fuseaux correspondants sont limités par des circonférences qui présentent le même caractère pour les deux portions CS etCS' de l'équateur. La substitution de Tare d*équateur au fuseau entraîne de part et d*autre la même diflerence de phase (i90) et il n^y a pas lieud^en tenir compte.
Soit H Tangle de la droite CP avec Pasymptote Cy. La différence de marche des rayons MQ et CP est
Izz^ycos^ — xsinO^: (Hx* — a? tangO)cosO.
Comme on peut remplacer Tare ds par dx, la vibration résultante est, en appelant [x Tamplitude de la vibration émise par
Tunité d'arc,
Ç = i».fdxsin{<at — S),
et les intégrales qui déterminent Tintensité de la vibration sont
F = /^jrsino, G:^ f dxcoso.
Les éléments de ces intégrales diminuent très rapidement à mesure que X augmente au delà d'une certaine valeur, car la variation x' — X relative à un arc élémentaire est
ll{x'^—x'') — (.v'^x) langea— ^, l I
2COs6 ii(jr'*4- arx'-ho:*) — tangO'
c'est-à-dire une quantité qui devient très petite dès que x prend une valeur notable.
11 est alors permis, sans altérer les phénomènes, d'étendre les intégrations de — oc à -h x. Dans ce cas, F = o puisque les termes qui constituent cette intégrale sont deux à deux égaux et de signes contraires pour les éléments symétriques.
D'autre part, les éléments de G ne changent pas quand on rem-
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place X par — x, de sorte que Tamplitude de la vibration résultante est simplement
A =1 2 p. / c^xcoso.
Si l'on pose
2ir -- • « 7f , 2r . ^ TC
-7-11^ COSO =: - £/', -r- ^SmO =: -5M,
c'est-à-dire
4Hcose\^ uz^xx r ,
la différence de phase est
, /4sin0 xy 4' . ,.
0 z:^ •;» 71 -r- z= - ( a^ — zu).
En représentant par/(3) l'intégrale définie
f{z):=i I COS-(£/' — ZU)dUf
on a
Le rapport — ~ ne diffère pas de l'unité de plus de o,oo55
quand l'angle 6 varie de o° à 3o°; on pourra donc, dans cet intervalle, écrire sans erreur appréciable
Si l'angle 6 est négatif, ce qui correspond aux directions située» dans l'ombre géométrique des rayons efficaces, z prend également une valeur négative — z'. L'intégrale
f{z')— r cos ' (u* -^ z' a) du
est évidemment positive, mais elle diminue rapidement à mfnurc que z' augmente et les éléments les plus importants sont ceux qui
correspondent au premier quadrant, dep donnée par l'équation
I>a lumière s'afTaiblil donc graduellem des écrans à bords rectilignee.
Pour 9]>o, l'intégrale /(w) prend ud tives ou négatives en passant par des mi donc, dans la région éclairée, une série parées par des intervalles obscurs.
2o5. Remarques générales. — La m pend de/(^) et par conséquent de la vari d'ordre déterminé, on a très sensiblement
^ ^ ^ z.hK^Y z(hy
La distance angulaire d'un minimum d rection théorique des rayons efficaces est la racine cubique du carré du rapport d< diamèlre de la poulie.
L'amplitude de la vibration est
<''^ ^^-^KpTï^o)/^^^-'^
// cos
(^omnie Tangle 0 est toujours assez p( j (cosO)'* par runilr, de sorte qu'à un facteu
conditions de rexpérienco, Tamplitude pe
f{z) et riiilensilé \)\\v f-i z).
L'intensité, étant j^roporlionnelle à ( Aa- <|ne les dimensions de la i;oulle et la long» |)ehtes. C'est une nouvelle raison qui dimi tive des couleurs les plus réfrangibles et (ai
1 outes les *;oultes élanl distribuées au mène naturel, l'intensité totale relative à proportionnelle au nombre des gouttes uti!
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236. Calcul des intégrales, — Sir G. Airy ( * ) a calcule'! d'abord par une méthode de quadralures les valeurs de l'intégrale f{z) pour toutes les valeurs de :; variant de deux en deux dixièmes depuis — 4 jusqu'à -f- 4.
Quelques années plus tard, il, a étendu le calcul entre les limites — 5,6 et H- 5,6 à Taide des fonctions F, qui permettent de développer cette intégrale en série {-),
On abrégera l'écriture en posant
ce qui donne
La nouvelle intégrale définie '>^{i') est la partie réelle de
Développant en série suivant les puissances croissantes de r, on peut écrire, entre les mêmes limites,
V ^ Ce' y* (ly -\- '^' Tjeô' dy -r- . . . -^ ^^^r fy^^^^^^y'
Comme on a
f e'y'y"rly^ i ^ /
n -»- 1 /»» n -J j n -4- 1 / tl \ \
on voit que le terme général de V est multiplié par le facteur
Ce facteur est égal àr si n = 3/?, à r'r= — / si /î=3/?-f-i et à i^=z — i si /î rr^ 3/> H- 2. Dans ce dernier cas, les termes corres-
(») G. Ainv, Trans. of the Cambr. PhiL Soc, t. VI, Part III, p. 379; i838. (') /bid., t. VllI, Part V, p. 693; 1848.
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pondants sont purement imaginaires el suite sans qu^il soit nécessaire de les cale Utilisant les propriétés connues
'•("-r)=Kî);i-"
la valeur de ^(^) est la partie réelle de Vi
Si Ton représente par S et T les deui crochets et qui sont convergentes, on peu
3Wr^|-'SrQ^ -r*rTl
On a d'ailleurs
l' i_ CCS - -h f sin - =: ^— 0 02
i •* t= cos , — i sin - =1 - 0 0 2
Substituant les parties réelles de ces e reste linalemenl
Les Tables de Legendre donnent
loi,'r( ^ j — o,4'2;96274(
Iogr( ^ ) ~ o, 1 3 1650491
En calculant les séries S et T pour une on en déduira les valeurs correspondantes c
DIFFRACTION. 897
Nous reproduirons seulement la partie la plus importante de la Table d'Airy.
o,ooo3
0 , oo63
-rO, 06193
o,io4i
5oi6
L'intensité est négligeable pour des valeurs négatives de z un peu grandes et ne devient sensible qu'à partir de 5 = — 3. Elle croît d'abord d'une manière continue jusqu'à un maximum représenté par 1,001 pour ^ = 1,08 environ; elle devient nulle pour z =z 2,49 et :; = /\<fS6 en passant par deux maxima intermédiaires pour z =::3,47 ^^ >3 = 5,i4.
La Table d'Airy ne comprend qu'une très petite partie du phénomène; car, avec un filet d'eau, Babinet avait déjà observé seize arcs surnuméraires intérieurs au premier arc-en-ciel et neuf arcs surnuméraires extérieurs au second. Une tige de verre observée dans la lumière homogène montre un nombre considérable de franges et j'ai pu, dans certains cas, mesurer facilement les dévialions des 200 premières.
Pour z'^ o ou t' <C o, les séries S et ï sont formées de termes alternativement positifs et négatifs; on peut alors les combiner de manière à pousser plus loin les calculs, mais il est préférable de traiter le problème par d'autres méthodes.
M. Stokes (') a repris l'étude de l'intégrale d'Airy en la déve-
(«) Stokes, Trans, 0/ the Cambr. PhiL Soc.^ t. IX, Part I, p. 166; 1860.
loppant en série suivant les puissances c
ainsi obtenues sont, il est vrai, divergi termes diminuent rapidement et fourn approchée du problème. M. Stokes a cali qui correspondent aux cinquante premiei la condition /(z)=^o et aux dix prem f'(^z)=: o. Nous comparerons ces résull une méthode plus élémentaire.
2o7. Considérations géométriques. — dans une direction qui fait Tangle 6 avec 1 gents, l'arc d'équateur SS' {Jig' \'ào) de A' symétriques par i*apport au point d'ini
Fig. lao.
Vi « I B'
Si ^ «
La vibration due à l'arc CS est proport:
produite par le pôle, avec une perte de |)has
Al* du polc à une des posi lions S, de Tond nimum (190); la vibralion due à Taxe CS' lionnelle à celle qui esl produite par le pùle
une avance de phase égale à >• En appel
marche des rayons A'P'el AP, ht diflérence
vibrations à combiner esl 0 - : 27:, — -•
On a d'ailleurs
La difTérence des chemins du ravon Cl^n
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mené par un point M quelconque de la courbe AS, dont les coordonnées sont X et r, est
X siû6 — y cosO =: .rsinO — IIjf^cosO.
L'angle 0 restant invariable, celte expression devient maximum
pour la condition
x^ (io> tangO — 31I.r»-- A —
et détermine alors le retard CB relatif au point A. On a donc
A m 2a-cosO(tangO — Hjt') = -^-siiiOy/tangO ^= À i • | ,
0 = cèr
Les vibrations émises par les pôles A et A' étant sensiblement égales, si |x, est Tamplitude duc à chacun d'eux, Tamplitudc de la vibration résultante est (153)
2|XiC0S^- =9.a, cost: ^^j — y *
Enfin l'amplitude ;jl, est proportionnelle à la longueur S\ du premier arc élémentaire à partir du pôle et Tintcnsité proportionnelle au carré de cet arc, c'est-à-dire à
Les équations (i i) et (19) donnent
Si Ton remplace tangO par l'angle 0 comme valeur approchée, on peut écrire
L'intensité j de la lumière difiractée est évidemment proportionnelle à l'intensité J de la lumière incidente. En désignant par
4oo
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p un facteur qui dépend du pouvoir réflecteur sur les gouttes et qui varie lentement avec Tangle 0, on obtient finalement
^-^'M'^fA{i)'-û-
Si l'on pose
irz: m —y
l'intensité peut être considérée comme une fonction de/yietToDa
/2m-hiy
L^intensité est nulle quand m est un entier impair 2/> -fi. L^ maxîma ont lieu sensiblement pour les directions intermédiaires qui correspondent aux valeurs paires 2p de m.
Les Tableaux suivants montrent avec quelle exactitude ces calculsapprochés permettent de déterminer les directions des miniiD> et des maxima.
Âfinima.
Daprèii M. Stokes.
2/4955 4,363i 5,8922 7.2436 8,4788 9,G3oo 10,7161
ii»7l9^ 12,7395
(^alcali»
approchés.
io,7i5o
M IJ
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L'erreur de la formule approchée n'atteint pas 0,0 1 pour la déviation du premier minimum et ne 'tarde pas à devenir négligeable. L^écart est un peu plus grand pour les maxima, qui sont en réalité plus rapprochés des rayons efficaces que le milieu des deux minima correspondants.
En remplaçant 2 par sa valeur tirée de l'équation (17) on trouve, pour les déviations relatives à une valeur déterminée de m^
Pour une lumièi:e donnée et des gouttes de mêmes dimensions,
l'intensité des maxima est sensiblement en raison inverse de \/z
ou de la quantité (2 m -|- 1)', dans laquelle m est un nombre pair
2/>, c'est-à-dire en raison inverse de la racine cubique de 4/> -h i • L'affaiblissement est très lent, car l'éclat de la deux-centième frange de diffraction est encore presque le cinquième de celui de la première.
L'observation du phénomène sur une tige de verre cylindrique, dont on peut mesurer exactement le diamètre et l'indice de réfraction, confirme entièrement les prévisions de la théorie. Les erreurs que comporte la formule approchée (21) deviennent même inappréciables au delà de la seconde frange.
2S8. Visibilité des arcs surnuméraires. — Ces franges présentent une particularité curieuse. Quand on les examine à l'œil avec une lumière blanche sur une lige cylindrique éclairée par une fente étroite, on ne distingue d'abord que l'arc-en-ciel principal, et les franges d'interférence visibles sont d'un ordre d'autant plus élevé que la tige est plus épaisse.
La direction à partir de laquelle on a compté la déviation 0 des franges varie en effet avec la longueur d'onde, de sorte que, si l'on considère les systèmes d'interférence relatifs aux différentes couleurs, à partir du rouge extrême, ces systèmes éprouvent une sorte de glissement latéral d'autant plus grand que la longueur d'onde est plus petite. La superposition des franges du violet avec celles de même ordre pour le rouge ne peut ainsi avoir lieu que pour les franges d'un ordre élevé.
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La déviation des rayons edicaces été frange d'ordre délerminë, à partir de h rayons incidents, est Da-I-9.
La déviation est la même pour les fra latives à deux longueurs d'onde voisin cette expression par rapport à la longueui donne la condition
D'après la valeur trouvée précédemmei arcs (249)y il en résulte
(„) ___.= _ -y'-j^aung
Cette expression montre d'abord que achromatique (129), à la différence \ pri rayon des gouttes.
La déviation Oo relative à la frange ad plaçant m par sa valeur tirée de l'équation
Celle déviation est indépendante du rayoi définie par la nature du milieu.
L'angle apparent 80 d'une frange s'obliei l'angle 8 relative à un accroissement om = toujours de variations très petites, par la dit réqualion (•>.!) donne alors
Le coefficient h (253) variant très peu d si la valeur de m est conslanle, ce qui a 1 frange achromatique, la largeur des frange la racine cubique du carré de la longueur < Icmenl de o, 63 à 1, au lieu de o,5 à i, d*i
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du spectre; on comprend ainsi que le nombre des franges visibles à la lumière blanche soit sensiblement plus grand que dans les interférences ordinaires.
Le rayon a permet de calculer Tordre de la frange achromatique ou la déviation correspondante 9o par les équations (22) ou (23). En effet, si Ton représente la dispersion de Teau par la formule simple
les valeurs des indices (231) donnent, pour la longueur d'onde A = oH-, 56,
\ dn I 2 B n — K ^ _
- -jr — -.— =— 2 =rz — 0,01573.
On a, d'autre part, pour le premier arc-en-ciel,
il en résulte
A zn 4,896, tangM=: ^;
r:^ _. 0,01 OU,
Pour une goutte de i'""* de diamètre, on aurait in^^ 24, c'està-dire que la frange achromatique serait située plus h)in que le vingtième minimum.
Toutefois Tobservation des arcs-en-ciel naturels est en réalité moins simple, parce que la lumière émise par le Soleil n'est pas formée de rayons parallèles. Même pour une lumière homogène, les arcs surnuméraires commencent à empiéter les uns sur les autres dès que la distance SB de deux minima successifs est égale à l'angle apparent du Soleil, soit environ 3o'. La limite de visibilité de ces arcs est donc déterminée approximativement par la
condition
^''^•^'^3-K"oo8y)H«r
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Pour des gouttes de i "" de diamètre, c
I^ visibilité s'arrêterait au quatrième cause d'extinction est donc prédominante < elle-même ne paraît pas visible dans la ni la valeur limite de m est à peu près en n arcs surnuméraires ne peuvent apparaître assez petites et ils seront toujours colorés que les gouttes aient le mémo diamètre, a jorité, sans quoi les arcs surnuméraires dimensions des gouttes empiéteraient les i les cas les plus favorables, on distingue au | surnuméraires, et toutes les circonstance conformes à la théorie.
259. Arcs-en-ciel exceptionnels. — T premier arc-en-ciel est d'environ 4'^-" pou le violet, on a souvent observé des angles n< <lc 38" à il**, 5 pour le rouj;^e: Bouguer a i Cordillères un arc dont le ravon était seuU
l^nlîn il arrive quelquefois que l'arc para que les irisations rougeàtres du bord sont à culièreinent quand le nuage est très rapproc (ju*(»n aperçoit le phénomène sur une brume
Bravais a cherché à expliquer Tarc-en-ci que les j^onllclettes auraient la forme de v aucun phénomène ne jusliiie cetl<' hypoth renées semblent d'ailleurs pouvoir s'expliqi
Ileniarquoiis d'abord (|ue, pour un phéno minée», s'il existe N «;outl(»s sur le trajet des lensité totale de la lumière est proportionne
Pour une même quantité d'eau dans un esp iWr* est constant. L'int(Mislt<* lolale est donc que les gouttes sont plus petites.
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La valeur z = i ,0845 qui convient au premier maximum donne, pour le premier arc,
6 = o,5422(Ji;)' = o,5o7(^)'
I mm
Avec des gouttes de > ou loH- de rayon, l'écart du maximum
à partir des rayons efficaces est
0"o,5o7(— ^ — ) rro, 117 =:6«53'.
Les dimensions des gouttes suffisent donc pour rençlre compte des variations observées dans le rayon apparent des arcs-en-ciel; dans ces conditions, aucun arc surnuméraire n'est visible même avec des gouttes uniformes.
Enfin, quand les gouttes sont petites et de dimensions très inégales, il y a bien encore concentration de lumière sur une région du nuage, mais le maximum relatif à chaque couleur n'est plus défini et il varie facilement d'une goutte à l'autre d'une quantité plus grande que l'angle apparent du Soleil; l'observateur reçoit alors dans une même direction des maxima relatifs à toutes les couleurs et correspondant à des gouttes ditterentes. L'impression générale est donc de la lumière blanche et la seule teinte appréciable est la petite irisation rouge qui provient des gouttes les plus grosses. LV/rc-e/i-c/e/ blanc s'explique ainsi sans qu'il soit nécessaire d'avoir recours à aucune hypothèse nouvelle sur la constitution des gouttes; les circonstances dans lesquelles on l'observe sont, en efiet, celles qui conviennent pour la formation d'un nuage de structure inégale.
260. Diffraction au voisinage des caustiques, — Ouv^erture rectangulaire, — Comme complément à cette étude de l'arcen-ciel, nous ajouterons quelques remarques sur les principaux caractères de la diffraction au voisinage des caustiques.
Considérons une onde de forme quelconque, comme celles qui seraient produites par un système optique affecté d'aberrations.
Si l'on prend pour plan de figure l'une des sections principales SS'en un point O {fig* 121), les rayons voisins delà normale OC rencontreront une ligne focale passant au centre de courbure C.
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On peut encore remplacer Tonde par l'équateur SS' lorsque les écrans qui limitent le faisceau dans une dîrectioD perpendiculaire à la section principale considérée laissent libre one étendue beaucoup plus grande que la région efficace de Tonde ou, plus simplement, lorsque la lumière traverse une ouverture rectangulaire de largeur la.
Soient R le rajon de courbure OC, P un point situé à la dislance angulaire très petite H sur une perpendiculaire CP au rayon CO.
Si la courbe S était circulaire, la vibration au point P serait la
Fig. 131.
Fn"
mémo que la vibration produite pour une déviation 6 par la portion d'onde plane correspondant à l'ouverture, et la différence de marche relative à un point M de la courbe dont Tabscisse est / serait égale à Ox.
Par suite des aberrations, celte différence de marche peut être représentée par une expression de la forme
dans laquelle la somme des termes bx- 4- cx^ -h/^* 4- . . . représente rabcrration, c'esl-ù-dire la distance du point M au cercle osculaleur au point O. Le terme en x- est nul dans le cas actuel;
on verrait aisément que les quantités — c et^^ — /représenlenl
les doux premières dérivées de la courbure par rapport à x au point O, c'est-à-dire pour x = o.
La différence de phase est donc
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el la vibration au point P
Ç =: ^fsin{iot -1-5) dx,
261. Cas général. — Si le facteur c n'est pas nul, c'est-à-dire si le point C n'est pas un point singulier de la caustique, on pourra négliger les puissances de x supérieures au cube. Lorsque le point O est le centre de l'ouverture, Tinlégrale F=zfsin^clx est encore nulle : la vibration en P a la même phase que si elle provenait uniquement du point O et l'amplitude est
A — [A / ces 0 c^j: zn 2 (JL / ces -Y"' (ca:' -h 0 jr-) djc.
On retrouve ainsi l'intégrale d'Airy.
Si la portion libre de l'équateur est elle-même très grande par rapport à la région efficace, on pourra remplacer la limite a par H- oo; les phénomènes sont alors identiques à ceux de l'arc-enciel. La lumière diminue graduellement du côte de l'ombre de la caustique, où 0>> o, et l'autre côté présente une série de franges avec des minima nuls.
Lorsque le faisceau de lumière est plus étroit, la limite supérieure a doit rester finie. En posant encore
il en résulte
A = 2(irt(4/') "* / ces- (m' — zu)du.
La méthode des quadratures employée par Airy pour le calcul de cette intégrale permet d'en connaître les valeurs quand la limite supérieure est finie. Lord Rajleigh (*) en a déduit la Table suivante :
(•) Lord Rayleigh, Phil. Mag,, [5], t. VIII, p. 4o4; 1879.
Table dtt va/euri de i
a,oS88
5Gt
[3ao
o.oill
ia63
aogS
rJ77
aa66
4ari
«■iaa
5fi7a
!iii!i
6oa4
5mo
5oï8
- o.aSaS
Les valeurs de la Table pour m=\, ou /> = |, correspond
cas où l'aberraùon ca} relative au bord de l'ouverlure est éga
l'iutensité maximum a lieu pour une direction voisine de z ■- Les deux colonnes qui suivent correspondent à des valeui égales à (1,26)' et (i,44)', ou sensiblement 3 et 3. A mesu la valeur de m augmente, les oscillations d'amplitude qui e d'abord du côté de l'ombre disparaissent de plus en plu! maximum principal s'éloigne du bord de la caustique.
Le Tableau donne les résultats suivants pour les valeui relatives aux deux premiers minima de part et d'autre de la centrale, leur différence Sz et l'angle apparent ï de cette frar terminée par la condition
DIFFRACTION.
Angle apparent
6^e /a frange
centrale.
L'angle apparent de la tache centrale est donc plus grand que la valeur - qui correspondrait à la même ouverture rectangulaire
dépourvue d'aberration. Le phénomène régulier d'interférence n^est modifié d'une manière sensible qu'à partir du moment où l'aberration relative au bord de l'ouverture est supérieure à un quart de longueur d'onde.
262. Formation des foyers, — Lorsque les aberrations sont symétriques, le point C est le foyer des rayons infiniment voisins situés dans la section principale considérée; si le point O est encore le centre de l'ouverture, la ligne focale correspondante est alors bordée de franges symétriques. A ce point de vue, le problème est donc plus simple, mais on est obligé d'avoir recours à des intégrales d'une autre forme et la phase de la vibration résultante au point P diflere de celle qui serait produite par le point O.
Le facteur c étant nul par raison de symétrie, on doit prendre les termes en x^ dans la dilTérence de phase, ce qui donne
Lorsque les limites de l'arc s sont encore ± a, on posera
et les intégrales qui déterminent l'amplitude de la vibration sont
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II est à remarquer que ces intégrales sont indépendantes du signe de/. Chacune d'elles doit être prise entre les mêmes liraiies o et 6 pour l'arc r* -f- ry et pour Tare y^ — vy. Comme on a
sin( j^ -H ('/) -H sin( j'^ — vy) zzz 2 siny* cosi'^', cos(/* -\- vy) -h cos( r^ — rv) = 2 cosj^ cosi»/,
il en résulte
«1 /»* , F = 2rt(2/>7r) *l siny^cosiydyy
_1 /»* Gz=2a{2pT.) ^1 cosy^ cosiydy,
iF
a{2p'n,) * 1 e^y* ces vy dy :^ 2a(2pTz) ^ Y.
Développant cospy en série
ces
iy — i y^-\ y^ — ,,
2/tl
on voit que le temps général de la fonction Y est
SI la portion libre de l'équaleur est très grande, on peut rem placer a par H- oc, ce qui donne
in
Sn4-I
e-^\jc^n ^/^i- _--
(_,)/»(.îi /~V
et il serait facile d'exprimer encore les intégrales F et G à Taide des
fondions T ( 7 ) et F f ^ )•
Toutefois celle extension des limites des intégrales ne correspond pas à un phénomène physique dans le cas des lunettes el il est plus ulilede considérer un faisceau limité. Pour avoir une idée des effels d'aberralion, lord Raylcigh détermine seulement la vibration au sommet de la caustique, en faisant 8 ^= o ou i':=o: on a alors
a{2pT.) M e'y*dy.
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Développant rexponenlielle en série
le terme général de Tintégrale est
— / r^" dy — -r -.
11 en résulte, en remarquant que h = (^ipT.y ^
L 1-29 4'i7 2/^!8/^-hlJ
fi I ^>» (—1)'» ^>»« 1
Lorsqu'il n'y a pas d'aberration, y? = o et Ton retrouve les valeurs connues F = o et G r= aa.
Les deux séries qui déterminent les valeurs de F et G convergent très rapidement. Si l'on donne à la variable p des valeurs égales successivement à |, \ et ^, c'est*à-dire si l'aberration fa^ relative au bord de l'ouverture est représentée respectivement par les mêmes fractions de longueur d'onde, on trouve que l'intensité au centre est réduite aux fractions 0,9676; o,84ii; o,5255 de celle qui correspondrait à une ouverture sans aberration. Cette diminution de l'intensité est nécessairement accompagnée d'un élargissement de la frange centrale; le phénomène est encore modifié d'une manière sensible dès que l'aberration relative au bord de l'ouverture atteint un quart de longueur d'onde.
Le problème pourrait être traité d'une manière plus complète, au moins quand l'aberration est très faible. On a, en efiet,
Y = / c'y' ç.o%Kydy — - j e'r* ( e'^'y -+- e"'*'^" ) dy.
Si l'on développe la fonction
suivant les puissances de v, on voit que les termes d'ordre pair
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représenteront la fonction Y. L'intégration par parties donne suc-
cessivement
V = ^ [e'(6*-^«'6)- i] - I r y^é^'é^rdy.
La dernière intégrale fournie par ces équations successives ne tend manifestement vers zéro que si la limite b est inférieure à Tunité; à moins que la déviation 0 ne soit très petite, les termes du développement décroissent alors assez rapidement, car on a
Pour une ouverture de lo*^"* de diamètre et une déviation 9 = o', I = G, 000029 avec /? = I , il en résulte (> = 1 1 , 5.
Si donc on continue le calcul suivant la marche indiquée, on éliminera d'abord les termes d'ordre impair dans la valeur de Y et Ton obtient finalement, pour les premiers termes, en posant
Fï-f-G» / n} ,/i*— 8i\ sin'o:
'*V ^<'— 6\ 6^Y, 3/1'— 3i\sin2J
On retrouve l'expression habituelle de Tamplitude relative à une ouverture reclangulaire (218) quand on suppose l'aberralion nulle, c'est-à-dire /> = o.
Dans le cas actuel, l'intensité n'est jamais nulle. Si l'on fait,
par exemple, /« = i , ou p= —, l'intensité correspondant à la
valeur x := 27:, qui donnerait le second minimum nul sans aberration, est sensiblement
la position approchée du second minimum réel correspond alors
d X =^ 27î(l -I- Yj.
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^ Les aberrations ont donc pour résultat, ce qui était prévu, de *aire disparaître les minima nuls et d'élargir la tache centrale.
263. Ouverture circulaire. — Lorsque la section du faisceau 38t circulaire et que les aberrations sont symétriques autour de v'axe, ce qui correspondrait au cas d'un objectif ordinaire, on a, 511 appelant r le rajon vecteur d'un point de l'ouverture,
o = ?j^ (//•'+ Or), ^=z2t:[i.I sin(<D^-+- 8)ré/r.
Avec le même changement de variables ( aS ) que précédemment, es intégrales qui définissent l'amplitude deviennent
G=:a»(2/?ir) * / CCS (j*-+- (7)7^/7,
Pour obtenir la vibration sur l'axe, on fera (^ = o, ce qui donne
G-+-iF = a»(2/7i:) M e^y'ydy.
Développant encore e'^* en série, on trouve facilement
L2 1.2 10 4-' 18 '*' in\ 8/i-f 2J'
^ . Ti I // (-i)" ^»« 1
'^ L6 1.2.3 i4 (2w -h I)! 8/1 -hOj
L'intensité est réduite aux fractions o,g464; o,8oo3; 0,8947 de celle qui aurait lieu sans aberration quand le terme fa^ est égal
respectivement à g> ^ et -• Ici encore, les images sont troublées
d'une manière sensible à partir du moment où l'aberration des rayons extrêmes atteint un quart de longueur d'onde.
4l4 CHAPITRE %
Pour traiter le problème d^une mua cas des aberrations très faibles, il sa fonction
peut s^e^Lprimer par la dérivée de la fou demment, car on a
Le développement connu de V permit et, par suite, les intégrales F et G.
Ces calculs ne présenteraient pas gn des objectifs imparfaits s^améliorent b< serve dans un plan un peu différent de foyer des rayons centraux.
Nous avons vu (215) qu'il est préféra supprimer les rayons centraux, même tique; il en est ainsi, à plus forte rais< ne sont pas négligeables.
On j)eul ainsi se rendre comjîte, avec ! que peuvent produire sur les images les ^ de l'air que renferme le tube d'une lune lion (le l'air à la température t est
o,ooo*2q3
I -h o,oo
ce qui donne, pour une variation de lemj
La longueur / nc'cessairc pour produire longueur d'onde, en prenant A = oi^,53,
l 53''"'.io-
Une couche d'air plus chaude de i" à 1 tube de 12*^"" suffirait donc pour altérer U
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. de température est uniforme d'un bord à l'autre du tube, il n'en . résulte qu^un déplacement des images sans que la pénétration soit modifiée. Kn général, les deux effets se produisent simultanément et Ton conçoit que dans les tubes de grande longueur les moindres variations de température sont capables de nuire à la netteté des observations.
Nous n^nsisterons pas davantage sur ces phénomènes, dont il a sufll de montrer le caractère général.
Nous signalerons, en terminant, les recherches de M. Lommel (*) et de M. H. Struve (^) sur Tétude de la diffraction des ouvertures circulaires parles fonctions de Fourier-Bessel, à l'aide desquelles on peut représenter d'une manière plus synthétique les résultats qui ont été exposés précédemment (155) par une autre mélhode. Ces fonctions sont particulièrement propres à la discussion des phénomènes symétriques autour d'un axe et permettraient peut-être d'aborder le problème qui présente le plus d'intérêt, pour les instruments affectés d'aberration, c'est-à-dire de rechercher à quelle distance du foyer se trouve le plan dans lequel Fimage centrale présente le plus petit diamètre, ou le plan qui correspond au maximum de pénétration, et comment se distribue la lumière dans ce plan.
(•) LoMMEL, ZeiUchrift fïir Math, und Physik, t. XV, p. i^i; 1870. (*) II. Struvk, Mem, de l'Ac. des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. W\IV, n* 5; i88«.
264. Caractère el position des franges. — Les rcUrds produits par les lûmes isotropes doonenl lieu à des pliénom^n« d'inlerl'érence très variés, pour lesquels il n'est plus aëcessaîre ilt recourir à des sources de lumière dont l'angle apparent soiL trti petit; c'est ce caractère particulier qu'il est nécessaire de melUr d'abord en évidence.
Od a vu (1^1) qu'un ensemble de rayons indépendants être remplacé par des systèmes d'ondes sphériques indépend ayant pour centres les dilTérents points d'une surface arbitra ou même plus généralement par une série de systèmes A'< de forme quelconque.
S'il se trouve, par suite des conditions de l'expérience, quel ondes sphériques ajanl pour centre un point A (ou les râyo» correspondants) puissent être décomposées en deux groupes enUt lesquels existe une différence de marcbe définie, la vibration u point A, réelle ou virtuelle, sera la résultante tie celles qui seraient dues aux deux systèmes d'ondes. Il pourra doncse produire en ce point une interférence totale ou partielle, suivant que let vibrations composantes auront la même intensité ou des intensitit dill'é rentes.
Lorsque ta même diiVérence de marche A a lieu pour les deux groupes d'ondes sphériques ayant pour centres les difl'éretitï points A, A', ... de ia surface S, la vibration résultante a la mitât intensité en tous les points et ia surface S paraîtra éclairée d'une manière uniforme. En outre, si le relard A est constant pour chacune des lumières homogènes qui constituent le faisceau gënétal, la perte de phase correspondante S ^ an r- est variable, en général, avec ta longueur d'onde, et récUiremenl de la surface est très
inégal pour les différentes couleurs. La superposition de ces éclairemenls ne reproduira pas de la lumière blanche, sauf des cas exceptionnels ; la surface S paraîtra encore uniformément éclairée, elle présentera ce qu'on appelle une teinte plate, mais avec une couleur particulière définie par la loi de variation des pertes de phase.
Lorsque la différence de marche A est variable d*un point à Pautre, les points qui correspondent au même retard forment une frange de caractère déterminé, localisée sur la surface S. La forme de ces franges, qui présentent une série de maxima et de minima dans la lumière homogène, dépend des conditions de Texpérience. Quand on emploie la lumière blanche, la position des maxima n'est pas la même, en général, pour toutes les couleurs; mais, si le déplacement n'est pas trop rapide, on obtiendra des franges irisées ou des franges de teintes variables dues à la superposition des systèmes relatifs aux différentes longueurs d'onde. La surface S apparaît alors comme si elle était recouverte d'une peinture véritable de couleurs plus ou moins pures.
Enfin, lorsque l'égalité de différence de marche A a lieu pour les deux groupes dans lesquels se décompose un système d'ondes planes (ou de rajons parallèles), l'interférence a lieu à l'infini dans une direction normale aux ondes ; le phénomène se reproduira suivant la même direction, soit dans le plan focal principal (l'une lentille, soit sur la rétine d'un observateur dont l'œil est accommodé pour la vision éloignée.
Si tous les systèmes d'ondes planes de différentes directions donnent lieu au même retard A, le plan focal de la lentille ou la rétine de l'observateur recevront un éclairement uniforme avec la lumière homogène ou une teinte plate avec la lumière blanche.
Si la différence de marche est variable avec la direction des ondes planes, il se produira dans le plan focal de la lentille ou sur la rétine un système de franges de forme déterminée : ce sont des franges à V infini. Ces franges peuvent également apparaître avec des irisations plus ou moins vives, quand on emploie la lumière blanche et que la perte de phase, pour une direction déterminée, ne varie pas trop rapidement d'une couleur à l'autre.
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Franges localis
26o. Lame unique. Anneaux de de la lumière blanche sur les lames mi donne souvent lieu à des colorations de véritables franges d'interférence dépend de l'épaisseur du milieu en c sous lequel on observe la lumière réflé< de savon, les couches minces de corps les couches d'oxjdes métalliques, les v les feuillets d'un cristal élevé, etc. D; colorations se présentent comme si elles à la surface des objets.
L'observation de ces couleurs est trèi à un grand nombre de travaux. Pour dé nomène, Newton (*) l'a reproduit dans lièrcs en mesurant les anneaux color couche d'air située entre un plan de vc d'une lentille de verre placée sur ce plai
Si les surfaces sont bien appliquées 1' étant éclairé par une lumière à peu près travers d'un verre rouge, on voit autour tache noire d'une certaine étendue, ento laire brillante, puis un anneau sombre, ncaux allernalivemenl brillants et obs» mesure que leur diamclre augmente. Av comme celle qui provient des nuages, le est bordé de bleu à Tinlérieur, de roug augmente pour les suivants, qui ne tarder l'autre, en donnant une succession de coi rablcs à celles des franges d'interférence le nombre des anneaux visibles est beai une lumière homogène.
On n'aperçoit, en général, avec la lumit
(') Newton.. Optics, liv. II. London, 170^.
dix anneaux ; mais Newton parvenait à distinguer des anneaux d'un ordre beaucoup plus élevé en observant le phénomène au travers d'un prisme. Si la dispersion des couleurs dans le prisme est de sens contraire à celle des anneaux, on peut ainsi ramener en coïncidence des franges de même ordre et les faire apparaître à une distance notable du centre.
Le phénomène présente celte circonstance remarquable qu'en rétablissant ainsi l'achromatisme des anneaux très éloignés de la tache centrale, on en distingue davantage et l'on peut les faire apparaître quand ils étaient invisibles. Newton en aperçut plus de quarante dans un appareil ordinaire; en posant l'un sur l'autre deux objectifs assez écartés pour ne laisser voir qu'un éclairement uniforme, il y fit apparaître un très grand nombre d*anneaux par la vision au travers d'un prisme.
Si l'on observe d'abord les anneaux ordinaires dans une direction normale et qu'on s'en écarte de plus en plus, on les voit s'élargir progressivement.
Ils se resserrent, au contraire, quand on met une goutte d'eau entre les deux surfaces, c'est-à-dire quand on remplace la couche d'air par une couche d'eau ou d'un autre liquide.
Le diamètre des anneaux d'un ordre déterminé dépend donc de la nature et de l'épaisseur de la couche comprise entre les deux surfaces aux points correspondants et il augmente avec l'angle dUncidence.
La netteté du phénomène, en effet, lient en partie à cette circonstance que la pupille de l'observateur limite le faisceau de lumière réfléchie réellement utilisé. Les rajons émanés d'un point A de la surface inférieure (ou de la couche d'air), et qui arrivent à l'œil, forment un faisceau très étroit qui semble émaner de rimage A' de ce point vu au travers de la lentille. Ces rajons forment avec la normale à la lame des angles très peu différents et proviennent de rayons primitifs dont l'angle d'incidence était aussi sensiblement le même.
Le déplacement AA' de l'image a pour résultat de déformer les anneaux, en leur donnant une apparence elliptique, quand l'angle d'incidence est un peu grand ; mais le diamètre de l'anneau perpendiculaire au plan de réflexion n'est pas modifié d'une manière appréciable.
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Newton déierQiinail ce diamètre en appliquant sur la face supérieure de la lentille les pointes d'un compas qu'il faisait coïncider avec les deux bords apparents d'un anneau ; il tenait compte, ca outre, de l'erreur due à cette circonstance que la distance da pointes du compas est un peu moindre que le diamètre réel de l'anneau sur lequel l'œil les projette en même temps.
L'inclinaison tétait évaluée par des moyens graphiques. Ënfîn l'inQuence de l'indice de réfraction était déterminée en comparant les diamètres des anneaux de même ordre obtenus dans le même ;ippareil avec une couche d'air et une goutte de liquide.
Pour de grandes valeurs de l'angle d'incidence, il est avanta^eui de remplacer lu lentille par un prisme à section isoscèle doDl I) face hypoténuse, qui eal posée sur le plan inférieur, est une sutface sphérique de très grand rayon, et l'on observe dans un plu jierpcndiculaire à l'arête du prisme. L'angle des rayons avec 1) normale dans la couche mince peut alors se déterminer par la direction des rayons émergents et l'angle du prisme.
Si l'on veut obtenir des mesures plus précises, on place le «*léme producteur d'anneaux sur le chariot d'une machine à diviser ('), et l'on observe avec une lunette à réticule mobile sur un cercle vertical parallèle au plan de réflexion. La lunette est pointa à la distance voulue et l'un des iils du réticule est situé dans le pUn vertical de la lunette. La vis de la machine permet d'amener successivement les bords des anneaux en contact avec le réticule.
Le nombre des tours de la vis, nécessaire [)our passer d'un bord à l'autre, donne le diamètre des anneaux et le cercle de la lunette l'Inclinaison correspondante. L'emploi d'une flamme d'alcool salé < permet ainsi de mesurer des anneaux d'un ordre très élevé.
266. Lois expérimentales. — En éclairant son appareil avec des couleurs empruntées au specU'e solaire. Newton a constaté que les anneaux obéissent aux luis suivantes :
1° Les carrés des diamètres varient comme les nombres pain 11, 2, 4) ■'■ pour les anneaux obscurs, et comme les nombres îm- |)airs I, 3, 5, ... pour les anneaux brillants.
(') De la Phovmtaïe e F>. 4^3; 'Sis-
Desaiss, Ann.de Chim.etdc Phyt., [3],i. X\\11,
2** Le carré du diamètre d'un anneau d'ordre déterminé est en raison inverse du cosinus de Tangle d'inclinaison ou, plus généralement, de Tangle que fait le rayon avec la normale dans Tintérieur de la lame.
3® Pour des milieux différents et sous le même angle, les carrés des diamètres des anneaux de même ordre sont en raison inverse des indices de réfraction.
Remarquons d'abord que, si Ton appelle R le rayon de courbure de la surface S de la lentille (^fig- 122), l'épaisseur e de la lame à
Fi g. 123.
te
la dislance p du point de contact satisfait à l'équation
qui donne sensiblement, le rapport jr étant très petit, (i) p* — 'îR^.
Le carré du diamètre d'un anneau étant proportionnel à l'épaisseur correspondante, si l'on appelle e l'épaisseur relative au premier anneau brillant pour l'incidence normale, n l'indice de réfraction du milieu et r l'angle des rayons avec la normale, on peut résumer les lois qui précèdent en disant que l'épaisseur e de la lame qui produit un maximum ou un minimum est
n ces /•
le facteur/? étant pair pour les minima et impair pour les maxima.
267. Théorie des anneaux, — La difGculté d'expliquer les phénomènes de polarisation découverts par Huygens a détaché
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Newton de l'hypothèse des ondulations qu'il avait adoptée d'ahord et c'est pour rendre compte des anneaux colorés qu'il a iiuagiité la doctrine des accès (5).
Les molécules lumineuses qui arrivent à la première surface ilc la lame mince sont disposées, les unes à se réfléchir, les aulrr* » se réfracter. Si l'épaisseur de la couche est nulle ou équivaut im nombre entier de longueurs d'accès, c'est-à-dire k un nombre pair de demi-longueurs d'accès, les molécules transmises se Irouvcroni de nouveau à la seconde surface dans un accès de facile réfraclioB, de sorte que le rajon rétiéchi sera nul ou au moins très faible. Li lumière émise par réflexion sur ces points ne comprend alors que les molécules réfléchies à la première surface, ce qui corre$poii<l aux minima.
Si l'épaisseur équivaut à un nombre impair de demi-longucun d'accès, les molécules qui ont traversé la première surface K trouvent sur la seconde dans un accès de facile réflexion et reviennent en grande partie à la première, où elles sont de nouveau dans un accès de facile réfraction. Elles s'ajoutent alors à cell» qui ont été réfléchies d'abord sur cette surface et donnent lieu ï des miixima de lumière.
D'après celte manière de voir, la quantité ae, qui est varialile d'une couleur à l'autre, représente la longueur d'accès dans l'aif- L'épaisseur e se déduit du diamètre de l'anneau et du rayon de courbure de la lentille par l'équation (i), de sorte que les mesaru de Newton avec les rayons du spectre lui ont permis de déler miner par l'équation (a) les longueurs d'accès relatives aux différentes couleurs.
Sans qu'il soit nécessaire de suivre les développements de celle théorie, il suffira de rappeler une expérience décisive par laquelle Fresnel ( ' ) a démontré que les anneaux obscurs ne sont pas Icli par un pur effel de contraste, mais correspondent réellement i une destruction de la lumière réfléchie sur la première surface. En produisant les anneaux à l'aide d'une lentille posée sur le bord d'un pian de verre dont la face inférieure est noircie, on observe les deux images de la flamme d'une bougie, ou de tout autre objet brillant peu étendu, réfléchies par ce vei;n! et la seconde surface
de la lentille. Si l'on compare les anneaux obscurs à Timage ré- . fléchie par la seconde surface de la lentille, en dehors du verre plan, il est aisé déjuger que l'œil reçoit beaucoup moins de lumière des anneaux obscurs. Ce résultat est en contradiction absolue avec l'explication de Newton.
On peut même éliminer toute lumière étrangère en plaçant le plan dé verre, dont la face inférieure est noircie, sur un morceau de velours et produisant lès anneaux sur le bord du plan à l'aide d^un prisme ^ on constate alors, par comparaison avec le velours, que la tache centrale (et les minima dans la lumière homogène) est absolument noire.
C'est à Young (*) que revient la gloire d'avoir expliqué le phénomène des anneaux colorés par l'interférence des rayons réfléchis sur les deux surfaces de la lame mince. Dans ce cas, la différence de marche a pour expression (4S)
A = 2 /le cos r-=.p-t
el l'on retrouve bien les lois précédentes, puisque l'épaisseur relative à un phénomène déterminé est en raison inverse de n cosr.
268. Nature de V interférence au centre des anneaux. — Toutefois le calcul semble indiquer qu'il y aura maximum de lumière pour une valeur paire de/? et minimum pour une valeur impaire, ce qui est exactement le contraire des faits observés. Young a levé cette difficulté par une explication ingénieuse.
Les deux réflexions subies par les rayons qui interfèrent sont de natures différentes. Pour la première, la lumière se propage d'abord dans un milieu plus réfringent (le verre) et se réfléchit sur la surface d'un milieu moins réfringent (l'air), tandis que l'inverse a lieu pour la seconde réflexion.
Par analogie avec le choc des billes élastiques ou avec la réflexion du son à l'extrémité d'un tuyau sonore, Young a admis (138) que la réflexion est accompagnée d'un changement de signe dans la vibration quand elle a lieu sur un milieu plus réfringent, ce qui est le cas de la seconde réflexion. Tout se passe donc comme si
(•) Th. Youno, Phil. Trans. L. R. 5., p. 12; i8oa.
Ii; pli^nomènc physique ajoutait un retard d'une demi-longueur d'onde au rayon rétléclii sur la seconde surface.
Kn tenant compte de cette circonstance, la difTérence de m^rclir phvsîi|iie doit être
(3) i^2«ecosr + i = (/<-Hi)^
expression entièrement conforme aux lois expérimentales établie par Newton, puisque l'intensité est minimum ou maximum suivant que /> est pair ou impair.
Young a confirmé l'exactitude de celte explication par une expérience directe, où les deux réRexions sont de même nature, en produisant les frangesavcc une lentille de crown et une plaque de Iliul entre lesquelles il introduit un liquide tel que l'essence de sassafras dont l'indice de réfraction est intermédiaire entre ccu\ du crown et du fliiit.
Dans ce cas, les vibrations réfléchies changent de signe louiez deux, OH ne changent pas de signe, de sorte que le retard optiqur tient uniquement à la différence des chemins parcourus et li tache centrale doit être blanche, ce qui est conforme à i'obsenation. Si le plan inférieur est formé de deux verres accolés, l'un en flint, l'autre en crown, la lentille supérieure étant également en crown, et qu'avec l'essence de sassafras, ou un mélange d'essence de girolle et d'essence de laurier, le centre des anneaux se trouve sur la ligne de joncrion des deux parties du plan, on constate que les anneaux des deux systèmes sont brillants d'un côté de cette ligne et obscurs de l'autre, ou formés de teintes complrmentaircs. La lâche centrale est donc encore noire quand le milieu qui forme la lame est plus réfringent que les deux milieux entre lesquels il est compris.
La même expérience a été répétée par Arago ( ' ) avec une lentille de crown et un plan de flint entre lesquels îl introduisait de l'huile de cassia dont l'indice est supérieur à celui du ilint.
Les longueurs d'accès mesurées par Newton représentent les longueurs d'onde des différentes lumières ; car, pour le premier anneau brillant par exemple, qui correspond à /> := ■ dans l'équa-
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tion (2) et dans l'équation (3), la longueur d'accès 2e et la longueur d'onde A ont la même expression 2 ne cosr.
269. Influence des réflexions multiples, — Les deux vibrations qu'Young considère n'ont pas la même intensité, puisque l'une d'elles provient des rayons qui n'ont subi qu'une réflexion et l'autre des rayons qui ont subi une réflexion équivalente et deux réfractions ; leur interférence ne peut donc pas être complète comme l'exige l'obscurité absolue de la tache centrale.
Poisson (*) a montré qu'il est nécessaire, en effet, de faire intervenir les vibrations des rayons qui ont subi une série de réflexions intérieures dans la lame mince.
Si l'on prend pour unité l'amplitude de la vibration incidente et qu'on appelle a l'amplitude de la vibration réfléchie à la première surface, a' celle de la vibration réfractée, on a évidemment
puisque l'intensité totale de la lumière incidente se partage entre les deux faisceaux réfléchis et réfractés (-).
D'autre part, on peut considérer comme évident (et ce résultat conforme à la théorie est vérifié par l'expérience) que la fraction de lumière qui traverse une surface est indépendante du sens de la propagation; il en résulte alors que la fraction de lumière réfléchie sur une surface est indépendante du milieu dans lequel se fait la réflexion, de part ou d'autre, Tamplitude changeant de signe pour l'une de ces réflexions.
En désignant par b le coefficient par lequel on doit multiplier Tamplitude de la vibration incidente pour obtenir celle de la vibration réfléchie sur la face inférieure de la lame, l'amplitude relative au deuxième faisceau est a'b après sa réflexion et dbo! -=■ a''^b
(*) Poisson, Ann. de Chim, et de Phys., [i], t. \X1I, p. 337; 1823.
(■) Quand il s'agit de milieux différents, on ne peut plus dire que l'intensité de la lumière est proportionnelle au carré de l'amplilude, à moins d'admettre que la densité de l'éther soit la môme dans les deux milieux. En réalité, l'intensité est proportionnelle au produit de la densité de l'éther par le carré de l'amplitude. Sans faire intervenir cette considération, il suffit de représenter par a' une quantité proportionnelle à l'amplitude de la vibration réfractée et qui correspondrait dans le premier milieu à un rayon de même intensité.
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au retour dans le premier milieu (* ). La réflexion sur la première surface des rayons d^amplitude a' 6. donne un troisième faisceau qui, après une nouvelle réflexion sur la seconde face et retour dus le milieu supérieur a pour amplitude a'6( — ab)af= — a!*b^a] en général, Tamplitude de la vibration sera zbo^^fr^'a^ pour 2/7 + 1 réflexions intérieures, les signes + ou — correspondant aux cas où p est pair ou impair.
Les rayons considérés restent sensiblement parallèles à cause de la faible courbure des suriaces qui limitent la lame et peuvent être considérés comme superposés à la sortie. Si toutes ces vibrations ont la même phase, Tamplitude a^ de la résultante de celles qui se sont réfléchies dans la lame est
Comme les facteurs a* et 6* sont plus petits que l'unité, l'expression comprise entre parenthèses est une progression géométn<{ue décroissante dont la somme, si Ton fait intervenir toutes les réflexions en nombre illimité, est r»
En tenant compte de la lumière réfléchie sur la première surface, Tamplitude A de la vibration résultante est donc
a'^b {i-a^)b a-hb
(5) A = aH -=za-\-'~-- i- = j.
' i-h ab i -{- ab i-^ ab
Si la différence de phase des vibrations successives est égale à t:, la valeur de «i devient
a'^b a. = a'^b[i-\-ab-\-a^b^-{-.,,]=z r,
et ramplilude A' de la vibration résultante
* I — ab
(*) On suppose ici que le rayon situé dans la lame jouit, après sa réflcxioo. des mêmes propriétés que le rayon primitif dans le premier milieu. Cette livpothèsC) qui est évidemment exacte pour l'incidence normale, ne Test pas toujours pour des incidences obliques, à cause des phénomènes de polarisation dont noa> faisons abstraction pour le moment.
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'■■' expression qui se déduit simplement de la première en changeant '. le signe de b.
Lorsque le retard A relatif au rayon qui n'a subi qu'une réflexion intérieure est un nombre entier de longueurs d'onde X, le retard /? A relatif au rayon réfléchi 2/? — 1 fois est aussi un nombre entier de longueurs d'onde; toutes les vibrations sont alors concordantes et l'on doit employer la formule (5).
Quand A est un nombre impair de demi-longueurs d'onde, ses multiples successifs sont alternativement un nombre impair et pair
de fois -; c'est alors la formule (5)' qui convient.
Supposons d'abord que le troisième milieu soil de même nature que le premier; on doit alors remplacer b par — a (268) et l'on a
Dans le premier cas, l'intensité est rigoureusement nulle; c'est celui de la tache centrale et des anneaux obscurs. Dans le second cas, on a
Art' (i-ha*)*
Le facteur a étant très petit, l'intensité est sensiblement quadruple de celle du rayon réfléchi sur la face supérieure.
Si l'indice de réfraction de la lame est intermédiaire entre ceux des milieux qu'elle sépare, les coefficients a cl b sont de même signe. Suivant que le retard A est un nombre pair ou impair de demi-longueurs d'onde, on a
\=z ; ou A' =
i -^ ab i — ab
La tache centrale est alors un maximum ; les minima prennent la position des maxima primitifs et inversement, mais ces minima ne sont plus nuls.
270. Cas général, — Le calcul de Poisson s'applique seulement aux cas où le retard A est un nombre entier de demi-longueurs d'onde; Sir G. Airy (*) a traité le problème général.
(») Sir g. Airy, Trans. 0/ the Cambr, Phil. Soc., t. IV, p. 419; «SSo.
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Si la vibration réfléciiie sur la première surface esl représenlée par a cosco/ et que o soit la perte de phase du rajon réfléchi une fois sur la face inférieure, la vibration de ce rajon est
a'*ôcos(w/ — o);
celle du rayon réfléchi trois fois
— a'^a^* cos(ta)/ — 2g) =a'*ô( — a6)cos(ci>/ — ai),
et ainsi de même pour les suivants.
Les vibrations des rajons réfléchis dans la lame sont successivement les parties réelles des expressions imaginaires a!^hé^^~^\ a'^b{ — a6)e'^"'~^^^ ..., qui forment une progression géométrique décroissante dont la raison est — abe^^, La résultante x^ de ces vibrations est donc
La résultante x de toutes les vibrations, y compris la première acoso)/, ou ae'*^', est alors
L e'^ -h ab J e'* -h ai
ou, en prenant les termes réels,
[a(i -I- b-) -h b{i -4- «') coso] costi}t -+- b(ï — rt'') sino sinw/
i -h 2ab coso H- a^b^
Lu valeur de x se trouve ainsi exprimée par la somme de deux vibrations conjuguées, qui sont les termes en sinco^ etcoscu/. La perle de phase o qu'elle présente par rapport à la vibration ré/Iôchie sur la première surface est
,_^ b{i — ^-)sino I — a* sino
(6) lanj^'cp z
' a(i-h b'^) -\- b(i -\- a')coso i -h b^ a(\ -h b*)
b{i-ha^) cl Tamplilude A de la vibration résultante
[(7(1 -f- />-) -hb{i-h a*-) cosq]^-^ b^i — a^y sin'o
^' (1 -r- 2rt6cOS0 -hrt*^*)*
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Lorsque les milieux extrêmes sonl identiques, on doit remplacer b par — a\ il vient alors
I — a^ sino i — a* 8
(6)' langcp ^ , ^ =: ;COt-i
^ ' °^ I -1- a' I — cosô I H- a* a
(7)' A'=: ^ ;: rSin'-.
L'intensité est rigoureusement nulle quand la perte de phase 8 est un nombre entier de circonférences ou le retard A un nombre entier de longueurs d'onde.
Si Ton considère seulement, dans un calcul approché, le rajon réfléchi à la face inférieure en lui supposant la même intensité qu'au rayon réfléchi sur la première surface, la vibration résultante serait
a[cosiùt — cos(to^ — 0)] =: 2a sin - cos 1 u>^ H );
on aurait alors
or . .0
'^ = > A^2asin-«
Comme le coefficient d^ est généralement petit pour les lames transparentes, on peut, sans grande erreur, le remplacer par zéro dans Téquation (6)' et dans le dénominateur de Téquation (7)'; ces équations donnent alors les mêmes valeurs pour cp et A. Le raisonnement approché d'Young conduit donc à des résultats extrêmement voisins de la vérité.
271. Vision par un prisme des franges localisées. — Le mode de calcul utilisé pour l'étude de Tarc-en-ciel (258) permet d'expliquer comment l'emploi d'un prisme est capable de faciliter l'observation des anneaux dans la lumière blanche; nous examinerons le problème sous une forme un peu plus générale.
Supposons qu'un système de franges, localisé sur une surface S sensiblement plane, soit symétrique par rapport à une droite Oj: {Jig* 123) à laquelle les franges sont normales, que l'on observe le phénomène en armant Toeil d'un prisme P dont l'arête est perpendiculaire au plan de symétrie des franges, enfîn que la réfraction ait lieu dans ce plan de symétrie.
Soient
X la distance OM du point observé M à un point fixe 0;
A et a les distances PQ et OQ;
{ et Q les angles que font avec la normale à la surface S le rayon
considéré MP et le rayon réfracté correspondant PM'; D la déviation produite parle prisme pour la longueur d'onde 1
et l'indice de réfraction n,
La différence de marche A relative au point M est une fonclion f{Xj i) des variables x et i et la déviation D une fonction f (lyn).
Fig. ia3.
L'angle 0, qui détermine la direction suivant laquelle on voit le point M, est donné en fonction de x et )., ou x et /?, par les équations
/ \ — ml—f{x, i),
(8) < a -\- X :=z h tang/,
( D = 0 — / = cp(f, n).
L'ordre m de la frange achromatique est défini par la condition que, pour une valeur constante de m, l'angle 8 passe par un maiimum ou un minimum. On a donc, en faisant rfO = o,
^' — -i^dx-h -^ di, ôx ai
dx =3
CCS
^jii,
m\ iH-
— dc=: -r^. di -{- -:r- dn \ ai an
à-A ^ ( /> df ^ df\ d-o di ) \cos*/ ()j? ai ) dn
dn dA
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Si Ton représente par L l'expression — ).--^ qui dépend de la oature du prisme, on peut écrire
(9) „x(,.^)=L(jA-.| + f)^.
Les équations (8) et (9) déterminent toutes les inconnues /?i, Oif i et 0 relatives à la frange achromatique.
La largeur apparente 0O d'une frange s'obtiendra, de même, en
Taisant om = i et considérant )^ et n comme des constantes, ce
qui donne
, àf. df^.
ax 01
Au voisinage de la frange achromatique, on doit tenir compte de l'équation (9); il en résulte
^ ' m on
Comme les facteurs L et -r^ varient très lentement avec la lon-
On
gueur d'onde, on voit que, quelle que soit la loi /(^, i) du phénomène d'interférence, la valeur de 80 est presque invariable au voisinage de la frange achromatique, de sorte qu'on apercevra un très grand nombre de franges.
Il est même possible, en choisissant d'une manière convenable l'inclinaison du prisme, de rendre la coïncidence encore plus parfaite, si les variations des deux facteurs L et -p se compensent, c'est-à-dire si la dérivée de leur produit est nulle ou
^ ' dn^ dn dn
En appelant A l'angle du prisme, /* l'angle de réfraction à l'en-
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trée. r et i les angles relatifs à la sortie, on a (76)
àz sinA
an cosrcosi*
d*5 - a / dr ,
^=.sinA(^langr^-HUngf
. / . Ungf
=: sin A I sin A ^^ — =
\ cosrcosr
dn) tan g
D^autre part, si ^ est Tangle de la première face du prisme avec la surface S, Fangle d*incidence à F entrée est ^ — i . L*équation (26) du n® 77 devient alors
or cos( ^ — 1) cosr'
On a d'ailleurs
cosrcosr
par suite,
(J© 81' cos (3 — I ) cos r'
di 5< cosrcosr
Finalement, Tordre de la frange achromatique, la distance angulaire des franges voisines et la condition de meilleur achromatisme deviennent
in\
\cos'/ dx di )
OÔ =z —
sin.\ cos(p — i) cosr''
sin A
1 ^ L dn
ni cosrcosr sin(P — i) tangrcose' — sin A lange'.
Celle dernière équation est indépendante de la loi du phénomène d'interférence. Comme les angles r et i' sont des fondions de l'angle p — /cl que Tanglc i est déterminé par la condition dachromalisme, le second membre est en définitive une fonction de l'angle p.
Lorsque Téqualion est satisfaite, et Ton y arrive au moins d'une manière approximative par tâtonnements, si les franges sont très serrées, on en aperçoit un si grand nombre que le phénomène e>l tout à fait comparable à celui que Ton observerait avec de la lumière homogène.
Il semble d'abord que Ton pourrait remplacer le prisme par un éseau, mais les résultats seraient tout différents. En effet, la délation D doit alors être considérée comme une fonction çp(/, ).) les variables i et ).; la condition d^achromatisme devient
di ) dl
di ) \cos' i dx
;t Tangle apparent des franges voisines
La déviation dans un réseau étant proportionnelle à la longueur Tonde, sa dérivée est une constante; Tangle apparent SO est donc 3roportionnel à la longueur d'onde et le nombre des franges viables n'est pas augmenté.
272. Franges d^ interférence, — Considérons d'abord le cas ies interférences ordinaires, que Ton recevra, par exemple, sur un krerre dépoli ou sur un écran, de manière à pouvoir les observer très obliquement au travers d'un prisme. Le point O étant choisi lu centre du phénomène, la différence de marche A est simplement proportionnelle k x ti l'on a
ni\ z=:f(jr, i) =: oLXj àf àf
dx - ' ôi ~
Il n'existe alors qu'une frange achromatique, dont l'ordre m el la distance x sont déterminés par les équations
m\ hi sinA
L cos* i ces ( p — i) cos /' '
mX , L sinA
X m izr h
a cos*£ cos(p — I) cos/'
Ces valeurs de m et de x sont d'autant plus grandes, toutes choses égales, que le prisme est plus éloigné de la surface S. Pour /= o, c'est-à-dire dans la direction même des rayons qui
iaierfèrent, on a
mX _ sinA
a "" cospcosr' M. - I. a8
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Enfin, pour i = o et ^ = o, il reste
X = — = A L tai
273. Anneaux de Newton, — Dai Newton produits par une lame ci*air enl faces sont sensiblement planes, si le po du phénomène, on peut supposer que n'est pas nulle au centre et représeo point M par
On a alors
m'k^ aecosi = f 2^0 -+-
df 2J" df
La condition d'achromatisme devient
îL \H cosf / cos(
ou, en remplaçant ni\ par 'Àe cosf,
[cosi sin/sin/V 1
L C()s(Ji — /) ces/' J ~ H co
Le problème est entièrement délermir (i3), (il) et (iT)).
Il se présente même eelle circonstance lion ilnale, qui détermine la distance x 0 premier degré; il peut donc exister plu; tiques distinctes et plusieurs groupes de
Pour / = o, par exemple, Téqualion (i{
L/i sinA
K ces fi ces/'*
sinA
x^ — n L II j X ^ i\
cospcosr
Le problème n'est possible que si la condition
sin'A
2Re.<Uh'
ces* p cos* r'
est satisfaite et les deux valeurs de x sont positives.
Lorsque les surfaces qui limitent la couche d'air sont en con tact, eo = o ; l'une des valeurs de x est nulle et l'autre
- , sinA X z=z2Ln
cospcosr'
La tache centrale reste alors achromatique et il se produit en même temps une frange achromatique d'ordre élevé.
Un effet de même ordre a lieu quand on remplace le verre supérieur de l'appareil producteur de franges par un prisme isoscèle dont la base est appliquée sur une lame de verre. Si les surfaces sont en contact, on aperçoit encore la tache centrale et un nombre de franges notablement plus grand que dans les conditions habituelles.
Le problème est moins simple quand on vise au travers du prisme en dehors de la section principale, ou que le plan d'incidence ne passe plus par le centre des anneaux, et le phénomène se complique encore par la considération des lignes focales produites par la réfraction. Il arrive quelquefois, en effet, que les franges achromatiques, au lieu d'être des portions d'anneaux situés dans le plan de symétrie, se présentent à droite et à gauche comme des fragments discontinus et symétriques.
274. Couleurs et éclat des lames minces. — Lorsque la lumière incidente n'est pas homogène, l'intensité totale de la lumière réfléchie dans une direction déterminée est la somme des inten* sites relatives aux différentes couleurs, c'est-à-dire
.«^4 y ^_!1L ^sin«^
^^i — 2a'coso-i-a* a
si Ton connaît le coefficient a, on pourra ainsi calculer la couleur résultante (150) d'un système éclairé par la lumière blanche.
En assimilant la propagation de la lumière dans les milieux élastiques à la propagation du son dans l'air, Young était déjà par-
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venu à évaluer la fraction de lumière ré paration de deux milieux.
11 admet, comme pour le son, que le < gation de la lumière est proportionnel deTéther par sa densité etqu^en outre 1 tous les milieux. Ces deux h)^pothèses i cas de Tincidence normale, pour évalw reviendrons plus tard dans la théorie de
En appelant n Tindice de réfraction < port au premier, on a alors
Quand il s^agit d^une lame d'air co identiques dont Tindicc est n, on doitrei ce qui change simplement le signe de a.
Avec la valeur n = i ,53 qui convient .
rS
= 0,9lG=:
L'erreur commise par le calcul approcl carré de l'amplitude A^ est donc inférieu ficienl a varie très lentement d'une coule teintes obtenues dans la lumière blanche
\-=^ 4^' ^ ''* sin*
est donc identique à celui qui a servi centre noir (loO) et la succession des coi le même ordre. C'est, en effet, par i'obsc lorés que Newton a donné la première écl Toutefois les anneaux produits entre u verre ne donnent pas des couleurs très pt cile d'éliminer la lumière réfléchie sur la i inférieur et surtout à la première surfac< que les couleurs sont toujours mélangées de lumière blanche.
Avec les bulles de savon il n'y a pas d'autres surfaces réfléchissantes que celles qui interviennent dans le phénomène et toute lumière étrangère se trouve éliminée ; les couleurs sont alors beaucoup plus pures et présentent un vif éclat. En outre, l'indice de
1 eau étant environ ~> on a
/4_-3\î , ,_rt» 2/1 24 ,
le calcul approché pour les teintes est donc exact à moins de ~ près, quelle que soit la différence de phase.
Avec une lame d'indice n comprise entre des milieux différents d^indices n' et /i'^, on aura
Ltes amplitudes des maxima et des minima sont alors reprcseniëes par l'une ou l'autre des expressions (269)
ab a — b
I — ab
Pour une goutte d'eau entre deux verres de crown, on aurait iJ z=,n" z=z 1 ,53 et n = 1 ,33 ; les minima sont nuls et l'intensité des maxima est
Cette intensité n'est que le dixième de celle 4 X o,o44 = 0)176 qui correspond à une lame d'air. Le phénomène est donc beaucoup plus pâle.
Pour de l'essence de sassafras entre un crown et un flint, qui donne des anneaux à centre blanc, on aurait environ
Les intensités des maxima et des minima sont alors
Les maxima sont extrêmement faible est environ le ^ de ceux que donne une moins visibles avec une grande netteté, p plus éclatants que les minima.
275. Anneaux de transmission. — transparence un appareil capable de pro flexion, on aperçoit encore un système mètres sont du même ordre de grandeui beaucoup moins éclatants, parce qu*ils se rement général. Les minima ne sont pai plus pâles que les maxima, et la tache cea nulle, est un maximum, au lieu d^un mi plus générale, les minima des anneaux r* des maxima des anneaux transmis dans dans la lumière blanche, les anneaux in complémentaires en chaque point des ai même incidence.
Ce résultat doit paraître évident puisque terminée, la lumière incidente doit se retr refléchis et transmis correspondants. La se rayons réfléchis et transmis est donc éj lumière incidente, quel que soit le phénoi Arago (*) a vérifié cette propriété en pi ducteurs d'anneaux dans un pian vertical de papier blanc AB {/ig* 124) uniformémc placé en O ne distingue entre les verres a système paraît uniformément éclairé, d'où mène produit en un point G par les ravoi couche est exactement complémentaire du j des rayons BC de même intensité. 11 suffit noir la moitié AD ou la moitié DB pour ap réflexion ou de transmission.
La diflerencc de marche qui existe entr subi seulement deux réfractions, et celui q réflexions intérieures, est égale à 2necosi
(') Arago, Œuvres complètes, t. X, p. iG (note).
5aire d'j' rien ajouter pour obtenir le relard physique, si les deux réflexions sont de même nature. Les rayons transmis donnent donc un maximum quand les rayons réfléchis donnent un minimum, et réciproquement.
On pourrait encore calculer l'intensité des rayons transmis en tenant compte de toutes les réflexions intérieures, mais il suffit de remarquer qu'ils sont complémentaires des rayons réfléchis correspondants .
Fig. 12^.
L'amplitude B des maxima des anneaux vus par transmission dans une lame comprise entre deux milieux identiques est donc la même que celle de la lumière incidente. L'amplitude B' des niinima est
Ces minima ne sont pas nuls; leur intensité difl'ère même très peu de l'unité (274).
Pour une lame d'air entre deux crowns, l'amplitude de vibration pour les minima est 0,916 et l'intensité 0,889 ne difl'ère que de I de celle des maxima.
Pour une couche d'eau entre deux crowns, la difi*érence des intensités des maxima et des minima n'est que 0,019 et les anneaux de transmission sont très difficiles à distinguer; à plus forte raison deviennent-ils invisibles pour une couche d'essence de sassafras comprise entre un crown et un flint, où les variations d'intensité n'atteignent pas j-jj^.
276. Position des /ranges. — Si l'épaisseur de la lame est extrêmement petite, de quelques longueurs d'onde, les rayons qui se réfléchissent sur une petite étendue des surfaces, même sous des inclinaisons un peu difl^érentes, correspondent sensiblement au même retard optique. L'une ou l'autre des deux surfaces peut
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donc être considérée comme le siège
les franges paraissent localisées dans Tinl
LfC phénomène est cependant plus coa déterminer exactement la position des fin quand on observe dans la lumière homog)^ notable, des franges d^un ordre élevé et oj les premiers anneaux avec un microscope.
Supposons, par exemple, que les retas une couche dUndice n, comprise entre um surface courbe S' {fig' 1^5); le milieu su sidérons les rayons dont le point de con< Tépaisseur de la couche.
Fig. ia5.
Puur iiD faisceau de petite largeur dont dence est i sur la surface S, les rayons pri vers deux lignes focales C^ et Oi, la premièi et la seconde perpendiculaire au plan de i images du point A par réfraction.
La partie du faisceau réfléchie sur la su par deux lignes focales C et O, symétriques
On a d'ailleurs, en posant AP = h (63),
cosr ' n
Le faisceau de rayons réfractés, passant ] rciléchit en N sur la surface S^ a aussi deu: s'être réfractés de nouveau sur la surface S ensuite de deux nouvelles lignes focales G et
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dépendent de la forme de surface S' au point N et sont en général très difTérenles de celles des lignes C et O.
Si la pupille de l'observateur, ou Tobjeclif de la lunette, reçoit une partie des deux faisceaux dont les directions moyennes sont MR et M'R', la frange correspondant à leur retard ne paraîtra nette que si les faisceaux ont deux lignes focales sensiblement parallèles entre elles et tangentes à la frange d'interférence. Cette double condition n'étant réalisée que dans des cas très particuliers, les anneaux ne tardent pas à disparaître quand l'inclinaison augmente progressivement.
Pour les rayons voisins de la normale, le faisceau réfléchi sur la première surface S est aplanétique et l'on a
CP
La courbure de la surface S' étant toujours très faible, le faisceau qui s'y réfléchit reste à peu près normal et sensiblement aplanétique. Avec une ouverture limitée, on apercevra alors des franges très nettes sur un plan quelconque situé dans la couche ou au voisinage de ses surfaces.
Lorsque la réflexion a lieu dans un plan de symétrie de la surface S', les lignes focales C et O, O et O' sont respectivement parallèles deux à deux.
La surface S' étant sphérique, si le plan de réflexion passe par le centre de la sphère, les lignes focales C et C se projettent sur le phénomène dans une direction perpendiculaire aux anneaux et ne peuvent être utilisées; les lignes focales O et O' sont bien tangentes aux anneaux, mais elles ne feront apparaître les franges que si elles ne sont pas très éloignées du poitit de concours K des faisceaux.
Si le plan de réflexion est perpendiculaire au diamètre de l'anneau observé, les projections des lignes focales O et C sont tangentes à la frange d'interférence; elles se superposeront, au moins en partie, et l'on apercevra les anneaux avec plus de netteté dans le voisinage du point où la direction des rayons émergents qui se sont réfléchis sur la surface S' rencontre le plan d'incidence. Le diamètre apparent des anneaux ne dépend alors que de l'épaisseur correspondante et de l'inclinaison. On voit, par celte remarque,
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que la méthode de mesure employée par ] (265) se trouve entièrement justifiée.
Les mêmes considérations s^appliquen de concordance A du faisceau serait pris ou dans le milieu inférieur.
Le phénomène est plus ou moins net a fait du point A, c'est-à-dire suivant la di serve, et le choix de ce point dépend c elles-mêmes.
En résumé, les franges n'existent pas i elles ne peuvent apparaître dans le vois, produit les retards qu'à la faveur de deux épaisseur de cette couche et la limitation i fait l'observation . Pour les directions oblic coup le phénomène en favorisant la for lignes focales parallèles aux franges con« cela, de diaphragmer la pupille ou l'object vation par une fente perpendiculaire à la c
Dans tous les cas, il n'y a pas à cherch le lieu de formation des franges, puisqu'ell réelle et ne sont pas rigoureusement localii miner en chaque point que les conditions et ces conditions dépendent de la section d
On devrait aussi, en toute rigueur, faire i multiples, mais les rayons correspondants faible et ne modifient pas d'une manière î apparente des franges.
277. Lames mixtes. — En posant l'un entre lesquels était une couche de buée, transmission des anneaux d'interférence beî ceux qui correspondraient à la même coucl ce qui a lieu pour les anneaux de Newton, se resserrent en marchant vers le centre à i augmente. La différence de marche pour un mente donc avec l'inclinaison.
(•) YoUNO, Pliil. Trans, L. II. S., 1802, p. 38;.
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Brewster (*) obtenait les mêmes anneaux en laissant sécher sur une lame de verre une couche d*eau savonneuse ou de blanc d'œuf sur laquelle il appliquait ensuite un verre convexe.
La couche de buée ou de savon que Ton obtient ainsi est discontinue, de sorte que les rayons transmis ont traversé entre les deux verres des milieux différents et deux rayons très voisins peuvent interférer. Telle est, en effet, l'explication donnée par Youngf La couche intermédiaire est une lame mixte, formée de deux parties distinctes dont les indices de réfraction sont n et n!.
Si Ton appelle r et r' les angles que font avec la normale deux rayons voisins correspondant à une même direction extérieure, la différence de marche est (42)
A z=z e(/i'cos/*' — n cos/).
La tache centrale est blanche et les carrés des diamètres (ou les épaisseurs) des anneaux successifs, maxima et minima, varient comme la suite des nombres entiers.
Le retard A est toujours positif quand n'> n, et croît avec l'inclinaison; sa valeur minimum est Ao= e(/i' — n) pour l'incidence normale.
Si les rayons peuvent être rasants dans le milieu le moins réfringent, comme dans le cas d'une couche de buée entre deux verres, le retard maximum est alors
278. Lames multiples. — Quand on observe une lame de verre mince par réflexion dans une lumière homogène, à la flamme de l'alcool salé par exemple, elle paraît couverte de franges qui correspondent à des courbes d'égale épaisseur.
En superposant deux lames semblables, on voit l'ensemble des deux systèmes de franges qui appartiennent séparément aux deux lames et, dans certains cas, le système qui correspond à la couche d'air intermédiaire. Il se forme en outre un système complexe qui provient de l'interférence réciproque des deux premiers et ces franges nouvelles sont indépendantes de la couche d'air située dans l'intervalle des lames, car elles ne changent pas quand on presse l'une contre l'autre les deux lames.
(«) BrewsteR) Phit. Trans, L, B. S., i8 p. 73.
Considérons deux lames parallèles d'épi et d'Indices n et n', éclairées par des rayon angles de réfraction r et H.
Fig. la*».
Les deux rayons i et 2, dont le trajet ei ont traversé la même couche d'air intermé entre eux que parce que le premier a trave première lame e et le second deux fois de |
Les retards correspondants (43) sont a, de sorte que leur différence de marche est
A := ^ ( /l' é?' ces r' — ne cos
<•(! (jui donne, pour un angle d'incidence tr«
1 = 2(/i'e'— ne) -h /-( - —
Sous l'incidence normale, les franges dessî où la différence n'e' — ne des épaisseurs opt est constante.
Si l'on suppose n'e'^nc, la différence
ranerle d'incidence pour la condition - >> — ^ * nu
prochcnt des points où la différence des éj
e e' minimum: le contraire a lieu pour - <I — 7*
Le calcul s'applique également aux ray entre eux, quoiqu'ils aient des intensités très n'ont pas subi le même nombre de réflex
Enfin, on pourrait aussi considérer plusi< rayons à réflexions multiples, mais leur ii plus faible et les franges correspondantes so; tinguer.
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Franges a l'infini. Interférences des ondes planes.
279. Mode (Inobservation. — Lorsque les lames sur lesquelles on opère ont des faces planes et parallèles, tous les rajons de même inclinaison, ou les ondes planes correspondantes, subissent la même différence de marche. Ces ondes ne donnent pas d'interférences localisées ; l'interférence aurait lieu à l'infini et on peut Fobserver soit dans le plan focal principal d'une lentille convergente placée sur leur trajet, soit sur la rétine d'un observateur dont l'œil est accommodé pour la vision éloignée (*).
280. Lame unique, — Anneaux de réflexion, — Haidinger(^) a observé des franges d'interférence à l'aide d'une lame mince de mica, en plaçant entre la lame et l'œil, réglé pour la vision éloignée, ane flamme d'alcool salé. Les courbes ainsi obtenues paraissent être des fractions de circonférence; elles sont d'autant plus écartées que l'angle d'incidence des rayons utilisés est plus petit. Ce sont, en réalité, des anneaux circulaires dont le centre est sur la normale à la lame passant par l'œil de l'observateur, mais il est difficile de voir cette partie du champ, puisque la flamme se trouverait alors sur le trajet de la lumière réfléchie.
L'observation devient facile si l'on fait tomber sur la lame e LfiS' '^7) ^^ lumière de la lampe S réfléchie par une lame transparente L. Les rayons réfléchis traversent en partie cette lame transparente et sont ensuite reçus, soit directement dans l'œil, soit par une lunette M réglée sur l'infini. On voit alors une série d'anneaux circulaires concentriques dont le centre correspond aux rayons normaux à la lame e.
En laissant la lunette immobile et montant la lame e sur un cercle divisé, on peut, par la rotation du cercle, amener successivement sur le réticule de la lunette les anneaux des différents ordres et déterminer ainsi l'incidence qui correspond à chacun d'eux. Il faut évidemment que Taxe optique de la lunette soit perpendiculaire à l'axe de rotation du cercle et la lame parallèle a
(») Mascart, Ann. de Chim. et de Phys.j [/|], t. XXIII, p. 116; 1871. (') Haidinoer, Pogg, Ann., t. LXXVII, p. 319; 1849.
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cel axe. Ce réglage s'oblienl d'ailleurs du phénomène, puisque la rotation de centre des anneaux sur le réticule.
La différence de marche des rayons ( interfèrent est
1=1 2 ne CCS r H — = ( p
L'intensité est maximum ou minimum ] entier, impair ou pair.
La différence de marche diminue quand sa valeur pour la direction normale est
ci l'on a
Remarquons que celle expression penne si l'on connaît l'épaisseur e de la lame et 1' du centre, de la frange qui correspond à Va a, en effet,
Po — P _^ 2 2
n — n ces r =
Si Ton représente par a le second mem
* qui est une quantité connue, il en résulte
{n — ay =: /^* cos'r = n' — sîn*i,
a- -h sin*i
ia
Si l'axe optique de la lunette est perpendiculaire à la lame, on verra donc une série d'anneaux concentriques. La nature du phénomène sur la tache centrale dépend de Aq ; comme cette valeur n*est pas nulle, les interférences ne seront visibles que dans la lumière homogène.
Pour les premiers anneaux, l'angle d'incidence reste très petit ; on peut écrire alors
Dans le plan focal de la lunette, les carrés des diamètres des anneaux de même nature que le centre varient comme la suite des nombres pairs : c'est la loi des anneaux de Newton. Le phénomène est entièrement comparable aux anneaux de réflexion à centre blanc ou aux anneaux de transmission correspondants, lorsque /?o est un nombre entier, pair ou impair.
Pour une même variation Aq — A dans la différence de marche, le carré du diamètre de l'anneau est proportionnel à l'indice de réfraction, et en raison inverse de l'épaisseur de la lame.
281. Franges d^Herschel. — Quand on observe la lumière des nuées par réflexion sur la base d'un prisme isoscèle (71), il n'y a pas de dispersion des couleurs, mais le champ paraît divisé en deux régions très inégalement éclairées : l'une supérieure, qui correspond à la réflexion totale; l'autre inférieure, plus sombre, où la lumière est en partie transmise.
La ligne de séparation est formée par un maximum d'éclat dont la direction est variable avec la couleur et dont l'ensemble constitue une sorte d'arc-en-ciel, avec cette difl<érence que la direction limite des rayons réfléchis totalement est plus voisine de la normale pour le bleu que pour le rouge, de sorte que la bordure bleue est beaucoup plus pure. Cette ligne paraîtrait circulaire si Fœil
élaîi dans rintërieur du prisme ; sa fol
d^une circonférence vue par réfraction d
En plaçant un pareil prisme P sur un |
de manière qu^il reste entre les deux si d^épaisseur constante et assez petite, W. belles franges d'interférence situées dans à-dire en dehors du champ de réflexion ligne de séparation des deux régions. Ces ment quand Fœil est accommodé par la vis donc produites par des interférences d'oni
Talbot (*) répéta la même expérience i isoscèles à angle droit qu'il appliquait l'ui que Tensemble constituât un prisme à sei vant deux arêtes opposées.
Les franges d'interférence apparaissent d quand on éclaire l'appareil par une des fac transmise est séparée d'une région obsci réflexion totale par une sorte de spectre b* pelle exactement rarc-cn-ciel ; dans le voisi trouvent des franges d'interférence coniplé: l'on observe par réflexion.
Avec un faisceau étroit de lumière solair nent naturellement avec assez de pureté e un écran placé à quelque distance.
Les franges apparaissent également qu couche d'air n'est pas très petite et devien;
(') Sir W. Hersciiel, PhiL Trans. L. R. S., 1809, («) Talbot, Phil. Mag. (3), i. IX, p. 401; i836.
breuses pour que Talbot ait pu en compter cent dix et même deux cents. C'est encore un système de franges achromatisées par la réfraction (271) dont le centre ne se trouve pas sur la limite de la réflexion totale.
Soient
e l'épaisseur de la lame d'air;
i l'angle d'incidence des rayons qui la traversent ;
r l'angle de réfraction dans le prisme ;
A l'angle du prisme ;
n son indice de réfraction ;
i^ et i les angles relatifs à la sortie des rayons considérés.
La différence de marche due à la réflexion sur les deux faces de la lame d'air est
(i) A = 771 À = 2e ces/,
et l'on a les équations successives
/ siiw*=i/i sin/-, (2) i^ r-\-r' — K,
n sin/''=z sini'.
La frange correspondante est achromatique lorsque la différentielle di' de l'angle d'émergence est nulle, en considérant l'ordre /w de la frange comme une constante. Les équations (i) et (2)
donnent alors
m (il -^- — 2 e sin i di^
cos / di T= n cos r dr 4- sin /• du ,
dr -H dr' --^ o, n cos/*' dr' -h sin /' dn ^ o ;
il en résulte, en représentant par L l'expression — ^* 7 '
— 1/ tanj;/*'\ , <^/i - sin A
n \ l2Lï\^r J dk sinicosr'
cos*i , sin A
^ ' sini ces/*
Cette équation, jointe aux précédentes, déterminera Tanglc - — / M. — I. 29
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que font les rayons correspondant à li la surface de la lame d^aîr et Tordre m i quera que Tangle c'est indépendant de.
Si Ton désigne par R, R' et V les vi relatifs à la réflexion totale, déterminée
/i sinR= f ,
/isinR' = sini',
on pourra sans erreur sensible remplacei (3) par sa valeur limite R', et l'on a trèa
,«.; cos*i - sinA
sini cosR'
L'angle apparent d'une frange est en correspond à uni = i . Les équations
X =1 — aesii
ces i oi = n cos r h
n cos r' or' = cos i' et'
donnent alors, en tenant compte de (i),
I cos*/ cosr' X'
(4) 0/':= r-T- -—my-^
m sini ces/' cos i 4^
ou sensiblement
(4) Oi' :zz m
4c'- cos H cos
Comme le dernier facteur varie 1res len sentent donc celte circonstance singulière rente, au moins pour les premières, est p m et au carré du rapport de la longueur C'est une loi qu'on ne rencontre dans aucu
Au voisinage de la frange achromatique miné par l'équation (3), on a
>v L slnA
m cos/* cos t'
Celte condilion est la même que celle qui a été obtenue précédemment (271 ) pour la vision par un prisme de franges localisées. On s'explique ainsi que la largeur apparente des franges voisines de la frange achromatique soit à peu près indépendante de la longueur d*onde dans une ouverture angulaire notable et qu'on en distingue un grand nombre.
On peut écrire encore, très approximativement,
m cosRcosl'
282. Anneaux de transmission. — Si Ton place une lame à faces parallèles entre Tœil et une source de lumière homogène, on aperçoit encore à l'infini des anneaux d'interférence, mais beaucoup plus pâles, parce que les minima ne sont pas nuls. On ne peut guère les distinguer qu'en déplaçant l'œil ou faisant tourner la lame, afin de leur donner *un mouvement apparent. On sait, en e'ffet, que ces déplacements rendent beaucoup plus manifestes les différences d'éclat (*). Les phénomènes ainsi obtenus correspondent aux anneaux de Newton par transmission.
La différence de marche des rayons qui interfèrent est
A t= 2/ie?cosr.
Ces anneaux sont complémentaires de ceux que l'on voit par réflexion avec la même lame et suivent les mêmes lois.
283. Lames mixtes, — Pour obtenir les interférences analogues des lames mixtes, on pourrait couvrir par moitié la pupille de l'observateur ou l'objectif de la lunette avec une lame à faces parallèles, mais il vaut mieux disposer l'expérience de façon que les deux faisceaux de rayons parallèles qui interfèrent soient finalement superposés.
Deux lames L et U {Jig- 129) d'égale épaisseur E, comme dans l'appareil interférentiel de Jamin (286), sont rendues exactement parallèles et on les éclaire par une source latérale S de lumière homogène.
( • ) Araqo, Œuvres complètes, t. V, p. 267.
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Parmi les rayons quî proviennent d'i considérerons les rayons ABCC'S' et A réflexion est indiqué sur la figure et <j superposés à la sortie, sans différence d
Pour un angle d'incidence I, leur dé rinlervalle des lames est (45)
sinsi
n cos R
Si Ton coupe par moitié le faisceau ii une lame e située sur le trajet de Fun des les raNons superposés en C'S" auront 1 Taulre une couche d'air de même épaiss marche est (il)
A r= e ( /i cos /• — cos /) :
On reçoit le faisceau émergent, soil accommodé pour hi vision éloignée, soitd vise à l'infini. On voit alors une série d dont le centre correspond à la normale à
La différence de marche augmente ave( la valeur qui correspond à lincidence noi
Pour les premiers anneaux, on peut é
Fangle i reste très petit,
A — Aq =3 ^[i — cosf — /i(i — cosr)]
= 2e ( sin' n sin* - ) = «*,
\ 2 ij 1 n
^ = ('^ — ^o) = {P—Po)"
Les diamètres varient encore comme ceux des anneaux de Newton et sont en raison inverse de Tépaisseur de la lame ^ on ne les distinguera qu'avec la lumière homogène.
En montant la lame sur un cercle divisé et observant avec une lunette à réticule, on pourra vérifier la loi générale pour des incidences quelconques, ou la loi de variation des diamètres pour les premiers anneaux.
Cette expérience permet également de déterminer Tindice de réfraction de la lame par Tordre p — po^ à partir du centre, de la frange qui correspond à Tangle d'incidence i, car elle donne la quantité n — n cosr.
284. Lames multiples. — Supposons que deux lames à faces parallèles A et K! {fig. i3o), dont les épaisseurs et les indices
Fig. i3o.
sont respectivement e et e', n et /i', et qui font entre elles un angle a, soient placées sur le trajet d'une lumière homogène. On verra d^abord deux systèmes d'anneaux :
1° Les anneaux de réflexion sur la lame A et dont le centre est dans la direction de la normale N. Ils sont produits par les rayons réfléchis d'abord sur la lame A', puis sur les deux faces de la lame A' où se produit la différence de marche ;
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a** Les anneaux de réflexion sur la 1 reflexion sur la lame A. Leur centre i normale à la face A' réfléchie par la lani4 direction ON' faisant l'angle a avec la pr
Ces deux systèmes d'anneaux empièt tcrfèrenl entre eux.
Si Tangle des lames est petit et que Ta soit bissecteur de l'angle NON', on aura systèmes d'anneaux ayant pour centres normales correspondantes ijig- i3i).
La différence de marche des rayons i ravon incident, est
A -- 2 ( /j' e' CCS r' — ne c<
('etïc différence de marche est nulle pour
n'c' cas r' — necosr
Dans ce cas, les vibrations des deux s obtiendra ainsi une frange maximum dise rhes correspondant aux niaxiina des deu (]etïo frang(» centrale sera bordée de deux 1 sur lcs(|n('lles les anneaux des (leiix svslè sera de même des franges suivantes à droit lames d'épaisseurs ou de natures dilTérer frange centrale est d'ailleurs variable avec 1
Lorsque les deux lam(\s sont identiques, 1 est \ = '2ne{cosf'' — cos/-) et la conditio: centrale se réduit à r = r' ou i=i'. Elle les rayons qui sont, après la première réfle?
bissecteur du suppMment de l'angle a des liiines. Après la seconde réflexion, ces rajoos soni parallèles un plan bissccieur de l'aDgle NON'CAf. ,3o).
Dans le plan focal de la iunetle, on aura donc une suite de taches brillantes sur la perpendiculaire CD {Ji^. i3i) au milieu de la distance des centres des anneaui. Ces nouvelles franges d'inlerférence sont rectiiignes.
Comme la différence de marche est en même temps nulle pour toutes les couleurs, le sjstème de franges rectilignes s'apercevra avec la lumière blanche, (quoique les anneaux y soient invisibles. Elles apparaîtront sur un fond gris, parce qu'il y a dans celte direction, en dehors de la lumière directement transmise qu'on peut éliminer, d'autres rayons réfléchis qui n'interviennent pas dans tes interférences.
Pour un point P situé dans le voisinage des centres B et B', si
Fig. >3j.
■yrx
ri'on appelle f la perpendiculaire PQ, x la distance CQ, aa la dis- I tance BB', p et p' les dislances PB et PB', i et l' les angles d'inci- I deace correspondants, R la longueur focale de la lunette d'obser-
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valion, on a - ^
p'*=y*-f- (a — jr)
par suite
Les franges rectilignes sont donc équi est proportionnelle à Tindice de réfract inverse de leur épaisseur et de Tangle qu*
Avec une source de lumière homogène,
à observer et présente l'apparence remai
^g. iSa. En regardant cette figure obliqc
cilement le système de franges rectilignes
L'appareil permet encore d'apercevoir 1 sion de chacune des lames, avec leurs inti plusieurs autres systèmes dans lesquels flexions multiples ; mais les franges sont nettes et ne présentent pas d'intérêt.
285. Franges de Brewster, — En o blanche, Brewsler (* ) a découvert les franj
L'appareil employé pour les observer s de lames A et A' {Jig- i33), montées à 1' dont le bout opposé est fermé par un écran ] raie O. A travers les lames, on voit en O' s une image pâle de la fenêtre, qui provient les deux lames ; c'est dans celle image que se mais il faut avoir soin de viser à l'infini, tube, si on veut les voir avec le maximum ou l'on resserre ces franges à volonté à l'a Irique qui permet de faire varier l'angle d<
11 est difficile de se procurer des lam< donner de belles franges; un petit artifice
(') Brewster, Edinb. Trans., t. VII, p. 435; i8i
coup sûr. Une lame de verre à faces à peu près planes a le plus souvent la forme d'un prisme à angle très aigu; les courbes d'égale
Fig. i33.
épaisseur/ (Jig> 1 34) vues par réflexion dans la lumière homogène sont à peu près rectilignes et parallèles.
En coupant celte lame suivant une ligne L perpendiculaire aux franges et rabattant les deux morceaux Tun sur l'autre autour de cette ligne comme axe, le système ainsi formé produira de très belles franges de Brewster, parce que les rayons qui interfèrent auront toujours traversé les lames aux points d'égale épaisseur.
On peut encore distinguer, mais plus difficilement, de part et d'autre des franges principales, deux systèmes très pâles, qui tiennent à des faisceaux réfléchis quatre fois.
286. Appareils de Jamin. — L'appareil d'interférences de Jamin (*) est une application de ces franges de Brewster. Il se
(') Jamin, Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences f t. XLII, p. 482; 1857. — Mascart, Ann. de Chim» et de Phys., [4], t. XXIII, p. i4i ; 1871.
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compose de deux lames épaisses à faces pafi aussi identiques que possible (on prend même lame) dont les faces extérieures soi menter Tintensité des rayons réfléchis.
La source S ayant des dimensions limit peu près parallèles, on voit, en se plaçant 9 émergent qui provient des rayons réfléchis plusieurs images de la source.
Fig. i3j.
Pour simplifier la figure, nous remplacer dans une lame et réfléchi sur la surface posi équivalent qui se serait réfléchi sur une sui (75). Toutes les images se trouveront scnsit maie aux lames passant par la source.
L'une de ces images S|, très brillanle, ; SAA'R, qui se sont réfléchis sur les deux fa
Une première image plus pale S' provienl d S AC'IV qui ont subi seulement une réflexion b couru des chemins équivalents, à part Teffet ] de parallélisme des lames. Une seconde image côté de l'image principale S|, provient des ra SAA'ED'R" qui ont subi trois réflexions m temps qu'une réflexion intérieure sur la prei ont encore parcouru des chemins équivalent trlction. Il se produit aussi une série d'autres nous n'insisterons pas.
Lorsque les lames sont convenablement 1
■5^ dans les images latérales S' et S'' un système de frauges rectilignes 3ï visibles à la lumière blanche ; nous considérerons en particulier ^ les franges situées dans l'image S'.
Ces franges se déplacent dans un sens ou dans l'autre quand on i.tt introduit un retard sur l'un des faisceaux interférents BB' ou CC :;: dans l'intervalle des lames où ils sont séparés. On peut donc apifj pliquer cette méthode à la mesure des retards produits dans différents phénomènes.
L'une des lames L étant fixe, l'autre lame L' est portée par une monture qui permet de la faire tourner autour d'une droite normale au plan de réflexion et basculer autour d'une parallèle à la lame située dans le plan de réflexion. Ces deux mouvements se font par des vis de rappel et permettent de régler l'expérience.
La frange centrale correspond au cas où les rayons intermédiaires AA', BB', ... font des angles égaux avec les lames, c'està-dire sont parallèles au plan bissecteur de l'angle obtus tî — a des lames. Si la réflexion a lieu dans un plan horizontal, comme on le fait généralement, il faut donc que ce plan bissecteur soit horizontal, c'est-à-dire que l'intersection des lames soit horizontale et chacune d'elles également inclinée sur la verticale, comme les faces d'un toit. Ces deux conditions doivent être réalisées au moins d'une manière très approchée.
Lorsque l'appareil est réglé à l'œil avec soin, l'angle a des lames étant très petit, on peut trouver les franges après quelques tâtonnements, avec une source de lumière blanche, par le jeu des vis de rappel; mais il est plus rapide d'employer d'abord une source homogène, telle qu'une lampe d'alcool salé.
Dans ce cas, on aperçoit presque toujours des franges de formes quelconques, et même des systèmes étrangers à celui dont il est ici question (^). Il est facile alors, en faisant basculer la lame L', de rendre les franges horizontales dans leur partie moyenne. Une rotation de la même lame fait monter ou descendre le système de franges et l'on s'arrête quand elles paraissent à peu près rectilignes au milieu de l'image de la source. Après ce premier réglage, si Ton remplace la lumière homogène par une lumière blanche,
(') LuMMER, Ann. der Phys, und Chim., t. XXIV, p. 4^7; '885. — Joubin, Journ. de Phys., [a], t. V, p. i6; i886.
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on voit les franges colorées presque à coup sûr, ou bien on les fera apparaître par une petite rotation dans un sens ou dans l'autre. Les franges une fois obtenues, on peut les écarter ou les resserrer à volonté par un petit effet de bascule.
Si Ton continuait ce mouvement de manière & élargir les franges de plus en plus, on devrait les faire disparaître entièrement et obtenir une teinte plate uniforme quand les lames seraient rigoureusement parallèles. Le plus souvent les franges se déforment alors et prennent des apparences ondulées accusant toutes les imperfections des surfaces, les défauts d'homogénéité ou de la trempe des verres; il y a donc, pour chaque appareil, une limite d'écart des franges au delà duquel on peut difficilement les utiliser.
Pour les faisceaux autres que ceux de la frange centrale, la différence de marche est
A=i2/îe(cos/*' — cosr).
Menons par le centre d'une sphère des droites parallèles aai différentes directions considérées et représentons chacune d'elles par le point correspondant sur la surface de la sphère.
Soient N et N' (^fig* 1 36) les normales aux deux lames, comptées
Fig. i36.
dans le sens de la propagation des rayons réfléchis sur la première.
La circonférence de grand cercle CD, perpendiculaire à Tangle NN':=a, comprend les directions de tous les rayons intermédiaire? aux lames qui donnent la frange centrale. Soient P l'un de ces rayons, I l'angle d'incidence correspondant PN ou PN'.
Pour une direction M, qui fait l'angle MP = S avec le plan moyen, les angles d'incidence sont MN= i et MN' = T.
En appelant p l'angle NPN', le triangle sphérique isoscèle XP^
donne la relation
sin - =: sinl sin -•
Dans les triangles NMP et N'MP, dont les angles en P sont respectivement — h- et ->ona
cos i =z cos I cos 0 — sin I sin 0 sin - =: cos I cos o — sin 8 sin - >
cos i' zz: cos I cos 0 -+- sin I sin 0 sin - •=. cos I cos o -h sin 8 sin - •
On calculerait ainsi la différence de marche en fonction des angles a, 1 et 5, et Ton chercherait le lieu des points P qui correspondent à une différence de marche constante, c'est-à-dire à une interférence d'ordre déterminé.
Si les angles a et 8 sont très petits, ce qui est le cas de l'expérience, on peut, en appelant di la variation d'incidence /' — /, négliger les termes d'ordre supérieur au premier.
Remarquant que
cos/ — cos/=r ûf(cos/) — — sinzû^t := — sinl^f\
on peut écrire
sin I di zzz cos / — cos i' r= — a8.
La différence de marche correspondante est
A = 2/ie^(cos/) := — 2/iesinrrf/'=: — 2esinl —rrdL
ncosR
rosi ^
A rz: 2 e -r: ao.
n cos U
La frange centrale sera parallèle à la direction du plan CD réfléchi par la lame L' et l'angle 5, vu aussi par réflexion, est la distance angulaire à la frange centrale de la frange qui correspond à la différence de marche A; ces franges sont donc équidistanles.
La distance de deux maxima
^ I n cosR X 2 a cosl e
est en raison inverse de l'angle des lames et de leur épaisseur. La distance des deux faisceaux intermédiaires est maximum (45)
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lorsque Tangle d^incidence satisfait à la c
tang*! =
En prenant pour l'indice de réfractioi
convient au crown, il en résulte 1=49** et
intermédiaires est
e sinal
n cosR ^
C'est donc pour une incidence mojCQ faisceaux qui interfèrent seront les plus é<
On emploie généralement Tincidence d tout à fait le maximum d'écart; mais il y rapprocher de la normale, parce que les d alors moins apparents.
287. Miroirs rectangulaires. — D'à ut mentales permettent d'utiliser deux fois k revenir sur elle les rayons qui y ont subi un»
Si Ton reçoit le faisceau réfléchi par la la
Fig. 137.
système mm' formé de deux miroirs plans à SMMP, réfléclii sur la seconde face, reviendr après avoir subi une double réflexion en Q des miroirs et émergera dans la direction M'
De même, le ravon TM' réfléchi d'abord puis sur les deux miroirs, enfin sur la deuxiè retour, émergera dans une direction MS pan
Comme les rayons émergents reviennent si primitifs, on place la source de lumière sur
l'appareil à l'aide de la lumière réfléchie par une lame transparente ; on observe alors au travers de cette lame auxiliaire.
Quand l'appareil est bien réglé, on voit des franges d'interférence rectilignes, parallèles au plan de réflexion sur la lame A.
Pour discuter les conditions de cette expérience, nous rappellerons d'abord (59) que l'image d'un point, vue par une double réQexion sur deux miroirs rectangulaires, est le point symétrique du premier par rapport à l'arête d'intersection des miroirs. La direction finale du rayon doublement réfléchi est la même que s'il n'avait subi qu'une seule réflexion sur cette arête elle-même.
Si Taréte des miroirs mm! était rigoureusement parallèle à la plaque A, les rayons doublement réfléchis Q'M' feraient avec cette lame à leur retour le même angle que les rayons PQ. L'angle d'incidence n'étant pas changé, les deux faisceaux que l'on fait interférer seraient concordants et le champ de vision paraîtrait uniforniément éclairé.
Supposons maintenant que, la lame A étant verticale, l'arête des niiroirs soit dans un plan vertical parallèle à la direction moyenne du faisceau intermédiaire PQ et fasse un petit angle a avec la verticale. Lorsque les faisceaux intermédiaires sont perpendiculaires à Tarête, ils reviennent sur eux-mêmes après la double réflexion et leur difl^érence de marche est nulle. Il y aura donc une frange centrale blanche dans le plan réfléchi par la lame A d'un plan qui ferait l'angle a avec l'horizon. Cette frange est rectiligne et sensiblement horizontale.
Soient encore, sur une sphère, N {Jig- i38) la normale à la lame, P la normale à l'arête des miroirs située dans le plan vertical qui passe par cette droite, C sa projection horizontale, a l'angle PC. Le rayon P correspond à la frange centrale; soit I son angle d'incidence PN sur la lame.
Pour un rayon M situé dans le plan vertical PC, et faisant avec la droite P l'angle o=:MP, l'angle d'incidence sur la lame A est ï = MN au départ et «'= M'N au retour, le point M' étant symétrique de M par rapport à P.
En appelant p l'angle NPC, les triangles sphériques NPC, NMP et NPM' donnent
tangarr^ tanglcos^,
cos« = coslcos8 — sinlsin8cosp = coslcoso — sin3cosI tanga, cos«' = cosIcos8-h sinlsin8cos^=:coslcoso -f- sinScosI tanga.
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Si les angles a et o sont très petits, o sont les mêmes que pour le cas des h que Tangle a est remplacé par 2acosI*
La différence de marche est donc
cos*l /icosR
et les franges sont encore ëquidistantes
Fig. i38.
Cette disposition exige que les miroirs la première surface soient très bien tra> ment un angle droit.
288. Lent il ie et miroir plan, — On valent en recevant le faisceau après sa j lame A {^ftg^ i^^o)? \^^^ "i^c lentille conv de laquelle se trouve un miroir plan m.
Le tracé de la fii^ure monlre (|ue les n
se réûécliissent sur la seconde surface et r sur la première, après avoir traversé la le; une direction voisine de la lumière incidei
2 Si le miroir m est exactement dans le plan focal de la lentille, gJc rayon PQ et le rayon de retour Q'M' sont parallèles entre eux et à la droite qui joint le foyer K au point nodal n\ la différence de marche correspondante est nulle. Il en serait de même pour une direction quelconque nYJ et le champ serait uniformément éclairé d*une teinte plate.
Supposons maintenant que le miroir m soit en dehors du plan focal principal, par exemple un peu plus loin, à une distance e i^g» i4o)» et considérons d'abord les rayons parallèles au plan horizontal.
Fig. i4o.
Les rayons primitifs dont la direction P/i' est normale au miroir, et dont Tangle d'incidence sur la lame A est I, convergent au point K; ils émanent ensuite de l'image K' et, traversant de nouveau la lentille, tombent en convergence sur la lame A sous des incidences un peu différentes, mais ils restent concordants entre eux au point où la vision les fera converger. Ces rayons correspondent à un point de la frange centrale.
Avant d'examiner la forme de cette frange, considérons un autre faisceau de rayons horizontaux, parallèle aux directions Q/t' ou nH, qui fait avec le précédent l'angle S et dont Tangle d'incidence est 1 = I -f-o.
Après s'être réfléchi sur le miroir m, le faisceau émane de Fimage H'; son axe fait Tangle V avec la direction K/î et l'angle moyen d'incidence au retour sur la lame A est /'= I -f- o'.
Pour des valeurs très petites de o et de s, on a, en appelant F la longueur focale de la lentille,
irK'zz:nKiiz(F-h2e)8';
io
par suite _
D autre part,
et la différence de marche correspondante est (286)
sinicosi ,. sin*I eo
/icosR ncosK F
La distance des franges consécutives parallèlement à rhorizon est donc en raison inverse du rapport de la distance £ à la longueur focale de la lentille.
Ces franges sont d'ailleurs verticales, car pour un faisceau parallèle au plan vertical qui passe par nK et qui fait l'angle très petit 5 avec cette droite, Tangle d'incidence i relatif à l'axe de ce faisceau est donné par la relation
ces i ^= cos I cos o = (i — — )cosI,
de sorte que les angles i et I ne diffèrent que d'une quantité ds second ordre par rapport à l'angle 3.
Au retour des rayons sur la lame A, cet axe restera dans le même plan vertical et fera encore avec la droite K/i un angle trè> petit S'; l'angle d'incidence correspondant i' ne diffère aussi de l'angle I que d'une quantité du second ordre. Le retard final A des rayons qui interfèrent est donc du second ordre.
11 en résulte que la frange centrale est tangente à la verticale el, par conséquent, que le phénomène observé est sensiblement un système de franges verticales.
Le résultat serait le même si le miroir m était en deçà du fover principal R de la lentille.
289. Lentille et miroir sphérique, — Supposons enfin que le miroir m est sphérique; soit O' {fig* i40 le centre et o le rayon de courbure de sa surface. L'image H' du point H se trouve alors sur la droite O'H.
Aux quantités du second ordre près, la distance t' de Tiroage au
oiroir est encore égale à e et l'on a
HK p — e p p
8 "" HR F-he-he' \ p
1 en résulte
sin2l /i i\ ^ ncosn \F p/
Fig. i4i
On peut dans cette expression donner aux quantités p et e des râleurs positives ou négatives.
Un cas particulier est remarquable, c'est celui où p = F. La lifférence de marche est alors nulle pour toutes les directions; le :entre de courbure O' coïncide avec le point nodal n de la lentille 5i l*on verrait directement que les angles d'incidence sur la lame A lont les mêmes pour l'aller et le retour des rayons.
290. Plaques de spath d'Islande, — Jamin a utilisé aussi le déplacement latéral (43) des deux rayons réfractés dans un milieu biréfringent à faces parallèles.
Deux plaques de spath d'Islande L et L' {/tg- i4î^)> identiques entre elles et obliques à Taxe, telles que des lames parallèles au divage naturel, sont placées à la suite l'une de l'autre. Un rayon incident SA. donne dans la première lame un rayon ordinaire AB et un rayon extraordinaire AC qui émergent en BB'et CC parallclejDient au rayon primitif, avec une certaine différence de marche.
Lorsque l'axe optique de la seconde lame est parallèle à celui de la première, le rayon BB' reste ordinaire dans la nouvelle réfraction et le rayon CC extraordinaire; ils émergent encore parallèlement entre eux et leur différence de marche est doublée.
Mais, si l'on fait tourner la lame L' de §o^ autour de sa r^
les rérraclions changent de iiaUire, le rajon CG" de' dans la nouvelle réfraction el le ravon B'B", devenaal ordinaire, se réfracte dans le plan normal qui passe par la nouvelle direction de l'axe ; les ondes planes correspondant aus rayons émergents R, et Rï sont parallèles el leur relard n'est que la différence des retanb produits par les deux lames.
l'ig. .
Lorsque ces lames sont parallèles, le relard résultant est loujoui» nul, quelle que soit la direction du faii
Si les lames fonl un petit angle a, le retard est encore nulqDUtd les ondes intermédiaires correspondant aux rayons BB' et CC'»oiH parallèles au plan bissecteur des sections principales.
La différeDce de marche ne sera plus nulle pour des ravoos it directions différentes à droite et à gauche.
On est doi
s des conditions telles que l'observatioii il't
fini donne, avec la lumière blanche, un système de franges rKtr lignes parallèles h l'intersection des lames. Celte disposition pisente même l'avantage que la presque totalité de la lumiii» intervient dans les faisceaux intcrférents, puisqu'il ne reste a dehors que la quantité très faible de lumière réllécli
Toutefois, à cause des phénomènes de polarisation, l'iDieriè* renée n'est possible que si la lumière incidente est polarisée etli lumière émergente reçue dans un analyseur, de manière à n'd^ server que la lumière polarisée de nouveau dans un plan panlMk ou perpendiculaire au plan primitif de polarisation. Nous drons plus loin sur cette condition. Dans tous les cas, b palsristlion à l'entrée fait perdre la moitié de l'intensité de la lumîti» incidente et l'on perd encore la moitié de la lumière émerguC par l'analyseur. L'intensité totale des faisceaux ialerféroDls «* donc le quart de l'intensité primitive; c'est encore beaucoup que dans les appareils à lames réflexion sur une lame transpar
interférences par les lames isotropes. ^69
Analyse spectrale des interférences.
291. Franges de réflexion, — Une expérience très simple réalisée par de Wrede (*) donne des spectres cannelés qui correspondent aux anneaux de réflexion.
Une lame de mica est courbée sur un tube de métal cylindrique évidë dans une partie de la région couverte par la lame. Uimage, sor cette lame, d'une source de lumière d^étendue limitée, comme celle d'une fenêtre, est une ligne brillante parallèle aux génératrices. Quand on examine cette image au travers d'un prisme parallèle à sa direction, on aperçoit un spectre couvert de bandes d'interférence noires.
En effet, Tirnage est formée en réalité par les rayons réfléchis sur les deux surfaces. Sous l'angle d'incidence i les deux systèmes de rayons ont une diffiérence de marche qui varie avec la nature de la lumière et qui a pour expression (268)
A rr inecosr -\
Si p est l'ordre d'une frange obscure pour la longueur d'onde X, m le nombre des franges obscures qui existent dans le spectre entre le point correspondant et celui d'une autre couleur dont la longueur d'onde V est plus petite, on aura
2encosr r^pXy 2en^ cosr'=i(p -h m)^';
par suite
/n'cosr' ncosr\
et, pour l'incidence normale,
Les franges deviennent moins nettes quand on introduit un liquide dans le tube parce que les interférences ne sont plus complètes (269).
Lorsque le liquide intérieur est plus réfringent que la lame de mica, on aperçoit encore les mêmes bandes, mais les minima sont remplacés par des maxima et inversement.
(•) De Wrede, Pogg. Ann.y t. XXXIII, p. 877; i83/|.
Si l'on reçoit la lumière rélléctLie sur une deuxième bmc Je mica, également courbée sur une surface c^lindrtqne dont tes génératrices sont parallèles k celles de la première, on apcrcevn dans le spectre de la nouvelle image les bandes d'inlerférence d' chacune des lames; en outre, ces deux systèmes interfèrent Mire eus, comme pour les lames multiples (284), et foumisscDl va troisième système de minima à bandes plus larges.
On obtient ces franges d'interférence très facilement à l'iide d'un speciroscope ordinaire ('), soit en éclairant la fenlc par de la lumière réilécbie sur une lame à faces parallèles, soit en plaçant cette lame obliquement à la suite de l'oculaire et visant le spectn par réûexion.
Pour faire des mesures, on place la lame e en avant de la feule/ du spectroscope, perpendiculairement au plan de rt^fraction, et ao l'éclairc par une lame transparente auxiliaire /, située entre la linw
et la fente, qui réllécbit la lun
ière d'une source S placée latêr»- Icment; les rayons réfléchis par la lame e traversent ensuite a partie la lame / et éclairent la fente du spectroscope
Comme la différence de marche diminue à mesure quel'ao^ d'incidence augmente, l'ordre de la frange produite en un fmst du spectre est d'autant moins élevé que l'incliuaison est phs grande; les bandes marchent donc dans le spectre du violet le rouge lorsque la réflexion se rapproche de la normale, ce qai fournit le moj'en de rendre la lame e exactement perpendicaliiit à l'axe optique du collimateur. Si l'on pointe alors le réticDlc^ la lunette sur une raie du spectre, de longueur d'onde X, tort»pondant à un maximum, on aura
Faisant tourner lentement la lame d'un angle ( autour d' droite perpendiculaire au plan de réfraction, on compte lenotnbR f/ des franges qui passent sur le réticule. L'éqi
1 ne cos r = (p — ç)\ donne
yX = ae/t(i — cosr).
On peut ainsi calculer l'incUce de réfraction n par les quantités q-^\e\. e déduites de Tobservalion (280).
Si l'on veut obtenir les spectres cannelés des lames multiples, il suffit de placer plusieurs lames devant la fente, ou les unes devant la fente et les autres derrière Toculaire, et de viser par réflexion dans ces dernières.
L'empiétement réciproque des bandes dues aux différentes lames produit des cannelures périodiques comparables aux raies d*absorption de certains milieux colorés, tels que les vapeurs dMode, de brome ou d'acide hjpoazotique.
Celte méthode permet d'observer des interférences qui correspondent à des retards considérables. MM. Fizeau et Foucault (*), par exemple, faisant tomber les rayons solaires sur une lentille cylindrique, interceptaient le faisceau convergent, avant la formation de l'image linéaire très brillante, par une lame de verre à faces parallèles de o™™,537 d'épaisseur. L'image était ainsi reportée en avant de la lame par réflexion sur les deux faces et, en inclinant un peu le faisceau incident, il était possible d'en faire une analyse prismatique. Les bandes, d'une finesse extrême, n'ont pas été comptées, mais, d'après l'épaisseur de la lame et son indice de réfraction, le retard était de 34o6 longueurs d'onde sur la raie F et de 3859 sur la raie G, ce qui donnait 4^3 bandes noires entre ces deux points.
292. Transmission. — Pour observer les bandes de transmission (^), il suffit de couvrir la fente du spectroscope par une lame à faces parallèles, ou de placer cette lame entre l'œil et l'oculaire, ou enfin entre le collimateur et la lunette. Les bandes sont complémentaires des précédentes et on peut les mesurer de la même manière, mais elles sont beaucoup plus pâles.
On obtiendrait aussi les systèmes de bandes multiples, soit en superposant deux ou plusieurs lames devant la fente, soit en plaçant les unes devant la fente, les autres derrière l'oculaire, ou en un point quelconque entre le collimateur et la lunette.
(•) FizEAU ei Foucault (i8i5), Ann. de Chim, et de Phys,, [3], l. XXVI, p. i44; 1849.
(*) Erman, Comptes rendu* des téancet de l' Académie des Sciences, l. \IX, p. 83o; 1844.
293. Lames mixtes, — L'observation des bandes relatives aux lames mixtes est plus délicate et l'on peut réaliser l'expérience de la manière suivante.
On prend comme source de lumière la iente f (^Jig. i43) d'un premier collimateur K derrière lequel est une lunette L qui donne une image en/' sur la fente parallèle d'un second collimateur K' appartenant au spectroscope. Entre les objectifs K et L,
où les rayons sont parallèles, on interpose une lame M qui couvre la moitié du faisceau, d'un côté ou de l'autre.
Supposons, d'une manière plus générale, que la lame, d'épaisseur e et d'indice n, soit placée dans une cuve à faces parallèles contenant un liquide dont l'indice de réfraction est /i|.
Sous l'angle d'incidence i la différence de marche, pour la longueur d'onde X, des rayons qui interfèrent est (277)
A = e(/icosr — /i, cos/*i )z^p\.
L'intensité est maximum si/? est entier; le maximum d'ordre p-^-m a lieu pour la longueur d'onde V qui satisfait à l'équation
e{n' CCS r' — n\ ces r\ ) ^ {p H- m ) X'.
Le nombre des franges qui existent entre les couleurs de longueurs d'onde X et )/ est donc
m n' ces /' — n\ ces r\
n cosr — n, cosr,
ce qui donne, pour l'incidence normale,
et, lorsque la lame est simplement dans Tair,
La diflerence de marche augmentant avec l'inclinaison, dans le cas actuel, les franges se déplacent du rouge vers le violet à mesure que la réflexion se rapproche de la normale.
Pour rincidence normale, si un maximum se produit au point où la longueur d'onde est X, on a
Le nombre q des franges qui passent en ce point quand on fait tourner la lame d'un angle i satisfait à Téquation
e{n CCS/- — /i, cosr, ) =z (/? h- ^)X, qui donne
— m /i, ( I — cos A-, ) — n{\ — cos /• ),
et, si la lame est dans l'air,
n(î — cos r) = I — cos i — -î— >
équation qui permet encore de calculer Tindice de réfraction n par les données de Texpérience.
294. Bandes de Talbot, — On peut, dans certains cas, simplifier l'expérience ; le phénomène présente alors une dissymétrie curieuse qu'il est nécessaire d'examiner.
Si Ton regarde un spectre sur un écran, ou celui qui est fourni par un appareil quelconque, en couvrant la moitié de la pupille par une lame, le spectre paraît quelquefois couvert de bandes dues à l'interférence des rayons qui ont traversé la lame avec ceux qui ont marché dans Tair. L'observation est due à Talbot (*); Brewster (^) a signalé cette circonstance singulière que la lame doit être située du même côté que les rayons rouges du spectre, et il crut d'abord que ce défaut de symétrie démontrait l'existence
(») Taldot, Phil. Mag., [3], t. X, p. 36^,; 1837. (•) Brewster, B. A, Rep,, p. 12, Part 2; 1837.
d'une nouvelle polarité de la lumière, contradictoire avec la théorie des ondulations.
Pour répéter l'expérience avec un spectroscope ordinaire, on placera une lame mince à faces parallèles, soit en l ou t {fig' i44)) du côté de l'arête du prisme, soit en F entre l'œil et l'oculaire, de manière à couvrir la moitié de la pupille, et du côté opposé. Les positions symétriques des précédentes par rapport au faisceau ne font apercevoir aucune bande.
Baden Powel a obtenu les mêmes résultats avec une lame de verre plongée dans un prisme à liquide et couvrant la moitié dn faisceau. Les bandes apparaissent dans le spectre quand la lame est du côté de l'aréle ou de la base du prisme, suivant qu'elle est plus réfringente ou moins réfringente que le liquide.
Fig. i44.
M. Slokes (*) place la lame dans une cuve à faces parallèles sur le trajet des faisceaux qui produisent le spectre. La lame doil être encore du côté des rayons rouges ou violets, suivant qu'elle est plus réfringente ou moins réfringente que le liquide.
Sir G. Aîry (^) a montré que celte dissymétrie tient au sens dans lequel a lieu la dispersion et qu'elle s'explique facilement par la théorie ordinaire des ondulations.
Les calculs d'Airy se rapportent au cas très complexe où Fobservation est faite dans un plan quelconque ; mais il suffit de considérer le phénomène dans le plan même où se produit un spectre pur, et les calculs sont alors beaucoup plus simples.
Supposons donc que la lumière est fournie par la fente S d'un collimateur (Jig* i45) et que le faisceau qui sort de Tobjeclif
(') Stokes, P/iil. Trans, L. R. S,, p. 227; i848.
(») Sir g. Airy, Phil. Trans, L, n. S., Part II, p. 225, i84o; p. i, i84i.
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lombe sur un écran E percé d'une fente rectangulaire de largeur a a, pour être observé ensuite dans une lunette pointée sur l'infini. L'une des moitiés de cette fente, à droite par exemple, est couverte par une lame réfringente d'épaisseur e, ou, plus généralement, on établit sur une moitié de faisceau un retard A variable avec la longueur d'onde.
On se trouve alors dans le cas de deux fentes voisines (128), dont la distance des centres est a, les rayons qui traversent l'une d'elles éprouvant un retard A. Le calcul de la diffraction se ferait par les méthodes ordinaires (232) ; nous considérerons seulement la position des minima.
Chacune des fentes donne lieu à un phénomène de diffraction dont les minima sont équidistants, et la déviation 3| du premier minimum, d'intensité nulle, est
En outre, les deux fentes donnent des minima de seconde classe qui ont lieu pour des déviations Q, telles que
Soit )io la longueur d'onde pour laquelle le rapport -r^ est entier et prenons p= -p- La déviation 0© du premier minimum de se-
conde classe est alors
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Si le rapport y esl croissant à mesure qae la longueur d'onde
diminue, ce qui est le cas le plus fréquent, la déviation du premier minimum va en croissant à partir de 0^ •
Quand la longueur d'onde X^ satisfait à la condition
li^"
la déviation du minimum considéré est devenue
et il coïncide sensiblement avec le premier minimum de première classe, puisque, si le nombre/? est un peu grand, la variation )^o — ^1 de longueur d'onde est extrêmement petite. En même temps, un minimum (B ^ o) est venu se placer dans la direction des rayons primitifs.
Pour mieux analyser le phénomène, nous détacherons les franges de diffraction relatives aux différentes longueurs d'onde voisines, en les plaçant dans des plans parallèles et ne considérant pour chacune d'elles que la partie comprise dans l'angle aO| des minima de première classe.
La courbe I {Jig. i46), qui représente la variation des înien-
Fig. i}6.
sites pour Ao=/?)ioj comprend deux minima symétriques de seconde classe A et B, dont la déviation est moitié moindre que celle des minima de première classe.
Sur la courbe II, pour laquelle le rapport ^ est environ p -r r on voit que les minima de gauche el de droite, A' et B', ont glissé
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vers la droite, c'esl-à-dirc du côté de la lame e, d'un angle y; les franges de seconde classe se déplacent d'une manière continue. La courbe III correspond à ^- =/? H — ; le glissement des mi-
nima A et B, qui sont venus en A'' et B", est égal à — •
Il est clair que, si toutes ces couleurs ont la même direction primitive, comme on Ta supposé, les états variés d'interférence pour des longueurs d'onde voisines se superposent et l'on n'aperçoit que les franges de diffraction relatives à la fente de largeur a.
Supposons maintenant qu'on reçoive la lumière sur un prisme. Si les axes des faisceaux relatifs aux longueurs d'onde décroissantes sont déviés de plus en plus vers la droite, c'est-à-dire si l'arêle du prisme est du côté opposé à celui de la lame e, les minima de première classe ne sont plus superposés et les minima de seconde classe s'écartent encore davantage les uns des autres; on n'apercevra donc aucune interférence.
Au contraire, si le prisme est placé en sens inverse, les minima de seconde classe se rapprocheront les uns des autres et pourront apparaître dans le spectre.
La superposition est complète lorsque les minima B, B' et B" sont ramenés dans la même direction ; dans ce cas, le spectre est couvert de bandes noires, au moins dans une certaine région.
L'angle a de deux bandes noires successives, c'est-à-dire l'angle
de deux rayons entre lesquels le rapport r- a augmenté d'une unité,
est alors égal à AB = A"B", c'est-à-dire à la déviation 8| du premier minimum de première classe. La meilleure condition pour obtenir des bandes très nettes est donc
ou
La largeur 2a de la fente doit être d'autant plus grande que les bandes sont plus serrées, c'est-à-dire que la différence de marche A est plus grande et la dispersion plus faible.
Si l'on ouvre la fente progressivement à partir de la largeur qui convient le mieux, on voit les franges s'afTaiblir, disparaître, puis reparaître de nouveau avec des minima qui ne sont plus nuls, etc.;
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ces alleroalives, qui se reprodiiisenl plusieurs fois, sont ild l'empi élément réciproque des eiTcts de dilTraction relatifs 1 couleurs voisines.
Gomme le rapport -r augmeule en général beaucoup plus r»pi-
denicnt, à part les pliénoménes de dispersion anormale, pour le rouge que pour le violet, la distance et des bandes est plus petite dans le rouge et la meilleure largeur d<3 fente au plus grande. C'est, en cn'et, dans cette région du spectre que les bandes de Talbol s'observent le plus facilement.
Soit, d'une manière générale, D = tp{).) la déviation prismatique comptée vers la gaucbe, c'est-à-dire du côté opposé au faisceau qui subit le retard A.
Si le rapport y ^fÇi.) est uti nombre très grand, la varialion
de longueur d'onde relative à deux bandes voisines est une quantité très petite (A, et l'on peut écrire simullanément
la condilioo du maxii
= i=/'(l)rfl,
um de nellelé devient alors
f'ii) ■
Lorsque les fonctions /(A) et '!fÇ^) sont toutes deux croissant» à mesure que la longueur d'onde diminue, ce qui est le cas le plus fréquent, la théorie vérifie ainsi que le relard A doit è\n du côté apparent des rayons violets. L'effet est le même pour la lame P placée à la suite de l'oculaire {/tg. i44)i à cause du croisement des rayons dans la lunette, qui inlervertil l'ordre apparent des couleurs.
Les valeurs absolues des dérivées «'{)•) eifÇk) peuvent étrt considérées respectivement comme caractérisant la dispersi<ri spectrale du faisceau et la dispersion du retard A.
Si l'observation est faite avec un spectre de dilTraction, poa lequel les déviations sont â peu près proportionnelles au\ loo^ gueurs d'onde, la dérivée f'Q-) est sensiblement une consLanll^
—«A (puisque la déviation spectrale doit être comptée cette fois du côté de la lame des retards) et Ton a
Lorsque les deux faisceaux, au lieu d'être en contact, comme nous l'avons supposé, sont séparés par un intervalle 6, la largeur de chacun d'eux étant toujours a, la distance des centres est a-hb et la condition du maximum de netteté devient
L'existence de l'intervalle b nuit donc à la largeur limite du faisceau et exige qu'on diminue beaucoup l'intensité générale.
Si les faisceaux qui interfèrent n'ont pas la même largeur, il existe encore des interférences de seconde classe et des bandes dans le spectre, mais l'intensité des minima n'est plus nulle.
M. H. Struve (*) a traité également le cas où les bandes de Talbot sont produites par une ouverture circulaire sur l'une des moitiés de laquelle on établit le retard A; les résultats sont tout à fait analogues à ceux qui précèdent.
Pour observer ces phénomènes avec un spectroscope, il est préférable de placer la lame des retards en / avant la dispersion, plutôt qu'en /' ou P après la dispersion, parce que, dans ces deux derniers cas, elle ne coupe la moitié du faisceau que pour une fraction du spectre.
Lorsque la lame e est assez épaisse pour produire un très grand nombre de bandes dans le spectre, la limitation du faisceau par les objectifs suffira pour obtenir des minima noirs. Si le retard est plus faible, ou la dispersion plus grande, de manière que les bandes soient plus écartées, il sera nécessaire de couper le faisceau par une fente de largeur convenable 2a, placée de préférence avant l'appareil de dispersion.
(•) H. Struve, Mémoires de l'Académie des Sciences de Saint-Pétenbourg, t. XXXI, no 1 ; i883.
Interférences des ratons diffusés ou diffractés.
295. Expérience de Newton ( * ). — Lorsqu'on fait tomber sur un miroir concave M {fig- i47)i formé d'une lame de verre argentée sur sa face postérieure, un faisceau de rayons solaires qui passe par une ouverture S située au centre de courbure, les rajons réfléchis vont former une image sur l'ouverture elle-même. Il suffit alors de couvrir la première surface du miroir d'une couche de
Fig. 147.
buée ou de poussières fines pour qu'un écran de blanc £ passant par l'ouverture se couvre d'anneaux colorés d'un très grand éclat; c'est ce qu'on appelle les anneaux colorés des plaques épaisses. Les carrés des diamètres varient comme la suite des nombres pairs pour les anneaux brillants et comme les nombres impairs pour les anneaux obscurs.
Si rouverturc S est placée un peu en dehors du centre de courbure, on observe sur récran un anneau blanc, d'intensité variable, qui passe par Touverture S et son image S', puis une série d'anneaux concentriques intérieurs et extérieurs au premier. Les cams des distances de ces anneaux au premier varient encore comme la série des nombres, pairs ou impairs, suivant qu'il s'agit de maxima ou de mininia.
Les anneaux disparaissent quand on opère avec un miroir métallique^ les deux surfaces de la lame interviennent donc dans le phénomène.
Ces anneaux sont dus à l'interférence des rayons qui se sonl réfléchis sur la deuxième surface du miroir, les uns après s'èlre dilTusés sur la première surface, les autres avant la diflusion. On
(•) Newton, Optics, L. Il, Part IV; 1704.
e peut d'ailleurs, comme Ta fait remarquer M. Stokes, combiner *ue des rayons diffusés au même point, parce que la diffusion est ccompagnée d'une différence de marche variable d'un point à autre sans aucune loi régulière.
296. Calcul des retards, — Nous examinerons d'abord le cas i'une lame à faces parallèles, d'épaisseur e {fig* i48), éclairée >ar un système d'ondes planes.
Fi g. i/|8.
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Appelons / l'angle d'incidence des rayons primitifs SA, t l'angle que font avec la normale AN les rayons diffusés AR', situés ou non dans le plan d'incidence, r et r^ les angles de réfraction correspondants dans la lame, et considérons les rayons SABCR et S'A'B'AR' qui se sont diffusés au même point A, par exemple en traversant une gouttelette liquide, pour émerger finalement dans la même direction. Leur différence de marche, en arrivant au point A, est la même que pour les anneaux de Newton par ré- Oexion sous la même incidence, c'est-à-dire 2/iecosr; à partir du point A, ces rayons prennent, en sens contraire, une différence de marche 2/iecosr', de sorte que le retard définitif est
A =1 2/ie[cosr — ces/'] ^=. p-t
cre qui donne
' I \ ces r 1=: CCS r — -, —
^ ^ [\ne
On voit que, pour un même retard optique, l'angle r' et, par suite, l'angle correspondant i\ ont des valeurs constantes. La lu- M. - L 3i
mièrc diffiisi^o, vue au foyer principal d*une lentille, formera donc une srrie d'anneaux concentriques à la normale à la lame et ïtor neau correspondant à une différence de marche nulle (<'=0 p>^ sera par la direction de la lumière réfléchie.
Les phénomènes ne sont généralement visibles que dans le voisinage de la lumière réfléchie, parce que la diflusion s'aflaiblit très rapidement dans toute autre direction. Si Fangle d*iocideDceia une valeur notable, on aura ainsi, en observant avec une lunette, des portions d^anneaux qui paraîtront former une série de franges rectilip;nes perpendiculaires au plan d'incidence, avec une frtngr centrale blanche correspondant à la lumière réfléchie. I^ phénomène devient phis éclatant si Ton prend comme source de lumière une fente parallèle aux franges, en pointant la lunette sur Fima^ virtuclhî de cette fente.
La distance des franges s'obtiendra en considérant le phénomène dans le plan d*incidence. Si Ton se borne aux première» franges, les angles r' — /• et i' — / = 8 sont très petits, et Ton peut
écrire
pi . ,, , . r-4-r' . r' — r ~ — --^ 2n(cosr — cosr) = 4'»sm sio >
■!■ — z= 2(r — r) smi.
On a d'ailleurs, par la loi de réfraction,
cos / fii r- n cos /* dr ou ces £ . o = ( /•' — /• ) n ces r ; par suite
'2 e n <!os /• n cos r '
// cos /• p \ sin.i£ 'ie
Les franj;es sont donc, équidistantes; leur distance est en rai>on inverse de l'épaisseur de la lame et diminue à mesure que ran|:li' d'iucideiKMî au<;meutc.
Si laiii^le; d'incidenct^ est très faible et qu'on se borne «î observer la Iiiinière difl'usée dans le voisinage de la normale, on peut écrira ré(| nation (i) sous la forme
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Dans le cas de Tincidence normale, celte expression devient
Les carrés des diamètres des anneaux sont alors proportionnels à rîndice de réfraction de la lame et en raison inverse de son épaisseur; ils varient, d'ailleurs, conformément à l'observation de Newton, comme la série des nombres pairs ou impairs, suivant qu'ils sont brillants ou obscurs.
L'angle 2 / correspond au diamètre de l'anneau blanc de différence de marche nulle. L'équation (2), mise sous la forme
^. n pk ..
O'iz: - -i- 2£Ô,
v montre que la loi des nombres entiers est encore applicable aux carrés des distances 3 à l'anneau blanc, tant que l'angle d'incidence i reste très petit.
On obtient les mêmes phénomènes par transmission en considérant les rayons SABGC'T' et S'A'B'ABT qui se sont diffusés au même point A et qui ont subi, en outre, le premier deux réflexions intérieures après la diffusion par transmission, le second une réflexion intérieure avant la diffusion par réllexion.
Toutefois les franges seront beaucoup plus pâles, parce que les rayons interférents sont très affaiblis et d'une manière inégale par les réflexions intérieures, et surtout parce qu'elles sont mélangées à la lumière diffusée directement.
297. Différents modes (Inobservation, — L'une des manières les plus commodes de réaliser ces expériences consiste à prendre une lame de verre M {Jig' i49) argentée sur sa seconde face et dV regarder à l'œil ou avec une lunette l'image d'une fente lumineuse perpendiculaire au plan de réflexion. On projette alors sur la lame, avec un pulvérisateur, un liquide peu volatil, ou un liquide qui laisse un résidu par évaporation, comme une dissolution de gomme laque dans l'alcool ou un vernis quelconque. L'image s« borde de franges très brillantes.
Pour observer les anneaux dans le voisinage de la normale, on tut éclairer le miroir par la lumière qui provient d'une petite
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ouverture et qui s'est réfléchie sur ui iravers de la(|uelle on vise les anneaux. On répétera l'expérience de Newton 4 fait théoriques en Taisant passer la luinii verture S située dans le plan focal prim
faisceau de rayons parallèles qui sort de lame M et revient ensuite à la lentille pc sur Técran Ë situé dans le plan de Touv dessinent avec beaucoup dV^clat quand la | est couverte de particules diffusantes.
On obliendrait les franges analogues leurs beaucoup plus faibles, en visant une laine Iraiisparcnte dont Tune des faces sers
Nous avons dit <|ue, au lieu d'observer i provient d'un faisceau de ravons incidents | tlaiîs le plan où se forme l'image réelle ou placi'C à qurique distance. En efl'el, les ray cordants sur relie image et, si le retard A n déviai ion 0 de lu (range correspondante varie des ra\ons cjui corres|)()ndent à des incidence ceux (ju'on ulilise pour observer à l'œil ou n Les franges paraissent donc localisées à 1; limage virtuelle.
La même remanjue s'applique à rexp(''ri Ia(|uelle Tune des faces de la lame sert en m concave pour [)rodnire une image réelle de d'ailleurs diviser en deux j)arlies distinctes 1 roir, en le remplaçant par une lentille c( d'abord parallèles les rayons qui tombent si
^. converger ensuite dans le plan primitif. Les petits changements d*iDcidence et d'épaisseur qui en résulteraient ne modifient pas . sensiblement la différence de marche calculée.
Cette expérience a été réalisée sous des formes très variées.
De Chaulnes (*) a obtenu les anneaux en plaçant devant un miroir métallique concave une lame de mica couverte de buée ou d'une couche laiteuse desséchée. C'est la lame d'air comprise entre le mica et le miroir qui intervient dans le phénomène.
Pouillet (') remplaçait la lame ternie par un écran percé d'une ouverture ou par un écran à bord rectiligne. C'est alors la diffraction sur le bord de l'écran qui remplace la diffusion.
M. Stokes (3) obtient des anneaux dans l'air en plaçant une bougie au centre de courbure du miroir de Newton. Quand on se place plus loin que la bougie et qu'on la cache ainsi que son image avec des écrans, les anneaux sont pour ainsi dire aériens dans le plan de la source et de son image.
II suffit d'ailleurs, comme le faisait Quetelet (*), de placer une bougie près de Tœil et de regarder son image dans une glace ordinaire ternie par une couche de buée, pour voir cette image entourée de franges rectilignes ou d'anneaux, suivant que l'œil est plus ou moins éloigné de la source de lumière.
298. Interférences des couronnes. — Si la diffusion des surfaces est remplacée par une diffraction régulière, comme dans le cas des couronnes, on peut obtenir des phénomènes d'interférence de seconde classe analogues à ceux qui se produisent avec deux ouvertures voisines.
Supposons, par exemple, que deux surfaces parallèles, couvertes d'écrans de mêmes dimensions, soient séparées par une couche d'épaisseur e et d'indice n, comme une lame de verre dont les deux faces seraient couvertes de poudre de lycopode.
Considérons des rayons incidents SA {Jig» i5o) sous l'angle i et la lumière diffractée BR dans la direction i', r et/*' étant les angles
(») De Chaulnes, Afém. de l'Acad. des Se, p. i36; 1755.
(•) Pouillet, Ann. de Chim. et de Phys., [2], t. I, p. 87; 1816.
(») Stokes, Phil. Mag. [\]y t. II, p. 419; i85i.
(*) Quetelet, Corresp, phys, et math,, t. V, p. Sq}; 1829.
de réfraction correspondants, et soient SAB'R', S'A'BR deux rayons diflfractés aux points A et B de la même normale, TuDsur la première surface, Tautre sur la seconde.
La vibration diffractée au point A sous Tangle r* est évidemment de même nature que celle qui est diffractée au point B sousTangle £*', puisque la réfraction n*introduit pas entre elles de différence de marche et que la diffraction est produite par des écrans de mêmes dimensions.
Fig. i5o.
En abaissant les perpendiculaires AC et BD, qui sont respeclivemenl sur les ondes planes réfractées, on voit que le relard définitif des rayons R et R' est
A z^ /î(BG — AD) — e/i(cosr — cosr') = q\.
Pour un même relard entre les deux systèmes de rayons, l'angle i! sera donc constant, c'est-à-dire que l'on aura une série d'anneaux d(î seconde classe ayant pour centre la normale à la lame.
Le retard est nul quand r'= /• ou /'= /; il y a donc un anneau blanc pour un angle d'émergence égal à l'angle d'incidence.
La déviation o du rayon diffracté dans le plan d'incidence esl égale a i -\- i ,
Pour rincidence normale, on a
-i— =: /i(i — cosr ) in sin- —
et cette expression devient, lorsque les déviations restent très petites,
r/X ^' _ il
e lin
Comme les couronnes se présentent toujours sous des angles ■ très petits, on voit que les carrés des diamètres des anneaux de seconde classe sont, comme ceux des lames épaisses (296), proportionnels à l'indice de réfraction de la lame, en raison inverse de son épaisseur, et varient comme la suite des nombres entiers pairs ou impairs, suivant que les anneaux considérés sont brillants ou obscurs.
Ces interférences de seconde classe peuvent intervenir comme facteur dans l'intensité des couronnes.'
Verdet ( ' ) a trouvé, par exemple, qu'avec la poudre de lycopode et la lumière rouge, la déviation du premier anneau obscur est de i°2g'4^'\ ou 0, = o,oo83i, ce qui donne pour le second minimum
Avec une lame de i*^*" d'épaisseur, si Ton fait/i = i,5et).=oi*,67, la déviation du premier minimum de seconde classe est
/nX /i,oo5
-ri/— —i/-~ —0,0;
\ e V loooo
Le minimum de seconde classe tomberait donc entre les deux premiers minima de première classe.
299. Interférences des ondes para géniques. — La diffraction parles réseaux donne lieu à des phénomènes tout à fait analogues aux anneaux des lames épaisses et aux interférences de seconde classe des couronnes.
Talbot (-) a constaté ainsi qu'en éclairant un réseau tracé sur une lame de verre dorée il se produit dans les spectres de diffraction de nombreuses bandes parallèles aux traits. Un second réseau semblable placé à la suite et croisé avec le premier transforme le phénomène en une sorte de tissu à mailles rectangulaires. Cette expérience ne réussit bien que si la face striée est en avant, et on l'observe quelquefois par réflexion ou par transmission avec les
(') Verdet, Ann, de Chini. et de Phys., [3], l. XXXIV, p. 13; ; i853. {') Talbot, Phil. Mag., [3], t. IX, p. 4o3; i836.
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rëseaux gravés sur verre. Uînierférence est due aux rayons qui ODt subi des rétlexions intérieures.
Considérons la^î^. i48 comme s'applîquant au cas d'un réseau tracé sur la première face d^une lame de verre, et les rayons R et R' comme paragéniques d'ordre/?, provenant de la diffraction ta point A, après une réflexion intérieure pour l'un des ravonsin» cidents S'Â'B' AR', et avant cette réflexion intérieure pour Tautre rayon SABCR.
Si l'on représente par qT^ la différence de marche, on a
A = q'kz=z2ne{cosr — cosr').
On voit déjà qu'elle est nulle pour 7^= r ou i' = £, c'est-à-dire dans la direction de la lumière réfléchie.
Cette différence de marche peut être exprimée facilement en fonction de l'angle d'incidence i et de la déviation 0 = 1' — 1 du rayon diffracté, à partir du rayon réfléchi régulièrement, car
A -- 2 e [ v/'i' — sin* I — y^/i* — sin' ( « -t- ô )J .
Les spectres de diffraction sont donc traversés par des bandes d'interférence. Ces bandes seront, il est vrai, très pâles parce qu'elles proviennent de lumière affaiblie par la réflexion intérieure et qu'elles sont superposées aux rayons directement diffractés par le réseau. On peut cependant augmenter beaucoup leur éclat en argentant la seconde surface.
Comme la bande de différence de marche nulle est dans la direction de la lumière rèilécliie, on voit qu'en tournant le réseau d'un certain angle, les bandes se déplacent d'un angle double et clans le sens de la rotation du réseau.
En désignant par e la distance des traits du réseau, l'ordre /> des ondes paragéniques dans la direction considérée étant donni* par la condition
il en résulte
p - ---- sin i* — sin 1,
1 e n ( ces /• — cos /•' ^ ' ' e siiu — sin«
Il en serait de même si le réseau était tracé sur la seconde surface-, car, sans changer les chemins intérieurs, il suftit d'admettre
que les points A' et A correspondent encore aux rayons incidents sous Tangle / , venus du côté opposé, et que les rayons R et R' sont remplacés par des rayons réfléchis en C et réfractés en A. Les faisceaux que Ton fait interférer ont alors subi deux réflexions intérieures, Tun en A' et B', Fautre en B et G; les bandes apparaîtront donc moins facilement.
Enfin les phénomènes de transmission conduisent encore à des résultats identiques. l\ suffitalors de chanp:er seulement le côté des rayons SA et S' A'.
Dans ce cas, l'un des faisceaux subit deux réflexions intérieures, en A' et B', et l'autre une seule en B. Outre que les bandes d'interférence sont superposées aux spectres directs, elles proviennent donc de rayons inégalement affaiblis par les réflexions intérieures. Il en serait encore de même si le réseau était tracé sur la première face, car il suffit alors de changer le côté des rayons R et R'.
Dans tous les cas, les bandes d'interférence ne seront bien visibles que si la surface striée conserve des portions inaltérées d'une certaine étendue, afin que la réflexion ou la réfraction régulière puisse y trouver place. Les réseaux très fins, oii la surface primitive est presque entièrement enlevée par le tracé des traits, ne conviendrait pas aussi bien pour l'observation de ces phénomènes.
Les bandes sont d'ailleurs très larges. Pour l'incidence normale, par exemple, on a
— — =: I — cosr := 2Sin'— ) 2 ne 2
et la direction du premier minimum est donnée par la condition
,./ . / sm
2 2 y '2 ne
En faisant )v = ol^,5 et /i = i,3 on trouve, pour une lame de 1"*", r'-=o^oi'Mj et, par suite, o = f'= 0,0193, ce qui correspond à un angle supérieur à 1".
30(). liéseaux parallèles, — On obtient (*) des interférences
(*) Crova, Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, t. LXXII. p. 855; 1871, et t. LXXIV, p. r^Sa; 1872.
de seconde classe analogues à celles des couronnes avec deux réseaux à traits parallèles et de même écartement séparés parao milieu de nature quelconque (e, n).
La /ig. i5o conviendra encore au cas actuel, en supposant que les traits sont perpendiculaires au plan de la figure et qu^on ue considère le phénomène que dans le plan d'incidence. La différence de marche des rayons R' et R, dont l'un s'est diffracté sur le premier réseau et l'autre sur le second, est
A=ie/i(cos/' — cosr') =^X.
Le relard est nul pour r'=^r, ou if=i, c'est-à-dire dans la direction du minimum de déviation. Les résultats sont d'ailleurs les mêmes que pour les bandes d'un réseau unique par réflexions intérieures, avec la seule différence qu'on y remplace 2e pare.
La déviation des rayons difTractés étant 5 == « -f- *' et p l'ordre de paragénie dans la même direction, on a
e n(cosr — cosr') e yn^ — sin*i — \//i* — sin*(û — 1)
£ Slllf -r- Sint' ' £ .0
2Sin- cos
Pour rincidence normale, cette expression devient
16/ r ^— :i-^ \ en — sj n^ — sin-o
/. ^ ^ £ sino
et, si les réseaux sont séparés seulement par une couche d'air, auquel cas /•'= /'= 0,
ie . ^0 e 0
-^ sin-- = p - taner-
L'ordre de la frange q étant connu par le nombre des bandes qui existent entre la direction observée et la normale (ou la bande du minimum de déviation dans le cas général ), on peut utiliser ces expressions, soit pour mesurer les longueurs d'onde, soit pour déterminer l'indice de réfraction du milieu interposé, tel qu'un liquide compris entre les lames des réseaux.
Comme les bandes ne seraient très fines qu'avec des épaisseurs considérables, la méthode ne convient que pour la mesure des indices. Dans ce cas, on déterminerait soit l'épaisseur e du milieu.
soit le changement d'épaisseur e' — e qui correspond au passage d'un nombre de franges q^ — q sur le réticule de la lunette d'observation. On aurait alors
Le second membre étant une quantité connue 6, on en déduit
b sin*5 2 ib
Les bandes de deuxième classe, fournies par les réseaux parallèles identiques, ont des minima noirs, parce que les deux faisceaux diffractés qui prennent part à cette interférence sont de même intensité. Le phénomène a donc beaucoup d'éclat.
Dès que les traits des deux réseaux ne sont plus rigoureusement parallèles, les bandes d'interférence se déforment et ne tardent pas à disparaître.
Deux réseaux circulaires parallèles et de même écartement donnent aussi des interférences de seconde classe sous la forme d'anneaux concentriques.
Les distances de ces anneaux seraient déterminées également par les formules qui donnent les distances des bandes dans les réseaux à traits rectilignes.
Les spectres des réseaux vus par réflexion montreraient des bandes de même nature. Sans répéter les raisonnements, il suffit, en eflet, de supposer dans \sijlg, i5o que les rayons incidents SA et S'A' changent de côté par rapport au système de réseaux et tombent aux mêmes points avec le même angle d'incidence extérieure. Les chemins intérieurs des rayons réfléchis en A et A' restent les mêmes, de sorte qu'il n'y a rien à changer dans le calcul de la diflerence de marche. Toutefois les bandes sont beaucoup moins visibles parce qu'elles sont noyées dans la lumière diflractée qui n'a subi aucune réflexion intérieure.
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301. Compensateurs. — On appelle a tinos à établir sur un faisceau de ravons i lonté, soit pour compenser les différences duisent dans certains phénomènes, soit | valeur numérique.
Arago (*) a imaginé un premier compen lames A et A' {Jig. i5i) mobiles autour d'i
Fig. i5i.
s'« IS
II' 'n
au plan des faisceaux inlerférents S et S'. So /, les ravons (pii traversent la lame A éprouv
A : r(/i cos/* — ces/) -- c f Pour des valeurs très petites de Tangle /, \
la variation du retard est alors proportionnel d'inclinaison de la lame.
( ' ; AllAGi», ŒitK'rcs com/f/rfcs, l. \, p. 3'j«i.
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D'une manière générale, si Ton fait tourner la lame d'un angle très petit o = di^ la variation correspondante du relard
^ f U)di=^ t'siiu I |o
•^ \ ncosrj
est proportionnelle à la rotation et varie d'autant plus rapidement que les rayons s'écartent plus de la normale.
La lame A' produira un retard analogue sur le second faisceau
A' = e' ( n' ces /•' — ces /' )
et la différence de marche A' — A peut être modifiée à volonté par la rotation de l'une ou l'autre des lames.
Cette disposition présente l'inconvénient que chacun des faisceauic éprouve un déplacement latéral (41)
_ sin(i — /•) L =^ e y
CCS/*
variable avec l'inclinaison, qui peut modifier la position de la frange centrale et la distance des franges successives.
Arago évite cette difficulté en plaçant sur l'un des faisceaux deux lames identiques A et B que l'on peut faire mouvoir ensemble par une disposition mécanique convenable, telle qu'un parallélogramme articulé, de manière que le plan bissecteur de l'angle qu'elles forment entre elles reste invariable et perpendiculaire aux rayons incidents. Le déplacement latéral est alors nul et le retard A ^:= 2e(/i cosr — cosi) est compensé, soit par une lame unique placée normalement ou obliquement sur le second faisceau, soit par un autre système semblable de doubles lames.
On peut ainsi calculer l'effet du compensateur par l'angle d'incidence, l'épaisseur et l'indice des lames ; mais il est plus avantageux de graduer l'appareil par expérience. Les lames étant au zéro de Téchellc, c'est-à-dire parallèles, on observe un phénomène d'interférence produit par les deux faisceaux avec de la lumière homogène et l'on note avec un réticule la position d'une frange. On fait alors tourner l'un des systèmes lentement, en comptant le nombre/? des franges qui passent au point considéré; on connaît ainsi le retard /7)v correspondant à l'inclinaison 21 des lames, qui est donnée, soit par l'angle de rotation, soit par le nombre de
divisions d*une échelle microinélrlque. U blables permettra de construire une TabL fonction des divisions de réchelle. Il es compenser le premier retard observé p\ faisceau de manirre à ramener le System mitif cl de provoquer ensuite un nouveau c par le mouvement du compensateur; on r même opération.
(^c compensateur a été employé dans de férentes par Jamin (*).
Les deux lames A et A' sont montées Tu: un même axe ^'.//^^ i5>.) et font entre elles
le plan bisserlcur des lames fait un angle 5 culaire aux faisceaux S et S\ les angles d'in pour Tune d(îs lames et /^ = / — o |)onr Tau
c<" (jui donne, pour une valeur très [X'titc d(
\v. rclard est simplement proportionnel à h La sensil)ilil('; de Tappareil est variable à a car, pour une rotation lies petite c/o à parti conque, la variation du r<Mar(l est
(') Jamin, Ann. de Chim. et de Phys., [)]. l. LU.
APPLICATIONS DES INTERFÉRENCES
Dans ce cas, le déplacement latéral des rayons est perpendiculaire au plan des faisceaux qui inlerfrrenl et ne modifie pas la position des franges.
M. Fizeau (*) avait mis, au contraire, le déplacement latéral à profit pour écarter d'abord les faisceaux, avant de leur faire subir des modifications différentes, et les rapprocher ensuite au moment où ils interfèrent, soit au moyen d'une lame unique B (,fig* i53)
Fig. i5j.
sur Tun des faisceaux, soit au moven de deux lames A et A' respecliveinenl sur le trajet des deux faisceaux.
Dans ce dernier cas, si l'angle des lames est -n — 2t et que les rayons fassent Tanj^le 3 avec leur plan bissecteur, les angles d'incidenee des rayons S et S' sont encore i\ -- i -k-Z et /2 = ^ — 2| ^t la diflerence de marche des faisceaux
Les variations de l'angle 3 permettent encore de transformer le système en un conij)ensateur. Il est vrai que la rotation de ce système modifie la dislance des faisceaux, parce que Tun des déplacements augmente pendant que l'autre diminue d'une quantité un peu (lifTérenle^ mais on peut toujours en éliminer l'influence dans les expériences.
Les lames V et A' sont habituellement collées à angle droit et ronstiluent ce qu'on appelle une hilnme. L'écart ou le rapprochement, suivant le sens d(» la propagation, des faisceaux (pii tra-
( » ) Fizeau, Comptes rendus des séances de l'Académie des ScienccSy t. WXIII, |j. 3')i : iS.'>i.
versent séparément les deux pièces il*une '
siiW/ — r) /
cos
va
ce qui donne 0,372 <? pour /i = i ,53.
On peut arriver à un écart beaucoup pli lames taillées en parallélépipèdes, ou rhom ginées pour un autre objet.
I/un des faisceauv S {^Jig. i54) tombe su
Fig. loi.
laces extrêmes A el B sont inclinées à 4^*^ er cl émerj^c en BR parallclemcnt à sa directi faisceau es! reçu de mémo sur un second rh au premier. Dans la région inlermédiaire, ccaux est é^ale à la loni^Mieur des rhonibcs c (Ui même dix cciitimùlrcs ; la seule difficul verre bien liomoiicne.
L'appareil peut, en oulre, servir de conip de faire tourner l'un des rliond)es aulonrd'u au ])lan des faisceaux. pc>ur introduire un re Taulre, sans modifier la direction des ravons
11 est clair ([ue deux svstèmes de miroirs et IV, remj)liiviient le même ol)jel, mais les < rendent cette disposition presque irréalisable
C) Mascaut, Journal de Physifjuc, t. III, p. 3i(>; i;
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Billet (') «1 fait usage d'un compensateur dont Tidée première
remonte à Arago. L'organe principal de cet appareil est une lame
prismati(pie A d'un angle très petit, d'un demi-degré environ,
•combinée avec une lame A' de même angle, tel qu'un morceau de
la première, disposée en sens contraire (y/^. i^S),
L'épaisseur totale de Tensemblc des lames pour un rayon S (|ui les traverse dans la partie commune est évidemment constante et é«;^ale à CD'-hCD ou e'-f-^'- Appelant jc la distance DO au sommet du prisme dont l'angle est a, on a
r, =1 (^' -r- ez=z c' -r- X tan g a.
L'un des faisceaux, interférents traverse ce système pendant que Taulre traverse une lame de verre à faces parallèles d'épaisseur e^ et de même nature. La différence de marche
A^j /^(t'' — ^2 -h .V tanga)
varie proportionnellement à la distance x, c'est-à-dire au déplacement d'une lame par rapport à l'autre. Une vis micrométrique permet de faire varier la distance x et une seule expérience donnera la constante de graduation /ilanga.
Billet (-) rendit cet appareil encore ])lus sensible en plongeant le compensateur tout entier ou seulement les pièces mobiles dans une cuve à faces parallèles renfermant un liquide dont l'indice de réfraction est //. La variation du relard optique qui correspond à un déplacement x' — or de la lame mobile est alors
(/i — fi){x — x) tangaizi n{x —- x) tangx,
el le rapport — - peut être très pelU.
C) Billet, Ann. de C/tim. et fie Pliys., ( .1 1, t. L\IV, p. '401; 186?. (») Billet, Comptes rendus des séances de i'Acad. des Sciences, i. L\> II, p. 1000; 18G8.
l^es compensateurs sont très utiles pa expérience des retards variables à volont plusieurs causes d^crreur quand on veut L de ces relards. La constante de Tapparcil lure. surtout (|uand on fait intervenir un 1 s'en ser>ir sans correction que pour des U celle de f;raduation.
Les lames devraient être à faces rigoure tion (llfiiciie à réaliser; il iaut donc, quan jours la même région, comme dans les < prismatiqurs, l'aire une graduation expérij tendue ilr réchelle.
Enfin la graduation n a une valeur défi gueur (fonde déterminée. Avec la lumière 1 le déplacement apparent de la frange cer achromatique, peut conduire à une estimât différence de marche, à cause des effets de d le phénomène (lî2î)).
302. lirfi'dctcurs interférentiels, — Fr utilisé h» déplacement des franges pour con iudicos dt? rt-lraclion n et // de rairhumi«le
La sul>>tlluti(>n de l'un de ces gaz à Ta longueur K douue une diflerence de mardi vallon a inouiré (|ue l'air sec est plus réfrinj a él('' le principe d'une iiiélliode générale pa à déterininei' les \arlatlons (pi'éprouve la v (le la lumière dans certains indieux.
Dans le pr<Mnler aj)paiell Intci férenllcl d esl nn<î fente (M'Ialr/'e S ( Ai.'. !.)()) placée au ohjecilf K (|nl >("rl <le colIlmatiMir. Les ra\(3i lient (le celle lentille se |)artai;ent en deux fai Si'paréiiHMîl. soll dans deux tiihes renfermant c soit I un à lalr llhre <'t l'autre dans un tube.
I)e> glaces à fac(^s |)arallèles ([ui ferment I
(') l'iiKSNj I.. ŒuK'rcs, i. II, p. -i>.
{') \nAGo, ŒuK'i'cs conipli'tcs, t. \, |>. 32 1
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;écs par les deux faisceaux de manière qu'il n'y ait de ce chef lucune diflércnce de marche. Les rayons traversent ensuite deux )uverturcs linéaires A et B parallèles à la fente primitive, puis les anies A' et B' du compensateur, et enfin l'objectif L d'une lunette lans le plan focal P de laquelle on observe un système de franges parallèles à la fente primitive.
Fis:. i5G.
La substitution d'une double lame à chacune des lames du Dremicr compensateur (y/^'. i5i) évite le déplacement latéral des [•avons ; mais il suffit, dans le cas actuel, de mettre les fentes A et B \ la suite du compensateur pour éliminer l'influence de ce déplacement.
Arago et Petit (*) ont appliqué cette méthode à la détermination des réfractions des gaz et des liquides. M. Fizeau (^y s'est servi du même appareil pour mesurer la différence des retards produits par un tube dans lequel on introduit alternativement de l'air sec et de l'air saturé d'humidité à la même pression et à la même température.
De la diiiérence de marche m), correspondant à cette substitution <run gaz à Tautre dans un tube de longueur /, on déduit la différence des indices de réfraction n et n! des deux milieux par la relation
Jamin (^) a utilisé d'abord les franges des miroirs de Fresnel. La lumière émanant d'une source S est reçue sur une lentille ou un miroir concave, de manière à produire une image réelle S', à la suite de laquelle est placé le système des deux miroirs. Deux tubes A et B renfermant des corps difl'érents, |)ar exemple un
(>) Arago et Petit, Ann. de Chim. et de Phys., [2], t. I, p. i; 1816.
(») Arago, Œuvres complètes, t. XI, p. 72^.
(') Jamin, Ann, de Chim. et de Phys.y [3], t. XLIX, p. 282 ; i85o.
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inémc! gaz à des pressions diiTérenles, soi faisceau général avant la formation de Vi
Pour déterminer la réfraction de la vapi de réfraction de Feau avec la pression, Jai épaisses (280) qui donnent une disposil simple : les tubes A et B sont placés sur eeaux inlerférents. Dans les deux cas, la di évaluée par un compensateur.
Tous les autres appareils producteurs d les demi-lentilles de Billet, etc., peuvent ser avec plus ou moins d^avantages. Toutefois (|ue la mesure des retards par le déplacem être exacte que si la lumière est sensîfa exem|)le en observant le phénomène au Ir; ou plutôt en avant recours à une flamme soude, de litliine ou de ihallium.
303. /emploi des spectres cannelés. — comporte une plus grande précision quand ment des bandes dans un spectre.
Si les faisceaux (|ui iiilrrfùrent sont nat «•onune pour les interférences par réflexion pliealion du speelroseope ne présente aucu
Si les faisceaux ne sont pas superposée l'un sur Tantwî par remploi des lames épai cas, les deux lames étant rigoureusement coininc source de lumière une fente au fov( inateur, en recevant la lumière é'mergente l'observera avec une lunette. Les deux fais de la lumière iiicideiile, et qui sont sépar« plaques, ayant subi des modifications inég; rence de marche variable avec la longueur c
L'ordre p de la bande noire qui se pr< spectre de longueur d'onde X, où la difl'ér satisfait à la relation
Ai=(2/> -h l)-,
et le nombre ni de bandes situées entre deu
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d'onde A et )., est
Supposons maintenant qu'on modifie le relard produit par l'un des milieux interposés, par exemple en changeant la pression, et que l'on compte le nombre /?' de franges qui passent sur le premier point. Le changement de marche correspondant est A' — A = ^'a, et le nombre m' de franges qui se trouvent actuellement entre les deux points considérés
ni :=L ^ — - .
On connaît ainsi par les nombres de bandes observées p' ^ m et m' le changement de réfraction dû à la modification du milieu et la variation de ce changement avec la longueur d'onde, c'est-à-dire la dispersion du phénomène.
On arriverait au même résultat avec des plaques de spath d'Islande (290), mais l'expérience se complique par la polarisation de la lumière, ce qui exige l'introduction d'un polariseur et d'un analyseur.
Le phénomène des bandes de Talbot permet de donner aux appareils une disposition très simple ('). La lumière émise par une fente éclairée S située au foyer principal d'un collimateur K {.fis- '^7) tombe d'abord sur une bilame M qui la divise en deux
Fig. 157.
faisceaux parallèles écartés l'un de l'autre. Après avoir traversé des milieux difTtTents, par exemple des tubes A. et B renfermant des gaz ou des va[)eurs, les faisceaux sont ramenés au contact par une bilame M' disposée en sens contraire de la première et de préférence plus épaisse, puis traversent une fente F de largeur con-
(') Mascart, Journal de Physique^ t. I, p. 186; 187'j.
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vcnahle aa: enfin on observe avec un prismes V el une lunelle L.
La production des franges exigeant qu< lieu sur U*. faisceau le plus voisin de l^arél faire tourner Tune ou Tautre des liilaines . diculaire au plan de la figure pour faire | leur donner la largeur convenable.
La plaque (pii porte la fente F doit avoi versai qui permet de laisser passer des 11 faisceaux et une vis micrométrique pour fente '2a qui donne aux franges le maxim
301. Anneaux <le Xavton. — Les inttf, réflexion donnent lieu à plusieurs applica
Pour obtenir des franges d'une grande ; imaginé une disposition {Jig. i58) qui pe chaque point M quun faisceau très étroit so
Fi g. i'>8.
La luniière fournie par une source latéral» gène, comme une flamme d'alcool salé, est rc Au point P où se forme l'image de la sour prisme à réflexion totale, ou un miroir, qui une lentille L. Si le prisme est dans le plan lentille L, les rayons émerijents forment enti
( ') i-'iZEAU, Ann. de Cliim. et de Phys., [3], t. LXN
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petits dont le maximum est délerminc par les dimensions du prisme. Ils tombent ensuite sur un système quelconque A de surfaces à peu près planes et parallèles où se produisent des diATérences de marche. Si ces surfaces étaient exactement perpendiculaires à la droite qui joint le milieu du prisme au centre optique de la lentille, les rayons réllécliis retourneraient sur leur chemin primitif, mais un petit déplacement du prisme suffit pour les rejeter latéralement et former une image P' de ce prisme. L'œil placé en P' aperçoit un éclairement général sur la lentille L ou sur les surfaces A correspondantes.
Il est souvent plus commode de recevoir cette image P' sur un second prisme à réflexion totale qui renvoie la lumière latéralement sur une lunette réglée de manière à viser à la distance des franges. Le prisme P lui-même peut remplir cet office avec avantage, car il suffit d'éclairer le système par la lumière réfléchie obliquement sur une lame transparente et de viser les franges par transmission au travers de cette lame.
On voit aisément que les rayons utih'sés pour un point M de l'appareil à franges doivent former un cône assez petit pour qu'en suivant en sens contraire la marche des rayons incidents il tombe entièrement sur le prisme P. Le phénomène est d'autant plus pur que ce cône est plus étroit et on peut l'améliorer encore, aux dépens de l'éclairage général, en limitant par un petit orifice la portion utilisée de l'image P'.
303. Ueckerches de M. Fizeau. — Supposons que A soit une surface à peu près plane, ainsi que la surface inférieure de la lentille L; on observe alors les franges dues aux variations d'épaisseur aux diflerents points de la couche d'air intermédiaire.
M. Fizeau a cherché jusqu'à quelle limite on peut augmenter cette épaisseur. La lame A est portée'par une vis micrométrique qui permet de l'abaisser d'une manière continue. Visant un point du champ, on compte le nombre de franges qui passent pour un changement d'épaisseur.
Avec la lumière de Talcool salé, Texpérience montre que les franges sont d'abord très nettes pour une épaisseur très petite; elles se troublent ensuite peu à peu jusqu'à ce qu'il en ait passé un millier environ, auquel cas la surface paraît uniformément
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écluirée. En continuant d'augmenter Vé^ paraissent, deviennent très nettes, dispar reparaître ensuite un certain nombre d trouble ont lieu, lorsque les systèmes de i lumières de longueurs d'onde X| et Xj éi exactement complémentaires, la différeno étanl, par ex(»mple, d'un nombre pair de pour la première et d'un nombre impair p* seur d'air e qui rétablit la pureté des fr dition
M. Fizeau a trouvé ainsi que la difléreni r>l yj-j de leur valeur. Il a observé jusque d'anneaux distincts, auquel cas la distance «•nviron et la différence de marche joooo 1
Pour obt(Miir des interférences d'un ordi cessaire d'employer une lumière enlièren flamme d'alcool ordinaire ou d'espril-dc-bo i\v sel marin, ou encore de 1 uloool qui ren£ lalil le! que le j)ii(>spliale d(* soude. Ces fra Ircmcniciil mohllcs parce (jucllos sonl niod Narialions dr pression ou de lenq)ératun* d<
La llaninie rou^e due à Taddilion d'un se Tobserve avec un vtM're rou^c pour élimine; produit pas de p('*riodes, mais on a cessé d' vers i/jooo longueurs d'onde.
On aurail une lumière plus liomoj^ène a^ niant un sel de llialliuin, ou mieux avec uik deux (ils de lliallium.
îi()(>. h tilde des sm'fdccs. — La nu' me e^ nienl em|)lov('e dans l'élutle des snifaees.
Poui' ( onsialer, par exemple, si une lame bien travaill«'e, il suflil de la placer sur un morceau de velours, el d'observer les Iranges les deux laces, (^es franges donnent les courb
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Si l'on observe le phénomène produit entre deux surfaces d(' corps difTérents, comme celles de deux lentilles, les franges figurent les courbes d'égale distance. L'une des lentilles étant portée par un trépied à vis calantes, il est facile de maintenir dans le champ une courbe complète et de centrer le phénomène. Avec des surfaces de révolution, les courbes sont circulaires et les distances des anneaux donnent la différence des courbures; en effet, pour un anneau d'ordre /?, à partir du centre, dont le rayon est /• et la variation d'épaisseur correspondante £, on a, en appelant 11 et R' les rayons des deux surfaces,
/,).-.ae^,»(A-,;,j
Tv ~
Les anneaux cessent d'être circulaires quand les surfaces ne sont pas de révolution ou qu'étant de révolution leurs axes ne sont pas en coïncidence.
Si Tun»* des surfaces est connue, un plan par exemple, les anneaux donnent exactement la l'orme de l'autre surface ( ' j.
D'une manière plus générale, on peut déterminer complètement l'état de trois surfaces A, B, C, très voisines d'être planes, mais dont aucune n'est connue. On choisit sur ces surfaces trois points P, Q, R formant un triangle, et Ton superpose les surfaces deux à deux en ayant soin dans chaque cas que les points considérés soient respectivement en regard l'un de l'autre. Il est facile, par les vis de rappel, de régler l'expérience de manière qu'une même frange passe par les poinis P, Q el R.
On sait d'ailleurs, par le sens dans lequel le mouvement d'une vis déplace le phénomène, si une frange quelconque correspond à une épaisseur d'air plus grande ou plus petite que pour la frange de repère. Considérons un point M des trois surface» et appelons a, ji el y les distances de ce poini, pour chacpie surface, au plan qui passe par les points P, i) et R.
L'ordre de la frange, à partir de la frange de rejïère, <|ui [la.sse
(') Laurent, Journal de Physû/ue, [i), l. II, p. /«u; iMH.i.
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ail point M, dans chaque cas, donac les tl
d'oii l'on dr'diilt si-piiri'incnl les Iroîs dista On connaît ainsi )iar un nombre d'obw forme com|ilctc de chaque surface. L'obsi licaucoup plus rapide quand on dispose ])icn piano ou dont on connaisse exactem
307. li'tttr/e di's ilUalalions. — Les ai fourni à .M. Fizean l'idée d'une méthode te miner les dilatations des corps.
\jn trépied en platine iridié, forméd'une munie de trois vis calantes, est posé sur lentille dont la face inférieure est presque \ Kig. iSg.
Un pt^t
parai
clés doi
nialc-fon
l'un.' . F.nin- (
corps à essayer, 1er convonalilemcnl pc
rorps v\
■\ la Irnti
d'iiirdiins laquelle peuvent se ]>roduirc des an Sur la face inférieure de la lentille on a f-ra
de points disposés en quinconces pour scrvii
sitioii des franges, de manière à multiplier le: F.nfin l'appareil est couqilélé par le prism
accessoires nécessaires à l'éclairage et à l'obs
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Le trépied est placé dans une étuve en cuivre rouge R renfermant un thermomètre dont on peut lire les divisions sur une ligo recourbée en dehors. On détermine d'abord, avec une précision qui peut atteindre le centième de frange, la position des franges par rapport aux repères à la température ^i; puis on échauflc progressivement l'étuve jusqu'à la température l^ en comptant toutes les franges qui passent dans un sens ou dans l'autre, et Ton détermine leur position finale. Si le déplacement total est de p franges, la différence de marche a varié de A = pX.
Supposons qu'on ait mesuré d'abord au sphéromètre l'épaisseur A du corps à étudier et la distance B de la plate-forme n la lentille ; Tépaisseur primitive de la couche d'air est <?, =r: B — A.
Soient a cl b les coefficients moyens de dilatation du corps et du trépied entre les températures /, et ^2? dont la dllfércncc est ^2 — /| = otj la variation d'épaisseur de l'air est
ei—ei—-(Bb — \a)ot.
Dans le vide, on aurait simplement
À fil
mais il est nécessaire de tenir compte du changement o/^=/?| — /i^ que subit l'indice de réfraction de Tair dans les conditions de l'expérience. Les deux valeurs du chemin optique sont
ce qui donne
^ -/i,(B6- Aa)-(H>-A)™ -(B^-A//)^/i.
On peut remplacer /i| par l'unité, si la longueur d'onde A est évaluée dans fair à la température primitive /,, et supprimer le dernier terme, qui est généralement négligeable; il en résulte
A py. ( A . In
Considérant comme connues les variations très petite* d*«fflleurs de la réfraction de Tair, on déterminera le coefficient moyen h de
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diialallon du trépied dans une première 4 cera aucun corps entre la plate-forme et de franges observées pour une épaisseur température o/o? à la m<}me leinpératnre \
Ou déduit alors de la comparaison des
Comme on rend Tépaisseur d'air /», e:
avoir de plus belles franges, on peut écrin
Le terme île correction «'tant très petit, ] Texcès (/> — (j) du coefficient moyen de d celui (lu ('or|)<. (a'I excès est positif ou iiég />, c'ost-à-<liro suivant que le drplaceuient à un accroisscnieiil ou à une diminution do donc, avant cliaque expérience, s'assurer, p d'une des \is, du sens dans lequel se meuve diirérence de marche est croissante.
La dilatation, entre les tempcTatures o e longueur à zéro est ('gale à rnnil('', peut s'ex la (orme a/4-a'r-, de sorte qu'entre les t dilatation esl
et le coeflicicnt moNcn (/ de dilatation
Les coefficients a ainsi dc'linis sont donc de la temj)ératnre niovenne 0= — - — - et se
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phiqiicment par tics lignes droites, ce qui est conforme aux observations. M. Flzeau les distingue par l'indice 0 qui indique la température moyenne; une série de relations, telles que
permettraient de déterminer les coclficients habituels a et a'.
Le facteur a a' représente la variation — du coefficient a pour
une variation de i" dans la température moyenne et Ton peut écrire, pour deux températures différentes 0 et 0',
M. Fizeau a calculé les deux (|uantités ao cl - - > en prenant comme valeur initiale 0 == /jo".
308. Dilatation des cristaux. — Cette méthode de M. Fizeau, n'exigeant que des corps de très petites dimensions, présenter des avantages particuliers pour Télude de la dilatation des cristaux. Mitscherlich (•) avait déjà montré, par la mesure des angles, que la forme du spath d'Islande se rapproche du cube par une clévalioii de température, en même temps que la double réfraction du cristal diminue, que les cristaux à un axe ont des dilatalions différentes suivant les directions parallèles ou transversales à Taxe et que, pour un prisme rhomboïdal droit à base rectangle, les dilatations parallèles aux trois espèces d'arêtes sont inégales.
Quelques remarques préliminaires sont nécessaires. Les propriétés physiques d'un milieu quelconque homogèiKî et homoédrique (34) sont symétriques par rapport aux trois axes rectangulaires, en tant du moins (piil s^igit de délormalions très petites. Pour les dilatations, en particulier, cetle propri^'t/' est générahî.
L'homogénéité d'un milieu exige, en ellrt, <|ue tous les éléincnls de volume se dilatent de la même manière. Il est doni! é\i(len(, ou l'on peut considérer comme un fait d'observation, <|u<î les arêtes naturelles des cristaux restent rectilignes i\ toute température,
(') MiTscuF.nLicii, Ann. de Chimie et de t'hjt., j >»|, t. \\N| p. i"^; iMji, ri l. WXII, p. m; i8i0.
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pourvu que cette température soit uniform du milieu; une surface plane quelconque ci Il en résulte qu^une surface algébrique cens toute température, puisque le nombre de s< avec une droite ne change pas; par suite, ui transforme en une surface fermée du second un ellipsoïde, pour une variation quelconque
Si Ton prend pour axes de coordonnées da qui sont devenues les axes de Fellipsoïde, on i directions rectangulaires, la dilatation d^une des axes est dirigée suivant la droite elle-méj
Une droite quelconque OM passant par l'o nées change de direction dans le cas général.
point M étant x^y et 5, la distance OM est r les coeOicients movens de dilatation relatifs respectiveniout r/, b et c, les coordonnées x', position M' occupée par le point M sont
x' zn x -+- o.r =r j? ( I -4- a 0/ )
/■-r-Hov-i=y(i -r- b^t)
Comme les dilatations sont toujours très ne
on, cil aj)pelant a, |j et y les cosinus des aiigl OM avec les axes.
Le coefficient inoven p de dilatation de la droit
Considérons l'ellipsoïde K, on plus générale second degré
qui passe par le point M. En posant
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les cosinus a', ^' et y' des angles que fait la normale à celle surface
avec les axes sont
,. . do oj:
ax (jt
* ôz ot
Les variations oj:, 5k et $z étant respectivement proportionnelles aux cosinus a', [3' et y', le déplacement MM' du point M est normal à la surface E.
En outre, le plan tangent en M à cette surface a pour équation, en désignant par X, Y et Z les coordonnées courantes,
ax\ -\- h y Y -h c ^ Z = 2 '^, et la perpendiculaire/? abaissée du centre sur ce plan est
" sjô^'^b^y-^c^z^ " v'(oa-)-H-(5y)»-M['^")* ~ MM' ' '
d'où il résulte
MM'=^5^ P
Le déplacement MM' est donc en raison inverse de />, c'està-dire proportionnel au rayon vecteur de la surface polaire réciproque de E.
L'angle 0 du déplacement MM' ave»c le rayon vecteur OM esl donné par Téqualion
MM' ^'f r . / sJa^x^-\-b^y^-i-c^z^
Si les coefficients a, t et c ne sont pas tous de même signe, le dernier par exemple étant de signe contraire aux deux autres, la surface E
ax'^ 4- ^ v^ — CZ^:=. 2Z>
est un hyperboloïde à une ou deux nappes, suivant le signe de 'v. Dans ce cas, il existe des directions pour lesquelles la dilatation
cîst nulle, c'est lorsque le déplacemeal MM' est perpendiculaire au rayon vecteur. Le plan tangent au point M à la surface E passe alors par l'origine et '^ = o, c'est-à-dire que le raj^on vecteur OM est situé sur le cône
GJC^ -^ hy^ — cz^ r— o.
Les cosinus a,, J3| et y, des angles que fait le rayon vecteur avec les axes de coordonnées satisfont à la condition
(a 4-c)aJ-h(A -i-c)^\=zc.
Pour le spath d'Islande, par exemple, les coefiîcients a el b relatifs à des directions perpendiculaires à l'axe sont négatifs el égaux h — 540.10""^ et le coefficient c suivant l'axe -4- !îG'2i.io~'. L'angle i que font avec Taxe les directions de dilatation nulle e>l
lang'{^= i / , ou ^=: 65^35'.
Pour Vcmeraifde (béryl) qui est aussi un cristal à un axe, on a. de même, c = — loG.io"^ et b = a = -{- i3y. io~**.
La dilatation moyenne dans une direction déterminée est nulle pour la condition
AÔ
309. Dildtations cubifjues. — (^uand il s'agit de corp> 1^»»- Iropes, celle IcnijX'ralurc 0' correspond à un maxinuini de don-^iu. M. Fizeau a Irouvé ainsi les lempéralures suivantes :
Diamant — \}:\ 3
Protowile de cuivre — \'\^
Pour les corps anisolropes, raccroissement du volume d'un parallélépipède dont les cotés x^y el :? sont parallèles au\ axes t>L en négligeant les termes du second ordre,
(•'* + '^-^O ( J' -t- ^j) (- -r- ^^-) — 'Tyz =-: xyzi^a -\- b — c) 0/ ;
le coefficient moyen de dilatation cubique est donc la somme iiv> coefficients principaux de dilatation linéaire.
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On peut appeler dilatation linéaire moyenne d'un corps anisotrope la dilatation uniforme qu'il devrait avoir pour éprouver le même changement de volume.
Le coefficient / relatif à cette dilatation est évidemment
H existe dans tout milieu une direction suivant laquelle la dilalation réelle est égale à cette dilatation linéaire moyenne. Si Ton pose, en effet,
cette condition est satisfaite pour
La direction qui correspond à la dilatation linéaire moyenne fait donc des angles égaux de 54^*44' ^^vec les axes principaux de dilatation; elle est normale aux faces d'un octaèdre régulier dont les diagonales sont parallèles aux axes.
Les expériences de M. Fizeau ont été étendues à un très grand nombre d'espèces minéralogiques et ont fourni plusieurs résultats imprévus (*). Nous citerons seulement les particularités que présente Viodure d'argent.
Lorsque ce corps est à Tétat cristallin, les valeurs des coefficients sont, en les multipliant par lo* pour simplifier l'écriture,
Crzr- 397, — ^-4,27,
b z-a -;- r65, -- zzz-i-l ,38.
Al)
Â l'état fondu, sa dilatation linéaire est
Enfin, quand il a été comprimé après la fusion, il se comporte comme un cristal à un axe symétrique par rapport à la ligne de
(•) Voir l'Annuaire du Bureau des Longitudes.
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compression el donne
c — - — iG6,25,
h -- a -■ — ia'î,25.
Ae
Dans ce dernier cas, sa dilatation lînéaii
Ainsi, non seulement Fiodure d'argent s€ \ation de température, mais la valeur ab augmente avec la température moyenne 0.
310. Détermination des axes principa la direction des axes principaux de dilatati trope, il faul déterminer les axes de la surfa et Téquation de cette surface rapportée à « traires renferme six coefficients indétermini
Six expériences dans des directions dîflR nécessaires en général, mais le problème s milieux possèdent des plans de symétrie crîî cflel, que les plans principaux doivent eln (le svmélrie et <]ue les dilatations perpendi (le svmélrie équivalents sont <'^ales.
Dans les cristaux appartenant au système lalations principales sont égales el le milîei:
Les corps qui cristallisent en prismes ciro en rlionihordres ont im axe de svmélrie. 1 perpendiculaires à Taxe sont égales entre elL dilatations est de révolution autour de Taxe.
Le prisme rliomboïddl droit présente trc (lifTérenls. l^es axes principaux de dilatation perpendiculaires à ces plans et leurs coefficic
Le prisme rliomboïdal oblirpie n'a plus qu La direction d*un des axes principaux seulei et les deux autres sont situés dans le plan cî biènie consiste alors à déterminer les axes d section de la surface K par le plan de s\métri
(Considérons dans ce plan deux axes rectî
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supposons que l'on détermine les coefficients de dilatation /, m et n suivant trois directions OL, OM et ON, qui font respectivement avec Taxe des x les angles )x, jjl et v. Pour que les axes de coordonnées soient des axes principaux de dilatation dont les coefficients sont respectivement a et 6, il faut qu'on ait
/: - a cos*X 4- h sin'X r=za~\- (b — a) sin*X,
m --. a ces* [i -+- /> sin* jx r— a h- ( 6 — a) sin* [x,
n —- rt cos*v -^ b sin^v z-. a~\- \b — a) sin*v;
par suite,
/ — m sin' \ — sin'fx sin(X -f- |jl) sin(|jL — ).>
" / — n sin*X — sin*v sin(X -h v) sin(v — X) '
sin ( :î X 4- jx — X ) sin ( [x — X )
sin(2X -h V — X) sin(v — X)
Comme les angles jjl — X et v — X sont connus, il en résulte
. A?sin*(v — X^l— sin'dx — X)
tan":2X r 2". ., . - -, <- >
sin2((x — X) — yt?sin2(v — X)
équation <jui donne pour \ deux valeurs qui diffèrent de 90".
Choisissant l'une de ces valeurs, on déduira les coefficients a et h des expériences combinées deux à deux.
Au point de vue expérimental, il sera plus avantageux de faire jx — X = 45" et V — X = 90®, c'est-à-dire que les directions OL et ON sont rectangulaires et la troisième direction OM à 45® sur chacune d'elles; on aura alors
/ I \ / — m I — 'xm -^ n
tau2 2 A -: 2 p - - 1 " - 2 -, — — I — r-
Nous citerons, comme exemple, les résultats des expériences relatives au feldspath orthose, pour lequel on a
Ar Cr- — l5l, — --- t 1,40,
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La dilatation moyenne linéaire, déteri normale aux faces de Toctaèdre régulier parallèles aux axes, a donné
La relation indiquée plus haut (309) s< sèment vérifiée, puisque les valeurs dédut cipales seraient respectivement 5i^ et i , a
Enfin le prisme doublement oblique n' talline, et rien ne fait prévoir la direction d< L'expérience présenterait alors de grandes
Remarquons aussi qu'en Pabsence d'une directions des axes de dilatation ne sont pi pendent des conditions de Texpérience. Si d'une manière continue, par exemple, h dilatation correspondant à des variations i température se déplacent eux-mêmes d'un»
rapport aux directions cristallines, lorsqu' par la symétrie du milieu.
Pour le prisme rliomboïdal oblique, les > drs coeflicionls relatifs à trois directions variation AO de la température moyenne, d< correspondante Aa de la direction des ax plan de symétrie.
Dans le cas le plus général, le problème e connaît les coefficients moyens de dilatatic distii)('les, ainsi que leurs variations; ma rexpériencc ait pu étrc^ réalist-o. les calcu difïVrenccs extrêmement petites et ne pour résiillals très doutciix.
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311. Expérience d'IIuygens, — Lorsqu'un rayon de lumière S {Jig- 160) tombe normalement sur une des faces naturelles d'un rhomboèdre e de spath d'Islande, il se divise en deux, l'un ordinaire et l'autre extraordinaire, le premier AB continuant sa marche en ligne droite, le second AC dévié latéralement, et ils
Fig. iGo.
• ^ . no
EE
émergent parallèlement à la direction primitive si la face de sortie est parallèle à la face d'entrée. A part une petite différence dans les pertes de lumière par réflexion, les deux rayons ordinaire O et extraordinaire E sont d'égale intensité lorsque le rayon primitif est formé de lumière dite naturelle, comme la lumière directe du soleil ou celle d'une lampe.
En tombant sur un second rhomboèdre e', le rayon O donne en général deux rayons émergents, l'un ordinaire 00', l'autre extraordinaire OE' et le rayon E donne, de même, deux rayons EO', EE'. Le déplacement latéral L des rayons O et E est proportionnel à l'épaisseur e du premier rhomboèdre et dans le plan normal parallèle à l'axe du cristal, c'est-à-dire dans la section principale; le déplacement L', produit parle second, est proportionnel à l'épaisseur e' et dans la section principale de ce cristal. Sur un écran
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perpendiculaire à leur direction, un fai) dents donnerait donc quatre images aax = gramme dont les côtés L et L' ont des loiij lèles respectivement aux sections prîncipa qui devient un losange si les épaisseurs e <
Ces quatre images n*ont des intensités A principales sont à 45"; elles se réduisent à les sections principales sont parallèles, aux quand les sections principales sont à angle < le second cristal depuis la première pos autour de la normale, Timage OO', due au duellemcnt, pendant que la seconde imag mente d'éclat. Linverse a lieu pour les proviennent du rayon E.
Après avoir décrit cette expérience me9 gnale toutes les difficultés qu'elle présente d lations. « Il semble qu'on est obligé de coe lumière, pour avoir passé le premier crîst forme ou disposition, par laquelle en rencon cristal, dans certaine position, elles puissi (lidérenlcs matières qui servent aux deux es cil rencontrant ce cristal dans une autre r sent émouvoir que Tune de ces matières. Ma cela se fail, je n'ay rien Irouvé jusquicy q L'expérience montre en elFet qu'un rayon fn dans le spalh d'Islande ne jouit pas des ra lous les azimuts ; cette circonstance paraît i polhèsc (le vibrai ions dans le sens du ravo avait eu l'idée d'abord; Newton (-) la c» objection irrcfulablc cl en conclut (|u\in constitue par des molécules douées d'une so
312. Polarisation . — Malus ( •* ) appelle / (jui sont produits j)ar la double refraction oi
( ') lIuvGi.Ns. Traite de lu lumière, p. 91 .
(») NiiWToN, Ojftics. Prop. \XV.
(*) Malls, Mem. des Savants étrangers, t. II, p. 3o^
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le même caractère dans un phénomène quelconque. Le rayon ordinaire O est polarisé dans la section principale, par définition, et toutes ses propriétés sont symétriques par rapport à ce plan, quand même Fincidence ne serait pas normale.
Le rayon extraordinaire se comporte de la même manière par rapport à un plan perpendiculaire au premier; il est donc polarisé dans un plan perpendiculaire à la section principale.
Le mot de polarisation a pour origine l'hypothèse de l'émission, mais on peut le conserver sans inconvénient, si l'on fait abstraction de son étymologie et si Ton considère les expressions lumière polarisée et plan de polarisation comme définies par des faits d'expérience.
313. Loi de Malus. — En comparant les intensités des images, Malus a trouvé que les phénomènes se représentent par une loi très simple. L'intensité du rayon ordinaire fourni dans un cristal par un rayon polarisé est proportionnelle au cosinus carré de Tangle de son plan de polarisation avec la section principale du cristal; l'intensité du rayon extraordinaire est proportionnelle au sinus carré du même angle.
Dans l'expérience d'Huygens, si l'on néglige les pertes de lumière par réflexion, le faisceau primitif, étant formé de lumière dite naturelle, se partage en deux parties égales dans le premier cristal. En appelant I l'intensité de ce faisceau et s l'angle des sections principales des deux cristaux, les intensités des différents faisceaux sont
00'- - cosVv, EO'— - sin«5,
OE -1^ - smU\ EE'rn - cos^s.
La somme des deux premiers et celle des quatre derniers reproduisent l'intensité primitive L
On remarquera seulement que les rayons OO' et EE' se superposent lorsque les spaths sont d'égale épaisseur et que l'angle 5 est égal à Tc, c'est-à-dire que, les sections principales étant parallèles, les cristaux sont orientés en sens contraires.
Szo
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Pour avoir des images plus nettes, on limile le faisceau incident par une petite ouverture A située au voisinage du premier spath; on reçoit les quatre faisceaux émergents sur une lentille et Ton observe les images dans le plan conjugué de l'ouverture A.
Il est nécessaire alors que les morceaux de spath aient une grande épaisseur, si Ton veut donner aux rayons émei^enls assez d'écart pour que les quatre images soient distinctes.
On arrive au même résultat par l'emploi de cristaux plus minces taillés en prisme P (^fig' i6i), afin d'obtenir une séparation angulaire des deux systèmes de rayons réfractés, et Ton achromatise le faisceau extraordinaire, qui présente la moindre dispersion.
Fig. i6i.
par un prisme de crown Q disposé en sens inverse. Le rayon extraordinaire E, ainsi achromalisé, traverse l'appareil dans une direction voisine de sa direction primitive, tandis que le ravon ordinaire O conserve une déviation notable avec une faible dispersion. Les polarisations ne sont pas sensiblement modifiées et, en recevant sur un second prisme semblable les rayons qui sortent du premier, on obtient quatre images dans des directions difTérenles, deux de ces images étant légèrement irisées sur les bords.
Si l'ouverture A est assez grande pour que deux images issues d'un même faisceau, par exemple OO' et OE', empiètent Tune sur Tautre, Tintensité de la région commune reste constante pendant qu'on modifie chacune des images en changeant Tangle des sections principales. Si les quatre images ont une région commune, l'intensité dans celte région est aussi constante et sensiblement la même que si les prismes biréfringents étaient supprimés. Ces quatre images n'en donnent plus qu'une seule, parla superposition
des faisceaux OE' et EO' quand, les prismes biréfringents élant identiques, leurs sections principales sont parallèles, mais orientées en sens contraires.
314. Polarisation par réflexion, — Malus (*) découvrit que la lumière du soleil, réfléchie à la surface de l'eau ou sur une lame de verre, donne, dans un spath d'Islande, deux images inégales, dont l'intensité varie suivant l'angle de la section principale avec le plan d'incidence. L'image ordinaire présente une intensité maximum lorsque le plan d'incidence et la section principale du cristal sont parallèles, mais sans que l'image extraordinaire disparaisse entièrement ; la lumière réfléchie peut donc être considérée comme renfermant une portion de lumière naturelle et une portion de lumière polarisée dans le plan d'incidence. On dit qu'elle est partiellement polarisée dans le plan d'incidence ou, pour abréger, dans le premier azimut.
Sur les substances transparentes dont Tindice de réfraction est inférieure 2,5, telles que l'eau, la plupart des verres et des cristaux, il y a même un angle d'incidence pour lequel la lumière réfléchie paraît totalement polarisée. C'est l'angle Ae polarisation complète ou à!* incidence principale. Pour le verre ordinaire, la direction correspondante fait avec la surface un angle d'environ 35°, 5 qu'on ^i^^eWe angle de polarisation^ de sorte que l'incidence principale est de 54", 5.
La réflexion exerce donc sur la lumière naturelle une action analogue à celle de la double réfraction ; elle produit également le même effet sur la lumière polarisée. Lorsqu'un rayon de lumière polarisée tombe sur une lame de verre sous Tincidence principale, l'intensité du rayon réfléchi dépend de l'azimut dans lequel a lieu la réflexion.
Si l'on appelle I l'intensité de la lumière réfléchie quand le plan de réflexion est parallèle au plan de polarisation, l'intensité F relative au cas où ces deux plans font l'angle s est encore
conformément à la loi de Malus.
(■) Malus, Mém, de la Soc, d'Arcueit, t. II, p. 149; 1809.
Ouand la tamiêre iacî*i<iite e>t pai *ité du r4\on réfl^^i^bi ««:>o5 lîiKÎ'Jeiice priai »\*-c Vêz'itnul t du ffUn d>» p^Urisatioo | repri;-^nt'V par !a ««jmme d« deux terxnei que la loi de variation ài^ intensité^ pera rap[N>rl de* quanlilt^'- 'i e! ^.
On emploie. p«>ur ce^ exp«friefice5. soi ^oit des lames de verre noir, afio d'ëlimij ^ur d'autres surfaces que la première.
\j^ réflexion inti^rieure conduit aox méni ver» le plie* no mt- ne en faisant tomber la luj un«* des f:ir:es laCémlef d'un prisme à sectM rr fléchis sur la hase traversent n«»m[ialemei une *>érie de prismes d'angles diflerenls pen l'angle d'incidence. Pourvu que la rêtiexîoi rH\on rmer;:fnt >r montre encore polarisé i lement dans le plan d'incidence.
I.a réflexion sous un angle difl'érent de agit encore sur la lumière polarisée comme 1 mais d'unr* manién* incompl«*te; l'intensité i <'st m.'ixiniuiii (jUcind h' pLm de polarisation d iii('i(Jrii('(' et ininiriiuni (|iiaDd ces deux plar sans qin* l'rxtin<:tion soit absolue.
Sur Jii >urrace dt-s corps très réfringents, sur les siirliices niélalliques ou dans le cas c la lumière n-flécliie peut paraître encore pai mais la polarisation n est jamais complète, en réalité d une nalure* toute dîHerente.
\\\V}. I*nlfirisalinfi par réfraction, — L; aussi la lumière cl, cette fois, dans un plar plan d'incid^'iiee ou dans le second azimut toujours partielle et va croissant depuis h jus(|u'à l'ineidence rasante.
On peut rt'aliser rexj)érience en iaisant toi malement sur une des laces d'un prisme et réfraelt* sur la seconde lace, ou en faisant nn sens contraire, c'est-à-dire en choisissant Tin
façon que le rayon émerge normalement à la face de sortie. Dans les deux cas, la lumière est polarisée de la même manière.
Il suffit donc de considérer un rayon qui traverse une lame à faces parallèles. Les deux réfractions, qui ont lieu sous le même angle, ajoutent leurs effets et augmentent la fraction de lumière polarisée dans le second azimut.
Enfin la réfraction agit partiellement sur la lumière polarisée en donnant une intensité maximum ou minimum suivant que la polarisation du rayon primitif est perpendiculaire ou parallèle au plan de réfraction.
316. Loi d^Arago. — Cette polarisation, au moins partielle, dans le phénomène de réfraction était à prévoir, puisque l'ensemble des rayons réfléchis et réfractés doit reproduire la lumière primitive. Arago (') a montré, en effet, que les rayons réfléchi et réfracté, qui proviennent d'un même rayon incident, renferment des quantités égales de lumière polarisée. Une lame de verre L {fig* 162
Fig. i6j.
étant installée normalement au-dessus d'une feuille de papier blanc AB uniformément éclairée, l'œil placé en O et visant dans une direction quelconque 01 reçoit les rayons émis par le point B qui sont transmis par la lame et les rayons réfléchis qui proviennent du point A.
On place sur le trajet du rayon visuel un diaphragme noir E percé d'une ouverture S, que l'on regarde au travers d'un prisme
(*) Araqo (1812), Œuvres complètes, l. VII, p. -a3 et 879.
bin»frln};ent P. (^uollo que soitrorientatioii iinafi^es S' el S" de roiiverlure conservent Le faisceau «'inergenl ne présenle donc an (le |)(»larisation, r*esl-à-clire que les quanti risées à anjçle droit qu'il renferme sont équi
Il est vrai que U* phénomène est un peu c aurait lieu de tenir compte des réflexions de la lame : il serait facile de répéter Texp prismatique dans laquelle le faisceau BI ei mais la vérification serait en réalité un peu cause <le la dis[)ersion et de rafiaihlisseinen réfraclé à la première surface.
(loinme Tintensité de la lumière réfléchie parents est toujours beaucoup plus faible qi réfractée, on voit ainsi pourquoi cette dernii qu\ine polarisation partielle.
LoisS f!e Malus et de Brewster
reconnu par expérience que les incidences pi
lesquelles la polarisation est complète par ré
intérieure à la surface d'un milieu d'indice n
Descaries
si 11/ n sin i' .
Un rayon (|ui se propage dans le second ; traire du ravon nHVaclé correspondant à Ti principale donne «lonc aussi par réflexion int^ coin|>Ièl<Mnenl polarisée.
Lu loi i\\\ |>li(''noinène a été énoncée d'une plèle par I>re\\>ter (-). [ai (nnfsrnte (fr i^in rsi rgdir à F indice <lr réfraction ilu second . (tu j)rctnicr.
Si // et n' sont les indices du premier et du I incidence principale dans le premier, on aurj
tan::/ - ou n siii i - n
(') y\.\iA >,.]/('//! . d' irrhi'il , t. II. j). \\^\ i.^oS. {') Bm:\vsT!:H. PhîL Tnnis. !.. H. S., iSi'i, p. u').
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L'angle i' de réfraction correspondante satisfaisant à la loi de Descaries, il en résulte
ces i ziz sin «' ou i -k- i' zn - .
On peut donc énoncer la loi de Brewstcr sous cette autre forme : pour V incidence de polarisation complète y le rayon réfracté est perpendiculaire au rayon réfléchi.
Remarquons encore que, si cette condition est réalisée pour la lumière SA {Jig* i63) qui tombe sur la première surface d'une lame à faces parallèles, elle l'est également pour le rayon réfracté
Fig. i63.
correspondant AB sur la seconde surface. Le rayon BA', qui provient de la réflexion intérieure, est donc complètement polarisé et, comme la réfraction en A' ne change pas son état, par raison de symétrie, le rayon émergent A'R' est aussi polarisé dans le plan d'incidence. Il en serait de même pour un nombre quelconque de réflexions int(*rieures, de sorte que le faisceau complexe réfléchi dans la direction AR est entièrement polarisé.
318. Réflexion et réfraction de la lumière polarisée. — Lorsque la lumière polarisée se réfléchit sous l'incidence principale, le rayon réfléchi est de nouveau polarisé dans le plan d'incidence et sou intensité obéit à la loi de Malus. Si la lumière polarisée se réfléchit sous une incidence différente ou se réfracte dans une direction quelconque, le rayon réfléchi ou réfracté reste encore polarisé; mais la relation qui existe entre l'azimut du plan de polarisation et l'azimut primitif ne peut être établie que par une théorie plus complète de la réflexion et de la réfraction.
Cette relation est évidente dans le cas particulier où le plan de polarisation est parallèle ou perpendiculaire au plan d'incidence. En efl*et, le rayon modifié conserve alors, par raison de symétrie^
la même polarisalion, parallèle ou perpendiculaire au pland^iocidence, et raflTaiblissement qu'il éprouve est variable avec razimot de polarisation.
319. Propriétés de la tourmaline. — En étudiant Taclion de la tourmaline sur la lumière, Biot (*) a reconnu dans cecrislal la singulière propriété d'éteindre, en proportions très inégales, les deux rayons produits par la double réfraction.
La tourmaline est un milieu à un axe dont les cristaux appartiennent au système rhomboédrique. Une lame à faces perpendiculaires à Taxe est presque absolument opaque, sous une épaisseur de i'"'" ou 2"*™, suivant la coloration du cristal, pour des rayons qui la traversent normalement. Sous une épaisseur analogue, une lame parallèle à Taxe ne laisse passer qu'un rayon réfracté, lequel est polarisé dans un plan perpendiculaire à la section principale: c'est donc le rayon extraordinaire.
Une lame parallèle à l'axe agit de la même manière sur un rayon polarisé : elle le laisse passer ou l'éteint, suivant que le plan de polarisation est perpendiculaire ou parallèle à la section principale: si la polarisation primitive est dans un azimut quelconque, l'intensité du rayon obéit à la loi de Malus.
Plusieurs autres cristaux colorés se comportent de la même manière. L'un des plus remarquables est un sel de (juinine obtenu par Herapalh en faisant cristalliser, par l'addition de quelques j^oiilles d'akool iodé, une solution de bisulfate de quinine dans l'ac'ide aeélique. Les cristaux produits lentement se présenlont sous la forme de lamelles d'un reflet métallique verdAtre, colorées en violet clair par transparence, qui jouissent de la propriété d absorber l'un des rayons réfractés sous une épaisseur beaucoup moindre (]ue la tourmaline (-).
320. Polat'iscurs et analyseurs. — On appelle ainsi des appareils qui permettent de polariser la lumière naturelle: ils jouissent en même temps de la propriété réciproque, quand ils reroivent de la lumière polarisée, de donner un rayon d'intensité
(') Biot, Ann. de Chimie, t. \CIV, p. 191; 181.). {■') SToKts, /y. .1. /?.. ,852. Part II, p. i5.
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variable avec razimiit de polarisation ; ils permeltent donc aussi d^analrser la lumière, c'est-à-dire de reconnaîlre si un rayon est polarisé, ou renferme une fraction de lumière polarisée, et de déterminer Tazimut de polarisation.
La réflexion sous un angle différent de l'incidence principale et la réfraction simple peuvent déjà jouer le rôle de polariseurs, mais elles ne donnent que de la lumière partiellement polarisée. D'autre part, si l'on utilise l'une de ces opérations comme analyseur, on pourra bien distinguer un rayon naturel d'un rayon polarisé et déterminer l'azimut de polarisation, mais sans reconnaître si la polarisation est totale ou partielle.
La réflexion par une glace noire sous l'incidence principale fournit un polariseur très commode, quoiqu'elle affaiblisse beaucoup la lumière et donne une grande déviation.
Delezenne (*) élimine ce dernier inconvénient par une nouvelle réflexion sur un miroir qui ramène le rayon dans sa direction primitive et ne conserve plus qu'une déviation latérale.
Toutefois la polarisation ne paraît bien complète que quand on emploie une lumière modérée, comme la lumière diffuse du jour ou la lumière des nuées; avec des sources très "intenses, telles qu'un faisceau de rayons solaires, on reconnaît aisément qu'une seconde réflexion sous le même angle ne permet pa^s d'éteindre d'une manière absolue les rayons réfléchis sur le polariseur. La réflexion sous Tincidence principale ne produit donc, en réalité, qu'une polarisation imparfaite.
321 . Pile de glaces. — On peut augmenter beaucoup l'intensité de la lumière polarisée par réflexion au moyen d'une série de lames parallèles, constituant ce qu'on appelle une pile de glaces. Sous l'incidence principale, la lumière est polarisée par toutes les réflexions sur l'une quelconque des surfaces intérieures du système; la lumière réfléchie, transmise ensuite au travers des lames précédentes dans le premier milieu, reste polarisée dans le plan d'incidence par raison de symétrie.
L'intensité de la lumière réfléchie augmente alors avec le nombre des lames, puisque le faisceau transmis diminue de plus en plus.
(*) Delezexne, Mérn. de la Soc, des Sciences de Lille, p. 229; i834.
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La polarisation est incomplète pour des dî| l'incidence principale.
Les piles de glaces conviennent surtout mière polarisée par réfraction. Supposons < tifs ne soient pas très éloignés derincidence tion sur la première surface donne une q polarisée dans le second azimut et une quan reste naturelle, la somme A -f- B reprëseni de lumière réfractée. Sur la seconde face, le transmet plus facilement que la lumière nati flexion serait nulle pour Tincidence princip quantité m A de lumière qui reste polarisée. B donne un rayon réfracté plus faible nB { une fraction ^/iB de lumière polarisée et le lumière naturelle.
En ne tenant pas compte des réflexions inl
de lu lumière naturelle à la lumière polarisée,
première réfraction, a diminué après la secont expression
I ! - /> )/m5 B ' ni
///A r- /f/iB A //H
Si I inl(»n"^lh'' du faiscrau priiuilif est prise nilèrc lanu* vn polarise une fraction /*:^=: m\ frarllon plus pelilc '^ m — />)/? B à Tétat nal
La limiièrr polarisée étant toujours plus ar une nouvelle lame donnera, comme lumière j)ol iVaclion ff'yf.f) provenant de /*, j)uisyw, < relie sera ci-. Le rapj)ort de la lumière naturell
risée, ([ui était -. après la première lame, de conde,
Pour une pile de N lames, ce rapport serait
Il tend rapidement vers zéro, à mesure que le nombre des lames lugmcnle. Le faisceau de lumière polarisée ainsi obtenu pourra donc avoir une ouverture angulaire très notable.
Le seul inconvénient de la pile de glaces est qu'une partie de la lumière est diffusée et échappe à la polarisation quand les surfaces ne sont pas extrêmement propres ; en outre, la polarisation est troublée si les verres présentent des traces de trempe.
322. Polariseurs biréfringents. — Toutefois, on a recours le plus souvent à la double réfraction. Une lame de tourmaline parallèle à Taxe convient dans un grand nombre de cas et elle peut s'intercaler facilement dans tous les appareils ; son seul inconvénient est d'affaiblir beaucoup la lumière. Elle présente encore l'avantage que la polarisation est sensihlement complète, non seulement pour les rayons normaux à l'axe, mais aussi pour des rayons très inclinés sur cette direction, de sorle que le champ angulaire de polarisation est très étendu.
Une lame de spath d'Islande à faces ])arallèles est le meilleur des polariseurs, mais les deux rayons émergents sont parallèles au rayon incident. On ne peut les séparer qu'en prenant un faisceau incident assez étroit et en interceptant par un corps opaque l'un des faisceaux réfractés.
L'emploi d'un prisme de spath achromatisé par un prisme inverse de crown ('"JIH) permet d'obtenir des rayons réfractés dans des directions différentes, l'un ordinaire et l'autre extraordinaire. C'est une forme de polariseur très commode, et l'on peut facilement, s'il est nécessaire, intercepter l'un ou l'autre des deux rayons polarisés à angle droit.
jVous reviendrons j)lus loin sur les polariseurs biréfringents dans lesquels on élimine un des rayons réfractés.
323. Interférence des rayons polarisés, — Fresnel reconnut d'abord que les rayons polarisés subissent la difTraction et interfèrent entre eux comme la lumière naturelle.
11 suffit, pour s'en assurer, de répéter l'expérience des miroirs sous rincidence principale ou d'employer, pour une expérience quelconque d'interférence, de la lumière primitivement polarisée M. - I. 3î
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dans un azimut arbitraire. Les franges e&îi et aux ni<}mcs points que pour la lumière na
Fresnel (' ) a cherché ensuite, pour une $ ^énieuses, s*il est possible de faire înterféi risés à angle droiu tels que les rayons ordÎE du spath d'Islande.
Uni* preniiiTC expérience consiste à prcn lumière un point S (ou une fonte) situé di rhomboïde de spath, de faible épaisseur, de n images virtuelles très rapprochées.
Le rayon ordinaire O est en retard sur le Ë^ mais on peut compenser ce retard en plaçi c d'épaisseur convenable sur le trajet du der; peu cette lame on fait varier la différence di duit, de manière à corriger par tâtonnemen de calcul ou de construction.
Dans une seconde expérience, les deux ra^ ont été reçus sur une lame de verre. Le raj réfléchi sur la seconde face et le ravon ordin] première peuvent avoir parcouru des cbemi une épai'^sour et iinedireclion convenables de dans les rondilions |)roprcs à la production c
Knfin le rhomboïde de spath a été coupé morceaux placi'' à la suite de l'autre en croisî cipalrs. iJans ce cas, les deux ravons émerg parcouru exactement le même chemin pour 1 cl les ch(Mnins diirèrent extrêmement peu 1' on s'écarle do la normale.
Néanmoins, avec (|ucl(|ue soin (ju'aieiit été expérienres. il lui impossible d'apercevoir a lércncc dans la réi;iou euinmune aux deux rn conclut << (|U(Hes doux svslomcs d ondes da la luniirre en Iravorsanl les (cristaux n'avaieni >ur Taulro, ou du moins (pio leur inlluence i pas produire de rt'sullat apparent ».
(' ) l-IlE.sNKL, ŒUK'rCS, I. I. I». kS». '|I0 Cl 'xK^.
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Fresnel et Arago se sont ensuite associés pour examiner de plus près les résultats de cette expérience imprévue.
Ils construisirent « deux piles de glace identiques composées chacune de quinze feuilles de mica prises deux à deux dans une même lame et placées de façon à faire correspondre les parties voisines, afin que les épaisseurs traversées par les deux faisceaux lumineux fussent le moins différentes possible )>.
Ces piles, qui polarisent presque complètement la lumière pour une direction de 3o** avec la surface, furent installées séparément devant les deux fentes qui servent à produire les franges d'Young.
Lorsque les plans d'incidence étaient parallèles, on apercevait les franges ordinaires, à la vérité très irrégulières, sans doute à cause de l'imperfection des piles de lames. Quand on disposa les plan d'incidence à angle droit, les franges disparurent complètement, sans qu'il fût possible d'en distinguer la moindre trace, même en faisant varier lentement l'inclinaison d'une des piles, afin de compenser les différences d'épaisseur.
Une expérience plus facile, et qui conduit à la même conclusion, consiste à placer une lame de gypse ou de quartz devant les deux fentes. Les franges ne sont pas modifiées; il devrait cependant exister deux systèmes de franges à droite et à gauche du système central, puisque les rayons ordinaires émanant de l'une des fentes présentent une différence de marche avec les. rayons extraordioaires de l'aulre et réciproquement.
Fresnel choisit alors une lame de gypse limpide de i"'™ d'épaisseur environ, qu'il coupa en deux parties pour les placer respectivement devant les fentes A et B, de manière que leurs sections principales soient rectangulaires. On aperçoit alors deux systèmes de franges séparés par un intervalle blanc considérable : l'un d'eux est produit par l'interférence des rayons ordinaires A^ de l'une des fentes avec les rayons extraordinaires B^ de la seconde; l'autre par les rayons A^ et B^. Le système* central n'existe plus, parce que les rayons A^ et Bo, A^ et B^, dont la difierence de marche est nulle, sont polarisés à angle droit.
Les systèmes latéraux s'évanouissent, au contraire, et le système central reparaît quand les sections principales des deux lames de gypse sont parallèles.
Pour savoir s'il est possible de faire interférer deux rayons
pwbmés à angle droit en les runeoaai au iittlnie azimut de puU riMiion, on peul observer les frangea au travers d'un aitiilv^ur (ormi d'un rhombocdrc de spalh d'Islaude, ou niiens d'un prisnir de spalb acbromalîsé punr mieux séparer les deux images. Si 11 section principale du spath est à 43° sur celle du gvpS'^, cWua des ravons. Ici tjuc .\„ fourni par l'une des Tentes, donnera Jriii njroos Ao^ et An*, dans l'aaaKseur. U y aura donc à la sortit it l'analjseur tiuï! faisceaux d'intensités égales.
Lorstfue les gj'pses situés derrière les fentes sont purallêle», le» rayons As et Bo, A^ et R„ producteurs du système de fraiigH médian, apparaissent dans l'image ordinaire (A„1!„)b>, (A,6,},, et dans l'image extraordinaire (A„, B„)^, {X,, B^)^sans différraw de marche nouvelle el reproduisent dans ces deux îma^^i ua système de franges médian, (^uaolaux rayons Av. el Br, A, flBn. ils sont bien ramenés aux mêmes axiniul^ de polarisation (.K„. K,)^ (A,, Bo)ar cl (Xo, hf)r-, (A,, BoV, chaetin des groupes de rayoBt deux à deux conservant sa dilTérencc de marcbe primitixe, miii les franges latérales n'apparaissent pas encore.
De même, quand les gypses sont à angle droit, l'examen du faisceau commun par un analyseur dont la seclioD principale ntt 45" sur celles des gypses conserve les franges latérales, mais ne fait pas apparaître le système médian.
il y a donc ici. une circonstance très remarquable à signaler, c'est que des rayons, quoique polarisés dans le m£me plan, sont devenus incapables d'inicrférence; celu tient â ce qu'ils pmticftnent d'un faisceau primitif de lumière naturelle.
Il suflit, eu effet, de recommencer l'expérience en polarisant U lumière primitive dans un azimut de 45" sur la seclioii priocipil* des gypses pour voir apparaître les systèmes de franges laléntn quand les gypses sont parallèles et le système médian quand la gypses sont à angle droit. L'analyseur montre, dans les deux ca». trois systèmes de franges dans cliacune des images, c'cst-^-direcc tout sis systèmes de franges.
U est important d'examiner la nature de la frange centrale dam les systèmes de franges rétablis par l'analyseur. Si la section principale de l'analyseur est parallèle au plan primitif de polarisation, la frange centrale des systèmes rétablis est blanche dans l'image oriiinaire el noire dans l'image extraordinaire. L'inverse a lieu»
la section principale de Tanaljseur est perpendiculaire au plan primitif de polarisation.
En d'autres termes, la frange centrale des systèmes rétablis est Llanche ou noire suivant que les rayons sont ramenés à une polarisation parallèle ou perpendiculaire à leur polarisation primitive.
Cette inversion permet d'expliquer pourquoi les franges n'apparaissaient pas avec une lumière primitive naturelle. On peut considérer, en effet, la lumière naturelle comme la superposition de lumières polarisées à angle droit. Si l'on choisit les deux azimuts de polarisation primitive des rayons qui constituent la lumière naturelle, l'un parallèle et l'autre perpendiculaire à la section principale de l'analyseur, on voit que la frange centrale d'un système rétabli sera blanche pour une des moitiés et noire pour l'autre moitié du faisceau primitif, de sorte que toute interférence disparaîtra par leur superposition.
Les expériences de Fresnel et Arago peuvent se résumer ainsi :
1^ Deux rayons polarisés dans le même plan agissent l'un sur l'autre comme des rayons naturels.
2° Deux rayons polarisés à angle droit ne peuvent interférer.
3** Deux rayons polarisés à angle droit et ramenés au même plan de polarisation interfèrent s'ils proviennent d'un faisceau primitivement polarisé et n'interfèrent pas si le faisceau primitif est naturel.
4** Deux rayons polarisés à angle droit et ramenés ensuite au même plan de polarisation donnent une frange centrale blanche ou noire, suivant que la polarisation nouvelle est parallèle ou perpendiculaire à l'azimut primitif. Dans ce dernier cas, le retard >hysique des deux rayons est égal à la différence des chemins opiques augmentée d'une demi-longueur d'onde.
324. Mode d'observation, — Il est important de pouvoir ré- •éter facilement cette expérience capitale. Le moyen le plus comlode consiste à prendre une lame de gypse clivé (*) ou une lame e quartz parallèle à l'axe et à la couper en deux à 45° de la
( «) Une lame de gypse clivé se coniporle comme une lame d'un cristal à un axe ilJée parallèlement à Taxe. Outre le clivage habituel le plus facile, le gypse
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section principale; on rapproche ensuite' et N (y?/r- ï64)i après avoir retourné Tun on les colle sur un petit support. Les sectio fragments sont alors rectangulaires.
On utilise ensuite un appareil d'înterféi roirs adossés, biprisme inverse, bilames, d pable de produire deux images réelles A e
Fig. 164.
l'empiétement des faisceaux et la productîc place la lame coupée dans le voisinage du p images réelles. Si les deux images A et B lame M, on se trouve dans le cas de Texp» Arago avec des lames de gypse parallèles. . tombent sur des lames différentes, on est d croisés. L'appareil étant ainsi disposé, il su mièrc primitive dans un plan parallèle ou fontes, cl do placer la section principale do 1 ou raulrc do ces ilireclions, pour aj)ercevoir franges dans chacune des images.
325. Mbraiions transserscilcs. — Fresn< conuaîlro (^) (juo los lois rolativos à Tinterfé
prcsciilc (lcii\ aulros rIivuj;os, ruii fibreux cl l'autre un an^It' tli' 0) ôi'. îSi l'nii rlivc uno lame tic ;:y|)>c eu les côlt^ AI3 cl AC {Jii^- !<»>) <pii corroNpondcnl rospec
Clivage rUrtv^r c
va^'cs «oient dans le rapport de ii,i à 36, la section pri diagonale VD.
(') FUESNEL, Œuvres, t. I, p. (j2t).
larisés ont pour conséquence nécessaire que dans un rayon de lumière polarisée la vibration est recliligne et perpendiculaire au rayon, c'est-à-dire transversale ; elle est d'ailleurs symétrique par rapport au plan de polarisation (parallèle ou perpendiculaire).
Comme la lumière naturelle se transforme sans perte d'intensité lotale en deux faisceaux polarisés à angle droit, on en conclut aussi qu'un rayon de lumière naturelle ne renferme pas de vibrations longitudinales, car ces vibrations n'auraient pu disparaître par la polarisation et elles se retrouveraient dans Tun ou Tautre des rayons polarisés qui en résultent. Cette conclusion inattendue a soulevé une vive controverse, particulièrement avec Poisson qui considérait la permanence des vibrations transversales dans un milieu comme incompatible avec la dynamique des fluides; Arago lui-même ne put se décider à suivre son collaborateur dans les conséquences de leurs expériences communes.
La non-interférence des rayons polarisés à angle droit prouve d'abord que la vibration sur un de ces rayons n'a pas de composante longitudinale, car ces composantes donneraient au moins des interférences partielles. La vibration est donc dans un plan perpendiculaire au rayon.
Comme elle est symétrique par rapport au plan de polarisation, on peut la décomposer en ses deux projections, a et 6, Tune parallèle et l'autre perpendiculaire au plan de polarisation. Pour deux rayons polarisés à angle droit, les vibrations auraient ainsi deux composantes a et 6, a' et 6', les composantes a et 6', b et «', étant respectivement parallèles. Ces composantes devraient donner entre elles au moins des interférences partielles; comme il n'en est pas ainsi, d'après Texpérience, il faut que les vibrations résultantes restent rectangulaires, c'est-à-dire que l'une des composantes, a ou 6, doit être nulle.
Le calcul permet de préciser ce raisonnement svntliéli(|ue.
Si l'on considère une onde plane et qu'on rapporte la vibration à trois axes rectangulaires dont deux, x et )', sont dans le j)lan de l'onde et le troisième z dans le sens de la propagation, les composantes de la vibration sont de la forme
/ x --- a sin((o/ -r- a), (0 ' / - - ùs\n(ttil -T- p),
( 5 -= csin(a)/ -+-7).
Pour une onde plane clifTérealc superpo composantes de la vibration seront, de mén
j;' =: a' sin ( co / -+- at' ), (2) < r'ir-. //sîn(a>/-e-3'),
( 5'— f'sin(cu/-4- y').
et les carrés des amplitudes A, B, C des pr« tion résultante sont de la forme
A*--rt*-h f[''-h ^art'cos(a — a') =1 (r? — a')-
Lorsque les ondes considérées éinaneot même source, les différences de phase a — relatives aux trois projections, proviennent chemins parcourus et ont la même valeur 5. L R est donc
R«=:(rt — a')«-i-(/>-^')'H-(c — c')«-f-4(aa
Pour (|ue rinterfércnce soit complète, il fa sion puisse élre nulle, c'est-à-dire que les ai soient nulles s<'*parénient, ce qui exige qu'on
(f - flr', h - l/, c ^=1 c
el les ain})iilude.s seront nulles pour 0 r-r (a/> Les vibrations sont donc idenli(jues, sauf la «
c'est la condition ordinaire des interférences. Pour ([uc la première vibration (1) soit pol
(les J'z. il faut que la Irajectoire de la projec
Tonde
a- h- au ^
>()\l uih; ellipse SMncLrique par ra])port aux as cCst à-dire <|u on ail
(.-)) cos(a — p ) _ ; o OU sin(a — 3)
wSi les vibrations ( i) ri ('x) sont identiques, sa pl.m de polarisation de 90" autour de Taxe des ; de phase commune 0, on pourra remplacer
par les suivantes :
(2)' <; y' ~ — xz=: — rzsin((o^ -t-a — 0),
( -3'^-- z^^ csin(w^-f-Y — 5)-
Les amplitudes des projections de la vibration résultante sont
alors
A'— a' 4- ^'4-c?a^cos(a — p -4-0),
B«=a*-h^*— 2a6cos(a— ? — o).
C^^=z 2C*(l -f-COSO),
et le carré de l'amplitude résultante
K2— 2(rt*4- ^*-4- c*) -I- 2c*coso -f- 4rt^sin(a — 3) sino,
ou, en vertu des équations (3) qui définissent la lumière polarisée,
H* =r 2 ( rt* -f- ^^ -h c' ) -f- 2 c' cos 0 db 4 a6 sin 0.
Puisque les deux rajons sont polarisés à angle» droit, aucune interférence n'a lieu, et Tinlensité doit être constante; il faut donc qu'on ait séparément
C rrr O Ct al) — ; G.
La première condition montre qu'il n'existe pas décomposante longitudinale; la seconde exige que l'une des amplitudes a ou h .soit nulle.
La vibration d'un rayon polarisé est donc transversale, rectiligne et parallèle ou perpendiculaire au plan de polarisation.
Les vibrations sont aussi transversales, sans être reclilignes, <lans une lumière de nature ([uciconque, puisqu'elle se décompose totalement en deux faisceaux polarisés à angle droit.
La conclusion est encore vraie si l'on ne suppose pas les vibrations pendulaires, car le même raisonnement s'applique aux vibrations simples de différentes périodes dans lesquelles un mouvement périodique quelconque peut être décomposé.
326. Conséquences, — La loi de Malus se justifie alors très facilement. Prenons pour plan défigure le plan d'une onde polarisée
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et Taxe des x dans la directioQ de la vîbratu
ji-z^rt sin(co/ -+- a).
Si l'on fail lombcr le rayon normaleme lande dont la seclion principale SS' {fig^ i
le plan PP' normal à la vibration, on peut dé< primitive OM en deux autres
OA •=--. a-' 1= a CCS i sin ( eu / OB ^=^y' zzz a sini sin(b>/
Ces deux vibrations étant situres. Tune dan* et Taulrc dans un plan perpendiculaire, doi par raison de symétrie, les deux rayons réfrac rintensité du rayon primitif, V et I" les intei aux vibrations x' et )', et qu'on désigne p coefficients plus petits que Tunilé, qui dépei de lumière rélléchio, on aura
1' ^ m'-l ces-/.
.— m M sin-/.
Si la vibration est dans le plan de polarisât;
cipalc SS' fait l'angle S0.7'=/'= ^ — /avec le
polarisation; la vibration OB correspond au vibration OA au rayon extraordinaire, et les îi dantes O et E donnent
E -- ni'-l sin'r.
Si la vibration est perpendiculaire au plan de polarisation, PP
est le plan primitif et OA correspond au rayon ordinaire; par
suite,
O = m'^ I cos* iy
E = m"«Isin'«.
Comme les coefficients in'^ et m"^ diffèrent très peu de l'unité, on reconnaît la loi de Malus dans les deux cas. Il est clair que le même raisonnement s'applique à la lumière réfléchie sur une lame de verre sous l'incidence principale, ou à celle qui traverse une pile de glaces.
La quatrième loi de Fresnel et Arago, relative aux rayons polarisés à angle droit, issus d'un rayon primitivement polarisé, et qu'on ramène dans un même plan de polarisation, est une simple conséquence des projections des vibrations.
Si l'on décompose la vibration primitive OM {fig- 167) en deux vibrations rectangulaires OA et OB suivant des droites Ox' et Oj^, ces vibrations correspondront à deux rayons polarisés à angle droit.
Fig. 167.
A l'aide d'un polariseur dont la section principale est, par exemple, parallèle au plan primitif de polarisation, on décomposera de nouveau chacune des vibrations OA et OB en deux autres OA' et OA'', OB' et OB", parallèles et perpendiculaires à la vibration primitive. Les vibrations OA' et OB' sont évidemment ramenées dans le plan primitif de polarisation ; elles sont de même sens et leur différence de marche ne dépendra que des chemins parcourus; la frange centrale sera maximum et la même pour toutes les couleurs, c'est-à-dire blanche.
Les vibrations OA" et OB", au contraire, dont l'azimut de polarisation est perpendiculaire au plan primitif, ont des directions opposées. Elles interfèrent donc pour une différence de chemin
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nulle, de sorte que la frange cenlrale est faut 'ajouter un retard d*une demi-longuea rayons, pour obtenir la difTércnce de marche
327. Lumière naturelle. — La lumière n fermer également que des vibrations transvers de rayons polarisés indifTéremmcnt dans tous mêmes propriétés qu'un rayon de lumière nal nn rayon naturel donne dans un cristal birél réfractés polarisés à angle droit dont les vibr sales; s*il existait dans le rayon primitif des i nales, elles ne pourraient passer que dans la celle-ci devrait présenter au plus haut degré le naturelle, tandis qu'elle se rapproche au con polarisée. On doit donc admettre que la lu formée par des vibrations transversales de f que ces vibrations se succèdent à des interva par rapporta la durée des impressions sur la r photographiques.
Nous citerons, avec Verdet (*), Topinion en Fresnel (-) dans ses Considérations mêcaniq sa t ion de la lumière:
<c Si la polarisation d'un rayon lumineux, toutes SCS vibrations s'exécutent suivant une résulte de mon hypothèse sur la génération de qu'un rayon émanant iPun seul centre d'ébra toujours polarisé suivant un certain plan à un Mais un iusïant après la direction du mou avec elle le })lan de polarisation, et ces varia: aussi rapidement que les perturbations des vi ticule éclairante; en sorte que, lors même qu\ la lumière qui en émane de celle des autres pc n'y reconnaîtrait sans doute aucune apparence Ton considère maintenant l'ciret produit par la
(') Vkhdet, Œuvres, t. l, p. aSi.
(0 FiiESNEL, Œuvres, t. II, p. 033.
les ondes qui émanent des différents points d'un corps éclairant, on sentira qu'à chaque instant, et pour un point déterminé de Téther, la résultante générale de tous les mouvements qui s'y exercent aura une direction déterminée, mais que cette direction variera d'un instant à l'autre. Ainsi la lumière directe (naturelle) peut être considérée comme la réunion et, plus exactement, comme la succession rapide de systèmes d'ondes polarisés suivant toutes les directions. »
Si l'on ajoute à l'idée de Fresnel ce complément essentiel que chaque vibration est en général elliptique, il reste à déterminer les conditions auxquelles doivent satisfaire une série de vibrations elliptiques successives pour présenter à l'observation les caractères de la lumière naturelle.
11 faut d'abord que les intensités moyennes des deux composantes rectangulaires soient toujours égales, car un rayon naturel, à part les pertes par réflexion, donne dans un cristal biréfringent orienté dans un azimut quelconque deux rayons réfractés d'égale intensité.
Pour une vibration en particulier, les projections sur deux axes rectangulaires sont de la forme
^ jr --^ asin(a)/ 4- a), ^^^ j y = ^>sin(a)/4-p).
Si l'on considère une série de vibrations, la moyenne M des intensités pendant un temps très court en valeur absolue, mais très grand par rapport à la période, doit être la même pour les deux composantes, c'est-à-dire
Cette condition est indépendante de la direction des axes. En rapportant les vibrations à un système d'axes rectangulaires ^, et^i qui fait l'angle i avec le premier, les amplitudes Ot et b^ des nouvelles composantes sont (158)
i «? = a' cos*/ -h />* sin*/ H- ab sin2icos(a — 3), \ b] — a^ sin'i -h ^'cos'/— ^rZ^ sin 2 / ces ( a — p).
Les images resleronl d*<5gale inlensilé,
pour la condition
(5)' M[a!»cos(a— ?)] = o,
Enfîn, d'après la troisième loidcFresnel eK M(a2) et M (6^), polarisés à angle droit, soi férer quand on les ramène dans le même plai
Si l'on impose à Tune des composaotesy perte de phase quelconque o, comme celle q un cristal, Tintensité de Timage dans un azi être indépendante des angles i et o, ce qï condition
(6) M[ab cos(a — ? -i- o)] — c
ou, en tenant compte de (5)',
(6)' M[«^sin(a-3)]=..o.
Les équations (4)', (^X t^l (6/ définissent d relie. 11 est facile de montrer que, si elles sor système (juelcon(|ue d'axes rectangulaires, elle du choix des axes.
En ciVel, si Ton représente par
^, sin((.j^ — 3t,) et />, sin(a)/-
les coni posantes d'une vibration rapportée au razinuil /, on a ( 158)
ffi />! cos ( X, — 3, ) (i/f ros 9. i cos (a — 'i ) —
r/, hi >in(a, - 3,) ^_ ffh>in(oL — "i);
par suite, en tenant coni|)te <]e ( { )', ( 5)' et ((T
(5)^ M[./,/.jMn(a,-[i,)] -o,
C(/s (le deux rihrations. — II \ a i
nîères de concevoir un système de vibrations successives qui produisent de la lumière naturelle; il est intéressant de chercher comment on peut satisfaire aux conditions de la manière la plus simple. Une vibration unique ne suffit pas évidemment; il faut au moins deux vibrations, d'espèces différentes
J7 = a sin((oi -h a), 2:'= a' sin(a)^ -h a'),
y = Z> sin((o^ 4- ?) ; y' —h' sin((o^ -h ?') ;
qui se succèdent régulièrement.
On peut supposer, par un choix convenable des phases, que les amplitudes «, 6, a! et V sont toutes positives.
En appelant t la période de succession de ces deux vibrations, m et m' les fractions de la durée t qui correspondent respectivement à chacune d'elles, les équations de condition, appliquées à l'intervalle de temps t, deviennent
mab cos{^ — 3) -+- m'a' 0' cos (ol' — p') = o, mab sin ( a — p ) -t- m' a' 6' sin ( a' — ?' ) = o.
Il en résulte
ce qui correspond à deux solutions
( A ) mab H- m' a' b' zn o,
(B) mab — m'a'b'zno.
La première (A) ne peut être satisfaite que si les deux termes sont nuls, c'est-à-dire si
^ = o et a'zTzo ou
a^r^o et ^'=JO.
Les deux vibrations sont alors rectilignes, polarisées à angle droit, et leurs intensités sont en raison inverse de leurs durées respectives, car on a
ma"- ziz m' b'^ ou m'a'^=:z mb^. La seconde solution (B) donne d'abord
et
ab a' If' a b' ,
par suite,
m _a'b' _b'^ _a'\ m' ab «* ô*
Les vibrations sont elliptiques et les directions des axes sont déterminées par les équations
•xab , «,
langaO = ^r3pCos(a — ?).
^/ in' b' , , «,,
tang2 0'=:-y^— -^cos(a — ?').
Comme les sinus et cosinus des angles a — ^ et t! — ^3' sonl égaux et de signes contraires, on voit que ces axes sont parallèles el que les vibrations sont conju g nées {\%9), C'est ce queM. Slokes('> appelle des vibrations contrairement polarisées.
Leurs intensités sont aussi en raison inverse de leurs durées respectives, car on a
_m _ ^- _ çr^2 __ a'^ H- b'*- 'm' ~'â^ ~ T^ ~~ a^-\-b''
Il est clair qu'un ensemble quelconque de couples de vibrationconjuguées reproduit aussi de la lumière naturelle, mais il n'est |)a> nécessaire que les vibrations soient ainsi groupées par couple*;.
3!29. Expérience de Dok'c. — Si les vibrations sont touU> rectilignes, suivant la conception de Fresnel, on peut su[)poNcr, en admettant que les amplitudes a et b seront positives ou néirativcs, que l'on a toujours a — |j = o ; les conditions se réduisonl alors à
^\{ah) = o.
A cette combinaison se rattacbc une expérience par laquelle Dove ('-) a montré que, si l'on fait tourner rapidement un pola-
(') Stokks, Plu'l. Mol;., /-\]y t. 11, p. 3 «G; i852. (-) Dovi:, Pogi;. Ann., l. LXXl, p. 97; iH'i;.
rlseur éclairé par de la lumière nalurelle, le faisceau émergenl conserve toutes les propriétés de la lumière naturelle.
Toutefois, sir G. Airy (') a fait remarquer qu'au point de vue d^une théorie rigoureuse l'expérience de Dove est plutôt une imitation qu'une reproduction exacte de lumière naturelle.
Considérons, en effet, d'une manière plus générale, une vibration elliptique dont les axes sont mobiles et dont les composantes rapportées aux axes sont
T, ^ h ces 10^.
Les projections de la vibration sur deux axes fixes rectangulaires X ely qui font Tanglc i avec les axes de l'ellipse sont
X = acos< sinbi^ — b sinicoscu/, y ^^ a sin i siii to i H- b ces / ces w t.
Ces projections peuvent s'écrire
— b[s'in(u}t -\- i) — siD(w/ — /)],
2y :rz — a[C0S{ttit 4- î) — COS(wi — /)]
-i- ^ [ces (tu/ -+- i) -+- cos(w/ —r i)]', 2.r — --h (fl — h) sin(w/ -h 0 -h {a -h h) sin(tii/ — i), •xy -— — {a — b) cos(u>/ h- i) -+- {a -\- b) cos(w/ — i).
Si les axes de l'ellipse tournent d'une manière uniforme, c'està-dire si Tangle /est proportionnel au temps, i=. nii, on a
sin(to -^ m)l H — sm(w — m)/,
a — b , . fi -h b
ces (io -h m)l -\ ces ( tii — m)t.
11 est manifeste que ces expressions représentent deux vibra-
i. 1 . 1, l'i^ — f* o -^ b lions circulaires de sens contraires, a amplitudes el
(') Sin G. AiiiY, Undalatory theory of LiglU, arl. 185 (3» cdilion). M. — r. #35
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et (le périodes difTérenles T| et T3 définies par les équalions
1 w-f-/w I m 1/ mT\
I w — m I m 1/ mT\
% ~ 27: "T^â^ — T V"~Tir/*
On aurait ainsi deux vibrations circulaires de longueurs d^onde
ou de couleurs différentes, mais le terme n'est jamais asseï
grand, c'est-à-dire la période — ^ de rotation du polariseur assa
petite par rapport à la période T des vibrations lumineuses, pour que cette espèce particulière de dispersion soit appréciable.
330. Combinaison de vibrations elliptiques. — U y a également une infinité de manières de combiner des vibrations elliptiques pour constituer de la lumière naturelle, mais il est nécessaire que des vibrations de sens contraires existent simultanément. En effet, le sens d'une vibration elliptique dépend du signe de Fev pression a6sin(a — jî) et il serait impossible de satisfaire à la condition M[flr6 sin(a — p)] = o si toutes les vibrations elliptiques étaient de même sens. Cette conséquence se trouve encore vériGée par une expérience de Dove.
Une lame biréfringente placée à la suite d'un polariseur pro^Juil évidemment une vibration elliptique d'un sens détermina pui>qu'elle introduit une perte de phase sur l'une des composantes de la vibration rectiligne primitive. En faisant tourner rajiideinent un j)o]ariseur suivi d'une lame de mica, Dove a constaté (]ue la lumiore émergente présente les caractères au moins partiels d'une vibration circulaire.
Airv fait remarquer à ce sujet que, si les modifications des vibrations ellipli(juos qui se produisent dans une lumière naturelle avaient lieu d'une manière continue, par une série de varialiouinfiniment petites dans la direction et le rapport des axes <le5 ellipses, chacune de ces variations serait accompagnée, comme pour le cas d'une rotation continue, d'un changement de longueur d'onde. L'existence d'une lumière naturelle absolument bomoirène n'est donc compatible qu'avec des changements brusques et discontinus dans l'état vibratoire en chaque point.
331. Lumière partiellement polarisée. — Lorsque les conditions d'une lumière naturelle ne sont pas satisfaites, on a, par rapport à deux axes rectangulaires,
iM(aM — A,
M[a^>cos(a — p)] = C, M[a^>sin(a— ?)] = D.
La lumière est ^\ov& partiellement polarisée et ses propriétés sont définies par les coefficients A, B, C, D, dont les deux premiers sont essentiellement positifs.
Si Ton suppose A^ B, on peut considérer la lumière comme formée de deux parties, un faisceau de lumière naturelle
M,(rt«)^-M,{^/»)=i-.A', M, [a/y ces (a — p)| =0, M,[a/> sin(a — [i)] l^- g,
el un faisceau résiduel
M,(a2) — A- A\ M,(/;»)rz.B — A',
Mj[a/>cos(a — p)J — C, M2[a/>sin(a — ?)] — D.
Ce dernier équivaut à une vibration unique permanente
^2-_=iA — A',
a6cos(a — p) --- C,
et la constante A' est déterminée par la condition
C«4-D« = a*/>' = (A — A')(B — A'), qui donne
A-hB
(7) A' = — "ti!±;;v'(A-iir-^4tc= + iJ').
Pour que la vibration résiduelle soit recliligne, il faut qu'on ait
sin(a — p)zz:o ou D = o.
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La lumière primitive est alors formée d^un faisceau de lumière naturelle dMntensilé 2Â' et d'un faisceau polarisé d'intensité A -h B — 2 A'. La lumière est partiellement polarisée et le plan de polarisation partielle est celui de la vibration résiduelle.
L'azimut de cette vibration est donné par l'équation
Lorsque le coefficient D diffère de zéro, la vibration résiduelle est circulaire ou elliptique. On peut dire que le faisceau est en partie polarisé circula ire ment ou elliptiquement.
La direction des axes de la vibration elliptique résiduelle et leur rapport sont donnés par les équations
lahco^it — S) 2C
tang,e= ^._^, -Â3b'
ah%\v\('3L — 3) 2D
sin2©= — —
Enfin, la vibration résiduelle est circulaire quand on a
Il est clair, comme on pourrait facilement le vérifier, que le résultat final de cette décomposition est indcpendanl du choix des axes qui ont servi à évaluer les coefficients A, B, C et D. Tous les systèmes de rayons qui ont les mêmes coelficients par rapport à deux axes rectangulaires sont donc équi^^alents,
332. — Pour ne pas interrompre le raisonnement, nous avons suppose que l'équation (^) ne donne pour A' qu'une valeur positive plus petite que B. Comme la somme A -f- B — 2 A' est égale a a- -\- b- et par suite positive, on voit déjà qu'il faut prendre le signe — devant le radical, c'est-à-dire la plus petite des racines de l'équation (7). Cette racine devant être positive, il est néce^saire que Ton ait
(8) AB-(C-4-D*)>o,
condition qui est toujours réalisée pour une succession de vibrations quelconques.
En effet, si Ton appelle m, m\ m", ... les fractions de la période de succession t relatives à chacune d'elles, on a
d'autre part,
C* -h D' =:[I,mab cos(a — p)]* -h [I^mab sin(a — p)]*
= Zm^a^b^ -\-2^mm'aba'b' cos[(a — ?) — («'—?')],
et la condition (8) se réduit à
I.mm'a*b'*—2l.mm'aba'b' cos[(a — ?) — («'—?')] > o
Si l'on remplace le second terme par la quantité plus grande lYtmm! aba'b' , on a encore
Zmm'a^b'^— il.mm' aba' b' :=. l,mm'(ab' — a' b)* > o.
La condition (8) est donc a fortiori satisfaite. Enfin, lorsque l'on a
AB-(G«4-D«) = o, il en résulte
le système équivaut à une vibration permanente unique, pour laquelle la direction et le rapport des axes sont donnés par les équations
tang20 = ^^— g,
2D 2v/AB — G*
Cette vibration est circulaire quand aD = A-f- B; elle est rectilignc quand D =: o et, par suite, C^ = AB.
333. Direction des vibrations. — Le phénomène des interférences laisse indéterminée la question de savoir si le plan de vibration, qui passe par le rayon et la vibration d'une lumière polarisée, est parallèle ou perpendiculaire au plan de polarisation ; cette question a donné lieu à un grand nombre de travaux sans
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conduire à une démonstration définitive. Toutefois Fresnel (•)avMi déjà montré que certaines conditions de symétrie et différents phénomènes physiques semblent devoir faire prévaloir l'hypothèse que ces deux plans sont rectangulaires.
i"" Dans un cristal à un axe, comme le spath d'Islande, la vitesse de propagation des ondes planes est constante ou variable avec la direction, suivant que ces ondes sont ordinaires ou extraordinaires. Or rien ne distingue deux ondes parallèles d'espèces dilTérentes si ce n'est la direction de la vibration, laquelle estrectiligne dans les deux cas. Si, comme il paraît évident, la vitesse de propagation dépend de la direction de la vibration par rapport à l'axe de symétrie du cristal, la vibration ordinaire doit faire ud angle constant avec cet axe. Comme cette vibration est polarisée dans la section principale, c'est-à-dire dans un plan normal à l'onde et parallèle à l'axe, elle ne peut faire un angle constant avec Taxe que si elle est perpendiculaire à la section principale ; la vibration ordinaire est alors perpendiculaire à l'axe, quelle que soit la direction du plan de l'onde et, par suite, elle est perpendiculaire au plan de polarisation.
Pour l'onde extraordinaire, la vibration est située dans la seclion princi pale et son inclinaison sur l'axe est variable avec la direction (le l'onde.
2" Les propriétés de la tourmaline conduisent à la même conclusion. Ce cristal est opaque sous une faible épaisseur pour le> rayon3 parallèles à l'axe ; puisque les vibrations sont transversales, il éteint donc rapidement les vibrations perpendiculaires à Taie et Ton doit admettre (jue le coefficient d'extinction d'un svslèmo de rayons ne dépend (jue de la direction des vibrations par rapport à Taxe de symclrle du milieu. D'autre part, une lame parallèle à l'axe ne laisse passer que le rayon extraordinaire et éteint le ravon ordinaire. Cette propriété ne s'explique physiquement que si les vibrations ordinaires restent perpendiculaires à Taxe, c*est-à-»lire si elles sont perpendiculaires au plan de polarisation.
3" Enfin plusieurs autres phénomènes physiques, tels (jue le dichroïsme, la rétlexion, la réfraction, la difl^usion, etc., condui-
(*) l^'aESNEL, Œuvres, t. I, p. 637.
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sent encore aux mêmes conclusions, relativement à la direction des vibrations dans un milieu isotrope.
On doit signaler cependant une difficulté relative aux cristaux. L'onde ordinaire étant toujours normale au rayon dans les milieux à un axe, les vibrations restent dans le plan de Tonde, qu'on suppose le plan de vibration perpendiculaire ou parallèle à la section principale. Pour l'onde extraordinaire, qui est en général oblique au rayon, la vibration serait bien encore normale au rayon et dans le plan de l'onde si on la supposait perpendiculaire à la section principale, c'est-à-dire dans le plan de polarisation; mais, si la vibration est dans la section principale du cristal, l'une au moins des deux conditions précédentes ne peut être satisfaite.
En réalité, la théorie de l'élasticité montre que la vibration du rayon extraordinaire est oblique au rayon et au plan de l'onde ; elle peut être située soit dans l'angle de la normale au rayon avec sa projection sur le plan de l'onde, soit môme en dehors de cet angle. Il en sera de même pour les deux ondes d'un cristal qui ne possède pas d'axe de symétrie.
La double réfraction étant toujours très faible, l'angle du rayon extraordinaire avec le plan de Tonde diffère très peu de 90®, de sorte que l'on peut, sans erreur sensible, considérer la vibration comme étant dans le plan de Tonde ou normale au rayon. La vibration du rayon extraordinaire est alors dirigée suivant la projection du rayon sur le plan de l'onde.
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DOUBLE RÉFRACTIO
33 t. Tentatives pour généraliser la loi double réfraction du spath d'Islande, dont la Erasme Bartholln (*), se retrouve avec les m tous les cristaux qui possèdent un axe de sjr a vérifié, dans un certain nombre de cas sii mène s'explique d^une manière complète en caractéristique se compose de deux surfaces < et un ellipsoïde de révolution, tangentes suri
La loi dlluygens ne fut pas adoptée par Ni temps dans Toubli jusqu^à ce qu'elle fût coi riences de Wollaston ('). Dans l'hypothèse d considérer la double surface d'IIuygens comn auxquels les molécules lumineuses parvienne égaux; la vitesse de propagation du ravon ext: raison inverse du ravon vecteur correspondan
Laplace (*) a montré que le principe de la . met alors de déterminer la direction des deux en résulte aussi que Taclion du milieu sur les ordinaire est constante, tandis que sur les r extraordinaire elle varie par un terme propor sinus de l'angle que le ravon fait avec Taxe (^
Dans les cristaux (jui ne présenlenl pas la on a cru pendant loui^lemps que Tun des ray< la loi de Descarlos et restait ordinaire, el Toi
(') K. IJAnTiioLiN, l'Jxperim. ciistaUi hUindiri; Ai (') Hhewstlh, PliH. Trans. L. IL S., p. 190- ^^^^. (') AVoLLASTON, P/n'i. Trans. L. /{. S., |>. 'î^i, iSoj. (') LAri.Aci:, Mcm. Je lu i" classe de l'Institut, i. X. (') Voir i. IIkuschei., Traite d'Oplitjue, \.vd(\. U'axïc.^
raliser la construction d'Hujgcns pour traduire la marche du rayon extraordinaire, par exemple en remplaçant l'ellipsoïde de révolution par un ellipsoïde à trois axes inégaux.
335. Expériences de Fresnel. — Fresnel ( * ) a montré d'abord qu'il n'y a plus de rayon ordinaire dans la topaze et que les vitesses de propagation des ondes réfractées sont toutes deux variables avec la direction des rayons.
Nous résumerons rapidement ces expériences capitales.
Désignons par Ox, Oy et O2 trois directions rectangulaires, respectivement normales aux trois plans de symétrie de la topaze, dont l'un est parallèle aux faces du clivage. Une lame parallèle à l'un des plans de symétrie se comporte, au moins pour des rayons voisins de la normale, comme si elle était taillée parallèlement à l'axe dans un milieu à un axe ; les deux rayons réfractés sont polarisés dans les deux autres plans de symétrie.
On taille dans un même cristal deux lames A el B {fig- 168)
Fis. 168.
respectivement perpendiculaires à deux directions Ox et Oy ; on fait dans chacune d'elles une coupe perpendiculaire à la .direction commune Zy et on les rapproche l'une de l'autre. Ces lames sont travaillées ensemble et leurs faces simplement doucies pour qu'on puisse leur donner sensiblement la même épaisseur; en les plaçant sur un verre plan et appuyant sur elles la surface légèrement convexe d'un prisme, on peut déterminer par les positions rela-
(') Fresnel, Œuvres, t. II, n*»' XXWIII et XXXIX.
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livcs des anneaux de méniG ordre, de |)arl et d'uutrc de U ligne de jonction, ta difTérencc de leurs (épaisseurs : celle difT^rcncc n'élût ijue de deux ou trois ondulations.
Les lames sont alors enduites d'une couche légère de lérélieaihînc et serrées entre deux plaques de verre à faces parallèles- L* ii-rêbentliine rend d'abord te douci transparent (239), connue si let faces avaient et'! polies ; en outre, l'essence (jui comble le vidilaissé par la difTL'rence des épaisseurs rétablit sensiblement 1V|ilitédes chemins optiques, puisque l'indice de réfractioa du liquide diffère très peu des indices de la topaze.
L'appareil ainsi préparé, on te place devant les féales d'^ouog dans une expérience d'interférences. Si les deux l'entes sont couvertes par le même cristal, A ou B. on n'aperçoit encore qu'un svslème de franges, sans modification appréciable, à moins que rcnseiublc des lames n'ait une forme légèrement prismatique.
Si les faisceaux de lumière traversent respectivement les deui morceaux A et B de topaze, on aperçoit au contraire dcuisjr»tèmcs de franges, dont l'un occupe la position primitive, i part un petit déplacement il'une fraction de frange qui s'explique par U couche supplérocniaire de térébenthine correspondant à h dilTrrence des épaisseurs ; le centre de raulre système est déplacé, n contraire, d'un grand nombre/» de longueurs de franges, une vingtaine, par exemple, pour une épaisseur de 4"" â j""".
On reconnaît en outre, avec un analyseur, que le systî'me cco- Irat est polarisé parallèlement à l'axe commun Os des deux li>pazes, c'est-à-dire dans le plan zO.v pour la lame A et dans U plan =0_(' pour la lame B, tandis que le système latéral est polarisé dans un pian parallèle à la ligne de jonction, c'est-à-dire d»at le plan jrOj-pour les deux lames. Les vitesses de propagaliui» parallèles à x dans la lame A étant b et c. pour les rayons polarisés dans les plans xOy et ,rOs, les vitesses parallèles à 0/ dans la lame B sont cela pour les rayons polarisas dans les plans yOs et^yO:!:. Si donc il existe un rayon ordinaire, sa vitesse e»l c et la direction z est l'axe du cristal.
En combinant la lame B avec une troisième lame C de ménf épaisseur perpendiculaire !t la direction Os, on aurait encore nn système de franges central polarisé parallèlement à la direction Ox commune et un système latéral correspondant à un ai
placement; il y a donc suivant la direction Oz deux vitesses de propagation différentes a et b'.
Par suite, la vitesse de propagation ne reste constante pour aucun des rayons et il n'y a pas de rayon ordinaire.
Enfin, si Ton combinait les deux lames A et C, on obtiendrait également un système de franges latéral correspondant à la différence des vitesses a et c et un système sans déplacement, d'où il résulte que les vitesses b et b' sont égales.
Fresnel a vérifié directement cette conséquence par une autre expérience : dans un phénomène d'interférences avec les miroirs ou les fentes d'Young, on emploie de la lumière polarisée et l'on intercepte le faisceau par la lame C dont on incline les plans de symétrie à 45** sur le plan de polarisation. On n'aperçoit d'abord qu'un système de franges; mais, si l'œil est muni d'un analyseur parallèle au plan primitif de polarisation, il apparaît deux autres groupes de franges à droite et à gauche, pour lesquels le déplacement des centres correspond à la différence des vitesses a et b'. Or ce déplacement correspond au même nombre p de franges que dans la première expérience où il était dû à la différence des vitesses a et b. Les rayons qui sont perpendiculaires aux plans de symétrie se propagent donc avec trois vitesses différentes a, b et c, groupées deux à deux.
336. Double prisme de topaze. — Pour mettre ces variations de vitesse en évidence, Fresnel a fait tirer d'une même topaze deux prismes taillés dans des directions différentes ; on les a réunis par une surface plane et travaillés ensemble pour leur donner sensiblement le même angle réfringent. Ils ont été ensuite collés à la térébenthine entre deux prismes de crown d'un seul morceau disposés de manière que les faces opposées, par lesquelles entre et sort la lumière, fussent parallèles entre elles et au plan bissecteur de l'angle réfringent des cristaux accouplés. Les prismes de topaze se trouvent ainsi presque entièrement achromatîsés, mais la déviation reste encore supérieure à i5° pour un angle réfringent de 92®, 5.
On vise au travers de ce système une fente parallèle à l'arête des prismes. Chacun d'eux fournit deux images ; s'il existait un rayon ordinaire, la déviation pour l'une d'elles serait indépendante
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de la direction de la laille par rapport aux plans de symétrie. En observant alternativement au travers de Tun ou Tautre prisme, oa en les plaçant tous deux devant l'objectif d*une lunette, deux des images seraient toujours superposées, tandis que cette coïncidence n'a lieu que dans des cas exceptionnels. En outre, comme les indices des rayons diffèrent très peu, il est évident que la distance angulaire des images est proportionnelle à leur différence; en mesurant cette distance dans le cas du minimum de déviation, on pourra donc évaluer la différence des vitesses de propagation, dem à deux, des rayons qui traversent le cristal dans une direction perpendiculaire au plan bissecteur de l'angle réfringent.
337. Ellipsoïde de polarisation. — Il n'est donc plus possible de conserver la sphère d^Huygens et d'essayer de transformer l'ellipsoïde pour une généralisation ultérieure. Fresnel ( * ) a tourné cette difficulté d'une manière très heureuse en montrant que, par la considération des ondes planes substituée à celle de l'onde caractéristique, on peut représenter par un seul ellipsoïde de révolution, que Cauchy a appelé plus tard ellipsoïde de polarisation, toutes les propriétés des cristaux à un axe.
Considérons, en effet, l'ellipsoïde
dont les axes OA et OB, = OB {fi g* i<>9) sont respect] vemeni - et j; cherchons son intersection avec un plan P^ qui passe par l'axe des j' et dont l'équation est (2) ^cosO -h 5 sinO -- o.
Celte intersection est une ellipse dont l'un des axes OB parallèle i\y est égal à t- et dont l'autre axe OC, situé dans le plan xz, est donné pur l'inlerseclion de la droite (:>.) avec l'ellipse
En multipliant successivement cette dernière équation parsin-^
( ' ) Fresnel, Œuvres, t. II, p. a80.
et cos*6 et tenant compte de la précédente (2), on en déduit
./•-(a* siii*6 4- b^ cos-6) = sin*e, ^'(a*sin*6 h- />*cos*0) =:cos'0;
OC ~x^-^z^z=
a* sin*0 -h 0^ cos*Ô
On reconnaît à ces expressions que les axes OB cl OC de Tellipse d'intersection représentent (50) respectivement les inverses des vitesses de propagation V et \" des ondes planes ordinaire et extraordinaire parallèles au plan P^,.
Fig. itig.
En outre, Tonde ordinaire est polarisée dans le plan jcz perpendiculaire à Taxe OB. Si l'on admet la conception deFresnel (333) relative à la direction des vibrations dans un rajon polarisé, Taxe OB çst parallèle aux vibrations de Tonde ordinaire.
L'axe OC est aussi dans le plan de vibration de Tonde extraordinaire ; mais il n'est plus permis de dire en toute rigueur cpril soit parallèle à la] vibration extraordinaire, puisque, celle-ci ne pouvant être en même temps normale au rajon et située dans le plan de Tonde, on ignore pour le moment quelle est sa véritable direction.
Dans tous les cas. Taxe OC est parallèle à la projection, sur le plan de Tonde, de la vibration extraordinaire.
338. Définition géométrique de la surface d^onde. — Il suffit maintenant, pour aborder le problème des cristaux à deux
axes, de généraliser cette propriété en admettant avec Fresnel que Tellipsoïde de polarisation a trois axes inégaux et une équation de la forme
(3) a^x'-^b^y*-hc*z^ — i.
Les axes de cet ellipsoïde sont respectivement - > j- et - ; nous
supposerons a'!> b'!> c.
Toutefois, Fresnel n^a pas tardé à abandonner cette méthode d^induction physique si remarquable pour essayer de constituer une théorie mathématique de la structure moléculaire des corps qui fût capable de conduire au même résultat. En s^appuyant sur un ensemble d'hypothèses dont quelques-unes au moins sont très contestables, il a trouvé que les propriétés mécaniques d'un milieu peuvent être représentées par un ellipsoïde auquel il a donné le nom d'ellipsoïde des élasticités et qui jouit des mêmes propriétés que rdlipsoïde de polarisation par rapport à la propagation des mouvements vibratoires.
L'exactitude de ses travaux ultérieurs à ce sujet pouvait ainsi paraître subordonnée à celle de sa théorie de Télasticilé ; c'est seulement après la publication de Mémoires inédits, dans les Œmres de Fresnel, que Ton put connaître et apprécier la véritable marche de ses idées.
Si l'on appelle a, jï, y les cosinus des angles que fait, avec le> axes, la normale N à un système d'ondes planes, on obtiendra le? deux vitesses de propagation correspondantes en menant par le centre de l'ellipsoïde de polarisation un plan Po
et déterminant les axes de l'ellipse E d'intersection. Les vitesse? de propagation V, et Vo sont respectivement égales aux inverses de ces axes, el le plan de vibration d'une onde est parallèle à l'axe correspondant de l'ellipse ; les deux plans de vibration sont rectangulaires.
La surface d'onde est l'enveloppe des plans menés à des distances de l'origine égales aux vitesses de propagation. C'est donc l'enveloppe des plans
- avec la condition que la valeur de V représenle l'inverse de l'un , des axes de Tellipse E,
339. Sections principales. — Sans qu'il soit nécessaire de déterminer l'équation de la surface d'onde, on en connaît déjà les sections principales.
En effet, si les ondes sont parallèles à l'axe des ^, on a a = o;
l'un des axes de l'ellipse E est alors constant et égal à - ; le second
axe bf est donné par l'intersection de la droite ^j^ -|- y^ = o avec l'ellipse
dont les axes sont -r- et -• Il en résulte, pour les deux vitesses de
propagation,
La section de la surface d'onde par le plan Ats yz {Jig. 170) est donc une circonférence de rayon a et une ellipse dont les axes c et b sont dirigés suivant les axes de coordonnées y et z. L'un des rayons suit la loi de Descaries et se comporte comme un rayon
ordinaire avec l'indice de réfraction /i, = -.
La vibration de ce rayon ordinaire est parallèle à l'axe des x ; le plan de vibration yz du rayon extraordinaire est perpendiculaire à Taxe des x.
De même, la section de la surface d'onde par le plan des zx est une circonférence de rayon b et une ellipse dont les axes a cl c sont respectivement parallèles aux coordonnées z et x. L'un des
rayons est encore ordinaire avec l'indice /î^ = y
Enfîn la section par le plan des xy est encore une circonférence de rayon c et une ellipse dont les axes b ci a sont parallèles aux coordonnées x ci y. Dans ce cas, le rayon ordinaire a
pour indice n^ = -.
Ces quantités /i,, aî2 et /î3 sont les indices principaux de réfraction du milieu.
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ytxes Optiques. — llcmarquons quj
cipale xz perpendiculaire à l*a\e moyen -7 4
risalion, la circonférence de rayon ù et Tell // et c se coupent en deux points au-dessus donc deux directions pour lesquelles les las cercle se confondent ; les deux vitesses V| i à />. Ces directions correspondent évidemme est parallèle aux plans cvcliques de Tellipso
Fig. 170.
1/rqiialion (iV) de cet i'Ilips<»ïde peut s'écri; les plans rvcii(jiios ont ]><)ur rquation
puisque leur inlcrsocliuii avec rollipsoklc est snlirrc (Je rav(»ii 7 •
Pour les ondes parallMes aux plans cvcliqm polarisation, il n'y a (juimk^ \it(\ssc de pr<)pa<;a la (loul)Ic réfiaelion est supprimée. Les nor jouissent donc de propriétés analoj;ucs à celle milieux, à un axe de svmétrie ; ces direction les N.rrs oplif/urs et les milieux sont alors dits
La normale Ol ( //. i,^ 170) aii>^ f)lans cyclic
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par la condition
et Tangle G qu'elle fait avec Taxe des z est
langue = — = — -.
Cette normale passe par le point de contact I de la tangente commune avec la circonférence de rayon b.
Le plan tangent au point I touche la surface dans le plan des:r^ en un second point J ; il y a donc, pour une même vitesse de propagation b, au moins deux rayons dilTérents.
On peut ainsi résoudre directement la plupart des problèmes, par la seule considération des sections principales, mais il est nécessaire de recourir à la surface d'onde quand la normale aux ondes planes n'est plus dans un des plans de symétrie.
341. Problème général. — Considérons l'intersection de l'ellipsoïde de polarisation (3) par la sphère
(4) V*(jr«4-r-4-2') = i.
En retranchant membre à membre les équations (3) et (4), on voit que les points d'intersection satisfont a l'équation
(5) (V-— aî)x»H-(V*— ^>*)7*-h(V»— c')5'=:o
qui représente un cône du second degré.
Par un point M {fig* 171) de l'intersection L de la sphère (4) avec l'ellipsoïde, menons un plan P© tangent au cône (5); désignant encore par a, [3, y les cosinus directeurs de la normale N, ce plan a pour équation
ax -h py 4- yc = 0
et il coupe l'ellipsoïde suivant une ellipse E.
La tangente MT à cette ellipse est en même temps tangente au
cône et à l'ellipsoïde ; par suite, elle est tangente à la courbe
sphérique L d'intersection de ces deux surfaces et normale au
rayon OM. Cette droite OM est donc un des axes de l'ellipse et
OOi
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son inverse représente la vitesse de pro parallèle au plan Vq.
Si le plan I^o ^^^ tangent au cùne (5), la
(le l'intersection du plan avec le cône sur I à une droite, c'est-à-dire que le premier ini un carré parfait ; il en résulte la condition
Fig. 171.
lui suppriinanl le UTnie commun
|>ar 7.- j- V- (»t divisant par le; produit (V^ — a il virnl
Lrs deux racines \ J cl \ i; tie celte équatic - cl . - «le l'ellipse, c'est-à-dire les vitesse
parallèles à Vq. Le premier membre devant r termes né*;alifs, on Noit que l'une des racine ff- et //-, l'antre entri; />'- cl c-.
(lomme la droite (JM est dans le plan P^ et cosinus directeurs /, m et n satisfont aux coi
n comparant avec réquation (6), il en résulte
42. Equation de la surface d^onde, — La surface d'onde est veloppe des plans dont l'équation est
cosinus a, |ï et y satisfaisant aux conditions (6) et
'resnel, arrêté par des difficultés de calcul, n'a obtenu l'équa- 1 de celte surface qu'en la supposant a priori du quatrième ré. Quoiqu'il ait justifié son hypothèse par des raisons très lisibles, la méthode était insuffisante au point de vue mathéliquc. Ampère (*) est le premier qui ait réussi à résoudre le blême sans aucune restriction, mais par une analyse très longue, )iquc très symétrique. Une méthode beaucoup plus rapide a élé iquée par Archibald Smith (2).
)i l'on différenlie les équations (6), (8) et (9), en considérant ame variables les quantités a, p, y et V, on obtient
d7. ^d^ , 7<^Y —Yid
yi— rï« V*— />» V
X d%-^ yd^-^ zd^(^=z dW, oidoL-Jr ? ^3 -+- Y û^Y = o,
c la condition
Une de ces équations devant être la conséquence des deux res, si l'on ajoute les deux extrêmes, (6)' et (9)', après les )ir multipliées respectivement par des coefficients indéterminés
') AMrtHE, Ann. de Chim. et de Phys.y [a], t. XXXIX, p. ii3; i8a8. ') A. Smith, Phil^ Mag., t. XII, p. 335; i838.
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A et B, et qu'on identifie avec (8)', on
Jrz= Ax -H —
(lO
i = BK.
Il suffira alors d^éliminer les six inco entre les sept équations (6), (8), (9), (i i
Si Ton multiplie les équations (11) resi et qu*on les ajoute en tenant compte de (
(les mêmes équations élevées au carré représenlanl par /* la somme x^-h-j"^
Avec ces valeurs de A et B, la premier NÎenl
La même Iransforinalion répétée pour conduirait à des expressions analogues, pa ion peut écrire
Il suffit mainleiianl d'ajouter ces équalio:
tipJIées respectivement par x, y^ z en tenant compte de (8), pour obtenir l'équation de la surface d'onde S
Si Ton remplace l'unité par -^^ —y le terme en x^ est
Répétant la même opération sur les autres termes et supprimant le diviseur commun r^, on a
Enfin, si l'on chasse les dénominateurs et qu'on supprime le facteur commun r^ = x^-^y^-^ z^^ on trouve encore
^ ( r^a^x^'^-b^y*-hc^z^) — a^(b^-hc^)x^
On obtient ainsi trois formes différentes (i4)i (14)' et (14)" pour l'équation de la surface d'onde; c'est la dernière qui avait été donnée par Fresnel.
343. Sur/ace d^onde réciproque ('). — Soient S la surface d'onde (/?^. 172), PM le plan tangent, OP = V sa distance au centre, OM = r le rayon vecteur du point de contact M.
Si Ton prend sur la normale OP une longueur /•'= 0M'= ^>
le lieu des points M' est la surface polaire réciproque S' de la surface d'onde S. Le plan tangent M'P' à cette surface est perpendiculaire au rajon conjugué OM et la normale OP' est égale à -•
L'équation de la surface S' s'obtient immédiatement; car, si l'on remplace dans (6) les cosinus a, p, y par les coordonnées x\y ^
(') Plucker, JourncU de Crelle, t. XIX, p. i et 91 ; 1839.
z^ du point M' qui leur sont proportion
Celle équation ne diflere de (14)' que longueurs r/, t el c par leurs inverses — 9
La surface S', polaire réciproque de S il'onde qui correspondrait à Tellipsoïde de i
KM]uel est polaire réciproque de rdlipsoïde (]oUe surface S' joue par rapport aux ray que la surface S par rapport aux normales ( propa«;alion des ondes planes.
3 il. Prnprirtrs de ht surface d'onde.
dislance PM du pied de la normale au plan (!()nlacl avec la surface S: A, ;jl, v les cosini droite; 7/, 'i', v' les cosinus du ravon vecleui des chemins OM et ( )P.M sur les axes de co<
(Ki)
ov,
(Comparant avec les équations (11) dans les
r, y^ z par /a , /-^^ /y' et A par V, Il en résulte
Vi_c;^ K V^-6-
On voit, d'après les équations (-j), que les directions A, a, v et /, /îi, n sont parallèles. La projection PAIdu rayon OM sur le plan de l'onde est donc parallèle à Taxe correspondant de Tellipse d'intersection E de Tellipsoïde de polarisation. Par suite, le plan de vibration d'une onde plane, ou du rayon correspondant, est le plan projetant du rayon sur Tonde.
Si l'on ajoute les équations (17) après les avoir élevées au carré, on a, en tenant compte de (10 ),
,,ox '_v.r '' V _^ f 1
L^angle s du rayon OM avec la normale 01*, ou ïanglr de conjugaison, est donc
Quand on se donne la direction a, [:i, y d'une onde plane, les vitesses de propagation V| et Va, qui sont les inverses des axes de Fellipse correspondante dans l'ellipsoïde de |)olarisation, soni déterminées par réquation(f)). On en déduira p^, puis r'^=z\'^-hy' et enCn la direction a', jï', ''' du rayon par les é(pialion^ (i(»).
Les plans de vibration des deux ondes correspondant à lu niéuM! direction sont rectangulaires.
Inversement, si Ton connaît la directi(»n a', [i', v' d'un ia\on OM {Jig' '7'^)" ^" déterminiîra à l'aide de la surface d'onde réciproque S', c'est-à-dire par l'équation
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les distances normales U| = OP*, et Ut = i
correspondants « c^est-à-dire les vîlesses 9
deu\ rayons qui se propagent suivani la mt de vibration OP, M', et OP',M', sodI encoi
Fig. 173.
Enfin les points de contact M', et M'^ d surface S' qui sont perpendiculaires à la d les normales r',= OM', et rj= OM'j aux on
dantcs et leurs vitesses de propagation V| =
A toute propriété de la surface S relative respond ainsi une propriété de la surface 1 aux ravons, et inversement.
3lo. Ri* fiuiciions coniques. — (^omnie on ondfs parallèles aux plans cycliques de l^ellii ont la même vitesse de propagation V = h.
Si l'on |>rend Féquation <lela surface d'ond les points pour lesquels le plan tangent est i s'obtiendront en égalant à zéro la dériNée membre par rapport à r, ce (]ui donne
Kn dehors de la solution y = o qui correspc dans le plan des xz^ lesquels satisfont évider celte é(|uation représente un ellipsoïde et 1 forme
Il est manifeste que cet ellipsoïde a les mêmes plans cycliques .. que Tellipsoïde de polarisation (3)'. Les ondes planes parallèles aux plans cycliques, et dont l'équation est
coupent Tellipsoïde (21) suivant une circonférence; la courbe de contact avec la surface d'onde est donc circulaire.
Pour avoir l'équation du cône qui passe par la courbe de contact, il suffit de combiner (21) et (22) de manière à obtenir une fonction homogène par rapport aux coordonnées.
L'équation
représente deux cônes à section droite elliptique pour lesquels le plan des xz est un plan de symétrie.
Quand on y fail^ = o, le rapport — représente la tangente de
Tangle de l'axe des z avec l'une des génératrices du cône situées dans le plan de symétrie.
Si l'on considère seulement les valeurs positives de ce rapport qui correspondent aux directions situées dans l'angle xOz^ réquation qui en résulte
a«(6*— c')/ t)' — («*-H c*) \/{^^^^n^){b^^^^ ^ + c-(fl»— b^) - o,
détermine les deux angles G et D de l'axe optique 01 (Jig- lyà) et de la droite OJ avec l'axe des z. On a donc
tangC = y/ ^^^--^,, cos-C = ^^^--^^^ sm«C = -. :,
L'angle 25 == C — D du cône est
//* — c* ^ V ( *:!* langas = — ^— langC = ^
L*a\e optique 01 de la surface d'onde de la surface d'onde réciproque S', puîsq V correspond une seule valeur de /•'.
De même, Taxe optique Ol' de la sur Fombilic Q de la surface S.
Les angles C et D' que font avec Taxe O^ aboutissant aux points de contact du plai surface d'onde S' s'obtiendront en rempla et c par leurs inverses dans les expression et D. On a ainsi
taDgC'--\/7^i ^ -
tangD — — tangC =: - tangt tt l'angle '>-'^'=^ D' — C du cône l'OJ' est
ah
Lorsque le cristal est placé dans un mi lie perpendiculaires à l'axe optique émergent uni(|ue (|ui est celle des axes optiques ex té de s<''|)arali()n est un i)laii perpendiculaire à axes 0|Uirjues et (jue n soil riiullce de réfrac rieur, l'angle >(], des axes opti<]ues extérie eontlilion
ti siiiL, — - 7 siiUi — T h
II peut arriver, en particulier (]uand l'anj^le (pie l'angle (], soit imai^inaire; il est alors p server la direction des axes optiques exlérieii pendiculaire à la bissectrice Ox. En appela
DOUBLiS RÉFRACTION.
optique 01 avec celte bissectrice, on a
sin'A =: COS*C =:
et l'angle d'incidence Ai de l'axe optique extérieur est
Si un rayon de lumière tombe sur le cristal dans la direction exlérieure de l'axe optique, les rayons réfractés dans le cristal forment un cône circulaire lOJ ; c'est le phénomène de la réfraction conique intérieure. L'axe optique 01 est appelé quelquefois l'axe de réfraction conique intérieure.
Fig. i7'|.
Inversement, si un rayon intérieur est parallèle à la direction OQ de l'ombilic, les normales aux ondes planes correspondantes sont les génératrices du cône circulaire FOJ' relatif à la surface d'onde réciproque S\ et les rayons réfractés forment un cône correspondant ; c'est la réfraction conique extérieure. L'axe de cette réfraction conique est l'axe optique OF de l'onde réciproque.
Ces propriétés curieuses de la surface d'onde ont été découvertes par Hamilton (*).
Comme le plan de vibration passe toujours par le rayon et la normale à l'onde plane correspondante, si l'on considère sur une sphère la circonférence IJ {fig* 175) qui représente les rayons de
(«) Sir W. Hamilton, Irish Trans., t. XVII, p. 182; i83a.
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réfraction conique intérieure, le plan de vibration d'un rayon M passe par l'axe optique 01 i^fig- 174) et son plan de polarisation par la droite OJ diamétralement opposée, qui correspond au deuxième point de contact du plan tangent singulier dans le plan des axes. Lorsque le rayon M décrit la circonférence U, le plan de vibration tourne de 180® autour de l'axe optique 01 et le plan de polarisation tourne de 180° autour de la droite OJ.
Fig. 175.
De même, pour les ondes planes qui correspondent au rayon intérieur OQ, les plans de vibration passent par Taxe optique 01' de Tonde réciproque et les plans de polarisation par la droite OJ'; celte polarisation se retrouve dans la réfraction conique extérieure.
3W5. Direction de la vibration par rapport aux axes opti(ji/es, — La vibration est évidemment définie par les angles quo l'ait la normale aux ondes avec les axes optiques. Soient
OIj cl Olj ijiff' ï7^>) les axes optiques;
ON la normale à une onde plane P;
E l'ellipse d'intersection de Tellipsoïde de polarisation par un
plan parallèle à Tonde ; C, et Co les circonférences d'intersection du même ellipsoïde par
(les plans perpendiculaires aux axes optiques OIj et OL.
Les rayons vecteurs ODj, OD2 des points d'inlerseclion 1), et 1)2 de ces circonférences avec Tellipse E sont égaux entre eux et
à y, puisqu'ils sont les rayons des cercles C| et C2. L'axe OA de
Tellipse E est donc bissectrice de Tangle D,0D2.
Soient OF, et OFo les intersections des plans NOI, et NOK avec le plan de Tellipse E.
DOUBLE RÉFRACTION. SjS
La droite ODj , étant perpendiculaire aux droites ON et OIj , est perpendiculaire au plan NOIj et, par suite, à la droite OFj; de même OD2 est perpendiculaire à OF2. Les angles D,OFj et D2OF2 étant droits, les angles DjOFi et D,0F2 sont égaux, ainsi que les angles AOF| et AOF2.
Les plans de vibration NOA et NOB des deux ondes normales à ON sont donc bissecteurs des deux plans NOI< et NOI2, c'està-dire des plans qui passent par la normale ON et les axes optiques, ou les axes de réfraction conique intérieure.
Si Ton considère, au contraire, les rayons dirigés suivant une droite OM {fig* 177)) on sait que le plan de vibration est le même que pour une onde plane P', perpendiculaire à cette droite, par rapport à la surface d'onde inverse S'.
Les plans de vibration des deux rayons sont donc bissecteurs des plans MOF^ et MOI'^, c'est-à-dire des deux plans qui passent par la direction des rayons et par les axes de réfraction conique extérieure.
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347. Vitesse de propagation d^une onde en fonction des angles de sa normale avec les axes optiques. -^ Eo chtssant les dénominateurs dans Féquation (6)» elle devient
ou, remplaçant p* par i — a* — y*,
On peut exprimer les cosinus a, ^ et y en fonction des an^ Qi et Os que fait la normale ON {fig' 176) à Tonde avec les axes optiques 0I| et OI2. 'Désignant par ai et yi, —ai etyi les couinas directeurs des axes optiques QI| et Ol^y on a
cos6i = H- ««t-H YYi> cos8iH- cos0,= aYTi) cosOs== — a»! -h YYi f cosO, — cosO^^ 3>ai; par suite
j I /cos6, — cos6jY a' — c* /cos8, — cosOiV
j I /cosOj-j- cosO,\- a* — c' /cosOj-h cosO^Y
'^ "" ïî \ 2 / ~ ^^ — c* V 2 ; '
Substituant ces valeurs dans réquation (aS)', il en résulte
a-— c' 4- a'c*H ^ — [a*(cosOi4- oosOj)* — c*(cosô, — oos6j)*] = o.
Le terme constant peut s'écrire
a'c*4- ^^ 7 (oos^0,4- 00s' 6.) H oosO. cos6,.
La quantité qui se trouve sous le radical dans les valeurs des racines de cette équation est un carré parfait, car elle se réduit à
(«*— c*)*(i -h cos'O, cos*e,--cos'Oi— oos*ô,)z= (a*— c»)* sin'6, sin*6,.
DOUBLE RÉFRACTION. 5y5
On a donc
2V*=a*4-c*4- (a^— c*)cosO, cosOjih (a*— -c*) sinOj sinô, = rt* -h c»4- (a*— c') cos(0,q= e,).
Les vitesses V| et Vj relatives à cette direction donnent alors
1 Vî-i- Vîr=a*-4-f*4-(rt- — c2)cosO, cosO,.
348. Vitesses de propagation suivant les rayons. — En appelant 6', et O'jj les angles d'un rayon avec les axes de réfraction conique extérieure, ou les axes optiques de la surface d'onde réciproque, U la vitesse de propagation des ondes par rapport à cette surface d'onde et remarquant que Ur = i, on peut, dans les valeurs
précédentes, remplacer V par - et les longueurs a et c par leurs inverses ; il en résulte
On retrouverait évidemment, comme cas particuliers, les résultats connus pour les cristaux à un axe.
En faisant, par exemple, c = bj les deux axes optiques se confondent avec la droite Ojc et l'on a
(24)' V'*— y*— (a*— />*) sin»0,
Si Ton fait, au contraire, b=^ a, les deux axes optiques se confondent avec la droite O:;.
349. Signes des cristaux à deux axes, — Pour trouver dans les milieux à deux axes quelque phénomène comparable à ceux qui servent à distinguer les deux espèces de cristaux à un axe, il faut examiner la manière dont varie la vitesse de propagation d'une onde plane qui reste perpendiculaire à l'un des plans de symétrie.
Si i*OQ(le considérée est d^abord perpendiculaire à Taie mojeo O vet qu*OD rincline en la laissant parallèle à O^, Tan desrajons est ordinaire et sa vitesse c est inférieure à celle du rayon eitraordinaire; Tinverse a lieu si Tonde reste parallèle à Ox, puisque la vitesse a du rayon ordinaire est plus grande que celle du rayon eitraordinairé. La droite O^ ne présente donc aucune analogie avec les directions particulières des cristaux à un axe.
Si Tonde est parallèle à Taxe moyen Oy^ la vitesse b du rajon ordinaire est plus grande ou plus petite que ceUe du rayon extraordinaire, suivant les cas, puisque le cercle et Tellipse se coupent dans la section principale correspondante de la surface d'onde.
Supposons maintenant que Tonde, étant d'abord perpendiculaire à O^^ reste parallèle à Ox, la vitesse a du rayon ordinaire est toujours plus grande que celle du rayon extraordinaire et leur différence va croissant avec Tinclinaison; la direction O ^ est donc cooh parable avec celle de Taxe dans les cristaux à un axe positif.
Si Tonde, d'abord perpendiculaire à Ox, reste parallèle à 0:. la vitesse c du rayon ordinaire est cette fois inférieure à celle da rayon extraordinaire, et leur diflerence croît avec Tinclinaison; par suite, la direction Ox est comparable à celle de Taxe dans les cristaux négatifs à un axe.
On peut ainsi considérer la bissectrice O^ des axes optiques comme posità^e et la bissectrice Ox comme négatiie. On dit alors que les cristaux à deux axes sont positifs ou négatifs suivant que la bissectrice de Tangle aigu des axes optiques est positive ou
négative, c'est-à-dire qu'elle coïncide avec Taxe maximum - ou
avec Taxe minimum - de l'eUipsoïde de polarisation.
Dans les cristaux positifs, Tangle G des axes optiques avec la
droite Oz doit être plus petit que 4 >** et Ton a
Les cristaux sont donc positifs ou négatifs suivant qu'ils sali?fonl à Tune ou Tautre des conditions
c'est-à-dire
3S0. Différence de marche des ondes planes. — Supposons qu'une onde plane tombe sur une lame perpendiculaire à Taxe positif du cristal. Appelons i Tangle d^incidence, <f Tangle du plan d'incidence avec le plan zx des axes, r Tangle de la normale à l'une des ondes réfractées avec la normale à la lame, et posons
. . sinr p -= sini = -"y"»
cosr
d'où il résulte
Les cosinus directeurs a, ^ et y de la normale à Tonde sont alors
a = sinr cos© = p Vcosc», P r= sinrsintp r= pVsinç, Y = ces r = // V.
Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (28), après l'avoir divisée par V^, elle devient
(a- 4- p*)[c*p*(^* cos'ç H- a* sin*o) 4- a*^*//']
=: p*(6*cos*^ -+- a' sin*ç) 4- c*p*-h (a*+ ^*)i/*— i,
OU, en ordonnant par rapport à u et posant
c'*= b^ cos*ç 4- «* sin*^, ^tftt||i_ aî[a«4- b^ — p«(c»c'»4- a*6»)] 4- (1 — p-c«)(i — p^c'^) = o.
La quantité qui se trouvera sous le radical dans l'expression des racines est
P«=(a«— 6«)«— 2p«[(a»4-6»)(c«c'*4- a*^«) — 2flr»^*(c«4- c")] 4-p*(c»c'»— a«6«)*;
par suite
, >,, ,,, , a^-^h^-p^c^c'^-^a^b')±V (ao) a^o^u^zzz !— i .
On pourra ainsi calculer les valeurs //' et u" des racines et déterminer la différence de marche A = e{u' — //'') relative à l'épaisseur M. - I. 37
578 CHAPITftE I
e de la lame (oi ). On a d'ailleurs
Lorsque Tangle d^incidence est assez en p^ soient négligeables, on peut écrire;
r 1= rt* — 6- — y —
I^ somme i/ -r- u" différanl 1res peu d<
cidence normale — r r =^ — 1—^ on pei
a h ah *
dans l'expression de P par ab{(( -h b) =
Si le plan d'incidence est parallèle auv sin ç = o, c'^ '-=^ ù^j el
A_i I ^ib(a* — c*) _ I I e 0 a ' a{a -i- b) /;
ou son si 1)1 cm en l
iV)
(les résultais sonl conformes à ceux que ineiil par la scclion principale de la suria< dos ZJ\ On aurait, en cfTel,
f/- co<^-r -f- (•- sin-/'
ce qui donne, pour des angles d'incidence
ti — u izi
Les expressions (27) et (27)' sont équivalentes au degré d'approximation adopté; car, si Ton pose
c* a ab — c'
il en résulte
a fb c . \
On voit que cette quantité s est très petite, puisque les rapports
— et - sont l'un plus grand et Tautre plus petit que l'unité.
Il suffira de permuter les lettres dans les expressions (26) et (aj) pour obtenir les valeurs relatives à une lame parallèle à l'un quelconque des plans de symétrie.
VÉRIFICATIONS EXPÉRIMENTALES
351. Expériences de Wollaston et de Malus. — Le procédé employé par Wollaston consistait à mesurer les angles sous lesquels se produit la réflexion totale du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire dans le spath d*Islande. En mettant successivement le cristal en contact avec différents liquides, il obtint un grand nombre de résultats conformes à la construction d'Huygens.
Quelques années après. Malus (*) eut recours à des méthodes plus précises. Le cristal étant taillé en prismes parallèles à l'axe, il vérifia d'abord que les indices de réfraction des rayons, mesurés par le minimum de déviation, conservent les mêmes valeurs, quel que soit l'angle du prisme. Dans ce cas, les deux rayons suivent donc la loi de Descartes.
Une seconde méthode, d'un caractère plus général, est fondée sur l'emploi de cristaux à faces parallèles, comme sont les rhombes de spath obtenus par clivage.
Sur une plaque de cuivre. Malus trace un triangle rectangle
(*) Malus, Théorie de la double réfraction, Parii, i8to. — Mémoirei deê sai^antt étrangers, t. II, p. 3o3; 18 10.
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\îiC(Jig, ij8)clans lequel les côtés AB qui sont dans le rapport de ib à i , sont dh longueur. Une plaque de spath dVpaisseuc! triangle, on aperçoit au travers du cristal d du triangle, sur lesquelles un point M est i a'c' du second triangle et au cùté ab du | correspondantes des deux droites font ainsi • et M" du triangle primitif dont les rayons M naire et l'autre extraordinaire, aboutissant ] suivant la même direction OS. Un ra\on es en sens contraire, donnerait deux rayons i aboutissant aux points M' et M^ du triangle
Fig. 178.
Le crislal a\er la plaque de cuivre est posé liorizoïilaie, qui peut lounior autour d'un axe avec une lunclte n)ol)i]o dans un plan verlic ou deux traits sur la face supérieure permette poiiil 0 d'Iucidenee et l'on règle Tappareil de soit sur l'axe de la plate-forme, ce qu'il est fa peut ainsi marquer le pied N de la normale au el, comme l'un des ravons est ordinaire, la trac cidence passe par le point M'. Les trois poi[U^ minent eomplèlemenl la niarche des deux raye
L'angle / d'incidence extérieure est donné la lunette sur la verticale. L'angle de réfracl
naire étant il ^ on a
n' sini' = sin/,
\' n'* — sin*f
Si l'on suppose connu Tindice ordinaire n\ cette expression donnera la distance M'N et, par suite, le point N; dans le cas con- Iraîre, on a
D'autre part, l'angle i^ du rayon extraordinaire avec la normale est donné par la relation
tang:^, — — -;
son azimut cpi par rapport au plan d'incidence est l'angle M'NM'.
Malus rapportait l'ellipsoïde de réfraction extraordinaire à trois axes de coordonnées rectangulaires, dont l'un était la normale à ]a lame et un autre la projection de l'axe sur la surface. On peut alors traduire algébriquement la construction d'Huygens et calculer tous les éléments qui définissent le rayon.
La marche suivante conduirait au même résultat. Les angles ^ et i( (51) qui définissent la direction de l'axe par rapport au plan d^ncidence étant donnés, l'angle 0 du rayon extraordinaire avec Taxe satisfait à Téquation
cosO . . . , . .
~-ç^ =- u cos'j/ 4- sm<{/cos^ smi.
En représentant par 7 le second membre de cette équation, qui
est déterminé parles données de Texpériencc et la valeur de //, on a successivement
V^* =z A* cos'O - b^ cos'O -+- a^ sin«e, tang*6 ---: — j
^\ïïl z=i V SIIW.
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Kn représenlanl ces directions sur une pour centre le point d'incidence, N sera lu A Taxe du cristal, P la normale à Tonde > plan d'incidence, *{^ et o les angles qui déGi Taxe, M" le rayon extraordinaire, ©i son e = M'^P les angles qu'il fait avec la normali malc à Tonde.
Fig. 179.
Kn appelant 6' Tangle 8 4- s du rayon ave
cuier Tangle e soit par Tellipsoïde d*Huygen$
inverse pour lequel M" et P seraient respectî'
de la normale à Tonde et du rayon dans le pi
On a ainsi
[a^ — h*) langO ( rr^ — .
lanes —. -
ou
lanf^O — lani;0.
Kniin les angles /| ol '^, seront déterminés
ros/" CCS']/ cosO 4- sin*^ sinO < cos/, cos'I; cosO' -^ sin'{/ siriO'c co<'Z cos t\ cosT -r sin /, sin i" c
Oiî pourra ainsi xérilier si les valeurs d(»s conleiit ave(* celles (|ui soiil déduites des obs< Nccleur / " eorrespondaut au poinl M^' est d'ail
On clioisil de préférence des cas particulier iervalion et le calcul sont plus faciles. On
exemple, faire passer le plan d*incidence par le côté AB du triangle. Si ce plan est une section principale, les points M' et M'' sont situés tous deux sur le même côté AB.
Pour les autres cristaux, Malus s^est borné à la' mesure des indices principaux par la première méthode, considérant toujours le plus réfracté comme ordinaire, de sorte que l'existence de deux espèces de cristaux à un axe lui a échappé.
352. Expériences de Biot, — Biot (*) reconnut d'abord que, pour une même incidence, le rayon qui se rapproche le plus de Taxe dans le quartz est extraordinaire et établit la distinction des cristaux attractifs et r^épulsi/s. Il a employé ensuite (^), pour Fétude du quartz, une méthode analogue à celle de Malus, mais en utilisant des lames prismatiques, parce que la double réfraction est beaucoup plus faible.
Le cristal est porté par un support horizontal H mobile le long d^une règle graduée CX (Jig» 180) en face de laquelle se trouve une seconde règle graduée CY perpendiculaire à la première.
Fi g. 180.
SL
Si les deux réfractions ont lieu dans le plan des règles, on vise à l'œil les divisions M' et M'' dont les images se superposent. Un repère placé en O sur la face antérieure du prisme donne le point d'incidence des rayons SO dont les rayons réfractés aboutissent aux divisions M' et M".
Les positions des points M', M" et du pied N de la verticale au point O déterminent tous les éléments du problème.
(') Biot, Afem. de ta première classe de l'Institut, t. XIII, p. i; 181 2. (') Biot, Mém. de l'Acad, des Sciences, t. IM, p. 177; 1819.
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Pour déterminer les deux iadicesprincipatix, liiol ctnplovxiiun simple prisme, maïs la dispersion chromaliquc ne permet alor» d'utiliser que des aagles très petits. Dans la plupart dt*5 c**,\t prisme de quarU était acliromatisé par un prisme de verre, dr manière que les faces d'entrée et de sortie de» rayons dans le système fussent sensiblçment purdlèles; on peul alors opérer avec des angles quelconques. En maintenant toujours la réfracMUD ordinaire dans le plan des règles, il peul arriver que la réfractian extraordinaire ail lieu latéralement. Biot plaçait alors, dans ua plan perpendiculaire à la règle ex, une seconde règle Y' à laquelle on donnait une inclinaison convenable pour que son image eilnordinaire vint se superposer à l'image ordinaire de la rrgle Y. Les expériences ont été extrêmement variées; il ne paraît pas utile Jf les discuter dans le détail, parce que les méthodes actuelles raoportcnt une précision beaucoup plus grande.
Biot s'est attaché surtout à mesurer l'angle des deux ravons réfractés qui lui donnait la différence de leurs vitesses, dans l'hjp* thèse de l'émission. Il a vérifié ainsi que le carrr de la vitesse i« rayon extraordinaire varie comme le sinus carré de l'angle que fait ce rayon avec l'axe; c'est l'équation (a^) du n" 347 convenablement interprétée.
Enfin Biot a constaté également que la réflexion intérieure «1 conforme à la règle d'Huygens.
Si l'on veut soumettre le phénomène à une discussion rigoureuse, il est nécessaire de rapporter les mesures à la lumière h^ mogène, el la considération des ondes planes conduit h une méthode de calcul beaucoup plus simple. Nous e\aniineruus ce problème d'une manière spéciale.
353. Réfraction dans un prisme anisotrope- — Il est cUif que, dans les cristaux a un axe, le rayon ordinaire se comporUv comme si le milieu était isotrope et que la déviation produite par un prisme est indépendante de la direction de l'arête réfringeDlc- C'esl ainsi qu'utilisant la méthode imaginée par Fresnel (33(1V Brewster(') a constaté que dans deux prismes accolés de raénK angle, mais taillés suivant des directions difTérentes, les deux imtgcs
(') UftEWSTER, Bril. Aïs. Rep., p. 7; 18^3.
ordinaires d'une mire parallèle à Tarête sont situées sur le prolongement Tune de Tautre.
Avec la lumière de Falcool sale (*), Swann a mesuré l'indice de réfraction ordinaire dans des prismes dont Taréte faisait avec Taxe les angles o°, 45*", ôo'* ou 90**, et les différences n'atteignent pas 0,00002, c'est-à-dire une quantité de même ordre que les erreurs (Inobservation.
Pour étudier la réfraction extraordinaire, nous remarquerons d^abord que, si la lumière incidente est formée d'ondes planes, parallèles à Taréte d'un prisme homogène de nature quelconque, les ondes réfractées sont également planes et parallèles à cette arête. On peut donc appliquer les résultats obtenus précédemment (67) pour la déviation dans un prisme isotrope (^), à la condition de remplacer les rayons dans l'intérieur du prisme par les normales aux ondes et de considérer l'indice n comme une fonction de la direction des ondes par rapport aux plans de symétrie du milieu (10). On a encore
(2) Di^/-f-r-A.
Les équations (3)
sin/ n- n sin/',
sin/' r- n sin/'
donnent, par addition et soustraction.
sin cos TTz n sin cos
< sin cos = n sin cos
, . tang —
(y) tang 3=tang —
tang -—
Si Ton a déterminé les angles d'entrée et de sortie i et i' ou
(«) Swann, Edinb, Tram., t. XVI, p. 376; 1847. (•) Stokes, Br. /1m. /?c/?., Pari I, p. a33; 1862.
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Tun de ces angles en même temps que la dévialion D, les éqailions (i) et (5) donnent les angles r et r^. LMndice n sera déterminé alors, soit par l'une des équations (3) ou (4)f soit parla relation (68),
,^, . sin'ï H- sinT-h asinisinrcosA (6) n- ~- :-^-T »
soit, en multipliant les équations (4) membre à membre, par
, , , sîn(f -+-«') sin(ï — T) a sin(i — i')
(7) n — - zzz ■ : »
^ sin{/--+-r') sin(/'--r') . \ sin(r — W)
^ ^ ' sin — ^
On connaîtra ainsi la vitesse V = - des ondes planes dans le prisme pour une direction déterminée.
334. Contour apparent de la sur/ace d'onde. — La vitesse V est la perpendiculaire abaissée du centre de la surface d'onde caractéristique sur le plan tangent parallèle aux ondes planes. Dans la section droite du prisme, la trace de ce plan est une tangente T au contour apparent L {^g* i8i) de la surface d^onde
Fig. i8i.
parallèlement à Farêle du prisme. L'enveloppe des tangentes T déterminerait le contour apparent L (*).
Les équations (i) cl (3) donnent, en considérant Tindice /» comme variable,
(ij' dr-^dr' i o,
i CCS i di - - n ces r dr -f- sin r ^/t, cos i' di' =: n ces r' dr' -h sin r' dn.
(•) Cornu, Ann, de rÉcole Normale sup., [2], t. I, p. a3i; 187a.
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Il en résulte
( 8 ) cos / cos r' di h- cos i' cos r di' ^=^^\x\ A dn ,
dn i [ . , , di'\ F
( Q ) —r = -: T COS l COS /* -h COS l COS /' -— tz= -; j- ,
^^' ^f sinA \ di J sinA
ou, en remplaçant di par sa valeur en fonction de dr et de dn^
(10) cos^ — P -.— r^ ) -j- =zP . .
^ \ sin A/ r/r sin A
Le facteur P, étant déduit de l'observation, détermine la dérivée
dn , d\
-r- OU — n^ -.- • €ir dr
Si Ton appelle o l'angle que fait avec la normale ON le rayon vecteur OM = p qui aboutit au point d'intersection M de deux tangentes infiniment voisines qui correspondent aux angles /• et /• -f- rfr, on a
V . : p cos (',5 — r
d\ - p sin(^ — /■) dr;
I dW I dn
^ ' ^ V dr fi dr
On connaîtra ainsi la direction et la grandeur du rayon vecteur p qui aboutit au contact de la tangente avec la courbe L, c'està-dire à la projection du point de contact de l'onde plane avec la surface d'onde caractéristique.
Dans le cas général, il y a encore un minimum de déviation défini par la condition
(2)' di-{- di' -- o.
Les équations (i/ et (8) donnent alors
. ., • / sin(i-i-z') dn . . dn
( I o ) cos /• cos i — cos i cos r — — - — — ^ — -,- — — sm A — ,- •
/r dr di
Si les valeurs de V ou de n en fonction de l'angle r sont connues par la nature du milieu et l'orientation du prisme, les équations (i), (a) et (lo) détermineront les angles e, /*, r'ct i'. Inversement,
si Ton observe le minimum de déviation, on aura, par une seule expérience, les valeurs de /i et de V et leurs dérivées
du dn dW i dn
di dr dr /?* dr
Une série d^expériences analogues avec des prismes taillés dans différentes directions permettrait donc de déterminer une série de contours apparents de la surface d^onde caractéristique et, par suite, cette surface elle-même.
35o. Forme de V image, — Lorsque la source de lumière est un objet situé à l'infini ou au foyer d'un collimateur, les rayon> émis par les différents points forment encore des ondes planes, mais qui ne sont plus parallèles à Taréte du prisme.
Pour un faisceau dont la direction primitive est définie par les angles li et x (70), la direction du faisceau réfracté, dans un prisme d'angle A = aa, est déterminée par les angles A et ^qui satisfont aux équations
( ûïiia-^-x) =: m sin(a 4- r),
( sin(a -h .r') = m sln(a — y), en posant
(12) //«* — —. — - /r 4- ( /r — i) lani>*/i.
Pour une direction infiniment voisine de la première, on remplacera h et X par h + dit et x -f- dx et Tindice n par n -r dn, la variation dn étant une fonction de dli et dx\ si l'on élimine Ie> différentielles dm et dy entre les équations
cos ( a -+- x) dx -— m ces {a -\- y) dy -H sin ( o -h y ) dm, ces {a -^ x') dx' : :- — m cos {a — y)dy -^s\ïi{a — y) dm.
m dm . :( I -I- tans:* // )ndn -\- in- — i ) — r dn ,
f m finr i\ -\- f an prî /; ^ /> fin -^ { tt- — i\
COS^h
on en déduira pour dx' une expression de la forme
dx' =\\d/i-{-\dx-h^ dn.
Le cas le plus intéressant est celui où Tobjel est une fenle
étroite rectilignc, telle que les rayons émis par le milieu de la fente soient perpendiculaires à l'arête du prisme ; on devra pour celte direction faire /i = o. I^es angles a-f-j:, ci-i-y^ a — v, a -h x' représentent respectivement les angles désignés plus haut par «, r, /*', i' et Ton a m = n. Les équations (i3) se réduisent aux équations (a)' et Téquation (8) est encore applicable, avec celle différence que, Tindice n étant une fonction des variables x et A, on doit remplacer dn par l'expression
an , dn ,, an ,. dn ,, -T- dx 4- -rrdn ^= -TT «« -h Trdn, ôx on ai an
La relation sinA = n sink donne d'ailleurs
coshdh m n cos k dk -\- sin k dn,
c*esi-à-dire dans le cas actuel, où h et k sont nuls,
cl h :— ndk.
Les angles apparents '} et ^' de Taréte du prisme avec la fente et son image sont respectivement
dx di ,, dx' di'
En substituant ces valeurs dans l'équation (8), on obtient (i4) (cosicosr' — sin A — Jtangtj/ — cos«'cosrtang<j/' = sin A
an ôTi
Quand la fente est parallèle à l'aréle du prisme, rinclinalson de l^image, donnée par l'équation
sin A an
tang<^'= r, rrri
cos i cos r On
ne s'annule que si l'axe du cristal est perpendiculaire ou parallèle à l'arête du prisme.
Dans le cas du minimum de déviatu)n, à -h ^' = o, La fente et son image paraissent également inclinées de part et d'autre sur l'arête du prisme.
Lorsque l'objet est limité par une courbe déforme quelconque, on peut appliquer le raisonnement à tous les rayons vecteurs de la courbe de contour.
Comme la réfraction dans le prisme ne change pas la valeur de hy les quantitds di et rf/i, — dï et dh représentent les angles apparents $ et Ti, Ç' et 7j' des coordonnées de la courbe primitive el de son image. En substituant ces valeurs dans l'équation (i4), on a
fn
cosi cos/ç -:= sin*A ^7 t, 4- ( sin A ^ — coszcosr jç.
Les coordonnées $' et y/ étant des fonctions linéaires des coordonnées ^ et 7|, ce qui était évident puisque ces quantités sont infiniment petites, le contour de Timage est une courbe de même degré que celui de Tobjet. Si l'objet est un cercle Ç*-l-T,^ = p^ Timage est une ellipse
(; ces* ces/' — T, sinA^ J |sinA-j-. — cosicosr | (p- — t/-).
Dans le cas du minimum de déviation, cette ellipse se réduit, d'après l'équation (9)', à
,, siiiA dny , ,
ces i ces /• on J '
Contact de la surface d'onde ai'cc son plan tangent
Comme le coeflicient .. est donné par la mesure des angles / el /
d«iiîs la section droite du prisme, la mesure des azimuts ♦} el i
d'une droite et de son image détermine, par Téquation (i.f). le
coefficient
()ii I on ô\
~iÏÏi n JI '~'^ ôk
et, par suite, la variation de l'indice n ou de la vitesse V avec les angles /• et k\
On peut ainsi connaître le point de contact du plan tangent avec la surface d'onde caractéristique.
Soient, en effet,
M' {Jig- 181) le point d'intersection du plan considéré avec deu\ plans tangents infiniment voisins correspondant à >'-}-rfyel /» H- dk ;
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p' le rayon vecteur OM' ;
tf' Tangle que fait cette droite avec la section droite du prisme;
cp Tangle de sa projection p = p'coscp' avec la normale N.
En appelant y Tangle de ce rayon vecteur avec la normale OR à Tonde réfractée {fig^ 38), on a
cosynr coscp' sin^ cosA'sin(a -\- y)
-h cosç' cos^ cosA: cos(a H-/) -f- sinç' sinX:, ou
cosy = cosçp'cosA-cos[© — (« -H j')] 4- sin<p'sinÂ',
V rr p' cosy.
On en déduit
— zzz p' cos©'cosÂsin[ç — {a -H j)] =^ p cosArsin[© — {a 4- v)], -^ — p' sin(p' cosX: — p'cos(p' sin Arcos[<p — {a H-/)],
ou, eu faisant A' = c» et a -f-^ = r,
V -HZ p' coscp' cos(<p — '*) = p cos(o - - /•), — = p' cosf sin(o — r) — ^ sin(<p — /•),
^ =p'sin©'i=ptang(p'.
Il en résulte
, I c^V I dn
, i d\ I dn
^' p c^X /ip ()/i
On connaît ainsi, par les données de Texpérience, tous les éléments qui définissent le point de contact des ondes réfractées avec Fonde caractéristique, de manière à compléter les renseignements fournis déjà par la réfraction dans la section droite du prisme,
pour arriver à une dclermination expérimentale de la surface d'onde, point par point.
337. Expériences sur les cristaux à un axe. — En réalité, Texpérience pure permettrait difficilement d'arriver à Téqualion de la surface d^onde, sans une idée préconçue, et Ton s'est proposé surtout de vérifier l'exactitude des formes indiquées par d'autres considérations ou par la théorie.
Dans les cristaux à un axe, si l'axe fait l'angle 0 avec sa projection OBsur la section droite du prisme {fig. i8a), le contour ap-
Fig. 182.
parent L de l'onde extraordinaire est une ellipse dont l'un des
axes, suivant la droite OB, est i'=y/6* cos^fl -H ^'/^ sin^O et Taulrc suivant ladireclion perpendiculaire est a. En appelant ,3 Tanglc de la projection OB avec la bissectrice OC de l'angle A = NON' des normales aux faces du prisme, comptées dans le sens de la propagation (le la lumière, on aura
V^::=//*COS
(,-?-A) + «.sin'(,-?-^)^-l,
Un seul prisme permet ainsi d'obtenir un grand nombre de vérifications entre les deux limites de Tanglc /• qui correspondenl à la réflexion totale.
On a d'ailleurs
— («' — Z»') cob»0 sin ■? (;■ — ?— l^y
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Dans le cas du minimum de déviation, Téqualion (lo) dcvienl ces r ces i' — ces i ces r'
ces- 6 sin ( £ -h i' ) sin ( 2 /• — 'i 3 — A ).
M. Stokes (* ) a déterminé ainsi les valeurs de n pour la raie D suivant différentes directions dans le spath d'Islande. Ces valeurs ont varié entre les indices ordinaire et extraordinaire du cristal n' = 1 ,6585o et n" = i ,48635.
Les angles Q et ^ qui définissent la direction de Taxe étant déterminés par les angles des faces du prisme avec une face naturelle du cristal, les plus grands écarts entre le calcul et l'observation ne dépassaient pas o,oooi3; la surface d'Iluygens se trouvait ainsi vérifiée avec une approximation de jj^-
Les mêmes expériences ont été répétées par M. Glazebrook (^) sur les raies brillantes de Thydrogène et ont montré que Tapproximation est encore plus grande.
Chacun des prismes était observé dans un sens et dans Tautre avec des angles d'incidence qui variaient de 4^ en 4** depuis Tincidence rasante jusqu'au minimum de déviation. Pour la raie rouge Cj par exemple, dont les indices ordinaire et extraordinaire ont été /i'= 1,65436 et /i" = i, 48436, l'écart moyen de soixante observations était de ^^^Q^^ et l'auteur estime que Terreur possible sur la surface d'onde extraordinaire ne dépasse pas 3ôïïôû*
De petites variations de température suffiraient pour expliquer une partie de ces différences, en dehors des erreurs inévitables d^observation.
On doit remarquer, en outre, que l'image d'une fente ne reste pas parallèle à sa direction primitive; il serait donc nécessaire d'y mettre un repère, en employant par exemple une fente en croix, et de s'assurer que le point visé correspond exactement aux rayons perpendiculaires à Taréte du prisme.
358. Cristaux à deux axes, — Les expériences de Biot sur la topaze, par la méthode indiquée plus haut, ont été faites seulement
(') Stokes, Proc. L. B. S., t. \\, p. 4^3; 1872. (") Glazebrook, Phil. Trans. L. B. 5., p. 4^i; 1880.
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avec dos prismes perpendiculaires au plan cristal et, par conséquent, pour des rayons axes. Biot a constaté ainsi que Tun des rayoq vitesse constante, comme sMl était ordinaire, de Tautre varie entre deux valeurs diflerente cas où ce rayon est parallèle à Tune ou Tauln axes optiques.
l'oiir deux directions particulières, les raj traordinaire ont la même vitesse. Enfin, suiv conque, le carré de la vitesse extraordinaire diiit des sinus des angles de cette droite ai vitesse unique, conformément à la première du n"* 3i7, interprétf^e dans Thypothèse de Vé
La confiance des physiciens dans rexistenec ordinaire a sans doute empêché Biot d'étendi prismes taillés suivant d'autres directions.
Les valeurs des indices de réfraction princij la topaze ou de leurs inverses a^ b et c, déterr riences de Biot, permirent à Fresnel de soume du déplacement des franges à un contrôle nur
Dans r(^\[)<'Tiencr des deux topazes A et B d ijig' H)«^ » dont l'une B est parallèle au plan ci rautr<* A perpendiculaire à une bissectrice ( vitesses des rayons (|ui se propagent parallèle ou Or sont respectivement c et b ou c et a, polarisas dans les plans ,rz ou j 3, c'cst-à-di l'axe eoniniun Oc des deuxièmes et donnent le <entral. (hianl aux franges latérales, qui sont |)lan eouiniun xv perj)en(lieulaire à la secon elles sont dues à la diflérence des vitesses a r se propageraient [)arallèlement à Taxe O^ et d« Hx et n^. Le relard optique est donc
Fresnel a (*onslaté (pie le déplacement avait lame A, r'esl-à-dire de celle qui a le plus grar rayons considérés et que sa valeur numérique
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résultat du calcul. Toutefois, même en corrigeant Teflet dû aux inégalités d'épaisseur et en rapportant la frange centrale apparente du système latéral au milieu des interférences produites par une seule topaze, le déplacement observé avec des lames de 4""*> 4 1 dVpaisseur n'a été que de 1^,3 franges au lieu du nombre 21 déduit des mesures de Biot.
Toutes les topazes n'ayant pas exactement les mêmes propriétés optiques, les nombres de Biot pouvaient ne pas convenir au cristal emplo^^é parFresnel. « En outre, Il serait possible (') que la dispersion de double réfraction, c'est-à-dire la différence d'énergie de la double réfraction pour les rayons des diverses couleurs, modifiât tellement la superposition des franges produites par ces divers rayons, qu'il en résultât des méprises sur la position de la bande centrale, et que ce fût a une pareille cause d'erreur que tînt en partie la discordance dont II s'agit ». On a vu plus haut (129) comment celle interprétation se justifie.
Dans une autre série d'expériences, Frcsnel détermine la différence des deux Indices /i| et n^ par le déplacement des franges et utilise ensuite cette valeur pour comparer les îiutres résultats avec la théorie; il élimine ainsi l'erreur d'achromatisme et les vérifications ont été beaucoup plus satisfaisantes.
Rudberg (^) a étudié avec un soin particulier la double réfraction dans l'aragonite et la topaze blanche. Pour chacun des cristaux, il fît tailler trois prismes respectivement perpendiculaires aux plans de symétrie et polis sur leurs trois faces, de manière à observer la déviation des rayons qui avaient traversé le milieu dans des directions différentes. Il a reconnu qu'il y avait, pour chaque prisme, un rayon a vitesse constante polarisé parallèlement à Taréte, c'està-dire dans un plan perpendiculaire au plan de symétrie, conformément à la théorie de Fresnel. Les indices de réfraction ainsi déterminés sur deux angles différents, dans le voisinage du minimum de déviation, étaient identiques à moins d'une unité du quatrième chiffre décimal, c'est-à-dire à 77^^ près, et les erreurs pouvaient s'expliquer par la difficulté de réaliser la taille exactement dans les directions convenables.
(») Fresnel, Œuvres, t. II, p. jCS.
(") Rudberg, Ann. de Chini, et de Phys.^ [q], t. XLVIII, p. .»j5; \H\\\.
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339. Expériences de réfraction coniqi phénomènes de réfraction conique, que LIoj demande d'Hamilton, parut aux physiciens lé mation des vues de Fresnel.
Llojd a choisi pour ces expériences Tan grand écart de Tun des indices principaux de par Kudberg, faisait prévoir que le phénoroèi observable.
Sur une lame e {Jig* i83) perpendiculair
Fig. i83.
Tangle aigu des axes optiques, et dans un pla Irle aux axes, on fait tomber un ravon de lun deux orifices très étroits O et O' dans des feu extérieure fixe P\ l'autre P collée sur le cristal, éeran K le faisceau des rayons émergents IR, . rallèles au rayon primitif SO, on observe h images distinctes Rj et Ko, 1 une ordinaire i naire. Mais, si Ton déplace lentement la lame varier l'angle d'incidence, on voit pour une c« deux images s élargir en croissants, puis se i un anneau continu. Le rayon incident SO, qui cristal un roue circulaire lOJ de rayons réfrj surfaee, est parallèle à la direction extérieure « rayon réfléchi au point O donne Tanglc d'incidei (le limage H, Ho l'angle du cône de réfractior
(') Lloyd, Jrish Trans., t. WII, p. i}5; i833.
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En réalité, Timage R| R2 n'est pas rigoureusement circulaire. L'équation du cône OU (345) montre aisément que, pour la courbe elliptique IJ, le rapport des carrés des axes parallèles à x et j^ a pour expression
^ b^-—c^ — a- cosM:'
et l'angle lOJ du cône dans le plan des xz est égal à C — D.
La section droite du cylindre IRiR^J est elle-même une ellipse pour laquelle le rapport des axes est
. b cosCi
a cosLi
et qui diffère extrêmement peu d'un cercle. Le diamètre R| R2 de l'image est
R,Rjz=iIJcosC| =ecosC,(tangC — langD)=:i e( i ^ | cosC| tangC.
Nous avons supposé ici que le cristal est positif. S'il s'agit, au contraire, d'un cristal négatif, on devra faire l'expérience sur une lame perpendiculaire à la bissectrice négative Ox. Dans ce cas, les génératrices 01 et OJ du cône prennent une position inverse {Jig* 184); leurs angles A et B avec la normale sont
tang A = col C = t / -, — 7-
tang B =z cotD = — tang A.
L'angle B — A conserve la même valeur C — D et l'angle d'incidence A» des rayons extérieurs est
n sin A, ^=. jSin A.
l^c rapport des carrés des axes de l'ellipse IJ est
Ij^a^ — c^b^ î f* a* — 0^ f- cos^A
et le rapport des axes de l'image R1R2
, h cosA,
c cos A
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Enfin le diamètre R| Ra de Timage est R,R,rrlJcosA,=:ecosAt(tangB — tangA) =
l^aragonîtc esl un cristal négatif. Diaprés j berg, les constantes relatives à la raie E du s|
/Il — 1,537.64. a = o, 65-^47 » ^*T /ij -— 1 ,68634, /> — o,5g3oo, ù^ 3
Fig. i84.
Le calcul des angles donne alors, en opéram A - cf r,7, B— \ - r55',
La seclion du cvlindre des rayons émergents à 0,02 près, et son diamètre est ~ de l'épaisse
liloyd a lrou\c par expérience A, = i5".4o' les p(*tiles dilTérences de -}- 19' pour l'angle c pour lanji^le du cône correspondent à des erreu (Ko5; elles s'explicpient faeilenienl j)ar le défai observations et par l'emploi de la lumière blan
Vu lieu de recevoir l'image RiR^ sur un é< ser\er directement avec une loupe qui vise V loriliee O. Celte ima^^e paraît double en généra se déforme ensuite pour constituer un anneau f l'on a|)proche de la direction convenable.
L'emploi d'une loupe permet de supprimer O' en le remplaçant j)ar un œilleton très étro
réglage plus facile. Lorsque rœilleton O' (Jig* i85) est au fojer de la loupe /, il ne pourra être traversé que par des rayons 1R|, JRa dont la direction primitive SO est parallèle à Taxe principal. Si ces rayons correspondent à la réfraction conique intérieure, on verra une image circulaire de l'ouverture O.
Fip. i85.
En portant le cristal par une monture qui permet de le faire tourner autour d'une droite passant par le point O et perpendiculaire au plan des axes optiques, on déterminera par tâtonnements la direction qui convient pour Tobservation du phénomène.
Si la longueur focale de la loupe est de i*^", l'angle apparent de Tanneau pour une épaisseur de i*^"* est o,o324 ou d'environ 2", c^est-à-dirc très facile à distinguer 1
Dans l'aragonite, l'angle 2 A des axes optiques augmente, à mesure que la longueur d'onde diminue, depuis 17** 58' 22" pour la raie rouge B, jusqu'à i8**26'52^ pour la raie violette H. Si donc on fait croître d'une manière continue l'angle d'incidence des rayons sur la lame observée, à partir de la normale, l'anneau R| R2 de réfraction conique se formera d'abord pour les rayons rouges et se brisera en dernier lieu pour les rayons violets. En interposant un verre violet qui laisse passer la lumière des deux extrémités du spectre, on peut voir simultanément un anneau rouge complet avec deux taches violettes ou un anneau violet avec deux taches rouges.
Quand on observe l'image au travers d'un analyseur, elle paraît interrompue par une tache noire, qui parcourt l'anneau tout entier pendant que l'analyseur tourne de 180°. On vérifie ainsi la polarisation variable de chacun des rayons émergents.
Pour mettre en évidence la réfraction conique extérieure, il faut que le cristal soit traversé par un rayon unique parallèle à la droite OQ i^fig» 186), qui passe par l'ombilic de la surface d'onde et qui est l'axe optique de la surface réciproque.
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A Taîde d*une lentille L on fait conver| une petite ouverture O à la face supérieure et on limite le faisceau de rayons réfractés \ ture Q sur la face inférieure.
Le faisceau émergent donne en général dei menl parallèles aux rayons incidents, mais, i reclion de la droite OQ, ces rayons forment i sur un écran K un anneau circulaire R| R^. • par la lentille est assez étroite, on peut su| régler Tapparoil par le glissement ou rinclinai servation à Taide d^un analyseur montre encoi est interrompue par une tache noire qui décrit pendant cpie Tanalyseur tourne de i8o**.
Fig. 186.
Dans rohscrvalion avec une loupe, on peut \v diaphragme cjiii porte rouverliire (^ sur la coiulilion que l'OMlIelon ()' «le la lampe soit au f< [)()inl Q de la seconde face du cristal. Cet œill traversé que par des ra\ons qui émanenl du poi Tappareil par une lumière quelconque, si Ton fa autour (l'une droite passant j)ar le point O et i plan des axes opli<pies, on trouvera une direct riina^e de ce trou [)araît circulaire, et qui corre lion conique extérieure.
L'angle RiC^i^.j est l'écart des ravons réfracte Iraordinaire (pii correspondent au rayon OQ. L'
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ordinaire avec la normale est
n sinC, = rsinC.
La normale à Tonde extraordinaire est la droite conjuguée OJ' (yî^. 174)» clic fait avec l^axe des z Tangle D' et la vitesse do propagation correspondante est
C0S2<p' COS'icp'
Gomme on a
il en résulte
1 ces 2 9' ac
L'angle D', d'émergence est
n sinD', := — — sin D',
b'sja^-^e'—b^
et l'angle du cône R,QR2 = D'^ — C, .
Si le cristal est négatif, on doit faire l'observation sur une lame perpendiculaire à la bissectrice négative Ox, c'est-à-dire remplacer les angles C et D' par les angles complémentaires A' etB'. Les angles d'émergence A', et B'^ sont alors
n sin A', ;= r sin A',
IC
n sin B' =: . sin B',
b^sja^^c^ — b^
et l'angle du cône est R| QIU = A', — B^ . Avec l'aragonite, on a, pour la raie E,
Crz9o"-A-8o°58',3 et les autres angles sont donnés par les relations (3i5)
tangA'z^ cotC - -cotC = - langA, langB' = cotD'i=: - cotC = - tangA.
Les nombres relatifs à l'aragonite pour la raie E du spectre donnent, quand on opère dans Tair,
B'^8-ii',3; B, = i3**53',5: A', — B, = 3* 2',i.
En se servant de la lumière blanche, Lloyd a trouvé pourTangle du cône les deux valeurs 2^44' et 3° i4S dont la moyenne 2^69' ne difiere du calcul que de 0,02. L^anglc moyen d^émergence a été de i5"58', soit une erreur de 33', 4 ou de o,o36.
360. Polarisation dans la réfraction conique. — La polarisation des rayons qui ont subi la réfraction conique est troublée par la réfraction oblique sur les faces de sortie. Si Ton veut se mettre à Tabri de cette cause d^erreur, il faut faire tomber la lumière normalement sur une lame perpendiculaire à Taxe optique (*). Le rayon SO (Jig* 187) donne encore un cône lOJ
Fig. 187.
lli* iKi
par rrfracllon sur la premirre surface, mais les ondes plant? correspondaiiles restent toutes paraiièlrs à la face de sorlio <*l émergent sans alléralion de manière à former un cône cylindrique. IHi et JKj, do rayons parallèles à la direction primitive. En ni"j^ligcant la perte inégale de lumière dans les réflexions, l'imafie annulaire IMJ (,///,''. 188) est uniformément éclairée. Le plamie vibration au point M est MI et le plan de polarisation MJ.
Si Ton appelle a l'angle MJl, l'angle au centre correspondant MCI est égal à :>. a; pour l'ensemble des rayons qui correspondenl à un arc MM' r- ^.v de l'anneau au point M, Tamplitude de la \ihration |)eut être rc[)résentée par a doL, car la superposition do
(') BhEU, Pog^'. Ann., t. LXWllI, p. 19'^, et l. LWW, p. 0;; i832.
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vibrations - iudépendan tes ainsi distribuées uniformément dans tous les azimuts reproduirait la lumière primitive naturelle.
Si Ton observe avec un analyseur dont le plan de polarisation JP fait Fangle i avec la droite JM , l'amplitude au point M devient adoLCOsi. L'intensité est, en général, proportionnelle au cosinus carré de la distance angulaire de la droite JM avec le plan JP de Tanalyseur; elle est maximum au point P et nulle à l'extrémité N du diamètre PN de l'image, sur une perpendiculaire JN au plan de l'analyseur.
Fig. i88.
Inversement, si des rayons parallèles isogènes, correspondant à la même distribution des intensités sur l'image annulaire, marchent en sens contraire en traversant d'abord le polariseur, la vibration relative à l'arc ds d'anneau au point M conserve la même
amplitude
a d% cos i^ a cos i di.
Toutes ces vibrations, se propageant dans le cristal sur la même onde plane, n'éprouvent pas de différence de marche, et il suffira de combiner algébriquement leurs amplitudes sur le rayon émergent OS.
Si Ton projette ces vibrations sur deux axes, l'un ^^ parallèle au plan de polarisation JP et l'autre x dans une direction perpendiculaire, les résultantes parallèles aux axes seront
---.al I
y ---. a I cos I si n i di =: o,
a I cos* i dizzi a j -^-
I .... 1*1 cos 21 ,. TZ
X z^a \ cos* iaiz=i a I ai .^ -a]
la lumière reste polarisée dans le même plan, et, en appelant A
son amplitude prlmilive, on a
TT
Supposons maintenant que Ton fasse de nouveau marcher cette lumière polarisée dans le premier sens, suivant la direction SO; on retrouvera les mêmes intensités respectives aux diOerenls points de Tanneau produit par la réfraction conique et par conséquent la tache noire au point N. Les apparences seront les mêmes que si la lumière avait été d'abord naturelle et observée par un analyseur.
Enfin, si la lumière est d^abord polarisée et qu'on l'observe avec un analyseur JP' qui fait Tangle i' avec le plan JM, l'amplitude de vibration sur l'arc cls dans l'analyseur devient
a ces I di cos /' =: - A cos i cos l' doL.
L'intensité étant proportionnelle au produit cos^icos^T, on observera deux taches noires N et N' correspondant au polariseuret à l'analyseur.
I^c phénomène est symétrique par rapport aux angles /' et i', de sorte que l'on peut permuter les azimuts du polariseur et de l'analyseur, conformément à la règle générale (177).
361. Réfraction des ondes planes. — On doit remarquer toutefois que robservation de la réfraction conique par des rayons isolés ne comporte pas une grande précision cl que l existence même des réfractions coniques ne démontre pas d'une manicn* suffisante Tcxactitude delà surface d'onde de Fresnel. Si Ton su|>pose, en eifet, que la propagation des ondes parallèles aux trois plans de symétrie soit déterminée comme elle Test |>ar expérience et que l'une des vitesses soit constante toutes les fois que Tonde est perpendiculaire à Tun des plans de symétrie, il en résulte bien (|ue les sections princi|)ales de la surface d'onde ont une courbe circulaire, que les autres courbes sont symétriques par rapport au\ coordonnées et que leurs diamètres maximum et minimum sont connus, mais rien ne prouve que ces courbes soient elliptiques; on peut concevoir une infinité d'autres formes qui satisferaient aux mêmes conditions.
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Le véritable contrôle de la surface d'onde consiste donc à délerminer les vitesses de propagation des ondes planes par la méthode si précise des déviations prismatiques (355).
Le Mémoire de Rudberg renferme déjà un grand nombre de mesures sur les rayons extraordinaires situés dans les plans de symétrie qui permettraient d'en calculer l'indice de réfraction; malheureusement ces résultats n'ont pas été comparés aux valeurs que Ton pourrait calculer si facilement par la forme elliptique des sections correspondantes de la surface d'onde, en connaissant les indices principaux de réfraction.
M. Glazebrook (* ) a repris cette étude délicate pour Faragonite. Un cristal a été taillé de manière à donner les vitesses de propagation dans le voisinage des axes optiques et dans un plan perpendiculaire au plan des axes. Sur un autre cristal les observations étaient faites dans un plan incliné à 60® sur le plan des axes et comprenaient presque un quadrant de la surface d'onde. L'accord des expériences avec la théorie est en général très satisfaisant; cependant les différences ont été jusqu'à tï^ôû ^^^^ le premier prisme et même fj-Jôô ^ivec le second, c'est-à-dire 5 ou 9 unités sur le quatrième chiffre décimal des indices de réfraction, et ne paraissent pas devoir être attribuées aux erreurs d'observation, malgré la difiiculté de déterminer exactement la direction de la taille des prismes.
La surface de Fresnel, si elle n'est pas absolument rigoureuse, représente donc les phénomènes avec une telle approximation qu'il est difficile de la supposer en défaut.
APPLICATIONS
362. Polariseurs à réflexion totale. — On peut profiter de l'inégale vitesse de propagation des ondes planes dans un prisme biréfringent pour isoler les deux rayons dans le voisinage de la réflexion totale. Si l'on suppose, par exemple, que le plan d'incidence reste perpendiculaire à l'axe dans le spath d'Islande, et que les rayons rencontrent obliquement la face de sortie, qui sépare le cristal d'un milieu extérieur dont l'indice de réfraction est /i.
(') Glazebrook, Phil. Titans. L. R. S., p. 287; 1879.
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les angles limite d'incidence f elf qui correspondent à la réflexion totale sont déterminés par les conditions
<|ui (Ion no
rr ' 'f n
. ., /rsin/ n"
srn i . : — — -1 - ,
Le champ cxtérienr est donc indépendant de la nature du second milieu^ mais, si ce milieu n'est pas l'air, il faut se préoccuper de la direction finale du faisceau polarisé.
Pour que les deux rayons dans le spath soient capables d'éprouver la réilexion totale, il faut évidemment que l'indice n soit inférieur aux deux indices n* et n" . S'il leur est intermédiaire, le champ in-
( I ) nz=z n! siny = nr sinj'.
Les indices ordinaire et extraordinaire du spath étant, pour la raie D,
les valeurs des angles y' et y'' pour le cas où le milieu extérieur est de l'air sont
Lorsque l'angle d'incidence intérieur sera compris entre ces deux valeurs, c'est-à-dire pour un intervalle de 5° i5', le rayon ordinaire est réfléchi totalement, tandis que le rayon extraordinaire se réfracte au moins en très grande partie. La lumière transmise sera donc complètement polarisée dans le plan de réfraction et la lumière réfléchie presque complètement polarisée dans un plan perpendiculaire au plan de réflexion.
Le champ intérieur ^ — / qui correspond aux rayons polarisés varie avec le milieu extérieur.
Le cliam[) extérieur de polarisation est compris entre la surface et le rayon émergent qui correspond à l'angle f pour le ravon extraordinaire. Ce champ est ^* — i\ la valeur de i' étant donnée par la condition
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teneur de polarisation - — y' est
cos(^-_/j:=s.n/ = -,.
Le problème est moins simple quand Taxe du cristal est situé dans une direction quelconque: il est alors nécessaire de recourir à la construction d^Huygens ou aux formules analytiques.
On a imaginé un grand nombre de combinaisons pour utiliser, dans des conditions très variées, cette séparation des deux espèces de rayons par la réflexion totale.
363. Prisme de NicoL — Le prisme de Nicol (*) est formé d'un cristal de spath coupé dans une direction convenable, et dont on réunit les deux morceaux par du baume de Canada. Le cristal est taillé en prisme par clivage de manière que la base ABOD LfiS' '^9) ^^^^ "" losange et que la hauteur BA' soit un peu moins de quatre fois le cAté AD.
On le coupe suivant un plan parallèle à la grande diagonale CD de la base et passant par les angles obtus A et A'. Les deux faces de section étant polies, on les réunit par une mince couche de baume dans leur position primitive. Un rayon SO {/ig» 190) qui iombesur la base dans une direction voisine de celle des arêtes du prisme donne un rayon extraordinaire OPP'R, qui traverse le
(») Nicol, Pogg. Ann.y l. XXIX, p. 182; i833.
baume et le cristal, et unra^on ordinaire OQ plus dévié qui se réflëchil totalement sur le baume pour être absorbé parles faces latérales dépolies et noircies. Le rayon émei^enl R est donc polarisé dans un plan perpendiculaire à la section principale, c'est-à-dire parallèlement à la grande diagonale CD de la base.
Pour des rayons incidents situés dans le plan de figure, qui est
la section principale, la réflexion totale du rayon ordinaire com-
Hg. 190,
iiicncc à partir d'une dlrcclion S, O et celle du rayon extraordinaire à partir de la direction S^O. Les rayons incidents compris dans l'angle S) OSn ne donnent donc qu'un ravon transmis exiraordiiKiirc; cet angle, qui définit le clianip de polarisation. <'sl
Quand 00 regarde une surface uniformément éclairée au travtrs d'un prisme de Ntcol, et visant à l'inTmi, on voit un champ tri-< éclairé de lumière qui pitraît naturelle, bordé d'une irisation rouge sur la ligne où elle se sépare d'un autre champ de lumicn' polarisée dont l'éclaircment est moitié moindre cl qui se tcrminr sur une région obscure pur une coloration bleue; cette sccondipartie du champ ne renferme que des rayons extraordinaires.
On peut remarquer, en outre, que les bords rouge cl bleu Jii oliamp inlermcdiaire sont accompagnés, du cùté de la région éclairée, par une série de belles franges d'interférence plus '>" moins larges et régulières. Ce sont des anneaux de transmission
analogues aux franges d'Herschcl (281 ) au voisinage de la réflexion totale; elles paraissent d'autant plus serrées que la eouche de baume est plus épaisse.
La coloration bleue située au bord du champ polarisé montre que la réflexion totale commence d'abord par les rayons rouges, à Tinversedece qui a lieu habituellement, parce que la dispersion extraordinaire du spath est inférieure à celle du baume, de sorte que rindice de réfraction relative croît du violet au rouge.
En dehors du champ polarisé lumineux, il existe encore des rayons transmis de réfrangibilités plus grandes, appartenant à Tultra-violet, et dont on peut reconnaître l'existence par la Photographie ou la fluorescence. Le prisme de ISicol fournit ainsi un moyen d'isoler ces radiations extrêmes.
Le prisme de Nicol donne au rayon transmis un déplacement latéral qui présente quelques inconvénients dans certaines expériences. Il exige, en outre, un cristal relativement long, de sorte que, pour obtenir un large faisceau polarisé, il faut employer des morceaux de spath de dimensions tout à fait exceptionnelles.
Foucault (*) a remplacé le baume de Canada par une simple couche d'air, La longueur du prisme est réduite au tiers pour la même largeur, mais le champ de polarisation diminue à peu près dans le même rapport, car il n'est plus que de 8".
Les champs sont alors limités tous deux par une teinte rouge auprès de laquelle se trouve encore un système de franges d'interférence quand la lame d'air est très mince.
364. Dimensions des prismes. — Considérons le cas général d'un prisme dont le plan de symétrie ABA'B' contient l'axe et supposons la coupe AA' perpendiculaire au plan de symétrie {Jig- 19 0- Soient ON la normale à la face d'entrée AB du cristal, SO le rayon incident, i l'angle d'incidence.
L'angle de réfraction 1' des rayons ordinaires est donné par la condition n'sini' = sin/. En appelant ^ l'angle de la coupe AA' faite dans le cristal avec la face d'entrée, l'angle d*incidence sur le baume est ^--i'\ l'angle limite y' d'incidence sur le baume et
(*) Foucault, Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, l. XLV, p. 289; 1857.
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l'aDgle il correspondant d'incidence exlérieore seront donc déter minés par les conditions
nz=n' siDy'=i8in(P — f), sini|=n'8in{\
Pour lé calcul des rayons extraordinaires, il faut préciser I position de l'ellipsoïde. Soient a l'angle que fait l'axe 01 du crisb avec la normale ON, f Tangle de réfraction N'ON relatif à Tond
extraordinaire, 0 Tangle N''OI de la normale à cette onde av l'axe du cristal. La vitesse V" de propagation est
V'*= a* sin*0 4- b^ ces» 6 =z
sin'6 cos*6
On a d'ailleurs «"= 0 — a et la loi de réfraction donne
Sin'l=:
sin'i*'
sin*(6-— a)
V* ""a«sin*e4-6*cos«e
L'angle d'incidence au point O' sur le baume est euco P — t"= j3 -j- a — 0 et l'angle limite j" de la réflexion lolalc c
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déterminé par Téquation
qui donne
[/i* a'— cos'(a 4- P)] tang* 6 -t- sin 2 (a h- P) tango 4- n} b^— sin*(a h- p)n: o,
sin 2 (a -I- p)
[/i»a«— cos-(aH- p)] tangO=—
^, V^/i^ — /i'»— (/i'« — O sin'(a4- P),
Cette équation, dont les racines ne sont réelles que pour la condition
détermine Tangle Q; on en déduira Tangle limite I2 par Téquation (3) ou par la relation
sîn «j sin i" sin ( 6 — a)
n siny* sin(a-i-p — 6;
En appelant p' l'angle de la coupe avec les arêtes AB' du prisme,
le rapport de la hauteur AB' à la diagonale AB située dans le plan
de symétrie est
AB'_ sinp
AB ~' sin p' '
Pour le spath dislande, les angles dièdres égaux AC (Jlg- 192) qui forment le sommet A du rhomboèdre primitif sont de io5®5'. On en déduit
DAC = ioi°55', XC ~*'^^*
La section principale ABA'B' est un parallélogramme dont les angles A et A' sont de 1 09** 8', a et les angles B et B' de 70^*51', 8; enfin Taxe de cristallisation AI, situé dans ce plan, fait avec l'arête AB' un angle de 63°41'î7 ^^ un angle de 45°23',5 avec la face supérieure ACBD.
L'indice de réfraction du baume de Canada, pour la raie D, est
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L'angle limite d'incidence sur le ] nairc, déterminé par l'équation (i)est f =
Dans le prisme de NiccI, les faces du c vage ; on a alors
et l'angle de la normale ON avec l'aréte AB
Fig. itf-i.
Pour que la bissectrice du cdne de polaiil parallèle aux arôtes AB' liu prisme, on peut coupe ''1 par la condition que la direction lïu ordinaires soit à 1 j" de ces arélcs, ou
et les Ociiiations ^ 1 ' et {5} donnent
2;lc moyen d'incidence est — — ^ = 2 ■ice du cône de polarisation ne fait &\
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Enfin les dimensions relatives du prisme sont
^^' Q ^^' Q A 0 Arc
La valeur 3,7 adoptée dans la pratique pour ce dernier rapport donne un champ d'environ 3o<*. On étend un peu le champ en augmentant Tangle ^, mais les conditions de symétrie sont moins satisfaisantes et le prisme devient encore plus long.
Pour économiser la matière, on diminue souvent Tangle 3, jusqu'à 80** par exemple; le rapport de la longueur du prisme au petit côté peut être réduit à 2,5, mais le champ atteint à peine 25**.
Remarquons encore que le déplacement latéral du rayon extraordinaire dans le plan de symétrie du nicol varie un peu avec Tangle d'incidence et avec la longueur d'onde; les images d'un objet seront donc irisées et un peu déformées.
Comme les rayons incidents dans le cône utile sont obliques à la face d'entrée, ce qui a pour inconvénient d'affaiblir beaucoup la lumière dans une partie du champ, on termine quelquefois les bases du prisme de Nicol par une face perpendiculaire aux longues arêtes AB' : Tangle B est alors droit. Si l'on conserve la même coupe intérieure, on a
I,-- i« 5'. Les angles a -f- p et 0 conservent les mômes valeurs et
it=^— 24® 20',
Le champ est diminué, mais les rayons du cône utile sont situés de part et d'autre delà normale et l'éclairement est plus uniforme; toutefois l'angle moyen d'incidence est i i°3y, de sorte qu'on doit viser dans une direction oblique. Le rapport de la longueur du prisme à l'arête latérale est alors 3,3o.
Les faces artificielles dans des directions autres que celles du clivage sont très altérables, à cause des lamelles cristallines qui
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s^en détachent facilement, et il est bon de de verre collées aux extrémités du prisme.
En modifîant Tindice de la couche interi améliorer le champ dans des limites très él tout intérêt à diminuer la longueur du prij tendue du champ.
Quand on remplace le baume par une a réflexion totale/' pour le rajon ordinaire
AR
hn prenant - -r =1 ,ij, on obtient
le champ est réduit à "'*2(/; mais Tangle du r arêtes n'est plus que de s>.o' et rincidence nio
3Go. Di [fer en tes formes du prisme de Ni |)lusieurs autres dispositions pour les prisin elles |)rcsenlent le double iucon\énienl de don importants de matière et de terminer les pi (iiflc*rentes du clixagc naturel.
Dans les prismes de MM. Hartnack et Prazr
(') Hartnack et Piiazmiavski. Ann. de Ckini. cl de à
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MM' (^fig' igS) est perpendiculaire à Taxe du cristal. Les faces d'entrée et de sortie, MN et M'N', sont perpendiculaires à la longaeur MN' et Tangle p qu'elles font avec la coupe est variable avec la nature du collage, d'après le tableau suivant, dans lequel la
Fig. 193.
longueur du prisme est exprimée en fonction de l'arête latérale
Indice.
Champ. Longueur.
.Collage.
Baume de Canada
Baume de copahu .
Huile de lin i,485
Huile de pavot i ,465
Si la coupe et la face d'entrée sont parallèles à l'axe, les deux rayons suivent la loi de Descartes dans le plan de symétrie, qui est perpendiculaire à l'axe (*).
Avec le baume de Canada, le rayon extraordinaire n'éprouve jamais la réflexion totale etTangle limite 2| d'incidence des rayons ordinaires est donné encore par la condition
sinijzii /l'sini' 11^ /l'sinO — 69*7').
La valeur maximum de l'angle ï' relatif aux rayons extraordinaires est 42" 'io'. Il peut alors se présenter deux cas.
Si l'angle p est supérieur à 90° — 42*20' ou 47°4o', les rayons extraordinaires rencontrent le baume jusqu'à la direction rasante ;
(') S.-P. Thompson, Séances de la Société de Physique, p. 100; 1887.
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Tangle d'incidence limite Î2 est alors
et Touverlure du champ i| -4- lo-
Pour p = go* par exemple, on aurait £| = 36®i7', 15 = 0 el rincidence moyenne serait 18" 8', 5. En admettant que le rajon moyen fasse un angle de 2® avec les arêtes du prisme, il en résulte [î'= 20" 8' et
ab; _ _J_ __
AB -sinp'-^'^^-
La longueur de Tappareil est de même ordre que celle danicol.
Si l'angle ^ est inférieur à 47*^42', Tincidence des rayons extraordinaires peut être rasante ou /g = 90"; Tangle i| est négatif pourvu que la différence 69^7' — p soit inférieure à 37**5'.
Les prismes ainsi construits, en faisant ^ = 19**, paraissent présenter quelques avantages : le champ de polarisation est étendu, très régulier et le déplacement latéral des images est très faible; mais, par contre, ils entraînent une trop grande perte de matière. M. S. Thompson indique différents autres modes de taille dans lesquels on s'est proposé surtout d'économiser la matière et d*uliliser les morceaux résultant des différentes coupes; la multiplication des surfaces artificielles ne peut que nuire à la perfection finale de la lumière polarisée.
Pour certaines applications, telles que l'observation des crislaux au microscope, on attache plus d'importance à Télendue du champ (ju'à la pureté de la lumière polarisée. M. E. Bertrand ('1 coupe un prisme de flinl, de même indice que l'ordinaire du spath, par une face faisant l'angle de ^6*^43' avec les hases et intercale entre les deux fragments une lamelle de spath clivé convenablement orientée, par un collage dont l'indice est égal ou supérieur à celui du ilint. Par suite de la réflexion totale du ravon extraordinaire sous certaines incidences, on obtient un polariseur dont le champ est voisin de 45°.
Cette construction permet un autre perfectionnement. Si l'angle de coupe d'un premier prisme est de 63" 2(/, on peut le couper de
(') E. IJkiithand, Comptes tendus des séances de l' Académie des Sciences. t. \GI\, p. 538; 1884.
nouveau dans une dlrecllon symétrique de la première et rapprocher les morceaux après introduction d'un nouveau clivage de spath. On obtient ainsi un polariseur moitié moins long que le prisme de Nicol et dont le champ atteint 98^4 *'•
On peut enfin intercaler une lame de nitre ou d'azotate de soude suivant une coupe convenable dans un morceau de spath et répéter la même opération dans une coupe symétrique, de manière à obtenir des champs de polarisation qui dépassent iao°.
366. Analyseurs à pénombre. — L'emploi des analyseurs à extinction complète pour déterminer l'azimut de polarisation présente quelques inconvénients, surtout quand l'intensité des rayons sur lesquels on opère n'est pas très grande, car l'intensité observée est proportionnelle au sinus carré de l'angle de l'analyseur avec la direction qui produit Textinction absolue. La lumière reste alors insensible pendant un déplacement notable de l'analyseur et il est nécessaire de prendre la moyenne des directions pour lesquelles la lumière reparaît d'une manière appréciable par une rotation dans les deux sens. La difficulté augmente encore si l'analyseur est imparfait ou la polarisation primitive incomplète, car on ne peut plus observer qu'une intensité minimum mal définie.
La précision des mesures devient plus grande lorsqu'il est possible de remplacer l'appréciation d'un minimum d'éclat par celle de l'égalité de deux teintes voisines.
Quand on fait tomber un faisceau de lumière d'intensité L polarisée dans la direction OP {fig- 194)» sur une lame cristalline dont la section principale OA est dans l'azimut a, les intensités de l'image ordinaire et de l'image extraordinaire sont respectivement Icos^a et Isln^a. En recevant cette lumière sur un analyseur dont le plan dejpolarisation OQ est dans l'azimut ^ par rapport au plan primitif, si la lame est assez épaisse pour qu'il n'y ait pas à tenir compte de l'interférence des faisceaux qui sont ramenés à la même polarisation, l'intensité totale est
J zm l[cos'acos*(a — p) 4- sin'asin'(a - p)]
cos*3 — - sin2asin2(a -- p) 1.
Supposons que, pour une seconde lame identique, placée à
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côté de la première, Tazimut de la section priiuàpile OA^«>ita; rintensité dans Panalysetir des rayons qui ont IraYersé cette lame est
J'=irco8«p — isinaa'sinaK— p)1.
Les deux images auront le même éclat pour la condition sinaa8ina(a — p) ■=zsin20L' dins^iaf — P),
qui détermine deux directions rectangulaires pour chacun des éléments OQ, OA et OA' en fonction des deux autres.
Fig. 194.
Lorsque l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire à la bissectrice des sections principales des deux lames, c'est-à-dire pour
sin2(a — P) — — sin2(a'— p),
l'égalité des images exige que l'on ait aussi
sin2a = — sîn2a',
c'est-à-dire que le plan primitif de polarisation est aussi parallèle ou perpendiculaire à la bissectrice des sections principales.
Pour ces orientations particulières, en appelant w Tangle a'— 1 des sections principales des deux lames, les intensités des images peuvent s'écrire
J= 1 cos^p H — sin(2p — w — /i-i:) sin((o — rnz) 1, J'z= 1 cos^p sin(2p-t-co — /i7:)sin((o — m:) 1.
Le rapport de la différence des intensités des deux images à leur valeur moyenne est
^ J — J' 2 coso) sin(2p — /iir) sin(a) — nr,)
J 4- J' 2cos*B — siiiwcos(2Ô — W7:)sin((o —
2 cos^p — siiiw cos(2 p — m:) sin((o — m:)
Si Ton fait /i = o, le plan de polarisation de Tanalyseur est bissecteur des sections principales, et, l'angle a> étant supposé petit, les images égales ont le moindre éclat, sous forme de pénombres, quand l'analyseur et le polariseur sont croisés.
En posant p = S, l'équation (6) devient alors
J — J' sin2wsîn2 8 sin2(osin2o
J 4- J' 2 sin*o -r sin*(o COS2 8 i — cos'a>cos2o
Lorsque l'angle S, qui représente l'erreur de réglage, est très petit, on a sensiblement
(7) 2i:Li'^.Ji_-^4i.
^'^ J -h J' tango) (o
La variation relative d'éclat est donc proportionnelle à l'angle d'écart et en raison inverse de l'angle des sections principales.
Pour que le second membre atteigne j^ par exemple, avec une déviation o d'une minute, il faut que l'angle (o ne soit pas supérieur à 4"-
On ne peut pas diminuer ce dernier angle au delà d'une certaine limite sans affaiblir outre mesure les deux images à comparer; mais on voit aisément qu'un appareil formé par Tensemble de deux lames cristallines et d'un analyseur permettra de déterminer d'une manière beaucoup plus exacte la direction du plan de polarisation totale ou partielle d'un faisceau lumineux.
Cette combinaison a été imaginée par M. Jellett ( * ), qui a réalisé d'abord l'appareil à l'aide d'un prisme droit de spath d'Islande présentant deux faces perpendiculaires aux arêtes de clivage. Le prisme étant coupé suivant la section principale des bases, on use en biseau les surfaces de section et on les rapproche ensuite par un collage.
(') JtLLKTT, /Jr. Ass. licp.f !!• I*arlie, p. i.i; iS^Jo.
Il est plus simple encore d'utiliser pour le même objet des lames de quartz parallèles à l'axe de quelques millimètres d'épaisseur ou même des lames de gypse obtenues par clivage.
M. Cornu (*) arrive au même résultat en coupant un prisme de Nicol suivant les petites diagonales des bases et rapprochant ensuite par collage les deux parties symétriques après avoir enlevé sur chacune d'elles un biseau d'environ 2°, 5; l'angle w des plans de polarisation des deux moitiés du champ est alors de 5**.
Si l'on reçoit sur cet analyseur un faisceau polarisé I dans l'azimut
S par rapport à la bissectrice de l'angle w, les intensités des
deux images sont
J = I sin'(w — 0),
J'=: lsin*((o H- g), ce qui donne
J — J' sin2a>sin20 sin2tusin2o
sin*w cos*8 -h cos^w sin-o sin'8 -4- sin*ai cos20
Pour des valeurs très petites de l'angle 5, ce rapport se réduit à la même expression (7) que précédemment.
Le prisme de M. Cornu fournil directement deux faisceaux en contact polarisés dans des plans très voisins l'un de l'autre et Tapparcil de M. Jeilelt traversé par la lumière en sens opposé au précédent donne très sensiblcînent le même résultat. Dans les expériences où le plan de polarisation éprouve une rotation indépendante de sa direction primitive, on pourra donc se servir avec avantage de ces instruments comme poiariseurs et recevoir là lumière finale sur un analyseur ordinaire. L'azimut de l'analyseur qui produit Tégalilé des teintes au voisinage de l'extinction permettra de déterminer la rotation du plan de polarisation avec une grande exactitude.
367. Prismes à double image. — On a souvent mis à profil l'écartement angulaire des deux images produites par un prisme anisotrope pour mesurer des angles très petits.
Dans ce cas, le quartz convient mieux, parce que la double ré-
(') Coiixu, fiitUetin de la Société cliimiijue, t. XIV, p. i/jo: 1870.
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fraction est beaucoup plus faible et que la matière risque moins de subir des altérations.
he prisme de Rochon (') est formé de deux prismes de quartz égaux dont la base est un triangle rectangle et qui sont collés par les faces opposées à Tangle droit de manière à constituer un parallélépipède rectangle. Dans l'un de ces prismes A BCA'B'C'(yî^. igS), Taxe du cristal est parallèle au côté AC; dans l'autre prisme BCDB'C'D' Taxe est parallèle aux arêtes DD'.
Fig. 195.
Si l'on considère une section perpendiculaire aux arêtes des prismes, un rayon incident SO {fig^ 196) normal à la face d'entrée se propage dans le premier cristal avec une vitesse constante, puisqu'il est parallèle à l'axe.
Au point K, sur la surface de séparation des deux prismes, l'un des rayons reste ordinaire et continue sa marche sans déviation, l'autre est réfracté, mais en suivant la loi de Descartes, et devient extraordinaire.
Appelant ^ l'angle ABC des prismes, /• l'angle de réfraction au
(') Rochon, Journal de Physique, l. LUI, p. 192; 1801.
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point K du rayon extraordinaire el / l'angle d'émergence du rayon
O'R', on aura
n' sin3 =: n" sinr,
n" sin ( 3 — /•) = sin i\ il en résulte
sin£ = sin 9 (/i'' CCS r — n cosp) :=: ( rr — n )•
cosr \ cosr/
Comme la double réfraction du quartz est très faible, l'angle [3 — r est très petit; on peut remplacer cosr par cos^, ce qui donne sensiblement
sinf = {n" — n') tang^, (8) £=i(/2"— /i')tangp.
L'angle /, qui mesure la distancé angulaire des rayons émergents R et R', est à peu près indépendant de la couleur et ne varie pas d'une manière appréciable quand la direction de la lumière primitive s'écarte de petites quantités à droite ou à gauche de la normale SO à la face d'entrée.
La vision d'un objet au travers du prisme fournira donc deux images très voisines et à peu près achromatiques.
Le prisme de Wollaston ne diffère du précédent que par le sens de propagation de la lumière.
Les rayons tombent sur la face AC {fig- 197) parallèle à Taxe et pour laquelle l'axe est perpendiculaire au\ arêtes du prisme. Un rayon incident normal SO ne donne encore qu'un rayon réfracté OK dans le premier prisme, mais qui correspond à deux espèces d'ondes se propageant avec des vitesses différentes.
Sur les surfaces de séparation (^B, les ondes ordinaires qui sont polarisées dans le plan d'incidence deviennent extraordinaires, el réciproquement. En appelant v Tanglc EGA, i' et i' les angles de réfraction des ondes ordinaire el extraordinaire qui suivent encore la loi de Descartes, on a
n' sin Y ~ /i" sin/".
n" siny = n' sin i' .
Les angles des normales KO» et KO2 aux ondes ordinaire el extraordinaire avec la normale à la face de sortie BD sont respeclivemenl /' — y et y — i" . Les angles correspondants /, et i, dé-
mergence sont donc
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sin£| r— nJ sin(i' — y)' sin <s = /i' sin ( Y — i' ) .
rvA3
La même transformation que précédemment donne encore, d^une manière approximative,
t, m I, = {n'^ — n') tangY* Enfin la déviation angulaire des rayons R| et \K%
(9) 'i -H «î = 2 {n" — n') tangY
est à peu près indépendante de la direction des rayons incidcntn, pourvu qu'ils s'écartent très peu de la normale.
Fig. 197.
Pour une même valeur de Tangle du prisme, la déviation c»i donc doublée dans le prisme de Wollaston, mais les deux image» sont légèrement colorées d'une manière symétrique.
Si Ton fait marcher les rayons en sens contraire dan» les pri»me.% de Rochon ou de Wollaston, Técartement des faisceaux /'jufr' gents reste sensiblement le môme, mais le calcul des réfractiofi» deWent plus complexe.
368. Prisme de Senarmont. — Pour obtenir avec an pri»me de spath d'Islande deux faisceaux polarisés à angle droit et àti directions différentes, dont l'un peut être éliminé dao» le» espériencesy on complète habituellement l'appareil par an yrï%tnt de
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crown (322) qui achromatise le rayon extraordinaire en leruiienant à peu près dans la direction primitive. On peut achromatiser au contraire le rayon ordinaire par un second prisme de mèiae angle que le premier et disposé en sens contraire.
Considérons, par exemple, un appareil comme celui de Rochon, les axes BC et CD {fig* 198) des prismes étant situés dans
Fig. 19S.
le plan d'incidence sur la surface de jonction. Un rayon nonnal à la face d'entrée est ordinaire dans le premier prisme ; le rayon ordinaire qu'il donne dans le second prisme n'est pas dévié et émerge normalement à la sortie, en O'R'; le rayon extraordinaire éprouve une déviation au point R et une seconde déviation à la sortie. Si a est Tangle BAC du prisme, r l'angle de réfraction du rayon extraordinaire en K, l'angle de la normale aux ondes, avec
l'axe du cristal dans le second prisme, est r -h a et la vitesse
de propagation V" est
sin*(r — a) cos'(r — a)
fi
En appelant i l'angle d'émergence, les équations
n' sina =
sinr
sini =z ^ sm(r — «) = sinal n cosa ^jj- 1
déterminent la déviation du rayon extraordinaire.
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Cette disposition est réalisée au moins d^une manière très approximative dans le prisme imaginé par de Senarmont (*).
L'axe du spath d'Islande (364) fait un angle 0 de 45"23',5 ou sensiblement de 45** avecles faces naturelles. Soit ABA'B'(//^. 199)
Fig. 199-
la section principale d'un morceau de spath obtenu par clivage, AA' la direction de Taxe. Coupant le cristal par un plan passant par l'axe et perpendiculaire à la section principale, on replace le morceau inférieur AB'A', après l'avoir fait tourner de 180° autour d'une perpendiculaire à la base A'B', sur la face supérieure AB, de manière que le point A' vienne en A et le point B' en B ; les deux pièces ABA' et ABA, sont symétriques par rapport au plan AB, leurs axes AA' et AA| étant sensiblement rectangulaires (90® 47')' Il suflit alors de couper l'une d'elles par un plan BC parallèle à la coupe primitive AA' de l'autre pour obtenir un appareil qui donne au travers des faces parallèles BC et AA' un faisceau ordinaire parfaitement achromatique sans déviation et un rayon extraordinaire fortement coloré dont la déviation est de 9" à 10°. La construction présente encore Tinconvénient que les faces utilisées n'appartiennent pas au clivage et s'altèrent facilement.
La face normale à l'axe doit être tournée vers le rajon incident quand l'appareil fonctionne comme polariseur; on la tourne vers Fœil quand il sert d'analyseur.
369. Lunette de Rochon, — Si l'on interpose un prisme à double image entre l'objectif et le foyer d'une lunette astronomique, on
(«) I>B Senarmont, Annales de Chimie et de Physique , [3], t. L, p. 480; iSj;. M. — I. 40
obtient deux images de l'objet observé et, en modifiant la distance du prisme à Tobjectif, on peut faire en sorte que ces deux images soient en contact par leurs bords opposés.
En appelant F la longueur focale de Tobjectif, /et/' les distances de l'objet I et de son image 1' aux plans principaux correspondants (87) ou sensiblement au centre optique, l'angle apparent a de Tobjet, abstraction faite du renversement de Tiniage et quand il s'agit d'angles très petits, est
Si 0 est l'angle de séparation du prisme et / la distance à laquelle on doit le placer du plan focal pour amener les images en contact, la relation 1'= /5 donne
Les objets sont généralement assez éloignés pour que le rapport - soit négligeable, c'est-à-dire que les images se forment sensiblement au foyer principal; l'équation (i i) montre que la valeur de i est proportionnelle à /.
Comme le calcul suppose l'épaisseur des prismes très petite et que la mesure directe delà distance / serait très difficile, on estime le déplacement du prisme par une échelle divisée dont le zt-ro correspond à la position qui laisse l'image simple t*l Ton détermine l'une des divisions par l'observation d'un objet d'anj;le a|)parcnt connu.
Si Ton connaît au contraire la grandeur l de l'objet, la ^aleu^ de l'angle apparent a déterminera sa distance /*.
Le grossissement par l'oculaire a pour edet d'augmenter la c«> loration apparente de l'une des images fournies par le pri>nie et rend plus difficile l'appréciation de leur contact, et il est toujours fâcheux d'introduire dans une lunette une pièce qui altère la pureté des images. Pour remédier à cet inconvénient, Arago (M plica
( ' ) Arago, Comptes rendus des séances de l' Académie des Sciences, i. WIV,
le prisme entre l'œil et Toculaire et fit d'abord varier le grossissement de la lunette en modifiant la distance des verres de Toculaire composé pour obtenir le contact des images. Il trouva ensuite préférable de laisser Toculaire invariable et d'employer une série de prismes dont les déviations varient de Zo" ou même seulement de iS''. L'angle apparent de l'image dans la lunette étant égal au produit du grossissement G par Tangle apparent a de Tobjet, il suffit de chercher quel est le prisme qui établit le contact et Ton a
Cette méthode exige que l'on ait à sa disposition une série continue de prismes à double image, mais elle convient beaucoup mieux pour les observations astronomiques.
On pourrait, sans doute, remplacer les prismes biréfringents par un simple prisme ordinaire d'angle très petit recevant la moitié du faisceau de lumière, ou par un biprisme analogue à celui de Fresnel. En plaçant cet appareil dans l'intérieur de la lunette à une distance convenable où décroit l'oculaire, on pourrait encore mettre en contact les deux images qui seraient vues séparément par les deux moitiés de la pupille; mais l'une des images au moins serait encore colorée et l'ajustement de l'œil pour les distinguera la fois serait plus délicat.
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