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AVANT -PROPOS
Des géomètres illustres et des praticiens habiles se sont depuis longtemps occupés de la recherche des lois du mouvement des projectiles. Galilée démontra que la courbe décrite par les projectiles serait une parabole sans la résistance de Pair. Newton, Euler, Legendre et d'autres mathématiciens se sont occupés de la solution de la question balistique, en supposant la résistance de Fair proportionnelle au carré de la vitesse. Jean Bemouilly réduisit aux quadratures la question balistique dans l'hypothèse de la résistance de l'air proportionnelle à la n"* puissance de la vitesse; puis il fut démontré que cette réduction est encore possible, lorsque la résistance est exprimée par un binôme, dont le premier terme est indépendant de la vitesse et le second proportionnel à la n"* puissance de la vitesse. On considérait le mouvement du projectile comme celui d'un point matériel soumis à l'action de la force de la pesanteur et de la résistance de l'air en sens contraire à celui du mouvement, ce qui est jugte pour les projectiles sphériques, dont le centre de gravité coïncide avec le centre de figure et qui ne sont'pas doués au départ d'un mouvement de rotation.
Poisson étudia le mouvement d'un projectile sphérique doué d'une rotation dans le cas on son centre de gravité coïncide avec son centre de figure et dans celui d'une faible excentricité. Ostrogradski commença, mais n'acheva pas ses recherches
dans le cas d'une valeur quelconque de l'excentricité des projectiles sphériques. Les deux géomètres considéraient la résistance comme étant composée de deux parties: l'une, normale aux éléments de la surface, qui constitue la résistance proprement dite; l'autre, perpendiculaire à ces éléments, qui constitue le frottement, en admettant la première partie de la résistance proportionnelle au carré de la vitesse. Ils n'ont pas pris en considération l'augmentation de la pression de l'air sur certaines parties de la surface du projectile et la diminution de la pression sur d'autres parties — augmentation et diminution qui sont dues, comme l'ont démontré depuis les expériences de Magnus, aux mouvements simultanés de translation et de rotation, quand le mouvement de rotation a lieu autour d'un axe éloigné de la direction du mouvement de translation. En ne tenant pas compte de cet effet de l'air. Poisson avait conclu à la déviation eu sens contraire de la rotation do riiémisi)lière antérieure du projectile; ce qui est en opposition directe avec ce qui se passe dans le tir. Ostrogradski n'a fait que former les équations différentielles du mouvement d'un projectile sphérique hétérogène, mais n'a pas entrepris leur intégration.
Comme l'ont démontré les expériences, la résistance de l'air au mouvement des corps, dans le cas des vitesses employées dans le tir, croît plus rapidement que le carré de la vitesse; c'est pourquoi les recherches sur le mouvement des projectiles sphériques dans l'hypothèse que la résistance de l'air soit proportionnelle au carré de la vitesse, ne pouvaient conduire à des formules qui pussent représenter, dans tous les cas, les résultats du tir avec une précision suffisante.
Le général Didion a, le premier, imprimé en 1847 un traité complet de balistique extérieure, basé sur une expression binôme de la résistance de l'air, dont le premier terme est proportionnel au carré de la vitesse et le second à une puissance supérieure de la vitesse, nommément à la troisième. Ce traité, excellent par son placn et par son exécution, a été pris par nous
pour point de départ, lorsque nous avons été appelé en 1858 à professer la balistique à l'Académie d'artillerie et nous a beaucoup aidé dans la rédaction de notre traité.
L'édition russe de notre traité, publiée en 1870, aux frais de l'État, est divisée eu douze chapitres.
Le premier chapitre traite des moyens de mesurer les vitesses des projectiles et les durées de leurs trajets. La description des appareils employés à la mesure de la vitesse des projectiles avant l'application de l'électricité à ce but a été puisée dans le traité de M. Didion. La description du chronographe électrique et de la clepsydre de M. Le-Boulengé a été faite d'après les mémoires de l'auteilr; nous n'y avons ajouté que la détermination du degré de précision des vitesses mesurées par le chronographe et des durées des trajets des projectiles mesurées par la clepsydre. Les valeurs des vitesses initiales de nos projectiles, insérées dans les tableaux annexés à ce chapitre, résultent de nos expériences au polygone de Volkovo, près St-Pétersbourg.
Le deuxième chapitre comprend les lois du mouvement des projectiles dans le vide. L'énoncé de ces lois est emprunté au traité de M. Didion; nous n'avons fait qu'y ajouter l'application des formules du mouvement parabolique à la solution de divers problèmes du tir à l'aide des tables de tir.
Le troisième chapitre traite de la résistance de l'air au mouvement des corps, et en particulier à celui des projectiles. Les hypothèses faites dans les derniers temps sur le mouvement moléculaire des gaz sont encore trop peu établies pour pouvoir conduire à une solution assez précise de la question de la résistance de l'air au mouvement des projectiles. Toutes les recherches faites à ce sujet n'exprimant pas avec une approximation suffisante les résultats des expériences directes, nous nous sommes bornés au calcul de la résistance basé sur la considération du choc d'un corps doué d'une vitesse de translation connue contre l'air supposé en repos — calcul qui a pour lui la simpli-
cité et qui donne le moyen de connaître la relation entre la résistance de l'air sur les surfaces de révolution et les angles que font leurs axes de figure avec la direction du mouvement. Les bases du calcul de la résistance oblique sur les surfaces de révolution ont été puisées dans les Études sur la trajectoire que décrivent le^ projectiles dblongs parle comte de St.-Robert. 1860. La description des expériences sur la résistance de Tair au mouvement des corps animés de faibles vitesses, ainsi que des expériences faites en 1840 sur la résistance de l'air au mouvement des projectiles a été tirée du traité de M. Didion. Les résultats des expériences faites par M. Bashfortb en Angleterre sur les projectiles oblongs ont été déduits des données insérées dans les Proceedings of the Royal ArtUlery Institution, Woolwich. 1868. Les expériences de St-Pétersbourg sur la résistance de l'air au mouvement des projectiles sphériques et oblongs ont été faites par nous en 1868 et 1869 et leurs résultats sont pour la première fois publiés dans notre traité. Afin que les expressions de la résistance représentent, avec une approximation suffisante, les résultats de nos expériences et ceux des expériences .anglaises, faites avec des appareils perfectionnés, et que ces expressions permettent en même temps une intégration facile, quoique par approximation, des équations différentielles du mouvement, nous avons admis pour les projectiles sphériques^ dans les limites des vitesses de 530"'à 376,"'* la résistance de l'air proportionnelle ^au carré de la vitesse, et nous avons exprimé, à partir de la vitesse de 376"-' jusqu'aux petites vitesses, la résistance de l'air par un binôme dont le premier terme est proportionnel à la deuxième puissance de la vitesse et le second à la quatrième puissance de la vitesse; pour les projectiles oblongs j quand leur axe de figure coïncide avec la direction du mouvement, nous avons admis, dans les limités des vitesses de 510°" à 360"*', la résistance de l'air proportionnelle au carré de la vitesse; dans les limites des vitesses de 360°-'à 280""' nous l'avons admise proportionnelle à la sixième puissance de la
vitesse, et nous avons exprimé, à partir de la vitesse de 280"*' jusqu^aux petites vitesses, la résistance de Tair par un binôme dont le premier terme est proportionnel à la deuxième puissance de la vitesse et le second à la quatrième puissance de la vitesse et nous avons pu remarquer que cette dernière expression pouvait même être employée à partir de la vitesse de 32 5"-' jusqu'aux petites vitesses; ce qui simplifie la solution des problèmes du tir de toutes nos bouches à feu actuelles de place, de siège et de campagne, qui impriment aux projectiles, avec les charges en usage, des vitesses initiales moindres que 325"° '.
Si l'on veut exprimer la résistance de l'air par un seul terme proportionnel à une certaine puissance entière de la vitesse, depuis les plus grandes jusqu'aux plus petites vitesses, on trouve, d'après les résultats des expériences russes et anglaises, que la valeur la plus probable de cette puissance est égale à 3 j)our les projectiles sphériques et à 4 pour les projectiles oblongs.
N'ayant pas de solution assez exacte de la relation entre la résistance de l'air sur les projectiles oblongs et l'angle que fait leur axe de figure avec la direction du mouvement, nous avons adopté, pour exprimer cette relation, les formules déduites dans l'hypothèse que la résistance de l'air normale à chaque élément de la surface soumis à la résistance est due au choc de cet élément contre l'air supposé en repos.
Le quatrième chapitre comprend les recherches sur le mouvement dans l'air des projectiles sphériques qui n'exécutent pas de rotation. Les équations différentielles du mouvement y sont déduites sans faire d'hypothèse particulière sur la résistance de l'air, et on a exposé la méthode pour trouver, d'après la trajectoire donnée, la vitesse du projectile à chaque point de la trajectoire et la résistance de l'air correspondante. Cet exposé est emprunté au mémoire du comte de St-Robert: Bu mouvement des projectiles dans les milietix résistants. Ifi59. Les propriétés de la trajectoire dans l'air des projectiles sphériques qui n'ont pas de rotation sont examinées, conformément au mémoire
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mentionné, sans faire d'hypothèse particulière sur la résistance de l'air, dans la seule supposition que la résistance de l'air croit avec la vitesse, devient infinie pour une vitesse infinie et est moindre que le poids du projectile pour une vitesse infiniment petite. La réduction des équations du mouvement aux quadratures est faite dans la supposition de la résistance proportionnelle à la n""* puissance de la vitesse, et les formules ainsi trouvées ont servi à établir les conditions de la similitude des trajectoires des projectiles sphériques qui n'ont pas de rotation. Les équations finies exactes du mouvement ne s'obtiennent que dans la supposition de la résistance de l'air proportionnelle à la première puissance de la vitesse. La méthode approximative de l'intégration des équations différentielles du mouvement pour toutes les expressions de la résistance déduites des résultats de nos expériences — cette méthode est basée sur la substitution, proposée par M. Didion, du rapport variable de l'élément de l'arc de la trajectoire à sa projection horizontale par une certaine valeur moyenne de ce rapport, et la marche à suivre dans l'intégration de ces équations est puisée dans le mémoire du comte de St- Robert: Bu mouvement des projectiles dans les milieux résistants. 1859. Dans l'annexe à notre traité se trouvent réunies les tables des fonctions par lesquelles les équations approximatives du mouvement dans l'air diffèrent de celles du mouvement dans le vide; entre ces tables celles des fonctions 6*, F^ {z) et F {z) sont extraites du traité de M. Didion , et les autres tables, qui se rapportent aux expressions de la résistance non traitées par M. Didion, ont été calculées sous notre surveillance.
Dans le cinquième chapitre est exposée la solution des problèmes du tir avec des projectiles sphériques n'ayant pas de rotation. Pour résoudre les problèmes du tir sous de petits angles de projection, k fortes charges, nous sommes obligés de . calculer la trajectoire par parties, à cause des expressions différentes de la résistance de l'air adoptées pour les grandes et les
moyennes vitesses; mais les calculs sont beaucoup abrégés par la supposition que les distances verticales des points de la trajectoire à sa tangente au point de départ sont, pour ce cas, sensiblement indépendantes des angles de projection. L'énoncé de cette supposition et le calcul des limites des erreurs qui en résultent sont empruntés au mémoire du comte de St-Robert: Deltiro. 1857.
Dans le sixième chapitre sont discutées les déviations des projectiles sphériques sur les bases émises par M. Didion dans son traité. Pour obtenir les équations du mouvement des projectiles sphériques excentriques, nous avons essayé d'exprimer, pour une vitesse angulaire donnée la force déviatrice due aux mouvements simultanés de translation et de rotation en fonction de la vitessse de translation, en nous basant sur les résultats fournis par le tir en Prusse du canon de 12^ avec des obus excentriques, à la charge de 0^*95. N'ayant pas de résultats du tir à différentes charges, imprimant aux projectiles des vitesses angulaires différentes, nous n'avons pu exprimer cette force déviatrice en fonction de la vitesse de rotation et de celle de translation.
Le septième chapitre traite du mouvement des projectiles oblongs dans l'air. Les recherches sur ce sujet sont jusqu'à présent peu nombreuses. Nous ne mentionnerons que celles de M. Gautier, professeur au lycée d'Alger, çt celles du comte de St-Robert.
Le mémoire de M. Gautier, inséré dans les Annales scientifiques de V école normale supérieure^ 1868, se distingue au point de vue analytique; mais, pour simplifier les intégrations, l'auteur fait sur la résistance de l'air des hypothèses qui ne sont pas justifiées et qui le conduisent à des conclusions ne concordant pas avec la réalité. Dans le n"" 21 de l'année 1869 (22 novembre) des Comptes rendus hebdomadaires des séances de r Académie des Sciences de Paris, M. Gautier fait une communication sur son nouveau mémoire, où il est parvenu, dit-il, à surmonter les difficultés rencontrées dans son premier travail;
mais, en tant que nous sachions, ce nouveau mémoire n'est pas encore édité.
Le comte de St-Kobert, dans ses Études sur la trajectoire que décrivent les projectiles cblongs^ 1859 et 1860, déduit, par un procédé géométrique, la vitesse angulaire de Taxe de figure du projectile autour de la tangente à la trajectoire, en supposant cette tangente immobile et le couple de la résistance de VsAt constant y et indique les formules pour le calcul de la trajectoire en la divisant en parties correspondant à de petits intervalles de temps, pendant lesquels on peut admettre que Taxe du projectile se meut dans l'espace parallèlement à lui-même, et ne considérer pendant ces intervalles que le seul mouvement de translation, en tournant, après chaque intervalle de temps. Taxe de figure du projectile autour de la tangente d'un angle correspondant à l'intervalle considéré. Le comte de St-Robert n'a pas appliqué ses recherches au calcul d'un exemple particulier de la trajectoire. Nous avons calculé *) la trajectoire d'un projectile oblong d'après la marche indiquée par M. de St-Robert et nous avons été induits en erreur en trouvant que l'axe de figure du projectile faisait plusieurs révolutions entières autour de la tangente pendant le trajet du projectile. Nous avons relevé cette erreur en prenant en considération, pour former les équations diflférentielles du mouvement de rotation de l'axe de figure, l'abaissement de la tangente et la variation du couple de la résistance de l'air durant tout le trajet du projectile. Ces équations font voir que, dans le cas de vitesses un peu considérables, l'axe de figure exécute un mouvement d'oscillation autour de la tangente et que l'amplitude de ces oscillations est toujours moindre que tc.
Nous exposons dans le chapitre en question nos recherches à ce sujet.
*) De rînfluence da moavement de rotation sur la trajectoire de^ projectiles oblongs dans Taîr par N. Majevski; mémoire inséré dans le tome Y de la Revae de Technologie militaire de M. Terssen.
Le huitième chapitre comprend la solution de divers problèmes sur le tir des projectiles oblongs.
Dans le neuvième chapitre sont traitées les déviations des projectiles oblongs.
Dans le dixième chapitre sont déduites les conditions de la similitude des trajectoires décrites dans Tair par des projectiles semblables sphériques n'ayant pas de rotation, par des projectiles semblables âphériques excentriques et par des projectiles semblables oblongs, en supposant la résistance de Tair proportionnelle à la n"""^ puissance de la vitesse.
Le onzième chapitre traite de la pénétration des projectiles dans les milieux solides et du percement des cuirasses en fer. Les lois de la pénétration des projectiles sphériques sont énoncées suivant le traité de M. Didion. La relation entre la résistance des milieux solides, la vitesse du mouvement et Tangle que fait Taxe de figure d'un projectile oblong avec la direction du mouvement n'étant pas connue, nous ne donnons pas de théorie pour déterminer les lois du mouvement des 'projectiles oblongs dans les milieux solides, et nous nous bornons à l'explication de la forme du vide produit par les projectiles oblongs. La solution des problèmes sur le tir contre les cuirasses est basée sur les résultats des expériences anglaises décrites dans le compte rendu par M. le capitaine Noble.
La méthode des moindres carrés et son application à l'analyse des résultats du tir sont exposées dans le douzième chapitre. L'énoncé des principes de la théorie des probabilités est emprunté à V Essai d^une analyse élémentaire de la théorie des probabilités par M. Tchebycheff, aux Leçons autographiées sur la théorie des probabilités par M. Davidoff et au mémoire de M. TchebycheflF: Sur les valeurs moyennes^ 1866. Pour la rédaction de la méthode des moindres carrés, nous avons profité des mémoires: Méthode des moindres carrés par Gauss, traduction de M. Bertrand, Ueber die Méthode der Ideinsten Quadrate von Encke, At^sgleichung der Beobachtungs-FeUer von Dinger «t
du Calcul des probabilités par M. Liagre. Le principe de la moyenne arithmétique pour un très grand nombre d'observations est déduit des théorèmes exposés dans le mémoire de M. ïchebycheff: Sur les valeurs moyennes ^ 1866. L'application à l'analyse des résultats du tir est en grande partie empruntée au Calcul des probabilités appliqué au tir des prqjectUes par M. Didion, 1858. Les formules de l'interpolation par la méthode des moindres carrés sont données par M. Tchebycheff; nous les avons appliquées à la détermination de la projection de la trajectoire sur le plan vertical du tir , d'après les résultats du tir.
Pour faciliter l'édition de notre traité de balistique extérieure en français, nous avons omis:
1**. Le chapitre qui traite des moyens de mesurer la vitesse des projectiles et la durée de leur trajet, en renvoyant le lecteur au traité de balistique de M. Didion et aux mémoires spéciaux sur 4es appareils électro-balistiques.
2"*. Le chapitre qui concerne les lois du mouvement des projectiles dans le vide et l'application des formules du mouvement parabolique à la solution de divers problèmes du tir, à l'aide des tables de tir.
3"*. Dans le chapitre relatif à la résistance de l'air, la description des expériences sur la résistance de l'air au mouvement des corps sous de faibles vitesses, que l'on trouve dans le traité de M. Didion,
l"*. Les chapitres qui traitent des déviations des projectiles sphériques et oblongs, en renvoyant le lecteur au traité de balistique de M. Didion.
ô**. Le chapitre examijiant la similitude des trajectoires que décrivent dans l'air les projectiles sphériques et oblongs, en renvoyant le lecteur aux mémoires de M. de St-Robert et de M. de Brettes.
6^ Le chapitre relatif aux recherches sur la pénétration des projectiles sphériques et oblongs dans les milieux solides et
sur le percement des bordages des navires cuirassés, en renvoyant le lecteur aii traité de M. Didion et au compte-rendu par M. Noble sur le percement des plaques.
7*". Le chapitre qui comprend la méthode des moindres carrés et son application à l'analyse des résultats du tir, en renvoyant le lecteur aux ouvrages spéciaux et pour l'application au tir au mémoire de M. Didion. Nous ne conservons de ce chapitre, sous forme d'appendice, que les formules d'interpolation par la métliode des moindres carrés données par M. Tchébycheflf.
Les chapitres qui contiennent nos recherches sur le mouvement des projectiles oblongs dans l'air et leur application à la solution des problèmes du tir ne sont pas une traduction des chapitres VII et VIII de l'édition russe de notre traité; nous y avons fait de notables changements. Nous commençons par déduire la vitesse angulaire de l'axe de tigure d'un projectile oblong autour de la tangente — supposée immobile et la résistance de Pair en sens contraire de l'axe de figure supposée constante — en intégrant les équations différentielles d'Euler du mouvement de rotation d'un corps solide, et puis nous formons les équations différentielles du mouvement de rotation de l'axe de figure d'un projectile oblong considérant que durant tout son trajet la tangente s'abaisse et que la résistance de l'air varie. Ces équations renferment des termes qui — dépendant du cosinus de l'angle v que fait le plan vertical passant par la tangente avec le plan passant par la môme tangente et l'axe de figure — changent de signe. Dans l'état actuel de l'analyse, l'intégration même approximative de pareilles équations, entre des limites quelconques, présente des difficultés insurmontables, et il devient indispensable de les intégrer, même approximativement, par parties entre des limites où les expressions trigonométriques ne changent pas de signe. Cette intégration, qui se réduit à une intégration d'équations différentielles linéaires du premier ordre, fait voir que, quand la vitesse du projectile est un peu considé-
rable, l'axe de figure exécute un mouvement d'oscillation autour de la tangente, et permet d'étudier les propriétés de ce mouvement.
Ensuite nous posons les équations différentielles du mouvement de translation d'un projectile oblong , . en prenant pour axes des coordonnées l'abscisse des x horizontale , dans le plan vertical du tir, l'ordonnée des jT verticale et l'ordonnée des z perpendiculaire au plan des xy. Ces équations renfermant certaines expressions trigonométriques qui changent de signe, nous nous bornons, pour une première approximation, dans les équations différentielles du mouvement selon l'axe des x et celui des y aux termes qui dépendent de la composante tangentielle de la résistance, ce qui permet d'obtenir, par intégration, une première approximation de la projection du mouvement du projectile sur le plan vertical du tir. En négligeant, pour une première approximation, dans l'équation différentielle du mouvement selon l'axe des ^, le terme affecté de cosv, nous intégrons cette équation par parties, en nous servant des résultats obtenus de l'analyse du mouvement d'oscillation de l'axe de figure, et nous eu déduisons une première approximation de la projection horizontale du mouvement du projectile. Nous appliquons ces calculs à deux cas particuliers bien différents: l'un à un tir direct avec une vitesse initiale considérable et l'autre à un tir courbe avec une petite vitesse initiale, et nous déterminons les valeurs des corrections fournies par les termes négligés dans les équations différentielles du mouvement. Ces applications font voir la faible influence des termes négligés sur les résultats.
Le calcul par parties de la projection horizontale du mouvement étant trop long pour les besoins de la pratique, nous donnons des formules simplifiées de ce mouvement, en remplaçant les valeurs variables des expressions de l'angle que fait l'axe de figure avec la tangente et de celui que fait le plan vertical passant par*la tangente avec le plan qui passe par la même tangente et l'axe de figure — en les remplaçant par leurs valeurs moyennes dans deux demi-oscillations moyennes de l'axe
de figure: l'une ascendante et l'autre descendante, et en intégrant, après cette substitution, Téquation du mouvement selon Taxe des ^, à partir de Torigine du mouvement jusqu'à la durée qui correspond à la portée totale.
En nous basant sur l'analyse du mouvement des projectiles oblongs , nous formons l'image du mouvement d'un projectile oblong dans l'air.
La solution des divers problèmes sur le tir des projectiles oblongs n'est pas plus compliquée que celle des problèmes du tir des projectiles sphéfiques. Les résultats numériques que l'on eh obtient présentent une concordance suffisante avec les résultats directs du tir.
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1 . Définition et objet. La Balistique (du grec ^àXXo, je lance) est la science du mouvement des corps pesants lancés dans l'espace suivant une direction quelconque. Elle s'applique particub'èrement à la recherche du mouvement des projectiles tirés des bouches à feu.
On distingue la batistigtie intérieure, qui a pour objet l'étude du mouvement du projectile dans l'âme de la bouche à feu, tant qu'il est soumis à l'action des gaz de la poudre, de la balistique extérieure^ qui a pour objet la recherche du mouvement du projectile lorsque celui-ci est sorti de la bouche à feu, et soumis à l'action de la pesanteur et de la résistance du milieu dans lequel il se meut.
RÉSISTANCE DE L'AIR
2. Notions préliminaires sur la résistance des milieux. Malgré les nombreuses recherches et expériences entreprises dans le but de déterminer la loi de la résistance des milieux au mouvement des corps solides, les notions que nous avons sur cette résistance sont encore bien incomplètes, à cause de la grande difficulté que -présente la question.
On admet ordinairement qu'un corps, doué du seul mouvement de translation, dans un milieu quelconque, éprouve une résistance proportionnelle à la projection de la surface du corps sur un plan perpendiculaire à la direction du mouvement, et l'on distingue deux sortes de résistances.
La première consiste dans la force nécessaire pour vaincre la cohésion des molécules du milieu et leur frottement contre le corps en mouvement ; cette résistance est communément considérée comme indépendante de la vitesse du corps.
La seconde naît du mouvement imprimé par le corps aux molécules du milieu. Cette résistance dépend de la vitesse du corps en mouvement.
Suivant la nature du milieu, l'une ou l'autre de ces résistances est prédominante. Dans les milieux solides, la résistance totale dépend essentiellement des forces de cohésion du milieu, tandis que dans l'air la résistance due à ces forces et au frottement est presque insensible, au moins pour les vitesses qui ne sont pas très faibles.
3. Courant du fluide qui accompagne le corps en mouvement. Un corps qui n'a qae le seul mouvement de translation, et entièrement plongé dans un fluide indéfini, pousse devant lui un certain nombre de molécules fluides et les force à s'écarter de sa sur£a,ce antérieure avec une certaine vitesse qui doit croître avec la vitesse du corps. Les molécules du fluide, placées sur la route du^ corps, se meuvent dans certaines directions, formant des filets qui contournent le corps et remplissent l'espace vide qui tend à se former à l'arrière du corps, d'où résulte sur la route suivie par le corps un courant du fluide qui l'accompagne.
Dubuat a déterminé la valeur de ce courant, pour de &ibles vitesses des corps en mouvement, sur la considération suivante. Pour que les oscillations des pendules dans différents milieux fluides soient tautochrones, il faut que les distances de leurs centres d'oscillation à leurs axes de suspension soient proportionnelles aux accélérations de la pesanteur dans ces milieux. On juge des différentes accélérations de la pesanteur auxquelles sont soumis les corps dans divers fluides par le poids qu'ils conservent dans ces fluides. Appelons a la distance du centre d'oscillation à l'axe de suspension d'un pendule qui fiiit dans le vide un nombre connu d'oscillations dans un temps donné; l la distance du centre d'oscillation à l'axe de suspension d'un autre pendule qui fait dans le fluide le même nombre d'oscillations dans un même temps que le premier; P le poids dans le vide du corps qui sert de pendule, Il le poids du fluide déplacé par le corps ou le poids du volume de fluide égal au volume du corps; P — Il exprimera le
poids du corps dans le fluide et p^g sera le rapport des accélérations
dans le vide et dans le fluide. Si le corps dans ses oscillations dans
le fluide n'entraînait pas avec lui une partie du fluide, on aurait
P— n ?=a — p-. Mais, d'après les observations faites par Dubuat sur la
durée des oscillations de différents corps dans l'eau, ainsi que dans
l'air, la distance l était constamment moindre que celle qui résulte
de la formule. Dubuat en conclut qu'un corps entraîne dans ses
oscillations une partie du fluide. Four déterminer le volume du fluide
qui accompagne le corps, appelons AD le poids de ce volume dans le vide ; la masse en mouTement étant composée de la masse du corps et de la masse du fluide entraîné, son poids dans le vide sera P-4-AII et dans le fluide il sera P — n, et on aura
on en tire
p-n p-»-An'
où ^ exprime le rapport du poids du fluide qui accompagne le corps au poids du volume du fluide égal au volume du corps, ou le rapport du volume du fluide qui accompagne le corps au volume du corps.
En &isant osciller dans l'eau, ainsi que dans l'air, des sphères de différentes dimensions, Dubuat a trouvé que le volume du fluide entraîné est d'environ 0,6 du volume des sphères.
Sous de grandes vitesses le volume du fluide qui accompagne le corps est plus considérable que sous de petites; c'est ainsi que dans le jet des obus sphériques, lancés des mortiers sous l'angle de 45"^, avec des vitesses qui donnent des portées d'environ 600 mètres, on aperçoit quelquefois à leur partie postérieure une masse d'air noirâtre, dont la longueur est d'au moins deux ou trois fois le diamètre de Fobus.
Dans la recherche du mouvement des projectiles dans l'air, on peut, à cause de leur grande densité par rapport à celle de l'air, négliger le poids de l'air déplacé par le projectile, ainsi que celui qui l'accompagne, devant le poids du projectile.*
4. Influence de la compressibilité de Vair. Quand un corps se meut dans un fluide gazeux, comme l'air, qui est très compressible, la densité de l'air est plus forte en avant du mobile et plus &ible en arrière que celle qui correspond à l'état de repos. Cette circonstance, avec d'autres causes, feit sensiblement croître la résistance sur les corps qui se meuvent avec des vitesses considérables, comme celles des projectiles tirés des bouches à feu.
5. Variation de pression résultant de la rotation des corps durant leur mouvement de translation. Les phénomènes qui ont lieu dans l'air lors du mouvement d'un eorps doué d'une rotation sont encore plus compliqués. H se produit dans ce cas, comme l'ont démontré les expériences de Magnus '^), ime augmentation de pression sur certaines parties de la surface du corps et une diminution sur d'autres, suivant que ces parties opèrent un mouvement de rotation dans un sens contraire au mouvement de translation ou dans le même sens que ce dernier. Cette différence de pression est la cause des déviations considérables des projectiles sphériques excentriques doués d'un mouvement de rotation autour d'un axe perpendiculaire à la direction de leur mouvement de translation.
Dans le mouvement des projectiles oblongs doués d'une grande vitesse de translation et en même temps d'une grande vitesse de rotation autour de leur axe de figure, cet axe ne s'éloigne pas considérablement de la direction de la vitesse de leur centro de gravité, et dans le mouvement des projectiles oblongs tirés avec de faibles vitesses, leur vitesse de rotation n'est pas bien grande. Par suite, dans l'un et dans l'autre cas^ la différence des pressions de l'air sur les côtés opposés du projectile ne peut être bien grande; nous en ferons abstraction, ainsi que du frottement de l'air contre la surfece du projectile, et, dans le calcul de la résistance de l'air sur les projectiles oblongs doués d'un mouvement de rotation autour de leur axe de figure, nous nous bornerons à considérer (comme pour les projectiles qui n'ont pas de rotation) la résistance qui s'exerce normalement sur chaque élément de la surface, soumis à l'action de la résistance.
CALCUL DE LA RESISTANCE DE L AIR
6. Base du calcul de la résistance de Vair. Les hypothèses faites dans le dernier temps sur le mouvement moléculaire des gaz
*) Sar la déviation des projectiles par 6. Magnus, tradaction de M.Rieffel. 1863.
8ont encore trop peu développées pour pouvoir conduire à une solution assez exacte de la question de la résistance. Nous nous bornerons au procédé ordinaire du calcul de la résistance de Tair, basé sur la considération du choc d'un corps doué d'une vitesse de translation connue contre l'air supposé en repos. Ce calcul a pour lui la simplicité, et donne le moyen de connaître la relation entre la résistance de l'air sur les sur&ces de révolution et les angles que font leurs axes de figure avec la direction du mouvement, ce que l'on ne peut pas déduire des résultats des expériences faites jusqu'à ce jour sur la résistance de l'air.
7. Résistance de Vair sur un plan. Appelons P le poids du plan; S sa surfoce; v la vitesse avec laquelle il frappe l'air supposé en repos; II le poids de Punité de volume d'air, et g l'accélération de là gravité.
Nous supposerons d'abord que le plan est perpendiculaire à la direction du mouvement. Le plan parcourt dans l'élément de temps dt le chemin vdt et déplace un volume d'air Svdt'^ la masse de l'air
mise en mouvement dans l'élément de temps aura pour valeur - Svdt.
Pendant le choc du plan contre l'air il se développe à leurs points de contact des forces intérieures qui tendent à diminuer la vitesse du plan et à communiquer une certaine vitesse à l'air, de sorte qu'après un certain temps, très court, le plan et l'air qu'il met en mouvement doivent avoir une vitesse commune, qu'ils doivent conserver après le choc, si l'on envisage le plan et l'air comme des corps non élastiques. Comme pendant le choc il ne se développe que des forces intérieures, la somme des quantités de mouvement du plan et de l'air, qu'il met en mouvement, doit être la même lorsque le plan et l'air ont acquis une vitesse commune, qu'à l'origine du choc. lia quantité du mouvement du
plan avant le choc est - v; la quantité du mouvement de l'air
avant le choc est nulle, puisque avant ce choc l'air est supposé en repos; si l'on représente par dv la diminution de la vitesse du plan pendant l'élément de temps dt, on aura v — dv pour la vitesse du plan à la fin du temps dtj et comme on suppose qu'après cet élément
de temps le plan et Tair qu'il met en mouvement acquièrent une vitesse commune, on aura pour la somme des quantités de mouvement du mobile et de l'air, quand ils ont acquis une vitesse commune, l'expression (-H — Svdtj (v — dv). En régalant à la quantité de mouvement avant le choc, nous aurons
^-V=:(^^jSvdt)iV-dv),
d'où l'on déduit la force de la résistance de l'air sur le plan S perpendiculaire à la direction du mouvement
g dt — g^^'
Si le plan S n'est pas perpendiculaire à la direction du mouvement, en appelant e l'angle que &it la normale au plan avec la direction du mouvement, on peut décomposer la vitesse v suivant le mouvement en deux autres: l'une v cos e perpendiculaire au plan S, dont dépend la résistance, et l'autre v sin e parallèle au plan 8, avec laquelle l'air glisse sur le plan; on peut admettre que la résistance en est indépendante. En mettant dans l'expression de la résistance sur un plan perpendiculaire à la direction du mouvement, au lieu de v, la quantité v cos e, nous aurons pour la résistance normale sur le plan 8 oblique à la direction du mouvement
^8v^ cos^ 6.
Si Ton considérait le plan et l'air comme des corps élastiques, on aurait, d'après la théorie du choc des corps élastiques, pour la résistance sur un plan, les expressions ci-dessus doublées.
Gomme, dans le calcul de la résistance, nous n'avons pas pris en considération plusieurs circonstances qui accompagnent le mouvement d'un plan dans l'air, nous devons, pour obtenir des valeurs réelles de la résistance, multiplier les valeurs obtenues par un coefficient déduit des expériences. En appelant p la résistance normale de l'air
sur le plan 8^ et k le coefScient déduit des expériences, on aura dans le cas d*un plan perpendiculaire à la direction du mouvement
et dans le cas d*un plan oblique à la direction du mouvement
Q=:=k-S.V^GOS^&.
On voit par c^ qui précède qu'on peut, dans le calcul de la résistance de Tair sur un corps quelconque, admettre la résistance élémentaire sur chaque élément de sur&ce, soumis à l'action de la résistance, proportionnelle au produit de cet élément sur le carré de la projection normale de la vitesse.
8. Bésistance de Vair sur une surface de révolution dont Faxe de figure coïncide avec la direction du mouvement. Soit ADB (fig. 1) la courbe génératrice de la surfece de révolution qui se meut dans la direction de son axe de figure AO. Les éléments de la surface pour lesquels l'angle s que fait la normale extérieure à l'élément avec la direction du mouvement est moindre que l'angle droit, sont seuls soumis à l'action de la résistance de l'air, de sorte que la partie antérieure de la surface, soumise à la résistance de l'air, est séparée de la partie postérieure, non soumise à la résistance, par la circonférence DI/ de ccmtact de la surface de révolution avec un cylindre circonscrit dont la génératrice est parallèle à la direction du mouvement. Prenons l'axe de figure OA pour l'axe des x. La surface élémentaire mm'm'\ que nous nommerons rfc, éprouve dans la direction Nm qui lui est perpendiculaire une résistance (n^ 7) égale
à k-d<T.v^cos^ e; décomposons-la en deux: l'une k-da.v^cos^g suivant la direction parallèle à l'axe de figure et l'autre k-dtrv^ cos' s sin s
suivant la direction perpendiculaire à l'axe de figure; la dernière sera détruite par la résistance égale et contraire sur la sur&ce élémentaire nn'n" qui se trouve dans la même section méridienne que la surface élémentaire mm'm" et qui &it le même angle avec la direction du mouvement; par conséquent on n'a qu'à considérer la première
composante de la résistance k-d<TV^ cos^ e. Si Ton étend cette expression sur toute la zone produite par la révolution de Télément de Tare mm\ dont la surfiice est 27cyrfs, on aura pour la résistance de
Tair sur cette zone l'expression 2KÎc-f^ycoH^&d8y ou, remarquant
que cos 6=-^, cette expression deviendra 2%k-t^y^. L'intégrale
de cette expression, étendue sur toute la partie antérieure de la surùxAj exprimera la résistance de l'air sur toute la sur&ce de révolution. 9. Bésistance de, Vair sur une sphère ou sur une demi-sphère gui se meut la partie convexe en avant et dont Vaxe défigure ccincide avec la direction du mouvement. Prenons le centre de la sphère pour origine des coordonnées et appelons 22 le rayon de la sphère. L'équation du cercle générateur est
On en tire
xdx
-*-ydy=o; dy=—^dx',
dy'=$d:^;
rf/=
-.-plA d^=[l -*-^)dd'=^dA
et
ç=2Kk^v'Ul?dx,
ou
p=0,5Jk°7ci?t;».
10. Bésistance de Vair sur un cône gui se meut ayant son sommet en avant et dont Vaxe de figure ccUncide avec la direction du mouvement. Prenons l'origine des coordonnées au centre de la base du cône. Appelons 22 le rayon de la base; h la hauteur du cOne; X l'angle que &it sa génératrice avec son axe de figure. L'équation de la droite génératrice est
y = (A — x) tang X = ^r (A — x).
On en tire
dy=—^dx; dtf'=^dx>;
et
on
1 1 . Résistance de Vair sur une surface de révolution dont Vaxc de figure fait un angle donné S avec la direction du mouvement. Prenons (ôg. 2) pour l'axe OX Taxe de figure de la sur&ce de révolution et pour le plan des XT un plan passant par Taxe de figure parallèlement à la direction de la vitesse v. Soit da l'élément mm'm" de la sur&ce; e l'angle NGv que fait la normale extérieure de la surface avec la direction de la vitesse; 8 l'angle que fait l'axe de figure de la surface avec la direction de la vitesse. La résistance d^ de l'air sur l'élément da de la surface sera exprimée par
rfp = A;-t;*cos*6rfa.
Les éléments de la sur&ce pour lesquels on a e < |sont seuls soumis à l'action de la résistance de l'air. Par conséquent, l'équation
OU, ce qui est tout un, l'équation
cose = o,
jointe à celle de la sur&ce, détermine une courbe qui divise cette sur- &ce en deux parties telles que la valeur de cos e sera positive pour
tous les points de l'une et négative pour ceux de l'autre. La première sera la partie antérieure du corps qifi est soumis à la résistance de l'air, la seconde sera la partie postérieure qui n'éprouve pas de résistance. Cette courbe de séparation entre la partie antérieure et la partie postérieure est, en d'autres termes, la ligne de contact de la surface dont il s'agit avec un cylindre circonscrit dont la génératrice est parallèle à la direction de la vitesse.
Nous définirons la position de chaque pbint m de la sur&ce de révolution par sa latitude X, égale à l'angle Nms que fait la normale en ce point avec le plan des TZ, et par sa longitude L, égale à l'angle dièdre vAm que &it le plan des XT avec le plan méridien passant par le point m, angle mesuré par l'angle plan Mos ou T08.
L'élément de sur&ce âtr^^mnCm" est un rectangle, dont le côté mm' == ôm X angle {mofnl) = Ôpx angle (SoS') et dont le côté Sîm^=C^x angle OwO;0. L'angle (S05')=rfL et l'angle (mCm') =:dk. En désignant par y l'ordonnée OP du point M situé sur la courbe de la section méridienne principale et qui a pour abscisse x la ligne MP^ égale à l'abscisse mp du point m, et par 7 le rayon de courbure Cm de la surface au point m, on aura le côté mm' = ydL et le côtemw*=YdX, de manière que
da = y .y .dX.dL
et
d^=:k-^ Y.y.cos^e.dX.rfL.
Cherchons les expressions des composantes parallèles aux axes OX, 07, OZ de cette résistance normale élémentaire.
L'angle que fait la normale extérieure Nm avec l'axe OX étant
~ — X, la composante d^^ de la résistance d^ parallèle à l'axe OXest
dp^ = rfp . cos (^ — X W k-i^y cos^ s sin X . (ÎX . dL.
Pour avoir les composantes d^^ et d^^ de la résistance d^ parallèles aux axes OT et OZ, projetons d'abord la résistance d^ sur le plantes TZ; cette projection d^^^ aura pour valeur
et les projections de d^^^ sur les axes OFet OZ seront exprimées par dp =ip^^.cos L=É5t;'Yyco8'scosXcoslxiX.dL,
et
dÇg = d^yg . sin L=ïÉ-t;*ifycos*ÊCOsXsinZ>iX .dL.
A cause de la symétrie de la surfine de révolution par rapport au plan des XTj à chacune des composantes dp^, d^^j d^^ qui agissent sur l'élément da = mnim! de la surfiwe, correspond une autre composante égale qui agit sur l'élément symétrique situé de l'autre côté du plan des XY. Far suite, toutes les composantes dp^ se détruiront deux à deux. La force dp^ qui agit sur l'élément d(j=tMn!m se composera avec la force dp^ qui agit sur l'élément symétrique situé de l'autre cOté du plan des XJ, et donnera la force résultante élémentaire 2 dp^ parallèle à l'axe OX, située dans le plan des XY à une distance de l'axe OX égale à Ôq= ^. cos (YOS) = ÔP. cos (YOS) == y . cos L. Transportant la force élémentaire 2dp^ à l'origine des coordonnées 0, nous aurons, outre la force 2dp^, appliquée à l'origine des coordonnées, le couple de forces (2dp^, — 2dp^) situé dans le plan des XY et ayant pour moment
2dp^.ycosL.
Procédant de même avec les deux forces élémentaires dp^ qui agissent sur les deux éléments symétriques, nous obtiendrons la force élémentaire 2dp appliquée à l'origine des coordonnées, et le couple (2(2py , — 2dpy) situé dans le plan des X7, ayant pour moment
et agissant dans le sens contraire au couple (2dp^, — 2dpJ.
Composant toutes les forces élémentaires 2dp^ en une seule force Pa suivant l'axe OX et agissant dans le sens contraire à cet axe, composant toutes les forces élémentaires 2dp en une seule force Pb suivant l'axe OY et agissant dans le sens contraire à cet axe, et com-
posant tous les couples élémentaires (2cîp^ , — 2rfp J et (2rfp^ , — 2dp ) en un seul couple K situé dans le plan des XY et dont l'axe est conséquemment dirigé suivant l'axe OZ^ nous obtiendrons:
ç^=2k-i^\\yy cos' e sin X . dX . dLj
Pb = 2kjf^^^yy cos" e cos X . cos L.dk. dL,
K=2 llid^^.yeosL — d^^.x)
= 2ft - 1;^ f j Yy (y sin X — x cos X) cos* e . cos L . rfX . dL.
ou, en posant
K^kjv'Q, nous aurons à déterminer:
X= 2 JJ Yy c^s^ e sin X . dX . dL.
r= 2 Jj Yy cos* 6 cos X cos L dX . dL,
Ç= 2 JJ^y (ysinX — a?cosX) cos*e . cosJD.dX.dL.
Si nous appelons x^ la distance du plan YZ au point où se rencontre la direction de la résultante de la résistance avec l'axe de figure, point que nous nommerons centre de résistance de l'air, nous aurons
Les intégrales précédentes ne doivent s'étendre qu'à la partie antérieure de la surface, où l'on a
et dont le contour est déterminé sur cette surftce par l'équation
cos 6=0.
On déduit cos e du triangle sphérique Avm, dans lequel le cdté mv = tj le côté -iifi = | — X, le côté -4t;=8, l'angle vAm=:L; et Ton a.
cos e =cos d sin X H- sin i cos X cos L.
L'équation
cos 8 sin X H- sin 5 cos X cos L =
donne la relation entre la latitude et la longitude des points de la courbe qui sépare la partie antérieure de la sur&ce de sa partie postérieure.
Four déterminer la latitude du point où la courbe ci-dessus coupe le plan des XYj il fi^ut faire dans la dernière équation
par suite cette équation devient
cos i sin X — sin 8 cos X = 0,
d'où
comme on devait s'y attendre, car le point dont il s'agit est le point B du méridien principal, où la tangente à la surface est parallèle à la direction de la vitesse, tandis que la latitude X =: N'By de ce point est égale à 8 = xBvy puisque la normale N'B est perpendiculaire à la tangente Bv^ et By est perpendiculaire à Bx.
Four tous les points du méridien dont la latitude X est moindre que ij il &udra prendre les intégrales depuis L = jusqu'à la valeur de L en fonction de X donnée par l'équation
cos 8 sin X -H sin 8 cos X cos i = 0,
c'est-à-dire jusqu'à
en désignant par 9 l'angle dont le cosinus
Four tous les points du méridien dont la latitude X est égale ou supérieure à i, il &udra prendre les intégrales depuis L=0 jusqu'à L=ic; car, pour toutes les valeurs de X^S, les parallèles de la surfiice de révolution sont compris en totalité dans la partie antérieure qui éprouve la résistance.
D'après cela, en désignant par X^ et X^ les latitudes des extrémités de l'arc de la courbe dont la révolution engendre la surfoce qu'on considère, nous aurons:
1) Dans le cas où i^\ < X^:
X = 2 f Yy sinXdX jcos^ e dL,
r= 2 f Yy cos XdX f cos* e cos LdL^
Q=, 2JYy (j^sinX— iccosX) dXfcos'ecosJWZi;
2) Dans le cas où 8 > X, > X^:
i = 2 f Yy sin XdX f cos^ e dL^
ÀQ
r= 2 f Yy COS XdX J cos^ e cos LdLj
Q= 2 Jy^ (ysinX — a;cosX)(iXfcos*ecos2kîL;
3) Enfin, dans le cas où X^ < 8 <Xi:
X=2\yysm \dk f cos^ e dL-4-2 j yj/ sin XrfX J cos* e dL,
r= 2 jYî^cosXeïxJcos^6C08 2xi2i-H2 fyy cos XcîxJcos^ecosZkîL,
do Xq
Ç==: 2^'^y{t/sin\—xc>os'k)dX^cos^teosLdL
-*-2 f^y (ysinX — aîcosX) rfXfcos^ecosZkîL,
Xq
où 9 désigne l'angle dont le cosinus
tang X
12. Résistance de Vair sur la surface latérale cPun tronc de cône circulaire droit à bases parallèles j qui se meut ayant sa petite hase en avant et dont Vaxe de figure fait un angle d avec la direction du mouvement. La latitude X de tous les points du cône étant constante et égale à l'angle que &it la génératrice avec l'axe du cône, on peut prendre le trapèze ABGD (fig. 3), formé par deux génératrices consécutives, pour l'élément de la surfece du tronc de cône.
Beprésentant par 12 le rayon de la grande base du tronc de cône, par r le rayon de sa petite base, par h sa hauteur et remarquant que l'angle AOB =±i CoD = rfL, on aura
sinX=^=^^=, co8X = --=4==^, tangX = ^,
da=i (R-^r)Vh^^{R—r)\ dL.
La résistance normale sur l'élément da de la surface étant proportionnelle à
do . cos^ 6
et ayant d'après le n"^ 11
cos e = cos 8 sin X -H sin 8 ces X Gos £
(B^r) cos e -H Jl BJn ^ coa L
on obtient
-h2A(B — r)8in8cos8co8L-H**sm'8co8*It1 dX.
La projection de la résistance élémentaire sur Taxe OX est proportionnelle à
da . cos* « . sin X = |. j^t^n^^^^ Ufi — r)"cos*8 -•- -+-2A(B — r)sin8cos8cosiH-A*sin*8cos*L"] dL,
et la projection de la résistance élémentaire sur Taxe OY est proportionnelle à
do . co8*«.cosX, cos £ = I . jj^^^^yt \{fi — r)^cos* 8 cosL-h .-«- 2A (B — r) sin 8 cos 8 cos" £ -•- V m? 8 cos' il dL.
Par suite il résulte:
1) Dans {« cas où 8 < X,
-«-2A(jB — r)sin8cos8jcos2kîZf-HA*sin^8J'cos^ZrfL L
-♦-2A(B — r)sin8cos8jco8^JWL-t-A^sin^8jcos'JWL .
•— 18 — En effectuant l'intégration, on obtient:
2) Data le cas oài^ï.,
-t-2A(JS— OsinScosSjcoslkiL-HA^sin^SJcos^lkilf ,
■^2h{R—r)sinimijto^LdL~¥-li?sm'i\m'LdL ,
En effectuant l'intégration, on obtient:
-+■ SA (B — r) sin 8 cos 8 sin 9"],
y= ip^^^[3A (S-r) (Tc-9) 8in8 cos8 -t-(2A«8in»8 -»-(JB — rfeos^i) sinç ],
où(n°ll)
et par conséquent
,- . ^ tangX S—r
•P = "<5«''8CrâF»)-
Pour trouver le centre de résistance de Pair, remarquons que la résultante de la résistance sur chaque trapèze élémentaire, formé par deux génératrices consécutives du cône, doit être perpendiculaire à la génératrice et passer par le centre de gravité de ce trapèze. D'après cela, la distance x^, du centre de résistance à la grande base du tronc du cône est
A>(fl-H2r)--2(B«^r»)
Si 8 = 0, les formules déduites pour le cas de 8 < X donnent
Si 8 = |, les formules déduites pour le cas de 8 > X donnent
Pour le cas d'un côn^ complet, il n'y a qu'à poser dans les formules précédentes r=:zo.
13. JRésistance de Vair sur la surface latérale dun tronc de cône circulaire droit à bases parallèles ^ qui 'se meut ayant sa grande hase en avant et dont Vaxe de figure fait un angle 8 avec la direction du mouvement. Dans le cas de 8<X la base plane antérieure du tronc de cône est seule soumise à la résistance de l'air;
par conséquent on a:
Dans le cas de 8 > X, en agissant comme dans le n° précédent, on trouve:
— 3A {B — r) sin 8 cos 8 sin 9 J ,
— 3% (B — r)(7: — 9) sinSeos îl, où
9 = arecos(-îj^).
La distance Xq da eentre de la résistance à la petite base dn tronc de cône est
14. Résistance de Vair sur la surface latérale éPun cylindre circulaire^ dont Vaxe de figure fait un angle 8 avec la direction du
mouvement. Pour le cylindre X = 0, cos 9 = ^^ = 0, par conséquent 9 = |.
Posant JR=r et 9 = |dans les formules du n° 12, qui se
rapportent au cas de S > X, nous aurons comme expression de la résistance sur la surface latérale du cylindre:
X = o, r=i»B.sin»«,
15. Résistance de F air sur le plan tzî^ perpendiculaire à F axe de figure gui fait un angle i avec la direction du mouvement. Admettant, comme précédemment, que la résistance de Tair sur im plan est proportionnelle au produit de la sur&ce de ce plan par le carré de la projection normale de la vitesse, on a:
X = T:r*.cos* 8,
16. Résignée de Vair sur la surface d'une demi-sphèrcj dont Vaoce de figure fait un angle 8 avec la direction du mouvement. Soit BÂCO (fig. 4) la demi-sphère que Ton considère; soit i l'angle {vOX) que fait la direction de la yitesse v avec Taxe de figure.
Imaginant nn cylindre dont la génératrice soit parallèle à la direction de la vitesse et qui enveloppe la sphère, et traçant le grand cercle BFEG perpendiculairement à la direction de la vitesse v, on voit que la partie DvGOF de la demi -sphère est la seule soumise à l'action de la résistance de l'air.
Au lieu de chercher directement les valeurs de la résistance suivant les axes OX et OTj il est plus &cile de déterminer d'abord les résistances suivant l'axe OX^ parallèle à la direction de la vitesse, et suivant l'axe 07, perpendiculaire à la direction de la vitesse et situé dans le plan qui passe par l'axe de figure OX et par la direction de la vitesse Ov.
En déterminant les résistances, il ne îàxxt considérer que la partie DvCGF de la sur&ce, car c'est la seule soumise à l'action de la résistance de l'air, ou bien, pour plus de fiicilité, il &ut calculer séparément les résistances suivant les axes OX, et OZj sur la surfs^ce de la demi-sphère DvEO et sur la surface GEOF^ prendre la différence de ces résistances suivant chacun des axes et ensuite passer aux résistances suivant les axes OX et OT.
Représentons la résistance sur la demi-sphère BACO^ ou, ce qui est tout un, sur la partie DvGQy suivant les axes OX et OT par
k^v'Xetk^f^T,
et suivant les axes OX, et OT^ par
k^v'X, et h'^v'T,;
représentons les résistances sur la demi-sphère.. 2)t;£'â^ suivant les axes OX, et 07, par
k'^v'X'.etk^v'r,;
représentons les résistances sur la partie QEOF suivant les axes OX, et 07, par
Jfe9t;»X^, et&5t;2r,,
et désignons par r le rayon de la sphère.
L'élément de la surfiice mni!m'=idQ est ég;al à
ow X angle {mond) x Ôm x angle {mOm"). Mais Ôw = r,
om = Ôm" X sin (mOv) =^m x cos (A^ms) =s r cos X,
l'angle (mom!) :=dL et l'angle (wOm')=-dX.
Par suite
(îa = r'dL.cosXdX.
La résistance normale sur l'élément de de la sor&ce est proportionnelle à
da^cos^e,
et comme e = (NOv) = ^ — X ,
on a
da . cos^e = r^dL . sin^X . cosX . dk.
La projection de la résistance élémentaire sur Taxe OX^ est proportionnelle à
dd . cos'e . sinX =:r^dL. sin^X . cos X . dX,
et la projection de la résistance élémentaire sur l'axe OT^ est proportionnelle à
(îa.cos^6.cosX.cosX = ^'^cosLrfL.sin^X.cos^X.rfX:
Pour obtenir les valeurs de X\ et de Fj, il fiiut, après avoir multiplié par 2 les deux expressions précédentes, les intégrer depuis L = jusqu'à X = TC et depuis X = jusqu'à X = |. Pour avoir les valeurs de Z^ et de Jj', il faut, après avoir multiplié par 2 les mêmes expressions, les intégrer depuis L = jusqu'à X = ^et depuis X= jusqu'à X = jE?iS = Xi. L'arc HS = \ se déduit du triangle sphérique rectangle GHS par la formule
tang HS = sin GS. tang (HGS) ou
tang \ = cosL . tang 8.
Par suite
rî
cosLdL I sitf X.cos*XrfX = 0,
X; = 2r«pLfsin«
XcosX(fX,
I^ = 2r2 cos ZkiL Uin* X cos^ XrfX,
où \ est déterminé par la condition
tang Xj = cos L . tang 8 , et par conséquent
. ^ tangd.cosX ^^„ ^ 1
8m>.— ^ , 1. 1 cos A| = . ^ ^ u I ,
* yi-t-tang»d.coa»i' ^ yTTunpTTcoiVL'
^^ tang d . sin X ly
"^ — ~ l-*-taiig»*.coa*£ ' "^•
On sait que
|sinX.COSXrfX=— j— =i .(l^tang*a.co3«i)*'
fsin^Xcosn(îX = || sV2XrfX — I (1— cos4X)rfX
= |Xi — ^^^sin 4Xj = ^ Xi — 3^^ sin2Xi . cos 2X, =3 1 Xj — ^ sin Xj cos \ (cos ^ X^ — sin^ Xi)
I ^ I (1— tang* a.cos^ Z).tang ^.coa Z
— ¥^1 î' (l-^tang2d.co8*X)2
Substituant les valeurs de ces deux intégrales dans les expressions de i[ et T^, nous aurons
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Substituant ces intégrales dans les expressions de X^ et T^ nous aurons :
Xl=^'!zr^ (2 — 3cos8-HCOS^«),
r;' = ^7ur«.8in»«.
Les valeurs de X^ et T^ seront :
X, = X/ — X';; = |i:f^ (2 -H 3cos8 — cos»8) , r, = r/— r;=-|7ur\sin«8.
Passant des valeurs de X^ et T^ aux valeurs X et F, à l'aide des formules :
X= Xj . cos8 — r^ . sin8 , r= Xj . sin 8 -*- T^ .cos 8,
nous aurons pour la demi-sphère :
X=|iîr'(l-+-cos8)S r= ^ Tcf^ (1 -«- cos 8) sîn 8.
La direction de la résistance normale sur chaque élément de la surface de la demi-sphère passant par son centre , le centre de résistance de l'air sur la surface d'une demi-sphère coïncide avec le centre de la demi-sphère.
17. Résistance de Vair sur un prajp-dUe oblong dont Taxe de figure fait un angle donné 8 avec la direction du mouvement. Décomposons la surface d'un projectile oblong donné en surfaces pour lesquelles nous avons trouvé les expressions de X et de Z et calculons les valeurs de X et de T sous différents angles 8, pour chacune de ces surfaces. Les sommes de ces valeurs, prises séparément pour
chaqae angle 9, donneront les yaleurs de X et de F pour toute la sor&ee da projectile sous différents angles i, et nous aurons
et
9A = ft°X.t;»
PB=fc°r.t;^.
Si nous représentons par E le rayon de la partie cylindrique du projectile oblong, par X^ la valeur de X pour i^o, et si nous ap-
pelons X le coefficient constant ^ - ^ qui peut être déduit des résultats des expériences, nous aurons pour un projectile oblong la résistance suivant l'axe de figure et agissant dans le sens contraire à l'axe
et la résistance perpendiculaire à Taxe de figure, dans le plan passant par cet axe parallèlement à la direction du mouvement
ou
Pb =X^7cjBV,
pB=fpA-
On a tracé sur la figure 5 les courbes des valeurs de ^ et de ^
pour les projectiles semblables à notre obus oblong de 4\ à chemise épaisse en plomb, en prenant pour abscisses les angles 8 et pour or-
données les valeurs de ^ et celles de :^ . La courbe de -^ fait voir que les valeurs de y- sont sensiblement égales à l'unité depuis 8=o
jusqu'à8=40°, et même sous rang]e8=80°, la valeur de ^=0,7 5.
On peut en conclure qu'il est permis de prendre les valeurs de la résistance de l'air que l'on obtiendrait sur les projectiles oblongs, avec diverses vitesses, dans le cas de 8 = o, pour les valeurs de la résistance suivant l'axe de figure sous tous les angles 8, qui dans la
plupart des cas de thr sont bien au-dessous de 40^ et sont moindres que 80° môme pour un tir courbe sous 45"^ avec les plus petites charges.
La résultante de la résistance de Tair sur un projectile oblong est
ou
On tirera les angles {^^A') que fait la résultante de la résistance avec la direction contraire à Taxe de figure, de l'expression
tangM') = |.
Ces angles peuvent être plus grands ou plus petits que les angles B formés par l'axe de figure avec la direction du mouvement. Ainsi pour un cylindre dont la hauteur est 2% fois son diamètre, les angles {^jA') sont plus petits que les angles B pour toutes les valeurs de 3 de à 25°%; pour les projectiles formés d'un cylindre surmonté d'une demi-sphère dont la hauteur est 2% fois leur diamètre, les angles {^^A') sont plus grands que les angles 3 pour toutes les valeurs de 8 de à 8b^% Four les projectiles semblables à notre obus oblong de 4\ à chemise épaisse de plomb, la courbe des angles (p,^') est construite sur la figure 5 en prenant pour abscisses les angles i et pour ordonnées les angles (p,^0; Pour ces projectiles les angles {^^A^ sont plus grands que les angles 3 pour toutes les valeurs de 3 de à 83°.
On aura les angles (p^T*) que fait la résultante de la résistance avec la direction contraire à celle du mouvement, en retranchant les angles 3 des angles (p,-4'). La courbe des angles {^,T) pour les projectiles semblables à notre obus oblong de 4^ à chemise en plomb, est construite sur la figure 5, en prenant pour abscisses les angles 3 et pour ordonnées les angles i^yT). Four ces projectiles la direction contraire à celle du mouvement est comprise entre la direction contraire à l'axe de figure et la direction de la résultante de la résistance de l'air, pour tous les angles 3 de à 83°. La résultante de la ré-
sistanee s'éloigne de la direction contraire à celle da mouvement avec l'accroissement de l'angle S de jusqu'à environ 30^ et elle s'en rapproche avec les accroissements ultérieurs de l'angle S jusqu'à 3= 83^
18. Couple K de la résistance de Vair sur ur^ projectile oblong dont Taxe de figure fait un angle B avec la direction du mouvement. — Centre de résistance. Si l'on représente par d la distance du centre de résistance de l'air au centre de gravité du projectile — distance exprimée en rayons B du projectile — on aura, pour le couple de la résistance, l'expression
K=d.B.^^ = \^.d.T:IP.v' = k.j.d.B.Tv'.
Décomposons la surfiice du projectile donné en surfaces pour lesquelles on a déterminé y dans les n""' précédents , les expressions des distances des centres de résistance à leurs bases; calculons les distances des centres de résistance de ces sur&ces au centre de gravité du projectile; multiplions-les par les valeurs de T correspondantes à ces surfaces pour un angle donné S; &isons la somme algébrique de ces produits et divisons-la par la valeur de T correspondante au projectile entier pour l'angle donné i. Le quotient exprimera la distance d.Bàu centre de la résistance de l'air sur le projectile à son centre de gravité pour l'angle donné 8. On a construit sur la figure 5 la courbe de d pour les projectiles semblables à notre obus oblong de 4\ à chemise en plomb, en prenant pour abscisses les angles B et pour ordonnées les valeurs de d.
Pour des angles S très petits, le centre de résistance du projectile entier est fort près du centre de résistance de la partie antérieure conique ou ogivale du projectile. En effet la résistance perpendiculaire à l'axe de figure sur la partie cylindrique est proportionnelle (n° 14) à
sin' 8,
tandis que celle sur la partie conique, pour des angles i très petits, est proportionnelle (n° 12) à
sin 8 cos h.
Le rapport de ces deux résistances est proportionnel à
sin dcos d
sin'd
c'est-à-dire à une quantité fort grande toutes les fois que 8 est très petit. Il résulte de là que le centre de résistance du projectile entier est pour les très petites valeurs de 8, fort près du centre de résistance de la partie antérieure conique ou ogivale du projectile. Par suite, au commencement de la trajectoire, quand Tangle que fait l'axe de figure du projectile avec la direction de la vitesse ou, ce qui est tout un, avec la tangente à la trajectoire, est encore très petit, le centre de résistance se trouve en avant du centre de gravité. A mesure qu'augmente l'inclinaison de l'axe de figure sur la trajectoire, le centre de résistance s'approche du centre de gravité, et peut môme l'atteindre et passer de l'autre côté pour certaines formes de projectiles. Dans les projectiles semblableâ à notre obus oblong de 4\ à chemise en plomb, le centre de résistance, comme on le voit sur la figure 5, est, pour l'angle 8= 90°, situé encore un peu m avant du centre de gravité.
Le centre de résistance de l'air étant situé, dans tous les cas du tir, en avant du centre de gravité, et la résistance de l'air étant opposée au mouvement, le couple de la résistance de l'air tend à éloigner l'axe *de figure du projectile de la tangente à la trajectoire.
§ If.
EXPÉEIENCES SUE LA BÉSISTANCE DE l'aIE AU MOUVEMENT DES
PEOJECTILES.
19. Moyen de déterminer les valeurs de la résistance de Voir correspondantes à différentes vitesses des projectiles. Pour déterminer la valeur de la résistance correspondante à une certaine vitesse d'un projectile d'artillerie, on mesure la vitesse en deux points de sa trajectoire qui ne soient pas bien éloignés l'un de l'autre. Soit P le poids du projectile; 2R son diamètre; l la distance entre les deux
points; F la vitesse du projectile an premier point, c'est-àrdire à l'origine de la distance l] V la vitesse da projectile au second point, c'est-à-dire à la fin de la distance l; g l'accélération de la gravité. Noas aurons pour l'accroissement de la force vive du projectile
Les forces qui agissent sur le projectile sont la pesanteur et la résistance de l'air.
Les deux points où l'on mesure les deux vitesses du projectile étant choisis approximativement au même niveau, on peut négliger le travail de la pesanteur sur le chemin l.
Les vitesses F et F', à l'origine et à la fin du chemin assez court ly ne différant pas beaucoup l'une de l'autre, la résistance varie peu sur ce trajet, de manière qu'en nommant p la résistance moyenne de l'air agissant en sens contraire du mouvement, le travail de cette résistance sera sensiblement égal à
et nous aurons
d'où
La résistance de l'air étant proportionnelle à sa densité, qui varie suivant l'état de l'atmosphère, il &ut ramener les résistances observées à différentes époques à une mdme densité d'air IIj *). Si l'on appelle II la densité de l'air au moment de l'expérience, on aura pour la résistance de l'air à la densité IIi ,
*) Noas prendrons IIi r= l*, 206 qoi est le poids d'un mètre cabe d'air à la pression barométrique de 0",75, à la température 15^ du thermomètre centigrade) quand l'air est à moite saturé de rapeur.
et cette résistance peut Ôtre considérée comme se rapportant à la vitesse moyenne
En mesurant les vitesses d'un projectile en deux points de sa trajectoire et en tirant avec des charges différentes, nous obtiendrons les valeurs de la résistance de Tair correspondantes à diverses vitesses.
Pour pouvoir comparer les résultats obtenus avec des projectiles de différents calibres, nous rapporterons les valeurs de la résistance à l'unité de la sur&ce de la plus grande section transversale du projectile; et pour augmenter, dans la recherche des expressions de la résistance, l'importance des résultats qui se rapportent aux moyennes et aux faibles vitesses avec lesquelles les projectiles se meuvent sur la plus grande partie de leur trajet, si celui-ci n'est pas trop court, nous prendrons les rapports des valeurs de la résistance aux carrés des vitesses correspondantes. En posant
nous aurons
Les valeurs de 9' ainsi obtenues pour diverses vitesses serviront à déterminer les expressions de la résistance de l'air. Si, au lieu de supposer la résistance constante sur le trajet 2, on recalculait les valeurs de ^' d'après les vitesses observées au moyen des expressions trouvées de la résistance, on obtiendrait des valeurs qui ne différeraient des premières, dans le cas le plus dé&vorable, que d'un millième de leur grandeur, et on aurait une preuve qu'on peut calculer, sans erreur sensible, les coefficients 9', en admettant une résistance constante sur le trajet assez court du projectile entre les deux points où l'on a mesuré les deux vitesses.
On peut mesurer, au moyen des appareils électro-balistiques, les vitesses d'un môme projectile en deux points de sa trajectoire. Au moyen du pendule balistique on ne peut déterminer la vitesse d'un
même projectile qu'à une seule distance de la bouche à feu; par suite, lorsqu'on emploie le pendule balistique pour les expériences sur la résistance de l'air, on est obligé de tirer contre le pendule de deux distances différentes avec des projectiles et des charges de poids et ie diamètres égaux, et de prendre les vitesses moyennes déduites à chacune de ces distances pour les vitesses d'un même projectile en deux points de sa trajectoire.
20. Edcpériences de Robins. Les expériences exécutées par Robins en Angleterre, et décrites dans ses principes d'artillerie de 1742, consistaient dans la mesure de la vitesse des balles sphériques tirées d'un fusil contre un pendule, à différentes distances, avec des charges différentes. Les résultats de ces expériences ont fait voir que la résistance de l'air croît plus rapidement que le carré de la vitesse, et ont conduit Euler à exprimer la résistance de l'air par un binôme, dont le premier terme est proportionnel à la seconde puissance de la vitesse et le second à la quatrième puissance de cette vitesse *).
21. Expériences de Hutton, Les expériences de Hutton ont été exécutées à Wolwich de 1787 à 1791. Hutton a tiré des canons de l\ 3* et 6^ contre un pendule balistique à des distances qui ont varié de 10" à 130", et il a observé des vitesses qui ont varié depuis 100°-' jusqu'au-delà de 600™='. Il résulte des valeurs de la résistance qu'il a obtenues, que la résistance, étant approximativement proportionnelle aux carrés des diamètres des projectiles, croit plus rapidement que le carré de la vitesse, depuis les faibles vitesses jusqu'à celle d'environ 440"-", et qu'elle croît approximativement comme le carré de la vitesse depuis celle de 440™=" jusqu'à celle de 600"='. Le général Didion remarque que l'accroissement moins rapide de la résistance à de très grandes vitesses pouvait avoir été obtenu à l'occasion d'un nombre de coups trop restreint et du rejet des résultats qui paraissaient douteux à Hutton.
22. Expériences de Metz de 1839 et 1840. Ces expériences ont été faites par une commission composée de Mm. Piobert, Morin et
*) Nouveaax principes d'arUllerie de Robins, commentés par Euler, traduits par Lombard. 1783. Page 865.
Didîon àyec des boulets sphériques d6 24, de 12, de 8 et des obus sphériques de 22% au moyen d'un pendule balistique sur lequel on tirait, dans une même séance, de deux des distances suivantes: 15, 40, 65, 90 et 115 mètres., de manière que l'on déterminait la vitesse des projectiles en des points distants l'un de l'autre de 25, 50, 75 et 100 mètres. Les vitesses variaient dans les limites de 200 à 650 mètres. On tirait à chaque distance, avec la même charge, de 3 à 6 coups et on prenait la vitesse moyenne déduite de ces coups. On a réuni les expériences des canons de 12 et de 24, comme les plus nombreuses, et on les a partagées en trois groupes, d'après les valeurs croissantes des vitesses t;. On a obtenu ainsi les valeurs moyennes suivantes de v et de ^' pour chaque groupe:
Vitesses v 337"^'22, 428°=^81 , 535^45
Coefficients p' 0,0479 , 0,0535 , 0,0616 .
Si l'on construit ces résultats en prenant les vitesses pour abscisses et les valeurs de p' pour ordonnées, on obtient trois points situés sensiblement sur une même droite; le dernier point est un peu audessds de la droite tracée par les deux autres.
Le général Didion a exprimé ces résultats par l'équation d'une droite
p' ^0,027(1 H- jI,)
et le comte de Saint-Robert, de l'artillerie sarde, par l'équation d'une courbe parabolique *)
OÙ le mètre et le kilogramme sont pris pour unités.
Ainsi, d'après les résultats des expériences de Metz, faites en 1839 et 1840, la résistance de l'air sur les projectiles sphériques, à la densité de l'air II , peut être exprimée:
*) Comte de Saint-Robert. Da mouyement des projectUes dans les milieux résistants. 1869.
d*après M. Didion par la formule
où ofVî = 0,027 et r = 435, le mètre et le kilogramme étant pris pour unités;
et d'après le comte de Saint-Robert par la formule
^ = ^Kl!^^/{l^^),
où <A) = 0,0387 et r = 696, le mètre et le kilogramme étant pris pour unités.
Les expériences sur la résistance de l'air au moyen du pendule balistique ne permettant de mesurer la vitesse d'un même projectile qu'en un seul point de sa trajectoire, il fallait, comme nous l'avons remarqué (n^ 20), prendre comme appartenant au même projectile en deux points de son trajet les vitesses moyennes déduites du tir avec des projectiles difl^rents. Cette circonstance ne pouvait pas être sans influence sur les résultats des expériences, et les expressions de la résistance qu'on en a déduites, lorsqu'on les applique à la résolution des questions de la balistique, donnent des résultats conformes à ceux que l'on obtient dans le tir immédiat, lorsque les distances du tir ne sont pas grandes; les portées avec de fortes charges et sous de grands angles de projection^ calculées d'après ces expressions de la résistance, sont de beaucoup au-dessous de la réalité.
23. Expériences de Metz de 1856, 1857 et 1858. Les doutes . soulevés par les résultats des expériences au moyen du pendule balistique ont engagé le comité d'artillerie de France à proposer de faire de nouvelles expériences au moyen de deux pendules électro-balistiques de M. Navez qui permettent de mesurer les vitesses d'un même projectile en deux points de sa trajectoire. Le tir a eu lieu avec des projectiles sphériques de canons de 8^ et de 24^ et d'obusier de 22*-, et les vitesses ont varié de 190"-' à 560"-'. Avec chaque charge, il n'a pas été tiré moins de 20 coups; on a calculé pour chacune des vitesses moyennes obtenues à chaque coup la valeur du coefficient ^',
et on a déduit la valeur moyenne de p' correspondante à la vitesse moyenne de tous les coups tirés avec les charges de même poids. L'intervalle entre les deux points de la trajectoire auxquels correspondaient les vitesses mesurées était compris dans les limitas de 50 à 100 mètres; la différence des vitesses pour un même trajet l croissant avec la vitesse du projectile, on a choisi les plus petits intervalles pour le tir avec de fortes charges, et les plus grands pour le tir avec de faibles charges.
Les résultats obtenus et ramenés à la densité de l'air IIi sont résumés dans la tableau suivant:
Bouches à feu.
Vitesses
Valeurs de
Bouches à feu.
Vitesses
Valeurs de P'
Ob. de 22^
Ob. de 22'
in:s
Can.de S]
Can. de 24*
Can.de 24^
Can.de 8*
Can. de 24*
Can.de 24*
Ob. de22''
Can. de 24*
Can. de 24*
Can. de 24*
Can. de 24*
Can.de 24*
Ob. de 22''
Can.de 24*
Ces résultats sont construits sur la figure 6, en prenant les vitesses pour abscisses et les valeurs de ?' pour ordonnées. Ils font voir que la résistance qui correspond à la vitesse de 320"'' est sensiblement égale à la résistance obtenue par les expériences antérieures de Metz; mais avec la diminution des vitesses les résistances décroissent, et avec l'accroissement des vitesses jusqu'à celle de 400"*' les résistances croissent plus rapidement que cela ne résulte des expressions de la résistance obtenues des expériences antérieures de Metz. A partir de la vitesse de 400"*'" jusqu'aux plus grandes; les résistances croissent moins rapidement que cela n'a lieu depuis les faibles vitesses jusqu'à celle de 400°*'".
La commission qui a &it ces expériences, sous la présidence du colonel Virlet, a exprimé la relation entre les valeurs obtenues de p' et les vitesses correspondantes par une droite (fig. 6) dont l'équation est
Ainsi, d'après les résultats des expériences de Metz de 1856, 1857 et 1858, la résistance de l'air sur les projectiles sphériques, à la densité de l'air II, pent être exprimée par la formule
oùofl)=0,000l42, le mètre et le kilo^amme étant pris pour unités.
24. Expériences de S^-Pétersbourg de 1868 et 1869. Quelques irrégularités observées dans la marche des premiers appareils électrobalistiques de M. Navez employés dans les expériences de Metz ont motivé la répétition en 1868, dans notre artillerie, des expériences sur la résistance de l'air au mouvement des projectiles sphériques, et en 1 869 on a exécuté, d'après la décision de l'adjoint du Grand-Maître de l'artillerie, des expériences sur la résistance de l'air au mouvement des projectiles oblongs. Les résistances ont été déterminées d'après les vitesses du projectile en deux points de sa trajectoire, et ces vitesses ont été appréciées au moyen de deux chronographes de M. Le-Boulengé. Les durées mesurées par les cbronographes pour obtenir les vitesses étaient dans les limites de O'IO à 0'15.
Les expériences sur la résistance de l'air au mouvement des projectiles sphériques ont été faites avec des canons de 6^ et de 24^ et un canon à bombes de 120\ dans les limites des vitesses de 527"*" à 227''''. Les résistances obtenues à de plus faibles vitesses étaient trop variées pour qu'on pût en profiter. Avec chaque charge, il n'a pas été tiré moins de 8 coups; on a calculé pour chacune des vitesses moyennes obtenues à chaque coup la valeur de p', et on a déduit la valeur moyenne de 9' correspondante à la vitesse moyenne de tous les coups tirés avec la charge de même poids. L'intervalle entre les deux points de la trajectoire auxquels correspondaient les vitesses mesurées était compris entre les limites de 50 à 150 mètres; les plus petits intervalles étaient choisis pour le tir avec de fortes charges et correspondaient aux plus grandes pertes de vitesse, qui atteignaient la valeur de 40"''; les plus grands intervalles étaient choisis pour le tir avec de faibles charges et correspondaient aux plus petites pertes de vitesse, qui atteignaient la valeur de lO"*".
Les expériences sur la résistance de Tair au mouvement des projectiles oblongs ont été faites avec des canons rayés de 4^ *)» 1 2\ 24^ et celui de 203°"""'. Les projectiles étaient en fonte, modèles en usage, à chemise épaisse de plomb. Les vitesses ont*!rarié de 409"-* à 172"='. Avec chaque charge on n'a pas tiré moins de 8 coups. L'intervalle entre les deux points de la trajectoire auxquels correspondaient les vitesses mesurées était compris entre les limites de 1 50 à 234 mètres; sur un trajet pareil Taxe de figure des projectiles s'éloigne peu de l'inclinaison de la trajectoire, de manière que l'on peut considérer les résistances déduites des expériences comme se rapportant au cas où Taxe de figure des projectiles oblongs coïncide avec la direction du mouvement. En tirant avec de fortes charges la perte de vitesse atteignait 30"°''; la plus petite perte de vitesse obtenue avec la plus faible charge du canon de plus fort calibre de 203™* était de 27*5 pour l'intervalle de 234 mètres entre les points auxquels correspondaient les vitesses mesurées. Le tir des canons de 229"^* et de 279""a été défendu, parce que le second projectile tiré dans ces expériences avec le canon de 229""'- est allé se loger, après plusieurs ricochets, au cimetière qui se trouve aux environs de la plaine d'épreuves. Aussi pour compléter les données se rapportant aux projectiles de forts calibres nous avons profité des tableaux des vitesses décroissantes **) déduites par M. Bashforth de ses expériences faites en 1868 au moyen de son chronogràphe; ces tableaux comprennent les vitesses de 518"' à 283" ' qui correspondent aux trajets de 305 en 305 mètres des projectiles oblongs de 178""*, 203""* et 229""*, et qui sont obtenues pour le cas où le mouvement des projectiles peut être considéré comme rectiligne. Nous avons calculé d'après les résultats insérés dans ces tableaux les valeurs de la résistance correspondantes à différentes vitesses.
Le résultats obtenus et réduits pour nos expériences à la densité de l'air II|= 1^', 206 sont résumés dans les deux tableaux suivants.
*) On a tiré avec deux canons de 4*: Tun en. usage actuellement dansTartillerîe de campagne et l'autre lourd, qui permet le tir à fortes charges. **) Proceedings of the Royal Artillery Institution, Wolwich. 1868.
Projectiles sphériques.
Bouches à feu.
Vitesses
Valeurs de P'
Bouches é feu.
Vitesses
Veleurs de ■ P'
Can. de 6^
Can. de 24^
880in:>
Can. de 24^
Can. de 6^
C. de 178™™ angl
Ces résultats sont construits sur les figures 7 et 8, les vitesses étant prises pour abscisses et les valeura de 9' pour ordonnées. Il en résulte:
1^. Les valeurs des calibres n'ayant pas une influence sensible sur les valeurs de 9', la résistance de Tair sur les projectiles, dans les limites des calibres en usage, peut dfaré considérée comme proportionnelle aux sur&ces des sections transversales des projectiles.
2"^. Les valeurs de p', depuis les plus ûdbles vitesses obtenues dans le tir, croissent avec les vitesses , et par conséquent les résistances croissent plus rapidement que les carrés des vitesses; l'accroissement le plus rapide des résistances est compris pour les obus oblongs dans les limites des vitesses de 28'0"-* à 360°-*. Depuis les vitesses de 360"'* pour les projectiles oblongs, et depuis celles de 380 mètres pour les projectiles sphériques jusqu'aux plus grandes vitesses, les valeurs de 9' restent sensiblement constantes, et par conséquent les résistances croissent sensiblement comme les carrés des vitesses.
25. Expressions ^nonomes de la résistance de Vair. Si Ton voulait exprimer p' en fonction de la vitesse par un seul terme proportionnel à une certaine puissance de la vitesse, on obtiendrait 0,86 comme valeur la plus probable de cette puissance pour les projectiles sphériques, depuis les plus faibles vitesses jusqu'à celle de 527"=', et 1,86 pour les projectiles oblongs, depuis les plus faibles vitesses jusqu'à celle de 420"*'% et en adoptiint des nombres entiers pour les valeurs de ces puissances on aurait eu 1 pour celle qui se rapporte aux projectiles sphériques et 2 pour celle qui se rapporte aux projectiles oblongs. En cherchant la valeur la plus probable du coefficient qui doit multiplier la vitesse élevée à la puissance trouvée pour obtenu: p', on aurait eu:
pour les projectiles sphériques
expression sensiblement la même que celle qui a été obtenue (n^ 23) aux expériences de Metz de 1856, 1857 et 1858; et pour les projectiles oblongs
26. Ainsi si l'on voulait exprimer la résistance de l'air par un seul terme depuis les plus faibles vitesses jusqu'aux plus grandes, on aurait, d'après les résultats des expériences russes et anglaises, à la densité de l'air II,
pour les projectiles sphériques
où, le mètre et le kilogramme étant pris pour unités ,
oft, = 0,00014 et pour les projectiles oblongs
où, le mètre et le kilogramme étant pris pour unités, cA) = 0,00000027.
27. Eoûpressions de la résistance de Vair représentant avec une approximation suffisante les résultats des expériences russes et anglaises. Four que les expressions de ^' représentent avec une approximation suffisante les résultats de nos expériences et ceux de Bashforth, et permettent en même temps d'intégrer facilement, quoique par approximation, les équations différentielles du mouvement des projectiles, nous pouvons:
Pour les projectiles sphériques exprimer p (fig, 7) depuis la vitesse de 530"'* jusqu'à celle de 376"** par la droite {A) dont l'équation est
et de la vitesse de 376"'* jusqu'aux fidbles vitesses par la courbe (B) dont l'équation est
Pour les projectiles oblongs nous pouvons exprimer p' (fig. 8) depuis la vitesse de 510"** jusqu'à celle 360"^' par la droite (G) dont l'équation est
de la vitesse de 360"^ jusqu'à celle de 280"=* par la courbe (D) dont l'équation est
p'= 0,0000000000026 rS
et de la vitesse de 280"'" jusqu'aux faibles vitesses par la courbe (Ê) dont l'équation est
p' = 0,012[lH-(j|3f].
28. Ainsi, d'après les résultats des expériences russes et anglaises, nous pouvons admettre qu'à la densité de l'air n :
La résistance de Vair sur les projectiles sphériques est exprimée depuis la vitesse de 530"-' jusqu'à celle de 376"-' par la formule
où, en prenant le mètre et le kilogramme pour unités,
oA> = 0,061, et de la vitesse de 3 7 6"-' jusqu'aux faibles vitesses par la formule
où, le mètre et le kilogramme étant pris pour unités,
oft. = 0,012,r=186"'.
La résistance de Vair sur les projectiles oblongs, dont Faxe de
figure coincide avec la direction du mouvement^ peut être exprimée
depuis la vitesse de 510""" jusqu'à celle de 360"*" par la formule
où, le mètre et le kilogramme étant pris pour unités,
Jl,= 0,044, depuis la vitesse de 360"'" jusqu'à celle de 2S0"*' parla fonuule
où, le mètre et le kilognimme étant pris pour unités,
Jl) = 0,0000000000026,
et depuis la vitesse de 280"-'' jusqu'aux faibles vitesses par la formule
p = cA,itiP^t;«[l-^5],
OÙ, le mètre et le kilogramme étant pris pour unités, <A>=p,012,r = 488"\
La distribution des points (9 ,t;) autour de la courbe (E) (fig. 8) &it voir qu'on peut prolonger cette courbe, comme l'indique la ligne pointillée, jusqu'à la vitesse de 325"'% et qu'on peut, par conséquent, se servin de la dernière expression de la résistance depuis la vitesse de 325°"" jusqu'aux faibles vitesses, ce qui simplifie la solution des problèmes du tir de toutes nos bouches à feu actuelles de place, de siège et de campagne qui impriment aux projectiles, avec les charges en usage, des vitesses initiales moindres que 325""''.
29. Bésistance de Vair sur les projectiles obhngSj lorsque leur axe de figure ne ccincide pas aivec la direction du mouvement. On ne peut pas étendre les expressions trouvées de la résistance de l'air sur les projectiles oblongs au cas où leur axe de figure &it un angle sensible avec la direction du mouvement. Les recherches expérimen* taies se rapportant à ce cas, du moins pour les vitesses considérables, présenteraient de grandes difficultés, et c'est à grand' peine qu'une solution de cette question pourrait être trouvée sans certaines hypothèses sur les propriétés des gaz et leur action sur les corps en mouvement.
Nous avons fait voir (n^ 1 7) la relation entre la résistance de l'air sur les projectiles oblongs et l'angle 8 que forme leur axe de figure avec la direction du mouvement, dans l'hypothèse que la résistance normale de l'air à chaque élément de la sur£&ce soumis à la résistance est due au choc de cet élément contre l'air supposé immobile. N'ayant pas de solution assez exacte de cette question, nous
sommes forcés d'admettre la relation obtenue, et en nous basant sur cette relation, nous déduirons la résistance de l'air suivant la direction contraire à l'axe de figure, en multipliant par ^ les expressions de la résistance obtenues de données expérimentales pour le cas où l'axe de figure des projectiles oblongs coïncide avec la direction du mouvement, et en multipliant ces expressions par venons aurons la résistance de l'air suivant la direction perpendiculaire à l'axe de figure, comprise dans le plan passant par cet axe et la direction du mouvement. Mais les valeurs de ^ (n° 1 7) étant sensiblement égales à l'unité depuis J= o jusqu'à 8 = 40° et même sous l'angle de 8 = 80° la valeur de^ étant égale à 0,75, on peut prendre les expressions de la résistance de l'air obtenues des données expérimentales dans le cas où l'axe de figure des projectiles' oblongs coïncide avec la direction du mouvement, pour les expressions de la résistance suivant la direction contraire à l'axe de figure sous tous les angles S , qui dans la plupart des cas de tir sont bien audessous de 40^ et sont moindres que 80°, même pour un tir courbe sous l'angle de 45° avec les plus petites charges.
En appliquant les expressions de^la résistance de l'air déduites des résultats de nos expériences à la solution des problèmes de la balistique, nous ferons voir que ces expressions donnent des résultats conformes à ceux que l'on obtient dans le tir immédiat à toutes les distances.
30. Accélération de la résistance de Vair. En appelant p et pj les résistances de l'air sur deux projectiles différents,. P et Pj les poids de ces projectiles, 8 et Si les projections de leurs surfaces sur le plan perpendiculaire à la direction du mouvement, R et R^ leurs rayons, D et D^ leurs densités, g l'accélération de la gravité, et en ne prenant pas en considération l'influence de la forme du projectile et de la direction de son axe de figure sur la valeur de la résistance, on aura pour une même vitesse des deux projectiles
et
PiPj p,
c'est-à-dire que, pour une même vitesse, la résistance de l'air est proportionnelle à la projection de la surface du projectile sur le pian perpendiculaire à la direction du mouvement et ne dépend pas du poids du projectile, tandis que l'accélération de la résistance de l'air est proportionnelle à la projection de la surfece du projectile sur le plan perpendiculaire à la direction du mouvement et est en proportion inverse du poids du projectile.
On a pour les projectiles sphériques
S = 7îJÎ^ s, = TzR^\ P= iizR'D, P, = |7uiî,32)^ ,
et par conséquent
PfP,
c'est-à-dire que l'accélération de la résistance de l'air sur les projectiles sphériques est en proportion inverse du rayon et de la densité du projectile; on voit par là qu'à vitesses égales la perte de vitesse dans l'unité de temps sera d'autant moindre, et que la portée d'un projectile sphérique, toutes les autres circonstances étant égales, sera d'autant plus grande que son diamètre et sa densité sont plus grands.
Dans le tir direct la projection de la surface des projectiles oblongs sur le plan perpendiculaire à la direction du mouvement ne difière pas beaucoup, sur tout le trajet, de la surface de la section transversale de leur partie cylindrique, c'est-à-dire S ne diffère pas beaucoup de TtlP, et le poids d'un projectile oblong étant considérablement plus grand que celui d'un projectile sphérique de même section transversale, l'accélération de la résistance sur le premier, à vitesses égales, est beaucoup moindre que sur le second, indépendamment de
la forme ogivale de la partie antérieure des projectiles oblongs, qui diminue aussi la résistance. Par suite les projectiles oblongs, à vitesses égales, perdent, dans un même temps, moins de vitesse que les projectiles sphériques non-seulement de même diamètre, mais aussi de même poids. Ainsi, en ne tenant pas compte de la diminution de la résistance due à la forme ogivale de la partie antérieure des projectiles oblongs, l'accélération de la résistance, à vitesses égales, sur un obus oblong de 4^ dont le diamètre est de 84""" et le poids 5*,7, est égale à celle éprouvée par un boulet sphérique de 203"" dont le poids est de 29"^ En tenant compte de l'influence de la forme ogivale (par suite de laquelle, pour une vitesse de 400°'", la résistance (n'^ 2 8) sur un projectile oblong est moindre que sur un projectile sphérique de même diamètre dans le rapport de 44 à^l) on trouve que l'accélération de la résistance sur un obus oblong de 4^ est égale à celle sur un boulet sphérique de 279°" dont le poids est de 76"^ On voit par là que le tir des projectiles oblongs doit être bien plus tendu que celui des projectiles sphériques, par suite du plus grand poids qui correspond, dans les projectiles oblongs, à l'unité de surface de leur section transversale et en partie par suite de la forme ogivale de leur partie antérieure.
31. Poids n cPun mètre cube d^air. Appelant t la température de l'air d'après le thermomètre centigrade, H la hauteur du mercure du baromètre exprimée en millimètres et réduite à la température 0, F la pression de la vapeur d'eau non saturée que contient l'air à la température t — pression mesurée par la hauteur du mercure exprimée en millimètres — on a
où a = 0,00367.
Appelant H' la hauteur du mercure du baromètre à la température t' mesurée par le thermomètre centigrade adapté au baromètre, on aura
»=ir (1—0,00018.0.
La pression F des vapeurs non saturées que contient l'air à la température t est égale à la pression des vapeurs saturées à la température <i a laquelle commence la condensation de la vapeur contenue dans l'air. La température t^ est mesurée au moyen de l'hygromètre de M. Regnault, qui consiste dans un tube de verre ajusté dans un dé d'argent; le tube est rempli d'éther et contient un thermomètre; par l'insufflation on détermine l'abaissement de la température de Téther et l'on observe la température t^ du thermomètre au moment où le refroidissement détermine sur le dé un dépôt de rosée. Connaissant la température t^ , on obtient la pression F à l'aide de la table suivante:
Degrés.
Millim.
Dc^Ti^s.
Millîm.
Degrés.
Millim.
De^Tés,
MiDim.
Dogr^s.
MilJïm.
OJ
lun
Ib
On détermine la densité de l'air dans les expériences qui exigent une grande précision; mais dans le plus grand nombre de cas, lorsqu'on calcule le mouvement des projectiles, on pose dans les expres- 'sions de la résistance de l'air n=ni = 1^-, 206.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT
32. Équations différentielles du mouvement. Un projectile qui se meut dans l'air est soumis à l'action de deux forces, celle de la pesanteur et celle de la résistance de l'air. En vertu d'un théorème connu que le centre de gravité d'un corps se meut comme si toute la masse y était concentrée, et toutes les forces extérieures appliquées en ce même centre, chacune suivant sa direction, on peut considérer le mouvement de translation d'un projectile comme celui d'un point matériel de masse égale, auquel seraient appliquées les forces de la pesanteur et de la résistance de l'air.
On peut prendre, sans erreur sensible, le poids du projectile dans l'air comme égal à son poids P dans le vide, et l'accélération de la gravité dans l'air comme égale à l'accélération de la gravité g dans le vide.
Quand le projectile est une sphère homogène ou composée de couches concentriques homogènes, et qu'on ne lui a imprimé aucune rotation au sortir de la bouche à feu, la résultante de la résistance de l'air est constamment tangente à la courbe décrite par le centre de gravité et est dirigée dans le sens contraire de la vitesse.
Nous ne considérerons ici que ce cas et, en représentant par 9 la résistance de l'air, l'accélération de la résistance sera égale à p | .
La courbe décrite par le projectile est plane. En effet, &isons passer un plan vertical par un élément quelconque de la courbe; les forces (le poids et la résistance), en yertu desquelles le centre de gravité du projectile décrira l'élément suivant, agissent dans ce plan, et il en résulte que cet élément y sera également compris. Appliquant le même raisonnement à tous les éléments consécutifs de la trajectoire, on trouve qu'elle est tout entière dans le môme plan vertical, et que, par conséquent, il suffit, pour déterminer le mouvement du centre de gravité du projectile, d'avoir les projections des accélérations sur deux directions.
Soit Taxe des x horizontal et Taxe des y vertical dirigé dans le sens contraire à la pesanteur. Projetons les accélérations sur l'axe des X et sur la normale intérieure à la trajectoire, et appelons v la vitesse du projectile en un point quelconque de la trajectoire, t le temps que met le projectile à parcourir le trajet de l'origine à ce point, 7 le rayon de courbure et â l'angle que fait avec Taxe des x la tangente à la trajectoire en ce point.
On aura pour les projections des accélérations sur Taxe des x et sur la normale intérieure les expressions
(1) ^^'-^ = -çJcos^,
(2) Yi/costf.
Comme la force de la résistance ralentit le mouvement du projectile suivant la tangente à la trajectoire et que la force de la pesanteur, agissant de haut en bas, abaisse le projectile, la trajectoire présente sa concavité à l'horizon et l'angle que &it la tangente à la trajectoire avec l'horizon reçoit constamment des accroissements négatifs, de sorte qu'en désignant par ds l'élément de l'arc de la courbe, nous aurons pour le rayon de courbure l'expression
da dt
En la substituant dans l'équation (2), on aura (3) e;~ = — 5C08 6^.
Les équations (1) et (3) définissent complètement le mouvement du centre de gravité du projectile.
En représentant par i;, la projection horizontale de la vitesse» c'est-à-dire en posant
les équations (1) et (3) deviendront
(4) ^ = -PpCOstf,
(5) v,^^ = —gG0s^O.
Eliminant dt entre elles, nous aurons
^"^ de ~ Pcose'
L'équation (6) donne
et comme
ds = vdt = ^dty dx — v^dt, dy=zvsmâdt = v^^^dty on a (8) ds = — \^-^,
(9) rf:r= — iv*-^,
Pour déterminer toutes les circonstances du mouvement d'un projectile d'après une equression donnée de la résistance ^ de l'air
en fonction de la vitesse, il faut premièrement intégrer l'équatiou diffiSrentielle (6) du premier ordre entre les deux variables t^^ et ^, ce qui donnera l'expression de la vitesse horizontale v^ en fonction de l'angle 0. Fuis en mettant l'expression de Vi en fonction de â dans les formules (7), (8), (9) et (10), l'intégration de ces formules différentielles du premier ordre à une seule variable donnera les expressions de t^ Sy X eiy en fonction de â, et en éliminant â entre l'expression de X et celle de y on obtiendra l'équation de la trajectoire.
L'intégration de l'équation différentielle (6) ne peut être effectuée qœ pour certaiiieB expressions de la résistance 9 en fonction de la vitesse v.
33. Déterminer la loi de la résistance d'après la trajectoire que décrit le projectile. Cette question inverse à la précédente est beaucoup plus ample au point de vue analytique, car sa solution se réduit uniquement à la différentiation.
Soit la trajectoire donnée par une équation de 2^ en fonction de x; on demande à déterminer la vitesse v et la résistance p en fonction de x.
Représentons par y', /, y'" la première, la seconde et la troisième dérivée de y par rapport à x.
Pour trouver la vitesse v, rwawirquons que
tang 0=:t/.
Différentiant œtte expressiw, on a de »,
En substituant à (k sa valeur (éq. 9, fi° 32) on trouve
où y — y" est une quantité réelle, car la trajectoire tournant sa concavité vers l'horizon, la dérivée y" est toujours négative.
Comme t? = -^ =v, Vl -h tang* (9 = v. Vl-*-^^ on tire de la dernière équation
Pour trouver la résistance p, prenons Téquation (6), n^ 32
de p ' C089
et substituons dans cette équation la valeur de dv^ que Ton obtient
en différentiant l'expression v^ = \/zz7'î 1* différentielle de cette
expression est
et elle devient après la substitution k dxà<à son expression (9) n'^32y
1 vî^ ^"
en mettant cette expression ainsi que celle de v^ = l/z^ ^* ^^^ de cos tf = -7== dans l'équation (6), n° 100, on aura
P=2- Sr^^
DISCUSSION DE LA TRAJECTOIRE DANS l'aIR d'uN PROJECTILE SPHÉRIQUE QUI n'a PAS DE ROTATION.
34. Propriétés de la résistance de Vair prises pour hases dans la discussion de la trajectoire. La nature de la trajectoire dépend de la loi de la résistance du milieu. On peut cependant discuter la trajectoire dans l'air d'un projectile sphérique qui n'a pas de rotation, sans adopter d'hypothèse spéciale sur la résistance de l'air, en admettant seulement qu'elle croît avec la vitesse, qu'elle devient infinie pour t; = co et qu'elle est moindre que le poids du projectile pour une vitesse infiniment petite. D'après ces propriétés de la résistance de l'air, en posant
i = fiv),
on a
f (») > 0, /• (oo) = oo et /•(<)) < 1 .
35. Variation de la vitesse. La âérivée de la yitesse par rapport au temps ^ est %ale à la somme des projections sur la tangente des accélérations de la pesanteur et de la résistance de l'air, c'est-à-dire
(1) S = -i7[At^)H-sin6/].
Dans la branche ascendante de la trajection où l'angle ^ et sin ^ sont constamment positif, la dérivée^ est négative, de manière que
dans cette branche v et t varient en sens opposé, c'est-à-dire qu'avec l'accroissement du temps t la vitesse v décroit. Fartant donc d'un point quelconque situé sur la branche ascendante la vitesse décroît jusqu'au sommet de la trajectoire, à mesure que le temps augmente. Dans la branche descendante, dans laquelle l'angle â et sin â sont toujours négatifs, la dérivée ■£ conserve son signe négatif à partir du sommet de la trajectoire jusqu'au point où la vitesse v prend la valeur v qui satisfait à l'équation
(2) /•(«;') -4- sintf = o.
Par suite, dans la branche descendante, la vitesse continue de décroître depuis le sommet de la trajectoire jusqu'au point mentionné. En ce point l'expression (1), à cause de l'équation (2), se réduit à
(3) •Tt = o.
L'équation (1) donne
et en mettant au lieu de^sa valeur de l'équation (3), n^ 32, on a
Au point où la yitesse v' satis&it à réquâtion (2) et par suite à la condition (3): ^ = o, on aura
et comme la vitesse v\ ainsi que nous allons le démontrer, ne peut être ni nulle, ni négative, la dernière expression est tom'ours positive.
Par conséquent au point mentionné la vitesse atteint sa valeur minima v'.
Pour démontrer que la vitesse v' ne peut être ni nulle, ni négative, prenons l'équation (6), n° 32
et mettons-la sous la forme
à (r cos e) /. r X àB
« C08 ' ^^ cos B •
En intégrant cette expression de t;=t;o jusqu'à v et de tf = ^^^ jusqu'à d, on obtient
^ Vq cos ©0 J ' C08 Q
de On sait par le calcul intégral que si dans l'intégrale définie
les fonctions cp (x) et f (x) sont continues entre les limites de x^ et X et que la fonction f (x) ne change pas de signe entre ces limites, on a
\9ix)'fix)dx = K\fix)dx,
où K est une certaine valeur de la fonction 9 (x) moyenne entre toutes celles qu'elle prend entre les limites de l'intégration, et £ a une grandeur finie, différente de zéro, toutes les fois que la fonction 9 {x) ne devient pas infinie et ne passe pas par zéro dans les limites de l'intégration.
En désignant par J^one certaine valeur moyenne de la fonction f{v) entre les limites Ô^îX 6^ nous aurons
log
vcosd Vq cos ©0
==Mï5r5»
OU
vco%e
d'où l'on tire
*^ ^^& T^ ST = l^S i^ TT '
cose
OQ
_j, r cos<?o.tang(|-*-|) 1^ _co8<9o.taiig(|-f-|)J'
et comme
'«"s(f-|) = T^,= ta«(7-?) = î
•aittôo'
on a
En prenant pour la limite 0^ une valeur telle que la vitesse v^ qui lui correspond soit très voisine de zéro, la valeur de K sera positive et moindre que Tunité.
Si la vitesse v pouvait devenir nulle, l'angle devrait atteindre une valeur réelle capable d'annuler le second membre de l'équation précédente; mais K étant plus petit que l'imité, il n'existe pas de telle valeur de 0^ et par suite la vitesse v ne peut pas devenir nulle. Elle ne peut pas non plus être négative, car, pour le devenir, elle devrait passer par zéro.
Par conséquent la valeur de la vitesse v' qui réduit la dérivée ^ à zéro est nécessairement plus grande que zéro.
A partir du point où la vitesse est v, la dérivée ^ devient positive, et la vitesse croît avec le temps, jusqu'à ce qu'elle atteigne une nouvelle valeur t;* qui satisfait à l'équation
(4) f{v')-A-^mâ' = o.
La valeur v" n'est pas un maximum proprement dit, puisque, s'il en était ainsi, la vitesse devrait recommencer à décroître à partir de v"j ce qui exigerait que ^devînt négative; mais ^ conserve constamment une valeur positive, et quand elle s'annule {^ pour â= — |V toutes les autres dérivées de v par rapport à t s'annulent aussi.
Par conséquent t;^est une limite vers laquelle converge la vitesse, dans la branche descendante, à mesure que le temps croît.
Donc: dans la branche descendante de la trajectoire la vitesse a une valeur minima au point où
/*(«;') -I- sin 0' = o,
et à partir de ce point la vitesse croit constamment dans le sens du mouvement, en s'approchant de la limite définie par l'équation
/•(!;")-+- sin 6"= 0.
36. Limite de V inclinaison de la trajectoire dans la branche descendante. Limite de la vitesse. L'une des deux forces qui agissent sur le projectile: la résistance, ralentissant le mouvement suivant la tangente, et l'autre: la pesanteur, abaissant constamment cette tangente, l'angle 6 diminue, à mesure que le temps croît. Cherchons la limite de l'angle â dans la branche descendante de la trajectoire. La dérivée de l'angle â par rapport à t est exprimée par l'équation (3), n° 32, d'où l'on tire
dt=-^.-^.
g'coBO
En intégrant cette expression à partir d'un point quelconque pris pour origine, où d = 9 et < = o, on a
^ J cose
La vitesse v entre les limites de < = 0, jusqu'à t = oo, comme nous l'avons démontré, est finie et ne peut pas devenir nulle; par suite
tang(^-4-|) tang(^-*-^)
OÙ K' est une certaine valeur moyenne entre toutes celles que prend la vitesse v dans les limites de l'intégration.
Cette équation fait voir que pour < = cx> , on doit avoir
En mettant cette valeur dans l'équation (4), n^ 104, on voit que la limite vers laquelle tend la vitesse dans la branche descendante est définie par l'équation
et Ton devait s'y attendre, car cette équation mise sous la forme p — 1 = 0, ou p = P fait voir que la vitesse, après avoir atteint sa valeur minima, tend dans la suite du mouvement vers la valeur où la résistance de l'air est égale au poids du projectile.
La vitesse des projectiles dans la branche descendante à partir de sa valeur minima jusqu'à sa valeur limite est toigours plus petite que 376°"''. Par conséquent pour déterminer la vitesse limite du projectile il faut prendre (n° 28) l'expression suivante de la résistance de l'air
p = A7ci?°t;«(lH-S),
ow<A! = 0,012,r=186"=\
Posant
2Ar.IPg
et prenant II =
= tlj , on a
La vitesse limite s'obtiendra de réquation
2pcL*
et l'on aura
On a inséré dans le tableau suivant les limites des vitesses que peuvent acquérir nos projeetiles sphériques par leur chute dans rair.
Projectiles sphériques.
Pu
Vitesse limite II
de chute dans 1
l'air f?" Il
Projectiles sphériques
os
Vitesse limite
de chute dans
rair t"
2ir'
sa
37. Dmée. L« temps que met I« projectile à parcourir le trajet do point où ^= 9 et t;= F, jusqu'au point où l'angle d'inclinaison «st 6 et la vitesse v est déterminé par l'équation (5), n° 36
gt=K'h^
où K' est une certaine valeur finie, moyenne entre toutes celles que prend la vitesse v dans les limites de l'intégration.
Pour trouver le temps que met le projectile à parcourir le trajet du point de départ jusqu'au point où la vitesse atteint sa valeur minima, il &ut déterminer la valeur de l'angle 0' qui correspond à la vitesse minima v.
L'intégration de l'équation différentielle (6), n° 32
âe cosd
donnant v en fonction de ^, on pourra à l'aide de l'équation
trouver la valeur de 6 qui correspond à la vitesse minima v.
On peut intégrer l'équation différentielle (6) n° 100, quand la résistance de l'air est exprimée par un terme proportionnel à une puissance quelconque de la vitesse. Admettons
et supposons n un nombre entier.
Posant
nous aurons
oft)ici?'
P — f («^) — Ifeti — jfefico9«e •
Mettant cette expression dans l'équation (6), n^ 32, et intégrant de F jusqu'à t; et de 9 jusqu'à 6 y on a
^ [nF^^côsn^ -^Jc-^^ej ^^s"^'
e où
dans le cas de n pair
f de Bine r 1 n— 1 1
n-1) 1 -| 1.3...(n— 2)'co8eJ
Mettant la yaleur trouvée de ^ au lieu de f{v) dans l'équation /•(t;)-4-siné? = 0,
on obtient
de 1 *«
cos**"*"* e n sin e cos** 6 nF** cos** 9 '
ou, dans le cas de n pair
^ r/l ^-^ Qin2/9\_JL__lZlË sin^g iïiïd L \ n- 2 • ^"^ ^; co8«-»e » - 4 • co8«-*e
n6in<
3.5...(n-l) sin^e -] 1 .8... (n-1) , '^"^ 1 4 ""*" 2/ _ Jk^ 2.4...(n— 2)*cos2eJ 2.4... n ^+«««/î. i;\ «F'^cos^ç
sinjp r 1 n-1 1 8.5,,. (n~l) 1 H
■*" n Lcos^v"**» — 2* coB»-»^"*' • • • "*'2.4...(n-2)' C0B«<pJ>
et dans le cas de n impair
ifc?[(l-^8in«/9)^5j^
n — 3 sin* 6
nsïne \\ n — 2 / cos^— «ô n — 4 ' co8**~-*e
2,4... (n~l) Bîn^e
(n~l) Bîn'e n (n~2)* co8©J
___*!L |_!ÎB_?r-J |_5zi 1 2.4... (n-l) 1 1
nF»»co8*»<p n Lco8*»9 «— a'cos»-*^ *•' 1.3...(n— 2)'cos9j*
Les deux dernières équations ne peuvent être autrement satisfaites que par une valeur négative de ^; et Ton devait s'y attendre, car on sait que le point où la vitesse atteint son minimum est situé dans la branche descendante de Yà trajectoire. En changeant donc ^ en — ^ dans le premier membre de chacune de ces deux équations et
puis en posant ô=o et ^= |on voit que, dans le premier cas, le premier membre de chacune de ces équations se réduit à -hod et dans le second cas à — cxd, de manière que l'angle qui satisfait à ces équations et qui correspond à la vitesse minima est nécessairement plus grand que — |, toutes les fois que l'angle de projection est plus petit que I et est plus grand que — |.
Le temps qui est nécessaire pour que la vitesse devienne un minimum est toujours fini. En effet, l'angle d'inclinaison — ^ qui correspond au minimum de la vitesse étant toigours plus grand que — | , l'équation (5), n^ 36 &it voir que le temps nécessaire, pour que la vitesse devienne un minimum, est toujours fini.
Le temps nécessaire pour que la vitesse atteigne une valeur constante, est infini. En effet, la vitesse atteint une valeur constante, quand ^ = — |, et dans ce cas l'équation (5), n° 36 feit voir que le temps est infini.
38. Longueur de Varc. La longueur de l'arc qui correspond à la vitesse minima v s'obtient (éq. 8, n® 32) de l'expression
où K' est une certaine valear ânie moyenne entre tontes celles que
prend v^ dans les limites de l'intégration, et le log ^ — ^
tang(J---)
ayant une valeur finie, l'arc qui correspond à la vitesse minima
est fini.
L'arc qui correspond à la vitesse limite v" est donné (éq. 8, n*^ 32)
par l'expression
OÙ K'' est une certaine valeur finie moyenne entre toutes celles que
tang(J^I) prend v' dans les limites de l'intégration, et le log jjj— g
étant égal à oo, l'arc qui correspond à la vitesse limite est infini,
39. Asymptote de la branche descendante. On a tu {n° 86) que la tangente extrême de la branche descendante est verticale; démontrons qu'elle est située à une distance finie du point de départ, ou en d'autres termes que la branche descendante de la trajectoire a une asymptote.
La distance au point de départ du point de l'intersection de la tangente extrême avec l'abscisse des x est déterminée (éq. 9, 32) par l'expression
^z:=— ït/'dâz^ iv^dâ.
La valeur de ir^ étant toiyours finie entre les limites de l'intégration, ainsi que celle de l'intégrale ^^ = 9-*- |, la valeur de x
est finie. Donc la branche descendante a une asymptote verticale.
40. Hayon de courbure. On a pour l'expression du rayon de courbure (éq. 2, n^ 32)
qui fait voir que le rayon de courbure va en diminuant jusqu'au sommet de la trajectoire, c'est-à-dire tant que v et ^—^ décroissent.
Au-delà du sommet v décroît encore, mais -^ croit: on ne
peut donc à la simple inspection décider, si y continue de décroître. Pour le reconnaître prenons la première dérivée de y W rapport à â et examinons son signe. On a
dy 2v 1 ^ .^. Çi^ sin 6 de 'g^' cose' de g C03* e
L'équation (6), n"" 32 donne
en substituant cette valeur dans l'expression de ^|, il vient
Cette expression fait voir qu'au-delà du sommet la dérivée j^est positive et que par suite 7 continue de décroître, mais seulement jusqu'au point où â satisfait à l'équation
2/(î;)-4-3sin6^ = 0.
En œ point ta seconde dérivée
S=ïsk[l«'Af)r(f)-^8«>8«d]
est positive, et par suite le rayon de courbure atteint en ce point sa valeur minima et va ensuite en croissant jusqu'à l'infini.
La valeur de ^ au point où le rayon de courbure est un minimum, par suite de la condition 2f (v) -f- 3 sin ^ = 0, se réduit à
L'angle â étant négatif dans la branche descendante, cette valeur de ^ est positive; donc au point où la courbure est maxima,
V décroît avec â, c'est-à-dire que la vitesse n'atteint pas encore son minimum.
Par conséquent le point correspondant à la courbure màxima est plus voisin du sommet que le point où la vitesse est minima.
4:1. La vitesse et le rayon de courbure, pour des inclinaisons de la trajectoire égales^ mais de signes contraires, sont ^lus grands dans la branche ascendante que dans la branche descendante. En effet, l'équation (6), n° 32
dl vcosO) /./ V
&it voir que la vitesse horizontale v cos diminue avec l'angle ^, c'est-à-dire qu'elle va en diminuant du point de départ jusqu'au point de chute; donc pour la même valeur de cos â, la vitesse v est plus grande dans la branche ascendante que dans la branche descendante.
On arrive à la même conclusion pour le rayon de courbure, en examinant l'expression
* ^ ' cos ô •
42. I! angle de chute 0^ sur un, terrain situé au même niveau que la bouche à feu est plus grand que Vangle de projection 9. Prenons la valeur de y donnée par l'équation (1 0), n° 32
gy = — f v* tang â dO.
L'ordonnée y étant égale à zéro au point de départ et an point de chute, on a
o = J©*tangôd<9-*.Jt;*tangôrfô,
d'où
ou, en remarquant que l'angle est négatif dans la branche descendante et mettant — ^ au lieu de dans l'intégrale J t;* tang 6d0
on aura
f v^im^OdO = f tr^ tang dû.
La vitesse, pour des inclinaisons égales, mais de signes contraires, étant (n^ 41) plus petite dans la branche descendante que dans la branche ascendante, la fonction sous le signe de la seconde intégrale est plus petite que celle sous le signe de la première intégrale; pour que ces deux intégrales soient égales il faut que â^ soit plus grand que op. Donc Tangle de chute est plus grand que l'angle de projection.
43.2^ vitesse au point de chute^ celui-ci étant situé au même niveau que la bouche à feu, est plus petite que la vitesse au point de départ. Si dans l'équation (1), n° 35
g = -5[/^(t')-*-sin^]
on met— à la place de dt, et si l'on remarque que sin .ds^^dy, on obtient
vdv = — gf{v) ds — gdy.
Intégrant à partir de' e; = F, s = o, y = o, on a
v^=V'—2g\f{v)ds — 2gy.
En nommant V la vitesse de chute, s' la longueur de Tare de la trajectoire entre le point de départ et le point de chute, et remarquant qu'au point de chute y -= o, on aura
r^ = J^-2glf{v)ds,
d'où Ton voit que F' < V.
Donc la vitesse au point de chute, celui-ci étant situé au môme niveau que la bouche à feu, est plus petite que la vitesse au point de départ.
44. L^amjplUiide de la branche ascendante est plus grande que cette de la branche descendante. On a
^^— tango-
Désignant par x la projection horizontale ou l'amplitude de la branche ascendante, par x" celle de la branche descendante et par T la hauteur totale du jet, on obtient
J tange
et
_ [ ày _ f dy
J tang e J tang e '
tang e J tang i
OU, en remarquant que l'angle â est négatif dans la branche descendante et mettant — ^ à la place de â dans l'expression de x'i on a
tang 6'
Les angles aux points qui se trouvent dans les mêmes plans horizontaux étant (n° 43) plus grands dans la branche descendante que dans la branche ascendante, la quantité qui se trouve sous le signe intégral dans l'expression de x^ est plus petite que celle de l'expression o^; or les limites des deux intégrales étant les mêmes et la limite supérieure étant plus grande que l'inférieure, on voit que x est plus petit que oi.
Donc l'amplitude de la branche ascendante est plus grande que celle de la branche descendante.
INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT
45. Cas m il est facile cPintégrer V équation différentielle du mouvement. Les expressions de la résistance qui ont pour base certaines hypothèses sur la théorie de la résistance ou les résultats des expériences directes sur la résistance et qui permettent d'intégrer facilement l'équation différentielle du mouvement (6), n°82 — ces expressions sont peu nombreuses. L'une d'elles, qui comprend le cas le plus général, est la suivante
Dans ce cas Téquation (6) n° 32 peut être facilement ramenée à une équation différentielle linéaire du premier ordre.
On sait qu'on peut toujours négliger, dans l'expression de la résistance de l'air, le terme indépendant de la vitesse; c'est pourquoi nous allons nous occuper ici de l'intégration des équations différentielles du mouvement, en supposant la résistance exprimée par un seul terme proportionnel à la n^' puissance de la vitesse.
Intégration des équations différentielles du mouvement
dams le cas où la résistance de Pair est exprimée par la formtUe
f = J\,^xB^''*).
Posant
on a
et réquation différentielle (6), n° 32 se réduit à
de — *♦» ' co8*»-^ie > d'où Ton trouve en séparant les variables
Appelant 9 l'angle de projection, V^ la projection horizontale Fcos 9de la vitesse initiale, et intégrant entre les limites dest;^ àF^ et de ^ à 9, on a
*) On a construit sur les figures 7 et 8 les valeurs de p' correspondantes à diverses vitesses, déduites des résultais des expériences sur la résistance de l'air au mouvement des projectiles, et on a inséré au n^ 27 les expressions de p' qui représentent ces résultats. En remarquant que
on voit qu'il faut prendre dans la formule
p=o(t-5-jciPî;",
pour le coefficient J^ une valeur moyenne entre toutes celles que prend J_^ dans les limites des vitesses qu'on a à considérer.
et
L'intégrale qui se trouye au dénominateur s'exprime en termes finis, et par suite la vitesse v s'exprime aussi en termes finis, toutes les fois que n est un nombre entier.
Substituant la valeur trouvée de v^ en fonction de â dans les formules suivantes (n° 32)
3 de
dx =
, de
rfy=-
sine de
dt =
de
lC08«0>
on
obtient les
expressions
de cos'©
X=rz
COB*d
«te |«
BJn e <to
de cos^d
[1 nF^^ f "^ de "1
Entre ces formules on obtient sous forme finie :
1^ celle qui donne s^ quand n = 2. Dans ce cas, en posant
on a
<iS(g)
et
et 2° celle qui donne <, quand n= 1. Dans ce cas
d tang 6
1h-^> tang (p — ^^ tang ^
et
< = ^log [l -4- ^ (tang 9 — tang 0)\.
Les expressions de a; et de y en fonction de ne pouvant être obtenues SOUS' forme finie dans aucun des cas particuliers, de manière qu'il devient indispensable de calculer leurs valeurs approximativement; nous chercherons les expressions exactes de t;, t, ^ et 2/ en fonction de x pour le cas de n = 1 , et pour les cas de n > 1 , où
•' f jî=i[s-'««'*^(î*i)]— »»"•
l'on ne peut obtenir les expressions exactes de ces valeurs, ainsi que pour les expressions de la résistance qui diffèrent des précédentes, nous exposerons une méthode approximative d'intégration des équations différentielles du. mouvement. Quant aux formules de ce numéro, nous en profiterons pour déduire les conditions de la similitude des trajectoires décrites dans l'air par les projectiles sphériques qui n'ont pas de rotation.
47. Conditions de la similitude des trajectoires décrites dans Vair pur les projectiles sphériques qui n'ont pas de mouvement de rotation. Deux projectiles sphériques qui se meuvent sans rotation dans l'air et éprouvent des résistances proportionnelles aux densités de l'air, aux sections des grands cercles des projectiles et aux w°*' puissances de leurs vitesses, décrivent des trajectoires semblables: P si les deux projectiles sont tirés sous le môme angle de projection, et 2^ si les vitesses des projectiles, aux points de départ, sont proportionnelles aux racines n"*' de leurs diamètres, aux racines n"" de leurs densités et inversement proportionnelles aux racines w""" des densités de l'air dans lequel ils se meuvent.
Si ces conditions sont remplies, 1° les vitesses des projectiles aux points homologues des deux trajectoires (c'est-à-dire aux points où les angles d'inclinaison des deux trajectoires sont les mêniBs) et les durées que mettent les projectiles à atteindre ces points sont proportionnelles aux vitesses initiales des projectiles, et 2° les dimensions linéaires des deux trajectoires sont proportionnelles aux carrés des vitesses initiales.
En effet, appelant E et Bf les rayons des projectiles, D et 2/ leurs densités, Il et n' les densités de l'air dans lequel se meuvent les projectiles, VetV les vitesses initiales des projectiles, v et v' les vitesses des projectiles aux points homologues, t et /Mes durées que mettant les projectiles à atteindre ces points, k^ et k'^ les coefficients de la résistance, et posant
R _iy _ir _r _*; _?;_«^_y;
g, n=jj, «?o= Fi'^ = 7> ^ — 7— *— y'
on a
JT JkizB!'' n' sf*n: ir^n' _ n^ _ x^
et comme d'après les conditions de la similitude des trajectoires
on trouve
par suite les formules du numéro précédent donnent
ce qu'il &llait démontrer.
48. Équations du mouvement dans Vhypothèse de la résistance proportionnelle à la première puissance de la vitesse. Soit
Posant
p = <Aïu-7ci?t;.
Aici? n ~ '
on a
et en mettant cette valeur dans l'équation (6)| n° 32 on trouve
Substituwit cette expression dans l'équation (9), n° 32, et. intégrant entre les limites de o à « et de F, à »„ on a
d'où l'on tire
(1) t;, = F,-fx
et
Mettant cette expression dans l'équation (9), n°32, et intégrant entre les limites de 9 à <9 et de o à x, on trouve
(2) tang<9 = tang9-*-4- ,
(3) tang<? = tang© £î_.
Mettant^ à la place de tang â dans l'équation (2) et intégrant de à y et de à iK, on a
(4) y==<^ (tang9-*- ^)-^f log(l -j^J,
ou, en développant log ( 1 — ^j en série, on trouve
La durée s'obtient en mettant dans l'expression
àt = T
la valeur de t;, de l'équation (1) et en intégrant entre les limites de à < et de à rr; on trouve
(6) < = Alog_ZL
Vi — jX
Les équations (5) et (3) font voir que, pour les mêmes valeurs
de a?, plus le coeflBicient | est grand, plus les valeurs de y et de tang â
sont petites. Les angles â étant négatife dans la branche descendante, on voit que dans cette branche, pour une même valeur de a;, la valeur
absolue de â croît avec la valeur de ^.
49. Relation etUre la résistance y les ordonnées et les angles d'inclinaison^ pour une même valeur de rr, queUe que soit la loi de la résistance. Pour appliquer les équations du mouvement déduites dans rhypothèse de la résistance proportionnelle à la première puissance de la vitesse au cas d'une loi quelconque de la résistance, il
faut égaler le coefficient constant \ à une certaine valeur moyenne
(différente pour chacune des équations) entre toutes celles que prend
l'expression -^ dans les limites de t; = Fàt;. La fonction f{v) croit
avec la résistance, ainsi que le rapport ^^ (toutes les fois que le degré de f{v) surpasse le premier), et par suite croît aussi le coefficient j^.
Donc, quelle que soit la loi de la résistance de l'air, à une plus grande résistance correspond, pour une même valeur de l'abscisse x, une plus petite ordonnée y et dans la brancheascendante un plus petit angle ^, tandis que dans la branche descendante à une plus grande résistance correspond un plus grand angle (abstraction &ite du signe).
50. Méthode d'approximation pour intégrer les équations différentielles du mouvement. Si dans l'équation différentielle (6), n° 32
de ' Wcos©' où
on peut substituer à la fonction f{v) (5ette autre fonction
/(gycose) /(at?i)
a cos ô a cos ô '
a étant une constante choisie convenablement, les variables peuvent être immédiatement séparées, quelle que soit la forme de la fonction f(v).
On peut &ire cette substitution sans grande erreur toutes les fois que l'angle 0^ dans toute Tétendue de la courbe que Ton considère, Tarie dans des limites assez restreintes, pourvu qu'on prenne pour a une valeur constante telle que le produit a cos diffère le moins possible de l'unité pour toutes les valeurs qu'il acquiert entre ^=9 etd.
Opérant cette substitution, on obtient l'équation
^ ' cos^d ari/(at'i] '
OÙ les variables sont séparées.
En l'intégrant on a
(2) t^°&^ = tang?-«}i^55g;j,
l'inclinaison de la trajectoire en fonction de la vitesse. Substituant dans la formule (9), n^ 32
la valeur de^^de l'équation (1), il vient (3) ^. 00; = ]^^^^-
av,
En effectuant l'intégration on aura l'expression de ow; en fonction de a.v^ et de aF,, et on en pourra tirer l'expression de avj et celle de T—^ en fonction do (lx et de aF,. Soit
(4) at'i = ^{(xjx, aFi)
et
(5) ^, = if{m.fiV,).
Pour trouver Téquation de la trajectoire, prenons Téquation (9), n° 32, qui donne
et en substituant la valeur de r^ de l'équation (4), on a
En intégrant et remarquant qu'au point de départ ^ = 9 et â;= o, on trouve
(6) tangtf=tang9 — ag \^{<ix^ aV^)d{ax)i
l'inclinaison de la trajectoire en fonction de x.
Mettant^ à la place de tang â dans la dernière équation et intégrant en remarquant que pour rv = 0, y = 0, on obtient
2X ax
(7) y=a;tang9— flf jd(aaî) f <l^(aa;, aV^)d{ax),
l'équation de la trajectoire.
Le temps se détermine en mettant dans la formule (7), n"" 32 au
lieu de JJP5 sa valeur de l'équation (1). On aura ainsi
(8) Hfj^'
aV|
la durée en fonction de la vitesse.
Four avoir le temps en fonction de a;, il faut substituer dans l'expression trouvée de <, à la place de t\ sa valeur de l'équation (4),
ou bien, après avoir mis dans l'ejjpression de dt = ^=:^^èk la
place de — sa valeur de l'équation (5), déterminer le temps d'après
la formule
ax
(9) t= jVf^{ax,ar,)d{ax).
61. Application au cas où la résistance est eocpriméepar un binôme dont le premier terme est proportionnel au carré de la vitesse et le second à la quatrième puissance de la vitesse. Dans ce cas
Posant
on a
et
L'équation (2), n° 50 devient
et remarquant que
1 __1 1_ _1_ 2_ OLVi
on obtient
F2ri^_iî5i)!l tang(? = tang9-^g(l-^.)-^^^log ^^;^^_^(^j ,
l'inclinaison de la trajection en fonction de la vitesse. L'équation (3), n° 50 devient
et remarquant que
on obtient
»=-log
l'abscisse a; to fonction de la vitesse, et cette équation donne
, = Il ,
la vitesse en fonction de l'abscisse a?.
Par suite l'équation (5), n^ 50 devient
et en mettant cette expression dans les équations (6) et (7), n^ 50, on obtient
et
OU
l'inclinaison de la trajectoire en fonction de a;,
et
y = a;tang9
2Fi*| (^
am
ax
l'équation de l'arc de la trjgectoire que l'on considère. L'équation (8)> n° 50 devient
iHV
ar,
et remarquant que
on a
_. ^-l-^(arctang--fi_arctang^^)
et en se rappelant que
ax 2e
]/(l-^(î^)eV*-(^'
on obtient
le temps en fonction de x.
Posant
e(^ Fi*)=
'»(^,F„«)=y(l-i-Fo«)e'-Fo', t?(«,Fo«) — l-F„^arctangF„— arctang:^^^j
on réduit les formules obtenues aux suivantes:
L'équation de la partie de la trajectoire que Ton considère
(1) .y=a;tang9-^Ç(^, F„*).
L'inclinaison de la trajectoire en fonction de x (2) .tang<9 = tang9-^,3(^, V,^
L'abscisse x en fonction de la vitesse
La vitesse en fonction de z
^^ *' t9(^,Fo')'co8<?'
La durée en fonction de x (5) ^ t = ^^^iz,V,').
L'inclinaison de la trajectoire en fonction de la vitesse
(6).tang^=tang9-l-g(l-y.)-i-f.E^,.Lo g^ L^^^J
62. Apfiicatiùn au cas ùà la résistance est eocprimée par un terme prùpartiannel au carré de la vitesse. Dans ce cas
Posant
2AiciîV n ' on a
Froeédant comme on l'a &it au n° 51 «t posant
on trouYo:
L'équation de la partie de la trsgectoire que Ton considère
(1) y = a;tang9-^,F(^).
L'inclinaison de la trajectoire en fonction de x (2) tangd = tang9— ^,Fi(ier)..
L'abscisse x en fonction de la vitesse
La vitesse en fonction de x
<*) «' — "ÏS^-
La durée en fonction de x (5) «=^'^'U)-
L'melinaison de la tnyectoire en fonction de la vitesse
tang<? = tang9-ig(l-^,).
On peut obtenir les formules de ce numéro directement de celles du n° 51 en y posant r = oo,
53. Application au cas où la résistance est exprimée par un terme proportionnd à la sixième puissance de la vitesse. Dans ce cas
En posant
on obtient et
p = <A,.itiP^t;«.
fi«-v,) =
{aPi)«
Procédant comme on l'a fait au n° 51 et posant
îP(,) = (î-tf)'=il^
on trouve:
L^équation de la partie de la trajectoire que Ton considère
0) y = :«?tang(p — ^îjl(4
L'inclinaison de la trtgectoire en fonction de x
(2) tange = teng(p — ^;3(^).
L'abacisse x en fonction de Ja vitesse
La vitesse en fonction de x
A\ ' F COS
Vj^ ma La durée en fonction de x
L'inclinaisson de la trajectoire en fonction de la vitesse (6)....tang^ = tangç-^,(l_^).
54. Application au cas où la résistance est exprimée par un terme proportionnel au cube de la vitesse. Dans ce cas
Posant
,^ P n, 2ATzIPg ' n ' on obtient
p — tiV)—-^
et
Procédant comme on l'a fait au n^ 51, on trouve: L'équation de la partie de la trajectoire que Ton considère
(l)...., = ..tang9-Jf,[lH.i^-^,V(^)'].
L'inclinaison de la tnyeetoire en fondàon de x
(2)..tang^ = tang9-Ç[l-*-4-^-*-A(^r].
L'abscisse x en fonction de la vitesse
(S) '»=.^(lf-')-
La vitesse en fonction de x
La durée en fonction de x (5) e = ^[l-Kj.^].
L'inclinaison de la trajectoire en fonction de la vitesse (6) tangd = teng9~^,(l-^).
55. Application au cas où la résistance est exprimée par un terme proportionnel à la quatrième puissance de la vitesse. Dans ce cas
Posant
~2A,KS?g n ' on obtient
et
Procédant comme on l'a fait au n"" 51, on trouve L'équation de la partie de la trajectoire que l'on considère
(l)..- y=*tang9-^[l-*-i^].
L'indioaison â« la tnyectoire en fonction de x
(2) tang(? = tang9-^.[l-H^].
L'abscisse x en fonction de la vitesse
La vitesse en fonction de x
La durée en fonction de x
L'inclinaison de la tngeetoire en fonction de la vitesse (6) teng<? = tang9-â^(l-^.). '
'56. Relation entre les fonctions par lesquelles les équations du mouvement dans Vair diffèrent de celles du mouvement dans le vide. Comparant les équations du mouvement trouvées dans les n"^ 51 y 52, 53, 54 et 55 pour différentes expressions de la résistance de Tair avec les équations du mouvement dans le vide^ on voit qu'elles difiërent de celles du mouvement dans le vide par de certaines fonctions qui y entrent comme facteurs.
Toutes les trois fonctions
e',F,ig),F{z),
qui entrent dans les équations du mouvement dans le /sas où la ré* sistance est exprimée per un monôme proportionnel au carré de la vitesse, se réduisent à l'unité pour z=:0y et croissent avec 0. Pour une môme Valeur de x? > 0, on a F{0) < F^(jf) < c*.
Toutes les quatre fonctions
9{z, Fo«), 3(^, n^), V(z,V,\ S (z, V,\
qui entrent dans les équations du mouvement dans le cas où la résistance est exprimée par un binôme dont le premier terme est proportionnel au carré de la vitesse et le second à la quatrième puissance de la vitesse, se réduisent à Tunité pour z=o, et croissent avec z et V^^.
Pour Fo2=o,onaÇ(^, V,')=F{zlS{z,V,')^F,{z),Viz,V,')=e^, S (^, Fo^ = Fi (I). Pour les mêmes valeurs de z et de F^* on a ^(^, Fo«) <S(z, Fo«) et S(^, Fo«) < T?(^, V,'). Toutes les quatre fonctions
qui entrent dans les équations du mouvement dans le cas où la résistance est exprimée par un monôme proportionnel à la sixième puissance de la vitesse, se réduisent à l'unité par ^ = 0, et croissent avec ier.Pour une même valeur de -sf, on a îp (z) < 3 [z) et 9l{z)<,\) {z).
La même relation existe entre les fonctions qui entrent dans les équations du mouvement dans le cas où la résistance est exprimée par un monôme proportionnel au cube de la vitesse et dans celui ^ù la résistance est exprimée par un monôme proportionnel à la quatrième puissance de la vitesse.
57. Table des fonctions e\ F, (z), F{z\ Jp {z), 3 {z\ D {z\ a {z). Ces tables sont insérées dans l'annexe sous les n^ ITE, IV, V, XII, XTTT, XIV. Elles sont à un seul argument z, et donnent les valeurs des fonctions avec quatre décimales pour des valeurs équidistantes de z. Elles s'étendent de 2? = jusqu'à if = 3 pour e', de J8f=0 jusqu'à ;8f = 2,4 pour F, {z) et F{z\ et de i?= jusqu'à 1,8 pour ÎPW» ^{^\ ïî(^) et ^{z). La différence constante entre les valeurs de z est de 0^01. A cêté des valeurs des fonctions, on a inscrit les diffêrences entre leurs deux valeurs consécutives. Les différences secondes de toutes ces fonctions ne surpassant pas huit unités du dernier ordre, on peut calculer les valeurs de ces fonctions avec quatre
décimales pour les valeurs intermédiaires de z qui ne se trouvent pas dans les tables au moyen de parties proportionnelles sur les différences premières sans recourir aux différences secondes *).
Exemple. Calculer F (0,31 65). On trouve dans la table que F(0,31)=l,1119, et que la différence entre F(0,31) et -P(0,32) est 0,0039. Donc
F (0,^16^0) = 1,1119 -^^^'0,00^9 = l MU.
58. Tables des fonctions 9{z, V^^ et 3 (z, V^^. Ces tables sont insérées dans l'annexe sous les n" VI et VIL Elles sont à deux arguments z et Vq^ et par suite à deux entrées et donnent les valeurs des fonctions à quatre décimales pour les valeurs équidistantes de Zy depuis z = jusqu'à z = 1 ,68, et pour les valeurs équidistantes de Fo*, depuis V^^ = jusqu'à 7^^ = 4,2. La différence constante entre les. valeurs de z est de 0,02, et la différence constante entre les valeurs de V^^ est de 0,1. Sous l'indication A^ on a inscrit les différences entre les valeurs voisines de la fonction, relatives à la même valeur de F^* et correspondant à un accroissement de 0,02 dans la valeur de z. La différence A^ entre les valeurs de la fonction, relative à la même valeur de z et correspondant à un accroissement de 0,1 dans la valeur de V^^, — cette différence ^^ est constante et
*) Si Uq, «I, Wy.... Bont les valeurs de la fonction «, correspondantes ans ▼alenrs éqaidistantes a?of ^n ^2>-- ^^ ^^ variable indépendante x, et si la différence constante entre les valeurs de â^o» ^u ^2v-- est h, on a, en tenant compte des différences secondes, la formule d'interpolation suivante
W = Uft-*-
"0^ h Le maximum de la correction
'OAw ^~^o /i g-ay^ X A«i#o
due à la différence seconde a lieu pour — ^^ = - et alors la corf ection se réduit à j de la valeur numérique de â'uq. Donc, toutes les fois que la différence seconde est moindre que huit unités du dernier ordre, on commettra, en la négligeant, une erreur moindre qu'une unité du dernier ordre.
est inscrite au pied de ehaqae colonne. En calculant les valeurs des fonctions à quatre décimales pour les valeurs intermédiaires de z et de V* qui ne se trouvent pas dans les tables, il &ut avoir recours aux différences secondes.
En appelant
/"(«o.»!). fO'ui'ùy
les valeurs de la fonction f{B,v) correspondant aux valeurs
des variables indépendantes e et v, en représentant par A la différence constante entre les valeurs à» e^, z^, z^, . . . . et pair A; la différence constante entre les valeurs de Vg, t;,, v,, . . . . et en désignant
A,A«i, fo) = A«2. »o) — /"(«i. »o).
A, A«o . «i) = /"(^i » ».) — /"(-«o, fi).
\A«o. »o) = /'K. fi) — A«0» fft)»
\A«o. »i) = A«o. fa) — A«o» t'i)»
\f(«n »o) = A^i, »,) — A^i, Vo),
= \ A^„ »,)— A^AiJo, t;^, A'.A'o, f«)= A.A-?,, »«)- A,A«o. «'o),
on a, en tenant compte des différences secondes, la formule d'intwpolation suivante
Exen^ 1. Calculer la valeur it9 (z, V^ à-quatre décimales pour «=0,8257, Fo* = 0,3907.
Dans ce cas /"(-?,, ©0) = * (0,82; 0,3)= 1,4420; h = 0,02; fc= 0,1 ; « — ;So = 0,0057; t> — »„ = 0,0907; A,f(^o» t;„) = 0,0133; A„A^«, fo) = 0,0340; A,A/(«„»o)=0,0143— 0,0133=0,0350— 0,0340=0,0010; A'.A^o, t;o)=0,0135-0,0133=0,0002; A«„/"«, v,) = 0;
. 0.0067 0.0907 AAAtn , 0.0067 /, 0,00S7 \ a aaao
-^ ■ô;ô2ôô • ô;i«»6 • 'J'""!" — ï • ôiMôô V ^ — ô;^ôj • "'"""'*
Four la &cilité des opérations numériques on disposera les calculs de la manière suivante
j^ i!2L in — ^
L'emploi de la règle à calcul pour calculer les parties proportionnelles abrège beaucoup les opérations.
Il suffit dans les cas ordinaires de se borner aux valeurs des fonctions à trois décimales, et alors il ne faut pas tenir compte des différences secondes.
Comme exemple, calculons la valeur de 9(Zf V^^ à trois décimales pour ;î = 0,8257 et 7^2= 0,3907.
On trouve dans la table pour -? = 0,82 et F<j^= 0,3 la fonction (Ë{z, Fo2)= 1,442 et les différences A, = 13,3 et At, = 34,0. Donc:
Exemple 2. Calculer la valeur de '^{z, V^ à quatre décimales pour «= 0,8257 et Fo«= 0,3907.
Dans ce cas f{z^, t;,) = 3(0,82; 0,3) = 1,7142; fe = 0,02; A; = 0,1 ;«—-?„ = 0,0057; «—t;, = 0,0907; A,/'(^„,t;„)= 0,0230; A«/'(«o, »o) = 0,0549; A,A„/'(z„, t;„) = 0,0248 — 0,0230 = 0,0567 — 0,0549 = 0,00 18; A%A^o.«'o)= 0,0234— 0,0230 = 0,0004; A^/-(^„,t;„) = 0.
î.^n =A7.V4— i. AT.. 143. 4 A
Calculons la valeur de 3(^,Fo^ à trois décimales pour ief= 0,8257 et Fo^ = 0.3907.
On trouve dans la table pour 2?= 0,82 et Fo* = 0,3 la fonction
3(£f, Fo»)= 1,714 et les différences A, = 23,0 et Ae=54,9. Donc:
59. Tables des fonctions V{z, V^^) et B(jf?, F^^). Ces tables sont insérées dans l'annexe sous les n^ VIII et IX. Elles sont à deux arguments z et V^^ et par suite à deux entrées, et donnent les valeurs dos fonctions à trois décimales pour les valeurs équidistantes de £f, depuis ^' = 0, jusqu'à z = 1,68, et pour les valeurs équidistantes de F/, depuis Fo^ = 0, jusqu'à Fo^ = 4,2. La différence constante entre les valeurs de est de 0,02, et la différence constante entre les valeurs de F^^ est de 0,1 . Sous l'indication A, ou a inscrit les différences entre les valeurs voisines de la fonction, relatives à la même valeur de F^^ et correspondant à un accroissement de 0,02 dans la valeur de z; sous l'indication At; on -a inscrit les différences entre les valeurs voisines de la fonction, relatives à la même valeur de et correspondant à un accroissement de 0,1 dans les valeurs de Vq^. En calculant les valeurs des fonctions à trois décimales pour d«8 valeurs intermédiaires de z et de V^^ il ne faut pas tenir compte des différences secondes.
Exemple 1. Calculer la valeur de V{z, F^') pour ;? = 0,8257 et Fo^= 0,3907.
On trouve dans la table pour ;?= 0,82 et Fj^^= 0,3 la fonction V{z, Fo^) = 1 ,628 et les différences A^ = 18 et A^ = 39. Donc:
Exemple 2. Calculer la valeur de S(^, F^*) pour iar=: 0,8257 et Fo* = 0,3907.
On trouTe dans la table pour i!=-0,82 et Vq'=0,Z la fonction g(5, Fo") = 1,297 et les différences A, =8 et A, = 19. Donc:
60. TaUes des fonctions e.9{js, V^) et z.i{z. V^). Il amye dans la solution des problèmes de tir de chercher la Taleur de Bj lorsqu'on connaît la valeur de V^ et celle du produit z.9{By V^ ou bien celle du produit z.i{z^ V^). On a calculé dans ce but les tables des fonctions z.9{z, V^) et ;er.3(-^, V^) insérées dans l'annexe sous les n^^ X et XI. Elles sont à deux arguments z et V^ et par suite à deux entrées, et donnent les valeurs des fonctions à quatre décimales pour les valeurs équidistantes de «, depuis -2? = 0, jusqu'à z^= 1,68, et pour les valeurs équidistantes de V^j depuis V^ = 0, jusqu'à F^)^ = 4,2. La différence constante entre les valeurs de z est de 0,02, et la différence constante entre les valeurs de V^ est de 0,1. Sous l'indication ^g^ on a inscrit les différences entre les valeurs voisines de la fonction, relatives à la même valeur de V^ et correspondant à un accroissement de 0,02 dans la valeur de z. La dififêrence A,, entre les valeurs de la fonction, relative à la môme valeur de z et correspondant à un accroissement de 0,1 dans la valeur de Fq^j — cette différence A„ est constante et est inscrite au pied de chaque colonne.
Connaissant V^^ on cherchera dans la ligne horizontale qui s'y rapporte la valeur connue de la fonction z.9{z^ F/), ou bien celle de la fonction zi{Zy F^*), et on trouvera en tête la valeur cherchée de^f. Ainsi pour Fo* = 0,3 et z9{z,V^) = 1,1824 on trouvera que 1,1824 étant 'dans la colonne 2^ = 0,82, la valeur cherchée est ^ = 0,82.
On trouvera la valeur de ^r à quatre décimales pour des valeurs connues, intermédiaires de F^^et de z.9(z,V^y ou bien de zi{ZyV^
qui ne se troaTent pas dans les tables, en interpolant et tenant compte des différences secondes.
La formule de l'interpolation insérée au n° 58 donne
Calculant d'abord la yaleur de ^^•A«/'(^o,t;o) en négligeant les termes à différences secondes, c'est-à-dire en se bornant aux trois premiers termes du second membre de l'équation, on trouvera la valeur approchée de ^^^ et en la substituant dans le quatrième et le cinquième termes du second membre de l'équation, on trouvera la valeur de '-^Y^'à^fi'of^oi ^^^ 1& précision désirée et on en tirera la valeur cherchée de si.
Exempte 1. Trouver la valeur de « à quatre décimales pour Fo» = 03907 et «;«(ir, Fo«)= 1,2195.
Dans ce cas /"(», v) = e.9 (z, V*)= 1,2195; t;o = 0,3; A^o» t;^= 1,1824 = 0,82.^(0,82; 0,3); «0 = 0,82; A =0,02; * = 0,1 ;t;-t;o= 0,0907; A. /'(«„,t;J = 0,0401; K f K, fo) = 0,0279; A, \ f (z,, v^ = 0,0416 - 0,0401 = 0,0294-0,0279=0,0015; A/ fie,, t;,)=0,0407— 0,0401 = 0,0006; A„Y(«o, t;o) = 0, et l'on a
ifS{B,V*)^ 1,2196 — 0,82.«(0,82 ; 0,3) = — 1,1824
la yaleur approchée de ^^^^ A^ ({b^^^ v^) = h- 0,01 18 ;
la valeur approchée de ^^^ = ^^ ;
— ge-
la valeur approchée de —J^^^fi^^, »„)= -i- 0,0118
n suffit dans les cas ordinaires de se borner aux valeurs de i^ à trois décimales, et alors il ne faut pas tenir compte des différences secondes.
Gomme exemple, calculons la valeur de ;? à trois décimales pour Fo' = 0,3907 et -? « (z, V^= 1,220.
On voit dans la table que dans la ligne horizontale V^ = 0,3 la valeur la plus voisine de z9{z, Fo*)= 1,220, mais plus petite, est 1,182 et qu'elle est dans la colonne ^ = 0,82. Les différences qui correspondent à la valeur de 1,182. sont A^ = 40,l et A^ = 27,9. On aura
Exemple 2. Trouver la valeur àe e k quatre décimales pour F„« = 0,3907 et -er 3 (z, Fo«)= l,462é.
Dans ce cas /"(-?, v) = zS (z, Fo*) = 1,4624; v^= 0,3; f{z^, t;o)= 1,4056 = 0,82.3 (0,82; 0,3); ;?o=0,82; A=0,02; A; = 0,1 ; e; — «0 = 0,0907 ; A,fiz„ f;„) = 0,0537; àjiz^, v,) = 0,0450; Wfiz^, !;„) = 0,0562 — 0,0537 = 0,0025;
A»,A*o,t;o)=0,0648 -0,0537 = 0,0011 ;A%^(iro,i;„)=0, et l'on a
^3(5, Fo«)= 1,4624 — 0,82 .3(0,82 ; 0,3) = — 1,4056
la valeur approchée de ^^x^^« ^^^o' ^^^ = -f- 0,01 60 ; la valeur approchée de^^^ = ^^' ;
la valeur approchée de ^^-^^^gfi^oy ^o)= "*~ 0,0160
Calculons la valeur de -gr à trois décimales pour F^* = 0,3907 et £r3(^,Fo^= 1,462.
On voit dans la table que dans la ligne horizontale Fo* = 0,3 la valeur la plus voisine de ;? 3 (jer, Fo')= 1,462, mais plus petite, est 1,406 et qu'elle est dans la colonne j?=0,82. Les différences qui correspondent à la valeur de 1,406 sont ^^ = 5,37 et A^ = 45,0. On aura
z3iz,V,^= 1,462
61. Détermination de la valeur de la constante a. Pour intégreiy par approximation, les équations différentielles du mouTement, quelle que soit l'expression de la résistance, on substitue (n^ 118) à la fonction f{v)^ qui exprime le rapport de la résistance au poids du projectile, cette autre fonction
/{a y C08 e) aeoBB '
OÙ la constante a doit être choisie de manière que le produit a cos tf s'éloigne le moins possible de l'unité pour toutes les valeurs qu'il acquiert entre ^ = 9 et tf. Far conséquent a doit être égale à une certaine valeur moyenne entre toutes celles que prend J5ï^=^dans les mômes limites.
Le général Bidion, qui se sert de la constante a pour intégrer, par approximation, les équations diffêrentielles du mouvement, prend pour la valeur de a le rapport de l'arc de la parabole compris entre les limites 9 et ^ à sa projection horizontale. On a pour la parabole (éq. 1, n° 37) 1;^ = V^ et par suite les équations (8) et (9), n° 32 deviennent
« = ZL*f * et « = ^'f-4-, g J cos»e '"''•*' g } co8«©>
de manière que
*) On peut faire voir facOement que la valeur de a ainsi déterminée est une certaine Taleor moyenne des différentes valeurs de ^ entre les limites d = çetd. On sait en effet que la fraction
ou, posant
et remarquant que
^3P5. = tang9-tang^,
on a
^^ e(y)-6(e) • tang9— tange*
L'expression g (O) h\i voir que g (0) = 0, g {—0)= — 1{0) et comme on a tang = et tang ( — ^) = — tang d, on trouve: entre les limites 9 et tf
tang 9— tang e'
entre les limites 9 et 0, ainsi qu'entre les limites 9 et — 9
_ 6(9) tang 9'
est moindM que la plus grande des fractions ^9 g7 9 p y ... et est plus grande
que la plus petite de ces fractions , de sorte que 5 .^ 5^ ,^ ^// .. CBt une cer-
le valeur moyenne Donc la quantité
a a' a" taine valeur moyenne entre les valeurs de ^ 9 p j p?
cos'e
Jci de
cos*© e
est une certaine moyenne des différentes valeurs que
cos'e 1
1 cos«
cos*©
acquiert entre les limites 9 et 9.
entre les limites 9 et —
tang 9 -#- tang e '
entre les limites — 9 et —
^^ 6(e)-6(9) tang e — tâng <p *
On a inséré dans la table I de l'annexe les valeurs numériques â«5(<p),delM.etdea.
62. Choiœ des points de division d^une trajectoire en plusieurs parties. Si Ton examine la table des valeurs de a,«on voit que quand les angles sont petits, a dépasse l'unité de très -peu. Ainsi, pour un arc de 5° à la quantité a dépasse l'unité de 7^ environ; pour un arc de 10° à la quantité a dépasse l'unité de ^ environ; pour un arc de 1 5° à la quantité a dépasse l'unité de ^ environ. Par conséquent lorsque le projectile est lancé avec une vitesse initiale telle que la résistance de l'air entre les limites de cette vitesse et de la vitesse de chute peut être exprimée par une seule formule, on peut ne pas décomposer la trajectoire en parties, tant que les angles de projection sont compris entre et 15°, et on peut prendre pour a l'unité, quand l'angle de projection ne dépasse pas 8°, et la valeur de ^j*^ quand l'angle de projection est compris entre 8° et 1 5°.
La quantité a entre dans l'expression
/(ai; coBe) a cose
qui est substituée à la fonction f(v). En égalant a à sa plus petite valeur, l'unité, la fonction '^^^00^^^ ^®^* moindre que la fonction /"(t;) (toutes les fois que le degré de la fonction f{v) est plus grand que l'unité), ou, ce qui est tout un, on prendra une valeur trop faible pour la résistance de l'air; par suite on aura (n° 49) des valeurs trop fortes pour les ordonnées y, et la trajectoire calculée passera au-dessus de la trajectoire réelle. En égalant «àjjj— > on prendra une valeur trop forte pour la résistance de l'air sur toute l'étendue de la trajectoire depuis tf = 9 jusqu'à â = — 9, et la trajectoire calculée passera au-
dessous de la trajectoire réelle. On voit par là que pour avoir (dans le cas où l'on ne divise pas la trajectoire en parties) les limites entre lesquelles est comprise la portée réelle sur un terrain qui se trouve à la même hauteur que la bouche à feu, il faut poser a = 1 pour obtenir la limite supérieure et a = ^— pour obtenir la limite inférieure. Si Ton divise la trajectoire en parties, il faut prendre, comme on
sait, a =
JM-iJo)
Pour avoir une idée des erreurs que Ton
tang 9 — tang e
commet en ce. cas, comparons les valeurs de a aux valeurs extrêmes de -^ pour des arcs de différentes grandeurs et de différentes inclinaisons. Cette comparaison est établie dans le tableau suivant.
Tableau comparatif des valeurs de a et des valeurs extrêmes de -^pour des arcs de différentes grandeurs et
de différentes inclinaisons.
Arc<
C0Jï6
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L3802I 1,2758 1,2010 1,1478 IjîOT.H 1 ,0700 l,0rî31 1,0351 1,0217 1,0118 L0fJ52 ],0ul3; 1,0000
— lOCf —
Daprès rinspectioii des nombres contenus dans le tableau, on reconnaît que, pour des arcs d'un même nombre de degrés, 4a valeur de a diffère d'autant moins des valeurs extrêmes que l'inclinaison audessus de l'horizontale est plus petite. Far conséquent, pour que les
différences entre les valeurs de a et les valeurs extrêmes de -— ^
soient les mêmes pour les différentes parties de la trajectoire, les arcs doivent avoir d'autant moins d'étendue que leurs inclinaisons sont plus
grandes; ainsi le rapport de la différence entre a et^^^à a est de,*^
pour les arcs de 0° à 20°, de 20° à 30°, ou de 40° à 45°; ce rapport est de y\ environ pour les arcs de 0° à 25°, de 15° à 30°, de 30° à 40° ou de 50° à 55°; il est de ^^ au plus pour les arcs de 0° à 30°, de 30° à 45° ou de 55° à 60°; il est de J environ pour l'arc de 0° à 45°. Ces quantités sont les différences les plus grandes et elles se rapportent aux extrémités des arcs; mais comme vers l^ilieu de chaque arc cette différence est nulle, il s'ensuit que
le rapport de la différence entre a et — - à a n'est moyennement que
la moitié des fractions que nous avons indiquées. Si l'on remarque, de plus, que dans la branche ascendante la valeur de a est à l'origine des arcs que l'on considère moindre et à la fin de ces arcs plus grande
que jj^ , on voit que dans la branche ascendante de la trajectoire on prend à l'origine des arcs la résistance de l'air trop faible, et qu'à la fin des arcs on la prend trop forte; dans la branche descendante la valeur de a est au contraire à l'origine des arcs plus grande et à la fin des arcs moindre que^^, de sorte que dans la branche descendante on prend à l'origine des arcs une résistance trop forte et à la fin des arcs une résistance trop feible; vers le milieu des arcs la valeur de a est égale à ^^ ; il s'ensuit que sur toute l'étendue de l'arc que l'on considère, si elle est convenablement choisie, les erreurs partielles se compensent à peu de chose près.
Pour avoir les limites entre lesquelles est comprise la portée réelle, il faut, pour obtenir la limite supérieure, prendre, à la place
de a, les valeurs de ^—^ qui correspondent à la fin des arcs dans la
branche ascendante et les valeurs de ^^ qui correspondent au commencement des arcs dans la branche descendante; pour obtenir la limite inférieure, il faut prendre, à la place de a, les valeurs de ^^ qui correspondent au commencement des arcs dans la branche ascendante et les valeurs de ^^ qui correspondent à la fin des arcs dans la branche descendante.
Lorsque les vitesses initiales ne sont pas considérables et que les projectiles sont de fort calibre et de grande densité, comme il arrive ordinairement dans le tir courbe des mortiers, l'influence de la résistance de l'air est assez faible pour qu'on puisse, sous les angles de projection 9 qui ne dépassent pas 45^, calculer la trajectoire sans la diviser en parties, en prenant pour a la valeur ^^ • Dans le cas de 9 = 45°, a sera moindre que ^^ de -^j de sa valeur au commencement et à là fin du trajet, et vers le sommet a sera plus grand que ^^ = 1 d'environ ^ de sa valeur; moyennement cette
différence sera d'environ ^ de la valeur de a. La simplification ayant pour effet de rendre la résistance de l'air trop forte seulement vers le sommet et trop faible au point de départ et vers le point de chute, il en résultera une portée un peu plus grande que la portée réelle.
ROTATION
L Tir courbe à fortes charges.
63. Calcul de la trajectoire par parties. Pour calculer la trajectoire d'un projectile tiré sous un grand angle de projection, avec une forte vitesse initiale, il faut, comme on l'a vu, décomposer la trajectoire en parties, et connaître l'angle de projection 9 et la vitesse initiale V dont est animé le projectile de diamètre et de poids donnés.
On sait que la résistance de l'air au mouvement des projectiles sphériques est exprimée, n"^ 28, pour des vitesses qui surpassent 37 6""^', par un monôme proportionnel à la seconde puissance de la vitesse, et pour des vitesses au-dessous de 376™'" par un binôme dont le premier terme est proportionnel au carré de la vitesse et le second à la quatrième puissance de la vitesse.
Soit l'angle 9 = 30"" et la vitesse initiale V surpassant 376"-'.
1"^ On choisira le premier arc de la trajectoire (fig. 9) du point de départ 0, où la vitesse initiale est F jusqu'au point m' où la vitesse est 376"-' et on le calculera dans l'hypothèse de la résistance (w^ 52)
où
P IIi
et, le mètre et le kilogramme étant pris pour unités (n° 28),
cA, = 0,061.
On déterminera d'abord la valeur approchée de l'angle d'inclinaison 9' de la trajectoire au point m\ au moyen de la formule (6), n°52
tang9'=tang9 — ^^,(1— ^), en posant a = ^ji-, F^ = Fcos 9,7/ = F' cos 9, et ayant cette valeur approchée de 9', on obtiendra a de la formule (n^ 61)
tang 9 — tang 9'
On aura la valeur de 9' suffisamment précise, en mettant dans l'expression précédente de tang 9' la valeur de a et en posant, dans F,' = F' cos 9, pour 9 sa valeur approchée.
Connaissant la valeur de 9' et celle de a, on trouve: L'abscisse x' du point m' au moyen de la formule (3), n"^ 52
I 2c 1 j ^„ Fcos 9
a Log e o F' cos 9'
L'ordonnée y du point m' au moyen de la formule (1), n"" 52
y' = a;'tang9-2W^^(f)-
La durée t' du trajet du projectile du point au point m' au moyen de la formule (5), n° 52 •
Le rayon de courbure au point et celui au point m' au moyen de la formule (11), n° 32
• Y = ~^ et y= ^''
1 pcos9 * ^008 9^*
2^. On calculera les arcs suivants de la trajectoire dans l'hypothèse de la résistance (w° 51)
où
2<A^TzIPg n
et, le mètre et le kilogramme étant pris pour unités (n° 28), cA,= 0,012;r=186"^
Supposons que 4'on veuille diviser la trajectoire du point m' jusqu'au point de chute en quatre arcs. On choisira le premier mW depuis l'angle d'inclinaison 9' qu'on vient d'obtenir, jusqu'à l'angle ç' = 20^1e secondmV'de l'angle 9''=20° à l'angle 9'" =—20°, le troisième m'W de l'angle 9'"= — 20° à l'angle 9'''= —30° et le dernier m^^M de l'angle 9'^ à l'angle de chute.
Pour calculer l'arc wm'^on déterminera la valeur de a' au moyen de la formule (n° 61) .
^^ 6 (90 -€(20°) tang 9' — tang 20**
On trouvera l'abscisse a;" du point w'^'au moyen de l'équation (2), w° 51. En efiFet, en multipliant les deux membres de cette équation par ^ et observant qu'on a désigné au n° 1 20 la valeur de — par £r, on aura
• ..3(.,P^=(teng9'^tang<p")f^^^-
Après avoir calculé la valeur numérique du second membre do cette équation et celle de V^^ = ^'^^ ^^^^^' ^ q^ trouvera la valeur de z au moyen de la table des ^.3 (2?, Vq% comme on l'a exposé au n° 60. En multipliant z par |>, on aura la valeur de l'abscisse cherchée x*.
On déterminera l'ordonnée y' du point m au moyen de la formule (1), n° 51
y =a;tang9-2^|-ï-^,«(— , ;5-^).
On obtiendra la vitesse Y* au point m" au moyen de la formule (4),n^51
aV' a'î F'«C08«9'\ C08q>"
t'iî?,
On aura la durée i" du trajet du projectile du point m' au point iti au moyen de la formule (5), n^ 51
^' — F'cosq)' ^ (
aV a'2r«co8*9'^
On aura le rayon de courbure au point m" par la formule (11), »° 32
' flr cos 9"
t /OAO\
Pour déterminer l'arc mm\ on prendra i^ 61) a" = j^Fôo^^ et pour déterminer l'arc m"'m^^ on prendra a'" = tania^Q^tenggoo ^ et on calculera les deux arcs de la même manière que Tare w!m\ On obtiendra ainsi pour le point m'" les valeurs oi'\ y"\ F", f\ y'" et pour le point w^'' les valeurs x^^, — y'^^ F"', <'^ y^^-
Pour calculer le dernier arc m'^M^ depuis le point m'^ jusqu'au point M situé à la hauteur h au-dessus du point de départ, observons que l'ordonnée — y^ du point M^ rapportée au point m''' comme origine, est connue et qu'elle est
En substituant dans l'équation (1) n° 51 à la place de y la valeur connue — y^ de l'ordonnée du point itf, à la place de Fia valeur
connue F"" de la vitesse au point m'^, à la place de 9 la valeur connue — 9^^" de l'inclinaison de la trajectoire au môme point, et en tirant la valeur de l'abscisse a; = «'' du point M, on aura
et l'angle de chute — 9^ au point M sera déterminé par (éq. 2,n°51)
-tang9^=-tang9''-— ^^ ^^
En posant d'abord 9{z, V^^)= 1 et 3(£r, Fo')= 1, l'avantdernière équation donnera une valeur approchée derr^'qui, substituée dans la dernière équation, servira à trouver une valeur approchée de — 9^". D'après cette valeur de — 9^^, on déterminera a^' de la formule (w° 61)
tang 9^'— tang 9 ^' '
on calculera £f = —j— et on trouvera au moyen des tables de ^(2, V^ et de 3(£?, V^) les valeurs de ces fonctions, qui, substituées dans les expressions trouvées de x^ et de — tang 9'', donneront des valeurs suffisamment précises de x^ et de — 9^
On aura la vitesse de chute au moyen de l'éq. (4), w^ 51, la durée t^^ du trajet du projectile du point w^^'au point ilf au moyen de l'éq. (5), w° 51, et le rayon de courbure au point de chute au moyen de l'équation (11), w° 32.
On aura la portée totale
x = x'^x"^(x!"^x''^x'\ et la durée totale
Un projectile tiré avec une forte charge, sous un grand angle de projeetion, s'élevant à une hauteur très considérable, il est utile,
dans le calcul de sa trajectoire, de tenir approximativement compte de la diminution de la densité de Tair avec l'accroissement de la hauteur au-dessus du sol. Eu appelant II' la densité de l'air à la sur&ce de la terre et négligeant la variation de la pesanteur due à la variation de la hauteur, la densité II de Tair à la hauteur y au-dessus de la surfoce de la terre sera exprimée par
où fc = 8000", et le fitcteur ^^ , qui entre dans les expressions coefficients c de la résistance, deviendra
Pour tenir approximativement compte, dans le calcul de la trajectoire, de la diminution de la densité de Pair due à la hauteur y, il faut calculer les coefficients c pour chaque arc de la trajectoire en y
y introduisant le facteur ^,e et en prenant pour y une valeur approchée de la hauteur moyenne du projectile au-dessus de la terre dans toute rétendue de Tare que Ton considère.
64. Application au calcul de la trajectoire d!un, boulet ^Mrique tiré du canon de 2é ^ avec un vitesse initiale de 522^''\, sous V angle de projection de 3CP. Les circonstances du tir sont les suivantes: le poids du projectile P= 12^21 ; son rayon R=0^074:9, sa vitesse initiale F= 522"*'', l'angle de projection 9 = SO"", l'accélération de la gravité ^= 9^8192, la densité de l'air n' = n,. La trajectoire est divisée en douze arcs. Les résultats du calcul sont compris dans le tableau ci-contre:
Trajectoire d'im boulet sphérique tiré du canon de 34^ avec une vitesse initiale de 522°"% sous Tangle de projection de 30^.
Jl
Projection de l'arc
Coordouuées
du projectile rapportées au point de départ romme origine.
L'exameii des résultats insérés dans ce tableau fait voir que la portée horizontale, c'est-à-dire la portée sur un terrain situé au môme niveau que la bouche à feu, est de 3893™; la hauteur totale du jet, correspondant à é'rriO, est de 860""; la durée totale du trajet est de 2 5? 7. La vitesse du projectile atteint son minimum; le point où la vitesse atteint sa valeur minima est situé sur l'arc dont les angles d'inclinaison sont compris entre — 20° et — 30^ En déterminant les valeurs de la vitesse en difterents points de cet arc, on trouve que le point où la vitesse est minima correspond à l'inclinaison ^= — 21"", , que les coordonnées de ce point sont a;= 2944" et y = 670^6, et que la valeur de la vitesse minima est de 1 287*8. Le rayon de courbure minimum correspond à un point situé sur l'arc dont les angles d'inclinaison sont compris entre — 1 0^ et — 20°. En déterminant les valeurs du rayon de courbure en diflérents points de cet arc, on trouve que le point où le rayon de courbure est minimum correspond à l'inclinaison © = — 1 5°, que les coordonnées ^e ce point sont
x,= 2766" et y = 786",6, et que la valeur du rayon minimum est de 1785".
Le tir direct du canon de 24\ dans des conditions se rapprochant autant que possible de celles qui ont été adoptées pourle calcul de la trajectoire, a donné une portée moyenne de 3979" et une durée moyenne de 26* 1 , cette portée et cette durée étant déduites de 20 coups.
n. Tir courbe à faibles charges.
65. Solution des problèmes sur le jet des projectiles à de faibles charges. Dans le tir courbe à faibles charges, comme en général dans le tir avec des charges qui communiquent une vitesse initiale moindre que 376"-', i} faut calculer la trajectoire dans Thypothèse de la résistance (n^ 51)
où, si Ton pose II = n, ,
"■ 2J^TzR'g
et, le mètre et le kilogramme étant pris pour unités {n^ 28) Jt = 0,012; r=186"^
L'influence de la résistance de l'air au mouvement des projectiles de gros calibre et de forte densité tirés avec de petites vitesses initiales, étant assez faible pour qu'on puisse, même sous de grands angles de projection, calculer la trajectoire sans la diviser en parties, la solution de divers problèmes du jet devient facile.
Quoique, dans le tir courbe, Tangle de chute sur un terrain situé au même niveau que la bouche à feu soit sensiblement plus grand que l'angle de projection, on peut, néanmoins, déduire a au moyen de
la table des valeurs de « = ^5;!^ (Table I, annexe). Pour feciliter
le calcul des valeurs de c, on a inséré dans la table II de l'annexe les
valeurs de ^^^^ pour les projectiles employés dans notre artillerie.
66. Déterminer la portée ^ connaissant V angle de projection et la vitesse initiale.
Soit le point de chute à la hauteur de la bouche à feu. On cherchera les valeurs de c, a, F^ = Fcosç, V\= \~T^) • En faisant y = o dans Téq. (1), n^ 51, on aura
ou, en remarquant que ^ = y?
Après avoir calculé la valeur du second membre de l'équation, on trouvera la valeur de z au moyen de la table des z.9{z, Vq% comme on l'a exposé au h° 60. En multipliant z par -^ on aura la valeur de
la portée cherchée.
Soit un obus de 80^ projeté sous l'angle de 45° avec une vitesse initiale de 115"^^ Dans ce cas 2î= 0M207; P=36M7; 5;^=40,24;c=3353»;r=186"^=';a=l,1478;Fo2=0,2518;
^ysin29 = 0,4611; ^=0,3906 et
la portée cherchée a; = 1141".
La portée ainsi calculée^ comme on l'a exposé au n"" 62, 6S< un peu plus grande que la portée réelle.
67. Limite inférieure de la portée. Pour faire voir que la portée calculée par la méthode ci-dessus diflffere peu de la portée réelle, déterminons la portée inférieure à la portée réelle et comparons-la à la portée obtenue.
Pour déterminer la limite inférieure de la portée, on aurait pu
poser a = ^— dans Téquation
^(^, Fo^=fy sin29,
OÙ.=H,Fo»=(îny;
mais de cette manière on aurait obtenu une limite inférieure de la portée qui serait assez éloignée de la limite supérieure. Far suite nous exposerons une autre méthode pour calculer la limite inférieure de la portée.
Supposons la résistance de l'air proportionnelle au carré de la vitesse, c'est-à-dire
et posons
En prenant cette valeur pour k^, la résistance de Tair ne sera égale à la résistance réelle qu'au point de départ et sera trop forte sur toute l'étendue de la trajectoire, de manière que la portée calculée sera moindre que la portée réelle. .
Nous déterminerons la portée dans l'hypothèse de la résistance proportionnelle au carré de la vitesse au moyen de tables pour le tir courbe calculées par le général Otto*) d'après la méthode d'Euler que nous allons d'abord sommairement exposer.
68. Méthode cTEuler pour déterminer la portée du tir courbe. Dans le cas de la résistance proportionnelle au carré de la vitesse, l'arc s, dans les limites de ^ == 9 à tf , est exprimé par la formule (n° 46)
s = gl.g[l*25--(|(,)-5W)].
Far conséquent la partie As de l'arc, aux extrémités duquel les inclinaisons sont â et ^, aura pour expression
As = ^ log ^^^ 1
*) Tables balistiques pour le tir élevé par Otto, traduit de rallemand par Rieffel. 1844.
Googk
où il faut obôeryer que dans la branche descendante les fonctions S(^) et S (â) doivent être prises avec des signes contraires.
Si â' difière peu de â, on obtiendra la partie correspondante àx de l'abscisse et c^Ue Ay de l'ordonnée des expressions
OÙ pour la branche descendante les fonctions Ç {&") et Ç (tf) doivent être prises avec des signes contraires.
Le général Otto a calculé dans la branche ascendante et dans la branche descendante, pour chacune des diverses valeurs de 27^"*-5(?) = 5(+), très proches Tune de l'autre, ou plutôt pour chacune des diverses valeurs de ^, les valeurs de Ax et de Av) correspondant aux arcs d'une étendue de ^ — = V, pour des valeurs consécutives de tf à partir de tf = 0, et a pris les sommes consécutives 2Ax et 2Air] séparément dans la branche ascendante et dans la branche descendante.
Pour trouver la portée d'après les valeurs connues de 9, F et i, il fout déterminer ^^ m- g(9)=|(f|)), et chercher dans la table des Ç (â) (que M. Otto a calculé de minute en minute pour les valeurs de ^ de à 87"^) la valeur de ^ qui correspond à la valeur calculée ^^ S (^) y W^9 ^u moyen de la table des 2Ax et 2Av) correspondant à la valeur trouvée de ^, chercher dans la partie relative à la branche ascendante la valeur de 2Ax et celle de 2Av) qui correspondent à l'angle de projection 9, et prendre dans la partie relative à la branche descendante la valeur de 2Ax qui correspond à la valeur précédemment trouvée de 2Av). En faisant la somme de ces deux valeurs de 2Ax et en la représentant par x, on aura la portée cherchée
Si la yaleur trouvée de ^ ne se trouve pas intégralement dans les tables, on doit déterminer la yaleur de x pour deux valeurs consécutives de ^ contenues dans les tables, l'une immédiatement inférienre et l'autre immédiatement supérieure à la valeur trouvée de ^ et puis déterminer la valeur cherchée de x &u moyen de parties proportionnelles.
Pour faciliter les recherches, M. Otto a dressé, au moyen de tables des 2Ax et 2Ai), une autre table dans laquelle il a inséré, pour différents angles de projection de 5° en 5°, depuis 9 = 30° jusqu'à 9=90°, les valeurs de x qui correspondent à diverses valeurs de ^, de 1 minutes en 1 minutes, depuis tj^ = 9 -♦- 1° jusqu'à ^ = 87°.
69. Xa limite inférieure et la limite supérieure de la portée diffèrent peu Vune de Vautre. On a pour l'obus de 80\ projeté sous l'angle de 45° avec une vitesse initiale de 115°**,
Jfc« c 3358
1 ^* 1 /iis\
g(tJ.) = -^,-*.g(9) = 3,6019 H- 1,1478 = 4,7497.
On trouve, dans la table des g {6), la valeur + = 69° 41',1 correspondante à g(+) = 4,7497, et la table des valeurs de x donne pour 9 = 45° et tl> = 69° 41', 1 la valeur de x = 0,1995. On obtiendra la portée
Cette limite inférieure de la portée ne diffère pas beaucoup de la limite supérieure égale (n° 66) à 1141™.
70. Portée dans le cas où le point de chute n'est pas à hauteur de la bouche à feu. Soit 6 l'élévation du point de chute au-dessus de la bouche. La portée sera déterminée par réquation(n°51, éq. 1)
On résoudra cette équation au moyen de la table des valeurs de 9(0, Vq% en la mettant sous la forme
i-tang9.^-2^,-«(^, V,^.^ = b
et essayant successivement plusieurs valeurs de z, prises dans la table, jusqu'à ce qu'on ait trouvé deux valeurs du premier membre de l'équation, assez rapprochées, entre lesquelles soit comprise la valeur de 6; on aura alors la valeur cherchée de z m moyen de parties proportionnelles, et on obtiendra la portée en multipliant ^ par ^ •
71. Déterminer la vitesse initiale cPun projectile , tiré sous un angle de projection donné 9, qui doit toucher un point donné {a,b). Prenons l'équation (1), n° 51
6 = atang<p-2^,^(^, F/), où. = f,F,^=(»^y.
En divisant les deux membres de l'équation par a, et posant 5 = tange, où e est l'angle d'élévation du point à battre, on aura
2f « tang 9 -- tang e p o (
ga n^-^(^»n^.
Faisant, pour abréger,
2r^ tang 9 — tange
et observant que (n° 51)
on trouve
F =l/IIZgLZ.
Après avoir calculé la valeur de F^, au moyen de la table de 2?(z),
oh z = ^f on obtient la vitesse initiale cherchée F, en multiplian
Si le point à battre est à hauteur de la bouche à feu j on b. 6 = et e = 0.
72. Déterminer V angle de projection q> sous lequel un projectile^ tiré avec une vitesse initiale donnée F, doit toucher un point donné (a, 6). Prenons l'équation (1), n° 51
6=atang<p-,-^^(-(--Z££i?y).
Eemplaçant ^ dans le facteur ^^^ par I-4- tang«(p, on a
d'où Ton tire pour tang 9 deux valeurs
tang9=
dont l'une correspond à un angle plus grand et l'autre à un angle plus petit que celui de plus grande portée.
On cherchera d'abord les deux valeurs de 9 en posant 9 y^f ^l^^ ^ ) = 1 ; ces deux valeurs de 9 serviront à calculer les
deux valeurs de a= ,-^^^ et les deux valeurs de ^ ( — , - — ^^^) -
En mettant ensuite la plus grande valeur de 9 dans l'expression de tang 9 prise avec le signe plus devant le radical, on obtiendra la valeur de 9 supérieure à l'angle de plus grande portée, et en mettant la plus petite valeur de 9 daûs l'expression de tang 9 prise avec le signe moins devant le radical, on obtiendra la valeur de 9 inférieure à l'angle de plus grande portée.
Si le point de chute est à hauteur de la bouche à feu, il &ut poser y '= dans l'éqaation (1), n° 51, et I'od aura
d'où et
2teng<p.cos«9=^«(?,^^^)
Cette expression donne deux yaleurs de l'angle 9. On les cherchera d'abord en posant 9=1] elles serviront à calculer les deux valeurs de. a = -iM. et les deux valeurs de^. Mettant ensuite dans
tang 9
l'expression de sin 2 9 la plus petite valeur de 9 on en tirera la valeur de 9 inférieure à l'angle de plus grande portée, et en mettant la plus grande valeur de 9 on en tirera la valeur de 9 supérieure à l'angle de plus grande portée.
73. Déterminer Vangle et la vitesse de chute ^ la durée du trajet et la hauteur totale du jet.
L'angle de chute est donné par la formule (éq. 2, n° 51)
tang ^ = tang9 - ^, 3 {z, V,^.
Dans l'exemple cité au n° 66, on a a; = 1141°, 9 = 45^ V= 115-', ^ = ^ =0,3906, Fo'= ^'=0,2518; on trouve, à l'aide de la table des valeurs de 3 (£?, Fq*),
3(^, Fo«)= 1,2796 et
tang d = — 1,1681, d'où
La vitesse de chute est donnée par la formule (n° 51, éq. 4)
V COS
X9(^, Fo*) ma
Dans l'exemple précédent, on a, à î'aide de la table des valeurs de V (z, r,%
et
La durée du tr^et est donnée par la formule (n° 51, éq. 5).
Dans l'exemple précédent on a, à l'aide de la table des valeurs de6(^, Fo«),
6(«,Fo«)= 1,129 et
Four avoir la hauteur totale du jet, on prendra l'équation (2), n° 51 et, en posant tang ^ = 0, on la mettra sous la forme
Cette équation servira à trouver la valeur de ^^ à Taide de la table des valeurs de Js3{Zf V^^ comme on l'a &it voir au n^60.
En multipliant la valeur trouvée de ^ par ^, on aura l'abscisse â?' qui correspond à la hauteur totale du jet.
En mettant la valeur a/ à la place de x dans l'équation (n^ 51, éq. 1) de la trajectoire, on aura
la hauteur cherchée du jet.
Dans l'exemple précédent on trouve
z:S(z, Fo«) = 0,2306
et connaissant Fo^ = 0,2518, on obtient, à l'aide de la table des valeurs de je? 3 (je? , V^^
Ayant ^ = ^' = 0,2030 et V^^= 0,2518, on trouve, à l'aide de la table des valeurs de 9(e^ F^*),
9(z, Fo«)= 1,0891
«t Téquation de la trajectoire donne la hauteur totale du jet
• 74. L'angle de plus grande portée. Pour déterminer l'angle qui correspond à la plus grande portée, il faut avoir l'équation de la trajectoire du projectile dans l'air. L'expression exacte de y en fonction de X n'étant trouvée que dans l'hypothèse de la résistance proportionnelle à la première puissance de la vitesse, prenons cette expression (n^ 48, éq. 4) pour discuter l'angle de plus grande portée. On aura la portée sur un plan horizontal passant par la bouche à feu en faisant y = o dans l'équation (4), «° 48, et l'on trouvera
Pour déterminer la plus grande portée égalons à zéro la dérivée j- de cette équation, c'est-à-dire faisons
dx _ ' a;[i7a;sin9— f(Fcos9 — Ç)] • ^ Fsinçcoscp (Fcosç — j^ — gxco^ff
La seconde dérivée g-^, quand g- = 0, est
éPx gx C08 ç -H F* sîn 9
dç* «cos'9
L'angle de projection 9, pour un point de chute à hauteur de la bouche à feu, est toujours 4)08itif et la dérivée ^ est négative.
Par suite la valear de
F* cos 9
tirée de la condition ^ = , est la%aleiir de la plus grande portée, et mise dans l'équation (1) donne
l'expression qui détermine la relation de l'angle de plus grande
portée et de la valeur de j^.
En posant, pour abréger,
sin9 = ^,^ = w,
la dernière équation devient
(2) .....(l-Hgiog(l^^)-^=«^
Pour faire voir plus &cilement la relation de l'angle de plus
as >[log(l-^;-)-2u.] ^
grande portée 9 ou de sin 9 = ^ et de la valeur j^ = w, prenons la dérivée J^ de l'équation (2) et égalons-la à zéro, c'est-à-dire faisons
Poar que cette expression soit égale à zéro, il iaut que ou l°....l0g(l-1-jW2MjJ, ou2°...;? = 0, ou3°...u = oo. Si l'on a r. log(l-»-J)=2«^,
l'équation (2) donne
en mettant cette yaleor dans l'expression log f 1 -f- ^j = 2«jr, on obtient
log(l-Hi^) = 2(l-2^
OU
C6 qui nécessite que
OU que
et par suite, comme le fait voir l'expression u = ^—^^ il &ut que
Si l'on a
2° js = 0,
Téquation (2) mise sous la forme
l«g(l-")-^-,[log(l-*-^) -!] = ««
donne
Si l'on a
u = oo
les deux termes du premier membre de l'équation (2) mise sous la forme
se réduisent à ~ ; mais en prenant les dérivées par rapport à u du
numérateur, ainsi que du dénominateur de chacun de ces deux termes, on obtient
ce qui, pour w = oo, donne
et fait Yoir que les conditions 2^ et 3"" sont identiques. La valeur de ^ = u peut varier dans les limites
deu = àtt = oo
et l'on voit par ce qui précède que la dérivée ^ne se réduit à zéro que pour ces limites, pour lesquelles sin 9 = ^8^ prend les valeurs de
Far conséquent l'angle de plus grande portée atteint sa limite supérieure, égale à 45^, quand ^ = 0, et sa limite inférieure, égale
à zéro, quand ^ = 00, et s'écarte en général d'autant plus de 45^
que^ est plus grand.
Four appliquer les équations du mouvement déduites dans l'hypothèse de la résistance proportionnelle à la première puissance de la vitesse au cas d'une loi quelconque de la résistance, il &ut égaler le
coefficient constant \ à une certaine valeur moyenne (différente pour chacune des équations) entre toutes celles que prend l'expression -^ dans les limites de î;= Fà t;. La fonction f{v) croît avec la résistance, ainsi que le rapport "^ (toutes les fois que le degré de/*(t;) surpasse le premier), ef par suite croît aussi le coefficient y Donc,
quelle que soit la loi de la résistance, l'angle de plus grande portée est d'autant plus inférieur à 45"^ que la résistance et la vitesse initiale sont plus grandes.
75. Calcul de V angle de plus grande portée. Pour calculer l'angle de plus grande portée et la plus grande portée d'un projectile donné, tiré avec une vitesse initiale donnée, il faut calculer plusieurs portées correspondantes à autant d'angles de projection choisis les uns au-dessus, les autres au-dessous de l'angle de plus grande portée, et trouver par interpolation la valeur de la plus grande portée et de l'angle de projection correspondant. Mais de pareils calculs, sous de grands angles de projection, étant très longs, parce qu'ils exigent la division de la trajectoire en parties, nous exposerons une méthode approximative pour trouver l'angle de plus grande portée, lorsqu'on connaît la portée sous un angle quelconque voisin de celui de plus grande portée.
Soit à trouver l'angle de plus grande portée d'un boulet sphérique de 24\ tiré avec une vitesse initiale de 522°'". On a calculé au n° 66 la portée dans ce cas sous l'angle de projection de 30^ et on l'a trouvée de 3893". On cherchera, dans l'hypothèse de la résistance proportionnelle au carré de la vitesse, à l'aide des tables de M. Otto, comme on Ta exposé aux n""" 68 et 69, en essayant plusieurs valeurs
TA
de g-, i^ne valeur de ^ telle qu'elle donne, sous l'angle de 30^, une portée de 3893". On aura pour cette valeur
et on la supposera constante pour le calcul de toutes les portées sous des angles voisins de celui de plus grande portée. On calculera ainsi, à l'aide des tables de M. Otto, la portée sous l'angle de 35^ et celle sous l'angle de 40°, et l'on aura
<p'=3o^ 9"=35^ cp'"=4o^
En posant en général
on déterminera les valeurs de a, 6, c au moyen des trois valeurs ob-
tenues de x correspondantes aux t|[ois angles 9, et, observant que pour la plus grande valeur de 2; on a
on trouvera l'angle de plus grande portée
et on obtiendra la plus grande portée en substituant cette valeur dans l'équation (1).
Si la différence entre les angles 9', 9'', 9 " est constante et égale à 5°, comme cela a lieu dans les tables de M. Otto, on aura, en posant x'—x' = Aa/, a;'" — o?^ = Ar", A/ — Aa/ =• AV,
l'angle de plus grande portée
et la plus grande portée
^ = a:'-*-^(Aa;' — ?^AV).
Dans notre exemple Aa:' = 41", Aa;"= — 22", AV= — 63°,
l'augle de plus grande portée 9 = 35°46', la plus grande portée x = 3935°.
Soit à trouver, pour second exemple, l'angle de plus grande portée et la plus grande portée d'un obus de 80\ projeté avec une vitesse initiale de 1 15 "•*. On a trouvé pour ce cas {n"" 66 et 69) que la portée sous l'angle de 45° est comprise entre 1141° et 1114°. Soit 1127°,5 la vraie valeur de la portée. On trouvera, à l'aide des tables de M. Otto, la valeur de ~ pour 9 = 45° et a = 1 127°,5 et
Ton aura ^ = 2617°; en supposant cette valeur constante pour le
calcul des portées sous les angles de 40° et de 35°, on obtiendra, à l'aide des tables de H. Otto,
et l'on aura Aa' = 39",2, Aai" = ô",?, AV = — 32",5, l'angle de plus grande portée 9 = 43° 32' la plus grande portée a? = 1 1 28"',9.
m. Tir direct.
TIR DIRECT A VITESSES INITIALES DÉPASSANT
76. T^osé. La résistance de l'air au mouvement des projectiles sphériques est exprimée (n^ 28), pour des vitesses dépassant 376"^% par un monôme proportionnel au carré de la vitesse, et pour des vitesses inférieures à 376"^' par un binôme dont le premier terme est proportionnel au carré de la vitesse et le second à la quatrième puissance de la vitesse. Far conséquent, il est nécessaire de diviser la trajectoire en parties toutes les fois que, la vitesse initiale dépassant 376°-', la vitesse de chute est inférieure à 376"''. Mais le tir direct ayant lieu sous des angles de projection qui ne dépassent pas 1 5^, on simplifie beaucoup les calculs, en ne déterminant la trajectoire par parties que sous un seul angle de projection, soit celui de 5°, et en rapportant les points obtenus de la trajectoire aux coordonnées obliques, Tune Z suivant la tangente au point de départ, et Tautre Y suivant la direction de la pesanteur. On aura les angles de projection, les angles et les vitesses de chute et les durées des trsgets correspondants à diverses portées d'après les points calculés de la trajectoire sous l'angle de 5^, en admettant que pour les angles de projection ne dépassant pas 1 5°, les distances verticales des points d'une trajectoire à sa tangente au point de départ sont indépendantes des angles de projection. Discutons d'abord cette supposition.
77. LesdiOances verticales des points de la tragedoire à sa tangente au point de départ sont indépendantes des angles de projection^ lorsqtœ le mouvement a lieu non-seulement dans le vide^ mata encore dans un milieu dont la résistance est proportionnelle à la première puissance de la vitesse. En effet, en mettant dans les équations du mouvement (1), (3), (4) et (6), n° 48, obtenues pour un milieu dont la résistance est proportionnelle à la première puissance de la vitesse les expressions
a; = Zcos9, y = Xsin<p — T
qui servent à la transformation des coordonnées rectangles x^ y en coordonnées obliques X, F, on trouve
(1) »=(''-?) ÎSI.
OU, en développant log (l — |p,) en série,
(*) ' = >^VZ1Ê'
Les distances verticales des points de la trajectoire à la tangente au point de départ T, et les durées des trajets t , comme on le voit des équations (3) et (4), sont indépendantes de Tangle de projection 9.
Les expressions de Tet de tang^ font voir que les distances verticales des points de la trajectoire à la tangente au point de départ croissent, et les valeurs absolues des angles d'inclinaison diminuent dans la branche ascendante et croissent dans la branche descendante avec Taccroissement de ^ = ^^ et par conséquent avec Taccroissement de
la résistance, quelle qae soit la loi de la résistance, pourvu que le degré de f {v) soit supérieur au premier.
Les équations (3) et (4), qui prouvent que les valeurs de Y et de t ne dépendent pas de l'angle de projection 9 dans l'hypothèse de la résistance proportionnelle à la première puissance de la vitesse, ne font pas voir que cette indépendance a lieu pour d'autres expressions de la résistance. En effet, pour appliquer les expressions (3) et (4) de r et de ^ à une autre loi de la résistance, la vitesse v dépendant (éq. 1) des angles 9 et tf, il faut, pour une même valeur de Z, égaler le coefficient \ à une valeur moyenne ^^ qui change avec l'angle 9.
78. Limites entre lesquelles sont comprises^ pour les mêmes valeurs de Z, les ordonnées Tde deux trajectoires correspondantes à deux angles différents de projection^ dans Vhypothèse d*une loi quelconque de la résistance. Quelle que soit la loi de la résistance, la vitesse, la durée du trajet, l'inclinaison et l'équation de la trajectoire sont exprimées, en coordonnées rectangulaires, par les équations (4), (9), (6) et (7) du n° 50.
Si Ton met dans ces équations
a; = Zcos9, y = Zsin9 — T, on obtient
(1) vcosâ = -g5(aXcos9, aFcos9),
aX cos 9
(2) < = J \/^ (aX cos 9, a Fcos 9) . d (aZcos 9),
aXcos9 (3) .... tang 6 = tang 9 — ^7» J ^ («^ cos <p , olV cos ç) . d (aXcos 9),
olX cos 9 aX cos 9
r = (/ J d (aXcos 9) J ^1^ (aXcos 9 , aFcos 9) . d (aX cos 9) ,
ou en posant pour abréger
aX cos 9 aX cos 9
g 1 d(aXcos9) r^(aXcos9, aFcos 9).^ (aXco8 9) = -B(aXcos 9, aFcoS9),
on a
(4) r= E(aXcos9, aFcoscp),
où a, comme on sait, est une certaine valeur moyemie de ^^ entre les limites de tf = 9 à ^.
La dernière équation fait voir que l'ordonnée Y dépend en général de l'angle de projection et de l'étendue de l'arc de la* trajectoire.
En égalant a à la plus petite valeur que prend ^^ sur toute l'étendue de l'arc que l'on considère, la fonction -^^"^^^^l^^ que l'on sub-
stitue à la fonction f(v)fom intégrer par approximation les équations différentielles du mouvement, sera moindre que f (v) (toutes les^fois que le degré de la fonction f (v) est plus grand que l'unité), ou, ce qui est tout un, on prendra une valeur trop faible pour la résistance de l'air; par suite on aura (n° 77) des valeurs trop faibles pour les ordonnées Y et des valeurs, trop fortes pour tangtf, de manière que la trajectoire passera au-dessus de la trajectoire réelle. Réciproquement "Sn prendra une valeur trop forte pour la résistance de l'air en égalant a à la plus grande valeur que prend ^^ sur toute l'étendue de l'arc que l'on considère, et la trajectoire passera dans ce cas au-dessous de la trajectoire réelle.
La plus petite valeur que peut prendre ^^ est l'unité. Donc on prendra une valeur trop faible pour la résistance de Tair sur toute l'étendue de la trajectoire, en posant
a=l et l'expression (5) £(Xcos9, FC0S9)
donnera pour les ordonnées Y des valeurs trop faibles, sous tous les angles de projection 9.
La plus grande valeur que peut prendre ^^ sur toute l'étendue
de la trajectoire comprise entre tf = 9 et ^ = ~ 9, est ^ . Donc,
en posant
l'expression
donnera des valeurs txop fortes pour les ordonnées Y de la trajectoire comprise entre tf = 9 et tf = — 9.
Cette seconde limite, comme on voit, est indépendante de l'angle de projection.
Sous de petits angles de projection, les deux limites entre lesquelles est comprise chaque ordonnée T de la courbe diffèrent peu l'une de l'autre, et l'on peut prendre l'une d'elles pour l'expression des ordonnées T.
En représentant, pour la trajectoire qui correspond à l'angle de projection 9, par ^^ le plus petit des angles formés avec l'horizon par les tangentes sur toute l'étendue de l'arc que l'on considère, et par â^ le plus grand de ces angles, on voit que les ordonnées Y sur toute l'étendue de cet arc seront comprises entre les limites
• -p / Xco89 Fcosç X , -p / Xcosy Fcosy X
\co8e|* co8©i / \ cosej ' cose, /'
De même on aura pour les limites se rapportant à la trajectoire qui correspond à l'angle de projection 9'
■p /Xcos£' YS^^\ aI p/ "3^0089^ Fco8<p' \ \co80\ ' co8e'i/ Vcose', * cose'a/'
En appelant l la limite inférieure et L la limite supérieure de la différence entre l'ordonnée de la trajectoire sous l'angle de projection 9 et celle de la trajectoire sous l'angle de projection 9', on aura
; X1/ XCO89 Fcosy X p/ Xcos9^ Fcosy^ X
\C08©i ' C08©i / VCOBÔ2' coBe^l^
j p / Xcosy Fcosy X p/ Xcoat^^ Fcoay^
Si 9' = et si l'on ne considère dans la trajectoire sous l'angle
de projection 9 que l'arc compris entre ^ = 9 et ^ = — 9, on a 6^^ = 0, tf, = 0, tf, = 9et
i = i;(Xcos9, ^cos9)-S(^,^), L = 0.
La limite supérieure de la différence entre l'ordonnée de la trajectoire sous l'angle de projection 9 et celle de la trajectoire sous l'angle de projection étant égale à zéro, on voit que les ordonnées 7 de la dernière trajectoire sont plus grandes que celles de la trajectoire sous l'angle de projection 9 sur toute l'étendue de l'arc de 9 a — 9.
79. Cas de petits angles de projection. Tant que les angles de projection ne sont pas grands, les limites (5) et (6), n^ 78, entre lesquelles sont comprises les ordonnées T de la trajectoire sur l'étendue de^ = 9à^ = — 9 diffôrent peu Tune de l'autre, et l'on peut admettre l'indépendance des angles de projection et des distances verticales des points des trajectoires aux tangentes aux points de départ, de manière que l'on peut poser
tang^ = tang9 — g^ ^{X^V)dX.
Donc, si l'on connaît, pour une trajectoire sous l'angle de projection 9', l'inclinaison ^, la vitesse v' et la durée ^ qui correspondent à l'abscisse Z, on peut prendre piur la trajectoire sous l'angle de projection 9 les expressions suivantes de tf , t; et * qui correspondent à la môme valeur de 2^
tang â = tang^ — tang9' -♦- tang9, t/'coso'
CO
80. Calculer par parties la trqjeaoire sow un certain angle de projection et déterminer ^ diaprés les résultats obtenus^ les angles de projection j les angles et les vitesses de chute et les durées qui correspondent à différentes portées. Soit 9' l'angle de projection de la trajectoire que l'on calcule par parties.
1°. On choisira le premier arc de la trajectoire (fig. 10) du point de départ 0, où la vitesse initiale Fest plus grande que 376"|'' jusqu'au point M où la vitesse F = 376";* et on le calculera dans l'hypothèse K 52)
où
et, le mètre et le kilogramme étant pris pour unités (n° 28),
On déterminera d'abord la valeur approchée de l'angle d'inclinaisott 9" de la tngectoire au point M, à l'aide de la formule (6),
tang<p'' = teng<p'-i^(l-^),
en posant a = '^^, , V^ = Fcosç', F/ = F'cos<p', et ayant cette valeur approchée de 9", on obtiendra a de la formule (n° 61)
On aura la valeur de 9''<6ufSsamment précise , en mettant dans l'expression précédente de tang 9'' la valeur de a et en posant dans F/= FCOS9" pour 9" sa valeur approchée.
Connaissant la valeur de 9" et celle de a, on trouve a/= OQ à l'aide de la formule (3), n° 52
t/ = MQk l'aide de la formule (1), n° 52
la durée tf du trajet du projectile du point au point M à l'aide de la formule (5), n° 52
On aura en coordonnées obliques, Tabscisse 0P= X'du point Jlf
l'ordonnée MP= T du point M
En admettant l'indépendance des angles de projection et des distances verticales des points de la trajectoire à la tangente au point de départ,
l'angle de projection <P| déterminé de l'expression
sinçi = ^,
doit correspondre à la portée horizontale
x^ = Z'cosçi.
L'angle de chute Û^^ la vitesse de chute v et la durée du tnget t^ seront définis (n° 79) par
tangtfi = teng9" — tangç'-fr-tangçi,
• V^eoB^
^— cosôi »
2°. On calculera les arcs suivants de la trajectoire sous l'angle de projection 9' dans l'hypothèse de la résistance (n° 51)
^ 132 — Où
«t, le mètre et le kilogramme étant pris ponr unités (n° 28),
8ll. = 0,012;r=186-"
Pour calculer le deuxième arc on choisira une valeur quelconque pour 2"= OP', on aura, pour l'abscisse horizontale MÇ[=zji' du point iiT
a/' = (X"— X^cosç'.
On déterminera d'abord la valeur approchée de l'angle d'inclinaison 9"' de la trajectoire au point ilT à l'aide de la formule (2), n-Sl
teng<p'"=t«ng<p"-^^,5C^',iiI^^)
en posant a = jj^ , et ayant cette valeur approchée de 9'", on obtiendra a de la formule
* tangç" — tangç'"'
Connaissant la valeur de a on aura la valeur de 9''' suffisamment précise en mettant la valeur de a dans l'expression précédente de tang 9^^, et Ton trouvera
rordonnée ISUÇf = / du point it à l'aide de la formule (1),
/ = ^'tang9''-,^Cv'*(?^ "^^^> la vitesse F' au point Jit à l'aide de la formule (4) n° 51 •
^ ®^^^ — ^^ax" atF'ico8«9"\;
nv' — ? — )
la durée f du trajet du projectile du point M au point M' à l'aide de la formule (5), n"" 51
^ — Fsss^^-'^VT» — ^ — j;
la durée da tnyet da projectile du point de départ au point M' sera
« En* coordonnées obliques, l'abscisse OP da point M! est ceUo que Ton a choisie Z", et on aura Tordonnée M!P == F" du point W
r'=r-*-(r'-x')sin(p'-/.
L'angle de projection 9, déterminé de l'expression
correspondra à la portée horizontale
a?, = X"co8 9,.
L'angle de chute 0^^ la vitesse de chute v et la durée totale du trajet t^ seront définis (n^ 79) par
tangdg = tang9''' — tang9'-i-tang9,,
* fi — Za^siï!!
cose, »
8^. Pour calculer le troisième arc de la trajectoire sous l'angle de projection 9', on choisira une nouyelle valeur X'"=iOP^\ on aura pour l'abscisse horizontale M'Q[' s=z o^' du point Jf'
a^" = (X'" — X")cos9'.
On déterminera les valeurs de tang9^, de j/'\ de F*'cos9^, de f de la môme manière que les valeurs correspondantes du deuxième arc de la trajectoire.
En coordonnées obliques l'abscisse OP' du point M* est celle que l'on a choisie X*^, et on aura l'ordonnée ilf P" = Y" du point M"
r"=r'-*-(X'"— X'>sin9'-î/".
L'angle de projection 9, déterminé de l'expression
correspondra à la portée horizontale
L'angle de chute â^j la vitesse de chute v et la durée tfttale du trajet f, seront définis par
tangua = t»»SÇ^'^ — tang(p'-^tang98,
COSdg
fin continuera les calculs de la même manière.
81. Application. Dans le tableau suivant on a inséré les résultats du calcul de la trajectoire d'un boulet sphérique tiré d'un canon de 27 3"" sous l'angle de projection 9' = 6? avec une vitesse initiale de 438™.
Le poids du boulet P= 72^ 48 ; son diamètre 2B — 0",2695 ;
on
a pris n = n^; ^^ = 64,71 ; la vitesse initiale F= 438"^
Trajectoire d'un boulet sphérique tiré du canon de 278»» sous Pangle de projection 9' =6^, avec une vitesse initiale
de 488»'.
Abscisses suirant la
tangente aii point de
départ.
Distances verticales des points de la trajectoire à la tan^rente au point de départ.
Inclinaison
delà
trajectoire.
Projections
horizontales
des Titesses.
t;'co8e
Dorées des
Sagènes.
Mètres.
Mètres.
Mètr. sec.
Secondes.
En admettant l'indépendance des angles de projection et des distances verticales des points de la trajectoire à la tangente au point de départ, on a calculé, d'après les résultats obtenus, la table suivante.
Table de tir direct du canon de 278'''^ avec un boulet sphèrique animé d'une vitesse initiale de 438»".
Portées horizon- Ules.
Angles de projection.
Angles de chute.
Vitesses de chute.
Durées.
Mètres.
Mètr. sec.
Secondes.
On peat obtenir les angles de projection, les angles et les vitesses de chute et les durées qui correspondent aux portées éguidistanteSy d'après les données insérées dans cette table, à l'aide d'une interpolation graphique.
82. Degré de précision des résultats obtenus. Pour fidre Yoir que la table de tir direct ainsi calculée a une précision suffisante, observons que les plus grandes erreurs doivent correspondre aux angles de projection de 32' et de 13^6', comme à ceux qui diffèrent le plus de l'angle de projection 9' = 5^ sous lequel la tnû^<^toire a été calculée par parties.
En remarquant que pour la portée 324"',9 la vitesse de chute est près de 37 6""'" et par suite calculant pour cette portée l'angle de projection 9, l'angle de chute â^ la vitesse de chute v et la durée t^ dans l'hypothèse de la résistance proportionnelle au carré de hk vitesse, on trouve 9 = 0^32', ^ = 0^35', t; = 376T:', < = 0;802, valeurs très proches de celles qui sont insérées dans la table.
En calculant la trajectoire sous l'angle de projection 13^6' et en la partageant dans ce but en trois ari;^: le premier à partir du point de départ jusqu'au point où la vitesse est de 37 6"°'% le second à partir de ce point jusqu'au point de la branche descendante où l'inclinaison de la trsgectoire est égale et de signe contraire à l'inclinaison au point où h vitesse est de 376°"'', et le troisième arc à partir du dernier point jusqu'au point à hauteur de la bouche à feu, on
trouve a? = 3376"^, d = 21^49', t; = 178"" et <= 145498 des résultats qui ne diffèrent pas beaucoup de ceux qui sont insérés dans la table.
83. Dans les cas ordinaires du tir direct Vangle de projection rapporté à la ligne gui va de la bouche à feu au point à battre^ est sensiblement indépendant de V élévation de ce point. Quand les angles de projection ne sont pas grands, on peut poser a = 1, et en appelant a la distance horizontale et h la distance verticale du but au point de départ, on mettra l'équation (7), »^ 50 de la trajectoire; quelle que soit la loi de la résistance de l'air, sous la forme
6 = atangç— ^|(te | ^ (a?, V^dx.
En représentant par e l'angle d'élévation du but, c'est-à-dire l'angle que &it avec l'horizon la ligne qui va du point de départ au
but, on a tang s = ^ et divisant les deux membres de l'équation de la trajectoire par a on obtient
tang9 — tang«=||(te J^(a?, Fj) dx,
ou
9in (» — c) _ ^
l]dxl^{x,r,)dx.
Pour de petites valeurs de 9, h projection horizontale F^ de la vitesse initiale diffire peu de la vitesse initiale F, de sorte que l'on peut considérer le second membre de l'égalité comme indépendant de 9, et le produit cos 9.COS e, qui* entre dans le premier membre, différant, pour de petites valeurs de 9 et de s, peu de l'unité, on peut poser
sin(9 — e)= JJcte|^(a?, r)dx.
Cette expression &it voir qae l'angle (9 — s) formé par la tangente an point de départ avec la ligne qui va du point de départ au but, c'est-à-dire Vangle de projection rapporté à la ligne qui va du point de départ au but, est sensiblement indépendant de l'angle de l'éléyation du but, ou de la hauteur du but.
C'est sur l'indépendance de l'angle (9 — e) et de la hauteur du but qu'est fondé le pointage des bouches à feu au moyen de la hausse.
84. Cas où la vitesse de chute n^est pas inférieure à 376^'-^. D &ut dans ce cas calculer la trajectoire, sans la diviser en parties, dans l'hypothèse de la résistance (n^ 52)
où, en posant II = 11^,
et, le mètre et le kilogpramme étant pris pour unités (n° 28),
Si la hauteur du but n'est pas considérable, on peut poser a=l, et en appelant a et 6 la distance horizontale et la verticale du but au point de départ, et c l'angle d'éléyation du but, on a tang s =* ^ et réç[uation (1), n° 62 donne
ou
(tang 9 — tang e) . co8« 9 = ^ JP (?)
or, lorsque les angles 9 et s sont petits, on peut poser ^^ = 1 et l'on obtient pour l'angle de projection rapporté à la ligne qui va da point de départ au but l'expression
8in(9-«) = ^>(;).
On aura Tangle de chute de la formale
tang<9 = tang9-T^^.(^).
La vitesse de chute sera
On aura la durée
85. Déterminer la vitesse initiale diaprés celle que le prqje^UUe possède à une petite distance de la bouche à feu. Si le point de la trajectoire où l'on connaît la vitesse v est à une petite distance de la bouche à feu, la valeur absolue de l'angle de projection 9 diffère peu de celle de l'angle d'inclinaison 6 en ce point, de sorte que l'on peut poser cos 9 = cos â et l'on obtient la vitesse initiale V, dans le cas où V n'est pas inférieure à 376°'', de l'expression
OU en développant e^ en série et en négligeant devant l'unité les termes où -^ entre à la puissance seconde et aux puissances supérieures, on a
86. Pour des durées de trajets gui ne dépassent pas 0M5^ la vitesse du projectile au point milieu du trajet est sensiblement égale au rapport de la longueur du trajet à sa durée. Four un trajet a, qui correspond à une pareille durée, h valeur absolue de l'angle d'inclinaison 9 de la trajectoire à l'origine du trsget diffère peu de celle de l'angle d'inclinaison ^ à la fin du trajet, de sorte qu'on peut poser CO89 = cos ^, et appelant F la vitesse du projectile à l'origine
du tnyety. on a^ si cette vitesse est supérieure à 37 6"*''% Texpressioii suivante de la durée t du trsget a
' = T''.(fe).
et la vitesse du projectile au milieu du trajet a sera
En éliminant V entre les deux équations, on obtient
OU si Ton observe (n° 52) que F, (^)= îi^ et qu'on développe
Fj (^) et c** en séries, en négligeant devant l'unité les termes où ^
entre à des puissances supérieures à la troisième, on aura la vitesse au milieu du trajet a
Cette formule sert à prouver qu'en mesurant des durées qui ne dépassent pas les limites de OHO à 0;i5 on peut, sans erreur sensible, prendre le rapport de la longueur du trajet à sa durée pour la vitesse du projectile au milieu du trajet.
IL
TIE DIBECTT À VITESSES INITIALES INFÉBIEUEES A 376"-*.
87. Exposé. Quand la vitesse initiale est inférieure à376''", on doit calculer la trajectoire dans Thypothèse de la résistance (n^ 51)
où, en posant n = II^ ,
ety le mètre et le kilogramme étant pris pour unités (n^ 28)^
Le tir direct ayant lieu en général sous des angles de projection qui ne dépassent pas 15°, on peut calculer la trajectoire sans la di* Tiser en parties, et poser a = 1, quand les angles de projection sont
compris entre et 8°, et a = -j?^, quand les angles de projection dépassent 8°.
On résout dans ce cas les problèmes sur le tir direct à Taide des formules insérées dans la section: tir courbe à fidbles charges.
88. Déterminer la portée connfiissant Vcungle de projection et la vitesse initiale.
Le point de chute étant à une hauteur h au-dessus de la bouche à feu^ on aura la portée a à l'aide de la formulé (n° 70)
|.tB«9.»-5^.®(',n')-''=».
En essayant successivement plusieurs valeurs de Zj prises dans la table des valeurs de 9 {z, Vq% on trouvera deux valeurs du premier membre de l'équation, assez rapprochées, entre lesquelles est comprise la valeur de &, et on aura la valeur cherchée de au moyen de parties
proportionnelles; on obtiendra k portée en multipliant ^r par -.
Le point de chute étant à hauteur de la bouche à feu^ on aura la portée x à l'aide de la formule (n"" 66)
^«(^,n«)=^f sin29, où. = îî,Fo«=(^»y.
Après avoir calculé la yaleor du second membre de l'équation, on trouYora la yaleur de xr à l'aide de la table des j?.$ (z^ Fq*), comme
on l'a exposé au n° 60. En multipliant par ~ on aura la valeur de la portée cherchée.
89. Déterminer la vitesse initiale d^un prcjectUe^ tiré sous un angle de projection donné <f^ gui doit toucher un point donné (a, b). On déterminera la vitesse initiale à l'aide de la formule (n^ 71)
Après avoir calculé la valeur de F^, à l'aide de la table de F(z)y on obtiendra la valeur de la vitesse initiale cherchée F, en multipliant Fo par j^.
Si le point à battre est à hauteur de la bouche à feu, on a 6 = 0ete = 0.
90. Déterminer Va/ngle de projection 9 sous leguel un prcjectUe 9 tiré avec une vitesse initiale donnée F, doit toucher un point donné (a, b). On a pour déterminer l'angle de projection 9 l'équation (n° 72)
où l'on n'a conservé devant le radical que le signe moins, puisque le tir n'a lieu que sous de petits angles de projection. On calculera
d'abord la valeur approchée de 9 en posant -8^ = 7, ^o*=75"> et puis,
s'il le &ut, une valeur plus précise, en cherchant a qui correspond à
la valeur trouvée de 9 et en posant j^=^, V^=^^ — ^^'
Si le point de chute est à hauteur de la bouche à /eti, on a
sin29 = ^«(^,Fo«)
et Ton calculera d'abord la valeur approchée de 9 en posant ^=^j ^0*= -^1 ®t P^îs, sMl le feut, une yaleur plus précise, en cherchant a qui correspond à la yaleur trouvée de 9 et en po* 8antir=î^,Fo»=^^^.
91. Déterminer Vangle et la vitesse de chute et la durée âa troQel.
L'angle de chute est donné par la formule
tang tf = tang 9 — ^,3 (^,Fo«).
La vitesse de chute est donnée par la formule
La durée du trajet est donnée par la formule
92. Déterminer la vitesse initiale diaprés celle que le projectile possède à une petite distance a de la bouche à feu. Si le point de la trajectoire où l'on connaît la vitesse v est à une petite distance de la bouche à feu, la valeur absolue de l'angle de projection 9 diffère peu de l'angle d'inclinaison â en ce point, de sorte que l'on peut poser COS9 = cos tf , et l'on obtient la vitesse initiale F, dans le cas où V est inférieure à 376°*', de l'expression
et comme (n° 51)
on a
En déyeloppant e en série et en se bornant aux membres où ^ entre à la première puissance, on obtient
r=.[iH-4(i^^)].
93. Déterminer Vangle de projection rapporté à la ligne qui va de la houche à feu au but, lorsque Vélévation du but et Tangle de projection ne sont pas considérables. L'expression de l'angle de projection d'un projectile qui doit atteindre un objet situé à une distance et à une hauteur déterminées au-dessus de la bouche à feu (n^ 90) est plus compliquée que dans le cas où l'objet à battre est à h môme hauteur; mais elle peut devenir aussi simple dans les cas ordinaires, ceux où l'angle d'élévation du but et l'angle de projection ne sont pas grands. Dans ce cas, on peut poser a =: 1 . En appelant a et & la distance horizontale et la verticale du but au point de départ et e
l'angle d'élévation du but, on a tang e = -, et l'équation (1), n"^ 5 1 ,
après la substitution de y = i, a; = a et la division des deux membres par a, donne
(tang9-tange)cos»9 = 2Tâ« g, ^'),
ou
or lorsque les angles e et ç sont petits, on peut poser ^^ = 1 et -^ = ^ , et l'on a sensiblement
sin(<p-0=,f.«(^S)
pour l'expression de l'angle de projection rapporté à la ligne qui va de la bouche à feu au but — expression indépendante de l'angle d'élévation du but,* ainsi qu'on devait s'y attendre (n° 83).
94. Relation entre les hauteurs des hausses ^ les angles de projection et les angles d^élévation du but. Soit (fîg. 1 1) le centre de la tranche de la volée et en même temps le point de d^art du pro-
jectile; OÂ le prolongement de Taxe de la bouche à feu q[ue l'on suppose coïncider avec la tangente à la trajectoire au point de départ; M le point à battre, P sa projection sur l'horizontale OP; CB h hauteur du bouton latéral de mire au-dessus de l'axe de hi bouche; EB la hauteur au-dessus de Taxe de la bouche du point à partir duquel on compte les hauteurs de la hausse latérale. Le prolongement de la droite MB détermine la hauteur FE de la hausse qui convient à la distance OM. On mène BQ parallèle à l'axe AD. L'angle FID que &it la ligne de mire FM avec l'axe de la bouche, angle égal à celui FBQy est l'angle de mire.
L'angle de mire m est déterminé au moyen de l'angle de projection AOP=(f, de l'angle d'élévation du but MOP=e. et de l'angle 0MB =^i, sous lequel les points et £ sont vus du but; le triangle lOM donne AOM= AIM-^ 0MB ^ ou 9 — s = w -t- î, d'où
L'angle i, ayant son sommd; au but et s'appuyant sur les points et Bj étant toigours assez petit, on peut le négliger et poser
c'est-à-dire admettre que l'angle de mire est égal à l'angle de projection rapporté à la ligne qui va de la bouche à feu au but.
En représentant BC par r, ED par £, la distance du bouton de mire à la hausse BO par 2, k hauteur de la hausse FE par A, on aura du triangle FBO
FO = BOAmgm,
ou d'où ou bien
A -f- 5 — r = l . tang m, A=:i.tangw — (jR — r),
A = Z. tang (9 — 6) — (B—r).
Si BG=^EDy c'est-à-dire si iS = r, comme cela a lieu pour
toutes nos bouehes à feu nayées et pour la plupart des bouches à feu lisses, on a
A = Z. tang(«p — s).
95. Relation entre les déplacements latéraux de la hausse et les déviations latérales des projectiles. Si la trajectoire est comprise dans le plan vertical passant par Taxe de la bouche à feu et si la bouche est munie d'une hausse latérale, il faut, pour atteindre {ûg. 1 2) le point M qui se trouve dans ce plan, déplacer la hausse à droite d' une quantité
Ff= FB . tang FBf, ou Ff= FB . tang 0MB.
Hais l'angle 0MB ayant son sommet au but et s'appuyant sur les points et J5 est toujours assez petit, de manière qu'on peut le négliger, et l'on ne munit pas de point de visée mobile les hausses latérales des bouches à feu lisses.
Si la trajectoire du projectile est à double courbure (comme celle des projectiles oblongs) et la déviation latérale du projectile à la distance OM=a est MM' = Zj il faut pour atteindre le point M dévier la bouche à feu de l'angle MOM' en déplaçant latéralement
le point de visée mobile de la hausse d'une quantité Ff = FB . ^^ • En représentant F/^par ï, posant, sans erreur sensible, nilf' == MM'^=z, nB=MO = rt, et observant (fig. 1 1 ) que FB = VP-^[h-^R—rY, on obtient
Si JB = r et si h est petit en comparaison de ly on a pour le déplacement latéral du point de visée de la hausse
96. Erreur due au pointage. En représentant par Ai l'erreur dans la hauteur de la hausse, par A^ l'erreur dans le déplacement latéral du point de visée de la hausse, et par a la distance du but, on aura approximativement
la distance verticale ày du projectile au but
et la distance latérale ^z du projectile au but
97. Erreur due à V inclinaison des tourillons. Si la bouche à feu tourne autour de Taxe de Tâme et le tourillon de gauche s'élève de telle sorte que son axe fait un angle a avec la position primitive et horizontale (fig. 1 3), le sommet du bouton de mire B et le point (fig. 11) décriront aussi un angle a et se déplaceront en G' sur la figure 13; la hausse dont la direction coïncidait avec FEG perpendiculaire à l'axe de la bouche et à celui des tourillons avant leur rotation, se déplacera en F'E'G\ qui sera perpendiculaire à Taxe de la bouche et à la nouvelle position de l'axe des tourillons, la hauteur F' G' étant égale à FG. Pour qu'il n'y ait pas d'erreur dans le pointage par suite de l'inclinaison de l'axe des tourillons, il serait nécessaire que la hausse, nonobstant l'inclinaison de l'axe des tourillons, fiU comprise dans le plan vertical parallèle à l'axe de la bouche et passant par le sommet du bouton de mire déplacé, c'est-à-dire que la direction de la hausse coïncidât sur la figure 13 avec F" (5'. Mais la hausse s'étant déplacée en F^E\ il en résulte une erreur Aï dans le déplacement latéral de la hausse égale -XF'fet une erreur àh dans la hauteur de la hausse égale à F"/*, et
Aï = F Y = JF" « ' . si n a = (/i H- iî — r) sin a ,
AA=2^/-=F'(?' (1 ~C08 a)= 2FG' . sin^ l = 2(h-i^R — r) sin« ^.
Donc, si l'on pointe une bouche à feu, lorsque le tourillon de gauche est au-dessus de celui de droite, sans avoir fait les corrections correspondantes dans la hausse, le projectile touchera (n^ 96) un point situé approximativement à droite du but d'une quantité
A^= j (A H- iî _ r) sin a
et au-dessous du but d'une quantité
Pour le canon obusier de 12^ lisse, on a 72 = r, 1 = 1",732. Soit une roue de son affiU au-dessus de l'autre de 0"*,152; récartc-
ment des roues étant de 1",473, on a sîn a= ^ et a == 5^57'.
Pour un tir à boulet avec une charge de 1*^,126 de poudre à canon, à une distance de 850", la hauteur de la hausse est h = O'",0864. On aura Terreur due à l'inclinaison des tourillons
Ay = 0^2.
Pour le canon rayé de 4* on a iî = r, l = 0'",724. Soit une roue de son affût au-dessus de Tautre de 0™,152; l'écartement des
roues étant de 1",473, on a sin a = ^et a = o%T. Pour un
tir à obus avec une charge de 0^,614 de poudre à canon, à une distance de 850™, la hauteur de la hausse est A = 0"\0343. On aura Terreur due à l'inclinaison des tourillons *
Ay=0",2.
A la distance de 1700", la hauteur de la hausse est A=0'",0762, et on aura Terreur due à la même inclinaison des tourillons
Ay=r,l.
IV, Tir plongeant.
98. Exposé, Dans le tir direct et le tir courbe on a pour but de toucher un point donné, et, pour satisfaire à cette condition, on détermine Tangle de projection pour une vitesse initiale donnée, ou la vitesse initiale pour un angle de projection donné. Dans le tir
plongeant, la trajectoire doit satisfeire à deux conditions (\q projectile doit passer par deux points donnés, ou bien par un point donné sous une inclinaison donnée), et pour que ces conditions soient obtenues, il est indispensable que la vitesse initiale et l'angle de projection aient des valeurs déterminées.
Dans la plupart des cas du tir plongeant, la vitesse initiale est inférieure à STô""*"; par suite, nous nous occuperons de la solution des problèmes qui s'y rapportent dans l'hypothèse de la résistance de l'air (n° 51)
OÙ, en posant II = IIi ,
et, le mètre et le kilogramme étant pris pour unités, cA> = 0,012; r=186"*^
Lorsque les vitesses sont considérables, le tir plongeant a lieu sous de petits angles de projection, et même lorsque les vitesses sont petites, les angles de projection ne dépassent pas ordinairement 1 5°. Par suite, dans les formules du n° 51 qui servent à la solution des problèmes sur le tir plongeant on posera a = 1.
99. Déterminer la vitesse initiale et V angle de projection d^un projectile qui doit passer par deux points donnés. Soit a et 6 la distance horizontale et la verticale de l'un des points à la bouche à feu, a' et V celles de l'autre point; F et 9 étant la vitesse initiale et l'angle de projection cherchés.
Puisque la trajectoire doit passer par le point dont les coordonnées sont a et 6, on aura
6 = atang9-^«(^.Fo«),d'où
De môme puisque le second point doit aussi se trouver sur la trajectoire, on aura
retranchant ces deux équations membre à membre, on aura
ou
Faisant pour abréger et observant que
on obtient
Connaissant V^ on déterminera la valeur de la fonction 9 (^, Vq\ et celle de ® (^, Fq^); alors, en divisant l'ime par l'autre les expressions de tang 9 — - et de tang 9 — ^ , on aura pour la valeur de 9
tang 9 =
Connaissant 9, on déduira F, en multipliant V^ par ^j^. *
100. Déterminer la vitesse initiale et Vanyle de projection d^un projectile qui doit passer par un point donné sotis une indi-
naison donnée. Soit a et & la distance horizontale et la verticale du point donné à la bouche à feu, et û l'inclinaison de la trajectoire en ce point.
La trajectoire devant passer par le point dont les coordonnées sont a et fe, on devra avoir
rï2
&=^ûtang<p-,^a^(f.F/),
d'où, en foisant - = tans: £,
tang9-tang£ = ^?,q?(^,Fo'^).
La trajectoire, devant avoir au point donné l'inclinaison , on aura (w° 51, éq. 2).
tang 9 — tang â = ^^S (^, V^^). ^ Retranchant ces deux équations Tune de Tautre, on aura . tange -tang^ = ^,[2 3(f , F/)--«(j, f/)],
ou
|^(tangs-tang<9).F„'' = 2 3(f,Fo»)-4*(î,F„»). Faisant pour abréger
^'(taiige-taug^) = (2, et observant que
3(f, n*)=(iH-F,y.(f)-n-ç(^, Fo«)=(i-^Fo^)i?(j)-n»,
on obtient
"~Ke-i-[2>,0)-F(i)]-
Connaissant F», on calculera 9 (", vAei 3 {j, VJ^y, puis en divisant l'expression tang cp — tang e par celle de tang cp — tang â, on aura pour la valeur de «p
2tang e. 3(f , vfj-tmgO .9{^, F/) '"' ' = 23(5,F„^)_^(^,n^)
Connaissant 9, on aura F en multipliant Vq par^^^.
Dans le cas du tir plongeant Tangle â est négatif, et si Ton représente sa valeur par — â^, il faudra substituer — 0^ k dans toutes les formules de ce numéro.
101. Limite de la Jiautcur à laquelle on peut raser la crête d^un parapet sous une inclinaison donnée. Soit 9 le plus grand angle de projection qu'on peut obtenir de la bouche à feu montée sur son affût, a la distance du but, b la plus grande hauteur qu'il peut avoir, pour que l'inclinaison de la trajectoire en ce point soit â. La trajectoire devant passer par le point (a, fe), on a
fc = atang<p-5^^(f,n'»).
L'inclinaison de la trajectoire au point (a, b) étant ^, on a tang6^ = tang9-^^3(f,Fo«); cette équation donne
J(tang«p-tang<5>). F„« = 3(f,Fo^); posant pour abréger
^(tang9— tang<?)=Ç
et observant que 3 (" , V/) = (l -♦- V*)f, (f) — F„«, on obtient
Connaissant V^, on détermine F en multipliant V^ par ^^ et on trouve® (^, F^^V On obtient la valeur de 6 au moyen deTéquation
6=.atang<p-^$(f,F/).
Dans le cas du tir plongeant Tangle â est négatif, et si Ton représente sa valeur par — ^,, il fendra substituer — â^ ^â dans toutes les formules de ce numéro,
102. Limite de la hauteur à laquelle on peut^ en rasant la crête d^un parapet ^ toucher un point donné du terre-plein. Soient a et & les coordonnées de la crête du parapet; a la distance horizontale du point du terre-plein à la crête du parapet, p sa hauteur relative au-dessous de la crête. Le projectile devant raser la crête du parapet et toucher le point donné du terre-plein, on a, en foisant a' = a h- a,
6 = atang<p-2-^V«(f,Fo«),
a'tang9-|?5*'(7,n
Retranchant ces deux équations membre à membre, on trouve
ou
Posant pour abréger
'|-[pH-(a'--«)tang9] = Ç
et obsoTTant que
on obtient
" K«-[a"F(^)-a"F(f)]H-(a''-a') Connaissant F^, on détermine F en multipliant F^ par -^ et on
trouve ® (f^, yf)' On obtient la valeur de 6 au moyen de l'équation 5 = atang(p-^«(^,Fo»).
MOUVEMENT DES PROJECTILES OBLONGS DANS L'AIR
MOUVEMENT DE ROTATION DES PROJECTILES OBLONftS.
103. Équations du mouvement de rotation dhin corps solide. Le mouvement d'uu projectile oblong, comme celui d'un corps solide, peut être décomposé en un mouvement de translation de son centre de gravité et en un mouvement de rotation du projectile autour de son centre de gravité. Examinons d'abord le mouvement de rotation du projectile en supposant son centre de gravité immobile.
Le mouvement de rotation d'un corps solide est déterminé par les trois équations d'Euler. L'origine des coordonnées y est supposée au centre de gravité du corps et les axes des coordonnées sont les axes principaux centrais du corps. Toutes les forces extérieures sont composées en une seule force passant par le centre de gravité du corps et en un seul couple.
Pour obtenir les équations du mouvement de rotation du corps, on doit égaler la somme de l'expression générale de la projection de l'axe du couple des forces tangentielles sur chacun des axes principaux et de celle de la projection de Taxe du couple des forces centripètes sur le même axe, à la projection de Taxe du couple des forces extérieures sur le môme axe principal.
En représentant par -4, J5, G les moments d'inertie du corps autour des axes principaux rr, y, z^ par la vitesse angulaire du corps
autour d'un axe instantané, par p^ q, r les projections de cette vitesse sur les axes principaux, et par L, M^ N les projections de Taxe du couple des forces extérieures sur les mêmes axes, on aura pour les équations générales du mouvement de "rotation d'un corps solide
Un projectile oblong étant un corps de révolution, l'un de ses axes principaux est son axe de figure, et l'on peut prendre pour les deux autres deux perpendiculaires quelconques situées dans le plan équatorial du projectile, car ses moments d'inertie autour de tous les axes situés dans ce plan sont égaux entre eux. Ces moments d'inertie sont plus grands que celui autour de l'axe de figure du projectile. Prenant l'axe de figure du projectile pour Taxe des a:, on a
104. Projections de Vaxe du couple de la résistance de Vair sur les axes principaux d'un projectile oblong. Dans le mouvement des projectiles oblongs l'accroissement de pression sur certaines parties de leur surface et la diminution sur d'autres, qui se produisent suivant que ces parties ont un mouvement de rotation dans un sens contraire au mouvement de translation ou dans le même sens que ce dernier — cette augmentation et cotte diminution de pression (n"^ 5) ne peuvent être bien grandes. En en faisant abstraction, ainsi que du frottement de l'air contre la surface du projectile, on n'a à considérer, parmi .les forces extérieures qui agissent sur le projectile pendant son mouvement dans l'air, que celle de la gravité et celle de la résistance qui s'exerce normalement sur thaque élément de la surface du projectile, soumis à l'action de la résistance. La force de la gravité, comme appliquée au centre de gravité du projectile, ne donne point de couple, et la résistance de l'air donne un couple dont l'axe
est perpeudiculaire à celui de figure du projectile et à la tangente de la trajectoire.
Rapportons le projectile et ses axes principaux mobiles Ox^ Oy^ Oz (fig. 14), dont Vaxe Ox est celui de figure, aux axes fixes rectangulaires Ox^y Oy^^ Oz^j dont Taxe Ox^^ coïncide avec la tangente de la trajectoire, en la supposant d'abord immobile. La ligne O-Wd'intersection des plans yOz et y^Oz^, étant perpendiculaire à Taxe de figure Ox et à la tangente Oxj, représentera la direction de l'axe du couple de la résistance de Pair. Cet axe sera dirigé dans le sens de ON, car dans les projectiles oblongs le couple de la résistance de l'air (n^ 18) tend à éloigner l'axe de figure. Oa; de la tangente Oxi% Appelante la grandeur de cet axe et t] l'angle NOy, on trouve que les projections de cet axe sur les axes principaux du projectile Ox, Oy, Oz sont zéro, X'cos 7) et — JST sin t).
105. Expression du couple de la résistance de Vair, quand ï angle i que fait Vaxe de figure du projectile avec la tangente n^est pas grand. En représentant par p^ la composante de la résistance de l'air dans le sens contraire à celui de l'axe de figure du projectile, par Çb la composante de cette résistance perpendiculaire à l'axe de figure et située dans le plan passant par Taxe de figure et la tangente, et par d la distance du centre de la résistance au centre de gravité du projectile — distance exprimée en parties du rayon R du projectile, on aura pour le couple K de la résistance l'expression
et comme (n" 1 7)
Pb = x-Pa.
on a
*) Nous compterons comme positifs les axes des couples et les axes des rotations disposés de manière qu^ln spectateur, appuyé contre l'axe et ayant les pieds à Torigine de Taxe, voie la rotation se produire devant lui de droite à gauche.
Sur la figure 5 sont tracées les courbes de -y-, de jg- ©t de d pour les projectiles semblables à notre obus de 4^ à chemise en plomb,
les angles 8 étant pns pour abscisses et les valeurs de ^ , -^- et d pour ordonnées. On a construit sur la figure 1 5 la courbe des valeurs de ^- d qui correspondent à différents angles *, pour les projectiles semblables à notre obus de i\ Cette figure fiiit voir que quand les angles i sont petits, ce qui a toi^'ours lieu dans le cas du tir direct, la relation entre les valeurs de ^ • () et les angles 8 peut être représentée par
où, pour les projectiles semblables à notre obus de i\ on a
La courbe exprimée par cette équation est représentée sur la figure 1 5 par des traits interrompus.
En mettant la valeur de ^ • d dans l'expression du couple K, on a K=h.R. ^x^ini.
106. Équations du mouvement de rotation d'un projectile (Mong. n suit de ce qui a été énoncé que les équations du mouvement de rotation d'un projectile oblong peuvent être mises sous la forme
^Jt "*"(^ — A)pr = hB^i,smh.eos'tiy
J5^ — (B — A)pq = — fti?pA sin 8 . sin t).
En intégrant ces équations, ^nous supposerons qu'au moment à partir duquel sont comptées les durées, le plan qui passe par l'axe de figure et la tangente coïncide avec le plan fixe z^ Ox^ , que l'axe
de figure fait à ce moment l'angle 8^ avec la tangente fixe Ox^^ et que c'est dès lors qu'agit le couple de la résistance K — hRçj^smij dans lequel nous considérerons p^ comme constante.
La position des axes principaux du projectile par rapport aux axes fixes des coordonnées est entièrement déterminée, lorsqu'on connaît (fig. 14) l'angle rrOa?, = 8, l'angle yON=i\ situé dans le plan-eOy et l'angle y^ON= v situé dans le plan PiOz^.
En décrivant du point comme centre une sphère d'un rayon égal à l'unité, on aura: 1) l'angle dièdre yiNy = i que font entre eux les deux plans zOy et 2s^0y^, angle compté à partir du plan ZiOy^ et mesuré par l'arc x^x\ 2) l'arc Ny = Ti qui mesure l'angle dièdre tCiic^' formé par les ^hmx^Oxetz'Oxet compté à partir du planrr,Oa;; 3)rarcyj-N'=:v qui mesure l'angle dièdre 2^x^x formé par les, plans z^Ox^ et xOx^ et compté à partir du plan z^Ox^.
La rotation du corps autour d'un axe quelconque peut être, produite par trois rotations successives autour de trois axes qui ne sont pas parallèles à un môme plan. On peut prendre pour ces axes ou bien les trois axes principaux du corps x^ y, z, ou bien les droites ON^ Ox et Ox^ . Les vitesses angulaires autour des trois axes principaux sontjp, î, r ; les vitesses angulaires autour des axes ON, Ox, Ox^ sont^, — ^,^ ^. En décomposant chacune des trois dernières vitesses en trois autres autour des axes x, y, z, et remarquant que la somme algébrique de ces vitesses composantes autour de chacun des axes X, y, z est égale à la vitesse correspondante p, g, r autour du môme axe, on aura
i) = ^^ . cos (OiS^, ir) — Ç^ cos (ir, ;c) H- ^; cos (a?, , «), p = % cos {ON, y) — Yt -cosC^, y)'^Jt' cos(a;,, y),
*) La vitesse angulaire -^ est prise avec le signe — , parce qae l'angle r\ diminue, quand la rotation du corps autour de Tazo Ox est positive, c'est-à-dire quand cette rotation a lieu de droite à gauche pour un spectateur appuyé contre Taxe et ayant les pieds li Torigine de l'axe.
Mais: cos {ON, x) = 0, cos (x, x)= \, cos {x^, x) = *, cos (ON, y) = cos y], cos (a;, y) = 0, cos (x^ , y) = cos (a?, y) . cos (x^, )x "^ sin (a;, y) . sin (rCj , x) . cos (yiw;,) = — sin 3 sin t] , cos {ON, z) = cos (90° -4- 7]) = — sinY), cos {x, 2^) = , cos {Xy , ^) = cos {x, z), cos ( j , x^ -f- sin (a; , ^) . sin {x , a; J cos (-?a;a;i) = — sin 8. cos 7).
Par conséquent
J;cosa,
cosTj — ^ simrisino,
dt
dt
r = — -5; sin 7) — ^ cos Y] sm 0.
Tirant de ces trois dernières équations les valeurs de ^, ^, ^, on obtient
d^ dt
gcosT] — rsinr^,
-j^ sin 8 == — (g' sin i\ h- r cos tq),
-^^ sin 8 = — [p sin 8 -i- (gr sin t] -i- r cos tj) cos i].
Ces trois équations avec les trois équations (1) servent à déterminer les angles 8, v et t] en fonction du temps t.
Un projectile oblong étant un corps de révolution, sa position est entièrement déterminée par la position de son axe de figure, qui sera connue, quand on n'aura trouvé que les deux angles 8 et v en fonction du temps t.
107. La vitesse angulaire autour de Vaxe de figure est constante pendant toute la durée du mouvement. La première des équations (I), n° 106, donne
où po ^st la vitesse angulaire initiale du projectile autour de son axe
de figure; ee qui fait voir qae la vitesse angnlaire autour de Taxe de figure est constante pendant tonte la durée du monvement.
108. Vitesse angulaire j^ en fonction de V angle i. Multipliant la seeonde des équations (I), n^ 106, par sin S sin i\ et la troisième par sin 8 cos t) et &isant leur somme, on aura
^ p sin S {q cos 1] — r sin t)) -f- ^rsinScosi) ^ -h sin 8 sin ij ^
— /)sin8(3Cosij — rsinii)n=0.
En y substituant
et(éq. II n^ 106)
g cos 1] — r sm T] = ^^ , on obtient
•»v r • *> dr • k • da • «^ d^ "1 a d cos d
J5[sin8cosTig^-+-sin8smii^— PoSm8-g^J=^l>o-3^- Mais ^ (r sin 8 cos Tj -f- 2 sin 8 sin r\) = sin 8 cos ij j^ -h sin 8 sin ij ^ -*- (g cos 7) — r sin t)) sin 8 -^ -h {q sin t) -i- r cos t)) cos 8 -j^ = (éq. II) sin 8 cos fl^-^ sin 8 sin y] ^ -♦- sin 8 ^ . ^
-Bm8co88g.| = sin 8cos7i ^ -4- 8in8sin7i ^ — sin 8 ^ ( — ^ ^ ^ cosS] = sin8cosTri -J^ -4-sin8sinTi ^ — |)^^sin8^.
Par conséquent
B. rf (r sin 8 cos î) -4- g sin 8 sin ij) = -^jp^ ^ cos 8 , ou (éq. II)
B. d Uin^i if) = — ^Po^ ^^s 8 .
Pour < = 0, on a ^ = 0, g^ = et, en intégrant la dernière équation, on obtient
B sin^î ^ = Apoi^os 8^ — cos 3)^
où i^ représente la valeur initiale de l'angle 8. On en tire
r-iN d^ ApQ coa^Q — cos^
109. Vitesse angulaire ^ en fonction de V angle 8. Multipliant la seconde. des équations I, n^ 106 par q et la troisième par r et &isant leur somme, on a
|^5d(2^-*-r^ = AiîpA8Îû8(2C0S7i — rsin7i)rfi = (éq.II) — AiîpArfcos8;
mais les équations (II) donnent
«'-'^=(if)'-™'»(^)''
par conséquent
Pour t = o, on a ~ = 0, ~ = et, en intégrant la dernière équation, on obtient
En éliminant -jjde cette équation et de Téquation (1) n° 108, on trouve
110. Angle 8 en fonction du temps t On tire de la dernière équation
cos à _ ^
< = 1/ ôfe»7" I . F Â¥:r2
COS^n
' "l/ (cos ^0 — C08 d) Tl — C08* d -— cy/.^^^ (^08 *o — «08 *) | 0' •
une intégrale elliptique de première espèce.
On peut intégrer cette expression avec une approximation suffisante sans avoir recours aux fonctions elliptiques. En effet, les racines de l'équation
1 — cos^ 8 — 2^5 ^^^^ *o ~ ^^^*) ~ ^ sont
et
Le projectile étant animé d'une ^ande vitesse de rotation p^ autour de son axe de figure, on peut développer le radical en série et n^liger devant l'unité dans les expressions de cos 8 les puissances seconde et supérieures de la fraction ^^^; on obtient ainsi
et
par suite
«08 8 = ^S^[^—JP^ cos \)
co8 8 = cos8o— ^^8in«8o;
l_co8»8_^(eo88„_cos8) = 2^^ [l — ^^ («08 «oH-cos «)] (cos 8 - cos «0-*- ^ sin» i^)
et
jcosd
^Po
dcosd
COSdi
2ABPaB
ou, en négligeant ^^^\ (cos 8^ h- cos 8) devant l'unité, on a
4po
dcosd
cos^o
et Ton tire t=
l/-COBdo(c08do 24^®*^**°)"*'K^^**°~^2^«"^^'^**°)^^^*"®®^**
arc cos
cos \ — J^^a sin* 8^, — cos h
d'où Ton obtient
cos8=.cos8o — ^^^?^^(l -cos%.*)sin8o.
La valeur de ^^^^j^o ^i _cos^*) étant petite, on peut prendre son cosinus égal à l'unité et son sinus égal à elle-même, et l'on aura
8 = ,.H-iî^i(l-«,s^).
On voit ainsi que l'angle 8 est exprimé par une fonction périodique, dont la période correspond au temps ^^ = j- • 2tc. Par conséquent l'axe de figure Ox tantôt s'éloigne et tantôt s'approche de l'axe fixe Ox^^ , et les variations des distances angulaires de l'axe de
figure Ox à l'axe fixe Cte^ se trouvent dans les limites 8 = 8^ et
j. 5. , ^9kB sin ^0 ^=^0-^ 35-2 — •
111. Vitesse angulaire ^ de Vaoce de figure autour de taxe du
couple de la résistance en fonction du temps t. En prenant la dérivée de l'expression S par rapport à ^, on a
On voit que la vitesse angulaire ^ est exprimée par une fonction périodique, et que depuis t = o jusqu'à < =: -j- • |elle croît de zéro ^ ^^^^' ^ depuis < = ^ . l jusqu'à <= ^^ • tc elle décroît de feBp^rin^o à zéro, depuis t = ^^'T: jusqu'à < = ^. |tc elle continue de décroître de zéro à — ^^y^ depuis « = -^ . f tc jusqu'à < = :^ • 27i: elle croît de — ^^^j^^ jusqu'à zéro, et ainsi de suite.
112. Vitesse angulaire -£ de Vaxe de figure Ox autour de Vaxe fixe Ox^ en fonction du temps t.
En mettant 8 = 80-^ ^^^^^ (l -cos %*) dans l'équation (1) n° 108 et en négligeant devant l'unité les termes dans lesquels ^V'a^^ fl — cos^^j entre à des puissances supérieures à la première, on trouve
Cette quantité étant positive, l'axe de figure, lorsqu'on regarde du pôle X au centre de gravité 0, se meut autour de l'axe fixe Ox^ de droite à gauche, si la rotation du projectile autour de son axe de figure a lieu dans le même sens.
La vitesse angulaire ^ est une fonction périodique, dont la période correspond à la môme durée <i = ^ • 2 tc que celle de la variation de l'angle 8.
La plus petite et la plus grande valeurs de cette vitesse sont zéro et-^j-^ et elle les atteint aux moments où la vitesse angulaire ^ est égale à zéro et Pangle 8 est égal à sa plus petite et à sa plus grande valeur.
113. Angle v, g^e fait le plan vertical Js^Ox^ passant par Vaooe fixe Ox^ avec le plan x Ox^ passant par le même axe fixe Ox^ et Vaxe de figure Ox, en fonction du temps t. Cet angle s'obtient en intégrant Texpression -^ et a pour valeur
ou
114. Équations polaires de la courbe que décrit le pôle de Vaxe de figure sur un plan perpendiculaire à Vaxe fixe Ox^. Soit ce plan mené à une distance OT (fig. 16) du centre de gravité du projectile et soit OP^ une position quelconque de l'axe de figure. Prenons les longueurs PT pour les rayons vecteurs y et les angles v pour les longitudes de la courbe. En désignant par OP = a la position initiale de l'axe de figure, on aura
P'T = Y=OT.tang8 = acos8o.tang8.
En mettant 8 = «o -*- ^%^ (l — cos%?) et en se bornant aux termes dans lesquels ^^^^'^^^ (l — cos ^^) entre à la première puissance, on obtient
L'angle v(n° 113) est
^— AW \ B ^^ B )' Ed posant
- „:_ » - _ hBf.B sin *o o -4Po*
on a les équations polaires suivantes de la courbe décrite par le pôle de l'axe de figure sur un plan perpendiculaire à l'axe fixe Ox^
COS^Q
(l — cosp),
v = J(3 — sinp),
ou, pour de petits angles 8^
rY = p-*-r(l — cos^),
jv = r(p_sinp).
Ces équations polaires sont celles de Tépicycloîde ordinaire dont le rayon du cercle fixe est p et celui du cercle mobile est r, lorsque
le rapport - et par suite celui de - sont petits*).
*) L'épicycloïde ordinaire est une courbe AMG (fig. 17) engendrée par un point quelconque M du cercle BCM qui roule sur le cercle fixe ABD. Cherchons ses équations polaires, en prenant le point A pour origine du mouvement. Soit 03f=Y, 3fO^=v, ^0 = p, BCc:^r, MCB^^, CO^=a, COM^ol\
Le triangle MCO donne
Y2 = (p-^.r)2H-r* — 2(p-#-r)r. cosp ou
Y* =(p-#-r — rcos ?)*-♦- r^sin^P, et
Y = (p-*-r— rcos
Y ^p-i-r— r cosp/
Lorsque le rapport - a une faible valeur, on peut négliger devant Tunité les
termes dans lesquels — - entre à la deuxième puissance et aux supé-
p-#-r— rcosp ^ *
rieures; on a dans ce cas
Y=:p-*-r(l — cosP).
L'angle
D'après la loi de la génération de Tépicycloïde, l'arc ^B = pa est égal à l'arc Bitf = rp; par suite
Far conséquent le pôle de l'axe de' figure décrit autour de l'axe fixe Ox^ une série d'épicycloîdes ordinaires, dont les rayons des cercles fix^ s sont a sin 8^ et les rayons des cercles mobiles sont a ^^^^^^^^0 ^ çt p^j^ ^g ggyj^ ^^jit autour de l'axe fixe un cône
qui a pour base ces épicycloîdes. A l'origine de ces épicycloïdes (n"" 111 et 112) les vitesses angulaires ^et^ de Taxe de figure autour de l'axe du couple de la résistance et autour de l'axe fixe sont égales à zéro.
115. lAmite de Vaccrpissement de V angle 8 par suite de Vaction du couple de la résistance de Vair. La plus petite valeur de l'angle 8 (n° 110) est 8^; sa plus grande valeur, par suite de l'action du couple de la résistance, est \ -i- ^ ^ah^I^^^ ' ^^ ^^^ ^^® la limite de l'accroissement de cet angle est la
^^?wt^' ^^^^ *^ ^'*°^^® ^«•
En représentant par tq la longueur du pas des rayures, exprimée en rayons B du projectile, on a
_2icF
et
Abaissant da point M snr la ligne OC la perpendicnlaire ME^ on tronve da triangle rectangle MOE
ME r
et lorsque le rapport - est petit
a'=- sin p.
Par conséquent les équations polaires de Tépicyclolde ordinaire, lorsque -
est petit, sont
/ Y = P-»-»'(l — cosp),
Le moment d'inertie du projectile autour de son axe de figure est
où |t est un coefficient qui dépend de la construction du projectile.
Pour les projectiles semblables à notre obus de 4\ on a |t = 0,589, | = 2,3,ft = 2,7,j=7120R».
La résistance de l'air dans le sens contraire à Taxe de figure (n*" 28 et. 29), si Ton prend ^ = 1 etll = IT^, est pour les vitesses au-dessus de 360 mèt:sec,
p^ = 0,044. iciîV; pour les vitesses au-dessous de 325 met: sec. elle est Pj^=0,012.7i:2?«;* [^ "*" (ïlâTT' ^^^^ ^^**® résistance, comme le fait voir la courbe de p' = ^^^ représentée sur la figure 8 (J5), ne croit pas beaucoup plus rapidement que le carré de la vitesse , et on peut prendre approxiniativement pour son expression
En mettant ces valeurs dans l'expression —j^-j^^, on trouve: pour des vitesses qui dépassent 360 mèt:sec.
?^^^^ = 0,0000104 Vï^<^
et pour des vitesses qui sont inférieures à 325 mèt:sec.
^^Iwio^' = 0,00000336 71» ^.
Egalant successivement t) à 140 et à 82, c'est-à-dire aux limites entre lesquelles sont compris les pas des rayures de nos bouches à feu, on voit que, pounfi= 140, l'accroissement de l'angle 8, par suite de l'action du couple de la résistance de l'air, ne dépasse pas 0,20 de \ quand les vitesses sont supérieures à 360 mèt:sec., et ne dépasse pas0,064 de i^^ quand elles sont inférieures à 32 5 mètisec; pour ti=82,
cet accroissement de l'angle i ne dépasse pas 0,070 de i^y quand les vitesses sont supérieures à 360 mèt:sec., et ne dépasse pas 0,023 de S^» quand elles sont inférieures à 325 mèt:sec.
116. Si la tangente à la trajectoire était immobile et la résistance de Pair constante ^ Vaxe de figure du prqjectile décrirait sensiblement autour de la tangente un cône circulaire avec une vitesse angulaire moyenne constante. L'accroissement de l'angle S, par suite de l'action du couple de la résistance de l'air, étant une très faible partie de l'angle 8^, on peut prendre, sans erreur sensible, au lieu de la valeur variable(n°110)8=8o-»-^^^^^(l— cos^) sa valeur moyenne
et substituant cette expression dans l'éq. 1, n^ 108, en négligeant devant l'unité les termes qui contiennent -^^ à des puissances supérieures à la première, on trouvera
ou
di Apq sind^
car (n° 105) 7f = A/Jp^sina.
Par conséquent on peut admettre que, si la tangente était immobile et la résistance de l'air constante, Taxe de figure du projectile décrirait sensiblement autour de la tangente un cône circulaire avec une vitesse angukire constante
dt ApQ sin d .
Cette expression a été déduite dans la supposition que K=hR^j, sin 8, c'est-à-dire pour le cas dé petits angles 8.
Quand on tire sous de grands angles de projection avec de petites vitesses, les angles S acquièrent une grande valeur. On ne peut
plus alors admettre la proportionnalité des valeurs de ^-d aux sinus des angles 8, mais on peut poser
2^.d = isin8cos8,
où Ton a pris pour les projectiles semblables à notre obus de 4^
afin de représenter avec une approximation suffisante les valeurs de j-^ dans les limites de 8 = o à 8 = 20°, les angles 8 ne dépassant 20^ que dans le cas de tir avec de très petites charges.
La courbe exprimée par cette équation est pointée sur la figure 15. On aura dans ce cas pour l'expression du couple de la résistance de l'air
Z = i,Bp^sin8.cos8.
Si on la met dans les équations différentielles générales du mouvement de rotation d'un projectile oblong et si on les intègre, comme on l'a fait pour K=hR^j^sm 8, en posant 8 =80-4-^ et négligeant les termes affectés des puissances seconde et supérieures de z^ on arrive à la môme expression
dv_ K
de la vitesse angulaire constante, avec laquelle l'axe de figure du projectile décrirait sensiblement un cône circulaire autour de la tangente, si celle-ci était immobile et si la résistance était constante.
En mettant Z = ftBpA sin 8, ^ = ji. ^ i2^l?o = ^ et ^ = /"(t?) , on aura pour le cas de petits angles 8
dM hr)g
dt 2n\iV
fiv),
et en mettant £■= ;iîpA sin 8 C08 8, ^ = |i. I i?*,;), =^«t ^ =/'(«'). on aura pour le cas d'angles 8 qui varient de zéro dans de larges limites
S=âFAt')cos8.
La tangente à la trajectoire étant mobile et la résistance de l'air étant variable, la vitesse angulaire ^ varie durant tout le mouvement du projectile. L'angle 8v — que fait le plan passant par la position de la tangente et par celle de l'axe de figure à l'origine de l'élément de temps dt avec le plan passant par la même position de la tangente et par celle de l'axe de figure à la fin de cet élément de temps dt — cet angle aura pour expression
rfv=-i — r—gdt,
ApQ sin d '
OU
dam le cas de petits angles 8
et dans le cas d^angles h qui varient de zéro dans de larges limites
d^=^f(v)i^osbdt,
117. Équations différentielles du mouvement de rotation de Vaxe de figure cPun projectile oblong durant tout son trajet dans Vair. Un projectile oblong décrit dans l'air une trajectoire à double courbure qui tourne sa concavité vers l'horizon, et la tangente à la trajectoire, par suite de l'action de la gravité, s'abaisse durant tout le trajet du projectile. Représentons-nous une sphère dont le centre (fig. 18) est en 0. Soit OT la direction de la tangente au bout du temps t\ en menant par cette tangente un plan vertical, ce plan sera représenté sur la surface de la sphère par l'arc NTn. Soit OA la direction de l'axe de figure au bout du temps t. L'angle v, formé par le plan vertical passant par la tangente OT avec le plan passant par la même tangente et l'axe de figure OA^ aura pour mesure l'angle dièdre NTA, et l'angle 8 que fait l'axe de figure OA avec la tangente OT aura pour mesure l'arc AT. Représentons par OA' la position de l'axe de figure et par OT celle de la tangente au bout de l'élément du temps suivant. L'accroissement de l'angle h par suite
de l'action du couple de la résistance de l'air étant (n^ 115) très faible, on peut admettre que Tare AT sera égal à AT=l et que l'angle ATA, que nous nommerons dv', aura pour expression (n° 116)
En appelant ^ l'arc NT^ ^l'angle que fait la tangente OT avec l'horizon, o l'angle que fait le plan vertical passant par la tangente OT avec le plan vertical du tir, on aura jNT= <j; = | -^, di|^= —dO, lSt^^'^d^ = \ — e — àe, TNr = diù, Ar=l^dh, ArN=v-^d^.
H est fecile de déduire des triangles sphériques ATT et NTT' les expressions de d8 et de d^v en fonction de v, v', 8 et o; mais ces expressions sont compliquées. Pour faciliter les recherches, remarquons que les accroissements de l'angle (ù sont bien plus petits que ceux des angles 6 et v, de sorte que l'on peut, sans erreur sensible, négliger, dans les expressions de db et dv, les termes infiniment petits du premier ordre contenant le facteur ^ et négliger en outre dans
l'expression de cîv le terme sin â.do. En négligeant ces termes on obtient
d8r= — cosvd!^.
On arrive au même résultat si l'on considère, dans la recherche du mouvement de rotation de l'axe de figure, la trajectoire comme située dans le plan vertical du tir. En effet, dans ce cas l'arc TT' coïncide avec l'ai-c NTn, et l'on aura (fig. 18''") TT= NT—NT=—de, V -I- cïv = AtT) le triangle sphérique ATT donne
cos AT' = cos AT. cos TT -+- sin AT. sin TT cos ATT et
sin^^rr _ 8in^^r
ou, en substituant au lieu de AT\ AT, TT, ÂTT', ATT leurs valeurs 8 •+- d8, 8, — d^, tc — v — dv', v -i- rfv, en faisant les réductions nécessaires et en rejetant les infiniment petits du second ordre, on retombe sur les expressions trouvées de dh et de dv.
En considérant la trajectoire comme située dans le plan vertical du tir, la projection de l'accélération suivant la normale intérieure aura pour expression
^=:JfC08^,
où le rayon de courbure y = — -5^, et par conséquent on aura
coad t? '
OU, divisant les deux membres de l'équation par une valeur constante a choisie de manière que a cos diffère le moins possible de l'unité *) sur toute l'étendue de l'arc de la trajectoire que l'on considère, et admettant acos ^ = 1 ^ on obtient
dd = — §rdl.
Substituant cette valeur dans l'expression de dh^ on a
Après avoir mis dans l'expression de dv la dernière valeur de di et la valeur de dv' (n° 116), et après avoir divisé l'expression de dv par celle de dS, on obtient les équations différentielles suivantes du mouvement de rotation de l'axe de figure du projectile:
dans le cas de petits angles h
COS V av
*) Les valeurs de a sont insérées dans la table I de l'annexe.
et dans le cas éHangles h qui varient de zéro dans de larges ImUes
cos V av
118. Intégration^ par approximation^ des équations différentielles du mouvement de rotation de Paxe de figure du projectile dans le cas du tir direct^ pour lequel les angles i sont toujours petits. Les équations différentielles du mouvement de rotation de l'axe de figure du projectile contenant des termes qui dépendent de cosv qui change de signe, leur intégration même approximative, entre des limites quelconques, dans l'étart; actuel de l'analyse, présente des difficultés insurmontables et il devient indispensable de les intégrer, même approximativement, par parties.
Remplaçons dans les équations (1) n^ 117 les quantités variables V et vf{v) par certaines valeurs moyennes (v)^ et [vf{v)]^j qu'elles prennent dans les limites de l'intégration, qui doivent être choisies de manière que cos v ne change pas de signe entre ces limites. Dans ce cas la première des équations (1) n^ 117, en remarquant que cos vdv = d sin v, devient
cï sin V sin ¥
OÙ l'on a posé pour abréger
0) 3=^[tf(f)L.
La seconde des équations (1) n° 117 devient — = -^d^
cosv a(t;)„^ *'•
L'équation
d sin V sin v
dd ^ tang ^
est une équation différentielle linéaire du premier ordre.
L'int^rale de l'équation différentielle linéaire da premier ordre
dans laquelle P et Q sont des fonctions quelconques de x, est
y=e {_]€ Qdx-^Gj
En posant y = sin v, a; = 8, P = — -^^, Ç = g, on a
et
fPdx — ^ogsind -
—fPdx logsind
€ =e =8in8,
J e Qdx = 3 J sin 8d8 = — g cos 8
^i^^ = ^^i—9^osi'^C).
En développant sin 8 et cos 8 en séries et en se bornant aux termes dans lesquels 8 entre à la seconde puissance, on obtient
sin
En représentant par v^ et 8,- les angles v et 8 qui correspondent au temps ^^ on a
sin V = |8* -*- 8,. (sin v< — | 8<j
Le tir direct ayant lieu avec des vitesses initiales assez considérables, la valeur de |(éq. l)est toigours bien plus grande que l'unité. Déterminant 8 de la dernière équation, on trouve
8 = i [sin V ± Vsih^ v — qi, (2 sin v, — 38,)]
on
(2) 8= ^ [sin v± V\ — qhi (2 sin v< — q^ — eos* v]
et
dl = i fcosvdv ± "'"'•^''"'''' 1
2 L y 1 — gd| (2 sin v^ — gd|) — C09« v J
En mettant cette expression dans l'équation
on obtient
C08 V a (t7)in '
y 1— g*<(2 sin v,— gd<)— C08*v » Wm
OU, en substituant à g sa valeur (éq. 1),
^^ _ <» C08 y _ fetjff WW\m ^i ^
"*" y 1 — gd|- (2 sin v,— gd,) — cos* v Wm
Dans l'hypothèse de la résistance de l'air proportionnelle à la w puissance de la vitesse on a r(v)= 5 .= ^ — n=ï,
où c" ^ = ^ Q y^ • En supposant la trajectoire située dans le plan
vertical du tir, la projection de l'accélération suivant Taxe horizontal des a? est -^ = — gf{v) cos tf , et en substituant à f{v) la fonction Ç^^
on obtient ^= — f Aa«^i) = — ^S^^i**, d'où l'on tire
[..-(•ipj-
et Ton peut substituer aux valeurs moyennes (t;)^ = (at;i)^, [Av)]m=[Aa«^i)]m» [«^/'(«^)]m = f««^i/'(««^i)]m> 9"® prennent les
quantités v, f{v), vf{v) dans les limites des durées de t=t^ à /, les Taleurs que Ton obtient des expressions de at;^, f{(w^ etaVi.fCavJ en remplaçant t par ^■. Dans ce cas on a ^-^^^^ = |/(v)]^, et par suite
et
<^ov d» 2«ilF !-'(*) Jm
^**^ *— 7" lÂT^ '
Vl — Çfii (2 siû v^ — qài) — cos* v
où le signe H- se rapporte au cas du signe positif devant le radical de l'expression 5 et le signe — au cas du signe négatif devant le radical de l'expression *.
Intégrant l'avant-demière équation entre les limitas de ^=f^à< et de V = v^ à v, on obtient:
dans le cas du signe positif devant le radical de l'expression ^
/à\ COS V C08 V^
(4). .V — v^ -H arc cos , — arccos^ ^
Vl^qdi (2 sin Vj— gd,) Vl— qà^ (2 sin v^gd^)
et dans le cas du signe négatif devant le radical de l'expression 5
(4,). .V— V. -H arc sin -7======= — arc sin ,
Les formules (2), (3), (4) et (4,) ne peuvent être employées; comme on Ta remarqué, que dans des limites entre lesquelles cos v nechange pas de signe.
Au point de départ on a v^ = v^ = Oy 8^ = 8^ = o, t^ = o.
Considérùns TivUervcile depuis v=o jusqu^à v = ^ * Appelant g, ®t U{^)\m ^^^ TOleïirs moyennes q et [((v)]^ dans cet intervalle, on a
(éq. 2) '
8 = ^(sinv-f- VI— cos'vW^-sinv,
où l'on a pris le signe positif devant le radical, parée que la dérivée ^ = j^ ces V est positive, lorsque cos v est positif, et par conséquent l'angle 8 augmente avec le temps tant que cos v reste positif. La dérivée (éq. 3)
étant positive, l'angle v croit de zéro à |-
Désignant par h/^ \ et t^ l'angle i et le temps t qui correspon-
dent à l'angle v = ~, on trouve (éq. 2)
la formule (4) donne
|_0-h|-0=^[A.)]„,J., d'où l'on tire
Considérons Vintervalle dqmis v = ^ jusqu^à Vangle limite V = Vg > |- Appelant q^ et [f{v)\^ les valeurs moyennes q et [fip)]^ dans tout l'intervalle de temps, à partir de t^^ durant lequel cos v reste négatif, on a (éq. 2)
8 = i[8inv-^y^(|«-i;-co8«v].
La valeur de cos v étant négative, la dérivée g^ = |- cos v fait voir que l'angle 8, à partir de 8 = 8/^^ \ , décroît, lorsque t augmente.
La dérivée (éq. 3)
dt , sin V
v'iï-)*-
COB'V
étant positive entre v = | et vsiCy Tangle v ne peut cesser de croître que si ^ devient imagrinaire. Les quantités v et f{v) décroissant à mesure que le temps augmente , on a g, < q^ et \f(v)]^ < [f(v)^^l par suite (^— 1 Y «st moindre que l'unité et la dérivée ^ n'est réelle
qu'autant que cos' v< (^ ~0*' ^*^ conséquent l'angle v ne peut augmenter au-delà de la limite définie par l'équation
Ainsi l'angle limite v, est plus petit que tc et plus grand que ^. La quantité ^ — 1 se réduisant à zéro pour ??^ = 1 et l'angle Vgàl, on voit que le rapport |^, qui est moindre que 1, es* plus grand que | *).
Désignant par 8, l'angle 8 qui correspond à l'angle v=v2 et par <', le temps depuis l'origine du mouvement jusqu'au moment où v = v^ et 8 = 8j, on trouve (éq. 2)
*2 = ~sinv2;
la formule (4) donne
d'où l'on tire
if,-t,
hrïg [/(r)]m.
La dérivée ^, comme on l'a observé, fait voir que
*) S'il en était aatrement, cela indiquerait que l'on ne devait choisir pour q^ que la valeur de q correspondant à un intervalle de temps moindre que tout l'intervalle, à partir de t|, durant lequel cos v reste négatif.
Considérons VintervàUe depuis v= Vg jusqu^à v = ^/ La formule (2) donne
S = ^ Tsin V — }/cos* Vg — cos^ vl,
où Ton a pris le signe négatif devant le radical, parce que, cos vêtant négatif, la dérivée -g^ = ^cos v fait voir que Tangle 8 doit continuer de décroître, lorsque raugmente.
On obtient de la formule (3)
dt ^ sin V '
"/cos^v, — cos'v
où l'on a pris le signe — devant le radical, parce que. le radical de l'expression 8 est affecté du signe négatif.
La valeur de cos^ Vg étant moindre que Tunité et par suite
Vcos^Va — cos'v étant moindre que sin v, le rapport -==^^==:
' 1 7 rr VcOfl» Vj — cos* v
est plus grand que l'unité, et la dérivée g^ est négative. Par conséquent l'angle v diminue à partir de v = Vg.
Désignant par 8/,^ \ Vangle 8 qui correspond à v = |,etpar<2
le temps depuis l'origine du mouvement jusqu'au moment où v = |et8=8/^ \ ona(éq. 2)
*(£, 2\=^.(l-*-cosvg) = i-(l— cos(7i:-Vg)).
La formule (éj) donne
d'où l'on tire
Les expressions <*, — f i et t^ — if^ font voir que
et
La fd^netion I/(»)]^j étant plus grande que Ifiv)]^ , on a ti—ti>t^.
La dérÎTée ^, comme on Ta observé, fait voir que
Con^eVottô Pintervalle depuis v = ^ ^ttôjfu'â Ta^J^ limite V = Vj < I • Appelant jg et \f{v)]^ les valeurs moyennes g et \f{v)]^ dans tout l'interyalle de temps , à partir de t^^ durant lequel cos v reste positif, on a (éq. 2)
8 = l[sinv-}/(l-J(l_cos(7u-v3))y-cosS],
et cos V étant positif, la dérivée 5^ = ^<5os v fiiit voir que Tangle 8, à partir de 8 = 8/« \ , croît avec le temps.
La dérivée (éq. 8)
dt ^ Bin V
|/(l_fe(l_cos(7c— Vjj))y~cos«v
étant négative entre v = | et v = o, l'angle v ne peut cesser de décroître que si ^ devient imaginaire, ce qui a lieu quand cos* V > ^1 — ^ (1 — cos(îc — Vj))?. Par conséquent Fangle v ne
peut diminuer au-delà de la limite déterminée par réquati(Hi
C0SV3= 1 — fe(l — C08(1C — Vg)),
et comme 1 — -^H— eos(TC — Vjj)^ est plus petit que l'unité et plus grand que cos (ic — Vg), il suit que Tangle limite Vj est plus grand que zéro et plus petit que (tc — Vg).
Désignant par 83 l'angle 8 qui correspond à l'angle limite v, et par f^ le temps depuis l'origine du mouvement jusqu'au moment où V = V3 et 8 = 83, on a (éq. 2)
*3 = ^sinv3;
la formule (4 J donne
d'où Ton tire
,, _. _ 2it|xy „
La dérivée ^, eomme on l'a observé, feit voir que
Considérons VintervaUe depuis v= Vg jusqu^à v = | • La valeur de COS V étant .positive, la dérivée -^ = ^ cos v fait voir que l'angle 8 doit continuer de croître avec t et que par suite il faut prendre le signe positif devant le radical de l'expression h (éq. 2). La dérivée^ (éq. 2) est positive et par conséquent l'angle v croît à partir de v= Vg.
Désignant par 8 /^ \ l'angle 8 qui correspond à v = |, et par <g U' 7 le temps depuis l'origine du mouvement jusqu'au moment où vr= |et
8=8/tc \, on a (éq. 2)
= ^(l-4.C0SVg).
La fonnule (4) donne
d'où l'on tire
. ./ 2h|jlF , X
Les expressions ^'3 — U et ^3 — f'g font voir que
h—h—j.raum»,''
et
■ La fonction [/"(»)]-, étant plus grande que \f{v)\- , on a
La dérivée^, comme on l'a observé, feit voir que
Considérons Vintervalle depuis v= ^ jusque à V angle limite v^> î- Représentons par 8^ l'angle 8 qui correspond à v^ et par t\ le temps depuis l'origine du mouvement jusqu'au moment où v=v^ et 8=8^, et appelons q^ et [f{v)\^ les valeurs moyennes q et [({v)]^ pendant tout l'intervalle de tamps, à partir de fg, durant lequel cos v reste né- . gatîf. En procédant comme on Ta fait précjédemment, on trouvera d'après la formule (3) que l'angle limite v^ est défini par l'équation
COSV^= ri* (l-+-COSVj)— il
et que cet angle, étant plus grand que ^, est moindre que (tu — v,).. La quantité ~* (1 -i-cos Vg) — 1 se réduisant à zéro pour ^ = ^^l^^^ et l'angle v^à|, on voit que le rapport ^ est plus grand que j-^^ •
Cherchons la condition nécessaire pour que l'angle v^ soit moindre que Pangle v, ou que it— v^ > ic-VgOU que cos(tc— vj <cos (ic— Vg).
Les expressions de cos v^ et de cos V3 donnent
cos
(^-V4) = j[2-f-;(l-»-cosv^]-l,
et observant que cos (tc — Vj) = -^ — 1 , la condition cos(tc — vj < cos (tu — Vg) se réduit à la suivante
et ^ r étant plus grand que ^, on voit que si la condition
est satisfeite, on aura à fortiori cos (ir: — vj < cos (tc — v^).
Mais durant le mouvement des projectiles oblongs dans Tair ^>~->?*>--'->:;r*-*); parconséquentcos(it— vj< cosfic— vj et
9i 9« 93 9i— i '^ / ^ V 4/ va/
♦) Pour démontrer que ^ > ^ > . . . > -^ , suih^boiis que la résistance 9i 92 9t— i
de l'air soit exprimée par un monôme proportionnel' à la n™* puissance de la ntesse. Dans ce cas, comme on l'a vu, on peut prendre pour [/(»)]„,. et [^(«)]mt les expressions
La formule (2) donne
L'expression U = ? — ^^ J^ .^ — devient
*i— ;iT)flico8 9AïFï; v^"^ — T—i^— j *i) •
Four les projectiles semblables à notre obos de 4^ et pour le pas des rayures t) s= 82, on a -r-^ = 0,0263. En se bornant aux termes qai contiennent -=— à la première et à la seconde puissances, on aura
i At)qicos9 \aFi/ ftviacosç *'
d'où l'on tire
ï Ai]acos9 \olV^I \ Aiiacosç/
L'expression «,-«, = ^^^^^^n» devient
et, snbstitnant à (| sa valeur, on tire
On obtiendra de même
/ —g *«V ( « \"~Vi_.q«_jf!L_\ ^8 — **S^ïï3ïiV«ï'i/ \*^**"»»jaco8»;»
La valeur «,« ^^ [«/(»)]«.• ««i*»*
_ >t)tt*coa» (aFtr î 1
On obtient de la fonnule (4)
2v:\lV
La valeur de cos v étant native, la dérivée 5^ = ^cos v fait voir que l'angle * à partir de 8=8/,: \ décroît lorsque le temps
augmente et que
Considérons Pintervdk dqmis v = v^ jusgu^à v = |- Désignons par iz-K \ l'angle i qui correspond à v = |^, et par t^ le temps de-.
puis l'origine du mouvement jusqu'au moment où v= | et 8=8/^ \
En sabstitaant à « et à t,'-»-f j__| leurs valears successives, on trouve
hr\OL cos 9 y fttjtt c
hw cos o V hriOL c
cos 9
fctjot cos 9 V** "" hr^a cos ç)^
ti+1
ou
= [j-2s^,-2(2— 3)(is^,)T'
îi n— l'fci)aco8 9 («—!)* \Ai(îacos9/'
g, -t g!î±l ^V g 4n^--6n*— 6n-H3 / Tt*tA \2
9, n— 1 AT2acos9 (n— 1)* xÂt^a cos 9 / '
54 1 g ^-»-l ^V g 6n»— 7n»— 8n-i-6 / _]rçV_Y
Sfa «—1 At)aco8 9 (n— 1)« VÂTjacos^/ '
gi— 1 n— l^iîacos9 (n— 1)' \fcTîacos9/
« Ces expressions font voir que, pour les degrés de la résistance n > 2, on
et
L» formule (2) donne
On obtient de la formule (4,)
Les expressions 1!^ — t, et t^ — f^ font voir que
La fonction [/"(v^^ étant plus grande que [/"(f)]^ , on a ^
La valeur de cos v étant négative, la dérivée ^ = ^ cos v fait voir que
Considérùns Tintcrvàlle depuis v = |^ jusqu^à Pangle limite V = Vj < ^ • Désignons par q^ et [f (t;)]^ les valeurs moyennes q et (/(^)]m ^*^^ *^^* l'intervalle du temps à partir de t^ durant lequel cos V reste positif.
La formule (3) foit voir que l'angle limite v^ est déterminé par l'équation
cos V5 = 1 — 1*^ ^1 — cos(t: — vjV
et comme 1 —^ll — cos (tc — v^n est toujours plus petit que Tunité et plus grand que cos (tc— vj, il suit que l'angle limite v^ est plus grand que zéro et plus petit que {iz — vj.
Cherchons la condition nécessaire pour que l'angle v^ soit plus grand que l'angle Vg ou que cos v^ < cos Vg.
Les expressions de cos v^, eos v^, eos v, et eos v, donnent
et la condition cos v^ < cos v, se réduit à la suivante
ÎL
J i2 l fe
et p ^ r=7 étant moindre que ^ on voit que,
si la condition
est satis&ite, on aura à fortiori cos v^ < cosvg.
Mais durant le mouvement des projectiles oblongs dans l'air cette condition est toigours satis&ite "^i par conséquent cos v^ < cos Vg et
*) En effet, les expressions de.^. ^,. . ., — ^ donnent' -^=l-4(n~l)H^^
et
1 gj— 1 ^ ^hricLCOB<^^
Désignant par $^ l'angle i qui correspond à l'angle limite v, et par <', le temps depuis l'origine du mouvement jusqu'au moment où V = V5 et S = 85, on a de la formule (2)
86 = ^8invj,
et la formule (4j) donne
La valeur de cos v étant positive, la dérivée ^ = ^cosv&it voir
que l'angle S, à partir de 8 = S /« \ , croit avec le temps et que
Et ainsi de suite.
Démontrons en outre que:
En effet:
de sorte qne ^^=^ est inférieur à l'onité d'ane quantité qui a pour fac-
l_it=l
teor^', tandis que ^!^=^ n'est inférieur à Tunité que d'une quantité qui a
«t— s pour facteur ( —^ j ; par conséquent
on » va que co8(ic-vJ<cos (ic -Vg); par suite 1 — cos(«— v J> 1 -(!Os(ic-Vg) et comme ^ > 1 , on voit que J/n \ > 8 /« \
En effet:
(- S\ \ — 9t(i_it\
Va» 'y _g, 1-I-C06V, __ ^ qtK'^ qj .
la» V «•
en posant^ = 1 on diminue le numérateur de sorte que 1 - n ^ ~q)^^ '
et«>mme?'-=& > Ion voit que-ir — ^>let8/K \>8/it \-
et ainsi de suite.
Cet examen feiit voir que, dans le cas du tir direct, Taxe de figure du projectile a un mouvement d'oscillation autour de la tangente de la trajectoire. L'angle v, que fuit le plan vertical passant par la tangente avec le plan passant par la même tangente et l'axe défigure, augmente d'abord de zéro à^, et l'angle S que £iit l'axe de figure avec la tangente croit lentement de zéro jusqu'à une certaine limite 8/^ \ . Ensuite Tangle v continue d'augmenter jusqu'à
U' 7 une certaine limite v^ moindre que ir, tandis que l'angle 8 diminue
jusqu'à une certaine valeur S^. L'angle v, après avoir atteint la limite Vg, diminue jusqu'à ~, et l'angle 8 continue de décroître jusqu'à une certaine limite i/iç \. Au-delà l'angle v continue de diminuer
jusqu'à une certaine limite v, plus grande que zéro et moindre que TC — Vg, tandis que l'angle 8 augmente jusqu'à une certaine valeur 83. L'angle v, après avoir atteint la limite v,, augmente de
nouveau jusqu'à |, et l'angle i continue de croître jusqu'à une certaine limite i/n \plus grande que la limite S/s \ qu'il avait at-
teinte lors de l'augmentation précédente de l'angle v. Ensuite l'angle v
continue d'augmenter jusqu'à la limite v^ moindre que v^, tandis que
l'angle S diminue jusqu'à une certaine valeur i^. L'angle v, après
$voir atteint la limite v^, diminue jusqu'à ^^ et l'angle 8 continue de
décroître jusqu'à une certaine limite i/n \ plus grande que la
U' ^1 limite i/n \ qu'il avait atteinte lors de la diminution précédente de
l'angle v. Au-delà l'angle v continue de diminuer jusqu'à une certaine limite v^ plus grande que v, et moindre que tu — v^, tandis que l'angle i croît jusqu'à une certaine valeur i^. L'angle v après avoir atteint la limite v^ augmente de nouveau et l'angle 8 continue d'augmenter; et ainsi de suite.
Les durées t^ — <,, ^3 — t^, t^ — '3?. . ., qui correspondent chacune à deux valeurs successives de l'angle v égales à|, vont en augmentant.
Les valeurs des angles limites v^, V3, v^. . . . ne dépendant que des rapports ^ , ^ , ^ . . . . et ceux-ci ne dépendant que des quantités pL, A, 1], n, et de a cos 9 qui ne diffère pas beaucoup de l'unité, on voit que les angles limites v^, Vg, . . . sont les mêmes pour des projectiles semblables tirés des bouches à feu ayant les pas des rayures proportionnels aux calibres, et que par suite les valeurs de ces angles limites sont, pour une même expression de la résistance, indépendantes des vitesses initiales, pourvu que celles-ci soient assez considérables, comme cela a toi\jours lieu dans le tir direct.
CO
On ^eut appeler une pareille oscillation de Taxe de figure — oscillation moyenne.
' Dans chaque demi-oscillation moyenne les valeurs de sin v seront comprises entre les limites de 1 et de l/s^^^ r-^^^^^^ — .
^ Y n — 1 ^T]a COS9 .
Les angles 8 seront exprimés:
dans le mouvement ascendant de l'axe de figure par
8 = irsinv-l/sin«v — 85^;r^î^!i-1 et dans le mouvement descendant de cet axe par
8 = i fsin V ^ l/sin^v-S'^i-^îîi-l ,
qL ' n— 1 fctïtt CO89J '
où:
3 = 2^[^At^)L.
et [vfiv)]^ est une valenr moyenne du produit vfiv) sur toute l'étendue de la trajectoire; le produit vf(v) étant sensiblement ^al (n° ll)à
on peut poser
KC)].= «^-J
dt
OU
Les angles 8^ qui correspondent aux angles limites v = v^ auront pour valeur
' if n — 1 Aijac
COSqp*
Les angles 8/:^ \ qui correspondent à l'angle v= | dans le mouTement ascendant de l'axe de figure auront pour valeur
«4 n -♦- 1 Tï V
q n — l hr^oL CO89'
et les angles i/^ .qui correspondent à l'angle v= |dans le raouvement descendant de cet axe auront pour valeur 8/« \ =
On aura pour la durée moyenne x, correspondante à deux valeurs successives de l'angle v égales à |, I'eig)ression
OÙ \f{v)]^est la valeur moyenne de la fonction /"(v) sur toute l'étendue de la trajectoire; la fonction f{v) étant sensiblement égale (nM18)à
25rc"
•on peut poser
_ (gy,)^ 1
dt
n— 1 /aF,\*»— »
OU
[Af)L =
'1 [i-^(^nr.
120. Exemple. Recherehe du mouvement d^oscillation de Vàxe de figure d'un obus de 4^ tiré sous V angle de projection de l<f avec une oUesse initiale de 305"^. On peut admettre, pour fiwîilit^r les calculs, que la résistance de l'air suivant Taxe de figure est exprimée (n° 115) par
et en posant
on aura
PA = 0,014TCirV,
•"^■^ 0,014. ici2«.^'
m-'-¥=îc-^
pour l'obus de 4*, c = 3514".
En calculant la projection verticale de la trajectoire dans l'hypothèse que la résistance de l'air est tangentielle à la trajectoire et est en grandeur égale à la composante de la résistance suivant l'axe de figure, ce qui donne, comme on le verra plus loin, une approximation suffisante, on aura la portée au moyen de la formule (1) n^ 52, en y taisant î/ = 0, et cette portée sera de 2516°; la durée du trajet (éq. l,n^ 52) sera de 9î92.
Dans l'hypothèse de la résistance proportionnelle au carré de la vitesse on peut prendre (w® 118) pour v^., \f(v)]^ et [v{fv)\^ les expressions
Le temps depuis l'origine du mouvement jusqu'au moment (ùv--=|(nMl8)
*nff [/(•)]«,,
sera exprimé par
_ 4tcV c /i^«V, \2
d'où l'on tire
L'intervalle de tem))s depuis le moment où v= | jusqu'au moment où V est de nouveau égal à| (w^^ 118)
sera exprimé par
2 1 ^i)a cos 9 aF| L 4c ^ 2 l/j
d'où Ton tire
f _ 2fciitteo8 9 c r^ , ^V / 1 «lu \ l/i 1 ^''^ /li'^^^/ll
On aura de même
On a calculé successivement, d'après ces formules, les durées
f,, <2, et t^\ la durée t^ a été obtenue de 10î582. Les valeurs
de 9i» 92»* - -96 ont été calculées au moyen de la formule
Les valeurs de Vj, V3,. . .^^\iij^ iY*2»*(l 2V*"' ' **•'*(?- eV i'jf ^'s, • - .^'e ont été obtenues au moyen des formules du n° 118.
On a inséré dans le tableau suivant les valeurs numériques qui caractérisent le mouvement d'oscillation de Taxe de figure de Tobus de i\ tiré avec la vitesse initiale de 305"'% sous l'angle de projection de 10°, d'un canon dont le pas des rayures est y) = 82.
Qt
ff
Secondes
121. Intégration^ par approximation, des équations différentielles du mouvement de rotation de Vaxe de figure du projectile, quand le tir a lieu sous de grands angles de projection . Les angles i peuvent varier dans de larges limites, lorsque le tir a lieu sous de grands angles de projection. Prenons les équations (1,) n° 117 et substituons-y aux quantités v et vf(v) certaines valeurs moyennes qu'elles prennent dans les limites de l'intégration qui. doivent être choisies de manière que cosv, cos8, tang i ne changent pas de signe entre ces limites. Dans ce cas la première des équations (1,) w° 117 devient
où l'on a posé pour abréger
(1) 9=ëv^^m^n.-
Cette équation est une équation différentielle linéaire du premier ordre, dont l'intégrale est
si"^ = S5^(isin^«'^^)'
En désignant par v^ et S^ les angles v et S qui correspondent au temps t^j on a
sin 8 . sin V = I sin* 8 -i- sin i^ ( sin v^. — | sin 8^ ) ,
d'où Ton tire
(2) . . sin 8 = - fsin v zïz Vl — q sin 8^. (2 sin v^. — q sin 8^.) — cos* vl .
Cette équation ne diffère de l'équation (2) n"^ 1 1 8 qu'eq ce qu'elle ne contient que sin 8 et sin 8^. au lieu de 8 et 8^.. La seconde des équations (1,) n° 117 devient
L^ tir courbe ayant lieu avec des charges considérables et avec de très petites charges » la valeur de | peut être plus grande qu9 l'unité, égale à l'unité, ou plus petite que l'unité.
1 22. Cas du tir courbe quand | > 1 .
En prenant la différentielle de l'équation (2), n^ 1 2 1 on a
cos a8 = - cos V 8v it . ==- ,
ï L y 1 — g sin *| (2 siu V|- — q sin à^) — cos* v J
et en la substituant dans l'équation
^—-J—dt
cosv — a(t;U^^'
on obtient
cosd L ^ y 1 — g sin d< (2 siu v^ — g sin *,) — cos* vj '^^l^^ ^' ^ '-""*
L'intégration de cette équation serait très diflScile, si Ton substituait à cos 8 sa valeur en fonction de v tirée de l'éq. (2) n^ 121. Pour faciliter les recherches, remplacions cos 8 par sa valeur moyenne (cos 8)^ qu'il prend dans les limites de l'intégration depuis t=^t^ jusqu'à t et depuis v = v^ jusqu'à v, limites qui, comme on l'a observé, doivent être choisies de manière que cos v et cos 8 ne changent pas de signe entre elles. On obtient ainsi:
dans le cas du signe positif devant le radical de l'expression sin è
(3)..v-v^-Harccos-
COS V C08 Vg
"" 27UJJLF ^* *<^
et dans le cas du signe négatif devant le radical de l'expression sin 8
/n \ C08 V . COS V.'
( o,). .V- V .H-arc sm —arc sm ■ '
• yi—qnmd^i2sïu^^-qBmdf) V 1 ->g sin ^,<2 sin ^— g sin *,)
_ ^^^[/W]m(co8^)m /i /x
Ces équations ne dififôrent des équations (4) et (4,) du n° 118 qu^en ce qu'elles ne contiennent dans leurs premiers membres que sin \ au lieu de 8^ et dans leurs seconds membres que l (cos 8)^ au lieu de h.
En considérant les mêmes intervalles que ceux du w° 118, on obtient
Vj = 0, sin 8j = 0, i = ;
__ii^ . ^ 2^ . 2tcVF
V _ 2 , sin ô^^^ ^^— ç^ , r, — ,^^ j^^^j^ ^^^^ ^j^^ ;
co8v, = -(^*— 1), sin 8,= ^^ sin V,, t^-t.^'^it.-t,); v = |,sin8^.^^pl(l-cos(7c-.v4f,-
C08v,= l -|^(l - cos (t:-v,)), sin83= ^sin ^,A-^t= ^(^n-'s); v = |,sin8^.^^pl(l^cosv3),f,_f, = ^,^^^^
Ces formules font voir que tous les angles 8 sont moindres que |, et que les propriétés du mouvement d'oscillation de Taxe de figure dans ce cas sont les mêmes que celles déduites au «** 118.
Oscillation moyenne de Taxe de figure. Si l'on se borne
dans les expressions de— ,.-?••• *^iix termes qui contiennent ^^ à la première puissance, on aura
cos (r — Vg) = cos Vg = cos (tc — v^) = cos v^ = . . . . = cos v^
« — 1 2i]acos9
et
3inv,= |/8;— f,-^
Dans chaque demi -oscillation moyenne de l'axe de figure les valeurs de sin v seront comprises entre les limites de 1 et de
g n-*- 1 TZ^jL
Les angles 8 seront exprimés:
dans le mouvement ascendant de l'axe de figure par
sin«= irsinv-i/sinS-8^4r-^î^!^1.
gL f n — Uija cos 9J'
et dws le mouvement descendant de cet axe par
8in « = \ [sin V ^ |/sinS - 8 :Z-\ ïï;^];
et [v/'Cv)]^ étant une valeur moyenne du produit vf{v) sur toute l'étendue de la trajectoire, on peut poser («° 119)
[' [>-T^(^Pj'"]
Les valeurs de sin ê, et de cos è^ qui correspondent aux angles limites v = v^ auront pour expressions
LC08 9
sin «,= il/s ^1-^
COS «^ = 1 — ^ j^— f ,-;jj^5j^-
Los valeurs de sin «/„ > et de (m.h^ \qui correspondent i
Va'") U'»)
l'angle v = | dans le moavement ascendant de l'axe de figtu-e auront pour expressions
sm8/„ j H-Hi „v
(g, a) «n-l J»iacos<p'
et les valeurs de sin 8/^ \ et de cos 8/,, x qui correspondent à
l'angle v= | dans le mouvement descendant de cet axe auront pour expressions
(|, d) . 9 \ n-l li)«co8«py >
. On aura pour la durée moyenne t, correspondante à deux valeurs successives de l'angle v égales à ^ , l'expression
^_ 2u«|xF
dans laquelle:
les valeurs de cos 8 étant comprises daûs l'intervalle d'une demioscillation ascendante de l'axe de figure entre les limites de 1 et de ^ ^^TTï i^acoay ' ®* "^^^^ l'intervalle d'une demi-oscillation descendante de cet axe entre les limites de 1 —4^^^^. ''*" et de
î* n — 1 Iija cos ç " **"
V ^ ?/"*"? Jr=T t,)aco8<i> ' ®° P*"* prendre pour (cos 8)^ la moyenne arithmétique de ces quatre valeurs et par suite poser
[f(^)]mi étant une valeur moyenne de la fonction f{v) sur toute l'étendue de la trajectoire, on peut poser (n^^ 119)
124. Cas du tir cùfMrbe, guand^^^ 1 . La formule (2) n° 121 donne y depuis l'orig^ine du mouvement où S = o, v = Oy jusqu'aux valeurs quelconques de S et v comprises entre zéro et^ ,
8in8 = -smv et par conséquent
(4) sinv = |sin8,
co8v = l/l — /|ysin*8.
Pour| = 1, on a 8 = v; pour | < 1 , on a 8 > v et l'angle i atteint gavant l'angle V.
En mettant la valeur de cos v dans l'expression (n° 121)
dd
on obtient (5)
dd
L'intégrale
, *** = F f«, i) est
une intégrale el-
liptique de première espèce dont l'amplitude est i et l'angle du mo-
dule 6 = arc sin | • Legendre a calculé des tables de cette intégrale,
au moyen desquelles, connaissant la valeur de -^f et la valeur de I et par suite celle de 0^ on trouve la valeur correspondante de 8. L'angk V est déterminé par l'éq. 4.
En se basant sur la transformation de Landen, i défaut de tables, on peut, sans grande erreur, poser:
dans lé cas de|>0,75
OÙ ^ «st lié avec l'angle S par la relation
sin (2 ip — 8) = I sin 8 ou tang (8—^) = ^ tang ^ ,
et dans le cas de| < 0.75
— = = arc tang^^ \ \'. .
l-(|)%in»« l-^l/l-{5f .l-]/l-(|)'teng««
En mettant dans la formule (5) la valeur approchée de l'intégrale dans le cas de I > 0,76, on tire •
2 gt
(6) <li = | — § are tang c ^ ■^''*'»,
et <]i étant connu on obtient S à l'aide de l'équation
(7) tang(« -4»)= 1 tang 4;.
Pour |=lon»^ = <et Ton voit que * ne peut atteindre ^
qu'après un temps infini. Pour| =0,75 Tangle 8 est moindre que|, quand tp < 69° 18' et par suite (éq. 6) quand
OU
et cette condition est toujours remplie, lorsque le tir a lieu sous des angles de projection qui ne dépassant pas 45 *).
*) En effet, le cas que Ton considère sapposant une petite vitesse initiale, on ' peut prendre pour la résistance de l'air (n^ 120) Texpression proportionneHe an
carré de la vitesse, c'est-à-dire poser /(r)= - — et l'on peut négliger, devant
X F* l'anité, les termes qni contiennent - et — à des puissances supérieures à la pre-
c ge
mière. En calculant la projection verticale de la trajectoire dans l'hypothèse que la résistance de l'air est tangentielle à la trigectoire et est en grandeur égale à la composante de la résistance suivant l'axe de figure, ce qui donne pour des angles de projection qui ne dépassent pas 46^, comme on le verra plus loin, une approximation suffisante pour la pratique, on aura la portée sur un terrain à hauteur de la bouche à feu au moyen de la formule (1), nP 52, en y faisant s^ = o, et l'on obtiendra
F» sin 2 9
ax
c ax
— I = — — — et développant cette fonction en
2Vt)
série, en négligeant devant l'unité les termes qui contiennent - à des puissances supérieures à la première, on aura
d'où l'on tire
F» sin 29/1 aF«8În29\
^ mettant dans la formule (5) la valew approchée de l'inté-
grale dans le cas de | < 0,75, on trouve
1— y 1— (I) tang^î
On obtiendra la durée au moyen de la formnle (5) n° 62
ax
et en déyeloppant Fj (~ ) = — ^ — en série, on aura
£n substituant kx^ valeur et en négligeant devant l'unité les termes qui ices supérieures à la premièi
2Fsin 9 / T ttF'8in2y>
contiennent — à des puissances supérieures à la première on trouve gc
f , ttF»8in2y \
Les valeurs de v,/(t?), vf(v) étant on peut poser
E>r_*_ i/(Mi -ËZi£r__^L_r«rtrti -(!^'S—È.
ou
En développant logfl-*- ^ t\ en série et en substituant à t sa valeur, gn
obtient
d'où l'on tire (8)
tang8 =
y.-(iK(..)/-{i)ô=4']
L'ayant -dernière équation feit voir que Tangle i est moindre que |, quand
Cette condition est toujours satisfiûte, lorsque le tir a lieu sous
I.ija
La valeur de q «gjjj^ W(^)]m donne
q fTïtt»cofly(ttF|)» /,
2~ 8itï* flrc \^'
3gF«Bin 2y 4gc
d'où l'on tire
<7C ïï)a*cos^9*2 V /Tîa'cos*9 2/
£n posant ^ = 0,75 et en mettant cette valeur de — dans les expressions J gc
de t et («)||| , on trouve que la condition
je réduit à la suivante
qui est toigours satisfaite, quand 9 = 45^.
des angles de projection qui ne dépassent pas 45^ *)•
Donc, lorsque 1^ 1 et le tir a lieu sous des angles de projection qui ne dépassent pas 45^^, les angles S et v, croissant à partir de zéro, n'atteignent pas ^, et la dérivée^ = ^ cos v fait voir qu'il n'y a pas de mouTement d'oscillation de l'axe de figure.
CALCUL DE LA TRAJECTOIBE d'uN PROJECTILE OBLONG DANS
l'aib.
125. Êguations différentielles du fnouvenient de translation d'un prqjectUe cMong dans Vaxr. Prenons pour origine dés coordonnées le lieu -du centre de gravité du projectile à son départ de la bouche à feu>pour l'axe des x l'horizontale qui est située dans le plan vertical passant par la tangente au point de départ et qui est dirigée dans le sens du tir; pour l'axe des y la verticale dirigée de bas en haut; pour Taxe des z l'horizontale qui est perpendiculaire au plan des xy et qui est dirigée à droite du spectateur, placé au point de départ et observant la trajectoire. Soit 0(fig. 19) le lieu du centre .de gravité du projectile après le temps t. Menons par le point les
*) Ea effet, en mettant la valeur de
gc iTja* cos' 9 ' 2 \ îtja' cos* 9 ' 2 /
dans les expressions de ,
. 2Fsin9/t aF*sin'29\ ^4. 1 / ^ tt- / 1
on trouve que la condition
aF'8in29 \ 4^c 1
se réduit à
2 8in9
àSi(i*i/i-(iy)(i-ig.ïy-M)<'^
qui est toujours satisfaite, quand 9 ^ 46<>.
axes des coordonnées x, y^ z- parallèles à ceux du point de départ et figurons-nous une sphère dont le cenlre est en 0. Soit OT la direction de la tangente et OA celle de l'axe de figure. Désignons par v la 'vitesse du projectile au point 0, dirigée suivant 0T\ par l'angle que fait la tangente OT avec le plan horizontal zx ; on aura yT= \^^\ représentons par o l'angle xyT que feit le plan vertical passant par la tangente avec le plan des xy, par 8 l'angle AOT que fait l'axe de figure avec la tangente, angle égal à l'arc AT\ par v l'angle ATy que fait le plan vertical passant par la tangente avec le plan passant par la môme tangente et l'axe de figure; par g l'accélération de la gravité; par P le poids du projectile.
En faisant abstraction du frottement de l'air contre la surface du projectile ainsi que de l'augmentation de pression sur certaines parties de sa surface et de la diminution sur d'autres, qui résultent du mouvement simultané de translation et de rotation, on n'ft à considérer, parmi les forces extérieures qui agissent sur le projectile pendant son mouvement dans l'air, que celle de la gravité et celle de la résistance de l'air qui s'exerce normalement sur chaque élément de la surface du projectile, soumis à l'action de la résistance.
Les résistances normales de l'air sur chaque élément de la surface soumis à l'action de la résistance se réduisent {vk" 17) à la résultante p située dans le plan TJJYjT^' qui passe par Taxe- de figure du projectile et la tangente et qui Mt, dans la plupart des cas, avec la direction OAÎ^ contraire à l'axe de figure, on angle* ^OAÎ plus * grand que l'angle 8 = AT formé par l'axe de figure et la tangente. Décomposons dans le plan TATAl la résistance résultante 9 en deyx: l'une p< dans le sens OT contraire à celui de la tangente et l'autre p„ dans le sens O'N perpendiculaire à la tangente. La projection de p< sur l'axe x sera égale à— picos(raî), et comme le triangle yTa; donne cos (Ta;) = cos cos w, on a — p< cos {J!7£) = — p^ . cos ô cos w. La projection de Pi sur l'axe y sera égale à — pi.cos(yT) = — p^.sin^. La projection de pt sur l'axe z sera égale à — p^ . cos i^z) et comme le triangle yTz donne cos (T£?) = cos ^ . cos {zyT) = cos ^ . cos (^ — «^ = cos ^ sin «1 on a — pj. cos(I>) == — p^ cos sin «.
La projection de 9^ sur Taxe x sera égale à 9^ . cos (Nx); mais le triangle NTx donne cos (Nx) = sin (Tx) . cos (NTx) = sin (Tx) . cos (v -^yTx)=^sm (Tx) [cos v . cos (yTx) — sin v sin (yTx)] , le triangleyTaîdonne cos(yaî)=^o=sin â cos (Ta?)-H50sôsin(Ta;) . ùOB{yTx) et on a vu que cos (Ta;) = costf cos«; par suite on a 9^. cos (Nx) = — 9^ cos V sin d cos « — 9^ sin v sin w. La projection de 9^ sur Faxe y sera égale à 9„ .cos (j^^y); mais le triangle NyT donne cos (Ny) = cos â cos v; par suite 9^ cos ( ^y ) = 9^ cos v cos ^ . La projection de 9^ sur l'axe z sera égale à 9^ cos (Nz); mais le triangle NTjs donne cos (Nz) = sin (Te) . cos (NTz) = si» Tz . cos (j^Iir — v) = sin (Tz) [c\)s (yTz) . cos v -♦- sin (yTz) . sin v] , le triangle yTz donne cos (jfz) =z = sin â . cos (Tz) -*- cos tf . sin {Tz) . cos (yTz) et on a vu que cos {Tz) = cos Ô . sino; par suite on a 9^ cos {Nz) == 9^ sin V cos « — 9^ cos v sin â sin o.
Les projections de la vitesse v sur les axes x, y^ z seront égales à t; cos ^ cos to, V sin ^. v cos ^ sin o ; nous les désignerons par Tj , v^^ v^.
Les équations différentielles du mouvement de translation suivant leô axes x^ y, z seront
dvi pt cos e cos tù Pli cos y sinocosca p^^ sin v sin <d
dr« ^p#8in© ^ PftCosvcose -^ = —9—9-^-^9 -«'— p ,
dvx p# cos d sin u p^ sin v cos «> _ p„ cos v sin e sin cd
Mais 9i = 9 cos (9, T'), 9„ =" 9 sin (9, T') et la composante de la ré^stance en sens contraire de Taxe de figure 9^^ = 9 cos (9, A\ de sorte que
« -« cQs(p,r) _ sin(p, JQ
9< — Pa cos (p^ ^/)î 9n — Pa cos (p,AO *
En mettant ces expressions dans les équations du mouvement et désignant^ par /*(«;), ces équations deviennent
df>i ., ,cos(p,r) ^ ^, x8in(p,rO . ^ ., vSin(p,r) .
'JT=-Sfif>) / ./ COS^COS W-of(?) T^-Î-TT-'COS V8mÔC0S«-fl/(t^) — r^»«'" ^ *"•***»
d* 'cos(p,i4') ^'^ 'cos(p,i4') ^^'cos(p,X') '
La figure 5 représente les courbes des angles (p, T) et (p, -4') en fonction des angles 8 pour les projectiles semblables à notre obus de 4:\ A Faide des valeurs des angles (p, T') et (9, ^') on a talculé celles des rapports ^^j^* ^2 et "^'^^^^ ^. que Ton a construites sur les figures 20 et 21 y en prenant les angles 8 pour abscisses et les rap- P^'^*® coB?* ^0 ^* cos (p ^0 ^^^ ordonnées. La courbe des valeurs de-^^^r^feit voir que, pour de petits angles 8, ces valeurs sont
CO8 (P) -A
très proches de l'unité et que, par suite, dans le tir direct on peut prendre ^^'-jK = 1. Dans le tir courbe, quand|>l, les angles 8, pour des valeurs de | qui surpassent à peine 3, sont inférieurs à 20"^, de sorte que dans ce cas la valeur moyenne de ^^l^'^^ dififere peu de l'unité et on peut la prendre égale à l'unité. Dans le tir courbe, quand 1"^ 1, les angles 8 varient dans de larges limites; mais dans ce cas, qui suppose de petites vitesses initiales, la résistance de l'air varie peu dans le trajet du projectile et l'on peut, pour faciliter les calculs, prendre, au lieu de la valeur variable coglp'^.| qni est assez
bien représentée par la formule ^^^v^ J = 1 -1- 3,2 8*, sa valeur
moyenne
d p=JJ(1^3,2 8»)d8=l-Hl,07 8^
La relation entre les valeurs de ^'^jp'J? et les angles 8 peut être exprimée, dans le cas de petits angles 8, par
où pour les projectiles semblables à notre obus de 4^
fc = 2,05.
La droite exprimée par cette équation est représentée sur la ligure 21 par des traits interrompus.
La relation entre les valeurs de "^t^' 52 et les angles 8 peut être
expriiMée, dans le cas d'angles 8 qui varient dans de larges limites, par
sin (p, TO • % ^
jjj^ = msin«cos8,
où Ton a pris, pour les projectiles semblables à notre obus de 4\
afin de représenter avec une approximation suffisante les valeurs
^^ c'oslpilo ^*^^ ^^^ ^™^*®® de 8 = à 8 = 20^, les angles 8 ne dépassant 20^ que dans le cas de tir avec de très petites charges.
La courbe exprimée par cette équation est pointée sur la figure 21.
Les dérivations des projectiles oblongs du plan vertical du tir étant toujours petites relativement aux abscisses x et les angles o que font les plans verticaux passant par les tangentes avec le plan vertical du tir ayant toujours une faible valeur, on peut poser cos o= 1 et sin (ù =3 tang (ù = (ù.
Les équations différentielles du mouvement de translation deviennent:
dans le cas du tir direct
-gj = — gfiv) cos â—hgh . cos v/'(t;) sin — kgh. sin v. af{v),
^ = — p(l -i-Av) sin <?) -4- %8 . cos v/'(t>) . cos 6» ,
^ss —^©/'(t;) COS tf -4- /cjj8 . sin V . /*(!;)— i^8 . cos V . o . /'(v)8in tf.
dans le cas du tir courbe j quand | > 1
I— ^sB_p/(t;)co8d— m^smdco8dco8v/(o)8m9— mpsindcosd8mv.u/(«),
j j„ (2).... ^ ^==~^ (^ -♦-/ W sin «) -t-f»^ sin d cos d cos v/(«) cose,
-^s.^tt>/(t;)cosd-4-ifi^8iiidco8dBinv./(v)-in^8iiidco8dco8v.u/(v)8ine,
daws le cas du tir courbe^ quand | < 1
)-T^= -pP/(t)co8d-mflf 8md cosd co8v/(v)8md-m^ 8md cosd 8mv«/(«)y ^^ -2!^= — //(l-i-p/(r)sind)-*-fn5fsindco8^cosv/(t?)cosd,
~^=~^^b>/(r)co89-i-ifi^8ind cosd sinv/(t7)~m^ 8ind co8^co8v.6>/(t7) sino.
Ces équations différentielles avec celles du mouyement de l'axe de figure (n° 117) déterminent entièrement le mouvement d'un projectile oblong.
Les équations (1) et (2) contenant des termes qui dépendent de cosv qui change de signe pendant le trajet du projectile, leur intégration, même approximative, depuis l'origine du mouvement jusqu'au point de chute, dans l'état actuel de l'analyse, présente des difficultés insurmontables, et il devient indispensable de les intégrer, môme approximativement, par parties. Pour feciliter les calculs nous nous bornerons, dans les équations différentielles du mouvement suivant l'axe des x et celui des ^, aux termes qui dépendent de la composante tangentielle de la résistance et de la gravité, et dans l'équation différentielle du mouvement suivant l'axe des z aux deux premiers termes de son second membre. Nous calculerons, comme corrections, les termes négligés qui ont une très faible influence sur les résultats, et, pour se faire une idée plus nette de leur influence, nous déterminerons les corrections en appliquant les calculs à un exemple particulier.
Les termes des équations (3), lorsque les angles de projection ne
dépassent pas 45^, ne changent pas de signe; mais dans ce cas, qui suppose une petite vitesse initiale et une &ible perte de vitesse sur tout le trajet du projectile^ on peut aussi, pour première approximation, se borner dans les équations différentielles du mouvement suivant les axes des x et des y aux termes qui dépendent de la composante tangentielle de la résistance et de la gravité, et dans l'équation différentielle du mouvement suivant l'axe des e aux deux premiers termes de son second membre, en calculant les termes négligés comme corrections.
126. Intégration^ par approûdmation^ des équations différent tidles du mouvement de translation dans le cas du tir direct. En se bornant dans la première et la seconde des équations (l)n^ 125 aux termes qui dépendent de la composante tangentielle de la résistance et de la gravité et dans la troisième de ces équations aux deux premiers termes de son second membre, on obtient
^=-g[l^fiv)Bm0),
^ = — gfùf{v) cos â-h-kgh sin v/'(t?).
Les deux premières équations différentielles déterminent sur le plan vertical du tir le mouvement de translation du projectile comme celui d'un point matériel, dont la masse est égale à celle du projectile, et qui est soumis à l'action de la force verticale de la gravité et à celle de la résistance dirigée en sens contraire de la tangente et égale en grandeur à la composante de la résistance dans le sens contraire à Taxe de figure. Par suite les équations finies du mouvement sur le plan vertical du tir, qui se déduisent de ces équations diffîrentielles, sont données par les formules obtenues dans le chapitre II pour les expressions de la résistance de l'air, qui se rapportent aux projectiles oblongs et où l'on doit prendre pour la fonction f{v) le rapport^ de la résistance de l'air dans le sens contraire à l'axe de figure au poids du projectile.
— 213 — ' La troisième équation différentielle, après la substitution de ^Sn^
à la fonction f{v) dans le premier- terme de son second membre et de fidv^) *) à la fonction f(v) dans le second terme, devient
^ = [*8.sinv-lo]9Aat^,).
Les formules (2), (4) et (éj) du n^ 118, obtenues pour les angles S et v, ne pouvant être employées que dans des limites entre lesquelles cos v ne change pas de signe, on ne peut intégrer la dernière équation que par parties, et encore on n'aurait pu ramener les intégrales qu'aux quadratures dont le calcul serait très difficile. Pour &ciliter les calculs et obtenir des résultats suffisamment exacts, nous allons intégrer cette équation par parties dans les limites de t^_^ à^^ qui correspondent au commencement et à la fin de chaque demi-oscillation de l'axe de figure, en prenant, dans ces intervalles, au lieu du produit variable 8 . sin v et de l'angle variable q, leurs valeurs moyennes. Nous aurons ainsi
^,=i^<-i-*-^,__/^— «<^i)-^[*(« • sin v)^- \ tù^g\ dt \fi(iv,)dt,
o = tango = g5^ = ^.5i = -;,
ti u u
ou, en substituant à ^ [ f{av^)dt et kg^ dt J/'(at;i)eî« leurs valeurs
que l'on obtient en intégrant l'équation différentielle du mouvement
*) a est une constante choisie de manière que le produit a cos e diffère le moins possible de l'anitô dans les limites de l'arc de la trajectoire que Ton considère. Les valeurs de a sont données dans la table I de Tanneze.
^= — gf{v)cosâ, après y avoir remplacé la fonction /* (v) par
(1). . . .t;, =t;,._^H-[fc(8.sinv)^-i«J«(t;,)^ [ll^-lj,
(2)..»<=*,_,-«>,^._j(*«-«,^i)+[««.8in»)„-l««]a(ri)^ I (t,-t^,) _ ^fi=î ,
Le produit 8 . sin v est toujours croissant ou décroissant dans tout rintervalle de chaque demi-oscillation *); par suite on peut prendre
*) En effet, en représentant par v/ Pangle Umite v d'une demi-oscillation, on a {fiP 118) dans le mouvement ascendant de Taxe de figure
(a) . . . 8 = sin V — Vsin* v — sin^ v, et dans le mouvement descendant de cet axe
(6). . .8 = sinvH-ysin*v — sinS^.
Multipliant Téq. (a) par sin^ et prenant la dérivée du produit ^.sin v par rapport à sin v, on obtient
<g(d.8inv) — - 2 sin V 2 8in^v-»8in^n/ .
<*Bi»^ ysin^v — sin*v|'
sinv variant dans l'intervalle d'une demi-oscillation de sinv/ à 1, on trouve, en
développant (sin* v— sin* v/)"" ' en série,
d{d.Wï^) _ I sin^v/ P, sin'vf 8.5 3 Bin*v/ 3.5.7 4 sin^v^ 3.5.7.9 6 sin» v/ "l
dsinv "" i8in«vL "^8in«¥'*'2.8*£2* Bin*v'*"2.3.4'65»'8Ïn'T"*'2.3.4.6'6.2»'sin« v"*""'*J
quantité négative.
Par suite, durant le mouvement ascendant de l'axe de figure , sin v croissant dans l'intervalle de v^ > - à v = ^, le produit d* sin v y est décroissant, et sin v
décroissant dans l'intervalle cte v = ^ à v/ < - . le produit d.sin v y est croissant
pour (8 . sin v)^^ la moyenne arithmétique des valeurs de 8 . sin v qui correspondent (n^ 11 8) au commencement et à la fin de chaque demioscillation. L'accroissement de Tangle o étant faible durant une demioscillation, on peut prendre pour o^ la valeur de o^_^ correspondante à la fin de la demi-oscillation précédente.
Les équations (1), (2) et (3) définissent la projection de la trajectoire sur le plan horizontal.
Nous déterminerons les corrections fournies par les termes négligés en appliquant les calculs à Texemple suivant.
127. Calcul de la trajectoire de Vohus de 4\ tiré sous V angle de projection, de lOP^ avec une vitesse initiale de 305"^^ On peut poser dans ce cas (n^ 115)
où pour l'obus de 4%n a c = 3514".
Le tableau du n^ 120 contient les valeurs numériques qui caractérisent le mouvement d'oscillation de l'axe de figure de l'obus de 4^ dans ce cas.
Les abscisses x qui correspondent aux durées insérées dans ce tableau seront déterminées au moyen de l'équation (5) n^ 52
OLX
Multipliant Péq. (b) par sin ^ et prenant la dérivée du produit d.sin v par rapport à sin v , on obtient
<g(^.8inv) _o^|^^ ^ 2 8in»v-8in«v/ .
dsinv y8in»v-.sin«v^'
sin V variant dans l'intervalle d'une demi-oscillation de 8in v^ à 1, cette dérivée e8t positive.
Par suite durant le mouvement descendant de Taxe de figure, le produit d.sin v
croit arec sin v dans Pinteryalle de v/ <: - à v = ^ ^ et décroît arec sin v dans Tinterralle de * = 5 ^ */ >" g-
qui donne
Les ordonnées y qui correspondent à ces abscisses sont données par la formulé (1) n° 52, et les angles â par la formule (2) n° 52.
Les projections v^ de la vitesse sur l'axe des x sont déterminées par la formule (4) n^ 52 ou par la formule {n^ 118)
En substituant dans les équations (1), (2) et (8) du n^ 126 à t;^ et à a; leurs valeurs en fonction de tj ces équations deviennent
w =« -+-rA;(8.sinv)^ — -<^S\(iVj 4 tû — ^>
Pour calculer v^ , s^, (ù^ on mettra dans ces formules (tableau du n° 120) <, = «/= i;273, t,_, = t, = 0, f,^_, = v,„ = 0, i',_, = ^o = 0, »^= o^_, = Oq=0; la valeur de i.sinv qui correspond à <o = est zéro; la valeur de S.sin v qui correspond àf, = 1Î273 est arc l°32'.sin 90°= 0,02676, de sorte que (S . sin v)^= "-^y^^ =0,01338. Les formules donneront v^^ = 0-^4317; 0, = 0",2719; «, = 5' = 0,001517.
Four déterminer v^ , z^, o^ on mettra dans les formules <. = ^j=2;342, ^,_,L<j= i;273, t;,._^= », =0"=',4317, c»„ = 0|_, = Oj = 0,001 5 1 7 ; la valeur de < . sin v qui correspond àf,= i;273 est arc r32'. sin 90° =0,02676; la valeur deS.sinv
qui correspond à<j=2î342e8t arc0°39'.sml33°49'=0,008186, de sorte que (8 . sin v)„ = "'^'^^^^^'^^^ = 0,01 748. Les formules donneront t;,^0»=»,8418; ;?j=0°,9817; ©2=11' =0,003087.
Ainsi de suite.
On a insâré dans le tableau suivant les valeurs numériques qui caractérisent le mouvement de translation de l'obus de 4', tiré ave« la vitesse initiale de 305"", sous l'angle de projection de 10°.
tù
in:8
QB»
Om:B
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Examinons les corrections qu'introduisent dans les valeurs de x^ y^ z les termes négligés dans les équations (1) n^ 125.
Le second terme du second membre de la première des équations (1) n° 125 donne pour Tabscisse a?, entre les limites de <^_^ à <^, la correction
U U — À^J cK J8.cosv/'(f;)sindrf<;
en substituant à ces v et ki leurs plus grandes valeurs absolues (^^^^)wa« ^* ^nuM ^^^ ^®^ limites de l'intégration, la valeur absolue de cette correction sera toujours moindre que
U ti en mettant au lieu de </J d^ J f{v)saL0dt6». valeur que Ton obtient
An
en intégrant deux fois Téquation -gf^ = — g{l -t- f (r) sin ^), la dernière expression devient
*«««*(«O8v)^|[(t;0,_^tang<9,_,-f(f,-<,_0]M,_,Hyr»._.)}-
En prenant successivement pour les intervalles f,-^,_i les durées de chacune des deux demi-oscillations consécutives de l'axe de figure durant lesquelles cos v conserve le même signe, on peut calculer la limite supérieure et l'inférieure entre lesquelles est comprise la correction. Mais si on calcule dans cet exemple la limite de Terreur pour la durée entière t,.=10î582, enposant^,.-i=0, et par suite (v,). tangÔ;_i=Fitang9, y^_i=0 et en faisant cos v=l et (tableau du n° r20) 8«2°28 =0,043 1 , qui est la plus grande valeur de i sur tout le trajet du projectile, on aura même dans ce cas une correction égale à 3",9 que Ton peut négliger par rapport à la portée totale.
Le troisième terme du second membre de la première des équations (l)n'' 125 donne pour l'abscisse a;, entre le8limitesde^=oàf, la correction
t t — kg^ rf< j8.sinv,o/'(t;)rf/;
en prenant pouf sin v l'unité et pour 8 et o leurs plus grandes valeurs entre les limites de l'intégration, la valeur absolue de cette correction sera toujours moindre que
en mettant au lieu de flf J d< J f{v) dt=^g^ dt^ fip-v^ dt sa valeur
que l'on obtient en intégrant deux fois l'équation ^* =— 5f/*(î;)co8 6,
après y avoir substitué =^^j^ à la fonction f{v)y la dernière expression
occoso
devient
*«max««u,^*T^i('— fi)-
Pour la durée entière <= 10Î582 on a (tableau du n"" 120) Kax = ^''âS' = 0,0431 ; o^^ = r = 0,01 75 et la dernière expression devient égale à 0",8, de sorte que la correction en portée est moindre que 0°,8 et on peut la négliger.
Le second terme du second membre de la seconde des équations (1) «° 125 donne pour l'ordonnée y, entre les limites de t^_^ à t^ la correction
U U hg^ dt^ i.cos^f(v)cosOdt;
en substituant à cos v et à S leurs plus grandes valeurs absolues (cosv)^^^ et i^^^^ dans les limites de l'intégration, la valeur absolue de cette correction sera toigours moindre que
^^fnax(^^^'')max9 f ^' f A«^) COS . dt]
en mettant au lieu de ^ j" rf< [ f{v) cos â.dtssi valeur que Ton obtient
en intégrant deux fois l'équation -g^ = — 9f(v) cos (?, la dernière expression devient
En prenant successivement pour les intervalles <^-<^_i les durées de chacune des deux demi-oscillations consécutives de l'axe de figure durant lesquelles cos v conserve le même signe, nous calculerons la limite supérieure et l'inférieure, entre lesquelles est comprise la correction.
Dans les limites de t^_^ = kt^ = 1Î273 (tableau du n^ 120) Fangle v varie de zéro à|, de sorte que cos v est toujours positif et la plus grande valeur de cos v est l'unité et sa plus petite valeur zéro; la plus grande valeur de i est 1°32' = 0,0269; «?,_, = 0; a;.= 378";(t;,)._^ = 300"".
La limite supérieure de la correction dans cet intervalle est -^-0",215;
la limite inférieure de la correction dans cet intervalle est zéro.
Dans les limites de t^^^ = 1Î273 à 1^= 2;? 11 Fangle v varie de 90^ à 133°49'et de 133^49' à 90^ de sorte que la valeur absolue de cos V est comprise entre et 0,692; la plus grande valeur de«estr32'=0,0269;a:,._, = 378",a?,=782",(t;,),_^=284"'^6.
Observant que cos v est négatif dans cet intervalle, on aura: .
la limite supérieure de la correction égale à zéro;
la limite inférieure de la correction ^ale à — 0",196. Entre les limites de t^_^ = 2;711 à t. = 4î308 on aura:
la limite supérieure de la correction égale à-t- 0",31 1 ;
la limite inférieure de la correction égale à zéro. Entre les limites de <,._i= 4^308 à «,.= 6;116 on aura:
la limite supérieure de la correction égale à zéro:
la limite inférieure de la correction égale à — 0",222. Entre les limites de «,._, = 6;i 16 à <;^ = 8îl78 on aura:
la limite supérieure de la correction égale à-i- 0",469;
la limite inférieure de la correction égale àr zéro. Entre les limites de t^^^ = 85178 à «^= 10î582 on aura:
la limite supérieure de la correction égale à zéro;
la limite inférieure de la correction égale à — 0",238. On voit que la correction de l'ordonnée y sur tout le trajet du projectile est comprise entre les limites
et
0",215 -i- 0^311 ^0",469 = r,0 0",196 — 0",222— 0™,238=— OV.
La correction de 1"" de l'ordonnée y correspond, pour l'angle de chute de 14^20', à une correction de 4"" de la portée totale, que l'en peut négliger, d'autant plus que la correction réelle de l'ordonnée y est bien moins grande que ses limites.
Le troisième terme du second membre de la troisième des équations (l)n° 125 donne pour l'ordonnée ir, entre les limites àet^_^ kt^ la correction
— kg^ dt I i.cosy.fù.f{v)smâdt; *f — I *t — i
en substituant à cos v, à 8 et à ca leurs plus grandes valeurs absolues dans les limites de l'intégration, la valeur absolue de cette correction sera toujours moindre que
*•— 1 ^rf— i
OU que
En prenant successivement pour les intervalles t^ — 1^_^ les durées de chacune des deux demi-oscillations consécutives de l'axe de figure durant lesquelles cos v conserve le même signe, on peut calculer la limite supérieure et l'inférieure, entre lesquelles est comprise la correction. Hais si on calcule la limite de l'erreur pour la durée entière t^ = 10;582, en posant <j._, = et en faisant cos v = 1, 8 = 2°28'=0,0431 et«=r=0,0175, qui sont les plusgrandes valeurs de cos v, 8 et cd sur tout le trajet du projectile, on aura môme dans ce cas une correction égale à 0'°,07 que l'on peut négliger par rapport à la dérivation totale.
Cet examen &it voir que l'on peut, sans erreur sensible, omettre les termes négligés dans les équations différentielles (1) n^ 125 du mouvement de translation d'un projectile oblong.
On a construit sur les figures 22 et 23 la projection vertii^Ie et la projection horizontale de la trajectoire de l'obus de 4^ tiré ayec une vitesse initiale de SOb"*'', sous l'angle de projection de lO"^, en prenant pour les valeurs de Xy y\ z celles qui sont insérées dans le tableau de ce numéro. Les ordonnées j/ sont prises à une échelle 8 fois plus grande que celle des abscisses x^ et les ordonnées^ à une échelle 50 fois plus grande que celle des abscisses x.
128. Formtdes simplifiées du mouvement de translation d^un prcjectUe oblong dans le cas du tir direct. On voit par ce qui précède qu'on peut calculer avec une précision suffisante la projection de la trajectoire sur le plan vertical du tir au moyen des formules obtenues dans le chapitre II pour les expressions de la résistance de l'air qui se rapportent aux projectiles oblongs, et où l'on doit prendre pour la
fonction f{v) le rapport p de la résistance de l'air dans le sens contraire à l'axe de figure au poids du projectile.
On déterminera la projection horizontale de la trajectoire au moyen des formules (1), (2), (3) n° 126; mais les calculs que l'on a à exécuter sont longs.
On peut, avec une approximation sufilsante pour la pratique, obtenir la projection horizontale de la trajectoire en intégrant l'équation différentielle du mouvement suivant l'axe des z
^ = [*8 . sin V — 1 tt] gf{av,)
depuis l'origine du mouvement jusqu'au temps qui correspond à la portée totale, prenant au lieu de l'angle variable w sa valeur moyenne o^ sur toute l'étendue de la trajectoire, et substituant au produit variables . sin V sa valeur moyenne durant deiLx demi-oscillations moyennes de l'axe de figure: l'une ascendante et Tautre descendante. On obtient ainsi t
v^=[k{8.sm^)^—l(ù^'jglf{av,)dt,
z= [fc(8.sinv)^— JoJ(^ J dK j Aat^,)*,
ou, en mettant au lieu de ^f J f{av^)dt etàeg\dt\ f{av^) dt leurs
An
valeurs que l'on tire de l'équation -gJ = ~^/'(t;)cos^ en l'intégrant, après y avoir substitué ^^^^ à la fonction /"(»), on trouve
V, = [ft (8 . sin v)^ _ 1 6, J av, (^ _ 1^
ir = [ft(8.sinv)„-i«JaF,(<-^]^,
o = g=[fc(8.sinv)„— >J«(^-l).
Prenant pour o^ la moyenne arithmétique des valeurs de Oo=0 et de (ù, on aura
d'où Ton tire
«^ = A;(8.sinv)„a^J— .
Les valeurs du produit S.sinv étant comprises (n° 119) dans l'intervalle d'une demi -oscillation moyenne ascendante de l'axe de figure entre les limites de J ^^n^ifL» - ^ «* ^«
^ g^n-— 1) /ii)a C08 9
sl/^Î^SS • V^8 "-^;. fl^ , et dans l'intervaUe d'une
5 f n — 1 /iv)a C08 9 f n — 1 ai) a cos 9
demi-oscillation moyenne descendante de cet axe entre les limites de 1 r/g?!^!, ^'>^ Vs^-^!.^'^ - et dei(2-45i;r^î^Vl7
5 r n— l*iîaco89 f n— 1 fct)aco89 g\ »i-lfciQ«co89/ '
on peut prendre pour (8 . sin v)^ la moyenne arithmétique de ces quatre valeurs, et par suite poser
En mettant les valeurs de o^ et de (S . sin v)^ dans les expressions de Vg, et o, on trouve
rL_i
(2) -=i(i-^8î^*;Siri)«^.Tr-r'
où
(éq. l,nM18) g = *2fg^,
2k|iF
(«•119)....[«rtr)].= !§
pour des vitesses initiales dépassant 325°'"' on peut prendre (n^ 26) p n = 4 et 20* = ^ôôôôôô27îc5«fl' ®* P^^^ ^®® vitesses initiales moindres
que 325"'" on peut prendre (n° 120) n=2 et 20 = ^^^^^^ ,
. pour les projectiles semblables à notre obus de 4V = 0,589, *= 2,7, fc = 2,05,
T) est le pas des rayures exprimé en rayons du projectile;
a est une certaine valeur moyenne de la sécante trigonométrique de l'angle â d'inclinaison de la tngectoire; les valeurs de a sont insérées dans la table I de l'annexe.
En calculant au moyen de ces formules simplifiées la dérivation de l'obus de 4^ tiré avec une vitesse initiale de 305"'', après une durée du trajet de 10î582, on trouve £i= 15"',4:; une solution plus précise a donné (n° 127) ;? = 18^7.
Four reconnaître facilement l'influence de la longueur du pas des
rayures et de la vitesse du projectile ,sur les dényations, admettons que la résistance de l'air soit proportionnelle au carré de la vitesse. Bans ce cas
ou, en développant le logarithme en série et se bornant aux deux premiers termes de la série, ce qui est possible, lorsque t n'est pas grand, on trouve
et l'on a (n" 119, pour n= 2)
' [«f(vW _ («^i)* __i£_,
de sorte que
ftti«*C0g9 (a.V{f ____4c
^4iC|i
En mettant les valeurs de v^jxetq dans l'éq. 2 et admettant a*cos9 = l, on trouve
.=ix4.e(i*24^)<.(i*:^,y.
Cette équation &it voir que, pour des projectiles semblables, la dérivation latérale diminue lorsque la longueur du pas des rayures augmente, et que la dérivation croit un peu plus rapidement que les
carrés des durées. En observant que t=zy-F^ l^X ^^ ^^^* *^^ que la dérivation est en raison inverse du carré de la vitesse initiale du projectile et croît un peu plus rapidement que les carrés des distances. Le coefficient c étant proportionnel au rapport du poids du
. projeetile à sa section transversale, la dérivation diminue lorsque ce rapport augmente, et le coefficient (t étant proportionnel au moment d'inertie du projectile autour de son axe de figure, la dérivation augmente avec ce moment.
129. Intégration^par appraximatUm, des équations différentielles
du mouvement de translation dans le cas du tir courbe^ quand^>l.
En procédant avec les équations (2) n^ 1 25 comme on l'a fait au n"^ 1 26 avec les équations (l)n^ 125, on trouvera que les équations finies du mouvement sur le plan vertical du tir sont données par les formules obtenues dans le chapitre II pour les expressions de la résistance de l'air qui se rapportent aux projectiles oblongs, et où Ton doit prendre
pour la fonction f{v) le rapport^ de la résistance de l'air dans le sens
contraire à l'axe de figure au poids du. projectile.
Pour déterminer la projection horizontale de la trajectoire, on aura les expressions
(l)...e;, = t;, ._^ h- [m(sin«cos«sinv)^- J o J ^ivùi\j^ — l],
OÙ l'on peut choisir les intervalles t^ — 1^_^ de riianière qu'ils correspondent aux durées des demi-oscillations de l'axe de figure.
On peut reconnaître, au moyen des formules des n*" 121 et 122, que le produit sin i cos i sin v est toujours croissant ou décroissant dans tout l'intervalle de chaque demi-oscillation; par suite on peut prendre pour (sin 8 cos 8 sin v)^ la moyenne arithmétique des valeurs de sin 8. cos 8. sin V qui correspondent (n" 122) au commencement et à la fiii de chaque demi-oscUbtion. L'accroissement de l'angle (ù étant faible durant une demi-oscillation, on peut prendre pour q^ la valeur o^._, correspondante à la fin de la demi -oscillation précédente.
On se convaincra par un exemple particulier, en procédant comme on Ta fait au n° 127, que Ton peut négliger, sans erreur sensible, les corrections fournies par les termes qui ont été omis dans les équations différentielles du mouvement de translation.
130. Formtdes simplifiées du mouvement de translation d'unprojedile oblong dans le cas du tir courbe, quand | > 1. La projection de la trajectoire sur le plan vertical du tir peut être calculée, avec une précision suffisante, au moyen des formules^btenues dans le chapitre II pour les expressions de la résistance qui se rapportent aux projectiles oblongs, et où Ton doit prendre pour la fonction f{v) le rapport^ de la résistance de l'air dans le sens contraire à l'axe de figure au poids du projectile.
On peut, avec une approximation suffisante pour la pratique, obtenir la projection horizontale de la trajectoire en intégrant^l'équatioii différentielle du mouvement suivant l'axe des ;8f
-J^ = fm sin 8 cos * sin v — ^ ol gf(oLV^)
depuis l'origine du mouvement jusqu'au temps qui correspond à la portée totale, prenant au lieu de l'angle variable o sa valeur moyenne o^ sur toute l'étendue de la trajectoire, et substituant au produit variable sin S cos S sin V sa valeur moyenne durant deux demi-oscillations moyennes de l'axe de figure: l'une ascendante et l'autre descendante. On obtient ainsi
t t;, = [w(sînaco8a8inv>^ — ^oJ(^f /•(Wi)(ft,
t t zs=fm (sin i cos i sin v)^^ — \ o^g J d< | /'(««'i) dt ,
ou, en mettant au lieu de ^ [ f{o.v^dt et de ^ f * J" /"(aVi) dt leurs
valeurs que Ton tire de ré(iuation^ =— g/'(f;)co8^enrmfe^raDt, après y aYoir substitué ^^ à la fonction f{v), on trouve t;^ = [m(sin«cos«8inv)^ — ^oJto,(^— 1),
z=irm (sin 8 cos 8 sin v)^ — ^ o J aF, (t — ^J,
« = ^ = [m(sinacos8sinv)^ — i«Ja(^— l).
Prenant pour o^ la moyenne arithmétique des valeurs de «0=® et de Q, on aura
*'m= 5 [^ (sî^ * ^^s * 8"^ ^)m — ; « J * (^ — 0' . d'où Ton tire
o^i=fn (sin 8 cos 8 sin v)^ a y
Les valeurs du produit sin 8 cos 8 sin v étant comprises (n^ 1 23) dans l'intervalle d'une demi-oscillation moyenne ascendante de l'axe de figure
entre les limitesde^^^r^^^etdelV^S^^
et dans l'intervalle d'une demi-oscillation moyenne descendante de
eet axe entre les limites de \ /^^^^^ • /^J^IZS:
et de 1 [2(1-^) - 4 {l-f) ^,-^], on peut prendre
pour (sin 8 cos 8 sin v)^ la moyenne arithmétique de ces quatre valeurs, et par suite poser
En mettant les valeurs de o^ et de (sin 8 cos 8 sin v)^ dans les expressions de t;,, j? et ^, on trouve
où
(éq. l,n"'121) 2 = {2!5lMs,
2nix7
(«M19)....[t;At;)]„=<!§,
1 [--^(^)"-'rJ
pour des vitesses initiales au-dessus de 325'""' on peut prendre (n^26)n=4:et2c"=gjôôô5ôô2rïÊ2^' ®* P^^^ des vitesses initiales au-dessous de 32 5"'' on peut prendre (n° 1 20) n = 2 et 2c = qôî^^,
pour les projectiles semblables à notre obus de 4^ (i. = 0,589, Z=2,6, m = 2,l,
Tj est le pas àes rayures exprimé en rayons du projectile;
a est une certaine valeur moyenne de la sécante trigonométrique de l'angle d'inclinaison de la trajectoire; les valeurs de a sont données dans la table I de l'annexe.
Dans ce cas, comme dans celui du tir direct, la dérivation latérale diminue, lorsque le pas des rayures et le rapport du poids du projectile à sa section transversale augm^tent, et cette dérivation croit avec le moment d'inertie du projectile autour de l'axe de figure, et augmente un peu plus rapidement que les carrés des durées, qui sont en raison inverse du carré de la vitesse initiale du projectile et croissent un peu plus rapidement que les carrés des distances.
131. In/^(rfion, par apiproa:imo/ton, rff5 é(piations différen* tielles du mouvement de translation dans le cas du tir courbe^
quand | "^ 1 . En se bornant dans la première et la seconde des équations (3) n"^ 125 aux termes qui dépendent de la composante
langentielle de la résistance et de la gravité et dans la troisième de ces équations aux deux premiers termes de son second membre, on obtient
-^ = — g^^fip) cos ô-^mg sin 8 cos 8 sin v/'(f;). Ce cas supposant une petite vitesse initiale, onpeat poser (n^ 120)
où
2e-— I— '^''~~ 0,014 iclPy»
et les deux premières équations diCfêrentielles donneront
(1).:.. 2, = a;t»ng9-^FÎ=ê^>;
pour le point de chute à la hauteur de la bouche à feu on aura
(4) »^=5përei^^?(i-1f'').
(5) tang<? = tang9-^,F,(^), "
Les valeurs de v et de vf{v) étant
on peut poser
ou
(7) (f)« = |log(l-*-^0'
et
.o. tiia».coa(|> (<<1F,)* *^ 4c " •
^' *~ 4it|* • je (i i.'P^ifV'
Four déterminer ^, connaissant la vitesse initiale et l'angle de projection, on commencera par calculer, en posant ^=1, la valeur de X par la formule (2), celle de t par la formule (3), celle de (v)^ par la formule (7), celle de q par la formule (8) et celle de i au moyen de la formule (5) n° 124. Cette valeur de i servira à calculer (n° 125)
Connaissant ^, on obtiendra, pour la valeur trouvée de t des valeurs plus approchées de jc, y, â, v^, (»)„, { et 8; l'équation (4) n° 124 donnera la valeur de v.
Observant que (éq. 4, n° 124) sin8 = |sinv, on voit que l'équation diffiârentielle suivant l'axe des z peut être mise sous la forme
^ = [f8in'8co88-e«]^f(at;,).
Les angles o étant toiyours petits et le produit sin^ i cos 8, dans les limites deS = oà8 = |, ayant sa plus petite valeur égale à zéro et sa plus graine ne dépassant pas 0;385, on ne fera pas une grande erreur, si Ton intègre la dernière équation depuis Torigine
du mouvement jusqu'à la valeur trouvée de t en substituant à o et à sin'J cos 8 leurs valeurs moyennes o^ et (sin* « cosê)^ sur toute l'étendue de la trajectoire. On obtiendra ainsi
t;. = [f(sin««cos8).-|«J?t,.(^-l), . = [f(sin'aco88),-f«JîF,(<-|-), «^^; = [f(sin-8cos«)^-^J^-(^_l).
Substituant àe»^ la moyenne arithmétique des valeurs de %—0 et de o, on trouve
d'où Ton tire
««=f(sin««cosa)„?^;
posant approximativement(sin««cos8)^=lj8in««cos8d«, on trouve
(sin*Jcos8L«^.
Mettant les valeurs de o^ et de (sin«8 cos»)^ dans les expressions de »,, « et o, on obtient
<»> ..=f.îi^'.|.e,.|i:i.
(10) « = î5?.£i£l*.«Flll5"
Zl 1 (11) o = 2«.!?£l*. «£lI_
Les termes négligés dans les équations (3)yn^ 125 donnent pour les valeurs de a;, 2/, xr les corrections suivantes.
Le second terme du second membre de la première des équations (3), n"^ 125 donne pour l'abscisse 2; la correction
àx = — |(sin«cos«cosv)^[(Fjtang(p — 1<^< — y],
où l'on peut approximativement poser
(8indcoBdcosv)^=(8in^co8dK l-(|j 8in**)m=5j sî'^^'Vl-d) Blu^d.dsmd
Le troisième terme du second membre de la première des équations (3) n^ 125 donne pour l'abscisse x une correction dont la valeur absolue est moindre que o^^ . z et que l'on peut toigours négliger.
Le deuxième terme du second membre de la deuxième des équations (3) n^ 125 donne pour l'ordonnée y la correction
Ay = -4-~(sin8cos8cosv)^a7if< — ^\
où l'on peut approximativement poser
(sin 8co8«co8 v)„ = ^[1- (1 - (|)%m»«) /l- (|)*8in«8].
Le troisième terme du second membre de la troisième des équations (3) n^ 125 donne pour l'ordonnée a une correction dont la valeur absolue est moindre que <à^aa'^^ ^^^ ^'^^ P^^* toigours négliger.
132. Exemple. Soit un obus de 4^ tiré sous l'angle de projection de 45"^, avec une vitesse initiale de 50"-*. On a pour cet obus (n^ 120) c = 3514". En posant p = l, on trouve^a;=247",
<=7ÎU9, 1 =0,735, 8=70^1 5' et par conséquent p= 1 -♦-l,07a«=2,3.
Pour<=7{U9 etp=2,3 on obtient fl:=240'°,7,y=—2",0, e = — 47°16', w, = 32",15, f =0,680, «=73°18', v=40°39', © = 56', «=2",0.
Les termes négligés dans les équations (3) n° 125 donnent les corrections
Aa; = ^ r, 11 , Ay = -+- 4", 22.
On voit ainsi qu'à la durée < = 7U49 correspondent a;=240",7 — r,l = 239",6, 2/ = — 2°,0h-4°,2 = 2",2,
La portée sur un terrain à la hauteur de la bouche à feu est approximativement égale à 239'",6 -•- ■^^=241",6 et la durée qui
241™ fi, .239°^*!
correspond à cette portée est approximativement de 7îl 49-1 \
En comparant la durée et la portée horizontale calculées pour P = 2,3 à celles qui ont été obtenues pour p = 1 on voit qu'elles ne différent pas beaucoup entre elles, de sorte qu'on peut, dans le cas du tir courbe sous des angles de projection qui ne dépassent pas 45^, môme avec de petites vitesses initiales, calculer la projection verticale de la trajectoire en supposant la résistance de l'air dirigée dans le sens contraire au mouvement et égale en grandeur à la composante de la résistance dans le sens contraire à l'axe de figure.
En calculant la dérivation latérale z pour p = 1, on la trouve d« 2", 2 et elle diffère peu de^=2°,0 qui a été obtenue pourp=2,3, de sorte qu'on peut calculer la dérivation latérale, avec une approximation suffisante pour la pratique, en posant p = 1. *
133. Formules simplifiées du mouvement de translation d^un prqjectile oblong dans le cas du tir ^courbe ^ quand 1"^ 1. La projection de la trajectoire sur le plan vertical du tir peut être calculée avec une approximation suffisante pour la pratique au moyen des formules obtenues dans le chapitre n pour les expressions de la ré-
sistance de l'air qui se rapportent aux projectiles oblongs, et où l'on doit prendre pour la fonction f{v) le rapport^ de la résistance de l'air dans le sens contraire à l'axe do figure au poids du projectile.
La projection horizontale . de la trajectoire peut être déterminée par les formules suivantes
ma sin' à », 3 a F^^j
ou
^ 4ic|i gc
Op — -P -
"^ 0,014 nB*//'
on trouvera la valeur de S, à l'aide des tables d'intégrales elliptiques, au moyen de la relation
et à défout de tables on pourra ealculer la valeur approchée de è,
dans le cas de | > 0,75 au moyen des éqiiations
tang(« — tj))= |tangi|»,
_ 2 gt
arctange
et dans le cas d&| < 0,75 au moyen de l'équation
tang8 =
'V'-(DW(->^')*]
('').=rërM^-^'-è')'
pour les projectiles semblables à notre obus de 4:\ ji = 0,589, ï = 2,6, w = 2,l,
T) est le pas dés rayures exprimé en rayons du projectile,
a est une yaleur moyenne de la sécante trigonométrique de rangiez d'inclinaison de la trajectoire; les valeurs de a sont données dans la table I de l'annexe.
L'expression de q feit voir que le cas | < 1 a lieu pour des valeurs de — d'autant moindres que la longueur du pas des rayures est plus grande.
IMAGE DE LA TEAJECTOIRE DES PROJECTILES OBLONGS DANS L'AIR
134. Image du mouvement de rotation de Vaxe de figure d^un projectile Mong. Tandis que le centre de gravité du projectile décrit une certaine trajectoire dans l'air, le projectile tourne autour de son axe de figure avec une vitesse angulaire sensiblement égale à la vitesse angulaire initiale, et l'axe de figure a un mouvement de rotation autour de la tangente qui s'abaisse pendant toute la durée du mouvement.
Le sens du mouvement de rotation de l'axe de figure dépend du sens de la rotation du projectile autour de son axe de figure et du sens de l'axe du couple de la résistance de l'air. Ordinairement dans les bouches à feu rayées la rotation du projectile a lieu de droite à gauche autour de l'axe de figure, si l'on regarde du pOle au centre
de grayité du projectile ou, ce qui est tout un, de gauche à droite, si l'on regarde dans le sens du mouTement de translation du projectile, et le centre de résistance de l'air se trouve en avant du centre de gravité, de sorte que le couple de la résistance de l'air tend à éloigner la pointe du projectile de la tangente à la trajectoire.
Dans ces conditions l'axe de figure commence à se mouvoir autour de la tangente dans le sens de la rotation du projectile autour de son axe de figure *).
Si la vitesse initiale n'est pas très faible, le mouvement de l'axe de figure autour de la tangente est un mouvement d'oscillation. L'angle v que fait le plan vertical passant par la tangente avec le plan passant par la mdme tangente et l'axe de figure augmente d'abord de zéro à|et l'angle 8 que &it l'axe de figure avec la tangente croît lentement de zéro jusqu'à une certaine limite Bz-k y
Ensuite l'angle v continue d'augmenter jusqu'à une certaine limite v^ moindre que tc, tandis que l'angle 8 diminue jusqu'à une certaine valeur S^* L'angle v, après avoir atteint la limite v^, diminue jusqu'à |, et l'angle 8 continue de décroître jusqu'à une certaine limite S/ic y Au-delà l'angle v continue de diminuer jusqu'à une
certaine limite Vg plus grande que zéro et moindre que % — V2, tandis que l'angle 8 augmente jusqu'à une certaine valeur 83. L'angle v,
après avoir atteint la limite V3, augmente de nouveau jusqu'à^, et
l'angle. 8 continue de croître jusqu'à une certaine limite i/n \ plus
grande que la limite 8/^ \ qu'il avait atteinte lors de l'augmen-
tation précédente de l'angle v.. Ensuite l'angle v continue d'augmenter jusqu'à la limite v^ moindre que Vj, tandis que l'angle 8 diminue jusqu'à une certaine valeur 8^. L'angle v, après avoir atteint
*) Si le centre de la résistance était en arrière du centre de gravité du projectile, son axe de figure commencerait à se mooToir aatoar de la tangente dans le sens contraire à la rotation da projectile autour de son axe de figure.
la limite v^, diminue jusqu'à |, et Tangle 8 continue de diminuer jusqu'à une certaine limite 8/^ \plus grande que la limite 8/^ \
qu'il avait atteinte lors de la diminution précédente de l'angle v. Au-delà l'angle v continue de diminuer jusqu'à une certaine limite Vg plus grande que v, et moindre que tz — v^, tandis que l'angle 8 croît jusqu'à une certaine valeur 85. L'angle v après avoir atteint la limite v^ augmente de nouveau et l'angle 8 continue d'augmenter; et ainsi de suite. Les durées des oscillations successives vont en augmentant. Les valeurs des angles limites v^, V3. . . . sont les mêmes pour des projectiles semblables tirés des bouches à feu ayant les pas des rayures proportionnels aux calibres et sont indépendantes des vitesses initiales diBS projectiles.
Si les vitesses initiales sont très faibles^ Tangle v croissant depuis zéro n'atteint pas^, et l'angle 8, pour les angles de projection qui
ne dépassent pas 45°, ne dépasse pas non plus|, de sorte que Taxe de figure, tournant autour de la tangente, n'a pas de mouvement d'oscillation.
135. Image du mouvement de translation d'un projectile oblong dans Vair. Si la résultante 9 de la résistance de l'air était constamment dirigée en sens contraire de la tangente à la trajectoire, cette trajectoire, nonobstant le mouvement de rotation de l'axe de figure autour de la tangente, serait tout entière dans le même plan vertical; car si l'on fait passer un plan vertical par un élément quelconque de la courbe^ la force de la pesanteur, ainsi que la résistance de l'air^ agissent dans ce plan; il en résulte que le second élément y est également compris, et ainsi de suite.
Mais la résultante 9 de la résistance de l'air fait avec la direction contraire à l'axe de figure, pour les projectiles formés d'un cylindre surmonté d^une surfoce ogivale, dans les cas ordinaires du tir, un angle plus grand que celui que fait Taxe de figure avec la tangente, et cette' résultante 9, étant toujours située dans le plan qui passe par. l'axe de figure et par la tangente, ne se trouve pas, pendant le mouvement de rotation de l'axe de figure autour de la tangente, dans le plan vertical
qui passe par la tangente, et par suite h trajectoire que décrit le centre de gravité du projectile est à double courbure.
Décomposons la résultante 9 de la résistance en trois autres ré* sistances: l'une dirigée en sens contraire de la tangente, l'autre perpendiculaire à la tangente dans le plan horizontal et la troisième perpendiculaire i\ la tangente dans le plan vertical. La composante de la résistance en sens contraire de la tangente ralentit le mouvement de translation du projectile. L'axe de figure du projectile étant toi\jours à droite du plan vertical passant par la tangente, la composante horizontale de la résistance, qui agit perpendiculairement à la direction de la tangente, &it dévier le centre de gravité du projectile à droite, et cette déviation latérale est connue sous le nom de dérivation latérale '*^. La composante de la résistance qui agit dans le plan vertical perpendiculairement à la direction de la tangente, relève le centre de gravité du projectile, quand l'axe de figure se trouve au-dessus de la tangente, et l'abaisse, quand l'axe de figure se trouve au-dessous de la tangente **).
Dans le cas du tir courbe avec de très faibles vitesses initiales
*) Si le centre de résistance se trouvait en arrière du centre de gravité, l'axe de figure du projectile serait toujours à gauche du plan vertical passant par la tangente, et le centre de gravité du projectile dévierait à gauche.
Si l'angle que fait la résultante de la résistance avec la direction contraire & l'axe de figure du projectile était moindre que celui que fait Taxe du projectile avec la tangente, les déviation^ latérales auraient lieu dans le sens contraire.
**) Si l'angle que fait la résultante de la résistance avec la direction contraire à l'axe de figure était moindre que l'angle que fait l'axe de figure avec la tangente, la composante de la résistance qui agit dans le plan vertical perpendiculairement à la direction de la tangente, abaisserait le centre de gravité du projectile, pendant que l'axe de figure se trouverait au-dessus de la tangente, et le relèverait pendant que l'axe de figure se trouverait au-dessous de la tangente.
Si le centre de résistance coïncidait avec le centre de gravité, le couple de la résistance serait nul; il n'y aurait pas de mouvement de rotation de l'axe de figure; l'axe de figure resterait, pendant le trajet du projectile, parallèle à lui-même dans l'espace et serait constamment dans le plan vertical qui passe par la tangente; et comme fa résultante de la résistance de l'air serait aussi dans ce plan, la tr^ectoire serait plane et la composante de la résistance perpendiculaire à la direction de la tangente relèverait ou abaisserait le centre de gravité du projectile, selon que l'angle que fait la résultante de la résistance avec la direction contraire à l'axe de figure serait plus grand ou plus petit que celui qne fait l'axe de figure avec la tangente.
l'angle v est bien moîndre que l'angle i qui, sons un angle de projeetion voisin de 45^, atteint au point de chute une valeur pas trop éloignée de |, et par suite le projectile rencontre le sol le culot en avant. Avec un accroissement de vitesse initiale l'angle v augmente et le projectile tombe sur Je flanc. On peut arriver, par une augmentation de vitesse initiale, à faire tomber le projectile la pointe en avant *). Lorsque les vitesses initiales ne sont pas très &ibles, les angles que fait l'axe de figure avec la tangente ne sont pas grands; pour des vitesses initiales considérables, comme celles que l'on emploie dans le tir direct, ces angles sont petits, et, si les portées ne sont pas trop petites, l'axe de figure du projectile fait plusieurs oscillations autour de la tangente pendant toute la durée du mouvement du projectile. L'amplitude de ces oscillations est toujours moindre que TU et diminue, à mesure que le temps augmente, tandis que leur durée croit avec le temps.
*) Soit (Fig. 24) ZEN le plan vertical mené par la tangente OT an point de chnte; cette tangente fait l'angle 301= TH = e avec Thorizon. Soit TA T le plan passant par la même tangente et par l'axe de figure OA du projectile au point de chute — axe qui fait avec la tangente l'angle AOTz=AT=i^\ le plan TAT^ fait avec le plan vertical ^Hri'angle ATH=:^, Fiusons passer par la tangente OT le plan vertical ZAN. Le projectile rencontrera le sol la pointe en
avant, si l'arc AN est moindre qne ~.
Le triangle sphérique ANT donne
cos AN = cos Ya. cos WT-^ sin AT, sin WT. cos NTA
ou
cos A J^^ = cos *. sin — sin d cos cos v.
Pour que le côté ^^soit moindre qne ô^° 4°® ^^" -^^ ^^^^ positif, \\ faut que
cos d • sin e > sin ^ cos e ces % ou que
^^ tang à
Si cette condition est satisfaite, le projectile rencontre le sol la pointe en avant, f, tang B tanir B
Si cos V = ^^^ , le projectile tombe sur le flanc. Si cos v > . ^ , le projectile
rencontre le sol le culot en avant.
TIR DIRECT
136. Tir direct à vitesses initiales dépassant 360" ^ Lft résistance de l'air dans le sens contraire à l'axe de figure des projectiles oblongs est exprimée (n°'28) pour des vitesses dépassant 360"=" par un monôme proportionnel au carré de la vitesse, pour des vitesses comprises entre 360"-' et 280"''par un monôme proportionnel à la sixième puissance de la vitesse, et pour des vitesses inférieures à 280"' par un binôme dont le premier terme est proportionnel à la deuxième puissance de la \itesse et le second à la quatrième puissance de la vitesse.
Par conséquent il est nécessaire de calculer la projection de la trajectoire sur le plan vertical du tir par parties toutes les fois que^ la vitesse initiale dépassant 360"'", la vitesse de chute est inférieure à 360"-*. Mais le tir direct ayant lieu sous des angles de projection qui ne dépassent pas 15°, on simplifie beaucoup les calculs, en ne déterminant la projection verticale de la trajectoire par parties que sous un seul angle de projection, soit celui de 5°, et en rapportant les points obtenus de la trajectoire aux coordonnées obliques: Tune X suivant la tangente au point de départ et l'autre Y suivant la direction de la pesanteur. On aura les angles de projection, les angles
et les vitesses de chute et les durées des trajets correspondants & diverses portées d'après les points calculés de la projection verticale de la trajectoire sous l'angle de 5°, en admettant (n° 79) que, pour les angles de projection ne dépassant pas 15"^, les distances verticales des points d'une trajectoire à sa tangente au point de départ sont indépendantes des angles de projection.
Soit (ff l'angle de projection sous lequel on calcule la projection verticale de la trajectoire par parties.
1° On choisira le premier arc de la trajectoire (fig. 25) du point de départ où la vitesse initiale V est plus grande que 360"-' jusqu'au point M où Ja vitesse F = 360"-" et on le calculera dans l'hypothèse (n° 52)
p — / W — 2^^, OÙ
2J^TzIPg n
et (n^ 28)
JV) = 0,044.
On déterminera d'abord la valeur approchée de l'angle d'inclinaison (p^ de la trajectoire au point Jf, à l'aide de la formule (6) n^ 52
tang<p'=tang9'-i^(l-^'),
en posant a =r ^^i-y, V^ = Fcosç', F'j = F'cosç', et ayant cette valeur approchée de ç", on obtiendra a de la formule (n° 61)
taiig^'— tangç''
On aura la valeur de 9^ suffisamment précise, en mettant dans l'expression précédente de tang 9" la valeur de a et en posant dans Fi= Fcosç^pourç" sa valeur approchée.
Gonnaissaiit la valeur de 9* et celle de a, on trouve x=OQk l'aide de la formule (3) n° 52
"* a Loge ^"o F'cosç"'
y' = MQk l'aide de la formule (1) n° 52
y = a/tang,'~,^£^,F(f),
la durée t' du trajet du projectile du point au point Mk l'aide de la formule (5) w° 52
On aura, en coordonnées obliques, l'abscisse 0P= Xàn point Jlf
l'ordonnée MP= T du point M
En admettant l'indépendance des angles de projection et des distances verticales des points de la trajectoire à la tangente au point de départ,
l'angle de projection Çj déterminé de l'expression
sin9i = ^,
doit correspondre à la portée horizontale
a;i = X'cos9i.
L'angle de chute 0^y la vitesse de chute v et la durée du trajet t^ seront définis (n"" 79) par
tang â^ = tang <p" — tang cp' h- tang 9i ,
COB
2^. On calculera les arcs suivants de la trajectoire sous Tangle de projection 9' jusqu'au point 3f *' où la vitesse est ^le à 280"^" dans l'hypothèse de la résistance (n^ 53)
OÙ
2Ar.I?g' n et {n° 28)
Pour calculer le deuxième arc on choisira une yaleur quelconque pour X"= OP; on aura pour l'abscisse horizontale MQ' =a^' di' point M'
a;'=(X"— XOcosç'.
On déterminera d'abord la valeur approchée de l'angle d'inclinaison <p"' au point M*, en posant a = ^^, à l'aide de la formule (2) n" 53
tang <p"' = tang 9" -- F^5??^ 3 (^) , où
et ayant cette valeur approchée de 9'", on obtiendra a de la formule
tang 9" — tang ç"' *
Connaissant la valeur de a, on aura la valeur de ç'" suflSsamment précise en mettant la valeur de a dans l'expression précédente de tang 9'", et l'on trouvera:
l'ordonnée M'Q* = y" du point M' à l'aide de la formule (1) n°53
/ = a!"tang9"-,-^,f^|)(.);
la vitesse V au point M! à l'aide de la formule (4) n° 53 ^ , Tcos®'
la durée t du trajet du projectile du point M au point JlT à l'aide de la formule (5) n*" 53
la durée du trajet du projectile du point de départ au point ilf' sera
En coordonnées obliques, Tabscisse OP du point M' est celle que l'on a choisie X*', et on aura l'ordonnée ilf'P'ss Y^ du point Jkf'
T' = T-^{X" — X)m. cp; — y\
L'angle de projection 9^ déterminé de l'expression
sin 92 = X??correspondra à la portée horizontale
a:;2 = X"cosç2-
L'angle de chute 0^, la vitesse de chute v et la durée totale du trajet t^ seront définis (n° 79) par
tang 0^ = tang 9''' — tang 9' h- tang 92,
F" cos 9'"
cos ©2 '
On continuera les calculs de la même manière jusqu'au point Jfy_,jOù la vitesse F^,^ n'est pas de beaucoup plus grande que 280*".
3°. Pour calculer le t -♦- 1 arc de la trajectoire du point 3f^#_i) OÙ la vitesse est V^^y et l'inclinaison 9(,^i) jusqu'au point if^,^ où la vitesse est Fj^^d = 280"'", on déterminera d'abord la valeur approchée de l'angle d'inclinaison 9(j^2) ^^ P^^^^^ ^u) ^ ^'^^^ ^^ ^^ formule (6) n° 53
tang<p,,^,,=tangy,.^,,^ 3^, Fe, J,l^^,^i l- ''v^^''^^^^^^
en posant a = •^^^;^^ , cos ç^..^,, = cos ç^^^^ , et ayant cette valeur approchée de 9(,-^2)9 ^^ obtiendra a de la formule
On aura la valeur de 9(,-.^) suffisamment précise en mettant dans l'expression précédente de tang^^^^g) ^^ ^lour de a et en substituant dans y^ii^})^ 9ii^2) ^ 9(i-#-2) ^ valeur approchée.
Connaissant la valeur de 9(,-.^) et celle de a, on trouve
^(4^i) = J!^(i^i)Qu) à l'aide de la formule (3) n"" 53 ^(^1) = ilf(,^ Ç(^j à l'aide de la formule (1) n° 53
où
la durée f^^jj du trajet du projectile du point 3f(,_,) jusqu'au point M^^^ à l'aide de la formule (5) »° 53
la durée du trajet du projectile du point de départ jusqu'au point JU^^.) sera
i^-^t'-^ -^Wd-
En coordonnées obliques, l'abscisse OP(,^=X(,.^,) du point M^^ sera
l'ordonnée M^^^ P^^j = ^(^^i) du point M^^^ .sera
L'angle de projection (p^^, déterminé de l'expression
correspondra à la portée horizontale
L'angle de chute ô^.^i, la vitesse de chute v et la durée totale du trajet seront définis (n° 79) par
tang d^^, = tang cp^..^^) — tang ?' -»- tang 9^^ ,
coa 0|^i '
4^. On calculera les arcs suivants de la trajectoire sous l'angle de projection 9', à partir du point ilf^^j où la vitesse est F(^^ïj= 280"*" dans l'hypothèse de la résistance (n° 51)
où
et(n^28)
= A«)=2TcU
eft.
Pour calculer le i -♦- 2 arc on choisira une valeur quelconque pour X(^-^2) = ^-Pd-f-DÎ ^^ ^^^^ P^^^^ Pabscisse horizontale -M;,) <2(^,) = a?(,^2) dn point iV^,_^,,
'ii^2) = (^U^2) — ^(,-Hl)) ^<>S9 •
On déterminera d'abord la valeur approchée de l'angle d'inclinaison cp(^._^) au point ilf(^.^^), en posant a = ^—-^ — , à l'aide de la formule (2) n° 51
tengy,^, = tang9,^3)- v^,J^;^\,,_,,, ^ (^> ^0%
et ayant cette valeur approchée decp(,.^3), on obtiendra a de la formule ^_- 6(y«-*-2))-6(yu-»-80
Connaissant la valeur de a, on aura la valeur de9(,..^) suffisamment précise en mettant la valeur de a dans l'expression précédente de tang 9(^.^), et l'on trouvera:
l'ordonnée -Mj^^,) ^(,.#.1) = y{i^2) ^^ V^^^^ ^(i-^-i) * ^^^^^^ ^^ ^^ formule (l)n^ 51
2/«^2) = ^(i^2)tang9(,^,,-^pj^^^ V,');
la vitesse F^^^gj au point itf(^_j.i^ à l'aide de la formule (4) w° 51
la durée <(^2) du trajet du projectile du point M^^^ au point M^^^^^ à l'aide de la formule (5) n° 51
la durée du trajet du projectile du point de départ jusqu'au point ilf(^^jj sera
t "^ t "+" • • • . "#- ttj g\ •
En coordonnées obliques, l'abscisse OP^^^^ du point Jlf^^-^^^j est celle que Ton a choisie Z^^-^gj, et on aura l'ordonnée ilf(^.4.i^P(^._^ij=r^^^j) du point -Mi,^^,)
Yii^2) = ^(.-4-1) "*- (-^«-#-2) — ^«-*.i)) siïi ?' — Vii^ny L'angle de projection f^^^ déterminé de l'expression
sinç^^ = Ji±2i correspondra à la portée horizontale
L'angle de chute ^,._^, la vitesse de chute v et la durée totale du trajet t^_^^ seront définis (n° 79) par
^^ë ^i-^2 = ta»g 9ii^) — ^^S ¥ -*- tang ç..^^,
On continuera, lés calculs de la môme manière. 5°. On déterminera les dérivations latérales z qui correspondent aux portées x^^x^.. .d'après les formules du n^ 128.
137. Cas Ofà la vitesse de chute n^est pas inférieure à 360"'". Il &ut dans ce cas calculer la trajectoire, sans la diviser en parties, dans l'hypothèse de la résistance (n° 52)
où, en posant n =: n^
et (n^ 28)
2J^r.IPg
Jt = 0,044.
Si la hauteur du but n'est pas considérable, on peut poser a=l, et en appelant a et 6 la distance horizontale et la rerticale du but au point de départ et e l'angle d'élévation du but, on a tangs = ^, et Ton obtient pour Tangle de projection (ç—e) rapporté à la ligne qui Ta du point de départ au but l'expression (n^ 84)
Si le point de chute est à hauteur de la bouche à feu, on a ( = et e = o.
On aura l'angle de chute de la formule La vitesse de chute sera
e On aura la durée
Fco89 iV2r/
On déterminera la dérivation latérale z d'après les formules du n° 128.
138. Déterminer la vitesse initiale cPaprès celle que le projectile possède à une petite distance de la louche à feu. Si l'on
coimAît la vitesse t; à une petite distance de la bouehe à feu^ et si cette vitesse n'est pas inférieure à 360""'", on obtient la vitesse initiale F de- l'expression (n° 85)
139. Tir direct à vitesses initiales comprises entre 360"'" et 280°"'". La résistance de l'air dans le sens contraire à l'axe de figure des projectiles oblongs étant exprimée (n^ 28) pour des vitesses comprises entre 360"'' et 280'"-' par un monôme proportionnel à la sixième puissance de la vitesse et pour des vitesses inférieures à 280""'' par un binôme dont le premier terme est proportionnel à la deuxième puissance de la vitesse et le second à la quatrième puissance de la vitesse, il est nécessaire de calculer dans ce cas la projection verticalo de la trajectoire en la divisant en parties, comme on l'a fait au n° 1 36 pour le deuxième et les arcs suivants de la trajectoire.
On déterminera les dérivations latérales z qui correspondent aux diverses portées d'après les fonnules du n° 128.
140. Cas où la vitesse de chute n^est pas inférieure à JS8()^'\ la vitesse initiale ne dépassant pas 36()^'\ On calculera la projection verticale de la trajectoire, sans la diviser en parties, dans l'hypothèse de la résistance (n^ 53)
où, en posant II = IIi ,
2A,itIPg
et (n° 28)
JV, = 0,0000000000026.
L'élévation du but n'étant pas considérable, on peut poser «=1. En appelant a et & la distance horizontale et la verticale du but au
point de départ et e l'angle d'élévation du but, on a tange = ^ et l'angle de projection (9 — e) rapporté à la ligne qui va de la bouche à feu au but sera déterminé par l'équation
8in(9-e) = 2Ç.|l(^), où
Si le point de chute est à la hauteur de la bouche à feu , on a & = et
sin29 = f,ÏÏW.
On obtient l'angle de chute de la formule
tang« = teng9— -p.5f5_3(^).
La vitesse de chute sera
_ V cos 9
On aura la durée
On déterminera la dérivation latérale d'après les formules du»M28.
141. Déterminer la vitesse initiale cPaprès celle que le projedUe possède à une petite distance de la bouche à feu. Si le point de la trajectoire où l'on connaît la vitesse v est à une petite distance de la bouche à feu, et si cette vitesse n'est pas inférieure à 280"'*, on obtient la vitesse initiale F de la formule
et comme (n° 53)
on a
2av^V
En développant (l — ^^) ^^ série et en se bornant, par suite
la petiti on obtient
de la petite yaleur de ^^, aux deux premiers termes de la série,
142. Tir direct à vitesses initiales moindres queJS80^''\ Possibilité d'appliquer les formules qui se rapportent à ce cas au tir avec des vitesses initiales jusquà 325'^'^. La courbe (JS) représentée sur la figure 8 par un trait continu exprime la relation de p'= ^^ et des vitesses v à partir de t;= 280"'' jusqu^aux petites vitesses; l'équation de cette courbe est (w^ 27)
p' = 0,012[lH-(j^)'].
La distribution des points (p', v) autour de la courbe {E) h\i voir qu'on peut la prolonger, comme l'indique la ligne pointillée, jusqu'à la vitesse de 325"-' et qu'on peut se servir de la dernière expression de p' depuis la vitesse de 325"*'* jusqu'aux faibles vitesses.
Par conséquent on peut résoudre les problèmes du tir de toutes nos bouches à feu actuelles de place, de siège et de campagne, qui impriment aux projectiles, avec les charges en usage, des vitesses initiales moindres que 325"°'', en adoptant pour la résistance de l'air dans le sens contraires à l'axe de figure des projectiles l'expression
^=rw=é[i-S].
où, en posant II = n,,
et :
' Les angles de projection n'étant pas très grands dans le cas du tir direct, on peut calculer la trtgectoire sans la diviser en parties, et poser a ^ 1 quand les angles de projection sont compris entre
et 8°, et tt = j^^ quand les angles de projection dépassent 8°.
Le point de chxUe étant à une hauteur h au-dessus de la bouche à feuy on aura la portée a à l'aide de la formule (n° 88)
*-tang9.;.-5^.«(^,F„«).^ = 6,
où. = ^«. K^={^)\
En essayant successivement plusieurs valeurs de g, prises dans la table des valeurs àe9{gj Fq*), on trouvera deux valeurs du premier membre de réquation^ assez rapprochées, entre lesquelles est comprise la valeur de h et on aura la valeur cherchée de z au moyen de parties proportionnelles; on obtiendra la portée en multipliant
£?par^.
Le point de chute étant à la hauteur de la bouche à feu^ on aura la portée x à l'aide de la formule (n° 88)
.$(.,Fo^ = î^sin29,
.=^,Fo»=(îny.
Après avoir calculé la valeur du second membre de l'équation, on trouvera la valeur de ;? à l'aide de la table des e9{Zy Fo*), comme on l'a exposé au n^ 60. En multipliant z par ^on aura la valeur de la portée cherchée.
La vitesse initide d'un projectile, tiré sous un angle de projection 9, qui doit toucher un point donné (a, b), sera déterminée au moyen de la formule (n° 89)
0Ù.= ^,ç=^^'.îî5O^,tangs = |.
Après avoir calculé la valeur de V^ à Taide de la table de F(jff), on obtiendra la valeur de la vitesse initiale cherchée V, en multipliantF.parj^.
Si le point à battre est à la hauteur de la bouche à feu , on a 6 = et 6 = 0.
Il angle de prcjectùm (9 — e) rapporté à la ligne gui va de la
louche à feu au &u< est donné par la formule (n"* 93)
sin(9-e) = ^«(^, Fo^.
Le point de chute étant à la hauteur de la bouche à feUy on a
sin2 9 = ^«(^, Fo«).
A Taide des deux dernières formules on calculera d'abord la valeur approchée de 9 en posant ^ = ^, ^0' = 75-» ©t Puis, s'il le faut, une valeur plus précise, en cherchant a qui correspond à la valeur trouvée de 9 et en posant ^ = ~, V^ = ^ — ^^-^ •
V angle de chute est donné par la formule
teng6^ = tang9 — ^,3(ir, V^^.
La vitesse de chute est donnée par la formule
F cos 9
t?(^, Fo^ me
La durée du trajet est donnée par la formule
On déterminera la dérivation latérale z d'après les formules du n^ 128. Si les vitesses sont faibles au point que l'on ne puisse pas négliger 4 devant l'unité, on calculera les dérivations z à l'aide des formules du n° 130.
143. Déterminer la vitesse initiale diaprés celle que le projectile possède à une petite distance de la houdie à feu. Si l'on connaît la vitesse v en un point de la trajectoire à une petite distance de la bouche à feu, et si cette vitesse est moindre que 280""", on aura la vitesse initiale de la formule (n"^ 92)
y='\}--hi}-m
144. Comparaison des résultats fournis par les formules avec ceux du tir. Four comparer les résultats fournis par nos formules avec ceux du tir, on a calculé, pour différentes distances et différentes charges, les angles de projection de nos canons rayés de tous les calibres, ainsi que les durées des trajets et les dérivations ktéraies des projectiles de 24^ (152"") tirés avec la charge de 2^866 de poudre à canon et de ceigc de 229"" tirés avec la charge de 21^,294 de poudre prismatique^ Les résultats obtenus sont insérés dans les tableaux suivants, où l'on a mis en regard les angles de projection et les durées obtenus dans le tir. Les dérivations observées sont ponctuées sur la figure 26 et les courbes des dérivations calculées sont représentées sur cette figure en traits continus, les portées étant prises pour abscisses et les dérivations pour ordonnées.
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Canon de 24^
Canon allégé de 208«»
Canon de côte de 203»-» 1
Distances
Angles de projection.
Distances
Angles de projection.
Distances
Angles de II projection. ||
Charge 2^,866 Vitesse initiale 324»-*
Charge 7^,780 Vitesse initiale 316»-«
Charge 12^,899
(poudre prismatique)
Vitesse initiale 421»:^
MI
Canon de côte 229»-» 1
Charge 2^,252 Vitesse initiale 284»:«
Charge 6k,l42
(poadie prinutique)
Vitesse initiale 282"^»
Distances
Angles de II projection. ||
Charge 21^,047 Vitesse initiale 270«->
Charge 4^604
(poudre prlsmaiiqiia)
Vitesse initiale 236«:«
Charge 21^294 |
Vite
Charf sse in
je lk,68 itiale i
. Charge 3k,276
(poudre pTiamatlqno)
Vitesse initiale 198>n->
( ViU
pondre isse il
priimaUq
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9033' 40 0' loiO'
Charge 1^,024 Vitesse initiale ld4»:>
Charge 2k,047 (poadro prinnftiiqiie)
Vitesse initiale 142»:*
Charge 01^,614
Vitesse initiale 186»:«
lOOiy
Tableau des durées et des dérivations latérales pour différentes portées des canons de 24' et de 229"'".
Canon de 24^
Pas des rayures en rayons du projectile
Vitesse initiale 324"»:».
^ Canon de 229»-«n.
Pas des rayures en rayons du projectile
Tî = 120.
Vitesse initiale 405m59.
Distances
Durées du trajet en secondes.
Distances
Durées du trajet en secondes.
Sagènes.
Mètres.
Sagènes.
Mètres.
TIR COURBE
145. Tir courbe à faibles charges. Dans le tir courbe à faibles charges, comme en général dans le tir avec des charges qui communiquent une vitesse initiale moindre que 280"*-", il faut calculer la trajectoire dans rhypothèse de la résistance de Tair (w° 51)
OÙ, en posant II = 1X1,
_ P ^~2A>nIPg
et(n^ 28) Jt=0,012; r = 488"^
Far suite de la faible influence de la résistance de l'air sur le mouvement des projectiles de gros calibre et de fortes densités tirés avec
de petites vitesses initiales, on pent môme sous de grands angles de projection (s'ils ne dépassent pas 45"^ calculer la trajectoire sans la diviser en parties et prendre pour a la valeur
tang9
146. Déterminer la portée connaissant Vangle de projection et la vitesse initiale.
Si le point de chute est élevé d^une quantité b au-dessus de la bouche à feu^ on obtiendra la portée à l'aide de l'équation (n"^ 70)
^;tang9.^-55S^.«(ir, V,^.0' = b, où
^ — 7, yo — -^•
En essayant successivement plusieurs valeurs de Zy prises dans la table des 9(Zj Fq*), on trouvera deux valeurs du premier membre de l'équation, assez rapprochées, entre lesquelles est comprise la valeur de &; on aura la valeur cherchée de au moyen de parties proportionnelles, et on obtiendra la portée en multipliant ^ parlai le point de chute est à la hauteur de la bouche à feUj on a (n° 66)
^«(^, Fo^ = î.^.sin2(p,
^,\ - ««ira a* F,*
Après avoir calculé la valeur du second membre de l'équation, on trouvera la valeur de z au moyen de la table des zSS{z, F^*), comme on l'a exposé au n'^ 60. En multipliant ;e^ par^ on aura la valeur de la portée cherchée.
147. Bétermvner la vitesse initiale d'un projectile^ tiré sous
un angle de ptojectwn donné, gui doit passer par im point donné (a, h). On a (n" 71)
F=i/:zzEz:,
Après avoir calculé la valeur de Vq , au moyen de la table de F{z)y on obtient la vitesse initiale cherchée F, en multipliant Vq par — - —
Si le point à battre est à la hauteur de la bouche à feu^ on a 6 = et 6 = 0.
148. Déterminer Vangle de projection cp sous lequel unprcjectile^ tiré avec une vitesse initiale donnée, doit toucher un point donné (a, 6). On a {n"" 72)
où le double signe devant le radical fait voir qu'il y a deux valeurs de l'angle q> qui satisfont aux conditions du problème, l'une plus grande et l'autre plus petite que l'angle de la plus grande portée.
On cherchera d'abord les deux valeurs de 9 en posant 9 {z, Fo'>= 1 ; ces deux valeurs de 9 serviront à calculer les deux valeurs de a et les deux valeursde«(0,Fo*)=«(^,°^^^r^ En mettant ensuite la plus grande valeur de 9(sfj V^) dans l'expression de tang9 prise avec le signe-i-devant le radical, on obtiendra la valeur de 9 supérieure à l'angle de la plus grande portée, et mettant la plus petite valeur àA9{Zy V^ dans l'expression de tang9prise avec le signe — devant le radical, on obtiendra la valeur de 9 inférieure à l'angle de la plus grande portée.
Si le point de chute est à la hauteur de la boudie à feu^ on a (n° 72)
8in29 = ^«(^, Fo^
Cette expression donne deux valeurs de Tangle 9. On les cherchera d'abord en posant 9{Zj Vq^)= 1 ; elles serviront à calculer les deux valeurs de a et les deux valeurs de ^(^, F^^. Mettant ensuite dans l'expression de sin 2 9 la plus petite valeur de 9, on en tirera la valeur de 9 inférieure à l'angle de la plus grande portée, et en mettant la plus grande valeur de 9, on en tirera la valeur de 9 supérieure à l'angle de la plus grande portée.
149. Déterminer V angle et In vitesse de chute ^ la durée du irqjet et la hauteur totale du jet.
L'angle de chute est donné par la formule
tangô = tang9— Ç3(^, Fo2).\
La vitesse de chute est donnée par la formule
V cos 9
^~V{z, Fo')"cos^"
La durée du trajet est donnée par la formule
• Dans ces formules = f, 7^2 ^ «^^w 9 , Pour avoir la hauteur totale du jet on prendra (n° 73)
on trouvera la valeur de^ à l'aide de la table des;r.3(£r, F^*), comme on l'a fiiit voir au w° 60, et on aura l'abscisse x' qui correspond à la hauteur totale du jet, en multipliant la valeur trouvée de z par ^. La valeur x' substituée à x dans l'équation de la trajectoire donnera
la hauteur cherchée du jet.
150. Déterminer la dérivation latérale. On la déterminera au moyen des formules du n^ 1 30, si | > 1 , et au moyen de celles du n°133,si|<l.
151. Comparaison des résultais fournis par les formules avec ceux du tir. Pour comparer les résultats fournis par les formules avec eeux du tir, on a calculé pour différentes vitesses initialçs les portées, les durées et les dérivations latérales de Tobus de 1 52'"-^ tiré du mortier de ce calibre sous IHingle de projection de 45^. Les résultats obtenus sont insérés dans le tableau suivant, où l'on a mis en regard les portées et les durées observées dans le tir. Les dérivations observées sont ponctuées sur la figure 27 et la courbe de dérivations calculées est représentée en trait continu, les portées étant prises pour abscisses et les dérivations pour ordonnées.
' Mortier de 162"^
Angle de tir 45°.
! Pas des rayures en rayons du projectile tj = 80.
Vitesse initiale.
Porl Calculées.
lées.
Observées.
Durées d Calculées.
u trajet •Observées.
Dérivations Calculées.
Mètrisec.
Mètres.
Mètres.
Secondes.
Secondes.
Mètres.
152. Tir à fortes charges sous de grands angles de projection. Pour déterminer la projection verticale de la trajectoire d'un projectile tiré sous un grand angle de projection, avec une grande vitess^ initiale, il faut la partager en parties et calculer l'arc de la trajectoire où la vitesse est supérieure à SGO""'' dans l'hypothèse de la résistance de l'an- proportionnelle au carré de la vitesse, celui où la vitesse est
comprise entre SBO""" et 280""'* dans l'hypothèse de la résistance proportionnelle à la sixième puissance de la vitesse et celui où la vitesse est moindre que 280'''" en exprimant la résistance par un binôme dont le premier terme est proportionnel à la deuxième puissance de la vitesse et le second à la quatrième puissance de la vitesse. La marche à suivre est exposée dans les n^ 63 et 136.
Lorsqu'on tire à fortes charges, les angles i que &it l'axe de figure du projectile avec la direction du mouvement sont faibles, et Ton peut calculer les dérivations latérales au moyen des formules du n° 128.
TIR PLONGEANT
153. Exposé. Dans la plupart des cas du tir plougeant la vi* tesse initiale est inférieure à 325"""; par suite on s'occupera de la solution des problèmes qui s'y rapportent dans l'hypothèse de la résistance de l'air
OÙ, en posant n==ni,
2cA)7ci?i/ et oft)= 0,012, r = 488"^
Lorsque les vitesses sont considérables, le tir plongeant a lieu sous de petits angles de projection, et même, lorsque les vitesses sont petites, les angles de projection ne dépassent pas ordinairement 15°. Far suite dans les formules qui servent à la solution des problèmes sur le tir plongeant, on posera a = 1.
1 54. Déterminer la vitesse initiale et Vangle de projection d\n projectile qui doit passer par deux points donnés (a, h) et (a', V).
Qd calculera (n° 99)
où
•-Ke-[«F(?)-<.F(:)]^(^-a)' Connaissant F^, on obtiendra l'angle 9 de l'expression
Ayant la valeur de 9, on déduira F, en multipliant F^ par j^.
155. Déterminer la vitesse initiale et Pangle de projection Wwn projectile qui doit passer par un point donné (a, b) sous une in^dinaison déterminée — 6^ .
On calculera (n° 100)
' Ke-i-[2F,(=)-F(f)]'
où
^ = i^ (**»«« -^ ^og <?,), teng e = J.
Connaissant F^, on obtiendra l'angle 9 de l'expression 2tMig..3 (i, r.')-Htont;<'.g(f, r.')
Ayant la valeur de 9, on déduira F, en multipliant F^ par ^^.
156. Déterminer la dérivation latérale correspondante à la distance connue. On la déterminera à l'aide des formules dun^ 130.
Limite de la hauteur à laquelle on peut raser la crête
d^un parapet sous une inclinaison donnée. Soit 9 le plus grand angle de projection qu'on peut obtenir de la bouche à feu montée sur son affilty a la distance du but, b la plus grande hauteur qu'il peut avoir pour que l'inclinaison de la trajectoire en ce point soit — â^. On calculera (n° 101)
où
Ç=~(taûg9-^tangtfi).
Connaissant Fo, on déduira V en multipliant F^ par j^- On obtiendra la valeur de b de l'équation
& = «tang9-f^.®(^n'').
158. Limite de la hauteur à laquelle on peut , en rasant la crête d^un parapet j toucher un point donné du terre-plein. Soit a et b les coordonnées de la crête du parapet; a la distance horizontale du point du terre-plein à la crête du parapet, ^ sa hauteur relative au-dessous de la crête.
On calculera (n° 102)
a'^F{^)-a'F{fl
Où
a' = a-*-a; Ç = y [P-»-(o' — o)tang9].
Connaissant F^, on déduira F en multipliant F^ par ^ . On obtiendra la valeur de b de l'équation
6=fltang9-2^,«(:-,F/).
FOBMULES D'INTERPOLATION PAR LA MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS
Il arrive souvent que dans des questions pratiques on ne connaît pas la forme de la fonction U qui exprime la relation entre les inconnues qu'on détermine. Dans beaucoup de cas on prend alors pour U une fonction entière et Ton pose
où l'on calcule les coefficients a^h^ c. . . d'après les valeurs observées de u = f^|y u^j . . .le^ qui correspondent à différentes valeurs de a? = aPj, ajj, . . .x^.
Si le nombre des observations n est plus grand que celui des coefficients inconnus a, 6, c,. . ., ce qui arrive ordinairement, ou peut déterminer les valeurs les plus probables de ces coefficients par la méthode des moindres carrés; mais pour le &ire on est obligé de résoudre tout un système d'équations pour chaque supposition particulière sur le nombre de termes, ou, ce qui est tout un, sur le degré de l'expression cherchée. Cela présente d'autant plus de difficulté qu'il arrive de répéter plusieurs fois de pareils calculs, avant
d'ôtre amené à une ^expression qui représente les données ayee une précision suffisante, car il est difficile de préYoîr d'avance le degré de cette expression.
Le membre de notre Académie des sciences F. Tchebycheff a donné les formules d'interpolation qui fournissent les polynômes avec les coefficients les plus probables , successivement de tous les degrés, en partant de celui de zéro, et permettent de voir le nombre de termes auquel on peut se borner dans l'expression cherchée. Ces formules se rapportent à deux cas: l'un, plus simple, celui où les valeurs de la variable qui correspondent aux valeurs connues de la fonction interpolée sont équidistantes; l'autre, plus compliqué, celui où les valeurs connues de la fonction correspondent à des valeurs données quelconques de la variable.
Nous donnons les formules pour ces deux cas.
S'il s'agit de déterminer les coefficients les plus probables a, 6,c,... de l'expression U représentée par la formule
(1) î7=a-*-&i;-H ca?-+-. . .,
et que l'on ait trouvé des observations d'égale précision les valeurs de tt = Ui, Ug,. . .u^ qui correspondent aux valeurs équidistantes de ^ = A, 2A, . . . nA, on a pour la fonction cherchée la série suivante:
co
co
co
crT
ta
dans laquelle:
1^, les signes de sommation s'étendent à toutes les valeurs de i\ depuis t =- 1 , jusqu^à i = n;
2°, A«, = w^, — «, ; A\ = Au^^j — àu^ ; A^u^ = à\^^ — A\.; et ainsi de suite;
3^, en formant le tableau connu sous le nom du triangle arithmétique de Pascal, dans lequel chaque nombre est la somme des deux termes correspondants de la ligne précédente:
CombintisoDS
et remarquan
t que
^ t(i-4-l)(w^f)(n--t~l) _1.2 (n-l)(ii-2) 2.8 (h-2) (n-8) ^ 1.2.1.2 1.2' 1.2 "*"l.2' 1.2
3^ (w— 8)(it-4) 1.2' 1.2
et ainsi de suite ,
onvoitmifi'-i - - .i^ ^ 5^
uu Mvii que. ^ > j > ^ 1 > 172» 172 > 172 » »
.et ainsi de suite expriment les nombres de la seconde, tmsième, etc., colonne verticale de haut en bas jusqu'aux nombres qui correspondent à la n""" ligne horizontale de la l'"" colonne verticale;
xanaisque-^-,-Y-,^-, ^7^ , — j^^ » 1.2 » »
et ainsi de suite expriment les nombres de la seconde, troisième , etc.^ colonne verticale, de bas en haut à partir des nombres qui correspondent à la n"' ligne horizontale de la l''* colonne verticale.
Excnipk. Calculer Péguafion de la trajectoire d^un prqjectUe sphérique^ d'après les ordonnées observées à des distances équidistantes. Dans des expériences faites à S*-Pétersbourg en 1858, il a été tiré 22 boulets de 24 à la charge de 3^,876 sous une inclinaison constante, et les hauteurs de chacun d'eux ont été observées sur des cibles en ficelle aux distances de 50, 100, 150, 200, 250, 300, 350, 400 et 450 sagènes *) du canon. On a obtenu les ordonnées moyennes suivantes:
sag.
pieds.
♦) 1 sagène = 7 pieds = 2", 1336.
Pour caleuler, d'après ces données, l'équation de la trajectoire, représentons-la par une expression de la forme
et divisons les deux membres de l'équation par x pour lui donner la forme de l'équation (I) *)
as
En ei^rimftnt x en sagènes et y en pieds, nous obtiendrons:
= J00 Mj = 0,1885
En prenant 50 sagènes pour unité des abscisses que nous représenterons par af pour les distinguer des abscisses x exprimées en sagènes, on doit poser dans la formule (U)h=l, n = 9 (nombre des ordonnées observées) et remplacer x par af.
*) En diTisant les deux membres de l'éqaation par a, on est conduit & appliquer la méthode des moindres carrés aox erreurs relatives des ordonnées
aa lieu de les appliquer aux erreurs absolues des ordonnées A} = F| — ^i, Af s= F, — y^y . . • Af = Fy — y^, ce qui affaiblit un peu ^importance des ordonnées observées aux grandes distances.
Formons le tableau suiTant:
«rf-
àUi,
àhif.
-Su,. ,
Il est aisé de voir que les différences à*Uf seront plus grandes que les troisièmes et que par suite il faut se borner aux troisièmes différences et limiter l'expression de U au terme affecté de fc*.
Calculons:
•^^Au,.= 1.8. — 0,0135 = — 0,1080 = 2 . 7 . — 0,0240 = — 0,3360 = 3 . 6 . — 0,0211 = — 0,3798 = 4.5. — 0,0258 = — 0,5l60 = 5 . 4 . — 0,0279 = — 0,5580 = 6.3. — 0,0316 = — 0,5688 = 7.2. — 0,0337 = — 0,4718 = 8 . 1 . — 0,0366 = — 0,2928
<(i^i)(»-f)(ii-i-i)^^ = 1.28.— 0,0105 = — 0,2940 = 3. 21. -H 0,0029 = H- 0,1827 = 6.15. — 0,0047 = — 0,4230 = 10. 10. — 0,0021 = — 0,2100 = 15. 6. — 0,0037 = — 0,3300 = 21. 3. — 0,0021 = — 0,1323 = 28. 1.-0.0029 = — 0,0812
2i(Hi)(5=JiÇ=î=l)^2 = _ 1,2878 « (^i)«^a)(»-i)(»-i-i)i(n-<-2) ^, j 5g^ 0,0134=H-0,7504
L'équation (II) devient:
TT_
^— — 9--*- 9(9«-i«) (2a;— 10) -*-.9(fcw^[3(2a!'- 10)^- 9» -H 1]
-^ 9(9«-i^';^-2«H9«-8^) [^5(2a;--10)»-3(3.9'-7)(2a;--10)], ou
Î7=0,10844-0,01346 (2«'-10)-0,0001 1002[3(2a!'-10)»-80] -*- 0,0000001 1503 [15 (2a;'— 10)»— 708 (2ic'— 10)],
tr=0, 1 0844-0,0 1 346(2z'- 1 0)-0,000 1 1 002 [12x'2-l 20a/+220]
-i-0,00000011503[120«'»— 1800ic'*-i-7588a!'— 7920], ou
on
oi étant égale à ^, on a
Observant que C/ = - , on obtient:
où y est exprimée en pieds et % en sagènes, ou:
où ^ et 3; sont exprimées en pieds.
En calculant au moyen de cette équation les ordonnées qui correspondent aux distances auxquelles elles ont été observées, on trouve y_ io»'^i8; 18»'f 62; 24^90; 28"t*59; 29»*t**30; 26"^' 65; 20P»«4«26; 9"«*78; — 5»'»*'12!
S'il s'agit de déterminer les coefficients a, 6, c, . . . de l'expression U représentée par la formule
Cr=F(a?).[a-i-6ir-f-ca;'-4-. . . .],
dans laquelle F{x) est une certaine fonction de la variable indépendante x^ et que l'on ait trouvé des observations d'égale précision les valeurs de «* = Wi, «g, Wg,. . . .t*^ qui correspondent à différentes valeurs de a; = fl?i, ojg, a?3,. . .a?^, on peut calculer les termes de l'expression Î7, successivement l'un après l'autre, au moyen de la série
et évaluer en môme temps les sommes des carrés des erreurs avec lesquelles la série représente les observations, quand on s'arrête au 1, 2, 3,. . .X terme, afin de reconnaître celui auquel on peut s'arrêter d'après la valeur de l'erreiu: quadratique moyenne avec laquelle les termes trouvés représentent les observations.
Dans les formules suivantes qui servent à calculer les termes de la série, les sommations s'étendent à toutes les valeurs de l'indice t, depuis i= 1, jusqu'à i = n, et SA^^ désigne la somme des carrés des erreurs dans la représentation des valeurs données de u par la série, arrêtée au terme F{x).Ky^ ^J'x (^)» somme d'après laquelle on trouvera Terreur quadratique moyenne par la formule
Formules déterminant le terme F(x). ^ot]<o(a;). (0,0) = 2[F(^,)]S
V _ SF(a-,).M< (0,0) '
Formules déterminant le terme F(a;) . fi, <J>j (a;).
l^_ SJ'(a;<)x,iq-(0,l)jro
«}.,(a;) = a;— 61, 2A,2 = 2A,''-(l,l)Ar,'».
Formules déterminant le terme F(x).K^<i^^{x).
^2 = Srï)-(5:li. (2,2) = (l,3)-6,(l,2)-a,(0,2),
t^ _ SF(a.)a<« u.- - (0,2) g» - (1,2) g, '~ (2,2) '
4.3 (j;) = (a; - 62) 4.1 (a;) — a, tJ>o (x) , 2^32 = 2^,2- (2,2) «a».
Formules déterminant le terme F{x).K^^^(x).
iO,b) = S[Fix.)f.x,\ (0,6) = 2[F(a;..)P.a;,«,
*3 = ||-lxïi>(3,3) = (2,4)-63(2,3)-a,(l,3),
j^ _ -SF (Xj) Xj» M.- — (0,3) Ko - (1 ,8) g, - (2,8) K, ■^J~ (3,8) '
Formules déterminant le terme F(x).K)^^^(x)
{OfiX-ï)=S[F{Xi)]*.Xi'^-\ • (0,2X) = S[F(a-,))».a;,«^,
(2,2X - 3)=(l,2X — 2)— 6, (1,2X — 3) -aï(0,2X-3),
(3,2X - 4) = (2,2X - 8) — bj (2,2À — 4) | (8,2X - 3) = (2,2X - 2) - b, (2,2X - 3) — Os(l,2X — 4), , -a3(l,2X-8),
(X-1,X) = (X-2,X-H 1) -bx_i (X-2,X) ' fX-l,X-vl)=(X-2,X+2)-b;^_,(X-2,X-»-l) -«X_i(X-3,X), _ox_i(X-3,X-»-l),
(X,X)=(X-l,X-«.l)-bx(X-l,X)-axlX-2,X).
aF(j,)ar,^M.— (0,X^Jro-(l.X)g|-(2,X)A'^-...-(X-l,X)yx-i
«}»x(a;) = (a: — 6x)'I'x-iW — «x'I'x-sW.
Eicmple. Calculer la projection verticale de la trajectoire d'un projectile oblong diaprés les angles de projection obtenus dans le tir à différentes distances. L'équation de la projection verticale de la trajectoire peut être représentée par
y = aa; -4- ^x^ -*- yr* -*- 8x* -♦-...
La première et la seconde dérivées de cette équation sont
Dans le tîr direct, on peut, comme il a été démontré, supposer sans erreur sensible, pour calculer la projection verticale de la trajectoire, que la résistance de l'air est dirigée en sens contraire de la tangente;
dans ce cas on a (n° 33) v^ = -f==> tang = y\ et pour a; = 0, on obtient y' = a, ^=^9, y"=2p, î?i=F,, et par suitea=tang9, P = — 2^- L'équation de la projection verticale de la trajectoire devient
y =r a; tang9 — 2|^5^a;^ -f- Ya:»-f- Jaî*-*- . . .
On obtiendra les angles de projection qui correspondent à différentes portées en posant j^ = , et on aura
t-'^"g9 = 2F4os^a> ^ — ï^— ^^-' • • • ou
sin29 = ^x — 2YC0S^9.a;* — 28cos*9.a;^ — . . . .
Si les angles de projection ne sont pas très grands, on peut remplacer, sans grande erreur, cos^ 9 par sa valeur moyenne dans les limites des angles de projection sous lesquels le tir a eu lieu; en posant par suite
— 2y.cos*9 = ?>, — 28cos^9 = c,. . .
et nommant
yi = «,
on a
sin 2 9 = ou; -4- fcjc^ -♦- CiT^
2/ = a;tang9 — 2^^ [aoî^H-fcr^-i-ca?* -f. . . .].
Dans des expériences &ites avec notre canon rayé de 24\ la charge étant de 2^,866, on a obtenu à différentes distances les angles de projection suivants:
Portées.
Angles de projection
8in29.
Sagènes.
Pieds.
Appliquons les formules d'interpolation à déterminer les valeurs les plus probables de a, h, c^. . .dans l'équation
sin2<p= U=x[a-i
t-bx-t-C3^-1-. . . .],
Dans ce cas
Xg = 6300
Mj =0,21132
Pour exprimer U par un seul terme
Fix).K,.^,ix)=x.K,.r\>,ix),
on prendra
[F{x;if = x,^
. 2J^(*t)-««« A AftAAQQOOl R.1
jyjyjtjKjutjx^a.^
ce qui donne
Pour trouver la
somme de carrés des erreurs 2Ao*, on fera les
calculs suivants:
-(0,0).Xo^ =
ce qui donne pour l'erreur quadratique moyenne avec laquelle le terme trouvé représente les valeurs données de w = sin 29,
et Terreur quadratique moyenne avec laquelle sont représentés les angles de projection donnés est approximativement égale à i2\
Une erreur moyenne aussi considérable n'étant pas admissible, on cherchera le second terme
et pour cela on prendra:
[F(xi)]^,x^^x^
(0,1) = 2 [F(a?e)P «I = 9568587890*; (0,2) = S [F{Xi)]^ a;<« = 13733908940» Oi = (0,0) = 732638840 , — h^ (0,1) = — 12496999690»
6j = |2ll| = 13060,443, (1,1) = (0,2) - b^ (0,1) = 1236909250»
2F(a;,.).a;,.M,. = 374367920 — (0,l)Xo=- 365821564
2F(a;,)a5,.M, — (0,l)fio= 8546356; , .^^ SF(î()«£«ipM^= 0,0000000006909444 ;
tj<, (a;) = a; — 6, = a; — 1 3060,44.
Par conséquent
Fix) . «■, tjj, (X) = — 0,0*9024038 . x -+- 0,0»6909444 .ï?. Pour trouver 2A,* on prendra
2A„2=r 0,00605574 — (l,l)ff/=— 590506 2A,* = 2 V - (1,1)^.* = 0,00015068;
ce qui donne pour l'erreur quadratique moyenne avec laquelle les deux premiers termes de la série représentent les valeurs données de M = sin 29,
et l'erreur quadratique moyenne avec laquelle sont représentés les angles de projection donnés est approximativement égale à 7'.
On peut prendre cette erreur moyenne pour admissible; mais pour montrer la manière de calculer le troisième terme
on déterminera
IFip^i)^ V=^t*-
[F{xt)y.x* = x,».
(0,3) = S [F(Xi)]^ x,» = 20853259801»;
(0,4) = S [F(xi)]*a:i* = 3282119670»*
«^=lii!=^^«^^^^^'
îî;?!- '''''^''
;jij = - 13060,44
F(x;).Xf'u. = Xt'u..
2F{Xf)x''u^ — {0,2)K^—i\,2)K, = — 749680*;
2J'(a.,)Vu.--(02)g;,-(i.2)g.^_QQU3736287
= 3? — 23576,23 .ir 4- 1 20453700.
Par conséquent
Fix).K2 ^2 i^) = — 0,0«450050,aî -+- 0,0»0880876.a;« — 0,0**373629. a;»,
et comme
— (2,2)Ka2 = — 280
on trouve pour Terreur quadratique moyenne avec laquelle les trois premiers termes de la série représentent les valeurs données de w = sin29,
et Terreur quadratique moyenne avec laquelle sont représentés les angles de projection donnés est approximativement égale à 6^^- .
En s'arrêtant aux trois termes trouvés de la série, on aura pour l'expression cherchée de Z7=sin29, le pied étant pris pour unité,
^ 0,0*38232. aj
— 0,0*00450 . X -^ 0,0*08809 . a^ — 0,0"37 363 . x' . 8în29 = 0,0*28758. 2^-1-0,0*77903.0;' — 0,0^*37363. a;*.
En calculant d'après cette formule les valeurs de sin 2 9 et de 9 qui correspondent aux portées auxquelles elles ont été obtenues dans les expériences du tir, on trouve
Angles de
Portées.
sin 29.
projection
Sagènes.
ll°17'
L'usage de la machine à calculer: arithmomètre de M. Thomas, de Golmar, pour trouYer les produits, les puissances et les quotients qui entrent dans les formules d'interpolation, facilite beaucoup les calculs.
L'équation de la projection verticale de la trajectoire sera
y = ^tang9 — j-~^[air2-t-6a;«-f'Ca^],
dans laquelle, le pied étant pris pour unité,
On trouvera la vitesse initiale F de l'expression
et on aura
La mesure directe a donné pour la vitesse initiale la valeur de
10g3pi6ai:Beo^
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(Suite.) — Logarithmes des fonctions circulaires. 121
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(Suite.) — Valeurs uatarelles des fonetions circulaires. 123
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124 (Suite.) — Valeiirs naturelles des fonctions circulaires.
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(Suite). — Valeurs naturelles des fonctions circulaires. 125
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126 (Suite) — Valeurs naturelles des fonctions circulaires.
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(Suite) — Valeurs naturelles des fonctions circulaires. 127
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128 Table XIX. Nombres les pins usuels et leurs
logarithmes.
Eapport de la circonférence au diamètre k-
Base des logarithmes naturels e
M = Log e 1 _ 1 M ^ Log e
Accélération de la gravité à St-Pé- ( tersbourg (ou
Poids spécifique du fer fondu
» » de l'acier fondu
» » du fer
» I» du plomb
» M du bronze
» » du cuivre
» » du zine fondu
» » de Pétain. . •
» » du mercure
Poids d'un pied cube d'eau
» d'un pouce cube d'eau
» d'un mètre cube d'air sous la pression barométrique de 0,75 m. , à la température de 15^ G. et à moitié saturé de vapeurs II| =
Sagène
Pied
Pouce
Ponde
Livre prussienne
Nombres.
pieds . .
mètres.
livres ,
0,04002 livre .
kilogramme
mètres
mètre.. ••
mètre
kilogramme
kilogramme
grammes
kiiogrammo-mètre.. .
kilogrammo-mètres. .
kilogramme..... ...
kilogrammes
mètre
mètre
kilogramme
Logarithmes.
Table XX, Centres de graTité et moments d'inertie 129 de certains corps de réYolntion.
I. CylMre droit à base circulaire dont la masse est M, la haatear h et le rayon de la base r.
Moment d'inertie
a) par rapport à l'axe
de fiigure
A=lMr',
b) par rapport à Taxe
équatorial passant par le centre
de gravité
B=^ilfr'.
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