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AVANT-PROPOS
La Balistique y ou la Science da Moayement des Projectiles, a été depuis longtemps l'objet des recherches des géomètres les plus distingués et des praticiens les plus habiles. Avant leurs recherches y on avait les idées les plus fausses sur la nature de ce 'n-^ mouvement.
'^ Galilée 9 en combinant le principe de la composition des mouvements provenant de différentes causes avec les lois de Taccé-* lération des graves, démontra que la courbe décrite par les projectiles dans le vide serait une parabole.
Newton voulut tenir compte de la résistance de l'air et il établit qu'elle était proportionnelle au quarré de la vitesse du mobile; mais il ne donna aucune méthode pour la détermination effective de la trajectoire.
Jean Bemouiily ramena aux quadratures la solution de la question, dans l'hypothèse la plus générale sur la loi de la résistance du milieu.
Euler, en supposant la résistance proportionnelle au quarré de la vitesse du mobile, a donné l'expression finie de la longueur d'un arc de la tri^Jectoire compris entre deux points où l'on connaît l'inclinaison de la tangente; et, partant de l'inclinaison donnée et fidsant varier les inclinaisons aux extrémités des arcs successib, il détermina leurs longueurs; en les projetant ensuite, comme s'ils étaient des lignes droites ayant une inclinaison
VI ATAKT-PROPOS.
moyeDDe, il obtint les deux coordonnées de chacun des points de la trajectoire qui répondent aox inclinaisons arbitrairement choisies. 11 détermina également la vitesse du mobile et , par son moyen , la durée d*un certain trajet.
Legendre, pour corriger la méthode d'Euler^ substitua des arcs de cercles osculateurs ayant respectivement^ aux deux extrémités, les mêmes inclinaisons que ceux de la trajectoire.
Lambert a employé la méthode des développements en séries ; cette méthode a été suivie ensuite par Borda , Tempelhoff et Français.
Pour éviter les longs calculs qu'exigent ces procédés dans l'application , les géomètres ont cherché à modifier l'expression de la résistance de l'air de manière à rendre l'intégration possible. Borda a ouvert cette voie , il fut suivi par Besout , Legendre et Français.
D'un autre côté, des expériences furent entreprises pour déterminer la résistance de l'air au mouvement des corps, par Newton, Robins, Borda, Hutton, sans qu'on soit arrivé à la représenter exactement.
Les nombreux travaux que nous signalons prouveraient, s'il en était besoin, la difficulté de la question balistique et son importance. C'est en vain d'ailleurs qu'on voudrait essayer de la résoudre par l'expérience seule. Dans quelques circonstances, comme dans le tir de plein fouet, il semble qu'on peut se passer de la connaissance du mouvement des projectiles , et qu'un petit nombre d'expériences doit suffire pour déterminer l'angle de projection qui permet de frapper un objet à une distance donnée; que, de plus, on pourrait y arriver par quelques tâtonnements lorsqu'on ne connaît qu'imparfidtement cette distance. Hais on ne saurait se passer de connaître les vitesses, les durées et les angles de chute; ils sont indispensables dans un grand nombre de cas.
On remarquera, d'un autre côté, que les problèmes de balistique ne sont pas de ceux qu'on peut toujours résoudre par le seul emploi de tables construites pour chaque genre de questions. Celles-ci seraient trop multipliées, trop étendues, et d'ailleurs certaines d'entre elles ne pourraient être dressées par l'expérience seule; elles exigeraient des opérations trop multipliées et des
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dispositif trop dispendieux. Les expériences servent essentiellement à fournir certaines données et à vérifier l'exactitude des formules.
Cependant y malgré leurs recherches ^ les géomètres ne sont pas parvenus à des formules qui puissent représenter toujours avec une exactitude suffisante les résultats de l'expérience. Plusieurs causes y ont contribué: d'une part, l'expression de la résistance de l'air a été basée en partie sur des expériences fiiites dans des circonstances qui différaient de celles du mouvement des projectiles; de Pautre, elle a été inexactement représentée par un seul terme proportionnel an quarré de la vitesse.
Depuis peu de temps , des recherches et des expériences nouvelles ont été entreprises pour déterminer et pour exprimer les lois de la résistance des fluides au mouvement des corps; dans le cas particulier des grandes vitesses des projectiles de l'artillerie^ an terme proportionnel au quarré de la vitesse y M. le colonel Piobert a été amené à ajouter un terme proportionnel au cube de cette même vitesse.
Chargé de professer la Balistique â l'école d'application de l'artillerie et du génie k Metz, j'ai dû m'occuper de la question. J'ai bienUyt reconnu que la difficulté ne résidait pas tant dans la méthode du calcul que dans l'hypothèse sur la loi de la résistance de l'air. Mais, si l'hypothèse simple de la résistance proportionnelle ad quarré de la vitesse avait conduit à des solutions inexactes et dont la complication avait forcé à se contenter d'un certain degré . d'approximation, n'était-il pas à craindre que l'expression binôme de la résistance ne conduisit à des formules trop compliquées dans les applications au tir des armes.
Cependant, je suis parvenu à des formules très-simples et, au moyen de tables spéciales , à réunir l'exactitude et la focilité du calcul.
Je vais exposer sommairement la marche que j'ai suivie dans ce traité.
Il est divisé en dix sections.
La première section comprend les lois du mouvement des projectiles dans le vide. Dans cette hypothèse, elles sont fort simples'* et l'on arrive facilement à exprimer les relations dont on pourrait
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avoir besoin. Elles s'éloignent pen de la vérité dans les cas de la pratique où les projectiles sont de grand diamètre et de grande densité, et où, en même temps , les vitesses et les portées sont peu considérables.
La seconde section traite des lois de la résistance de Pair. On doit distinguer les expériences aux faibles vitesses, qui s'exécutent au moyen de certains appareils , des expériences aux grandes vitesses qui ne peuvent être faites qu'au moyen du tir des projectiles avec des bouches ^ feu. Jusqu'à ces derniers temps on ne possédait que les expériences de Hutton , exécutées sur des projectiles de petit calibre, lorsque M. le ministre de la guerre, sur la demande du comité de Tartillerie, institua à Metz une commission chargée de rechercher les lois qui doivent servir à rétablissement des principes du tir. A la même époque, l'académie des sciences faisait le sujet du grand prix de physique de la question de la résistance des fluides au mouvement des corps. Le comité de l'artillerie et l'académie donnèrent bientôt leur approbation à un travail présenté en commun par MM. Piobert , Morin et moi. Les expériences de iSSg et de 1840, faites pour déterminer la résistance de l'air sur des projectiles de différents calibres et animés de grandes vitesses , me permirent de déterminer avec plus d'exactitude la loi de cette résistance. Ces expériences se continuent d'ailleurs encore à Metz, par les soins de la commission des principes du tir, pour déterminer plus spécialement la relation de la résistance avec le diamètre des projectiles.
La section III comprend les lois du mouvement des projectiles, sous des angles de projection quelconques et avec l'expression binôme de la résistance de l'air. Sous les grands angles de projection , réquation différentielle de la trajectoire n'est pas intégrable; mais on arrive a l'équation approchée d'un arc d'une certaine amplitude, en remplaçant, dans les termes où elle est multipliée par les coefficients de la résistance, la valeur variable du rapport d'un élément à sa projection par sa valeur moyenne dans rétendue de l'arc que l'on considère; on obtient ainsi, pour un point quelcon(](he de cet arc et en fonction de l'abscisse, l'ordonnée, l'inclinaison de la tangente, la durée du trajet et la vitesse du projjBCtile.
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Les eipressîons de ces quantités sont tris-simples; elles ne diffirent de celles qu'elles auraient si le moarement avait lieu dans le vide qu'en ce que certains termes sont multipliés par «ne fonction de l'abscisse j cette fonction a cela de remarquable qu'elle ne dépend que du rapport de l'absdsse au coefficient du premier terme de la résistance et de celui de la vitesse au quotient des deux coefficients; de sorte qu'an moyen de tables qui ont été calculées avec toute l'exactitude désirable , qui s'appliquent à tous les projectiles et qui sont indépendantes des coefficients de la ré* . sistance y les quantités ci-dessus indiquées peuvent être détermi* nées avec une grande facilité.
Le nombre des arcs partiels à considérer est toujours peu considérable. Dans le tir ordinaire des lourds projectiles ^ comme les bombes y sous de grands angles de projection ■ et aux distances auxquelles ce tir conserve encore assez d'efficacité , et pour le* quel les vitesses sont faibles , on peut embrasser à la fois toute la trajectoire.
Lorsque les projectiles , comme les boulets et les obus, sont animés d'une grande vitesse, les angles de projection restent trèspetits, afin que les portées ne dépassent pas celles où les déviations ne sont pas trop considérables. Alors, l'inclinaison des divers éléments de la trajectoire est très-faible, et leur rapport avec leur projection horizontale peut être regardé comme égal à l'unité dans les termes où il multiplie les coefficients de la résistance de l'air. Les formules , dans ce second cas , se déduisent immédiatement de celles du premier et deviennent très-simples ; on arrive ainsi à la solution des divers problèmes qui peuvent se présenter dans l'application: c'est là l'objet de la section lY. On passe d'ailleurs avec une extrême facilité au cas où l'on suppose la résistance proportionnelle au simple quarré de la vitesse.
Dans la section V se trouvent résumés et ramenés à des notations communes, qui permettent d'en mieux saisir l'ensemble, les travaux faits dans l'hypothèse de la résistance proportionnelle an quarré de la vitesse, par Euler, Lambert, Borda, Legendre, Français,etc.,etc. ; j'ai indiqué les perfectionnements dont quelquesunes des mélbodes sont «icore susceptibles ; quelques-uns de ces travaux étant encore inédits, leur intérêt en sera augmenté.
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Désirant rendre les applications pins &cileS| les réduire pour ainsi dire i on mécanisme de calctd, j'ai donné dans nn rhume les diverses formules dont l'application peut se présenter. Des renvois permettrcmt de reconrir fitcilement au texte quand il eo sera besoin, soit pour des explications, soit pour des applications spéciales.
Enfin y je me suis efforcé de réduire la longueur des calculs numériques y en calculant des tables spéciales. Les plus importantes et les plus étendues sott celles des fonctions par lesquelles les formules du mouvement dans l'air diffèrent de celles du mouvement dans le vide. Elles sent asses étendues ponr les applications ordinaires , et il n'y a que quelques cas exceptîonneb où l'on sera obligé de calculer de nouveaux nombres. Tj ai ajouté des tables auxiliaires qui simplifient beaucoup le plus grand nombre des problèmes et des extraits des tables des lignes trigonométriqnes naturelles avec l'étendue convenable. Ces tables, jointes an résumé, pourraient être séparées et former ensemble un manuel qui suffirait aux applications.
Je présente avec confiance les théories que j'ai exposées, parce qu'ayant eu à en faire un grand nombre d'applications , j'en ai po reconnaître l'utilité et Tezactitude.
Je n'ai pas pu donner à ce qui conclue les lois des mouvements réels des projectiles l'étendue qu'elles cemporteraient; les résultats d'observation sur lesquels elles devraient se fonder sont troip nombreux. H en est de même des lois des déviations qui permettraient d'estimer les chances d'atirîndre un but de forme. et de dimensions déterminées. L'étendue dqk considérable de ce traité ne Ta pas permis.
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ERRATA
OBSBEVATtoMs. Les nombres de lignes précédés du signe — doivent être comprés en remontant ; on a marqué d'un astérisque (*) les fautes les plus essentielles.
pRgM. Lignas.
3 -^ 4 Jlu lieu de on la , mettez et que Ton. 7 i7 Ajoutez (Fig. 4*).
28 7 Au commencement de la ligne , ajoutez 35.
48 — 3 Au lieu de ^ , mettez 5.
54 — 8 ^11 /leuifc 534,77, wi€«« 434,77.
AS 6i 18 Supprimer et où A =: — .
92 — . 5 Apris la phrase, t^ouUz: La table XYII donne les
prodoiU tout formés de — , par 4''(^* Yi)»
EREATA. »III
98 12 JEU lieu de 72, metuz 73.
*IOi 11 JEU lieu de SsinS^, mettez sinS^.
d02 — 2 A la fin, ajoutez : Hais on aara le résultat immédiatement , au moyen de la table XVI.
"^105 i Au dénominateur, au lieu de ai ^ mettez a^,
105 5 Après différences, ajoutez: On anra le résnltat im-
médiat, aa moyen de la table XVI.
^106 16 Mettez le second membre , à rexception de -, entre
deux parenthèses ( )• ^117 6 Dans le second membre, au lieu de açy mettez g,
121 2 Au Keu de encore ascendante, mettez déjà des-
cendante.
121 3 Supprimez ne et pas.
126 13 Au lieu de tç V, , mettez tV V.
149 18 Au lieu de p-, mettez p^.
150 9 Deçant V exposant - , mettez le signe — •
150 — 1 Au lieu de dx, mettez dp,
151 — > 3 Au lieu de dont, mettez où.
154 9 Au lieu de différenciant , mettez différentiant,
156 3 Au lieu de dz mettez ds»
160 6 Au lieu de facile , mettez exact.
165 11 Au lieu de cos^^, mettez cos* t*
195 — 1 Ajoutez à la fin de la ligne: et aussi à d*antres causes
(sect. IX}.
248 ^ Z Au Heu de 2ar, mettez ^ar,
248 12 Et sulTantes. Au lieu de p, mettez Y.
249 1 Et snlrantes. Au lieu de ç , mettez Y,
269 1 Au lieu dep Y, mettez P..... v,
269 — 5 Au Uefi de Y, mettez p.
272 3 Au lieu de Y, mettez p,
282 6 Au lieu de x , mettez X.
288 11 Au lieu de a, mettez J,
*288 16etl9 Au lieu de sinlo', mettez 2sinl«'.
*299 . fi Au lieu de r^^, mettez Y,».
313 — 5 ^« Ueu de DF, mettez HF.
360 — 5 et'» 2 Au Heu de aa-dessoos, mettez an-dessus.
379 17 Au lieu de M M^ mettez m m.
XXir ERRATA.
591 iO Au lieu de OU , mettez Ou.
391 20 Au lieu de SSq , metuz SS'.
TABLES
i Au bas j ajoutez: Table XV. Valeur» de — 4(jr, V,).
Table XVI. Valeun de ^*
Table XVII. Valenri de — +'(x, V,).
8 Table det Taleare de Ç(^). Pour ^ == 11®, «m /t>«
«Te 0,1955766, mettez 0,1955976; et pouf 9 =: iO*",
att /iVti <2e 0,9688398, m^^/ejs 0,9688390.
OCX - oear
J7 5 ^/7r^5 z = — , ajoutez: ou de » = —-, pour x"
et x'-
ocx oix
* 19 1 Au lieu de z =si ^ , mettez 2 := -r-
M9 Pour z = 0,25, «t V<, = 0,25, au lieu de 1,345,
mettez 1,355.
20 26 Au lieu ifc4(jr, V), me««2 +'(x, V).
^ ^ 2 Au lieu de 0,937, mfrff;E 0,9379.
''24 31 Colonne z =: 0,25,' oti lieu de z' =z 0,1607, mettez
otx ax
*35 à 43 i A Ventéte , ou /tm <2^ 2 = -« , m^^^ez z := >-.
^36 Co/o/m« z = 0,25, %n« V^ = 0,25, au heu de 1
1,3450, mettez 1,3550. 1
♦45 Pour z =3 0,90 et V» = 0,10, ou lieu de 0,09378 , I
metuz 0,08378. 1
TRAITS DE BALISTIODE.
PRELIMINAIRES
1. Définition et objet, La Balistique (ars ôalistica, du grec /3«ixa.a», je lance) est la science du mouvement des corps pesants dans l'espace , suivant une direction quelconque. Elle s^applique plus particulièrement aux projectiles de l'artillerie lancés en l'air à l'aide de la poudre et des bouches à feu.
On doit distinguer la science du mouvement accéléré du projectile y tant qu^il est soumis dans la bouche à feu à l'action des forces motrices des gaz enflammés de la poudre , ou la balistique intérieure , de celle du mouvement de ce projectile y hors de la bouche à feu , et soumis à l'action de la pesanteur et de la résistance de l'air, ou balistique extérieure ; celle-ci , ou la balistique proprement dite, a pour objet de déterminer toutes les circonstances du mouvement des projectiles, et de donner les moyens d^exécuter avec justesse le tir des différentes armes et d'en obtenir le plus d'efficacité possible. Elle forme une partie importante de Tart de la guerre.
3 P&ÉLmiNAIItB§.
% Historique. Jusqu'au milieu du seizième siècle ^ Tartillerie fut traitée d'une manière empirique ; on a cru longtemps que les boulets se mouvaient en ligne droite et que la trajectoire décrite par les bombes se composait d'un arc de cercle et de deux lignes droites. Tartaglia, le premier qui s'occupa de recherches scientifiques sur cet objet, démontra qu'aucune partie de la trajectoire n^était une ligne droite , et que Fangle d'élévation du tir de 4S^ donnait la plus grande portée. Torricelli se livra à des expériences ; Gallilé démontra que la trajectoire était une parabole , mais seulement lorsque la résistance de l'air ne la modifiait pas.
La loi de la résistance de l'air devint l'objet de beaucoup de recherches. On admit généralement Thypothése de Newton , que cette résistance est proportionnelle au quarré de la vitesse du projectile , et les plus grands géomètres «^occupèrent de la recherche des lois du mouvement des projectiles. Robins, Hutton, d^Arcy, Borda firent des expériences nombreuses pour déterminer la grandeur et la loi de cette résistance aux petites et aux grandes vitesses. Ces expériences ont été reprises dans ces derniers temps et ont conduit à des résultats importants.
On s'^occupera d'abord des lois du mouvement dans le vide qui sont très-simples et qui peuvent être appliquées dans quelques cas de la pratique , et ensuite des lois du mouvement dans Pair , particulièrement dans le cas du tir des canons et des obusiers.
MOUVEMENT DES PROJECTILES DANS LE YIDB
5. Utilité clés lois du mouvement des projectiles dans le vide. Qaoiqa^oB ne puisse s'empêcher de reconnaître que Tair ait une influence souvent considérable sur le mouvement des projectiles , il est utile néanmoins de rechercher les lois de ce mouvement comme si cette influence n'existait pas ; parée que ces lois sont une premi^^ approumation et une indication utile dans plusieurs cas de la pratique. La comparaison des résultats des formules du mouvement dans le vide et dans Taîr, avec ceux de lobservation , fera voir l'importance de la connaissance exacte des lois de cette résistance.
4. Exposition de la théorie du motm^ement des pro^ jectiles dans le vide. Supposons un projectile lancé dans une direction quelconque , avec une vitesse initiale donnée* Il est d^abord évident que la pesanteur étant la seule force qui agisse sur le projectOe et la direction de celle-ci étant verticale 9 la courbe ou la trajectoire que suivra ce mobile sera toute entière dans le plan vertical de tir ^ celui qai passe par la tangente menée à la U*ajectoire au point de départ et que Ton nomme ligne de projection.
Cela posé : soit Y la vitesse initiale du projectile \ h la hauteur à laquelle est due cette vitesse ; <p Tangle de pro- JectioD, au-dessus du plan horizontal (Fig. l);^Ia pesan*
dt^
dt^
dx _ dt ""
dy_
dt "
teur ou la vitesse acquise par un corps au bout de la première seconde de sa chute dans le vide ; o? et 7 les coordonnées horizontale et verticale d'un point quelconque m de la trajectoire ; t le temps écoulé depuis Torigine du mouvement. Puis^^il n 7 a pas d'autre force accélératrice que la pesanteur et que celle-ci agit verticalement dans le sens opposé aux ordonnées positives, les équations du mouvement sont
En intégrant on a
Ces équations font voir que les mouvements suivant les axes des x et des y sont indépendants entre eux, et ne sont nullement modifiés Tun par l'autre ; le premier , suivant l'axe des x^ est uniforme et la vitesse constante est égale à C ; le second est uniformément retardé et le même que si le projectile avait été lancé verticalement avec une vitesse G. On aura la valeur des constantes C et G en considérant qu^â l'origine du mouvement, ou quand r = 0 , on a
— = Vcoi(p et ^ = Viinç;
par conséquent on aura pour les équations du mouvement
(1) ^ = Vco«<|.5 ^ = — 5r/ + Viin<?.
Intégrant de nouveau et remarquant qu^au commencement du mouvement ou quand /=:0, on a 07 = 0 et/=iO et que par suite les constantes sont nulles , on aura
5. Équation de la trajectoire dans le vide. En éliminant t entre les deux équations du mouvement 9 on aura une relation entre les coordonnées or et/ ou l'équation de la trajectoire; elle sera
^ "" 2V»cos»<p"*"'*^cos9'
Remarquant qu'entre V et A il y a la relation V* = ^gh et en remplaçant ^ — par tangç, on aura pour Téquation de la trajectoire
(3) y=,U„gÇ__jL_.
6. La trajectoire dans le vide est une parabole dont l'axe est vertical. A Tinspection de cette équation , on reconnaît qu^elIe appartient à une parabole. On peut , par une transformation des coordonnées la mettre sous la forme habituelle et reconnaître immédiatement plusieurs des propriétés de la trajectoire.
En effet 9 dans cette équation mise sous la forme , 4A/cos'^ = 4^arsin^cos9 — x^y en rendant le deuxième membre un quarré parfait en ajoutant — (S^sinçcosç)*, on aura
4Acos'9(/t8in'<p — y) = (SAsinÇcotqp — ar)\
Faisant Asin'9 — y = y et SAsincpcosç — x = ar', l'équation de la trajectoire devient
c^est celle d'une parabole rapportée au sommet comme origine des coordonnées. Les coordonnées de ce sommet par rapport à Torigine primitive, sont SAsin^cosç pour la distance horizontale, et ^sin*<p pour la hauteur audessus du point do départ. On voit immédiatement : 1^ que le sommet correspond au milieu de Tamplitude, puisque
la €0iii4>e est symétrique par rapport à k verticale du sommet (Fig. 2) ; 2"" qae rélévatioe du sowmet , ou la hauteur du jet , est moitié de Tordomiée oorrespoiiéaote à la ligne de projection, puisque Tabscisse est aipitié de la sous -tangente; 3^ que la branche ascendante AS et la branche descendante SB sont semblables ; 4° que l'angle de chute DBA est égal à Tangle de projection CAB.
On peut résoudre plusieurs questions fondées sur les prc^étés de la trajectoire.
7. Amplitude et hauteur du jet. Soit X Tan^tude du jet ou la portée horizontale AB égale à 2AH (Fig. 2) , et Y la hauteur HS du jet.
Pour avoir la portée horizontale X , £adsons / = 0 dans Téquation de la trajectoire elle deviendra
Cette équation est satisfaite par X = 0 , ce qui devait être ; et n^apprend rien , mais après avoir divisé par X et en remarquant que 2sinçcos^ = sin2^, on aura
(4) X = 4A8inÇcos9 = ^AsiaSç.
8. La hauteur du jet n^étaut autre que la hauteur du sommet, on aura, diaprés ce qu^on vient de voir (6).
Y = Ailn'(p.
On arrive directement au même résultat, en égalant
à zéro la valeur de ^ tirée de l'équation de la trajectoire
ce qui donne
d'où
X =: SAiinqpcosqp.
Cette valeur substituée dans l'équation de la trajectoire
donne pour TordonnéeT da sommet la Yaleur déjà obteaue
Y = A lin» (p.
Cette équation &it Toir que la hauteur du jet croit avec l'angle de projection ^ jusqu'à devemr égale à h y lorsque le projectile est lancé verticalement , ce qui devait être par la définition même de h. Pour <p = AS"*, on a
pour ^ = 30®,
Y =: hêiuH^^ = |A,
Y = ih.
9. Sous des angles de projection 'également éloignés de k&^, les portées sont égales. Puisque X = 4Asm 9 cos 9, on voit immédiatement que si au lieu de 9 on prend son complément) le sinus se changera en cosinus et réciproquement, et que la valeur de X restera la même; par conséquent, sous des angles également éloignés de 48®, comme 50® et 60® par exemple, les portées sont égales entre elles.
10. Angle de plus grande portée et tMleiur de cette portée. La valeur de la portée (éq. 4) mise sous la forme X = 2Asia2q), sera un maximum pour 29= 96® ou pour 9 = 45® et cette portée sera X = 2A ou le double de la hauteur due à la vitesse initiale. Cette vitesse déduite de la pcHTtée sous 45® est^ puisque Y* = ^gh ,
V = VgX.
On arrive directement à l'angle de plus grande portée
en égalant à zéro la valeur de -rr-.
H. Propriétés de l'angle de plus grande portée. L^angle de plus grande portée est évidemment celui sous lequel on doit tirer avec la plus petite vitesse et par conaéqaent avec la plus petite charge de poudre pour atteindre
à une distance donnée. Il procure en outre cet avantage , que de petites yariations dans Tangle de projection, soit en plus soit en moins , ne produisent pas de différences notables dans les portées ; cette propriété a pour effet d'augmenter la justesse du tir.
12. Rapports entre les portées ^ les vitesses initiales et les angles de projection* Si deux projectiles sont lancés sous le même angle 9 , avec des vitesses différentes V et V, les portées étant X et X', on aura
X = 2Aiin2(p = ^linS^ et X! =s — sinSç, 9 9
de là,
X _ V» V _ Vx
Donc, sous le même angle, les portées sont entre elles comme les quarrés des vitesses, et réciproquement les vitesses sont entre elles comme les racines quarrées des portées.
Si X'' est la portée d'un projectile lancé avec la même vitesse Y que le premier , mais sous un angle 9", on aura
= -"n29", et par contëquent, _ = -j— -,
c^est-à-dire que les portées des projectiles lancés avec la même vitesse , sont entre elles comme les sinus du double des angles de projection.
Si on appelle X, la portée sous Tangle de 45®, on aura
X" = X,»in2(p".
Comme sin30® = {, on voit que la portée sous 15® est moitié de la portée sous 45"*.
X" On a aussi la relation sin29'' = — , au moyen de
laquelle on déterminera Tangle de projection qui donnera
une portée proposée , lorsqu^on connaît la portée sous 48®. C'est sur cette relation entre les angles de tir et les portées qu'ont été calculées les anciennes tables de tir, au moyen desquelles, connaissant par une épreuve la portée sous un angle donné , on déduisait l'angle qui , pour la même charge , répondait à la portée proposée. Ces tables , auxquelles on aurait pu substituer de simples tables de sinus , pouvaient présenter quelque utilité, tant qu'il s'agissait de gros projectiles, comme les bombes, lancées à de moyennes distances ; elles étaient tout à fait inexactes dans les autres cas.
13. f^itesse du projectile en un point quelconque. La vitesse du mobile en un point quelconque est la résultante des deux composantes ^ ^t j^ . On aura donc en appelant v cette vitesse
''^ "^ ( J)'+ ( J)' ^ V*(co8»(p + 8in>(p) -25r(Vr 8in (p -i^r') , et comme / = — ^^r' + V^sinç, on aura
f»* = V— a^fy ou p = V^V — 2^y oa enfin ç =a V^S^'CA-y).
On voit par là , que la vitesse du mobile ne dépend que de la hauteur à laquelle il s'est élevé , et que cette vitesse est égale à celle d'un mobile tombant de la hauteur h — y. Cette vitesse sera au minimum quand la valeur de y sera au maximum , c'est-à-dire au sommet de la trajectoire \ or cette valeur représentée par Y (8) est égale à Asin^ç^ on aura donc
ç = V^V— 2%iin»(p = VV^l — «n»9 = Vco»(p.
Celte valeur n'est autre que la composante horizontale de la vitesse Y; ce qui devait être.
Inclinaison de la trajectoire, La tangeate de
iO SBCTION I.
riDcIiiiaisoB de la trigectoire en un point quelconque est donnée par la valeur de ^ tirée de l'équation (5) de cette courbe; en appelant 6 cet angle, on aura
(5) tange = iang^-5j^.
La portée ayant pour valeur (7) X = ft^Asinçcosç, l'angle de chute sur un terrain horizontal sera tang8=i: — tang^9 c'est-à-dire que Fangle de chute est égal à l'angle de projection , et a l'ouverture dirigée dans le sens opposé.
Durée du mouvement. Déterminer la durée du mouvement
La première des équations (2) x ^=-\tco%<f donne
Vco»9 La durée totale du trajet s^obtiendra en mettant pour X la valeur de la portée totale X ; en appelant T cette durée, on aura
^ = -v — ir-
Soas l'angle de 45% V = Vg^^ sinç = V\ et en appelant T, la durée du trajet on aura
16. La position du but étant donnée, trouver, soit la vitesse initiale, soit Fangle de prqfection. Lorsqu^on connaît la position du but à atteindre , situé au-dessus ou au-dessous de la batterie, on a à déterminer l'une de ces deux choses, la vitesse initiale ou Pangle de projection ^ quand l'autre est connue.
MOUVEMENT DANS LE VIDE. i{
Soit a (Fîg* 5) la distance hori^oatale du point & battre , b sa hauteur au-dessus du plan horizontal passant par le point de départ , appelons c Tangle d^élévation du but.
Puisque la trajectoire doit passer par le point dont les coordonnées sont a et ^ , on devra avoir diaprés Téquation (3)
b = alang(p — TT TZ'
Si Tangle 9 est donné et qu'on demande la vitesse initiale , on tirera de Téquation précédente , en remarquant
b que - = tangi,
^ _^ g g A-4>Ung'y
k (Ung 9 — Ung •) coi» 9 2 ung 9 -^ Ung t *
Dans cette relation le dénominateur peut prendre cette forme
^ /BinV ilntx -,. . , .coi9
4 coi' 9 1 — — I sr: 4 (tin f ooi c — iin t eoê 9) — ,
\c0s9 coït/ coft
et comme sin 9 cos c — sin i cos 9 = sin (^ -^ c) > on aura
a cos t
' 4sln(9 — e) co»9'
i sera positif ou négatif, suivant que le but sera audessus ou au-dessous de la bouche à feu.
17. Si la vitesse initiale est donnée et qu'on demimde Fangle de projection, en partant de Féquation b =
atang9 — 77 — r-, et en remplaçant — -- par sa valeur
I- t«og*9, on aura
d'où
b = aiang<r — îj(l +*"§'♦)>
UDg»<r tang^ + -— 4-4 = 0,
équation qui donne pour tang^ les deux valeurs
ou
Ainsi il y a deux angles de pvojection sous lesquels on peut généralement atteindre le but, lorsque la vitesse initiale est donnée. Ces deux angles se réduiront à un seul lorsque la quantité sous le. radical sera égale à zéro. Si a ou 6 étaient trop grands , les valeurs de 9 seraient imaginaires, c'est-à-dire qu^avec la vitesse de projection donnée il deviendrait impossible d^atteindre le but.
18. Relation entre les deux angles sous lesquels, a^ec une vitesse initiale donnée, on peut atteindre le but. En désignant par <p' et par <p" les deux angles cherchés on aura d'après l'équation S (14)
Ung9' + Ungç" =3 — et tang V . taag V = — r-+ * 1 a tr
par conséquent
tangV-l-tang^'
4 — tangV .tangV'
par conséquent aussi
tang(<j^'-p<,»")(— lange) = 1,
ce qui signifie que 9' + 9" — « = 90"* ou 9'-^ e = 90^ — ^'. Cette relation fait voir que les deux lignes de projection OC, OD (Fig. h) font des angles égaux COB et DOH avec la ligne droite OB qui va au but et avec la verticale OH , et que par conséquent elles s'écartent également de la bissectrice OF de l'angle HOB formé par ces dernières lignes.
i9. Cas OÙ ces deux angles se réduisent à un seul. Pour que les deux racines de l'équation 7 se réduisent à une seule y on devra avoir
et alors on aura pour la valeur unique 9.
Diaprés cette valeur et en observant que - = tangc y Téquation précédente devient
on 9 en complétant le quarré du premier membre et observant que 4 + tang'i = — j- , on aura
taDg<^, — tange = ,
coa t
laquelle se réduit à
ain^, cost- tint COI ^1 = coa ^1 oa 8in(^, -e) := aln(90<^-^,) ,
c'est-à-dire que la ligne de projection est la bissectrice de Fangle formé par la verticale et par la ligne droite dirigée sur le but.
20. Angle de plus grande portée sur un plan mcliné. La direction de cette bissectrice est celle de plus grande portée sur un plan incliné dirigé sur le but.
En effet 9 la portée sur le plan incliné est représentée
par — et elle sera un maximum en même temps que a.
Si on prend la différentielle de a par rapport à ç dans Téquation (6) entre ^ et a (16) et qu'on Tégale à zéro ,
cob(<^— c)coa9— »in(<^ — e)iin^ = 0,
d'où
taDg(<^— f)Ung^ = 4 oa <^ — «+^ = 90 on ^ == ^(90'»+e).
La ligne de projection qui donne la plus grande portée est donc la bissectrice de Tangle formé par la verticale et la droite qui va au but.
On voit que dans la question du tir sur un but élevé au-dessus de l'horizon , on arrive à des résultats analogues à ceux du tir sur un plan horizontal , et en Élisant ô = 0 ou c = 0, dans ceux-là on retombe sur les précédents.
RÉSISTANCE DE L'AIR
21. Influence de la résistance de l'air sur le mouifement des projectiles ; nécessité d'en tenir compte. La théorie du mouvement d^an projectile soumis à l'action de la pesanteur, en négligeant Peffet de la résistance de Pair est , d'après ce qu'on vient de voir, d^une grande simplicité, et la solution des divers problèmes qu'on pourrait proposer serait trés-£sicile. Mais dans la presque totalité des cas de la pratique, on ne pourrait négliger l'effet de cette résistance, sans commettre des erreurs notables et souvent très-considérables. Il n'y a que quelques cas dans lesquels les formules de la théorie parabolique peuvent être appliquées avec une exactitude qui suffit à la pratique. 11 est important de reconnaître ces différents cas par la comparaison des résultats des formules de cette théorie avec les résultats du tir. Faisons le en commençant par ceux où rinfluence de la résistance de l'air est la plus grande.
22. On sait, par expérience, que la plus grande portée de la balle du fusil , tirée avec la charge ordinaire de gaerre , a Heu sous l'angle de 25^ environ et qu'elle est alors d'environ 1000 mètres; or, dans le vide, l'angle de plus grande portée serait de 45®. De plus , avec la vitesse dVnviron 480 mètres par seconde qui correspond à la charge ordinaire de guerre des fusils auxquels ces portées se rapportent,
la portée déduite de la formule du mouvement dans le vide
X = 2A sin 2?) =^ sin 2^ (7) serait de 47 993 mètres ; c est-
à-dire environ dix -huit fois plus grande que la portée réelle.
Sous Tangle de 4 à S'', la portée réelle est de 600 mètres environ. Sans la résistance de Pair et sous Tangle de 4° {, elle serait 3674 ce qui est encore six fois trop grand.
Le tir avec les bouches à feu présente des différences moins grandes ; avec la charge en usage du tiers du poids du boulet dans les canons de 8 et de 12 de campagne, de 16 et de 24 de siège, sous l'angle de 6^, on obtient les portées respectives de 1615 métrés, 1780 mètres, 1850 mètres et 2015 mètres ; or, avec la vitesse initiale de 485 mètres par seconde que cette charge imprime au boulet , la portée dans le vide serait de 4986 mètres , laquelle serait avec la portée réelle respectivement dans le rapport 3,05 , 2,80 , 2,69, 2,47.
Cette comparaison fait voir que Tinfluence de Tair est d^autant moindre que les projectiles sont plus gros. On peut donc prévoir que dans le tir des bombes l'influence de Pair sera encore moindre que dans le tir des boulets.
23« Comparaison des durées observées et des durées calculées dans le jet des bombes. Comme on ne connaît pas à priori la vitesse initiale du projectile , on ne peut pas calculer directement la portée ; mais on peut comparer les durées observées du trajet et les durées calculées d'après ces portées.
Le tableau suivant contient les résultats de Tobservatioix et du calcul des durées dans des expériences * sur les portées des bombes de 22 centimètres et de 28 centimètres , tirées
* Traite dWlillerie, par Scharnhorst. Expëriences faites en Prasse sur des bombes dites de â^l^ (stein) et 501& (stein) , pesant retpecli- ▼ement 29^4 et ^i\Zk.
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comparatiTement sous des angles de 45° et de 30® avec les mêmes charges de poudre.
Tableau des portées des bombes sous les angles de k&^ et 30°^ des durées des trajets observées et des durées calculées et après les portées^
oiiNiiàTioa projtctUcs.
POIDS doa
ClAIGSt
de pondre,
Bombe de 22C.
Bombe de 28e.
KîlOR.
PORTÉES aoBi lea angles d«
Mètres.
Mètrct.
DURÉES DES TRAJETS
•ous 30^ observées calculées.
Secondes
Seconde!
La comparaison des durées observées des trajets et des durées calculées comme dans le vide d'après les portées observées , pour les mêmes angles de projection , pour les mêmes charges de poudre et par conséquent pour les mêmes vitesses initiales , fait voir que les premières sont toujours plus grandes que les secondes. Cet eflet est dû à la résistance de l'air qui retarde le mouvement du mobile j en considérant que les différences sont beaucoup moins considérables que dans la comparaison des portées des boulets, on voit que le mouvement des bombes diffère moins du mouvement parabolique que celui des boulets et des balles de fusil.
2&. Comparaison des portées sous différents angles. Les formules da mouvement dans le vide s^écartent moins encore de la yérité) quand on compare entre elles les portées sous différents angfles de projection.
En effet) en calculant au moyen de la formule X" = X,sin2q> (11) les portées sous Tangle de 50®, d'après les portées observées sous Pangle de &5® et en les comparant aux portées observées sous SO®, pour les mêmes charges de poudre et par conséquent pour les mêmes vitesses initiales, on aura les résultats contenus dans le tableau suivant :
Tâpleau des portées calculées sans tenir compte de la résistance de Vair et des portées observées.
PORTÉES
det boDilieB de 28 centimétret
drs bombes de 22 centimètre» 1
•ont 45*:
«oua 30 degrés
•ous W :
observées.
sous 30 degrés 1
Qbserrèet.
obserrécs.
calculées.
diff.
obserrées.
citculèes.
diff.
Mètres.
Uarea.
Mètres.
Mètres.
Mètres,
Mètres.
Mdtres.
Mètres.
On voit que les portées calculées ne différent pas beaucoup des portées réelles. Les différences qui sont dans un sens et dans l'autre, tiennent en partie à des inégalités qu'on ne peut éviter dans le tir ; mais les différences sont considérables pour les très-grandes portées.
On doit conclure de cette comparaison que , dans certains cas , on peut appliquer la théorie du mouvement des projectiles dans le vide au mouvement réel des bombes, en
RéSISTAHCE DB L'aIR. 19
ne commettant que des erreufô peu considérables jusqu'aux distances auxquelles on fait le plus habituellement usage de ces projectiles , lorsqu'on veut calculer les portées sous un angle donné , d'après les portées sous un autre angle ; sous ce rapport, la théorie du mouvement dans le vide est très-utile. Mais lorsqu'il s^agit du calcul des durées , et du tir des boulets et des balles ou du tir des bombes à de grandes distances, on commettrait des erreurs extrêmement graves en négligeant l'effet de la résistance de Tair. On va exposer quelles sont les lois de cette résistance.
25. Notions préliminaires sur la résistance des fluides, La recherche des lois de la résistance que les fluides opposent au mouvement des corps solides présente de grandes difficultés, tant sous le point de vue mathématique que sous celui des expériences , à cause de la complication du* phénomène. Aussi , malgré les travaux des plus célèbres géomètres , malgré les nombreuses expériences qui ont été^ faites, anciennement et récemment, la question est loind'être résolue d^une manière générale , surtout sous le rapport de la forme des corps ; mais pour les mobiles employés par l'artillerie, qui sont généralement de forme sphérique, la question est beaucoup plus avancée*
Nous nous occuperons de la question de la résistance de- Tair sous le rapport particulier du mouvement des projectiles dans Fair, en partant des notions générales nécessaires. Nous renvoyons, pour la question plus générale, au Traité de Mécanique Industrielle * de M. le colonel Poncelet. Ge savant géomètre a réuni dans ce traité les faits nombreux relatifs à la résistance des fluides au mouvement des corps solides ; il les a discutés avec un grand soin et il y a ajouté des considérations physiques fort importantes.
* lalrodnction k la Hfëcaniqae Indnstrielle, Physique oa Ejqpërimentale, par J. Y. Poncelet. Deaiième édition, 1839; pages 821 k 697.
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Nous y avons puisé une très -grande partie des notions que nous allons donner sur la résistance des fluides au mouvement des solides ; nous avons quelquefois cité textuellement.
26. Quand un corps se meut dans un milieu indéfini , sans tourner, avec une vitesse constante , il éprouve de la part des molécules de ce milieu et dans le sens même du mouvement une résistance qui varie suivant la forme , les dimensions et la vitesse du corps. Cette résistance ne peut évidemment provenir que du mouvement imprimé en commun aux molécules du milieu , c^est-à-dire de l'inertie , et de leurs déplacements relatifs qui mettent en jeu les forces de cohésion et d'adhérence.
Examinons les circonstances physiques qui accompagnent ce phénomène.
Supposons * qu^un corps de forme quelconque , entièrement plongé dans un fluide indéfini , se meuve uniformément de A vers B (Fig. 5) avec une certaine vitesse , ce corps poussera devant lui directement ou indirectement un certain nombre de molécules fluides et les forcera à se dévier, à s'^éloigner de part et d'autre de sa face antérieure avec une certaine vitesse qui croîtra avec la vitesse et les dimensions du corps.
Les molécules ainsi placées sur la route de ce corps suivront elles-mêmes certaines routes distinctes de la sienne et dans lesquelles elles seront suivies successivement par les molécules situées à la place quelles avaient primitivement occupée , en avant ou sur les côtés du corps : ces routes forment autant de filets contigus les uns aux autres et dont la représentation sur la figure 5 donne une idée dans le cas des faibles vitesses.
On voit que les filets qui , à partir dVne petite distance
* Mécanique iudatlricUc de J. Y. Poncelet, page 526.
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de la face antérieure du corps sont d'abord pei^endiculaires à la direction AB de son mouvement, s^infléchissent ensuite de manière à devenir parallèles â ses faces latérales , puis se courbent de nouveau pour se rapprocher de leur première direction ; mais qu'étant parvenus vers Tarriére de ce corps , ils s'y infléchissent de plus en plus , deviennent perpendiculaires puis sMnclinent encore pour remplir continuellement l'espace vide qui tend à s'y former, d'où résulte, sur la route suivie par le corps, un- courant qui raccompagne et qu'on nomme le sillage du corps.
Quand le mouvement est plus rapide , lorsque la vitesse du corps dépasse 1 ou 2 mètres par seconde , le fluide vient former en arrière de ce corps (Fig. 6) , par suite de l'excès de force vive qu^il y possède , une série de tourbillons qui marchent symétriquement par les parties diamétralement opposées du corps et qui , se succédant les uns aux autres dans des sens alternatife et contraires , finissent bientôt par s'écarter de la route du corps en s^étendant et se disséminant dans toute la masse fluide.
27. Masse de fluide qui accompagne les corps. Le corps dans son mouvement déplace ainsi nonnseulement le fluide situé dans l'espace qu'il doit occuper progressivement , mais son action s^étend latéralement de proche en proche , et il en résulte un déplacement relatif des molécules , un changement de densité, et des inégalités dans la distribution des pressions autour de chaque point. Cette inégalité, qui n'a pas lieu dan^ l'état de repos ou de mouvement parallèle et uniforme des fluides, est due à Tinertie opposée par leurs molécules à tout changement de mouvement. Le déplacement de ces molécules , Fadhérence et les frottements des filets fluides entre eux ne peuvent avoir lieu sans que le corps n'en éprouve une certaine résistance, ne perde une partie de sa force vive qui dépend de la forme et des dimensions de ce corps.
Ta SBCTION II.
Il en résulte que les molécules du milieu , qui sont contraintes de cheminer dans le sens perpendiculaire à la direction aussi bien que celles qui tourbillonnent à rarriére du corps 9 sont comme en repos par rapport à ce corps et forment en quelque sorte partie de sa propre masse ; on les a désignées par le nom de proue et de poupe fluide.
Le volume de cette proue et poupe fluide peut être trèsconsidérable par rapport à celui des corps minces frappés perpendiculairement à leur plus grande surface ; le volume absolu augmente avec la longueur du corps. Pour des sphères , Dubuat a trouvé *, soit pour Tair, soit pour Teau , que le volume entraîné s'écartait fort peu des 0°',6 de celui des sphères.
Ce phénomène se remarque dans le jet des bombes. Lorsqu'elles sortent du mortier, on aperçoit à leur partie postérieure (Fig. 7) une masse de fluide noirâtre de la forme d^un paraboloïde, dont la longueur est d^au moins deux ou trois fois le diamètre de la bombe. Cette masse persiste pendant un trajet de plus de 30 mètres et se dissipe peu â peu.
D'après le résultat ** obtenu pour de grandes vitesses, le volume de la poupe fluide serait plus considérable que diaprés les observations de Dubuat , relatives à des vitesses beaucoup moindres.
Cette masse de fluide qui n'a pas dHnfluence sur la résistance du corps dans le mouvement uniforme, en a lorsque le mouvement est varié , et elle doit être regardée comme faisant partie de celle du corps. Mais quand il s'agit de projectiles tels que ceux de l'artillerie , leur densité , par rapport à celle de l'air , est assez grande pour qu'il
* Principes d^hydranlique , tome II, sect. I et II.
** J^ai obseryë maintes fois ce phënomine dans les écoles k fen d*artillerie, avec les vitesses qai sons 45° donnent des portées de 600"" ;, d*«atres fois il n*éttit pas perceptible.
RÉSISTANCE DE L^AIR. 23
soit permis de faire abstraction de la masse de la poupe fluide.
Nous ne nous occuperons pas autrement de Tanalyse des mouvements compliqués des molécules du fluide dans lequel se meut un projectile , nous nous contenterons de considérations plus simples* qui nous conduiront immédiatement aux lois de la résistance de Pair et de l'exposé des principales expériences que Ton a faites pour mesurer la résistance de ce fluide au mouvement des projectiles.
28. Considérations théoriques. Considérons le cas d^un fluide en repos , dans lequel un corps chemine parallèlement et uniformément. Soit Y la vitesse du corps , de Tespace parcouru pendant le temps infiniment court dt. Il parait évident qu'à circonstances égales d^ailleurs, la somme des molécules déviées ou entraînées , sera d^autant plus grande que le corps occupera lui-même un plus grand espace dans le sens perpendiculaire au mouvement, et qu'en nommant S la projection de ce corps sur un plan perpendiculaire à la direction du mouvement , la portion de Tespace qui sera successivement occupée par le corps en remplacement du fluide déplacé sera proportionnelle à S.
Cet espace croîtra aussi comme l'espace ou le chemin de décrit dans chacun des instants égaux dt. Et si on nomme Q le volume total > on verra que Q est proportionnel à Sde.
D^'un autre côté) le corps en cheminant dans le fluide imprime aux molécules du volume Q , une vitesse d'autant plus grande que la sienne Test elle-même davantage^ conséquemment la vitesse de ces molécules croît comme V et leur force vive comme V ; nommant J" le poids de l'unité de volume du fluide, le poids du volume Q du
* Introduclion k U Mécanique Indmirielle de J. V. Poncelet, p. 540.
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flaide sera QJ^; la force vive qui lui est imprimée dans le temps de peut donc être regardée y eu représentant par
^ la pesanteur 9 comme proportionnelle à W
Le corps ayant ainsi communiqué cette force vive au fluide, celui-ci a nécessairement opposé au mouvement uniforme du corps, une résistance totale p qui restant la même pour la longueur infiniment petite de , aura détruit une quantité de travail fde proportionnelle à la moitié de
, de sorte que f^de sera proportionnel à — — ou,
SV
ce qui revient au même, p sera proportionnelle à -^
ou à cTSA, en représentant par h la hauteur due à la vitesse V.
On peut admettre que le rapport de p à J'Sh = -—
dans un même fluide ou dans des fluides différents , avec des vitesses Y rigoureusement uniformes quoique distinctes et pour un même corps ou pour des corps semblables est constant. Nommant k ce rapport constant qui , dans chaque cas devra être fourni par les données immédiates de l'expérience et dépendra essentiellement de la forme du corps et de quelques autres circonstances. On aura pour calculer la résistance lorsque le coefficient k sera connu
p = itSS -- ou p = *SS^.
^9 On voit par là que la résistance qu^éprouve un corps en mouvement dans un fluide , est proportionnelle à la densité de ce fluide, au quarré de la vitesse du corps et à la projection de celui-ci sur un plan perpendiculaire à la direction du mouvement^ ou autrement proportionnelle au poids dW prisme de fluide qui aurait pour base la pro— jection de ce corps et pour hauteur la hauteur due à la vitesse du corps.
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29. Cas du mouvement varié. Si la vitesse du corps n'était pas uniforme , comme cela a lieu dans le mouvement des projectiles, on devrait avoir égard à la masse du fluide qui accompagne le corps et qui en augmente rinertie de manière à accroître la résistance quand le mouvement s^accélére et à la diminuer quand il vient au contraire à se ralentir. Si on représente par m' celte masse , et par dW la variation de la vitesse V dans le temps infiniment petit dt^ la résistance sera diminuée ou augmentée
de ^'-^9 suivant que le mouvement sera accéléré ou
retardé.
Outre cette résistance due à la force vive imprimée aux molécules fluides déplacées , il existe des résistances telles que la cohésion et les frottements des molécules fluides entre elles , et que Ton a représentées par un terme constant ou simplement proportionnel à la vitesse ; comme il n^aurait pas d'importance relativement au mouvement des projectiles de Partillerie , nous ne nous en occuperons pas ici.
50. Influence de la compressibilité du milieu et de la variation de la densité. Pour des milieux gazeux, comme l'air atmosphérique , qui sont réductibles de volume sous Tinfluence de la pression ^ la densité est plus forte en avant et plus faible en arriére que celle qui correspond à Tétat d'équilibre du fluide. Ce fait peut expliquer comment, pour de très -grandes vitesses, comme celle des projectiles de Tartillerie , la résistance croit d'une manière un peu plus rapide que le quarré de la vitesse ; de sorte
que dans l'expression WS— de la résistance, le coeffi*
ficient k ou la densité «T du fluide devrait être augmenté d'une fraction proportionnelle elle-même à la vitesse, ce
ya
qui revient à ajouter à l'expression MS — un terme proportionnel au cube de cette même vitesse.
Nous devons mentionner un phénomène* <k qui, dans
> l'opinion de beaucoup d^auteurs , peut se présenter lors » de ces mouvements très - rapides ; la production dun
> vide plus ou moins parfait , en arriére du corps , vide » qui se trouverait complètement formé dés l'instant où
> la vitesse du projectile atteindrait ou dépasserait celle » avec laquelle le fluide ambiant tendrait à s*y précipiter :» et s''y précipiterait en effet sous la seule influence de » la pression statique, si les filets déviés en avant du
> corps et qui ont acquis une vitesse comparable et con-
> traire à la sienne propre , ne venaient combler en partie s> ce vide, au fur et à mesure de sa formation. 2>
Il existe d^ailleurs une grande incertitude sur la vitesse de la rentrée de Pair dans le vide , de sorte que la considération de cet élément ^ans les lois de la résistance de Pair perd de son importance ici , et il n'y a pas lieu de s'en occuper davantage.
3i. Influence de la forme des corps sur V intensité absolue de la résistance de Pair, La formule p = kJSh ne s'applique qu'à la résistance exercée par le fluide contre un même corps ou contre des corps de formes semblabes , mais quand les corps différent soit par ces formes, soit par la manière dont ils reçoivent l'action de ces fluides , les résistances ne sont plus comparables et jusqu'à présent l'expérience seule peut faire connaître avec une exactitude suffisante les valeurs relatives à chaque forme particulière du corps.
La forme antérieure du corps plus ou moins aiguë , plus ou moins bien raccordée avec les faces latérales , facilitant l'écoulement du fluide , diminue les effets d'une déviation trop brusque et permet au fluide de reprendre progressivement une direction parallèle ; cela tend à empêcher
* J. V. Poncclet., OQTrage cilë, page 535 et boIc.
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les tourbillons et à diminuer les pertes de force vive. Cependant un allongement trop considérable de la partie antérieure, en augmentant les frottements augmenterait la résistance plus que l'acuité de cette proue ne la diminuerait.
La longueur du corps diminue aussi jusqu'à un certain point la résistance du fluide. La forme de la partie postérieure du corps ou de la proue , favorisant aussi le dégagement du fluide à l'instant où il quitte le corps et empècbant la formation des tourbillons , diminue la résistance , mais eUe a moins d'influence que la forme antérieure.
Exposé des expériences concernant la résistance
des fluides, dans le mouvement de rotation. Après les
considérations dans lesquelles nous venons dVntrer sur
la résistance que les fluides opposent au mouvement des
corps 9 nous allons parler du résultat des expériences faites
pour déterminer la valeur absolue de cette résistance,
qui est indiquée par celle de k dans la formule p = ^/S^
et qui variera comme on l'a dit suivant la forme du corps. Si par une expérience faite avec un corps de forme déterminée , animé d'une certaine vitesse , dans un certain fluide , c'est-à-dire pour lequel S , V et / soient connus , on parvient à connaître la résistance p qu'il éprouve \ on aura évidemment la valeur de h par la relation
■"asv»'
Les expériences devront en outre indiquer dans quelle étendue les valeurs de S et de Y pourront varier sans faire changer celle de A , ou de combien devra varier k avec les diverses valeurs de ces quantités.
Nous distinguerons les expériences faites sous de petites vitesses 9 sur des corps de diverses formes au moyen de
certains appareils, des expériences aux très -grandes rifesses j qui n'ont pu être faites qu'au moyen des projectiles lancés par les bouches à feu de Tartillene.
Nous commencerons par les expériences relatives au mouvement circulaire, parce qu^il a été plus facilement et plus complètement étudié.
Borda a employé pour ses expériences* une espèce de volant (Fig. 8) dont Taxe horizontal AB porte un petit cylindre C sur lequel s^enroule un cordon à Fextrémité duquel est suspendu un poids E qui fait tourner le volant. Une verge mince FGR , taillée en couteau , forme les deux bras du volant, aux extrémités desquels étaient adaptées deux surfaces égales F et K; leur centre se trouvait à 1",20 environ de Taxe de rotation. Le cordon portait deux marques bien visibles ; à Taide d^un pendule à demi - seconde , on mesurait à un quart de seconde près l'intervalle de temps entre le passage des deux marques , et comme on connaissait le nombre de tours auquel correspondait la longueur du cordon comprise entre elles, on en déduisait la vitesse de rotation , et par conséquent la vitesse absolue du centre des surfaces mises en expérience ; on s'était assuré qu'à partir du passage de la première marque au cinquième tour , la vitesse était devenue et demeurait uniforme. Durant les vingt-deux tours qui correspondaient à rintervalle des deux marques, le poids moteur faisait par conséquent équilibre à la résistance de Pair et diaprés le rapport des rayons du volant et du cylindre , on concluait la résistance qu'éprouvait chacune des surfaces mises en expérience. En employant des poids différents , on obtenait les résistances pour des vitesses différentes.
Pour estimer les résistances inhérentes à Tappareil , on le chargeait de poids faibles , en observant la vitesse que
* Mémoire de TAcadëmie de» sciences, 1763.
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chacun lui imprimait et Ton retranchait du poids moteur celui qui imprimait la même vitesse à l'appareil seul.
3&. D^autres expériences avaient été faites antérieurement à celles-ci par Robins , avec un appareil de rotation , que Hutton employa postérieurement, de i786 à 1788.
Cet appareil * est composé d^un cylindre en cuivre BCDE (Fig. 9) qui tourne autour d^un axe maintenu vertical â Taide d^un châssis solidement fixé et presque sans frottement. A la partie supérieure est fixé un cône creux AG; une longue pièce de bois GH trés-mince taillée en lame d''aviron , part de la base du cône et porte à son extrémité le corps léger P destiné à recevoir le mouvement circulaire dans l'air. Un fil de métal AH fixé d'un côté au sommet A du cône 9 de Tautre à Textrémité H du bras empêche ce bras de fléchir sous le poids du corps. Le cylindre est enveloppé d^un fil de soie trés-mince, qui, après avoir fait plusieurs tours passe sur une poulie L , et tient suspendu le poids moteur M. Celui-ci descendant en vertu de la pesanteur, fait tourner le cylindre , le bras et le corps mis en expérience. Le mouvement du corps s'accélère et la résistance qtfil éprouve de la part de l'air augmente jusqu'à ce qu'elle fasse équilibre au poids moteur , alors le mouvement devient uniforme.
Pour opérer, on attendait le moment où la machine parvenait au mouvement uniforme , ordinairement après cinq ou six révolutions, on prenait le temps moyen de plusieurs révolutions ; ensuite on détachait le corps P et on le remplaçait par un morceau de plomb aplati, de même poids et placé horizontalement; on substituait au poids M un poids m suffisamment réduit et déterminé par quelques tâtonnements pour quMl imprimât au bras la même vitesse que lorsque celui-ci portait le corps. L'excès
* Voir pour plus de dëUils , Nouvelles expériences d'artillerie de Hutton, deuxième partie, traduction de 0. Terquein , page 84.
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du poids M sur le dernier mesurait la résistance qu'éprouvait le corps de la part de l'air. Cet es ces multiplié par le rapport du bras GH au rayon du cylindre, donnait la mesure absolue de la résistance. La vitesse du corps était déterminée par le rapport entre la circonférence décrite par le centre du corps et la durée d'une révolution. £n faisant varier le poids moteur, le corps restant le même, on faisait varier la vitesse et Ton obtenait ainsi une relation entre la résistance et la vitesse. La distance du centre du corps à l'axe de rotation était d'environ 1"*,36; les vitesses ont varié depuis 1" jusqu'à 8™ par seconde.
Des expériences ont été exécutées plus récemment à Brest , par M. Thibault , officier de marine *, avec un appareil semblable à celui de Borda. La distance du corps â Taxe de rotation était de l^jS?, les vitesses ont varié entre 0™,S et il" par seconde. La manière dont on mesurait les résistances de l'appareil était analogue à celle de Hutton.
35. Résultats des expériences. Examinons les résultats de ces diverses expériences.
Diaprés les expériences de Borda faites sur des plans animés d'une vitesse uniforme, variant de l*" à k°^ par seconde , le coefficient de k aurait varié ** avec l'étendue de la sur&ce dirigée dans le plan de l'axe de rotation et du rayon du volant, et, en exprimant la superficie en métrés carrés
pour s = O'n^OSl , s = 0«»%026 , S = O^'jOSS ,
Von aurait A =: i ,39 , A = i ,49 , k = ifià.
Ces résultats présentent quelquMncertitude , parce qu^on n'a pas tenu compte d'une manière suffisamment exacte,
* Recherches cxpéri mentales sur la résistance de Tair, par L. A. Thihault, liealenant de vaisseau; Brest, 1826, pages 11 , 62, 128, etc.
** Introduction h la Me'caniqne industrielle, par J. Y. Poncelet , page 574.
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ni des changements de la densité de l'air à chaque expérience, ni des résistances inhérentes à la nature de l'appareil qui croissaient nécessairement avec Tintensîté des efforts et des vitesses sous lesquelles on opérait. D'après les expériences de Hutton,
pour. ... S = 0™',011 , s = 0«',021 , on aurait /: = 1,24, kz:^ 1,45.
Ces nombres sont un peu plus faibles que leurs correspondants ci -dessus, parce que dans cette méthode, on défalque , en l'exagérant un peu , l'influence des résistances étrangères.
Ces résultats particuliers concernant le mouvement circulaire et quelques autres, avaient fait croire que la résistance des surfaces planes croissait en général , dans un plus grand rapport que leur étendue , mais les expériences de M. Thibault ne permettent plus d'admettre ce principe dans sa généralité.
Diaprés les expériences faites par cet officier sur des carrés en carton mince
ponr. ... S = 0«n',026 , S = O^^IOJ , on aurait A = 1,525, ^ = 1,784.
La résistance pour une même surface croissait un peu plus rapidement que le quarré de la vitesse , comme Hutton Pavait remarqué ; cependant cet accroissement était toutà-fait négligeable pour des vitesses au-dessous de 8™ par seconde , mais il est hors de doute que dans le mouvement circulaire la résistance croit dans un plus grand rapport que rétendue des surfaces.
Pour mettre cette influence hors de doute, M. Thibault a fait mouvoir dans des circonstances identiques et sous Faction d'un même contre -poids , trois plans minces de 0*", 1050^1 de surface chacun : le premier était un carré et les deux autres des rectangles égaux dont le long côté
double de l'autre fut alternativement dirigée dans le sens du rayon du volant et dans le sens perpendiculaire, de manière que les centres se trouvassent pour les trois cas situés à la même distance i^^Zl de l'axe de rotation. Il a ainsi obtenu
poar le rectangle, le côte 0°>,454 danf le sens du rayon, k = i,900,
poar le carré de 0«>,521 de cdte' A = i,784,
pour le rectangle, le côlé 0*^,227 dans le sens da rayon, k = i,677.
Enfin M. Thibault ayant fait mouvoir sous un même contre - poids , trois carrés minces de O^jSSS, 0",227, O^jlGl de côté, aux distances respectives dé 1"5370, O'^^QGG et O'^jGSS proportionnelles à leurs côtés , les résistances sous une même vitesse ont été trouvées sensiblement égales entre elles.
3G. De ces expériences , on est en droit de conclure que dans le mouvement circulaire les résistances qu'éprouve un corps sont d'autant plus petites qu'il est placé à une plus grande distance de Taxe de rotation , mais que si ce mouvement ne peut pas donner la résistance absolue, il peut du moins servir à en donner les valeurs comparatives quand, étant semblables, les surfaces sont en outre placées à des distances de l'axe de rotation proportionnelles à leurs côtés homologues.
En remarquant qu'à mesure que les dimensions de la surface dirigée dans le sens du rayon diminuent , l'influence du mouvement circulaire devient moindre pour un même rayon, comme si la surface de mêmes dimensions était placée à une distance de plus en plus grande de l'axe de rotation , et que ce mouvement se rapproche ainsi du mouvement rectiligne , on voit que Ton peut se servir des expériences de M. Thibault pour déterminer la résistance de l'air dans ce dernier cas. Pour cela , on a pris pour abscisses les dimensions O^'jlKi, 0™,321, 0'",227 placées dans le sens du rayon et pour ordonnées les trois valeurs de
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le correspondantes 1,900, d,784, 1,679; par ces trois points on a fait passer une courbe (Fig. 10) qu'on a prolongée par analogie du côté de Torigine , par cette seule considération que pour des diminutions égales des dimensions suivant le rayon, les diminutions des différences des ordonnées k étaient égales entre elles; on a trouvé que pour une dimension extrêmement petite ou à la limite, la valeur de k serait égale à 1,28, valeur qui devrait se rapporter à celle du mouvement circulaire d'un très-grand rayon et se confondre ainsi avec le mouvement rectiligne.
D'après une formule de M. le général Duchemin^, relative à la résistance au mouvement circulaire suivant la distance du corps â Taxe de rotation; on aurait A: = 1,25^.
37. Expériences sur le mouvement rectiligne. Il a été fait à Metz en 1835 et en 1836 des expériences sur le mouvement rectiligne des corps mus dans Pair ou dans Teau**. Dans les premières, le plateau AB (Fig. 11) avec lequel on opérait était horizontal et fixé à lextrémitè d^un cordon de soie de petit diamètre ; ce cordon s*enroulait sur une poulie CD à axe horizontal et assez élevé pour donner une chute suffisamment grande ; le corps descendait par Teffet de la pesanteur et Ton accélérait ou Ton diminuait sa vitesse de chute par des poids additionnels ou par des contre -poids. Un pinceau chargé d'encre de Chine était fixé à la poulie parallèlement à Taxe ; à rôté de la poulie était un plateau circulaire FG vertical recouvert d'une
^ Recherches expëri mentales sar les lois de la résistance des flaides , , insérëes au Mémorial d^Arlillerie, M<> 5, p. 206, et Introduction à It Mécanique j par J. V. Poncelcl, p. 577.
** Mémoire présente 2i M. le Ministre de la guerre et au concours pour le grand prix de Mathématiques de rinslitut, sur la Résistance des fluides, par MM. Piobcrt, Morin et Didion , 1857, et Mémorial d'Artillerie, N° 5, p. 553.
feuille de papier blanc auquel on commuDiquait un mouvement uniforme ; on en observait la vitesse avec une grande précision , au moyen d^un chronomètre à pointage de Breguet , donnant les dixièmes de seconde. Le pinceau de la poulie décrivait sur ce plateau une courbe dont la forme dépendait de la vitesse relative de la poulie et du plateau. Cette trace du mouvement permettait , après que Texpérience était terminée, de connaître la vitesse de la poulie et par conséquent celle du corps à chaque instant de sa chute, et, comme on connaissait le poids moteur, on déterminait la résistance que le plateau avait éprouvée à chaque instant dans sa chute , et plus particulièrement lorsque le mouvement était devenu uniforme. On tenait compte d'ailleurs avec un très- grand soin des résistances passives de Fappareil, calculées directement et vérifiées par des expériences spéciales. Les expériences dans Pair ont été faîtes sur des plateaux carrés de 0'",500 et de. i°*,000 de côté, mus verticalement dans une étendue de 42" environ, et avec des vitesses qui ont varié entre 0"* et 9"* par seconde. L^ensemble des résultats nous a conduit à la formule
En remarquant que <f' représente le poids 1^,214 d'un mètre cube d*air à la température et à la pression ordinaire , cette formule devient
Ici, comme on le voit, pour les très -grandes surfaces sur lesquelles on a opéré, se présente un terme indépendant de la vitesse ; mais pour les vitesses de 4"^ à 9*°, limites de celles qui ont été observées , on pourra prendre sans erreur sensible
8 = 4,35748SH ou k = 1,3574.
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Cette valeur de k pour le mouvement rectiligne est plus grande que celles qui sont déduites des expériences sur le mouvement de rotation, corrigées d'après le résultat des expériences de M. Thibault , mais elle n^offre pourtant rien de contradictoire, parce qu^elle est relative à des surfaces de très -grande étendue.
38. D'après les résultais de toutes ces expériences et ceux d'autres expériences faites sur la résistance de l'eau , M. Poncelet * propose en attendant des expériences déci*sives, la valeur moyenne A = 1,30 pour le cas des plans minces en mouvement dans un fluide en repos et sauf à décider ultérieurement si l'étendue effective des surfaces offre ou non une influence dont il soit nécessaire de tenir compte dans les calculs, du moins pour les très -petites surfaces.
39. Résistance dans le cas où le fluide est en mouventent et le corps en repos. Le cas que nous avons considéré jusqu^ici est celui d'un corps en mouvement dans un fluide en repos ; mais lorsqu^au contraire le corps est en repos et le fluide en mouvement , la résistance parait notablement plus considérable; sans nous occuper de la cause de cette différence ni des expériences faites à cet égard, nous admettrons diaprés M. Poncelet ^^ pour le coefficient de cette résistance /r=l,85.
40. Résistances des corps de diverses formes en mouvement dans un fluide. Il nous reste à examiner la résistance que les corps de diverses formes éprouvent lorsqu'ils se meuvent dans Pair. Quoique la forme de la sphère soit celle des mobiles les plus généralement en usage , il ne sera pas inutile de s^occuper en passant des autres formes , parce qu'elles sont parfois employées pour certains mobiles , avec les fusées de guerre par exemple.
* Introduction ii la Mécanique , page 5'87. *♦ Idem.
« Des expériences ont été faites pour détermiaer Tiiiflùence de la forme de différents corps pleins, tels que prismes ou coins triangulaires à face plane ou courbe , cônes , demi - cylindres , sphères et hémisphères , mus circulairement dans l'eau et dans Tair sous des vitesses médiocres et de manière à leur faire présenter alternativement la saillie ou convexité et la base , à l'action directe du milieu. Les résultats auxquels on est parvenu , en comparant pour chaque cas spécial la résistance sur la convexité à celle sur la base , sont consignés dans le tableau suivant *.
Rapport de la résistance des différents corps.
Du coin triangulaire à face» planes , à celle /qqo (Borda) 0 728
de sa base rectangulaire , Tan^le au som- < ^^ * * ^\^^ ™el ëunl de ^ ' " (600 (Hatlon) O.SSO
Bu coin triangulaire k faces courbes for—
mces de deux arcs de 60°, décrits du
sommet oppose comme centre^ à celle
de sa base rectangulaire. (Borda). 0,390
Bu demi -cylindre elliptique (ellipse cir~
consente au triangle ëquilaléral) , à celle
de sa base rectangulaire (Borda) 0,430
Bu demi'Cylindrc circulaire , b celle de sa
base rectangulaire (Borda) 0,570
„ , , f 90" (Borda) 0,691
Be la conTcxîte du cône, à celle de sa base ^- . . ^ „._
circulaire , Tangle au sommet e'iant de "" (*«•) "i^*^
f51«24'(Hutton)... 0,433 Be la demi-spLèrei k celle de la sphère entière (Borda et Hntton) . • 0,990
/Afoy»") d'après Borda 0,405
Be la demi-spbère, à celle de son plan diamétral (moyenne 0,407)
Hution 0,413
Vince 0,403
« On doit regretter que les résistances de chaque espèce y> niaient point été comparées directement à celle des i> plans minces , de même forme et surface que les bases
* lulroduclioi à la Mécanique do J. Y. Poncelet , page 612.
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» indiquées au tableau, car elles eussent mis à même :» d^apprécier Tinfluence comparative des poupes isolées. , » Tout ce qu'il est permis de conclure de l'ensemble dos » résultats obtenus par Hutton , dans des circonstances qui , p malheureusement, ne peuvent être considérées comme » absolument identiques , c'est que la première de ces » résistances, celle des plans minces, eût été généra- » lement trouvée un peu moindre que la seconde, celle :» des mêmes plans accompagnés de leurs poupes. Pour » les bases de Thémisphére et du cône soumis à Pexpés> rience par Ilutton, la résistance, dans Tair, et' sous » des vitesses de 3 à 4 mètres, a surpassé de 0,01 et ^ 0,02 environ de sa valeur, celle du plan mince cor- » respondant. Ce résultat joint à ce que le rapport des » résistances doit , d'après les observations déjà faites (35, » 36), rester à peu près le même dans le mouvement » rectiligne et le mouvement circulaire , permettra de » déterminer par le calcul , la résistance absolue des corps » indiqués au tableau ci-dessus , si celle des plans minces s> était exactement connue. s>
41 . D'après le résultat des expériences de Hutton * le rapport de la résistance de Pair sur la sphère entière et sur le plan dans le mouvement circulaire diminuerait un peu avec les vitesses ; pour celle de 6 à 7 mètres , il serait de 0,42, et en adoptant l'un des nombres 1,254, 1,28 ou 1 ,50 (35 , 38) pour la valeur de ^ relative au plan dans le mouvement rectiligne, on aurait pour la valeur de le relative à la sphère 0,53, 0,538 ou 0,546.
Hutton ne tenant pas compte de l'influence du mouvement de rotation trouvait k = 0,594 et avait adopté 0,60 pour des vitesses de 2"* par seconde dans Tair.
* NouveUcs eipériencos d'artillerie , deuxième partie , traduites par M. 0. Terqoem, page 110 , tableau.
D^autres expériences entreprises par Newton sur la chuto verticale dans l'air , de globes en verre de même diamètre , ont donné d'après les calculs de Dubuat k = 0,537 sous des vitesses de 0"* à 9™ par seconde*. On voit d'après ces divers résultats que la valeur du coefficient k de la résistance dans Tair , pour des vitesses qui ne dépassent pas 8 à 9" par- seconde 5 doit être d'environ 0,54.
42. Les expériences sur les plans minces ont fait voir que dans le mouvement rectiligne, la résistance pouvait être regardée comme proportionnelle à Tétendue des surfaces, du moins dans de certaines limites. Cependant Hutton avait trouvé que dans le mouvement circulaire, en passant d'une sphère de O^'ylSl de diamètre , à une autre de 0°*,162, il fallait augmenter de | le coefficient de la résistance. Mais, d'après ce qu'on a vu (35), cet accroissement doit être attribué à la nature parliculière du mouvement et ne se présenterait pas dans le mouvement rectiligne.
Dans des expériences sur le mouvement rectiligne vertical de sphères dans l'eau, exécutées à Metz en 1836 ** pour des sphères de 0",118, 0",129, 0'»,148, 0",162, 0'«,330 le coefficient de la résistance proportionnelle au quarré de la vitesse et rapportée \ une section de 1*" carré a été respectivement 21,2, 21,2, 22,4, 22^9, 24,5. Il est probable que les plus gros projectiles ont éprouvé d'uue manière sensible l'influence du fond du bassin dans lequel ou faisait les expériences , et que par suite les derniers nombres sont trop fort. De sorte que pour des sphères dont les diamètres ont varié dans un grand rapport l'accroissement serait très-£aiible.
* Inlroduclion à la Mécaniqae, par J. V. Poncelet, page 6db'.
** Mémoire pre'scntë k M. le Ministre de la guerre et au concours pour le grand prix de mathématiques de Tlnstitut, par MM. Piobcrt, Morin et Didion.
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Trois cylindres équîlaléres de 0",1 , de 0'",2, 0",3 de diamètre et dont les deux superficies variaient ainsi dans le rapport de 1 à 9 , ont présenté des résistances qui ne croissaient pas plus rapidement que ces superficies.
D'après cela , on pourra regarder, dans les limites ordinaires des calibres des boulets et des obus et aux faibles vitesses , la résistance comme sensiblement proportionnelle à la superficie, jusqu*à ce que de nouvelles expériences aient mis cette question hors de doute.
43. Les expériences dont on vient de parler permettent de déterminer la résistance comparative de cylindres terminés par un hémisphère et par des cônes plus ou moins aigus, comme ceux qu'on emploie pour les fusées. Elles ont été faites sur deâ cylindres équilatéres de 0'",10 de hauteur et de diamètre , surmontés d'un cône dont la hauteur a été respectivement 1,12,2,3,4 fois le rayon de la base; on a trouvé que la portion de la résistance proportionnelle au quarré de la vitesse rapportée à une section d'un mètre carré a été respectivement 73^,26 , 53'^,99 , 47^,74, 44^,29, 40^69, elle a ainsi diminué avec Pacuité du cône dans les limites de l'expérience. Le même cylindre surmonté d'un hémisphère, a donné 43*^,03 pour coefficient de résistance ; de façon que le cylindre terminé par un hémisphère, présente la même résistance que s^il était terminé par un cône dont la hauteur serait égale à 3 -j fois le rayon.
44. Lois de la résistance de l'air à de grandes vitesses; moyen de la déterminer. Dans ce qui précède, nous n*avons considéré la résistance de Fair que dans le cas de vitesses faibles en comparaison de celles dont les projectiles de Fartiilerie sont animés et nous avons trouvé que pour des vitesses de l*" à 8*" la résistance était sensiblement proportionnelle au quarré des vitesses ; cependant , nous avons été amenés à pressentir que pour des
vitesses beaucoup plus grandes , la résistance devait croître plus rapidement.
Pour mesurer la résistance de Tair au mouvement des projectiles de Tartillerie, on a recours à des procédés particuliers. Pour cela, on mesure au moyen d'un appareil , le pendule balistique, la vitesse d*un projectile, à deux distances difrérentes de la bouche à feu qui l'a lancé et on compare la perte de vitesse dans le trajet à la longueur du chemin parcouru.
Soit P le poids d''un projectile , V sa vitesse à la distance
a de la bouche à feu , Y' sa vitesse à la distance af^
g étant la pesanteur, la force vive du projectile sera
-V à la première distance, et -V à la seconde. La
P force vive perdue sera donc -(V — V'). Mais si l'intervalle a^ — a entre les deux points est assez peu considérable pour que V et V différent peu, la résistance à chaque instant variera peu elle-même, et en appelant p la résistance moyenne , le projectile , pour la surmonter , aura consommé une quantité de travail représentée par p(«' — «); par conséquent, en vertu du principe connu des forces vives, on aura Téquation
-* 9 d'où Ton tire
Cette résistance moyenne est relative à la vitesse moyenne v = — — . En la divisant par la section du grand cercle de la sphér^ et le quarré de la vitesse
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moyenne , on aura pour le coefficient p' de la résistance
Si Ton opère de la même manière pour d^autres vitesses, on aura autant de valeurs particulières de la résistance ; on pourra donc déterminer la relation entre les vitesses et les résistances. "
Connaissant la valeur de p pour la vitesse moyenne, le diamètre du projectile , ou la section d^un grand cercle de la sphère et la densité de l'air , on déterminera la valeur de k correspondante qui sera
Comme on ne peut avec le pendule balistique mesurer la vitesse d^un projectile qu^en un seul point de son trajet, on tire sur cet appareil de deux distances diflerentes a et ûj', mais avec la même charge de poudre, avec des projectiles égaux et dans des circonstances aussi égales qu^il est possible, afin d^obtenir à chaque coup des vitesses initiales égales ou trés-peu différentes entre elles , et par conséquent la vitesse qu^aurait eue le même projectile à chacune des deux distances a et a''^ pour avoir plus d'exactitude , on répète Texpérience un certain nombre de fois à chaque distance^ et on prend la moyenne des résultats obtenus.
4S, Résultats des expériences de Hutton, Hutton, dans les années de 1785 à 1790, a fait, avec le pendule balistique de Robins perfectionné, de nombreuses expériences pour déterminer la résistance qu'éprouvent les projectiles animés de grandes vitesses ; elles ont été étendues pour le boulet de 1 livre depuis lOO"" jusqu'au-delà de 600*" par seconde; avec le boulet de 3 livres, depuis la vitesse de 275" jusqu'à celle de 520™, et pour le
boulet de -6 livres depuis 365"" jusqu'à 550*". HuUon en a déduit les résistances correspondanlcs aux vitesses des projectiles, d'après lesquelles la résistance croîtrait plus rapidement que le carré des vitesses , jusqu'à un certain point, passé lequel la résistance croîtrait moins rapidement. Cette résistance exprimée par le coefficient k
de la formule k=^J^ est approximativement*:
Viteuet (met: •rc.).. 1. ^i S, 10, ?5, 50, 100, 200, SOO, 400, 500, 600.
Valeur» de i 0,59, 0,61, 0,65, 0,66, 0,67, 0,69, 0,71, 0,77, 0,88, 0,99, 1,04, 1,01.
Les nombres qui représentent les résistances ont été obtenus par des méthodes d'interpolation imparfaites, et ces résultats ne s'accordent pas avec les effets naturels, surtout pour les faibles et pour les grandes vitesses. M. Piobert a remarqué que pour les grandes vitesses le coefficient de la résistance avait été déterminé par les plus faibles résultats de l'expérience et non par leur moyenne 5 de sorte que Texistence de ce maximum n'est pas démontrée. Quant aux faibles vitesses, le coefficient ayant été déterminé d'après les résultats obtenus dans le mouvement circulaire , est par cela même trop grand quand il s'agit du mouvement rectiligne. Hutton ne tenait pas compte de l'influence qui pouvait être due à la grandeur du diamètre des projectiles.
46. Formule de M» le colonel Pioôert, M. le colonel Piobert reprenant les résultats immédiats des expériences de Hutton sur les boulets et non les résultats portés dans les tableaux des vitesses dites régulières , en a construit une courbe dont les ordonnées représentaient les vitesses successives que possédait le boulet en traversant des couches d'air proportionnelles aux abscisses, et a obtenu des résistances régulières. Les résultats relatife au boulet de fonte
** Introduclion k la Mécanique , page 618.
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de une livre ou de 0^,04996 de diamètre et exprimés en mesures métriques , sont indiqués ci-aprés * :
Viletseï en mètrei.. 100. 150, 200, 250, 500, 350, 400, 450, 500, 550, 600, néaistancei *-n kilog. 0,81, 1,95, 3,68, 6,10, 9,35, 13,50, 18,50, 24,60, 31,80, 40,30, 50,00.
Ces nombres font voir que les résistances croissent plus rapidement que les quarrés des vitesses et M. Piobert a reconnu que par l'addition d'un terme proportionnel au cube des vitesses on représentait assez bien ces résultats ; de façon que le quarré de la vitesse devait être remplacé par V + BV' et que la valeur de B = 0,0017 satisfaisait assez bien pour toutes les vitesses.
La formule de M. le colonel Piobert , basée en partie sur le résultat des expériences de Hutton aux petites vitesses , avant qu'on eût reconnu l'influence du mouvement circulaire sur la valeur de la résistance, devait par cela même donner des résultats un peu forts pour les gros projectiles et pour les faibles vitesses , ainsi que cet officier l'a reconnu lui-même**. On aurait, pour un boulet de
24 par exemple , 5- = 0,035 , ce qui , pour la densité
de Tair 4,176 à laquelle se rapporte la formule , donnerait k = 0,585.
47. Jiutre formule. Diaprés l'examen des résultats des expériences faites à Metz en 1840, par la commission des principes du tir , avec des projectiles de forts calibres de 8, de 12, de 24 et de 22 centimètres, nous avions reconnu qu'effectivement la formule de M. Piobert donnait des résistances trop grandes ; et que le coefficient du quarré de la vitesse devait être diminué, tandis que le rapport des deux coefficients devait être augmenté et qu'enfin , le résultat pour les gros projectiles et pour l'état atmosphérique
* Mémoire présenlc au concours pour le grand prix de Malliëmatiques de Tlnstilul, par MM. Piobert, Muriti et Didiuo , en 1837. ** Inlroduclion à la Mécanique, par J. V. Poncclel, pngc 620.
44 SECTION lî.
moyen durant Tété, pour lequel la densité de Tair avait été Iji^i ^ était assez bien représenté par la formule*
p = ^R^ 0,024(1 + 0,0023 yJV^
Cette formule appliquée au tir des obus de 16^ et de 22^, sous des vitesses et sous des angles de projection très* variés , dans des circonstances atmosphériques semblables , avait présenté un accord très-remarquable avec les résultats de l'expérience**.
M. le colonel Piobert, en reprenant la discussion des résultats des expériences de Hutton , a trouvé qu'ils étaient mieux représentés par la formule
«rR'V^ 0,030 586 (1 + 0,002 3 V) ,
trouvant ainsi pour le rapport des coefficients du quarré et du cube de la vitesse, le même nombre 0,0023 que dans la formule précédente.
48. Résultat des expériences de Metz en 1839 et 1840. Les expériences faites à Metz en 1839 et 1840, par la commission pour l'établissement des principes du tir, sur des projectiles de fort calibre et sous les vitesses habituelles des boulets et des obus , sont les plus propres à faire connaître la loi de la résistance de l'air au mouvement des projectiles.
Ces expériences ont été faites avec des boulets de 24, de 12, de 8 et des obus de 22^, surtout des deux premiers calibres , au moyen d'un pendule balistique , sur lequel on tirait à la distance de 15°*, et à des distances augmentées de 25", 50'", 75" et 100". On a déterminé, par la différence des vitesses , les pertes de vitesses sur des trajets de cette longueur. Les projectiles de 12 et de 24
* Mémoire sar la Balistique , présente' aa Comité d^Arlillcric , en iUi.
** Disièmo rapport de la Commission des principes du tir, en 1845.
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ont été tirés à des charges variées depuis — du poids du boulet jusqu'au ^ de ce poids , avec des canons de côte en fonte, ce qui donnait des vitesses de 200" à 460". On a dépassé ces vitesses en tirant à moitié du poids du boulet 9 dans le canon de 12 de place en bronze, et en tirant à grandes charges des obus dans les canons. On a été ainsi jusqu^à 560" et on a dépassé les plus grandes vitesses qu'on obtient dans le service.
On a déterminé pour chacune des vitesses moyennes la valeur du coefficient p' (44) , qui doit multiplier le produit du quarré de la vitesse, par la section du grand cercle, pour donner la résistance éprouvée par le projectile sous cette
vitesse, d^où Ton déduit k par la relation ^ = p'-j^. Toutes
ces valeurs ont été ramenées à ce qu'elles eussent été si la densité de l'air eût été constante et égale à 1 ,2083 qui est celle de l'air à la température de 15°, à la pression barométrique de 0'",750 de mercure et à moitié saturé de vapeur d'eau.
Pour déterminer la relation de ce coefficient p' ou de h suivant les vitesses et reconnaître particulièrement s^il était constant ou sHl croissait proportionnellement à la vitesse, on a formé trois groupes composés chacun d'un égal nombre d'expériences, on a pris pour chacun la moyenne des vitesses et la moyenne des valeurs de p' ; on a eu ainsi un résultat moyen fourni par l'observation de la perte de vitesse , sur des trajets dont la somme est pour chaque groupe de 2400" environ , et qui par conséquent doit être regardé comme très-précis. Ces résultats se résument ainsi qu'il suit:
VitesseB 337»,25, 428™,8!, 535",1S;,
Coefficient p^ . . 0,04790, 0,05354, 0,06159.
Si les valeurs de p' étaient égales entre elles et ainsi
îndépeDdantes de la vitesse, la résistance de Tair serait proportionnelle au quarré de cette vitesse ; mais il est évident qu'elle augmente avec cette quantité.
Si les accroissements de p' étaient proportionnels aux accroissements des vitesses , ces résultats seraient représentés par une expression de la forme p' = at + |2<>. On peut reconnaître que la valeur de ^ croit plus rapidement 9 et que si on détermine a et jS de manière à satisfaire aux deux premiers résultats, on aurait
La valeur de p' serait de 0,06009 pour la vitesse de 535°", 15 et ainsi inférieure de 0,0150 au troisième résultat d'expérience. L'expression de p' doit donc comprendre un autre terme que la première puissance de v.
Cette expression ne donne pas non plus la valeur de p' aux très -petites vitesses; car en y négligeant 0,0023 v "devant Tunité , on aurait p'=: 0,02714. Or, d'après le résultat des expériences avec les appareils de rotation corrigé de l'influence due au mouvement giratoire {k\ ) , on trouve pour des boulets de fort calibre ^ = 0,538 et d'après les expériences de Newton sur la chute des globes de 0'",13 environ de diamètre, sous des vitesses qui allaient jusqu^à 9" par seconde (elles étaient moyennement 6") h =i 0,537. Diaprés ces deux valeurs qui ne diffèrent pas sensiblement Tune de l'autre et pour la valeur de cT = 1,2083, on a p' = 0,03311, valeur qui excède la première de -^ environ ; cette différence ne peut être négligée. On voit ainsi de nouveau par là que l'expression de p' doit contenir un terme autre que la première puissance de (> ; en adoptant la deuxième puissance, on arrive à l'expression de la forme p' = et -f. /3(; -i- y{>\
49. Formule proposée. Si on détermine les coefficients etj fi^ y par la condition de représenter les résultats aux
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trés-faibles vitesses et aux vitesses ordinaires des boulets , on aura à satisfaire aux trois conditions suivantes :
Vitesses (met: sec). 6,00, 337,25, 428,81,
Valeurs de p' 0,0331 i , 0,04790 , 0,05354.
ce qui donne
Cette expression ^ pour p = 535,15 donne p'=: 0,06094 qui ne diffère du résultat d'expérience que de 0,00065 ou 7^ environ de sa valeur.
Cette différence est très -faible, et comme elle ne se rapporte qu'à des vitesses qui dépassent celles dont on fait habituellement usage , la formule représente assez exactement les résultats d'expérience. Ces coefficients se rapportent à des diamètres de 0°,12 à 0",15 et à la densité de Fair égale à 1,2085, et comme la résistance de Pair est proportionnelle à sa densité , on aura Texpression de cette résistance sous la forme suivante et exprimée en kilogrammes
p = «rR»-^p'0,03295[l+0,00093272p(l+0,001341(^)], l}2Uo3
ou plus simplement, en prenant^les nombres ronds trèspeu différents et de manière à établir une compensation presque exacte
Les résistances déterminées d'après ces formules , pour les différents degrés de vitesses , sont renfermées dans le tableau suivant.
Tableau des valeurs du coefficient p' de la résistance suivant les vitesses.
Valeurs
VALEUES
VALEDBS
Vîtewe»
tr. faibl
dep^
DilTér.
Viteaseï m: s
^dep'.
DiiKr.
ViteuM in:s
dep'.
DilTér.
50, Simplification dans l* application au tir des projectiles. Dans rexpression de la résistance , on remarque que le coefficient du troisième terme est très-faible relativement au terme précédent et comme en même temps , dans le service de l'Ai^illerie) la variation des vitesses est toujours maintenue dans de certaines limites ^ on peut voir qu^il sera possible d^exprimer la résistance dans ces limites au moyen de deux termes, Fun proportionnel au quarré Tautre proportionnel au cube de la vitesse , si les coefficients sont convenablement déterminés. Ainsi , dans les limites de vitesses des expériences de Metz, en 1840, résultant des charges de -pj à | du poids des projectiles et qui correspondent aux vitesses initiales et aux vitesses finales des projectiles pour de très -grandes portées, les vitesses sont entre les limites de 285*" à 48S°* par seconde.
Si on détermine au moyen de la formule, pour des
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vitesses croissant régulièrement, ou si on prend dans le tableau qui précède, les vitesses et les coefficients p' qui 7 correspondent , qu^on prenne ensuite la moyenne de la première moitié des résultats, puis celle de la seconde moitié et qu^on se servo de ces moyennes pour déterminer
les coefficients de l'expression et (1 -I- - <*) on aura la
formule approximative
Les valeurs de p' approchées comparées aux valeurs exactes donnent des différences indiquées dans le tableau suivant.
Tableau comparatif des valeurs de p' calculées par la formule exacte et par la formule simplifiée.
VilMê'
TALE1IB8 DE f/ calculées par k formule
aimplifiée.
OiOTérencet.
Vilfw*
VALEDIiS DB p' calculéea par la formule
■inipiifiée.
DifKreDcef.
Diaprés les résultats indiqués dans le tableau précédent , on voit que les différences entre les valeurs de p' calculées par la formule exacte et par la formule simplifiée ou à deux termes , sont au ma^iimum de -^ des valeurs exactes et moyennement -^^ seulement en plus ou en moins. Ces quantités très -petites se compensant sur Tensemble, ne peuvent produire sur les parties de la trajectoire que des erreurs négligeables , et la formule simplifiée peut être
appliquée sans crainte d'erreur au tir des boulets , aux charges ordinaires de guerre.
Si Ton voulait faire représenter par la formule simplifiée les valeurs de p' dans des limites plus étendues , en partant de la même limite supérieure , on aurait pour et une valeur
plus grande , et pour « une valeur plus petite , et Ton verrait
que jusqu'à des vitesses de 200'"''®°, les différences moyennes ne sont encore que de ^ en plus ou en moins.
Quand la formule devra être appliquée au tir de projectiles animés de moindres vitesses et dans des limites moins étendues, la valeur de a. sera encore plus grande,
celle de - plus petite , et les différences entre les valeurs
oc
données par les deux formules seront bien moindres encore que dans le premier cas.
Ainsi pour le tir des bombes dont les vitesses varient, pour les grandes et les petites portées, entre 50™ et 150* par seconde , on représentera la résistance de Tair par la formule à deux termes
les différences en plus et en moins ne sont moyennement que de —^ et s'élèvent au plus à ~ des valeurs exactes.
Au lieu de calculer ou de prendre au moyen du tableau la moyenne entre un certain nombre de valeurs exactes, il est plus facile de déterminer la valeur de p' correspondant aux vitesses qui sont au quart et aux trois quarts de l'étendue des limites que Ton veut considérer , et de s'en servir
pour déterminer a et -. Si ces limites sont (>o et i^ny les
deux vitesses (>, et vj choisies sont i', = (^^ -4- j (ç>„ — ()^) et Cj = 0^ 4- !(('„— <^o); si P, et pj sont les valeurs de
RÉSISTANCE DE L AIB. bi
ff qui y correspondent, on aura
On se rendra facilement compte de Teffet de la simplification dont on vient de parler, eu remarquant que Texpression p' au moyen de trois termes, peut être représentée par un arc de parabole dont les vitesses seraient les abscisses et les valeurs de p' les ordonnées , et que l'expression à deux termes qui doit la remplacer, sera représentée par une ligne droite ; celle-ci devra être tracée de façon que dans la limite de vitesses proposées. Taire du trapèze limité par les ordonnées extrêmes soit égale à Taire limitée par la courbe , ou , ce qui en diffère peu , tracée de manière à passer par les deux points de Tare dont les abscisses sont respectivement au quart et aux trois quarts de la longueur totale.
51. Relation entre la résistance et le diamètre des projectiles, déduite de la comparaison avec les expé^ riences sur des calibres différents. La comparaison des résultats des expériences de Metz en 1840 faites sur des boulets de gros calibres et ceux des expériences de Hutton sur des boulets de très-petits calibres , peut servir à repré* senter la loi de la variation de la résistance suivant le calibre. Les expériences de Metz faites avec des boulets de 0'",42 et de 0'",i5 et sous des vitesses respectivement égales entre elles ou très-peu différentes , les premiers en nombre double des seconds , peuvent être regardées comme se rapportant moyennement à des projectiles de 0'*,13, la densité de Tair étant égale à 1,2083. Celles de Hutton faites avec des boulets de 1 livre ou de 0'",05 de diamètre, de 3 livres ou 0*",07, mais principalement avec le premier caKbre, et quelques-unes avec des boulets do 6 livres ou de 0",09 de diamètre , peuvent élre regardées comme
se rapportant moyennement à des projectiles de O'^OG ; la densité de Taii* étant —^ ^^ ^^'^ ^® Teau, on a / =: 1,176. Or , les premiers se trouvent représentés dans les limites des expériences par la formule à deux termes p' = 0,02706 (1 +0,0022 92 ^) ,
ou , en restreignant à quatre le nombre des décimales et en établissant une compensation de manière à ne pas modifier sensiblement le résultat, par
Les résultats des expériences de Hutton sont représentés par la formule de M. Piobert,
mais pour qu'elle représente la résistance à la même densité que la première , il faut multiplier le premier facteur par le rapport 1,2083 à 1,176 des densités et elle devient p' = 0,031 43(1+ 0,0023 1»).
On voit que la valeur de p', et par conséquent celle de k augmentent quand le diamètre diminue , ce qui ne paraissait pas avoir lieu aux petites vitesses ; mais en considérant que ces coefficients résultent d*un grand nombre d'expériences discutées avec soin, nous admettrons que la différence de 0,027^ à 0,03143 ne provient que de la différence des diamètres 0"',13 à 0°',06 et nous nous servirons de ces résultats pour déterminer l'influence des dimensions du projectile. La manière la plus simple d^exprimer cette variation est , en représentant le diamètre par 2R ,
de multiplier l'expression de p' par le facteur a h — - ;
les coefficients a^ ^ eiy seront déterminés par la condition que pour 2R = 0",13, et 2R = 0",06, le facteur de 1 + 0,023 devienne respectivement 0,027 et 0,03143 et que pour les projectiles de O^jlô et 0'",22 l'expression s ac-
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corde avec le résultat moyen des expériences du tir sur des obus de ces calibres pour lesquels s^est trouvé vérifié le coe£Gcient de la résistance égal à 0,024, quand la densité de Tair était 1,160, ce qui correspond à 0,0250 pour la densité 1,208. On a alors * = 0,74, 13 z= 0,047 et > = 0",0S , et par conséquent le facteur au moyen duquel on tiendra compte de Tinfluence de la variation du
diamètre sera 0,74 -i-g^^^.
L^expression de la résistance de l'air sur les boulets et les obus , depuis les plus gros calibres en usage jusqu^aux plus petits sera donc
P = ^RV'0,0270 (0,74 + -^?lLg) (1 +0,0025p).
La relation ci -dessus déterminée d'après le résultat d'expériences avec des boulets de O^jOS , 0'",07 et 0",09 d'une part, comparée à celui d'expériences avec des boulets de 0",i2 et 0'",15 de l'autre et avec le résultat d'expériences faites avec des projectiles de 0'',16 et de 0'°,22, peut s'étendre aux bombes de 0'",27 et de 0'",52, avec d'autant plus de raison que sous les vitesses de ces projectiles très -lourds, l'influence de la résistance de l'air est moins considérable que dans le tir des boulets. Dans le cas particulier de très - petits projectiles , comme les balles de fusil , elle s'accorde sensiblement avec la formule qu'avait proposée M. le colonel Piobert"*". Cependant il serait à désirer que des expériences directes permissent de la vérifier pour ces projectiles.
Elle n'a d'ailleui*s rien que de très -rationnel dans les limites mêmes indéfinies, car si on suppose le diamètre extrêmement grand , le terme divisé par 0",0S -*- 2R
* Mémoire cite , prësenlë au concouri pour le grand prix de M athëmatiquei do rinitilal, eo 4837.
disparaît devant le premier ; la résistance devient proportionnelle à la section du grand cercle de la sphère , et le coefficient est O^Tk de celui qui correspond à une sphère de 0"*,13. Si on suppose le diamètre extrêmement petit le coefficient est 1,S8 de cette même quantité.
D'après ces considérations , on pourra appliquer le facteur qui tient compte du diamètre du projectile , à l'expression générale de la résistance, qui sera ainsi, en prenant le mètre, la seconde et le kilogramme pour unités
ce qui donne
Quant à Fexpression simplifiée, lorsqu'il s^agira d'un projectile déterminé et projeté dans l'air, dont on connaîtra la densité cT, en faisant pour les boulets et les obus
^ = 0>027jj5-3(0,74 + ^-^) et en représentant le coefficient 0,0023 par -, ce qui donne
r = 534y7 ci A = 0,439(o,74+g3^)(l+0,00230, et pour les bombes en remplaçant dans la valeur de A 0,027 par 0,03227 et en faisant 0,0012 = J, ce qui donne
r = 833»,33 et A: = 0,525 fo,74.+ -^^^Vl + 0,0012».),
on aura une expression de la forme p = A^RV^i+iJ).
Calcul de la densité de l'air, La résistance de
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Taîr étant proportionnelle à sa densité et celle-ci variant avec la hauteur du baromètre, la température et l'état hygrométrique de Tair, il est utile de la déterminer pour chacun des cas où ces quantités sont connues, lorsqu'on veut calculer le mouvement des projectiles avQc précision.
Soit A la densité de Tair parfaitement sec à la pression barométrique O'^^JGO et à la température O''; cherchons quelle est cette densité cT à la pression H , à la température e et lorsque Tair contient de la vapeur d^eau à un degré de saturation représenté par s.
L^air se dilatant de 0,00375 de son volume pour chaque degré du thermomètre centigrade et la densité étant proportionnelle à la pression barométrique on aura pour l'air parfaitement sec
Si l'air contient de la vapeur d'eau sa densité sera moindre. Soit F la force élastique de cette vapeur, mesurée de la même manière que H , la force élastique H sera due à la somme de celle des deux fluides; celle de la vapeur d^eau étant F, celle de Pair sera H — F. Or, la densité de la vapeur n'étant que 0,6235 , ou les | de celle de Tair, la densité de l'air humide à la pression H sera moindre et
représentée par la fraction J^** =1 — § g 5 ^® ^^■'^®
que la densité de Pair humide à la température t sera
i-ii
La tension F est toujours très -petite et elle dépend de la température de l'air. A 0 degré le maximum de F est O",005059 , et à la température de 30^ il est de 0'",030643; entre ces deux limites, on aura sensiblement
F = 0,005059 -4- 0,000 852 8 r. En subsUtuaut celle valeur de F dans l'expression de «T , on aura la densité de Tair saturé de vapeur; mais si Tair ne contient que la fraction s de la vapeur qui produit la saturation complète , la force élastique ne sera que la fraction s de cette quantité ; et , en remplaçant F par * (0,005059 ^ 0,0008528 f) on aura pour la densité de Tair en partie saturé d'humidité
Plusieurs procédés peuvent être employés pour déterminer s. L'hygromètre à cheveux de Saussure , sans être peut-être le plus précis , est le plus commode. D'après les expériences de M. Gay-Lussac, à la température de 10®, la fraction s ou la force élastique de la vapeur d'eau rapportée à celle qui répond à la saturation complète est donnée par le tableau ci -après :
HYGROHèTR^
RAPPORT (le aaturaiion.
HYGROMÈTIk®
RAPPORT Je •aturation.
nTGROMÈTB^
RAPPORT d« saturation.
deprét.
tr
degrés.
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D*aprés le résultat des observations les plus précises , le poids du métré cube d^air sec à la température de 0^ et à la pression de 0",760 de mercure est de 1*^,2991 ou yf^^ du pareil volume d'eau distillée; c^est la valeur de ^.
On peut mettre la valeur de </^ sous une forme plus simple et plus facile à calculer, en remarquant que le
facteur de ^ qu'on doit retrancher de Tunité est toujours
très-petit et qu'en donnant à H une valeur moyenne égale é 0'",750 on aura
8 = 4 2991 ° 1 — 0,002 529 ^s ~ 0,000 426 4 st "" ' 0,760 1 -+-0,003 75 « '
ou à très-peu prés
. 53. Table de la densité de l'air» Pour établir la densité moyenne de Pair, dans les circonstances les plus habituelles de remploi des bouches à feu , nous prendrons une température moyenne entre le printemps , Tété et l'automne , on France, laquelle est f = 15**; nous prendrons la pression barométrique qui correspond à la hauteur la plus habituelle au-dessus du niveau de la mer, c'est H = 0'",750, et enfin nous supposerons l'air à moitié saturé de vapeur, cVst s = 0,5 qui correspond à 72® de l'hygromètre de Saussure. On tire de la formule , pour le poids en kilogramme d'un mètre cube d'air, J^ = 1,20832 , qui répond à j^ du poids d'un pareil volume d'eau.
Pour faciliter la détermination de \» densité de Tair ,
* En faisant j :^ 7 dans celte formule, le facteur de H au narnërateur devient 0,998735 et le dénominateur 4+0,003963^ on à très-peu près 4+0,00i£, c^est la formule donnée par Laplace pour Télat hygrométrique moyen et pour le calcul des hauteurs par le haromètr*.
nous ayons, calculé une table * relative aux diverses pressions barométriques de 0",005 en O^jOOS depuis 0",700^ jusqu^à 0"*,800 et aux degrés de température de k^ en 4*, depuis — 8^ jusqu'à 36®, pour Pair supposé à moitié saturé de vapeur d'eau.
Pour tenir compte de la diminution de densité aux degrés plus élevés de saturation , on remarquera que de la valeur des densités du tableau calculées pour « = 1 9 il faut
retrancher cT (0,002 529 5 + 0,000 42640 (* — ?)•
Cette correction restant sensiblement Igi même quand la pression varie de plusieurs centimètres , en inscrivant la valeur de \ (0,002 529 5 + 0,000426 4 f) / pour les divers degrés de température et pour des pressions qui varient dans une étendue de 0°',020 on a rendu l'opération trèssimple ; en effet il suffit pour chaque cas de faire le produit de celte quantité par 2s — 1 , et de le retrancher du nombre qui , dans les tables , correspond aux valeurs proposées de t et de H. Ge produit doit être ajouté lorsque s est plus petit que |. En retranchant cette quantité tout entière , on aura la densité qui correspond à Thumidité extrême , ou à s = i i en l'ajoutant on aura celle qui correspond à la sécheresse absolue , ou à « = 0 ; en négligeant la correction, on aura la densité qui correspond à l'humidité moyenne.
* Voir la table IV.
SECTION m.
MOUVEMENT DES PROJECTILES DANS L'AIR
54. Considérations générales. La solution générale de la question du mouvement d'un projectile dans Tair , a été regardée comme un des plus difficiles problèmes d'analyse. Il a été 9 à plusieurs reprises, proposé au concours par les sociétés savantes , et 1<3S géomètres les plus distingués ont essayé de vaincre les difficultés qu'il présente ; Euler, Lambert, Résout, Rorda, Tempelhof, Legendre, Français, Tout attaqué par des méthodes savantes et profondes , dans Thypothése que la résistance du milieu était proportionnelle au quarré de la vitesse du mobile ; cependant aucune méthode rigoureuse n'a pu jusqu'ici exprimer une relation finie entre les angles de projection, la vitesse initiale et l'amplitude du jet; peut-être même ne pourra-t-on jamais résoudre cette question dans toute sa rigueur ; aussi Ton a dû recourir à des méthodes d'approximation. Dans les unes , on a rejeté des quantités qui embarrassent le calcul et qui ne semblent pas influer d'une manière sensible sur les résultats ; dans les autres , les résultats ont été exprimés au moyen de séries qu'on est dans l'impuissance de remplacer par des expressions finies.
Si les difficultés du problème du mouvement des projectiles , dans un milieu résistant , ont été aussi grande»
lorsqu'on a supposé la résistance simplement proportionnelle au quarré de la vitesse , quelles ne devront pas être celles que présenterait ce même problème y dans Phypothése d^une résistance exprimée par deux termes. On ne peut donc espérer de le résoudre que par approximation.
Dans l'espèce et le degré d^approximation que nous rechercherons j nous aurons toujours en vue les applications utiles et nous éviterons de compliquer outre mesure les formules , dans le seul but d^embrasser des cas qui ne se rencontrent pas dans Tapplication. C'est peut- être pour n^avoir pas été assez, pénétrés de cette idée , que les géomètres distingués qui se sont occupés de balistique, et en particulier Legendre , n'ont pas amené cette science au degré d'utilité qu^elle aurait pu atteindre.
Nous ne négligerons cependant pas de considérer le cas le plus général du tir, sous de très-grands angles de projection et avec de très -grandes vitesses, quoiqu'on n'en fasse presque pas usage à cause de l'incertitude qu'il présente , mais nous nous attacherons plus particulièrement au cas des vitesses modérées , les plus habituellement usitées dans le tir sous les grands angles de projection , et à celui des grandes vitesses sous les petits angles. Dans ces deux cas , il n'est pas possible de représenter la résistance par un seul terme proportionnel au quarré de la vitesse, même en déterminant le coefficient de la résistance pour chaque cas particulier ; car la vitesse est trop variable depuis le point de départ jusqu'au point d'arrivée. Dans le tir sous kb"^^ par exemple, même à de petites distances, cette vitesse varie dans un rapport plus grand que celui de 1 à v^, ou d'environ 10 à 7 ; par suite , les formules auxquelles sont arrivés les savants géomètres que nous avons cités , reposant sur une loi inexacte de la résistance de Pair, ne peuvent pas représenter exactement le mouvement des projectiles. La question analytique, sous ce rapport, pré-
dx
. « dy
ds
BinO= -^
et
ds'
ds
rfi'
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sente donc des difficultés nouvelles plus grandes que celles que Ton a déjà surmontées.
55. Equation différentielle de la trajectoire. Soil 0 la poibt de départ du projectile (Fig. 12), V sa vitesse initiale suivant OA, ^ Tangle de projection au-dessus du plan horizontal, h la hauteur due à celte vitesse, P le poids du projectile, R son rayon , D sa densité, x eix Tabscisse et Tprdonnée d*un point quelconque M de la trajectoire ; soit de plus , s la longueur de l'arc OM , t le temps employé à le parcourir, p la vitesse en ce point, 9 l'inclinaison de Télément de la trajectoire ou de la direction du mouvement du
projectile arrivé en ce point ; faisons /? = ^ , on aura /!== lange, co80 = — ,
soit toujours ^ la pesanteur, ou la vitesse acquise par un corps après la première seconde de sa chute dan& le vide , et p Texpression générale de la résistance de Pair , que nous savons être représentée (51) par une expression de la forme
p = nt^M 1 + -) , dans laquelle n = A.wR" et où A = 5-'
— étant la masse du projectile, la force accélératrice
due à la résistance de Tair sera
que nous représenterons par p'^ les composantes horizontales et verticales de celte résistance seront dx dy
La direction initiale du projectile étant comprise dans le plan vertical des coordonnées , la pesanteur agissant dans ce plan , et aucune autre force que la résistance de Tair n'ayant action sur le projectile , celui-ci ne sortira pas de ce
plan ; on^ura donc pour les deux équations du mouvemsiit ; parallèlement à chacun des axes des coordonnées
et
dx • dx
Observons que si le poids P était celui du mobile mesuré dans le vide , le poids dans l'air serait diminué du poids d^un volume d^air égal à celui du corps et repré-
sente par P--, et par conséquent -le poids P devrait être remplacé par P[l — ^j et la force accélératrice due à la pesanteur par ^(l — -j. Mais pour les projectiles
de Tartillerie le rapport =r est assez petit pour qu'on puisse
le négliger devant l'unité.
Effectuant la différentiation en regardant dx comme constant, on tire de Téquation {a)
d't ,dt ^ . , ,
. Observant que dy =: pdx et que par suite d'y = dpdx , la différentiation de l'équation (b) donnera
dpdx ,dyd^t dy dt dt* "^^ds
\-^-^dt + gdt=zO',
ajoutant membre à membre à cette équation la précédenta multipliée par dy^ on aura
(1) -£p-4-^i/fr=0 ou dpdx + gdt^ = 0.
Cette équation , comme on voit, est indépendante de
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p' et subsiste quelle que soit la relation de la résistance à la vitesse.
En différenciant cette équation , puis en tirant la valeur de ^V, divisant celle-ci par la valeur de de^ tirée de Téquation (1) elle-même, on aura
Soustrayant cette équation dePéquation (c), on aura,
^ ds 2dpdt
Or en fiariisant 2c =; ~ et en remplaçant {> par -5 on a
ng '^ *" dt
ids^f^ . ids\
'^'rcdrV+rdi)^
l'équation p'^zzr^gj devient
tirant de cette équation la valeur de jj et élevant au quarré, on aura
<//«■" \dsdp J '
en substituant à dt^ sa valeur tirée de Téqualion générale dpdx 4- Sfdc^ = 0 , on aura
V dsdp J r* dpdx *
Enfin remplaçant ds par sa. valeur dxyi +/?% puis p
du dp d^y d*p dy^
d^ la trajectoire
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[dpVT+pdx. ) "-" "^P
OU
Cette équation est trop compliquée pour que les moyens
connus d'intégration permettent d'arriver à une expression
finie entre ;r et 7.
Si l'oa fait - = 0, ce qui est le cas de la résistance
proportionnelle au quarré de la vitesse, Téquation précédente devient simplement
(2) ctPp — dpdx Vi +/i' = 0.
Cest sur le système des deux équations (1) et (2) qu*ont été fondées jusqu'ici les recherches entreprises pour la solution du problème balistique. Elles n^ont pu conduire, même dans ce cas simple , les grands géomètres Bernouilly, Euler, Lambert, Tempelhof, Français, qu'à des valeurs approximatives ou exprimées par des suites infinies, dont ils ont calculé un certain nombre de termes, et qui forceraient dans les applications numériques à des calculs très -pénibles. Ces difficultés n'ont pu être évitées par Borda , Besout , Legendre et Français , qu'au moyen de formules dont le degré d^pproximation a dépendu des complications auxquelles ils ont consenti à s^astreindre. Nous essaierons de suivre une marche différente et qui nous conduise plus promptement aux résultats que nous cherchons.
56. Equation différentielle d*un arc de trajectoire. Reprenons les équations (a) et (d) du mouvement
Effectuant la différentiation en regardant dt comme constant, remplaçant p' par sa valeur ^^(l +;)> ^ *^*"
p sant comme précédemment 2^ = — , on aura
ng
et
L'équation (4) par la substitution de la valeur du facteur de — de Téquation (3) devient
£V d'x ds dy d*x dy
dt* """"^"^i/<» dsds """"^"^S^S*
Or on a dy^=.pdx ou '£ = p^^ d'où en différenciant^
rf*i/ d^x dp dx ^ , , . d^y
— i = /)— +^— et par conséquent, en substituant-^
^^ dt dt
Pour faire disparaître la valeur du temps et avoir une équation de la trajectoire, reprenons l'équation (3)
rf/V 2c \ ^ rj ds
La valeur de ^ qui représente le rapport d'un élément
de Parc de la trajectoire à sa projection est variable d'un point à l'autre de la courbe ; mais lorsque Ton ne considérera qu^une certaine étendue de l'arc décrit , on pourra
remplacer la taleur variable de j- par sa valeur moyenne
dans l'étendue de l'arc , c'est-à-dire par le rapport de Tare entier « à sa prejection x; soit a ce rapport. Puisque la
ds ds dx • dx
vitesse p est égale à — ou à — ^ 5 on aura aussi v = «t — ; diaprés cela , Téquation d^un arc limité de longueur sera
dx
en représentant par p, la composante horizontale r^ delà vitesse en chaque point, on aura
et puisque -- z=: p. , on aura aussi en divisant membre EL membre
Ces équations donnent la valeur de dx et de de en fonction de (>. et on peut les intégrer; en effet on aura par les procédés connus
2c d(f^ ^c /dpy a dox \*
dxi
= — J^Tlog^'i — logTl + ^f', jj+consi
ac, • r '
= — log — — — -4- const.
Vx
"^ Si TeipressioD de la résistance de l'air contenait d*aatres pnissaneei de la vitesse qae la deuxième et la troisième , on obtiendrait également la valeur de dx en fonction rationnelle de p, et son intégrale.
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Déterminant la constante par la condition que la vitesse initiale soit V, c'est-à-dire qu'à la fois x soit 0 et que la valeur de ç>, soit la composante horizontale de cette vitesse ou Vcos9, que nous représenterons par V, on aura
dx d'où Ton tire la valeur de v. ou de -r
* dt
dx Y,
élevant cette quantité au quarré et divisant membre à membre avec Téquation (5) , on aura pour Téquation d'un arc de la trajectoire
S7. Equation finie d'un arc de la trajectoire. Faisant passer dx dans le deuxième membre, développant
le quaiTé et remplaçant ^ ou ^^^ par 5^, on
aura
Intégrant et déterminant la constante par la condition qu'on ait à la fois x = 0 et ;o = tang<|>, on aura^
puisque P = -,
Faisant passer dx dans le deuxième membre, intégrant et déterminant les constantes par la condition qu'on ait à la fois X =: 0 et / = 0, on aura
— .'-dr-4.^('+=^)F-?-')
Cette expression peut se mettre sous la forme
Îax {* + — ) i .
\ r J r i /ax\
En représentant par une môme caractérisque F la forme des fonctions de x qui multiplient (l 4- ^^) et ^1 -i- '!LJ.\
et qui ne différent entre elles qu'en ce que — est rem-
our
placé par — ; c^est-à-dire en écrivant
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réquation de la trajectoire deviendra
Telle est Téquation d'un arc de la trajectoire dans Pair, lorsque la résistance de ce fluide est exprimée par deux termes proportionnels , l'un au quarré , l'autre au cube de la vitesse.
Si Ton compare cette équation à celle de la trajectoire
or»
dans le vide qui est , comme on sait , / = ortangç — ihcoB'^(p on verra qu'elle en diffère en ce que le second terme est multiplié par une certaine fonction de x et de V, divisés
respectivement par les quantités constantes - et -.
En représentant cette fonction par 4 (ar , V,) c'est-à-dire en écrivant
réquation de Tare de la trajectoire deviendra simplement
58. Inclinaison, durée, viY^^*^. La valeur de Tinclinaison de la trajectoire en un point quelconque s'exprime aussi très-facilement au moyen de la valeur précédente de p qui n'est autre que tango ; on aura donc
expression qu'on peut mettre sous la forme
ûur
Je
\ r J r ax r'
En représentant par la caractéristique F' les fonctions de X qui entrent dans les termes sous la parenthèse, c^est-
ax «£
à-dire en écrivant î^=^ = F f-) et î!llll=:Ff^),
«X \ c / eue \2c/^
on aura
■"'• = '""-il£;r4('+"-î^)V(?)
Enfin, en remarquant que la quantité comprise entre
parenthèses est composée avec F' ^^] comme la fonction
4 qui se trouve dans Péquation de la trajectoire Test
avec F T— j, nous pourrons la désigner par 4'(^) V,)
^el écrire
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L'expression de la tangente en un point quelconque de l'arc de la trajectoire sera donc simplement
tango = tang(p — -_1_4'(,, y,)*.
Dans le vide, on aurait comme on sait
tange = tang<?>— - "^ _.
2acos^9
L'expression de Tinclinaison dans l'air ne diffère donc
de celle-ci qu'en ce que l'abaissement angulaire — ^
° 2AcoB»(p
doit être multiplié par la fonction 4' (or, V,).
La durée du trajet en fonction de la vitesse du projectile se déduit (56) de l'équation
d'où Ton tire par les procédés connus
rff = .
2c dPt
2c /dff^ *ÎÎ51Lj_*' "^^i
et en intégrant
Déterminant la constante par la condition qu'au commencement du mouvement t soit égal à zéro et que i», soit la composante horizontale de la vitesse initiale ou Vcos<}>=:V, , on aura
en vertu de la valeur déjà trouvée (56) de x , celle de t se simplifie et devient
Si de plus on substitue à ç>, sa valeur en fonction de x et de V, (56) , on aura pour la valeur de t
On arrive plus directement à celle relation en parlant de la valeur de v, ou J (56); en la renversant on obtient
dx y, \ '' J ^
En intégrant et déterminant la constante de façon qu'on ait à la fbis 07 = 0 et ^ = 0, il vient comme ci-dessus
En mettant cette expression sous la forme
ax
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aV
on reconnaîtra que le facteur de.1 h ' est ce que nous
avons représenté par la fonction F' f^V de sorte qu'on aura, en se rappelant que V, = Vcosç
' = vi-,[(' + "-)^(g)-"-^]-
Si Ton compare cette expression de la durée à celle qui
aurait lieu dans le vide , qui est comme on sait t = = ,
on verra qu^elle n'en diffère qu'yen ce que celle-ci doit être multipliée par le facteur entre parenthèses qui est une
fonction particulière de F' f — j et de ^^, que nous représenterons par ^'j c'est-à-dire que nous écrirons
diaprés cela l'expression de la durée sera
Nous avons déjà trouvé pour l'expression de la vitesse
et en remarquant que le dénominateur de Y. est formé
avec e^^ , comme le facteur de y-jjp dans l'expression
de la durée l'est avec F' (|^ j , on verra que Ton peut
aussi le représenter par une caractéristique )l^ en faisant
74 sBcnoN in.
ox
( 1 + «. V. ) ^'«^ — ^ = X" (^ , V.) de sorte qu^on aura
Ed remarquant de plus, que V, = Vcosç et que ç^, =: (>cos9, on aura pour la valeur absolue de la vitesse en un point quelconque
V COB
Dans le vide on aurait simplement, comme on sait,
cosO
60. Relations entre les fonctions par lesquelles les équations du mouvement dans l'air diffèrent de celles du mouvement dans le vide. Il y a entre les fonctions par lesquelles les équations du mouvement dans l'air différent de celles du mouvement dans le vidé , des relations qu'il est utile de connaître. Trois de ces fonctions* sont ,
en représentant par z la variable - ,
e% ^ = F'(.) et !lZ^ = F(.).
La première est Texponentielle dans laquelle e est la base des logarithmes hyperboliques, égale à 2,718281828; sa valeur est exprimée par la série convergente connue
La seconde se forme de cette première en en retranchant le premier terme du développement et en divisant le reste par le second terme; elle a pour valeur
* Voir aaz tables les valeurs nuoncriqacs de ces foncUon».
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La troisième se forme également de la première, ea en retranchant les deux premiers termes du développement , et en divisant le reste par le troisième terme ; Ton a alors
II est facile de voir qu'entre F(^) et F(z) il y a cette relation F (z) = -ift- ^ analogue à celle-ci F'(^) = ^-^ ,
laquelle consiste pour l'une et pour l'autre à retrancher le premier terme du développement , et à diviser le reste par le terme suivant.
Chacune des tiois fonctions «% F'(^), F(;r) a TuniCé pour premier terme de son développement ; les autres termes sont tous positifs. Ces fondions sont donc toujours plus grandes que Tunité , et elles s'en rapprochent d^autant plus que z est plus petit ; elles ne se réduisent à Punilé que quand z est égal à zéro.
Les seconds termes des séries qui expriment la valeur de ces trois fonctions, sont respectivement z^ |^, |^; les troisièmes termes se déduisent des seconds en augmentant Fexposant de z d'une unité et en donnant au dénominateur un second facteur égal au précédent augmenté d'une unité; les quatrièmes termes et les suivants se déduisent des précédents de la même manière. On voit par là , que quelle que soit la valeur de z , hors le cas où celte quantité est nulle , la valeur de F' (z) est plus petite que celle de e", et que celle de F (^) est plus petite que celle de F'(^). Enfin, puisque le développement de ér*est toujours une série convergente , les développements de F' (z) et de F (z) seront plus rapidement convergents encore.
Dans un certain nombre de cas les séries sont assez convergentes pour qu^on puisse se contenter d*un très-pelit
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nombre de termes. Ainsi pour F(^)9 61-2^ = 7) le second terme de la série est }, le troisième est égal à ^^^ le quatrième à j~j , . le cinquième à 7—75 ; un terme aussi petit est toujours négligeable ; le quatrième le serait dans beaucoup de cas.
e* est exactement le quarré de *'^; mais si F'(jr) et F(;r) ne sont pas respectivement les quarrés de F'(|j2r) et de F ({;?); ils n'en diffèrent que très-peu. En effet, en prenant les quarrés de ces foùctions, et en les retranchant de ceux de ^\z) et de F(^), on trouve
(n-2)2-' + t "*"2.3.4....(ii + 2)2«-» "•''
de sorte que quand z est une petite fraction , ce qui est le cas le plus général , ces différences sont très-petites.
61, Il existe entre les fonctions représentées par les caractéristiques 4' ^^ x' ^^^ relation analogue à la précédente; ces fonctions sont composées, comme on Ta
aV
dit, des fonctions Y\z^ et du rapport — - que nous représenterons par Vo- Si on élève au quarré x^C^ 5 V,), qui a pour valeur (1 -I- Vp)^"^ — Vo, on aura
celte quantité est composée en e" comme les fonctions \ et 4' I® sont avec F {z) et F' (^) , de sorte que , vu" Tanalogie avec les précédentes, on peut la représenter par
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la caractéristique 4" et écrire
Il n'en est pas tout à fait de même relativement aux fonctions F'(^) et F(;r), parce que les valeurs de [F(;;2r)]' et [F(^^)]=* ne sont pas tout à fait égales à celles de F' (z) et de F (z) 5 mais ces quantités ne différent que trés-peu entre elles quand z est petit , et Ton a en repréf^entant par xi^^^i) '^ fonction x'C^j VJ quand on y remplace V(z) par F(;2r)
Ces quantités sont très -petites quand z est une petite fraction, Y^ n'ayant jamais qu^une faible valeur.
Les valeurs dp y^(x^ V,) et de x'(^î ^i) ^® différent entre elles qu^en ce que e* est remplacé par ¥'(z)i
de sorte que pour les valeurs de z* =z — telles que
e" = F' (y), on aura
x"(x,vo = ?c'(*',v,).
On aurait de même
pour les valeurs de x^ telles qu'en représentant — par
z^ on ait V (z^) = e*.
Il existe une relation semblable entre les valeurs des
fonctions représentée^ par les caractéristiques 4 et 4S
et si les valeurs de z = — et z^ z=: — sont telles qu'on
ce ^
ait F(^) = F(z'), la diCTérence entre 4(^> V,) =
(l+V0'F(^)-2Vo(4+Vo)FG;r)+V/ et 4'(a/,Vo)
= (1 4- Vo)' F (^) — 2Vo (1 + Vo) F(i ;^') + Vo' sera
simplement
4 {xy V.) -4' (^', Vo) = 2 (1 + VJ VJFdO -F (iz)] ,
c^est-à-dîre que 4'(^> V,) sera moindre que 4(^> V,) de la quantité (1 + V^) VoX2[F(i^) — Ffi^)].
Or tant que z n'est pas considérable, F'(J;2r') n'est qu^un peu supérieur à F (^ ;2r) et comme Vo ne dépasse presque pas en général une unité , (1 -h Y„) Vo ne dépassera presque pas deux unités ; le produit (1 -h Vo) V© X2[F'({y) — ¥(\z)] sera donc presque toujours une petite quantité.
On a utilisé cette .propriété dans rétablissement des tables numériques des fonctions x ^^ 4* ^î^^î 9 après avoir calculé pour un certain nombre de valeurs de Vo les valeurs de x"(^> ^i) correspondantes à une série de valeurs de ^, ce qui donne une table à double entrée , on a calculé la série des valeurs de V qui donnaient F' (^) = e*^ et on les a inscrites en regard des valeurs de z'^de cette façon, et pour chacune des valeurs de Vo, en entrant dans la table par la ligne des z on trouve les valeurs de x"(^> Vi)> ^^ ®" entrant par la ligne des z' on trouve les valeurs de x'C^î ^i)*
Il en a été de même quant aux valeurs de 4 ^t de 4'* Après avoir calculé pour un certain nombre de valeurs de Vo les valeurs de 4 correspondantes à une série de valeurs de ^ , ce qui donne une table à double entrée , on a calculé la série des valeurs de z' qui donnaient F'(^') =r F (z) 5 et on les a inscrites en regard des valeurs
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de zi de cette façon, et pour chacune des valeurs de Vo) en entrant dans la table par les valeurs de z^ on a les valeurs exactes de 4(^9 ^i) 9 ^^ quand on y entre par la ligne des valeurs de ^', on obtient une valeur qui n'est supérieure à 4' (^> V,) que de la quantité (l-t-Vo)Vo X2[F(|y)— F(|^)]5 de sorte qu'ayant calculé pour chaque valeur en regard de z et z' le double de la différence F'({j2r') — VQz)y et l'ayant inscrit dans chaque colonne , sous le nom de correction négative , il n'y a qu'à multiplier dans chaque cas cette dernière quantité par la valeur de (1 4- Vo)Vo, et retrancher le produit de la valeur de 40^» VJ donnée par les tables. Cela a permis de réduire les tables numériques à une étendue moitié moindre *.
On aurait pu étendre cette propriété au calcul des valeurs de x(^> Vi) et de celles de 4"(^> V,), si cela eût été jugé utile ; on le ferait au besoin au moyen des tables des valeurs de ^", V'(z) et F (z).
62. Si la résistance de Tair était supposée proportionnelle au quarré de la vitesse, il faudrait faire - = 0,
ce qui donnerait p' =r -- V 5 dans ce cas , les fonctions
composées représentées par les caractéristiques 4 et 4S x' et xf se réduiraient respectivement aux fonctions simples représentées par les caractéristiques F, F' et par <?*, c'està-dire que 4(x, V,) se réduirait à F (7), 4'(^, V.)
ax
àF'(ÎJ), x'(*, V.) à f(ï^), x'C^, V.) à .'% et l'on aurait pour les lois du mouvement des projectiles
* Voir les tables numëriquei de ces fonctions.
JC A aX \ ^ V C08 (p
' ~ VcoT© \^) * ^"""o^' côîîê *
A mesure que x est plus petit, c'est-à-dire à mesure que Ton considère des arcs de moindre étendue , ou que c qui croit avec le diamètre et la densité du projectile est plus grande ;
la valeur de Ff— ], F'^ — j, et e^^ se rapprochent de
lunité; il en résulte que Tinfluence de la résistance de Tair dont ces fonctions tiennent compte , va en diminuant de plus en plus, et que le mouvement se rapproche de ce qui aurait lieu dans le vide. Pour ce cas il faudrait
supposer p = 0, et par conséquent — = 0, alors les
fonctions f(-^)> ^'("7) ®* ^^^ seraient toutes trois
égales à Tunité, et on retomberait sur les formules du mouvement dans le vide..
Ainsi , à mesure que Ton considère des arcs de moindre étendue ou des projectiles de plus fort calibre , ou de plus grande densité y Tare de trajectoire se rapprochera de plus en plus d'un arc de parabole.
63. Propriétés générales du mouvement des projectiles dans Vair. — F^itésse. Nous allons exposer plusieurs propriétés du mouvement des projectiles dans Fair que l'on peut démontrer sans être arrivé à Téquation finie de la trajectoire.
A mesure que le projectile s'élève dans la branche ascendante, la vitesse diminue tant par l'elTet de la pesanteur que par celui de la résistance de Pair. A partir du sommet, la vitesse va encore en décroissant par l'effet de la résistance de l'air ^ mais la pesanteur commence à agir pour
la contrebalancer. Son effet augmente avec rinclinaison
de la direction du mouvement , de sorte qu^à une certaine
distance du sommet, il compense celui de la résistance
de l'air; la vitesse est alors au minimum. Au-delà, la
vitesse augmente par la prépondérance de Peffet de, la
pesanteur qui agit suivant une direction de plus en plus
rapprochée de celle du mouvement du mobile ; mais la
vitesse n'augmente pas indéfiniment , parce que Feffet
de la composante de la pesanteur suivant la direction
du mouvement, a pour limite le poids du mobile. La |
vitesse de celui-ci ne pourra par conséquent pas dépasser 4
celle pour laquelle la résistance serait égale au poids du
corps dans l'air. Cette vitesse sera donc donnée (55) par
Téquation I
ou plus simplement, en négligeant la densité de l'air devant I
celle du projectile, par l'équation 4|
On voit par là , que la limite de la vitesse sera d'autant j
plus grande que 2c qui est égal à — = -— sera lui- a
même plus grand, ou que le projectile sera d'un plus **
grand diamètre et d^une plus grande densité. ^
Ce que l'on vient de dire relativement au minimum de *"
la vitesse se déduit aussi de l'équation du mouvement. En partant de Téquation d^un arc de trajectoire pour lequel on connaît la vitesse initiale Y et Tangle de projection 9 , la vitesse en un point quelconque aura pour expression (59)
On Toit qu'à mesure que le projectile s'élôre dang ta branche ascendante, x augmente ainsi que cos9 et par conséquent que le dénominateur de la valeur de (> augmente et que la vitesse diminue. Mais , au-delà du sommet , cosS va en diminuant quand x augmente, et il y a un point où l'effet de Faccroissement de x compense l'effet de diminution de cos6 et que la vitesse est au minimum. Pour déterminer Tabscisse de ce point , ou substituerait dans
— -, ou dans son égaje \/i -4-;k>% la valeur de p déduite
de Tinclinaison de la trajectoire (58). On différencierait par rapport à a; et on (égalerait le résultat à zéro ; mais Texpression qui en résulterait serait trop compliquée pour qu'il soit utile de la rechercher ici.
64. Asymptote. Dans la branche ascendante la vitesse allant en diminuant, par les deux effets réunis de la résistance de l'air et de la pesanteur , à mesure que le projectile s^approclie du sommet, il s'ensuit que si l'on considère la trajectoire en-deçà du point de départ, la vitesse doit au contraire aller en augmentant indéfiniment à mesure qu^on s^éloigne du sommet ; mais l'inclinaison n^augmentera pas de la même manière.
On fait voir en effet (sect. V) que lorsque l'on suppose la résistance de Pair proportionnelle au quarré de la vitesse, la branche ascendante a une asymptote dont on peut déterminer facilement l'inclinaison; de plus, cette asymptote s^écarte d'autant plus de la verticale que le coefficient de la résistance est plus grand. On comprend donc, que lorsque la résistance contiendra un second terme proportionnel au cube de la vitesse , il y aura aussi une asymptote et que celle-ci s'éloignera de la verticale plus que dans le cas précédent.
On fait voir aussi que dans cette môme hypothèse la branche descendante a une asymptote verticale qui se
trouve à une distance horizontale finie du sommet. Il est facile de voir aussi que quand la résistance sera augpmentée par un terme proportionnel au cube de la vitesse, la direction du mouvement se rapprochera plus rapidement de la verticale , et qu'il y aura aussi une asymptote à une distance finie du sommet moindre que dans le premier cas. 65. Rayon de courbure. L'expression du rayon de courbure est, en regardant dx comme constant,
dx
Or la valeur de p ou de tangS en un point quelconque
, dp
d un arc de trajectoire et celle de ^ qui ont été données
(56 éq. 6 et 58), étant substituées dans la valeur de y on aura en un point dont Tabscisse est x
Ce rayon de courbure appartient à un arc qui diffère un
peu de la véritable trajectoire en ce que , dans Texpression
de la résistance de l'air, on a remplacé le rapport variable
ds *
•^ par le rapport moyen - ou a. Mais, si on suppose
l'arc extrêmement petit, auquel cas « devra être remplacé par ^— , les deux arcs se confondront, et au point de
départ, pour lequel on a ar = 0, x^C^j V,) = 1 , 4'(*î V,) = 1 , on aura
g cof ^
Ce rayon est donc indépendant de la résistance de Pair ;
il De dépend que de la vitesse et de rinclinaison au point donné et appartient aussi à la parabole qui est ainsi osculatrice à la véritable trajectoire.
Du c6té de la branche descendante où la vitesse va en croissant jusqu^â devenir infinie , le rayon de courbure , proportionnel à h , serait infini ce qui est la propriété de Tasymptote ; du c6té de la branche descendante , où 9 va en augmentant jusqu'à devenir un angle droit ^ tangq> devient infini , y est donc infini aussi* Entre ces deux limites il doit y avoir un point où le rayon de courbure est un minimum. Pour connaître ce point y il faudrait considérer Tare qui comprend la portion voisine du sommet et pour lequel 9 et Y devraient être déterminées , prendre la différentielle par rapport à or et Tégaler à zéro , on aurait ainsi une relation qui servirait à déterminer x. Mais cette expression serait trés-compIiquée ; d'ailleurs la valeur de <p étant petite Tare de trajectoire approché s'écarterait trèspeu de la trajectoire exacte; il en serait de môme du point cherché*.
Après ces coiisidérations sur les propriétés générales des trajectoires, nous allons nous occuper de leur détermination , des relations entre les portées , les angles et les vitesses de projection et de leurs propriétés directement applicables au tir des bouches à feu ou des armes' à feu.
66. Rapport d*un arc à sa projection. Dans l'équation que nous avons obtenue pour représenter un arc de la trajectoire , est entré le rapport <t de l'arc à sa projection , pour remplacer dans l'expression de la résistance de l'air, le rapport moyen ds à dx; cherchons ce rapport.
Considérons un arc AM commençant sous l'inclinaison 9
* Nûui indiquerons plus loin (sect. VI) un tracé de la trajectoire ipî donnera le minimum de la viteisc et le roinimom du rayon de courbure.
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et se terminant sous Tanglo 9' (Fig. 13). Comparons-le à un arc Am de parabole commençant et finissant sous les mêmes angles 0 et 9', courbe qui appartient au mouvement dans le vide. Choisissons sur Tun et sur Tautre des points rapprochés B, C, D... b^ Cy d... où les inclinaisons soient respectivement égales entre elles , nous aurons ainsi décomposé les deux arcs en éléments AB, BC, CD... ab^ bc^ cdy. commençant et finissant sous les mêmes inclinaisons et ayant respectivement la même inclinaison moyenne. Le rapport entre deux petits arcs correspondants tels que DE , de et leurs projections DE', de' sera sensiblement le même. A Porigine, les arcs élémentaires de la parabole et de la trajectoire auront des longueurs égales ; à l'autre extrémité les arcs de parabole auront un peu plus d^étendue; mais la diflërence sera trés-faible et d'autant plus faible que la résistance de Tair se fera moins sentir. Les rapports entre les arcs élémentaires et leurs projections, étant respectivement les mêmes , il y aura donc à très-peu prés égalité entre les sommes de ces éléments ou entre les arcs AM , Am et leurs projections AM', Aw'. Cherchons ce rapport dans la parabole.
L'équation de la parabole et celle de Tinclinaison en un point quelconque étant
y = xlane(p — cl » = --=tang© — , ,
la longueur d'un arc s sera
d^où, en observant que dp =1 — ^ — ;— , on aura
s = 2Aco8'q?y^V/M-? X tip.
En intégrant cette quantité , on trouvera par les pro-
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cédés connus
Cette expression peut prendre une autre forme, en remarquant que ;; =: tang9 , que Vi -^p" = sécfl = — ,
cosO'
enfin que ;; + y/T^Tp = tanff8 + séc 9 = îî^i±i
COSÔ
= tang(45^ + i^) **. On aura ainsi en prenant l'intégrale de façon qu'elle soit nulle pour ;? = 0, c'est-à-dire en comptant l'arc à partir du sommet,
2vC08^d ° C08 6 /
= g [langOsécO + lo? (l«ng45»>- 9 )].
Désignant , par la caractéristique ^ cette fonction de 0 , c'est-à-dire écrivant J.(i!!L?. + log'iî^M = ?(9J ; il en
^ En remarquant que
Vi^p-+p
= iog - =z^H(y/T+p+p), ^^+p'+p
on reconnaîtra que quand j9 change de signe la valeur àe/^dxVi +p^ resle la même au signe près.
*♦ 1? X ji 1 8inô-|-sina lang^(i + a)
En général -r~j~~ = --^l--l-J , el si A = 90» on sin* — sina tang^(ô — a)
i+sina tang(45*>-4-^a)
= UD8'(4So+i„). or i±^ = * + •'"'' _ ^* + "°''
, i4-sina
donc . = (ang(45o4-{a).
ces a °^ • -« /
HOUYEHENT DATfS l'aIR. 87
résultera que la longueur d^un arc compris entre les points dont les inclinaisons sont 9 et 0 sera
et pour le rapport cherché àes k x^ observant que d'après Téquation de la parabole x = (tangç — tang 9) 2^ cos' 9 , on aura
X UDgif — tangO
On trouvera de la même manière
y l(Ung»(p— tang'^O) ^(tangqp+lange) '
Lorsque Ton considère un arc compris entre le point de départ et le sommet, il faut. faire 9 = 0, ce qui donne Ç (9) = 0 et Ton a simplement
X tang 9 qui se réduit à
Oto = 78ëc(p4-7Col(plog(45'°+7<|>).*
67, Choix des points de division d'une trajectoire en plusieurs parties. Si Ton examine les valeurs de et , on verra que quand les angles sont très-petits comme de 0° à 5^, le rapport de Tare à sa projection ne dépasse Tunité que de 7— environ, que pour un arc de 40'* à 0*, Tare ne surpasse sa projection que de ^ environ, et quVnfin pour des angles de IS'*, limite des angles de tir des canons et des obusiers, Tare ne surpasse sa projection que de ~j environ.
Le rapport variable j- n*est remplacé par sa valeur
* Voir aux tablet les Taleurs namériqncs de ((Ç)) de a^ et de a»
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moyenne - que dans les termes qui tiennent compte de la
résistance de Pair, puisqu'il n'y entre que comme diviseur de c et comme diviseur de r. L'erreur que l'on commet par cette substitution ne peut donc affecter que Tinfluence attribuée au milieu résistant ; elle est du même genre que toutes les causes qui font varier la résistance de Tair, telle que sa densité , et sous ce rapport , on peut voir que même en négligeant entièrement la valeur de a dans le tir sous Tangle de IS'', c^est comme si c était augmenté de ji de sa valeur ou si la pression barométrique de l'air était réduite dans une semblable proportion, c^est-à-dire de 8 à 9 millimétrés de hauteur de mercure \ cVst une quantité qu'on néglige habituellement dans les applications. On ne pourrait plus négliger la valeur de l'inclinaison de la trajectoire dans les arcs plus grands; mais il est permis comme nous Pavons fait, de remplacer la valeur
variable de -r- par sa valeur moyenne -.
Poifr faire apprécier Tétendue des erreurs que l'on peut commettre , comparons cette moyenne avec les valeurs extrêmes sur des arcs de différentes grandeurs et de différentes inclinaisons, en. remarquant qu'aux extrémités
des arcs y n'est autre que la sécante trigonomé trique des
angles sous lesquels ils se terminent.
Cette comparaison est établie dans le tableau suivant pour des arcs de 5° en 5° ; pour des arcs de 10° en 10** ; pour des arcs de IS** en 15°; pour des arcs entiers à partir du sommet et variant par 5°.
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Tableau du rapport des arcs s de parabole à leurs projections x ,
_ r . àâ ....
comparé au raj^
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aux extrémités de ces arcs.
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Diaprés rinspection des nombres contenus dans le tableau qui précède, on reconnaît que pour des arcs d'un
même nombre de degrés , la valeur moyenne de — diffère
d^autant moins des valeurs extrêmes, que Tinclinaison au-dessus de Thorizontale est plus petite et par conséquent que pour que les différences soient égales , les arcs doivent avoir d'autant moins d^étendue qu^ils s'écartent davantage de Fborizonlale 5 ainsi , cette difl*érence est de ~ pour les arcs de O'^ ù 20% de 20« à 30« ou de 40^ à 45* ; elle est do ~ environ pour les arcs de 0® à 25^, pour ceux de 15*^ à 30*, de 30^ à 40^ ou de bO*> à 55« ; elle est de ^ au plus pour les anglt3s de 0° à 30% de 30* à 45^ ou de SS'' à 60** 5 elle n'est encore que de ^ environ pour Tare de 0** à 45". Ces quantités sont les différences les plus grandes et elles se rapportent aux extrémités des arcs; mais comme vers le milieu de chaque arc, la différence est nulle, il s'ensuit que la différence entre - et j n'est moyennement que la moitié des fractions que nous avons indiquées. Si Ton remarque de plus, que la différence entre ^ et sa valeur
moyenne est d'abord en moins et ensuite en plus, on verra qu^on prend au commencement une résistance trop faible et A la fin une résistance trop forte , et qu'on altère Tare d'abord dans un sens puis dans Tautrej mais que
comme la moyenne des valeurs de ~ est égale à -, il
dx ° X
en résulte que les erreurs partielles se compensent à peu de chose prés sur Tare tout entier tant qu'on reste dans de certaines limites. Cependant comme à la partie inférieure des arcs dans la branche ascendante, la vitesse est plus grande qu'à la partie supérieure, c'est comme si l'on prenait Jà résistance trop faible ; la môme chose se présentant dans
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la branche descendante, il s*ensuit qu'en réalité les portées calculées seront un peu trop grandes.
On remarquera aussi que le rapport Ag s à x dans la portion qui comprend l'angle 0^ est commune à la branche ascendante et à la branche descendante, de sorte qu^il s'étend à un nombre de degrés double de celui qui est indiqué par les inclinaisons aux extrémités.
Lorsque les vitesses initiales ne seront pas considérables, et que les projectiles seront de fort calibre et de grande densité , comme dans le tir ordinaire des bombes , où Tangle de projection ne dépasse pas habituellement 45° ni les portées 1 000 à 1 200 métrés , Tinfluence de la résistance de Tair sera assez faible pour qu'on puisse embrasser toute la trajectoire dans une seule formule, en prenant (table V, 2® partie) la valeur de a qui convient 5 dans ce cas,
la plus grande différence entre la valeur variable de -7- et
leur valeur moyenne est ~ en moins au commencement ou à la fin du trajet, | vers le sommet de la trajectoire et moyennement 7^, d*abord dans un sens et ensuite dans Fautre. La simplification ayant pour effet de rendre la résistance trop faible au point de départ et vers le point de chute, et trop forte au sommet, il en résultera une trajectoire qui passera au-dessus de la véritable à partir du point de départ, et ensuite au-dessous dans la partie supérieure; elle s'en rapprochera dans là branche descendante, de façon que vers le point de chute , il n'y aura qu'une trés-faible différence.
68. Faleur de la projection d*un arc en fonction des inclinaisons extrêmes. Pour déterminer une trajectoire , on la divisera en plusieurs arcs limités aux points 01) l'inclinaison est donnée (67) \ on en déduira immédiatement la valeur du rapport et (table V), La projection x de cet arc sera déterminée par la relation
4'(jr, V,) = lang<|» — lange.
2/lC08'<P
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Mais X se trouvant en exponentielle en même temps qu'à la première puissance dans la valeur 4-' (a?, V,), on ne peut l'exprimer en quantités finies ; on Taura par approximation, soit par plusieurs essais successifs, soit en développant la fonction en série et en revenant à la valeur de X par le retour des suites.
La première méthode présentera beaucoup de facilité en mettant Téquation sous cette forme
(1) — 4'('» V.) = (langip — taagO)-2^coB^(p. c c
Connaissant a d'après les angles 9 et 9, on prendra la valeur numérique du second membre qui , à Texception du
facteur - , n'est autre que la valeur qu'on aurait pour x dans le vide. Ayant déterminé — -^ on prendra plusieurs
valeurs successives de ~ , et Ton déduira pour chacune
d'elles les valeurs correspondantes de ^^ (^î V.) 5 on fera leur produit , et , lorsqu'on aura deux produits rapprochés qui comprendront les valeurs du second membre , la valeur
de — s'obtiendra facilement, avec le degré d'approximation
nécessaire , par les parties proportionnelles entre les différences. Cette opération devient très -facile au moyeu d'une table calculée de la fonction 4'(^î V,) comme celles que nous donnons (tab. XI et XIII) , pour des valeurs suffisamment rapprochées de — et de — i-. La valeur de —
multipliée par - donnera x.
69. Pour obtenir la valeur de x en série, développons dans le premier membre la fonction 4' ôt les valeurs de
F [j) , F(g) ; faisons (tangç — tang8)2Acos> = j/.
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qui serait 9 comme on Ta dit, Tabscisse dans le vide;
aV
faisons encore , pour abréger , ~ = Vq , nous aurons T = 7+l<'+-->(f)+ô<«+'->('+î^-)(?)'
+5rôr6<'+''-'('+ï5^-)(")+'" +•■■■
De là , par les formules connues du retour des suites , on
trouvera la valeur de ~ en fonction de —, puis celle
de 07, comme il suit
câL 6c 48 \ c /
H71gVo+ii40Vo»+520Vo» /«x
Si Ton supposait la résistance simplement proportionnelle au quarré de la vitesse, alors - et par conséquent — ^ ou Vo se réduiraient à zéro et Ton aurait
-Tc[*-37+lb)-5(T)+H- Cette expression sera d'autant plus convergente que la fraction — sera plus petite. Il en sera de même de la série précédente, parce que en général, dans Fapplication , la valeur de — ' sera plus petite que l'unité. On sera d'ailleurs toujours le maître de considérer des arcs assez petits pour que la fraction — soit assez petite ellemôme et qu'elle rende la série suffisamment convergente.
9k SECTION III.
Mais, dans presque tous les cas, au moyen des tables des valeurs de 4-(^) V,), la méthode par différence que nous avons indiquée en premier lieu sera beaucoup plus rapide.
70. Calcul des arcs. Maintenant , on va voir comment on devra se servir des diverses formules pour résoudre le problème de la trajectoire dans une application donnée.
Supposons qu'on connaisse Tangle de projection ^ (Fig. i 4) et la vitesse initiale Y, dont est animé un projectile de diamètre et de poids connus , pour lequel on connaît ainsi la valeur do c (table VI). Si la valeur de ^ est de 45**, par exemple, et que l'on veuille obtenir une grande précision , on divisera la trajectoire en trois arcs ; on les choisira ainsi : le premier de 45^ à 50**, de la branche ascendante ; le second de 50** de la branche ascendante, jusqu'à 50** de la branche descendante ; le troisième de 50** à 45**, et au poi^t de chute. On opérera ensuite de la manière suivante:
1** On déterminera les valeurs de a (tab. V, 3*^ partie) qui seront pour le premier et- pour le troisième arcs 1(45°) — f (30°)
lang4o° — langSO" et pour le depxième
langSO» ' '
2'* Dans Téquation (58)
tang6 = la„g(p-_-^^4'(^,V.),
on fera ip = 45**, 0 = 30**, V,=:Vcos9, 2^cos'^ =
if
et on déterminera la valeur de x qui satisfait à l'équation ; ce sera- l'abscisse ar' du point extrême du premier arc ;
3** Connaissant x' on déterminera la valeur y de Tordoiméc du point m' au moyen de la formule
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4** On aura la composante horizontale Y/ de la vitesse du projectile à lextrémilé ni de Tare, au moyeu de la formule
5° On aura la durée du trajet par la formule
Le premier arc krrl est ainsi complètement déterminé.
Pour déterminer le deuxième arc w'm", on opérera absolument de la même manière, en faisant 9 = SO'', 6 = — 30** et en remplaçant V, par la valeur de V/ qu^on vient de déterminer : on obtiendra ainsi les coordonnées or", y du point de la branche descendante de la trajectoire où rinclinaison est 9" =: — 30", On en déduira ensuite la composante horizontale Y/' de la vitesse, et la durée f.
Pour déterminer le troisième arc rri^ni^^ on fera 9 = — 30° et 9 = — 45"* et au moyen de la valeur Y/' on aura de la même manière que précédemment les coordonnées or'" et y du point de la branche descendante de la trajectoire , où Tinclinaison est — 45* (y sera négative). On déterminera aussi la valeur de Y/" et la durée ^'•
Ce dernier point m''' sera toujours plus élevé que le point de départ, et si Ton veut obtenir le point de chute sur un plan KL (Fig. 14), situé à une certaine hauteur h au-dessus du point de départ , on devra encore faire une dernière opération.
71. L^élévation du dernier point au-dessus du plan de chute est égale à y "4-7"-*- y — b ; cette quantité pourra être positive ou négative : si elle est négative y c^est que le . point de chute est plus élevé que le dernier point m'"; il fait
donc partie du dernier arc el il faudra faire y c= y -^^ y~ h
dans l'équation 7= ortang^ — jr — r"'^(^5 VJ qui s^y
rapporte et déterminer la valeur de x qui j satisfait. On pourra trouver la valeur de x soit en série , par le moyen du retour des suites, comme on va le dire, soit au moyen des tables des fonctions, 4 ^t des parties proportionnelles comme on Ta indiqué pliîs haut^ on ^trouvera par les formules précédentes les valeurs de (> , 8* et ^ qui y cor> respondent.
Si y^y^y" — ^ est positif, le point de chute sera situé en dehors du troisième arc ; s'il doit être peu éloigné de m''', on le regardera comme sur le prolongement de ce troisième arc et on le calculera comme on vient de le dire; mais s'il devait en être trés-éloigné , on estimerait approximativement Tangle de chute sur le plan diaprés la différence entre les deux hauteurs. Soit, ç*^ cette valeur approchée,- on déterminera la valeur de J^j qui est
*'" = .a!gp-!iTi5' ^*^' ' *' ^ ^ p*^'") '' •'*'»"*""''
de ce nouvel arc sera *
Dans cette équation ou fera <p = 9'", V, = V/",
y nii
2Acos*9=— ^— . On déterminera x au moyen des tables
et des parties proportionnelles , en mettant pour plus de facilité Fexpression de 7 soiis la forme
(3) -tang(p -— -• (-) 4 C^, V, = y,
CK ° c 4/<a'co8 9 \ c /
et en essayant successivement plusieurs valeurs de !ii prises
dans les «tables. ^
On obtiendra aussi la valeur de 7 en série par le retour
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4a/l 2âeA
des suites, en faisant — sinçcosç ou — sin 2<|> = ^ti ; on trouvera alors (4) ^ = -ï-\i+^L- + li+t(i+^Al_J!l_
+N-('+"f)+S('+v')('+5T')]<«fer.
+[»--('+^)+S{'+^)"(»+i^') +«('+"-?){'+l^)]pé5!+-i
Tant que y sera petit et h assez grand , cette formule sera sufQsamment convergente et facile à calculer. On devra faire attenGon que dans le cas dont il s^agit / est négatif, de sorte que les termes où il entre à la première et à la troisième puissance sont négatif; il en est de. même quant à m lorsque comme ici <p est négatif.
Connaissant ainsi cette dernière valeur de x que nous désignerons par af^j on aura comme précédemment la valeur de l'angle final de Tare , lequel sera ici Tangle de chute } on aura aussi la vitesse finale et la durée ^^^ du parcours de Tare ; on aura, enfin pour la portée totale
et pour la durée totale
72. Trajectoire des bombes considérée comme un seul arc. ]>ans les circonstances ordinaires du tir des projectîles , la solution sera plus facile que celle que Ton vient de donner, et Ton obtiendra une précision sufiSsante en considérant la trajectoire comme un* seul arc. Tel est le cas du tir des bombes aux distances habituelles ; il permet d'arriver très -facilement à des relations en termes finis entre les difiérentes quantités que, Ton doit calculer.
Lorsque Ton considère la trajectoire comme un seul arc , celui-ci se termine en général sous un angle différent de langle de départ ; la différence sera en général assez faible , particulièrement si le point de chute est un peu élevé au-dessus du point de départ. La valeur de et dépendra donc de la distance et de la hauteur de ce point. Cependant on pourra déduire a de Fangle de départ au
moyen de la table des valeurs de «„ = : mais il
sera mieux de prendre pour <p une valeur moyenne entre Fangle de projection connu et Tangle de chute présumé ou déterminé par une première approximation.
72. Solution de dhers problèmes sur le jet des bombes. — Portées. Si on connaît la vitesse et Tangle de projection d^un projectile dans l'air , on peut déterminer sa portée sur un plan horizontal élevé d^une quantité queN conque, en b au-dessus de la bouche à feu.
y étant la vitesse initiale et ^ Pangle de projection , après avoir déterminé tt comme on Ta dit (67) , connaissant la loi de la résistance de Tair (*^1), le poids et le diamètre du projectile, on aura r et c qui s'y rapportent (voir la table VI). On aura aussi Vo = î-^2îf . La portée du projectile sera déterminée par Féquation de - la trajectoire y = artang^ — — — r"4(^5 V,) dans laquelle on devra faire y t=i b] on la résoudra facilement au moyen des tables calculées de la fonction 4 ^^ des parties proportionnelles , en la mettant sous la forme (éq. 3)
:'*"«^-T-i&?w;-i7J 4 (or, V,) = * et essayant successivement plusieurs valeurs de ^ prises dans les
tables, comme on l'a déjà indiqué (68).
Pour obtenir la valeur de x en série , on ne peut pas
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faire immédiatement usage du développement qui a été donné précédemment (éq. 4, 71), parce qu'il ne se rapporte qu^à la branche de la trajectoire à laquelle appartient Porigine des coordonnées , et qu'il ne donnerait , dans le cas actuel , que le point où le projectile traverse le plan proposé en s^élevant au-dessus de lui et non pas le point de chute. Il faut d'abord déterminer la projection horizontale de l'arc qui se termine sous une inclinaison égale à Tangle de projection , au moyen de Féquation 1 (68) en
faisant a = — — , ou du développement en série (éq. 2, 69) ,
en observant que l'angle S sous lequel se termine l'arc est égal à 9 et de signe contraire; cette équation deviendra
eue et u.
(5) — 4'(^, V.) = U.lang<|>«o»> = 2^!:iin2<|». ce c
On déterminera ensuite Tordonnée / de ce point au
moyen de l'équation y z=z xiangf — rr — 7-4(^> V,).
Si cette valeur était égale à la valeur de b proposée , le problème serait résolu ; si elle est plus grande d'une quantité B, on déterminera la distance horizontale qui sépare ce point du point de chute au moyen de la valeur de X de l'équation k (71) ou ^ est négatif et dans laquelle on fera j = B.
74. Si le point de chute doit être sur le plan horizontal passant par la bouche à feu , on devra faire / = 0 ; on aura deux valeurs de x dont Tune qui est x = 0 peut être négligée parce qu^elle n^apprend rien ; quant à l'autre, en divisant par x^ en remarquant que 4Atang^C08*^ = 2Asin2^ et en appelant X la portée cherchée on aura
2A»in2^ = X>KX, V,).
En opérant comme précédemment, par le moyen du
iOO SECTION IIÎ.
retour des suites, en nommant X' ]a quantité SAsinS^^
«V ou la portée dans le vide , et en faisant — i = Vo , on aura
i36 + S<5y.+627Vo»-|-250yo' /«^
772 + 4i4iye+8052Vo3 + 6778Vo» + 209gVo* / «X^ > "^ 25920 l c i
+ elc.].
Dans le cas ordinaire du tir des bombes où ces formules sont applicables y la valeur de Y^ ou de -—^ ne dépassera pas I, de sorte que les puissances supérieures à Tunité, iront
aX'
en décroissant rapidement *, comme en même temps —
sera plus petit que Tunité 9 il en résultera que la série sera assez rapidement convergente pour qu'on puisse se contenter des termes que nous donnons. En général, il sera plus facile de résoudre Téquation en X au moyen des tables des fonctions 4 ^^ ^^^ parties proportionnelles , en la mettant pour cela sous la forme
(r; 2A?tin2<^=Î^X4(X, V.).
Le calcul se réduira , comme on Ta dit , à la multipli**
cation de quelques valeurs de -X par la fonction ^(X, V,)
correspondante, et à opérer ensuite par les parties proportionnelles. Les premiers termes du développement ci-dessus donneront toujours , au besoin , une valeur trés-approcbée qui servira de point de départ.
Ayant la portée X , on aura l'inclinaison et la vitesse au
MOUVEMENT DANS l'aIR. 101
point de chute ainsi que la durée du trajet , par les formules données plus haut (S8). La valeur absolue de 9, qu'on trouvera par ces formules , ou l'angle de chute nécessairement négatif) sera toujours plus grande que ç.
75. J^itesse initiale. Si Ton veut déterminer la vitesse initiale que doit posséder un projectile pour être projeté à une distance donnée X sur un plan horizontal sous un angle p^ il faudra tirer la valeur de Y de Téqualion
2A8in29 = X4(X, V.).
Mettant r- à la place de h et 2tang<pcos'cp à la place de Îsin2<p, se rappelant que V, = Vcos95 on aura . «yx [
2r' UDg 9 I
D'où, en feisaat pour simplifier 5
on aura 9 en remarquant que la vitesse doit être positive
et ne prenant que le signe plus devant le radical , %
Cette forme d'expression se rencontre dans la solution de plusieurs autres questions ^ or en nommant y le terme
ajouté à l'unité sous le radical , la valeur cherchéo sera
aco8 9 Q — M
une table des valeurs 1 -4- \/l -h y et des valeurs correspondantes de y ou de leurs logarithmes , calculée une fois pour toutes, serait applicable à la solution d'un grand nombre de questions ; les calculs numériques , surtout quand on calculera par logarithmes , seront considérablement réduits.
On peut encore déterminer Y beaucoup plus facilement au moyen de tables des valeurs de 4(^) V). En effet, en faisant 7 = 0 dans Téquation de la trajectoire , divisant
par X, remplaçant 2^Acos'(p par V,' et — - par V^,
on aura
4(X, V.) ^ 2r> Ungj _
On prendra dans les tables les valeurs de 4(X> V,)
aX
(tab. XI ou XIII) pour la valeur proposée de — et pour
plusieurs des valeurs de Y^ qui sont dans ces tables et se rapprochent de celle qu'on présume être la véritable; on les divisera ensuite par les valeurs de Vo' 5 lorsqu'on aura deux quotients qui comprendront la valeur exacte de Q, on trouvera celle de V^ qui y correspond, au moyen d'une proportion entre les différences; la valeur
de V sera égale à V„ . — .
° ° aco8 9
On simplifiera les calculs en commençant l'opération
aX
avec la valeur de — des tables qui est immédiatement
inférieure à la valeur proposée.
Dans le cas où les valeurs de X sont peu consi
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dérables , avec de gros projectiles , pour lesquels la valeur
aX
de c est très -grande, — aura une faible valeur et on
pourra, en ne commettant que des erreurs négligeables, remplacer (60) ^(X, V.) par [x(X, V,)]\ Par suite,
puisque V^ = 2^A et que xip^ . V.) = (l+flL^JF (ff )
aV
^, Féquation de la trajectoire deviendra
<») -'-"«'-iv&;[{'+"-^)'(K)-"T-
En faisant dans cette équation j^ =: 0 , divisant par x et appelant X la portée horizontale et V la vitesse que
donnerait cette portée dans le vide et qui est V = 1/ -^ — on aura simplement
Si Ton supposait la résistance de Tair proportionnelle au quarré de^ la vitesse , on aurait - = 0 et la vitesse
cherchée se réduirait à V = ^'^(ô*) 5 ^"^ ^^'^ ^^'^s* 9"®
le premier facteur Y' donne la solution dans le cas où la
résistance de Tair est supposée nulle; que le facteur F ( ^)
tient compte de la résistance du terme proportionnel au quarré de la vitesse et que le dénominateur tient compte du terme proportionnel au cube de cette vitesse.
77. L'angle de projection étant donné, on peut trouver la vitesse que doit avoir un projectile pour passer par un point dont la position est donnée relativement au point de
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départ. Soit a la distance horizontale et b la hauteur du but, ce point appartenant à la trajectoire , on devra avoir
divisant les deux membres par a , représentant par i l'angle sous lequel le point à battre est vu de la bouche à feu ,
on aura tanfffi=-, et remplaçant Acos"9 par -;r^,
a Àg
aura
on
r* 2r'(Ung4>— lange) L\ r J \cJ
B^oû, en faisant pour simplifier
_;(Ung^-.tange) = y, f(-)-F(-) =N,
^'"[^(S)"*]^*'- (V.Ub.X)
et en observant que la vitesse est nécessairement positive , ne prenant en conséquence que le signe plus devant le radical, on aura
v = — (-iL.+v/lill+(-!î_v)
Cette expression pourra être calculée comme il a été indiqué (7Sj. On pourra aussi trouver la valeur de V au moyen d une table des valeurs de la fonction 4(^> VJ
en faisant — ' = Vo et en mettant Téquation de la tra-
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* , . , /. 4(«> V.) 2r»(!ang<;> — tange)
jectoire sous la forme — — — ■ = 2_i :;:::: ç ^
déterminant ensuite par plusieurs essais successifs deux valeurs de Yq , inscrites dans les tables XI ou XIII , qui comprennent la valeur exacte et enfin celle-ci au moyen d'aune proportion entre les différences ; ayant V^ on aura
a cos 9
Dans le cas où la portée sera peu considérable, la
quantité ^ sera assez faible pour qu^on puisse remplacer
4 («> V,) par [x(«> V,)]' (61). L'équation qui doit donner y ne contiendra cette quantité qu'à la première puissance ,
et en représentant par V la vitesse 1/ - — , ^ "^
^ 2co8'^(lang9 — langé)
qu'on obtiendrait dans le vide^ on aura simplement
, „, ^ , ,aV'cos4>
En remarquant que
xC0«9 , .C0S9 coB^^(tang9- lange) = (8in<pcoie-Bineco8 9) = sin(<1>-e) ,
la valeur de V sera plus simplement
*^ 2Bin(9 — s) cof9
et si l'on suppose 0 = 0, alors « = 0 et
^ -y sin2<^'
on a alors V et par conséquent V comme lorsqu'on considère la portée sur un plan horizontal (76).
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79. Angle de projection. Si la vitesse est donnée, etqu^on ait à chercher au contraire l'angle de projection, la solutioû offrira plus de difficultés ; la valeur de a est une fonction de Tangle do projection trop compliquée pour qu'on puisse obtenir des formules directes d'une utilité réelle, et d'ailleurs on n'a pas à résoudre ce problème dans le tir des bombes ; h\ ce cas se présentait, il faudrait déterminer approximativement Tangle de projection 9, déterminer de même ec et V, qui entrent dans la fonction 4; ^^^^^ fonction étant ainsi déterminée d^une manière approchée , l'on aurait pour le cas où le but est élevé au-dessus du point de départ, en remplaçant — ;- par (1 4- tang'9), à résoudre l'équation
d*oû Ton tirerait pour la valeur de tangç,
Celte formule ne diffère de celle qui aurait lieu dans le vide
qu'en ce que h est remplacé par -r — ^ (17). Les Taleors
de A et celle de cos 9 qui entrent dans la fonction 4 sont différentes , suivant qu^on prend le signe plus ou le signe moins, et elles ne doivent pas être confondues; Tune appartient à un angle plus petit que celui qui donnerait le maximum de portée, l'autre à un angle plus graud. La recherche de ces deux angles doit être faite séparément.
Si le point à battre est à la même hauteur que le point de projection , on fera 7=0 dans Téquation de la trajectoire, et en observant que ïtangçcos'ç = SsinSç, on aura simplement
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Cette équation donne deux valeurs qui doivent être calculées séparément , et comme dans le cas précédent.
Deux autres problèmes peuvent être proposés, savoir: déterminer Tangle de projection et la vitesse initiale d^un projectile qui doit passer soit par un point donné , la tangente à la trajectoire ayant en ce point une inclinaison déterminée , soit par deux points donnés. Cette application n*a pas d'utilité dans le cas du tir des bombes ; mais elle en a beaucoup dans le tir à ricochet, nous en parlerons plus loin (section IV).
80. De V angle de plus grande portée. On sait que dans le vide l'angle de projection de 45® est celui sous lequel des projectiles animés de la même vitesse initiale donnent les plus grandes portées (10). Il n'en est plus ainsi lorsque le projectile se meut dans un milieu résistant comme l'air, et il est facile de voir que dans ce cas Tangle de portée maximum doit être plus petit que 45®.
En effet , la propriété essentielle du maximum d'une fonction quelconque , c^est que pour des différences trèspetites , soit en plus soit en moins dans la variable , la fonction n'éprouve que des variations extrêmement petites et toutes dans le même sens , et il en est ainsi pour Péquation des portées sur un plan horizontal dans le vide. Mais dans le cas où le milieu oppose une certaine résistance au mouvement du projectile , on voit par l'équation X4(X, V,) = 2/esin29, que pour un angle un peu plus grand que 45®, deux causes contribuent à la diminution de la portée, d^abord la diminution de sin 2^ , la même qui diminue la portée^ dans le vide , et ensuite Taccroissement de A dans 4(^9 V,), ou de l'effet de la résistance sur un arc de plus grande étendue ; au contraire , pour un angle au-dessous de 45®, la valeur de sin2:p va effectivement en diminuant, mais la diminution de retendue de Parc ou de œ produit une diminution dans 4(^ 9 ^1) ^^1
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dans Teffet dû au milieu résistant : cette cause ag^issant dans un sens contraire à la première , Ton voit qull y aura un certain angle qui sera plus petit que 45^, pour lequel les deux effets contraires se contrebalanceront ; cet angle sera celui qui donnera la portée maximum. On voit aussi que cet angle devra être d'autant plus petit que la résistance du milieu se fera plus fortement sentir. Ainsi , dans un milieu résistant l'angle de portée maximum est au-dessous de k^^j et il s''en écarte d'autant plus que la résistance du milieu est plus considérable ou que la vitesse initiale est plus grande, ou enfin que le diamètre et la densité du projectile sont plus petits.
Pour obtenir une relation qui donnerait la portée maximum, il faudrait prendre la différentielle de la portée relativement à l'angle de projection et l'égaler à zéro ; mais l'équation X4(X, V,) = 2/isin2^ qui donnerait la portée , contient l'angle 9 d'une manière très-compliquée ; et il serait difficile de l'employer à calculer la valeur de ç. Le moyen le plus facile est encore de calculer pour un projectile donné et pour une vitesse initiale aussi donnée, quatre ou cinq valeurs de X, correspondantes à autant de valeurs de ^, en choisissant celles-ci, les unes audessus , les autres au-dessous de celles qui doivent donner la portée maximum : la comparaison de ces portées indiquera Tangle cherché avec toute l'approximation dont on aura besoin dans les applications. On devrait faire un semblable calcul pour une série de vitesses différentes et pour chaque espèce de projectile.
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81 . Simplifications. Les formules qui se rapportent au tir des projectiles sous des angles de projection quelconques au-dessus de l'horizon , peuvent être simplifiées lorsqu'on les applique au tir des canons et des obusiers ; Ton obtient , dans ce cas , une solution facile des problèmes que Ton peut avoir à résoudre.
On ne fait pas usage dans le service de lartillerie du tir des boulets ou des obus sous de très-grands angles de projection particulièrement avec de grandes vitesses , parce que , aux grandes distances où porteraient les projectiles , l'irrégularité du tir résultant de diverses causes déviatrices serait très-grande. Les affûts à rouages ne pourraient pas d'ailleurs résister aux effets du tir des bouches à feu sous de très-grands angles ; aussi ne permettent-ils pas un tir au-dessus de 12'', et ce n^est que par 4es dispositions particulières des plates-formes qu'on peut tirer jusque sou»
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des angles de 15° à 16° au-dessus de Thorizon. On peut donc regarder cette dernière inclinaison comme une limite extrême du tir des canons et des obusiers sur leurs affûts et celle de 12° comme la limite dans les cas ordinaires.
Sous les faibles inclinaisons , le rapport de Tare de la trajectoire à sa projection diffère très -peu de Tunité, il ne la dépasse (section III, article 67) que de 0,00127 ou jjj s®"s Tangle de S°, de O,O0S16 ou ~i sous celui de 10% de 0,00745 ou ^ sous celui de 12° et enfin de 0,01184 ou ^ sous celui de 15°. Ces quantités sont très-petites et comme elles n'influent que sur les termes qui tiennent compte de la résistance de Tair , elles pourront être presque généralement négligées, et plus particulièrement avec les faibles vitesses et les gros projectiles. On se fera une idée exacte de leur degré d'importance si Ton remarque qu^en remplaçant par Tunité le rapport a de Tare à sa projection , qui n'entre que comme diviseur des coefficients ^ et r relatifs à la résistance de l'air, c^est comme si la densité de l'air était réduite dans le même rapport ou la pression barométrique diminuée respectivement de 1 , 4 , 6 ou 9 millimètres de hauteur de mercure , quantités qu'on néglige la plupart du temps dans les applications. On pourra donc négliger ces différences dans les formules , avec d'autant plus de raison que ce n'est, en général, que sous les plus petits de ces angles qu'on tire avec de grandes vitesses et que Ton ne s'approche de la limite supérieure que dans le cas du tir plongeant qui s'exécute toujours avec les plus lourds projectiles et avec de petites vitesses, cas où la résistance de Pair a le moins d'influence.
Cela posé , si l'on fait a.=zl dans les formules générales du mouvement des projectiles dans Tair (sect. III), on aura , en conservant les mêmes notations que précédemment (55), pour Téqualion de la trajectoire, pour Texpres-
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sion de l'inclinaison , pour la durée du trajet et pour la vitesse du projectile,
(1) y = x..ng<,-^j-£j- + (x, V,),
(2) unge = Ung^-^j£jj^V(x,V,),
et
82. Solution des divers problèmes. — Le oui étant à hauteur de la bouche à feu. On peut résoudre, au moyen de ces formules , les divers problèmes relatifs au tir des boulets et des obus. Supposons d^abord le but à hauteur de la bouche à feu ; appelant X la portée horizontale , faisant 7 == 0 dans Féquation de la trajectoire et divisant ensuite par X on aura
(5) 2A8in2<î> = X4(X, V.).
Cette équation se déduirait également de la solution générale déjà obtenue (74) en y faisant «4 = 1. Au moyen de celte relation , Ton pourra déterminer une de ces trois choses : la vitesse Y, Tangle de projection ç , ou la portée X , lorsque les deux autres seront connus.
f^itesse. La vitesse V sera, diaprés ce qu'on a vu (73)
Dans ces expressions dont la dernière (éq. 7) se prête au mode de calcul déjà indiqué (75) on a fait pour simplifier ,
(lab. X).
On pourra déterminer Y beaucoup plus facilement au
moyen des tables des valeurs de 4(^9 V.) en essayant
y plusieurs valeurs successives de Y^ = — * de ces tables dans
1 équat. (5) ci-dessus mise sous la forme , = — =^-
= Q 9 jusqu'à ce qu'on en trouve deux dont les quotients de xÇ^i Vi) ps^r Yo' comprennent la valeur de Q et en déterminant la valeur exacte de celle-ci par une proportion entre les différences , comme on Ta déjà indiqué (75).
Dans le cas où la valeur de - est peu considérable et où Ion peut remplacer 4(X, Y,) par [x(^j ^i)]* ^^ [(iH — -)^(â') '*] (art- 60) on aura plus simplement ^ en faisant Y'=\/-r-s-> ^ y 8in 2<p
'il)
■^ *X \ .T V'co»<f
83. Angle de projection. Si l'angle de projection est l'inconnue, on remarquera que cet angle entre dans la valeur de Y, = Ycos^ et par conséquent dans la fonction 4 {x 9 Y,) , mais que cos ^ ne peut pas s^écarter beaucoup de l'unité , puisque les angles de projection sont supposés petits ; on pourra donc regarder son cosinus comme égal à l'unité , sans erreur notable ; en tout cas on pourra lui supposer une valeur approchée et admettre que la valeur de 4(^9 Y,) est déterminée; alors on aura simplement
(9) .in2^ = J4(X, V.).
84. Portée, Si la portée est rinconnue , on cherchera , au moyen de plusieurs substitutions successives et des
parties proportionnelles, la valeur de - qui satisfait à
Téquation (5) mise sous la forme
(10) ?*fi^=Î4(X,V.),
ou bien par le développement en série déjà donné (74) et dans lequel il n^y a qu'à faire a = 1 , X' = 2Asin2p9
—i = Vo on aura pour celte valeur
"■ 2160 \ci
772 + M 41 V. + 805 Vp' -f 6778 V,^ + 2095 V,^ /£\4 "•"^ 25920 \cj
+clc. |.
8S. Angle de chute sur un plan horizontal. Sur un plan à hauteur de la bouche à feu on aura pour Fangle
de chute tang9 = tangf>— j^— q^4'(ar, V,), ou plutôt,
en ne considérant que la valeur absolue de cet angle,
qui est toujours négatif —tango = — — .4'(a;, yj
— tang <p ; or pour atteindre un point situé à la distance X , l'angle de projection ç est donné par la relation
tangip = jj^^4(X, V,), on aura donc pour la valeur
de Tangle de chute
OU, en remarquant que V = 2^A et V, = Vcos^,
(12) -langO = ^[2|'(Xi V.)-4 (X , V.)].
Lorsque les angles de projection sont très-petits on peut remplacer Y, par Y; dans les autres cas, il suffira de connaître approximativement la valeur de ^.
86. L'angle de chute est plus grand que l'angle de projection. En divisant Tune par Tautre les valeurs de tangd et de tang^ on obtient
-lange _4^(X,V,)
Or, d'après ce qu'on a vu (60) , la fonction 4' (X j V,) étant composée avec la fonction représentée par la caractéristique F' comme 4 (X, Y,) l'est avec celle représentée par F, et celle-ci étant toujours plus petite que la première,
■vl'fX V \ il s'ensuit que , ' sera toujours plus grand que l'unité
et que Fangle de chute 6 sera toujours plus grand que Tangle de projection p , les ouvertures étant dirigées dans des sens contraires ] leur rapport sera d^autant plus grand que les portées X et les vitesses initiales Y seront plus considérables.
Le but n'étant pas à hauteur de la bouche à feu
— f^itesse initiale. Si le but n'est pas à hauteur de la bouche à feu, soit a sa distance horizontale et b son élévation au-dessus du centre de la bouche. En faisant
- = tange on aura, comme dans le cas général (77), en
supposant seulement « = 1 et faisant — (tangi? — tangs)
on aura, comme dans le cas où le but est à hauteur
de la bouche à feu,
La dernière expression présentera la facilité de calcul déjà indiquée (75) ; on pourra aussi déterminer très -facilement la valeur de Y par celle de Y^ qui satisfait à Téqua-
Uon mise (77) sous la forme i^ = S^('»°8^-'"80 = ç^ puis celle de V qui est égale Yj, .
Dans le cas où - serait peu considérable, on aurait plus
simplement (78), en faisant Y' = l/r — , , "^ r,
V'cos^'
88. Angle de projection. Les coordonnées a et 5 étant celles d^un point de la trajectoire , devront satisfaire
à 1 équation de celle courbe, qui, en y remplaçant
par 1 +tang'^, deviendra
aH fX V V
h = ataogç \/ (i + tang'^),
ou, en faisant jJL^^ = /,',
M' kfib
Ung'<^ Ung9 + -- — \ri -— 0.
Celle équation donnera pour <p d«ux valeurs , mais la plus
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petite seule devant être admise, puisque le tir n^a lieu que sous de petits angles de projection on aura
tai,g<^ = Va'-\/a'(V-4)-£).
Cette équation ne diffère de celle qui aurait lieu dans le vide qu'en ce que h est remplacé par N = -— — =-r.
Cette solution siqppose qu'on peut déterminer 4 (^ 9 ^,) quoique Y^, qui est égal à Ycos^, contienne Tinconnue ; mais, comme on Ta déjà fait observer, on a supposé Fangle de projection assez petit pour qu'on ait pu remplacer A par 1 , par conséquent on peut dans Y cos ^ remplacer cosç par Tunité, ou au moins par une valeur approchée.
89. Fitesse et angle de projection â^ un projectile qui doit passer par deux points donnés. Deux problèmes qui ont une importance particulière dans le tir plongeant ou tir à ricochet des canons et des obusiers , peuvent aussi être résolus ; le premier est le suivant : Trouver la vitesse initiale et Tangle de projection d'un projectile qui doit passer par deux points donnés.
Soient a ei b les distances horizontale et verticale de Fun des points à la bouche à feu , V et b^ celles de Tautre point ; Y et ^ étant la vitesse et l'angle cherchés.
Puisque la trajectoire doit passer par le point dont les coordonnées sont âr et d, on aura
d^où
b a tang<p =-- r- + («> ^«)-
De même , puisque le second point doit se trouver sur la
trajectoire , on aura
retranchant ces deux équations membre à membre, on aura
d OÙ , en observant que 2^A = V et que V cos ^ = V, , ll_fg^ ^'4KV,)-a4(a,v.)
rî ■" 2ra b b*
Mettant à la place des fonctions 4 leurs développements
et ordonnant par rapport à -^ , on aura une équation du
second degré en — 5 en donnant à M, N, les mômes
significations que précédemment, à M', N', les valeurs
analogues par rapport à a' et d'y et faisant ^' = — f ^, ji
Ton aura , en ne conservant que la valeur positive ,
Cette équation peut être mise sous la forme [is] 1:= " '
xj'V^
Les divers termes de celte expression , A Texception de
€i\ sont fonctions de - et -, et ne contiennent plus les grandeurs absolues a et ci. Une table de ces fonctions servirait donc pour la solution de tous les problèmes de ce genre. On l'a établie (tab. X) pour les valeurs de - F ^? V
-N , - M , de sorte que le calcul de ces termes, en apparence
compliqués , se réduira à des différences à prendre entre les nombres d'une même table. Ces quantités se déduisent d'ailleurs facilement des autres tables , car on a
='{;) ==[''(!)-']■ :"=^K)-']-*Wè)-'} :«=:+="-*[■'(:)-']■
Connaissant — ' on déterminera les valeurs de la fonction
4 {a , V,) et celle de 4 («^ V,) ; alors , en divisant l'une par Fautre les équations premières , ^cos'^ disparaîtra et Ton aura pour la valeur de ^
(16) ^^,,=.'[^;^^2Èil!:ï:lA
)^on en déduira ensuite la valeur de Y qui est égale à
r co8<^'
90. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui doit passer par un point donné, sous une inclinaison déterminée. Trouver la vitesse initiale et l'angle de projection d'un projectile qui doit passer par un point donné et sous une inclinaison déterminée *.
Soient a et b les distances horizontale et verticale du
"^ La solation de ce problème n^avaik pas encore e'té docaée jusqu*ici , inéme en supposant, ce qui est beaucoup plus simple , que la résistance de Tair esl proportionnelle au quarrc de la vitesse du mobile.
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point donné , et 0 Finclinaison de la trajectoire en ce point. La trajectoire devant passer par le point dans les coordonnées sont a et 6, on devra avoir
d^oû y en faisant - = tang e ,
La trajectoire devant avoir au point donné Tinclinaison 9 , on aura (art. 81 , éq. 2)
Retranchant ces deux équations Tune de Tautre , on aura
Ung « - tang e =; ^^,- P 4' (a, V.)-4(a, V.].
Remplaçant Acos'^ par -r^ , muUipilant les deux membres par r*, remplaçant les fonctions 4 et 4' par leurs déve^ loppemenls en F[-] et F'(-), ordonnant par rapport à
-^j on aura une équation du deuxième degré , de laquelle
on retirera la valeur de — ; faisant , pour simplifier ,
servant à M et N les valeurs qu'elles avaient dans les
problèmes précédents, et faisant ç" = — (tang e — tang S),
on aura en ne conservant que la valeur positive , la seule qui convienne,
Cette équation peut être mise sous la forme
Les divers termes de celte expression , à l'exception
de g" y sont fonctions de -, et ne contiennent pas la valeur
absolue de a. On a calculé leurs valeurs dans toutes les limites des applications ; elles font partie de la table X.
Au moyen de celte valeur on pourra calculer 4 («j V,) et 4'(«, V,) ; puis, en divisant les deux premières équations membre à membre , on aura pour la valeur de ?
^,8) tang9 = -—^-^—^^—^ ,
Ton en déduira la valeur de V qui sera égale à —
On devra remarquer que dans le cas du tir plongeant , la valeur de 6 étant négative , le second terme du numérateur sera positif.
91. Si Ton faisait abstraction de la résistance de l'air, les fonctions 4 ^t 4' se réduiraient à l'unité, et l'on aurait , en ne considérant que la valeur absolue de 8 ,
taDg9 = 2taDgt -{- langO;
si les angles sont petits ils pourront remplacer leurs tangentes , et Ton verra que Fangle de tir sera à très-peu prés égal à l'angle de chute augmenté du double de l'angle d^élévation du but au-dessus de Thorizon.
Si le sommet de la trajectoire devait se trouver au point m , on aurait 0 = 0, et dans le vide tangip = 2 tang g. C'est la limite inférieure de l'angle de projection qui peut donner un tir plongeant. Dans Pair, avec cet angle et la
vitesse qui ferait passer le projectile par le point donné , ce projectile serait encore dans la branche ascendante de la trajectoire , et le tir ne serait pas plongeant.
92. Inclinaison, durée, vitesse. Dans les problèmes qui précédent on aura Tinclinaison de la trajectoire, la durée du trajet et la vitesse du projectile en un point quelconque et en particulier au but, par les formules qui ont été données:
tang9 = tang^-5^^'(a, V.), . = ^;e(«,V.),
Dans le tir sous les très -petits angles de projection pour le point de chute ou pour les points peu élevés au-dessus de la bouche à feu , cos ^ et cos S différent peu Tun de l'autre et Ton aura sensiblement
On obtiendra la vitesse initiale en fonction de la vitesse du projectile à une distance quelconque en tirant la valeur de V, de l'équation 4 (81) qui , en y remplaçant x" (^> V J par sa valeur, est
d*oû, après avoir divisé les deux termes du second membre par —i , Ton tire
f;, f> COSQ
Ces formules sont analogues aux précédentes , au signe près de a: , et on aurait pu les en déduire directement en considérant le mouvement d'avant en arrière, c^est-à-dire
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en changeant le signe de x et en mettant p, ou pcosd à la place de Y, ou Vcos(^ ; ce qu'on rend encore plus évident en mettant la relation de Y, à p, sous la forme
Dans le cas où les trajets parcourus sont très -petits le calcul de la vitesse peut être rendu beaucoup plus &cile. En effet , en développant la puissance de ^, après avoir effectué la division de la valeur de Y, mise sous la
forme ç^ ^ en négligeant la deuxième puis-
sance de ^ devant l'unité , et4a différence insensible entre cos^ et cos9, on aura
Cette dernière expression donne immédiatement la quantité Y — p à ajouter à la vitesse connue p ; elle est particulièrement applicable à la recherche des vitesses initiales au moyen du pendule balistique , pour ramener les vitesses mesurées à une petite distance de la bouche à *feu à ce qu'elles seraient au point de départ.
93. Dans le tir habituel des canons et des obusiers, l* angle de projection rapporté à la ligne qui va de la bouche à feu au point à battre, est sensiblement indépendant de l'élévation de ce point. L^expression de l'angle de projection d'un projectile qui doit atteindre un objet situé à une distance et à une hauteur déterminée audessus de la bouche à feu (87) est plus compliquée que dans le cas où Tobjet à battre est à la même hauteur (83) ; mais elle peut devenir aussi simple dans les cas ordinaires, ceux où l'angle d'élévation du but et l'angle de tir ne sont pas grands.
£d effet) si a et 6 sont les distances horizontale et verticale du but , pour que le projectile passe par ce point on devra avoir
Divisant par a, observant que si s est l'angle d^élévation
du but on a tangg =-, remplaçant cos'9 P^^ rr T'
on aura
tang<|.-^taDge a
Dans cette équation y le premier membre ne diffère de
tang(<p — 0 qui est ^^^al^TuDgs^ ^'''®" ^® ^"® ^® dénominateur tang*<p est remplacé par tang^tange. Or, si 9 et 6 ne sont pas grands, ces quantités sont trèspetites et leur différence est négligeable devant Punité; on aura donc sensiblement
(20) lang(<p-e)=^ + (a, V).
Diaprés cette formule , Pinclinaison sous laquelle on doit tirer sera donnée par rapport à la ligne qui va au but sans qu^on ait besoin de considérer l'élévation du point à battre au-dessus de la bouche à feu.
On arrive à une expression du même genre en met--
tant la première équation sous la forme 7t4(^9 VJ = (tang9 - tange) cos' 9 ; alors, par une transformation déjà
effectuée (16) , le second membre devient sin Qp — e) .
on aura donc
or, lorsque les angles e et 9 sont petits, leurs cosinus
et par conséquent le rapport de ceux-ci , différent trés-pea de Tunité, on aura donc sensiblement
expression qui ne dépend plus que de la différence des angles ^ et e et oà l'angle de tir ^ — s est rapporté à la ligne qui va au but.
C^est sur ce théorème important qu'est fondée la théorie du tir au moyen de la hausse, le plus habituellement pratiqué avec les canons et les obusiers.
L^erreur que Ton commet est une fraction de l'unité représentée par tang'cp — tangçtange qui est négligeable dans le tir avec de grandes vitesses et sous de petits angles au-dessus de l'horizon des canons et des obusiers. Ainsi avec un canon de campagne de 12 à la distance de 1000*" sur les pentes que Ton rencontre ordinairement , Terreur correspondrait à une différence de moins de un diamètre de boulet sur l'élévation du point frappé.
Mouvement des projectiles , abstraction faite de l'effet de la pesanteur.
94. Mou9ement des projectiles, abstraction faite de V effet de la pesanteur. L'action de la résistance de Pair s^exerçant toujours dans la direction môme du mouvement du projectile ne peut changer cette direction. La pesanteur seule produit cet effet. Ou obtiendra les formules du mouvement dans l'air, abstraction faite de Teffet de la pesanteur, en p.artant des formules gérérales que nous avons obtenues (57) et en y faisant^ = 0. L^équalion de la trajec-
toire , après y avoir remplacé h par sa valeur ^, et avoir
remarqué qu'en faisant ^ = 0 le second terme disparait , deviendra
y = arlangç,
qui est Téquation d'une ligne droite, laquelle est ici la ligne de projection elle-même.
La formule de l'inclinaison (S8) donnerait aussi
tangO ==: tang^.
Les valeurs de ^ et de c en fonction de x seront données par les deux équations (58 et 59)
' = rib;[{'+=^)-'(S)-^]
et
Mais comme dans ce cas le rapport et de Tare â sa projection est égal à , on verra que «eV, est égal à V
et que tLX ou est le chemin parcouru suivant la ligne
de projection ; on pourra compter les longueurs suivant cette ligne en continuant de les représenter par x^ ce qui revient à faire ^ = 0 ; remarquant aussi que cos 9 = cos^ on aura simplement pour le mouvement rectiligne
et
En tirant de la deuxième équation la valeur de x en
fonction de (^^ on aura
(24) e^ = — — et « = 2clog— —.
On pourrait tirer des équations 22 et 23 la valeur de t en fonction de (^ ; mais on peut la déduire directement de celle qu'on a déjà obtenue (S8) , en y faisant et = 1 et remplaçant f , et V, par (^ et Vj on aura alors
La valeur de retendue du trajet en fonction de la durée résultera de l'équation (22), mais elle ne peut être déduite que par approximation. On y arrivera promptement par
la substitution de valeurs successives de ^ et au moyen des
parties proportionnelles, en mettant l'équation sous la forme
Cette opération sera rendue très-facile au moyen de tables calculées des valeurs de x'(^> V.) (tab. XII et XIV)-
On obtiendra x en série en mettant pour FM r-j son
développement , en prenant la valeur de r- au moyen du
retour des suites , et en remplaçant pour abréger - par Vo ;
* M. le colonel Piobert était dëjk arrive k ces deux expressions de la valeur de / et de x en fonction de t' , dans un Mémoire présenté en 1857 an concours pour le grand prix de mathématiques de Tinstitut, par MM. Piobert, Morin et Didion.
on trouvera
i + VofV , 2+5Vo+5VoV<V>
- *vr4-i±Liïa.!±ïIi±ïlL/'îlV "" L 2 2c"^ 2.3 \2c/
6 + 26Vo + 25Vo' + 45Vo^ / /V \ ^ 2.3.4 \^)
24 + i54V,+ 340Vo»+3i SVo' + 105 Vo^ / rV >
— elc. .
Connaissant x on trouvera la vitesse du projectile au moyen de Féquation (23) ci-dessus.
On s^est assuré par des applications numériques que dans les limites de l'emploi ordinaire des projectiles , cette formule est assez convergente pour que le nombre de termes donnés ci-dessus soit suffisant.
95. Les longueurs et les durées des trajets de deux projectiles différents qui passent d'une vitesse donnée à une autre vitesse donnée, sont proportionnelles au produit des diamètres par les densités. Dans les formules (24) et (25) qui donnent or et ^ en fonction de la vitesse , et qui sont
les valeurs de or et de ^ sont proportionnelles à la quantité 2c qui dépend du diamètre et de la densité du projectile, et d'une certaine fonction de la vitesse initiale et de la vitesse du projectile.
Supposons deux projectiles dont les demi -diamètres soient respectivement R et R', et les densités D et D', on aura (56 et 55)
_ 4 ^B}D _ 4ED ^ _ UK'D'
'^ "" 3 AflrRV "" 3 A<7 ^ ~ 3 A^ *
Si ces projectiles partent avec la vitesse connnuné V, lorsque leur vitesse sera réduite à t' , ils auront parcouru des trajets dont les longueurs respectives x et a:' seront
X = 2clog_: li et x> = Sc'log. ^ *■'
le rapport de ces deux longueurs sera , en admettant que la valeur de A ne varie pas en passant d'un projectile à l'autre , ou que la résistance de Tair est proportionnelle à la surface d'un grand cercle, ce qui, dans certaines limites, ne s'éloigne pas beaucoup de la vérité (Si)
Si t et f' sont les durées de ces trajets , on aura également
f _ 2c _ RD ? "^ 2c' *~ R'D''
d'où l'on déduit ce théorème important.
Lorsque deux projectiles différents partent avec la même vitesse -et arrivent avec des vitesses égales , les longueurs et les durées des trajets sont proportionnelles au produit des diamètres des projectiles par leurs densités.
Si les densités sont les mêmes, comme lorsqu'il s'agit de boulets de même matière , les longueurs et les durées des trajets sont proportionnelles aux diamètres. Si les diamètres sont les mêmes, comme lorsqu'il s'agit de boulets et d'obus du même calibre , les longueurs et les durées des trajets sont proportionnelles aux densités.
Ce théorème fait voir immédiatement l'avantage que
* M. le colonel Plobert avait dëjk appliqaé ce principe en 1835 , dans ses leçons aux élèves de Técole d'application , sur le projet de bouches à fea.
présente, sous le rapport des vitesses à diverses distances, la grandeur des diamètres ou des densités des projectiles. La vitesse des petits projectiles est promptement diminuée, à moins qu^ils niaient une grande densité, comme celle du plomb des balles de fusil ; et Ton n'emploie les projectiles creux en fonte, dont la densité varie de moitié à deux tiers de celle de ce métal , que sous le calibre des plus •gros boulets.
96. Démonstration directe. On peut démontrer ce théorème d^une manière élémentaire , sans passer par les formules du mouvement des projectiles , et Ton voit qu'il est indépendant de Texpression de la résistance çn fonction de la Altesse, pourvu que cette résistance soit proportionnelle à la superficie d^un grand cercle du projectile.
En effet , considérons un projectile animé de la vitesse initiale V, et soit V, , V,, V3.... , les vitesses qu'il conserve après avoir parcouru des trajets élémentaires successif et très-petits, «, , ^,, e^ Si P est le poids de
ce projectile , R son rayon , et D sa densité , la force vive perdue durant le trajet ^. , en passant de la vitesse Y à la vitesse V, sera
Ces deux vitesses étant trés-peu différentes Tune de l'autre , la résistance n'a pas sensiblement varié durant le trajet , et elle pourra être représentée par la résistance p, qui
correspond à la vitesse moyenne — ^— ^ ; en désignant
par la caractéristique f la fonction de la vitesse qui représente la résistance^ de telle sorte que celle-ci soit
CV4-V \ ^ j, la quantité de travail con-
CV-f-V \ — T
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sorte qu*on aura , en vertu du principe des forces vives ,
de là on tire , en remplaçant P par g-yR'D
_ 4 «oi^DCV^-V^ _^^ _V^-V,^
2<irR
Si Ton suppose un second projectile de rayon R' et de densité D', partant avec la même vitesse initiale p, il arrivera à la vitesse Y,, après avoir parcouru un trajet élémentaire e,' qui aura pour expression
de ces deux équations on tire , puisque la fonction de V et de V, est la même ,
c, "" RD ^'^ '* ~" ** rF *
Il est évident que pour les trajets élémentaires suivants , on aurait également
RD' *^-~*'RD' **""**RD
et ainsi des autres ; en faisant la somme membre à membre, on aura
OU, en appelant E la somme des trajets élémentaires e, ^- ^a + etc. , c'est-à-dire Tétendue entière du trajet du premier projectile , lorsque la vitesse Y sera réduite à p ; et de même E' la somme des trajets élémentaires e/ + ej + e^' 4- etc. , ou rétendue entière du trajet du second projectile ,
lorsque la vitesse Y sera réduite à la même valeur v , on aura
RD £ RD
par conséquent , te rapport de Fétendué des trajets de deux projectiles est égal à celui des produits des diamètres , par les densités.
Quant au rapport des durées des trajets , on remarquera que les trajets élémentaires e, et ej étant parcourus
V-f-V avec la même vitesse moyenne ^ ' ^ les durées élémentaires t, tj seront proportionnelles aux longueurs de ces mêmes trajets , ou aux rapports des produits des calibres par les densités y de sorte qu'on aura
on aura de même pour les durées élémentaires suivantes
RD » '^' ^ *' RD
et ainsi des autres ; de sorte qu'en appelant T' et T, les durées totales des trajets y pour passer de la vitesse Y à ' la vitesse s^ y on aura
T' = T -sir o^ ;r = "sir • RD T RD
Par conséquent aussi, le rapport des durées des trajets des deux projectiles est égal à celui des produits des diamètres par les densités.
97. Si Ton connaît pour un projectile retendue et la durée du trajet qu'il parcourt pour passer d^une vitesse donnée à une série de vitesses différentes, suffisamment rapprochées et décroissant, pour plus de simplicité , par quantités égales entre elles , on aura les longueurs et les
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durées pour un autre projectile quelconque en multipliant les. premières par le rapport de&'produits des diamètres par
2c' Jes densités ou par le rapport ^. On trouvera au moyen
des différences et des parties proportionnelles^ ce qui se rapporte aux vitesses comprises entre les nombres de la table. On obtiendrait plus de facilités dans les applications, trop simples pour quHl soit nécessaire de les détailler ici , en calculant une table pour une valeur de 2c exprimée par un nombre rond dans les limites des valeurs de 2r, dDOO*" par exemple, et on la rendrait ainsi indépendante du coefficient du quarré de la vitesse dans Texpression de la résistance de Tair ; mais elle dépendrait encore du rapport de ce coefficient à celui du cube de la vitesse.
En conservant A pour coefficient dtf premier terme de l'expression de la résistance de l'air, on devra avoir
^--r— -=: 1000, ce qui particularise le projectile auquel se
rapporte la table.
Cette table étant calculée pour une valeur déterminée
de - il faudra dans le cas d^une autre valeur regarder
les nombres de la colonne des vitesses comme augmentés dans le même rapport que la nouvelle; alors le rapport
-^ resterait le même, et la valeur de oc qui est x =
2c log ne dépendrait plus que de - et -.
Dans la valeur de t qui est t =z^cl yj — - ou
le second facteur ne dépend que
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du rapport - et =^ , mais le premier facteur variant en raison inverse de r, on voit que le tableau des durées relatives à 2c = 1000"* et la valeur de - des tables ne
pourrait servir pour une autre valeur supposée égale à
~ qu'à la condition de regarder la quantité 2c comme
ayant varié aussi dans le môme rapport que r et qu'elle
fi a pour valeur 2c' = 1000-.
Nous ne donnons pas de tables de cette espèce à cause de cet inconvénient. Les tables des valeurs de x' et x" (Tab. XII et XIY), dont l'application ne dépend pas des coefficients les remplacent avec avantage sous tous les rapports.
98. Application au tir à grandes vitesses sous de très-petits angles de projection. Tant que les portées ne sont pas trés-considérables , que le projectile est animé d^une grande vitesse et que par suite l'angle de projection est très-petit, la trajectoire est très- allongée dans le sens ^horizontal 9 et son inclinaison au-dessus ou au-dessous de Thorizon est toujours très -petite, on peut donc, entre certaines limites et sans beaucoup d'erreur, négliger la composante verticale de la résistance de l'air; la compo-* santé horizontale sera alors la seule force qui agira suivant cette direction, et la pesanteur la seule force verticale. Dans cette hypothèse , ces deux forces seront indépendantes l'une de Tautre ; la première sera considérée comme dans le mouvement rectiligne , et la seconde comme si la résistance de Pair n'existait pas.
Cela posé; soit toujours p Tangle de projection du mobile, y la vitesse initiale, x ei y les coordonnées d^un point quelconque de la trajectoire, et v la vitesse du projectile en ce point ; faisons Y cos ^ = Y, , et conservons à c et à r les mêmes valeurs que précédemment.
Sans Taction de la pesanteur, le projectile se serait mu suivant la direction initiale OA (Fig. 15), par conséquent, après avoir parcouru une longueur OB dont la projection horizontale est or, il se sera élevé de BC = ortangip ; mais pendant la durée t du trajet, l'action de la pesanteur aura fait
abaisser le projectile de la quantité Bm égale à r^^*, et par
conséquent la hauteur mC ou y au-dessus de Thorizontale , sera y =: x tang <p — ^^t* ; or, V, étant la vitesse initiale du mobile suivant la ligne horizontale, on aura t -=.
TT^ipo ^ V,) , et par conséquent pour l'équation de la tra-
jectoire, en faisant V = 2^A,
En comparant cette valeur de / à la valeur exacte (57), on voit qu^elle en diffère en ce que la fonction 4(^, V,) est remplacée par la fonction [x'(^) V,)]*. Elle s'en éloigne plus que celle que Ton obtiendrait en remplaçant 4(^î V,) par [x(a?, V,)]% dont on s'est déjà servi (76, 78, 82, 88), après avoir calculé la différence qu'elle présente avec elle (61). Cette méthode n^a, d^ailleurs, que l'avantage de se prêter facilement à la construction de la trajectoire par points , lors que l'on a la loi du mouvement , abstraction faite de la pesanteur; mais , au moyen des tables des valeurs de 4 (^ > ^i) 9 1^ première formule est à la fois plus facile et plus exacte.
La manière dont Lombard a traité le mouvement des boulets '*' dans l'air revient à celle - ci ; mais cet auteur supposait la résistance de Pair proportionnelle au quarré de la vitesse ; de plus , il ne prenait que les premiers termes
* Traite du mouvement des projectiles , appliqué au tir des bouches à feu, page 409 et suivantes.
du développement de Texponentielle y de sorte que la formule comportait trois causes d'erreurs. On ne doit donc pas s^étonner si , dans les applications qu^on en a faites , on ar trouvé peu d^accord avec Texpérience.
Hypothèse de la résistance de l'air, proportioimeUe au quarré de la vitesse du mobile.
99. Circonstances dans lesquelles la résistance de l'air peut être représentée par un seul terme proportionnel au quarré de la vitesse du projectile, — Simplifications qui en résultent. Lorsque Tangle de projection d'un mobile au-dessus de Thorizon n^est pas plus grand que celui que permet le tir des canons et des obusiers , on arrive , comme on a vu (§ I) à une solution assez facile des diyers problèmes qu^on peut se proposer, sur le tir de ces bouches à feu; mais les formules se simphfient beaucoup encore y dans le cas où la résistance peut être exprimée par un seul terme proportionnel au quarré de la vitesse.
Lorsque le projectile lancé sous un petit angle de projection n^a pas un grand trajet à parcourir, que sa vitesse initiale n'est pas considérable, et qu'en même temps il n^est ni de faible calibre ni de faible densité , il en résulte que sa vitesse diminue peu du commencement du trajet à la fin. Dans ce cas , il est permis de simplifier l'expression de la résistance de Pair et de la réduire à un seul terme proportionnel au quarré de la vitesse.
Dans l'expression générale do^ la résistance de l'air p =
A'TftVfl +-)> la valeur de -est une très -petite frac-
lion , de sorte que , si ç> n'est pas grand , le rapport - ne
sera qu'une petite fraction ; si en même temps il varie peu du commencement à la fin du trajet, on pourra , sans grande erreur, remplacer sa valeur variable d'un point à l'autre par une valeur moyenne regardée comme constante.
Les circonstances de fort calibre , de faible vitesse et de distances peu considérables, se trouvent particulièrement réunies dans le tir trés-plongeant ou tir à ricochet ; ce tir ne s'^exécute qu'avec les boulets ou les obus des plus forts calibres , avec des vitesses assez petites pour que le projectile soit dans sa branche descendante lorsqu^il arrive vers le point à battre et à des distances de la bouche à feu, limitées, à la fois, par les circonstances du service et pour éviter les trop grandes déviations ; dans ce cas , le
rapport - ne sera qu'une petite fraction , et le rapport de la
vitesse initiale V à la vitesse d'arrivée (>', qui d'après l'expression de la force accélératrice de la résistance de l'air p' =
différent de TunKé ; de sorte que [l + -] dans Texpression de la résistance de l'air, pourra être remplacé par sa valeur moyenne 1 -*- -- — ^"5 ^^ ®" faisant A' = Af 1 -1 3~~ )?
cette résistance aura pour expression p = A'';rRV\ La valeur de A' comme celle de v\ et dans certains cas celle de V devront être déterminées au moins approximativement avant Tapplication des formules.
Soit, pour exemple, un boulet de 24, lancé avec une vitesse initiale de d20"", à une distance de 350"*. En prenant A = 0,027, - = 0,0023, pour la résistance de l'air,
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12^,01 pour le poids du boulet, 2R = 0™,H85 pour son diamètre, g = 9™,809, on aura ^c = 2674", * =
seront 1,276 et 4,238; elles différent de leur valeur moyenne 4 ,257 Tune et l'autre de 0,01 9 ou ^ de celle-ci en plus ou en moins. Cette faible différence, dans Texpression de la résistance de Fair ne peut apporter dans la forme de la trajectoire et dans les relations des divers éléments^, que des erreurs généralement négligeables ; on peut donc , dans des circonstances semblables à celles de cet exemple , remplacer Texpression binôme de la résistance par lexpreâsion monôme , supposer celle-ci proportionnelle au quarré de la vitesse et déterminer le coefficient de cette résistance diaprés la vitesse moyenne qui devra être connue au moins approximativement. Dans Texemple cité, on aurait A' := 4,237 A, et par conséquent p = 0,03395;rRV' et 2c'
=: 2427'",3, et en général pour Texpression de la
4,257 résistance de Fair p = AVRV, et pour la force retarda-
trice p| ou p' = ^, en faisant Se- = ^,.
La quantité c' est ici la hauteur due à la vitesse à laquelle la résistance qu'éprouverait le projectile dans Fair serait égale à son poids ; car si u est cette vitesse , on devra avoir AVR*w' = P , ce qui donne w' = 2^c'.
Cela posé , en suivant la même marche que précédemment , on arriverait à 1 équation de la trajectoire , à Finclinaison de cette courbe en un point quelconque, à la durée du trajet et à la vitesse du projectile , et ensuite à la solution des divers problèmes que Fon doit se proposer dans Fespèce de tir auquel Fhypolhése peut s'appliquer ; mais il est plus simple de déduire la solution de ces questions des résultats auxquels on est déjà arrivé (§ I) , en
IV
remplaçant <? par c' calculé jrs , les fonctions composées se réduisent respectivement à nctiona y^^a,^ v.) et /(or, V.)
é^ulea»i aa l'hy^j^othèse de la .v,o„„e//e «^ ^^.^^^é de la vi-
». ^.^'''ï^^^^^' on trouve pour ,' „ '««^^"aison , la durée et la conservant lc«i w« ^ (lia <>^ naemes notations
«" accentuant la valeur de c
tango =- lang,p
cm
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r^mes que celles ouV»^* ?^^ autres valeurs sont ,„ ^ sont devenues K ^**'*^ées divers auteurs*, «* PS qui*?"""""^ ^-^-^«''o'^'.T'^ plus Simples, par Solution des 7.°"*^"t *^«>«Pte , ,^ P*' ^^' caractérisdre s' K,- ""^ P^«Mèrv, ^ ^^ résistance del'air.
'«> «obtiendra de . **^^-s que l'on peut avoir à
fuies riA -A ""fittie /
«« déjà obtenues ^§ ^ ' "^^ disant ; = 0, dans
^ï Cours dct JW -
o 4'îiruil **^33 ^^ Ï^E^I- Poisson , Cours de Méca-
'^*^i<i, 1844^' ^ ^'Ol^^^*^*-^*lUe, lithographie de Técolc * *•»&**. *^^"^*;), *'^'^iïn et divers auteurs (Aide-
loi. Solution de divers problèmes entre les portées, les vitesses initiales et les angles de projection. — Le but étant à hauteur de la bouche à feu. Lorsque le but est à hauteur de la bouche à feu , on a 7 = 0 ; appelant X la portée horizontale , Féquation de la trajectoire , après avoir divisé par X, deviendra,
0 == ung <?)—.-- — j-pf-)
d'où Ton lire
2A Vc'/* 28in2<î> Vc'/ ^ sin2<]> \c^ )
Puisque pour obtenir la même portée l'angle ou la vitesse de projection doivent être plus grands dans l'air que dans le vide, il s'ensuit que, sous des angles et des vitesses de projection égaux , la portée dans Pair est moindre que dans le vide ; on obtiendra cette portée au moyen de la table X (4^ colonne) et de l'équation ci-dessus mise sous la
forme 7 F f— j = -^ sin2<p ; on l'obtiendra en série par le
développement de Ff jj et par le retour des suites, ce
qui donnera, en appelant X' la portée dans le vide ou 2/isin29,
Durées. Sous des angles et des vitesses de projection égaux, les durées des trajets dans le vide et dans Pair
sont respectivement T' = et T = r^ F' 1^:7] ;
^ VC0B<|) VC0B<|> \2c'/ ^
et comme on a XF(p) = SAsinSç = X'5 on aura
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Uc»/ '^2 2c''*"2.3 4c"'^2:3:4 8.c'^'^*''''
En comparant le numérateur et le dénominateur terme à terme, on voit que le premier est plus grand que le second ; par conséquent la durée du trajet est plus grande dans le vide que dans l'air ; le rapport de ces durées , déduit de Texpression ci - dessus , est 4 X 1 X» 4 X5 * + 42 7'+'48?^ + 36Ô?3 + ^**^-
Sommet de la trajectoire. Appelant ocf et y' les coordonnées du sommet de la trajectoire , observant qu^en ce point l'inclinaison est nulle on aura, en remplaçant les
fonctions F et F' par leurs expressions en e^' , les deux équations
et
• d^où l'on tire
x* z=z c'log^4-+--8m2<?))
et
y = x'(ung9+^^^)-caan6ç.
jéln^le de chute. Il y a entre l'angle de chute et l'angle de projection le rapport suivant, déduit de celui qui a déjà été donné (86)
— lange ^^l?) , , 4X 4 X^ , 4 X^ 4 X4
p ::s: «-_____ ._4 — 4J-- — -A- -4- — -4- — —, '+• etc.
lang9 ^/Xx * — *^3 c'^48 c'>^270 c'3^3240 c'4^
102. Le but n étant pas à hauteur de la bouche à feu. Lorsque le point à battre n^est pas à hauteur de la bouche à feu 9 aei b étant les coordonnées de ce point, on a
h = atang^-
l'inconnue ,
en faisant - = tang s on aura , si la vitesse initiale est
4coB^<^(taog<}> — taoge) \d J
ou
^ 2 cos'<f (tang <? — lang ej \ c/ / '
et par des transformations connues (16)
^ ^ a C08 e / a \ • / ag cos e / a \
JiaUï(jif-t)* cos<^ Vc'/ ^ 2sin(<^~s)*co8<^ \?J'
Si l'angle de projection 9 est Tinconnue y. on aura deux valeurs dont la plus petite seule peut être admise, et en
faisant = A', celle-ci sera ,
tang
103. Lorsque la trajectoire doit passer par deux points donnés dont les coordonnées sont a et b^ a! et b\ on tire la vitesse et Tangle de projection des deux équations qui doivent exister en même temps ,
OU
lang<? = 5^ , langç • = — j— .
a 4A 008^9 ce 4/«co9'<|>
En divisant Tune par Taulre ou en retranchant Tune de Tautre membre à membre, on obtient respectivement
tang9 = ; ; el A = r Tf
puis
La table X (4*^ colonne) donnant les produits p*' (p)
rendra les calculs très -faciles.
Lorsque la trajectoire doit passer par un point donné dont les coordonnées sont a et 5 et faire en ce point un angle 9 avec Thorizon , on déduira la vitesse et l'angle de projection des deux équations suivantes
& = atang« — r- F ( - ) et UnsO = tangÇ — t-, r-F'(-:)>
qui doivent exister ensemble ; ou , en faisant - = tang e ,
aF
lang<? — lange = et tang^ — tango = c .
4ftC0B'<|> 2« 008^9
Divisant Tun par Pautre et retranchant Tun de Tautre les membres de ces équations on obtiendra pour ç et pour h , puis pour V = \/2^A ,
2F'(-^)tange-F(^)langO
langc^ =
et
/♦cos""* lang£ — lang<|>
La table X (8** colonne), donnant les valeurs de 2F'(^)
— V(-\ rendra les calculs très-faciles.
Dans chacun de ces problèmes , on déterminera la durée et la vitesse du projectile , par les valeurs de ^ et de o données plus haut (101).
La solution des principaux problèmes qu'on peut se proposer dans le tir plongeant , se trouve ainsi très-facile dans Thypo thèse de la résistance de Tair proportionnelle au quarré de la vitesse du projectile ; mais il est nécessaire, comme on Ta dit, de déterminer la valeur de (/ pour chaque cas particulier, ce qui force à chercher, quand elles ne sont pas données , la vitesse initiale et la longueur du trajet , d'où dépend la vitesse moyenne , et par suite celle de A' et de (/. Cette méthode n'est pas sans inconvénients, à cause des opérations préliminaires qu'elle exige ; on trouvera préférable , en général , d'employer les formules directes (§1) qui ne demandent aucun calcul préparatoire.
104. Inexactitude de l'hypothèse dans le tir à grandes vitesses. La méthode que Ton vient d'indiquer, pour le cas des petites vitesses , des gros projectiles et des courtes distances, ne pourrait être appliquée, sans des erreurs notables , lorsque ces circonstances ne sont pas réunies ; tel est le tir des boulets aux grandes distances et avec les vitesses qu'on leur imprime ordinairement ; la vitesse du projectile varie trop rapidement , et le terme proportionnel au cube de la vitesse a une trop grande importance pour qu'on puisse ne considérer que le quarré delà vitesse. Ainsi, un boulet de 24 ayant 0'",1485 de diamètre, pesant 12^,01, et animé d'une vitesse initiale de 500" ', conserverait, d'après la loi de résistance de l'air que nous avons trouvée, aux distances de 500™, 1000", 1500'", 2000"^, des vitesses de 3G0™,
270™, Sia-», 169"». La valeur du coefficient i + '^ serait
respectivement 1,988, 1,882, 1,818, 1,768, et celle de A' qui doit multiplier tRV, devrait être respectivement aussi 0,0537, 0,0502, 0,0491 , 0,0472, et aller ainsi en diminuant. Il résulte de là que si , sans tenir compte de cette diminution, on voulait chercher les vitesses initiales qui , sous des angles observés , ont donné les portées de SOO'", 1000™, 1500™, 2000™, on devrait adopter le coefficient qui satisferait à l'observation d'une de ces portées , celle de 500™ par exemple , et qui donnerait une certaine vitesse ; cela reviendrait , puisque les coefficients relatifs aux autres portées devraient être plus petits , à supposer la résistance de Pair trop grande, et par conséquent conduirait à trouver des vitesses initiales d'autant plus grandes , que les portées ou que les angles de projection , dont elles sont déduites , sont plus considérables *.
Il résulte , de là , que les formules qui ont été données au § I , présentent à la fois et dans tous les cas , plus d'exactitude et plus de simplicité.
* Cest ce qui esl arrive presque constamment, notamment dans les expériences d^artillerie exécutées a Gavre, de 1830 h 1840, par ordre de M. le Ministre de la marine (Imprimerie royale , 1841) , dans celles de Toulouse , en 1833 , et dans celles de Valence , en 4843 (Archives du dépôt central de Tartillerie) *, c'est à tort qu^un en a conclu que la vitesse d*un boulet lancé avec des charges égales de poudre , augmentait avec l'angle de projection (Aide -Mémoire d'artillerie, 1844, page 430).
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Propriétés générales des trajectoires.
'' 105. Exposé. Les expériences qui ont été faites pour déterminer la loi de la résistance que Faîr fait éprouver aux projectiles en mouvement (sect. II) ^ ont montré que cette résistance peut être représentée par deux termes ^ respectivement proportionnels au quarré et an cube de la vitesse ; le second de ces termes a une valeur assez grande pour qu'aux vitesses dont sont généralement animés les boulets son influence ne soit pas moindre que celle du premier terme. Il n'est donc pas négligeable.
On a vu que quand les vitesses sont faibles ^ les distances peu considérables 9 les angles de tir peu élevés ^ et lorsqu'en même temps les projectiles sont de fort calibre , la vitesse éprouve peu de variation depuis le commencement du trajet jusqu'à la fin, et que Ton peut, avec une exactitude suffisante (99), représenter la résistance de Tair par un seul terme proportionnel au
quarré de la vitesse , à la condition cependant de déterminer le coefficient de cette résistance dans chaque cas particulier. Mais cette exactitude n'existe plus dans le cas du tir habituel des boulets sous de grandes vitesses initiales (io4). Il en est de même dans le cas des grands angles de projection ^ comme celui du tir des bombes, parce que Faction de la pesanteur sur le projectile se joignant à celle de la résistance de Fair pour en retarder la vitesse dans la branche ascendante ^ la vitesse varie beaucoup depuis le point de départ jusqu'au sommet de la courbe ; elle varie de même dans la branche descendante et la variation est d'autant plus grande que l'angle de projection est plus élevé au-dessus de l'horizon et que la vitesse initiale est plus considérable.
On ne peut donc pas dans ce cas regarder la résistance de Fair comme proportionnelle au quarré de la vitesse dans toute l'étendue de la trajectoire, même en adoptant un coefficient particulier pour chaque cas.
Or, c'est en se fondant sur cette loi que jusqu'à présent les géomètres ont traité le problème de la balistique. Les résultats de leurs savantes recherches deviennent par ces raisons moins susceptibles d'application ^ mais cependant , sous le rapport analytique sur tout, ils conservent encore leur valeur, à cause de l'analogie qu'ils présentent dans bien des cas avec les formules fondées sur une loi exacte ; aussi nous croyons devoir donner un résumé de ces travaux, pour compléter ce Tratté de balistique. D'ailleurs, quelques-uns d'entre eux, dus à une haute analyse, et encore manuscrits, présentent un grand intérêt, et plusieurs méthodes peuvent recevoir de nouveaux perfectionnements ; eu même temps les notations que nous avons adoptées et les tables que nous avons calculées , donnent à la plupart des résultats une forme plus simple et en rendent Fapplication beaucoup plus facile. 106. Diverses méthodes d'approximation. Les méthodes qu'ont employées les géomètres pour résoudre le problème de la balistique sont de trois espèces. Par les unes, on arrive à des relations exactes entre certaines quantités qui appartiennent à la trajectoire, et au moyen desquelles on peut arriver aux relations dont on a besoin en calculant numériquement les diverses parties de cette trajectoire. L'approximation peut être augmentée à volonté en
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multipliant le nombre des parties et les calculs numériques. Telle est la méthode des quadratures et la méthode d'Ëuler.
Par d'autres méthodes, on obtient les valeurs qu'on cherche en séries développées suivant les puissances des quantités données. Elles donnent une exactitude d'autant plus grande que les séries sont plus convergentes et qu'on emploie un plus grand nombre de termes. Ces méthodes ont été. successivement employées par Lambert 9 Borda , Tempelhof, et en dernier lieu par Français et quelques autres géomètres.
La troisième méthode consiste à remplacer les expressions qui se refusent à l'intégration par des expressions approchées qui soient intégrables, de façon qu'on arrive à des relations en termes finis entre les quantités que Ton a besoin de considérer ; les valeurs qu'on obtient ainsi ne sont qu'approchées et l'on n'est pas le maître d'augmenter à volonté le degré de l'approximation ; Fexcellence de la méthode dépend du choix plus ou moins heureux de l'expression introduite; celle-ci doit à la fois donner une exactitude suffisante à l'objet qu'on se propose et rendre les calculs assez faciles dans les applications numériques.
Telle est la méthode ingénieuse imaginée par Borda y dans laquelle est entré après lui Besout, et qui a été ensuite perfectionnée par Legendre et Français.
En exposant les résultats de ces recherches analytiques y nous indiquerons sommairement la marche des calculs ; quant à quelques démonstrations et aux développements , nous renvoyons aux ouvrages que nous citerons *. Pour qu'il soit plus facile de saisir les
^ Les ouvrages principaux qui ont traité de la balistique et dont nous rësnmons en partie les résultats, sont les suivants:
Recherches sur la véritable courbe que décrivent les corps jetés dans Tair ou dans un autre fluide quelconque, par Euler ; insérées dans rilistoire de FAcadémie royale des sciences et lettres de Berlin, année 1755, page 321 et suivantes.
Mémoire sur la résistance des fluides avec la solution du problème balistique, par Lambert; inséré dans les Mémoires de FAcadémie de Berlin pour 1767, page 102 k 188 , réimprimé au Journal des armes spéciales, 1845, avec des notes de M. Rieflel.
Sor la courbe décrite par les boulets et les bombes en ayant égard
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rapports que les résultats présentent entre eux ^ nous adopterons pour tous des notations communes et nous traduirons en conséquence les formules données par les divers auteurs.
Nous exposerons d*abord les propriétés générales de la trajectoire.
à la résistance de Tair, par le chevalier Borda ; inséré dans les Mémoires de TAcadémie des sciences de Paris , puar Tannée 1769 , réimprimé au Journal des armes spéciales, 1846.
Cours de mathématiques à Tusage du Corps royal de Tartillerie, tome ly, par Besont , de TAcadémie royale des sciences , année 1788. — Mouvement des projectiles , page 138 à 197 de Tédition de 1788 , et appendice.
Dissertation sur la question de balistique proposée par TAcadémie royale des sciences et belles -lettres de Prusse pour le prix de 1782 , par Legendre ; réimprimée au Journal des armes spéciales , 184î>.
Mémoire sur le problème balistique ou sur le mouvement d*un corps dans un milieu résistant en raison du quarré des vitesses , par M. de Tempelhof; inséré dans les Mémoires de TAcadémie de Berlin pour les années 1788 et 1789, page 216 à 299, ou le Bombardier prussien, par de Tempelhof, capitaine d'artillerie au service de Sa Majesté le roi de Prusse; Berlin, 1791.
Traité du mouvement des projectiles, appliqué aux bouches à feu
par J. L. Lombard^ professeur aux Ecoles d'artillerie d'Auxonne, 1796.
Mémoire sur la théorie du mouvement des projectiles dans les milieux
résistants, par le capitaine Moreau; inséré dans le Journal de TEcole
polytechnique, 11® cahier, 1802.
Recherches sur le mouvement des projectiles dans les milieux résistants , par F. Français , professeur de mathématique k l'Ecole d'artillerie de La Fère; an XIII; ouvrage manuscrit appartenant k la bi~ bliothèque de l'Ecole d'application de l'artillerie et du génie , k Metz , et dont copie a été adressée k l'Institut de France.
Balistique. — Indication de quelques expériences propres k compléter^ la théorie du mouvement des projectiles de l'artillerie, précédée de l'analyse nécessaire , par A. M. d'Obenheim , professeur de mathématiques k l'Ecole d'artillerie de Strasbourg , 1814.
Traité de mécanique, par S. D« Poisson. — Mouvement des projectiles dans le vide et dans un milieu résistant.
Cours de balistique k l'usage des élèves de l'Ecole d'application de l'artillerie et du génie , par M. Persy, professeur ; lithographie de l'Ecole d'application, octobre 1833.
107. Notations , propriétés générales de la trajectoire. Soit 0 le poini de départ du projectile ^ V sa vitesse initiale suivant OA (Fig. i5)y ^ Fangle de projection au-dessus du plan horizontal ^ h la hauteur due à cette vitesse ^ P le poids du projectile , R son rayon 9 D sa densité ou le poids de l'unité de volume de ce projectile ^ a? et y Fahscisse et l'ordonnée d'un point quelconque M de la trajectoire ; soit s la longueur de l'arc OM^ t le temps employé à le parcourir^ ç la vitesse au point M ^ js la hauteur due à cette vitesse j e Tînclinaison de l'élément de la trajectoire ou de la direction du mouvement du projectile arrivé en ce point; nous
du dx du
ferons prr-—, on aura donc |) = tang6. cosOss — , sinO = -r
dx ds ds
et p:^-7 ; soit encore g la pesanteur ou la vitesse acqmse par un dt
corps après la première seconde de sa chute dans le vide, La
résistance p sera représentée par ns^^'j dans cette expression
n = A«»R* (5i) 5 on a aussi A = —, 5 étant la densité de
l'air et A; un coefficient déterminé par l'expérience. La masse du
P mobile étant - , la force retardatrice ^ due à la résistance de
1 air sera p — ou ~ <* en faisant 2c = — = •■ = = -rr- .
^ g "le ng A<arR'^ 3 AS
Note sur la formule employée par Lombard , pour le tir de bat en blanc et pour la formation des tables de tir, par M. Bellencontre , lieutenant-colonel dVtillerie. — Voir ansai l'Âide-Mëmoire d!artillerie de iSU , page 642.
Formules balistiques et tables de tir, par M. Ghiniac, chef d'escadron d^artillerie. — Yoir aussi rAide-Mëmoire d^artillerie de 1844 y page 642.
Tables balistiques gënërales et tbëorie matbëmatique du tir à ricochet, par Otto, traduit de rallemand par M. Rieffel, et Journal des armes spéciales, année 1844.
Mémoire sur la trajectoire des projectiles de lartillerie , par le comte de Graswenilz , traduit de Tallemand par M. Rieffel , «t Journal des armes spéciales, 1844.
dx ' p* dx
En partant des deux équations du mouvement <^T'= — o" T ^^
du V* dy
et d-- = — r T ^^ — 9^^ faisant dy:=pdxy et supposant dt 2c ds
dx constant , ces équations deviendront comme on l'a fait voir
(55, éq. 1 et a)
(a) dxdp = — ^rf/» et cd'p = dpds. (Jb)
La seconde de ces équations est celle de la trajectoire , la première donnera la vitesse et le temps du mouvement. La densité de
Tair et par conséquent - étant constants, l'équation cd*p^=zdpds
aura pour intégrale 7- = Bc** dx
Pour déterminer la constante B , on prendra l'équation dp dt^
dpdx = — gdi^ qui donne t" = — 9~ri 7 c* conmae au point
dx de projection la vitesse horizontale est — -=Vcos<ï>, on aura
donc
dx 2Acos'<)»'
on aura aussi , en divisant membre à membre avec l'équation (a)
dx* « . « - ACOS'^ -- CO8O -r-
-rr =2ûfAcoB*<?e* on a= r— c " et j; = V -c 2e.
rf/' ' coB*e CO86
Le second membre de l'équation (i) qu'on vient de trouver étant multiplié par ds et le premier l'étant par la quantité égale dicV i +p*, on aura « — c'n^ = 2A 008* ^ dp VT+p,
d où en intégrant et en appelant ? (6) l'intégrale fdxV 1 + p^
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= ipV/7+7* + il*g (P + V^i +!?')> laquelle (66) changera de signe dans la branche descendante ^ où p et tango sont négatifs, on aara
(2) — e* = — co8«<|>[f(e) — C].
La constante — C est déterminée par la condition qu'à Torigine du mouvement on ait « = 0 et 0 = <p, on aura donc
Ainsi la trajectoire a pour équation
Si le mouvement avait lieu dans le vide^ il faudrait faire -= o^
et on aurait, comme on sait, une parabole. En mettant l'équation précédente sous la forme
«*-.i 2Acos^
TiH9)-mh
remarquant que pour - = 0 le premier membre, d'après son
développement connu (60), se réduit à l'unité, et en nommant
$* l'arc correspondant de la parabole, on aura
on aura donc
/ = 4+i oa f = log(l + -), c c \ c /
relation très-remarquable entre les deux arcs s de la trajectoire et s' de la parabole qui se terminent en deux points dont les inclinaisons sont respectivement égales.
asymptotes. Si Ton veut savoir ce que devient la courbe
1S2 SECTION y.
da coté de la branche ascendante ^ il faudra faire s et s' négatifs ce qui donnera
or^ si on prend sur la parabole le point m! (Fig. 16) pour lequel s*z=zcy on aura «= — clogo^ c'est-à-dire s infini; donc, ce n'est qu'à l'infini que l'inclinaison de la trajectoire devient égale à l'inclinaison au point m\ donc il y a une asymptote dont l'inclinaison est égale à celle de la tangente en m' ; l'inclinaison de cette asymptote sera donnée par la relation
-c = 2Àco»'<?[?(ç)-f(0)] ou e(e) = g^^-h?(^).
Cette valeur se calcule très-facilement au moyen de la table Y.
Si on ^rend du côté de la branche descendante un arc parabolique On' de plus en plus grand,, l'arc correspondant On de la trajectoire augmentera aussi , mais beaucoup moins rapidement. Donc On étant infini On' le sera aussi. Mais rinfini logarithmique étant du dernier ordre , on voit que la courbe Bn ne tardera pas à se confondre arec une verticale et qu'elle doit avoir par conséquent une asymptote verticale.
Pour le prouver, éliminons s entre les équations (1) et (2) , on aura
g = i[|pV/ÎHPp + ilog(p-hV^Î+?) + const].
Or, quand on intégrera entre deux valeurs très -grandes de p,
on pourra négliger l'unité et log (p + V^i+|)') devant p. Alors on aura simplement
j- = S" d ou ion lire x = consl— — , dx 2c jj '
donc à partir d'un point pour lequel p est déjà très-grand , lorsqu'on fait p infini la valeur de x est finie. Donc la branche descendante jouit d'une asymptote verticale.
109. Rayon de courbure. L'expression du rayon de courbure est, dans Thypothèse de dx constant , en le représentant par y y
^ dp »
En substituant la valeur de ^ dans celle de -^ . on trouve celle
dx
de dxj
dx=:' ^*-
de là
Dans la branche descendante , la valeur de £(e) sera négative et par conséquent la valeur de y sera plus grande pour les mêmes valeurs absolues de p. De plus , la valeur de y ne sera infinie que pour p égal Tinfini y ce qu'on sait déjà } et y dans la branche ascendante où 1^(6) est positif, 7 sera infini pour C = f (e) , ce qu'on a fait voir aussi (io8).
Le point de plus grande courbure se détermine en égalant à zéro la différentielle de y, ce qui donne, en se rappelant que
tange =2) et I (6) =/>/7+p dp ,
. i(i±£!)!+ç(e)oa--i_i_ + ?(e) = c.
3 —p ^^^^ 3co8'6.8inO^^^^
Cette équation, qui ne sera satisfaite que quand 6 sera négatif, ce qui rend aussi f (o) négatif, donnera la valeur de 0 à laquelle correspond le minimum du rayon de courbure.
110. yiiesse. La vitesse du mobile en un point quelconque a été donuée en fonction de i (107); en substituant dans cette' expression la valeur de s tirée de l'équation (2) on aura
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Au sommet de la trajectoire , où Ton a j? = o ; et par suite f (0) = 0 ; on aura simplement
gc
+ew
A partir do sommet, la vitesse va en décroissant par Feffet de la résistance de l'air; mais, à une certaine distance du sommet, la pesanteur commence à augmenter cette vitesse, de sorte que son effet compense celui de cette résistance. La vitesse en ce point est alors un minimum.
On détermine ce point en différenciant la valeur de la vitesse
eM + D')
prise sous la forme % = --— — --— et en posant dz = o ; de Ik
résulte , à cause de d? (e) = V i +|)'(i|) , la valeur de p donnée par la relation
ili±£lVg(e) ou -i * +1(0) = c.
laquelle n*est satisfaite que pour une valeur négative de e , c'està-dire que le point où la vitesse est un minimum est dans la branche descendante.
En comparant entre elles les équations qui donnent respectivement le point du minimum de rayon de courbure et celui du minimum de vitesse, on voit que le premier membre est infini pour 6 = 0 et qu'il décroît quand G augmente ; il en résulte que la fonction de 0 relative au rayon de courbure qui contient le coefficient ^ atteindra la valeur de C plus rapidement et par conséquent pour une moindre valeur de 6 , que celle qui se rapporte au minimum de vitesse et qui contient le cofficient ^ ; par conséquent, le point de la trajectoire où le rayon de courbure est un minimum est plus près du sommet que celui où la vitesse est un minimum. Cette propriété est rendue encore plus é\îdente par le tableau suivant qui pourra servir à calculer facilement dans chaque cas la position de ces points et dans lequel on a repré-
^«"^^ZTrTr:^ par H^)-
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im-m
im-m
im-m
infini.
infini.
Au-delà du point où la vitesse est un minimum cette vitesse augmente, mais pas indéfiniment, et elle se rapproche continuellement de celle pour laquelle la résistance de l'air serait égale au poids du mobile , en même temps que la direction du mouvement se rapproche de la verticale ; cette limite de la vitesse est donnée par la relation
= a ou
Tc^^
Méthode des quadratures et méthode d'Eulef .
111. Equations fondamentales. Des deux équations du mou-^ vement (35 , a et () Ëuler * déduit la relation que nous avons donnée (55, éq. i).
et ensuite par diverses transformations il obtient
* Recherckc sar la Téntable courbe que dccrivenl les corps jet^s dans Tair, par Buler. ^— Iliftoire de TAcadëmie de Berlin, année 1753.
d'où Ton tire
K^\fdpVi+P
L'expression y^SpV'i+l)» est celle de la longueur d'un arc de parabole; cdle-ci a pour valeur, comme on Ta fait voir (66), ipv I ^-p'-|« ^iog(p + \/ 1 +pv représentée par la fonction ?(6) dans laquelle tangO = p et qui s'évanouit pour 0=o. Au point de départ où 0 = <P , elle devient ë (<P) , et , en remplaçant
K par - on aura plus simplement
Ces intégrales sont prises de manière à s'évanouir pour 6 = o. La
vitesse au sommet sera v"^ = -r* Dans la branche descendante 0
et p changent de sigi^e et la fonction g (9) conserve la même valeur en changeant seulement de signe. Au point de départ où 6 = ^ et p = V, on a comme précédemment (107)
112. Méthode des quadratures • On peut déterminer par les quadratures tout ce quil est nécessaire de connaître dans la trajectoire et la tracer par points *.
* Traite de mécaoiqne de Poisson.
L'abscisse d'un point quelconque de la trajectoire est égale à
la somme des valeurs infiniment petites de (fo= - — ^ comprises
depuis 6 = ^ jusqu'à la valeur de e qui répond au point que Ton considère. On aura la valeur de œ par approximation ^ en partageant rintervalle des valeurs extrêmes de 0 en un très-grand nombre de parties que Ton fera égales pour plus de simplicité ; en calculant
ensuite les produits des valeurs de -; — — par la différence trèspetite Ap entre les valeurs consécutives de e , que Ton substituera à la différence infiniment petite dp. La somme des valeurs de A a; ainsi obtenues approchera d'autant plus d'être exacte que Ap sera plus petit. En continuant le calcul jusqu'à ce qu'on soit parvenu à 6 = o ^ on aura y aussi exactement qu'on se le propose ^ les abscisses de tous les points de la branche ascendante de la trajectoire ; la dernière abscisse sera celle du sommet. Au-delà de ce point, dans la branche descendante , les valeurs de 0 et celles de p deviendront négatives y en continuant le même calcul on aura les abscisses des points de cette branche. Par un procédé semblable appliqué à la valeur de dy y on aura les ordonnées correspondantes aux valeurs successives de p et on pourra construire la courbe par points; on obtiendra de même la valeur du temps t. La vitesse en chaque point sera donnée directement
par la valeur de p' = ; il en sera de même de celle
de s comme on va le voir.
113. Méthode d^Euler. Remarquant avec Euler que (2|) >/ 1 -(-|)' = dî (ô) , on aura
ds=:C' —-, dou 5 = clos ~-\
sans constante , expression fort commode pour décrire la courbe y car 9 dit Ëuler, « Calculant pour un grand nombre de valeurs :» de p ou de 0, celle de s, on trouve autant de portions de » courbe; et sachant de chacune l'inclinaison à l'horizon, on en ^ tirera aisément les parties de l'abscisse et de l'ordonnée qui :» leur conviennent ; lesquelles étant ajoutées ensemble, donneront
» tant Tabcisse que Fordonnée entière, qui répondent à chaque » point de la courbe. Ensuite, ayant la vitesse à chaque point
» de la courbe par la formule p' = ^t[^f^ ' > chaque particule
» de la courbe divisée par p donnera le temps que le corps met à » la parcourir; pourvu qu'on prenne les particules de la courbe » assez petites y on obtiendra assez exactement , tant la figure y> de la courbe que le mouvement du corps. > Cest là ce qui constitue essentiellement la méthode d*Ëuler.
Pour cette méthode une table des valeurs de la fonction f (6) étant très -utile, Eule» en a calculé une de degré en degré (tab. V, i'« partie).
Il distingue les courbes en espèces déterminées par les valeurs de C 'y les autres ne dépendant de c que pour les dimensions , elles seront semblables.
114. Construction par points. Pour construire d'après la méthode d'Euler , un arc aux extrémités duquel les inclinaisons sont respectivement d et 0' et les tangentes p et p'y on aura
AN (Fig. 47) = clog £Z^) et AM' = c log ^nMl , donc
flfltt' = clog
loyenn l'abscisse sera
C-ç(0)' l'inclinaison moyenne de l'arc étant J (e + e') la portion qq' de
c lofif ZlJ C09 ,
et la portion de l'ordonnée correspondante sera^
pourvu que les différences de 0 et 0' soient assez petites. On calculera de même les vitesses en M et M' qui sont
y » c-.?(e) y '' c— KO»)'
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la vitesse moyenne entre les deux y étant ^ (^ + p') y le temps employé à parcourir Tare sera
c log ^-^' .
Euler fait ensuite l'application de ces formules à une espèce de trajectoire en calculant numériquement les arcs de cinq degrés en cinq degrés^.
115. Correction de Legendre. L'erreur que l'on commet par la méthode d'Ëuler tient k ce que la projection des arcs partiels est déterminée comme si ces arcs étaient des portions de ligne droite ; en opérant ainsi y on prend ces projections trop grandes et on obtient des portées et des élévations trop considérables.
Legendre a corrigé cette méthode en déterminant la projection des arcs de trajectoire comme si c'étaient des ares de cercle. Il trouve ** alors que les projections doivent être multipliées par le rapport du sinus du demi-angle que Ton considère à ce demiangle lui-même, de sorte que les portions d'abscisses et d'ordonnées seront données respectivement par ces formules
clos COS. • —
et
C-f(e') B^& BinX(e
clog 8in ■ « — -^ .
Ici 0 — 0' représente Tare dont le rayon est égal à lunité^ le rapport _I . diffère de l'unité, lorsque lare est petit,
*' Les aDtres espècei de trajectoires ont clé calcolécs par arcs de moindre étendue par le comte de Grœwenilz et par M. OUo (Mémoire sur la trajectoire des projectiles et Théorie mathématique du tir k ricochet, ou Journal des armes spéciales, années 1844 et 1845.)
** Dissertation balistique par Legcndiej page 14, ou Journal de l'école Polytechnique, onzième cahier, mémoire de Moreau , p. 222; réimprimée en 1846 (Journal des armes spéciales).
de ~j(fl — e')*; celte valeur est de jtVô* lorsque e — ô' est de cinq degrés.
116. Correction proposée. La correciion introduite par Legendre donne plus d'exactitude à la méthode d*Euler ^ parce que, quand on considère les projections horizontales ou les portées , au rapport d*un arc de trajectoire à sa projection il est plus facile de substituer le rapport analogue dans un arc de cercle , dont les inclinaisons aux extrémités sont les mêmes, que dans une ligne droite qui aurait une inclinaison moyenne entre celles des extrémités des arcs. Mais il est facile de voir que si, au lieu d'un arc de cercle ou d*une ligne droite , on prenait un arc de parabole osculatrice à Tune des extrémités et se terminant à l'autre sous la même inclinaison, on obtiendrait dans tous les cas un rapport beaucoup plus approché. Nous avons donné ce
rapport (66 et table V) représenté par a = j^ nf * ^^^
la valeur la plus approchée de la projection horizontale d'un arc de trajectoire serait
C — f(0')« langO — tangO'
clog
c-fW. IW-?(o')
Quant aux ordonnées , nous avons trouvé pour - le rapport
y ^( tangue — langue») a:|(lange+lang6')*
117. Degré d^exactitude des diverses méthodes. Pour juger de leur exactitude, comparons les trois méthodes entre elles au moyen des rapports qu'elles donnent: i** celle d'Euler, a® celle de Legendre , 3° la méthode proposée. Nous choisirons les arcs de 6o® à 55^, de 45" à 4o«, de 25<> à ao** et de 5^ à o", et nous aurons respectivement pour ces quatre arcs et pour leurs différences avec la correction proposée regardée comme la plus exacte :
* Plus exaclemenl itTs*
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<P+<p'&li^^)
60kS5»
Dif.
Dif.
un^
Dif.
SQk 0,998731
Dif.
£n comparant entre elles les corrections qui résultent des méthodes d*Ëuler et de Legendre et de la méthode proposée , on voit que la correction de Legendre ne diffère pas sensiblement de cette dernière pour les petites inclinaisons ^ mais que Tap-» proximation diminue à mesure qu'on s'éloigne du sommet de la trajectoire. La différence est beaucoup plus grande dans la méthode d'Ëuler pour Tare de o® à 5^; elle est double pour lare de 20® à 25*5 elle en est les f pour l'arc de 4o* k 45** et les If pour celui de 55® à 60**. Comparée à la quantité cherchée, la méthode d'Ëuler diffère de la méthode proposée respectivement de ^^ , rhi ? m » Tb P^nr les arcs de o*> à 5% de 20* à 25*>, de 4o« à 45®, de 55® k 60®. Les différences sous les grands angles ne sauraient être négligées.
Cette observation fait voir aussi que pour appliquer conrc'» nablement la méthode d'EuIer , même arec la correction de Legendre , il ne faudrait pas prendre les arcs d'un pareil nombre de degrés quelle que soit leur inclinaison, mais qu'il faut plus resserrer les divisions sous les angles élevés que sous les petits angles, comme nous l'avons fait dans l'application au tir sous les grands angles, lorsque la résistance de l'air était exprimée par deux termes (67).
En opérant pour les ordonnées comme pour les projections horizontales, on aura pour les valeurs des corrections dans les trois méthodes les quantités contenues dans le tableau suivant :
SECTIOTC T.
Dît
Dif,
Dif.
SàO«
Dif.
En regardant y d'après ce qu*on a déjà dit^ la méthode proposée comme celle des trois qui donne la plus grande exactitude et en y rapportant en conséquence les autres , on verra que la correction de Legendre est moins exacte que celle d*Ëuler; les différences avec la projection parabolique sont dans le rapport de 6 à 5 et d'environ 577 à ^fj des parties d'ordonnées.
Pour mettre hors de doute la plus grande exactitude de la méthode proposée, sur celles d'Ëuler et de Legendre, il suffira de considérer le cas où la vitesse serait très-faible, le projectile très-lourd, et où la trajectoire ne différerait pas sensiblement d'une parabole. Dans ce cas, la méthode proposée donnerait exactement les abscisses et les portées , la méthode d'Euler et <;elle de Legendre, donneraient des abscisses ainsi que des portées trop grandes et des ordonnées trop petites , dans les rapports qu'on vient d'indiquer.
MI
Méthode des séries.
118. Méthode des séries, La seconde méthode qu'on a appliquée à la solution du problème balistique donne les quantités cherchées en séries procédant suivant les puissances successives des quantités données par la question, de façon que Texcellence
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de k méthode et le degré d'approximation qa'on peut obtenir dépendent du degré de convergence des séries et du nombrer de termes qu'on calcule.
Résultats de Lambert. Lambert* est entré le premier dans cette voie; après être arrivé par des moyens analogues a ceux d'Euler à l'expression de dx en fonction de p, déjà obtenue
dx =
c—fdpVi^P^'
il fait voir qge cette fraction étant résolue en une série procédant
suivant les puissances de Jdp V i +p' on arrive ** à la valeur de X en fonction de Tinclinaison et des puissances paires de la vitesse ) il obtient une série semblable pour l'expression de la durée du trajet , et montre que la valeur de y = pdx n'offrirait pas de termes moins compliqués.
Pour arriver à une relation directe entre y et ^r^ regardant dx conmie constant et remarquant que dx^ = p^cos'Ocft* et que dy décroîtra de la quantité due à l'action de la gravité ^ on aura
dx^ p*co§'ô
on obtient aussi la relation que nous avons déjà obtenue ds d^p d^y . ^ _,
En exprimant la valeur de y par un développement procédant suivant les puissances de x
y = /3x — y*' — Sjt^ — cjc4 — ;«:* — etc.
On trouve 9 en considérant une abscisse infiniment petite ^ que ^ doit être la tangente de l'angle de projection^ y se dé-
* Histoire de racadémie royale de Berlin, pour 176S; me'moire «nr la rësistance dot fluides avec la solution du problème balistique f pages 102 à i88.
** Idem , page 167.
iÇ4 sECTioif r.
fermine par Féquation — = — et par celle tirée de fa
série ci -dessus
lesquelfes , puisqu'on a à la fois a? = o , p = V et 0 = 9 , donnent
2V"coi»<|>'
/ï^t/ At Tac vaÎAivrc r^A
En prenant les difierentielles dy. d'y. dV« et les valeurs de r-.
• dx
de — î = * + J^ î P^^* faisant le produit de (Ty et de (^ ,
régalant terme k terme à celui de c^y^ Lambert obtient une relation qui représente la trajectoire. En y remplaçant Y* pdr
2ah. mettant r-; — ::- en facteur commun, nous obtenons
[4j? l/jcx' l/jf\^
8in0 x^ tin^ x^
— elc.
ck eoïï" f 2.3.5 Ac' cot^ f
+ elc. + etc. I
C'est par le facteur entre parenthèses que cette expression de y diffère de ce qui aurait lieu sans la résistance de Tair ; la première ligne de ce facteur n'est autre que la fonction que non»
avons représentée par F f \ (6o).
En conservant ce terme seul et en négligeant les autres , on aurait l'équation d'un très-petit arc de la trajectoire; celle-ci se déduirait également de Féquation que nous avons déjà obtenue (ià^}^ dans la même hypothèse sur la résistance de Tair pour
un arc d'une certaine étendue ^ en y faisant le rapport a de l'arc à sa projection égal à celui du premier élément qui est
séc(p ou . Les termes autres que le premier sont relatifs
COBi^
k la plus grande étendue de Tare.
119. Portée horizontale. Pour obtenir la portée horizontale il faut faire y = o dans Téquation précédente , et en tirer la "râleur de a?; Lambert obtient par le retour des suites et en
faisant pour simplifier — = 5 et — 5 = m ,
c coi^
+ -ïVm sin <p ?' — ^ m sin <p ?^ H- etc.
— ^m'cos^<Pf4 + etc.
+ etc.
Cette suite est peu convergente à moins que Y ne soit trèspetit comparativement à c, ou que 9 ne soit lui-même très-petit. Suivant Lambert , elle est applicable au tir sous les petits angles au-dessus de Thorizon comme celui des canons.
En remarquant que ? est facteur commun du deuxième membre
et que ce facteur multiplié par ecosqp est égal à asin^cos<P —
ou à la portée dans le vide que nons appellerons X', remarquant
alors que g = , que m = ' * on aura
ccot<f>' ^ Ç '
(2) X = r[l-.^ JL + ^(-îL) +^(^^j'-elç.
6 cco§9 90 \ccos9/
60 CCOB0 J
La première ligne de cette eipression se rapporte k un angle de projection peu élevé et tel qu'on le déduirait de Fexpression
166 ^ SBCTION V.
que nous avons obtenue (74 9 éq. 6) en y supposant la résistance de l'air proportionnelle au quarré de la vitesse et en remplaçant le rapport a de Tare k sa projection par celui du premier élément ou séc(p. Les autres termes tiennent compte de la plus grande étendue de Tare ; mais ils sont incomplets. Lambert paraît n'avoir pas remarqué que la valeur de m contenant ^ au dénominateur ^ il en résultait que dans les termes où entre cette quantité , la puissance de | se trouvait diminuée ; par suite y les termes sont incomplets à partir du second et la formule de Lambert ne peut pas servir telle qu'elle est.
120. Inclinaison. Lambert ^ par la différentiatîon de la valeur de y relativement à Xy trouve la valeur de l'inclinaison de la trajectoire en un point quelconque ; elle devient par les mêmes substitutions que précédemment^
(3) langO = tang<p —
CBin<f/ X \* cêia<p f x \' d2A Vccos^/ 8^ Vccos^/
ccot<p>
etc.
+ etc. +etc. I
Sous cette forme, on voit que le premier terme
donne l'expression de l'inclinaison qui aurait lieu sans la résis* tance de l'air; la partie entre parenthèses est donc le facteur qui tient compte de cette résistance ; dans celui-ci j la première
ligne n'est autre que ce que nous avons représenté par F' f j
et qui donne l'inclinaison lorsqu'on ne considère qu'un arc de très-peu d'étendue.
121. Durée. Lambert obtient aussi pour la durée du trajet, une formule qui, par les substitutions que nous j avons faites^ devient
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cnn^f * \' ^ csin^ f x y^
4 /cco8<î»\*/ or \3
+13:1 (nrj lâ^^J +•"•
+ elc. -|-etc. I
Sous cette forme ^ comme dans ce qui précède ^ on voit que le premier facteur est la durée qui aurait lieu sans la résistance de Tair, et que le deuxième donne Finfluence de cette résistance. Dans celui- ci ^ la première ligne nest autre que la
fonction que nous représentons par ^"(5 ) et qui à elle
seule donne la durée t = =--- — F ( ;r-- — ) > relative à un arc Vcosi^ V2oco§9/
de très-peu d'étendue.
122. Résultats de Borda. Borda *y en partant des deux valeurs de â; et de y
J Jdp\^i+P' J fdpVi+p'
a aussi cherché à exprimer y par une fonction des puissances successives de Tabscisse a;, et au moyen des coefficients indéterminés il a trouvé la valeur suivante:
"^ 24 V 4cA» coi4 9 2c»A cos^ ^)
I / 8in<^ i
co»3 9/ '
-f- ele. -|- etc.
* Sor la courbe décrite par les boulet» et les bombes, en ayaut ëgard \ la rësittance de Tair, par Borda; M^moirt de rAcadëmie det Bciencea dt Paria, pour 1769.
Cette équation peut se mettre sous la forme déjà obtenue (éq. 2y 118) d'après celle de Lambert et elle donne lieu aux mêmes observations.
123. Résultats de Tempelhof. Tempelhof * a traité la question du mouvement des projectiles dans le cas où Ton suppose la densité de Fair variable , soit suivant une fonction de Tinclinaison de la trajectoire j soit suivant la longueur de Tare parcouru j soit enfin avec Télévation du projectile au-dessus de la terre. Il traite ensuite le cas où la densité est supposée constante.
Partant de la relation finie qu on obtient entre la grandeur d'un arc et ses inclinaisons aux deux extrémités, il cherche par la méthode des coefficients indéterminés la série qui exprime x eiy en fonction de e% de Tangle de départ <p, et de la vitesse initiale Y. Les formules étant très -compliquées et Tare n étant pas la longueur qu on a à considérer dans les applications , nous ne donnerons pas ces formules. Nous aurons d'ailleurs à en rapporter d autres de ce genre, beaucoup plus simples.
Tempelhof donne encore d'autres formules relatives à la portée sur un plan horizontal et à l'angle de chute, que nous ne rap-porterons pas pour les mêmes raisons.
124. Résultats de Français. Français** dans des recherches non publiées sur le mouvement des projectiles s'est attaché de préférence aux méthodes d'analyse qui ne négligent rien, conservent dans toute leur intégrité les données et les formes , et qui ne sont approximatives que par Fimpuissance où l'on se trouve de revêtir certaines expressions de formes finies; c'est par le calcul des dérivations , à la naissance duquel il a assisté et même coopéré, et où il a trouvé, dit -il, des ressources inespérées, qu'il a traité la question balistique. Il ajoute que cette méthode lui a permis d'arriver à des formules qui non-seulement n'auraient
* Mémoire s«r le problème balistique oa sur le mouvement d*nn corps dans un milieu re'sMtant en raison du quarrë de la vitesse.
** Recherches sur le mouvement des projectiles dans les milieux résistants, par F. Français, an XIII. Manuscrit appartenant à la bibliothèque de rjËcuIe d'Application de rartillcrie et du génie à 'Metz, et dont copie a été adressée à rinslilut de France.
pu être trouvées par Tanalyse ordinaire ; mais qui ne pourraient pas même être figurées.
Au calcul des dérivations , Français a associé une espèce particulière de dilTérentiation qui lui a permis de tirer, presque sans peine , des formules remarquables qu'aucune autre méthode ne saurait donner aussi immédiatement et d'une manière aussi facile.
Des deux équations du mouvement y Français déduit les deux équations connues
(a) àpdjc + gdl^ = 0 et dpds^ctPp = 0. (6)
L'équation [h) mis« sous la forme dlog^ = — , donne en
dx c
intégrant
B étant une constante dont on trouve la valeur B = — ■ ,
2>ico8'<|>'
par la condition de satisfaire aux données relatives au point de départ; ce qui donne, en faisant pour simplifier les expressions
dx ^hcoh*<^^
puisque p = langO, et -- = (coso) dx
dp i_ dB
dx cos'O * ds '
valeur qui substituée dans l'équation {c) donne
rfO e^'ds 1
cos'ô 2Acos^9 2?Aco8^9
et faisant r^ï — - = m on anra 2tA cos'^
dfi
^t, en intégrant
Si la première intégrale est prise de manière à disparaître lorsque s = o ^ ou lorsque 0 = <P ^ il faudra que C = m d'où
/' dQ :^» = '"(*-''^'
dont il faut tirer une valeur de 5 en fonction de a et ensuite les valeurs de œ et de y. Mais avant d*aller plus loin^ nous devons expliquer la valeur des notations qu'emploie Français.
125. Notations employées par Français. Si /*(<p) est une fonction de 9 ^ la difiereniiatîon de cette fonction , dans laquelle , après l'opération , la différentielle d <p serait remplacée par une certaine fonction qui sera ici cos^<P sera représentée par ^f(<f!)y d'après
cela, ^f(<p)=ijMcai\.
En différenciant de la même manière cette première dérivée et en remplaçant de nouveau d^ par cos'<p, on aura ^*/*(<P) ; répétant la même opération sur ^YW ^^ ^^^^ "^^fW ®ï ^î^^si de suite. De plus , introduisant la cédille sous la caractéristique 0 pour exprimer 1.2, i.a.3; 1.2.3.4; ^^ écrira
ÎJYW pour ^ym î îjyW poar ^;:)3/'(<^)...
En opérant de cette manière pour f (9) = sinip et pour f (<P) = cos 9 ; on trouvera les résultats ci-après qui serviront dans tout ce qui sera dit dans cette partie des recherches de Français.
(6) 0 sin9 = cos^<?
^'sin^ = — 4^^^^^^^^^
^^sm^z=z — 4 cos*<ï^ ( i — 7 5in'<ï»)
;:)4sin<l> = 8cos'°<i>8in<i> (1 1 — 35sin*<l>)
;:)^sin<ï> = 8 cos*'<?{i i — 226sin"<i> + 455 sin^<P)
:::>^sin<p = — 64cos*^<l>sin<l> (73 — 623sin'<? + giosin^*»»)
^7 5in<i> = _ 64cos*^<^ (73 —'2964 sin'<ï>+ i5 i4i sin^<ï>
— i729osin*'^) etc. etc.
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On obtiendra de même
{7) ^ cos<?> = — cos^<i>sin9
0'cos«f> = — cos*<i»(i — 4sin'^)
0^ cos 9 = cos7 <!► sin<i> ( 1 3 — 28 sîn* <^)
;:)4 cos <?> = cos^ <!► ( 1 3 — 1 88 sin' <î> + 280 sin^ (^)
;:)^cos<? = — cos"sin<i>(493— 3i88sm'<?+364o8in^q>)
0^ cos «f> = — cos*^ ^ (493 — 1 5 480 sin* 1> + 62 832 sin^ <»►
— 5824o8m^^> y cos 9 = cos'^ 9 sin <|» (37 369 — 483 628 sin' <?
+ i4i7 584sin^<|) — 1 io656osin^9) etc. etc.
On pourrait calculer les fonctions représentées par les caractéristiques O9 ^^«x des cinq ou six premiers ordres pour un certain nombre d'angles suffisamment rapprochés et en former des tables.
Voici les valeurs des cinq premiers ordres que nous avonscalculées pour les angles de o**, 5**, 10% i5% 3o% 4^^ ®^ 60^.
Table des valeurs des fondions Osin(p, 0'sin(p- ^cos9, ;^'cos<P.... pour diverses valeurs de V.
;^siii<i>
;;)'9in<|>
;:)3Bîn<i>
;;)4BiD<?
;:)^»in<?>
- 4,oooooa
IS
::>^coê<p
;:)^co8<,>
iO
iS
a,ooooooo
Les sinus des angles de 3o^, 4^^ ^^ ^^^ pouvant être exprimés d une manière simple , les dérivées des différents ordres ^ ; 0% ^^,,,, le sont également. Nous en donnons les expressions dan» le tableau ci -après.
Taéleav des valeurs des fonctions ^, ^',... pour les angles de 30% 45« et 60^
Osin^
;:)'Bin<i^
0^iîn<|^
04Bm<?
;;:)5Bin<i^
;:)'coi<i^
;:)5cos9
O^COKI^
;:)^co8<i»
SV
Au moyen de ces valeurs y les termes des séries qui se rapportent aux angles de 3o°j ^5^ et 60®, les plus en usage dans le tir des bombes^ pourront être exprimés très-simplement.
126. Faleurs des ahseisset et des ordonnées en fonction de la longueur des arcs. Au moyen de la différentiation particulière exprimée par la caractéristique 0^ Français est arrivé aux résultats suivants:
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(8) y = sin <!>.« — m j:)8m<?/(c**'— i)dg + m'ÎJ*sin<ï>/(c"~ i^ds
—w? 5' sio ^f(&' — 1 )'rf« H- etc.
X = cos<p.s — m^cos<p/{e^— i)(fo + m'y cos<ï/(c^— i)'rf«
— m^ 5' cos <?/'(<?" — i)3(fo + etc.
Dans ces expressions les intégrales doivent être prises de manière à s'évanouir avec s. Or, il est facile de faire voir que si A est la caractéristique des différences finies se rapportant Il la seule variabilité de i dont la différence Ai = t, on a
etc. etc.
Les équations (8) deviennent donc en y introduisant la caractéristique F et en rappelant que m == -
(9) y = « [sin<ï^— ^M[mOsin<ï^F(«) — 3m':j)'sin<i> A F(m)
+ 3wi^:î>^sin 4> A »F (m) — etc.] ] x = s[cos^ — |m [m^ cos<^F (m) — 2m'ÎJ'cos<î> A F [is)
+ 3m^ ÎJ' cos <»► A »F (is) — etc.] }
Les équations (8), (g) sont des équations à la trajectoire exprimées en y et s ou en a; et s.
Il est très-remarquable que par l'emploi de la caractéristique Zy l'ordonnée y soit exprimée en sin^», comme x l'est en cos 9 ; c'est une symétrie qu'on aura lien de remarquer encore plusieurs fois et que les méthodes employées jusque là n'avaient pas permis de reconnaître.
Quoique Français ait énoncé que ses formules étaient trop
compliquées pour les applications y on peut voir cependant qu'avec la simplification qu'a introduite la fonction représentée par la caractéristique F que nous avons rencontrée dans la plupart des formules de balistique^ et au moyen des tables que nous donnons (tab. IX} , les opérations sont bien simplifiées. En effet, pour calculer les divers degrés de A¥(is)j il suffira de calculer
le rapport - ou is^ de le multiplier successivement par 2,3,
4; 5..., de cbercher dans les tables les valeurs F(w), F(2m), F (3m) , F(4is) 5 d'en prendre les différences qui seront AF (w) , AF(2m), AF(3m)....j les différences de ces quantités donneront A^F(m), A'F(2is).... ; les différences entre celles-ci donneront A^F(t5).... et ainsi de suite.
On opérerait de même pour une seconde valeur de is, et en choisissant les valeurs de s de façon que is soit contenu dans les tables ; et que par suite les multiples de cette quantité y soient aussi, le calcul de F(îs), AF(w).... F(2w), AF(2w).... se réduira à des opérations extrêmement simples.
Quant aux fonctions exprimées par la caractéristique 0, en en formant une table pour des angles suffisamment rapprochés, comme nous l'avons fait pour les angles le plus en usage dans le tir des bombes et pour les cinq premiers degrés, les calculs cesseraient d'être compliqués. Pour les angles de 3o®, 45® et 6o® l'expression est beaucoup plus simple que pour les autres.
On arrive encore à une expression très-simple des coordonnées des divers points de la trajectoire au moyen de l'angle asymptotique , c'est-à-dire de l'angle que fait avec l'horizon l'asymptote à la branche ascendante de la trajectoire } cet angle étant désigné par >, qui se calcule d'ailleurs facilement comme on l'a vu (io8) au moyen des tables de fonctions S (<P) , on aura
(lo) sin> = sin<?+mC)sin<P+m*0'sin<? + m^^^sin«f>+etc.
(il) y = 8in>.«-;:)sinX^(«^— i)+^ÎJ'sin>!^(«-~i)
_i:$3jji„x!?!(e3''.— i) + etc.
x=z cosx.s — ;:>cos>^(e" — i) + i5*cosX^(c»"— i)
Nous pouvons donner à ces formules une expression plus simple par l'emploi de la caractéristique F' (60) et écrire
(12) y = s [sin > — ;:> sin > wF' (is) + y sin^m'F' (2w)
— §'sîn>wi'F'{3M) + etc.]
œ = «[cos> — ::)cosXt»F'(i8)+5'cos;wi'F'(2is)
— ^j)^ cosX w^F (3w) + etc.]
127. Valeurs des ordonnées et des abscisses en frnction de Vinclinaison. Français est arrivé aussi à des expressions des coordonnées de la trajectoire en fonction de l'inclinaison de la courbe en chaque point.
On a vu qu'on avait / — =- = m {é* — 1) (124, éq. d). En
— 5- prise de manière qu'elle s'évanouisse avec 0 = 0, c'est-à-dire en faisant (66) g (e) = i ^^ + ^log lang (45^ -h 7 e) , l'arc s étant compris
entre le point de départ où l'inclinaison est 9 et celui où l'inclinaison est 6, on aura
on en tire
e*' = — ! et 5 = c log —
et d'après les équations (ii) on aura
(1 3) y = c( sin> [log («1-^9— fO) — log w] — j:>sinX (?<?— ?6)
-|-.i:^'sin>[(m-M<^-eo)'-w»']-T?'5inH(wi+f<P-^®)^-»^']
-h etc.}
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^ = c {cos x[iog (w+?<f— fe) —logw] — ;:)cos> (f<i>— ^e)
+ etc.}
Ces formules fournissent des expressions assez simples de la iiauleur du jet Y et de l'amplitude de la branche ascendante X j en y faisant e = p et parlant |(0) = o , on aura
(i4) Y = c{sin>[log(w + |<î>) — logm] — OsinXf^
+i9'smX[(m+S^)'-m']-iysin>[(in+f^)^-iii3j
+ etc.} X = c (cos> [log (m+ J<?) — logw] — ;)sin>f<i>
+ etc.}
128. Équation de la trajectoire. Après avoir établi différentes formules pour calculer les coordonnées et les abscisses de la trajectoire au moyen de Tare s ou de Fangle tangentiel 0 ^ Français arrive à la partie la plus épineuse du problème , rétablissement de l'équation de la trajectoire en œ et en y. S'il est au-dessus des forces de l'analyse, telle qu'on la possède, d'arriver à une équation finie de cette courbe , on peut cependant en avoir l'expression en séries , sous plusieurs formes très-<lifférentes, dont nous ne donnerons ici que les plus remarquables et celles qui peuvent présenter le plus d'utilité.
Pour y arriver, il faut éliminer « ou qp, entre les valeurs de y et de X qui les contiennent. En employant, à cet effet, les formules du calcul des dérivations, Français est arrivé à l'expression suivante
(14) y = laDg<>.«
L2Aiî*'^(2/0«ca V(2A)*c» (2A)*cy
4.2.3.4.3.6.7 l^hc^ '*"(2A)'c' "(2A)«c'" V(2/02c* "(2A)*cV "^
^V(2A)'c'^(2A)*c/ ^ (24)*c> ^ (2/i)»c ^J\co»<^/ — > etc. eCe.
Français donne encore les termes en f-^] • f-^^ ,
(* \"* — — J que nous ne reproduisons pas ici à cause de leur
longueur.
Borda, comme nous l'avons dit (119)9 a donné les cinq premiers termes de cette expression de y qui 9 suivant lui^ suffisent pour déterminer les portées des bouches à feu lorsque la vitesse n'excède pas 65 mètres par seconde ; vitesse très-faible e( qui n'est utilisée que dans quelques cas.
Cette formule 9 lorsqu'on fait sortir le terme j? — ^^ donne pour terme de la première ligne verticale le développement de F f — - j 9 que nous avons fait ressortir dans les formules de Lambert et de Borda; et elle prend la forme suivante en remplaçant;
bAsistance pbopobt. au quarré de la vitesse. 179 pour simplifier les expressions ^ stV^^ ^i ot— — par x^
2 A ccop^
+ g^j-jg[7c,' —(lie, — Sc.'^sini?— 3c»2tin«<l>— 3c,»siii' ç]x/
^ 18c,' sln' <f— ISc/ iin^ <»►]«,»
4- (58c,2 +180c,*) gi^a ^_ (70c,» — 150c,5)sin» ^ — U7c/»iii*<|>-.105c,» •in» <!►]«,«
+ (345c,2+1146c/-675c,«)>iii«<î>- (280c,»-. 2208c ,«)im»f — (9i5c/-l!J75c,«)wn*<|>- l«12c,«8in»<î>-94«c,« Bin«<f]«,* 4- etc. 4" etc. I
Français a encore calculé le terme en x^ que nous ne donnons pas ici.
129. jiutre équation de la trajectoire» Français y par une application différente du calcul des dérivations , est arrivé à une formule* qui est très-remarquable et qui contient aussi ce terme que nous venons de signaler ; en l'isolant et en introduisant la caractéristique F, on obtient
(iS) y = xU«g^-j^F(x.) * EfMtlion 86 di^ minaicril.
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+ etc. +etc.|
Français a obtenu une autre série* dont les deux premiers termes sont lea mêmes que dans celle-ci , qui est ordonnée suivant les puissances de c et poussée jusqu'au terme c^.
M. Otto** a obtenu aussi une série ordonnée de la même manière et dont il donne le terme général.
mus remarquerons quç i — ç""*' = — = a?, ■
Or, d'après ce qu'on a vu (6o), on reconnaîtra que le rapport de F(a;J k e*' est toujours plus petit que l'unité et d'autant moindre que â?, est plus grand \ on reconnaîtra aussi que ce rapport est peu au-dessous de l'unité quand a?, est petit. Le terme x^ étant ^nsi en debors on voit que la quantité comprise entre les accolades I [ est ordonnée suivant les puissances de x^ ] quant
à la partie en debors elle contient le coefficient ■— et
a pour valeur
x-" x' /F^(jr.)\4
4Âcô?9*2.3.4Acco8'<|> \ c*i 7
Portée horizontale. Français £^ cbercbé aussi la portée
* Êqualion 63 da manuscrit.
*♦ Théorie mathématique du tir à ricochet -, 1833, traduit de Tallemand par M. Rieffel, 1845'.
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sur UD plan horizontal. En la représentant par X on obtient* (16) X=sUBin^<p
rl93^52/ c \n /2j&flîn9\^_r262 94 / c \' "^1405 45I27JJV c ) 1567 iSsU/iy
4 / c \4-\fVii\n<p\^ ""ÎÔBlâAJJl c J
+ rlH^-??^fjLV---f-)1f?^^^f--etc. etc.) ^142525 472fiV2A; 475V3A/JV c / J
Dans cette expression, 2Asin:i9 n'est autre que la portée dans le vide X'* et — ^^ est égal à . Cette formule est peu
' c ° CC089
convergente a moins que ou le rapport soit luimême peu considérable.
131. F'itesse initiale. Français a aussi cherché une expression de la vitesse qui produit, sous un angle donné, une portée donnée sur un plan horizontal. Représentant par X la portée qu'il obtient**, introduisant les caractéristiques F' dans son expression
et faisant pour simpliGer ■ = X, on aura
c CO8 9
+ 4(li^)'[^^'''" +32.x.+59)(F'î.)'-2(16e2x. +97cX. — 17 + 18X,eXi)F'X. + 12(9c2X, «.i+sx^eX.)
tVk*^^' — 8<^^' — 17)(rX,)» — (c2Xi — 26eXt — 23)FX,
-.6(5eXi + l)]l
* ÉqiuUoA ^5 (la maniiscnt. ** Eqaatioa 67 du manuscrit.
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+g^ (1^)' [(43e»x. +63eîXi + I35.X| +149) (FXJ»
— 9 (46c8X« + 369e»» « + 600eX« — 475 + 36X»««Xi
+ 468X,«x , + 48X,«eX I ) (FX.)'
+ 4(100«»3^«+828eWi— 705eXi + 47+306X,«2Xi
+ 198X,«x, +48X,»«x,)FX.
— 24(64 f»Xi — 42tfïri — lOtfX» +3+48X,«»x,
— 6X,«Xi+4X.«cXi)
?- r(5e«« - 27e«i — 243ex« —275) (FX,)'
— 4(4«axi -72e«,_29i^Xt — 46— 36X,eX*)(F'X,)» -(13«»x^ +765e«i+969eXi -127+288X,eXt)FX, +12(2«ax« +42««i +4eXi — 3 + 12X,eXi)]] 4- etc. etc.
Cette formule ofire la solution de cet important problème: Étant donné Tangle de projection 9, le coefficient de la résistance c et la portée horizontale X^ déterminer la vitesse initiale.
Lorsque l'angle de projection 9 est très-petit l'on peut négliger la troisième puissance et les puissances supérieures de sin(p devant la première; cos9 étant sensiblement égal à l'unité, la formule se réduit à
c 2fin9 2csin^co8<^
— on
d'ob
2nD2<)> \cJ
ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé directement pour ce cas particulier (loi).
Si la portée X est peu considérable , si eu même temps le projectile est de fort calibre, c'est-à-dire si e est très-grand, pourvu que l'angle de projection ne soit pas très-grand lui-même;
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alors ou X, est une très -petite fraction, alors aussi •*',
F'X, j FX« peuvent être regardés comme égaux à Tunité ; il en résulte que dans chacun des termes entre crochets [ ] , facteurs des diverses puissances de sin9; les termes facteurs de X, et
de -r-r-, ainsi que les autres termes* se réduisent chacun en
particulier k zéro ) de sorte que la formule se réduit à
h SS ■ ' . _ ■ •
SsinS^
ce qui est la vitesse qu on obtiendrait dans le vide. Cela devait être; mais il n*était pas inutile de s'en assurer ^ vu les nombreux multiplicateurs numériques qui se trouvent dans cette
formule. Appelant V cette valeur de ^ = dans le
cas particulier du mUieu non résistant ^ la formule peut prendre
une expression plus simple ; remarquant que ■ = » 9
c^cl/c\* l/c\4
"*"S76V2ÂTX.J [••••] + elc.
d'où
ATX.
(18) *+4(2V5x;) f--^+7î(2Â?5x;) f-^+STelaÂfc.) r-3+etc.
Dans cette formule on n'a pas écrit les termes renfermé entre crochets [ ] 9 ils doivent être pris dans la formule précédente.
132. LoiiQueuT de Vare dont la projection ett donnée. Français a trouvé pour la longueur d'un arc de la trajectoire compris entre l'origine et un point dont l'abscisse est œ^ la relation suivante dans laquelle <^ est une quantité arbitraire
(19) j = — L-(e«Jf— 1)
Durée du trajet. Partant de la formule dxdp+gdt* = o
, . , d^ ' . , , , dl /tm\2 \
qui combinée avec — r- = -imtrds donne t = l — ) cos9e , ^ cos' 9 as V g J '
Français trouve une expression de la durée du trajet. En conservant aux dérivées exprimées par la caractéristique ^ leur valeur 9 il arrive à l'expression suivante^
(20) < = 2^ — jHcofl^Ce^"— 4) 2 C
+«(7) [2:4^ '"'^-âc =^ ~*^+(7) 5'H (*' -*^'
—6(7) [2:i!?'««^-275<'»»^+(7)iJ*->»»J(*' -*)•
1 /m\'rd.2.3^, 3.4m^, .5/w\*^,
-(^)^'co.,](.^"-,).
-f-elc. elc. I
La loi de ces termes est facile à saisir.
Si Ton veut exprimer le temps de la montée par la branche
ascendante, on changera « en \^+—) • On aurait de même le temps employé depuis le point de départ jusquau point
* É^aftlion i02 da manmcrit.
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où rinclinaison est de même grandeur qu'au point de départ^ mais
en sens opposé , en changeant e en ( i H 1 .
La formule qui précède peut recevoir des modifications qui
la rendent plus comparable à celle du mouvement dans le vide^
ou k celle que nous avons obtenue pour les petits arcs. Pour
cela, on remarquera que le premier terme 2 ( — 1 coS(p(* — 1)
se transforme en ^^'(ô-jj faisant subir celte transformation
aux autres termes, on aura l'expression suivante dans laquelle devront être substituées les quantités entre crochets [ ] de la formule précédente.
-|-elc. elc. I
Dans cette expression, le terme en dehors de l'accolade est la durée relative au mouvement qui aurait lieu en ligne droite sans l'efTet de la pesanteur ; le terme entre accolades qui renferme Tangle de projection et le coefficient de la résistance de l'air
donne la durée due à l'effet de la pesanteur; le terme - est
Ces divers résultats auxquels est arrivé Français sont très-
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remarquables par leur symétrie y par les nombreuit termes ealculés et par la loi de leur formation. Ils ont acquis une noi^dle simplicité par Femploi des caractéristiques que nous ayons adop^ tées et deviennent plus facilement applicables au moyen des tables que BOUS avofns données.
S IV
Blédiodés d'approximation.
134. Méthodes d'approximation. La méthode d'Ëuler et le» formules qui donnent par des séries les valeurs qu'on doit déterminer dans les problèmes de balistique , exigeant des calculs très -longs, les géomètres ont cherché une autre voie et ont taché d'obtenir des formules plus faciles et donnant en même temps une approximation suffisante.
Méthode de Borda. Borda % considérant que l'équation
—^ = —86 refuse à l'intégration, a pris pour la densité de
l'atmosphère ^ qui entre dans le coefficient dé la résistance , une fonction de Finclinaison telle que l'intégration devint possible et qu'en même temps la densité n'éprouvât pas d'anomalies trop considérables. C'est une voie dans laquelle sont entrés après lui plusieurs géomètres qui y ont apporté de grands perfectionnements. La fonction qui a conduit Borda aux équations les plus
simples est celle-ci : ■■ ' , dans laquelle a est une quantité
arbitraire. Remplaçant donc la densité S de l'air par ■■
Vi+P^
ou - par T==, 9 il détermine « de manière qu'au point de
projection où p = tang <p la densité qui résulte de la supposition soit égale à la densité véritable, c'est-à-dire qu'on ait
* Mémoires de PAcadëmie des sciences de Paris, poar rafinëe'i769; sur la courbe décrite par les boulets et les bombes ^ en ayant égard à la résistance de Tair.
iS8 sBCTioN r.
1 , d'où résulte « = . Par là, la densité de raif
est variable en chaque point et égale à 5 .
Par la substitution de == à «*, l'équation ci-dessus,
en remarquant que ds =i dœ^^ i +i>', devient i/*;? 1 ds i dx
et par l'intégration Borda a obtenu pour l'équation de la trajectoire
La force retardatrice — — est suppo?ée exacte aux environs c cosç
du point de départ; mais elle est trop grande dans la partie
supérieure de la trajectoire ; elle redevient exacte dans la branche
descendante au pomt où la courbe a même inclinaison qu'au
départ, puis elle est supposée trop petite dans la partie qui suit
jusqu'au point de chute. Borda pensait par Ik que les erreurs
étaient assez bien compensées ; cependant l'amplitude et la hauteur
du jet sont trop petites. Mais si Ton calcule séparément la bran-^
che descendante , en partant de la vitesse au sommet qu'on peut
calculer directement, on diminue l'erreur sur l'amplitude totale.
Cette formule de Borda peut être ran^enée k celle que nous
avons déjà donnée (loo) en y introduisant la caractéristique F ;
elle devient alors
X lang (Ç — ;-'^ , F { ^ ]. à-h cos' (0 V c C08 (P /
h-h cos' qp
155. Formule de Bcsout. Besout* est arrivé k des équations de même forme que celles qui résultent de la méthode précé-
* Coars de mathématiques à Tusagc du corps royal d^arlillcrie. — Mouvement des projectiles.
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dente ^ mais par des considérations compliquées^ elles reviennent à remplacer par une quantité constante une quantité variable avec Imclinaison des diverses parties de la trajectoire, c'està-dire que Besout représente par a la quantité
|tang'^e + -i^tang^lB+^tang^ie + ctc.
1— tang^iO
et qu'il choisit pour 0 la plus grande valeur qu'elle peut avoir, c'est-à-dire ^. L'équation qu'il obtient peut se ramener comme la précédente à la forme suivante
y = xtaDg(p-
kh cos'
Il montre ensuite que la quantité a est équivalente à
i séc9 + ^cot<Plog (45° +i<P) ,
que nous avons représenté au moyen de la caractéristique î par
tangip*
Besout donne ensuite une table de ces valeurs et il propose un moyen d'avoir égard au changement de densité de l'atmosphère; mais, par ce moyen, l'erreur sur l'amplitude est plus grande que quand on suppose la densité invariable.
136. Méthode de Legendre. Legendre* a proposé plusieurs méthodes d'approximation pour obtenir l'équation de la trajectoire, en faisant une supposition sur la variation de la densité
de l'air. La principale est fondée sur cette formule — .
de façon que dans l'équation --^ = — , on remplace - par "^"^.^ ou S par S *^°^^ ce qui la transforme en celle-ci
* DisseruUon sur la qaeslion de balislique, proposée par rAcade'mie .royale dcB seiences et bellcs-leUres de Prasse , pour le prix de 1782 , par Legcndre.
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Il détermine « de manière qu'an point de départ où jp:âstang (p la densité soit exactement celle qn'on doit avoir, c'est-à'-dtre
quil fait — ======== 1 doù a^
V'i+unfcp i + co8(p
Par cette méthode , la densité supposée est égale à la densité réelle aux trois points où Ton a ;> = tangcp, |> = o et p = — tang <P. Dans les autres positions , elle sera plus petite que la véritable.
Le mmimum aura heu au point ou v = =
et le rapport de la densité supposée à la densité réelle sera
V^i — tang4i(p, quantité en général peu diflFérente de l'unité; car, lorsque <P est successivement 3o°, 4^®? ^®% ^® rapport est respectivement inférieur h l'unité de 7^0? T7> IT'
Cela posé, l'équation edp^^^dpdsy en y remplaçant & par
dxV i +jp% devient
ctPp = (i+ap^)dx.dp.
De cette équation, en faisant B = ^ — r — hlangqp-Hstang'ç,
déterminant C par l'équalion cubique ^C'+C — B = 0,
C'+ ->= m, déterminant enfin les valeurs
des angles A et P par les relations
langA = — ^^^^ et taûgP = C_L-i- .
on aura
C — P . , cosP . 3C,
r+Ok \ '"^ C — lang^"
et
On observera 1® que G doit être calculé avec précision au moyen des fausses positions, 2® que les logarithmes indiqués
sont hyperboliques et que A — P désignant la longnear absolue d*un arc, devra , après avoir été estimé en degrés, être multiplié
par jTT. On aura ainsi les valeurs de a; et de y pour autant
de valeurs de p que Ton voudra.
Cette méthode et plusieurs autres que Legendre développe ont le mérite d'une grande exactitude ; mais on ne saurait disconvenir qu'elles n'ont pas la simplicité nécessaire dans les applications et qu'elles conduisent à des calculs trop pénibles.
Legendre fait une application numérique et il compare sa formule à celle de Borda ; mais les données de l'exemple qu'il choisit sortent des limites de la pratique; car il prend ^ h= loe et l'angle de projection de 45®. Or, pour des bombes de o",32 ou o"',22 de diamètre, la valeur h= loc indiquerait des vitesses respectives d'environ 460™ et 36o™ par seconde, qu'on ne peut obtenir avec les mortiers : il ne peut pas plus être appliqué aux canons qu'on ne thre pas sous des angles aussi grands.
Cet exemple était très -propre, sans doute, à faire ressortir l'exactitude relative des méthodes de Legendre et de Borda; mais il induirait en erreur sur leurs valeurs réelles, considérées sous le rapport des applications au tir des projectiles.
137. Méthode de Français. Français**, tout en reconnaissant le mérite de la fonction de densité employée par Legendre , lui veproche de manquer d'homogénéité ou d'égalité de dimensions par rapport à p^ entre le numérateur et le dénominateur, de
i + ap^
sorte que p étant infini la fonction ^ le devient elle-même.
Par cette considération il lui préfère celle-ci
i+ap^
Vi + bp^.V'i+P^
Si l'on y supposait a = 5 = i , elle serait rigoureusement égale k l'unité. La condition principale à remplir étant que
* Ouvrage cité, page 21.
** Hecberches sur le mouTcment des projecUles dans les milieux rësîstanls, par Français ; manuscrit de l'ëc. d'applicAt., an XIII, p. 134.
réquation €d*p=dpdsde\ierïne intégrablc, après qu'on l'aura mul-
i + ap^
tipliée membre à membre par Téquation i = ■- — , :
Vi+bp^.Vi+p^
on y satisfait en faisant 6 = ^ a. Posant pour seconde condition, que cette fonction soit rigoureusement égale à l'unité pour pz=ztàXig<Pf on y satisfait en supposant
, 3 — V'9 — 88in^9 a zzz i --7-^ .
En remplaçant dans l'équation différentielle de la trajectoire
1 1 i + ap^ ^ , . .
" par === z=z=. et ds par dx V i +p , on aura
^Vi+j,ap^.Vi+p-
1 + ap»
cd^p = — — ebcdp^
V'i + ia/»'
d'où l'on tire par l'intégration la valeur de -^ puis celles de dy et de dx et enfin celles de x et de ^^ en faisant
représentant par ^ un angle constant tel que cot2iS = feV^aa, et par Ç et y des angles variables tels qu'on ait
tangç =^^ — ' ^ T' —
vUng/3
et
tangqp\/^a+V^l+|atang'<p tangy = ■ — = — = ° — ,
/tang^
x['«->'-'(^-r)^'<:rg:::',^;a
* Éqafttion 110, manuscrit cite.
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y = c.*.i«2i3r-l-logiî=L5+log22!(êlI«lf2l(£±9l ^ '^Lco82^ ^Ungy^ ^cosO — y).cog(^ + y)J
On a ainsi les coordonnées a; et y en fonction de la variable p.
La supposition de sin^ = cos K rend les valeurs de x et de y infinies négatives; cette hypothèse répond k une asymptote de la branche ascendante. Français fait remarquer que l'angle asymptotique qu'on en déduit ne diffère de Tangle obtenu par les formules exactes que de quelques secondes dans les cas les plus défavorables 9 ce qui atteste un grand degré d'approximation ; il trouve de même l'existence d'une asymptote verticale dans la branche descendante et sa distance finie au point de départ; il trouve aussi les relations qui^ dans cette hypothèse de la densité^ donnent la portée horizontale ^ l'angle de chute etla durée du trajet.
138. Comparaison entre le degré â^ approximation des méthodes de Legendre et de Français. On jugera du degré d exactitude des méthodes de Legendre et de Français y par la comparaison des résultats numériques relatif au cas discuté par Legendre, 9 = 45^9 pour lequel on a dans son hypothèse « = o,4i4^'4 ®^ dans celle de Français a = o,6i8o34> les valeurs des fonctions proposées par ces deux géomètres, lesquelles sont respectivement
ont été calculées pour des valeurs de 9 de 5^ en 5% et sont contenues dans le tableau suivant.
Tadleav des valeurs comparatives des fonctions de Legendre et de Français pour diverses inclinaisons.
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Les valeurs minima des fonctions de Legendre et de Français ont lieu respectivement pour 9 = 3i^ ^5' 54" et pour (p = 3i® 43' 3", et sont respectivement 0,985188 et 0,994 4 "2. On voit par là que dans Tintervalle de 0® à 45'* la première diffère de lunité de jy, et la seconde de ■— seulement. Au-delà de 4^**? ^^i fonction de Legendre va en augmentant jusquà rinfini, celle de Français ne dépasse pas lunité dfc plus de |. Celle-ci l'emporte donc sur la première pour Fexactitude , et elle marche de pair avec elle pour la simplicité.
139. Modification proposée. Les formules de Legendre et de Français sont encore susceptii>les d*un peu plus d'exactitude. En effet, les valeurs de a et de a de ces formules étant déterminées de façon que la densité supposée soit égale à la densité réelle au point de départ et au sommet , il en résulte que dans tout le cours de la trajectoire, la densité supposée est inférieure à la densité véritable de quantités dont le maximum a été
respectivement de jj et
or, si on prend la moyenne de
toutes les valeurs calculées de 5^ en 5^, on trouve^ d après le tableau qui précède, 0,9981 35 pour les premières et 0,997899
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pour les secondes.; ces quantités correspondent à une valeur du tableau, comprise respectivement entre 4o® et 45® et entre iS** et 20** 5 elles seraient environ 4 1* i et 17®; si donc on déterminait « et a par la condition q^ie la densité supposée s'accordât avec la densité réelle pour les valeurs correspondantes de py la valeur moyenne de la fonction serait ramenée h très-peu près à Tunité , et les plus grandes différences ne seraient plus que d'environ la moitié de ce qu'elles sont respectivement dans les méthodes de Legendre et de Français. Ces deux méthodes gagneraient ainsi en approximation.
140. D'après ce qu'on vient d'exposer , les recherches des géomètres sur la loi du mouvement des projectiles dans la supposition que la résistance de l'air est proportionnelle au quarré deja vitesse, paraîtront sans doute assez complètes; si elles n'ont pas amené à des formules à la fois simples et exactes dans le cas général , cela tient à la nature même de la question et il ne parait pas possible , au moins dans l'état actuel de l'analyse , d'arriver à une équation finie de la trajectoire, ni à l'expression semblable des principales relations dont on aurait besoin. Cependant y les méthodes d'approximations qu'on possède seraient assez exactes pour qu'on puisse s'en contenter dans les applications les plus précises y si ce n'était encore la longueur des calculs numériques. Mais, si ces recherches n'ont pas présenté jusqu'à présent l'accord désirable avec les résultats de l'expérience, ce n'est pa» dans les formules qu'il faut en chercher la cause } elle gît plutôt dans l'hypothèse de la proportionnalité de la résistance de l'air au qoarré de la vitesse , hypothèse dont l'inexaetitude est bien démontrée maintenant (section II et art. io4)*
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Tracé des trigeetoires.
ikl. Trajectoires des bombes . Lorsqu'un point ma^ tériel) par Taction de forces motrices quelconques auxquelles il est soumis, décrit une courbe dans l'espace, on peut le considérer à chaque instant comme se mouvant suivant Parc de cercle osculateur de la courbe en ce point ; et la composante des forces motrices, prise suivant le rayon , qui est la force infléchissante , est égale à la force centrifuge qui résulte de la vitesse du point matériel et du rayon du cercle osculateur à cet instant. Si V est la vitesse
P du point matériel, P son poids, - sa masse, ^ représentant la gravité , y le rayon du cercle osculateur ; la
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force centrifuge sera , et si ^ représente la composante des forces motrices suivant le rayon , on aura
_PV; ^^ =£I1=2A?.
ya
en représentant par h la hauteur r- due à la vitesse Y.
La longueur du rayon de courbure en un point étant connue et sa direction devant être perpendiculaire à la tangente à la trajectoire , ou à la direction du mouvement du mobile en ce point ^ on aura la position du centre de l'arc osculateur, et on pourra décrire cet arc et avoir ainsi le chemin que parcourt le mobile dans le premier instant.
La composante des forces motrices, prise suivant la tangente , a pour effet de retarder ou d^accélérer la vitesse du mobile suivant le sens dans lequel elle agit.
Appliquons au tracé d'une trajectoire les principes qui viennent d^étre rappelés*.
Soit 0 (Fig. 18) le point de départ, OA la ligne de projection du mobile considéré comme un point matériel relativement aux dimensions de la courbe qu^il parcourt , 9 Tangle qu'elle fait avec l'horizontale OB, Y la vitesse initiale du projectile; soit toujours ^ la pesanteur, h la hauteur due à la vitesse V, P le poids du projectile, SR son diamètre.
Si au point 0 on élève à OA une perpendiculaire OC, on aura la direction du rayon du cercle osculateur.
Les forces motrices qui agissent sur le mobile sont : la
* H. Poncelet a indiqué Tapplication dfl ce principe an tracé de la trajectoire d*an projectile, dans les leçons de Mécaniqne indaslrielle qa*il a faites k Mets en 1828 et 1899 (lithographiées à MeU, 1829, deaiîème partie, page 55).
pesanteur, dirigée de haut en bas suivant la verticale, et la résistance de Tair qui agit sur le mobile suivant la direction OA du mouvement, par conséquent suivant la tangente à la trajectoire et dans le sens opposé à celui de ce mouvement, c'est-à-dire de A vers 0.
Soit pris, suivant la verticale, la longueur OD pour représenter le poids P, menons DF parallèle et DK perpendiculaire â la tangente OA, OF sera la composante q suivant le rayon du cercle osculateur. La résistance de Pair étant dirigée suivant la tangente OA , sa composante suivant le rayon OC est nulle, de sorte que q seul doit être égal à la force centrifuge et on aura
y= ou y = 2A-.
Prenons OL = 2A et par le point L menons Tborizontale LC , le point G où elle rencontre le rayon sera le centre du cercle osculateur cherché ; en effet les deux triangles OLC et ODF étant rectangles ei ayant Tangle 0 commun sont semblables et on a
0C = 0Lx^=2A£ = y;
maintenant, si du point C comme centre, avec un rayon OC, on décrit un arc de cercle , on aura la courbe que suivra le mobile dans le premier instant.
Dans le tnijet, le mobile est soumis à Teffet de la résistance de l'air qui diminue sa vitesse. Soit t un temps très -court au bout duquel on veut avoir la position du mobile ; au moyen des formules du mouvement des projectiles abstraction £ute de la pesanteur (94) , on déterminera Tespace s parcouru en vertu de la vitesse initiale y et la vitesse ç que conservera le mobile ; mais , pendant ce même temps, la pesanteur aurait communiqué au corps,
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abstraction faite de la résistance de i*air, une vitesse égale à gt dont la composante suivant la tangente à la trajectoire est gt sin ^ \ de sorte que la vitesse du mobile , après le temps t^ sera 9 — ^fsinç, que nous représenterons par ¥'•
Si la pesanteur eût agi seule elle eût de même fait parcourir au mobile un cbemin égal à } gf^ suivant la verticale et égal à -^^^""sin^ suivant la trajectoire.
Cela fait, on portera sur lare de cercle, de 0 en 0', une longueur égale ks — ^^f'sincp; le point 0' sera la position du projectile après un temps t \ la vitesse sera Y', la direction du rayon osculateur O'C ; la tangente sera O'A' perpendiculaire à O'C,
On évitera le calcul de ^^sin^ et de ^^^'sin^ en prenant sur OD des longueurs qui représentent gt et ^gf^^ et en les projetant sur OK, ou en mesurant la distance de Textrémité de ces lignes au rayon OC.
On opérera au point 0' comme on Ta fait au point de départ 0 \ on prendra sur la verticale une longueur O'L'
= hl =1 —^ on tiacera Thorizontale VG 5 du point G
comme centre, on décrira Tare de cercle O'O", égal à s^ — {^f'sin 9', décrit en vertu de la vitesse V pendant le temps t\ la vitesse au point 0" sera égale à V — ^^sinç'; 9' étant Tinclinaison de la trajectoire au poi'nt 0'.
On opérera de même à partir du point 0^' et ainsi de «uite pour des intervales de temps consécutifs t égaux ou inégaux, jusqu'à ce que la tangente à la trajectoire soit devenue horizontale , ce qui comprendra toute la branche ascendante; on continuera de même pour la branche descendante, jusqu'à ce que la trajectoire ait coupé la ligne horizontale OB ou toute autre ligne à laquelle devra se terminer le trajet du projectile. On aura de cette manière pour chacun des points considérés 0', 0", 0'",.... , la
vitesse du mobile , la durée du trajet , rinclinaison de la trajectoire ; on aura ces valeurs par interpolation pour les points intermédiaires. La trajectoire du mobile pourra donc être regardée comme entièrement déterminée dans les limites du tracé.
442. Modification gui donne plus d'exactitude dans le tracé. Pour que le tracé qu^on vient de donner soit exact, il faut que la durée ty dont la grandeur est arbitraire, ne soit pas trop grande; autrement, la vitesse du projectile variant pendant la durée du trajet, le long
de Tare que l'on décrit des points C, C, G\
comme centres, le rayon du cercle osculateur devrait changer lui-même avec cette vitesse. On peut tenir compte de cette variation, au moins approximativement. Pour cela, quand on a obtenu après le temps t , la vitesse finale Y, les composantes ^fsin<^ et {gt"* sinç, on considérera Tare comme parcouru en vertu de la vitesse moyenne i (V -*- V) ; on prendra la valeur de h et par suite le rayon de courbure qui y correspondent. De même , la valeur de cp dans les composantes gts\VL<^ et ~gt*sm(p sera remplacée par la valeur moyenne {(^-f-^') 5 c^est-à-dire qu'au lieu de considérer la tangente au point de départ 0 , on considérera la corde qui joint les points 0, 0',... la quelle est sensiblement parallèle à la tangente moyenne. On opérera de même pour les points suivants. Pour ceux-ci, la différence entre les résultats successifs déjà obtenus permettra généralement de déterminer très-approximativement et par une seule opération, la vitesse moyenne à employer pour obtenir le rayon de courbure ; îl en sera de même pour les valeurs de ^^sin^ et de -J-^^'sinç. Par ce moyen on pourra prendre la valeur de t , égale à une demi-seconde ; on pourra la prendre d'une seconde quand Técheile du dessin ne sera pas très-grande. Les durées que Ton prend ainsi restant constantes , celles de gt et de y^f ' le sont aussi ; elles peuvent être portées
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une fois pour toutes de 0 en D et de 0 en e/, alors ges\n(p^ ^ts\n(i/y,.. et ^ffe^sin^, -^^'sin ^',.... sont donnés par des perpendiculaires comme DF, df au rajoH du cercle osculateur, ou, sans qu'il soit besoin de les tracer, par une simple ouverture de compas.
La formule qui donne Fétendue du trajet en fonction de la durée est plus compliquée que celle qui donne la durée en fonction de la longueur du trajet. Pour rendre moins ] longs les calculs numériques , on peut se donner la vitesse à la fin d'un trajet de peu d^étendue qui doit être décrit avec un même rayon, chercher le rayon de courbure correspondant à la vitesse moyenne \ (V -f- V) , déterminer^rétendtie x et la durée t du trajet , dans Fhypothèse du mouvement rectiligne (94, éq. 24 et 28) ; déterminer ensuite les composantes ^e sin |^(^ -4- ^') j |^^' sin|^ (jp -*- ç') ; corriger la vitesse finale et l'étendue du trajet , pour avoir ainsi l'extrémité du premier arc décrit avec le rayon y. Continuer de même pour les arcs suivants. Il est encore mieux de se donner la longueur x du trajet ; d'en déduire le temps écoulé t et la vitesse à la fin (94, éq. 22 et 23, et tab. XII et XIY), déterminer la hauteur h correspondante à la vitesse moyenne i (V 4- c) , décrire l'arc , déterminer ^f sin^ (9 -f- 9') et \çt^ sin J- (9 -4- 9') , retrancher la pretniére de c pour avoir V et la seconde de x pour avoir la longueur de Tare. Dans ces deux cas ^i et ^fft^ n'étant plus constants, les produits par siny(^ + ^) ne sont plus aussi faciles à obtenir. Dans tous les cas, les longueurs des arcs doivent être portées par des ouvertures de compas assez petites pour que les arcs et les cordes ne difi^érent pas sensiblement. On simplifiera les opérations en calculant une petito table des vitesses ef des durées, suivant les trajets du projectile donné..
143. Tracé dans le cas de faible courbure. Lorsque la vitesse des projectiles est grande , ou que la direction
de leur moBTement s'éloigne beaucoup de rbomoiktale, le rayon de couribure de la trajectoire est très-grand, et il devient difficile de tracer les arcs de* cercle successifs comme éléments de la trajectoire ; c'est ce qui aurait lieu pour les obus et les boulets animés des grandes vitesses qu'on leur imprime dans le tir sous de petits angles audessus de rborizon , ou , pour les bombes , dans la partie de la trajectoire éloignée du sommet , et qui se rapprocbe de la verticale. Dans des cas semblabes , il convient de tracer la trajectoire par points comme on va l'indiquer.
Soient 0 (Fig. 49) un point de la trajectoire, OP la ligne de projection ou la direction du mouvement du projectile , Y sa vitesse. On calcule quel sera , après un temps très -court f , l'espace parcouru s et la vitesse du mobile v ; on prend OD = ^e et od == {^/' : on mesure d'^après le tracé la composante OL ou DF prise parallèlement à OA ou perpendiculairement au rayon du cercle osculateur, et qui sont DF=^^sin^ et d/'z=^pe^sin(?i on les retranche des quantités déjà trouvées, si le projectile s'élève ; on les ajoute si le projectile s'abaisse audessous de rborizon. On aura ainsi s — :^^^'sin9 pour l'espace parcouru suivant la direction du mouvement^ et on la portera de 0 en A; on aura de même (>— ^^ sinç pour la yitesse restante Y'. Mais, pendant le temps i et par l'efiTet de la pesanteur, le projectile se serait abaissé de {fft''^ si donc par le point A on mène une verticale AO' = Od = ^fft^y on aura la position 0' du projectile après le temps f.
Sans connaître le rayon de l'arc de cercle , et sans qu^il soit nécessaire de le tracer , on sait qu'il doit être tangent à OP au point 0 , et comme en même temps il doit passer par le point 0', 00' sera la corde du premier arcj si on divise cette corde en deux parties égales par une perpendiculaire, celle-ci coupera OA en M; si on joint ce
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point et le point 0', MO'A' sera la taiigente et la direction du mouvement au point 0' après le temps /; la vitesse Vest déjà connue et égale à i> — ^^sinç.
A partir du point 0' on opérera comme on vient de le dire , en continuant ainsi , on aura une suite de points 0, 0', 0"..., la direction des tangentes et la vitesse en ces points , et par conséquent tout ce qu'il faut pour tracer la trajectoire.
Afin que Topération soit plus exacte y après une première opération au point 0, on calculera Fespace parcouru et la vitesse perdue en vertu de la vitesse moyenne, et les composantes de la pesanteur relatives à Finclinaison moyenne ; mais pour les autres positions , on rendra Topération moins longue en déduisant à Favance ces moyennes par les différences entre les résultats successifs déjà calculés ; de cette manière , une seule opération suffira pour chaque point.
De ce que les durées et les espaces OA , O'A' doivent être petits , la grandeur AO' étant petite aussi , il en résulte qu^une très-faible erreur sur ces longueurs en produirait une beaucoup plus sensible sur la direction de la tangente HO'. Pour éviter ces erreurs, on portera sur OP une quantité égale à un certain nombre de fois OA, et on prendra sur la verticale menée par Fextrémité de cette ligne un pareil nombre de fois la valeur de |^^' ; on continuera le tracé et on aura une h'gne à laquelle on mènera par le point O' une parallèle qui sera la direction du mouvement en ce point.
Pour tracer l'arc entre deux points 0, 0', on pourra employer une régie ployante; mais on obtiendra trèsapproximativement un nombre n de points intermédiaires aussi grand qu^on voudra, par le procédé suivant : on divisera OA (Fig. tO) en n parties égales OA, , A,A^, A,Aj.... et AO' en n* parties aussi égales entre elles. On prendra 1%
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2' OU 4, 3^ oa 9.... de ces parties qu'on portera de A, en M, , de A^ en M,, de A^ en Mj.... ; les points M, , M^ , H3 appartiendront à la parabole osculatrice en 0 qui passerait par le point 0^
Hi, Propriétés générales des trajectoires* Sommet j minimum de la vitesse et du rayon de courbure. Le Iracé de la trajectoire d'une bombe permet de reconnaître dans ces courbes plusieurs propriétés qui ont déjà été indiquées (63 et 65, 109 et 110} , et de déterminer les points particuliers qui en jouissent.
Considérons la figure 21 qui représente la trajectoire d'une bombe de 0"*,22 , projetée sous l'angle de 45^ avec une vitesse initiale de 120"*'% en prenant des intervalles de temps constants égaux à une demi -seconde, et dans laquelle on a conservé les notations de la figure 18 (141). - La courbe C, C, C..., qui passe par les centres des cercles osculateurs représente la développée de la trajec-toire 0, 0', O''.,..; elle a en C, un point de rebroussement qui correspond au maximum de courbure. Le rayon de courbure le plus petit passe par ce point, et il est tangent aux deux branches de la développée.
Si on mène une ligne verticale ST tangente à la développée au point T, le point S où elle coupera la trajectoire sera le sommet de cette courbe \ l'ordonnée SP donnera la plus grande hauteur du jet. On obtiendrait également cette hauteur en traçant une horizontale tangente à la trajectoire ; mais le point de tangence étant difficile à apprécier exactement, Tabscisse du sommet serait déterminée d'une manière moins précise.
Les vitesses en chacun des points O', 0'', O"'.... ont été déterminées à des intervalles de temps égaux pour le tracé de la trajectoire ; on peut donc reconnaître la position de Tare sur lequel se trouve le point où la vitesse est un minimum ; on obtient également ce point par la comparaison
des valeurs de 2à représentées par les lignes OL, O'L', 0"L"..,. Si on mène des tangentes à la trajectoire et à la courbe L, U, L''.,.., les deux points 0,, L, sur la même verticale, qui jouiront de la propriété de donner deux tangentes parallèles , seront ceux où les deux courbes sont le moins éloignées ; la longueur 0,L, donnera la plus petite valeur de 2A , et par suite celle de Y qui est un minimum. On peut reconnaître que le point 0; où la vitesse est un minimum y est plus éloigné du sommet S que le point où le rayon de courbure est un minimum (110).
La trajectoire, dans la partie qui est au-dessous de Vhorizontale passant par le point de départ, et où les rayons de courbure sont très -grands, a été tracée par points au moyen du second des procédés indiqués (143).
14S. ^application du tracé au jet des bombes. Au moyen du tracé qui vient d*ètre indiqué pour la trajectoire des bombes , et connaissant la vitesse initiale et Tangle de . projection , on pourra déterminer la portée du projectile , l'angle de chute, la durée du trajet et la vitesse finale, soit sur une ligne horizontale , soit sur toute autre ligne déterminée de position, pour le cas particulier qu'on a traité. En exécutant sur le même dessin un certain nombre do tracés semblables pour un même projectile sous le plus grand angle de projection en usage, et avec des vitesses variées , depuis celles qui donnent les plus petites portées que Ton veut considérer , jusqu'à celles qui donnent les plus grandes charges de poudre, et que l'on emploie avec les bouches à feu , on pourra résoudre tous les problèmes qui seraient proposés; cela aura lieu, soit que l'une des courbes satisfasse exactement aux conditions du problème, soit qu^on doive opérer par l'interpolation d^une courbe entre deux courbes voisines. Ce tracé s'applique particulièrement au jet des bombes, et pourra être limité aux angles de tir de GQ'' et aux vitesses que donnent les
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charges de poudre qui remplissent la chambre des mor-^ tiers.
Si Ton se proposait, par exemple , de déterminer Pangle de plus grande portée pour une vitesse donnée, on déterminerait sur chacune des trajectoires le point où la vitesse est égale à la vitesse donnée; on mesurerait la portée horizontale correspondante 5 on opérerait de même pour les diverses courbes 0 ; on reconnaîtrait la portée qui est la plus grande, et on mesurerait Tînclinaison de la trajectoire au point de départ ; on aurait ainsi Tinclinaison cherchée pour la vitesse donnée.
Comme le maximum cherché peut se trouver entre deux des trajectoires tracées , on obtiendra le maximum demandé avec plus de précision par le tracé d'une courbe auxiliaire , en prenant pour abscisses les inclinaisons de la trajectoire aux divers points où la vitesse est égale à la vitesse proposée , et pour ordonnées les portées correspondantes ; l'ordonnée du sommet de cette courbe donnera la portée maximum , et Tabscisse l'inclinaison sous laquelle on peut Tobtenir,
La solution d^un problème sur le jet des bombes peut paraître longue , lorsquMl faut effectuer le tracé de la trajectoire pour chaque cas; mais, pour les projectiles en usage dans le service de rArtîllerie , le nombre des tracés à effectuer est peu considérable , si Ton considère surtout qu'ils sont limités aux angles de 50° à 60"*, et qu'ils sont plus généralement relatif à Tangle de 4S°. Ces problèmes pourraient donc être rendus très -faciles à résoudre au moyen d'un certain nombre de trajectoires tracées une fois pour toutes.
146. Tracé des trajectoires sous les petits angles de projection. Le tracé des trajectoires au moyen des arcs osculateurs consécutifs est très- convenable pour le cas du tir des bombes sous de très-grands angles et avec de faibles
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vitesses , cas dans lequel la grandeur des rayons est eom-« parable aux portées et aux dimensions du papier sur lequel doit se faire le tracé. Mais la trajectoire d^un boulet ou d'un obus lancé sous un petit angle de projection au-dessus de l'horizon, et avec la vitesse susceptible de donner les portées habituelles) étant par cela même très -aplatie^ et ajant par suite de très-grands rayons de courbure , présente beaucoup de difficultés dans l'exécution à une échelle convenable. On peut bien déterminer divers points de la trajectoire les uns d'après les autres , comme on l'a indiqué (143); mais, de même qu'on arrive par des moyens analytiques à une équation finie de la trajectoire, on peut aussi déterminer directement par le tracé autant de points qu'on veut de cette courbe.
Soient (Fig, 22) 0 le point de départ, OB la ligne de projection faisant un angle 9 avec l'horizontale OA, et h la hauteur due à la vitesse initiale Y \ x étant Tabscisse d'un point , Tordonnée 7 de la trajecloke sera déterminée par l'équation
La valeur de c qui dépend de la densité de Tair, du
diamètre et du poids du projectile , étant déterminée , on
X V connaîtra - et — ' soit par le calcul numérique , soit par
le tracé qui sera indiqué plus loin, et on déterminera la valeur de 4(^> V,).
Soit 0D = â7; si au point D on élève une perpendiculaire à rhorizontale OA, la portion DF comprise entre cette horizontale et la ligne de projection OB sera x tangç et représentera la hauteur à laquelle se serait élevé le projectile sans l'effet de la pesanteur. Le second terme de la valeur de /, ou l'abaissement du projectile j>eut être
mis sous la forme
c'est une quatrième proportiomielle aux trois quantités 4/rcos<p, et a:4f^î V,).
Pour ne pas avoir à tracer des lignes trop longues^ prenons sur OA une certaine fraction de kh , le cinquième
par exemple, c'est-à-dire, prenons OC=-r; si par le
point C on abaisse une perpendiculaire CG sur OA, on aura OG = ^cos^; puisque OD = a:, et que DF est
perpendiculaire à OB, on a DF = . Pour avoir ^
X'^'Çx^ V,), prenons sur une ligne quelconque passant par le point 0 , sur la verticale par exemple, une quantité OK égale à une unité de longueur et OL = 4 («a?, V,) ; traçons DK et par le point L menons une ligne parallèle à KD , elle coupera OB en M, et on aura la proportion
OK : OD ;; OL ; om, d^où
OD'OL OM = -jjg- = xHx, V,).
Joignons GM et par le point F menons la parallèle FN , on aura
OG ; OM ;: OF : on, d'oi\
ON = = b—l ,
OG Aheos^
c'est cinq fois l'abaissement cherché; prenons-en le cin* quième et portons-le de F eu P , le point P sera le point cherché de la trajectoire. En opérant de même pour d'autres distances , on aura autant de points qu'on voudra
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de la trajectoire du projectile, et en faisant passer nne courbe continue par ces divers points y on aura la trajectoire tracée à l'échelle qu'on aura adoptée.
La figure 22 représente le tracé de la trajectoire d^un obus de 0",22 projeté sous l'angle de 16*^ avec une vitesse de ikk^* On a fait la construction pour des points distants de 100« en 100"*.
147. Simplifications. Plusieurs simplificatiilis peuvent être apportées dans Fexécution du tracé.
Pour prendre facilement le cinquième des abaissements trouvés , on prendra 01 égal à cinq fois une quantité quelconque ; du point I comme centre avec un rayon IJ
égal à une fois cette quantité ou -^ , on tracera un arc
de cercle auquel on mènera une tangente par le point 0. Cela fait, au lieu de prendre le cinquième de la ligne OD, il suffira de mesurer la distance du point D à la ligne 01 9 ce qui se fera facilement avec le compas sans tracer aucune ligne.
On pourra construire les ordonnées à une échelle plus grande que les abscisses , afin de rendre la loi des abaissements plus sensible, ce qui sera particulièrement utile dans le cas du tir des projectiles avec de grandes vitesses sous de petits angles de projection. Ainsi, si Ton adopte pour le rapport le même nombre S qu'on a pris pour le rapport de kh , on prendra DF' = 5DF et on tracera OF' ; c'est à partir de cette ligne qu'on portera les abaissements FV = ON tels qu'on les trouvera ; on opérera de même pour les autres points, et on aura une trajectoire dont les ordonnées seront à une échelle cinq fois plus grande que les abscisses. Lorsqu'on voudra mesurer les inclinaisons, on devra le faire par le nmyen des tangentes trigonométriques estimées à Téchelle des ordonnées, le rayon devant l'être à celle des abscisses.
Lorsque Tangle de projeclion sera petit , les lignes de construction du tracé couperont l'horizontale OB sous des angles très - aigus , et il pourra rester de l'incertitude sur les grandeurs cherchées. Pour éviter cet inconvénient , on tracera une ligne auxiliaire faisant avec Phorizontale un angle suffisamment ouvert ^ et on y portera, à partir du
point 0 , les distances représentées par OF, ainsi que
la grandeur OG = h cos ^. On pourra se servir pour cela de la ligne OF' à laquelle sont rapporté's les abaissements pris à une échelle multiple de celle des abscisses. Le tracé pourra donner avec une grande facilité les valeurs
de -5 pour cela on prendra OQ = c; on élèvera au
point Q une perpendiculaire sur laquelle on prendra QR = 1 , et on joindra OR ; la partie DD' de la verticale passant par les divers points, tels que D compris entre cette ligne et l'horizontale OA, représentera à la même
échelle que QR , pris pour unité , les rapports - .
On aura aussi facilement — ^ . Pour cela , soit pris sur
la ligne de projection à une échelle quelconque OS = V, et soit abaissée la verticale 88,5 OS, sera égal à OS cos ^ = V, 5 soit pris encore à la même échelle OT = r , élevons la perpendiculaire TU = i 5 menons OU 5 la partie S,Z
de la verticale limitée à cette ligne sera - • Â Taide d'un
double -décimètre divisé en millimètres et en prenant un ou deux décimètres pour unité, les opérations que l'on vient de décrire deviennent très-faciles et assez exactes.
148., Tracé de la trajectoire pour des points équidistants. Lorsque les distances des points de la trajectoire qu'on se propose de tracer sont arbitraires, et lorsqu^on est maître de prendre des intervalles réguliers égaux , on
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peut exécuter le tracé avec plus de facilité. Pour cela^ on remarquera que les abaissements dans le vide exprimés
par j- — j- croissent proportionnellement à a?', ou comme
les quarrés 1, 4, 9, 16,... des abscisses qui croîtraient comme la suite naturelle des nombres 1, 2, 3, ky..., et que par conséquent de Tun des abaissements on déduira facilement les autres au moyen des lignes proportionnelles. Les abaissements dans l'air seront d'ailleurs égaux au produit des précédents par les fonctions 4(^5 V,)*
Soit proposé de déterminer (Fig. 25) les points de la trajectoire dont les abscisses sont lOO"", 200"», 300°",.... Soient OÀ la ligne de projection , OB Thorizontale passant par le point de départ ; prenons sur cette ligne les points 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, distants de 100" entre eux, et OC = A. Abaissons sur OA la perpendiculaire CG; soit OD l'une des distances, celle de SOC" par
exemple; déterminons ,,' , ou rr— ^5 P^^r cela, joi-
gnons DC, et par le point F où la verticale qui passe par le point D coupe la ligne de projection OA , menons FN parallèle à GD ; prenons le quart de ON , et portons-le de F en p] p sera le point de la trajectoire dans le vide à 800°* de 0. Si la ligne Fp était facilement divisible en un nombre de parties égales au quarré da 8, nombre des intervalles égaux que Ton considère, on opérerait directement cette division ; mais comme cela ne pourrait se présenter que par hasard, prenons un rayon plus grand que ¥p et égal au nombre 64 , quarré de 8 , des divisions d^une régie divisée et décrivons un arc de cercle ; par le point p menons une parallèle à OA ; elle coupera Tare de cercle en ç ; menons la droite F7 , et portons sur cette ligne les nombres 1, 4, 9^ 16, 25,
36, 49, 64, 81, 100 des divisions de la ràgle.
Par chacun des points de divisions , menons des parallèles telles que ç^Ps'y ces lignes couperont la verticale FD en des points dont les distances au point F seront avec Vp dans le rapport des quarrés 1 , 4, 9.... de la suite naturelle des nombres , et seront par conséquent les abaissements à 100", 200", SOO"*,,... ces parallèles prolongées couperont les verticales 1 , 2, 3,.... en des points ;?,, p^^ P^y»**' qui sont les points de la trajectoire dans le vide.
Pour avoir les points correspondants de la trajectoire dans l'air , portons sur une ligne quelconque , sur FJ , par exemple, à partir de F, FK = 1 , et ensuite FI , F2,... P5,... égaux â^J.(a:,,VO, ^(ar,, V,) ,... 4(a?5î V,)...; par Fun de ces points de divisions, tel que L^, menons une parallèle à la ligne ^sK, elle coupera F^ en Q^; FQs sera à ¥ç^ comme 4 (^5 j V,) est à 1 , et par conséquent si par Q^ on mène une parallèle à OF, cette ligne coupera la verticale à la distance de 500°* en un point qui sera le point de la trajectoire dans l'air à cette distance; on opérera de même pour tous les autres points. On aura très-facilement par ce moyen des points aussi rapprochés qu'on le voudra de la trajectoire qu'on cherche.
On pourra au besoin rendre plus apparents les abaissements du projectile en ^prenant les ordonnées à une échelle plus grande que celle des abscisses.
149. Tracé des inclinaisons de la trajectoire. Par un tracé semblable au précédent , on détermine l'inclinaison de la trajectoire en chaque point. Cette inclinaison est
donnée par Téquation tang9 =:tang<p — --^_4'(a?,, Y.).
En la mettant sous la forme
x(tan«<^-.lang©) = -i-^2|'(x., V,), on voit, 1® que le premier membre représente la distance
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entre la ligne de projection et la ligne menée parallèlement à la tangente à la trajectoire , distance mesurée sur la verticale qui passe par le point proposé , 2^ que le premier facteur du second membre est rabaissement du projectile dans le vide. Il suffit donc de faire le produit de celui-ci par 24' (a:, , V,) comme on a fait le produit par 4 (ar, , V,) pour avoir la trajectoire.
Pour cela, on se servira des divisions faites sur Vg (Fig. 23) , ou on en établira de semblables sur la ligne F^ menée par le point F et par la seconde intersection de la ligne qp^ et de l'arc de cercle tracé du point F comme centre avec le rayon F^ égal à 64 divisions. Par le point F on tracera une ligne quelconque F J' sur laquelle on prendra FK' = 1 ^ et les valeurs de «l'C^o V,), 4'(^a> V,).... et FM = {. Opérant pour la distance de 500'", par exemple , on joindra g^ \ par le point L^' qui correspond à FL5' = 4 (^5 > V,) , on mènera une parallèle à M^5, elle coupera la ligne F^ en Q^', et si par le point Q/ on mène une parallèle â pg, elle coupera la verticale du point proposé au point pf^^ et la ligne Opf^ sera parallèle â la tangente au point pf^ , et donnera par conséquent Finclinaison de la trajectoire en ce point. En joignant par une courbe les points tels que p\^ on obtiendra facilement par son moyen Tinclinaison de la trajectoire en un point quelconque.
150. Durée du trajet ; vitesse. La durée du trajet depuis le point de départ jusqu'à une distance x est donnée par l'expression
Pour la déterminer, soit (Fig. 2k) OP la ligne de projection, faisant avec Phorizontale OA un angle 9. Prenez OC égal à la vitesse Y exprimée par le chemin parcouru dans une seconde à Téchelle des abscisses; par le pointe abaissez la verticale CD; OD sera Ycos^ ou Y,.
A partir du point 0 sur une ligne quelconque OG, sur la verlicale par exemple , prenez OK = 1 à une échelle convenable pour représenter l'unité de temps ; prenez ensuite OL = ;J' (or , V,) l'unité de ces valeurs étant prise à la même échelle que celle du temps ; tirez DL« Par le point F à la distance x menez â cette ligne une parallèle qui coupe OG en T , OT représentera la durée du trajet 5 car on a la proportion
OD ; OL :; OF ; ot,
d'où
OF • OL X
On opérera de même pour toutes les autres distances.
La vitesse en un point dont l'abscisse est or, a pour expression
V co84>
Pour la déterminer , à partir du point 0 sur une ligne quelconque OG', portez OK' = 1 , puis OL' égal à ^(x^y V,), joignez DL', et par le point K' menez à DL' une parallèle qui coupera Thorizontale OA en M; OM est égal à V cos 9 , car on a
OL' : OD :; 1 ; OM
d'où
___ OD VcoB<;>
OM
OK' x"(^.,V)'
c'est la projection horizontale de la vitesse. Si par lepoint 0 on a tracé (149) la ligne OQ faisant avec OB un angle 6 égal â l'inclinaison de la trajectoire à la distance F, et que par le point M on élève la perpen-
diculaire MU, OU sera égal i — i-, et par conséquent
égal à g. La courbe qui passerait par les divers points détenninés comme U sera la courbe .polaire des vitesses.
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On peut exécuter les tracés avec ceux des trajectoires et des inclinaisons 9 reporter sur les verticales de chaque point les longueurs qui représentent les durées et les vitesses et tracer des courbes par leurs extrémités ; par leur moyen on obtiendra facilement, pour une distance quelconque, la position du projectile, la direction du mouvement, le temps écoulé et la vitesse. La grandeur des échelles pourra varier suivant les données , Tétendue que Ton doit considérer, et le degré de précision qu^on veut obtenir* L'échelle de O^jOOl pour un métré pour les distances horizontales et les vitesses, 0^,100 pourlunité des valeurs de 4 5 'l'S xS x'S ®t 0™,050 pour une seconde, conviendront dans le plus grand nombre des cas. On aura besoin aussi avec les grandes vitesses de coilstruire la trajectoire avec des ordonnées amplifiées , dans le rapport de 5 à 1 , par exemple.
151. Courbes des valeurs des fonctions 4, 4'j x'? ;^". Dans les tracés qui ont été indiqués , on a eu besoin d'exprimer par des longueurs de lignes les valeurs des fonctions 4) 4-'? xS ^ ^^^ ^^^^ données par les tables. On a pu éviter les calculs numériques qui restent à faire , et on facilitera les opérations graphiques en construisant une fois pour toutes les courbes qui représentent ces fonctions.
On l'a fait (Fig. 24) à l'écheUe de 0",100 pour une
unité ; on a pris les valeurs de Yq ou -^ des tables pour
abscisses, et on a construit une courbe avec les diverses valeurs de 4(^> V,) qui correspondent à une même valeur
de - ou ;r : on a fait de même pour les diverses valeurs
de z de la table XI ; chacune d'elles représente les mêmes valeurs de 4' pour les valeurs de ^ correspondantes des tables. Quant à la correction qui s'y rapporte, elle est toujours très -faible dans les limites des applications
des tracés , et il a suffi de la construire pour quelquesunes des valeurs de Zy telles que z = 0,50 , z = 0,75 , ^ = 1,00, en prenant les diverses valeurs de Vo pour abscisses. En la traçant du même côté que les valeurs de 4(^o ^i) ®^ ®" remarquant que la correction est négative , on verra qu'une seule ouverture de compas donnera directement les valeurs de -i'C^, > V). Lorsque la valeur de z proposée ne sera pas Tune des valeurs exactes des courbes, on estimera la différence entre les deux courbes voisines, soit à vue soit par un autre moyen plus précis.
Lorsque dans le cas du tracé d'une trajectoire on sera maître du choix des distances, on les prendra de façon
que les diverses valeurs de - soient celles des courbes ,
alors une ligne tracée par le point dont l'abscisse est la
valeur proposée de -i, parallèlement aux ordonnées,
donnera immédiatement par son intersection avec les diverses courbes les valeurs de \{x ^ V,) ; il n'y aura qu'à les porter sur la feuille du tracé de la trajectoire. On obtiendra de la même manière les diverses valeurs de '^ (a? , V) , mais pour des valeurs différentes de x.
Les courbes des valeurs de x"(^«> ^) construites de la même manière, donneront également les valeurs de X'(a:, V), et serviront à la détermination graphique des vitesses du projectile, et des durées du trajet.
Afin qu'on puisse éviter la transformation des valeurs des
vitesses en celles de -, on a écrit ces vitesses sur la ligne
des abscisses, aux points correspondants, pour la valeur adoptée de r.
Il est également possible d'éviter la transformation des
valeurs de ar en -, en écrivant à c6té des valeurs de - de
- TRACé BBS TRAJBCTOIRES. 2(7
chaque courbe la valeur de x qui y correspond pour les divers projectiles auxquels on doit en faire l'application.
Pour éviter les trop grandes dimensions, on pourrait reporter les courbes les plus élevées sur elles-mêmes. On faciliterait de même la réduction des vitesses Y en hauteurs dues à ces vitesses au moyen d^une parabole tracée avec ces valeurs pour ordonnées. Avec des précautions convenables pour éviter l'altération des dimensions du tracé de ces courbes, on obtiendra une exactitude suffisante dans les applications ordinaires.
On peut aussi déterminer par des tracés les valeurs de 6», F'(jr)5 F(^)) puis les fonctions représentées par les caractéristiques xS x'S ^j 4'5 n^ais nous ne les donnons pas parce qu'avec les tables numériques que nous avons calculées, ces tracés ne sont pas nécessaires.
Solution graphique de divers problèmes de balistique.
152. Solution graphique de divers problèmes de balistique. On peut par des tracés très-simples résoudre la plupart des problèmes de balistique.
Afin d^éviter la répétition de plusieurs constructions élémentaires, nous les rappellerons en commençant.
Soient OA une horizontale (Fig. 26) , OP une ligne de projection faisant un angle 9 avec OA en un point quelconque dont les ordonnées sont OC = a et MC = b , et soit OD une distance quelconque égale k x\ si du point D on abaisse sur OP une perpendiculaire DF, et du point F une perpendiculaire FG sur OA , on aura
OF =: jrco9<? cl OG = tcos'<P
et réciproquement
cos ^ cos' 9
Si on joint OM qui coupe la verticale DI en H on aura
- = (angMOC = Ung6, DI := jrlang<^| a
DH = xtangc, ÏH = j:((ang(^ — *ange)
et réciproquement
IH
tang^ — tangs
Dans les solutions qu^on va donner, on déterminera les valeurs des fonctions 4 ^^ 4' comme on Ta dit précédemment ; mais dans le cas où la vitesse sera Finconnue , on devra supposer que Ton a une valeur approchée de la projection horizontale de cette vitesse qui permette de déterminer les fonctions 4? 4'- I^^ solution ne serait rigoureuse que dans le cas où Ton représenterait la résistance par un seul terme proportionnel au quarré de la vitesse ; mais comme c^est particulièrement au tir à de petites vitesses que ces solutions sont applicables , une petite différence sur la vitesse n''aura qu'une influence trés-faible sur la valeur de 4(^î V); on pourra d'ailleurs toujours déterminer celle-ci par une première approximation. Il en est de méme^ mais à un degré dHmportance tout à fait négligeable , de la valeur de ^ qui entre dans V, = VC0S9.
153. Déterminer l'angle de projection sur un plan horizontaL Etant données la vitesse initiale Y et la portée X sur un plan horizontal passant par le point de départ ^ déterminer Tangle de projection 9.
L'angle de projection est donné par la formule suivante dans laquelle h est la hauteur due à la vitesse Y
Pour déterminer Tangle de projection , soient (Fig. 27) O le point de départ , OA Phorizontale , OB la verticale ; du point O comme centre , avec un rayon OK = 1 , tracez un arc de cercle, prenez 0L=:4(^?^^)? 0H=:2/r, OD = X : tirez HL et par le point D menez une parallèle à HL. Par le point d^intersection C avec la verticale, menez Phorizontale GM qui coupera en M le cercle du rayon 1,00; Tangle MON sera égal à 2?, et la ligne OP qui le divisera en deux parties égales sera la ligne de projection. En effet, on a la proportion
OH ; CD ;: OL : oc-, donc
OC ou sinMON = ^4(x, V,), MON = 2<j> et PDA = <f».
La seconde intersection M' de Thorizontale GM et de Tare de cercle donne pour sinOM et OP une seconde solution , mais elle appartient aux angles plus grands que 45*, et n^est pas applicable au cas que nous considérons.
Si dans la construction 2A est trop grand , prenez OH = h ou Ofi[ = { A , et par compensation prenez OK = 2,00 ou OK = 4,00 5 on augmentera ainsi Texactitude dans la détermination de tp.
Si Fangle de projection devait être très-petit , on aurait plus de précision par le procédé suivant.
Partant de Féquation 2Asin2? = X4(a:, VJ, soit OA (Fig. 28) rhorizontale, OD = X, 0H = 2A. Sur la verticale OB , prenez OK = i et OL = 4 (ar, V,) , tracez KD et par le point L menez à KD une parallèle qui coupera OA en F; OF sera égal à X4(ar, Y,), menez à OA une parallèle à une distance égale à OF, et décrivez un arc de cercle du point 0 comme centre avec un rayon OH ; joignez le point dHntersection M au point 0 , divisez l'arc MH en ^eux parties égales par la ligne OP ; OP sera
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la %De de projection ; car MO X s*» 2P0A a pour mesure MN qui est égal à X^ (ar , V.).
iS4. Déterminer l'angle de projection du projectile qui doit passer par un point donné. Ëtant donnée la vitesse initiale V, on peut déterminer l'angle de projection d^un projectile qui doit passer par un point donné.
Si M (Fig 29) est le point donné ^ h la hauteur due à la vitesse Y, et que a ei ô soient les distances horizontale OC et verticale MC du point M au point de départ, Tangle cherché sera donné par les formules
OU
dans lesquelles on a fait h' = rr—^rr*
Par le point M élevez la verticale CB = hy et par le point D milieu de AO la verticale DF. A partir du point C sur une ligne quelconque, prenez CS. = 1,00 et CL = 4 (^ ) V J , tirez LB et par le point K menez à cette ligne une parallèle ; celle-ci coupera la verticale en G ;
CG sera égal à 7?=- ou -77 — =-, = A'. Sur CG comme
LL -xf^jr, VJ
diamètre , décrivez un demi-cercle et par le point G comme centre avec GH pour rayon, tracez un arc de cercle, il coupera DF en deux points 1,1'; tirez 01 et 01'; vous aurez les deux lignes de projection cherchées.
En effet, puisque GC == A', et que CH = 6, on a GM = h' — 6, et GH ou ses égales GI et GI' égales à
\/hl{hl — b). Si du point G on abaisse sur DF la perpendiculaire G J on aura G J = -J « , d^où IJ = l'J = \/h{h — b) — ja', et comme DJ = A', on aura
et
DI = A'— \/a'(A'— *)— ja%
ce seront les deux valeurs dejatang^; or AD est égal éi ^a*j donc les deux lignes 01 et OF sont les deux lignes de projection cherchées.
Si le cercle tracé avec le rayon GH devenait tangent à CF il n y aurait qu^une seule solution , et sHl ne coupait pas cette ligne, le problème serait impossible.
On remarquera que, conune dans le cas précédent (1S3), la ligne de projection la moins élevée doit être seule admise (88).
Lorsque le but sera peu élevé au-dessus de Phorizon , on pourra sans erreur appréciable (93) opérer plus simr' plement relativement à la ligne qui va au but, comme si elle était horizontale (153).
155. f^itesse initiale, — IJe but étant à hauteur du point de départ, La distance du but et la ligne de projection étant données, déterminer la vitesse initiale.
Si le but est à hauteur de la bouche à feu, on aura
On obtiendra 2A par le tracé qui est indiqué pour trouver Tangle de projection (153); mais en opérant dans Tordre inverse, ainsi qu'il suit.
Soient (Fig. 27) OD la portée X, et OP la ligne de projection ; faites Pangle MOA double de POA ; du point 0 comme centre avec un rayon égal à l'unité, décrivez un arc de cercle ; par le point M où cet arc coupe la ligne OM , menez une horizontale ; elle coupera la verticale OB en C ; joignez CD ; sur OB portez OL = 4(^ ? V,) ; par
le point L menez à CD une parallèle ; elle coupera en H l'horizontale OA ; OH sera égal à 2^ ; de là on déduira Y. On opérerait de même par le second procédé. - 456, Le but n^étantpas à hauteur du point de départ. Si le but n'est pas à hauteur du point de départ 0 , soient M ce point (Fig. 30), OA l'horizontale, OB la verticale , OP la ligne de projection ; tirez OM , appelons f l'angle MOA sous lequel est vu le but, a ti b étant
les coordonnées AN , NN do point M ; on a tang g = - .
Diaprés Téquation de la trajectoire et la condition que le projectile passe par le point M, on aura
h = aung9— ^ . 4(:r,V.), 4/1 co» ^
d'où Fou tire
a 4 (lang ^ — tang s) cos* 9
OU par des transformations déjà indiquées (16 et i02)
a>|'(jp,V,) ccse 1
"~ 4 'sîn(9 — 0 <508 9*
Prenez OD = ^ON = >, 0K=: 1,00, OL = 4 (a?, V,); tirez KD, et par le point L menez à cette ligne une parallèle qui coupera OA en F; on aura OF
= d±!lJLl. sur OB prenez OG = OF, et par le point
6 menez à OM une parallèle qqi coupera OP en I ; par le point I élevez une perpendiculaire à OP , elle coupera OA en H; OH sera la valeur de h.
En efiet, dans le triangle OGI, on aura
OG ; ai ;: sinorc ; sinoci.
Or, OIG = IOM = ((p — g), et sinOGI = sinMOB
= cosMOA = cos«; donc OI=:-r-: ;> ©l comme
' 9in(9— e)
^« = ~«t<I««OG = "-^, il s'ensuit
qae
OH = '''^^'' ^'^ . cose
* '•in(<f — e).co8<).'
et par conséquent que OH est la valeur cherchée de h.
Si le but est peu élevé au-dessus du point de départ on pourra sans erreur appréciable (93), opérer avec plus de facilité relativement à la Ugne qui va au but comme SI elle était horizontale (154),
457. Déterminer l'angle et la vitesse de projection d'un projectile qui doit passer par deux points donnés.
Soient (Fig. 31) 0 le point de départ, OA l'horizontale. OB la verticale, M et M' les deux points donnés, et dont les distances horizontales et verticales sont ON = « et MN = 6 pour le premier point, aN' = a' et WJi' =. à' pour le second; l'angle de projection <p a pour expression (89, éq. 16)
a>Ka,V.)-«a'4(a',V,) ^ la valeur de h est (89 , k'^ éq.)
1 ces' 9
Pour déterminer tangç, sur OB prenez OK = 1 00 OL = 4(a, V.), ou = 4K VO; tirez KN et pir le point L menez à celte ligne une parallèle qui coupera l'horizontale en n et donnera On = a4(a, V.) 5 opérant de même pour N' on aura On' = a'4 (a'^ Vj, Par le point n élevez une perpendiculaire jusqu'à la rencontre de OM' au point G, on aura Gn = On^. Par le point «' menez une verticale jusqu'à la renconfre au point
G' de OM prolongée , on aura GW = On! - =: «4 («'> V,) - >
joignez GG' et par le point 0 menez à cette ligne une parallèle , ce sera la ligne de projection cherchée.
En effet, si par le point G on mène Thorizontale GQ, on aura
langGGQ - ^Q "" O»'— Oii "" «'4(aS V,)-a4(a, VJ *
Pour déterminer h prenez GR = ^ GQ = 7[^^'4(^^^ V,) — ^4(^9 V,)] ; portez-le de G en S , sur le prolongement de Gn, et par le point S menez une parallèle à OG jusqu'à sa rencontre avec OM en T ; par le point T menez une verticale qui coupera OP en U , et par ce point une perpendiculaire à OP qui coupera Thorizontale OA en H ; OH sera la valeur cherchée de h.
En effet , la verticale TU coupant OM' en T' et OA en f 9 on aura
Tl = 0«- et Vt = 0/-:
retranchant membre à membre et observant que T^ — TV
= TT' = ^GS = I (0/»' — On) , on aura
Ot =
C'est la valeur de Acos'^; et puisque POA^:^, on aura OU = A cos ^ et OV = h.
Si GQ était petit, on opérerait avec GQ au lieu de prendre ^ GQ , et on obtiendrait hh dont on prendrait ensuite le quart.
Ayant trouvé l'angle de projection on pourra aussi opérer la construction comme on Ta fait (1 56) pour faire passer le [Projectile par le point M ou par le point M'
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iS8. Délermiaer Tangle et la vitesse de projection d^un projectile qui doit passer par un point donné et sous une inclinaison déterminée.
Soient 0 (Fig. 32) le point de départ, OA Thorizontale , OB la verticale, M le point donné, et MC la' direction dû projectile. Si Ton nomme a la dislance horizontale ON, s Tangle MOA d^élévation du but, et 9 Tinclinaison de MC , qui dans la figure 32 est au-dessous de Thorizontale et donnerait 6 négatif, Tangle cherché <}) et la hauteur due à la vitesse de projection Y seront données par les expressions (90, éq. 18 et 4"™°)
_ 2a4^(a,V.)tang«-a>Ka,V.)tapg^ i (tange — tang 0) cos* 9
Sur la verticale OB, prenez OK = 1 ,00, OL = 4 (a, V,) et 0L' = 4'(«î V,); joignez KN et par les points L, L' menez deux parallèles à cette ligne, elles couperont rhorizontale OA en deux points n ei n^\ on aura On = «4 (^^, V,) et On' z=ia\{a^ V,) ; prenez nW = 0«', on aura ON'=:24'(«, V,). Par le point n menez une verticale qui rencontre en G la ligne menée par le point 0 parallèlement à MC ; par le point N' élevez une verticale qui rencontre en G' le prolongement de OM; joignez GG' et par le point 0 menez à GG' la parallèle OP ; ce sera la ligne de projection cherchée.
En effet, d'après la construction, on aura GW == 24' (a, V,) tang 2, nG=za\(a^ V,)tangB. Si on remarque que rinclinaison e»t au-dessous de l'horizon, dans la figure, que 9 est négatif dans la valeur de tang 9, et que par conséquent le second terme du numérateur s^ajoutë au premier, on verra que G'N'-h G/i ou G'Q est le numérateur de la valeur de tang 9 , et que GQ ou nN' qui est
égal à 2a4' {a , V,) — «4 (« ? V,) , en est le dénominateur ; donc 2 = tang^, G'GQ = ^, donc OP est la ligne de
projection cherchée.
L''expression de la valeur de h est de même forme que dans le problème précédent (157); on Tobtiendra par une construction analogue. Pour cela, prenez GR = jGQ = 7 [2^4' («5 V,) — «4(«j VJ]; portez -la de G en S sur le prolongement de Qn , et par le point S menez une parallèle à OG jusqu'à sa rencontre avec OM en T ; par le point T menez une verticale qui coupe OP en U, et par ce point une perpendiculaire à OP^ qui coupera Thorizontale OA en H, OH sera la valeur cherchée de h.
La démonstration étant la même que pour le problème précédent 9 nous ne la répétons pas.
On pourra, suivant les cas, prendre le rayon GR égal à GQ ou à sa moitié, et obtenir pour OU, kh ou 2/i, et en prendre alors le quart ou la moitié. On pourra aussi , après avoir déterminé Tangle de projection , continuer la construction comme pour faire passer la trajectoire par le point M.
1S9. Observations sur le rapport des échelles dans les tracés. Dans les deux derniers problèmes on peut obtenir plus de précision dans le tracé, particulièrement lorsque les angles de projection doivent être petits, en prenant les ordonnées à une échelle plus grande que les abscisses , et en déterminant les inclinaisons par des tangentes mesurées à Téchelle des hauteurs amplifiées. L'inspection des expressions qui donnent les valeurs de h et de tang9 fait voir que les relations ne sont pas changées, n n^y a de différence qu'à partir de la verticale TU. Alors pour diviser le résultat par cos'0, le point U doit être pris sur la ligne de projection réelle , et la perpendiculaire UH élevée par ce point sur cette ligne. Cette
double observation s'applique à plusieurs des problèmes précédents.
460. Portées, durées, vitesses. Lorsque l'on doit déterminer la portée d*un projectile sur une horizontale ou sur une ligne inclinée, on devra déterminer, au moyen de la vitesse et de Tangle de projeetion et par les moyens qui ont été donnés (146 à 148), plusieurs points rapprochés , les uns au-dessus , les autres au-dessous de la ligne , faire passer une courbe par ces points , et , par l'intersection de ces lignes on reconnaîtra la position et la distance du point cherché.
Dans les divers problèmes , on pourra déterminer Tinclinaison de la trajectoire , la durée du trajet ou la vitesse du projectile , par les procédés qui ont été indiqués.
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161. Considérations générales, La eonnaisiance de raction destructive des projectiles lancés par les bouches à feu est d'une très -grande importance. Les effets produits, et en particulier l'étendue des pénétrations , dépendent de la nature des projectiles , de leur vitesse initiale et de la distance du but. Il est donc nécessaire, pour les apprécier, de tenir compte de ces circonstances.
Cette question a dés longtemps attiré Tattention des savants les plus distingués , tels que Jean Bernouilli , Poleni, S^Gravesande , Musschenbrock , Robins, Ëuler, Camus. Mais, des faits épars ou des expériences peu étendues sur de petits projectiles , n'avaient pas jusqu^à ces derniers temps fourni les éléments nécessaires pour la traiter d^une manière satisfaisante et pour arriver à des formules applicables aux divers cas de la pratique, lorsque, par les ordres de M. le Ministre de la guerre^ des expériences nombreuses furent à cet effet exécutées à Metz, en 183^ et en 1835, par la Commission des principes du tir
Nous nous occuperons particulièrement , dans ce qui va suivre , des lois du mouvement et de la profondeur des pé-
nétrations des projectiles djins les milieux résistants dont on forme ordinairement les masses couvrantes à la guerre , telles que les terres , les maçonneriéâ et les bois , et nous en ferons précéder Texposé de quelques considérations physiques qui puissent nous conduire à l'expression de la résistance *.
162. Considérations physiques. Lorsqu^iin projectile pénétre dans un milieu résistant, comme de la terre, il pousse devant lui et déplace latéralement les molécules qui se trouvent sur son passage ou qui en sont voisines» Ces parties , après avoir été comprimées et entraînées d'abord , sont contraintes à glisser sur la surface arrondie du projectile ; elles prennent ainsi une vitesse dont la composante latérale , prise perpendiculairement à la direction du mouvement du corps 9 dépend de la vitesse de ce corps et de rinclinaison de la partie de sa surface contre laquelle elle glisse en surmontant le frottement.
Les molécules qui se trouvent en A (Fig. 33) à la partie antérieure, sur la direction BA. suivie par le centre du projectile ou sur les parties voisines AC ne pouvant surmonter le frottement qu^elles éprouvent^ restent appliquées contre le corps; mais les parties plus éloignées, poussées par une surface inclinée comme la tangente en ce point , glissent et entraînent les molécules voisines. Les composantes de leurs vitesses prises perpendiculairement
* Pour des coDsidëralions plus étendues et pour des rësullats d*expérience, voir le rapport de M. le colonel Poncelet, sur un Mémoire de MM. Piobert et Morin, concernant la pénétration des projeètiles , la k TAcadémic des sciences, le 12 octobre 1835 et iûséré au Spectateur Militaire de novembre suiTant. Voir aussi le Mémoire sur la résIftlMice des corps solides ou mous à la pénétration des projectiles , par BIM. Piobert, Morin et Didion, inséré an Mémorial d*artillerie , N<* i; — Premier et deuxième rapport de la Commission des principes du tir ; — Mémoire de M. le colonel Augoyal, inséré au Mémorial du génie , K« 7.
à la direction BA du projectile , vont en s'accroissant à mesure qu'elles s*éloig^ent du point C; et, lorsqu'elles sont arrivées à un point D , où le rapport de la composante DE à la vitesse du projectile est égale à la tangente trigonométrique de Tinclinaison EDG de la surface en ce point, elles échappent à Taclion du projectile avec une vitesse qui dépend ainsi de celle du mobile. En vertu de cette vitesse , elles entraînent les molécules plus éloignées du projectile en leur communiquant une partie de la forcevive qu'elles possèdent et s'arrêtent en H , lorsque cette force-vive a été détruite par les résistances que présentent les parties du milieu de plus en plus comprimées. Lorsque le projectile se sera avancé jusqu'en A', A'', A"'.... et que sa vitesse sera diminuée , les distances D'ff, D"H", D'^'ff".. que parcourront les molécules qui abandonnent le projectile aux points D', D'', D'"... seront de moins en moins grandes, et le profil HHW'... du vide, se rapprochera de plus en plus de la direction BAA'.... du ' mouvement ; cela arrivera jusqu'à ce que la vitesse devienne assez faible pour que les molécules ne s'écartent pas sensiblement de la surface du {projectile.
Le projectile éprouve ainsi dans son mouvement deux sortes de résistances qui doivent être distinguées l'une de l'autre. La première consiste dans la cohésion du milieu , dans l'effort à exercer pour en séparer les diverses parties , se firayer un passage et vaincre le frottement; elle peut être regardée comme indépendante de la vitesse. La seconde dépend de la force-vive imprimée aux molécules qui s'éloignent du projectile avec Une certaine vitesse proportionnelle à celle du mobile. La force-vive de ces molécules , qui ne peut être acquise qu'aux dépens de celle du corps , est donc proportionnelle au quarré de leur vitesse.
Cette résistance doit encore être proportionnelle à rétendue de la surface suivant laquelle elle s'exerce, et
celle-ci , d'après ce que nous avons dit y n^est pas nécessairement égale à l'étendue d^un hémisphère, elle peut même varier durant le mouvement , ou avec la vitesse du projectile. Mais alors , à mesure que Tétendue du projectile qui reste en contact avec le milieu résistant à plus d'étendue , la dernière zone de la surface est moins inclinée et la composante de la vitesse perpendiculaire à la direction du mouvement, qui varie dans le même rapport que cette inclinaison j est par conséquent en raison inverse de l'étendue de la surface; il y a ainsi à peu près compensation, et le produit de ces deux quantités pourra être regardé comme constant. La force-vive imprimée à chaque instant aux mole* cules du milieu résistant pourra donc être regardée comme proportionnelle à la force-vive du mobile ou au quarré de sa vitesse , et à une section déterminée du projectile. Celle-ci étant toujours dans le même rapport avec un grand cercle de la sphère, on peut la remplacer par ce dernier, et regarder les deux fermes de l'expression de la résistance comme étant proportionnels à un grand cercle du projectile.
Il convient d'autant mieux de considérer la résistance comme proportionnelle à un grand cercle que vers la fin du mouvement, alors que le terme proportionnel au quarré de la vitesse n'a plus qu'une influence très-faible ,. le vide produit par le projectile diffère très -peu d'un cylindre, que la résistance s'exerce réellement suivant l'hémisphère antérieur, et qu'alors la résistance doit être proportionnelle à la section du cylindre ou du grand cercle de la sphère.
Des expériences directes * ont prouvé d'ailleurs qu'aux petites vitesses la résistance éprouvée par le projectile était effectivement proportionnelle à la section du grand cercle des projectiles.
* Premier et deuxième rapport de la Commission des principes du tir.
165. Phénomènes observés. Les considérations qui précédent , se trouvent confirmées par Texamen de la surface des projectiles qui ont pénétré dans les terres et du vide .qu'ils y ont formé. Lorsqu'un projectile est lancé avec une grande vitesse dans les terres , on reconnaît à la surface antérieure de ce projectile des parties du milieu qui y adhérent et qui offrent la forme d'un cône SCC (Fig. 33) d^autant plus obtus que la vitesse de projection est plus grande; au-delà de cette partie , le projectile est fortement sillonné suivant des plans méridiens passant par la direction du mouvement ; ces traces sont parfois assez profondes pour qu'un boulet de 2^ perde en pénétrant dans le sable plus de 15 grammes de son poids; les traces vont ensuite en diminuant et cessent d'être sensibles vers le grand cercle de l'hémisphère.
L^examen du vide produit dans le milieu confirme encore la justesse des considérations physiques dans lesquelles on vient d'entrer, lorsque , comme cela a lieu avec les terres argilleuses , le vide conserve assez bien la forme (Fig. 34) quMl a prise au moment du passage du projectile. En considérant une section faite par un plan perpendiculaire à la direction du mouvement (Fig. 35) elle paraît fendillée sur une assez grande profondeur , les intervalles entre leâ fentes sont lisses et portent des traces évidentes du frottement du projectile. Le développement de ces parties touchées, excepté vers le fond du vide, a toujours été trouvé un peu moindre que la circonférence d'un grand cercle du projectile. Le diamètre des sections, prises à différentes distances de l'orifice, vont en diminuant jusqu'au fond où Ton retrouve le projectile (Fig. 34). La section méridienne du vide est une courbe dont la convexité est tournée vers l'axe , et qui vers le fond diffère peu d'une ligue droite parallèle à la direction du mouvement ; de sorte que le vide a la forme d'un cône évasé dont le fond diffère trèspeu d'un cylindre qui aurait un diamètre égal à celui du
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projectile. Cette forme indique la dimiDulion de la vitesse de projection des molécules du milieu avec celle du projectile.
La réaction des terres comprimées au moment de la pénétration ^ altère bientôt la forme du vide et en diminue les diamètres.
Des phénomènes semblables à ceux que nous venons d*exposcr se présentent également ^ quoique moins régulièrement, lors de la pénétration des projectiles dans d^autres milieux résistants que les terres argileuses , tels que dans la maçonnerie ; dans celle-ci , la partie antérieure n^étant pas soutenue , se brise plus facilement et forme un entonnoir beaucoup plus évasé que celui de l'autre partie. L*en^ tonnoir formé par le choc d^un boulet dans le plomb est dû aux mêmes causes que dans les terres argileuses et conserve une forme très -remarquable.
i6k. Résistance au moment de la pénétration. En supposant comme on l'a fait que la résistance ne dépend que de la vitesse du projectile à Finstant que Ton considère , et quelle que soit la quantité dont le projectile a pénétré , on commet une petite erreur, puisqu'au moment où le projectile pénètre avec une certaine vitesse, les parties du milieu résistant en contact avec lui n'étant pas encore comprimées comme elles le seraient si le projectile avait déjà traversé des couches antérieures, celui-ci éprouve par là une résistance moindre. De plus , en comptant les profondeurs de pénétration à partir de la partie antérieure du projectile, la surface en contact dans les premiers instants étant moindre que lorsque le projectile a pénétré d'un demi-diamètre ou d^une plus grande quantité , la résistance par là est encore diminuée.
Cette différence dans les résistances pourra n^avoir qu'une très -faible influence quand on comparera entre elles des pénétrations considérables ; mais elle ne sera plus négli^ geable dans la comparaison de faibles pénétrations prove^
nul de vitesses peu considérables. La formule qui ne tiendra pas compte de cette influence donnera par cela même des pénétrations trop faibles ; on voit facilement encore que cet effet sera d'autant plus considérable que les projectiles seront d'un plus grand diamètre 5 tel est particulièrement le cas des obus de forts calibres animés de faibles vitesses.
465. Lois de la pénétratipn. Diaprés les considérations précédentes, Texpression de la résistance qu'éprouve un projectile à chaque instant de son mouvement, dans un milieu comme la terre, est proportionnelle à Tétendue d'un grand cercle de la sphère, et elle comprend deux termes dont Tun est constant et l'autre proportionnel au quarré de la vitesse; de sorte que, en appelant p cette résistance , R le rayon du projectile , 9 sa vitesse variable durant la pénétration , t le rapport de la circonférence au diamètre , on aura
flc et /S étant deux quantités qui dépendent de la nature des milieux et qui devront être déterminées par l'expérience pour chacun d'eux. De cette expression , nous allons déduire la profondeur des pénétrations des projectiles lancés avec diverses vitesses , et nous les comparerons ensuite avec les pénétrations observées pour nous assurer du degré d^exactilude de Texpression de la résistance.
En conservant les notations ci-dessus , soit encore P le poids du projectile , D sa densité, Y sa vitesse au moment où il pénètre dans le milieu , e la quantité dont il a pénétré au moment où cette vitesse est réduite à ^ , ^ le temps écoulé et g la pesanteur.
En égalant la résistance qu'^éprouve le projectile à chaque instant à la quantité de mouvement quMl perd, on aura pour l'équation du mouvement
Or 9 = — , donc en multipliant membre à membre avec
l'équation précédente, on aura p
d'où
-arR'^f a + ^j;'
Celle expression est facile à intégrer, et* en observant qu^elle doit être prise depuis la valeur V, pour laquelle ^ = 0 , jusqu'à V , on aura
e == log.
^^K'g^ ^a + iâp»
Les logarilhraes étant hyperboliques, si Ton veut avoir les logarithmes des tables dont la base est 10, Ton aura
P a4-i3V' ^2,3026Log-^^
166. Pénétration totale. On aura la profondeur totale, de pénétration due à la vitesse V en faisant 9 = 05 appelant £ cette pénétration et observant que pour un projectile sphérique P=:|^R^D, on aura
Si un projectile dont le rayon est R' et la densité D', atteint le milieu résistant avec la même vitesse Y, la pro* fondeur do pénétration représentée par Ë' sera
-2,3026Log(l+^V").
De ces deux équations on tire E _ RD
c^est-à-dire , que si deux projectiles pénétrent dans le même milieu résistant avec des vitesses égales, les profondeurs de pénétrations seront entre elles comme les produits des
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calibres par les densités. Si les projectiles sont des boulets de même métal , D et D' seront égaux et les profondeurs de pénétrations seront entre elles comme les diamètres ; si les projectiles sont de même diamètre , mais de densités différentes , comme des boulets et des obus de même calibre , les pénétrations seront entre elles comme les densités ou comme les poids des projectiles.
Dans le cas du tir des boulets de fonte dont la densité peut être regardée comme constante et représentée par D = 7032'', ppids du métré cube de la matière de ces boulets, et en faisant
on aura Pexpression
E = K.2R.Log[l.+ (I)'],
dans laquelle K étant un nombre et u une vitesse comme y, E sera donné en mêmes unités que le diamètre 2R.
La pénétration d'un obus ou d'un projectile autre qu^un boulet de fonte, animé de la même vitesse que celui-ci, et du même diamètre , mais dont le poids serait P, et la densité D. se déduira de celle du boulet en la multipliant par le rapport des densités ou des poids ; en la désignant par E, on aura
E. = K.2RLog[l + (ï)*]L ou K.2RLog[i + (Iy]^.
Les pénétrations des projectiles de diamètres et de poids égaux, augmentent avec les vitesses, mais moins rapidement que les secondes puissances de celles-ci; les vitesses étani Y et y, , le rapport des pénétrations E et E, sera
.og(H-^V..)
fi
vitesses -V est lui-même très-faible devant Tunité; or,
mais, lorsque les vitesses sont faibles ou lorsque /3 est extrêmement petit relativement à et , les pénétrations sont sensiblement proportionnelles au quarrô de ces vitesses.
En effet, le rapport - étant toujours très -petit, comme
en le verra plus loin, il en résulte qu^aux très -faibles
fi vitesses -V est lui-même ti
d'après Fexpression connue
7t^ a' e4 log(l + a) = z_^- + --- + etc.,
on voit que les logarithmes des nombres qui différent peu de Tunité, sont sensiblement proportionnels à Texcés de ceux-ci sur cette unité ; on aura donc sensiblement dans le cas des faibles vitesses
c*est-à-dire que, quand les vitesses sont faibles, les profondeurs de pénétrations sont sensiblement proportionnelles aux quarrés de ces vitesses. Cette supposition revient â négliger devant et les termes qui contiennent /3 commp facteurs, ou à écrire p!=TR*£e, c'est-à-dire à supposer la résistance indépendante de la vitesse.
Dans cette hypothèse, longtemps admise, on arrive immédiatement par le principe des forces vives à l'expression de la pénétration. En effet, la quantité de travail due à
la résistance p = srR*ct étant Et-RV , et la force vive perdue
P par le projectile étant -V, on aura
SE-irR'c
doù
en
remplaçant P par
on
tire
aowRv
OU Es
Celte formule , qui peut convenir lorsque les vitesses sont faibles , indique des pénétrations trop considérables lorsque les vitesses sont grandes.
Détermination des coefficients. L'expression de
la pénétration totale E = g.H2,3026Log(l -*- ^v) '
contient , comme Texpression de la résistance , deux quantités qui dépendent de la nature du milieu ; il faudra donc au moins deux résultats d'expériences relatives au même milieu et à des projectiles animés de vitesses différentes ; si les projectiles sont les mêmes , et qu'on nomme Y et V les vitesses i E , E' les pénétrations observées, on aura
De cette équation on pourra déduire la valeur de - par
les méthodes d'approximation et en la substituant dans la précédente on en tirera celle de jS
,=|.5B2,3026Log(l+|v'),
et ensuite celle de a qui est évidemment égale au quotient de /3 par - .
Les pénétrations peuvent être notablement différentes d'un coup à Tautre par suite des inégalités qui se rencontrent dans les milieux qu^on regarde comme homogènes , il faut donc, pour déterminer les valeurs de et et de /3 , employer des moyennes prises sur un certain nombre de coups ; si Ton avait déterminé les pénétrations pour plus de deux vitesses différentes, on aurait plusieurs séries de valeurs do ce et de /S, entre lesquelles on pourrait prendre des moyennes. Mais il est plus simple de déterminer d^abord
graphiquement la relation des profondeurs de pénétrations aux vitesses , en prenant les vitesses pour abscisses et les pénétrations pour ordonnées , et de déterminer a. et ^ au moyen de deux points convenablement choisis sur cette courbe.
Si Ton calcule ensuite les profondeurs de pénétration qui résultent de la formule pour les diverses vitesses, et qu'on les compare aux résultats directs de lexpérience, on reconnaîtra le degré d'exactitude que présente la formule et la loi de la résistance sur laquelle elle est fondée.
168. Les résultats des expériences nombreuses faites à Metz en 1835 sur des terres argileuses de Saint -Julien légèrement humides et maintenues dans un coffrage de S*" de largeur, b™ de profondeur et 2", 30 de hauteur, avec des canons de 24 et de 12, et des obusiers de 0"',22, à des charges qui ont varié depuis -^ jusqu'à {- du poids du boulet.» tirés si des distances de 20™ à 40", vont servir à vérifier cette loi.
Le tableau suivant contient les pénétrations observées à chaque coup , les moyennes régulières déduites de Fensemble des observations au moyen d'un4racé , et les pénétrations calculées au moyen des formules données ci-dessus.
Tableau dei pénétrations d§ê boulets de2i, de \2 et des obus de 0»,22, tirés dans les terres argileuses de Saint - Julien {près Metz) et légèrement humides.
OiliaiTATIOll
POIDS
PÉNÉTRATIONS
lIOTt WSE»
résulunt
de
boucbet
de
project'ilct
obeervéei à chaque eoup.
d^un tracé.
pénétration
ifen.
poudre.
au but
calculée*.
Kn:»
24 de ) 2,000 siëge. J
12 de 1 1,000
campgo*) 0,500
Ohunerf 1,S00
de 22C \ 1^000
iuifr; 0,500
)0080 ou
En comparant entre eux les résultats calculés et les profondeurs de pénétrations observées , on reconnaît que dans les limites des vitesses des boulets quMl est utile de considérer, les pénétrations sont représentées d*une manière assez exacte. Mais aux très -faibles vitesses
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les pénétrations calculées sont moindres que les pénétrations observées. Cet effet est plus sensible pour les obus de 0'°22, animés de vitesses toujours plus faibles que celle des boulets, comme on avait pu le prévoir (i6ï).
169. En opérant comme on vient de l'indiquer sur les résultats des expériences faites sur des terres de différentes natures , on a obtenu les coefficients de résistance consignés , dans le tableau suivant.
Tableau des coefficients de la îrésîsiance à la pénétration des projestiles dans divers milieux p = «^R*« j 4 +-V'1 et des
formules de la pénétration E = KâRLogfl + (-)*!- •
DESIGNATION DES MIUEUX.
ti
Sable mêlé de gravier
Terre mêUc de sable el de grav«f
Terre argileuse, moitië sable
et moitié sravier.»* •••.••..
Terre végétale rassise d'ancien
parapet, el terre rapporlcc
mêlée de sable et d'argile. • .
Terre argileuse moitié sable et
moitié argile (comme ceHe da
polygone de Metz) rapportée.
Terre argileuse de Sainl-Julien.
Argile de potier, humide
Même terre, mouillée
Terre légère d'ancien parapet.
Même terre, fraîchement remuée
Si Ton avait à chercher les profondeurs de pénétration d^un projectile dans une espèce de terre , et qu^on n'eut pas assez d'éléments pour déterminer les deux termes de la résistance
S£CTIOlf VIL
GOmme dans les exemples précédents^- on devrait délermi-
ner d'abord le coefficient — ou t/ au moyen des valeurs qui
se rapportent aux milieux précédents et s*ea rapprochent le plus et déterminer ensuite Tautre terme au moyen de la profondeur de pénétration et de la vitesse à laquelle elle est due.
170. Pénétration des boulets dans la maçonnerie. Les formules auxquelles on est arrivé pour exprimer la profondeur des pénétrations dans les terres , peuvent également servir pour exprimer les lois de la pénétration dans la maçonnerie , et elles représentent avec exactitude les résultats moyens des expériences-, dans les limites où Ton a à les considérer, lorsqu'on déterminé les coefficients de la manière qui a été précédemment indiquée.
Voici les résultats de cette application pour des maçonneries de bonne qualité, celle des revêtements de Metz.
Faute de résultats as^ez étendus sur les autres maçonne-
fi ries^ on y a appliqué le coefficient - = 0,000015, ou
u = 258°*, résultant des premiers, et Ton a déterminé la valeur de j8 relative aux autres.
Tableau de$ eoefficienU de la réristance de diverses maçonneries.
DÉSIGNATION DES MâÇONNERIBS.
Maçoonerie de boTnne qualité, comme celle des revétemeQtf de Metz, construits par Yauban
Maçonnerie de médiocre qualité
Maçonnerie de briques
Roches de calcaire çolitique des Génitaux pr^ Mets. • • '•
-=3 0,00001$, ou fi = â5'8».
ii,6
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i7i. Pénétration dans les bois. Là profondeur de la péDétration des projectiles dans les bois se déduit aussi des mêmes considérations que celles que nous avons exposées relativement à la pénétration dans les terres ; seule* ment, comme par la nature des bois et la contexture fibreuse^ les particules frappées par le projectile ne peuvent acquérir une grande vitesse, la force vive que je projectile leur communique aux dépens de la sienne propre est proportionnellement plus faible que dans les terres. En opérant diaprés les résultats de Texpérience sur le bois de chêne, comme on Ta fait précédemment^ on trouve que les profondeurs de pénétrations, sont asseï bien représentées par
^ = 0,00002, /3 = 41,7 , et par suite a = 208S000,
D'après les expériences faites par la marine à Cavres*, les pénétrations du boulet de 50 seraient représentées par la formule
laquelle , en la mettant sous la forme que nous avons adoptée, deviendrait
B = 2R 18,S6 Log (1 + 0,00001 V») ,
comparée à la précédente, elle donne les mêmes pénétrations pour les très-grandes vitesses , comme celles de B30 à 540" , et des pénétrations moindres pour des vitesses plus faibles. Les vitesses qui ont servi à calculer ces coefficients de cette dernière ayant été déterminées par des procédés imparfaits, nous nous en rapporterons de préférence à celles qui résultent des vitesses que nous avons employées et qui ont été mesurées exactement ao moyen du pendule balistique. En conser-
vant le même rapport pour - et en prenant pour les autres
* Bip^riencet d*»rtiUerie, eiëcoUei k Gafrei , de 1830 k 1840.
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essences de bois les rapports adoptes par M. le colonel Piobert^) on est arriyé aux nombres contenus dans le tableau suivant et avec lesquels on doit prendre - = 0,00002 pu w = 224'».
DESIGNATION DES BOIS
Bois de chêne
Hêtre, charine et frêne
Orme. . .«...
Sapia et boaleau. . . • • PeapUer
472. Forme du vide produit par les projectiles. On a fait voir comment le mobile en projetant dans des plans méridiens les molécules d'un milieu résistant, tel que la terre argileuse , formait un vide dont les diamètres dépendaient de la vitesse du mobile, allaient en diminuant avec elle et finissaient par devenir égaux à celui des projectiles. On peut calculer ces diamètres aux. diverses profondeurs*
Les nombreuses, expériences faites sur plusieurs espèces de terre , et avec des projectiles de tous calibres tirés aux diverses charges en usage, ont fait reconnaître que le volume du vide de Tentonnoir formé dans un certain milieu , était avec la force vive du projectile, dans un rapport qui ne dépendait que de la nature de ce milieu. Cette loi s'étend aux terres de diverses natures » aux maçonneries et même aux métaux, comme le plomb et le fer forgé. Elle peut donc être regardée comme une loi générale.
En examinant la forme des entonnoirs produits par un même projectile animé de vitesses différentes , on remarque que la partie du fond de l'entonnoir est la même,
* Traite' d*ai tillerie , par M. ]e colonel Pioberl, l'® partie.
LCHS DB tA PÉlfÉTRATION DKâ P&OIEGTILBS. 245
quelles que soient.Ies vitesses à Torifice , de telle sorte quHIs
s^embditeraient^ pour ainsi dire y le§ uns dans les autres ;
cela indique d^ailleurs que le diamètre du vide en chaque
point ne dépend que des dimensions et de la vitesse du
projectile. Les volumes de chacune des parties de Tenton-
noir représentent ainsi la force vive dont ceux-ci sont animés
à l'orifice de chacune 5 par suite , la diCFérence entre les vides
des deux entonnoirs , représente la perte de force vive du
projectile en passant de Tun à l'autre.
Cela posé , si r représente le rayon de l'entonnoir à
une distance e de l'orifice , 9 étant la vitesse du projectile^
le volume formé à cet instant est f'jrr^ de] la perte de force
P vive du projectile étant - (V* — v'), en représentant par
2K le rapport constant de la force vive du projectile au volume du vide dans le milieu que l'on considère , on aura P
d^oû Ton tire par la différentiation p
— — çd^f = K^arr^de,
En représentant, comme onj'a fait (163), la résistance à chaque instant par p = wR* (a •*- /3i>') on a trouvé
On tire donc des deux équations ci- dessus
À la fin de la pénétration, la vitesse- devient nulle et en même temps le diamètre du vide est exactement celui du projectile , Ton a donc à la fois
1» = 0 et r = R et par conséquent K'-sa «•
Cette relation fait voir que le terme indépendant de la vitesse, dans l'expression de la résistance, est égal ili
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moitié du rapport de la force vive au volume de rimpressioa? et elle permettrait de déterminer directement cette quantité, si le volume mesuré était exactement celui qui est formé au moment du passage du projectile.
De Téquation précédente , r' = R'f 1 -^-i'' j , on
déduit
2logr =3 SlogR + log^l + -»/«);
mais de l'équation déjà trouvée on tire
.iS5 = ,„{,+|v.)-H(.+?.).
En ajoutant cette équation membre à* membre avec la précédente, on aura une relation indépendante de la vitesse variable du projectile , qui donnera le rayon de l'entonnoir à une distance quelconque et qui sera
ou, en représentant par f la base des logarithmes népériens
Cette équation est celle de la courbe génératrice du vide de Timpression.
En y faisant « = 0 , on obtient pour le rayon de l'orifice
Cette relation fait voir que , tout égal d'ailleurs , le diamètre à rentrée sera d'autant plus grand que le coefficient 0 de la mobilité du milieu résistant sera plus grand relativement au coefficient a qui représente plus particulièrement la ténacité du milieu.
Les dimensions du vide que le projectile a produit ne
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pouvant être mesurées au moment même où il est produit, ' et le milieu réagissant immédiatement, les diamètres observés sont nécessairement moindres que les diamètres réels ; cette diminution augmente encore pendant un certain temps , de sorte que le volume mesuré est plus petit que celui qui résulte de la relation des diamètres aux pénétrations. Mais, si Ton connaît leur rapport pour un certain milieu , on pourra déterminer toutes les dimensions du vide. C^est ce qu'on a £ait pour la terre argileuse dont il a été question (168), et Texpérience a montré un accord très-satisfaisant entre les résultats du calcul et ceux de l'observation "^^
173. Durée des pénétrations • La durée de la pénétration dépend de la résistance que le projectile éprouve à chaque instant , et elle peut s'en déduire. Soit / la durée de la pénétration depuis le commencement jusqu'au moment où la vitesse du projectile est (^, et T la durée totale, les autres notations restant les mêmes.
L^équation du mouvement est, comme on l'a vu (165),
P dif
«»RV «+i3«»*
on en tire,
dt =
Ba intégrant on trouve
Or, lorsque ^ = 0, on a 9 = y; cette condition détermine la valeur de la constante, et Ton a
pl/£ • Mémoira cite (161).
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On aura la durée de là pénétration totale en faisant ç» = 0 , ce qui donnera
T ss ■ ■ ,- arc langl/ " V.
La durée cherchée dépend comme on voit des deux coef^* ficients de la résistance qui doivent être connus pour^^Ie milieu résistant que Ton considère.
On peut exprimer cette durée au moyen de la profondeur E de la pénétration. Celle-ci ajant pour, expression
On aura , en éliminant 0 entre les deux équations ci-dejssus et en se rappelant que Ton a fait ^^ = v,
^„ arc tans; -^
Dans Tapplication de cette formule, on devra se rappeler que les logarithmes exprimés par lo^ sont népériens, et qu'on peut les prendre dans Ist table YII que nous avons donnée, pu dans les tables de logarithmes ordinaires en les multipliant par 2^3026. Pour
déterminer arc tang - , on devra chercher l'angle dont la
tangente est - , cet angle étant représenté par un nombre a
de degrés nonagésimaux , la valeur de Tare sera 7^, %t.
Si Ton suppose que le coefficient du quarré de la vitesse , ou - est très-petit , c'est-à-dire que la résistance est sen-
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siblement constante , l'arc - étant proportionnel à sa tangente et le logarithme de 1 -*-{--) étant proportionnel â f -j on aura simplement
c'est-à-dire que la durée est égale à l'étendue de la pénétration divisée par la moitié de la vitesse initiale ; résultat auquel on aurait pu arriver directement.
On peut encore exprimer la durée en fonction des coefficients qui entrent dans l'expression de la pénétration.
En remarquant que P = j^R^D et y^ = - Vi
RD V
- — arc tanc:— .
5gBu ^ u
gx é^Aita\ 4^-4 ir 2,5026-7032 .
Or (166), on a fait K= — . , on aura^donc
S^'il s'agit de boulets de fonte pour lesquels on a D = 7032*", il en résultera l'expression plus simple
Les durées des pénétrations sont toujours trés-faibles et d'autant plus faibles que le milieu est plus résistant et que les pénétrations sont moins grandes. Si l'on fait l'application de cette formule au tir des boulets de 24 , animés à l'arrivée d'une vitesse égale à 494", on obtient les résultats ci -après:
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i^ Dans l'argile de Saint- Julien, pour laquelle R = 19,9, u = 112"^-, E = S'-^SS, on trouve T =: 0%0306 = ^.
2° Dans le sable mêlé de gravier, pour lequel K = 5,6,
u = Jl»"-', E = 1™,43, on trouve T = 0",0146 = ^g.
La durée de la pénétration est donc toujours très-petite } il en résulte que, particulièrement dang le cas des milieux très-résistants, comme le sable mêlé de gravier, l'effet de la pesanteur ne peut produire qu^un abaissement égal à 0»,001.
17/|. Exposé. La \itesse des projectiles est^ d'après ce qu'ion a vu dans les sections précédentes, essentielle à connaître pour calculer le mouvement de ces mobiles dans l'air et leurs effets contre les corps résistants dont on se couvre ordinairement à la guerre. La détermination de ces vitesses est indispensable dans les applications qu'on peut avoir à Xaire de la balistique à l'art militaire. Aussi depuis longtemps s^est-on occupé de la recherche de la vitesse que possède un projectile au sortir de la bouche à feu , dans des circonstances données y et réciproquement , du poids de la poudre à employer dans une bouche à feu , avec certains modes de chargement, pour obtenir une vitesse proposée.
175. Mesure des vitesses par les portées. La plus ancienne manière d'estimer le? effets de la poudre et la puissance d^une bouche à feu, consistait à tirer celle-ci sous une certaine inclinaison, et à mesurer la portée du projectile sur un terrain horizontal.
Ce procédé présente de grands inconvénients \ la mesure des portées nécessite un terrain d^une grande étendue \ les portées des divers coups sont par fois très -différentes et
Ton ne sait celle qu'on doit préférer pour obtenir la vitesse exacte.
Le procédé de la mesure des vitesses au moyen des portées sur un terrain horizontal a été perfectionné par Lombard^ qui a cherché à mesurer Tangle de projection, angle qui diffère presque toujours de Finclinaison de la bouche à feu.
Quoiqu^on ne tint pas compte alors d'une manière suffisamment exacte de la résistance de Pair et des causes de déviations et qu'on n^ait pu arriver à Texactitude désirable il y avait un progrés réel ; et , comme les erreurs qu'on introduisait dans Testimation des vitesses se retrouvaient en sens inverse dans Tapplication au tir, il en résultait une sorte de compensation , au moins sur les portées, tant qu'on ne sortait pas de certaines limites. Lombard a mesuré par ce procédé la vitesse initiale des boulets lancés par les bouches à feu de Tartillerie française à diverses charges de poudre de guerre en usage.
176. Procédés à employer. La mesure des vitesses par les portées est susceptible de perfectionnements. Il est important d'apprécier Tangle de projection avec exactitude ; pour cela, Lombard plaçait sur un piquet à 8°^ ou 10™ du canon une planchette de bois mince que le boulait coupait. La trace circulaire de son passage servait é déterminer un point de la trajectoire.
Ce moyen ne réussit pas toujours et laisse de l'incertitude. On obtient une grande précision au moyen d'une feuille de plomb trés-mifice maintenue entre des lunettes en fer. Le projectile en la traversant forme un trou circulaire qui permet de déterminer le passage du centre du projectile et Tangle de projection ; mais cela ne suffît pas encore si le projectile est soumis dans son trajet à d'autres
* Mouvement des prejecliles, par Lombard, 1797.
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résistances que celle de Tair, ou à d^autres forces que la pesanteur. Dans ce cas , sa trajectoire réelle différera de celle qui serait calculée sans en tenir compte et les portées en seront affectées différemment à chaque coup ; elles induiraient donc en erreur sur l'estimation de la vitesse.
On évitera une partie de ces inconvénients en prenant la moyenne arithmétique des portées d^un certain nombre de coups et on fera disparaître ainsi Peffet des variations d'un coup à Tautre > sans être assuré cependant qu'une influence prédominante n^altérera pas cette lyioyenne portée. On fera usage des formules qui ont été données , soit (82 , éq. 6) dans le cas où le but est à hauteur de la bouche à feu ; soit (87, éq. 13) lorsque le point touché n'est pas à cette hauteur, ou mieux en mettant l'équation qui détermine la vitesse sous la forme indiquée (77) et au moyen de la table XYI. Alors, si x est la distance du but, t l'angle sous lequel il est vu de la bouche à feu, <)> Pangle de projection, g la pesanteur, Y la vitesse initiale cherchée, on aura la relation
Yl l/ -9
VWC^iV.)] ^ 2r»(UBg<j»— lange)
Connaissant la valeur du second membre , par les données de Tobservation , on trouvera au moyen de la table
y XYI la valeur Y*' = — * qui y satisfait , et par suite celle
de Y = Yo (dans le cas des canons et obusiers, a
cos 9 ^ '
étant regardé comme égal à Tunité disparait).
On obtiendra encore plus d'exactitude dans la mesure des vitesses, si on peut déterminer un ou plusieurs autres points de la trajectoire, par les moyens qui seront indiqués plus loin (sect. IX) et en se servant des formules données pour ce cas (89).
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La détormination de» vitesses par les portées est particulîéreoient applicable au cas des bombes , cas dans lequel la plupart des autres moyens sont inapplicables et où la résistance de Fair a moins d'importance ^ par suite de la faible vitesse du projectile et de son poids considérable. Il est important d^apprécier Tangle de projection qui peut différer notablement de Tinclinaison de Taxe du mortier. Mais Terreur qu'on peut commettre ainsi sera insensible si Ton opère sous un angle voisin de celui qui donne le maximum de portée , celui de 40 à 45^ dans les cas les plus ordinaires , parce qu'alors une petite différence dans Fangle de projection n'en produit presque pas dans la portée et par conséquent n'introduit pas d'erreur sensible dans le calcul de la vitesse. On calculera celle-ci en considérant la trajectoire comme un seul arc , pour le cas des portées et des angles de projection les plus habituels, et au moyen des formules qui ont été données (75 , et table XVI).
177. Mesures des vitesses par la hauteur et la durée de l'ascension verticale, La mesure des élévations verticales auxquelles peut atteindre un projectile , qui a servi à Bernouilli ^, pour calculer les vitesses initiales , présente beaucoup moins de chances d^erreurs \ mais Inapplication en est très -difficile dés que les vitesses sont considérables et que par suite Télévation du projectile dépasse celle que l'on peut facilement observer. Ce procédé est praticable pour une épreuve , en employant une charge de poudre d^un poids suffisamment faible relativement à celui du projectile ^ mais il ne Test pas pour mesurer les effets ordinairement si puissants des projectiles de Tartillerie.
La durée totale d« l'ascension d^un projectile ou celle de son ascension et de sa chute réunies, présenteraient un
* Hydraudynamique , Strasboarg, 1758.
peu moins de difficultés et pourrait donner la vitesse initiale ; mais cette durée n'est que d^un petit nombre de secondes et Terreur de l'observation , devant être ainsi une fraction notable de la durée totale^ entraînerait à une erreur proportionnellement aussi considérable dans la mesure de la vitesse.
478. Mesure des vitesses par la durée du trajet. On a essayé à plusieurs reprises de mesurer la vitesse d'un projectile par la durée du trajet. L'erreur que Ton peut commettre dans l'observation de la durée étant une fraction d'autant plus grande de la durée totale que celle-ci est moindre ^ il en résulte qu'il y aura d'autant plus d^4ncertitude sur là vitesse que celle-ci sera plus grande et le trajet plus court. Ce procédé est applicable à la mesure de la vitesse des bombes , pourvu toutefois qu'on connaisse avec assez d'exactitude l'angle de projection et la loi de la résistance de Pair. Mais il est difficile de l'appliquer à la mesure de la vitesse des boulets, lancés avec les grandes vitesses qu'on leur imprime ordinairement; car, une différence d'un cinquième de seconde seulement, sur la durée du trajet d'un boulet de campagne , par exemple , tiré avec la charge ordinaire de guerre, à la distance de 500", produirait une différence de 40™ environ dans Testimation de la vitesse. Dans ces procédés d'ailleurs fa résistance de Pair faisant varier notablement la durée du trajet, elle doit être connue à l'avance et toute incertitude sur la loi de cette résistance entraîne à une erreur sensible sur l'estimation de la vitesse.
479. Machine de rotation de Mathey. Afin d'obtenir avec plus de précision la durée d'un trajet assez court et tel que le mouvement puisse être regardé comme uniforme et indépendant de la résistance de l'air, on a essayé d'imprimer 4in mouvement rapide et régulier à des corps minces , rendus solidaires entre eux par certains dispositif
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et dont les faces divisées par des lignes convenablement tracées étaient percées par le projectile ; la position relative des deux traces indiquait le temps employé.
La machine de Mathey, citée par d^Antony * était un cylindre vertical , en papier ou en carton mince, animé d^une certaine vitesse de rotation et sur lequel on tirait des balles de fusil dans une direction perpendiculaire à l'axe du cylindre. La différence entre Técartement des trous que la balle avait faits et ceux qu'elle aurait produits si le cylindre fût resté en repos, donnait la durée du trajet comparativement à celle d'une révolution entière du cylindre ; comme on connaissait d^ailleurs la direction du trajet , au moyen d'écrans placés dans la direction de la balle et par suite la longueur parcourue dans le cylindre^ on pouvait déterminer la vitesse de la balle dans son mouvement au . travers de Tappareil. La précision de ce moyen dépendait de la grandeur du diamètre du cylindre et de la rapidité du mouvement de rotation.
480. Machine, de Grobert. Le colonel Grobert, en France, a modifié ce procédé. Son appareil se compose d'un arbre AB d'environ 4°* de longueur (Fig. 36) portant à chacune de ses extrémités un disque CD de carton trèsmince de 2*° de diamètre. Ces deux disques, solidaires l'un 'de l'autre , sont divisés en 360 degrés par des rayons qui se correspondent dans les mêmes plans méridiens, et qui portent la même graduation. Une chaîne sans fin embrasse une poulie F fixée sur l'arbre et la roue d'un treuil établi au niveau de Taxe des disques et garni d'un volant à palettes. Un cordon est enroulé sur l'arbre du treuil et passant sur une poulie de renvoi élevée de 12 à 13°" au-dessus du sol, il porte à son extrémité le poids
* Eiamen de la poudre , par d^Antony, tradait detni^lien par de Flavigny, 1773.
moteur qui imprime ainsi aux disques un mouvement rapide de rotation.
Le mouvement étant devenu uniforme, la- durée d'un certain nombre de tours et par suite la vitesse de rotation étant mesurées par les moyens ordinaires , on tire Tarme à feu parallèlement à Taxe de rotation. Si Tappareil était en repos, la balle percerait les deux disques suivant le même plan méridien et par conséquent suivant deux rayons de même graduation ; mais comme Tappareil est en mouvement pendant que la balle en parcourt la longueur, le second disque est percé en un point situé en arrière relativement au sens du mouvement de rotation. La différence entre les degrés des rayons indique l'angle parcouru et la durée du trajet d^un disque à Tautre. Ainsi, si et est en degrés Pangle de deux rayons touchés , T la durée d'une révolution des disques, a leur intervalle^
-rjjT sera le temps que le projectile a mis à parcourir la distance a et -^ — sera la vitesse de la balle.
JL .oc
Le procédé du colonel Grobert a sur celui de Maihey Tavantage de se baser sur la durée d'un plus grand trajet de la balle ; cependant, d'après les expériences exécutées devant des commissaires de l'Institut*, l'appareil ne faisant qu'environ un tour par seconde , la durée n'était mesurée qu'à 70 ^^ Tô ^® seconde près ; on pouvait ainsi commettre sur la vitesse de la balle, une çrreur de ^ au j~ de cette quantité. Aussi, dans ces expériences avec la balle du fusil d'infan^rie et du mousqueton , aux charges ordinaires de guerre et à des charges moitié moindres; les différences d'un coup à l'autre dépassaient les différences qu'on sait réellement exister dans les vitesses. Cela
* Rapport k rinstitot , classe des sciences malhëmatiques , 2 germinal an XIL
tenait principalement, sans aucun doute, à rincertîtudff sur la vitesse des disques. On sVst assuré d^aîlleurs, au moyen d^écrans, que la direction de la balle n^était pas modifiée par le mouvement des disques. Cet avantage serait précieux dans des expériences où l'on aurait à comparer les vitesses initiales et les portées.
En Angleterre , on a cherché à rendre ce procédé plus précis 5 on est parvenu au moyen d'engrenages à imprimer aux disques, espacés de 8" l'un de Tautre, une vitesse de huit révolutions par seconde. Cependant il est facile de voir qu'une erreur de O^jOOl seulement sur la position du centre du trou fait par le projectile dans chaque disque, sur une circonférence de 0",80 environ de rayon, peut donner encore une erreur de -^ sur la vitesse ; les procédés actuellement employés donnent beaucoup plus d^exactitude. Il est très-difficile d'ailleurs d^empècher que dans les mouvements rapides avec ces appareils de rotation , l'arbre nYprouve une torsion notable et ne laisse plus les divisions des disques dans les mêmes plans méridiens, ce qui entraine à des erreurs sur l'estimation de la vitesse. Ce procédé ne donnerait pas dans Tapplication , une précision comparable aux difficultés d'exécution.
184. Procédé du colonel Debooz. Un autre procédé dû à M. ie colonel d^artillerie Debooz a été essayé en 185^ à Técole d'artillerie de Rennes. Il consiste essentiellement à mesurer la durée d'un trajet AB (Fig. 37) de 50", par la hauteur de chute d'une planchette C située à 55"^ de la bouche à feu D et maintenue par une ficelle qui passe au moyen de deux poulies de renvoi F, G à 5"* de cette bouche à feu en H ; le^projectile coupe la ficelle en passant et produit la chute de la planchette. En arrière de cette planchette C est un écran qui est percé en même temps que celle-ci et qui sert au moyen de repères à mesurer la hauteur de cette chute.
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De cette hauteur , au moyen de la formule connue , h = {^^', dans laquelle h est la hauteur observée , on aura pour la durée t
50" et de là 9 la vitesse moyenne — du projectile.
On connaît aussi par ce procédé la position et la direction du projectile à une petite distance et un second point de la trajectoire.
En conservant les notations adoptées pour représenter les lois du mouvement, et appelant Y la vitesse du projectile au moment où il coupe la ficelle y on aura la relation déjà donnée (58) et dans laquelle on pourra regarder Tangle de projection comme étant sensiblement égal à zéro,
d^où on tirera la valeur de Y.
La vitesse, comme on voit^ dépend de la valeur de A, mais cette dernière n^a pu être déterminée avec la précision nécessaire. En prenant pour exemple le tir d^un boulet de campagne, à la charge ordinaire de guerre, c'est-à-dire avec une vitesse initiale d'environ 480"* par seconde, la durée du trajet serait d'environ | de seconde \ la hauteur de chute de la planchette, en faisant abstraction de toute résistance , serait d'environ 0",060 5 et comme on ne pouvait estimer cette hauteur à plus de 0'",005 prés , on ne pouvait obtenir les vitesses qu'à -^ prés, ce qui ne présente pas assez de précision.
On a lieu de croire d'ailleurs que par suite de la tension et l'inertie du cordon, le commencement de la chute ne coïncide pas avec l'instant où le boulet coupe la ficelle
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et qu'ainsi les hauteurs de chute et les durées sont trop Êûhles. Aussi le petit nombre d^expériences qu'on a faites par ce procédé sont loin de présenter entre elles la concordance désirable.
i82. Mesure des vitesses au moyen de V électricité* L'emploi de Télectncité, comme moyen d*indication du passage du projectile â diverses distances, parait devoir donner des moyens très -précis d'estimer le temps qu^un projectile emploie à parcourir un espace donné , ainsi que les différentes parties de sa trajectoire et par suite sa vitesse en divers points. Jusqu'à présent, pour arriver à ce résultat, on a placé à différentes distances, comme de 50"* en 50"", des cibles formées d^un fil métallique replié sur lui-même à des Intervales moindres que le diamètre du projectile , de façon que ce projectile ne pût traverser cette cible sans briser le fil de métal. Un courant électrique, établi au moyen de ce fil, maintient un aimant qui se détache au moment où le courant est rompu par le passage du projectile dans la cible. Cet aimant devenu libre , marque un point sur un cylindre ou sur un plateau animé d^un mouvement de rotation suffisamment rapide. Il en arrive autant au passage du projectile dans chaque cible; les différences entre les points touchés du cylindre ou du plateau fournissent, d'après la vitesse connue de cet appareil , les durées du trajet du projectile d^une cible â la suivante.
Malgré Textréme vitesse du courant électrique, on ne paraît pas avoir obtenu la précision qu^on pouvait espérer. On pense que le mouvement de Taimant présenté encore des différences de durées qui, quoique très-faibles en ellesmêmes, sont cependant très - appréciables relativement à celles qu^il s'agit de mesurer et produisent des erreurs sensibles. On doit espérer que ces difficultés pourront être vaincues et que ce procédé permettra de déterminer à la
fois la position d'un grand nombre de points de la trajectoire et la durée des trajets de Fun à Tautre^.
i85. Mesure de la vitesse et un projectile par celle quil imprime à une masse plus grande. Pour éviter la difficulté que présente la mesure des durées des trajets des mobiles dans les mouvements rapides , on a pensé à amoindrir ces vitesses : pour cela , on a dirigé le projectile contre un corps beaucoup plus pesant, auquel il communique la quantité de mouvement qu^il perd ; la vitesse est ainsi réduite dans le rapport du poids du corps et du projectile réunis , à celui du projectile, et devient ainsi plus facile à mesurer.
Cassini fils parait avoir le premier employé ce moyen** pour vérifier quelques expériences sur les armes à feu , « il :» fit une espèce de machine, où il y avait une pièce de ^ bois armée à Tune de ses extrémités d'une plaque de » tôle assez épaisse, qui devait recevoir tous les coups * d^un même fusil tiré toujours de même distance. Cette > pièce était mobile et devait céder au coup plus ou moins , ^ selon qu'il avait plus ou moins de force, et en même ^ temps marquer par la construction de la machine^ com- ^ bien elle avait cédé. :» On a ainsi reconnu Tinfluence de la bourre et de la disposition des charges , sans qu^on paraisse avoir mesuré la vitesse des balles.
i84. Pendule balistique de Robins. Benjamin Robins pour mesurer la vitesse des balles de fusil, imagina de Jes tirer contre un madrier du poids de 22^ suspendu par une verge rigide et pouvant tourner autour d'un axe perpendiculaire à la direction du mouvement du projectile ; de cette manière , en mesurant la hauteur à laquelle s'élevait le madrier, dans le mouvement circulaire qu^il prenait par suite du choc du projectile, on obtenait la vitesse due à cette
* Voir les comptes-rendoB de rAcadtfmie des sciences , année i843. *^ Histoire de TAcadëmie des sciences de. Paris, annëe 1707.
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hauteur ; et ensuite , du rapport des masses , on déduisait la vitesse du projectile à Tinstant du choc. Cet appareil connu sous le nom de pendule balistique et dont le procédé employé en i 707 par Cassini fils , pouvait donner Tidée , a été mis en usage pour la première fois en 1740. Il servit à mesurer la vitesse des balles de fusil et la résistance da l'air. Hutton fit en Angleterre de nouvelles expériences de 1775 à 1789, avec un pendule dont le massif, formé de plusieurs pièces de bois assemblées par des ferrures, a été porté successivement de 400^ à 1000'', et a pu recevoir des boulets de 1^^, 31*^ et 61^.
On a construit en Angleterre un pendule balistique beaucoup plus pesant et propre à recevoir les boulets de 12, et on en fit usage en 1811 et de 1815 à 1818. Le massif composé de pièces de bois réunies au moyen de ferrures , pesait prés de 4000" 5 on essaya de tirer des boulets de trèsforts calibres, mais dès qu'on avait lancé deux boulets de 24 il fallait démonter Fappareil et le remonter de nouveau"^.
185. Nouveaux pendules balistiques. Le pendule balistique reçut bientôt en France des perfectionnements considérables , et il devint un instrument d^épreuves habituelles pour la mesure des vitesses initiales dans la réception des poudres. Au lieu d'un massif en bois , qui dans les pendules anglais recevait successivement plusieurs projectiles, mais qu'il fallait démonter après un petit nombre de coups, on adopta une masse de matière pénétrable renfermée dans une âme en métal, et qu'on remplaçait après chaque coup tiré, par une masse nouvelle.
En 1820, on construisit des pendules en fer daçs lesquels une masse de fonte recevait le choc de la balle, ce qui les rapprochait du procédé de Cassini fils (183)^
* Voyage dans la Grande-Bretagne, par Ch. Dupin, et Annalei da physique cl de chimie, lomc IX.
ensuite 9 à la fonte on substitua une masse de plomb dans une âme en fer et on la remplaçait à chaque coup. M. Maguin , commissaire des poudres employa Targile desséchée et placée dans une âme en métal , pour le tir des boulets de petits calibres.
En 1836, MM. Piobert et Morin apportèrent de nouveaux perfectionnements dans celui qui fut construit à l'arsenal de Metz et qui était destiné au tir des boulets des plus forts calibres. On employa le sable fortement tassé dans plusieurs sacs en cuir et renfermés dans une âme en fonte consolidée par des cercles en fer forgé.
Ils ont reçu depuis cette époque, plusieurs perfectionnements; aux sacs en cuir on substitua des barils tronc coniques qui présentent plus d^économie. Us sont actuellement d^un usage habituel et facile. Les canons sont suspendus d^une manière analogue et permettent de mesurer la vitesse de recul.
Un autre pendule destiné au tir des plus gros projectiles à diverses distances pour mesurer la résistance de Tair, ainsi que les instruments nécessaires , ont été construits à Metz d'après les dessins de MM. Morin et Didion ; ce pendule rempli de sable pesait environ 6000^.
486. Description du pendule balistique destiné au tir des boulets. Le pendule balistique destiné au tir des boulets est formé d^un vase conique en fonte de fer A (Fig. 38) nommé récepteur balistique et suspendu par quatre tiges B, B', B,.... à un arbre C à 5*" au-dessous et dans une direction perpendiculaire. Deux de ces tiges , B et B, embrassent le récepteur dans la partie antérieure et deux dans la partie postérieure B'. Les deux tiges B , B' situées d^un même côté du récepteur se rapprochent dans la partie supérieure en s^écartant du plan vertical de l'axe de ce récepteur; il en est de même des deux tiges qui sont du côté opposé.
Les quatre tiges sont reliées entre elles dans leur partie supérieure par quatre traverses D , D', E , E' et par trois entre-toises F, F', G, qui donnent au système une trèsgrande rigidité. Dans leur partie inférieure , les tiges sont reliées par deux entre -toises antérieures H, K et une entre-toise postérieure K'. Celle-ci et Tenire-toise K sont reliées par un boulon fileté L i un autre boulon M à tète percée , relie les quatre tiges au-dessus du récepteur. Sur le boulon fileté est un poids curseur, composé de plusieurs disques en plomb N , maintenus à une position déterminée sur le boulon fileté, par deux écrous de pression 0, à branches. Ce poids, dont la grandeur et la position peuvent être variées à volonté , sert à abaisser le centre de gravité et le centre d^oscillation et à rendre Taxe du récepteur horizontal.
L*arbre C en fer a ses extrémités P taillées en couteaux, l'arête de ceux-ci est arrondie suivant un petit rayon, de 0™,0025 environ; ils reposent sur des coussinets Q, Q en acier, dont la face supérieure présente deux plans raccordés par un arrondissement d un rayon double du premier et assez peu inclinés pour que dans les oscillations du pendule , le fi*ottement empêche les couteaux de glisser et que ceux-ci ne fassent que rouler. Par suite du rapport des deux rayons , le centre de Tarrondissement des couteaux ne prend aucun mouvement latéral dans les oscillations du pendule.
Les coussinets Q, Q reposent sur des plaques de fonte R, R, fixées au moyen de grandes chevilles en fer sur la partie supérieure de deux piles en pierre de taille avec fondation en maçonnerie.
L'âme du récepteur a intérieurement la forme S, S, S d'un tronc de c6ne dont le fond est arrondi et dont la longueur est assez grande pour que les projectiles ne. puissent traverser entièrement le sable dont elle est remplie.
Le récepteur, en fonte de fer, est fortement serré par des cercles en fer forgé.
Avant de faire une expérience on place dans le récepteur les barils tronc coniques remplis de saUe sec et fortement tassé : ensuite , on ferme la partie antérieure au moyen d'une feuille de plomb, d^'un demi -millimètre environ d'épaisseur, serrée par quatre Vis entre deux lunettes en fer, fixées elles-mêmes contre le récepteur au moyen de quatre autres vis; deux traits tracés sur cette feuille, l'un horizontal , Tautre vertical , indiquent par leur intersection im point de l'axe du récepteur ; ils servent à mesurer la distance à Farète des couteaux du centre du trou faft par le projectile, ou point d^impact, et par conséquent de la ligne parcourue par le centre de ce projectile. Celte feuille de plomb a aussi pour objet d'empêcher que quelques parties du sable ou des fragments de barils ne s'échappent du récepteur et n'induisent en erreur sur la mesure de la vitesse du projectile.
Un arc en cuivre T , divisé de minuCe en minute et sur lequel glisse, à frottement doux, un curseur en cuivre portant un vernier , est fixé à la partie inférieure sur un arc en bois U maintenu dans un plan perpendiculaire aux couteaux , au moyen de montants Y et d^une semelle X ; ils servent à indiquer l'amplitude du mouvement que le boulet a imprimé au récepteur, par les arcs que Taiguille en fer Y fixée au pendule , fait parcourir dans chaque expérience au curseur >
187. Suspension des canons. Le canon est suspendu en face du récepteur, à peu prés de la même manière que celui-ci ; le canon est maintenu par ses tourillons ; ceux-ci entrent dans les encastrements de deux flasques en fer forgé A (Fig. 39) qui prennent appuis sur les tiges de suspension B, B; un collier C, C, en deux parties, à la culasse, et autant à la volée D, D , remplissent l'intervalle entre les
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tiges et le canon , et permettent aax premières d^embrasser' celui-ci aussi solidement que le récepteur. Les partie» inférieures ont un poids plus grand que les parties supérieures afin d^abaisser le centre de gravité et le centre d'oscillation.
Les autres parties de la suspension sont les mêmes que celles du pendule balistique (186).
Les piles en pierre qui supportent le canon-pendule sont . à 42"^ de celles qui supportent le pendule balistique; de cette manière, la tranche de la bouche du canon est à environ 40"* de celle du récepteur.
Pour atténuer autant que possible Faction des produits gazeux de la poudre contre la face du récepteur, et pour intercepter les parties du chargement autres que le boulet, on place dans la direction du canon et à 2°* du récepteur, un écran solide en bois de 4°*, 20 de côté percé d'un trou circulaire de 0",S0 de diamètre.
488. Pendule balistique pour le tir des balles de fusil. Le pendule balistique pour le tir des balles de fusil (Fig. 40) est formé d'un récepteur tronc conique A , supporté par deux tiges de suspension B , B , fixées par leur partie supérieure à un arbre en fer G , dont les extrémités D taillées en couteau reposent sur des coussinets fixés à une poutre E ; une aiguille F qui se meut le long d'un arc gradué G , sert à mesurer les arcs de recul ; une réglette H divisée , sert aussi à mesurer les cordes de ces mêmes arcs. Pour faire une expérience , on place dans le lécepteur G qui est tronc conique et dont le fond est percé, un morceau de plomb, ou tampon, de forme tronc conique qui s'emboîte exactement dans Tintérieur. On place devant Pouverture une planchette K. La planchette et le tampon en plomb ensemble ont constamment le même poids , de sorte que le moment statique et le moment d'inertie du pendule restent à chaque coup les mêmes.
La planchette sert à déterminer le point d*impact de la balle et à le rapporter à l'arête des couteaux , au moyen de deux lignes tracées à chaque coup sur la planchette.
La suspension du canon est analogue à celle du récepteur. Le canon de fusil peut être facilement enlevé et remplacé par un autre. Les axes de rotation des pendules sont à 3" l'un de Fautre, de sorte qu'il y a environ 2" de la bouche du canon à celle du récepteur *.
Depuis peu de temps on a construit de nouveaux pendules balistiques et des pendules à canon pour le tir des balles de fusil, dans lesquels on a introduit les perfectionnements qui ont été apportés aux pendules destinés au tir à boulet. Leur centre de gravité et de percussion sont très-r approchés de l'axe, ce qui n'a pas lieu dans ceux qu'on vient de décrire; ils sont supportés par des supports en fonte de fer reliés par des traverses , de sorte qu'ils présentent plus de rigidité et de commodité.
489. Pendule en bois pour le tir à grande distance» Le récepteur du pendule de Metz destiné au tir des boulets à de grandes distances pour la mesure de la résistance de Tair , devant par cela même avoir de plus grandes dimensions et laissant craindre que le boulet ne frappât les parois de Tàme, a été fait en bois. H est (Fig. ki) de forme cylindrique; il a 2'",35 de longueur et de i™,51 de diamètre extérieur ; il est composé de douves en bois A , fortement serrées par des cercles en fer B et reliées au moyen de quatre pièces de bois C , C et des traverses à un arbre D aussi en bois , dans lequel sont solidement fixés les couteaux F en fer et acier. Les tiges sont reliées entre elles par des entre-toises et par des boulons. Le récepteur AA de i'^^SS de diamètre intérieur, est doublé en tôle de fer épaisse,
* Voir rAide-Mëmoire d'irlillerie , deuxième ëdilion , planche 89, lef deuils de cet peDdalei.
qu^elle gagne sera rù>dM et son moment o^rVM. La somme de tous les moments sera /cùr^dMy ou, en considérant que u est indépendant de r, ofr^dM ; on devra donc avoir, en vertu du principe de mécanique qu'on vient de rappeler,
La quantité fr*dM qui entre dans cette expression est le moment d^inertie du corps et pourrait être déterminée diaprés la forme et la densité de ses diverses parties; mais il est beaucoup plus simple et plus exact de le déterminer directement par l'expérience. En effet, puisque K est la longueur du pendule simple qui ferait ses oscillations dans le même temps que le pendule balistique, on devra avoir comme on sait,
/rVM == MdK.
Quant à la valeur de K , soit T la durée d^une oscillation du pendule, et t le rapport de la circonférence au diamètre, on aura
La relation précédente deviendra donc
fnt{ç — m) = mVldJSij
de laquelle on tire
nu
Dans les expériences , et d'après la construction des pendules, la valeur de « ou m est toujours une petite quantité, de quelques mètres par seconde au plus, et il serait difficile de la déterminer directement; il est plus facile de la déduire de la hauteur à laquelle peut s^élever le centre de gravité du pendule, en vertu de la vitesse acquise à la fin de la pénétration , par l'application du principe des forces vives , et au moyen de l'arc de recul et
qui mesure Famplitude du mouvement de rotation du pendule autour de Taxe de rotation.
A étant la position du centre de gravité du pendule au repos (Fig. 42), ce point sera arrivé en B lorsque le pendule aura décrit Pangle AOB égal à et , et si Ton mène BC perpendiculaire à la verticale OA , on verra que le centre de gravité se sera élevé de GA qui est égal à d — dcosa.
Le projectile qui a pénétré dans la direction ED supposée horizontale et qui peut être considéré comme étant en D sur la verticale passant par Taxe de rotation à une distance OD == i de cette arête , arrivera en F ; si on mène FG perpendiculairement à OD , on verra que le projectile se sera élevé de DG qui est égal à i — scosct.
La quantité de travail développée par la pesanteur sur le pendule et sur le projectile et égale au produit du poids par la hauteur , sera donc
Vd{i — cosa) + 6i (4 — COB a)
ou
puisque 1 — cosct = 2sin'^«e.
Mais la force vive possédée par le pendule qui est animé de la vitesse de rotation ai à la fin de la pénétration, a pour expression
La force vive du projectile est «Tm, et en vertu du principe cité , la force vive possédée par ces deux masses , au moment où commence leur mouvement, devant être égale au double de la quantité de travail développée par la pesanteur au moment où ces masses cessent de s'élever, on aura la relation
d'où
2 sin - a •
SubslituaDt cette valeur dans celle de V, on aura
ç — - — — • 2 8in - oc ,
V^dK + mi^ "*' 2
et, en remplaçant M et w respectivement par - et on aura
c^est la formule généralement connue avec les notations adoptées *.
Si l'amplitude du mouvement du pendule était mesurée par la grandeur C de la corde sur un arc de rayon R,
à 2sin^06 on substituerait le rapport ^.
i91. Moyen de tenir compte des variations du poids du récepteur d'un coup à Vautre. La formule que Ton vient de donner, convient bien au cas où Ton a à faire des expériences avec des balles de fusil et où le massif en plomb qui remplit l'âme et reçoit le cboc de la balle , est remplacé à chaque coup par un massif de même forme et exactement de même poids , et où de plus , les balles peuvent être choisies de poids égaux. Alors ^ les quantités qui sont sous le radical de la formule restent les mêmes à chaque coup et la vitesse cherchée ne dépend plus que de l'arc a et de la distance t ; celle-ci encore peut souvent être regardée comme moyennement égale à la distance de l'axe du récepteur à celui des couteaux.
* Aide - Mémoire d^Artillerie, li Tasage des officiers dVlillerie , deuxième édition, page 652.
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Mais, dans le tir des boulets, le poids total des barils* de sable dont on remplit le récepteur ne peut pas toujours être ramené à l'uniformité , même au moyen de poids supplémentaires , et les différences sont souvent trés-notables ; cette variation fait changer P, â? et R ; or il serait trèslong et presque impraticable de mesurer avant chaque coup la position du centre de gravité ou d et la durée des oscillations du pendule pour avoir la valeur de K.
A la vérité , si l'on considère que la variation du poids du sable dont on remplit Tàme, peut être regardée comme uniformément répartie dans Pâme , ou , plus simplement , comme un poids additionnel p , placé sur Taxe du récepteur , c'est-à-dire à une distance à de Farète des couteaux ; Paccroissement du moment statique Vd sera égal à pa et l'accroissement du moment d'inertie P^^K sera pa\ de sorte que la formule de la vitesse deviendra
V{VdfL+pa*'\'bi*){yd+pa+bi)g . i
p ss ■'■'■'* ' " ' t ' ' ■ 1 1 I' , gio "r ât»
bi 2
AU moyen de cette formule , on sera dispensé de mesurer d et R avant chaque expérience, et l'on n'aura qu'à faire entrer dans le calcul les quantités pa et pà" qui se trouvent sous le radical. Mais Ton peut encore éviter le calcul du radical pour chaque coup.
Considérons en effet, que la variation du poids p est toujours très -petite relativement à P, et qu'en la faisant sortir du radical, on peut écrire
V{VdlL+bi-){yd+bi)g^(^ , ;)«» w pa X^ . 1
Dans le second facteur du second membre, les quantités ajoutées à l'unité sont très-petites et quand p est égal à 10^, par exemple, elles ne sont guère que ~ environ avec les pendules en usage. On voit par là que leur produit,
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«et les puissances supérieures à la première, sont tout-^A-fait négligeables ; en eCTectuant le produit , en exlrayantla racine quarrée , et en remplaçant iei b^ qui varient peu d'un coup à l'autre, par leur valeur moyenne a et ^,, le facteur devient sensiblement
Le facteur de p ne dépend ainsi que de quantités constantes et qui dans les pendules en usage est d'environ ~ ; d eiK peuvent être calculés une fois pour toutes , et en
vitesse sera simplement
PI
En remarquant que dans une série d'expériences, le poids à du projectile ne varie que dans de très -étroites limites, on pourra, mais sous le radical seulement, le remplacer par sa valeur moyenne à, et ajouter à/? la très-faible variation qu'il éprouve d'un coup à l'autre , par ce moyen, en calculant une fois pour toutes le radical et en faisant 2 V/(P^K4. 6,r) (JPd^ h,i)g = |8, on aura la formule très -simple
Le calcul do cette formule se réduira à des opérations très-simples au moyen des logarithmes. La simplificadon qu'elle donne est importante maintenant que le pendule balistique est devenu un instrument d'épreuves habituelles. On s'est assuré que l'exactitude qu'elle donné est plus grande que ce qu'on obtiendrait par la mesure de la durée d'une oscillation , prise même à moins de j^;^ de sa valeur.
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19^. Mesure des divers éléments qui entrent dans la formule des vitesses» Les pendules ont des poids et des dimensions trop considérables pour qu'il soit fecile de les peser et de rechercher leur centre de gravité lorsqu*ik sont montés ; on prend ces mesures sur les diverses parties ; on la prend particulièrement pour la suspension du récepteur, en la plaçant sur Farète aiguë d^un barreau d'acier horizontal et parallèle à Taxe du récepteur, et en la faisant varier jusqu^à ce que le plan qui passerait par cette ligne et qui serait perpendiculaire à Taréte des couteaux soit horizon* taie ;* la distance horizontale entre cette arête et celle des couteaux sera la distance cherchée du centre de gravité de la suspension ; multipliée par le poids de la suspension , elle en donnera le moment. En opérant de même pour le récepteur et au besoin pour les autres parties , et en faisant la somme des moments on aura le moment total Vd. On peut aussi, comme on va l'indiquer (193), obtenir cette quantité par une seule opération.
La valeur de K s'obtient au moyen de la durée d^une oscillation du pendule et par la formule connue
La durée T doit être mesurée avec beaucoup de soins en comptant celle d^au moins 300 oscillations , à un cinquième ou à un dixième de seconde prés , et en répétant cette opération plusieurs fois pour avoir une exactitude égale à celle que donnent les autres mesures. L'oscillation du pendule doit commencer sous les angles d^'environ cinq degrés. Avec les petites amplitudes, comme celles d^un degré^ le moment du passage du pendule à la position qu^il a au repos est difficile à observer avec précision.
La pesanteur, ou la quantité ff qui entre dans les formules, c'est-à-dire la vitesse que la pesanteur imprime aux corps
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dans la première seconde de leur chute , varie d^un point à.Tautre d^une même contrée et dépend de la latitude du lieu et de sou élévation au-dessus duî niveau de la mer. En nommant a. la latitude, h Télévation , r le rayon moyen du méridien qui est r == 6366197°',7, on aura
9",80 570(1 —0,002 S8S cob^X)
Le tableau ci-aprés , calculé par M. le capitaine Yirlet , donne la valeur de g pour toutes les latitudes de 40'' à 50"" et pour les élévations de 0°" à 500°" au-dessus du niveau de la mer.
Tableau det valewr$ de g» iwwant les latitudes et le$ élévations au-dessus du niveau de la mer.
YALEURS DE g.
POUR DBS ÉLÂVATIONS AU-DESSUS DU RIYEAU DE LA MER DE
drgréa.|
Difier«iic«.
Si
Les angles a doivent être mesurés au moins à un dixième de minute prés et les longueurs à un millimétré prés ; avec
ces précautions , on peut obtenir la mesure des vitesses des projectiles à un ou deux dixièmes de métré par seconde.
193. Mesure directe du moment statique. Dans les pendules semblables à ceux qui ont servi à Metz au tir des projectiles à de grandes distances et où le sable n'est pas tassé uniformément par couches perpendiculaires à Taxe, on ne peut pas employer la méthode qui a été indiquée plus haut (193); il est nécessaire de mesurer directement le moment statique*
Pour mesurer le moment statique d^un pendule dont Tarbre serait muni de tourillons , on pourrait * comme Hutton , avec les pendules en bois , lui faire faire un quart de révolution (Fig. 43) , de manière que G étant le centre de gravité et 0 la projection de Taxe de rotation , la ligne OG fût horizontale ; alors , si un cordon vertical attaché en A passe sur une poulie de renvoi C , et qu'un poids Q fixé à son autre extrémité fasse équilibre au pendule , dont le poids est P, on verra que Q X ^^ ^^^^ ^^^e égal au produit OGXP ou ^u moment statique de ce pendule.
Cette opération n^est plus possible lorsque le pendule est supporté par des arêtes de couteaux ; mais on peut mesurer ce moment sous une faible inclinaison , par exemple , sous un angle dont le sinus est -^^ c^est-à-dire S° — 44',3S. Soit 0 (Fig. 44) la projection de Farète des couteaux d^un pendule, G son centre de gravité, A un point d^attache pris sur la verticale OG ; supposons que Ton amène le pendule dans une position inclinée telle que la direction OGA devienne OG'A', faisant avec la première un angle «t. Supposons de plus que dans cette position , Ton dirige un cordon ou une tige métallique dans la direction A^B , perpendiculaire à OA', c'est-à-dire faisant un angle a avec
* Nouvelles expérienccB d'Artillerie, parHuUon, (raduitcspar 0. Terque m.
rhorizontale , et qu'une balance à bras égaux BC et CD dont Tuu CD soit horizontal et Tautre CB soit perpendiculaire à A'B, c'est-à-dire fasse avec CB un angle droit augmenté de et , et que Inaction d*un poids Q suspendu en D tienae le pendule en équilibre sous Tinclinaison et'y on aura OA'XQ = PXG'F = PXOGsina;
et , si on représente OG par d et OA par a y on aura le moment statique Vd du pendule
prf = i>L».
siDoc
Connaissant ainsi le moment P^, si Ton a le poids P du pendule, on aura la distance d du centre de gravité aux couteaux, et, si Ton connaît K, on aura le moment dMnertie P^^R qui entre dans la formule des vitesses.
L^angle et se mesure au moyen des arcs mêmes du pendule.
Ce procédé , lorsqu'on emploie comme on Ta fait d^abord une poulie au lieu de fléaux , ne présente pas la précision désirable, à cause du frottement des tourillons et de la raideur des cordons , et il laisse toujours de Fincertitude sur la valeur de l'angle sous lequel le pendule est tenu en équilibre. Mais au moyen de la balance à moments qui a été exécutée diaprés nos dessins (Fig. 45) et dans laquelle les diverses articulations sont des couteaux, un pendule pesant plus de 6000^ oscillait par l'action d'une différence de poids d'un hectogramme et donnait le moment du pendule à ^^ prés.
II est avantageux de pouvoir prendre le point d^appui A sur la ligne OA parce qu'une petite erreur sur la direction A'B du cordon n^altére pas sensiblement le moment du poids Q. Si l'on prend le point d'attache éloigné de la verticale OA, il faut s^assurer de la direction du cordon avec d^autant plus de soin que la distance est plus grande.
i 94. Choe sur les couteaux. On sait que si la direction
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du choc passe par le centre de percussion , c'est-à-dire par un point situé sur la ligne qui serait menée par le centre de gravité perpendiculaîrement à l'axe de rotation et à une distance de cet axe égale à la longueur K du pendule synchrone et que cette direction soit perpendiculaire au plan passant par le centre de gravité et Taxe de rotation, il n^ a aucune percussion sur les couteaux. Lorsque cette condition n'est pas absolument remplie et que la différence n'est pas grande , la percussion sur les couteaux est trop faible pour les faire glisser sur les coussinets et Teffet du choc est sans inconvénient ; c^est ce qui a lieu dans les pendules balistiques à canons, construits comme Findiqne la figure 38 et dont on fait actuellement usage.
195. Examen des diverses suppositions. Dans le calcul des vitesses au moyen du pendule, on a fait plusieurs suppositions; il est utile de connaître leur degré d'exactitude ou l'erreur qui peut en résulter.
On a supposé que pendant la durée de la pénétration du projectile dans le sable , le pendule restait sensiblement dans la même position; cela résulte évidemment de la courte durée de cette pénétration. Car, d'après ce qui a été dit (173) , pour un boulet de 24 animé d^une vitesse d^environ 500™"* et dans le cas où la profondeur de pénétration dans la matière qui remplit le récepteur serait aussi grande qu'elle peut l'être , la durée de cette pénétration serait d'environ j^ de seconde ; or pendant cette durée , la vitesse acquise par le point frappé d''un pendule , comme ceux dont on fait actuellement usage, serait d^environ l'",60 à la fin de la pénétration , et l'espace effectivement parcouru par ce point d'environ O^jOl.
Le centre de gravité du pendule ne s'est donc élevé que d'une quantité tout-à-fait innappréciable et on a pu, sans erreur sensible, compter la hauteur d'ascension le long de l'arc, à partirde la position du repos.
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Pendant le même temps, le projectile soumis à Taetion de la pesanteur ne pourra s'abaisser que de moins d'un millimètre. On a donc pu aussi supposer que la direction restait constante et calculer comme on Ta fait, le moment de la résistance qu'il éprouve en pénétrant dans le milieu résistant.
196. Correction relative à la direction du choc. On a supposé que la bouche à feu étant placée à hauteur du centre du récepteur , le projectile frappait le pendule suivant une direction horizontale. Cette condition n'est pas absolument remplie, parce que le projectile dans son trajet est soumis à Finfluence de la pesanteur et s^abaisse d^une petite quantité; de plus, comme il ne part pas toujours suivant la direction de Taxe de la bouche à feu, il frappe le récepteur suivant des directions et en des points un peu différents à chaque coup.
Dans les expériences qui ont pour objet la mesure des vitesses à une distance qui est faible et toujours la même , les petites différences d'un coup à Tautre n^ont pas d'influence sensible, et on peut les négliger entièrement comme on le fait. Mais , lorsqu^on tire à diverses distances , comme quand il s'agit de mesurer la résistance de l'air sur les projectiles , et que cette influence a pour effet d'induire en erreur sur Festimation de la perte de vitesse dans le trajet , il est utile de tenir compte de cette influence, quelque faible qu'^elle soit , parce qu^elIe varie avec la grandeur des distances et des vitesses.
Pour le faire, on doit, dans le moment des quantités de mouvement du projectile , remplacer la hauteur verticale t que donne Tobservation par la distance variable du point de rotation à la direction du choc, calculée d'après la position du point de départ et du point d^impact.
Soient C (Fig. 46) la projection de l'axe de rotation du pendule , A le point d'impact du projectile , t et a les dis-
tances yerticale et horizontale de ce point au point G , 0 le
point de départ du projectile, h et X les distances verticale et
horizontale de ce point au point d'impact A et AB la direction
du projectile au moment du choc faisant un angle y avec
rhorizontale et CD la perpendiculaire abaissée du point G
sur cette ligne. Il est facile de voir qu^au lieu de i dans le défi nominatenr delà formule de la vitesse (191) ç> = psin|ct,
il faut mettre CD, c'est-à-dire que la vitesse calculée doit être
CD divisée par -r-- Or, Ton a CD = (t -t- atang>)cos>,
d^où -r-= (l +"tang5.jcos> ; la vitesse corrigée sera donc
f 4 + 7langy J coay
Mais, > étant toujours très -petit, cos>^ ou Vi — tang'>. sera sensiblement égal à 1 — ^tang';/ et on aura pour la vitesse corrigée
ou sensiblement
qui, vu la faible valeur de |tang'>, se réduit presque toujours simplement à
a ç — f'-taDgy.
L'angle y ou BAD est la somme des deux angles
BAO et OAD. On a tangOAD =-; tangBAO ou 9, sera
donné par les formules (8S) du mouvement des projec-
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tiles, pourvu qu^on connaisse approximativement la vitesse du projectile et la résistance de Pair, et, en conservant les notations adoptées, on aura
UDgO = ^[2+'(X, V.)-^4(X, V.)],
ou simplement
tango = -^—4(4:, y.),
en faisant/ = 0 dans Téquation de la trajectoire et en regardant l'angle d'arrivée comme égal à Pangle de départ ; on aura donc en remplaçant les angles par leurs tangentes ,
langy = iange + -.
De sorte que la vitesse (> , calculée en supposant comme on le fait ordinairement que la direction du choc est ho^ rizontale, devra être diminuée de
197i Résistances passives de V appareil. Dans le calcul des vitesses au moyen du pendule balistique on a fait abstraction des résistances passives de l'appareil, qui sont, le frottement des couteaux sur les coussinets , celui des curseurs sur les arcs en fer et la résistance de l'air sur les parties du pendule en mouvement. Au lieu de calculer ces résistances on peut les déterminer par l'observation du mouvement du pendule.
Pour cela, on bài osciller le pendule librement, c'està-dire sans Caire entraîner les curseurs et en partant de la plus grande amplitude qui est produite par le tir. On observe le décroissement de l'amplitude après chaque dix doubles oscillations, par exemple; on reconnaît, au moyen du curseur que Ton approche de Taiguille du pendule sans le laisser entraîner , le décroissement de ramplitude toujours très-faible. On opère ainsi, sauf des intemiptioBS pour rendre
Topération moins longue , jusqu'à ce qu*on arrive aux plus petites amplitudes dont on ait à tenir compte ; on obtient» ainsi le décroissement dans Tamplitude dû à la résistance des couteaux sur les coussinets et & celle de Tair sur le pendule , dans une double oscillation ascendante et descendante* On représente cette relation par une courbe dont les amplitudes sont les abscisses et les décroissements les ordonnées. On reprend la même expérience en présentant le curseur au zéro de la division à chaque demi -oscillation ascendante, le long de Tare divisé. On obtient ainsi le décroissement dû à dix doubles oscillations et par suite à une seule. Ce décroissement provient: 1^ du frottement des couteaux et de la résistance de Tair dans une double oscillation ; 2^ du frottement des couteaux dans une oscillation ascendante ; on trace comme dans le premier cas la courbe qui représente cette relation. La différence entre les ordonnées de cette courbe et celles de la précédente donne par conséquent le décroissement dû au frottement des curseurs seuls. Si on 7 ajoute le quart de l'ordonnée de la première courbe ^ on aura le décroissement dû à la somme des résistances qu'^éprouve le pendule dans une demi-oscillation ascendante» Cette quantité, toujours très -faible devra être ajoutée à Tangle observé à chaque coup pour le corriger de reSét da ces résistances.
On pourrait objecter que dans ce mode de procéder les circonstances ne sont pas absolument les mêmes quant à ce qui concerne la résistance de Tair ; que , dans le c^ du tir ^ lorsque le pendule quitte la position verticale, il a acquis trés-brusquement la vitesse de départ et commence «on ascenfiion en poussant un fluide en repos , tandis que dans la mesure de la résistance , lorsque le pendule passe par la position verticale, il est déjà animé d^une certaine vitesse ; qa'ainsi le fluide qui l'environne a acquis une vitesse dans le même sens et par suite la résistance qu'tléprouve de la
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part dn fldde est moindre. Mais on devra observer qae •dans cette épreuve, lorsque le pendule commence une demioscillation descendante , le fluide atmosphérique est animé par Poscillation qui se termine d'une vitesse en sens contraire de celle qu'il commence à prendre, et qu^ainsi la résistance est plus grande que dans un fluide en repos ^ il y a donc à trés-peu prés compensation dans cette partie de la résistance ; les autres résistances étant d'ailleurs les mêmes dans les deux cas , on peut prendre le décroissement qu^on mesure de cette manière comme une expression suffisamment exacte de la mesure d'une résistance qu'on cherche toujours à rendre très -petite.
198. Effet de l'explosion des gaz. Le récepteur, dans le tir , est frappé par les gaz qui résultent de l'explosion de la poudre en même temps que par le projectile ; ceux-ci contribuent donc au mouvement du récepteur. Cet effet 3'ajoute à celui qu'on veut mesurer , et , si on n'en tient pas compte, l'arc de recul mesuré indique une vitesse trop grande. L^efiet du choc croit rapidement avec le poids des charges ; il varie en sens inverse de la distance de la bouche à feu au pendule et il diminue avec Fouverture de Técran qu'on place entre eux. Il est difficile d'estimer avec précision Tefiet dû au choc des gaz ; mais on peut comparer la quantité de mouvement qu^ils produisent à celle qui résulte du tir d^une charge de poudre de même poids sans projectile , et la re« trancher de celle qui résulte du tir avec projectile; c'està-dire , qu'on calcule la vitesse qu'un boulet de même poids devrait avoir pour produire le même effet de recul et qu'on la retranche de la vitesse calculée pour chaque coup.
Dans les épreuves ordinaires on ne tient pas compte de ces dernières corrections^ parce qu'elles sont en général assez faibles et parce que quand on compare entre elles les vitesses données par des poids égaux de différentes poudres , les corrections restent les mêmes, qu'alors les différences
entre ces vitesses deviennent indépendantes de ces efiefs et que les corrections peuvent être négligées sans inconvénient. Les deux dernières étant en sens contraire se compensent sensiblement dans quelques cas.
Il n'en est plus de même lorsque Ton a besoin de connaître exactement la vitesse du projectile. Dans tous les cas, il est utile d^apprécier la grandeur des erreurs qu^on pourrait connaître.
499. F'itesse initiale proprement dite. La vitesse qu'on obtient par les moyens qu'on vient d'exposer se rapporte au projectile, au point où il frappe le récepteur ; la vitesse qu'on doit supposer au point de départ dans les applications à la balistique , ou la vitesse initiale proprement dite , en diffère nécessairement. Pour obtenir celle-ci , il n^est pas besoin de rechercher quelle variation de vitesse subit réellement le projectile depuis la bouche à feu jusqu'au récepteur, soumis encore pendant une partie de ce trajet à Faction des gaz de la poudre , et ensuite à des résistances plus ou moins variables ; il suffit de chercher celle qu'il devrait avoir dans une atmosphère parfaitement tranquille et dans Pétat ordinaire , pour qu^â une distance égale à l'intervalle du canon au pendule il conservât celle qu'on a réellement observée.
D'après la relation que nous avons donnée (92) entre ces deux vitesses , si (^ est la vitesse mesurée au pendule , y la vitesse à une distance x en arrière , ou au point de départ , c et r étant les coefficients qui résultent des lois de la résistance de Tair (51 , 55 et table YI) , on aura , en remarquant que la distance x est peu considérable
et, pour la quantité à ajouter à la vitesse mesurée au pendule
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200* Canon -pendule. Le canon est saspendu en £aice et à hauteur du récepteur ; Tamplitude du recul sert à déterminer la quantité de mouvement du recul et la vitesse qu'aurait la bouche à feu, soit seule, soit montée sur affût, si ce recul avait lieu librement. Cette vitesse est due, comme on sait , à la pression que les gaz enflammés de la poudre exercent sur le fond de l'âme ; ces mêmes gaz agissent en sens opposé sur le boulet pendant la durée de son trajet dans l'âme et même après sa sortie. La première pression qui s'exerce d'une manière variable pendant toute cette dorée , imprime à la bouche â feu une certaine quantité de mouvement, et une certaine vitesse de rotation autour des couteaux. C^est en vertu de cette vitesse que le pendule s^élêve d'un mouvement circulaire jusqu'à ce que la force vive qu'il possédait ait été détruite par Feffet de la pesanteur. La vitesse du canon est ainsi liée â celle du projectile, au poids et à la nature de la poudre et à d'autres circonstances. Lorsqu^on la détermine, elle est un indicateur des variations de la vitesse du projectile sans en être cependant une mesure certaine.
Désignons les quantités qui entrent dans la mesure des vitesses du canon par les mêmes lettres que dans le récepteur balistique en les accentuant, cVst-à-dire appelons F le poids du canon-pendule , J la distance de Taxe de rotation à la direction suivant laquelle s'exerce l'action des gaz de la poudre , c'est-â-dire â Taxe de la bouche à feu , ^' la distance du centre de gravité â Tarête des couteaux, K.' la longueur du pendule simple synchrone, té l'angle de recul , et ^ la pesanteur ; la masse M' du pendule sera
g Soient eJ la vitesse de rotation acquise par le canon^
pendule au moment où a cessé Faction des gaz de la
poudre , r la distance â Taxe de rotation et dTS! la masse
d^un élément quelconque du pendule ; sa vitesse sera rd^ sa quantité de mouvement rtJdlS et son moment r^cJdTS! ; leur somme, pour le pendule entier, sera
i»^fr^dW ou ofMfd'K'.
La force vive acquise sera
Cette quantité .devant être égale au double de la quantité de travail de la pesanteur pendant le recul, dans lequel le centre de gravité du poids P' s'élève de d'Çl — cos«t') ou de Sés^'sin'^ct', on aura
•'Wrf'K' = 2P'rf'(l — cosa') = m.'gd'ùn^{a\
En tirant de cette équation la valeur de «»' et la substituant dans Texpression ci-dessus du moment de la quantité de mouvement totale, celle-ci sera
En divisant ce moment par la distance a' de Taxe de la bouche à feu ou de la direction moyenne de Faction des gaz, on aura la quantité de mouvement produite par ceux-^ci laquelle est ainsi
On peut arriver plus simplement à ce résultat en se fondant sur ceux qui se rapportent au récepteur; pour cela, on considérera que lorsque les gaz enflammés de la poudre ont cessé d*agir sur le canon-pendule , celui-ci a acquis une certaine quantité de mouvement en vertu de laquelle il s'élève d^un mouvement circulaire , et que cet effet est le même que celui qui a lieu dans le récepteur par Faction du projectile , à cette exception prés^ que la masse de l'appareil n'est pas augmentée par celle du projectile. On peut donc établir les méoies relations entre les arcs de recul
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et les quantités de mouvement possédées dans les deux cas (190), par le canon-pendule et par le récepteur balistique ou
par le projectile, laquelle était -c, et on aura
FV' = -; i . 28inia' = 1— Vlk!§ . 28in \a!,
OU , en substituant les masses aux poids ,
Si la masse M' eût été assujettie à se mouvoir dans la direction de Taxe, en appelant Y' la vitesse qu'elle prendrait, MT' serait la quantité de mouvement égale à la précédente, ce qui donnerait également,
M'y = ^>/^.28ini«.
Cette quantité de mouvement peut être comparée à celle d^une autre masse dont la vitesse serait différente, par exemple , à celle de la bouche à feu seule représentée par m'; sa vitesse serait
nv a'
La vitesse que devrait avoir le boulet dont la masse serait m y pour posséder la même quantité de mouvement serait
— .-.^/aK'.sin^a'.
ma'
Dans ces expressions , au rapport des masses , on. peut substituer celui des poids, et à 2sin^et, le rapport de la corde C au rayon R de Tare sur lequel celle-ci est comptée ; on aura alors la formule
donnée par l'Aide -Mémoire d'Artillerie.
201. Kitesse du projectile déduite de celle du recul. On a cherché à établir entre le recul du pendule et la vitesse du projectile, une relation qui permit de déduire celle-ci de la première; cette relation dépendant de la balistique intérieure, c'est-à-dire des lois du mouvement du projectile dans la bouche à feu, nous ne nous en occuperons pas autrement qu'en rapportant la formule qui a été proposée par M. le colonel Piobert ; elle est encore en usage dans les épreuves de poudre , comme une indication utile et qui classe les poudres dans le même ordre que les vitesses de la balle, quoiqu'on sache qu^eile ne donne pas toujours des vitesses égales ; cette formule est la suivante :
— — V^^K'.28in{a'— 420»//.
C"* "*" 2 dans laquelle ^ est le poids de la charge de poudre, B celui du projectile et du chargement (non compris la pou-
dre) , —^ le rapport du diamètre de l'àme à celui du projectile, V la vitesse cherchée.
DEVIATIONS DES PROJECTILES.
SI
Comparaison entre les résultats des observations et ceux des formules.
202. Exposé. Si un projectile n'était soumis dans son trajet qu'à l'action de la pesanteur et à celle de la résistance de Tair, tangentiellement à la direction du mouvement , et quMl suivit exactement la trajectoire qui résulterait de la combinaison de ces .deux forces , la question du tir des armes à feu et des bouches à feu serait bien simple ; il deviendrait facile de déterminer, pour chaque cas particulier, Pangle et la vitesse de projection qui permettraient d'atteindre le but proposé. Il n'en est pas toujours ainsi.
En considérant comme trajectoire normale , celle qui résulte de l'action verticale et constante de la pesanteur et de la résistance de l'air tangente à la trajectoire et fonction de la vitesse, nous pourrons regarder les autres comme des causes déviatrices , et les écarts comme des déviations.
Examinons d'abord avec quel degré d'exaclitude les
formules anciennes ont représenté les résultats de l'observation.
205. Résultats des expériences anciennes. Les premières expériences étendues qu'on ait faites pour vérifier Texactitude des formules de balistique , sont celles de Lafére, exécutées en 1771 , avec des bombes et des boulets ie forts calibres tirés avec les mortiers et les canons en usage.
Le mortier du calibre de O'^jSâ a été tiré à la charge de 1*^,83^ 9 sous des inclinaisons qui ont varié depuis 10^ jusqu'à 75^9 au-dessus de l'borizon, quatre ou cinq coups sous chacune déciles. Au moyen de ses formules (13S) et des portées observées sous 30^, Besout détermina la vitesse initiale de la bombe; il calcula ensuite les portées qu'on aurait dû obtenir avec cette vitesse , sous les autres inclinaisons.
En les comparant aux résultats d^observations , on reconnaît que j jusque sous Tangle de 40^, les portées sont plus petites (à Texception de la portée sous 30^, qui sert de point de départ) , et qu'au-delà , elles sont toutes plus grandes. Sous Tangle de 45^, le plus en usage , ou sous les angles voisins , Terreur serait moyennement de jj ^^ ces portées ; elle serait de ~ sous 60**.
Le canon de 24 fut tiré à la charge de 4^,141 , sous différents angles de projection ; Besout a déduit des portées sous b^ et iO°, la hauteur due à la vitesse ; de leur moyenne et au moyen de ses formules, il a déduit les portées sous les autres inclinaisons. De b^ à 35^, les différences sont tantôt en plus, et tantôt en moins, ce qui résulte de ce que le nombre des coups n^est pas assez grand et empêche de rien conclure. A partir des angles de 40^ et jusqu^à 70"", les portées calculées sont toutes trop pe-
^ Gonrf de malhëmaliqaet k Tusago île rarlillerie| lome 4*.
(ites ; les différences sous 45^ ou sous les angles voisins ne sont pas moindres que -^ des portées.
Le Gendre"^ reconnaît également le peu d^accord qu'il y aurait entre les formules qu^il a données et le résultat des mêmes épreuves.
Tempelhof ** compare également avec ces résultats d'expérience les formules auxquelles il est arrivé. Pour obtenir plus d'accord , il attribue au boulet de 24 une vitesse de 429'" sous les inclinaisons de 5^ à 40^, H une vitesse de 552*" sous les inclinaisons de 43^ à 75^. Cette méthode , dans laquelle on fait varier aussi arbitrairement la vitesse avec les angles de projection, ne saurait être admise. Nous avons déjà fait voir (104) qu'on était amené à des vitesses différentes, lorsqu'on exprimait la résistance de Pair par un seul terme.
204. En Fan XI , il a été fait , prés de Strasbourg , des expériences sur les portées de canons de 24 et de 16, de longueurs d'âme différentes, et sous des angles qui ont varié depuis 0® jusqu'à 10**, pour reconnaître la relation entre les longueurs d'âme et les portées ou les vitesses initiales. La relation entre les angles de projection et les portées n'a pas pu être représentée par les formules balistiques ordinaires, et on a été amené à admettre soit une augmentation des vitesses avec les angles de projection , soit , ce qui produit un effet analogue , une cause de relèvement des projectiles sous les petits angles de projection.
Dans des expériences faites à Toulouse en 1834**% on n'obtint pas plus d'accord dans des trajectoires dont les
* Dissertation sur la Balisliipie.
'** Mémoire sur le problème balistiqae. — Mémoires de Facadëmie de Berlin, d 788 et 1789.
*^^ ArchlTes du dépôt central de rarlillerie. — Rapport de la commission de Fécole de Toulouse, ponr dresser des tables de lir, en 1834.
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hauteurs furent observées de 100" en 100" ; les différences avec les hauteurs calculées ont été considérables , même aux faibles charges, quoiqu^on déterminât, pour chacune d'elles, et la vitesse initiale et le coefficient de la résistance de Pair. Ainsi , les hauteurs d'un boulet de 12 tiré à la charge de 0^,300, donnèrent comparativement avec la trajectoire calculée, les différences ci-aprés, savoir :
Dîftances...
500«, seo™
Différences.
Des expériences faites en Belgique *, au moyen de filets tendus de distance en distance, pour déterminer le point de passage du projectile , ont conduit à des résultats analogues.
Dans ces circonstances et dans beaucoup d^autres, on a cherché en vain à déterminer par l'observation des trajectoires la valeur des coefficients de la résistance de Tair, sans parvenir à rien de précis; parfois, on arrivait à des valeurs tout-à-fait inadmissibles.
205. Expériences de Metz, en 1846. — Considérons maintenant Faccord que peuvent présenter les formules fondées sur une loi beaucoup plus exacte de la résistance de l'air. De crainte que les inégalités qui peuvent résulter du tir d*un petit nombre de coups , ne laissent de Tincertitude sur les résultats de la comparaison, nous ne les appliquerons d'abord qu'à des résultats moyens déduits d'un très-grand nombre de coups , nous les appliquerons ensuite à des résultats particuliers ; à cet effet , nqus prendrons ceux des expériences de Metz, faites en 1844 et en 1846, pour dresser des tables de tir des obusiers et des canons employés dans le service des sièges. Les tables relatives aux obusiers, ont été vérifiées par des expériences spéciales.
* Baliftjqae, par Scheer de Lionailre; Gand, 1825.
La série d'expériences la plus propre à vérifier ces formules, résulte du tir de 100 coups de canon de 16, à la charge de { du poids du boulet tirés sous la même inclinaison , à travers des réseaux en ficelle ; on a déterminé Tangle d'inclinaison réelle et la position des projectiles en quatre points. Les résultats moyens sont exacts , à un centimètre prés.
Au moyen des formules données (89) , on a déterminé la vitesse initiale et Pangle de projection de la trajectoire assujettie à la condition de passer aux hauteurs moyennes observées à 200" et à 600" ; el ensuite on a calculé les ordonnées de la trajectoîrar à 400"* et au point de chute.
En les comparant aux hauteurs observées , on a obtenu les résultats contenus dans le tableau suivant :
Tableau de la comparaison des trajectoires calculées et des trajectoires ohservées, moyennes sur 100 coups, d'un boulet de IQ à la charge de 1^335, et sous Vangle dont la tangente est 0,02593.
Distances • . . • •
Ordonnées oLservëes.
OrdonniSes calculées. Difierencei
OOS
* La vitesse et Pinclinaison qni résultent de ces deux hauteurs , sont respecllTemenl 393<"»,87 et 0,02663.
Les difiérences entre les résultats de Tobservation et ceux des formules sont tout-à-faît négligeables 5 elles sont dans les limites de l'exactitude qu'on peut désirer et répondent presque aux erreurs des décimales négligées, comme le fait voir, sur les hauteurs à 200™, une différence qui n^existerait pas sans cela. La plus grande différence ne
dépasse pas 0"»,015 ; elle pourrait être huit fois plus grande sans que le projectile qui suivrait la trajectoire calculée , manquât de toucher le but , ne fât-il pas plus étendu que le boulet lui*méine.
Dans une autre expérience de 48 coups tirés à la même charge, sous Finclinaison de 05018S3 , on a obtenu des résultats analogues renfermés dans le tableau suivant :
Dislances
Ordonnëcf obserrëes Ordonnées calculées Différence
iOO 4,617 1,569 -0,048
* La vitesse el Tangle de projection qui résultent des hauteurs k 200°^ et à 400*°^ loat respectivMMAt 400">,6 ei 0,01892.
Les différences entre les résultats de l'observation et ceux du calcul sont encore trés-faihles , un peu moins cependant que dans le cas précédent parce qu'elles résultent de moyennes prises sur un moins grand nombre de coups. Mais cette précision ne laisse encore rien à désirer poiir la construction des tables de tir.
On doit remarquer cependant que dans ces deux cas les angles de projection sont un peu plus grands que les angles d'inclinaison du canon , comme on l\ d'ailleurs observé directement 5 seulement , la dernière différence était un peu plus grande. De plus, les vitesses déterminées dans chaque cas différent entre elles et paraissent toutes deux inférieures de quelques métrés à la vitesse qu'on obtiendrait directement au moyen du pendule balistique , el qui doit être comprise entre 404°"'* et iOG"'*.
206. Trajectoires particulières. Les trajectoires des projectiles prises isolément ne peuvent pas toujours être
représentées aussi exactement que les trajectoires moyeanes prises sur un grand nombre de coups.
Pour le reconnaître , on a choisi cinq trajectoires qui ne présentaient que de faibles déviations latérales ; l'une s'écaîrtait peu de la trajectoire moyenne ; deux autres s'en écartaient moyennement, et deux autres beaucoup, soit en-dessus soit en-dessous. Les hauteurs sont exactes à 3 ou k centimètres prés 3 les inclinaisons à 0,0001 environ. Les résultats de la comparaison sont contenus dans le tableau suivant :
Tableau des trajectoires des boulets de 16 tirés dans un canon de siège sous Vinclinaison de 0,02593 (1^ 29' 7") à la charge de 1^333.
OltDDNRÉ«S DE U
TRàJEGTOmE
âuf ^iKDûM àa
nu p-jlut
ù.e cb&la.
tuitisld caliiuEe?.
mo^.
aitTÂSamt
cjieoiT^H
VjLutVC*
o,oai7D
mil
L.llx\ti\'.-f
id.
id.
À>ltl\.1tK*
fiitlùMU-*.-
id.
3,ÎS3
etiLculci..
id.
id.
^.Llt^T4U.
44l|cUl[^lhdi
id.
'obiervés
calculés..
id.
td.
id.
Les ordonnées de la première trajectoire sont exactement représentées par la formule ; celles de la seconde le
seraient aussi avec de légères modifications dans les hauteurs des points choisis et en restant dans les limites de Texactitude des observations. Les autres en difiërent notablement, particulièrement la quatrième.
Dans la première trajectoire et dans la troisième , les vitesses initiales calculées s*écartent peu de la véritable ; mais dans les deux dernières, elles sont trop différentes pour être admissibles. Dans presque tous Fangle de projection présente une différence notable avec l'angle de projection observé.
Les différences signalées ne peuvent pas tenir à la grandeur des coefficients de la résistance de Tair, puisque ceux-ci conviennent pour les trajectoires 1 et 2 , et que les trajectoires 4 et 5 présentent des différences en sens inverse. Cette opinion se trouvera encore confirmée plus loin. D^ail^ ^ leurs les déviations latérales qu^on remarque habituellement ne peuvent pas tenir à une pareille cause.
En remarquant que dans Péquation de la trajectoire
(81), où V' = 2^/*, ^ = xtanjrD-|^^+(a:,V.)
la hauteur de l'ordonnée dépend du rapport — , on reconnaîtra qu'en faisant varier g^ et V dans la même proportion , on ne changera pas les hauteurs des ordonnées autrement que par la valeur de la fonction +(ar, V,). Donc, pour ramener les vitesses à être représentées avec exactitude , il sufiGra de faire varier g dans le numérateur ; ce résultat est important, puisqu'alors les vitesses et les durées ne sont plus altérées pour faire concorder les hauteurs. Ainsi , en se reportant aux hauteurs moyennes des 100 coups (205), les ordonnées seront aussi exactement représentées en supposant la valeur de ^ augmentée de^^, et la valeur de V* augmentée à très-peu près dans le même rapport et , de plus , on aurait une vitesse initiale égale à celle qui est mesurée au moyen du pendule balistique, laquelle doit être de hQhr^khQ9r'\ Cette modification revient à admettre l'existence d'une force accé-
lératrice égale au ~ de la pesanteur qui correspond ici à une pression de O^^&OO , agissant de haut en bas.
On ramènerait de même les vitesses calculées des trajectoires particulières à se rapprocher des valeurs exactes ; on devrait admettre ^ pour la cinquième, une force déviatrice dans le sens de la pesanteur égale à ^ de celle-ci; et, pour la quatrième, une force déviatrice égale à ^ de la pesanteur et en sens inverse.
On est amené par là à reconnaître l'existence de forces accélératrices autres que la pesanteur et variables d'un coup à Tautre. Pfous verrons plus loin ce qu'elles sont.
207. Déterminer la force dé^fiatrice verticale qui fait passer la trajectoire par deux points donnés. La vitesse initiale étant donnée , on peut déterminer l'angle et la vitesse de projection qui font passer la trajectoire par deux points donnés. Conservant les notations admises (55 et 81), désignons pary la force déviatrice supposée constante et verticale, ei faisons^ 4-^= G. L^équation de la trajectoire (206) sera
^ = xtang^-|.,^^+(.,V.).
Soit, a et à Tabscisse et Tordonnée d'un premier point, ci et à' celles d^un second point; en se rappelant que V, = Vco8^, on aura
et
d'où
et
A'=a'Ung9-~4(a',V,);
b G a Ung9— j=^:^4(a,V.),
è' Go' l«ng^-.j=---r54(<i',V.).
Divisant et soustrayant membre à membre pour obtenir successivement <^ et 6 on aura ,
et
On pourra aussi déterminer C par la condition que le projectile projeté sous Tangle <|, passe par le second point y et on aura ,
bf
La valeur de Y, qui entre dans 4(ar, V,) sera calculée au moyen de Tinclinaison de la bouche à feu qui est connue et diffère trop peu de la véritable valeur de <^ pour donner une erreur appréciable. Appliquons ces formules à la recherche de la force déviatrice dans celle des trajectoires qui présente les plus grandes différences, c'est-à-dire la quatrième, et dans des circonstances favorables ; en conséquence nous admettrons aux distances de 200" et GOO"* des différences de 0«»,04, égales aux limites des erreurs possibles d'observations , en prenant y= tidO*", qui est â peu près la plus grande vitesse qu^on a du avoir. On trouve alors que l'inclinaison est + 0,02918 et G= 8,913; on a poui différences dans les hauteurs, savoir: — O^jSS à 400", et +0",26 au point de chute ; ces différences sont un peu moindres que quand on prend la valeur de G=^; la différence sur l'angle de projection est de 0,0004 , qui n'est qu^un peu plus grande que dans le cas précédent ; la vitesse initiale et les durées ne sont pas altérées pour faire concorder les ordonnées , ce qui est un grand avantage.
208- Les différences entre les trajectoires ne tiennent pas au coefficient de la résistance de fair. On n^aurait pas plus dVxaclitude , en faisant yarier le coefficient de la résistance de Tair ; car, en augmentant cette résistance , pour faire courber davantage la trajectoire et donner moins de différence à 400", il en résulte des différences plus grandes au point de chute, et en même temps les angles de projection s^éloignent des angles observés , comme le montre le tableau suivant, pour des valeurs égales à I et ^ de la résistance admise et qui dépassent de beaucoup les augmentations qu'il serait possible de supposer.
Tableau du calcul des trajectoires 'pour diverses grandeurs de la résistance de Vair, sur un boulet de \6, animé de la vitesse initiale de UiO""'*.
RÉ8I8TÀ!fCB
ORDONNÉES DE LA TRAJECTOIRE
d« Tair.
IHCLUIAUOX*.
Ordonnées et inclin«i- Bons observées.
Il If
^ if
La supposition d'une force déviatrice constante, même en prenant arbitrairement le coefficient de la résistance de Fair, ne permet pas de représenter exactement et dans tous les cas , la trajectoire d'un projectile. Elle suffit pour un résultat moyen pris sur un assez grand nombre de coups, et, dans ce cas, elle permet de conserver aux vitesses
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initiales leurs grandeurs véritables y et par conséquent la relation exacte dans les vitesses et dans les durées.
209. La cause déviatrice est variable dans V étendue du trajet. Pour faire concorder la trajectoire calculée avec la trajectoire réelle , il devient nécessaire de faire varier la force déviatrice dans Tétendue du trajet.
Pour reconnaître plus facilement la valeur de cette force déviatrice y comparons la trajectoire observée à la trajectoire normale due à la vitesse initiale moyenne et à Tinclinaison du canon au-dessus de Thorizon ; les différences seront les ordonnées de la courbe déviée, les abscisses restant les dislances horizontales à la bouche ; appliquons celte recherche au cas de la quatrième trajectoire dont nous nous sommes occupés; prenons Y = 406*°, tangcp = 0,02593 et^ = 9,809 ; comparant les ordonnées calculées aux ordonnées réelles, on aura les résultats contenus dans le tableau suivant :
Tableau comparatif des ordonnées observées et des ordonnées de la trajectoire normale.
Dislancei \ la bouche
Ordonnées observées. •
Ordonnées calculées
Excès des ordonnées observées* . . .
Si , pour rendre la comparaison plus facile ,* on trace les ordonnées de la déviée à une échelle .plus grande que les distances , on verra facilement que ces déviations doivent être attribuées à deux causes : i^ Un écart dans la direction; 2"* Une force déviatrice dirigée dans le sens opposé à la pesanteur. Au moyen du calcul, on trouve
que la courbe qui , sans offrir dHnflexion , présenterait les moindres différences , aurait au départ une inclinaison de 0,0029 , et la force dévialricé exprimée comme la pesanteur, serait ainsi qu'il suit : d,9S de 0 à 200", 0,80 de 200" â 400", 0,15 de 400" à 600", et 0,10 de 600" à 783". La courbe ainsi tracée présenterait encore des différences de 0™,10 et 0"*,12, alternativement dans un sens et dans l'autre. Ces quantités dépassent les erreurs possibles d^observations ; il en est de même de l'inclinaison.
En cherchant â représenter plus exactement la trajectoire réelle , et en partant de l'angle de projection observé, on est amené à reconnaître que la force déviatrice agit alternativement dans un sens et dans l'autre ; ce n^est qu^ainsi que Ton obtient la courbe ondulée qui résulte de l'observation.
Si l'on remarque en même temps que des ondulations dans le plan vertical concourent avec des ondulations dans la projection horizontale, on est conduit à admettre Fexistence d'une force déviatrice agissant suivant des directions qui varient d^une manière continue et qui peuvent faire des oscillations ou plusieurs révolutions autour de la trajectoire qu'^eût décrite le projectile sans cette force déviatrice.
210. Résumé. En résumé, nous avons distingué le cas des trajectoires moyennes de celui des trajectoires particulières, et nous avons reconnu ce qui suit : 1^ Les trajectoires moyennes des projectiles peuvent être représentées par des formules balistiques, avec toute Fexactitude désirable ; on en déduit une vitesse initiale qui peut n'être qu'approchée ; 2^ Que pour représenter plus exactement la vitesse initiale, et par suite la vitesse du projectile et la durée du trajet, on est conduit à admettre une force déviatrice verticale^ agissant à la manière de la pesanteur ; y Qu'en faisant varier les coefficients de la résistance de Pair, même au-delà des limites qu^on peut raisonnablement
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admettre , on ne rendrait pas compte des trajectoires particulières du projectile 5 4' Que pour représenter la trajectoire particulière d'un projectile ordinaire, on est forcé d'admettre dans la plupart des cas une force déviatrice variable dans la longueur du trajet.
D'après cela, nous sommes naturellement conduits à étudier les causes déviatrices des projectiles.
Causes des déTiatioiis des projeetiles.
2H. Exposé. En comparant les trajectoires que suivent les projectiles à celles qui résultent des formules dans lesquelles on tient compte exactement de l'action verticale de la pesantecir et de la résistance de Tair suivant la direction du mouvement , nous avons été conduits à reconnaître Texistence d'autres causes qui agissaient sur les projectiles et qui étaient variables en grandeur et en direction d'un projectile à l'autre et même dans retendue du trajet d'un même projectile.
Les causes de déviations sont de deux sortes ; les unes agissent sur le projectile dans Parme et ont pour résultat de modifier la direction et la vitesse initiale. Elles produisent aussi le mouvement de rotation du projectile qui devient la cause d^autres déviations dans le trajet. Les autres causes déviatrices agissent sur le projectile pendant tout le temps de son trajet dans l'air.
Les premières éloignent le projectile de la direction de Tàme proportionnellement aux distances ; les autres doivent être considérées comme des forces accélératrices variables d^un coup â Faulre et même durant le trajet d'un projectile. Elles sont ainsi distinctes de la pesanteur qui est constante
et de la résistance tangentielle de l'air qui est bien déterminée ; de Taction de ces forces résulte une trajectoire que nous regarderons comme la trajectoire normale.
Parmi ces causes , quelques-unes agissent d^une manière permanente et produisent des effets qu^on peut estimer à Tavance et que nous distinguerons par le nom de déri* vations.
Causes déviatrices initiales.
212. F^ariations dans les directions des projectiles au départ. Les boulets et les projectiles creux en fonte de fer ont toujours un diamètre un peu moindre que celui de Fàme des bouches à feu auxquelles ils sont destinés. Il résulte de cette différence que généralement le projectile ne suit pas la direction de Tâme ; on le reconnaît par Texamen des bouches â feu.
Dans une bouche à feu en bronze qui a servi , on observe à remplacement du boulet , en avant de la charge , une dépression qui résulte , comme on sait , de la pression que les gaz qui s^écoulent par la partie supérieure exercent sur le projectile ; celui-ci dés-lors ne quitte cet emplacement que sous un angle un peu plus élevé au-dessus de Thorizon que Taxe de la bouche à feu.
Si la bouche à feu a peu de longueur, cette inclinaison déterminera celle du projectile. Mais si la bouche à feu est assez longue ou si le relèvement est suffisamment grand , le projectile rencontrera la paroi supérieure de Tâme. Après le choc , la direction du projectile sera moins élevée que celle de Fàme et paraîtra relativement un abaissement.
Mais il pourra y avoir un nouveau choc qui ayant lieu alors dans la partie inférieure sera la cause d'un relèvement.
Il résulte de là que les projectiles sortent de la bouche
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A feu suivant une direction différente à chaque coup mais plus souvent relevée au-dessus de Taxe de Tâme. Par suite des inégalités qui se rencontrent dans la forme et dans la densité du projectile , des différences dans son emplacement devant la charge et par d'autres causes , la résultante de Taction des gaz sur le projectile n'est pas exactement dans le plan vertical et la direction du projectile au sortir de la bouche à feu diffère un peu de ce plan.
De la pression que le projectile exerce sur la paroi inférieure de Tàme et du frottement qui en est la conséqence^ il résulte aussi une force tangentielle ; celle-ci imprime au projectile un mouvement de rotation qui produit des déviations dont il sera question plus loin.
Les balles de plomb, dans les fusils ordinaires, produisent aussi des pressions et des chocs et par suite des variations dans la direction au sortir de Tàme qui ont de l'analogie avec les mouvements des boulets.
213. Mesure des variations dans les directions. Lombard^ avait déjà reconnu que les boulets en général , ne sortaient pas ** parallèlement à l'axe des canons , et il avait mesuré le relèvement au moyen d^une planchette placée à une petite distance et qui était coupée au passage. On mesure la direction du projectile au départ avec beaucoup plus d^exactitude , au moyen d^une feuille de plomb mince, placée à S"" ou 9*" de la bouche à feu , et comme on Ta déjà indiqué (176, 186) ; en comparant la position du point d^impart à celle du point où Taxe de Tâme prolongé rencontre la feuille de plomb et qui est déterminé à Tavance , on a , non-seulement l'élévation du projectile au-dessus de Taxe, mais encore la véritable direction initiale de ce projectile.
On doit avoir soin d'augmenter le relèvement observé
* HoQTemenK dci projectilei.
** Archivei da dépAt central de rartillerie; nenviëme et oniième rapport de la coniinîsfioix dea principea dn tir.
de la pelite quantité dont Inaction de la pesanteur a abaissé le projectile dans ce trajet , ce qui est facile lorsqu^on en connaît, au moins approximativement, la vitesse initiale.
D'après des expériences faites en France avec des canons de 24 et de 16, des obusiers de 22'°" et de 16"", neuft, et les modes de chargement en usage, on a reconnu que les déviations avaient lieu dans les divers sens , mais que généralement il y avait relèvement par rapport à Taxe.
Ge relèvement moyen observé était de 0** 3' j pour les canons. On a reconnu, en outre qu'en comparant les relé- « vements inégaux d^un coup à l'autre, au relèvement moyen , la moitié d^entre eux s'en écartait de plus de 0® 5' soit endessus soit en -dessous. Il résulte de là qu^un quart des relèvements dépassait 8' ^ ; qu'à un quart des coups la direction était au-dessous de Taxe de l' ^ , et qu'une moitié était comprise entre ces deux limites.
Considérés dans le sens horizontal, la moitié des écarts dépassait 4' ^ , soit à droite, soit à gauche du plan vertical passant par l'axe ; les autres écarts étaient moindres.
Avec les obus, les relèvements sont plus considérables : le relèvement moyen a été de O'' l(y ~; cet excès provient tant de la moindre densité des projectiles que de la moindre longueur des bouches à feu.
La limite de la moitié des écarts était , comme avec les canons , de 0^ S' dans le sens vertical , et de W \ dans le «ens horizontal , de sorte que dans un quart dés coups, le relèvement dépassait 15' |, dans un autre quart , il était moindre que 5' { , la moitié restante était comprise entre ces deux limites.
214. Déviations dans les armes rayées en hélice. Dans les armes à feu rayées en hélice , la balle de plomb forcée dans les rayures ne peut pas ballotter ; néanmoins , la balle ne s^échappe pas nécessairement parallèlement à Taxe de l'arme ; car, si le centre de gravité n'est pas exactement sur
Taxe du canon , il décrit ane hélice , dont le pas est celui desrajures , et il s'échappe suivant la tangente au dernier éIé-< ment de cette hélice ; la déviation sera donc d^autant plus grande que les filets de Thélice seront plus inclinés. Ainsi , une balle dans laquelle le centre de gravité se trouverait à un dixième de millimètre de Taxe, dans la carabine de chasseurs en usage en France et dont les rayures ont un pas très-grand et égal à &",226, la déviation produite par cette cause serait de 0",05 à 600". Avec le mousqueton d'artillerie , dont le pas des rayures est de 2*"^ la déviation serait de 0"»,07 à 200" ; avec le pistolet d'officier de cavalerie dont le pas est de O^ySi , la déviation serait de O^yOG à 50"».
La distance de 0^,0001 entre le centre de gravité et le centre de figure est atteinte facilement dans les balles sphériques ordinaires. Il suffit pour cela qu'il y ait un vide de -^ du volume de la balle , dont le centre serait aux deux tiers du rayon à partir du centre. On peut estimer d'après la position et le volume de ce vide que la distance des centres est moyennement de -^ de millimètre. Les effets que produit cette excentricité sont diminués par certaines précautions qu'on prend dans le chargement.
21 S. Déviations provenant du mouvement des armes. La direction de la balle au départ peut être aussi affectée par le mouvement même de Tarme pendant que le projectile en parcourt la longueur. Ces effets seront particulièrement sensibles quand l'arme ne pourra reculer sans tourner autour d'un point fixe. Ils seront d'autant plus grands que le poids de la balle relativement à celui de l'arme sera plus considérable , et dépendent de la distance du point de rotation à l'axe *. Pour qu'ils disparaissent, il suffit que l'arme puisse reculer librement d'une très-petite
* Mémoires de rAcadémie des sciences ^ année 1705, p. 98; el expériencei faîtes à la direction des pondres. (Cours d'artilleri« d« M. U eolonel Piobert, 3* édition, 1845, p. 79.)
quantité ; mais la manière dont le tireur appuie le fusil i l'épaule par un point qui est en-dehors de l'axe du canon a de rinfluence sur la direction de la balle au départ et relativement au point visé,
216, F^ibration des canons de fusil. On a reconnu que les canons de fusil éprouvent des vibrations tant dans le sens vertical que dans le sens horizontal , de façon que Textrémité du canon décrit une sorte de spirale elliptique dont le grand axe est vertical. C'est ainsi qu^avec un canon de fusil d'infanterie de 1°^,08 de longueur avec la balle et la charge de poudre en usage et avec la résistance qu^oppose Fépaule d'un tireur, retendue des vibrations est de 0",005 dans le sens vertical et de 0"^,0025 dans le sens horizontal. Lorsque le canon de fusU est entièrement libre, les vibrations dans l'un et l'autre sens sont réduites à O'",OO0S.
Dans un fusil monté , tiré à l'épaule , les vibrations verticales et horizontales sont respectivement de 0'",0019 et de 0",0011. En vertu de la flexion que celles-ci indiquent, la direction de la balle peut s'écarter de la direction primitive de Taxe , de manière à produire à 200*" des déviations dont le maximum est respectivement de O'^^TO et 0°',40. Lorsqu'^on augmente la résistance au recul ou le poids de la charge , les vibrations , et par suite les déviations augmentent.
Ces considérations font voir quelles précautions on doit prendre pour assurer la justesse du tir et quelle influence peuvent avoir la forme et le poids du canon.
217. Variation dans les vitesses initiales* Les vitesses initiales imprimées à un projectile qu'on tire avec une poudre de même espèce, et une charge de même poids, ne sont pas constantes. La variation provient, pour un projectile donné, de Tinégalité qu^on ne sait pas éviter entièrement dans la manière dont l'inflammation se propage d^une partie à Vautre
* Ezpërîencet faitei & Hafzîg , par le général de Malaville, «n 183S.
de la charge et dans la manière dont la combustion des grains s'opère. Pour 'des projectiles différents, elle provient en outre de différences dans leurs diamètres et dans leurs poids. Elle provient encore, quand on change de bouche à feu , des résistances inégales que le projectile éprouve contre les parois de Pâme, soit en quittant sa position primitive, soit par suite des chocs et des frottements qui diminuent inégalement sa vitesse d'un coup à Tautre et qui dépendent ainsi de l'état de dégradation de la bouche à feu.
Ces variations sont très-facilement appréciables dans la mesure des vitesses au moyen du pendule balistique. Leur grandeur dépend beaucoup du mode de chargement ; voici quelques-uns des résultats principaux :
Avec le canon de campagne , des boulets ensabotés suivant le mode en usage et la charge ordinaire du tiers du poids du boulet , qui imprime à celui-ci une vitesse initiale de 485°**', 'on a observé qu^à la moitié des coups, la vitesse s^écartait de plus de 6*"-* ou d^environ -^ de celte vitesse; à Tautre moitié des coups , la vitesse différait de moins de 6*°, soit en plus, soit en moins.
Avec un canon de siège de 16 â la charge du quart du poids du boulet , et chargé suivant le mode en usage , un bouchon de foin sur la poudre et un sur le boulet , la vitesse moyenne étant 466"'% la moitié des vitesses s'écartait de plus de 9*" ou de -^ de cette moyenne.
Avec le même canon et la même charge , en enveloppant le boulet d^une bande de carton d^épaisseur moindre que la différence des rayons de Tàme et du projectile , ce qui maintenait ainsi le boulet dans l'axe de Pâme et sans le presser, la moitié des écarts de vitesse n*a pas dépassé 0*",^ ou y~ environ de la vitesse moyenne.
Avec le mode de chargement employé pour le tir plongeant et à petites vitesses, avec gargousses de petit diamé^ tre et sang bouchon ni sabot , à la charge de jj du poids
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du boulet de 16, qui lui imprimait une vitesse moyenne de 97'"'%5) la moitié des écarts ne dépassait pas 1™,4 ou yj de cette vitesse moyenne. Dans ces derniers cas, la régularité des vitesses ayant particulièrement une grande influence sur les chances d^atteindre , on doit y attacher tine grande importance lorsqu^on doit battre de longues branches d^ouvrages de fortification.
218. Influence de la variation du poids et du diamètre du projectile sur la vitesse initiale et sur les portées. Les tolérances qu^on accorde dans le poids et dans les diamètres des projectiles lors de leur réception , sont en général trèsfaibles et n'ont qu^une influence très-minime sur la vitesse initiale et sur la forme de la trajectoire.
Ainsi , pour des boulets de 12 , il n'y a guère que 1 boulet sur 50 qui s^écarte de plus de j^ à —^ du poids moyen de tous les boulets. Tirés à la charge ordinaire de guerre, qui leur imprime une vitesse moyenne de 485"^'% une diminution de jq sur le poids de l'un d^eux produirait une augmentation de ^'"jOl sur la vitesse ^ en vertu de cet accroissement , le projectile s'èlevrait au-dessus de la trajectoire normale de 0",084 à SOO", et de 0"^,152 à 1000"; mais à cause de sa moindre densité, l'action de l'air étant proportionnellement plus puissante, il se trouverait au-dessous de la trajectoire normale de O^^kk à la distance de 1500°*; Payant ainsi coupée à une distance intermédiaire pour passer en-dessous et s^en écarter de plus en plus. L^écart dû à la variation de densité de quelques projectiles dans les tolérances en usage , est peu considérable devant ceux qu'on observe , et la tolérance en usage n'a pas d'influence bien Sensible sur la régularité de l'ensemble des coups tirés ; en resserrant ces limites, on créerait des inconvénients que ne compensaraient pas la trop faible augmentation de la régularité du tir.
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Causes qui agissent sur le projectile durant son trajet dans l'air.
219. Dérivation due à l'effet du vent. Parmi les causes qui font que le projectile ne suit pas la trajectoire normale qui résulterait de sa direction et de sa vitesse initiale, de la pesanteur et de la résistance de Tair dans la direction du mouvement , et diaprés lesquelles , si elles étaient seules , il décrirait sa trajectoire normale, celle du mouvement de Tatmosphére ou du vent est la plus facile à reconnaître ; on peut en déterminer exactement les effets dans un cas quelconque.
Borda s^est occupé de la recherche du mouvement des projectiles dans un milieu en mouvement *y dans le cas seulement où la direction du vent est dans le plan vertical de tir. Persy ** a considéré le cas où la direction du vent est perpendiculaire au plan de tir, par une méthode qui n^est qu'approximative.
Soit, sur un plan horizontal AB (Fig. 47), la projection de la direction au départ d*un mobile lancé dans Fair; p étant l'angle de projection, et Y la vitesse initiale, y, = Ycos^, en sera la composante horizontale; soit W la vitesse du vent, CD sa direction supposée horizontale et faisant avec AB un angle <».
Supposons que l'on imprime à tout le système de la bouche à feu , du projectile et de l'atmosphère , une vitesse égale à celle du vent, dans la même direction et en sens opposé , c'est-à-dire de D vers C ; rien ne sera changé dans les mouvements relatifs du projectile et de Tatmosphére. La vitesse horizontale absolue du fluide deviendra nulle ; la projection horizontale de la vitesse du projectile sera la ré-
* Mëmoires de rAcadémie des sciences pour 1769. ** Coori de Balislique *, iilh. de TEcole d'application de rArlilIerie •l du Génie, à M«ti, 1834.
sultante de la Titesse V, = Y ces ^ , représentée par AF, et de la vitesse égale , parallèle et de sens opposé à celle du vent 9 et représentée par AG. La composante horizontale y/ de la vitesse V du projectile dans la nouvelle direction y sera donc représentée en grandeur et en direction , par la diagonale AH du parallélogramme construit avec AF et AG pour c6tés.
D'après les propriétés connues des triangles , on aura
V,' = VV'co»'9 + W' + 2Vco89.Wco8a.
La projection verticale de la vitesse restant la même y et étant égale à Ysin^, la vitesse V suivant la nouvelle
direction initiale, sera V = V/V + W+ 2Vcos (p .Wcos a : et si Ton nomme 9' l'angle de projection , on aura
VV^co8'<;>4.W' + 2Vco8^.Wcofa ou
tang9' = Ung9.
Vcof<?> * V'C08'<Î>
On connaîtra ainsi tout ce qui détermine la trajectoire suivant AH, et on pourra calculer la position du projectile, à un instant quelconque.
Considérons le projectile arrivé sur la nouvelle trajectoire en un point dont la projection sur le plan horizontal est P ; soit t le temps écoulé. Comme pendant ce temps, en vertu de Phypothése qu^on a faite, tout le système s^est avancé parallèlement à la direction DC d'une quantité égale à W/; on devra, pour rétablir le système dans sa véritable position, le ramener dans la même direction et dans le sens opposé d'une quantité égale à Wi ; si donc , à partir du point P , on porte sur une parallèle à CD, une quantité PQ égale à W^,
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on aura , en Q , la projection vérilabie du projectile ; à cet instant, la hauteur du projectile est également connue. Si donc l'on compare cette position à celle qu'aurait eu le projectile sans l'action du vent, on aura la dérivation produite par cette cause. On aura , par les formules connues , l'inclinaison de la trajectoire et la vitesse du projectile , à ce même instant.
Si on considère en particulier les portées sur le plan horizontal, et qu^on ait déterminé la portée qui aurait eu lieu sans Taction du vent, Ton connaîtra exactement la déviation telle qu'on la considère ordinairement. La dis* tance du point Q à la trace du plan de projection AB , sera la dérivation latérale.
220. Dérwation due au vent dans le tir sous de petits angles de projection. Dans le tir ordinaire des boulets et des obus animés de grandes vitesses aux dis^ tances ordinaires , Tangle de projection au-dessus de l'horizon est très-petit, et Taction horizontale du vent n'altère pas sensiblement la hauteur du projectile , après un temps donné. On verra quMl en est de même de l'étendue du trajet projetée parallèlement à la direction du vent en remarquant que les dérivations sont toujours très-faibles relativement aux portées. Il résulte de là que la distance AR est sensiblement la portée qu^on aurait eue dans la direction AB sans Taction du vent , et que QR représente la dérivation absolue en grandeur et en direction, lorsque le projectile tombe sur le plan horizontal. Dans ce cas , on obtient facilement les équations de la trajectoire à double courbure que décrit le projectile.
Soit AR=: or et AP = a:', puisque PR est parallèle à DF,
on aura
on aura de même
y étant rordonnée de la trajectoire à l'instaDt ^ue l'on considère ep conservant les notations connues (81), on aura
la durée t sera
En nommant A la dérivation RQ=:PQ — PR comptée dans le sens du vent , on aura
A=*^[+'(xr,V/)-l]-
Les valeurs de â?> 7 et a sont les coordonnées de la trajectoire à double courbure produite par Faction du vent.
Les dérivations latérales et en portées seront respectivement A sinâ> et A cos cù.
221. Simplifications. Ea général, la vitesse du vent est faible relativement à celle du projectile \ on peut alors
négliger le rapport rr-, devant l'unité, de sorte qu'après
avoir fait le développement du radical on trouve simplement
V/=Vco§<f +Wcoi«, Ung<i/— tang<^[ 1— ■ ^^'^V
V Vcos<p /
Si la direction du vent est perpendiculaire au plan de tir primitif, on aura cosû}= 0 et par conséquent
V/=V, , ar'=x et laDg«î»'=taDg9.
Pour reconnaître plus facilement l'influence de Tespéce du projectile et des vitesses respectives du vent et du projectile sur les dérivations , regardons pour un moment la résistance de Pair comme proportionnelle au quarré de la vitesse ; le terme 4'(^,'>V/) — 1 se réduira (62) à
DJËTIATIONS DES PROJECTILES. 315
L^expression de la dérivation , dans le ca$ où, de plus, la direction du vent est perpendiculaire à la direction du tir, devient alors
On voit par là qae la dérivation est proportionnelle â la vitesse du vent et en raison inverse de celle du projectile.
Lorsque le terme ^ est petit , c^est-à-dire lorsque les distances sont petites ou que le projectile est de grand diamètre et de grande densité, le terme F^ est peu différent de l'unité et les dérivations sont proportionnelles au rapport -- , c'est-à-dire au quarré des distances et en raison inverse de 2c ou du produit du calibre par la densité. Mais, en réalité, à cause du terme F t- elle croissent plus rapidement que le rapport ^.
Si Ton remarque maintenant que la fonction +'(a;',V,)— 1 croit avec les vitesses, on verra qu'en réalité les dérivations ne décroissent pas aussi rapidement que le rapport inverse des vitesses initiales.
222. Applications. Dans le tableau qui suit on a calculé la dérivation des divers projectiles suivant la direction du yent et dans les circonstances ordinaires du tir, pour une vitesse de 5*"'", ce qui se rapporte à un vent assez fort, et à la distance ordinaire de 600*" pour les boulets, les obus et les bombes, et à ISO"" pour la balle de fusil. En s^appuyant sur ces résultats et sur les considérations qui précèdent, on pourra estimer les dérivations des projectiles pour d^autres vitesses et à d'autres distances.
Tableau de$ dérivations des prcjectiles dues à Vaction d'un vent
de 5"^'.
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S23. L'inclinaison de ta bouche à feu n'a pas d'influence sur la vitesse initiale du projectile^ On a admis assez généralement que rinclinaison d^une bouche à feu au-dessus de rhorîzon avait pour effet d'augmenter Faction des gaz de la poudre et la vitesse initiale. Cette opinion provient d'une erreur dans la traduction des faits , de ce que les vitesses que Ton comparait étaient déduites des portées par des formules plus ou moins approchées et fondées sur la supposition que la résistance de Pair est proportionnelle au quarré de la vitesse et que par suite elles étaient inexactes, et de ce qu'on négligeait de tenir compte de certaines causes déviatrices. On a déjà fait voir (104) ce qui pouvait être dû à l'inexactitude sur la loi de la résistance de l'air; on verra plus loin quelles autres causes ont pu y contribuer.
Des expériences directes faites à Metz, en 1846^ ont prouvé que Tinclinaison de la bouche à feu n'avait pas d^influence sur la vitesse initiale. Ce fait s^accorde d^ailleurs avec les résultats de la pratique habituelle du pointage avec la hausse qui sert à diriger la bouche à feu sur le but ; on ne tient pas compte alors de son élévation , et l'on n^a pas remarqué de différences appréciables dans les limites du service.
224. La proximité du sol n'a pas d'influence sur la forme de la trajectoire. On a admis que le sol suivant sa proximité du projectile et par suite suivant sa forme entre la bouche à feu et le but , avait une influence sur la trajectoire du mobile et la relevait ; on a pensé que cet effet se faisait sentir sous les petits angles de tir jusqu^d celui de 3° *.
On a attribué cet effet à ce que le fluide dans lequel se meut le projectile , ne peut pas être considéré comme in-
* I9eaTiëine rapport de U commitiion des prinoipei de tir (loite , septembre 1846], archivei du dëp6t central.
* Traite d*arti11eric de M. le colonel Piobert ; partie ëlëincntaire et pratique; 2* édition, page 169.
défini dans tous les sens^ et que la portion qui était lancée du côté du sol par Théniisphére antérieur du mobile , rencontrait un obstacle résistant qui Tempéchait de s'échapper et de se répandre dans Tespace aussi facilement que les secteurs d'air placés dans les autres directions et où le fluide conserve toute sa mobilité.
S'il en était ainsi , U y aurait lieu d'introduire cette influence dans les formules de balistique j et on devrait tenir compte à chaque instant de la hauteur du projectile audessus du sol y et distinguer, par conséquent , le cas des batteries ordinaires , de celui des batteries enfoncées dans le sol, ou des batteries élevées au-dessus du terrain, et par suite faire une différence entre des batteries employées à Tattaque des places ou à leur défense.
Cependant, la pratique du tir n'a pas montré qu'ail fût nécessaire de tenir compte de ces circonstances.
Ou doit croire au contraire que si le fluide lancé par la partie antérieure du projectile rencontre du côté du sol un obstacle qu'il ne rencontre pas dans la partie supérieure, cet effet n'a lieu qu'après le passage du projectile, et qu'ainsi , la réaction du sol ne peut avoir aucune influence sur le mouvement du projectile.
Des expériences ont été faites à Metz, en 1846^, pour reconnaître cette influence par le tir comparatif de deux canons de 16, pointés exactement sous le même angle, mais placés sur des plates-formes différemment élevées ; Tune enfoncée de 0'^,72 au-dessous du sol , l'autre sur le terrain , et la troisième élevée de 1°',0& au-dessus , ce qui plaçait le centre de la bouche respectivement à 0°,7S, 1",47 et 2",51 au-dessus de ce terrain. Les canons ont été tirés successivement aux chai'ges de | et | du poids du boulet ; on a observé avec soin les hauteurs des boulets aux distances
* Onzième rapport de la commission des principes du tir ; archives da dëp6t central de Tartillerie.
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de 100", 200" et 400", et Ton n'a pu reconnaître de différence appréciable. Cependant j les résultats des expériences étaient trés-précis, et, une influence capable de repousser ou d^attirer le projectile de trois à quatre millimétrés seulement , à la distance de 100*°, eût été rendue évidente.
L'erreur dans laquelle on est tombé est du même genre que la précédente, et elle a pu provenir, par exemple, de ce que, pour comparer les portées résultant du tir sous différentes inclinaisons au-dessus du sol , on aurait fait usage de formules balistiques inexactes, ou qu'on n^aurait pas tenu compte de l'angle de relèvement habituel des projectiles.
225. Mouvement de rotation des projectiles dû à la pression sur la partie inférieure de rame. Lorsqu^un projectile sphérique et homogène est placé dans Pâme d^une bouche à feu , en avant de la charge de poudre , et qu'il repose sur la paroi inférieure de la bouche à feu , il laisse à la partie supérieure une sorte d'évent à la sortie des gaz enflammés de la poudre ; la grandeur de celui-ci est égale à la différence entre le diamètre de l'àme et celui du projectile.
Lorsque les gaz enflammés de la poudre commencent à agir^ ceux qui s^écoulent par la partie supérieure exercent sur le projectile une pression considérable ; comme en même temps ik le pressent à la partie postérieure , et le poussent en avant, il en résulte un frottement qui agit au point de contact , perpendiculairement au rayon du projectile et dans la direction de l'avant à Tarriére. De cette force tangentielle , agissant pendant la durée du contact , il résulte que le projectile prend un mouvement de rotation en même temps qu^un mouvement de translation. Le premier a lieu autour d'un axe perpendiculaire à la fois au rayon qui passe par le point de contact et à la direction du mouvement de translation.
Quand le contact cesse, le projectile conserve son mou-
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vemeDt de rotatioa acquis , tandis que sa vitesse de trans^ latioD s^augmeate jusqu^à ce qu^il sorte de la bouche à feu. Alors il se meut dans l'air animé de son double mouyement.
Il arrivera souvent , et surtout lorsque la bouche à feu présente un logement au boulet , que le projectile en s'élevant ira frapper la paroi supérieure de cette bouche à feu ; ce choc, qui fait changer la direction du projectile par rapport à Taxe , altérera la vitesse de rotation et pourra même changer la position de Taxe de rotation.
226. Mouvement de rotation dû à V excentricité du projectile. La non homogénéité de la matière des projectiles en général^ les vides qui se produisent dans la coulée des projectiles pleins , Tinégalité d'épaisseur des parois et le vide de la lumière dans les projectiles creux , sont causes que le centre de gravité ne concorde pas avec le centre de figure. La différence est en général trés-faible , mais elle suffit, et plus particulièrement dans les projectiles creux, pour influer d^une manière sensible sur le'mouvement de rotation , et par suite , comme on le verra plus loin , sur la forme de la trajectoire
Supposons un projectile sphérique et excentrique (F. 48) dont G soit le centre de figure et G le centre de gravité. Si la pression des gaz s'exerce d'une manière uniforme sur l'hémisphère postérieur, leur résultante passera par le point G. Cette ligne ne passant pas par le centre de gravité 6 , il en résultera qu'outre le mouvement de translation du centre de gravité, qui aura lieu comme si la résultante y était appliquée, un mouvement de rotation dont le moment est représenté à chaque instant par le produit de la force et de la perpendiculaire CI abaissée du centre C sur la direction GA que suivra le centre de gravité G.
£n vertu du mouvement de rotation du projectile autour de ce dernier point, la distance CI varie à chaque instant ; mais, en considérant que Tangle de rotation parcouru du-
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rant tout le trajet dans la bouche à feu n'est pas grand , en remplaçant en conséquence sa valeur variable par une valeur moyenne, et comparant le mouvement de rotation au mouvement de translation sous l'action des mêmes pressions, on arrive à ce résultat : que la vitesse de rotation acquise par le projectile est égaie au produit de la projection moyenne de Texcentricité sur un plan perpendiculaire à Taxe de Tàme par la quantité de mouvement de ce projectile , dû à la vitesse de translation seule, et divisé par le moment d^inertie du projectile autour d^un axe perpendiculaire à la ligne des centres et à Taxe de Fàme de la bouche à feu. Le sens du mouvement est déterminé par celui du centre de figure relativement plus rapide que celui du centre de gravité.
227. Moyens de mesurer Vexcentricité. En plaçant sur un bain de mercure un projectile sphérique et non homogène, et en le laissant arriver à Fétat d^éqnilibre, le centre de gravité se placera au-dessous du centre de figure et sur la même verticale. Dans cette position, le sommet du projectile sera un point de la ligne des centres, on pourra donc le marquer sur le projectile.
Si , de plus , on applique sur un rayon différent de la ligne des centres et sur la surface de la sphère ou en dehors un poids additionnel connu, le centre de gravité sera changé , et la ligne des centres primitive s^écartera de la position première; elle prendra donc une nouvelle position d'équilibre. En mesurant l'angle décrit et en comparant entre eux le moment du poids additionnel et le moment du projectile autour du centre de figure, on pourra déterminer la distance des centres , c^est-à-dire l'excentricité.
La connaissance de cette quantité et de la position relative des centres de figure et de gravité détermine la vitesse de rotation et la direction de ce mouvement.
228. Mouvement de rotation. Les deux mouvements de rotation dus aux deux forces distinctes se composent
kl
en un seul. Et si l'on prend sur chacun des axes de ro-^ talion une quantité proportionnelle à la vitesse, la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux lignes comme côtés représentera Taxe du mouvement résultant et sa vitesse.
On peut déterminer ce mouvement par l'expérience , en observant la quantité dont l'extrémité du rayon parallèle à Taxe de la bouche à feu s'est déplacée dans un trajet de quelques mètres du projectile depuis la bouche à feu jusqu^à son entrée dans un massif pénétrable ; on reconnaîtra de plus dans quelle direction le déplacement a eu lieu.
Avec les projectiles creux ordinaires , reçus diaprés les conditions en usage et où l'excentricité est plus grande que dans les boulets sans dépasser souvent un centième du rayon, on reconnaît que Teflet de la pression à remplacement en avant de la charge est plus grand que l'effet de Texcentricité, et que quand on place le projectile sans faire attention à la ligne des centres , le mouvement de rotation a lieu autour d'un axe horizontal ou un peu incliné de part ou d^autre ; rhémisphére antérieur allant de haut en bas.
On reconnaît encore que la vitesse de rotation crott avec la vitesse de translation et à peu près comme celle--ci. A égalité de charges de poudre, la vitesse de rotation croît en raison inverse des densités ; et , par exemple , un obus ordinaire de C^^IS tiré dans Tobusier de campagne, aux charges de 0*^,500 et l^'jOOO, possède, à la sortie de Tobusier, des vitesses de rotation qui, comptées de haut en bas, sur Textrémité antérieure d'un rayon, sont respectivement de 10,8 tours et 16,3 tours par seconde. Cette quantité correspond à une vitesse qui , mesurée à la circonférence, est respectivement égale à 5",0 et à 7",6 par seconde, ou environ , pour Pun et l'autre cas, à ^^ de la vitesse de translation.
Mais, dans les projectiles auxquek on donne artificielle-
ment une excentricité beaucoup plus considérable que celle qui provient de la non homogénéité de la matière , c^est cette excentricité qui détermine le sens du mouvement de rotation ; cette vitesse est alors beaucoup plus grande que celle que nous avons reconnue aux obus ordinaires , et que celle qui proviendrait de la pression sur la paroi inférieure de Tâme.
229. Influence de la position de l'axe de rotation, relativement aux axes principaux d^ inertie du mobile. Lorsque le projectile est une fois sorti de la bouche à feu , son mouvement de rotation continue dans l'air, sans être beaucoup ralenti par l'action de ce fluide. Mais , en général , Taxe de rotation ne reste pas fixe dans le corps , ni parallèle dans l'espace.
En effet , comme on sait , les forces centrifuges de chaque particule du mobile qui résultent de ce mouvement étant transportées au centre de gravité , elles donnent une composante égale à zéro ; mais , à moins que Taxe de rotation ne soit exactement un des axes principaux d'inertie, le moment résultant ne sera pas nul ; son action se composant avec le moment de «rotation existant fera dévier Taxe, et, dans l'instant suivant, l'axe de rotation aura relativement au premier une direction différente, passant néanmoins par le centre de gravité. L^axe de rotation ne sera donc qu'instantané, et il changera incessamment de position dans le corps, et de direction dans l'espace.
Lorsque le mobile sera exactement défini, on pourra déterminer à chaque instant la position de cet axe et le plan du mouvement de rotation.
La recherche des déviations qu^éprouve un projectile animé d^un mouvement de translation et d'un mouvement de rotation autour d\in axe quelconque, est très-compliquée. Poisson s'en est occupé dans plusieurs savants
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mémoires * ; nous donnons ici une courte analyse de ses travaux.
230. Recherches analytiqties de Poisson, sur Pin-' fluence du mouvement de rotation. Lorsqu^un corps sphérique et homog^éne est lancé sans aucune rotation initiale , dans un air calme , son centre de figure ne sort pas du plan vertical de projection ; tout en effet est semblable alors de part et d^autre de ce plan ; mais, dans la pratique de rartillerie, le concours des circonstances qui produit cette simultanéité n^a jamais lieu et il en résulte des écarts considérables du projectile, à droite ou à gauche du plan de projection , qui nuisent à la justesse du tir et n''ont pas manqué d'être observés.
Robins , le premier, a attribué ces déviations au mouvement de rotation du projectile qui accompagne en général son mouvement de translation. Celte circonstance jointe à la non sphéricité parfaite du projectile et à sa non homogénéité , autant qu'elles donnent lieu à un frottement du mobile contre Tair qu^il traverse, sont effectivement les diverses causes qui, indépendamment des agitations de l'air, concourent ensemble et tendent à produire les déviations horizontales du centre de gravité et à modifier son mouvement projeté sur le plan vertical dans lequel il est lancé*
Pour appliquer les équations du double mouvement de translation et de rotation au cas d^un projectile pesant qui se meut dans Tair, Poisson considère la résistance relative à chaque point de la surface du moUle comme étant composée de deux parties , Tune normale et qu'on appelle la résistance du fluide proprement dite, l'autre tangente et qui constitue le frottement. Poisson restreint ses consi-
* Recherches sar le moavement des projecliles , en ayant égard à lenr figure , à lear rotation , etc. , laes à rAcadëmie des sciences , en 1839. — Journal de Técole polytechnique, XVV et XVIl» cahiers.
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dérations analytiques au cas où le mobile s'écarte trés*peu de la forme sphérique et de la parfaite homogénéité ; il considère ces effets séparément pour les réunir ensuite lorsque leurs causes ont toutes eu lieu en même temps et il arrive aux résultats ci-aprés:
Quand un boulet parfaitement sphérique et homogène tourne en sortant de la bouche à feu autour de Fun de ses diamètres , le mouvement continue pendant toute la durée du trajet dans le même sens et autour du même diamètre qui ceste constamment parallèle à lui-même. La vitesse de rotation décroit en raison inverse du produit du diamètre par la densité, mais d^une quantité extrêmement petite.
La rotation du projectile influe sur sa direction et sur sa portée; la déviation horizontale qu^elle produit, à droite ou à gauche du plan vertical est indépendante de l'angle que fait ce plan avec le plan vertical de Taxe de rotation.
Lorsque le corps tourne autour dVn axe vertical , la déviation se produit à gauche ou à droite du plan de projection, selon que rhémisphère antérieur du mobile tourne de gauche à droite ou de droite à gauche , par rapport à un observateur placé dans ce plan et qui regarde la trajectoire ; elle s^évanouit quand le projectile tourne autour d'un axe horizontal. Les déviations verticales, c^est-à-dire les quantités dont la rotation élève ou abaisse le boulet relativement à la position qu^il aurait à chaque instant s^il ne tournait pas, conserve pendant toute la durée du trajet un rapport constant avec la déviation horizontale. Elle s^évanouit quand Taxe de rotation est vertical ; s*il est horizontal et perpendiculaire au plan de projection , elle a pour effet d^élever ou d'abaisser le projectile et en conséquence d'augmenter ou de diminuer la portée horizontale, selon que la partie antérieure du mobile tourne du haut vers
le bas ou du bas vers le haut. Ces résultats se rapportent au cas le plus ordinaire, celui du tir à trés-peu prés horizontal.
Quoiqu'on n^ait pas de données suffisantes sur les coefficients du frottement , on reconnaît cependant que cette déviation ne peut jamais être qu'une très-petite fraction de la longueur de la portée ; en sorte que ce n'est pas au frottement de la surface du boulet contre la couche d'air adjacente et d^inégale densité , que sont dues principalement les déviations observées , ainsi que Robins et Lombard Vavaient pensé.
Poisson considère ensuite le cas de la non sphéricité dans une balle un peu allongée ou aplatie, lancée par la carrabine qui lui a imprimé un mouvement de rotation autour de son axe , et ensuitecelui de Texcentricité provenant de la non homogénéité de sa masse. Il reconnaît pour différents cas que Pinfluence de la petite distance des deux centres de la balle sphérique non homogène est beaucoup moindre sur son mouvement de translation et sur la justese du tir d'une carabine, que ne peut l'être celle de la non sphéricité d^une balle un peu aplatie ou allongée.
231. Le frottement résultant du mouvement de rotation ne rend compte ni du sens ni de la grandeur des déviations. L^effet du frottement de l'air contre le projectile animé d^un mouvement de rotation aurait pour résultat , d'après ce qu'on vient d^exposer, de faire dévier le projectile dans le sens opposé au mouvement de Thémisphère antérieur; or, on a déjà reconnu que les effets n^étaient pas assez grands pour expliquer Fétendue des déviations qu^on observe. On reconnaîtra de plus , qu'en général , les effets sont dans un sens opposé ; on doit donc rechercher les causes des déviations dans un autre effet, tel que celui de la variation de densité et de pression des couches d^air qui sont autour du mobile.
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232. Influence du mouvement de rotation d*un pro-^ jectile dans l'air due aux différences de densité du fluide. — La déviation a lieu dans le sens du mou-^ cernent de f hémisphère antérieur. CoDsidérons un projectile qui serait animé à la fois d'un mouvement de translation suivant AB (Fig. 49), et d'un mouvement de rotation autour d^un axe , que pour plus de facilité dans les expressions , nous supposerons vertical et dont le sens serait CD ; rhémisphére antérieur se mouvant de droite à gauche, les points situés sur l'hémisphère de droite se mouvraient dans le même sens que le centre de gravité , et les points de l'hémisphère de gauche ^ dans le sens opposé ; les premiers auront , par rapport à l'air, une vitesse relative plus grande que ceux de Phémisphére de gauche. Le déplacement de Tair se fera donc avec moins de facilité, par suite , la densité du fluide et par conséquent la pression seront plus grandes à droite qu^à gauche.
Il résulte de là , qu^il n'y a plus de symétrie entre les résistances exercées autour de la direction du mouvement de translation , et que les résistances étant plus grandes sur rhémisphére de droite , la pression sera de ce c6té plus considérable et agira de manière à faire dévier le projectile de droite à gauche , dans le même sens que s^exécute le mouvement des points de l'hémisphère antérieur. Cet eflet croîtra avec la vitesse de translation et avec la vitesse de rotation.
Si Taxe de rotation fait avec la direction du mouvement un angle moindre qu'un angle droit, en restant dans le plan vertical de projection, l'excès des vitesses absolues des points de rhémisphére de droite sur les vitesses absolues des points de rhémisphére de gauche , symétriquement placés , sera moindre ; par conséquent , les densités et les pressions de Pair qui s^ensuivent , présenteront des difiTérènces moindres , et par conséquent aussi ,
les déviations qu'elles produiront , seront moins considérables.
Enfin , si l'axe de rotation se rapproche de la direction du mouvement jusqu^à se confondre arec elle , il y aura égalité dans toutes les résistances symétriquement disposées, et il n'en résultera aucune déviation.
Ces considérations s'appliquent à un mouvement de translation , supposé rectiligne , ou au tir des projectiles y sous des angles trés-peu élevés au-dessus de l'horizon.
Si Taxe de rotation n'est pas un des axes principaux d^inertie du mobile , majeur ou mineur, cet axe de rotation ne sera quMnstantané , et variera de position dans le corps , et de direction dans l'espace ; alors , la déviation aura lieu dans une direction et avec une intensité variable à chaque instant. Cette direction pourra même , si le changement de l'axe de rotation est assez rapide , avoir décrit une ou plusieurs révolutions dans le trajet du projectile y et produire ainsi une trajectoire très-différente de celle qu'il aurait décrite, sans le mouvement de rotation.
233. L'influence du mouvement de rotation démontrée par l'expérience. L'expérience confirme l'exactitude des considérations qui précédent. En général, par Peffet de la pression des gaz sur le projectile, celui-ci prend un mouvement de rotation dans un plan vertical ou à peu prés (228) , et dans un sens déterminé par la vitesse relativement plus grande de l'hémisphère supérieur, ou de haut en bas pour l'hémisphère antérieur, comme l'action de la pesanteur, et que nous regarderons comme direct.
On sait que quand le projectile est excentrique (226), et qu'ail est placé dans la bouche à feu , de manière que le centre de figure soit verticalement au-dessus du centre de gravité , cette disposition seule suffit pour que le mobile reçoive un mouvement de rotation direct ; celui-ci s'ajoutera donc au premier. Lorsque le centre de figure est au-dessous du
centre de gravité , i] reçoit , au contraire, un mouvement inverse qui se retranche du mouvement direct naturel et le diminue ou change son sens. Il doit résulter de lâ^ que, comparativement à ce qui aurait lieu sans Texcentricité , la vitesse de rotation due à la première disposition est plus grande , et quMl y a une force dérivatrice de haut en bas, qui fait dériver le projectile dans le même sens; tandis que dans Tautre cas il y a une force dérivatrice de bas en haut , qui fait dériver le projectile dans ce dernier sens. Dans les deux cas , la dérivation aura lieu du côté de la position primitive du centre de gravité par rapport au centre de figure ; il résultera de là qu'yen tirant sous un petit angle constant au-dessus de Thorizon, on obtiendra des portées plus grandes dans le premier cas que dans le second.
Si le centre de gravité est placé en avant et sur le diamètre parallèle à Taxe , il arrivera que par le mouvement qu*il prendra , en tournant dans Pâme , le centre de gravité se trouvera un peu abaissé dans une partie du trajet ; la dérivation qui en résultera devra se montrer par une petite diminution de portée ; au contraire , si le centre de gravité est primitivement en arriére, la dérivation se traduira par une petite augmentation de portée.
Si le centre de gravité et le centre de figure sont placés sur une perpendiculaire au plan vertical de projection , le mouvement de rotation produira une dérivation latérale ; elle sera à droite si le centre de gravité est à droite, et à gauche si le centre de gravité est de ce dernier côté.
Ces indications sont constamment confirmées par Texpé^ rience lorsque les excentricités sont suffisamment grandes. Nous en citerons quelques exemples.
Des obus de 22''°, dont les poids étaient 27^9 et 29\8K, et dont un culot réservé à la partie opposée à la lumière de Tobus, combiné avec le vide de cette lumière, donnait une
excentricité de 0",00i£i et de 0'",0020, ont été tirés ^ avec l'obusier de siège à la charge de 1^,500, et avec Tobusier de côte à celles de i^'^SOO et 3^,000, sous l'angle de 4^ 6' au-dessus du terrain; on plaçait alternativement le centre de gravité au-dessous ou au-dessus du centre de figure ; on a tiré comparativement avec ces projectiles des obus sans culot et pesant 26'',6. On a consigné, dans le tableau suivant , les résultats qui sont des moyennes sur trois coups :
Tableau des portées comparatives d^ohus ordinaires et d^obus excentriques de 0™,22, en plaçant alternativement le centre de gravité au-dessous ou au-dessus du centre de figure.
BOUCHES àlea:
POIDS
des cherises
de
poudre.
POIDS des oLus.
POB Ordinaire!.
TÉBS DES 0
Bxceirr le centre
en bas.
BUS
de grarité, en haut.
kilog.
I^ilo».
mit.
mit.
met.
- de siège.
i,SOO
de côte.
l,SOO i
il70
de côte.
On voit , diaprés ce tableau , qu^en plaçant le centre de gravité en bas, les portées sont constamment beaucoup
Expériencep faites )i Meti en 1839.
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plus courtes que lorsqu'on place le centre de gravité en haut ; par conséquent , Teffet du mouvement de rotation direct qu'a produit la première disposition ou la vitesse * qu'elle a ajoutée au mouvement direct naturel, a agi dans le sens du mouvement de Thémisphére antérieur ; il y a eu un effet inverse lorsque le centre de gravité a été placé en haut. Les obus non -excentrés ont donné des portées intermédiaires entre les précédentes.
On peut regarder la différence entre les portées comme due au double de l'effet des vitesses de rotation en sens inverse , et d''aprés cela , on peut déterminer la force dévîatrice du mouvement de rotation ; pour cela , on a calculé dans chaque cas la valeur de la force accélératrice verticale , qui dans Téquation normale de la trajectoire n^est que la pesanteur représentée par 9'°,809 ; on trouve alors 2,50 pour leur demi-différence avec Tobus de 27^,9. Cette quantité correspond à un poids de 7*^,10 ; avec l'obus de 29'', 9 , on trouve 2,53 qui correspond à un poids de 7^,7.
Les vitesses de rotation dues à l'excentricité déterminée comme on l'a indiqué (226) au moyen de la vitesse initiale et exprimée par le nombre de révolutions par seconde, est de 8,0 pour Tobus de 27^,9 , et de 8,6 pour celui de 29*^,9 ; ces nombres sont ainsi proportionnels aux forces déviatrices.
Dans^ d'autres expériences *, un obus de 15^", dont Fexcentricité égale à 0°',0018S était due à la position excentrique du centre de la sphère intérieure , pesant 8^,02S, tiré sous Tangle de 8^, en plaçant successivement le centre de gravité en bas et en haut , a donné respectivement pour les moyennes portées prises, sur cinq coups , 985",S et i840'°,S. £n plaçant le centre de gravité à hauteur du centre de figure , sur le rayon perpendiculaire
* M^moir* do M. U major Boorman, liih. on Bolgiqvo; i8i3.
au plan de projection , successivement à droite et à gauche, les déviations ont eu lieu dans chacun de ces sens ; elles ont présenté un écart moyen total de 112'°} dont la moitié ou Sô"" doit être attribuée au mouvement de rotation pour la portée moyenne de 1200"".
La position de la ligne des centres de gravité et de figure parallèle à Taxe de la bouche à feu , que le centre de gravité soit en avant ou en arriére , donnent â-peu-prés les mêmes portées.
234. Excentricité dans les projectiles ordinaires» Les différences dans les portées ou dans les déviations latérales résultant de positions inverses du centre de gravité, décroissent avec Texcentricité des projectiles ; aussi dans les projectiles en usage elle est beaucoup moindre que celle dont nous avons parlé. Dans ceux de O'^^IS elle atteint rarement j^ du rayon , mais elle va fréquemment jusqu^à 7^ de ce rayon. Elle a, dans les obus, une influence notable sur les déviations. On reconnaît cette influence lorsqu'en plaçant la lumière de Tobus parallèlement à Taxe de Tobusier, comme on le fait ordinairement, mais en mettant la ligne des centres constamment dans le plan vertical , le centre de gravité tantôt en-dessous tantôt endessus ; on obtient alors des portées notablement moindres dans le premier cas. De même , en plaçant ce centre dans ^un plan perpendiculaire à celui-ci, on obtient des déviations moyennes très-prononcées , à droite ou à gauche , suivant que le centre de gravité est de Tun ou de Tautre de ces côtés.
Dans les boulets ordinaires , Texcentricité est trés-faible, et la position du centre de gravité , par rapport au centre de figure , n^a qu'une influence inappréciable.
Avec les bombes, que Ton tire toujours sous de grands angles au-dessus de Thorizon , l'efiet de l'excentricité naturelle edt beaucoup moins sensible que pour les obus.
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Sous l^angle qui donne la plus grande portée , son effet n'est pas sensible ; sous des angles plus grands , il change de sens , c''est-à-dire que de la position du centre de gra^ vite au-dessus de Taxe il résulte des portées moindres que de la position inverse.
235. Explication de certaines déviations qui paraissent extraordinaires. Les effets du mouvement de rotation, combinés avec les déviations dans la direction au départ , expliquent naturellement des effets qui , au premier abord, paraissent singuliers.
Si un projectile , par exemple , a exercé un choc sur la partie gauche de Tàme, il en résultera que son centre de gravité parcourra une direction inclinée vers la droite , par rapport à l'axe de la bouche à feu ; mais , en même temps , le projectile prendra un mouvement de rotation dans lequel Thémisphére antérieur marchera de droite à gauche ; il résultera de là une dérivation vers la gauche du plan vertical. De sorte qu^un observateur placé dans le plan vertical de tir, verra le projectile se porter d'abord vers la droite et venir ensuite vers la gauche, et couper ainsi le plan vertical de tir.
Cet effet se présente plus particulièrement avec les projectiles de faible densité dans lesquels le mouvement de rotation est plus rapide. Il a également lieu avec les boulets; on le remarque fréquemment, quand on peut observer plusieurs points d'une même trajectoire.
236. Moyens de diminuer les déviations des projec^ tiles. La connaissance des causes des déviations des projectiles , permet d'indiquer et d'apprécier les moyens de les empêcher.
On diminue Tinégalité dans les vitesses initiales et dans les angles de projection, en confectionnant les charges avec une grande uniformité, en restreignant les limites des poids et des diamètres des projectiles, en rebutant
les bouches à feu trop dégradées et qui présentent, soit un logement trop profond à l'emplacement du projectile , soit des battements. Mais , les principales causes de déviations sont dues au mouvement de rotation du projec^ tile dans l'air, particulièrement quand la direction de cet axe est yariable dans le trajet ; aussi doit-on s^attacher A empêcher ou au moins à régler ce mouyement. C'est ainsi , quW fixant à la partie postérieure d'une balle de fusil une petite tige de fer qui empêche le mouvement de rotation on diminue beaucoup les déviations.
237. Emploi des rayures en hélice, pour imprimer un mouvement de rotation. On régie le mouvement de. rotation des balles de fusil en les forçant à s'engager dans les rayures en hélice tracées dans Tintérieur des carabines. La balle prend ainsi un mouvement de rotation autour de Taxe de l'arme en même temps que son mouvement de translation le long de cette ligne et elle continue ce mouvement de rotation dans l'air. Les résistances se trouvant alors symétriquement réparties , la .pression de Tair n'est plus une cause de déviation.
Mais, comme on l'a vu (214), le centre de gravité ne se trouvant pas exactement sur l'axe, il en résulte, qu^au départ, la direction du centre de gravité de la balle suit une ligne un peu différente de l'axe et que, par suite. Taxe de rotation ne se confond pas avec la trajectoire ; cette circonstance devient la cause de petites déviations. Ceci fait voir qu^il y aurait des inconvénients à prendre une rayure trop inclinée.
Si , de plus , Taxe de rotation n^est pas exactement l'un des axes principaux d'inertie , la direction de l'axe sera constamment variable ; cette variation pourra , suivant les cas, devenir très- considérable ; à cet égard, il est important que l'axe de rotation se confonde avec l'axe principal , majeur ou mineur, mais mieux le premier, ou sVn
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écarte peu. On obtient cet effet par la forme de la balle. Ainsi, une balle applatie suivant Taxe de rotation tournant par suite autour de Taxe d'inertie majeur, aura pibs de stabilité dans le tir qu'une balle sphérique et qu^une balle allongée suivant cet axe.
Ces considérations sont confirmées par Texpérience^; des balles du diamètre de IG'^'^^SS avant le chargement, et de 16"'"',7 après le chargement, mais de .longueurs différentes, ayant été tirées avec un canon de pistolet rayé en hélice sur un pas de 0°*,54, avec des charges réglées de manière à imprimer à chaque balle une vitesse initiale constante et égale à ISft-'"'', ce qui leur imprimait une vitesse de rotation de 248 révolutions par seconde , on a obtenu les résultats suivants. Lorsque le rapport de la longueur au diamètre était respectivement 1,06, 0,916, 0,760, et que par suite, les poids étaient 33^,78, 23^,75, 23^,32, le côté du carré qui contenait le tiers des coups tirés était respectivement, savoir: de 0",S9, 0'-,31 , 0'",29 à 50" ; de 2'",38, 1",05, et 0",94 à lOO»», et dans des proportions plus différentes encore , à la distance de 150"". On voit par là, que malgré une diminution de la masse , qui est défavorable à la régularité du tir, les déviations ont été moindres avec les balles dans lesquelles le mouvement de rotation avait lieu autour de Taxe du moment d^inertie majeur, et présentait ainsi plus de stabilité. On remarquait, en effet, que les balles applaties frappaient le but par Thémisphère qui était primitivement en avant, et qu^elles conservaient ainsi de la stabilité dans le tir ; tandis que les balles longues , lorsque le trajet était long , changeaient de direction et finissaient par frapper par le flanc.
Stabilité de l'axe de rotation dans les balles
* Expëriences sur les ballet sphëriqaes, plates et longues , par M. I. Didion; el Journal de Tëcole polytechnique, 27< cahier, 1839.
oblongues de forme ogivale. La stabilité de l'axe de rotation des projectiles peut être augmentée par des résistances agissant en arriére du centre de gravité et résultant de sa forme. La balle oblongue récemment adoptée en France , jouit de cette propriété.
Si G est le centre de gravité de cette balle (Fig. 50) , GA étant la direction du mouvement de translation , Faction de Fair est moindre sur la partie antérieure de forme conique, que sur la partie postérieure sur laquelle se trouvent tracées des rayures ; il résulte de là , que le centre d'action de la résultante de ces forces est en un point R situé en arriére du point G ; cette disposition donne à la balle une stabilité qui augmente celle qui résulte du mouvement de rotation autour de GA.
Supposons que par une cause quelconque la direction de Taxe de symétrie de la balle tende à changer, et qu'elle devienne ainsi un peu oblique à la direction du mouvement (Fig. 51). La résistance de l'air agît alors suivant BR, parallèlement à GA, avec un bras de levier DR, pour rapprocher l'axe de révolution SR de la ligne GA du mouvement. La forme des rayures circulaires HK augmente beaucoup Faction de l'air à la partie postérieure du côté F qui s'est éloigné de l'axe , tandis que la résistance diminue de l'autre côté. Il arrive par là , que le centre de résistance R n^est plus sur Faxe , mais bien en quelque point , comme R', plus en dehors de l'axe GS', et que par là le moment de stabilité est encore augmenté par la grandeur de la résistance et par celle de son bras de levier. Par ces considérations on voit que si , par une cause quelconque , Faxe tendait à changer de direction , il serait bientôt ramené suivant la trajectoire et que, par suite, Taxe doit conserver beaucoup de stabilité.
259. Dérivation particulière aux balles oblongues de forme ogivale. Le centre de gravité G décrivant, par
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$uite de radioD de la pesanteur, une courbe qui tourne sa concavité du côté du sol ; Taxe GS ne prenant pas immédiatement la direction de la tangente à cette trajectoire , la partie inférieure SF se présente constamment à Faction de Tair sous une obliquité un peu plus grande que la partie supérieure ; il résulte de là une composante dirigée de F vers £, qui fait dériver le projectile de bas en haut , et par conséquent donne une trajectoire moins courbée que celle qui appartiendrait à un projectile sphérique ayant même vitesse et même poids, et donne ainsi des portées plus grandes.
Par suite de cette inclinaison et de la forme des rayures, la densité et la pression de l'air se trouvant plus considérables dans la partie inférieure que dans la partie supérieure, celle-là, par les aspérités naturelles de la balle et par celles qui proviennent des rayures du canon , exercent sur Pair une action plus considérable que la seconde, et éprouvent une résistance proportionnée ; il résulte de là une composante perpendiculaire au plan de projection , eC dirigée dans le sens du mouvement de la partie supérieure, ce qui fait dériver la balle dé ce côté ; ce sera à droite de l'observateur, pour le sens ordinaire des rayures.
L^existence de ces divers effets est démontrée par l'expérience , et Ton obtient du tir bien dirigé des armes destinées à les produire, qui, à cause d^une forme particulière de la chambre, ont pris le nom de carabine à tige, une justesse très -remarquable et beaucoup plus grande que d'aucune autre arme.
La cause de la dérivation latérale existe pour les balles d^une forme applatie , mais à un degré trés-faible , et qu'il est difficile de reconnaître par l'expérience.
On a appliqué en Suéde , la forme ogivale aux boulets en fonte , tirés avec des canons de ce métal , et Ton a obtenu également une régularité de tir remarquable. Des
expériences ont été entreprises pour l'appliquer en France au tir des canons en fonte.
240. Régutarité du tir résultant d'une position déterminée du centre de gravité , relativement au centre de figure, dans les obus excentriques. La position du centre de gravité d^un obus excentrique dans un sens déterminé par rapport au centre de figure dans les bouches à feu , est une cause de dérivation dans ce sens ; il s'ensuit qu'on diminuera les déviations variables d'un coup à l'autre , en plaçant ce centre de gravité constamment dans la même position.
Parmi celles qu'on peut choisir, les positions latérales ne sauraient être adoptées , parce qu^il en résulterait des difficultés pour le pointage. Les positions perpendiculaires à Taxe et dans le plan vertical de projection, ne présentent pas cet inconvénient.
Lorsque le centre de gravité est en-dessous, Texcentricité concourt avec le frottement sur la paroi inférieure pour augmenter la vitesse de rotation , les déviations latérales sont moins grandes , et les portées plus régulières. Ces avantages ont fait donner la préférence à cette position , chez les nations qui ont adopté les projectiles excentriques.
Cependant , quand on remarque que dans ce cas, sous des angles de projection égaux , les portées sont beaucoup plus petites, et quand on compare les déviations pour la position inverse avec celle qu'on obtiendrait si Tangle de projection était augmenté de manière à donner des portées égales aux premières , on trouve , dans bien des cas , que c'est la position du centre de gravité en dessus qui donne la plus grande régularité.
On obtient Texcentricité de ces projectiles , en déplaçant le centre de la sphère intérieure, dans une direction perpendiculaire à Taxe de la lumière , d^une quantité ordinairement égale au tiers de l'épaisseur moyenne des parois;
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de celle maDiére Fépaisseur maximum devient le double de l'épaisseur minimum.
Cette disposition ne peut présenter d*avantages, qu^autant que la ligne des centres est exactement verticale ; toute autre position serait la cause de variations dans les portées , et d'augmentation dans les déviations latérales qui deviendraient alors plus grandes que pour les projectiles ordinaires. On doit croire que dans le tir sur le champ de bataille , par suite de la précipitation qu^on y apporte et de rémotion du combat, ce système perdrait beaucoup des avantages qu^il parait présenter dans les expériences et qu'il pourrait devenir moins avantageux que celui des obus or^ dinaires; aussi, certaines puissances (les Russes) qui les avaient adoptés à Texemple d'autres (les Prussiens), les ont-ils abandonnés.
Les avantages ne sont plus aussi sensibles pour les obus tirés avec de grandes vitesses , ils ne sont pas bien sen« sibles pour le jet des bombes tirées habituellement sous de grands angles de projection.
241. Placement du centre de gravité des projectiles ordinaires. Avec les projectiles ordinaires , il ne peut y avoir que des avantages à disposer de leur excentricité naturelle pour que le mouvement de rotation ait toujours lieu dans le même sens , en plaçant à cet effet le centre de gravité dans la partie inférieure.
Dans les boulets , l'excentricité naturelle est trés-faible , et une position déterminée du centre de gravité n'a qu^une influence difficilement appréciable sur les portées ; à plus forte raison n'a-t-elle pas d'influence sensible sur leur régularité ou sur l'étendue des déviations.
Dans les obus , Favantage qu'on peut retirer d'une position déterminée du centre de gravité est (rés-limité par l'obligation où Ton est de placer la fusée et la lumière de l'obus du côté de la bouche de l'obusier, ce qui ne laisse plus
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disposer que de la position da plan méridien qui le contient* Dans ce cas , la position inférieure , qui produit un mouvement de rotation direct dans le même sens que celui qui provient de la pression sur la paroi inférieure de Fâma, donne la plus grande vitesse de rotation et la plus grande régularité dans les portées. Avec cette précaution ^ dans le tir avec des vitesses faibles ou avec des vitesses moyennes , on obtient une régularité notablement plus grande. Ge résultai serait avantageux dans remploi des obusiers à tir plongeant; ces avantages compenseraient sans doute les inconvénients de la complication que cette disposition introduirait dans le service»
L'application au tir des bombes présenterait aussi un avantage appréciable, et diminuerait les déviations latérales. 242. Moyens d'obtenir la stabilité de ïaxe de rotation. La ibrme sphérique du vide des projectiles creux et le déplacement qu^on lui fait subir pour obtenir Texcentricité et le mouvement de rotation autour d'un axe constamment horizontal , n^assurent pas la stabilité de cet axe. En effets cette disposition ne fait pas concorder Taxe de rotation avec l'axe principal du moment d'inertie , majeur ou mineur ; il y a donc instabilité. On le reconnaît quand on tire plusieurs fois de suite un projectile rendu excentrique et mis à chaque coup dans la même position ; la permanence des déviations latérales dans le même sens prouve que Taxe de rotation, d'abord horizontal, s^incline constamment dans un sens déterminé.
On obtiendrait donc beaucoup plus de régularité , si Ton donnait au vide intérieur des obus la forme d'un ellipsoïde , dont le grand axe serait assez différent du diamètre du cercle perpendiculaire, et tel que le moment d'inertie autour de cet axe surpassât les moments autour des autres axes d'une quantité assez jgrande pour assurer la stabilité malgré les inégalités qu^on ne saurait éviter dans une fabrication
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courante. Le grand axe devrait éiire placé perpendiculairement au plan de projection. L^excentricité pourrait être trés-faible , et , pour certains cas , on pourrait même n'en pas donner ; le mouvement de rotation dû à la pression sur la paroi inférieure suffirait.
Une disposition de ce genre permettrait aussi d'obtenir des boulets plus de régularité dans le tir ; on devrait pour cela réserver un vide elliptique intérieur et excentrique , ou un vide cylindrique , dont Taxe serait sur une corde trés-peu distante du centre.
243. Variations dans les portées dues à la variation de la densité de l'air. La résistance que les projectiles éprouvent dans leur trajet étant proportionnelle à la dénoté de Tair, les variations de cette densité ou les changemenlg de la température , de la pression barométrique et de l'état hygrométrique , ont sur la trajectoire et sur les portées, une certaine influence. Quoiqu'elle soit petite en général , il est néanmoins utile de la connaitre. Les tables XI et Xni rendent cette détermination faeile.
Dans l'équation de la trajectoire (81), y := a: tang^
~AAca»>9'^^^^ V.), la fonction A-Çx^Y,) varie avecqui a pour valeur x — ^ — - , où la quantité A est proportionnelle à la densité J" de Tair, au moment du tir. Il suit de là^ qu^une augmentation dans la densité , produira 1106 augmentation proportionAelle dans- et une
certaine augmentation dans la valeur de 4 (^ > V,) , et par conséquent , une augmentation dans rabaissement du projectile qui , exprimée au moyen de la caractéristique A , sera
um colonoe des tables de la fonction 4(^9 ^O) donne
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les différences A 4 (^. 9 V,), pour une variation de 0,01
de la valeur de -; par une simple proportion, on aura
donc la variation de la fonction , pour un accroissement quelconque de la densité.
Si 9 est l'inclinaison au-dessus du plan horizontal de la tangente à la trajectoire, on aura la variation des portées en divisant par tang 6 la quantité ci-dessus ; et comme on a tang 0
= tang^ — — — r-'i'f^ï V.'), Taccroissement dans les
portées sera, réduction faite:
une augmentation dans la densité , produira comme on le voit , un abaissement dans la hauteur de la trajectoire , et une diminution dans les portées.
En faisant l'application de cette formule , on trouve que les abaissements causés par des augmentations dans la densité de Tair, sont en général peu considérables , mais qu^ils ne sont pas toujours négligeables ; ainsi , avec un boulet de 46 , tiré à la charge du j du poids du boulet, une augmentation de ^ de la densité à partir de la densité moyenne, qui correspond à un changement de O'^jOlS dans la hauteur du baromètre, ou de 5^ j dans la température , produirait un abaissement de 0",08 à 600" ; à la charge de | du poids du boulet , il ne serait encore que de O",!! ; mais à la charge de j^, ou avec une vitesse initiale de 158", il serait de 0'",56. A égalité de vitesse et de distance , et avec des projectiles différents , on obtiendrait les mêmes abaissements, pour des variations de densité en raison inverse des calibres ou des densités des projectiles.
Une variation de 45° dans la température, et de 0",030 dans la hauteur du baromètre qui peut se rencontrer d'un jour à Fautre, produirait sur un boulet de 4 6 lancé à 600"",
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à la charge de j du poids du boulet, un abaissement de 0'",517 ; cette quantité , qui correspond à une différence de prés de 0^ 3' ou à une hausse de 3 millimétrés , n^est pas négligeable dans le service.
Ces formules auront surtout une application utile pour rapporter à une densité uniforme de Tair, les résultats d^expériences faites en des jours différents.
8 ni.
Trajectoires réelles des projectiles.
244. Données nécessaires pour déterminer la tra*^ jectoire réelle d'un projectile. On a donné (sections III , ly, y) les lois du mouvement d^un projectile soumis à Faction de la pesanteur et à celle de la résistance de rair, dans la direction du mouvement. Elles appartiennent au mouvement dans un air calme , d'un point matériel pesant et s'appliquent à celui d'un projectile sphérique homogène et sans mouvement de rotation. Nous avons donné la solution des divers problèmes qu^on peut se proposer de résoudre dans ces circonstances.
On a vu (205) qu'il y avait entre les formules elles ordonnées réelles observées de la trajectoire d'un projectile des différences notables , et l'on a reconnu qu'elles tenaient à des causes autres que les deux dont on a tenu compte. On a reconnu également que les causes déviatrices qui agissaient sur le projectile variaient en grandeur et en direction d^un projectile à un autre , lors même qu^on cherchait à rendre les circonstances du tir aussi égales qu'il est possible ; on a reconnu enfin qu^elles variaient pour le même projectile , dans l'étendue du trajet de la bouche à feu au but. On a fait voir que ces causes déviatrices étaient dues
an mouvetùeûi de rotation dont leû projectiles ordinaires sont gfénéralement àdifiiés.
Pour déterminer le mouvement réel du projectile , on devra connaître , dans tous les cas : 1^ La direction du projectile au départ, direction qui, à chaque coup, s'écarte plus ou moins de Vatxe de la bouche à feu , un peu plas généralement au-dessus (212 et 213) ; 2<' La vitesse initiale qui , pour une charge donnée de poudre , varie aussi à chaque coup dans certaines limites (217). Ces données suffisent pour déterminer la trajectoire lorsque l'on considère le projectile comme un point matériel , ou un projectile sphérique homogène et sans mouvement de rotation (sect. III, IV, V).
Si le projectile a un mouvement de rotation , on devra connaître en outre la direction de ce mouvement et la vitesse. On ignore encore pour la plupart des cas la grandeur de la force déviatrice qui résulte d*une vitesse de rotation déterminée. On sait seulement qu^elle agit généralement dans la direction et dans le sens du mouvement de rhémisphére antérieur (252). Nous avons déterminé »a grandeur, pour quelques cas des projectiles excentriques , lorsque Taxe de rotation était perpendiculaire à la direction du mouvement.
Si Taxe de rotation et le plan du mouvement restent parallèles à eux-mêmes durant tout le trajet , la déviation continuera à se £aiire dans le même sens et avec une intensité qui peut varier avec la vitesse et dont on ne connaît pas encore la relation.
Si Taxe de rotation du projectile se trouve être un des axes principaux d^nertie du projectile , et que sa surface , sans irrégularité notable, soit une surface de révolution autonr de cet axe , celui-ci restera parallèle à lui-même , et la déviation continuera dans le même sens. L^axe de rotation conservera une direction d'autant plus stable, que
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le moment d'inertie majeur ou mineur, sera plus différent du moment dMnertie moyen.
Lorsque l'axe de rotation ne sera pas un des axes principaux , majeur ou mineur , et que sa position sera déterminée par rapport à ceux-ci , on pourra , par les lois àe la mécanique 9 déterminer à chaque instant du trajet la position de cet axe ei cette vitesse ; par leur moyen , on déterminera quelle est 9 à cet instant, la direction et la grandeur de la force déyiatrice. On pourra négliger, sans erreur appréciable , l'influence de la résistance de Pair sur la vitesse du mouvement de rotation.
24S . On tient compte séparément de chacune des forces déviatrices. Les forces déviatrices qui naissent du mouvement de rotation étant en général peu considérables , les vitesses qu^elles produisent et les chemins qu^elles font parcourir sont trés-faibles relativement à la vitesse du projectile et à l'étendue du trajet ; de sorte que leurs composantes dans le *plan perpendiculaire à la trajectoire pourront être regardées comme sans influence sur le mouvement de translation , et que leur mouvement pourra être considéré d^une manière indépendante. Ces considérations sont particulièrement applicables au tir ordinaire des armes à feu et des bouches à feu sous de petits angles au-dessus .de Phorizon.
Il en serait de même pour des arcs d'une certaine étendue , dans le tir des bombes sous de grands angles de projection.
2&6. application au tir peu élevé au-dessus de Vho* rizon. Prenons pour exemple le cas d^un projectile tiré sous un trés>petit anglç au-dessus de l'horizon, et dont l'axe de rotation serait perpendiculaire au plan vertical de projection , et le mouvement direct , c^cst-à-dire que son hémisphère antérieur tournerait de haut en bas ; nous supposerons de plus que l'axe de rotation étant un axe prin-
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eîpal da corps , il restera parallèle â lui-même durant le trajet , et que , par suite , la déviation aura lieu constamment dans le même sens que celui de la pesanteur.
Conservons les notations admises , et nommons de plus y la force déviatrice exprimée comme la pesanteur ^ , et qui dépend de la vitesse de rotation ; nous la regarderons comme constante dans retendue du trajet. Nommons ;? la déviation qu^elle produit par rapport à la trajectoire normale que décrirait le projectile sans la force ^ ; la déviati<Mi produite par celle-ci et rabaissement dû â la pesanteur^, seront dans le rapport des deux quantités ^ et ^r; de cette sorte (S7), en se rappelant que V,' = 2^/*c08*<p ,
rabaissement dû à la pesanteur étant j^-^4(^; V,),
la déviation sera
Dans le cas que nous considérons, la courbe restera plane ; elle sera seulement plus abaissée que la trajectoire normale.
Si le plan de rotation passant par la trajectoire au départ n*est pas vertical 9 et que, par exemple, la partie inférieure soit à gauche , la déviation se fera dans le plan du mouvement et dans le sens inférieur à gauche.
Si Taxe de rotation n^est pas perpendiculaire â la tan-, gente à la trajectoire , la force déviatrice sera diminuée ; sHI est dans le plan vertical, par exemple, la cause déviatrice latérale sera d^autant moins grande que Taxe sera plus rapproché de la direction du mouvement , et s'il se confondait avec lui la déviation serait nulle. Dans tous les autres cas , la force déviatrice agira dans une direction perpendiculaire au plan qui passe par Taxe et par la tangente à la trajectoire.
La valeur de ^ dépendra donc de Tinclinaison ; la loi suivant laquelle elle agit nous est inconnue; mais on
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pourrait supposer, comme on Ta admis pour rincUnaison des surfaces planes , et cela jusqu'à ce que des recherches expérimentales nouvelles aient permis de l'apprécier plus exactement , qu^elle est proportionnelle au quarré du sinus de l'inclinaison.
Si l'axe de rotation n*est pas on des axes principaux du mobile , il changera de direction durant le trajet et variera suivant des lois connues; diaprés cela, on connaîtra à chaque instant la grandeur de la force déviatrice et sa direction et l'on pourra encore déterminer à chaque instant la position du mobile relativement à la trajectoire normale.
247 . Représentation du mou^ment réeî des projectiles. Pour re{Mrésenter le mouvement réel d^un projectile tiré sous un petit angle au-dessus de Thorizon,. Imaginons un plan qui soit toujours perpendiculaire à la trajectoire normale , qoi^ reste par conséquent sensiblement vertical , et dont un des points suive exactement la trajectoire et se meuve avec la même vitesse que le projectUe.
En traçant par ce point et dans le plan mobile une horizontale et une perpendiculaire à cette ligne, cette perpendiculaire restera dans le plan vertical de projection et le projectile, dans ses déviations, restera dans ce plan; sa position , relativement aux deux droites prises comme axes des coordonnées , indiquera donc les déviations verticales ou latérales et les déviations absolues. Le lieu des positions sur ce plan , sera la courbe des déviations. En marquant par des points , sur cette courbe , les positions du projectile à des intervalles égaux et assez rapprochés, on aura la représentation complète du mouvement.
Diaprés ce que nous avons dit, on voit que si Taxe de rotation du mobile est un des axes principaux d^inertie, la déviation se faisant constamment dans le même sens , la courbe des déviations sur le plan des coordonnées mo-
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biles , sera une ligne droite, et celle-ci ne sera autre que la trace du plan méridien perpendiculaire à Taxe de rotation.
En supposant que la trajectoire normale soit rectifiée et réduite à sa projection horizontale /les déviations rapportées à cette ligne seront avec les abaissements dus à la pesanteur dans le même rapport que la force déviatrice ^ i la pesanteur g. D'après cela , il deviendra très-facile de les déterminer.
Pour rendre les effets de ces déviations plus apparents et plus faciles à saisir, on peut les projeter sur le plan Lorizontal et sur le plan vertical passant Tun et l'autre par la trajectoire normale rectifiée. On choisira les longueurs du trajet pour abscisses et les projections pour ordonnées ; cellesci seront prises à une échelle plus grande que les abscisses , et la même que pour les coordonnées du plan mobile.
Pour compléter la représentation du mouvement d'un projectile , on devra tracer la trajectoire normale répondant aux mêmes abscisses et avec des ordonnées prises à une échelle plus grande ; celle-ci sera constante pour tous les projectiles tirés dans les circonstances qu'on regarde comme égales ; chacun d'eux ayant une trajectoire réelle partîculi^e et différente , sera représentée par une courbe particulière*
2(»8. Ca9 où la direction de taxe de rotation est variable» Si l'axe de rotation du mobile ne se confond pas avec Tun de ses axes principaux d'inertie , majeur ou mineur, et qu^on connaisse sa position par rapport à ceuxci et la grandeur respective des moments d^inertie, on pourra encore déterminer la loi des déviations. Ce problème, très-compliqué, a été traité analytiquement par Poisson^ dans certaines hypothèses et pour des cas parti-
^ Recberches sur le mouvement des projectiles dans Tair, en ayant égard à leur mouvement de rotation, par S. P. Poisson. —Journal dt Véçole polytechnique , 1839.
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culiers. Nous allons indiquer le moyen de le résoudre complètement par points, dans le cas général.
On divisera la trajectoire en intervalles déterminés ^^f..,^ égaux entre eux ou inégaux et en assez grand nombre , quatre ou cinq au moins. Pour chacun de ces intervalles on calculera les longueurs du trajet.
Ea partant de., la position de Taxe de rotation et delà vitesse de ce mouvement au sortir de la bouche â feu , on déterminera après chacun de ces instants la position de cet axe et cette vitesse. Les principes de la mécanique et les formules du mouvement de rotation des corps *y ou les considérations géométriques sur le mouvement de rotation^*, en donnent le moyen.
Cela fait, on tracera sur le plan des coordonnées mobiles ou plan des déviations, la trace du plan qui passe par la tangente à la trajectoire et par Taxe de rotation ; la perpendiculaire à cette droite sera la direction de la déviation initiale du mouvement de rotation ; si ff est la force déviatrice qui correspond â la vitesse de rotation dans le premier intervalle , •- gfl!* sera le chemin latéral parcouru ou la déviation après ce premier instant ; on portera cette quantité sur la droite ; la vitesse acquise dans cette direction sera ^^.
Sans h second intervalle /", et sans la force déviatrice, la déviation produite eût été ^^f '^ mais la force déviatrice agissant suivant une direction un peudiffêrente, que l'on connaît , et étant représentée par y, elle ferait , si elle était seule , parcourir au mobile un espace | y ^' ; le chemin réellement parcouru sera donné en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme consfroit sur ces deux lignes , ou , plus exactement , rextrémilé de
* Mëcaniqae de Poisson.
** TMori« An mouvement de rotation des corps , par M. Foinsot , ht à raeadémie des scieoces, en 1S34« •
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celte diagonale sera la position da mobile à la fin du deuxième intervalle.
La vitesse , à la fin de cet intervalle , sera donnée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit , en prenant pour côtés et sur les mêmes directions la vitesse ^i^ au commencement de cet instant, et la vitesse ^f qui serait acquise pendant cet intervalle par la force déviatrice seule. On continuera ainsi pour tous les autres intervalles.
On obtiendra un peu plus d^exactitude dans les résultats , en apportant à cette méthode les modifications déjà indiquées (146 9 147) , pour le tracé des trajectoires.
En projetant les points obtenus de cette manière , sur les axes des coordonnées verticales ou horizontales, on aura les déviations dans Tune et dans Tautre de ces directions.
249. Trajectoire dans le cas de plusieurs causes déçiatrices coexistantes. Si le projectile n'est pas projeté suivant Taxe de la bouche à feu, les écarts dus à cette circonstance seule auraient lieu suivant la ligne d'intersection du plan mobile des coordonnées avec le pian qui passe par l'axe de la bouche à feu et par la direction de la ligne de projection effective. Ces écarts seront proportionnels à la tangente de l'inclinaison et aux. distances de la bouche à feu. Les déviations qui résultent de cette cause, devront être ajoutées à celles des causes précédentes, si elles existent en même temps.
Si l'air n^est pas calme, le projectile sera soumis à Teffet du vent ; on déterminera les déviations qui en résultent, comme on Fa déjà indiqué (219 à 222) , et on les ajoutera à la composante horizontale des autres déviations.
En calculant de cette manière des trajectoires dans diverses hypothèses de vitesse et de direction du mouvement de rotation et en les comparant à celles qu^on
observe effectivement , on verra que ces déviations , dont quelques-unes sont trés-singaliéres, s'expliquent facilement par Texistence de ces diverses causes. Réciproquement, d'après les déviations observées on pourra déterminer les causes qui ont dû y donner naissance.
DES DIFFERENTES ESPÈCES «DE TIR
POD^AGB, VITESSeS BT TABX.BS DB VOL.
2.50, Des différentes espèces de tir, La trajectoire que décrit, dans Tair, un projectile d*un calibre déterminé et dont par conséquent le diamètre , la densité et le poids , sont renfermés dans des limites étroites , dépend essentiellement de Tangle et de la vitesse de- projection qu'on pe^t faire varier dans des limites trés-étendues.
Lorsqu'on se donne la vitesse en déterminant le poids de la charge de poudre, on doit déterminer l'angle de projection de manière à faire passer la trajectoire par le point à battre ; c'est le cas ordinaire des canons. Dans d'autres cas , comme avec les mortiers , on f e donne l'angle de projection, et Ton détermine la vitesse initiale, et par suite la charge de poudre que doit recevoir la ,bouche à feu pour l'imprimer. L'angle de chute , la durée du trajet, la vitesse du projectile au but et les autres circonstances du tir en sont des conséquences.
Dans d'autres cas ^ comme dans le tir plongeant destiné à frapper des objets cachés aux coups directs derrière les parapets dont on se couvre dans la défense des plaèes as-
siégéeS) Tangle de chute ou la position du point du terreplein caché que frappe le projectile après avoir effleuré la crête de ce parapet, est une donnée importante ; Ton doit , dans ce cas , déterminer à la fois la vitesse et l'angle de projection qui satisfont à ces conditions. Nous allons indiquer ; 1^ les moyens que Ton emploie pour donner à la bouche à feu TincIInaison voulue ; 2® les charges de poudre au moyen desquelles on obtient les vitesses initiales nécessaires ; 3^ la construction des tables de tir.
Pointage ^es boaches à fea.
251. Pêintage des bouches à feu. Pour pointer une bouche à feu , il y a deux conditions à remplir, savoir : i^ Placer Taxe de cette bouche à feu dans la verticale du point à battre ; 2^ lui donner l'inclinaison nécessaire.
Pour que cela puisse se faire , on a dû marquer à l'avance sur la bouche à feu, par des traits ou par des crans, la trace du plan qui serait mené par Taxe de la bouche à feu perpendiculairement aux tourillons qui sont eux-mêmes perpendiculaires à cet axe.
Les tourillons de la bouche à feu étant placés horizontalement , on amène la ligne qui joint les points ou crans de mire dans le plan vertical du but ; ensuite, on fait tourner la bouche à feu sur ses tourillons jusqu'à ce qutt Taxe , qui reste ainsi dans le plan vertical du point à battre, fasse avec l'horizon l'angle de projection voulu.
Les affûts des bouches à feu qu^on tire dans les sièges , et quelquefois celles de campagne , sont placées sur des plates-formes horizontales ou inclinées dans le sens du tir, ce qui place naturellement les tourillons horizontaux. Les
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bouches à feu de campagoe au contraire sont ordinairement sur le terrain naturel , d^où résulte que les tourillons sont souvent inclinés. De là , une cause d'erreur et la nécessité de la faire disparaître par une correction dans le pointage dont nous parlerons plus loin (264).
252. Pointage des mortiers. Les mortiers, que Ton tire ordinairement sous de grands angles de projection , sont placés sur des affûts peu élevés et derrière des épaulements d^'oû Ton ne peut généralement pas apercevoir le point à battre ; ils sont dirigés au moyen d^un fil-à-plomb et à vue , sur deux fiches dirigées à Tavance dans le plan vertical passant par le but , ou au moyen d'autres points fixes qui remplissent la même condition.
Ce procédé n^est pas susceptible d^une grande précision ; on en obtient un peu plus en faisant usage d'un cordeau tendu ou de points de repère tracés sur la plate -forme et qui permettent de rectifier le tir d'après le résultat des premiers coups. Néanmoins , les erreurs qui peuvent provenir de ce mode de pointer sont faibles en comparaison des déviations ordinaires qu^on ne sait pas éviter.
On donne au mortier l'inclinaison voulue au moyen d^un quart de cercle , divisé de degrés en degrés^ sur un plateau carré en bois portant un fiI>à-plomb suspendu au centre de Parc de cercle. Ce quart de cercle était autrefois partagé en douze divisions nommées ;7om^^^ d'où sont venues les expressions : donner le point, pointer, pointage.
253. Choix de V angle de tir. Le tir des mortiers a lieu sous des afigles qui dépendent de l'objet qu'on se propose, mais qui sont en général très-élevés , et on fait varier la charge de poudre de manière à obtenir la vitesse initiale et la portée nécessaire ; cette charge est variable suivant la nature et la qualité de la poudre, et suivant l'état de dégradation de Tàme du mortier.
On choisit Tangle de 60° quand on veut obtenir une grande vitesse de chute pour enfoncer des voûtes ou de forts blindages. On emploie l'angle de 50^ quand on veut que le projectile en tombant ne s*enfonce que peu dans le sol et que ses éclats produisent plus d'effets meurtriers à sa surface. Lorsqu^on veut que la bombe ne s^enfonce pas et qu'elle agisse comme les obus dans le tir plongeant, on tire les mortiers sous des angles de 15^ à lO*'.
LMnclinaisoQ la plus usitée est celle de 45^, ou un peu au-dessous, qui, à égalité de vitesse, donne la portée maximum. On regarde cette inclinaison comme donnant le minimum de déviation ; cette opinion n'est exacte qu'en ce qui concerne les déviations renfermées dans le plan vertical et provenant d^un écart dans la direction au départ ; mais elle ne l'est pas en ce qui concerne d^autres causes de déviation et les déviations latérales; celles-ci décroissant rapidement avec les durées des trajets, elles diminuent avec rinclinaison de la bouche à feu par suite de l'augmentation des vitesses initiales nécessaires pour que les projectiles aient la même portée. L'inclinaison à laquelle correspondent les moindres déviations , dépend aussi de la dislance du but , de sa forme , de ses dimensions et du sens dans lequel sont les plus grandes relativement à la ligne de tir.
Dans les applications des formules de balistique au tir des mortiers , il est important de tenir compte d'un relévement habituel de la bombe au-dessus de Taxe des mortiers ; l'observation nous en a prouvé Texistence , que confirme d'ailleurs la comparaison entre les portée^ , les angles de projection et les durées observées , et qui autrement présente des différences inexplicables.
Diaprés quelques observations directes sur des mortiers de 22"", nous avons (rouvé l'angle de relèvement moyennement égal à { de degré.
Pointage des canons et des obtésiers. Les canons
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et les obusiers sont tirés sous des angles variables ; ceux-ci vont quelquefois jusqu'à 15"* ou 16^^ quand on veut que le projectile arrive au but en plongeant derrière les masse» couvrantes et atteigne des objets qu^on ne peut pas découvrir directement.
Les canons et les obusiers portent deux crans , l'un sur la plate-bande de culasse, l'autre sur le bourrelet ou la plate-bande prés de la bouche ; la ligne qui les joint et qu'on nomme ligne de mire^ passe ainsi par les points les plus élevés et se trouve dans le plan qui serait mené par l'axe de la bouche à feu , perpendiculairement à celui des tourillons.
Les tourillons étant horizontaux , on dirige la ligne de mire sur la crête du parapet ; ensuite , on fait tourner la bouche à feu autour des tourillons , jusqu^à ce que Taxe ait Finclinaison voulue ; dans cette détermination , on doit tenir compte du relèvement habituel du projectile , au sortir de l'àme (212 à 214).
On mesure Tinclinaison au moyen d^un fil-à-plomb et d'un arc de cercle tracé sur une sorte de triangle évidé en bois , qui affecte ainsi la forme d'un sextan. Les divisions sont plus grandes que sur le quart de cercle employé pour les mortiers et on peut pointer avec plus de précision ; cette condition est plus importante dans ce tir, parce que une petite erreur sur Tinclinaison produit , dans les portées , une différence d'autant plus grande que la vitesse l'est elle-même.
Dans des expériences , on remplace avec avantage les arcs de cercle et le fil-à-plomb, par- une sorte de fausse équerre et un niveau à bulle d'air ; l'une des branches se place sur la bouche à feu ; l'autre , qui est mobile sur un arc de cercle ou sur une ligne droite divisée , est mise horizontale à l'aide du niveau à bulle d^air.
Pour avoir la véritable inclinaison de l'axe avec ces
ÎDslruments , il faut tenir compte de l^ioclinaison relative des génératrices de la surface extérieure sur laquelle on les applique.
Cette inclinaison .est mesurée par le rapport de la différence des demi-diamétres de deux cercles de la surface du renfort sur lequel on pose l'instrument, à la distance qui les sépare. Ces dimensions sont , en général , données avec exactitude , par les tables de construction des bouches à feu.
255. Pointage au moyen de la hausse. A Femploi du quart de cercle et à d'autres instruments dont le rayon des arcs divisés , toujours petit , ne donne pas une grande précision , on a substitué un procédé dans lequel la longueur de la bouche à feu sert de rayon, et où l'arc divisé en degrés, est remplacé par une petite règle divisée en parties égales.
Cette régie est placée à la culasse , sur le rayon de la plate -bande perpendiculaire à Taxe des tourillons; la quantité dont elle sert à le prolonger, s'appelle la hausse. Le rayon visuel qui part de Fextrémité de la hausse et qui est tangent au bourrelet dans les canons , à la plate-bande de la bouche dans les obusiers, est dirigé sur le but; cette ligne de mire fait un certain angle avec Taxe. Lorsque la hausse est déterminée pour la position donnée du but , on fait mouvoir la bouche à feu jusqu^à ce que le rayon visuel passe par le point à battre. Dans cette position , Taxe de la bouche à feu a l'inclinaison voulue , et la trajectoire passe par le même point.
Par ce moyen , une seule opération suffit pour pointer ; il en résulte , que le procédé est à la fois trés-expéditif et très-exact.
256. Relation des hausses et des angles de mire. Soit 0 (Fig. 52) le centre de la bouche à feu , OA le prolongement de Taxe, M le point â battre, P sa projection
sur rhorizontale OP ; soit OB le rayon du bourrelet , et DC celui de la culasse, situés dans le plan vertical de tir ; on mène MB ; celte ligne détermine sur le rayon DC de la culasse prolongé, un points F, et la hausse CF qui convient à la distance OM. Si le point I est Tintersection du rayon visuel BM avec l'axe prolongé OA, l'angle FID est l'angle de mire égal à l'angle FBC, BG étant mené parallèlement à Tase OD de la bouche à feu. L^angle de mire m est facile à déterminer, au moyen de Tangle de projection AOP = 9 , de Tangle d'élévation du but HOP = e, et de l'angle BMO = t , sous lequel le rayon de la culasse est vu du but ; car le triangle IMO donne FID = AOM + IMO , ou
On a déjà fait voir (95) que tant que les angles ne sont pas grands , c'est-à-dire dans le tir habituel des canons et des obusiers, l'angle de projection rapporté à la ligne qui va de Fa bouche à feu au but, est sensiblement indépendant de Félévation de ce but ; et , comme Tangle 1 est constant, cela revient à dire que si le point M s'élève, en restant toujours à la même distance du point 0 , et que Finclinaison relative AOM du canon reste la même , la trajectoire passera par le point M et que Fangle de mire FID restera aussi le même. Le rayon visuel FD devra donc constatnment passer par le point M, et on devra pointer de la même manière sur le point à battre M , quelle que soit son élévation.
Cette propriété précieuse rend simple et exacte le pointage au moyen de la hausse.
L'angle i est toujours très-petit , et on peut le négliger quand les distances du but sont grandes ; alors , Tangle m est directement donné par les formules qui se rapportent au tir (93, équat. 20 et 21).
Calcul des hausses. Comme ordinairement les
angles 9 et e sont trés-petits , on peut remplacer les arcs par leurs tangentes, et on aura
ou , en désignant par 9, Tangle de projection relatif et égal à ^ — e , on aura plus simplement
laogiTi = tang^i -f- langt.
Si Ton nomme r le demi-diaraétre OB du bourrelet, R le demi-diamétre DC de la culasse , H la hausse CF, / la distance des deux cercles, a la distance du but, oi> aura
tangm = — -— , et sans erreur appréciable , tang? = - . d'où Ton tirera
~ = lang<p, + -,
et
H = aang<f., — (R — r) + r-.
Quand la distance a du but sera grande , et qu'en conséquence on pourra négliger r-, on aura simplement H = /iang<^, — (R — r).
Les dimensions / et R — r sont données par les tables de construction des bouches à feu , et sont observées rigoureusement dans Texécution. On pourra donc, pour chaque bouche à feu , dresser une table de la relation des hausses H , aux angles relatifs de tir <^, = 9 — e , elle sera ainsi indépendante des distances.
En y joignant , comme petite table de correction , les
valeurs de r- , calculées pour quelques distances , on aura a
la valeur exacte de la hausse.
En parlant de la valeur de 9, ou 9 — - « , déjà donnée
(93, éq. 20), et qui est tang(? — «) = ~\{a, V), la formule des hausses sera
H = /. ^4(a, V) - (R - r) + ri, OU plus simplement, pour les grandes distances ,
H = /.£4(«,V)-{ll~r).
258. But en blanc. Lorsque pour les dimensions R , r et l de la bouche à feu, la charge que Ton emploie, et la distance a du but, Tangle ^. ou ^ — e est égal à m, alors H est égal à zéro , et le pointage s^exécute en visant par les sommets des cercles de la plate-bande de culasse et du bourrelet. Ainsi (Fig. 52), le rayon visuel qui passe par les points C et B va rencontrer la trajectoire en m ; la distance Bm = a est celle qui satisfait à . cette condition. Dans ce cas, on dit qu'on pointe de ùut en blanc; Om est la distance du but en blanc relative à la bouche à feu, à la charge et aux autres conditions du chargement , Fangle CBG que fait CB avec Taxe est \ angle de mire naturel, et la ligne CBw est la ligne de mire naturelle; par opposition, les autres lignes de mire sont dites lignes de mire artificielles.
La ligne CB et la trajectoire ont un premier point d^intersection en n , très-prés de la bouche à feu , et qui se confond presque avec le point I , sur Taxe OA. Ce point est à considérer dans le cas du tir des canons à trèspetite distance. La seconde intersection m seule détermine la position du but en blanc.
259. Quantité dont on doit viser au-dessous du but , pour l'atteindre. On peut apprécier Tinclinaison de la bouche à feu , en déterminant la quantité dont il faut viser au-dessous du but pour l'atteindre.
Si , pour trouver cette quantité , on abaisse du point M
une perpendiculaire MQ sur le prolongement BQ de GB parallèle à Taxe, cette ligne sera parallèle à DF, et elle coupera la ligne de mire naturelle CB en ^ ; la similitude des triangles M^B et BFC donnera M^ : CF ! ! BQ : BG ,
CF BO
d'où M^ = ^^ . Or, dans les limites où Ton peut
pointer ainsi , BQ ne diffère pas d'une manière appréciable de OM ou de a, et tHg représente la distance du point visé au but ; en rappelant Q , CF étant la hausse H, on aura
Si à la hausse H on substitue sa valeur en fonction de la distance qui est H = /. ^4 (a , V) — (R — r^^r^- ^ on aura
260. Hofisses négatives et quantités dont il faut pointer au-dessous du but pour l'atteindre. Si la distance du point à battre tel que m, était moindre que celle du but en blanc, le rayon visuel qui passerait par le sommet du bourrelet viendrait rencontrer le cercle de la culasse au-dessous de la plate-bande ; dans ce cas la hausse serait négative et l'on ne pourrait pas s^en servir pour pointer. II faut alors viser au^essous du but d'une certaine quantité pour Tatteindre.
Le sens de la hausse est indiqué par le signe moins, et sa grandeur est donnée par la même formule que précédemment ; en faisant Q, = — Q , elle aura pour expression
elle conservera avec les hausses négatives la même relation que précédemment , en faisant H^ = — H , on aura
Q. = H.j; aux distances de la première et de la seconde intersection
de la ligne de mire et de la trajectoire , on aura Q, = 0 , et on pointera directement- Ces dernières considérations s^appliqaent partiodiérement au tir des armes à feu portatives.
261 . Observations relatives au relèvement duprqjectile et à la position du point de chute sur le terrain. Dans le calcul des hausses , on devra tenir compte du relèvement moyen des projectiles au-dessus de l'axe de Tàme (212 à 214). Il a pour résultat d^augmenter d^autant Tangle de projection «t Tangle de mire, ou, ce qui revient au même, tant que les angles restent petits , la tangente trigonométrique de l'angle de mire est augmentée de la tangente f de cet angle de relèvement; par suite, on doit diminuer la hausse H de r. /, ou regarder R comme augmenté de cette même quantité , comparativement à ce qui aurait lieu sans ce relèvement.
' Lorsque le point que frappe le projectile est sur le terrain , Tangle 9 — t doit être compté par rapport à ce point, et il y a lieu de tenir compte de sa position au-dessous de l'horizontale qui passe par le centre de la bouche à feu , et qui rend alors i négatif sur un terrain horizontal.
262. Cas où la ligne sur laquelle on compte les hausses est inclinée* — Arrondissement du bourrelet. -^ Crans de mire. Nous avons supposé que la hausse était comptée à partir du derrière de la plate-bande de culasse, et perpendiculairement à Taxe de la bouche à feu. Lorsqu'on applique la hausse sur la génératrice de la surface ironc-coiiique du cul-de-lampe , celle-ci étant un peu inclinée , les hausses se trouvent par cela même réduites ; pour les ramener à la grandeur qu'elles doivent avoir, il Caut les multiplier par la sécante de l'inclinaison.
A mesure que l'on prend des hausses plus grandes et que la ligne de mire s'incUne davantage, le rayon visuel ne passe plus par le même point du bourrelet, il s^élève au-dessus ; rinclinaison du canon est donc un peu trop faible, mais la
différence est extrêmement petite et peut être négligée, surtout quand Târrondissement est &it avec un petit rayon.
On compte ordinairement la distance l des demi-diamétres , à partir du derrière de la plate-bande de culasse \ on doit remarquer qu^alors la présence d^un cran de mire pratiqué dans cette plate-bande , permet de faire passer le rayon yisuel par la circonférence supposée continue du bord postérieur de cette plate-bande ; autrement , le rayon visuel partirait de l'extrémité antérieure de la plate -bande, et, dans le tir de but en blanc , il faudrait tenir compte de la diminution de la valeur de /.
Les crans de mire servent essentiellement à donner la direction ; l'inclinaison se donne comme si les surfaces des plates-bandes du bourrelet n^étaient pas interrompues.
263. Pointage par rabaissement de la culasse. On détermine aussi l'inclinaison de la bouche à feu , par le mouvement d^un point de la plate-bande de culasse, ou mieux de Pextrémité du bouton de culasse, au-dessous de la position du but en blanc.
On doit remarquer qu^aprés avoir pointé de but en blanc, c''est-à-4ire qu'après avoir dirigé la ligne de mire CB (Fig. 55) sur le point à battre M, H étant la hausse CF qu'on aurait dû employer, on doit encore faire tourner la bouche à feu autour de ses tourillons jusqu^à ce que la ligne FB vienne en CB dans le ptolongement de BM \ par suite , on verra que Tangle que doit décrire la bouche â feu autour de ses tourillons est égal à FBC ^ dont la tangente est sensiblement
égale à y*
Soit T le centre des tourillons, C l'extrémité du bouton ,^ et T6 = T leur distance ; si TK est la position que doit prendre la ligne T6 , l'angle ÛTK devra être égal â l'angle
FBC , et on aura sensiblement GK = 7 '•
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Poar obtenir cette position , on place une régie divisée assez longue suivant GL , perpendiculairement à GT ; le point L étant fixe , la longueur de la régie sera diminuée
HT de — ; et, après Tavoir remise en place , on fera tourner
la bouche à feu jusqu^à ce que le point G soit arrivé ea K, sur le nouveau point de division de la régie. Les petites erreurs qui proviennent de la manière dont oa compte les angles , peuvent être négligées y parce que les inclinaisons sont fort petites. C'est un procédé commode, qui permet de continuer à pointer la bouche à feu en la remettant à chaque coup dans la même position , et sans viser de nouveau ; il s^applique aussi bien en-deçà qu^audelà de la distance du but en blanc. Il présente un grand avantage la nuit, par exemple, avec des bouches à feu placées sur des plates-formes solides.
264. Inclinaison des tourillons; erreur et correction dans le pointage. Dans le pointage au moyen de la hausse , on a supposé que les tourillons étaient horizontaux ; s^ils ne le sont pas , on commet une erreur qa^on peut calculer, et dont on doit corriger le pointage.
On suppose que dans la bouche à feu (Fig. 54) dont Taxe DO est prolongé suivant OD', (a) représente la projection sur un plan parallèle à la fois à l'axe des tourillons et à celui de la bouche à feu , (b) une projection perpendiculaire à Taxe des tourillons , et par conséquent parallèle à l'axe de la bouche à feu , (c) une projection sur un plan perpendiculaire à Taxe de la bouche à feu ; soit OB le rayon à la bouche, et D à la culasse; on mène, par le cran de mire B du bourrelet, une ligne parallèle à l'axe ; elle coupera le plan de la culasse en un point G ; G étant le sommet de la culasse , GF sera égal à la hausse H qui convient à la distance a. En prenant sur la ligne de mire BM = a , on aura un point de la
trajectoire. Soit toujours R et r les rayons DC à la culasse et OB au bourrelet , et 9 — c Taugle de projection relatif.
Si on imagine que la bouche à feu tourne autour de Taxe de Pâme, et que le tourillon de gauche s'élève de telle sorte que son axe fasse un angle et avec la position primitive et horizontale (c) ; la trajectoire ne sera pas changée, ni le point d'intersection I, ni le point touché M ; mais , la ligne de mire le sera ; le point G sera en 6' {a) , {c) , le point F en F, le point B en B', le point M à l'extrémité de la ligne de mire aura décrit un arc de cercle MBF {c) , Tangle MDBF {c) sera égal à dL\ de sorte que pour que le point frappé soit encore M , le point visé doit être M'. Par conséquent , le point qu^on doit viser, sur un plan perpendiculaire à Taxe , doit être sur la gauche d'une quantité égale à la perpendiculaire HT, et plus haut, d'une quantité égale â MP.
Si l'on nomme b la distance 01 de la bouche à Tintersection de la ligne de mire avec Taxe, et que l'on remarque que OB et DC étant parallèles, on aura 01
: BG : : OB ; gf, d'où oi = 2%^, ou b=^2'J^+^^
D'I . FG
Ton aura aussi IVM 1 DTi ; ! FG : BG-, d'où ^^
= D'M ou son égale DM (c), or, Dl = a — ô, on
aura donc
(a-5)(RT + H)_a(H + R-r) DM= j ^ r,
de là, on déduit pour Terreur dans le pointage, ou la correction horizontale B = tSHf, et, l'erreur verticale étant e = PM, en remarquant quePM = DM (1 — coset) = DM, 28in*{«, on aura
la valeur de j étant ordinairement d'un très-grand nombre
d^unités, on pourra négliger r devant ^r^ et on aura plus simplement
B = j(H4-R — r)8ina, e= j(H + R — r)2iîn»ia.
En remplaçant, dans ces expressions des erreurs de
H + R — r pointage ou dans les corrections , j , ou son égale
(257) tang((p — e) -l- -, par sa valeur en fonction de la
distance (93 , équat. 20) , on aura , pour la correction horizontale
et pour la correction verticale
On voit par là , que l'erreur que Ton commettrait , par suite de la non horizontalité des tourillons^ est proportionnelle à la tangente de l'angle de projection ; elle est de plus proportionnelle au sinus de Tinclinaison des tourillons , dans le sens horizontal , et au quarré de ce sinus , dans le sens vertical.
Diaprés l'expression en fonction de la distance, et en remarquant que 4(^9 V,) croit avec a et avec V, et que
h est égal à ^, on voit que les erreurs croissent plus rapidement que les quarrés de ces distances ; elles décroissent quand les vitesses initiales augmentent , mais moins rapidement «que le quarré de ces vitesses.
Dans les limites des incUnaisons qu^on peut admettre pour les tourillons, Ssin'et sera beaucoup plus petit que âin « ; de sorte que les erreurs en hauteur mesurées sur le
pian vertical, sont beaucoup plus faibles que les erreurs en direction ; mais , si l'on compte les erreurs en portée , sur le plan horizontal , en remarquant qu'elles seraient égales aux premières divisées par la tangente de l'angle de chute , on verra qu'elles seront au contraire généralement exprimées par des nombres plus grands que les premières , quoique beaucoup moins importantes pour Teffet des armes.
On reconnaîtra le degré d'importance de ces corrections, par un exemple particulier. Ainsi , pour le canon de campagne de 12, à la distance du but en blanc, on aura a = 525-, R = 0'»,169 , r = 0-,1535 , / = 2»,086. Supposons et = 10®, Terreur horizontale sera l'*,56 , ou environ 0™,15 par degré d^inclinaison des tourillons.
Dans le sens vertical. Terreur sera O'^jiSG, et sur le terrain horizontal elle correspondra à environ 5"^.
Si Ton mesure Tinclinaison par la difTérence de niveau des roues de Tafifiàt et supposée 0'',10 sur leur écartement
qui est i^^l^^j on aura sinet = jjsr^ J Terreur horizontale
sera 0"',52. G^est , environ 0'",05 par diaque centimètre d^élévation
On aurait sensiblement les mêmes résultats pour le canon de 8 sur TafRkt de campagne.
265. Conditions qui fixent la distance du but en blanc. Quand Ton fixe les dimensions des bouches à feû , on est maître de la différence R — r, et par suite de Tangle de mire ut et de la portée du but en blanc , pour une charge de poudre donnée. Cette dét^mination a une grande importance pour la fiidlité du pointage. On s'est longtemps attaché à régler Tangle de mire naturel , de façon que la portée de but en Uanc fût égale à la distance ordinaire du combat, et on Ta ainsi fixée de ft50- à 600" pour le tir des canons suivant leur calibre, et aux charges ordinaires de guerre. Ao-ddà de ces distances, on donne Tincli-
naison avec les hausses sans difficulté ; en deçà , on doit pointer en visant d'une certaine quantité au-dessous du but. Il arrive par là , que dans une grande partie de l'intervalle ^ cette quantité est plus grande que la hauteur du but , et que Popération devient très- difficile, souvent même impraticable contre des hommes ou des cavaliers placés sur un champ de bataille , ou contre les épaulements dés tranchées dans les sièges ; cette quantité est de S^'^GO avec les canons de campagne , et de 4™ et 5** avec les canons de siège , à la charge du ^ ou de ^ du poids du boulet.
Dans les nouveaux obusiers on s'est imposé , en France , la condition qu'on n^eût jamais à pointer au-dessous du but d'une quantité aussi grande que la hauteur de ce but, de manière qu^en visant au pied , on pût toujours atteindre l'objet. Au-delà de la portée de but en Uanc, les. hausses sont par là un peu plus grandes, mais cela ne présente qu^un très-faible inconvénient.
La portée de but en blanc d^une bouche à feu augmente avec le poids de la charge de poudre et avec les modifications qui augmentent la vitesse. Elle diminue avec les changements en sens contraire.
La portée de but en blanc des fusils des modèles antérieurs à 182^0, était de ISO*", le fusil sans baïonnette ; lorsque le fusil avait sa baïonnette , la ligne de mire devenait àpeu-près parallèle à Taxe du canon ; par suite il fallait toujours viser au-dessus du point que l'on voulait toucher.
Dans le fusil adopté en 1840, la distance du but en blanc a été portée à ISO" ; pour atteindre au milieu du corps un homme situé à une distance plus petite, on n'a pas à viser plus bas que les genoux, et l'on n'a pas à viser plus haut que la coiffure aux distances plus grandes, du moins jusqu'à celles où le tir conserve encore. assez d'efficacité. Dans ces limites, on n^a jamais besoin de hausses.
Avec les carabines actuelles des troupes à pied , et avec
les carabines à tige qui conservent une grande justesse à des distances beaucoup plus grandes , on fait usage d^une hausse particulière fixée sur Tanne.
Vitesses initiales.
266. Vitesses initiales imprimées aux projectiles, à l'aide de la poudre, dans les bouches à feu. La vitesse initiale que doit posséder le projectile au point de départ que Ton considère peut lui être imprimée par divers moyens. Telles ont été les anciennes machines de guerre , Tair atmosphérique comprimé dans les fusils à vent, la vapeur d^eau à une grande tension, etc. ; telle est maintenant la poudre enflammée dans les bouches à feu ou dans les armes à feu ; nous ne nous occuperons que de ce dernier moyen, actuellement en usage et susceptible d^imprimer de très-grandes vitesses aux projectiles.
La vitesse initiale ne dépend pas seulement de la nature de la poudre, du poids de la charge, mais encore du mode de chargement. Le mode de chargement doit être approprié aux circonstances et aux conditions qu'il importe le plus de remplir. Telles sont : avec les bouches à feu de campagne , la facilité d'exécution dans le tir et la conservation des munitions dans le transport; avec les canons de siège tirés à grandes charges, la moindre dégradation dans le tir ; la possibilité de tirer au-dessous de l'horizon avec les canons de siège et de place ; la régularité des vitesses pour le tir à feu plongeant des canons et des obusiers tirés alors à faibles charges.
Pour qu^on puisse faire l'application des formules balistiques à la pratique , on doit connaître dans chaque cas
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le poids de la charge de poudre qui peut imprimer au projectile la vitesse déterminée et indiquée par les formules; et réciproquement, la vitesse initiale qui résulte d^une charge de poids donné d'une poudre déterminée.
Les résultats qui suivent, proviennent d^expériences fiâtes au moyen du pendule balistique avec la poudre ordinaire de guerre et des bouches à feu en trés-bon état ; ce sont les vitesses initiales , c'est-à-dire les vitesses à la bouche des canons ou des obusiers ; ceux qui se rapportent aux canons de l'armée de terre résultent des expériences &ites à Metz, de 1836 à 1840*, les autres résultent des expériences faites à Lorient, de 1842 à 18&6^«
Les résultats particuliers , c^est-à-dire les vitesses qu'on obtiendra dans chaque cas, avec les bouches à feu et les projectiles de même calibre, et avec des charges de poudre de même poids et de nature à-peu-prés égale , pourront différer d'un coup à Tautre suivant l'état de cette poudre ; ce sera là un des éléments qui feront varier les vitesses de quantités notables , et que Ton ne peut pas préciser ici ; on se contentera de dire qu^on ne doit pas estimer l'augmentation ou la diminution des vitesses initiales dans le tir du canon et des obusiers diaprés celles qu^on déduirait des portées du mortier éprouvette (75, et 12), comme Font enseigné jusqu'à ces derniers temps Lombard et plusieurs autres auteurs.
* Arcbires de rartillerie , au dépôt central ^ hnilième rapport de la commiisioD des principes du tir*
** Ezpëiiences d*artillerie eiëcutëes à Lorient, )i l'aide da pendule tialiitique-, Paris, 1847.
POINTAGE y VITBSSES £T TABLES DE TIR.
267. Tableau des vitesses iniiialet des boulets, mesurées au pendule balistique.
CANOIfS DB 8IÉGB
de 34. de 16.
aU«OS. TIT.
kg
0,1IS 0,S80 0,800 0,780 i.OOO l.SSO i,BOO 1,780 S,000 S,S80 S,800 8,000 8,800 4,000 4,800 8,000 8,800 6,000
IM
19S S46 S89 ZVi 80S BS9
CHAKQB. VIT.
0,06S 0,1SS 0,800 0,667 0,780 1,000 1,S80 1,833 1,800 1,780 S,000 S,S80 1,800 S,667 3,000 8,800 4,000
CANONS DB PI^ACB
de 12« de 8
CHABOS. VIT.
OlAKOB. TIT,
k». 0,031 0,062 0,1 S8 0,S80 0,883 0,378 0,800 0,6S8 0,667 0,780 0,878 1,000 1,1SS 1,S80 1,553 1,800 1,780 S,000
CANONS BB CAMPAGNB
de 12. de 8.
GHAkOB. TIT.
kg.
CHABOS VIT,
kg.
Dans les canons de siège et de place , la poudre est renfermée dans une gargousse en papier ; on met un bouchon de foin sur la poudre et un autre sur }e boulet. Dans le chargement des canons de campagne , la poudre est renfermée et tassée dans un sachet en serge, le boulet est ensaboté. Les poids marqués d'un astérisque (*) sont ceux des charges ordinaires de guerre.
Vitesses initiales des ohw tirés avec les ohusiers de siège , de campagne, de montagne et de côte.
oBuaa »■ a» c.
01mfd««3k
avec t
CHABOS. YITBMS
0,S50 0,875 0,500 0,780 1,000 l.SSO 1,800 S, 000
Obatde ii]i,aoo ensaboté.
CBABOB YtTBSiB.
ltl,9 144,5 184,8 SS0,6
ns,o
osonai M i6 c
Obnt de 1 (1^)300 nun
kg.
o,soo
mi • 74,4
USUSIU Dl l5 C.
Obuade ^k,^oo «nsabote, la
CHAaOB TtTU».
Oboj eniaboté
Cbaiigv «B Mefaet avec tampon.
Obus à baUe* de i5k,5uo.
CBAaol TITCMB
OBUuea DB c6tb.
Obiu eniaboté, Mchet avec tampon.
lk,500 3k 000
Oba« à iMillet deiik.
bouletde isk,o5
Obus de lie.
de4k,»8oenMb
Obtu de aak^o non enaaboté.
CnlBQB.
CANON DE
manif roulant.
Charf»
«If*
268. Formule des vitesses initiales en fonction du poids des charges de poudre. Les tableaux qui précédent donneront les vitesses des projectiles en usage aux diverses charges de poudre ; mais, quand on fera varier le poids de la charge de poudre, le poids ou le diamètre du projectile, ou qu'il sera question de bouches à feu ayant des diamètres ou. des longueurs d^àme différentes, la vitesse variera. Nous donnons ici une formule qui re* présentera assez exactement les variations de la vitesse , quand on partira d'une vitesse connue et d'une charge donnée , au moins dans certaines limites.
Soit C le calibre de Tàme , L sa longueur, 2R le diamètre du projectile , P son poids , et m ce poids augmenté de celui du chargement , non compris la poudre ;
/u le poids de la charge de poudre, M le poids de la poudre de densité ordinaire non tassée qui remplirait Tàme et qui sera M = '^C'LD, en représentant par D cette densité qu'on fera égale à 840^, le métré étant pris pour unité ; soit y un coefficient qui dépendra de la qualité de la poudre , et lo^ exprimant les logarithmes des tables ordinaires; la vitesse Y du projectile sera donnée par la relation fondée sur la théorie du mouvement des projectiles dans les bouches à feu^,
à la place de — gj-* on pourra substituer 2 — j— , qui
n^en diffère pas sensiblement.
On déterminera y d^'aprés Tun des cas qui s^en rapproche le plus , et on aura
'^ logï
On en déduira ensuite la vitesse pour le cas dont il s^agit. Avec les poudres ordinaires de guerre , et pour les obusiers de siège et de campagne, à chambre pleine, on trouve par exemple y = i 000 000 ; avec Tobusier de montagne qui est à la limite inférieure des grandeurs, oudiy = 900 000; la valeur de ;. monte jusqu'à 1 200000 avec les canons. Avec le fusil et la poudre ordinaire de guerre , eOe est 700 000 environ. Ces nombres ne peuvent
* Cours d'artillerie de M. le colonel Piobert ; appendice , $ III , par M. le chef dVicadron Bidion. Lithographie de Tëcole d'application , en 1846.
être regardés que comme approximatif , et varient avec la nature de la pondre.
gin.
Des divers genres de tir.
269. Des divers genres de tir. — Tir de pleinfouet. On distingue divers genres de tir, suivant les effets qu'on veut obtenir.
Le tir direct appelé aussi tir de plein-fouet, s^exécute ordinairement avec de fortes charges, pour oblenir de grandes vitesses initiales, diminuer les déviations (Sect. IX^ § IIJ, augmenter ainsi les chances d^atteindre, frapper avec plus de force, et produire par conséquent plus d'effet; G^est celui qu'on emploie particulièrement avec les canons , quand on se propose de frapper un objet qu'on peut apercevoir ; il peut 6tre employé à des distances d'autant plus grandes que le calibre est plus fort et la charge plus grande ; celle-ci cependant ne doit pas dépasser le tiers du poids du boulet ; au-delà de cette charge on a à craindre la dégradation rapide des canons. Il n'y a d^exception que pour le tir en brèche , qu'on exécute à très-courte distance et à des charges plus fortes , mais qu^on limite néanmoins à celle de moitié du poids du boulet. D'après les résultats d'expériences spéciales &ites en i%kl^ sur ce genre de tir, il parait même possible de réduire cette charge comme dans les autres circonstances , au tiers du poids du boulet.
Le tir à grande vitesse , qui produit des trajectoires très -étendues et s^élèvant peu au-dessus du sol, présente cet avantage , qu^une petite erreur dans Testimation de la distance , ne conduit qu^à une très-petite différence dans l'angle de projection , et à une très-petite élévation du projectile au-dessus du point à battre; par suite, elle
n'empêche pas de frapper un objet d'une certaine étendue verticale , ni ceux qui sont devant ou derrière. De plus , si le prpjectile rencontre le terrain en avant de Tobjet à battre , il ricoche suivant un angle peu élevé et frappe avec une vitesse encore assez grande pour produire les effets destructeurs qu'on doit en attendre.
Quand un objet est placé sur un terrain favorable au ricochet, il vaut mieux chercher à atteindre le pied de cet objet que le milieu ; cet avantage est surtout prononcé lorsquHl y a de Fincertitude sur la distance ; on conserve ainsi les chances de frapper par ricochet , et de plus , la vue des points de chute sert d'indication sur la distance et permet de rectifier le pointage aux coups suivants.
L^avantage de ces ricochets est assez grand pour que sur un champ de bataiUe où Ton est très-incertain sur les distances et quand le terrain est favorable au ricochet, on tire à dessein sous un angle trop faible pour frapper le but directement. De cette manière , le projectile parcourt , en faisant des bonds peu élevés , tout l'espace sur lequel peuvent se trouver des troupes. Ce genre de tir est appelé tir parallèle au terrain.
270. Tir à feu plongeant. Le tir à feu plongeant, appelé aussi tir à ricochet, est destiné à faire pénétrer, derrière un parapet , sous une certaine inclinaison au-dessous de Thorizon , un projectile qui effleure la crête du parapet , et de cette manière frapper des objets que cet épaulement couvre au feu direct et garantit ainsi des effets du tir de plein-fouet. Si le projectile frappe le terre-plein sous un angle assez petit, il se relève sous une faible inctinaison et peut parcourir, sans «'élever beaucoup, une longue branche d'ouvrage dé fortification et frapper ainsi les objets qui s'y trouveront placés. Mais, on. ne doit pas compter souvent sur autant d^efficacité, parce que rarement un projectile pourra ainsi ricocher sur une branche d'ouvrage; le dé-
fenseur a en général la précaution d'y établir des traverses en terre pour couvrir les bouches â feu et les hommes qui y sont placés. €e genre de tir aurait néanmoins pour effet principal de détruire ces traverses.
Pour pouvoir pénétrer dans Tespace compris entre lé parapet et les traverses , le projectile doit arriver en efOeurant la crête sous un angle assez grand au-dessous de Thorizon.
On regarde l'angle de iO** comme la limite de ceux sous lesquels le projectile ricoche sûrement ; c'est une limite supérieure d'^inclinaison à laquelle on s^arrète généralement ; elle est telle , qu^avec les hauteurs ordinaires des parapets et des traverses, on laisse peu d'espace à Fabri des projectiles. Si , pour plonger plus prés du pied de la masse couvrante , on voulait augmenter Tangle de chute, on serait forcé d^augmenter l'angle de projection, et par suite, de diminuer la vitesse initiale. Oe là , insulteraient des effets de choc moins considérables et surtout des déviations plus grandes et par conséquent de moindres chances d'atteindre ; en un mot , moins d'efficacité dans le tir.
Au contraire , à mesure qu'on emploie une vitesse initiale plus grande, et par suite, un angle de projection plus petit , l'angle de chute diminue et le projectile rencontre le terrain à des distances de plus en plus grandes de la masse couvrante ; il laisse plus d'espace à Tabri de ses atteintes, mais ses déviations diminuent, et il frappe avec plus de force ; on s^arréte ordinairement à la combinaison d'angle et de vitesse de projection qui , sur une des plus longues branches d'ouvrages, &it tomber à son extrémité le projectile qui effleure la crête du parapet. On peut prendre, pour, fixer ces limites, un parapet de 2°',27 de hauteur, et une longueur de 100*° d'un terre-plein horizontal à hauteur de la bouche à feu.
Avec des terre*pleins et des parapets plus élevés, des branches inclinées vers la place ou moins longues , l'angle
de chute sera phis grand ; celte limite donne ainsi le ricochet le pins tendu; Tautre donne au contraire le ricochet le plus mou. C'est entre ces limites qu'on se tient ordinairement , et l'on doit choisir la combinaison qui donne le tir le plus ei&cace.
Pour obtenir des effets plus complets contre un même ouvrage , on emploie concuremment le tir A ricochet tendu qui permet les grandes vitesses, afin de détruire les parapets et les traverses, et par là découvre les objets qu'ils sont destinés à garantir, et le ricochet mou qui laisse moins d'espace à Tabri des atteintes du projectile.
Le tir à feu plongeant peut encore être limité par la construction de la bouche à feu, c'est-à-direjpar l'inclinaison qu'on peut lui donner sur son affût.
On a donné (89 et 90) le moyen de déterminer Tangle «t la vitesse de projection , qui permettent de faire passer Je projectile à hauteur de la crête du parapet d'un ouvrage et par un point donné du terre-plein, ou par cette crête sous une inclinaison déterminée. Ces formules serviront à dresser des tables de tir.
On détermine aussi les limites des hauteurs où le projectile peut arriver sous une inclinaison donnée , [lorsque le plus grand angle de projection qu!on peut employer est connu diaprés la construction de la bouche à feu et de rafi&t.
271. Limite des hauteurs auxquelles le tir plongeant est encore possible, sous un angle de projection déterminé. Soit ^ le plus grand angle de projection au-dessus de l'horizon qu'on peut obtenir de la bouche à feu montée sur son affût, a la distance du but, b la hauteur maximum qu'il peut avoir, pour que Finclinaison de la trajectoire en ce point soit 6 ; appelons Y la vitesse initiale cherchée , et conservons les autres notations adoptées jusqu'ici (5K et 8i).
L'équation de la trajectoire étant y = ortang^ —
iXcM^'^C^' V,), pour que la trajectoire passe par le point dont les coordonnées sont a et ^ , on devra avoir
4 il COB ^
Tinclinaison de la trajectoire à la distance a devant être 6, on aura
(2) t.og9 = ung,--^4'(».V.); observant que V, = Vcosp et V* = 2<fh, on aura
~(ung.? - «"89)73- = -PC". V.); mettant à la place de ^-'i^^ V,) , son développement (58) en F'- > F' 2^ et •;: ; ordonnant par rapport à -^ , fai-
sant --(tangç — tangS) •= Q' ; faisant encore comme on Ta déjà lait (90 et table X) f(^) — f(^) = n et
n — [ï^fâc) — M = *" j ^^ *^* ^^6 équation du second degré, dont on ne prendra que la valeur positive qui sera
Il = ^ + v^^ ( " V'
connaissant ainsi -^, on aura la valeur de Y, qui est
r^'côsô' ^^ *'®^ servira pour en tirer la valeur de 4(^> V,) Ttable Xin) , et par suite celle de 6 , au moyen de Téquation (1) b = «tangcp — j;j^^4(a, VJ.
272» Simplification, On peut arriver plus facilement à
la valeur de ~ , en mettant l'équation (2) sous la forme
l^iZil^Q. ou —1 = \/ZZZZZ,
/L)' V^4'(«,V0 ^ r>(tang<p-lange)'
et en essayant successivement, au moyen de la table XIII, plusieurs valeurs de — ^^ jusqu^à ce qu^on soit arrivé à
deux valeurs consécutives, qui comprennent celles du second membre.
Si l'on avait à répéter cette opération un grand nombre de fois, il y aurait avantage à dresser une table des
valeurs de ' ■ ■ , pour diverses valeurs de -- et de - >
comme on l'a fait, table XVI, pour la fonction ^C^j V,). Cette observation s'applique également à la solution de ce problème (90) , faire passer le projectile par un point donné , sous une inclinaison déterminée ; car, en mettant l'équation à résoudre sous la forme
d'où
T . _ 1/ S^ra
V^2>|/(x,V,)-4(:r,VJ r'(laDge — tangO)'
on formerait une table des valeurs du premier membre^
pour un certain nombre des valeurs de - , cfombinées avec
celle de -^ et analogues à la table XVI ; cela fait , pour
chaque cas particulier^ on n'aurait qu'à (feuler la valeur du second membre et chercher dans la table, pour la
valeur donnée de - , et au moyen des parties proportion-
nelles , quelle est la valeur de -^ correspondante. De là ,
on aura Y et ensuite tangç), en déterminant (93) Tangle de projection qui fait passer la trajectoire par le point donné.
On remarquera que généralement le projectile devant être dans la branche descendante de la trajectoire , 6 sera négatif.
273. Limite de la hauteur à la quelle on peut, en rasant la crête âCun parapet, toucher un point déterminé du terre-plein. LMnciînaison sous laquelle un projectile doit plonger dans un ouvrage de fortification , peut être définie par la position d^un point du terre-plein, relativement à la crête.
Soit A la distance horizontale du second point au premier, et A sa hauteur relative au-dessous du premier ; la condition que la trajectoire passe par ces deux points, donnera, en faisant a' = a + «,
(3) b = aung<|i — — — _-4(a, V.);
(4) 4 - ^ = o'tang.f - .-r^ + («'. V.) ,
d^où l'on déduit, en soustrayant membre à membre , pour éliminer 6,
p^[a a-^iaDgs» 4Acos»^ ^ 4AcoV<ï> '
ou, en remplaçant h par sa valeur ^,
En observant l'analogie qu'il y a entre la forme de
cette équation et de ceUe qui a été déjà donnée pour un
cas semblable (89), on verra, qu'en développant les
valeurs des fonctions 4(a, V,), 4(«'> V,), en conservant
les notations d^à données (87) ,N=:F^— F^,M = N
et en faisant Q" = — (0 + ettang^), on aura une équation
du second degré en -^ ; en ne prenant que la valeur positive, on aura:
--a'FÎ
Ayant ainsi la valeur de ^, on aura celle de Y qui est
'r ' côsî > ^^ *'®° servira également pour avoir la valeur de ^(^S V,)) et déduire la valeur de à de Téquation (3).
IV
Tables de tir.
274. Calcul des tables de tir, L^emploi des formules de balistique permet de dresser des tables de tir des bouches à feu pour toutes les circonstances du service , en s'appuyant sur des résultats d'expériences peu étendues ; nous les appliquerons successivement aux tables de tir de plein-fouet , aux tables de tir des mortiers et aux tables de tir à feu plongeant.
275. Tables de tir de plein-fouet. Les tables de tir de plein-fouet ont pour objet de donner l'angle de projection ou la hausse à employer, pour qu^avec une charge de poudre ou une vitesse initiale donnée^ on atteigne le but.
On doit disUngaer plusieurs cas , suivant les éléments qu^on possède.
1® On connaît les dimensions de la bouche à feu, celles du projectile , son poids et celui de la charge de poudre qu^on doit employer. ^
On déterminera la vitesse initiale qui résulte de cette charge , au moyen de la formule et des résultats les plus approdiants du tableau que nous avons donnés (267, 268) entre les vitesses et le poids des charges de poudre. On tiendra compte de Tangle moyen de relèvement au sortir de la bouche à feu. On cherchera de plus à estimer par comparaison , avec ce qu^on a reconnu dans des circonstances semblables , la force déviatrice que produit ordinairement le mouvement de rotation autour d'un axe horizontal et supposée constante.
Au moyen de ces données , on calculera les angles de projection pour les diverses distances inscrites dans la table, au moyen des formules données (83) ; ensuite , au moyen des dimensions extérieures de la bouche à feu, on en déduira les hausses. Celles-ci laisseront quelqu'incertitude , comme les éléments qui ont servi à les calculer, et devront être rectifiées si les résultats du tir en font reconnaître la nécessité.
2^ Lorsque Ton connaît, par des expériences directes, soit la vitesse initiale, soit le relèvement au sortir de la bouche à feu, on prendra ces quantités de préférence aux précédentes.
3® Lorsque Ton connaîtra, par le tir d^un nombre suffisant de coups, la portée sous une inclinaison déterminée, on s'en servira pour calculer la vitesse initiale au moyen de l'angle do projection ; si on le peut, on tiendra compte de la valeur de la force déviatrice verticale estimée par comparaison; ensuite on calculera les angles de projection et les hausses. Si la vitesse initiale qu'on trouve ainsi , paraissait s'écarter notablement de celle qu^on présume être la véritable , soit
par comparaison avec les vitesses mesurées directement au moyen d'un pendule balistique, soit par des observations de durées du trajet suffisamment précises , on adopterait cette dernière vitesse et on déterminerait au contraire la force déviatrice verticale qui , sous l'inclinaison de la bouche à feu, produit la portée moyenne observée.
4^ Si l'on c6nnaît deux points suffisamment éloignés de la trajectoire moyenne , Ton s'en servira pour déterminer Tangle de projection et la vitesse initiale qui font passer la trajectoire par ces deux points (89 et 90) ; le premier, comparé à l'inclinaison de la bouche à feu donnera l'angle de relèvement au départ.
Si la vitesse initiale paraissait s^éloigner notablement de la vitesse véritable, on adopterait celle qu^on croit la plus exacte, et on déterminerait (207) la force déviatrice verticale, qui ferait passer la trajectoire par les deux.points connus. Si les données sont les portées sous deux angles de projection, on rapportera les points de chute par abscisses et par ordonnées orthogonales à une même ligne droite fixée de position relativement à Taxe de la bouche à feu ] on aura deux points de la trajectoire et on continuera Vopéra^ tion comme on vient de le dire.
5^ Lorsque l'on connaît trois points de la trajectoire moyenne , on détermine l'angle ,et la vitesse de projection qui fait passer la trajectoire par les deux premiers (89). Si l'on a des raisons de croire que la vitesse initiale s^écarte de la véritable , on modifiera celle qu^on a trouvée de manière à s^en rapprocher, "et on remploiera pour déterminer l'angle de projection et la force déviatrice (207) qui bit passer le projectile par les deux premiers points.
Si la trajectoire ainsi déterminée ne passe pas par le troisième point et qu^elle s'en écarte de quantité assez notable , on fera varier la force déviatrice pour satisfaire à cette condition (207, 209).
On ferait de même pour les points suivants , si l'on en connaissait un plus grand nombre.
Si les données sont les portées correspondantes à des inclinaisons différentes , on rapportera les points de chute à une même ligne droite fixée de position avec Taxe de la bouche à feu , et on les regardera comme les points d^une même trajectoire; cela fait, on continuera comme on vient de le dire.
Avec ces éléments, on calculera les ordonnées des divers points intermédiaires qui ne sont pas donnés par l'observation et qu'on veut insérer dans les tables ; on calculera les angles de projection relatifs , et Ton en déduira les hausses qui s'y rapportent.
Par ce moyen, on pourra déterminer des tables qui seront conformes à des résultats dVxpériences trés-étendues et avec tout le degré de précision qu'elles comportent.
Les différences entre les portées d^un coup à Tautre , ou entre les élévations du projectile, feront voir d'ailleurs, par l'application des principes des probabilités , les différences qu^on peut admettre entre les résultats des foripules et les portées ou les hauteurs observées.
Dans chacun des cas cités , on pourra calculer les indinaisons de la trajectoire ou les angles de chute, la durée des trajets et les vitesses du projectile. Les vitesses et les durées ne seront pas influencées , comme dans certaines tables , par les causes déviatrices qui affectent les trajectoires seulement et qui, par les moyens de calcul employés, se traduisaient en erreurs considérables sur les vitesses et sur les durées.
276. Tables de tir à feu plongeant. Les tables de tir à feu plongeant ont pour objet de donner Fangle de projection ou la hausse et la vitesse initiale on la charge de poudre qui permettent d'atteindre un point proposé du terre-plein d'un ouvrage de fortification , ou bien de pé-
nétrer dans cet ouvrage, sous une inclinaison déterminée au-dessous de l'horizon; elles doivent être établies pour diverses distances et pour des hauteurs plus ou moins grandes au-dessus de la bouche à feu, à la condition d'effleurer la crête de son parapet.
Après avoir déterminé, comme on Ta indiqué précédemment (373) , les vitesses initiales correspondantes à un certain nombre de charges différentes de poudre , on déterminera , pour chacune déciles , le? vitesses initiales et les relèvements moyens des projectiles au départ.
L'angle de relèvement pourra être supposé indépendant du poids des charges, comme Pexpérience paraît le montrer (213).
Si les vitesses initiales calculées différaient d^une manière notable des vitesses initiales déterminées directement pour les mêmes charges de poudre, on les modifierait en introduisant une force déviatrice verticale y, ajoutée à la pesanteur, et telle que le rapport
-^— ne change pas sensiblement; on pourra regarder,
pour plus de simplicité, la force déviatrice y comme indépendante du poids des charges. On se servira alors de cette quantité pour déterminer de nouveau les vitesses qui correspondent à chacune des séries d'expériences avec les diverses charges.
Si les vitesses ne présentaient pas avec les charges une relation régulière , ce qu^on reconnaîtra facilement en la représentant par une courbe, on modifierait un peu les premières , et on aurait une relation régulière des vitesses aux charges de poudre ; on en formera une table.
La table devra être calculée pour des distances suffisamment rapprochées^ de SO** en 30"^, par exemple, et dans les limites où Ton peut employer ce genre de tir ; les hauteurs variant, de 3°" en 3"^, seront comprises dans
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les limites qui peuvent se rencontrer et les points touchés du terre-plein seront au nombre de six , par exemple, dans les limites utiles (270). Les combinaisons qui résultent de ces éléments divers , donnent lieu chacune â un système particulier d'angle de projection et de vitesse initiale. On traduira les angles de projection en hausses relatives à la crête du parapet, au moyen d'une table calculée à cet effet pour la bouche & feu (257) , et les vitesses de projection en poids des charges de poudre, au moyen de la table dont on a parlé § IL
A cette table, il sera utile de joindre les durées du trajet pour chaque cas que l'on a considéré; c^est une donnée souvent nécessaire.
Le calcul de ces tables ne s^applique qu'au tir des canons et des obusiers de fort calibre. On rappliquerait de même au tir des mortiers , en restant dans les limites plus restreintes d'angles entre lesquelles on en fait usage.
277. Tables de tir des mortiers. Les mortiers ne se tirent ordinairement que sous un très-petit nombre d'^angles différents , savoir : 30^, 60^, et un angle égal à 45® ou un peu moindre ; les tables devront donner la relation des portées aux poids des charges de poudre , pour chacun des angles adoptés.
Si dans Texpérience Ton se borne à une série de charges différentes sous un même angle de projection, on en déduira les vitesses initiales au moyen des formules données (77, 78), et ensuite les portées souis les autres angles de projection.
n est important de tenir compte de l'angle de relèvement au départ, qui est plus grand avec les Ames courtes de ces bouches à feu qu^avec celles des obusiers et des canons (212, 213), et que par des expériences spéciales, nous avons trouvé de | de degré. On pourra déduire Tangle de relèvement au-dessus de l'axe du mortier des durées des trajets qui sont faciles A observer et qui, sans ce
relèvement , ne s'accorderaient pas avec celles qui résultent d'un angle de départ égal à celui de Taxe avec Thorizon.
Il est très-important de joindre à ces tables les durées des trajets; on les calculera facilement par les formules qui ont été données (58) •
278. Tables de tir déterminées graphiquement. On peut, par un procédé graphique particulièrement applicable an tir sous de petits angles de projection , déterminer les angles de projection et les hausses pour une vitesse on pour une charge de poudre donnée.
Soit OA (Fig, 5S) une ligne qui représente Taxe de la bouche à feu ; celle-ci pourrait être inclinée au-dessus de lliorizon, mais pour plus de simplicité nous la supposerons horizontale. On déterminera les ordonnées correspondantes aux distances de KO*" en 50°*, on à d'autres intervalles égaux ; soit Ont, , Om, , Oi?i^ ces distances y prises à une certaine échelle , de 0",001 pour 1°* par exemple ; par chacun des points m^ y m^..,y on mènera des verticales sur lesquelles on portera les abaissements mJA^ , m^M, , dus à la pesanteur et
donnés par la formule/ = 2V»''^(^> ^O > ^^ ^^ extré--
mités M, , M,..., on tracera une courbe, elle représentera la trajectoire.
Si Ton a reconnu que le projectile éprouve , en sortant deTàme, un certain relèvement (212 , 213), on tracera une ligne OA' faisant avec l'axe un angle A'OA égal à cet angle de relèvement initial exprimé par sa tangente trigonométrique , comme on l'indiquera plus loin, et ce sera par rapport à cette ligne OA' qu'on portera le» valeurs y calculées.
Pour rendre les difiérences plus sensibles , on prendra les ordonnées à une échelle cinq fois plus grandes , on , quand les vitesses sont considérables , dix fois plus grandes que l'échelle des abscisses. De 0 en D, on portera la I0&7
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gueur de la bouche à feu , et aux points 0 et D , on élèvera deux perpendiculaires OB et DC y respectivement égales aux rayons du bourrelet et de la plate -bande de culasse, Ton joindra CB. Cette ligne représentera la ligne de mite.
Mais, pour tracer le prolongement de cette ligne avec plus d^exactitude , on mènera par le point B ;la ligne RBP, parallèle à Thorizontale OA ; sur cette ligne, on prendra B6 égale à { de la longueur véritable de la bouche à feu , comptée du derrière de la plate-bande de culasse au sommet du bourrelet dans les canons, ou au devant de la plate-bande de la bouche , dans les obusiers ; au point 6, on élèvera la perpendiculaire 6H égale à la vraie difiérence R — r des rayons ; le point H* se trouvera sur le prolongement de la ligne de mire ; cela résulte de ce que CK est relativement à BK, dans un rapport cinq fois plus grand, comme 6H l'est relativement à B6.
La ligne de mire coupe la trajectoire en L, ; si on mène une verticale L,/, la distance 0/ estimée à l'échelle des abscisses , sera la portée de but en blanc.
Pour un point quelconque M, ou pour une distance Om, par exemple, la partie LM de la verticale comprise entre la trajectoire et la ligne de mire, représentera, à l'échelle des ordonnées , la quantité dont la ligne de mire passe au-dessus de la trajectoire , et , par conséquent, la quantité dont on doit viser au-dessus du but pour Patteindre. Pour les points en deçà du point L , comme à la distance Om^ , la quantité L^M^ indiquera la quantité dont il fiiudra pointer au-dessous du but pour l'atteindre.
Pour déterminer la hausse, à la distance Om, par exemple , on tirera la ligne BM ; die interceptera la longueur HN sur la ligne 6H prolongée ; celle-ci sera la hausse en véritable grandeur ; et , si l'on a divisé le prolongement HN en millimètres, on aura immédiatement l'expression des hausses en unités de celte grandeur.
279. Angles de projection. On peut mesurer les angles de projection relatifs , c'est-à-dire les angles que &it i'axe de la bouche à feu avec la ligne qui va de la bouche à feu au but. Pour cela, à partir du point 0 sur OA, on prendra pour rayon des tangentes trigonométriques une longueur telle que la tangente de l"" à l'échelle des ordonnées soit de 60 millimétrés (ou de 30, suivant les échelles). L'échelle des abscisses étant de O'^^OOl pour 1*", on prendra Ot = 687*", 3 ; on élèvera une perpendiculaire sur laquelle on prendra ti"" = 687°,3 X S X t^ngl**, qui est égal à O'^yOôO ; on portera 60 divisions égales à 1"" 5 on prendra de même t^"" = 687'»,3 X S X tang2*, et ainsi de suite \ les divisions continueront à être sensiblement de 1°'°', jusqu'à 4"" et S*; au-delà, les intervalles de 1^ seront trés-peu différents ; il sera d'ailleurs trés-&cile d'opérer les divisions exactes.
Pour avoir Tangle de projection relatif à la distance de Om, par exemple, on tirera la ligne droite HO, elle coupera en T la ligne des tangentes fT, et la partie rT indiquera en degrés et minutes Tangle de projection MOA, et ainsi des autres. On se fonde ici sur ce que les angles de projection au-dessus de la ligne qui va au but , sont indépendants de la hauteur de ce but , et sur ce que , quand on mesure les angles- par leurs tangentes , ceUes-ci peuvent être prises à une échelle plus grande et égale à celle des ordonnées , sans qu'il y ait rien de changé dans leurs relations mutuelles et dans les abscisses des points d^ntersection.
280. Des angles de chute sur le soL On obtiendra facilement les angles de chute sur le sol.
Supposons d'abord le terrain plan , et soit r (Fig. 5S) la position du centre des tourillons ; par ce point , on mènera une verticale et on prendra, à FécheUe des ordonnées, rS^ égal à la hauteur des tourillons au-dessus du sol.
Pour avoir l'angle de chute, à la distance Om, par
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exemple , on joindra le point S et le point M de la trajectoire ; au point M , on mènera à la trajectoire ane tangente MQ, Pinclinaison des lignes QM et SM sera celle qu^il s^agit de mesurer.
Pour le faire , on mènera , par le point 0 y la ligne OU , parallèle à QM, elle interceptera sur l'échelle des tangentes la quantité tV qui représentera, en degrés et minutes, Tangle que fait, avec Taxe de la bouche à feu, la tangente à la trajectoire en M. Par le même point 0, on mènera OU parallèle à S^M, eu représentera Tangle que &it le sol avec Taxe de la bouche à feu ; la différence tfU entre les deux angles, représentera donc, en degrés et minutes , l'angle de chute cherché.
Cette construction s^applique au tir des batteries de côte.
Si la surface du terrain présentait plusieurs plans ou des ondulations , on tracerait le profil de ce terrain à l'échelle des ordonnées rapportées à Taxe prolongé OA de la bouche à feu, dans sa position horizontale. Soit
S^, S, , S3 , S le profil, on mènera au point S une
tangente au profil du terrain en ce point. Cette ligne SS« coupera la verticale des tourillons en S', et ce sera comme si rSf représentait la hauteur des tourillons au-dessus du plan. Cela posé , par le point 0 , on mènera une parallèle 0 J A cette ligne , et la partie JU représentera en degrés et minutes l'angle de chute cherché.
Les constructions et les mesures d^angles que nous avons indiquées sont fondées, comme on l'a dit, sur ce qu'on ne change pas les relations entre les tangentes des inclinaisons , quand on change l'échelle des hauteurs.
281. Tracé des trajectoires moyennes diaprés les résultats de l'expérience. On pourra tracer directement la trajectoire et sans en calculer les ordonnées, lorsque l'on aura les portées moyennes observées pour un certain nombre d'inclinaisons ou de hausses différentes.
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Pour cela, on tracera , par rapport à Taxe de la bouche à feu , et comme on l*a dit (278), la longueur OD (Fig. 55} et les deux demi-diamétres OB du bourrelet et DC de la platebande de culasse, aux échelles adoptées pour les ordonnées. On prendra 06 de telle grandeur, qu^elle soit, avec laion— gueur véritable de la bouche à feu , dans le rapport des échelles, puis 6H égal à la différence réelle des deux demi-diamétres OB et DC. On tracera BH, puis Téchelle des hausses HN ; cela &it , on prendra HN égal à une hausse donnée ; on tirera la ligne BN , on portera Om égal à la portée observée, et par le point m, on tracera une verticale ; celle-ci rencontrera en M la ligne BN prolongée. Le point d^intersection M de ces lignes , donnera un point de la trajectoire*
En opérant de la même maniérei pour d'autres distances , on pourra tracer la trajectoire entière , et terminer comme précédemment. Ce procédé permettra aussi de rectifier des résultats d'observations qui présenteraient des irrégularités, telles que seraient, par exemple*, des observations faites pour un assez grand nombre de hausses différentes , mais répétées un trop petit nombre de fois chacune.
On pourra compléter les données qui se rapportent au tir de la bouche à feu , en calculant les vitesses du projectile, aux diverses distances que, Ton considère, et en les portant sur les ordonnées correspondantes à une échelle prise arbitrairement, mais assez grande, et en £ûsant passer une courbe par ces points ; Tordonnée de cette courbe à un point quelconque , donnera la vitesse du projectile à la distance de la bouche à feu à ce point.
On opérera de même pour les durées du trajet.
DES
£n donnant ici un résumé des formules de balistique j on a en vue de permettre d'en saisir l'ensemble et d'en rendre les applications^plus faciles ; joint aux tables numériques qui le suivent , il facilitera la solution des principales questions qu'on peut avoir à résoudre et fera Toffice d^un aide-mémoire. Les numéros qui y sont insérés, sont ceux des articles du traité ou des tables.
Dans tout ce qui suivra , on suppose que le métré est pris pour unité de mesures linéaires , le kilogramme pour unité de poids; par conséquent, la densité sera représentée par le poids du métré cube de la matière dont il s'agit. La seconde sexagésimale est prise pour unité de temps , et les vitesses sont exprimées en métrés parcourus dans une seconde. Les angles sont exprimés en degrés nonagésimaux. La table I donne les sinus , cosinus , tangentes naturels des angles, avec le degré d'approximation dont on peut avoir besoin dans les applications. La table II permet de passer facilement du sinus du double d'un angle au double de la tangente de cet angle , ce qui s,ert pour le
SO
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calcul des hausses. La table TII donnera les logarithmcfli hyperboliques , dont on a besoin dans plusieurs cas.
KouTement des projeotflei dam le vide«
(1,2, 3). Les formules du mouvement dans le vide s'éloignent d'autant moins de la vérité, que la vitesse du projectile est moins considérable, que son calibre et sa densité sont plus grands. Appliquées au tir des bombes, aux distances ordinaires , elles donnent très-simplement la solution de tous les problèmes , avec une approximation qui peut souvent suffire. Elle est plus particulièrement approchée dans le cas du tir du globe du mortier éprouvette.
(4) Définitions. Y est la vitesse initiale du projectile , h la hauteur due à cette vitesse, ^ la pesanteur ou la vitesse acquise après une seconde par un corps tombant dans le vide. On a Y* r= 2^A (voyez table III , la relation de A à Y). En France, la valeur moyenne de ç est g = 9'",809 (192). Soit encore ç l'angle de projection au-dessus du plan horizontal , or et / les coordonnées horizontales et verticales d'un point quelconque m de la trajectoire, v la vitesse du projectile en ce point, 8 l'inclinaison de la tangente , t le temps écoulé depuis l'origine du mouvement; on a les relations suivantes:
(5) Equation de la trajectoire.
(7, 8). Amplitude du jet X et hauteur Y.
X = 2Aiin2(p; T t=: h%\n'^.
(10). Angle de la plus grande portée. 0 a lieu sous 45% alors X = ÎA; Y = |A, Y = VgS.. Sous les
angles de.projection également éloignés de k^^'y les portées sont égales (9).
(45). yitesse du projectile en un point çuelconçue.
V = V2^(A — x)] le minimum est au sommet et à Vcos^.
(44). Inclinaison de la trajectoire.
taogO = tang9-
SAcos'^
(45). Durée du mouvement, t z= ^ — -.
Durée totale. T = -; — : sous 45% 1 = 1/7-.
(46). La position du but étant donnée, trouver, soit ia vitesse initiale, soit l'angle de projection. Nommons a et 6 les coordonnées horizontales et verticales du point ,
b et f Tangle d'élévation du but, faisons tange = - ; on aura :
a cos 6 t / ag cose
Béfiitanoe de l'air.
(28). Lorsque la vitesse d'un corps dans l'air est faible, qu'elle ne dépasse pas 8 à 40°" par seconde, la résistance de l'air est sensiblement proportionnelle à la densité du fluide, à la superficie S de la projection du corps sur un plan perpendiculaire à la direction du mou* vement, et au quarré de la vitesse Y du mobile; de sorte que / étant le poids du métré cube du fluide , g la pesanteur (192), et k un coefficient constant poiv un
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même solide ou pour des solides semblables, la résistance p^ en kilogrammes, a pour expression dans le mouvemeat uniforme et rectiligne ,
p = -- — = ASSA.
(29). Dans le mouvement varié , la masse de la poupefluide qui accompagne le corps , agit comme si elle était ajoutée à celle de ce corps ; elle est négligeable relativement à celle des projectiles en fonte de fer.
(32). Dans le mouvement de rotation autour d'un axe^ situé en dehors du corps , la résistance est plus grande que dans le cas du mouvement rectiligne.
L^excés est d'autant plus petit , que le rapport de la dimension du corps, dans le sens du rayon de rotation, à la longueur de ce rayon, compté jusqu^au milieu du corps , est lui-même plus petit (36).
(38). Pour un plan mince des dimensions des projectiles et dans le mouvement rectiligne, on aurait, diaprés M. Poncelet, ^ = 1,30 lorsque le corps est en mouvement et le fluide en repos, et ^ = 1,8S, lorsque le corps est en repos et le fluide en mouvement.
(40). La valeur de k varie avec la forme antérieure du corps , avec sa forme postérieure et avec sa longueur.
(41). Pour des sphères ^ animées de vitesses qui ne dépassent pas 8 à 9°^ dans Fair, à la densité ordinaire , on a ^ = 0,54.
(44). Lois de la résistance de fair sur des projectiles animés de grandes vitesses, La résistance de l'air croit plus rapidement que le qudrré des vitesses ; on en représente assez exactement la loi, en ajoutant un terme proportionnel au cube de la vitesse.
D'après les expériences de Metz, sur des boulets de 0"",12 à0'°,15 de diamètre, la densité moyenne de l'air
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étant i,2083, en nommant R le rayon du projectile , on aurait (50) p = 0,02707rRVXi + 0,0023o).
(51). Pour représenter lés résultats des expériences de Hutton, sur des boulets de petit calibre^ de 0'",06 de diamètre environ, à la densité 1,176, M. le colonel Piobert a donné la formule
P = 0,03058&tirRV(l + 0,0023f^).
En admettant que la différence entre les coefficients tient particulièrement à la différence des diamètres , nous ayons trouTé que la résistance, pour un boulet d'un diamètre quelconque 2R , la densité de l'air étant <^, serait exprimée par la formule
Dans les formules, 0,0023 sera remplacé par -j ce
qui donne r = 434",77.
Pour les bombes dont les vitesses ne sont pas en général bien grandes, on aura plus d'exactitude en remplaçant le premier coefficient 0,027 par 0,03227, et le dernier 0,0023 par 0,0012, d^où r = 833",33.
^ Dans le coars de Timpression de ce traité , la discasiion à laquelle a été soamif le rëinltat des espëriences sur lesquelles est fondée cette formate, a fait penser que rincertitnde qui pouvait encore régner sur la yaleur du premier coefficient, ne permettait pas de conclure d'une manière absolue , sur la yarialion de cette résistance en fonction des diamètres , et qu'on pouvait adopter avec une exactitude suffisante , une valeur moyenne 0,0^8 à 0,029 , pour tous les calibres et pour toutes les vitesses, alors, on aurait simplement, pour les projectiles de Tarlillerie,
A = 0,028-4-. et n = AarR'. ' 1,208
On s'occupe actuellement de nouvelles expériences plus précises encore que les précédentes y pour reconnaître s'il y a effectivement lieu de faire varier le ooefficient avec les calibres.
(51^. On aura en général
p = A-arRvfl+n ou p = iif»*(l + ^V
en faisant
(S2). Densité de l'air. La hauteur de la colonne de mercure qui fait équilibre à la pression de ratmosphôre , étant H, la température en degrés centigrades r, le degré de saturation, par rapport à Tétat de saturation complète s^ on aura
Mc^n. H 1 — 0,00252955 ,„ ^, ^,
2 = i,299i • . (Vovea uWe IV).
La valeur de s peut être obtenue par divers procédés ;
elle peut être donnée par l'observation de l'hygromètre
à cheveux de Saussure. SI Ton suppose s = {^ on a la
formule donnée par Laplace:
Mouvement des projeoUlet dan» l'aîr tous des anglet de projection qveloonquesi
(55). Soit, comme pour la section I , V et 9 la vitesse initiale et Tangle de projection, V, = Vcosç la composante horizontale de cette vitesse , et A la hauteur due à la vitesse V, ^ étant la pesanteur, V* = 2^A , P le poids du projectile supposé sphérique , D sa densité , x et / l'abscisse et l'ordonnée d^un point quelconque de la trajectoire , 6 Tinclinaison de la trajectoire en ce point , i le temps écoulé.
BÉSUUÉ DBS FORHULBS DB BALISTIQUE. 399
(56)^ La résistance de Pair étant p = nv^(i+Ay on
fait 2c = ~ , ou - = -5- (Voir table VI , les valeurs
de c et de -, pour les projectiles en usage).
(57, 58, 59). Soit en général un arc quelconque de la trajectoire , commençant sous un angle 9 et se terminant sous un angle S , le rapport de l'arc à sa projection étant A. (Voyez table V,. les rapports pour des arcs de parabole osculatrice).
Prenez la valeur de - (Voyez table VI) , calculez —
= ;2r, OU 5^ = ;2r pour les fonctions ^ et ;^ , — = Vo,
avec quatre décimales pour les calculs très-exacts , et avec trois décimales dans d^autres cas ; la base des logarithmes hyperboliques est <? = 2,718281828.
Représentons en général — ^ — par F'(;2'), et 2 ; —
par V{z) (Tables VII, VIII, IX); faisant
(Tables XI et Xni)-,
et
(4 + îli]«^-2j^ = x"(«, VJ (Tables Xnel XI?),
L'équation d'un arc de la trajectoire compris entre les
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deux limites qui déterminent et (Table Y), sera
OU
g jc" y = *tang ,,,-.-. —4(4:, V,);
l'inclinaison en un point quelconque, dont l'abscisse est ar, sera
UDgO = ung^-^^^+'(^, V,) = Ungt-|J+'(*. Y.);
la durée t du trajet et la vitesse (> du projectile seront:
Ces expressions ne différent de celles qu^on aurait dans le vide, que par les fonctions représentées par les caractéristiques 4, 4' et >r', Xff.
(65). La plus grande vitesse qu'un projectile paisse acquérir par l'action de la pesanteur dans Pair, est donnée par Téquation
'•('+^)=K'-5)' elle augmente avec la valeur de 2c ou avec le produit 2RD du calibre par la densité du projectile.
Le minimum de vitesse est dans la branche descendante , un peu au-delà du sommet de la trajectoire.
(64). Il y a une asymptote à la branche ascendante et à la branche descendante.
(65). La hauteur due à la vitesse V, en un point quelconque, étant A, Tinclinaison de la trajectoire 9, le rayon
de courbure est y = .
(67). Détjsrminer une trajectoire en la décomposant
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en plusieurs arcs. Lorsqu'on veut déterminer avec beaucoup de précision une trajectoire étendue, on la divise en plusieurs arcs partiels. Les différences des inclinaisons aux points de division doivent être prises d'autant moins grandes, que ces points s'éloignent plus du sommet. On obtiendra déjà une grande exactitude, en embrassant les arcs de 0^ à 30% de 50*» à 45% de 45<» à 55% de 55^ à 60\ Pour déterminer, dans cette hypothèse, une trajectoire conmiençant sous Fangle de projection 9 = 45*», on déterminera le rapport a pour Tare de 45*» à 50*», au moyen des valeurs de ^(jp) (Table V, 4'® partie), par la for-
mule *' = t^pg45,_^^pg5oo , ou.on la prendra toute calculée dans la troisième partie de la même table ; on aura alors, de 45*» à 30*> *' = 1,2772, de 50*» à 0*» ou de 300 à —30*», *" = 1,0551, de —50° à —45%
Soit 2R le diamètre du projectile (en mètres), P son
.poids (en kilogrammes), Y sa vitesse initiale, Fair,
ayant la densité ordinaire , on aura (s'il s'agit de bombes)
P 1 3na
— 0- " — ng
(S^il s'agit de projectiles ordinaires , on prendra dans la table yi, les valeurs de c ou de -j; on calculera aussi
V. = Vcosç, Vo = -;r; de même A. = Acos*<i
= y- (à prendre directement dans la table III, au
moyen de la valeur de V.).
(68, 69, 70). La projection ^ de l'arc limité aux inclinai-
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sons ^ et 8 (pour l'exemple ^ = 45"*, G = 50"^), sera déterminé par Téquation
— 4'(a:, V,) = (Ung9 — UDg6)— SAcos"*^ = Q.
Pour trouver la valeur de a/, calculez la valeur Q du second membre, cherchez dans la table XYII, pour
«v la valeur donnée de V, = -jr , à quelle valeur de sf '
tuaf
ou de —9 correspond cette quantité ; Ja connaissant ,
multipliez -la par r; vous aurez af.
Si la valeur de Y» n'^est pas un des nombres de la première colonne de la table , ce qui arrivera généralement , opérez de la manière suivante : partez du nombre de la table qui est un peu plus petit que Yo , et suivez horizontalement jusqu^à ce que vous arriviez au nombre un peu inférieur à Q, prenez^la différence de ces nombres ; puis, au moyen des parties proportionnelles, cherchez la valeur de la fonction qui répond à la valeur proposée de Yo* Opérez de même pour la colonne verticale suivante ; vous aurez ainsi, pour la même valeur de Yo, deux nombres qui comprennent entre eux la valeur proposée de Q. Prenez leur différence , elle correspondra à une différence de 0,01
des valeurs de 2f ou de — ; puis , déterminez enfin , par
les parties proportionnelles , la valeur exacte de zf^ elle correspondra à la valeur proposée de la fonction. Cette manière d^opérer est applicable aux tables XY et XYI. Ayant déterminé Tabscisse a/, on aura la projection horizontale de la vitesse à la fin de l'arc , et la durée ^ du trajet, par les formules
L'ordonnée y de rextrémité de l'arc donnée par Téqua- Uon de la trajectoire et d'^aprés Fabscisse oi trouvée , sera
On opérera de même pour le second arc, qui devra être déterminé par rinclinaison 9 = SC^ au commencement, et ? = — SO"" à la fin , en prenant a = 1,0531 , et , pour la projection horizontale de la vitesse initiale , la valeur V/ déjà trouvée; on obtiendra ainsi ar'^, y, f et V/'. On opérera de même pour le troisième arc limité par les inclinaisons ^ = — 30® et 9 = — 45® ; on obtiendra ainsi ^"î f\ ^ et V/"5 j^ sera négatif.
La portée totale sera donc a/ 4- a/' -f- a:"', l'élévation du dernier point/ +/'-+- /", la durée totale t' 4- ^" -4- f*',
et la vitesse à Textrémité du troisième arc sera ^-4 ; ici
CO
(71). Si Ton cherchait Télévation de la trajectoire à une distance donnée , on Fobtiendrait au moyen de Téquation du troisième arc et de la valeur correspondante a?\
Si l'on cherche le point de chute sur un plan horizontal, soit y sa hauteur au-dessous du dernier point; s^il en est peu éloigné , on prendra la valeur de «t correspondant à 45®, c'est-à-dire et = 1,1478 (Table V), on partira des valeurs 9 = ^, et V, == V/"; en faisant
2Acos'9 = "T"> ®l) P^"' abréger, m = — sin 2^
= -^tangf ; on aura, pour la valeur de or,
+ elc. (Voir ta lexle) (71) |,
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dans laquelle , pour l'exemple dont il s^agit , y est négatif, P = — 45% tang^ = — 1 , sin'ç = { , siD2^ = — i ,
"^ C "~" Cmff
Si le plan horizontal était au-dessas du dernier point , le point de chute appartiendrait au troisième arc^ et on opérerait à partir du point de division précédent, comme on vient de Findiqner, mais avec les valeurs de f" = —30% et V, = V/'.
(72). Trajectoire des bombes aux distances ordi-^ naires. Dans les cas du tir des bombes, aux distances or— dinaires, la trajectoire peut être considérée comme un seul arc. La solution des divers problèmes est alors trés-&cile.
(73 , 74) L'angle de projection ^ et la vitesse initiale y d'une bombe étant donnés , déterminer sa portée sur un plan horizontal passant par le centre de la bouche
à feu. Déterminez a = j— - (Table V, 2* partie), puis
V, = Vcos^, Vo = -jT, A = ^; calculez 2A^-sin2ç,
OU son égal ïAcos'ç^tangç = Q; puis, partant de la relation
cherchez dans la table XY, pour la valeur de Y^ pro-
posée , la valeur de -^ ou Zj qui correspond à la valeur
calculée Q, et pour cela, opérez par différences, comme dans le cas précédent (68). Multipliez la valenr de z par
-, vous aurez la portée cherchée X.
(75). Déterminer la vitesse initiale gué doit as^oir une bombe projetée sous un angle ^, pour atteindre à une dis-
tance X , sur un plan horizontal. Calculez a = — —
(Table V, 2« partie.), 7 = ^5 V^^^ = ^ » P"*» > «" moyen de la table XYI, cbercbez, pour la valeur donnée de Zj à quelle valeur de Y, correspond celte de la fonction
y * .: connaissant Vo, multipliez par , vous
V^4(x, V.) *^ ^ ac09<p^
aurez V.
(77). Déterminer la vitesse initiale cTune bombe qui doit passer par un point donné. Soit a la distance ho* rizontale du point, et b son élévation.
Calculez ou prenez a = — ^ (Table V, 2* partie),
tangi = ^, calcalez 7; puis K ar-Cung^-ung.) = ^' et déterminez comme précédemment, au moyen de la
table XVI , la valeur de Vo , qui donne "^ = ^,
vous aurez V = Vo . — — .
a COB 9 (79). Déterminer l'angle de projection éPune bombe, qui doit passer par un point donné. Soit a et 6 les distances horizontales et verticales du point donné, V la vitesse initiale, on déterminera 9 par une première approximation, par exemple, comme dans le vide, et par suite, on aura une valeur approchée de «e et de V, = Vcos^,
de ^, 2ÎL de 4(a, V, ) (Table XIH), et de h (Table III) , on calculera hl = -tt — =^, et on aura
langes: 2(a' ±: \/ A'(A' — 6) - itf»)-
Si la valeur de p différait beaucoup de la valeur supposée , on recommencerait l'opération avec les dernières
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valeurs calculées. On devra calculer séparément et au moyen de valeurs distinctes de a, les deux valeurs de tang^ que donne cette équation.
SECTION ly.
Mouvement dei prcjeotîlei fous les petîu englet de prcjeetiona
(8i) Les formules de la section III sont applicables au cas du tir sous les petits angles en j faisant a égal à Tunité ; elles se simplifient beaucoup et donnent la solution de plusieurs problèmes qui ne se rencontrent pas dans le tir sous les grands angles ; elles sont applicables jusque sous 1
les angles de 15® à 16" au-dessus de l'horizon que permet le tir des canons et des obusiers et à celui des mortiers dans le cas particulier du tir plongeant. i
Connaissant deux de ces trois choses : la vitesse initiale Y, l'angle de projection <p et la distance ho^ rizontale X du but, déterminer la troisième.
Dans tous les cas, connaissant le diamètre 2R de ce
projectile, P son poids, on déterminera c ou - diaprés la
table YI , si c'est un projectile en usage ; on le déduira de cette table par une simple proportion , s'il en dififére un peu par P, par R , où par la densité J^ de l'air ; dans les autres
cas on calculera ces valeurs en prenant A = 0,027 j-^
calculera ensuite
f et V, = Vcos<,». Vo = ^ , A = r (Ttb. m), g = 9«,809. c r 2g^
(82). 1^ Le but étant à hauteur de la bouche à feu, la portée sera représentée par X.
Fttesse initiale. Calculer 1/ — ^ — =7 et déterminer,
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àTaide de la table XYII, la valeur de Yq qui satisfait à Téquation ., = 9 ; on aura
(83) Angle de projection. On regardera V, comme sensiblement égal à Y, on déterminera la valeur approchée de ^ et on s^en servira pour calculer Ycos^; puis on déterminera 4(^)^.)) (Table XI ou XIII); on aura
et de là, au moyen de la table des sinus naturels (Table I) on aura 9, ou, au moyen de la table II on aura tangç.
(84) Portée. On calculera — ^— = ^' 5 au moyen de
la table XY et de Y, , on cherchera la valeur de 2: = -
qui satisfera à la condition Z'^{x^ Y,) = rf (Table XY) ; on aura X = cz.
(85) Angle de chute sur un plan horizontal. Soit 9 cet angle, toujours négatif ; au moyen des tables XII ou XIY, on calculera la valeur de 4'(^> ^0? ®^ *^a
^ taDgO = ^P+'(X,V.) - +(X, V.)].
Le rapport de cet angle à Tangle de projection est
Uiig9 +(X,V.)
(87). 2*^ Le but n'étant pas à hauteur de la bouche à feu y soit a sa distance horizontale , b son élévation au-
h dessus dé la bouche à feu ; tangi = -•
Vitesse initiale. On calculera V Trr, ^ : = 9%
^ 2r»(Ung<f — Ungt) ''
et on cherchera au moyen de la table XYII la yaleur de
Vo qui satisfera à la relation '** = ^^ on aura
(88) Angle de projection. On supposera que V, peut être remplacé par Y, ou au besoin on prendra une valeur
approchée de ^ ; on aura V, = Vcos^, soit hl = ■ ,
on aura
Quand le rapport de - = tange, est petit et peu différent de tang^ , on peut obtenir ^ plus simplement par la formule (93)
ung(<ï» — e) = ^+(a, V).
(89). Vitesse et angle de projection d'un projectile qui doit passer par deux points donnés. Soit a éi b Tabscisse et Tordonnée du premier point, a' et b> celles du second point rapportées au centre de la bouche à feu, soit
— [F(ï^) — ^],. N' = FC^) — F(i;r'), W = N'
-[F(|zO-l]; on ealculera Q» = ^(^-j), on
aura:
La table X donnant pour les diverses valeurs utiles de z^ les valeurs de N, M| jtN , zHL et zE{z) ; il n^y a qu^à prendre des différences entre les nombres déduits de cette table.
Connaissant —, on aura 4(<3f, V,) et 4 («S V,), et ensuite
La table XY donnera les produits tout formés de zlfa, V,); connaissant <b on aura V = V, .
COB
On aura plus de facilité en déterminant tangç directement par la condition que le projectile passe par le point dont les coordonnées sont a et b^ comme on vient de le dire (88); en faisant - = tangg, on aura
(90). Déterminer V angle et la vitesse de projection d'un projectile qui passe par un point donné, sous une inclinaison déterminée. Soit a et b les distances horizontale et verticale du point à battre, et S Tinclinaison donnée de la trajectoire, faisant - = tangê, ^ = z^ n = ¥{z) — F{^z) ^ m = n — [W{{z) — i] ; conservant à N et à M les mêmes valeurs que précédemment (89), fusant ^' = — (tange — tang9), on aura:
V. 2«-lf
r 7"-(2iii
et ensuite
24^ (g, V.)tonge-4(a, VJtange "8^- 24'(a, V.)-4(«, V)
on peut aussi déterminer 9 comme dans le problème précédent (88).
Le tableau X fournit directement les valeurs de 2F'(z) — F(5r), S/i — N et 2m — M.
Si l'on avait à résoudre ce problème pour un grand
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nombre de valeurs différentes de a et de b^ on construis
rait une table des valeurs de la fonction . y
\/[2+'(fl,V.)-+(«,V.)]
analogue à la table XYI , et pour une série des valeurs de Vo = "-^ et de - des tables ; puis , calculant
1/ ■ ^^ = Q. On chercherait dans cette table
^ r» (lange — langO) ^
la valeur de Vo qui , pour la valeur donnée de jr = - , donnerait . = g.
On devi*a remarquer que dans tous les cas du tir plongeant, 6 et tang9 sont négatifs.
(92). Inclinaison, durée , vitesse. Dans tous les cas, l'inclinaison de la trajectoire en un point quelconque, la vitesse du projectile et la durée du trajet à une distance a , sont données par les relations
uDg* = ung, _ g^+'C". V,), » = f x'(«, y.),
V cos^
X"(a, V,)'coi6"
Sous de très-petite angles de chute , ou aux environs du point de chute sur le sol , le rapport ^^ ne diffère pas sensiblement de l'unité, et Ton a simplement
Vitesse initiale V nécessaire pour qu'à la distance a la vitesse du projectile soit p. En désignant f'CosS par p., on aura
V coi8
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Lorsque les distances sont faibles, cos8 est trés-peu différent de cosç, et Ton a sensiblement pour la vitesse perdue dans le trajet,
(93). Dans le tir habituel des canons et des obusiers , Tangle de projection rapporté à la ligne qui va de la bouche à feu au but, est sensiblement indépendant de Télévation de ce point ; a étant sa distance horizontale , l'angle de projection relatif 9, sera
Cette formule est particulièrement applicable au calcul des hausses.
Aelaftîon entre la vilef le du prcjeetile « la dorée et l'étendue du tri\|et, lorsqu'on peut négliger l'efiet de la pefanteor.
(94). La distance ^ à laquelle la vitesse Y est réduite à(>,, en négligeant le trés-faible effet de la pesanteur, est
X = 2clog-
La caractéristique lo^ indique des logarithmes hyperboliques ; ik sont donnés par la table TII. On les déduira aussi des logarithmes ordinaires des tables, en les multipliant par 2,3026; on a également pour la durée i du trajet,
te 2e X
On déterminera la longueur x du trajet d^une durée t
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donnée , aa moyen de la relation
et en essayant, pour la valeur donnée de — , plusieurs ya-
leurs de -^ , de manière à en avoir deux qui comprennent la valeur du premier membre ; on en déduira , au moyen des parties proportionnelles , la valeur de ^ , puis celle de X (Voir, au texte, le développement de x en série).
Mouvement des projectiles, en supposant la résistance de l'air proportionnelle au quarré de la vitesse du mobUe.
(Voir au texte (105 à 140) et se reporter de préférence aux sections III et IV, pour les applications ordinaires.)
Tracé des trajectoires et solution ^aphique de divers problème» de balistique.
(Voir au texte, comme il suit.)
(141). Tracé des trajectoires des bombes. — (146 et 147). Tracé des trajectoires sous de petits angles de projection. — (149). Inclinaison. — r (150.) Durée, vitesse. — (152 à 160.) Solution graphique de divers problèmes.
Xiois de la pénétration des projectiles dans les milieux résistant*»
(165). Soit 2R le diamètre dun projectile, D sa densité, V sa vitesse à IHnstant où il commence à pénétrer
dans le milieu pénétrable , v sa vitesse à un instant quelconque de la pénétration ) oi et iS deux coefficients déterminés par Texpérience, pour chaque milieu résistant, p la résistance que le mobile éprouve à chaque instant , E la pénétration totale et T la durée de cette pénétration , on aura :
Avec les boulets de fonte, on a moyennement B = 7032.
rM^.. « .. 7032.2,3026 550,2 ^^ ^ i (166). En faisant ^^ ou -j- = K et ; = ;;7 >
on aura , pour les boulets ,
B = K.2R.Log[l +(!)'];
pour un obus de même diamètre, animé delà même vitesse,
mais dont le poids serait P^ ou la densité D^ , on aurait
E. = E^ ou E, = E.^.
Les pénétrations croissent proportionnellement au produit des calibres par les densités. Quand les vitesses initiales sont faibles, les profondeurs des pénétrations croissent sensiblement comme le quarré de ces vitesses ; dans les autres cas^ elles croissent moins rapidement.
(167). Détermination des coefficients. Pour déterminer les coefficients, il faut connaître les pénétrations pour deux vitesses différentes, et résultant d^un assez grand nombre de coups. Soit Y et Y' les vitesses , E, E' les pénétrations correspondantes ; au moyen de l'équation
Log(i+^V>)
E' r, fi
et de plusieurs essais successifs , ou déterminera - ou -r i
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on aura ensuite /S au moyen de l'équation
P=|.^2,30a6Log(n-ev.), ■ et de là,
(160 à 171). Valeurs de K et de u pour les principaux milieux résistants.
(172); Forme du vide, r étant le rayon de l'entonnoir à une distance « , et e la base des logarithmes byper* boliques, on a
(173). Durée de la pénétration.
SE
y .^ ■"[Les log. sont hyperbolique! (Tab. VII).]
Pour calculer arctang—, on cherchera l'angle dont la
tangente est — (Table I) ; cet angle étant représenté par
un nombre a de degrés nonagésimaux , la valeur de l'arc
sera j|j5,1416.
On a aussi , sans qu'il soit nécessaire de connaître la profondeur de pénétration , pour les boulets de fonte ,
Il i,15i5 °ti
Pour les obus, on devra multiplier celte durée par le rapport direct des poids ou des densités.
ftÉSUMÉ DES FORMULES DE BALISTIQUE. 415
SECTION Vin.
▼itetfe des projectiles*
(190). Mesure des vitesses au moyen du pendule balistique. Soit P le poids du pendule , b celui du projectile , V sa vitesse au moment où il frappe le pendule , t la distance du point frappé à Paréte inférieure des couteaux, 1/ la distance du centre de gravité à cette même arête, K la longueur du pendule simple synchrone, a Tangle de recul du pendule par Peffet du projectile, et^ la pesanteur, on aura
hi 2'
Si l'amplitude du mouvement du pendule était mesurée par la grandeur c de la corde , sur un arc d'un rayon R ,
on substituerait ~ à 2sin-.
(191). Si, dans une seconde expérience, le poids de la matière dont on remplit le récepteur balistique, est augmenté d'un poids /?, on pourra en tenir compte, sans mesurer de nouveau les quantités représentées par J et K, en faisant usage de la formule suivante :
dans laquelle jS et }r, calculées une fois pour toutes les expériences , sont :
^ ^ 2VPiflL + 6,a»"*"Pfi?+M/'
en représentant par b^ le poids moyen des projectiles, et par a la distance à Taxe des couteaux de l'axe du récepteur autour duquel le poids p est supposé également réparti.
(192). La vaîeur de K s'obtient au moyen de la durée T d une oscillation du pendule , par la formule connue
La durée T doit être mesurée avec beaucoup de soins, diaprés une moyenne d'au moins 500 oscillations , on a ^ = 5,14159.
En nommant a, la latitude d'un IiéU| et r le rayon moyen du méridien égal à 6 566 197", 7, on aura, comme on sait,
Voyez le tableau calculé des valeurs de ^ ; sa valeur moyenne en France est g = 9*",809.
(195). On obtient d^ en faisant la somme des moments statiques des diverses parties du pendule, et en la divisant par la somme des poids ; on obtient aussi P^, en pesant le pendule sous une inclinaison tt , par un point situé à une distance a des couteaux. Si Q est le poids qui fait équilibre , on aura
Frf=i2if.
sina
On peut encore obtenir le moment statique Vd^ en appliquant un poids connu q en un point quelconque, dont les distances verticales et horizontales à l'aréte des couteaux sont a et c, et en observant l'écartement angulaire (L qui en résulte, on aura
''Vtanga I
Ce procédé est particulièrement applicable au canonpendule.
(199). Les vitesses étant toujours mesurées à une cer*
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taine distance x du pendule , elles doivent être ramenées à ce qu'elles seraient à la bouche à feu , et pour cela , on doit l'augmenter de la quantité
Dans cette expression c et r , ont les significations déjà données plus haut.
(200). F^itesse de recul des canons. Soit P' le poids du pendule à canon monté, p^ le poids du canon seul, a! la distance de l'axe de rotation à l'axe de la bouche à feU| d la distance du centre de gravité du pendule au même axe de rotation, K.' la longueur du pendule synchrone, J l'angle de recul du pendule. .
La quantité de mouvement du recul sera
Si la masse — du pendule était assujettie à se mouvoir parallèlement à elle-même , sa vitesse V serait
Si la bouche à feu eût été seule , sa vitesse eût été
La vitesse que devrait avoir le boulet du poids d, pour posséder la même quantité de mouvement , serait
Dans ces expressions, si le recul était mesuré par la corde C, sur un arc de rayon B', on substituerait
jp à 2smj.
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DèriatioB» de» projectiles*
(202 à 20S). La trajectoire moyenne d'an projectile, c^est-à-dire la trajectoire déterminée par les moyennes des banteurs d^un grand nombre de projectiles tirés dans les mêmes circonstances et mesurées à diverses distances , peut être représentée avec une grande exactitude, en déterminant la vitesse et Tangle de projection qui la font passer par deux des points observés ; mais alors , Fangle de projection diffère de Tinclinaison de la bouche à feu ; il est généralement plus grand , et la vitesse initiale déduite difiëre de la vitesse initiale réelle , telle qu'on Fobtiendrait au moyen du pendule balistique.
Pour faire concorder la vitesse calculée avec la vitesse réelle, il y a, dans la plupart des cas, nécessité d'introduire l'action d'une certaine force verticale, dont le sens est ordinairement celui de la pesanteur.
(207). Si Ton connaît la vitesse initiale Y, on aura la force déviatrice ^ à ajouter à la pesanteur, et l'angle de projection <p , par les formules suivantes, dans lesquelles a et ^ , a' et b* sont les coordonnées moyennes observées de deux points de la trajectoire :
et
OU
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Pour la valeur de <p qui entre dans V ^ on prendra Tinclinaison connue, d^une manière assez approchée , par PincHnaison de la bouche A feu. L^excôs de 9 sur cette inclinaison indiquera le relèvement au départ ; il faut en tenir compte dans les formules qui représentent la trajectoire moyenne des projectiles tirés dans des circonstances semblables.
(208, 209). La trajectoire particulière d^un projectile ne peut pas toujours être représentée par ces formules, même en &isant varier arbitrairement les coefficients de la résistance de l'air. La force déviatrice ne peut pas non plus être regardée comme constante , et elle devrait varier dans retendue du trajet , tant en grandeur qu'en direction^
(212 à 219). Les projectiles ne sortent pas de la bouche A feu dans la direction de l'axe , et les vitesses initiales sont inégales d'un coup à l'autre. .
(220, 221). Dérwation due au vent. Soit Y et 9 la vitesse et l'angle de projection ,* W la vitesse du vent , « Fangle que fait la direction d'où vient le vent, supposée horizontale , avec la ligne qui va au but , x la distance que l'on considère , et A la dérivation qu'a éprouvée le projectile.
Dans le tir sous de petits angles de projection, la dérivation dans le sens du vent sera
La dérivation latérale sera^sin^, la dérivation dans le sens du tir sera Acos». (Voir le tableau relatif aux projectiles en usage.)
(223 , 22&). La proximité du sol n'a pas d'influence sur la trajectoire du projectile , et l'inclinaison de la bouche à feu n'en a pas sur la vitesse initiale.
(22S à 235). Le mouvement de rotation du projectile fiiit dévier le projectile. Comparé à la trajectoire qu*il décrirait sans cette cause , la déviation dans le plan normal
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à la trajectoire est à l'intersection de ce plan avec le plan perpendiculaire à Taxe de rotation ; son sens est déterminé par celui du mouvement de Thémisphére antérieur du projectile.
Cette déviation se montre particulièrement dans les pl'ojectiles excentriques ; elle a lieu du côté où se trouve primitivement le centre de gravité , relativement au centre de figure. On peut calculer (233) la force déviatrice.
(238). Si Taxe de rotation primitif n^est pas un des axes principaux d'inertie , la force déviatrice est variable en grandeur et en direction , dans Fétendue du trajet.
(243). F'ariation dans les hauteurs et dans les portées, due à la variation de la densité de Vair.
Connaissant la valeur de - , connaissant aussi le rapport
de l'accroissement de la densité de l'air à cette densité
elle-même , on aura le rapport de l'accroissement de -
à cette quantité. Dans la table XIII, on prendra, pour
les valeurs données de V, et de -, l'accroissement de
4(^9 ^1)9 proportionnellement à celui de -; on aura ainsi A4(ar, T,); la variation qui en résultera dans la hauteur de la trajectoire, exprimée par un signe contraire à la variation dans la densité , sera
La variation dans les portées sera
2Aiin29 — 2x4'(jc, V.) Trijeotoire réeUe des projectiles.
(244 à 249). On représente le mouvement réel des projectiles et les déviations , particulièrement sous les petits
bAsché bes formules bb balistique. 4SI
angles de projection , en considérant la courbe que décrit le projectile en vertu de la pesanteur et de la résistance tangentielle de l'air, comme une trajectoire normale; on la réduit à sa projection horizontale, puis, on j rapporte , à une échelle plus grande, les déviations observées ou calculées. On peut les projeter en direction et en grandeur, 8ur un plan supposé rester perpendiculaire à la projection horizontale de l'axe de la bouche à feu.
Set diflérentes espèces de tir, pointage , vitewe, tables de tir.
(257). Calcul des hausses. Soit R le demi-diamétre du derrière de la plate-bande de culasse, r le demi-diamétre au plus grand renflement du bourrelet dans les canons, et à la plate-bande de la bouche dans les obusiers , / la distance de ces cercles , l'angle de mire naturel étant m, on aura
Ungm = — — .
(258). Cet angle donne la portée du but en blanc. Soit a la distance horizontale du but, 6 sa hauteur au-dessus de Taxe de la bouche à feu , t Tangle d'élévation du but ;
tangf = -; ç étant Tangle de projection qui convient
pour atteindre ce but , <p — f sera Tangle de projection relatif; 9^=9 — f. La hausse H à donner sera
H = /ung<^, — (a — r) + r-.
On pointe ainsi, sans considérer la hauteur du but. Quand les distances sont grandes , r- est négligeable , et l'on a simplement
H = Mang^, — (R — r).
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, y, A et 4 conservast les significations connues (55 â 81), on aura aussi
(259, 260). Q étant la quantité dont il &ut pointer au-dessus du but , pour atteindre , sans donner de hausses, on a
Q = HÎ^ ou Q = fl+(a, V.)-f(R-r)+r.
La même relation a lieu en deçà de la portée du but en blanc , ou , entre les quantités dont il £siut pointer audessous du but et les hausses négatives.
(264). Erreur de pointage provenant de l'inclinaison de l'axe des tourillons, a étant Finclinaison des tourillons ; celui de gauche étant au-dessus de Thorizon, on devra pointer de ce même côté d'une quantité E , et au-dessus du but d'une quantité e donnée ci-aprés :
E = ?(H + R — r)iîna, e = j(H+B — r)2Mn«^.
(266, 267). Vitesse initiale imprimée par une charge de poudre donnée. Pour la poudre ordinaire de guerre et les bouches à feu en usage, on déduira la vitesse initiale des tableaux (267) ; pour les charges non comprises dans les tableaux, on les déduira au moyen des différences' et des parties proportionnelles'.
(268). Lorsque les dimensions des bouches à feu et des projectiles ou les poids de ceux-ci , seront différents y on tirera les vitesses de la formule ci-aprés , dans laquelle : ju est le poids de la charge de poudre, m celui du projectile augmenté de celui du chargement, non compris la poudre, R le rayon du boulet, C celui de Tàme et / sa longueur, M le poids de la poudre qui remplirait
Tâme et qui est M = -r CL 840^ 5 le métré est pris pour unité
y log
y est un coefficient à déterminer par Texpérience^ d'après une vitesse connue , pour une charge déterminée , et qui est
y = ii ;
/x M log-
C— R» à la place de — -^ — , on pourra substituer, sans erreur
notable, 2 — ^.
Des dUven genres de tîr.
(270). Déterminer l'angle et la vitesse de projection d^un projectile qui doit passer par deux points donnés , ou par un point donné sous une inclinaison déterminée (Voir 89, 90 et 272).
(271). Limites des hauteurs auxquelles le tir plongeant est encore possible, sous une inclinaison donnée, ou en touchant le terre -plein à. une distance donnée de la crête d^un parapet ; si h est cette hauteur , en faisant :
Q' = —(Ung9 — tango),
k2k RÉSUMÉ DES FOBMUtES DB BALISTIQUE.
on aura :
V = — • et 6 z=3 aung<^— — r-4(«* V.).
qu'on en ait deux qui donnent pour ' .y.,' > deux
r 'co8^
On pourra encore, à Taide de la table XIII, prendre plusieurs valeurs de -jr et de 4'(«> V,), jusqu'à ce
valeurs qui comprennent celle de Q' ; on déterminera la valeur exacte par les diCTérences et les parties proportionneUes.
Pour le second cas, si « et 0 sont les distances horizontales et verticales du second point au premier, fiadsant a' = a 4- « ,
ïr=:F2Î-F£. M' = N'-.(F^4-.i), on aura :
^ / «r-F^-a^Ff
V = — .— et 6 comme ci-deuat.
r cos^
Tables de tir (Voyez de 27S à 381).
III. Table des HAUTEVRâ dues a différentes vitessei
( Lo mbtrc et la seconde sexagësimale ëtant pris pour unité, g = 9«,8088.)
(Dtltdor ; Ari:liitectur« bjtIrauUque , stoo ootM , psr H. NaTJcr.t
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Sailç de la Table des hauteurs dues à différentes vitesses.
▼irBSSB.
lUUTBtR.
VITBWB.
BAtiTBV».
VITBSfg,
HiUTaCR.
VITBtSB,
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miB
♦ in:i
Ol
SOO
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ms
IV. Table des densités de l'ai
Dans la table qui suit , les densités sont exprimées par le poids en kilogrammes d'un mètre cube d*air-à moitié saturé de vapeur d'eau , pour les divers degrés de température , depuis 36® jusqu'à — 8®, avec les différences de 4** en 4** (indiqué par Diff.) , et pour les pressions barométriques depuis o"',70o jusqu'à o°*,8oo , avec les différences de o",oo5 en o",oo5, et communes h plusieurs hauteurs (avant-dernière colonne). Connaissant le rapport de la saturations de l'air à la saturation complète, représentée par i^oo, on aura la quantité à retrancher des nombres du tableau , en multipliant par is — i le nombre de la dernière colonne qui correspond ii la température.
La valeur de 2« — i peut être déterminée au moyen de l'hygromètre h cheveux de Saussure , et de la table suivante , résultant des expériences de M. Gay-Lussac (section II. Art. 5i].
Deg. de IMiyg. 0 20 30 40 50 l5 60 €5 70 72 74 76 78 80 82 (2$ - 1). -«,00 -0,82 .0,70 -0,56 .0,/l4 -0,32 -0,28 -0,18 -0,06 0,00 0,04 0,10 0,16 0,22 0,28
Deg. d« l'bjg. 82 fh 86 88 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 (2i— 1). 0,28 0,54 0,42 0,50 0,58 0,62 0,66 0,70 0,74 0,78 0,82 0,86 0,92 0,961,00
Exemple. — Trouver la densité de Vair à la pression barométrique G«>,7625 , à la tempe'ralure de 13», 4 ; riiygroraèlre marquant 83». — Partant do la hauteur barométrique o^j^Go, et de la température i6°, pour lesquels la densité contenae dans la table est i,2abt, de la différence i85 pour 4** en moins et do 8o pour o'",oo5 en plus , on aura
2,6 O.OOîS
5 = i.aaoi 4- T— o,oi85 ^ rr o,oo8o = i,236i.
4j® o,oo5o
La vaUur de 25 — i , correspondant à 83°, est o,3i ; la quantité k retrancher sera o,oo58 . u,3i = 0,0018, et la densité cherchée sera
Poids en kilogrammes d*un mUre cube d*air à mditié saturé de vapeur d*eau, sous diverses pressions , et à divers degrés de température.
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Suite de ]a Table du poids d'un mhtre cube d'air.
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Tables VII, VIII et IX
OS
Table ABRiÊGéE et a tbois décimales
Dof valoart de
4(^, Y), +'(^, VJ, yTix, V,) et x'{œ, VJ.
ILxi^UicyaWyti 9>t itôQk^«,.
Ce8 tables sont à double entrée , poar des valeurs de s =: — - et de Y,
«V = — .* de o,o3 en o,o5, depuis 0,00 jusque 1,00 pour les premières, et r
jusque i,3o pour les secondes*
Valeurs de 4(«i V,) et de 4'(^> V,), Les valeurs de V© seront toujours choisies dans la première colonne verticale (table XI) \ les valeurs de z le seront dans la ligne horisontale supérieure pour les valeurs de 4 ) et dans la ligne ^ inférieure ou des z* pour celles de 4* ; dans ce dernier cas , le résaltat trouve devra être diminué du produit de T© (i rf- V^), par la quantité placée audessous de z^ et indiquée correction (section III, art. 6i)*
Quand la valeur de Vq ne sera pas exactement une de celles de la colonne verticale, on augmentera les valeurs correspondantes de 4 ou ^^ V de U table f proportionnellement aux différences avec les valeurs immédiatement supérieures, dans la môme colonne verticale; on opérera de môme pour les valeurs de z ou de Zy dans la môme ligne horizontale.
Exemple : Trouver la valeur de 4(^> V,) et de 4'(^) V,), pour z = o,4iS et Vo = o,635. — 1° Partant des valeurs de 2 =: 0,^0 et V© = 0,60 , auxquelles correspondent le nombre 1,3449 ^^ ^^^^
4(o,4-.8, 0,635) = .,^U + (^••ra- 'r-44)^^
+ (i,î53— 1,^4) — --= 1,169; o,oâo
u* Partant des valeurs de s' = 0,407, et V© = 0,60, auxquelles correspond 1^393, on aura
4'(o,438, o,635)== .,393 + (i,i32- 1,39.) î4r^:i2ii22
OjOJO
Valeurs de x^C^i V.) et de x'(* > V,). On opérera avec la table XII qui se rapporte à ces valeurs comme avec la précédente , si ce n^est qu^il n'y aura pas de correction è faire.
Pour plus de détail , voir Texplication des tables XIII et XIY.
18 XI. 4(x,V,),«t4'(*,V,)qa»ndFl^) = F'(i')-,a=î^,V,=f^',
o,soj
l,19ol
|o,ao
l,9fS
no
?' ^Vt
*'OrrecU
on nég.
o,eo
/o.oo
^rî
fc-"
ij'-iV,
CuïtEOt
iouuoe.
XII. V(:., V,), çl x'(x, V,) quaad r(a') =«-, ^=S^, V
0,iS
lo,ao
lo.so
Jo,85
lo,95
ta
Jo,60
p-xv,
Chacune de» coIodoob Terticalcs de la table contient lesTalears de 4(x, V,}^ pour celles de 2 inscritee en t^.le, el pour les dircrses valeurs de V,, qui sont sur la même ligne^ dans la première colonne de chaque demi-page. Ainsi, pour 2 = 0,66 cl Vo = 0,90 ^ on trouve 4(0566, 0,90) =: i,5354-
A côlë des valeurs de 4(^9 V,) se trouvent, dans une colonne à droite BOUS D. Vo, les différences entre deux valeurs consécutives correspondant & la mcme valeur de z, et pour un accroissement de o,o5 dans la valeur de Vo ; elles servent k calculer, au moyen dVne proportion entre les différences, Taccroissemcnt relatil' ^ une différence moindre que o,o5.
Dans une anfre colonne verticale, à druite, sous ii. 2, se trouvent les différences avec les nombres de la colonne voisine , et correspondant à la même valeur de Vq, pour un accroissement de z égal k 0,01 \ elles servent à calculer, au mo^en d*une proportion entre les différences, raccroifsemenl relatif k une différence moindre que 0,0 1.
Exemple: Trouver la valeur de 4(j?» V,) pour z = 0,6627 et V. = 0,9379. En partant des valeurs de ;; = 0,66 et Y, = 0,90 qui sont contenues dans la table et auxquelles correspond le nombre i,5354, et des différences D. Yq =: 163, et D. z = 103, on aura
o,o5oo 0,0100
Pour trouver les valeurs de •Ç{jc^ Y,), on entrera dans la table par les valeurs de z* inscrites au bas de chaque colonne , calculées par la condition que F'(jz*) = F (2), et dont les différences consécutives sont indiquées k droite par les initiales Dif., on retranchera du résultat le produit de Yo(i 4" Yq), par la quantité indiquée correction.
fXT
Exemple: Soit à trouver la valeur de 4(^> V,) pour —ou **== 0,6627
et Yo = 0^9379. La valeur de z^ comprise dans la table et immédiatement inférieure à la proposée est 0,6574 ', elle en diffère de o,oo43, el la différence entre les deux valeurs consécutives de z' des tables est diff. = 70. La valeur do •^X*'^ « ^1) P^o** ^0= ^i9^ ^^^ 1,8758, et la différence avec la valeur immédiatement supérieure de z" est i'i5. La quantité à ajouter au
nombre de la table sera donc 0,0 ia5 ou le quatrième terme de la
proportion suivante entre ces différences 0,0070 * 0,0 laS ** o,oo43 l x
= 0,0077. La différence relative à Yo , calculée comme ci-dessus, avec
D. Y« = 281 , sera —-^ . 0,0281 = 0,021 3.
o,o5oo
La correction négative & opérer est le produit de correction = .o,oo55
par 0,9379. 1,9379, ou 0,0100 ; on aura donc
= 1,8758 -I- — • ^01 î5 + r^ . 0,0281 — o,oo55 . 0,937 . 1,9379 70 5oo
Si
Tabjle des vauburs de 4(^> V,),
Calculées avec quatre décimales pour toutes les valeurs de -^ ou z,
de centième en centième, depuis o^oo jusqu'à i^So, et de cinq
«V centièmes en cinq centièmes , jusqu'à 2,00 et pour celles de — - ou
Vq j de cinq centièmes en cinq centièmes, depuis 0,00 jusqu'à i,5o, et les différences relatives à jr et à Yo jusqu'à z = 1,00.
Cette lable donne également les valeurs de +'(a?, V,), au moyen des valeurs de *' pour lesquelles F' {z*) = F («) , en retranchant du nombre donné par la table le produit de ¥©(1 + Vq) par la quantité indiquée Correction (sect. lil, art, 61].
(f^oir V explication à la page précédente.)
4 (X. V,), et +'(r, V.) ponr F'(»') = F W ; » = 2^ , V, = 2L
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25 4(x, V.), el 4\4r, V.) pour r(z')z=f{z) -, 2 = — , Vo
Vo
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D Vo
0,Sl
D Vo O. 2
10» Il
loe "
*^* et
*** Il
0,00 0,05 0,10 0,1S 0,80 0,25 0,30 0,35 0,(tO 0,*5 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 1,05 1,10 1,15 1,30 1,25 1,30
»* = 0,3244 Dif. 68 Correction 0,0012
s' = 0,3342 T)if. 68 Corrveiiou 0,0012
t' = 0,3380 I>if. 691»*= 0,3449 Dif. 69J| CorncUon 0,0013 |Corr«ciion 0,0014 1
Vo
lOi
Corrcctioi
if. 68 »14
Corrcclioi
Corrfclicu
55 r o.oc
Corcclinn
if. 69
+ (*. V.), et 4X', V.) pour F\*') = F « 5 * = î^ , Vo = 2l' . 36
0,05 0,iO 0,15 0,20 0,35 0,30 0,35
o,eio
z = 0,56 »t(jr V,) D Vy D. 2
ISl
*'- 0,5793 Dif. 69 »'= 0,3862 l'if, tlorre'tiott 0,0017 Correction 0,0018
Z = 0,57 4(.xV.)Dy„D.x
»'= 0,3931 Dif. 69 Corn-clinii 0,0019
z = 0,59 K.rV,)DV,
x'= 0,4000 Dif. 69 Correction 0,0020
»»= 0,4069 Hit 69 CorrrcH'oti 0,0020
1,2386 1,2515 1,2645 1,2776 1,2908 1,3041 1,3175 1,3310 1,3443 1,3582 1,3718 1,3858 1,3997 1,4138 1,4280 1,4422 1.4565 1,4710 1,4855 1,5001 1,5149 1,5296 l,:iï4S 1,3593 1,3746 1,5898 1,6051
lOS
»*> 0,4138 DiC 68 Corrcelion 0,0021
iU
»» = 0,4206 Dif. 69 Correction 0,0022
iio
»*- 0,4275 Pî£.69 Corrtctiou 0,0023 H
27 +(*, V,), Cl i\T, V.) ponr F(0 = F W; * = ^, Vo =21- .
To
0,00 0,08 0,10 0,15 0,S0 0,SS 0,30 0,3S 0,40 OM 0,S0 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 1,05 1,10 1,15 1,S0 1,S5 1,30
v|(r V,l DVy D. z
0,4344 Dif. 69 --'-0,4413 Dif. 69 Correction 0,0023 Correclioii 0,0024
L(.r V,) D Vy D. 5!
1,2617 1,2759 1,2905 1,3048 1,3194 l,33?ll 1,3488 1,3638 1,3789 1,3940 1,4093 1,4246 1,4401 1,4557 1,4714 1,4875 1,5032 1,5192 1,5354 1,5516 1,5680 1,5845 1,6012 1,6179 1,6347 1,6517 1,6687
t' - 0,4482 T)if. 69 (lorroctioii 0,0025
1,2664 1,2809 1,2955 1,3103 1,3232 1,3402 1,3533 1,3705 1,3858 1,4015 1,4169 1,4325 1,4484 1,4643 1,4803 1,4965 1,5127 1,5291 1,5456 1,5622 1,5790 l,59li7 1,6127 1,6298 1,6470 1,6643 1,6817
*' = 0,4531 Dif. 69 oriection 0,0026
Vo
rii
»'= 0,4620 Dit 69Ji»= 0,4689 Dif. 69 Correction 0,0026 ICorrceiioD 0,0027
lu
= 0,4758 Dit 69 Correctiou 0,0038
lOo
SOS SOS SIO SU SIS
i'== 0,5313 DI.70 CorrtcUon 0,0034
loi
US
*' = 0,5383 Dit 70 Correction 0,0039
28 4(ar, V.), et ^\x V,), pour V\^) = F^; * = ^, V^ =?!• .
Vo
0,00 0,03 0,iO 0,1« 0,S0 0,S5 0,30 0,35 0,40 0,*5 0,80 0,55 O.CO 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 1,05 1,10 1,15 1,S0 1,25 1,30
4(jr V,) D Vp D. *
1,3297 l,3It80 1,366<^ 1,3850 1,'^038 1,4227 1,4419 1,4612 1,4807 1,5003 1,5201 1,5401 1,5603 1,5806 1,6011 1,6217 1,6426 1,6636 1,6847 1,7061 1,7276 1,7494 1,7713 1,7933 1,8155 1,8378 1,8604
1,3348 1,3534 1,3721 1,3911 1,4102 l,4iR)5 1,4489 1,4686 1,4884 1,5084 1,3285 1,5489 1,5694 1,5901 l,61i0 1,6320 1,6532 1,6746 1,6962 1,7179 1,7398 1,7619 1,7842 1,8066 1,8293 1,8522 1,8751
»'=0,5453 Dif. 69 »'=0,5522 l»if. 70 j' = 0,5592 Dif. 70 Correction 0,0036 CoircctÎMi 0,0037 Corrcciîon 0,0038
|(j:V,) dVo d. 2
|(.rV,) D Vo D.
8li 108j 116*
»' = 0,5662 Dit 70 Correction 0,0039
0,ii:î
il. M)
u.âO
il,:5 3 O.'iO
O.CiO 0,(JÏ 0,70 0.7Ï
XIV. Table i>es valeurs de';)^"(j:, V
Calculées avec quatre décimales pour toutes les valeurs de ô" o^ i^» de
centième en centième , depuis 0,(^0 jusqu^à 1,00, et pour celles de
— ou Vo, de cinq centièmes en cinq centièmes, depuis 0, 00 jusqu'^à
1,30, et Us différences relatii>es à z et à Vo. Ces tables donnent également les valeurs dex(x, V,), au mt^ifen des
valeurs de z\ pour lesquelles e* = F(«') =r ; — .
Biqplîcalîoii et usage.
Chacane d<*8 colonnes verticales delà table contient les valeurs à^yCi,^* ^i)) pour celles de z on — inscrite en tête , et poor les diverses valeurs de Vo ou
aV
<— ^ qui sont sur la même ligne , dans la première colenne de chaque demipage. Ainsi, pour z = 0,16, et V» =0,90, on trouve X^COjiô, 0,90) = 4,3297.
Dans chaque colonne verticale, à di'oite, sous D. z, se trouvent les différences avec les nombres de la colonne voisine , correspondant à la même valeur de Yq , pour un accroissement de z ëgal à 0,01 ; elle sert à calculer, aa moyen dVne proportion , Taccroissement relatif à une différence moindre
Sue 0,01. La différence relative à un accroissement de 0,0S dans les valeurs e y, , est constante et indiquée au bas de chaque oolenne ; on s*en servira d*une manière analogue à la précédente. — Ainsi , pour z = 0,1627, et Vo = 0,937, en parlant de la valeur de x" (0,16, 0,90), qui est 1,3297, et des différences D. z = 224, et Diff. V, = 87, on aura
Pour trouver les valeurs de yCip^^ ^1)9 <"> entrera dans la table par les valeurs de 2* inscrites au bas de chaque colonne , et calculées par la condition F^(z') = e*; les différences entre les valeurs consécutives sont indiquées à droite par la caractéristique </. — Soit à trouver la valeur de xX<V) V,)
ax aV
pour ^ =: 0,1627, et — ^ = 0,937. La valeur de z comprise dans la table
et immédiatement inférieure, est 0,1579; la proposée la surpasse de 0,0048, et la différence entre les deux valeurs consécutives des tables, est 194 ; la valeur de y^ pour Vq = 0,90, est 1,1582, et la différence pour la valeur supérieure de 2*, est 207. La quantité à ajouter au nombre de la table sera le quatrième terme de la proportion suivante entre les différences, 194 * 207 ** 0,0048 *x =s 0,0051. La différence relative k Yq sera calculée comme
0,037 ci-dessus avec Diff. =42, et sera . 0,0042 = 0,0031; on aura donc
Odsbkvatioii. Celte table allant jusqu^à la valeur-- = 1,00, est aussi
étendue que celle dei valeurs de \\x^ Vi) qui va jusqu'à -- = 2,00.
X\'. V), et xX^, V) pour F(V) = c»; ;5 =^, V.
_aV,
xVV)
xVV)
xVV)
ISl
Dit 0
Dif. K
Dif. 10-
Dit 15
Dît 80
z'zzz
lia
Dit 25 1
DiC 34
Dit 36 1
Pif. 48 1
Dit 47
X"(*, V), et x'{'. V) pour FM=««5 a=" V. =?i'.
Dif
36 X"(',V), elxX*,V)poiirFM =
:«*• z = — V =2ïl.
Vo
x\xY)
ISS
o,os
Vo
l,29Gt)
o,ao
X"(*. V), etxX^, V) pour FM = e*5 *=^, Vo :
Vn
xVV)
i,so
0,5727 ci
Vo
;s = 0,39 II
ICO
O.SO
lit 0,50
Si 0.60
Il 0.70
iij 0,00
38 x"(*. V), et x*(*. V) pour F(V) =«'5 ^=^, V, sjïL.
Vo
z=zOM II
XVV)
D.JB
SOS
0,8237 d. 176 II
Vo
D. 516 1 Ij
X"C>, V), et x'(', V), pour FM =«•; z=^, V. =2li.
0,iO
un
0,9977 d. 172 II
Vo
i,to
X"(x, V) , Cl x'('> V) pour FM = «* ; « = ^r . V. = ï?^ .
Vo
xVV)
xTi-y)
xr(^y)
xVV)
SIO
ino
1,1671 d. i68 II
Vo
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