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TRAITÉ
AVANT- PROPOS
Lj Balistique , ou la Science du Mouvement des Projectiles, a été depuis longtemps Tobjet des recherches fi«^ irroniètrcs les plus distingués et des praticiens les plus habiles. Avant leurs recherches , on avait des idées trc-^-fausses sur la nature de ce mouvement.
Galilée, en combinant le principe de la composition dry mouvements provenant de différentes causes avec les \^>» de Taceélération des graves, démontra que la courbe d«-mle par les projectiles serait une parabole sans la rr«i»iance que Pair oppose au mouvement des mobiles.
Nem'ton voulut tenir compte de cette résistance et il rublit qu*elle était proportionnelle au carré de la vitesse *in nobile; mais il ne donna aucune méthode pour la driermination effective de la trajectoire.
Jfao Bemouilly ramena aux quadratures la solution de b gestion 9 dans lliypothésc la plus générale sur la loi dr la résisunce du milieu.
Lnler, en supposant la résistance proportionnelle au rarrr de la vitesse du mobile 9 donna Texpression flnie 4r U longueur d*un arc de la trajectoire compris entre 4rui pointa ou rincllnaison de la tangente est connue ; «^ partant de Tinelinaison donnée et en considérant des '-^r« d'amplitudes diverses terminés sous des inclinaisons • fH9mr% arbitrairement et présentant des différences de
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plus en plus petites , il en détermina les longueurs ; en les projetant ensuite , comme s'ils étaient des lignes droites ay^nt une inclinaison moyenne, il obtint les deux coordonnées de chacun des points de la trajectojre qui répondent aux inclinaisons arbitrairement choisies. Il détermina également la vitesse du mobile en chaque point et, par son moyen, la durée du trajet parcouru.
Legendre, pour corriger la méthode d*£uler, substitua aux lignes droites des arcs de cercles osculateurs ayant respectivement, aux deux extrémités, les mêmes inclinaisons que dans la trajectoire.
Lambert employa la méthode des développements en séries ; cette méthode fut suivie ensuite par Borda, Tempelhoff et Français.
Pour éviter les longs calculs que nécessitent ces procédés dans Tapplication , les géomètres ont cherché à modifier Texpression de la résistance de Tair de manière à rendre Tintégration possible. Borda a ouvert cette voie, il fut suivi par Besout, Legendre et Français.
D'un autre côté, des expériences furent entreprises pour déterminer la résistance de Tair au mouvement des corps, par Newton, Robins, Borda, Ilutton, sans qu'on soit arrivé à la représenter exactement.
Les nombreux travaux que nous signalons prouveraient, s'il en était besoin, la difficulté de la question balistique et son importance. C'est en vain, d'ailleurs, qu'on voudrait essayer de la résoudre par l'expérience seule. Dans quelques circonstances , comme dans le tir de plein fouet, il semble qu'on peut se passer de la connaissance du mouvement des projectiles, et qu'un petit nombre d'expériences doit suffire pour déterminer l'angle de projection qui permet de frapper un objet à une distance donnée ; que , de plus, on pourrait y arriver par quelques tâtonnements lorsqu'on ne connaît qu'imparfaitement cette distance. Mais on ne saurait se passer de connaître les vitesses, les durées et les angles de
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dmle; ib soni indispensables dans un grand nombre de cas.
Oo remarquera, d*un autre côté, que les problèmes de bali!>Uque ne sont pas de ceux qu'on peut toujours rÎMiudre par le seul emploi de tables construites pour fhaqoc genre de questions. Celles-ci seraient trop multipliées , trop étendues , et d*aillcurs certaines d'entre elles ne pourraient être dressées d'après l'expérience seule; rlleâ exigeraient des opérations trop multipliées et des dbpo^ttib trop dispendieux. Les expériences servent es- Mfotieilemcnt à fournir certaines données, indispensables émn^ les applications , et à vérifier l'exactitude des fornmles.
Cependant, malgré leurs recherches, les géomètres ne Mmi pas parvenus à des formules qui puissent représenter loajoars les résultats de l'expérience avec une exactitnde saflBsante. Plusieurs causes y ont contribué : d'une part , l'expression de la résistance de l'air a été basée en partie sur des expériences faites dans des circonstances qui différaient de celles du mouvement des projectiles ; de Fautre, celte résistance a été inexactement représentée par on seul terme proportionnel au carré de la vitesse.
Depaîs 1836, des recherches et des expériences nouvelles ont été entreprises pour déterminer et pour exprimer les lois de la résistance des fluides au mouvement dc-s corps; dans le cas particulier des grandes vitesses des projeetiles de l'artillerie, au terme proportionnel au carré de la vitesse, M. le général Piobert a été amené a ajouter un terme proportionnel au cube de cette même \ite%«e.
Chargé de professer la Balistique à TÉcole d'application de rartillerie et du génie k Metz , j'ai du m'occuper de la question dés 1837. J'ai bientôt reconnu que la difficulté De rrMdait pas tant dans la méthode du calcul que dans Ib^polhése sur la loi de la résistance de l'air. Mais, si l'hyiMtdiése simple de la résistance proportionnelle au
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carré de la vitesse avait conduil à des solutions inexactes et dont néanmoins la complication forçait encore à se contenter d'un certain degré d'approximation, n'était-il pas à craindre que l'expression binôme de la résistance ne conduisit à des formules trop compliquées dans les applications au tir des projectiles?
Cependant, j'étais parvenu à des formules très-simples et à réunir, au moyen de tables spéciales, l'exactitude et la facilité du calcul.
Cela me permit de publier, en 4847, un Traité de Balistique qui satisfit à un besoin réel; il fut bientôt adopté pour l'enseignement dans les écoles militaires. L'édition ne tarda pas à s'épuiser. Mais avant d'en entreprendre une autre, j'ai dû faire les nouvelles recherches que j'ai publiées sous le titre : Lois de la réHslance de l'air sur les projectiles, in-8^, 1857, et qui permettent d'adopter avec confiance les coefficients de la résistance de l'air employés. J'ai pu, dès lors, donner de nombreux exemples numériques , afin de faciliter l'application des formules aux divers jcas de la pratique.
En préparant la première édition de ce traité, j'avais eu l'intention de donner des règles applicables aux déviations des projectiles et à la probabilité d'atteindre des buts de formes et de dimensions déterminées; mais, les nombreux résultats d'observations qu'il eut fallu rappor-* 1er, eussent étendu l'ouvrage outre mesure. J'ai traité cette question sous le titre : Calcul des probabilités ap^ pliqué au tir des projectiles, in-8^, 1858, et j'ai pu , dès lors, dans cette nouvelle édition, me borner à un résumé qui suffira aux applications usuelles.
Je vais exposer sommairement la marche que j'ai suivie dans la deuxième édition de ce traité et qui ne diffère pas sensiblement de celle que j'ai adoptée dans la première.
Ce traité est divisé en dix sections.
La première section comprend les lois du mouvement des projectiles danç le vide. Elles sont fort simples dans
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relie hypothèse» et Ton arrive facilement à exprimer les relatioiM dont on pourrait avoir besoin. Elles s*éloignent peu de la vérité dans certains cas de la pratique ; tel est le tir des bombes où les projectiles sont de grand dia- ■ètrc et de grande densité, et où, en même temps, les «liesses et les portées sont peu considérables.
La seconde section traite des lois de la résistance de Tair. On doit distinguer les expériences aux faibles vitesses, qui 8*exécutent au moyen de certains appareils, des expériences aux grandes vitesses, qui ne peuvent être iaitcs qu*au moyen du tir des projectiles avec des bouches îfeo.
Jusqu'à ees derniers temps on ne possédait que les expériences de Hutton, exécutées sur des projectiles de petit calibre 9 lorsque M. le Ministre de la guerre, sur la demande do Comité de rartillerie, institua à Metz, en K33, une Conunission chargée de rechercher les lois qui «i<>r>ent servir à rétablissement des principes du tir. A la même époque, TAcadémie des sciences faisait le sujet du frand prix de physique de la question de la résistance des fluides au mouvement des corps. Le Comité de TaruUerie et TAcadémie donnèrent bientôt leur approbation a an travail présenté en commun par MM. Piobert, Morin •"t iBoi. Les expériences de 1839 et de 4840, faites pour i* terminer la résistance de Tair sur des projectiles de itffèrents calibres et animés de grandes vitesses, me peruurmt de déterminer avec plus d'exactitude la loi de cette rc>i*tanee, et je repris de nouveau ces recherches qui furent, comme je Tai dit, publiées en 1857. Ces expénroeet se continuent d'ailleurs encore à Metz, sur les b**tn€raux projectiles, par les soins de la Commission des , 'inrîpe» du tir.
La v^ctlon 111 comprend les lois du mouvement des
'i'r-iirUI<^<, sou'^ des angles de projection quelconques
t née ^rIprc•»^ion binùnie de la résistance de Tair. Sous
' ' rraod» joglcs de projection . Téquation différentielle
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de la trajectoire D*est pas intégrable; mais on arrive à réquation approchée d*un arc d*une certaine amplitude lorsque , dans celte étendue , on remplace la valeur \ ariable du rapport d*un élément à sa projection par sa valeur moyenne, dans les termes où elle est multipliée par les coefficients de la résistance; on obtient ainsi « pour un point quelconque de cet arc et en fonction de l*abscis8e, l'ordonnée, Tinclinaison de la tangente, la durée du trajet et la vitesse du projectile.
Les expressions de ces quantités sont très-simples; elles ne diffèrent de celles du mouvement qui avait lieu dans le vide qu'en ce que certains termes sont multipliés par une fonction de Tabscisse ; cette fonction a cela de remarquable qu'elle ne dépend pas de la distance absolue du but ni des dimensions des projectiles, mais seulement du rapport de Tabscisse au coeflcient du premier terme de la résistance et du rapport de la vitesse au quotient des deux coefficients; de cette façon, au moyen des tables qui ont été calculées avec l'exactitude désirable, et qui s'appliquent à tous les projectiles indépendamment des coefficients de la résistance, les quantités ci-dessus indiquées peuvent être déterminées avec une grande facilité.
Le nombre des arcs partiels à considérer n'est jamais considérable ; de plus , dans le tir ordinaire des lourds projectiles, comme les bombes, sous de grands angles de projection et aux distances auxquelles ce tir conserve encore assez d'efficacité, et pour lequel les vitesses sont faibles, il n'est pas nécessaire de considérer la trajectoire comme divisée en plusieurs arcs distincts.
Lorsque les projectiles, comme les boulets et les obus, sont animés d'une grande vitesse , les angles de projection restent très-petits, afin que les portées ne dépassent pas celles où les déviations ne sont pas trop considérables. Alors, l'inclinaison des divers éléments de la trajectoire est très-faible, et leur rapport avec leur pro-
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jrciioD horizontale peut être regardé comme égal à l'unité dàiis les termes où il multiplie les coefficients de la résisuiico de Fair. Les formules , dans ce second cas, se dédui^ni immédiatement de celles du premier et devienncni très-simples ; on arrive ainsi à la solution des divers pn»bit>mt*s qui peuvent se présenter dans Tapplication : ( est là Tobjet de la section IV. On passe d* ailleurs avec une extrême facilité au cas où Ton suppose la résistance ('roportionnelle au simple carré de la vitesse.
Dans la st'ction V se trouvent résumés et ramenés à tlr^ notations communes, qui permettent d*en mieux saisir I <*risenil)le, les travaux faits dans Thypotliése de la résis- Linee proportionnelle au carré de la vitesse, parEuler, Uiubcrt, Borda , Legendre, Français, etc. , etc. ; j*ai in- •thjué iv% perfectionnements dont plusieurs des méthodes ^ont encore susceptibles; quelques-uns de ces travaux n'itnx pas eu d'autre publicité que dans la première ( 'litioo de ce traité.
Présentés au Comité de rartillerie et à TÂcadémie des vifoces, ces résultats analytiques avaient été accueillis ^^\t>nblement. M. le Ministre de la guerre, sur le rapport •î'j t oiuité de rartillerie du 1G novembre 1845, m'avait '- c^fé à les publier le plus tôt possible dans l'intérêt de I rmrifnemenl à l'École d'application et aux Écoles régim^itaires, el l'Académie des sciences, sur le rapport de M. iHiliaroel, le 93 mars 1846, en a voté l'insertion dans ^ lircueil des Savants étrangers (tome X).
Earouragé par des suffrages aussi honorables et par i utiliic^, la facilité , l'exactitude que j'en avais retiré dans <lr oombreuses applications, je n'ai pas dû hésiter à en («lumrncer la publication en 1846.
^i^^ Ik ne devait pas se borner un Traité de Balis- ^|or; il de\ ait conduire des théories du mouvement aux «tpliratioDs pratiques les plus simples.
Lr tracé des trajectoires et la solution graphique d'un miid nombre de problèmes de balistique contenus dans
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la section VI, permetteni d'obtenir, par des tracés faciles et avec ujie exactitude suffisante, ce que donnent la plupart des formules des sections lU et lY ; mais avec Tavantage, que Ton a su apprécier, de parler davantage aux yeux. Ces solutions n*ont d'ailleurs pas de ressemblance avec les tracés antérieurement exécutés de certaines fonctions, et qui sont d'un emploi difficile et embarrassant.
La loi des pénétrations dans les milieux résistants se lie intimement avec le mouvement des projectiles dans Tair ; elle fait le sujet de la section VII. Les formules qu*on en déduit permettent d'estimer les effets dans les milieux résistants des projectiles des divers calibres et à diverses distances.
La connaissance des vitesses initiales des projectiles est indispensable dans les applications au tir des bouches à feu. On a indiqué dans la section Vin les divers moyens qui ont été employés pour les déterminer, et en particulier le pendule balistique ; cet instrument est actuellement en France employé pour des épreuves habituelles, et il est susceptible d'une grande précision ; j*ai donné à ce sujet des formules de correction dont de nombreuses applications ont prouvé l'exactitude et l'utilité; mais depuis la publication de la première édition , de nouveaux procédés de mesure au moyen d'appareils électro-balistiques, ont donné lieu à des recherches nouvelles et plus étendues. Les résultats connus, analysés avec soin, n*ont pas donné lieu à modifier les lois admises.
Il était nécessaire de reconnaître si les formules des sections III et IV représentaient exactement le mouvement des projectiles dans l'air : on l'a fait dans la section IX ; c'est une épreuve qu'ont tentée à plusieurs reprises les géomètres et les praticiens ; mais , ces épreuves n*ont pas toujours été couronnées de succès , quoiqu'on se donnât presqu'arbitrairement la vitesse initiale et le coefficient de la résistance de l'air. Le désaccord tenait en partie à l'inexactitude de l'expression monôme de la résistance ;
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l'nprcttion bindme que nous ayons employée et Tobservatioa que la ligne de projection diffère généralement un peu de la direetion prolongée de Taxe de la bouche à feu, BOQf a donné beaucoup plus d*exacUtude. Ainsi, pour ks haaieora moyennes des trajectoires d*un très-grand Dombre de coups , Taccord entre les formules nouvelles et i*observalioa a dépassé de beaucoup TexacUtude qu*on peut demander dans les applications les plus précises. Il en s clé de même en ce qui concerne les balles sphériques.
Cependant , on est conduit à reconnaître que la force fcrticale de la pesanteur et la résistance de Tair, qui est taa(teiite à la trajectoire , ne sont pas les seules forces à considérer; le mouvement de rotation habituel des projecules est la cause de nouvelles résistances latérales; crflcs^ font suivre au projectile une trajectoire diffé* rrate de celle qu'il suivrait s*il n'était soumis qu'aut deux preinicres forces. Une force constante et verticale sufQt fouT représenter les hauteurs moyennes des projectiles ; nais* dans le mouvement d'un projectile en particulier, oa reconoaii que la force déviatrice est variable dans la loofueor do tr^et, non*seulement en grandeur, mais en* rvrc en direction. Dans la section IX, j'ai recherché quelles toot les diverses causes de déviations , et j'ai donné le BMi)ra d*en calculer la grandeur et les effets souvent fort buaircs.
Dans cette deuxième édition , j*ai donné l'importance ^'rOe eomporte à la théorie du mouvement des projrctilea oMoogs tirés dans des canons rayés et qui sont par eeh naènie animés d'un mouvement de rotation. Ce b'Hneaicoi » dont il était moins utile de s'occuper préridfrnt, est cause d*une dérivation considérable, tant 4ms le plan vertical, que dans le plan horizontal. Je suis kfTîié trés^implement aux formules de ce mouvement.
Des principes sur le pointage des bouches à feu et l'ap* i .' aiion à la pratique , le calcul des hausses , les correc- ' mqs à apporter dans certains cas , sont contenus dans la
seetioo X. CeDe^ compraKl aussi ëes ubks qui doonent la relalioo des vitesses des proje«ii]<:s aux poids des charge» de pondre dans les boudies à feu el dans les armes â feu en usage en France* el les formules qu'on peut employer pour déterminer approximaiîTement ces vitesses dans les autres cas.
Cette section comprend encore les moyens de former les tables de tir, tant pour les boulets sphériques avec les canons lisses, que pour les boulets oblongs avec les canons rayés.
Désirant rendre les applications plus faciles, les réduire pour ainsi dire à un mécanisme de calcul, j*ai donné dans un résumé les diverses formules dont l'application peut se présenter. Des renvois permettront de recourir facilement au texte quand il en sera besoin * soit pour des explications 9 soit pour des applications spéciales.
Enfin, je me suis efforcé de réduire la longueur des opérations numériques en calculant des tables spéciales. Les plus importantes et les plus étendues sont celles des fonctions par lesquelles les formules du mouvement dans Fair différent de celles du mouvement dans le vide. Elles sont assez étendues pour les applications ordinaires , et il n'y a que quelques cas exceptionnels où Ton sera obligé de calculer de nouveaux nombres. J'y ai ajouté des tables auxiliaires qui simplifient beaucoup le plus grand nombre des problèmes et des extraits des tables des lignes trigonométriques naturelles d'une étendue convenable. Ces tables, jointes au résumé, formeraient ensemble un manuel qui suffirait aux applications. C'est ce qui a été fait pour TAidc-Mémoire des officiers d'artillerie, en 4856.
Je présente avec confiance les théories que j'ai exposées , parce qu'ayant eu à en faire un grand nombre d'applications, j'en ai pu reconnaître l'utilité et l'exactitude.
Aoat 1800.
I. — ■■■■lift ém prttlcetlles diasa le vMe
' rtfliti* des lois du mouvement des projectiles dans le ii>!e. — 4. Ex|»OMtion de la théorie du mouvement des pr(>jtt.ti]es dans le vide. — 5. Équation de la trajectoire •Itot le vide. — C. La tragectoire dans le vide est une f »nik(ole dont Taxe est vertical 8
*« AiQf>btade et hauteur du jet. — 9. Sous des angles de
l'rujcction également éloignés de 45o, les portées sont
-»'aJe*. — 10. Angle de plus grande portée et valeur de
Tîu portt''^. — H. Propriétés de Tangle de plus grande
••rlf^. — 12. Rapport entre les portées, les vitesses ini-
t:i)cs et lf« angles de projection 7
N .>^«e d*un projectile en un point quelconque de sa tra- /«rt..ire. — 14. Inclinaison de la tr^ecloire. — 15. Durée 4*1 ni«>fft\emenl 11
tT. I^ |M>«iti<«n du but étant donnée, trouver, soit la vitesse .nrtale, ik>it Tangle de projection. — 18. Relation entre iri ilcttz angles , s«ou8 lesquels , avec une \itesse initiale ■1' Qf.«^, va peut atteindre le but. — 19. Cas où ces deux »;i«;le« »e r«Miui»ent en un seul. — 20. Angle de plus grande :• fif^ , Mir un plan incliné i i
.:::. Vii«*flM» et angle de projection d'un projectile qui doit
0'^r piar deux |iointi$ donnés. — 22. Vitesse initiale
' ' ifi/lc ai' projection d'un projectile qui doit arriver à
XTI lAWLE MS MATICBCS.
on point déterminé soos une mclinatsoo donnée avec llionzootale 18
23, 24. Inflaence de la réasiance de Fair sur le monrement des projectiles ; néoesnié d'en tenir compte 22
25' Comparaison des dorées obsenrées et des dorées calcolées dans le jet des bombes. — 26. Comparaison des portées sons différents angles 23
27, 28. Notions préliminaires sor la résistance des fluides. — 29. Masse de fluide qui accompagne les corps. -«> 90. Considérations théoriques. — « 31 . Cas du mouvement Tarie.
— 32. Influenœ de la eompressibitité du milieu et de la variation de la densité. — 33. Influence de la forme des
, corps sur Tintensité absolue de la résistance de Tair. ... 27 34. Exposé des expértences concernant la résistance des fluides, dans le mouvement de rotation. — ^, 36. Appareils employés. — 37, 38. Résultats des expériences.
— 39, 40. Expériences sur le mouvement rectiligne. -— 44. Késiçtance dans le cas où le fluide est en mouvement et le corps en repos. — 42, 43, 44, 45. Résistance des corps do diverses formes en mouvement dans un fluide. 3r>
46, 47, 48. Lois de la résistance de Pair à de grandes vitesses; moyen de la déterminer. —49. Résultats des expériences de Hutton. — 50. Formule de M. le général Piobert. — M. Premières expériences de Metz, en 1839. — 52. Résultats des expériences de Metz , en 1839 et 1840 49
53. Nouveau calcul des expériences de Hutton. — 54> Nouveau calcul des expériences de Metz. — 55. La formule est indépendante du calibre des projectiles. — 56. Limite des vitesses que les projectiles peuvent acquérir par leur chute dans Tair. — 57. Expériences avec le pendule électro-balistique 62
58. Calcul de la densité de Tair. — 59. Table de la densité de rair 75
«BCroUV m. — Homemev^ dieu proJectHes éhow r«lr«
60. Considérations générales. — 61. Équation difl'érenttelle de la trajectoire. — 62. Équation différentielle d'un arc de tri^ectoire. . . ^ 80
TABLE DIS NATIBRBB. XVII
63. Êqnatioft finie d*un arc de la tn^ectoire. — 04. Inclinai- •OD, dorée, vitesse, expression de la durée du tnôel en fiNictioa de la vitesse à Textrémité de ce tr^et. — 65. Vitesse 90
tt, CI. Relatioiis entre les facteurs par lesquelles les équations du mouTement dans Tair diffèrent de celles du moaTement dans le vide. — 68. Simplifications lorsqu'on suppose la résistance de Tair proportionnelle au carré de la vitesse. — 60. Tables des valeurs représentées par les esrsdéristîques F et F. — 70. Tables des valeurs représentées par les caractéristiques ^ et d (tab. X). — ii. Table XI des valeurs représentées par les caractéristiques C) et CC). — 72. Tables à trois décimales pour les
^>akars ilk, d, O et (D 98
73. Propriétés générales du mouvement des projectiles dans Pair. — Vitesse. — 74. Asymptotes. — 75. Rayon de eovrbnre 112
76. Rapport d*on arc à sa projection. — 77. Choix des points de dirisîon d*une tng<H:toire en plusieurs parties Ii6
78. Valeur de la projection d'un arc en fonction des inclinaisons extrêmes. — 79, 80. Calcul des arcs 123
M. Trv*<^oire des bombes considérée comme arc unique. — 82, 83. Solution des divers problèmes sur le jet des UMnl*e>9. — Portées. — 84. Vitesse initiale d'un projectile qui doit avoir une portée déterminée. — 85. Cas où les portées sont peu considérables. — 86. Projectile qui doit pMser par un point donné. — 87. Cas où les portées t»nt peu considérables. — 88. Angle de projection. •— % Angle et vitesse de chute, durée du tn^et. — 90. De fangle de plus grande portée 138
S I. — Tm sors LES petits angles.
M. Sioiplificalions 155
^ iMlntiott des divers problèmes; lorsque le but n'est pas é hauteur de la bouche à feu. — Vitesse initiale. — SD. Angle de pngection. — 04. Vitesse et angle de prolectioo d*iui projectile qui doit passer par deux points donnés. — 95. Vitesse et angle de projection d'un pro-
XVIII TAULE DIS MATIÈRES
jectile qui doit passer par un point donné ; sous une
inclinaison déterminée. — 96. Remarque 1 57
97. Solution des divers problèmes lorsque le but est à hauteur de la bouche à feu. — 98. Angle de projection.
— 99. Portée. — iOO. Angle de chute sur un plan horizontal. — iOl. L*angle de chute est plus grand que Tangle de projection 169
i02. Inclinaison , durée , vitesse 173
103. Dans le tir habituel des canons et des obusiers, Tangle de projection rapporté à la ligne qui va de la bouche à feu au point à battre , est sensiblement indépendant de rélévation de ce point 175
§ II. — MOUVEMENT DES PROJECTILES, ABSTRACnON FAITE
DE LA PESANTEUR
104. Mouvement des projectiles, abstraction faite de reffet de la pesanteur. — 105. Les longueurs et les durées des trajets de deux projectiles différents qui passent d'une vitesse donnée à une autre vitesse donnée , sont proportionnelles au produit des diamètres par les densités.
— 106. Démonstration directe. — 107. Tables fondées sur le principe précédent. — 108. Application au tir à grandes vitesses, sous de très-petits angles de projection. 177
§ III. — HYPOTnÊSE DE LA RÉSISTANCE DE L'AIR, PROPORTIONNELLE
AU CARRÉ DE LA VITESSE DU MOBILE
109. Circonstances dans lesquelles la résistance de Tair peut être représentée par un seul terme proportionnel au carré de la vitesse du projectile. — Simplifications qui en résultent. — 110. Formules qui résultent de Thypothèse de la résistance de l'air, proportionnelle au carré de la vitesse 189
111. Solution des divers problèmes entre les portées, les vitesses initiales et les angles de projection : le but étant à hauteur de la bouche à feu. — Durées. — Sommet de la trigectoire. — Angle de chute. — 112. Le but n'étant pas à hauteur de la bouche à feu. — 113. La trajectoire devant passer par deux points donnés , ou par un point sous une inclinaison donnée 193
114. Inexactitude cfe Thypothèsc dans le tir à grandes vitesses. 198
TABLE DES MATIERES. XIX
ji L — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES TRAJECTOIRES.
115. Exposé. — 116. DÎTerees méthodes d'approximation. . . . 200 117. Notations. — Propriétés générales de la tngectoire. — 118. Asymptotes. — 119. Rayon de courbure. — 1i>. Vite»e 203
i D. -- MÉTHODE DES QUADRATURES ET MÉTHODE D'EULBR.
1^. Équations fondamentales. — 122. Méthode des quadratures 210
12). Ur-thodes d'Euler. — iSA. Construction par points. ~ 125. Correction de Legendre. — 126. Correction proposée. — 127. Degré d'exactitude des diverses méthodes. 216
S m. -> MÉTHODE DES SÉRIES.
1'> Vrthode des séries. — Résultats de Lambert. -* 129. Portée horizontale. — 130. Inclinaison. — 131. Dun*p^. — 132. RésulUts de Borda. — 133. Résultats de Tein|M-lhof 218
1 'i. R<^saltats de Français. — 135. Notations employées par Français. — 136. Valeur des abscisses et des ordonnées en fonction de la longueur des arcs. — 137. Valeurs des nrdonné<« et des abscisses en fonction de rinclinai- «rii. — 1.18. Équation de la tngectoire. — 139. Autre njuation de la trajectoire. — 140. Portée horizontale. ~ 141. Vitesse initiale. — 142. Longueur de l'arc dont la pmj<*ction est donnée. — 143. Durée du trajet.... 224
S IV. — MÉTHODES D*APPn0XIMATI0N.
t»4. Mrtbode^ d*approximation. — Méthode de Horda. — IfT». Fonnol<*8 de Desout. — 146. Méthode de Lerrmire. — 147. Méthode de Français. — 148. Coroparai«oa ^ntre le degré d'approximation des méthodes de l^t^ndre et de Français. ~ 149, 150. Modification |.m|K«w^ ...• .• • 243
XX TABLE DES HATIÉBBS
{I. — TRACÉ DES TRAIECTOIRES.
151. Trayedoirei des bombes. — 153. Modification qui donne plus d'exictitade dans le tracé. — 153. Tracé dans le cas de faibles coorbnres » ».., 252
154. Propriétés générales des trig^c^ûre*- Sommet. Minîmniw^ de la litesse et dn rayon de courimre. — 155. Application au jet des bombes ^ 260
156. Tracé des trajectoires sous les petits angles de projection. — 157. Simplifications. — 156. Ttacé de la trajectoire pour des points équidistaiits. — 150. Tracé des inclinaisons de la trayectoire. — 160. Durée du tnget; Titesse ; 263
Courbes des valeurs de fonctions ^, d, C0| t
S n. — 80LUTI0H GRAPHIQUE DE DIVERS PROBLÈMES DE BALISTIQUE.
102. Solution grapbique de divers problèmes de balistique.. 274 163. Déterminer l'angle de projection sur un plan borixontal. ^164. Déterminer l'angle de projection du projectile qui doit passer par un point donné. — 165. Vitesse initiale. — Le but étant à hauteur du point de départ. — 166. Le but n'étant pas à hauteur du point de départ. 275 167. Déterminer l'angle et la vitesse de projection d'un projectile qui doit passer par deux points donnés. <— 168. Déterminer l'angle et la vitesse de projection d'un projectile qui doit passer par un point donné et sous
une inclinaison déterminée » 280
Forme du vide produit par les projectiles
1S4. Dorée des pénétrations. . . • ^ 307
llCIim Tlll. ^ ■«•■r« de la Yllesae des projectllee
Ifô. Exposé. — 186. Mesure des vitesses par les portées. — 187. Procédés A employer Sii
)^ Mesure des vitesses par la hauteur et la durée de Tasceosion verticale 314
l'O. Mesure des vitesses par la durée du trajet. — 190. Machine de rotation de Mathey . — 191 . Machine de Gro* bert. — 192. Procédé du colonel Debooz 315
1 <* Me»ure de la vitesse d*un projectile par celle qu'il imprime i une masse plus grande. — 194. Pendule-balistique de Robins. — 1^. Nouveaux pendules-balistiques 320
l'^V Description du pendule-balistique destiné au tir des boulets. — 197. Suspension des canons. — 198. Pendule-balistique pour le tir des balles de fusil. — 199. Pendule en bois pour le tir à grandes distances 323
iii. Formule pour le calcul de la vitesse des projectiles. «* :SH. Moyen de tenir compte des variations du poids du récepteur d*un coup à Tautre 328
11. Merare des divers éléments qui entrent dans la formule de» vitesses. — 303. Mesure directe du moment statique. — 204. Cboc sur les couteaux» 336
10. Eumm des diverses suppositions. — 206. Correction rdathre à la direction du choc. -* 207. Résistance pasuve de l'appareil. ~ 206. Effet de l'explosion des gaz. •* 343
A.^ ViiesM initiale proprement dite • 340
^0. CaaoD-pendule 350
•il Application de l'électricité i la mesure de la vitesse de» proicctileB. — 213. Pendule électro-balistique. — 214. Coigoiicteur et diqoncteur. ~ 215. Mode d'opéraboa. ^ 216. Emploi de l'étincelle électrique 353
SI* Vitene du projectile déduite de celle du recul 361
ET CEUX DES FORMULES
216*. Exposé. — 217. Résultats des expériences anciennes. — 218. Expériences de Metz, en 1846. — 219. Tngectoires particulières 362
220. Déterminer la force déviatrice verticale qui fait passer
la trajectoire par deux points donnés 378
221 . Les différences entre les trigectoires ne tiennent pas au coefficient de la résistance de l'air. — 222. La cause déviatrice est variable dans l'étendue du trajet. — 223. Résumé 380
Exposé
Causes déviatrices initialea.
225. Variations dans les directions des projectiles sphériques, au départ. — 226. Mesure des variations dans les directions. — 227. Déviations dans les armes rayées en hélice. — 228. Déviations provenant du mouvement des armes. — 229. Vibrations des canons de fusil 385
230. Variations dans les vitesses initiales. •— 231 . Influence de la variation du poids et du diamètre du projectile sur la vitesse initiale et sur les portées 390
Causes qui agissent sur le projectile durant son trajet dans l'air.
232. Dérivation due à l'effet du vont. — 233. Dérivation due au vent dans le tir sous de petits angles de prqjection. * -^ 234. Simplifications» -^ 235. Applications 392
236. L'inclinaison de la bouche à feu n'a pas d'influence sur la vitesse initiale du projectile. — 237. La proxinûté du soi n'a pas d'influence sur la forme de la trajectoire. . • . 399
238. Mouvement de rotation du projectile dû à la pression sur la partie inférieure de l'àme, -^ 239. Mouvement de rotation dû à l'excentricité du projectile. -* 240. Moyens de niesurer l'excentricité. — 241. Mouvement de rota-
TABLE DES MATIÈRES. XXIII
lion. ~ '242. Influence de la position de l*axe de rotation, relatÏTement aux axes principaux d'inertie du mobile. — 243. Recherches analytiques de Poisson, sur rinfluence du mouvement de rotation. — 244. Le frottement résultant du mouvement de rotation ne rend rompte ni du sens ni de la grandeur des déviations. . . 401
^. Influence du mouvement de rotation d*un projectile dans Pair, due aux différences de densité du fluide. — La déviation a lieu dans le sens du mouvement de l'béroisphére antérieur. — 246. L'influence du mouvement de rotation démontrée par Texpérienee 409
tVî. Eicentncité dans les projectiles ordinaires. — 248. Exphcat.on de certaines déviations qui paraissent extraordinaires. — 249. Moyens de diminuer les déviations des projectiles. — 250. Emploi des rayures en hélice , pour imprimer un mouvement de rotation. — 251. Stabilité de l'axe de rotation. — 252. Dérivation particulièro aux balles oblongues de forme o^pvale 41 7
STkJ. Ht'^^arité du tir résultant d'une position déterminée da centra de gravité , relativement au centre de figure , dans les obus excentriques. — 254. Placement du centre de gra\ité des projectiles ordinaires. — 255. Moyen d'obtenir la stabilité de Taxe de rotation 425
S^. Variations dans les portées dues à la variation de la densité de Tair 429
) m. — nUlECTOIRfiS IIÉCLLB8 DES PROJECTILES.
Données nécessaires pour déterminer la tn^ectoiro réelle d*ua projectile. — 258. On tient compte S('t>arément de chacune des forces déviatrices. — 259. Application plus particulièro au tir sous de petits angles au-dessus de
llftorizon • 4.12
^SV), Repréfentation du mouvement réel des projectiles — 201. Cas où la direction de Taxe de rotation est instantanée.— 262. Tnyectoiro dans le cas de plusieurs causes déviatrices coexistantes 4.'k>
I IT. TiiAJrxroiRE des projcciues oblongs dans les cano.ns
RATÉS
J*S. Necetoité de tenir compte de la dérivation.— 264. Équa-
XXIT TiUlLE DES MATIERES.
tion de la trajectoire des boulets oblongs. — La force déviatrice étant comparée i la pesanteur. — Inclinaison ; durée; vitesse 440
265. Équation de la tn^^^^ûie des boulets oblongs. — La force dévialrice étant comparée à celle du vent. — Inclinaison; durée; TÎtesse. — 266. Formules de dérivation plus rapides 442
267. Comparaison des formules sous le rapport de la dérivation avec les distances. — : 268. Applications 445
L — POINTAGE DES BOUCHES A FEU
275. Pointage des bouches à feu. — 276. Pointage des mortiers. — 277. (2hoix de l'angle de tir 446
278. Pointage des canons et des obusiers. — 279. Pointage au moyen de la hausse. — ^SO. Relation des hausses et des angles de mire. -^ 281 . Calcul des hausses. —282. But en blanc. ^ 469
283. Quantités dont on doit viser au-dessus du but pour l'atteindre. — 284. Hausses négatives et quantités dont il faut pointer au-dessous du but pour l'atteindre 474
285. Observations relatives au relèvement du projectile , par rapport à l'axe de la bouche à feu et à la position du point de chute sur le sol 475
286. Cas où la ligne sur laquelle on compte les hausses est inclinée. — Arrondissement du bourrelet. — Cran de miro , , ^ 476
hui
Ûl/
Mit
XXVI TABLE DES MATIÈRES
313. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui doit passer par deux points donnes. — 314. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui doit passer par un point donné sous une inclinaison déterminée 520
315. Solutions des divers problèmes lorsque le but est à hauteur de la bouche à feu. — Vitesse initiale. — Angle
de projection. — Portée. — 316. Tables de tir. 523
AddiUon â l'article 81 524
Résumé des formules. ...*.. 525
Tables 555
ERRATA
Pag
Lig. _
5, au lieu de V/T,tangip., lisez T,Vfang9'
15, au lieu de S=0'n'021, lisez Ora'012.
16, au lieu de k = ifiiy lisez /c = l,64. 18, au lieu de si le pendule, lisez s*il.
3, au lieu de -r, lisez -r-,
dt . dx
15, au lieu de e*, lisez e*.
16, au lieu de |^J, lisez * ' • *
24, 25 et 26, au lieu de z', lisez z. 10, 14, 17, 23, au lieu de 0,0043, lisez 0,0053. 23 et 26, au lieu de 11 et 1,8948, lisez respeciive^nent 95 et 1,8966.
8, en remontant, au lieu de descendante, lisez ascendante, dernière de la septième colonne, au lieu de 1,0008, lisez
20, au lieu de \=y lisez r=.
9, au lieu de ift>(a;,V), lisez ifi>(ir', V).
11 de la cinquième colonne du tableau, au lieu de 9,9725,
lisez 0,9725.
12, au lieu de p, lisez q.
14, au lieu de 24r, lisez 2R.
10, au dénominateur, au lieu de 2.9,809—, lisez 2.9,809 X- 8, au lieu de et on, lisez on.
TAtLB DBS MATIKRE8. XXVII
i>;M. ^, au lieu de +tiuig9, li$cz 4-Ung^*
en remontant, au lieu de —, lisez
JC), 7 M page 204, ligne i, au lieu de M, lisez m. JGC», ii, au Ueu ck *»^ en exposant, /tm ^.
^C\ SÛ, première équation, au lieu d^ ; en exposant, lisez — ^
^l 5, ou lieu de F( ), lisez F'( ).
i^., U, au fteu de F(x,), twcr F(a?).
rV>, 15, au lieu de i +<ip'9 ^^* ^+^'-
l'O. 5 après le tableau, au lieu de -^, lisez j^,
-Ô. 4, au lieu de r, lûezY.
€', 4, après d/, ajoutez de la figure 21 .
'^^. 19, au /t>u de OD, lisez ON.
^^1. d), au lieu deDklu ligne 01, lisez N à la ligne OJ.
5^>. 9, supprimez OB.
: «s 4, en remontant, au lieu de -, ttsez — ^.
•*-*. 4. après menée, ajoutez parallèlement.
.V'. 14, au lieu de çp,, lisez qpg,
^'*. 23. au lieu de |/,, lisez P».
r->. d<Tmère, au lieu de OK', lisez OU.
ifT. 2, en remontant, ajires demi-cercle, t^joulez qui coupera
en H l'horizontale passant par le point M.
••'. 4 d« la dernière colonne, au lieu de 3,87, lisez 3,37.
• t. W au lieu de Fig. 45, lisez Fig. 44. '1. 10. au lieu de 215, lisez 215*.
'i, f, au li>u de 216, lisez 216*.
T,. 4, 7, 9 do tableau, au lieu de 0,02; —0,73; —2,76, Usez
'•': dtf^fiurre, après Téquation, cloutez (4).
* i. «I^rai^rp, au lieu de haut en avant, lisez haut en ban. <' . 4, au lieu de rotation, lisez translation.
«.V 9, après Fig. 52, ajoutez (bis).
*.4 S, a|»rrs Fig. 55, ajoutes (bis).
»«i 14, au li^u de V, lisez v.
•A. 6. dans la dernière équation, au lieu de W„ lisez V,.
*•• dcnu^re, au lieu de =... et de V-=, mettez r=... et V,=r.
» * h, au Itcu de à plus forte raison^ lisez par conséquent «
v/ 23. au l%eu de trombes, lisez trompeta
xxvni
TABLE DES MATIÈRES
26, au lieu de inclinaisons, lisez distances. 4, en remontant, au lieu de m, lisez m',
18, au lieu de 2sin>a, lisez 28in*^a.
2, au lieu de KBP, lisez KBE.
2 et 4, en remontant, au lieu de S... et SM, lisez So et SoM.
6, en remontant, ou lieu de e-, lisez e'*
6, en remontant, au lieu de 30o à — 30», lisez 0» à ^30». 12, dans afb(^iV), au lieu de x, 2ûez X.
16, dans -^-^rr, à V su&sfiVue; V,.
avant-dernière, colonne 1,85, au lieu de 1,2952, lisez 1,2982.
dernière, colonne 0,50, au lieu de 0,9816, lisez 0,9616.
Pi. I, Fig. 18, à rintersection de la tngectoire Mn et de l'horizontale OP, inettex B.
PL II, Fig. 24, à rextrémité de la verticale DD', au lieu de F, mettez F'.
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PL IV, Fig. 35, mettez G' symétriquement à C.
PRÉLIMINAIRES
1. Dé finition et objet. La Balistique {ars balistica, du ;.ec ^»«y je lance) est la science du mouvement des c^rfrs pt'^anls dans Tespace, suivant une direction quel- * riiiue. Elle s'applique plus particulièrement aux projec- ': ^ de rarlillerie lancés en 1 air à Taide de la poudre et <i'i bouclies à feu.
Chi doit distinguer la science du mouvement accéléré .' i pn^j'clile, tant qu'il est soumis dans la bouche à feu 4 ! action des forces motrices des gaz enOammés de la ; jJre, ou la balistique intérieure', de celle du mouver ' nt de ce projectile, hors de la bouche à feu, et sour i^ à raclion de la pesanteur et de la résistance de Tair, : 1 laliviique extérieure; celle-ci, ou la balistique propre- ^ -fit dite, a pour objet de déterminer toutes les circons- !.:..v^ du mouvement des projectiles, et de donner les L. \^ùs d'exécuter avec justesse le tir des différentes '::..».*s et d*ea obtenir le plus d'efficacité possible. Elle i rrr.t* une partie importante de Tart de la guerre.
Jusqu'au milieu du seizième siècle, l'artillerie fut
* Le* h:f <lu mouvement des projectiles dans Tintérieur des bou- * j fr-j ftat été traitées par M. le général Piobert dans la partie • ri'^'io de son Court d*artillene à TÉcole d*Application de l'Ar- ' 'r*e M <iii Gf^nie ; lithograp. à l'École en 1841 et en i846.
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traitée d^uoe manière empirique; on a cm longtemps que les boulets se mouvaient en li^e droite et que la trajectoire décrite par les bombes se composait d'un arc de cercle et de deux lignes droites. Tartaglia, le premier qui s'occupa de recherches scientifiques sur cet objet, démontra qu'aucune partie de la trajectoire n'était une ligne droite, et que l'angle d'élévation du tir de 45^ donnait la plus grande portée. Torricelli se livra à des expériences; Galilée démontra que la trajectoire était une parabole, mais seulement lorsque la résistance de l'air ne la modifiait pas.
La loi de la résistance de l'air devint l'objet de beaucoup de recherches. On admit généralement l'hypothèse de Newton, d'après laquelle celte résistance est proportionnelle au carré de la vitesse, du projectile, et les plus grands géomètres s'occupèrent de la recherche des lois du mouvement des projectiles. Robins, Ilutlon, d'Arcy, Borda, firent des expériences nombreuses pour déterminer la loi de cette résistance aux petites et aux grandes vitesses. Ces expériences ont été reprises dans ces derniers temps et ont conduit à des résultats importants.
On trouvera dans la section V de ce Traité une analyse des principaux travaux des géomètres sur celte partie de la science du mouvement des corps.
On s'occupera d'abord des lois du mouvement dans le vide, lois très-simples et qui peuvent être appliquées dans quelques cas de la pratique ; on s'occupera ensuite des lois du mouvement dans l'air, particulièrement dans le cas du tir des canons et des obusiers. On donnera, pour ces divers cas, des applications numériques qui feront mieux comprendre l'emploi des formules.
«■BNT MBS rS^JECTILES DANS LE VIDB.
3. VtilHé des lois du mouvement des projectiles dans le UiU, Quoiqu'on ne puisse s'empêcher de reconnaître que Lirait une influence souvent considérable sur le mouve- L. ut des projectiles, il est utile néanmoins de rechercher !- luis de ce mouvement comme si cette influence n*eiis- L.t [las; ces lois sont, en eflel, une première approxi- 1. :i('D et une indication utile dans plusieurs cas de la :r.iti|fj«.*. Ha comparaison des résultats des formules du "^ 'jiemrnt duns le vide et du mouvement dans Tair avec ' A de rob^ervation fera voir Timporlance de la conr .^-anre exacte des lois de celte résistance.
i ETjH'$iiion de la théorie du mouvement des projec- * M dans U videK Supposons un projectile lancé dans -.1- JifKt lion quelconque, avec une vitesse initiale don- : '. Il t-«t d*aliord évident que la pesanteur étant la seule •; fjui a;:i^>p sur le projectile, et la direction de celle-ci ' --t \iiii(al«*, la courbe ou la trajectoire que suivra ce
' l'ia* mr-Q Cours vUmentaire de lUiUsliquc, adopté par M. le
ï 'rç il*» la Csw^Tve pour IViUît'igncincnt d«»s t'*l«**\es de l*École
:i..L'jari' de Saiiit-G>r, j'aidoiint* la (liéoric du mouvement
•- " / ijle» dans» le vide et dans Tair d'une manière trés-élé-
« vi:? '.In-i*, 3« édition, 1859.)
mobile sera toul entière dans le plan vertical de tir : ce plan contiendra nécessairement la tangente menée à la trajectoire au point de départ et que Ton nomme ligne de projeclion.
Cela posé : soit V la vitesse initiale du projectile; 9 l'angle de projection, au-dessus du plan horizontal (Fig. 1); g h pesanteur ou la vitesse acquise par un corps au bout de la première seconde de sa chute dans le vide; xeiy les coordonnées horizontale et verticale d'un point quelconque m de la trajectoire ; t le temps écoulé depuis l'origine du mouvement, et v la vitesse du mobile à cet instant.
Si l'on nomme h la hauteur à laquelle est due la vitesse initiale V, dans une chute supposée verticale et dans le vide, on aura la relation connue V* = ^gh qui sera trèsfréquemment employée.
Puisque la pesanteur est la seule force accélératrice et qu'elle agit verticalement dans le sens opposé aux ordonnées positives, l'accroissement de la composante verticale de la vitesse v, relativement au temps, devra être égale à la pesanteur. Cette composante étant le rapport de l'accroissement de l'ordonnée verticale y,
dy
relativement au temps ^, lequel est—, et l'accroissement de cette composante relative au temps, devant être égal à la force accélératrice , qui agit ici dans le sens des ordonnées négatives, on aura
La composante horizontale de la force accélératrice étant nulle, la composante horizontale de la vitesse du
mobile étant — , et son accroissement , relativement au
dt
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temps f devanl aussi élre nul , on aura
En întéjrrant ces deux équalions cl en nommant C et C' •I* iiY constantes, on aura
Ces équations font voir que les mouvements suivant les ai>^ Ses X et des y sont indépendants entre eux et ne Knt nullement modifiés Tun par l'autre; le premier, suinnt Taxe des or, est uniforme, et la vitesse constante est
• ;'jle â C ; le second est uniformément retardé et le même <] j^ si le projectile avait été lancé verticalement avec une y/.t^se C On aura la valeur des constantes C et C en ( nMdônint qu'à l'origine du mouvement, ou quand ^ - 0, on a
---s:\co89 et -f-ssVsinç:
; T conséquent on aura pour les équations du mouvement
dx du
lit ai
I'! vranl de nouveau et remarquant qu'au commencer ni du mouvement, ou quand (=0, on a x=0 el y=0, -i que par suite les constantes sont nulles, on aura
5. Expiation de la trajectoire dans le vide. En élimi- : .;r.t / entre les deux équalions [(1) et (2)] du mouvement,
• n aura une relation enlre les coordonnées 2; et j/ ou ■ ' ;tiation de la trajectoire ; elle sera
5Vcns*p CORP*
b SECTION I.
En rcroarquaut qu'entre V et A il y a la relation V'=2f^A,
et en remplaçant par lang 9, on aura pour 1 equ;i-
lion de la trajectoire
(3) ys=a;tangç —
4/icos*9'
6. La trajectoire dans le vide est une parabole dont Vaxe est vertical. A l'inspection de cette équation on reconnaît qu'elle appartient à une parabole. On peut, par une transformation des coordonnées, la mettre sous la forme habituelle et reconnaître immédiatement plusieurs des propriétés de la trajectoire.
En effet y dans celte équaiion mise sous la forme 4%cos"f = 4/ixsinçcos9 — x\ en rendant le deuxième membre un carré parfait, ce que Ton obtient en ajoutant — - (2 A sin 9 cos ç)% on aura
4/1 cos'Ç (/isin* ^ — y) ss: (2/i sin ç cos 9 — «)*.
Faisant Asin*9 — y — !/' et 2Asin9C0S9 — « = a:', réquation de la ti*ajectoire devient
c'est celle d'une parabole rapportée au sommet comme origine des coonlonnécs. Los coordonnées de ce sommet, par rapport à rorii^iiie primitive, sont 2/isin9Coso pour la distance horizonlnle, et Asin'ç pour hi hauteur au* dessus du point do départ. On voit inunédialemt'nt : 1^ que le sommet corre^pcmd au milieu de Tamplilude, puisque la courbe est symétrique par nipporl a la verticale du sommet (Fijî. 2); f2« que Télévalion du sommet, ou la hauteur du jet, est moitié de ronlonnée coiTOspondante a la ligne de projection, puisque rab>cisse e^t moitié de la sous-tangente ; r>que la branche ascendante AS et la
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itjîicho ilescendanle SB sont semblables; 4^ que Tangle J*' chute DBA est égal à l'angle de projection CAB.
On peut résoudre plusieurs questions fondées sur les [r ;.n»'iô> de la trajectoire.
7. Amplitude et hauteur du jet. Soit X Tamplitude du ]• ( «Ml la portée horizontale AB égale à 2AII (Fig. 2), et Y b I) lUteur IIS du jet.
Puur avoir la portée horizontale X, Faisons y = 0 dans !• luation de la trajectoire, elle deviendra
0 = Xlang94/icos'ç— X*.
r ::r» rqualion est satisfaite par X = 0, ce qui devait être, • : h «{('prend rien ; mais après avoir divisé par X et en r'!ijrt|uant que âsinicos^ = sinS^, on aura
^. La iiauleur du jet n'étant autre que la hauteur du :.. -t, on aura, d'après ce qu'on vient de voir (6),
Y = ft sin'^ .
^•ii arrive directement au même résultat, en égalant à : . • la valeur de — tirée de Téqualion de la trajectoire, ]a donne
0 = tang? — -7 --,
'■* tiileur substituée dans l'équation de la trajectoire '••* [• 'ur r(»nlonnée Ydu sommet la valeur déjà obtenue
Ys=2 /isin'?.
{u.ilion fait voir que la haiitcur du jet croît avec
Tangle de projection?, jasqa'à deTenir égale à A, lorsque le projectile est lancé verticalement ou que sinf ^1, ce qui devait être par la déiiDition même de h. Pour
9 = 45®, angle pour lequel sin ^ = V^^ , on a pour f = 30»,
ÂPPUCATiONS NusiÉRiQUES*. 1* Soit UQ projectile lancé sous l'angle de 45^ avec une vitesse initiale de -iS^-^ oo aura V=i8"":5;fc = îi7-44:f = 45*:tang9 = l;cos? = 0.707i; sin'^ = cos*ç = 0.500; l'équalion de la trnjectoire deviendra
t/ = X — -r TTzr-r: , =:X —
■ Dans les exemples numériques qu'on donnera dans ce Traité, on ne s'assujettira ordinairement qu au degré de précision utile dans les applications ; cela permettra d'employer dans les calculs les lignes trigonométriques naturelles avec quatre ou cinq décimales et d'éviter ainsi l'emploi des logarithmes. A cet effet , on a inséré dans ce Traité une table (Table 1) des sinus , tangentes et cosinus naturels.
La pesanteur g varie avec la latitude et avec l'élévation du lieu au-dessus du niveau de la mer. On en trouvera une table dans la section VIII. On a adopté dans les applications une valeur moyenne
égale à 9,800.
Pour passer facilement des valeurs de V à celles de /i = ~- et
réciproquement, on fera usage d'une table calculée à cet effet (Table 11).
On prendra pour unités le mètre , le kilogramme et la seconde sexagésimale ; les vitesses seront comptées en mètres parcourus par seconde et exprimées par m : s.
Quelques applications ont été faites à l'aide d'une règle à calcul de 0i"50 de longueur qui donne des résultats suffisamment exacts dans la plupart des cas , quoique laissant parfois de l'incertitude sur le dernier chiffre.
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Ea fiisast y sx 0, on aura la portée horizontale X = 234"88 ou i'ùt^, en nombre rond. En prenant d'autres valeurs de x. on déuruiiùrra !•>$ ordonnées des points correspondants. Cette trajeci* I e se rappruche beaucoup de celle du globe du mortier éprou- \' .V pfur le cas d'une portée de 235°>. La hauteur du jet est ^ = U7.4lx0.5 = 58»72.
i* S.ii V=6i»-»70 et 9 = 45». on aura fc = 200"4, i« ^ T ss 1 ; et , pour l'équation de la trajectoire
•>& aura pour y = 0. la portée horizontale X = 400"*8. C'est le I «« qui se rapproche du tir ordinaire des bombes à 400». La t,...rur (lu jet est Y = 200-4 X 0,5 = 100"2.
> S-.it f = 12% V = 140-. on aura sin? = 0.20791 ; \;.;î=0.21i56. cos9sr0.978i. ft=999»: l'équation de la i'^^ rloire sera
XrsSli-^C. Col le cas qui se rapproche du tir plongeant des gros :- . .i.;-derarlillerie.LahauleurdujetestY=999. (0,20791)*
<•. S/«* (les anghs de projection également éloignés de T' , //< jtortrrs sont égales. Puisque X = ^/«sinçcosç,
• r* \»'d iiiiintMlijlement que si au lieu de ^ on prend son
• '..|-l*-riit>uty le binus se changera en cosinus et récipro- •. .ai'-fity et que la valeur de X restera la même; par
.«/'•]u^nl, sous des augles également éloignés de 45^, ' iirae :U^ et 60<> par exemple, les portées sont égales
• -lie elles (Fig. 4).
UK Angle de plus grande portée et valeur de cette por-
' ^ La «-aleur de la portée (éq. 4) mise sous la forme
\ = iA sin i^^ sera un maximum pour 2^ = 90^ ou pour
s=:4Cy*, c'est-à-dire pour sin29 = 1, et celle portée
'.ra X = ^ ou le double de la hauteur due à la vitesse
iniliale. Cette vitesse déduite de la portée sous ÂSù^ va que V* = 2yA et que par conséquent X = — sera
On arrive directement à Fangle de plus grande portée
dx
en égalant à zéro la valeur de — •
H . Propriétés de l'angle de plus grande portée. L'angle de plus grande portée est évidemment celui sous lequel on obtient une portée donnée avec la plus petite vitesse, n procure en outre cet avantage, que de petites variations dans l'angle de projection, soit en plus soit en moins, i:e produisent pas de différences notables dans les portées ; cette propriété a pour effet d'augmenter la justesse du tir.
12. Rapports entre les portées, les vitesses initiales ei les angles de projection. Si deux projectiles sont lancés sous le même angle 9, avec des vitesses différentes V et \\ les portées étant X et X', on aura
delà,
X=s2^8m2p=— 8in2p et r=s— sin2?,
Donc, sous le même angle, les portées sont entre elles comme les carrés des vitesses, et réciproquement les vitesses sont entre elles comme les racines carrées des portées.
Si X'' est la portée d'un projectile lancé avec la même vitesse* V que le premier , mais sous un angle qf^ on aura
X'' s -* 8in 2f ', et par conséquent , r^ = . ,^^ , g '^ ^ X" wn2f"
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cVl-à-Jire que les portées des projectiles lano^s avec b n.- m<- \iie$^e, sont entre elles comme les sinus du double lî- - aiii:l.-s de [irojeclion.
>i on ap)>clle \, ta portée sous l'angle de iî}", on aura X. = 2A et X''=X.!iii2f".
>i «'= 15" alors sin2^" ou sin.lO» = J, on en conclut i\ :•? h [f-rti-e F'ius \y> est moitié de la portée sous -45".
i>ii a aus.'i la ri'laliun ïiii3/ r= — , au moyen do
I -luille on déiemiincra l'iinfilfî de projection qui don- II' n an<> portée prupt'séc, lur^(|u'un connaîtra la portée
(,<-l sur fftte rfblion cnlrc les angles de tir et les I tl^'-s ()ii'i>nl élé ciilcuIé.'S k-s aiii'îentii's talili's de lir; ; 1 nn-yn d''r.'slaMrs,coiiiiai>.;iiit p:iruncé(ireuve ta por- *-■' »'-ii< un aii,:li; d>innc, on <I<''duisait l'^niilc qui, pour :.j n. ■■■[.<■ ilnrv** de poudre djns um' Itouchc à feu ou ; ;r II rotn-' »it''.-*e iiiili.d<>, rrpnndiiit à la portée proj ■' ■. 0 - t.jl<l<-s, autqui'tl.s on aurait pu substituer de <. ' ('l-'S l.d)l--< d>; Mnus, pouvaient présenter quelque u(i- '.:-. l. m qu'il ne s'aj-issailque de j-ros projectiles, comme ! • !- u\\-'f, bnréi's à de nioyeiinrs distances; elles étaient 1 ut à fjil ine\a<li'S dan* l<>* autres cns.
1.1. l'ifftte d'un yroyilile m »n ftoint qiiflrontjue de • 1 h-t'f.liinr. La \ile>se i; d*un mobile eu un point >;.'i.<-nque d>- sa trajectoire e.'-t la résultante des deux
< rtr-'t^nlea — cl , donttes vaictirssimt (art. 4. éq.l>
' dt rit \ ( T /
-- — Vcos9 et - - = — j/ + Viinf , On aura donc par
et comme (art. 4, éq. 2) y = — jj/f -i-\7sini>, on aura
»' = V— 2§ry on v = V^\^ — 2gy cuenfin r=V^2sr(/i— y).
On voil par là, que la vitesse du mobile ne dépend que de la hauteur y à laquelle il s'est élevé, et que celte vitesse est égale à celle d'un mobile tombant de la hauteur h — y.
Cette vitesse sera au minimum quand la valeur de y sera au maximum, c'est-à-dire au sommet de la trajectoire ; or, celle hauteur représentée par Y est égale (art. 8) à Asin'ç; on aura donc
V == >/V' — 2/i^sm> = Wl — sin'ç = Vcos^.
Celle valeur n'est autre que la composante horizontale de la vitesse V ; ce qui devait être.
Application. Dans les trois exemples cités plus haut (art. 8). la vitesse au sommet: 1** pour V = 48™:s et 9 = 45<». sera 48.0.7071 = 54m"s94; 2" pour V=6-2°»-s70et (P = 45°. sera 62.70 X 0.7071 =i\^'^ôA; 3« pour V=14C"»=». <P = 12«. sera 140». 0.9781 = 130°» -593.
14. Inclinaison de la trajectoire. L'inclinaison de la trajectoire ou celle de la tangente à celle courbe en un point déterminé est donnée par le rapport de l'accroissement de l'ordonnée à celui de l'abscisse ou par la valeur
dy
de — tirée de l'équation 3 (art. 5) de celte courbe ; en appelant 9 cet angle, on aura
(5) * tangO = lang<f —
2/1 ces' 9
Sur un terrain horizontal la portée ayant pour valeur (art. 7, éq. 4) X = 4/isinçcos9, en la substituant à a: et
- sin ^ A
en reropbçanl par tangç, on aura langS = — tangç,
« *»>l-à-dii-e que l'angle de chule est égal à l'angle de pro- ;*'• tion, et qu'il a l'ouverture dirigée dans le sens opposé.
15. Durée du mouvement. Déterminer la durée du mou- \»rn»^nt.
La première des équations 2 (art. 4) qui est, a?=: V^cosç,
■i «nne
V cos V
U durée totale du trajet s'obtiendra en mettant pour / b \tdeur de la portée totale X (éq. 4); en appelant T "lie durre, on aura
Applk.\tion. Dans les trois exemples cit(*s plus haut : !• pour
IC ,.. «, 48.0,7071 nf^^ a
\==iSa «et f=i5«. on aura T=——^ = 6'92; 2° pour
V=:t;> »::!. ç = 45°. on aura T = 9*01: 3° pour V= 141]"»=»,
.3 «. IkV". 0,2079 ,. „
t=l2r on aura T= — - ,— =îi»9o.
K:j ^ub:^lituant à V dans Téqualion (C), sa valeur tirée de • fuation (4) mise sous la forme X = — siu^cos^v on
i.ra
'^ -«I la durée du jet sur un terrain horizontal en fonction > Il port/'O et de l'angle de projection. N'us l'aogle de 45*^, taogf =1, et l'on aura simplement
en nommant Ti la durée du jet sous cet angle
et par suite , sous un angle quelconque 9 et pour une portée donnée, on aura
T=V^T,taiig9.
46. La position du but étant donnée, trouver, soit la vitesse initiale, soit l'angle de projection. Lorsqu'on connaît la position d'un but, situé au-dessus ou au-dessous de la batterie, on a à déterminer Tune de ces deux choses quand l'autre est connue: la vitesse initiale ou l'angle de projection.
Soit a (Fig. 3) la distance horizontale du point à battre, b sa hauteur au-dessus du plan horizontal passant par le point de départ, appelons s l'angle d'élévation du but pour
lequel on aura tange = -.
Puisque la trajectoire doit passer par le point dont les coordonnées sont a et 6, on devra avoir d'après l'équation (3)
b = atangqp —
4/icos'9
Vitesse initiale. Si l'angle <?> est donné et qu'on demande la vitesse initiale, on tirera de l'équation précédente, en divisant les deux membres par a et en remar-
b quant que - = tangf,
4 (tang <p — tang e) cos' 9
Dans celle relation le dénominateur peut prendre cette
ftiine
, . /sinf «inc\ ,, . ^ .cos? 4co6*t( ) = 4(sinfcosc — sinccosi)) »
VCOS? COSC/ C08C
't comme sin^cost — sinicosf = sin(f — t), on aura
Qg COSC
4sin(9 — c) cosp
tf^ra positir ou uégatir, comme tangi, suivanl que le but 5^1) au-dessus ou au-dessous de la bouche à feu.
Appucation. Soil a = 350", 6 = 8", ^ = 12®; on a tangt
= 0 2li56. UDgc=-|- =0.02286; tangt—tangc=0.18970,
f\ par suite
k =r ^ ^ ■ = 481iDi6 d*où V = 97» : »2.
L toclliuisoo de la trajectoire au but (art. 4) est
tanel = 0,21256 -— -== — = — 0,16762
17. Si la TÎlesse initiale est donnée et qu'on demande Tangie de projection ^ en partant de réquation
a* 1 4 = atane^ — — , et en remplaçant par sa
or i 4- tang^f, on aura
6 = a tangf — jj(1 + tang't) ,
(^) Ung*f — — tangf + — 7-4-1 =0,
équalion qui donne pour tang^ les deux valeurs
OU
tang(p = ^^ ±. yhQi - 6) ~).
Ainsi il y a deux angles de projection sous lesquels on peut généralement atteindre le but, lorsque la vitesse initiale est donnée. Ces deux angles se réduiront à un seul lorsque la quantité sous le radical sera égale à zéro. Si a ou b étaient trop grands, les valeurs de ^ seraient imaginaires, c'est-à-dire qu'avec la vitesse de projection donnée il deviendrait impossible d'atteindre le but.
Application. Soit a = 350". 6 = 8". V = 140™*», alors h = 999 et l'on a
tang^ = J^|999 ±: V/999 (999 - 8) - ^-^1 = 5,70857 zt 5,59704,
d'où tang<ï» = 0.11153 et <? = 6»21'8. ou lang(p= 11.30561 et 9 = 85^3'. La première valeur est la seule qui se rapproche du tir dans l'air.
48. Relation entre les deux angles soiis lesquels, avec une vitesse initiale donnée, on peut atteindre le but. En désignant par ç' et par ç" les deux angles cherchés, tangf^ et tang^" devront être les deux racines de l'équation 8 (art. 17), on aura donc
Ah Abh
tang<p' + tangç" = — et tangV.tangV = — t'+^j
par conséquent
tangV+tangV
ou tang(9'+ç") = — r" =
4 — tangç'.tang^' b — lange'
[or conséquent aussi
tang(y + V')(— tangt) = ^ ,
iC qui sigiiîQe que ç' + c" — 1=900 ou ^' — =90® — p".
ficifc relalion fait voir que les deux lignes de projection (^^ OD (Fig. 5)» sous lesquelles un projectile parlant avec i.nc vitesse déterminée atteint le but B, font des angles *';:.)u\ COB et DOII avec la ligne droite OB qui va au but et avec la verticale 011 ^ et que par conséquent elles s'écar* U'Ql également de la ligne OF qui divise en deux parties ^.iles Tangle HOU formé par ces dernières lignes.
t9. Cas où ces deux angles se réduisent à un seul. Pour «]-ie les deux racines de l'équation 9 se réduisent à une f« ule, on devra avoir
n alors on aura pour la valeur unique représentée par ^i
tang^, = — .
l' jpr^s cette valeur et en observant que - = langi , Téqua- •:-4i précédente devient
tang»^.— 2tangf ,Ung« =s 1,
2, en complétantle carré du premier membre et obser-
» .1 que 1 -4- lang*i = , on aura
tang^i — tangt =3 ,
pelle se réduit à
• frr^i — Mn(co89,^cos^ OU sin(f, — c) = sin(flO»— f,),
M-à«dire que la ligne de projection est la bissectrice
de Tangle formé par la verticale et par la ligne droite dirigée sur le but.
20. Angle de plus grande portée sur un plan incliné. La direction de celte bissectrice est celle de plus grande portée sur une droite inclinée dirigée sur le but.
En effet, la portée sur la droite inclinée est représentée
par — et elle sera un maximum en même temps que a,
*^ cosc "^
Si on prend la différentielle de a par rapport à e dans l'équation (7) entre A et a (art. 16) et qu'on l'égale à zéro, on aura
cos(9 — e)cos<^ — sin{ç — t)sinç = 0,
d'où
tang(^ — e)tang<i» = 1 ou ç — c+<p = 90 ou 4>=î(90>+t),
La ligne de projection qui donne la plus grande portée est donc la bissectrice de l'angle formé par la verticale et par la droite qui va au but.
On voit que dans la question du tir sur un but élevé au-dessus de l'horizon, on arrive à des résultats analogues à ceux du tir sur un plan horizontal, et en faisant ft = 0 ou t = 0, dans ceux-là on retombe sur les précédents.
21 . Vitesse d angle de projection d'un projectile qui doit passer par deux points donnés.
Soient a et 6 les distances horizontale et verticale de l'un des points à la bouche à feu ; a' et V celles de l'autre point; V et ^ la vitesse et l'angle cherchés.
Puisque la trajectoire doit passer par les deux points dont les coordonnées sont respectivement a et 6, et a' et b\ on aura les deux équations (art. 5)
6 = atang9 — -TT r- et Vœ: a'tangî — -^ r,
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oil
Ton tire
et
langt
~ 4hcoi*
Lb divisant ces deux équations membre à membre, on aura
* 6 ,6 6' tango—- a' a^.
r: = -}» ^^" langt= — ;
et de U Tangte e; on en déduira cos?. Retranchant ces deux mêmes équations membre à membre, on aura
a o' "" 4/jco8'9'
Joû Ton tire
iu ^ a'— a
et, m observant que %A = \\ on aura la valeur de V*; <i, par suite, celle de V,
Amic%Tio5. Le projectile doit raser la crête d'un parapet situé > 4UU* de distance hori/oolale et à 8"* au-desaus de la bouche de -« K<^e. et doit en outre fiapper le terre-plein du rempart à un r- .fit Situé 13* plus loin et à i'^iTi plus bas ; on aura a=:400", i = 8-. «' = 4I3«. 6'=:r5«72G. et
- .« = li'^^j^ — =0,18763; t=40o37'6, c«8^=0,9832,
Vf smnwKf I.
et es*:./jfc
*J0 413 La <î'-T-f-t ca! -:^ d- Ir»;^ c*î l=4\'G.
22, tli^JM ihitiaU d anjU d( p:\j:Jion d'un profeciile qui doit arrtifr à un pyiid ddisiiùné suus u*\£ indinaison dûTinée arec l'horizordale,
Soienl a et b les distances borizootale et verticale tI*uo point doDoé et i rioclioaisoa de la trajectoire en ce point; soient Y et f la vitesse iniliale et Fangle de projection cherchés.
La trajectoire devant passer par le point donné, on devTa avoir (art. 5)
a* 6s=r atangf -
d'ob« en faisant ~ = tangt,
tang^ — tangc =
La tangente à la trajectoire devant faire en ce même point un angle G avec l'horizon, on aura (art. 14, éq. 5)
taBg<> — tangO = — — ;-.
2/icos'^
Divisant les deux équations membre à membre, on aura
tang^ ^- tangO
: — : s= 2 ; d*où tang* = Stangc — tangO,
tangf— t»ng* ^^ oc»
et de là l'angle 9.
Retranchant ces mêmes équations membre à membre, on aura
Uuigt — tangO=3-- — ^,
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et CD remarquant qae igh = V*, on aura
co8^ ^ 2'taiigt — tangO'
Aptucation. Le projectile doit raser la crête d*un parapet situé a 400" de distaoce et à 8"* au-dessus de la bouche à feu, et, en tj:re. arriver sous un aogle de 10^ avec i'horizoD :
On aura fl =400-. 6=8", iang«=0.0200, tangft— ianglO*» =^0.17653. et par suite. lang<p=0.04+0.17653=0.21633. Cl f =s lî« 1 2'5, cosf = 0.9774. et ensuite
La dorée du trajet calculée est <= 4*00.
BËSISTAKCE BB E/JLÏÏU.
23. Influence de la résislance de l'air sur le moiiveme)U des projectiles; nécessité d'en tenir compte, La théorie du mouvement d'un projectile soumis à l'action de la pesanteur, en négligeant l'effet de la résislance de l'air, est, d'après ce qu'on vient de voir, d'une grande simplicité, et la solution des divers problèmes qu'on pourrait proposer serait très-facile. Mais, dans la presque totalité des cas de la pratique, on ne pourrait négliger l'effet de celle résislance sans commettre des erreurs notables et souvent très-considérables. Les cas dans lesquels les formules de la théorie pai*abolique peuvent être appliquées avec une exactitude qui suffit à la pratique sont très-limités. 11 est important de reconnaître ces (lifférenls cas par la comparaison des résultats des formules de cette théorie avec les résultats du tir. Faisons-le en commençant par ceux où l'influence de la résistance de l'air est la plus grande.
24. On sait, par expérience, que la plus grande portée de la balle sphérique du fusil d'infanterie à canon lisse, tirée avec la charge ordinaire de guerre, a lieu sous l'angle de 25« environ et qu'elle est alors d'environ 1 000 mètres; or, dans le vide, l'angle de. plus grande portée serait celui de 45<>. De plus, avec la vitesse d'environ 480 mètres par seconde qui correspond à la charge ordinaire de
j.u**fre des i fttrU't dôdi
X =r Ht Au
c'''-î-àHlirc ( i r* ' II*'».
S u^ Pan;, i
L* tir a\«*<:
Oj 'iii^ {;raod
l' ; î !■•* J* -fl
b '.'.••1 *;»!.'*M I L |ii' ,'.v V 1*11 ; tj; ; -il :î,Ori
d --/jiiC iiK'ij |w -il dï'fir pr I
d-- Tair f*Ta t t
j (fl ri U \i!
r.i ■ i'» r dir»'< i
'. '. •! liu r^ilt !
•Il
portées des bombes de 92 centimètres ci de 38 centU mètreSy tirées comparativement sous des angles de 45^ et de SO^* avec les mêmes charges de poudre.
Tableau renfermant les parlées des bombes mis les angles deiS^et de 30^, ainsi que les durées des trajets observées et les durées calculées d'après les portées.
D&IOSIATIOX
des projectiles.
Bombe de 22c.
POIDS des
CHAB6BS
de poadre
POftTÉfiS so«s les angles de
Bombe de28^
Kilof.
Mètres.
Mètres.
DURÉES DES Trajets
soas 4S*
obsenr.
Seeoid.
calcol.
Second.
Second.
Seemd.
La comparaison des durées observées des trajets et des durées calculées comme dans le vide d'après les portées observées, pour les mêmes angles de projection, pour les mêmes charges de poudre et par conséquent pour les mêmes vitesses initiales, fait voir que les premières sont toujours plus grandes que les secondes. Cet eflct est dû à la résistance de l'air qui retarde le mouvement du mobile; en considérant que les différences sont beaucoup moins considérables que dans la comparaison des portées
^trti
■■-'sis
sens et dans l'autre, tiennent en parlie à des inégalités qu'on ne peut éviter dans le tir ; mais les différences sont considérables pour les très-grandes portées.
L'influence de la résistance de l'air est confirmée par les résultats ci-après du tir des bombes de 0"i226 du poids de ^1\ sous des angles de 43^^ 350^ 300 et âS», à des charges différentes, et exécutées, en Suéde, en 1845.
Degrés.
PORTÉES
observées.
calculées.
Mètres.
Mètres.
Mètres.
DURÉES
observées.
Secondes.
calenlées.
Secondes*
Les portées calculées d'après la portée sous 43o, ne différent pas beaucoup des portées observées jusqu'à 700°>;
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el!es sont sensibles aux dislances de 1 000°^ et assez probuficêesà 1300"i. Une partie des différences tient à i'in- «-^rtitude qui reste sur les portées ou durées moyennes, quoiqu'elles résultent de Ao à 50 coups pour chaque an^'ie de projection.
Oo doit concl are de ces comparaisons que, dans certains ras, et jusqa*aax distances auxquelles on fait le plus babitucileroent osage de ces projectiles , on peut calculer les panées sous un angle donné, d*aprés les portées sous un autre angle, en appliquant la théorie du mouvement des projectiles dans le vide au mouvement réel des bombes ; 00 ne commet ainsi que des erreurs peu considérables ; ^ us ce rapport, la théorie du mouvement dans le vide est Ut^^Hitile. liais lorsqu'il s'agit du tir des boulets et des Uilles oa du tir des bombes à de très-grandes distances , • n commettrait des erreurs, parfois extrêmement graves, f n obligeant Tefiet de la résistance de l'air. On va exposer qu'elles sont les lois de cette résistance.
il. yaiians prélimitiaires sur la résistance des fluides. La rei'hprche des lois de la résistance que les fluides oppo- ^nt ao mouvement des corps solides présente de grandes •r.fficoltés, tant sous le point de vue mathématique que ^ us celui des expériences, à cause de la complication du iliioomèDe. Aussi, malgré les travaux des plus célèbres ;^»aiétres, malgré les nombreuses expériences qui ont rt'!: laites, anciennement et récemment, la question est . .n d'être résolue d'une manière générale, surtout en ce rii tooche la Tonne des corps ; mais, pour les mobiles et forme fpbcrique employés par l'artillerie, la question ^ït beaocoap plus avancée.
N'iU5 nous occuperons de la question de la rcsistanco
r^ir ÇOU5 le rapport particulier du mouvement des pro-
,' (jl^ dans l'air, en partant des notions générales néces-
. f'^ï. Nous renvoyons, pour la question pins générale,
aa Traité de Mécanique industrielle ' de M. le général Poncelet. Ce savant géomètre a réuni dans ce traité les faits nombreux relatifs à la résistance des fluides au mouvement des corps solides ; il les a discutés avec un grand soin et il y a ajouté des considérations physiques fort importantes. Nous y avons puisé une très-grande partie des notions que nous allons donner sur la résistance des fluides au mouvement des solides, et nous avons quelquefois cité textuellement.
28. Quand un corps se meut dans un milieu indéfini, sans tourner, avec une vitesse constante, il éprouve de la part des molécules de ce milieu et dans le sens même du mouvement une résistance qui varie suivant la forme, les dimensions et la vitesse du corps. Cette résistance ne peut évidemment provenir que du mouvement imprimé en commun aux molécules du milieu , c'est-à-dire de leur inertie, et de leurs déplacements relatifs qui mettent en jeu les forces de cohésion et d'adhérence.
Examinons les circonstances physiques qui accompagnent ce phénomène.
Supposons* qu'un corps de forme quelconque, entièrement plongé dans un fluide indéfini, se meuve uniformément de A vers B (Fig. 6) avec une certaine vitesse, ce corps poussera devant lui directement ou indirectement un certain nombre de molécules fluides et les forcera à se dévier, à s'éloigner de part et d'autre de sa face antérieure avec une certaine vitesse qui croîtra avec la vitesse et les dimensions du corps.
Les molécules ainsi placées îsur la route de ce corps
» Introduction à la Mécanique Industrielle, Physique ou Expérimentale, par J. V. Poncelet. Deuxième édition, 1839; pages 522 à 607.
' Idem, page 526.
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tion des pressions autour de chaque point. Celte inégalitéy qui n'a pas lieu dans l'état de repos ou de mouvement parallèle et uniforme des fluides, est due à l'inertie opposée par leurs molécules à tout changement de mouvement. Le déplacement de ces molécules, l'adhérence et les frottements des filets fluides entre eux ne peuvent avoir lieu sans que le corps n'en éprouve une certaine résistance, ne perde une partie de sa force vive qui dépend de la forme et des dimensions de ce corps.
Il en résulte que les molécules du milieu, qui sont contraintes de cheminer dans le sens perpendiculaire à la direction aussi bien que celles qui tourbillonnent à l'arrière du corps, sont comme en repos par rapport à ce corps et forment en quelque sorte partie de sa propre masse ; on les a désignées par le nom de proue et de poupe fluide.
Le volume de cette proue et poupe fluide peut être trèsconsidérable par rapport à celui des corps minces frappés perpendiculairement à leur plus grande surface; le volume absolu augmente avec la longueur du corps. Pour des sphères, Dubuat a trouvé ', soit pour l'air, soit pour l'eau, que le volume entraîné s'écartait fort peu des 0,6 de celui des sphères.
Ce phénomène se remarque dans le jet des bombes. Lorsqu'elles sortent du mortier, on aperçoit à leur partie postérieure (Fig. 8) une masse de fluide noirâtre de la forme d'un paraboloïde, dont la longueur est d'au moins deux ou trois fois le diamètre de la bombe. Cette masse persiste pendant un trajet de plus de 30 mètres et se dissipe peu à peu '.
* Principes d* hydraulique, tome II , sect. I et II.
' J*ai observé maintes fois ce phénomène dans les écoles à feu (l'artillerie , avec les vitesses qui sous 45o donnent des portées de QOO^'y d'autres fois il n'était pas perceptible.
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Cet espace croîtra aussi comme l'espace ou le chemin de décrit dans chacun des instants égaux dt. Et si l'on nomme Q le volume total, on verra que 0 est proportionnel à Sde.
D'un autre côté, le corps en cheminant dans le fluide imprime aux molécules de volume Q une vitesse d'autant plus grande que la sienne l'est elle-même davantage, conséquemment la vitesse de ces molécules croit comme V et leur force vive comme V; nommant / le poids de l'unité de volume du fluide, le poids du volume Q du fluide sera Q/; la force vive qui lui est imprimée dans le temps dt
peut donc être regardée, en représentant par g la pesan-
ZSde
teur, comme proportionnelle a V\
Le corps ayant ainsi communiqué cette force vive au fluide, celui-ci a nécessairement opposé au mouvement uniforme du corps une résistance totale p qui, restant la même pour la longueur infiniment petite de, aura détruit une quantité de travail fd£ proportionnelle à la moitié de
, de sorte que poe sera proportionnel à — — ou,
ce qui revient au même, p sera proportionnelle à
ou à <fSA, en représentant par h la hauteur due à la vitesse V.
On peut admettre que le rapport de p à /S/t ou à
dans un même fluide ou dans des fluides difierents, avec des vitesses V rigoureusement uniformes quoique distinctes et pour un même corps ou pour des corps semblables, est constant. Nommant k ce rapport constant qui, dans chaque cas, devra être fourni par les données immédiates de r expérience et dépendra essentiellement de la forme du corps et de quelques autres circonstances, on
SV
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)nrs poor calculer la résistance lorsque le coefficient k
p s: kSS^ ou p =3 kiSh.
Oq Toil par là que la résistance qu'éprouve un corps en r:'U^emenl dans un fluide, est proportionnelle à la denii'*: de ce fluide, au carré de la vitesse du corps et à la ;r jvctioo de celui-ci sur un plan perpendiculaire à la i.r;ciion du mouvement, ou autrement proportionnelle ao poids d*un prisme de fluide qui aurait pour base la f-r / ciioo de ce corps et pour hauteur la hauteur due à il Mte5>e du corps.
«il. Cas du mouvement varié. Si la vitesse du corps 3 '311 pas unifonne, et c'est ce qui a lieu dans le mouve-^ r^ v.\ des projectiles, on devrait avoir égard à la masse ■'j Ouide qui accompagne le corps et qui en augmente i ironie de manière à accroître la résistance quand le T uvemenl s^accélére et à la diminuer quand il vient au ' ' mire à se ralentir. Si on représente par m' cette masse, '^i por dV la variation de la vitesse V dans le temps in* :.: Mi^'^ot petit diy la résistance sera diminuée ou augmentée
' Bi' — , suivant que le mouvement sera accéléré ou
^^ire cette résistance due à la force vive imprimée
.1 muiécules fluides déplacées , il existe des résistances
t que la cohésion et les frottements des molécules
-■ ies entre elles, et que l'on a représentées par un
'•' .^e constant ou simplement proportionnel à la vitesse;
'unie cette rés^istance n'aurait pas d'importance relati- • "lit au mouvement des projectiles de l'artillerie, nous > tous en occuperons pas ici.
'i. Infiumre de la compressibiliU du milieu et 'le la
variation de la densité. Pour des nriliem gazeux, comme l'air atmosphérique^ qui sont réductibles de volume sous l'influence de la pression , la densité est plus forte en avant et plus faible en arriére que celle qui correspond à l'état d'équilibre du fluide. Ce fait peut expliquer comment, pour de très -grandes vitesses, comme celle des projectiles * de l'artillerie, la résistance croit d'une manière plus rapide que le carré de la vitesse ; de sorte
que dans l'expression kJS--àe la résistance, le coeili-
cient k ou la densité / du fluide devrait être augmenté d'une fraction proportionnelle elle-même, soit à la vitesse,
ce qui revient à ajouter à l'expression A</S--un terme
proportionnel au cube de cette même vitesse, soit à une puissance de la vitesse supérieure à la première.
Nous devons mentionner un phénomène* < qui, dans » l'opinion de beaucoup d'auteurs, peut se présenter lors ^ de ces mouvements très-rapides ; la production d'un j» vide plus ou moins parfait, en arrière du corps, vide i> qui se trouverait complètement formé dès l'instant où » la vitesse du projectile atteindrait ou dépasserait celle » avec laquelle le fluide ambiant tendrait à s'y précipiter )) et s'y précipiterait en eflet sous la seule influence de » la pression statique, si les filets déviés en avant du » corps et qui ont acquis une vitesse comparable et )> contraire à la sienne propre , ne venaient combler en 9 partie ce vide, au fur et à mesure de sa formation. >
Il existe d'ailleurs une grande incertitude sur la vitesse de la rentrée de l'air dans le vide, de sorte que la considération de cet élément dans les lois de la résistance de
» J. V. Poncelet, ouvrage cité, page 535 et note.
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i air perd de son importance ici , el qu'il n'y a pas lieu de s f n occuper davanlage.
oi. Influetice de la forme des corps sur VùUensité a^kdue de la résistance de l'air. La formule p = kJ'Sh ce ^'applique qu*à la résistance exercée par le fluide contre ua même corps ou contre des corps de formes semblables, (jjb quand les corps différent soit par ces formes , soit (or la manière dont ils reçoivent l'action de ces fluides, !*-« rc^i^tances ne sont plus comparables et jusqu'à présent i ^i(>érience seule peut faire connaître avec une exactitude 5u2i^nte les valeurs relatives à chaque forme particulière •iu corps.
La forme antérieure du corps plus ou moins aiguë, ; is ou moins bien raccordée avec les faces latérales, f I iiiiant réeoulemenl du fluide, diminue les effets d'une i'vuitjon trop brusque et permet au fluide de reprendre |. »;rres5i\ement une direction parallèle; cela ten(^ à <'m(iècher les tourbillons et à diminuer les pertes de '.rre me* Cependant un allongement trop considérable *-: U partie antérieure , en augmentant les frottements • joienteniil la rt*sistance plus que Tacuité de cette proue 0*- b diminuerait.
b longueur du corps diminue aussi jusqu'à un certain ; int la résistance du fluide. La forme de la partie :* Mineure da corps ou de la proue, favorisant aussi le ^ «.-sfr^aienl du Quide à l'instant où il quitte le corps et ^"[•^chaot la formation des tourbillons, elle diminue la :'M«tance, mais elle a moins d'influence que la forme *•- "rieure.
a. ErpoMé des expérieixces concernant la résistance
' > fluides, dans le mouvement de rotation. Après les
li^rationa dans lesquelles nous venons d'entrer sur
.i F'^i-iance que les fluides opposent au mouvement des
'■]-. nous allons parler du résultat des expériences faites
pour déterminer la valeur absolue de cette résistance, la-
quelle est indiquée par celle de ^ dans la formule p=A;/S—
et variera, comme on Ta dit, suivant la forme du corps.
Si par une expérience faite avec un corps de forme déterminée, animé d'une certaine vitesse, dans un certain fluide, c'est-à-dire pour lequel S, V et / sont connus, on parvient à connaître la résistance p qu'il éprouve ; on aura évidemment la valeur de k par la relation
Les expériences devront en outre indiquer dans quelle étendue les valeurs de S et de V pourront varier sans faire changer celle de A, ou de combien devra varier k avec les diverses valeurs de ces quantités.
Nous établirons une distinction entre les expériences faites sous de petites vitesses, sur des corps de diverses formes au moyen de certains appareils, et les expériences aux trèsgrandes vitesses, qui n'ont pu être faites qu'au moyen des projectiles lancés par les bouches à feu de l'artillerie.
Nous commencerons par les expériences relatives au mouvement circulaire , parce qu'il a été plus facilement et plus complètement étudié.
35. Appareils etnployés. Borda a employé pour ses expériences* une espèce de volant (Fig. 9) dont l'axe horizontal AB porte un petit cylindre C sur lequel s'enroule un cordon à l'extrémité duquel est suspendu un poids E qui fait tourner le volant. Une verge mince FGK, taillée en couteau , forme les deux bras du volant, aux extrémités desquels étaient adaptées deux surfaces égales F et K ; leur centre se trouvait à l^SO environ de l'axe de rotation. Le
» Mémoire de T Académie des sciences , 1763.
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extrémité le corps léger P destiné à recevoir le mouvement circulaire dans Tair. Un Ql de métal AH fixé d'un côté au sommet A du cône, de l'autre à l'extrémité H du bras empêche ce bras de flécbir sous le poids du corps. Le cylindre est enveloppé d'un fil de soie très-mince , qui, après avoir fait plusieurs tours passe sur une poulie L, et tient suspendu le poids moteur M. Celui-ci descendant en vertu de la pesanteur fait tourner le cylindre, le bras et le corps mis en expérience. Le mouvement du corps s'accélère et la résistance qu'il éprouve de la part de l'air augmente jusqu'à ce qu'elle fasse équilibre au poids moteur, alors le mouvement devient uniforme.
Pour opérer , on attendait le moment où la machine parvenait au mouvement uniforme, ordinairement après cinq ou six révolutions, on prenait le temps moyen de plusieurs révolutions; ensuite on détachait le corps P et on le remplaçait par un morceau de plomb aplati, de même poids et placé horizontalement; on substituait au poids M un poids m suffisamment réduit et déterminé par quelques tâtonnements pour qu'il imprimât au bras la même vitesse que lorsque celui-ci portail le corps. L'excès du poids M sur le dernier mesurait la résistance qu'é* prouvait le corps de la part de l'air. Cet excès multiplié par le rapport du bras GH au rayon du cylindre, donnait la mesure absolue de la résistance. La vitesse du corps était détermjnée par le rapport entre la circonférence décrite par le centre du corps et la durée d'une révolution. En faisant varier le poids moteur, le corps restant le même, on faisait varier la vitesse et l'on obtenait ainsi une relation entre la résistance et la vitesse. La distance du centre du corps à l'axe de rotation était d'environ 1^36; les vitesses ont varié depuis 1'™ jusqu'à 8" par seconde.
Des expériences ont été exécutées postérieurement, à
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défalque, en l'exagéraiil un peu, l'inflaence des résistances étrangères.
Ces résultats particuliers concernant le mouvement circulaire et quelques autres , avaient fait croire que la résistance des surfaces planes croissait en général , dans un plus grand rapport que leur étendue, mais les expériences de M. Thibault ne permettent plus d'admettre ce principe dans sa généralité.
D'après les expériences faites par cet officier sur des carrés en carton mince
pour S = 0«'026, S = 0«M03,
on aurait kszi ,525, k=:i ,784.
La résistance pour une même surface croissait un peu pins rapidement que le carré de la vitesse, comme Hutton 1 avait remarqué ; cependant cet accroissement était tout & fait négligeable pour des vitesses au-dessous de S'^ par seconde, mais il est certain que dans le mouvement circulaire la résistance croit dans un plus grand rapport que l'étendue des surfaces.
Pour mettre cette influence hors de doute, M. Thibault a fait mouvoir dans des circonstances identiques et sous l'action d'un même contre-poids, trois plans minces de 0">,10304 de surface chacun : le premier était un carré et les deux antres des rectangles égaux dont le long côté double de l'antre fut alternativement dirigé dans le sens du rayon du volant et dans le sens perpendiculaire , de manière que les centres se trouvassent pour les trois cas situés à la même distance l^nS? de l'axe de rotation.
Il a ainsi obtenu
pour le rectangle, le cdté 0a>454 dans le sens du rayon, fc = 1 ,900,
pour le carré de 0m32i de côté fc = 4,784.
pour le rectangle, le côté 0i°227 dans le sens du rayon, fc = 1 ,677.
Enfin M. Thibault ayant fait mouvoir sous un même
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(••Dire -poids 9 Irois can*és minces de 0™â23, O^^T^ <»M6I de côlé, aux distances re^^pectives de l^^STO, (» 1166 ei 0°>685 proportionnelles é leurs côtés, les rcsis- Lnces sous une même vitesse ont é(é trouvées sensiblement è^^ales entre elles.
C(^. De ces expériences on est en droit de conclure •{ je dans le mouvement circulaire les résistances qu'é- I ri'uve un corps sont d'autant plus petites qu'il est placé a une plus grande distance de Taxe de rotation, mais que M ce mouvement ne peut pas donner la résistance absolue, i: peut du moins servir à en donner les valeurs compar.-tive^ quand, étant semblables, les surfaces sont en outre ; . H »V5 à des distances de Taxe de rotation proporlionr - .U*s à leurs côtés homologues.
Remarquons qu'à mesure que les dimensions de In surff *' dirig»«e dans le sens du rayon diminuent, l'influence •.0 mouvement circulaire devient moindre pour un même r.<jfO, et qu*il en est alors comme si la surface de mêmes ..'ii« osions était placée à une dislance de plus en plus ;- nde de Taxe de rotation; ce mouvement se rapproche «..^i du mouvement rectiligne; l'on voit ainsi que l'on \ -A i^ H.'nir des expériences de M. Thibault pour déter^ ' :.«r la ré>i>lancc de l'air dans ce dernier cas. Pour • ^, 00 a pris pour abscisses les dimensions 0"^^54, '- J.t, U»ii7 placées dans le sens du rayon et pour r !• nuées les trois valeurs de k correspondantes 1 ,900, I.T^i, 1,079; par les trois points ainsi déterminés, on a <.t passer une courbe (Fig. 11); on l'a prolongée par ^ie du côté de l'origine, par cette seule considéra- ' n que pour des diminutions égales dos dimensions suivit 1^ ra>oo, les diminutions des diiïérences des ordon* ' « k étaient égales entre elles; on a trouvé que pour • dimen>ion exirémement petite ou à la limite, la valeur c serait ég^ile à 1 ,28; cette valeur doit se rapporter à
celle du mouvement circulaire d'un Irès-grand rayon et se confondre ainsi avec le mouvement reclilî^ne.
D'après une formule de M. le général Duchemin', relative à la résistance au mouvement circulaire suivant la distance du corps à Taxe de rotation, on aurait k=i,i5i,
39. Expériences sur le mouvement reciiligne. II a été fait à Metz en 1835 et en 1836 des expériences sur le mouvement rectiligne des corps mus dans Tair ou dans l'eau*. -Dans les premières, le plateau AB (Fig. 1S) avec lequel on opérait était horizontal et fixé à l'extrémité d'un cordon de çoie de petit diamètre; ce cordon s'enroulait sur une poulie CD à axe horizontal et assez élevé pour donner une chute suffisamment grande; le corps descendait par l'effet de la pesanteur seule; l'on accélérait ou l'on diminuait sa vitesse de chute par des poids addition* nels ou par des contre-poids. Un pinceau chargé d'encre de Chine était fixé à la poulie parallèlement à l'axe; à côté de la poulie était un plateau circulaire FG vertical recouvert d'une feuille de papier blanc auquel on communiquait un mouvement uniforme de rotation; on en observait la vitesse avec une grande précision, au moyen d'un chronomètre à pointage de Breguet, donnant les dixièmes de seconde. Le pinceau de la poulie décrivait sur ce plateau une courbe dont la forme dépendait des vitesses relatives de la poulie et du plateau. Cette trace du mouvement permettait, après que l'expérience était terminée, de connaître la vitesse de la poulie et par conséquent celle
* Recherches expérimentales sur les lois de la résistance des fluide, insérées au Mémorial d'Artillerie , No 5, page 206, et Jntrodtiction à la Mécanique, pai^ J. V. Poncelet, page 577.
* Mémoire présenté à M. le Ministre de la guerre et au concours pour le grand prix de Mathématiques de Tlnstitut, sur la Bésistance des fluides, par MM. Piobert, Morin et Didion, 1837, et Mémorial d'Artillerie , N<> 5, page 553.
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TuDité: cela, néanmoins, ne présente rien de contradictoire. Ce terme constant sert d'ailleurs à représenter les frottements de toute espèce que l'air exerce sur te corps, obligé qu'est le ilaîde de circuler tout autour du corps, pour lui faire place, en passant de l'avant à l'arrière. Le frottement existe ainsi quelque lent que soit le mouvement ; mais, sans trop s'arrêter sur ce sujet, on peut remarquer que le mouvement des plateaux ayant eu lieu de haut en bas et à travers une ouverture du plancher d'un grand bâtiments il a pu exister un léger courant ascendant à travers cette ouverture, quelque soin qu'on ait pris de fermer les portes et les fenêtres. Ce courant, peu appréciable aux moyens ordinaires d'observation, a dû avoir le même résultat qu'une augmentation constante de vitesse dont on n'aurait pas tenu compte. Cette erreur dans l'estimation de la vitesse relative du plateau et de l'air, a dû en causer une autre dans le calcul des résistances et les augmenter. Cette erreur augmentant d'une manière plus sensible les résultats relatifs aux petites vitesses, elle a dû produire une exa* gération dans le terme constant, et peut-être lui donner naissance : elle a dû augmenter également l'autre terme. Cela expli* querait aussi l'excès de la valeur de k sur celle qui est déduite des expériences sur le mouvement de rotation, corrigées d'après le résultat des expériences de M. Thibault.
40. D'après les résultats de toutes ces expériences et ceux d'autres expériences faites sur la résistance de Teau, M. PoDcelel' propose en attendant des expériences décisives, la valeur moyenne k == 1,30 pour le cas des plans minces en mouvement dans un fluide en repos et sauf à décider ultérieurement si l'étendue efieclive des surfaces offre ou non une influence dont il soit nécessaire de tenir compte dans les calculs, du moins pour les très-petites surfaces. Nous verrons plus loin qu'il n'en est rien en ce qui concerne le mouvement des projectiles.
A\ . Itésislanœ dans le cas où le fluide est en mouve-
1 Introduction à la Mécanique, page 587.
n"Ti/ H le corps en repos. Le cas que nous avons consi- •'•I*' ju5qu*ici est celui d*un corps en mouvement dans un fluide eu repos; mais lorsqu'au contraire le corps •M en repos el le fluide en mouvement, la résistance : ir.til notablement plus considérable; sans nous occuper «.-' b cause de cette différence ni des expériences faites j rei r^rd, nous nous contenterons de rappeler que M. Poncelet ' admet pour le coeflicient de celte résisi..u( e K ^^ jyoo.
M. Résisiafice des corps de diverses formes eti mauve" ^nd dans un fluide. Il nous reste à examiner la résistance que les corps de diverses formes éprouvent lors- (\ni$ se meuvent dans l'air.
tjuoique la forme de la sphère soit celle des mobiles les '^'is |r«'*n4^ralement en usage, il sera nécessaire de s'occui^-r au5M des autres formes, parce qu'elles sont mainte- • Li appliquées aux boulets oblongs, récemment adoptés ' ur k^ bouches à feu, aux balles oblongues des armes - f «j nouvelles et qu'elles sont nécessaires pour les fusées '• juerre.
I^*$ otpériences ont été faites pour déterminer Tini* H' e de la forme de différents corps pleins, tels que : -mefi ou coins triangulaires à face plane ou courbe,
'-*•*, demi-cylindres, sphères et hémisphères, mus cir-
. iirenti^nt dans l'eau et dans l'air sous des vitesses mé- '. ^r*^ el de manière à leur faire présenter allernalive- "nt b faillie ou convexité el la base, a l'action directe ' : niiieu. L^s ^é^ultats auxquels on est parvenu, en com- '.noi p<>ur chaque cas spécial la résistance sur la con- «'.:!•; à celle sur la base, sont consignés dons le tableau
' /Vfi. pai;« 612.
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Rapport de la résistance des différents corps.
Du coin triangulaire à faces planes, à /^^ /'b rd ^ 0 728
celle de sa base rectangulaire, l'angle ^ J^ ' ; ; ; ; ;
au sommet étant de l
Du coin triangulaire à faces courbes formées de deux arcs de 60>, décrits du sommet opposé comme centre, à celle de sa base rectangulaire (Borda) 0,990
Du demi-cylindre elliptique (ellipse circonscrite au triangle équilatéral) , à celle de sa base rectangulaire (Borda) 0,430
Du demi-cylindre circulaire , à celle de sa base rectangulaire (Borda) 0,570
De la convexité du cône , à celle de sa /QQo Borda 0,601
base circulaire, l'angle au sommet lOQo (Id.) 0,543
étant de (sio 24' (Hutton). . . 0,433
De la demi-sphère , à celle de la sphère
entière (Borda et Hutton). 0,990
^ , j . , , ji „ j , Aroyn® d'apr. Borda 0,405
De la demi-sphère, a celle de son plan \,r L rC ,Ar%
,. iz 1 / n ,r\n\ {Hutton 0,413
diamétral (moyenne 0,407) |^.^^^ ^^^
« On doit regretter que les résistances de chaque espèce
» n'aient point été comparées directement à celle des
» plans minces, de même forme et surface que les bases
» indiquées au tableau, car elles eussent mis à même
» d'apprécier Tiniluence comparative des poupes isolées.
^ Tout ce qu'il est permis de conclure de l'ensemble des
» résultais obtenus par -Hutton, dans des circonstances
» qui, malheureusement, ne peuvent être considérées
I» comme absolument identiques, c'est que la première
)» de ces résistances, celle des plans minces, eût été géné-
» ralement trouvée un peu moindre que la seconde, celle
9 des mêmes plans accompagnés de (eurs poupes. Pour
) les bases de l'hémisphère et du cône soumis à l'expé-
n rience par Hutton, la résistance, dans l'air, et sous des
» vitesses de 3 à 4 mètres, a surpassé de 0,01 et 0,02
: environ de sa valeur, celle du plan mince correspon- I danl. Ce ré5:uUal joint à ce que le rapport des résis- » tances doit, d*après les observations déjà faites (37, » ^"^i, rester à peu près le même dans le mouvement « rectili^ne et le mouvement circulaire, permettra de dé* > terminer par le calcul, la résistance absolue des corps - in<!iqués au tableau ci-dessus, si celles des plans minces ' Wait exactement connue. »
io. D'après le résultai des expériences de Hutton*, le r.;^'Tt de la résistance de Tair sur la sphère entière et <i !e plan dans le mouvement circulaire diminuerait un ru avec les vitesses; pour celle de 6 à 7 mètres, il serait 1- 0,43, et en adoptant Tun des nombres 1,254, 1,28 'u 1,.iO (;)7, 40) pour la valeur de k relative au plan •i n> le mouvement rccliligne, on aurait pour (a valeur -i*- k relative à la sphère U,5;3, 0,538 ou 0,546.
Huttoo ne tenant pas compte de l'influence du mouvet II! de rotation trouvait k =l 0,594 et avait adopté 0,60 : jr A*^s vite>seâ de 2<° par seconde dans Tair.
Kjatie^ expériences entreprises par Newton sur la chute
'•'.ti^le dans Tair, de globes en verre de même diamètre,
n: (ioooé d'après les calculs de Dubuat k ^0,537 sous
* utesse» de 0" à 9" par seconde*. On voit d'après ces
• -rs résultats que la valeur du coeflicient k de la résis- '• K dans Tair, pour des vitesses qui ne dépassent pas ' ) 9^ [lar seconde, doit être d'environ 0,54.
ii. Les expériences sur les plans minces ont fait voir
.- dans le mouvement rectiligne, la résistance pouvait
' n-v'ardée comme proportionnelle à retendue des
':>^s do moins dans de certaines limites. Cependant
> wHUm ejyêritnceê d'artiilerù, deuxième partie, traduites ' V 0. Tenfoeni, page IK), tableau.
i-.'ru^urtian à la Mécanique ^ par J. V. Poncelct, page 015.
IIutlOQ avait Irouvé que dans le mouvement circulaire, en passant d'une sphère de 0^121 de diamètre, à une autre de 0"^162, il fallait augmenter de j le coefficient de la résistance. Mais» d'après ce qu'on a vu (87), cet accroissement doit être attribué à la nature particulière da mouvement et ne se présenterait pas dans le mouvement rectiligne.
Dans des expériences sur le mouvement rectiligne vertical/de sphères dans l'eau, exécutées à Metz en 1836' pour des diamètres de 0^118, O'nlSO, 0^148, OmtôS, 1)^330» le coefficient de la résistance proportionnelle au carré de la vitesse et rapportée à une section de 1™ carré a été respectivement 21,2, 21,2, 22,4, 22,9, 24.,5. Il est probable que les plus gros projectiles ont éprouvé d'une manière sensible l'influence du fond du bassin dans lequel on faisait les expériences, et que par suite les derniers nombres sont trop forts. De sorte que pour des sphères . dont les diamètres ont varié dans un grand rapport l'accroissement, s'il est réel, serait très-faible.
Trois cylindres équilatères de O*"!, de 0™2, de 0"3 de diamètre et dont les superficies variaient ainsi dans le rapport de 1 à 9, ont présenté des résistances qui ne croissaient pas plus rapidement que ces superficies.
D'après cela, on pourra regarder, au moins dans les limites ordinaires des calibres des boulets et des obus et aux faibles vitesses, là résistance comme sensiblement proportionnel!^ à la superficie; des expériences qui seront rapportées plus loin ont rois cette question hors de doute pour les projectiles.
' Mémoire présenté à M. le Ministre de la guerre et au concours pour le grand prix de mathématiques de l'Institut, par MM. Piobert , Morin et Didion ; Mémorial d'ArtUlerie , N® VII ,
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do chemin parcouru les vitesses au commeocement el à la fin du trajet ; on peut le faire de plusieurs manières :
1^ Soit P le poids d'un projectile, V sa vitesse à la distance a de la bouche à feu, V sa vitesse à la dislance d^
p , g étant la pesanteur, la force vive du projectile sera -\*
p au premier point considéré, et -\^ à la fin du trajet. La
force vive perdue sera donc - (V* — V'*). Mais si Tinler-
valle d — a entre les deux points est assez peu considérable pour que Y et V différent peu entre eux, la résistance à chaque instant variera peu elle-même, et en appelant p la résistance moyenne, le projectile, pour la surmonter, aura consommé une quantité de travail représentée par p(a' — a); par conséquent, en supposant que la direction du mouvement soit horizontale et en vertu du principe connu des forces vives, on aura l'équation
d'où Ton lire
Cette résistance moyenne est relative à la vitesse
v+V moyenne v = — ^— . En la divisant par la section du
grand cercle de la sphère, et le carré de la vitesse moyenne, on aura pour le coefficient p' de la résistance
Si l'on opère de la même manière pour d'autres vitesses.
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• h aura aalanl de valeurs particulières de la résistance ; h |»ourra donc déterminer la relation entre les vitesses
'1 les résistances. La quantité —^ est, dans chaque
» tp*'^rience, la vitesse perdue durant un trajet égal à l'unité % ie longueur.
Gmoaissant la valeur de p pour la vitesse moyenne, le •'.iiu^tre du projectile, ou la section d'un grand cercle de •j ^pbére ei la densité de Tair, on déterminera la valeur •!'* k correspondante (art. 34) qui sera
Comme on ne peut avec le pendule balistique mesurer U vitesse d'an projectile qu'en un seul point de son trajet, '.Q tire sur cet appareil de deux distances diiïérentes a '! d', mais avec la même charge de poudre, avec des proj liles égaux el dans des circonstances aussi égales qu'il »A p<i<sible, afin d'obtenir à chaque coup des vitesses iniiJ'$ égales on très-peu diflerentes entre elles, et par ' ::^'iiuent la vitesse qu'aurait eue le même projectile à
^j'.uoe des deux distances a et a'; pour avoir plus d'exac- *-.l*>, on ré|)ète l'expérience un certain nombre de fois
• naque distance, et on prend la moyenne des vitesses
• ^ >oue$.
^ Au lieu de supposer la résistance de l'air constante
« ai rétendue du trajet observé , on peut la regarder
"i-me proportionnelle au carré de la vitesse du projec-
'..• . ce qui s'approche davantage de la vérité et donne un
:- j plus d'exactitude.
p f' cUot le poids du projectile, - sa masse, la résistance
•'.uUe p dans le trajet « dépendra de la vitesse variable v
• hjqae instant, et aura pour expression p = pVR'v*,
p' étant la constante à déterminer; la force retardatrice sera p . - ou pVR'v' . -. On fera — -— = r- ou , ^^ = 2c;
la force retardatrice sera --.
En considérant le mouvement comme horizontal, représentant à chaque instant le trajet parcouru par x^ le temps
dx
écoulé par L la vitesse sera — , l'accroissement de vitesse
dv dv V* dx
— , et Ton devra avoir — =—; et, comme on a v = — , en
dC dt 2c ' dt'
dv dx
éliminant d/, on aura — = — : d'où, en intécrrant depuis
V 2c or
x = a jusqu'à x = a', ou depuis v = V jusqu'à v = V, on aura
logV — logV =
En faisant a' — a = «t, on aura, en représentant par c la base des logarithmes népériens,
Pour chaque expérience on connaît V, V' et a; on pourra donc déterminer ^c^ qui, d'après les relations cidessus» sera, en désignant par Log les logarithmes tabu* laires,
i 1 LogV — LogV . i P
et de là p' = rr
2c a Loge 2c «tR'^*
S^ Lorsqu'on adopte, pour exprimer la résistance de l'air, deux termes, l'un proportionnel au carré de la vitesse du projectile et l'autre au cube de celle vitesse, on
a une expression de la forme /= A Tl -i- -] ; et, lorsqu'on
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'•nnjil déjà, au moins approximativement, ou qu'on se
* nne, le rapport - des deux termes, on obtient dans la
■i ' niiinjiiun du premier terme A une exactitude qui ne ..'-c- rien à désirer.
luus riiypothèse en question, la résistance de Tair
-i j=r AM -4--jrVR» et la force retardatrice est
\ i + -)r tR'-; en faisant — - — =— , dou A = .— ,
.1 f rcc retardatrice sera (i + A — . (5)
F;i supposant le mouvement horizontal, le trajet étant / i I»* temps /, on aura
ât 2?\ ^rr
' \\i que r = — , on aura -:- = — rrli -♦--); d'où
dz" = — 2c
I.'^-^ç'raol par les moyens connus, en mettant cette ••iiD 50US la forme t/x = — 2c/— —
2c/= iï: \,
' »ura
const.
•'.t cette intégrale entre les limites a et a\ aux-
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quelles correspoodeat les vitesses V el V, et remarquant que d — a =1 tf , on aura
d'où l'on tire, en représentant par Log les logarithmes des tables,
el,
et comme (éq. 5) A = , on aura
Cette valeur est tout à fait exacte si celle de r est bien choisie. Il suffit que cette dernière soit approchée pour que la formule présente toute l'exactitude désirable.
47. En comparant entre elIesMes ti^ois méthodes, on voit que les résultats différent par les trois termes suivants qui se remplacent mutuellement , les logarithmes étant népériens,
40 J""^' ; 20 log-; 30 fi + 2iI±XL>) log XL.
Une comparaison des résultats numériques f^a mieux ressortir les degrés respectifs d'exactitude des trois méthodes.
Dans une expérience de tir d'un boulet de 24 dans un canon de siège à la charge de l'^SO de poudre, les vi-
( •^S'^s des boulets (moyennes sur plusieurs coups) aux lii^uoces de 15™ el 90^ du pendule balistique, ont été r'-ptYlivement 365^72 et 346»n03; le diamètre du boulet 'MU 2R:=0n>l4804, son poids ? = 12^010, la densité rrn^ane de Tair étant 1,2031 (poids d'un mètre cube en Il ^Tammes), la pesanteur O^^SOO; prenant pour r la \jt ur de 435"'*, les trois expressions ci-dessus donne* rviit respectivement :
La première donne un résultat trop faible de 77^ relali- \' r;)»'nl an véritable ; la diiïérencc relative à la seconde est r^ ijtte aux trois quarts de cette fraction.
0?s quantités sont réellement négligeables dans la re- 'i.<^rtbe de la résistance de Tair, elles ne correspondent ri j trois dixièmes de millimètre sur la hauteur du baro-
r^'-ire à mercure dans l'estimation de la densité de l'air.
I^ns le cas le plus défavorable qu'on aura à considérer, i ' rrear relative ne sera que de 0,001 , quantité qui corr-^P^od â trois quarts de millimètre de mercure sur l'es- '. tii'iD de la hauteur du baromètre dans la détermination :. b densité de l'air.
La dernière méthode, outre sa plus grande exactitude,
i /avantage de se prêter beaucoup mieux à la détermina-
' .1 du coefficient que l'on cherche, lorsque les vitesses
' ^rvées ne résultent pas de l'observation du mouvement : .a même projectile, parce que, quand r est connu
: ruximativement, la valeur de A peut se déterminer - ' b moyenne sur des observations à diverses vitesses. ! " se prête particulièrement à l'emploi des procédés .''i!ii<|oes '.
£/'!• iU ta rrtutancede Vair$urles projectiles, paris. Didion;
/*8. Expériences de Roblns. Les premières expérienct? enlreprises pour apprécier direclcmcnl cl d'une maniôrr assez exacte, la vitesse d*un projectile, l'ont éi^. par Robins, en Angleterre, antérieurement à 1742, sur dos balles de plomb, et à l'aide du pendule balistique qu*il avait imaginé*.
Les expériences peu étendues ont été faites sur d<^ balles de fusil de O^^OIO de diamètre. Il en a conclu qu'aux petites vitesses des balles, la résistance était phi.^ grande que ne l'indiquait la théorie de Newton, et que 1*' rapport croissait avec les vitesses.
49. Réstdials des expériences de Hution. Les ex[»*'*rienccs de Ilutton ont été exécutées à WoKvich, de 17î<7 à 1791, Ilutton a opéré sur les calibres de 1"', 3**' et C*' (avoir du poids), avec le pendule balistique de Roliiii< perfectionné; il tirait à des distances qui ont varié de It)'" à 130™. Avec le boulet de 1"', il a obsené des vites>«»5 qui ont varié depuis 100"-« jusqu'au delà de 6011***; avec le boulet de 3"', depuis la vitesse de 275* • jusqu'à celle de 520* =»; et avec le boulet de 6**^, depuis 3(m™ * jusqu'à 550" ••. Ilutton en a déduit les résistances corrr<pondantes aux vitesses des projectiles; d'après ces quantités, la résistance croîtrait plus rapidement que le can»*» des vitesses, jusqu'à un certain point, passé lequel la n'^^ilance croîtrait moins rapidement. Cette rési>tancc expiimée par le coeflicient k de la formule (art. 46, éci. :»i
fc = rr rr, est approximativement • :
VltC^^C f mèl- S*c,) 1, 3, 5, 10, a"), 60, 100, 900, 300, 400, 500. f-i Vilein de k 0,5», 0,61, 0,C3, 0,65, 0,67, 0,69, 0,71, 0,T7. 0,8H, 0,99. I.Ol, l •"
' SoHvraux prificipes t/Vii7i7/rri>, par Robins, clirtp. II, |" ^ position II.
' Ifitroduction à la MéiUtnique, pa^efilS.
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Les nombres qui représentenl les rcsislances onl été cM'Uus par des méthodes d'interpolation imparfaites^ et <•< rt*>ultats ne s'accordent pas avec les eiïels naturels, ^'iriuui pour les faibles et pour les grandes vitesses. M. I*i(>iiert a remarqué que pour les grandes vitesses le ' « llii itrnt de la résistance avait été déterminé par les plus :-.:!'*5 ré,^uUals de rexpérience et non parleur moyenne; -•- ^*»^te que Texislence de ce maximum n'est pas démon- !r e. (>uanl aux faibles vitesses, le coeilicient ayant été viî'-rminé d*aprés les résultats obtenus dans le mouveru'-ut circulaire, e^t par cela même trop grand quand il > vit du mouvement rectiligne. Ilutton ne tenait pas ' .-u.[»te de riniluence qui pouvait être due à la grandeur J- liiamt'tre des proj«»ctiles.
'^). Fonnule Jt* J/. le général PioherL M. le général I. l-rt\ eu 1830, reprenant les résultats immédiats des • •.. • ri»n< «•> de Hutton sur les boulets et non les résultats î r''5 diiis !»»> tableaux des vitesses dites régulières, en < • • ïi.-tn.it une courbe dont les ordonnées représentaient
' Mlt*>M'S ^ucce^^ives <|ue possédait le boulet en Iraver- » .1 do ri*u( lies d'air proportionnelles aux abscisses, et i "i i-nu de> ré>i>lances réjjuliéres. Les ré>ullats relatifs •j In.ulri de fonte de une livre ou do 0'"0i990 de dia- :- 'If M exprimés en mesures métriques, sont indiqués
.•iî»ié>*:
» "-.fij.etxrt ion. 150, SOO, 250, 300, 350, 400, 450, 500, 550, COO. L* -:«a à..^. 0^1. 1,9», 3,(». 6,10,9;», 13,50, 18,50,21,00, 31,^0,40,30,50,00.
<.'> iiumbre> font \oir que les rési^tances croissent plus r.^.Jcmcot que les carrés des vitesses et M. le général
* M iu.>ire prr:>ento au concours pour le grand prix de mathé- *" {lie» de l'JiukUtut, par MM. Piol»crt, Moria et Didion, en
TS
* lnirwl%utwn à la Mécaniquf*, par J. V. Poocelet, pa^'o 620.
Piobert a reconnu que par raddition d'un terme proporlîonnei au cube des vitesses on reprcsenlail assez bien ces résultais; de façon que le carré de la vitesse devait être remplacé par V'-4- BV* et que la valeur de B = 0,0017 satisfaisait assez bien pour toutes les vitesses.
La formule de M. le général Piobert, basée en partie sur le résultat des expériences de Hutton aux petites, vitesses, avant qu'on eût reconnu rinfluence du mouvement circulaire sur la valeur de la résistance, devait par cela même donner des résultats un peu forts pour les gros projectiles et pour les faibles vitesses, ainsi que cet officier Ta reconnu lui-même. En se basant sur celte expression binôme de la résistance de Tair, ce savant officier a pu donner dès lors des formules exactes de l'étendue et de la durée du trajet, en fonction de la vitesse du projectile, et en former une table qui pouvait s'appliquer au tir.
51. Premières expéiiences de Metz en 4859. D'après Tcxamen des résultats des expériences faites à Metz en 18ci9 et 1840, par la commission des principes du tir, avec des boulets des calibres de 8, de 12, de 24 et des obus de 22 centimètres, nous avions reconnu qu'effectivement la formule de M. Piobert donnait des résistances trop grandes; et que le coefficient du carré de la vitesse devait être diminué, tandis que le rapport des deux coefficients devait éîre augmenté, et qu'enOn, le résultat pour les gros projectiles et pour l'état atmosphérique moyen durant l'été, pour lequel la densité de l'air avait été 1,174, était assez bien représenté par la formule' P = tR\ 0,024(1 + 0,0023 V) V.
M. le général Piobert, en reprenant la discussion des
' Mémoire sur la Balistique, présenté au Comité d'Artillerie, en 1844.
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r'^dlLits (les expériences de Hutton, a été conduit à mo- ! li-r la première expression et à lui substituer
4irR« Y' 0,030580(1 + 0,0023 V),
trouvant ainsi pour le rapport des coefiicients le nombre •«.•■^^J.» qui réi^ultait des expériences de Melz; coïncidence i':.Mii|u;ih!e qui rapprochait déjà les résultats obtenus îuT iic> projectiles de fort et de petit calibre.
Tii. Htwullal des expériences de Metz en 4839 et 4840. L*^ e\p/'nences faites à Melz en 1839 et 1840, par la
• ' r]ijai>>ion pour rétablissement des principes du tir, sur ^-^ pinjcctilcs de fort calibre et sous les vitesses habii . l!os dod boulets et des obus, sonl les plus propres à :'• :»r Connaître la loi de la résistance de Tair au mouve- L îit d»-s projectiles.
<>> expériences ont été faites avec des boulets de 24, ^- \i^ de 8 et des obus de !2â<^, surtout des deux pref. . rs calibres, au moyen d'un pendule balistique, sur :• yi^l on tirait a la dislance de la*", et à des distances / ..iiifnttV'S fie 25™, 50"», 75*» et 100™. On a déterminé, : -r b difleitMice des vitesses, les pertes de vitesses sur : ^ lr,ij«-b do cette longueur. Les projectiles de 12 et de
• »<*ni été tirés à des charges variées depuis -; du poids ^u If^ulel jusqu'au ^ de ce poids, avec des canons de côte 'D f'^nie, ce qui donnail des vitesses de 200™ à 460™. On a :- (s)r>é ci^< vitesses en tirant à moitié du poids du bou- !•: J;in) le canon de 12 de place en bronze, et en tiranl 1 »rjndrs charges des obus dans les canons. On a été . .*! ju>qu*â 564)™ et on a dépassé les plus grandes vi- ' ' « qu on obtient dans le service.
I a a détinniné pour chacune des vitesses moyennes la
iT du ctK'lIicieni p' (art. 46, éq. 2), qui doit muiti-
: -r le produit du carré de la vitesse, par la section do
grand cercle, pour donner la résistance éprouvée par le projectile sous cette vitesse, d*où Ton déduit k par la
relation k = p'— -. Toutes ces valeurs ont été ramenées à
ce qu'elles eussent été si la densité de l'air eût été constante et égale à 1,2083 qui est celte de Tair à la température de 15°, à la pression barométrique de 0™750 de mercure et à moitié saturé de vapeur d'eau.
Pour déterminer la relation de ce coefficient p' ou de k suivant les vitesses et reconnaître particulièrement s'il croissait proportionnellement à la vitesse, on a formé trois groupes composés chacun d'un égal nombre d'expériences, on a pris pour chacun la moyenne des vitesses et la moyenne des valeurs de p'; on a eu ainsi un résultat moyen fourni par l'observation de la perte de vitesse, sur des trajets dont la somme est pour chaque groupe de 2400™ environ, et qui par conséquent doit être regardé comme très -précis. Ces résultats se résument ainsi qu'il suit :
Vitesses 337m22, 428«»8i, 535»! 5,
Coefficient p' . . . 0,0479, 0,0535, 0,0616.
Les deux premiers termes se rapportent aux vitesses comprises entre 28L>-« et 45o"-*, qui sont dans les limites habituelles du tir, et l'on doit plus particulièrement s'attacher à les représenter. Le troisième se rapporte aux vitesses de 46C™'^ à 029"'* qui dépassent les valeurs les plus habituelles. En prenant les vitesses pour abscisses et les valeurs de p' pour ordonnées, on a trois points qui sont presque en ligne droite. Le dernier point n'est au-dessus de la ligne qui passe par les deux autres que d'une petite quantité; les deux premiers suffisent pour donner les coefficients de l'expression p' =r A -i- BV. On
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ir uîc B = 0,00006114 et A = 0,0273, et par suite
- = 0.0(hii4. L'expression de p' qui satisfait le mieux
.•'j\ %il«*5«es comprises entre 288"-' et 453™ •• est donc
iro.oi7J(l +0,00 -224f). Celle formule,pouri'—5^5™15,
liue p'= 0,0600, trés-peu inférieure à la valeur obscr-
^ e. En s'arrétant pour — à deux chiffres, et prenant le
: ijl»re rond au-dessus, c'est-à-dire 0,0023, qui dimi- I i-n un peu la différence, Ton arrive à la valeur déjà i: 'i'iuée. En Tadoplant, et en cherchant à satisfaire à la • •'• ur de p' observée pour v = 428° -'81 , on arrive à Tex-
'• >-iun
?' = 0/r27(1.f- 0,0023 Y) ou P' = ^,027 (l -|- ^j^^) , (G)
't« Il résisiance absolue, en supposant la densité de Tair .'!*' à 1,2U8J, est assez exactement représenlée par la
. 'Uiule
f> = 4rR'p' . 0,027 (1 + 0,0023 V)
p = ^RV. 0,027(1 + ^). (7)
I» jprê*^ le^ exp4*ricnces failes par Nevs'lon sur la chule
' * ••••rp'i dniis Pair, où la vilcsse allait en s'accéléranl,
•' •!!•> d;in> Irsqueiles on observait avec un appareil de
' î ■ n I3 n'>i>lanrc éprouvée dans les mouvenionls uni-
.. -, i»ù l^s \il('>ses ont été jus^ju^à 9"^ seulemcnl, et
- . ' dijfurln'S unt été compris cnlre ceux dos boulets
M il d.- -ii, on 9 (.irl. 4:5; k — (l,5.]7 ou p'— 0,0;WI ;
.• «|ii'» pnur une vile^^e moyenne de C° = % on aurait,
'.- Ij fi'rniule trouvée pins haul, p' — 0,0:274.
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Celle différence s'explique parce que pour les projectiles la vitesse est cofislamment décroissante, et que la poupe fluide que le projectile entraine après lui a la même vitesse que ce mobile et agit sur lui comme une masse supplémentaire, masse qui a pour effet de rendre la diminution de la vitesse moins rapide.
Lorsqu'on sépare le groupe des expériences sur les boulets de 1:2 de celui qui se rapporte au boulet de 24, on trouve, pour chacun, des résultats peu différents.
Cependant, si Ton compare la formule ci-dessus, déduite des expériences sur ces deux calibres de 0™12 el 0™15 de diamètre, avec celles de M. le général Piobert, d'après le résultat des expériences de Hutton faites principalement avec les calibres de 1*^^ ou de 0™05 de diamètre, on trouve que les valeurs de p' seraient dans le rapport de 0,0270 à 0,0306 et iraient en .augmentant quand les calibres diminuent. Mais, en remarquant que dans ces dernières on n'avait pas apporté les corrections qui l'avaient été dans les autres, on ne peut rien conclure relativement à la variation de la résistance avec le diamètre des projectiles. Nous avons donc repris les résultats d'expériences et y avons apporté diverses corrections.
53. Nouveau calcul des expériences de Huiion. Apres les corrections indiquées plus haut, les résultats des expériences de Hutton relatives au boulet de i"' se trouvent ramenés aux nombres indiqués dans le tableau ci-après' où l'on a conservé les mesures anglaises, en pieds (0°*3048) et once (0^028338).
' Low de la résistance de Vair sur Iph projectiles, page 53.
riVvtef corrigées à diverses distances du boulet de 4 livre, tiré à diverses charges de poudre.
YITESSES (EN PIEDS ANGLAIS) AUX DISTANCES DE
aop
ir.87,0 15^49,9 1509,8
iakj,0 1323,8 4247,7
iai3,2
N '15 avons appliqué à ces résultats la troisième méthode :t. 46, o**) en les rapportant à la densité adoptée pour
. .r cl en prenant pour - la valeur déjà trouvée d'après
•';• 'nonces de Metz, et égale à 0,0023, ou r=434«n78
^ i< aNons Irouvé', sur Tensemble des résultats, • = »>Jti786 cl pour les valeurs de p' correspondantes .1 «iKir^^^s diflërentes employées, les résultats ci-aprés i.'f< en mètres :
1 -««H ■ i .. SIS. 433, 315, 941, U9, IG9, 199. *'. «n 4c .... O.OCli, 0,0GG9, 0,05^21, 0,0417, 0,0400, 0,0406, 0.08u7.
\ .. prenant les viteii^es pour ab>cisscs et les valeurs de p'
«. ri. nuées, on obtient un ensemble de points (Fig. 13)
' ii'^cQlc toute la régularité à laquelle on pouvait pré-
.'. M ftr th rt'niftance de Vair, pî^pe 55.
tendre. Il ne donne pas lieu à admettre Fexistence d*un maximum comme Ilutton Favait conclu d'une fausse inlerprélation des résultats; on voit, au contraire, que la ligne droite, dont l'expression est p'= 0,02786(1 +0,0023r), les représente sûflisamment bien; on voit aussi qu'ils le seraient un peu mieux encore par l'expression p' = 0,027(1+ 0,00257 v).
54. Nouveau calcul des expériences de Metz; formule adoptée. Les résultats des expériences faites à Metz en 18â9 et 1840, sur les calibres de 24, de 12 et de 8, des diamètres 0™15, 0™12 et 0™10, calculées par la même méthode que
les expériences de Hutton (art. 46, 3®) avec -- = 0,0023,
et en ne considérant que les vitesses au-dessous de 500*», ont donné A = 0,02705; ce résultat confirme entièrement la valeur trouvée en premier lieu.
En comprenant dans les résultats d'expériences ceux qui correspondent aux vitesses supérieures à 500™, on ne trouve que des différences tout à fait négligeables. On peut donc adopter pour p' l'expression p'=0,027(l -4-0,0023r).
En recherchant pour chacune des vitesses différentes observées quelles sont ces valeurs de p' avec les calibres de 12 et de 24 seulement, celles auxquelles se rapportent les expériences les plus nombreuses; puis, en partageant les quinze résultats en trois groupes et en prenant les moyennes dans chacun d'eux, on arrive à trois systèmes de valeurs qui se résument ainsi qu'il suit':
Vitesses moyennes(m: s). 336,9, 428,8, 535,2. Valeurs de p' 0,04712, 0,05500, 0,05719.
l'ensemble est assez bien représenté par la formule (7)
* Lois de la résistance de Vair, page 76.
55. La fonnxde est indépendante du calibre des jyrojec* »'i.V«. Les expériences de Hutlon sur les boulets de â'>^, en (THoant pour A la valeur O^Oi?, indiqueraient 0,00S74
p-ur -> ; et, celles faites sur le boulet de 6"% indiqueraient
ii.iN»j7j; Inndis que pour le boulet de 1''^ on n'a trouvé •jjc 0,UOi57. Ces résultats sembleraient indiquer un ac- -r L>denient avec les calibres ; mais, cet accroissement ri -^1 pas réel et il s'explique par le peu de rigidité du r'i.lule balistique de Hutlon, comparé à celui qui a été eiri(4o\é dans les expériences de Metz.
Var reflet du manque de rigidité du pendule, il a dû irmer que qoaud le canon en était plus éloigné, et que ! jr suite le projectile frappait naturellement en des points [ .1^ éloignés du centre de ce pendule , celui-ci éprouvait '.'.•' ton^ion un peu plus grande. Or, par suite de cette t'.'Moo, une partie de la force vive du projectile était [•r lue et le pendule n'éprouvait pas un recul aussi fort -i'je si le pendule eût été plus rigide ; il indiquait donc .::e vitesse relativement plus faible aux grandes distances . i'.iax petites et par conséquent une perte de vitesse et -a^ résistance trop grande.
La torsion était sans doute insensible aux faibles vitesses et les ré^i^tances ont pu être ainsi exactement détermiî-"^ ; mais elle a été sensible aux grandes charges et la r- ^i^îance a été estimée trop grande aux grandes vitesses , -^ 'jui Eût que le coefficient A est exact ou à trés-peu
rf'-s et que - est trop fort; la torsion ou l'ébranlement
ti.t aus^i plus fort avec les boulets plus pe<^nts et le - \ i«fot a dû être plus fort avec les boulets de â"^ et : 'r* qu'avec celui de 1^^. On doit reconnaître égale- ' '::t que si le boulet de &^ n'a pas donné de plus *' tA^ valears que ceux de poids moindre, c'est que
Hulton ayant remarqué des ébranlements trop forts avec ce fort projectile s'est abstenu, comme il rindique, de tirer à grandes vitesses.
Ces résultais sont encore confirmés par les expériences de Robins* dont le pendule était beaucoup moins rigide. D'après les expériences avec la balle de plomb de 0^019, en prenant r=435°^=', on a A=0,027aux petites charges et A = 0,0403 aux grandes vitesses.
De Tensemble des expériences on est conduit à conclure que pour les projectiles sphériques, depuis les balles de fusil jusqu'aux boulets des plus forts calibres, la résistance de Tair, lorsque la densité est p = 1 ,2083 peut être représentée par la formule
p' = 0,027(1 +0,0023i;) ou p' =:0,027(l +~),
et la résistance absolue peut l'être par ces quantités multipliées par 'ttR'v*,
Au moyen de ces formules, on a calculé dans le tableau ci-après les valeurs de p' et les résistances qu'éprouvent les boulets, les balles et les bombes de quelques-uns des calibres en usage, dans les limites ordinaires des vitesses :
■ Lots de la résistance de Vair, 1857.
RESISTAKCK DU L AIR.
RÉSISTANCE p = -rF
vin>>E
L-tancc ilrcroît très-rapidement avec les vitesses
Cn effot, à la vitesse de SfiO*-» la résistance est moindre
" U cinquième de celle qui correspond à la vitesse
.1.!»-, ou de aO0"V Comparativement à celle du boulet
i». la résistance du boulet de 12, d*un poids moitié
1* 'Ir^, en est d*environ les deux tiers; celle de la balle
r.-iU dont le poids est -^ ^^ ^^lui du même boulet,
- nUî une résistance qui n'en est que la 79« partie.
•!•» la boml)e de 27*^™, d'un poids plus que quatre fois
-i f'-rt, pré<onle une résistance qui n'est que le triple
.»•!!'• du boulot de 24, malgré rinfériorilé de densité.
\ivii*--<»» de 4r>0" »,la résistance qu'éprouve le boulet
t d^ lîCA ou de seize fois son poids, et celle de
de fusil est de quatre-vingt-onze fois son poids ;
ui^-v-e beaucoup plus faible de 200» •, la résistance
(Tiiuveni les projertiles est encore, par rapport à leur
ei.-
poids : de plus du double pour le boulet de U ; du triple pour le boulet de 12, de treize fois aussi grand pour la balle de fusil, et d'un peu moins du double pour la bombe de 27cin. On voit par là qu'aucun de ces projectiles ne pourrait, par l'effet de la pesanteur, conserver dans l'air une pareille vitesse en tombant suivant la direction verticale de haut en bas.
56. Limite des vitesses que les projectiles peuvent acquérir par l'effet de leur chute dans l'air. Lorsqu'un projectile est abandonné dans Tair à l'effet de la pesanteur, son poids étant d'abord supérieur à la résistance qu'il éprouve de la part de l'air, d'après sa vitesse , celle-ci va en augmentant de plus en plus, mais non pas indéfiniment; elle a nécessairement une limite qui est déterminée par la condition que la résistance de l'air soit égale au poids du corps.
Or, si P est le poids du mobile, mesuré dans le vide, le poids dans l'air sera diminué du poids d'un volume d'air
égal à celui du corps, lequel sera P- , si / et D sont les densités respectives de l'air et du mobile ; et, par conséquent, le poids du mobile dans l'air sera Pf 1 — -). Mais,
pour les projectiles de l'artillerie , le rapport -- est assez
petit pour qu'on puisse le négliger devant l'unité, et c'est ce que nous ferons ; d'un autre côté, si i; est la vitesse cherchée, 2R le diamètre du projectile, en conservant les notations connues, et supposant à l'air la densité moyenne
1,2083, la résistance de l'air sera AwRV A + ^) ; et l'ou
aura l'équation
P = A-frRvA-l--).
En Élisant comme précédemment (art. 46 , éq. 5)
la i P
- = -AwR* 00 c = r-T""r"> on devra avoir
%ye = i,-(i+^). (8)
<>D voit qae la vitesse maximum v dépend de la valeur 'i: c, bqueUe dépend du poids et du diamètre du projeci.*^ et représente la nature du mobile: elle s'obtient par la r»->olulion d*une équation du troisième degré.
Un peut donner à c, en remplaçant P par f^R', cette
2RD --ire forme c = ; elle montre que la valeur de c est
3 </A fr'[H>riionnelle au produit du calibre parla densité; elle
• r it aussi en raison inverse de la densité de l'air, à la- •î - ."•* le facteur A est proportionnel.
Si l'on ne considérait dans la résistance de l'air que le
' :..je proportionnel au carré de la vitesse, l'équation
i- >-us se réduirait à v" = Sz/c, c'est-à-dire que v serait
^ q ''«n appelle la vitesse due à la hauteur c, exprimée
'r. ni»'tres.
\a tjbleao qui suit donne la vitesse limite pour les di-
• r« projectiles en usage ; et comme les valeurs de c et de «
- >- présenteront fréquemment , on les a rapportées dans
- 'âbleaa suivant, pour les diamètres et les poids moyens . ' l^>ulel5 et pour ceux des obus ou bombes en usage ' ' 'rroant la charge ordinaire de poudre; on suppose '^i ({ue Pair es>t à la densité moyenne. Ce sont des don-
*]ue nous adopterons d'ailleurs toutes les fois que le .'T3ire ne sera pas spécifié. On prend ainsi A = 0,027 r - 41V». 2j/ = 9,809.
-• • ' Il
Tableau des valeurs de cet de — pour les divers projectiles
sphériques en usage, et vitesses maximum quils peuvent acquérir par leur chute dans V air.
HK
Obus . .(.
de 15
®\ de 12
grenades , „ \ de o
On voit, par ce tableau, que les petits projectiles comrae les balles de fusil ou les grenades de petit calibre, qui en même temps ont peu de masse, ne peuvent pas avoir un grand effet destructeur par leur chute dans l'air.
57. Expériences avec le pendule électro-balislique. Depuis peu d'années, on a employé à la mesure des vitesses des projectiles des appareils électro-balistiques qui permettent de mesurer la durée du trajet d'un projectile entre deux cibles distantes l'une de l'autre d'une certaine «luantilé (30"^ à 50"^ par exemple), et, par suite, la vitesse
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::• ^^Due au point milieu'. En faisant du même coup la 'i»Me i>{»>ration pour le même projectile, à une autre •' -' i::r.». i»n a la vitesse du projectile en deux points de
- u ir..j'*l et Ton peut déterminer ainsi les lois de la ' • '.•!.< '* de fuir, comme on le fait à faide du pendule
I> > r\pi rienres ont été faites à Metz dans les années
\^'-t\ lNr>7 et 1X58 pour compléter les recherches sur
- *. i> {\c la ^r^i^îance de Tair, en y appliciuanl le pen-
rl»Htro-balisti(pic. Les premières expériences ont eu
.. w ;i\''c d«-s boulets sphériques des calibres de 8, de 12,
> -i ei des obus de i:2cm. On tirait sur deux premiers
.-5 di-ianis enlr'eux de 30"* et sur deux autres situés
"• '.,h\.»rnent à \00^ des premiers. On obtenait ainsi
.4 Mi»»^^ de chaque projectile en deux points, laissant
- ':'-ux un intenalle de 100™ de trajet. Pour chacun . .\. on oi>i^nait le coefficient p' de la résistance de Tair.
L> i»'>ull.il5 n'ont pas été formulés, ils font voir qu'aux
ni< 'pennes la valeur de p' est égale à celle qui a
t*.' dounép, mais que pour des vitesses plus petites
^ r ^*-[.îUi*i diminuerait beaucoup plus rapidement que
r U f. iniule déjà obtenue (art. 52, éq. 7), et qu'elle
- . iMait même trop rapidement pour être dès mainte- : 3 lriii>e.
'. -i re* herches ont été continuées avec les mêmes ap- • '.^ et avec de nouvelles précautions, en 1857 et en ' *'-^, >ur les balles des armes à feu portatives. Elles ont
-''it'^, comme les précédentes, une diminution trop ' ; .«! dans les valeurs de p^, et les résultats n'ont pas ' -ùi une formule qu'on puisse appliquer au tir avec une ' KTt roofiance.
v..r w-^'tiftn VII, la de«rription d«»s appareil? et des pro-
7i SECTION u.
D'après les expériences de1858y la balle spbérîque de 0""0175, tirée dans la carabine à tige, donnerait la valeur de p' indiquée par la formule (art. 52, éq. 7) pour la vitesse d'environ 320"^*'; mais, elle diminuerait beaucoup plus rapidement avec les vitesses que ne l'indiquent les autres expériences et notamment celles de Hutton.
La balle oblongue sur laquelle ont été faites les expé«' riences est cylindro-ogivale et pleine ; elle a la forme ogivale à la partie antérieure, avec des cannelures sur la partie cylindrique, et sa partie postérieure se termine par un plan perpendiculaire à Taxe; elle pèse 48^; elle a, dans la partie cylindrique, 0°°017â de diamètre, après le forcementy et U"i029 de hauteur, avant la déformation que produit le chargement. Cette balle, à la vitesse de SOC"'** que donne la charge en usage, éprouve dans son trajet dans Tair une résistance qui n'est que les -^ de celle de la balle sphérique de même diamètre; de plus, le rapport va en diminuant avec les vitesses plus rapidement que pour la balle sphérique, de telle sorte qu'elle n'en est que les 7ô à la vitesse de SAO"».
La balle creuse, modèle 1857, ayant un diamètre de 0in0172 après le forcement, et une longueur de 0°^0215 avant toute déformation dans le chargement, et un poids de 32^, présente, à la vitesse de 305"™ qui correspond à la charge en usage, une résistance des trois quarts de celle de la balle sphérique de même diamètre. Comme avec la précédente; le rapport de ces résistances diminue avec les vitesses. Cette balle a la forme ogivale, à la partie antérieure; elle a une cannelure sur la partie cylindrique. Le creux, à la partie postérieure, ne laisse sur le rebord qu'une partie annulaire de très-faible largeur.
Ces expériences, d'ailleurs, doivent être reprises et con-^ tinuées avec de nouvelles précautions. On les exécutera notamment sur des obus en fonle des canons rayés de
câmpirne et de siège dont les dimensions sont celles lOtiiqnées ci*après :
^• Obas en fonte de campagne : diamètre de la partie qlindrique 0^085, partie antérieure ogivale, sans cannelure, doase ailettes ayant nne trés-faible saillie; terminée f*ar one partie plane à la partie postérieure ; sa longueur i laie est de 0"172.
^ L'obus en fonte du canon de 12 rayé a, comme le précédent 9 ane partie cylindrique sans cannelure, les )i!eltes ne présentant qu'une faible saillie ; son diamètre ^ de 0^119; la partie antérieure est ogivale, la partie [•ostérieare est plane ; la longueur totale est de O'o240.
Des eipérieoces snr le tir des projectiles oblongs du calibre de 0>ol5 et dans lesquelles on avait observé les portées et la dorée des trajets m*ont indique que le coeft: i^nt qui les représentait le mieux était les \ du coefB* n«iit A = 0,027 déterminé pour le boulet sphérique, '•(sl-àHlire A = 0,018.
D*après tous ces résultats et en attendant que des trai'*nt plus précis aient éclairé cette question, nous 1 ''opterons cette donnée A = 0,018 pour tous les project'!^5 oblonjrs terminés par un plan à la partie postérieure, M nous prendrons A = J 0,027 ou A = 0,020 pour les i^ill^ oblongucs creuses à la partie postérieure.
thi peut remarquer que celte diminution de rcsis- *in^^, due à la forme de la partie antérieure et à la > n^roeor du projectile, a lieu malgré les rayures pratiquée sur b partie cylindrique perpendiculairement à ' 3te de figure et malgré la forme non arrondie de la r-artie postérieure.
On doit remarquer que ces résistances se rapportent va balles oblongues lorsqu'elles sont encore à très-petite •i-Unce de Tanne, et qu'elles ne se rapportent pas abso- ■•iTDeot i b aiéme balle alors qu'elle a parcouru un cer-
lain trajet. En effet» après ce trajet, l'axe de figure ne se conrond plus avec la trajectoire, et en même temps le rapport de la vitesse de rotation à la vitesse de translation est plus grand qu'au sortir de l'arme, parce que cette dernière vitesse diminue plus rapidement que l'autre. Ces deux circonstances sont une cause d'augmentation de la résistance.
On reviendra, section IX, sur les résistances de divers genres que l'air fait éprouver aux balles oblongnes; mais en attendant que des expériences plus précises aient fourni des résultats plus certains, nous admettrons pour les balles oblongues pleines et pour les boulets oblongs, un coefiBcient de résistance égal aux deux tiers de celui de la balle spbérique, c'est-à-dire A= 0,018 et p'= 0,01 8(1 +0,0023 v); il en sera les trois quarts pour les balles creuses, comme celle du modèle 1859, c'est-à-dire égal à 0,020. On adoptera, pour les boulets oblongs de campagne et de siège,
le même coefficient A = 0,018.
D'après ces données, on a calculé les valeurs de c et -
pour les quatre projectiles depuis peu de temps en usage dans l'armée française. On a calculé également la limite de la vitesse qu'ils pourraient acquérir par leur cbute dans l'air, comme on l'a fait pour les projectiles sphériques (art. 56); les résultats sont renfermés dans le tableau ci-après:
AESISTANCE DE LAIR.
»ÉSIGJ«AnOl<
(Ml'
iMile ubIoDgue • • •
( >: 14 du canon de
rjiii|>dgn6 rayé
iM>»1857)
l 'bu» du canon rayé
POIDS
Mètres.
Kilof.
VALIOIS
Mètres.
VALEURS
éel.
musi
miximiUB te
ebote dans Pair.
Qo doit remarquer que la valeur de ^ pour la balle
f r^Qse, W^ 1857, n*est que les \ de cette valeur pour la i •:!'? fphérique et que pour la balle oblongue elle n'en rA même que les '. Cette valeur relative à Tobuc du lanoa rayé de campagne, comparée à celle du boulet de 8, de même poids n'en est que les |. On voit par là que ^ us le rapport de la diminution de reflet de la résistance •'< Fair, les nouveaux projectiles présentent un grand luolapp sur les projectiles sphériques.
fi8. Calait de la densité de Voir. La ré>isloncc de l'air ^Lint proportionnelle à sa densité et celle-ci variant av<^c U hauteur du baromètre, la température et l'état hygrocr.'^riqae de rair,il est utile de la déterminer pour chacun v-^ cas où ces quantités sont connues, lorsqu'on veut cal* '' .>r le mouvement des projectiles avec beaucoup de pré*
vit s la densité de l'air parfaitement sec à la pression '^ 'ocDétrique 0>b760 et à la température 0^ ; cherchons :«'Ile est b densité / à la pression H, à la tom|)éralurc
t et lorsque l'air contient de la vapeur d'eau à un degré de saluration représenté par s.*
L'air se dilatant de 0,00375 de son volume pour chaque degré du thermomètre centigrade et la densité étant proportionnelle à la pression barométrique on aura pour l'air parfaitement sec
o^ieo 4-i-o,oo375r
Si l'air contient de la vapeur d'eau sa densité sera moindre. Soit F la force élastique de cette vapeur, mesurée de la même manière que H, la force élastique H sera due à la somme de celle des deux fluides ; celle de la vapeur d'eau élant F, celle de l'air sera H — F. Or, la densité de la vapeur n'étant que 0,6235, ou les J de celle de l'air, la densité de l'air humide à la pression H sera moindre et
représentée par la fraction * =4 — 3-; de sorte
que la densité de l'air humide à la température t sera
' Plusieurs procédés peuvent être employés pour déterminer le degré de saturation de Tair. L'hygromètre à cheveux, de Saussure, est un des plus commodes, sans être le plus précis (voir à la table IV). L'hygromètre à condensateur, de M. Regnault, est à la fois commode et précis. Il consiste en un tube renfermant de Téther sulfurique, dans lequel est ploagé un tbermomètre. Par rinsofflatien, on ijétermine l'abaissement de la température de Téther et Ton observe le point de rosée, ou la limite de température à laquelle commence la condensation de la vapeur d'eau contenue dans Tair. On observe également la température de l'air, puis on cherche, dans les tables connues, la force /'lastique de la vapeur d'eau à chacune de ces températures. Le rapjKirl (ie ces deux forces donne le degré s de saturation.
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Lj tension F est toujours 1res- petite et elle dépend
*• b lero|>érali]re de Tair. A 0^ le maximum de F
t rMK)ri059, et à la température de 30^ il est de
K'M»f»4.i; entre ces deux limiles, on aura sensiblement
=:(K(M)5059-^ 0,0008528/. En substituant cette va-
jf de F dans l'expression de /, on aura la densité de
;r .<ituré de vapeur; mais si Tair ne contient que la frac-
0 s do la vapeur qui produit la saturation complète* la
: e élastique ne sera que la fraction s de cette quantité ;
. en remplaçant F par 5(0,005059 -f- 0,00085380, on
.ra iK)ur la densité de Tair en partie saturé d'humidité
„ i — l^{Ofl[^(m + 0,00085280
H on
0,7tJU 1 +0,003 75 (
D'après le résultat des observations les plus précises, le
. is du méire cube d'air sec à la température de 0^ et à
■ ;rr:>5ion de 0°>760 de mercure est de 11^3991 ou jfi
' (ureil volume d'eau distillée; c'est la valeur de A.
<Hi peut mettre la valeur de / sous une forme plus
. ; !e et qui facilite le calcul , en remarquant que le
'•'jr de - qu'on doit relrancher de l'unilé est toujours
-|<itit et qu'en donnant à H une valeur moyenne égale - 7G4) un aura
• — 1 ^Ûùi " 1— 0.0Q2>'>2^>55 — 0,00042643< *"• • 0,700 4-HO,0037r>(
M a Ut^^-peu pn*»s
0,7tiO 1 -|-(O,(IIUl75-|-O,0O()4^264s)t
^ u.^ant • ^= 3 daiifr c«Ue loriiiule, lo facteur de H au ounié-
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60. Considérations générales. La solution générale de la question du mouvement d'un projectile dans l'air, a été regardée comme un des plus difficiles problèmes d'analyse. Ce problème a été, à plusieurs reprises, proposé au concours par les sociétés savantes, et, les géomètres les plus distingués ont essayé de vaincre les difficultés qu'il pimente; Euler, Lambert, Besout, Borda, Tempelhof, Legendre, Français, l'ont attaqué par des méthodes savantes et profondes, dans l'hypothèse que la résistance du milieu était proportionnelle au carré de la vitesse du mobile; cependant aucune méthode rigoureuse n'a pu jusqu'ici exprimer une relation finie entre les angles de projection, la vitesse initiale et Tamplitude du jet ; peutêtre même ne pourra-t-on jamais résoudre cette question dans toute sa rigueur; aussi l'on a dû recourir à des méthodes d'approximation. Dans les unes, on a rejeté des quantités qui embarrassent le calcul et qui ne semblent pas influer d'une manière sensible sur les résultats ; dans les autres, les résultats ont été exprimés au moyen de séries qu'on est dans l'impuissance de remplacer par des expressions finies.
Si les difficultés du problème du mouvement des projectiles, dans un milieu résistant, ont été aussi grandes
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l'^qu'oD a supposé la résistance simplement proportionn» .!♦? 3u carré de la vitesse, qu'elles rie devront pas êlre ''.l'S que présenterait ce même problème, dans Thypoli •-*.* d'une résistance exprimée par deux termes. On ne p ui donc espérer de le résoudre que par approximation, l'ne nouvelle didicuUé se trouve introduite par remploi d'^ projectiles oblon(|:s tirés dans les armes rayées d'oii r''>u!te pour eux un mouvement de rotation ; car , outre .'.) r->i$taDce tangcnlielle, la seule dont on tient compte ! r><|ue Ton considère les projectiles sphéricfues, il Tuut .\ uitîT ici l'effet qui résulte de la forme oblongue du proj' lile, de rinclinaison de Taxe de figure sur la traject ire et du mouvement de rotalion; trois circonstances l'iï ré<iul(e une dérivation assez gi'ande pour qu'on soit
• l'v'é de la corriger dans le poinlage.
l^ins resi>éce et le degré d'approximation que nous r Ijenbrruns, nous aurons toujours en vue les applica- .: n< utiles et nous éviterons de compliquer outre mesure
ï ft/nnuies, dans le seul but d'embrasser tous les cas, r '^ft ceux qui ne se rencontrent pas dans l'application.
• —1 pcut-^trc pour n'avoir pas été assez pénétrés de celte
• ' -, que les géomètres distingués qui se sont occupés de i t>i btiqae, et en particulier Legendre, n'ont pas amené ' tte ï<.ience au degré d'utilité qu'elle aurait pu atteindre.
N u!t considérerons le cas le plus général du tir, sous
. - tf^rands angles de projection et avec de très-grandes
•«•'5, dont l'usage re^lreinl jusqu'à présent pir suite
: l'iricTtitude qu'il présente, s'étendra de plus en plus
utui: cond^Miuenre du perfectionnement qui s'introduit ^:i« remploi des bouches à feu. Nous nous attacherons ' .« pirliruliérement au cas des vitesses modérées, les ' .«liabiludlement usitées dans le tir sous les grands • ^. >f de |>n>jeclioo, el à celui des grandes vitesses sous ^ ^tiu angles de projection.
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Dans les deux cas que Ton vient de citer, il n*est pas possible de représenter la résistance par un seul terme proportionnel au carré de la vitesse, même en détermi* nant le coefTicient de la résistance pour chaque cas particulier. La vitesse est alors trop variable depuis le point de départ jusqu'au point d'arrivée. Dans le tir sous iO^, par exemple, même à de petites distances, cette vitesse varie dans un rapport plus grand que celui de 1 à \/î, ou d'environ 10 à 7; par suite, les formules auxquelles sont arrivés les savants géomètres que nous avons cités, reposant sur une loi inexacte de la résistance de l'air, ne peuvent pas représenter exactement le mouvement des projectiles, même lorsqu'ils sont sphériques et sans mou* vement de rotation. La question analytique, sous ce rap- , port, présente donc des diificultés nouvelles plus grandes que celles que l'on a déjà surmontées.
61 . Equation différmiiéUe de la trajectoire. Soit 0 le point de départ du projectile (Fig. 14), V sa vitesse initiale suivant Oâ, ^ l'angle de projection au-dessus du plan horizontal, h la hauteur due à celte vitesse, P le poids du projectile, R son rayon, D sa densité, x ei y l'abscisse horizontale et l'ordonnée verticale d'un point quelconque M de la trajectoire comptés dans le plan vertical de projection et V la vitesse du projectile en ce point; soit de plus, s la longueur de l'arc OM, i le temps employé à le parcourir, 9 l'angle d'inclinaison de l'élément de la trajectoire ou delà direction du mouvement du projectile lorsqu'il
est arrivé en ce point; soitp la valeur de— qui représente
dx
la tangente de l'inclinaison de la ttajectoire, on aura
dy dx du d$
-=|, = tang9, 0086 = -, sin9 = - et v = -^:
soit g la pesanleur, ou la vitesse acquise par un corps
MOCVBMKNT DANS L'AIR. 83
après 11 premiëre seconde de sa chute dans le vide, ':i f la résistance de l'air, que nous savons être (55)
1 = AtRvM + -j, et qui est supposée agir, à chaque
i:. taol, suivant la tangente à la trajectoire, p - étant la masse du projectile, la force accélératrice
uje à la résistance de l'air sera
1-^ composantes horizontales et verticales de cette résis* liiKe seront
La pesanteur agissant dans le plan vertical des coorf rjn*'"S qui passe par la lipie de projection, la résistance i l'-iir a^ssant tangenticHcment à la trajectoire, et au- ":'ie autre force que celle résistance n'ayant action sur
ffuj-i-cule ♦ celui-ci ne sortira pas de ce plan vertical; n jjra donc pour les deux équations du mouvement, ' :/. rmémcnl aux principes de la mécanique, savoir:
^i.i\ant Taxe des abscisses,
,dr , g dx . ^
V, snifaot Taxe des ordonnées,
t.^rrons que si le poids P est celui du mobile mesuré :ii le vide, le poids dans l'air sera diminué du poids
d'un volume d'air égal à celui du corps représenté par
P'-, et que par conséquent le poids sera Pfl j; la
force accélératrice due à la pesanteur réduite dans le même rapport sera g(\ — -). Mais pour les projectiles de Tar-
tillerie le rapport -- est assez petit pour qu'on puisse le
négliger devant l'unité, et c'est ce que nous ferons.
Effectuant la diflerentiation en regardant dx comme constant, on tire de l'équation (a)
Obsenant que dyr=pdx et que par suite d^y = dpdx, la diOërentiation de Téquation (6) donnera
dpdx dydH g dy , ., _ ^
ajoutant membre à membre à celle équation la précédente multipliée par dj/, on aura
(i) ^^ + gdt = 0 ou dpdx+gdt^z=zO.
Celle équation, comme on voit, est indépendante de p et subsiste quelle que soit la relation de la résistance de l'air à la vitesse.
Différenciant celle équation, puis tirant la valeur de dHj divisant celle-ci par la valeur de dC tirée de l'équation (1) elle-même, on aura
d*t ^ rf*p dp "" 2dpdt'
Soustrayant celte équation de Tcquation (c), on aura
g dt cTp
• »r,eu Taisant comme précédemment (46, éq. 5)— = AtR*-,
• n aura
^P 2c\ ^rJ'
M, en remplaçant v par —, on aura
^P 2cdr\ ^rdtJ'
^ ij-rés quoi l'équation (d) devient
2edt\ ■*'rdJ"~2djMtt*
:.r-«nt de celle équation la valeur de ~ et élevant au carré,
dt
'- aora
dt' \d$dp ) '
- substituant à rfr sa valeur tirée de l'équation générale VixH-^//r = 0, on aura
••:-a rHnpIaçant rfj par sa valeur rix\/i + p\ puis p
' Z'dl^^d?^^d? P^*" di5» <>n aura pour Téqua- - '. de b trajectoire
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( ZL. -iV=
\dpy\^p'dx j
r' dp OU
("â-ëi/''^)'H-?.(.+g)"g=«. (..
Cette équation est trop compliquée pour que les moyens connus d^intégralion permettent d'arriver à une expression finie entre x et y.
Si Ton fait - = 0, ce qui est le cas de la résistance proportionnelle au carré de la vitesse^ Téqualion précédente devient simplement.
(2) cd^p — àpàx V^i + p' = 0.
C'est sur le système des deux équations (1) et (2) qu'ont été fondées jusqu'ici les recherches entreprises pour la solution du problème balistique. Elles n'ont pu conduire, même dans ce cas simple, les grands ge}oraètres Bernouîlly, Euler, Lambert, Tempelhof, Français, qu'à des valeurs approximatives ou exprimées par des suites infinies, dont ils ont calculé un certain nombre de termes, et qui forceraient dans les applications numériques à des calculs très-pénibles. Ces difficultés n'ont pu être évitées par Borda, Besout, Legendre et Français, qu'au moyen de formules dont le degré d'approximation a dépendu des complications auxquelles ces géomètres ont consenti à s'astreindre. Nous essaierons de suivre une marche diffé* rente qui nous conduira plus promptemenl aux résultats que nous cherchons.
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Ci Equaiwn différeniieUe d'un arc de trajectoire. Repr>Qoos les équalions (a) et (fr) du mouvement
LT.ctaanl b diflerentialion en regardant dt comme cons- Uni, remplaçant p— par sa valeur ^(1*4* - j, on aura
L'^uation (4) par la substitution de la valeur du Tac-
dx
leur de — de Téqualion (3) devient
d di
•y ^^ d'xds^ dy d*a; dy
df/ dx
r. 00 a ify = p</x ou — = p~- , d'où, en différenciant,
dt di
" *■ ifx dpdx , d*t/
-^ = n 1--^ — et par conséquent, en substituant —
z:* '^de dtdi ^ * ' d<'
i aura
dpdx
l'/or faire disparaître la valeur du temps et avoir une de b trajectoire, reprenons Téquation (3)
dl> 2c V ^Jd*'
l 3iirquons d*abord que le second membre exprime
la composante horizontale de la force retardatrice de l'air et que dans le vide — serait nul. Remarquons aussi que
le rapport — d'un élément de l'arc de la trajectoire à sa
dt
projection horizontale, ou la colangente de l'inclinaison est variable d'un point à l'autre de la courbe. Si donc
dans le second membre on modifie légèrement le facteur
ds ,
— , on ne fera que modifier, dans le même rapport, la
dx
grandeur qu'on attribue à la résistance de l'air, et si on remplace cette valeur variable le long d'un arc de trajectoire d'une certaine étendue, par une valeur moyenne le long de cet arc, on altérera légèrement cette résistance en chaque point sans altérer sa moyenne; l'on ne commettra ainsi qu'une très-légère erreur dont on appréciera plus loin l'importance. 11 sera donc permis, pour un arc de
ds
grandeur limitée, de remplacer la valeur variable de 7-
dx
par sa valeur moyenne dans l'étendue de cet arc, c'est-àdire par le rapport de l'arc entier 5 à sa projection x\ soit A ce rapport.
T* . , . . r 1 , <** ^ ds dx
ruisque la vitesse v est égale a — ou a — — , on aura ^ ^ dt dxdt
dx
aussi v = a.— ; d'après cela, l'équation d'un arc limité dt
de longueur sera
« fdx\*fj. adx\
d^x « fdx\
"ciï
en représentant par t;, la composante horizontale de la vitesse en chaque point qui est — , on aura
dVi
dx
tl puisque — = V,, on aura aussi en divisant membre à membre
de
Ces équations donnent la valeur de dx et de dt en r notion de t\ et on peut les intégrer; en eOet, on aura par les procédés connus *
^^ 2c dvt 2c /dv, a
M, fD intégrant.
XŒ [lo?!?, — logf4 + -ti, jj + eonst
= — log -f. coast.
r^tcnninanl la constante par la condition que la vitesse ujiiale soii V, c*est-à-dire qu'à la fois' la valeur de v, soit :a ct^niposante horizontale de cette vitesse ou Vcosq>, que LOtts représenterons par V, et que x soit 0, on aura
r =a-^log OU xss' log
Si rnprcMîon de U résistance de l*air contenait d'autres puis- *•-- »s de la Tîtesse que la deuiième et la troisième, on obtiendrait %>>sciU la valeur de ds en fonction rationnelle de V| et ton
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dx
d'où l'on tire la valeur de v, qui n'est autre que — , et,
en représentant par e la base des logarithmes népériens, on aura
dx V,
élevant cette quantité au carré et divisant membre à membre avec l'équation (5), on aura pour Féqualion difrérentielle d'un arc de la trajectoire
63. Equaiion finie d'un arc de la trajectoire. Faisant passer dx dans le deuxième membre, développant le carre
et remplaçant -^ ou - — — par - — --, en rappelant
que V* = 2(/A, on aura
Intégrant et déterminant la constante par la condition qu'on ait à la fois â; = 0 et p = tangç, on aura, puisque d}f
F M<aol passer dx dans le deaxiéme membre, intégrant et J'!i minant les constantes par la condition qu'on ait à la f.i« x=: 0 et y = 0, on aura
Ouc expression peut se mettre sous la forme
4hcos'U\ ri 1 /xr\»
*• .« p- présenterons par une même caractéristique F la '.'o^.* des fonctions de x qui multiplient fi H ^] et
' -•- — ) — *' cl qui ne diffèrent entre elles qu'en ce que
•*- eue
— tjt remplace par — ; c'est-à-dire que nous écrirons
» c / "* ^^•^V * \2c/^^ 1 /flx\*
§\Ti 2I2?/
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L'équation de la trajectoire deviendra alors
-'{'^'^nnshm
Telle est Téqualion d'un arc de la trajectoire dans l'air, lorsque la résistance de ce fluide est exprimée par deux termes proportionnels, Tun au carré, l'autre au cube de la vitesse, que cet arc est d'une étendue limitée, et que dans le facteur de la résistance de l'air on remplace les cotangentes des inclinaisons en chaque point par leur moyenne ou par le rapport de l'arc à sa projection.
Si l'on compare celte équation à celle de la trajectoire
a* dans le vide qui est, comme on sait, î/=a;langq> — ,
on verra qu'elle en diffère en ce que le second terme est multiplié par une certaine fonction de a? et de V divisés
Respectivement par les quantités constantes - et -. On
remarquera en outre que le second terme représente l'abaissement dû à l'effet de la pesanteur ; le premier étant au contraire l'élévation qui serait due à la vitesse du projectile s'il s'avançait en ligne droite suivant la direction de la ligne de projection.
En représentant celte fonction par ift>(a?, V), c'est'à-dire en écrivant
l'équation de l'arc de la trajectoire deviendra simplement
(7) y = xtang*--^^(x,V).
L'eipressioo de la hauteur du projeciile à une distance u'jnDée X, ne diffère donc de ce qui aurait lieu dans le
*:Jc qu'en ce que l'abaissement est augmenté
û'îiS le rapport de ife(x, V) à 1.
es. Inclinaison, durée, vitesse. La valeur de r inclinai- « I «le la trajectoire en un point quelconque s'exprime ^ ^i très-facilement au moyen de la valeur précédente •i p qui n'est autre que tangS; on aura donc
'.-^«sungf
M[.rt:SMun qu'on peut mettre sous la forme
ax
ax
\ r / r ax r'
Eo représentant par la caractéristique F les fonctions de î'ji eotn*nl dans les termes sous ta parenthèse, c'cst-à-
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Enfin, on remarquera que la quantité comprise eoire
— J comme la fonction
ift) qui se trouve dans l'équation de la trajectoire Tesl
— 1, nous pourrions la désigner par •ift!(a:,\');
mais pour indiquer qu'elle se rapporte à l'inclinaison, nous préférons la représenter par une caractéristique distincte d et nous écrirons
L'expression de la tangente en un point quelconque de Tare de la trajectoire sera donc simplement
(8) tangO=3tang^-gjj^5(a:,V). .
Dans le vide, on aurait comme on sait
tangO = tang9 —
2/icos^ 9
L'expression de l'inclinaison dans l'air (8) ne diffère donc de cette dernière qu'en ce que l'abaissement angulaire
- — p doit être multiplié par le facteur 3(iC,V).
Durée du trajet. La durée du trajet en fonction de la vitesse du projectile se déduit (62) de l'équation
l'on lire par les procédés connus
2c de, 2c /dw, ado, , «^ dvt \
'*i. t-n intégrant,
2rr4
f = — F— 4--logo,— -log(l + -«, jj + con8t
const.
K l'-^rminanl la constante par la condition qu'au com- : a)' ni du mouvement t soit égal à zéro et que v, ' là Composante horizontale de la vitesse initiale ou 9 = V, , on aura
Lifrf\uwn tir la durée du trajet en fonction de la vi- ' 4 iexirniniU de ce trajet. En vertu de la valeur déjà -*^ (02) de x^ celle de < se simplifie et devient
" «k plus on substitue à v, sa valeur en fonction de z
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et de ¥, (62), on aura pour la talenr de i en fonction de retendue dn trajet parconrn
On arrive plos directement à celle relation en partant de
dx
la valeur de r, ou de --- (62). En effet, en la renversant
ai
on obtient
En intégrant et déterminant la constante de façon qu'on ait à la fob a; = 0 et f = 0, il vient comme ci*dessus
En mettant cette expression sous la forme
on reconnaîtra que le facteur de 1 h est ce que nous
— I, de sorte qu'on aura, en rappelant que V, = Vcosç
Si Ton compare celte expression de la durée dans Taii
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à colle qui aurait lieu dans le vide, qui est comme on
siii / = , on verra qu'elle n'en diffère qu'en ce que
f I!e-ci doit éire multipliée par le facteur entre parenih'vs qui est une fonction particulière de F'^— ) et de
— , que, va qu'il se rapporte à la durée, nous représenï'fons par CD; c'est-à-dire que nous écrirons
li après cela Tcxpression de la durée sera
'1 Von voit que le rapport de la durée dans l'air à la * .r*> dans le vide pour la même distancer horizontale est vl à c»*Iuî de (D(x, V) à l'unité.
<i5. Vitesse. Nous avons déjà trouvé pour l'expressioi^ : U %ite5^e (art. 62)
F... p^marquant que le dénominateur de V, est formé i c r'* , comme le facteur de -r dans l'expression
(€U7 \ — j, on verra
' i'«fn pourrait le représenter par une caractéristique
^ jc 0)'; mais comme elle se rapporte à la vitesse,
' 1 1 représenlera par la caractéristique particulière o,
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aura
en faisant f 1 -4- -V, je^^ = t)(a;, V) de sorte qu'on
En remarquant de plus, que V, = Vcosç el que v, = t;cosB, on aura pour la valeur absolue de la vitesse en un point quelconque
^ ^ t)(a?, V)cos9
Dans le vide on aurait simplement» comme on sait,
cos <p
V = V , de sorte que l'expression de la vitesse du projectile dans l'air à une distance horizontale x du point de départ ne diffère de celle de la vitesse dans le vide qu'en ce que la première est divisée par t)(aj, V); et, le rapport de la vitesse dans l'air à la vitesse dans le vide est celui de 1 à XD{Xy V).
66. Relations entre les facteurs par lesquels les équations du mouvement dans l'air diffèrent de celles du mouvement dans le vide. Il y a entre les facteurs par lesquels les équations du mouvement dans l'air diffèrent de celles du mouvement dans le vide, des relations qu'il est utile de connaître.
Trois de ces quantités ' sont, en appelant z la variable
—, représentées par les trois fonctions
e», _— = F'(z) et — =F(z).
• Voir aux tables VII, VIII et IX les valeurs numériques de ces
ocX aVi
quantités qui sont toutes fonctions de — et de . Ces tables sont
ainsi indépendantes de la nature des projectiles et de la grandeur des coefficients de l'expression de la résistance de l'air.
La première esl rexpononlielie dans laquelle e est la base «1»^ i4i|rjnlbaies hyperboliques /égale à 2,718281828; sa ul'ur est exprimée par la série convergenlc connue
La seconde se forme de celle première en en retran- 1. ml le premier terme du développemenl cl en divisant I- rv>le par le second lerme ; elle a pour valeur
La troisième se forme également de la première, en en r- 'ninrhaol les deux premiers termes du développement, ' t r n divisant le reste par le troisième lerme ; l'on a alors
Il est facile de voir qu'entre F(:) el F{z) il y a cello r'Siion F(:) = — , analogue à celle-ci F'(c) =— ,
.-:• \\*t con>i>!e pour l'une et pour l'aulre a retrancher ' ; 't i,\irr terme du d(^eluppenlent, el à diviser le reste . r U' Il rme suivant.
Uiuvnc des trois fonriions e*, P(:), F(:) a l'unité
;- if prr^miiT terme de son développement; les autres
' i'it> font tous positifs. Ces -fonctions sont donc tou-
A-^ plijv grandes que Tunilé, et elles s'en rapprochent
• .(lut plus que : est plus petit ; elles ne se réduisent
I .rulp qup (|uand : esl égal à zéro
1^* «^Tunds termes des séries qui expriment la valeur
• ^ trois fonction^, sont re.^peclivemeiit z, *:, jz; on
- .iit tes troisièmes tenues des seconds en augmen-
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tant Texposant de z d'une nnilé et en donnant au dénominateur un second facteur égal au précédent augmenté d'une unité ; les qualriéraes termes et les suivants se déduisent des précédents de la même manière. On voit par là, que quelle que soit la valeur de z, hors le cas où cetle quantité est nulle, la valeur de F'(:) est plus petite que celle de e*, et celle de F{z) est plus petite que celle de P(z). Enfin, puisque le développement de e* est toujours une série convergente, le développement de F(2) et celui de F{z) seront plus rapidement convergents encore.
Dans un certain nombre de cas les séries sont assez convergentes pour qu*on puisse se contenter d'un trèspetit nombre de termes. Ainsi pour F(z), si z = i, le second terme de la série est i, le troisième est égal à 77^, le quatrième à j^, le cinquième à îf}^^] un terme aussi petit que ce dernier est presque toujours négligeable; le quatrième le serait dans beaucoup de cas.
e" est exactement le carré de e^ ; mais si F(2) et P(z) ne sont pas respectivement les carrés de F (^2) et de F{^z) , ils n'en différent que très-peu. En effet, en prenant tes carrés de ces fonctions, et en les retranchant de ceux de F(z) et de F'(z), on trouve
FW - lF(^z)r = -hz^ + T^:^' + jh^^ + tjHi-.z' -h
F'(z)-[F'{iz)Y = i,z*+i,z' + j^z^ + rrhro^' + --
de sorte que quand z est une petite fraction, ces différences sont très-petites.
Les fondions représentées par les caractéristiques
«, h CD el o/ et qui sont composées, comme on Ta dît,
i^s fooclions P(r) et du rapport — - que, pour simplifier
k-i expressions, nous représenterons par V,, ont des prol ri léâ analogues à celles des fonctions F et F'. Ea efTel, si Ton élève au carré td(x, V), qui a pour
*j!ear (1 + Vo)e' — Vo, on aura
<^tte quantité est composée en 6' comme celle qui est r';»rêik?iilée par la caractéristique -ift, l'est avec F (2) et < uuiie b fonction d Tcft avec F'(z). Cette propriété nous û;rait permis (art. C4) de représenter celle-ci parift»'; de f- fie que vu l'analogie avec les précédentes, on pourrait r'{rêsenter la première par la caractéristique iib" et écnre
[o(x,v)r=vb"(x,v).
I^^mnrquant en second lieu que les valeurs de [F'(;2)]* '* «i^ [F(j:)]* ne sont pas tout à fait égales à celles de f :» el de Fc), mais qu'elles n'en différent que très-peu ■; ..Kid z est petit, l'on aura, eu re|)résentanl par 00, (^, V) -• fonction <P(x, \) quand on y remplace F'(t) par F(z),
• r, V)_[d&(x. >!]•=== (l + Vor(^i-+^êZ^.^,;-:^2^.+.....
Inmm la première édition de ce Traité, en 18-48, les caractéiis- .^ adoptées étaient 4 et^^ aa lieu de if^ et ;$ et x' ot x" au tieu
Ces quantités sont très-petites quand z est une petite fraction, V^ n'ayant jamais une grande valeur.
Remarquons aussi que les valeurs de t!)(a;, V) et de (Q{Xy V) ne diffèrent entre elles qu'çn ce que c" est remplace par ¥'{z); de sorte que pour la valeur de 2* qui
représenterait — et qui serait telle que c* = F'(2'), on
aura
De même, pour les valeurs de x, telles qu'en représentant — par z, on ail F(2,) = e«, on aura
Il existe une relation semblable aux précédentes entre les valeurs des fonctions représentées par les caracléris-
tiques ofe et 5. En effet, si les valeurs de 2 m — et 2' = —
sont telles qu'on ait F (2) = F' (2'), la différence entre
afb(x. V) = (1 + VorFfz) - 2Vo(1 + Vo)F(-; z) + Vo*)
et
sera simplement
ift,(.r.V)-ô(x'.V) = 2(i+Vo)Vo[P(i2') — F^z)].
c'csl-à-dire que &(ocf, V) ne sera inférieur à ife(a:, V) que
de la quantité (1 -♦- Vo)Vc>X2[F(i2') -^(2-^)]- Or tant que z n'est pas considérable, F'{{z^ n'est qu'un
de (D et t). Si elles laissaient entrevoir plus facilement les relations qui existaient entre elles, elles présentaient la difficulté de Texpression et laissaient craindre des confusions.
;*-u supérieur à F(^z) et comme Vo ne dépasse presque ; u> en général une unité, (1 + V») Vo ne dépassera que de 'fo-peii deux unités; le produit
(l-+-Vo)VoX2[F(i.')-F(l^)|
v:n donc presque toujours une Irés-pelite quantité.
<^n a utilisé cette propriété dans rétablissement des ul!e5 numériques des diverses fonctions, de manière j'j'ane seule table a pu donner les valeurs de (D {Xy V) et •î*: c<jr, X)^ et une autre donner les valeurs de ifc(:r, V) k\ Je d(jr, \)j comme on va l'indiquer.
Apres avoir calculé pour un certain nombre de valeui*s ■!•• Vo les valeurs de t)(x, V) relatives à une série de ^i>urs de z, ce qui donne une table à double entrée,
3 a calculé la série des valeurs de z^ qui donnaient \ .:'i = r*, et on les a inscrites en regard des valeurs •:«: : ; de celte façon, et pour chacune des valeurs de Vo» ' '. entrant dans la table par la ligne des z on trouve les «. '.-ars de o(x, Y), et en entrant par la ligne des z' on :: 'ive les valeurs de cd(j^, V).
Il en a été de même quant aux valeurs de iA» et de d. \::"S avoir calculé pour un certain nombre de valeurs . V« les valeurs de t& correspondant à une série de
.'. urs de :, ce qui donne une table h double entrée,
a a calculé la série des valeurs de i' qui donnaient
^ 1} -=. F(:)y et on les a inscrites en regard des valeurs
.T :; de cette façon, et pour chacune des valeurs de
. eo entrant dans la table par les valeurs de z, on
é . « %aleiu^ exactes de il^(x, V), et quand on y entre
<r b ligne des valeurs de z\ on obtient une valeur qui t «u|H:fi»'ure à a(a:, V) que de la quantité
>uttc que trouvant calculé pour chaque valeur en
regard de i et 2' le double de la différence F' (^2*) — F(^:), el inscrit dans chaque colonne, sous le nom de corredion négative, il n'y a plus qu'à multiplier dans chaque cas cette dernière quantité par la valeur de (1 4-Vo)Vo, et retrancher ce produit de la valeur de ifb(:r, Y) donnée par les tables. Cela a permis de réduire à moitié l'étendue des tables numériques ^
68. Simplifications lorsqu'on suppose la résistance de l'air proportionneUe au carré de la vitesse. Si la résistance de l'air était supposée proportionnelle au carré de la vitesse, il
faudrait faire - = 0, ce qui donnerait 0— =— v'; dans ce
cas, les fondions composées représentées par les caraclérisliques tft> et d, (D et t) se réduiraient respectivement aux fonctions simples représentées par les caractéristiques F, F' et par e\ c'est-à-dire que ^^(aî, V) se réduirait à
f(7), 3(.t, \0 à F'{j), (î)(x, V) à F(g), tD(x, V) à e^, et l'on aurait pour les lois du mouvement des' projectiles
y = xidne^f — 77 :-F( — ),
^ *^ 4/icos'(p Vc/'
langO = tang?— r7 r-''^ ( — )j
t =. r I ;r^ I et f»= . — r-
Vcos^ \2c/ «* CO80
A mesure que x devient plus petit, c'est-à-dire à mesure que l'on considère des arcs de moindre étendue, ou que c, qui croît avec le diamètre et la densité du projectile, est
flur 'e
» Voir les tables numériques X et XI, XII et XIII de ces fonctions.
reprochent de l'unité; il en résulte que rinfluence de la r*^i>tance de Tair, dont ces fonctions tiennent compte, va '-a diminuant de plus en plus, et que le mouvement se '•;iro<he de ce qui aurait lieu dans le vide. Pour ce i'f.'iier cas il faudrait supposer p =: 0, et par conséquent
^ = 0, alors les fonctions F(~), f(~), F g) et e
•nient toutes quatre égales à Tunité, et on retomberait -A l«*s formules du mouvement dans le vide.
Ain>i, à mc>ure que Ton considère des arcs de moindre '• r !ii».- ou d»»s projectiles de plus furl calibre, ou de plus j lîj !♦• d#.*nsité, l'arc de tnjecloire dans l'air se rapproche ■> {lus en plus de l'arc de la trajectoire dans le vide, ' -i-j-dire d'un arc de parabole.
*•*.». TnhU'^ des valeurs représentées par le^ caractérisa /•;ma T ft¥. Les valeurs qui caractérisent reffct de la. r'^.^îance de Tair entrant dans toutes les applications nu- ^• :••]«.»'§ dos lois du mouvement des projectiles, des ' ' -'^ de ces valeurs étaient indispensables; elles ont été ■ :i''»> avec le dc;;ré de précision suffisant et néces- » '-. iVoir a la fin de ce Traité.)
U 1'jLI«3 VII est celle des valeurs de e", z étant .ici la
1 jr il** — nue l'on aura à calculer à l'avance. Cette table
- 'V' les nombres dont les logarithmes hyperboliques t<^^M, O,0i...., et croissant ainsi par 0,01 jusqu'à '^ quoi qu'on n'ait habituellement dans les applica-
• -i nVmployer que quatre décimales, on a donné les
' »^ li'f imales suivantes pour le cas où il serait nécessaire 'ni'T à un (It'gré d'approximation plus grand; mais on I M |i.if r«>ii par un intervalle blanc pour la facilité des
' -iî orilinaires.
b iaM^ VIII donne les valeurs de P(:) = pour
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des valeurs de z, de 0,01 en 0,01 jusqu'à 2,40, avec sept décimales; on les déduit facilement des valeurs de ^ pourvu que celles-ci soient calculées avec assez de décimales*. On a séparé les trois dernières décimales par un intervalle blanc; les quatre premières suffisent pour les applications ordinaires à la balistique. On peut alors calculer les valeurs intermédiaires entre celles des tables par les par* ties proportionnelles aux différences.
La table IX donne les valeurs F(z) = 2 ou
2 avec sept décimales, de 0,01 en 0,01 jusqu'à
0,30, et avec six décimales jusqu'à 2,40; les quatre premières suffisant dans les applications ordinaires à la balistique, on les a séparé par un intervalle blanc. Les valeurs intermédiaires à celles des tables s'obtiennent avec quatre décimales par les parties proportionnelles.
Exemple. Calculer F (0.21 17) avec quatre décimales. En remarquant que F(0.21) est 1.0738 et que la différence entre F(0.21) et F(0.22) est 0.0037. on aura
0 0017 . F(0,2117) =1,0738 H^gJ^. 0,0037 = 1,0742.
On aurait pu de la même manière calculer F(2;) ave« cinq décimales. Pour avoir six décimales exactes, on devrait recourir aux différences secondes.
On sait qu'en général tant que les différences secondes ne surpassent pas huit unités du dernier ordre, on peut se contenter des parties proportionnelles sur les différences premières.
Table des valeurs représentées par les caractérisa
' Cette table et la précédente m'ont été communiquées en 4853 par M. le capitaine d'artiUerie Franchini ; j*ai calcnlé la table suivante des valeurs de F(z).
hfte^i a, et d, table X. Cette table à double entrée a été Ctil'uiï'e avec quatre décimales pour toutes les valeurs
mX
•î'' — OU : inscrites dans le haut de la table de centième
•n conliême, depuis 0,00 jusqu'à 1,50, et, de cinq en cinq • nliêmes de 1 ,50 jusqu'à â,00; elle est calculée pour les
i/^urs de — ^ ou Vo, de cinq centièmes en cinq cen-
li me5, depuis 0,00 jusqu'à 1,30. Ces tables contiennent 3'i-5i les diflërences relatives à 2 et les différences relatives i Va, excepté pour les valeurs de z supérieures à 1 ,00. Chacune des colonnes verticales de la table X contient \t< i-aleurs de iiî>(x, V) pour la valeur de z inscrite en tête et pour toutes celles de* Vo qui sont dans la première co- .' r.n^ fie chaque page. Ainsi, pour z = 0,G6 et Vo = 0,90, «'•>t-à-dire pour iii(0,CG; 0,90), on trouve dans la • '!«»nne verticale qui porte à Tentéte, z = 0,66, et en ?• ^« endant jusqu'à la ligne horizontale correspondant à \ . = f>,ÎM), on trouve, disons-nous, 1 ,5354. Lorsque la ^ i'-ur de z est comprise entre deux de celles qui sont .' ^ rites dans l'entête du tableau, ou que celle de Vo se ^' u*e comprise entre celles de la première colonne .ver- '. •!'', ou que cela a lieu pour l'une et pour l'autre, on :«-rera [lar les parties proportionnelles. A cet effet, dans ' «que colonne relatiye à une valeur de z et à la droite ! ï Tah*urs de ilk(x, V), sous l'entête D.Vo, on a inscrit '* dllV-rences entre les deux valeurs consécutives de •• /. V> correspondant à deux valeurs respectives de Vo. •^ difft-rences, pour une augmentation de 0,05 dans la » . ur de Vo, sont à mi -hauteur entre les deux valeurs
I^ns une seconde colonne à droite, sous l'indication I' :, on a inscrit les différences entre les valeurs ifb(j^, V) ■ .•in^, relatives à la même valeur de Vo et correspon-
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dant à un accroissement de 0,01 dans la valeur de :. On prend sur chacune de ces différences une partie proportionnelle à Texcès de la valeur de z et à Texcès de la valeur de Vo sur les valeurs inscrites dans la table, et on les ajoute à la valeur principale de ift>(j:,V) du tableau.
Exemple. Trouver la valeur de ifl>(x.V) pourz = 0.CG27 et V. = 0.9379.
En parlant de z = 0.C6 et V© = 0,90 auxquelles correspond 1.5354. et des différences D.Vo = 162 et D.î= 102, on aura
Pour plus de commodité on peut disposer les calculs numériques de la manière suivante :
ifc(0.66;0.90) =1.5354
ife (0.6627; 0.9379) =1.5303
L'emploi d*une règle à calcul pour calculer les parlies proportionnelles abri^gc beaucoup les opérations.
Lorsque z sera plus grand que 1 .IX), on aura i prendre les différences D.z et D. Vo que Ton n a pas inscrites dans les tables dans la crainte do leur donner trop d'étendue.
Pour déterminer les valeurs de â{x,\) dans laquelle on
ctX
représente ^ par z\ on entre dans la table par les valeurs
de z' qui sont au pied des colonnes; les diflerences relatives à :' sont à la droite des valeurs de z' et indiquées par Tabrévialion Dif.
Ces dilTérenccs ne sont pas, comme pour les valeurs de i&(x, V), égales à une quantité constante, choisie arbi*
trairorrent et qu*oa a pri<^e égale à 0,01 ; elles résultent DU mnlraire de celles-ci et vonl en augmentant avec z. L"s valeurs de Vo et les dilTcrences restent les mêmes. A'i-«îr>M»iis est le coeffiricnl indiqué par le nom correcî. n; il d(»it èire multiplié par le protluil Vo (1 -h Vo) pour Ij >.»l»Mir que l'on considère, et le produit doit être retr^r.ohé du résultat des autres opérations.
ExturLE. Soit à trouver la valeur de 5 (x. V) pour — ou
:' = Of,027 et Vo = 0.9379. Pour z' = 0.6574 qui est dans
!*> u! !>'5 et qui est inférieur à la valeur proposée de 0.0043 et
:■ r Vo = 0.9i). OD aura (dans la même colonne que z = 0.96)
i jr.Vis: 1.87;>8 et la différence avec la valeur immédiatement
i ,'rieure à z' est 125. La quantité à ajouter au nombre de la
-..«î »era donc — — r 0.0125; la différence relative à V© sera cal- Ci io70
. "• romaie ri-de]>sus, et en obser\'ant que le coefficient de cor-
>>:.<,Q est 0.0005. on aura
0 0043 J ■ ■ .V.r . O.aTTO) « i ,8738 + -i^ . 0,0125
+ î^^^0,028i — 0,0055.0,0379.1 ,9379 = 1 ,8966. 0,<MIO
[' ir la facilité des opérations numériques, on disposera le •' .! c> ihtn^ il l'est ci-après, en considérant comme unités Its :. .sait s du quatrième ordre :
Iil23
ÎU9
Correct: 55.0.9379.1.9579
'>*> manière d'opérer par parties proportionnelles sur plu- '*> 69>rences peut donner une erreur de deux unités du der-
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nier ordre, ce qui est sans inconvénient notable pour les applications ordinaires de la balistique.
71 . Table XI des valeurs représentées par les caradéristiques V) ei (5^. Les tables des valeurs de 'oix, V) sont cal-
culées avec quatre décimales pour les valeurs de — ou z,
depuis 0,00 jusqu'à 2,00 et de 0,02 en 0,02, qui cor-
oX
respondent aux valeurs de—, de 0,01 en 0,01. Elles le
sont pour les valeurs de Vo de 0,05 en 0,05 jusqu'à Vo = l,30.
Chacune des colonnes verticales correspond à une valeur de % inscrite en tête. En face dé chaque valeur de Vo se trouve la valeur de t9(a:, V) correspondante. On opère d'ailleurs comme on Ta indiqué (70) pour la valeur de all(ir, V), en remarquant toutefois que l'inlervalle relativement à 2 est double, et que la différence relative à Vo est constante et écrite une fois pour la colonne et au bas, ce qui simplifie les tables ; elle est désignée par Dif.
Soit pour exemple à trouver la valeur de tD(x, V) pour :5 = 0.5254 et Vo = 0.9570. on aura
0(0,3254; 0,9370) = 1,3297 + Jj^. 0,0224
Pour plus de commodité, l'opération peut être disposée comme ci-après :
tD {0.3200. 0.9000) = 1.3297
ih 224 = 61
Ht 87 = 64
Imuf trouver les valeurs de (Q{x, V), on entre dans la :,. u»; table XI par les valeurs de z' = — inscrites au pied
*- colonnes verticales; les différences entre les valeurs
• 'i-'Vutives sont inscrites à droite, sur la même ligne, et
* .:n»Vs par la caraclérislique d. Il n'y a pas de correc- F Q â ap[K>rter au résultat comme pour les valeurs de ? ^ V».
otx
\.\iupLt, Soit à trouver la valeur de CD(x. V) pour — ou
; =o.r»i54 et Vo= 0.9570. On remarquera que la valeur de :' ij»^ tables, inférieure à la quantité donnée, est 0.3158; la dif- "..<e a\«t; la soi^-aote est 388 ; la différence relative à Vo étant \i. vt aura
C' 'XTra; 0,fW70) = 0,1 582 +-^ 207 + JJ542 = 0,1664. Tuur plus de facilité. 00 disposera l'opération comme cî-des-
dO .0.32:4. 0.9370) =0.1064
7î. Tahlé*js à trois décimales pour les valeurs de ifi), .3,
' ^ jbi. Oulre ces deux tables à quatre décimales (art. 70
t 71 1, on eu a établi deux autres à trois décimales seu-
"ut, et variant, pour la valeur de :, par intervalle cinq
.• ploâ (rrands, c'est-à-dire de 0,05 en 0,05 pour les
jfï de e(r, X), table XII, et de 0,10 en 0,10 pour
• ' \;ii'*urs de ©(j'.V), table XIII. Elles ne contiennent
* i- .- différences relatives à 2 ni à Vo, ce qui force à les
•rn.uipr pour chaque opération, mais elles offrent Ten-
: :" d'^s valeurs sur une seule page. A cela prés, on
T' comme pour les tables X et XI.
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Il en est de même pour le calcul des valeurs de ô(a;, V)
*el celles de 6d{x, V) pour lequel on entre dans la lable
par le pied des colonnes verticales. La correction pour
les premières s'opère de la même manière que pour la
table X.
7â. Proprièlés générales du moxivemeJit des projectiles dans Vair. Nous allons exposer plusieurs propriétés du mouvement des projectiles que Ton peut démontrer sans être arrivé à Téquation finie de la Irajecloire dans l'air.
Vitesse, A mesure que le projectile s'élève dans la branche ascendante, la vitesse diminue tant par l'effet de la pesanteur que par celui de la résistance de Tair. Durant les premiers instants après le passage au sommet de la trajectoire, la vitesse va encore en décroissant par l'effet de la résistance de l'îiir; mais peu après la pesanteur commence à agir sensiblement pour contrebalancer celle cause de diminution. Son effet augmente avec l'inclinaison de la direction du mouvement, de sorte qu'à une certaine distance du sommet, il compense celui de la résistance de l'air; la vitesse est alors au minimum. Au delà, la vitesse augmente par la prépondérance de l'effet de la pesanteur qui agît suivant une direction de plus en plus rapprochée^ de celle du mouvement du mobile; mais la vitesse n'augmente pas indéfiniment, parce que l'effet de la pomposante de la pesanteur suivant la direction du mouvement, a pour limite le poids du mobile. La vitesse de celui-ci ne pourra par conséquent pas dépasser celle pour laquelle la résistance serait égale au poids du corps dans l'air. Cette vitesse sera donc donnée (56) par l'équation
ou plus simplement, en négligeant la densité de l'air devant celle du projectile, par l'équation
MOUVEMCiNT DANS LAIR. ItS
Oo toit par là que la limite de la vitesse sera d'autant :'>■ ^nnde que c qui est égal à ^ ^ ^ ou a ,vu que
2(/AvR* 3 Ag
Pr--TR'D, sera lui-même plus grand, ou que le projectile
'Il d*un plus grand diamètre et d*une plus grande den- \-\ romme on Ta déjà vu (art. 56).
u* que Ton vient de dire relativement au minimum de li 1.1' >>e se déduit aussi de Téquation du mouvement. En ; .\i(it de réquationd*unarc de trajectoire pour lequel on - r«.jit la vitesse initiale V et Tangle de projection <^, la ^ . ->e en un point quelconque aura pour expression »0, éq. 12 et 13)
V cos^
*•* -V cosfi
^T. \i»ii qu'a mesure que le projectile s'élève dans la branche '*- • ndante, x augmente ainsi que cos) et par conséquent :.' U d<'*nominaleur de la valeur de t* augmente et que i w''--«» diminue. Mais, au delà du sommet, cosâ va en ■uuani qu^nd x augmente, et il y a par conséquent un ' .1 où Teffel de Taccroissement de x compense l'effet ' :.rniuulion de cos9 et que la vitesse est au minimum. : irdaemniner l'abscisse de ce point, on substituei*aildans
-^. ou ibns son égale Vi + p% la valeur de p déduite
• . iHf iinaison de la trajectoire (64. éq. 8). On différenr^.t par rapport à â; et on égalerait le résultat à zéro; . ^ l•-tpre^sion qui en résulterait serait trop compliquée
* «r qu'il soit utile de la rechercher ici.
74. Asymptote. Dans la branche ascendante la vitesse allant en diminuant , par les deux effets réunis de la résistance de l'air et de la pesanteur, à mesure que le projectile s'approche du sommet, il s'ensuit que si l'on considère la trajectoire en deçà du point de départ, la vitesse doit au contraire aller en augmentant indéûniment à mesure qu'on s'éloigne du sommet; mais l'inclinaison n'augmentera pas de la même manière.
On fait voir en effet (sect. V) que lorsque l'on suppose la résistance de l'air proportionnelle au carré de la vitesse, la branche ascendante a une asymptote dont on peut déterminer facilement l'inclinaison ; de plus, celte asymptote s'écarte d'autant plus de la verticale que le coefficient de la résistance de Tair est plus grand. On comprend donc, que lorsque la résistance contiendra un second terme proportionnel au cube de la vitesse, il y aura aussi une asymptote et que celle-ci s'éloignera de la verticale plus que dans le cas précédent.
On fait voir aussi que dans cette même hypothèse la branche descendante a une asymptote verticale qui se * trouve à une distance horizontale finie du sommet. 11 est facile de voir aussi que quand la résistance de l'air sera augmentée par un terme proportionnel au cube de la vitesse, la direction du mouvement se rapprochera plus rapidement de la verticale, et qu'il y aura aussi une asymptote à une distance finie du sommet ; et que de plus cette dist9nce sera moindre que dans le premier cas.
75. Rayon de courbure. L'expression du rayon de courbure est, en regardant dx comme constant,
dp dx
Or, la valeur de p ou de tangd en un point quelconque
dp
d'un arc de trajectoire et celle de — qui ont élé données
dx
idrt. 6i, éq. 6 et 64, éq. 8), étant substituées dans la idiour de > on aura en un point dont Tabscisse est x
#;tO(*,V)]>
U' ra\on de courbure appartient à un arc qui diflére un f*^u de la véritable trajectoire en ce que, dans Texpression •itf la ré<îstauce de Tair, on a remplacé le rapport variable
— par le rapport moyen - ou «e. Mais, si on suppose
i jrc extrêmement petit , auquel cas a devra être remplacé
;.T — , les deux arcs se confondront, et, au point de
i-;3rt, pour lequel on a a: = 0, tD(ic, V) = 1 , ; r, V) = 1, on aura simplement
> = (1 +tan^'*)> .-^ =5 2/1(1 + tang*9)' = .
g cos^
*> ra^on est donc indépendant de la résistance de l'air; || oe dépend que de la vitesse et de l'inclinaison au point t onê et appartient aussi à la parabole qui est ainsi os- < .'^tnce i la véritable trajectoire.
T»3 cûié de la branche doscendante où la vitesse va en
• .-*JDl jusqu^à devenir infmie, le rayon do courbure, : * ;'*rtionnel à A, serait infini, ce qui est la propriété de . â.unptoie; du côté de la branche descendante, où ^ va '1 au^rmentant jusqu^à devenir un angle droit, tangç de-
. r.t infini, y e>t donc infini aussi. Entre ces deux limites
.■ i.ii \ avoir un point où le rayon de courbure est un
:..:Q'iaK Pour connaître ce point, il faudrait considérer
l'arc qui comprend la portion voisine du sommet et pour le |uel 9 et V devraient ôtre déterminées, prendre la différentielle par rapport à :r et l'égaler à zéro, on aurait ainsi une relation qui servirait à déterminera. Mais cette expression serait très-compliquée; d'ailleurs la valeur de 9 étant petite, l'arc de trajectoire approché s'écarterait très-peu de la trajectoire exacte ; il en serait de même du point cherché*.
Après ces considérations sur les propriétés (rénérales des trajectoires, nous allons nous occuper de leur détermination, des relations entre les portées, les angles et les vitesses de projection, et des propriétés de ces trajectoires directement applicables au tir des bouches à feu ou des armes à feu.
76. Rapport d\in arc à sa projection. Dans l'équation que nous avons obtenue pour représenter un arc de la trajectoire, est entré le rapport « de Tare à sa prcyection, pour remplacer dans l'expression de la résistance de l'air, le rapport moyen de dsi dx\ cherchons ce rapport.
Considérons un arc AM commençant sous rinclinaison 9 et se terminant sous l'angle V (Fig. 15). Comparons-le à un arc Am de parabole ou de trajectoire dans le vitle, commençant sous le même angle <p cl finissant sous des angles égaux à V. Choisissons sur l'un et sur Vautre dos points rapprochés IJ, C, D.., 6, c, d... où les inclinai>ons soient respectivement égales entre elles, nous aurons ainsi décomposé les deux arcs en éléments AB, IJC, CD.., <iA, 6c, cd.., commençant et finissant respectivoment sous lt*s mêmes inclinaisons et ayant respectivement la même inclinaison moyenne. Le rapport entre deux petits arcs cor*
• Nous imtiqiioroiT* |»lii8 loin (secl. VI) un trac»» delà troj»vtiMr«* qui donnera lo roinimum de la vil^t^so et le minimum du raynn dr courbure.
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répondants tek que DE, de el leurs projections DE', def 5rr3 sensiblement le même. A rorigine, les arcs élémentsip^ de la parabole et de la trajectoire auront des lon- ;'';»Mirs épales; à l'autre extrémité, les arcs de parabole . w-nl un peu plus d'élenduc*,' mais la différence sera tr•^•^lible et d'autant plus faible que la résistance de l'air «- tVia moins sentir. Les rapports entre les arcs élémen-
l'-s et leurs projections, étant respectivement les mêmes, li 5 aura aussi à très-peu près égalité entre les sommes '.' <o? éléments ou entre les arcs AM, Am el leurs projeci .> AM', Am'. Cbercbons ce rapport dans la parabole.
L'équation de la parabole et celle de Tinclinaison en Lri fHjiat quelconque étant
X* du z
4/1 cob^^ dx 2hcos*^
.1 !oD^ieur d'un arc s sera
dx
i û, en obser\'ant que rfp = , on aura
2/1 cos' (p 9 = 2/1 cos' 9f\/\ H- p" X dp.
En inté<:nint cette quantité, on trouvera par les pro- ' -'' c« iinus
' -V^'ÎT7= :[i>V'rH7+ log(p+\/î+7)] +con8t,» * En remarquant que
=iog , ^ — = -iog(vr+?+p),
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Celle expression peut prendre une autre forme, en re-
marquant que p = tangO, que \/l -i- p* = sécB = —,
. , . sin9 + i
enfin que p -*- V 1 + p' = tangB -4- sec 8 = ^^^
= lang(45o-*- 79).* On aura ainsi en prenant l'intégrale de façon qu'elle soit nulle pour p = 0, c'est-à-dire en comptant l'arc à partir du sommet,
r .y. ' 1 / sin6 . , sin6H-l\
^ r I ^ 2Vcos'6 cos6 /
==- [lange séce + log r tang45o + 4-9 )j .
Désignant par la caraclérislique $ cette fonction de 9,
c'est-à-dire écrivant ^{^^^ + ^^9'-^^)=^^(^)^ ^' ^"
résultera que la longueur d'un arc compris entre les points où les inclinaisons sont respectivement 9 et B sera
et pour le rapport cherché AesàXy observant que diaprés
on reconnaîtra que quandp change de signe la valeur dejdxV^i+p* reste la même, au signe près.
sinb-f-sina ÏBXie^Cb+a) ^ . , -^^. ,_^
• En général ^ ^ = • ,. [, et si 6 = 90^ on aura
sin6 — sina tangj^o — a)
^ + ^^"^ = tang(45o+^a) ^ ^^^^^ _^^ la)cotang(45o - ^a) i — sina tang(45o + 7»)
14- sina 1 H- sina V^iH-sina = t.„g'(45.+ .a); or -^^^ = ~_:^^^ = :^^==;
i-f-sina /it . I X
donc --^- = tang(45o 4. ia).
cosa
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I équation de la parabole x=:(iBïïg<^ — tang6)2Aco$>, c-fi aura
X tang9^tang9'
On trouvera de la mémo manière
y î(tang»ç— tang"9) 7(tangq) + lange)
Lorsque Ton considère un arc compris entre le point :-. «iéparl et le sommet, il faut faire 6 rr: 0, ce qui donne : M =: 0 el Ton a simplement
X tang?
', .1 se réduit à
«• = 7«écç + Jcolf Jpg(45o + i?)«.
77. Choix des points de division d'une trajectoire en , .^ifurs parties. Si Ton examine les valeurs de ec, on • rra qup quand les angles sont Irès-pelits comme de 0® « y . le rapport de Tare à sa projection ne dépasse Tunilé
.r de 7^7 environ, que pour un arc de 10<> à 0®, Tare '- «urpasse sa projection que de 7^ environ, et qu'enfin ' ';r des angles de 15<', limite des angles de tir des ca- ' r.9 et de:» obusiers. Tare ne surpasse sa projection que
• .' environ.
ds
1*0 a déjà fait remarquer que le rapport variable —
dx
•i refspbcé par sa valeur moyenne - que dans les
*« ..r auK tailles les valeurs numériques de {(ç), de «« et de «.
termes qui tiennent compte de la résistance de l'air, puisqu'il n'y entre que comme diviseur de c et comme diviseur de r. L'erreur que l'on commet par celle substitution ne peut donc afiecler que l'influence atlribuoô au milieu résistant; elle est du même genre que toules les causes qui font varier la résislance de l'air, telle que sa densilé : sous ce rapport, on peut voir que même en né;;ligeant enlièremcnt la valeur de a dans le lîr sous l'angle de 15°, c'esl comme si c élaît augmenté de ^ de sa valeur ou si la pression baromé(ii(jue de Pair était réduile dans une semblable proportion, c'esl-à-dirc de 8 à 9 millimétrés de hauteur de mercure; c'est une quantité qu'on néglige habituellement dans les applications.
On ne pourrait plus négliger la valeur de Tinclinaison de la trpjecloire dans les arcs plus grands; mais il est permis comme nous l'avons fait, de remplacer la valeur
ds s
variable de -— par sa valeur moyenne - prise sur l'arc
dx X
entier. •
Pour faire apprécier l'étendue des erreurs que Ton peut commettre^ comparons celle moyenne aux valeurs extrêmes sur des arcs de différentes grandeurs et de différentes inclinaisons, en remarquant qu'aux extrémités de ces arcs
lerapport— n'est autre que la sécante trigonométrique
de l'angle sous lequel il se termine.
Celle comparaison est établie dans te tableau suivant pour des arcs de 5<> en 5°; pour des arcs de 10^ en 10<>; pour des arcs de ib^ en 15^; pour des arcs entiers à partir du sommet et dont l'étendue varie par b^.
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Tuu«r du rapport dei are» s de pareibole à lettrt prtijectùiru t,
umpart aux raleurt ~ ou ifeantei de» inclm
trimiie» dt ee» are*.
i.OOW' 1.7454 1 .555; I.4U:
aijl.CHiil
' «■ i.OOOO
JJli 1.0641
fil. 1.0154
/ a>\ s.wico
! 45 1.4142 3011.1547 15; 1.0553 Oj 1.0000
t. 7730 1.4470 4.2269 l.lOOf 1.0372 1.0051
I.0II
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D'après Tinspeclion des nombres conlenus dans le tableau qui précède, on reconnaîl que pour des arcs d'un
rnêrae nombre de degrés, In valeur movenne de — diffère
dx
d'autant moins des valeurs extrêmes, que rinclinaison au> dessus de rhorizontale est plus petite; et, par couscquent, pour que les différences soient égales, les arcs doivent avoir d'autant moins d'étendue qu'ils s'écartent davantage de l'horizontale ; ainsi , cette différence est de -^ pour les arcs de 0« à 20o, de 20«> à 30® ou de 40© à 45® ; elle est de 77 environ pour les arcs de 0^ à 25^, pour ceux de i 5» à 30o, de 30^ à 40» ou de 50^ à 55o ; elle est de -^ au plus pour les angles de 0^ à 30<>, de 30^ à ib^ ou de bzfi à 60<> ; elle n'est encore que de ^ environ pour l'arc de 0<> à 45<^. Ces quantités sont les différences les plus grandes et elles se rapportent aux extrémités des arcs ; mais, comme vers le milieu de chaque arc la différence est nulle, il s'ensuit que la différence entre * et — n'est moyennement que la moitié des fractions que nous avons indiquées. Si
ds
l'on remarque de plus, que la différence entre -- et sa valeur moyenne est d'abord en moins et ensuite en plus, on verra qu'on prend au commencement une résistance trop faible et à la fin une résistance trop forte, et qu'on altère l'arc d'abord dans un sens puis dans l'autre; mais,
ds 8
comme la moyenne des valeurs de — est égale à -, il
CUZ7 X
en résulte que les erreurs partielles se compensent à peu de chose près sur l'arc tout entier tant qu'on reste dans de certaines limites. Cependant, comme à la partie inférieure des arcs dans la branche ascendante la vitesse est plus grande qu'à la partie supérieure, c'est comme si l'oii t>renait la résistance trop faible ; la même chose se pré-
sentant dans la branche descendantet il s*ensuit qu'en réalité les portées calculées seront un peu trop grandes; on diminne la diiïérence en mullipliant les divisions.
On remarquera aussi que le rapport de 5 à â; dans la portion qui comprend l'angle 0^ est commune à la branche amendante et à la branche descendante, de sorte qu'il s'èiend a an nombre de degrés double de celui qui est mliqué par les inclinaisons aux estrémités.
Lorsque les vitesses initiales ne seront pas considérables, et que les projectiles seront de fort calibre et de p^inde densité, comme dans le tir ordinaire des bombes, c j Fangle de projection ne dépasse pas habituellement Ab^^ SI les portées 1 000 à 1 200 mètres, Tinfluence de la résistAoce de Tair sera assez faible pour qu'on puisse embras* ter tonte la trajectoire dans une seule formule, en prenant • uUe V, 2« partie) la valeur de «t qui convient; dans ce <a$, la plus grande difTérence entre la valeur variable de
— et leor valeur moyenne est -^ en moins au comroen*
cément oa à la Qn du trajet, y vers le sommet de la tra* lectoire et moyennement —y d'abord dans on sens et eamite dans l'autre. La simplification ayant pour effet de rendre b ré.Mslance trop Taible au point de départ et vers > point de chute, et trop forte au sommet, il en résultera aae trajectoire qui passera au-dessus de la véritable à partir da point de départ; elle s*en rapprochera dans la traache descendante, de façon que vers le point de chute •! ùj aura qu'une faible différence.
78. Valemr de la projection d'un are en fotuiion des tnHinaiscns exirêmes. Pour déterminer une trajectoire Icnqa'on connaît la vitesse V et l'inclinaison p au point d^ départ, on la divisera en plusieurs arcs limités aux PmaU où rioclinaison est donnée (77); on en déduira imaiédîateiDeat la valeur du rapport a (table V). La pro-
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jeclion x de cet arc sera déterminée par la relation
—^^—^{x,\) = tangip — lange.
Hais X se trouvant en exponentielle en même temps qu'à la première puissance dans la valeur d(^,V), on ne peut l'exprimer en quantités Qnies; on l'aura par approximation, en mettant Téquation sous cette forme
otX 01
(t) — éJ(^, V) = (tangç — lange)- 2/icos* 9 = p. c c
Connaissant a d'après les angles <p et 8, et h d'après V, on déterminera la valeur numérique du second membre, qui,
à l'exception du facteur - , n'est autre que la valeur qu'on
aurait pour x dans le vide. Ayant déterminé — -, on pourra
prendre plusieurs valeurs successives de -*, et l'on déduira
pour chacune d'elles, au moyen de la table X, la valeur correspondante de &{x^y)\ on fera leur produit, et, lorsqu'on aura deux produits rapprochés qui comprendront les
ou?
valeurs du second membre, la valeur de — s'obtiendra,
avec le degré d'approximation nécessaire, par les parties proportionnelles entre les différences.
ax
La table XtV donne les produits de — d(a;,V) tout for-
mes pour des valeurs de — = z, croissant par 0,01 jus-
qu'à 0,40, et pour celles de — ;^ = Vo croissant par 0,05
jusqu'à 0,50.
Connaissant Vo, on cherchei*a dans la ligne horizontale qui s^y rapporte, le nombre correspondant à la valeur de
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p, el 00 trouvera en télé la valeur de t cherchée. Ainsi, poor Vo ^ 0,30 et p = 0,2386, on trouvera que p^ étant dans la colonne z = 0,31 , la valeur cherchée est z = 0,21 . La valeur de Vo» ni celle de p, n*étant en généi*al exaclemeot dans la table, on calculera la valeur de z par les parties proportionnelles. Pour cela, on partira du nombre J'^5 tables correspondant aux valeurs de z et de Vo les plus viMoes, mais plus petites, et des différences avec les nom- Ires voisins sur la ligne horizontale et dans la colonne ^"fticale (différences qu'on n*a pas inscrites afin d'évité. b trop grande étendue des tables et qu'il faudra calculer chaque fois). Tn exemple rendra l'application facile.
Aptucation . Go se propose de déterminer l'arc compris entre i> et 30* de la trajectoire d'une bombe de 27«"> ayant à l'origine uû^ vilrsse initiale de 120»:*. On aura V= 120n:< et de là à = 7:>4«0. f = 45», 0 = 50"; tangv — taoge = i.OOOO —0,5774 = 0.4226: d'après la table V. entre 45» et 30». on a «=r 1.2772; on a aussi cos9 = 0.7071, cos*9 = 0.5: et si. 4 l'article 56. l'on prend 2R = 0"271 1. P=50^60. on
«.ra «=1655.0; on aura aussi - = 0.0023 ou V = 434"77.
b'apres cela, oo aura
waora d
V. = LHZ1|^^0^:HÎ
Or. dans b table XIV. on voit que dans la ligne horizontale V.^0.20. la valeur la plus voisine de p. mais plus petite, est
.2r>86 el qu'elle est dans la colonne 2=5 0.21 ; appelons A la :4ije pcofwrtioonelle cherchée qu'il faut ajouter ï 0.2 1 pour i-^^'T. avec Vo = 0.2482. la valeur de p donnée; on aura, en à 0.2386 les parties proportionnelles aux différences
relatives à « et à Vo, et qui sont respectivement 0,01 2 9 et 0.0013 ; on aura, disons-nous.
d'où l'on tire
ce qui donnera, pour la valeur cherchée.
t sr 0,2100 - 0,0005 =s 0,2095.
La valeur négative de A montre que la valeur de s. qui. à première vue, paraît devoir être comprise entre 0,21 et 0,22, est effectivement comprise entre 0,20 et 0.21 .
Pour plus de commodité, on dispose l'opération comnoe ciaprès, où le nombre marqué d'un astérisque est calculé, comme si l'on vérifiait l'addition.
Nombre proposé 0,2392
Somme égale 0.2392
d'où A = ^ = — 5 et de là 2=0.2095.
Si l'on eût opéré entre les valeurs % = 0,20 et s = 0.21 . l'opération eût été comme ci-après :
Nombre proposé 0.2392
Somme égaie 0.2292
et de li
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A = ,-^.0,(H23 = 0,OÛ96 et « = 0,2096; 1,28 ' ' ' •
c* résulut el le précédent oe diffèrenl que par suile de décimales Cf/liçées ou forcées.
De b valeur i ou — ss= 0.2095. on tire
cm la projectioo horitontale de l'arc compris entre les deux points 0*: i iLcJinaisoo de la trajectoire est respectivement 45* et 30*.
Uans le %idr. un arc de parabole entre les mêmes limites se* ai 31 <J*.
79. Calad des ares. Maintenant, on va montrer corn* Œeot on devra se servir des diverses formules pour ré- 5 'hire le problème de la trajectoire dans une application «' nuée. Nous le prenons d'abord dans toute sa généralité, r «> où il présente le plus de diflicullés.
Supposons qu'on connaisse Tangle de projection ^ • h^. Itî» et la vitesse initiale V, dont est animé un pro- / .*ile de diamètre et de poids connus, pour lequel on ( :nnait ainsi la valeur de c (table VI). Si la valeur de 9 e^t de 4>, par exemple , et que Ton veuille obtenir une ^ranJe précision , on divisera la trajectoire en trois arcs; 00 les choisira ainsi : le premier de 45<> à 30<^, de la tranche ascendante ; le second de 30<> de la branche ascendante, jusqu'à 30^ de la branche descendante ; le troisième de JO^ i 4&>, et au point de chute. On opérera ensuite de la manière suivante :
t« On déterminera les valeurs de « (tab. V, 3* partie) 1 J seront pour le premier et pour le troisième arc
g(45o)^f(30>) _ lMg45»-.Uog30«»^ ' **
• T^ur le deuxième
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2o Dans ]'équation (art. 78, éq. 1)
on fera 9 = 45®, 8 î=i SO», V. = Vcosç, 2Aco8> t= —
et on déterminera la valeur de x qui satisfait à Téqualion ; ce sera l'abscisse a^ du point extrême du premier arc ;
S^ Connaissant af on déterminera la valeur j^' de Tordonnée du point m' au moyen de la foimule
A^ On aura la composante horizontale V/ de la vitesse du projectile à l'extrémité m' de l'arc, au moyen de la formule
5*^ On aura la durée du trajet par la formule
Le premier arc Am' est ainsi complètement déterminé.
Pour déterminer le deuxième arc mW^ on opérera absolument de la même manière , en faisant 9 = 30^ 9 = — 30<> et en remplaçant V, par la valeur de V/ qu'on vient de déterminer : on obtiendra ainsi, rapportées au point m', les coordonnées afy y" du point de la branche descendante de la trajectoire où l'inclinaison est 9" = — 30o. On en déduira ensuite la composante horizontale V/' de la vitesse, et la durée /".
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Pour déterminer le troisième arc m"m'"f on fera : ~ — 30® et 9 = — 45® et au moyen de la valeur V,"
• n 3ura, de la même manière que précédemment, les co- '■rloanéos x"' et y'" du point de la branche descendante •i- la trajectoire où l'inclinaison est — 45® (y*' sera r*^;nii\(). On déterminera aussi la valeur de V.'" et la
^le deniier point m!^ sera toujours plus élevé que le ' int de départ, et si Ton veut obtenir le point de chute -isT an plan KL (Fig. 16), situé à une certaine hauteur b y^-^^ssus du point de départ , on devra encore faire une iriii^re opération.
XU. L'rlévation du dernier point au^^dessus du plan de
• Mjie r^si éjrale à 1/ + j/* -+- j/"' — b; celle quantité pourra tf>' (K'^ilive ou négative: si elle est négative, c'est que le
p iot de chute est plus élevé que le dernier point m"'; il fait •^ ne [lartiedu dernierarcet il faudra faire y = y' -1- j/* — 6
Ln« l'êqualion y = xtang<p — -- — ;-ifc(^,V) qui s*y
r ;porte et déterminer la valeur de x qui y satisfait. On ' terminera x à l'aide de la table X des valeurs de r.</,V) et au moyen des parties proportionnelles; pour : Jï de facilité on mettra l'etpression de y sous la forme
i, •un^v ,^ ^———^A^ \ ^(a:,V) = y, m e 4/i« cos^9 \ c /
mx
. 'Q essayera successivement plusieurs valeurs de — prises
^^étii les tables.
<%! peut, après avoir déterminé ift>(a;,\') pour la valeur
, ou?
mme de \ et une valeur approchée de a: Ou de —, dé-
mx
-r-umer presque exactement la valeur de — en résolvant
iSO SECTION III.
réqualîon du deuxième degré relativement à cette variable. On trouvera par les formules précédentes les valeurs de t;, 6 et / qui y correspondent.
Si î/ -4- y" -4- î/*' — b est jpositif, le point de chute sera situé en dehors du troisième arc ; s'il doit être peu éloigné de m"', on le regardera comme sur le prolongement de ce troisième arc et on le calculera comme on vient de le dire ; mais s'il devait en être très-éloigné , on estimerait approximativement Fangle de chute sur le plan d'après la différence entre les deux hauteurs. Soit 9'* cette valeur approchée, on déterminera la valeur de J"^ qui est
tangç"— tang46o ^
tion de ce nouvel arc sera
Dans cette équation on fera <p = 9'", V, = V *,
2/tcos'9 = -^. On déterminera la valeur de x en met-
tant l'équation sous la forme de la précédente (2).
On obtiendra aussi la valeur de x en série, ou au moins une première approximation, par le retour des suites, en
faisant — sin<pcosç ou — sin29=:m; on trouvera alors
Tant que y sera petit et h assez grand , les termes calculés
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lie Cf'tte série seront suffisanls pour une approximation. Un devra faire attention que dans le cas dont il s'agit y *^i négatif, de sorte que les termes où il entre à la pren.ière et à ta troisième puissance sont négatifs; il en est <«V même quant à m lorsque, comme ici , 9 est négatif.
Connaissant ainsi cette deraière valeur de x que nous li'-^ignerons par x*^, on aura comme précédemment la N :It'ur de Tangle final de l'arc , lequel sera ici l'angle de < i'Ute ; on aura aussi la vitesse finale et la durée /'* du I jrcours de Tare ; on aura enfin pour la portée totale
et, pour la durée totale,
T=zf+f* + f' + t^.
Tel est le problème de la trajectoire dans sa généralité ; il >e simplifie beaucoup dans les cas les plus ordinaires, ( rnme on le verra plus loin.
Appur.ATio?!. Nous donnons ici comoje application numérique' '•' rt-^uliat du calcul de la trajectoire de la bombe de 33^ de la 'T.ir.ue. tir^c dans le mortier à plaque à grande charge, c'est-à-dire 4 ti^ de poudre. L.es circonstances du tir sont les suivantes :
An?le de projection. ç=42<>30': poids de la bombe. P = 92^; . . i'ire. 2R=0"5206; vitesse initiale. V=420«=»; résistance
:- I iif. / = 0.027(1 + 0.0023 Vj; pesanteur, ^ =9»8088;
-. 'ft cuoclat e = 2151» : - =r 0.0004648. C'est une des tra-
rrf les plus étendues qu'on puisse avoir à considérer.
l'a premier calcul a été fait en divisant la trajectoire en arcs
.' V. a partir de 40^ jusqu'à — 65<^ au-dessous de l'horizontale.
' ;rrfBi«r arc étant seulement de 2^ 30'.
L^ c^ul numérique a été fait par M. le capitaine d^artillerie •.\^T, »Jj4»int au professeur du cours d*artillerie à TÉcole d'ap- . ^ «*«jo «le rartiUehe et du ^(*mc à Metz.
On a calculé, pour l'extrémité de chacun des arcs, le trajet horizontal x, , l'élévation y,, la vitesse v,, la durée t, de ce trajet, et l'on a déterminé les mêmes quantités rapportées au point de départ ; on a recherché ensuite ce qui se rapportait au point où le projectile couperait le plan horizontal qui passerait par le point de départ , le point oii Tinclinaison est zéro n'est autre que le sommet de la trajectoire et fournit la hauteur du jet.
On a repris le même calcul en considérant les arcs de 10*" en 10*'. à partir de 40^, et en les continuant de la même manière dans la branche descendante. On a ensuite calculé la trajectoire en considérant les arcs de 15« en '15<>. puis de 25» en 25"*.
Les résultats de ces calculs sont compris dans le tableau ci-après :
Trijfitnirt d'uive bombe de On32 de la marine, pour laquelle c = 215i», projetée sous l'anyle de 42» 30/, avec une vitesse iMfi'i/e de A'iO^'K
GbIsoI dM ans tft 6* ta S*.
it I* :« ts »
it
Sl«»6 .9iS33
AOtSC
001 Sf.
.•1%71 OtMT 0»30»
iats*«
ssao*
4«as'*
t iail4
Proji del
bofi* loaUle
*rtioB arc
verticale
Dorée
do trajet
de rare,
Vitesse
du projec-
Ule
Coordonnées
do
projectile
Dorée
do
trajet
SS5U
l««.tl
•».ti»
^ 4l«*ttr Cyi^H de x, est d<^l<»rniinée par une . -- '-n*-!!** de fa<;on que Tordonnôo y soit 0. Les • •■ •• et U ron^jupnrp.
quatrième provaloiirs de 0, /,
sEcnos III.
Il ta ara «• t*> M tf.
' Celte valeur de a;, =1,49 esl déduite des données a point où l'incl maison esl 67» et de fa^on que l'ordonnée so nulle.
CiJmI 4m «rot 4e tt «d 16*.
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CftlMd im ftiM de 16- ea SS>.
Proje de 1
bon-
CtiM arc
verti-
Dirée
da
tnùet de
Vitesse do
projectile
CoordoBiiéea
do
projectile
Durée du
trajet
..rr
iMtale
cale Vt
lare
ii'-w
I.SISO
1/* xamcn des résultats numériques d'une trajectoire
■ >i «^tendue est très-propre à faire ressortir l'influence
1' b rés»istance de Tair sur le mouvement des projec-
>. L*on reconnaît immédiatement, qu'à même élévation
i-]'*«.«us du plan horizontal, l'inclinaison est plus grande
r.o la branche descendante que dans la branche ascen-
: le et que les vitesses sont plus petites ; on reconnaît
-1 que le minimum de vitesse du mobile est au delà du
pnrt de la trajectoire et que ce sommet est plus prés
. |--int dp chute que du point de départ.
(••ur juger du degré d'approximation auquel on arrive
r le calcul, on doit comparer entre eux les résulta ts
mi!» par une divis^ion en arcs de moins en moins
; U, comme le montre le tableau suivant :
SExrrioN m.
Tableau comparatif des résultats obtenus dans le calcul de la trajectoire d*une bombe de 0™5î? de la marine, divisée en arcs de moins en moins étendus, et dont les données sont: ç = 42o 3(y, V = 42Cm:8, c = ^IM».
Vitesse ^au sommet
duprojectil^iau point de chute.
Durée Jusqu'au sommet. .
dutrsûet. vjusq. point de chute
ÉTENDUE DES DIVISIONS DE LA TRAJECTOIRE
Coordonna»/ en des l
(abscisses, (ordonnées points I ry^ rabscisses.
déterminés ' (somnet) (ordonnées
rinclinaisonl (ordonnées
de la f _^- (abscisses.
trajectoire l (ordonnées
Portée horizontale • .
Angle de chute
lOû
L'examen des résultais de ces calculs permet de conclure ce qui suit ;
\o En comparant les coordonnées des points où l'inclinaison de la trajectoire est la même (soit SO*», 0^, —SQ^, — 67<^), on reconnaît que quand les divisions de la trajectoire sont de moins en moins étendues, les abscisses et les ordonnées sont moins grandes et que les trajectoires obtenues sont renfermées dans les précédentes. Il en est de même en ce qui regarde les portées horizontales. En
remarquant d*abord que si les divisions étaient de plus en \-\is multipliées on arriverait à la trajectoire exacte, et tr.^uiie qu'en passant successivement des arcs de 15® à • u\ de 10^ et de ceux de 10^ à ceux de &>, on n^obtient iju^ dof diminutions de moins en moins grandes, du :!^< ins en général, on peut conclure qu'en réduisant de ; . jï en plu> l'étendue des arcs on n'obtiendrait qu'une dif.iinution an peu moindre que celle que présentent entre *'i\ l^^s résultats correspondants aux arcs de 10<> et de ^.
Ainsi, pour la portée en particulier, la diminution qu'on « ; j^-at en passant des arcs de 10<> aux arcs de 5<> étant .' ?7(", on doit admettre qu'il n'y aurait pas une dimir. AujT] plus grande entre la dernière et la portée exacte, *î ']u^ celle-ci serait ainsi de 3970"". Les résultats obtei :^ [Mr In division en urcs de ï)^ ne présentent ainsi tout •j i lus qu'une erreur de 7^.
i^ 2v>us les mêmes inclinaisons les points correspon- . 'ts de la trajectoire sont plus élevés, et Ton peut con- . if»! que les distances horizontales et verticales du som- 71 sont respectivement 9400'" et 1430"*.
> De la diminution des distances et de l'élévation des : nt5 correspondanls aux mêmes inclinaisons, il résulte .'/3UI mêmes hauteurs les portées et les inclinaisons sont ; .> p/'titf's à mesure qu'on multiplie les divisions. Ainsi . iiniioution des angles de chute sur un plan horizontal T" d»'{ia>>ant pas 18' lorsqu'on passe de 10<> à 5®, l'on ;• ':t en conclure que l'angle de chute exact est à très-
;-u jTês 660 aor.
i* La vitesse du projectile au sommet de la trajectoire r-ie i très-peu prés la même, ou ne diminue que r<^rt ;<pa, quand on multiplie les divisions; il en est de même de b dorée totale de la portée horizontale; la légère :.ataotion correspond à la diminution de la portée. La vie^se véritable au sommet est donc à très-peu prés de
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111***6; et la vitesse an point de chute sur le plan horizontal est 144»-»5.
&> La durée du trajet jusqu'au sommet, comme la durée totale, diminue avec l'étendue des divisions, en suivant ainsi la diminution des trajets ; on peut en conclure que la durée du trajet jusqu'au sommet est de 14*4 et la durée totale est de 33^3.
&^ La vitesse du projectile a un minimum qui est au delà du sommet de la trajectoire, ce point compris entre ceux où l'inclinaison est 15<> et ^Oo correspond à l'incli' naison de 19®, la vitesse en ce point est 105">3.
81. Trajectoire des bombes cotisidérée comme un arc unique. Dans les circonstances ordinaires du tir des projecliles, la solution sera plus facile que celle que l'on vient de donner, et Ton obtiendra une précision suffisante en considérant la trajectoire comme un arc unique. Tel est le cas du tir des bombes aux dislances habituelles ; il permet d'arriver très-facilement à des relations en termes finis entre les différentes quantités que l'on doit calculer.
Lorsque l'on considère la trajectoire comme un arc unique, celui-ci se termine en général sous un angle différent de l'angle de départ; la différence sera presque toujours assez faible, particulièrement si le point de chute est un peu élevé au-dessus du point de départ. La valeur de A dépendra donc de la distance et de la hauteur du point de chute. Cependant on pourra, de l'angle de départ seul, déduire et au moyen de la table des valeurs de
tfp = (tabl. V, 2«. partie); mais il sera mieux de
tang9 ^
prendre pour 9 une valeur moyenne entre l'angle de projection connu et l'angle de chute présumé ou déterminé par une première approximation.
Application. Déterminer la trajectoire d*une bombe de 0^27 projetée sous l'angle de 45*" avec une vitesse initiale de 138":*77.
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Ea prenaot les données déjà adoptées (art. S6) A = 0.027 ; - = 0.0023 : 0 = 9-8088. et c=1655«; considérant d'abord
Irt arcs de 43« à 30^. de 50» à — 30« et de — 30* A —55». (« dernier étant l'angle de chute présumé, et considérant ensuite c. arc unique, on a les résultats contenus dans le tableau ci-après :
Url»-
4rb
zî-*« *«'
Fort
Projectioa 4t Pare
horiloatale
tertictle
SSI.SO
-Stl,5»
Dorée
do trajet partiel
»,8n7 0.74S8 S,SS6S
Yitefs*
da proJee-
Ule
En considérant la trajectoire sans divisions partielles, prenant >=r i . 1 47 77. correspondant A l'arc de H- 45<> à — 45"*, on trouve 1353*30 pour portée horizontale. 17*8322 pour durée du trajet, SI* 29^ pour angle de chute et 100*:*74 pour vitesse finale.
D'après cette application à un tir dans lequel la portée '!•» b bombe dépasse celles que Ton considère ordinairen^oC dans la pratique, on voit que la portée obtenue, en ne considérant la trajectoire que comme un seul arc, est ir^-pea diflerente de celle qu'on obtient en la consiJéfiOl comme divisée en trois arcs ; la dilTèrence, qui n'est que de 777, est négligeable dans la plupart des applica- \rjn$; la diflërence dans les durées, qui est de 777, ne s^jît pas appréciable dans des expériences ; In vitesse est on peo pins forte. Les angles de chute, calculés dans les i-ux cas, sont trés-peu diflërents. Il en serait de même Ht* cooséqoent des divers résultats que Ton voudrait •b« >air. On pourra donc, dans les cas ordinaires du tir des
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mortiers, calculer les résultats sans diviser la trajectoire en plusieurs arcs partiels.
82. SoliUion de divers problèmes sur le jet des bombes. — Portées. Si Ton connaît la vitesse et Tangle de projection d'un projectile dans l'air, on peut déterminer sa portée sur un plan horizontal élevé d'une quantité quelconque b au-dessus de la bouche à feu.
V étant la vitesse initiale et 9 l'angle de projection, on déterminera « comme on l'a dit (76). D'après la formule de la résistance de l'air (55), connaissant le poids et le diamètre du projectile, on aura r et c qui s'y rapportent (voir la table VI pour les projectiles en usage). On aura aussi
Vo = . La portée du projectile sera déterminée par
l'équation de la trajectoire y=:iclang9 ift,(jc, V)
4/icos'9
dans laquelle on devra faire y = b; on la résoudra au moyen de la table X des valeurs de i&(â:;, V), en la mettant sous la forme (art. 80, éq. 2)
« ° c 4/ia'cos'<p V c / ^ ' ^
atX
et essayant successivement plusieurs valeurs de — prises
dans la table X, comme on Ta déjà indiqué (art. 70 et 72), et cherchant ensuite la valeur plus exacte par les parties proportionnelles.
SS. Si le point de chute doit être sur le plan horizontal passant par la bouche à feu, le problème se simplifie; on fera alors y = 0; on aura deux valeurs de x dont l'une qui est a? = 0 peut être négligée parce qu'elle n'apprend rien ; quant à l'autre, en divisant par x, en remarquant que 4Atang9C0s*9 est égal à 2Asin29 et en appelant X la portée cherchée, on aura
2/i8in2<p = Xife(X,V).
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Poar résoudre cette équation on la met sous la forme
S*(a:, V) = 2hi8in29 = p. (4)
La ubie XV donne les produits de — i&(x,V) pour des
mx
rjl^ors de — ou «, croissant de 0,05 en 0,05 depuis 0,00
jisqa*à 2,00, et pour des valeurs de Vo, croissant par 0,0j depuis 0 jusqu'à 1 ,30.
On descend dans la première colonne jusqu'à la valeur «fe Tot puis on cherche dans la ligne horizontale corres- {• nJante le nombre égal à p et on trouve à l'entête la
tj cur de z ou — . Lorsque la valeur de Vo est comprise
^rire deux valeurs des tables, ce qui est le cas général, on ."'."nnine la valeur de z comme on Ta indiqué (art. 78) ; 'w remploi de la table XIV.
Aj^nt — , on le divisera par - et on aura X.
Appucation. Une i>ombe de 27» ayant un diamètre de 0^271 1 '. • t-iids de r/^kSO, pour laquelle c= 1655». étant projetée sous . ..i? 9=:43*> avec une vitesse initiale Vss83b**343. quelle *«• ^a \*or\ée sur un plan horizontal?
'.0 a sio 2^ = 1.0000; eus P = 0.7071; de 45« à 0*. comme .-. «J a i3\ on a «= 1.1478 (table V. I'« partie):
«V, 1,1478.83«343.0,7071 ^,,_ — = ^ =0,15ao;
•î'--.îeiUbleXV)
^ = 0,41G0 et X = i^0,4160 = 5y9n.C! , *3 noml^e rond. Xs=600".
Dans le tir du même projectile sous 30^ on aurait a = i.0531 ; — i = 0,1747, p = 0,3902,
de là.
— = 0,3410 et X = 535»9.
Sous l'angle de projection de 60^ on aurait
« =3 1,3802 et X = 518,25;
cette portée est plus petite que sous 30^.
Sans la résistance de Tair et sous l'angle de 4S<^, la portée de 600"" s'obtiendrait avec la vitesse initiale de 76™ '«Tî; avec cette vitesse, sous les angles de 30® et de 60^, les portées seraieol l'une et l'autre 51 9«60.
Ayant la portée X, on aura rindinaison et la vitesse au point de chute, ainsi que la durée du trajet, par les formules données plus haut (64). La valeur absolue de 6 ou de l'angle de chute, nécessairement négatif, qu'on trouvera par ces formules, sera toujours plus grande que 9-
84. Vitesse initiale d'un projectile qui doit avoir um portée déterminée. Si l'on veut déterminer la vitesse initiale que doit posséder un projectile pour êlre projeté à une distance donnée X, sur un plan horizontal, sous un angle «, il faudra tirer la valeur de V de l'équation
2Asin2? = Xifl,(X,V).
Mettant r- à la place de h et Stang^ cos'^ à la place de sin2^, se rappelant que V, = Vcos^, multipliant les deux membres de l'équation par -;, on aura
♦•2 Sr'tangipLV ^ *• / \ c J
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D'où, en bisant pour simplifier,
CD aura, en remarquant que la vitesse doit élre positive fi m ne prenant que le signe plus devant le radical.
«C08? Q — M\ ^*^ ^ N' \cjj
On peut déterminer V beaucoup plus facilement au *. ^-0 de la table XVI. En eflet, en faisant y = 0 dans • -^juation de la trajectoire, divisant par X, remplaçant
aV,
i;^cos*f par V/ et — par Vp, on aura
Vo «1/ srX
<X,V) » *itang<p
' l'^nt la première édition de ce traiti^, j'ai donné des tables desi
otx
'i .'^ de N et de M qui ne sont que des fonctions de — seul. Je
*« '• u pa« reproduites dans cette édition parce que le calcul de
■ >'':> «)«-n de la table XVI est beaucoup plus simple. Parla même
*' ■ *. j^ n';ii pas publié une table des valeurs de i -f> ^^i -(- y * Ui\'\iU^mi la résolution de la seconde formule de V en y to*
^.Uiil^i^^F(-jpary.
La table XVI donne les quotients de Vo par \/a(X, V)
pour des valeurs de z ou — croissant par différences de
0,05, depuis 0 jusqu'à 1,00, et, pour les valeurs de Vo, par différence de 0,05, depuis 0,00 jusqu'à 1,30. On cherche dans la colonne verticale correspondant à la va-
leur donnée 2 = — le nombre a et Ton trouve sur la ligne
horizontale correspondante la valeur Vo cherchée.
ata?
Lorsque la valeur de — est comprise entre deux valeurs des tables, ce qui est le cas général, on cherche, dans la table, la valeur de z = — la plus voisine de la valeur don-
née, mais supérieure, et Ton descend jusqu'au nombre le plus voisin du nombre p, mais inférieur, et l'on note la valeur de Vo correspondante. On prend les différences avec les nombres voisins, à droite et au-dessous, et l'on continue l'opération comme on l'a indiqué pour l'emploi de la table XIV (art. 72). On remarquera cependant que pour une même valeur de Vo les nombres diminuant
quand — augmente, la différence doit être prise négati*
vement.
Exemple. Soit — = 0,4161, et 9 = 0.14314; partant de
2=0,40 et descendant jusqu'à 0.13860, sur la ligne Vo=0,15. appelant A l'excès de la valeur cherchée de Vo sur 0.15. on écrira réquation
d'où A =2222i^^?22Ë. 0,0500 = 0,00547 et ¥. = 0,1555.
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Tour plus de facililé. on dispose Topératloo comme ci-après : Nombre proposé 0,14314
Somme égale 0.14314
•Le Dombre marqué d*uo astérisque se calcule comme si l'on T^i6aît I addition des trois nombres.)
Vo = 0,15 + 0,0055 = 0,1555v
AmjCATiOK. Quelle est la vitesse initiale d'une bombe de îl^ ;... m» l'angle de 45<», est portée i 600» sur un terrain bori-
Pour ce cas cael65S": ^=£45*; tang^=l; pour un arc i« 4Î* à 0» et de 0» â 43o. on a « = 1.1478: — = 0,4161 ;
. , !4^«/Î;^P = 0.14314: , raide le la table XVI
■2 trouve V, ou — = 0.1555, et Ton conclut de là
^j. Cas OÙ les portées sont peu considérables. Dans ^ cas où les valeurs de X sont peu considérables, avec •"•■ ^ros projecliles, pour lesquels la valeur de c est
"--pnnde, — aura une faible valeur el Ton pourra,
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en ne commettant que des erreurs négligeables, remplacer (67) ifc(X,V) par [(D,(X, V)p. Par suite, puisque
V" = 2(/fc et que (D.(a:,\') = (l + "-^) F(~)-^^,
réquation de la trajectoire (art. 63, éq. 7) deviendra
»="^'-âv&-,[('+--^)K£)-=^]'
En faisant dans cette équation y = 0, divisant par x et appelant X la portée horizontale et V la vitesse qui donnerait celte portée dans le vide et qui est V = i/ -^,
'^ siii29
on aura simplement
^-I^IS-^It*^*
Si l'on supposait la résistance de Fair proportionnelle
au carré de la vitesse, on aurait - = 0 et la vitesse cher-
chée se réduirait à V = VT( — ); on voit ainsi que le
premier facteur V donne la solution du problème dans le cas où la résistance de l'air est supposée nulle ; que le
facteur F f—j tient compte de la résistance du terme
proportionnel au carré de la vitesse et que le dénominateur tient compte du terme proportionnel au cube de cette même vitesse.
86. Projectile qui doit passer par un point donné. L'angle de projection étant donné, on peut trouver la vitesse que doit avoir un projectile pour passer par un point dont la position est donnée relativement au point
de départ. Soit a la distance horizontale et b la hauteur du but, ce point appartenant à la trajectoire» on devra a\oir (art. 63, éq. 7)
ûivisant les deux membres par a, représentant par t Tangle
KUi lequel le point à battre est vu de la bouche à feu,
ce qui revient à laire - = tangi, et, remplaçant Acos*<i>
par -— , on aura
Sr'dangt — tang»)L\ r J \c)
-<<^'^)^'{^hmi
b vil, en iaisant pour simplifier,
l(taiigf~UngO=:7, ï'(t)""^(£)-^'
^», en observant que la vitesse est nécessairement positive, *•* prenant en conséquence que le signe plus devant le r>:i<^l, on aura
On trouve aussi la valeur de V au moyen de la table XVI
fltV,
en faisant — = Vo et en mettant l'équation de la tra-
. . ,1. lfi)(a,V) 2r'(tang<p — tangO
lectoire sous la forme — ^ — - = — ^^ ou
Vo ^_ * I / ^9
^^^ ••^fKa, V)""^*''^ 2(tangq)-.tang0"^*
et en opérant pour le reste comme lorsque le but est a hauteur de la bouche à feu (art. 84).
Cas où les portées sont peu considérables. Dans le
cas où la portée sera peu considérable, la quantité —
sera assez faible pour qu'on puisse remplacer i&(a,\') par [®,(a,V)]' (67). L'équation qui doit donner V ne contiendra celte quantité qu'à la première puissance, et
en représentant par V la vitesse y z — , ., ^^ — : — : qu'on obtiendrait dans le vide, on aura simplement
aVcoS^'
En remarquant que
COS^ C0S
co8'^(tang^-tangc) = (8in^cosi-sincco$t) =7sin(9*c) ,
la valeur de V^ sera plus simplement
^ 2ain(<p — •)*cos?'
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et si l'oa sappose 6 = 0, alors < = 0 et
* n a alors V et par conséquent V comme lorsqu'on conil !ere la portée sur un plan horizontal (84).
88. Angle de projection. Si la vitesse est donnée, et ■]u' >D ail à chercher Tangle de projection , la solution -rira plus de difficultés que la recherche de la vitesse; îj valeur de « est une fonction de l'angle de projection tr 'p compliquée pour qu'on puisse obtenir des formules . •i.r^ii^ d'une utilité réelle, et d'ailleurs on n'a pas à r^ouilre ce problème dans le tir des bombes; si ce cas ^ fri^enlait, il faudrait déterminer approximativement Lr^le de projection 9, déterminer de même « et V, qui '"(rnt dans la valeur de ia>(x, V); celte fonction étant •i'.^i d''*terminée d*une manière approchée, l'on aurait, / lir le cas où le but est élevé au-dessus du point de
^; art, en remplaçant par (1 + tang'^), à résoudre
i<n:!on
& = oUng^-fil!^ili2(1 +tang«f),
•: j rt>n tirerait pour la valeur de tang^,
o\l&(«,V) ^ ifc(a,V)\,ft,(a,V) J \J
'^:> formate ne diffère de celle qui aurait lieu dans le • '- qu'en ce que h est remplacé par (art. 17,
l-f valeurs de « et celle de C0S9 qui entrent dans la
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valeur iS^{Xf V) sont diiTérentes, suivant qu'on prend le signe plus ou le signe moins, et elles ne doivent point être confondues; l'une appartient à un angle plus petit que celui qui donnerait le maximum de portée, l'autre à un angle plus grand. La recherche de ces deux angles doit être faite séparément.
Cas où le b%U est à hauteur du point de projection. Si le point à battre est à la même hauteur que le point de projection, on fera y = 0 dans Téquation de la trajectoire (art. 63, éq. 7), et en observant que 4tangçcos'9 = 2sin29, on aura simplement
(42) sin29 = ,Jia>(:r,V).
Au moyen d'une valeur approchée de 9, et par suite d'une valeur approchée de *, on calculera '^{x,Y); puis on en retirera sinS^ et par suite ^. Au besoin, et pour plus d'exactitude, on se servirait de celte valeur comme seconde approximation pour obtenir une nouvelle valeur plus exacte.
Cette équation donne deux valeurs qui doivent être calculées séparément, et comme dans le cas précédent.
Application. Soit à calculer l'angle de projection d'une bombe de 27«"». poyr laquelle c = 1 655", et qui. partant avec une vitesse initiale de 83b:>343. a donné une portée de 535'"9 dans l'air supposé avoir la densité ordinaire.
Dans le vide on aurait sinSip = ' ' ' = 0,7568; d'où
<P = 24<»36', angle trop petit. Essayant ç = 25®, on a
« = 1.03514 et cosç = 0.9063: de là. —=0.3352: —
= 0.1797 et i&(:c.V)= {.l^MO: par suite.
sin-i. = ^^^QQ-^'^ .1,1446 = 0,860-2;
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2?s:60«>l', et ♦ = 30».
Oo oblîeot ainsi la valeur cherchée avec toute l'approximation ^--^ rable sans qu'il soit nécessaire de recommencer l'opération. : *.^*it le résultat est confirmé par l'exemple de l'article 83.
89. Angle H vitesse de chutej durée du trajet. Dans rinque cas on peut calculer l'angle de chute, la durée du tr.ijet et la vitesse du projectile au but.
L'angle de chute S est donné par la formule (art. 64,
taiig0= t«ig9 -gr^j^5(x,V).
Dans le cas de Tapplication de l'article 83, X = GOOm, r = 450, V = 83«"343, et où l'on a —=0,4161, et
— = 0,1555, on trouve, à Taide de la table XII, à 'T 'là décimales
•i • il
i;',:V de chute dépasse ainsi l'angle de projection de
La «it^'^se de chute 1; est donnée par la formule (art. 65, ; M»
VC08^ f» = -.
T)(x, V).rosO
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Dans l'exemple précédent on a V:^ 831^343 , cos^ = 0,7071, co8fl = 0,6501, t>(ar, V) =t 4,268, el par conséquent
La diminution sur la vitesse de départ est d'environ 12"'*. La durée du trajet est donnée par la formule (art. 64, éq. 44)
Dans les exemples précédents X = 600», V=: 83* •■343, cosf = 0,7074 el Q{x,\) = 4,429, et par conséquent
Deux autres problèmes peuvent être proposés, savoir: déterminer Tangle de projection et la vitesse initiale d'un projectile qui doit passer, soit \^ par un poini donné, la tangente à la trajectoire ayant en ce point une inclinaison déterminée; soit 2^ par deux points donnés. Cette application n'a pas d'utilité dans le cas du tir des bombes; mais elle en a beaucoup dans le tir à ricochet, nous en parlerons plus loin (section IV).
90. De V angle de plus grande portée. On sait que dans le vide l'angle de projection de 45^ est celui sous lequel des projectiles animés de la même vitesse initiale donnent les plus grandes portées (10). Il n'en est plus ainsi lorsque le projectile se meut dans un milieu résistant comme l'air, et il est facile de voir que dans ce cas l'angle de portée maximun doit être plus petit que 45*'.
En effet, la propriété essentielle du maximum d'une fonction quelconque, c'est que pour des différences très-
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p^'dicâ, soi! en plas soit en moins dans la variable, la !• ui (tuD n*éprouve que des variations extrêmement petites n loQies dans le même sens. Dans le cas où le milieu
• ,[o^ une cerlaînc résistance au mouvement d'un projecti>e, ri'*qualfon Xa(X,\^ = 2/isin2;;» fait voir que, quand ! .'f'^le de projection devient un peu plus grand que 45<>» •! u\ caiise<; contribuent à la diminution de la portée, d'àl-nJ la diminution de sinâç, la seule valeur qui diminue la I -riêe dans le vide, et ensuite l'accroissement de « dans v^ X, V), par conséquent l'accroissement de l'effet de la ré- .•>:.ince de l'air par suite de la plus grande étendue de ' rc. Dans le cas où l'angle s'abaisse au-dessous de 45^, !) laleur de sin» va effectivement en diminuant, mais b dîaiinulion de l'étendue de l'arc ou de a produit une :« iiinution dans a(X, V) ou dans l'action du milieu résis- *w ni : cette dernière cause agissant dans un sens contraire ï U première, il en résulte qu'il y aura un certain angle, :iii sera plus petit que 45», pour lequel les deux effets •< niraires se contrebalanceront; cel angle sera celui qui ■' noera la portée maximum. On voit aussi, très-facileii***ot, que cel angle devra être d'autant plus petit que la r''M>i3nce du milieu se fera plus fortement sentir. De ces
• n^iJéraljons l'on conclut ce qui suit : dans un milieu r.^i5(aol l'angle de portée maximum est au-dessous de «>, et il s'en écarte d'autant plus que la résistance du : lieu est plus considérable ou que la vitesse initiale est ', ^ grande, ou qu'enfin le diamètre et la densité du pror tile sool plus petits.
Tour obtenir la relation qui donnerait la portée maxi- -:in, il faudrait prendre la différentielle de la portée •* jiivemeot à l'angle de projection et l'égaler à zéro ; "411 réqualion Xa(X, V) = 2Asin29 qui donnerait la por- '^<, eontient l'angle f d'une manière très-compliquée ; et - «eraii diflicile de remployer à calculer cette valeur. Le
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moyen le plus facile est encore de (Calculer pour un projectile donné et pour une vitesse initiale aussi donnée, quatre ou cinq valeurs de X, correspondantes à autant de valeurs de ^, choisir de celles-ci, les unes au-dessus, les autres au-dessous des valeurs qui doivent donner la portée maximum : la comparaison de ces portées indiquera l'angle cherché avec toute l'approximation dont on aura besoin dans les applications. On devrait faire un semblable calcul pour une série de vitesses différentes et pour chaque espèce de projectile.
Application. Soit à calculer Fangle de plus grande perlée de la bombe de 0°>27 , projetée avec une vitesse initiale de 83m:8343 ^cette vitesse est celle qui. sous l'angle de projection de 45», donne la portée de 600»); on a 2«r=0»27i 1. P=50W; on en conclura, pour la densité moyenne de l'air, c=l 655""; en essayant divers angles entre 30^ et 60® plus resserrés aux environs de celui qui donne le maximum cherché, et en calculant pour chacun les portées sur un plan horizontal à hauteur de la bouche à feu, on trouve les résultats ci-après :
Angle de projection.' dû* 97»39»41*4S*48*4^ 45* 60» Portées 535»9, 583<»6, 693"d, 597*^, 599>9, 699^, 60(F8, 600^1, 518-S5.
D'après ces résultats on trouve que l'angle du maximum de portée de la bombe de 0"i27 est un peu plus petit que 44^; sous l'angle de 43^, la portée est plus grande que sous 450. On voit aussi, ce qu'on pouvait prévoir, que sous 60^ la portée est plus petite que sous 30^.
IM. Simplifications. Les formules qui se rapportent au tir des projectiles sous des angles de projection quel- .' nqoes au-dessus de rborizon, se simplifient lorsqu'on !' > applique au tir des canons et des obusiers ; l'on obu-nt, dans ce cas, une solution fncile des divers prol'-mes que roo peut avoir à résoudre.
On oe lait pas usage dans le service de rartiilerie du ur des boulets ou des obus de forme sphérique sous de tr "^-pasds angles de projection, particulièrement avec de ,T>Qdes vitesses, parce que, aux grandes dislances où :• neraieol les projectiles, l'irrégularité du tir résultant ' dn^rseâ causes déviatriccs serait très-grande. Les . .^ à rouages ne pourraient pas, d'ailleurs, résister aux -'^ u du tir des bouches à feu sous de très-grands angles : ;ri*j^rtion et avec de fortes charges; aussi ne permet- *"i-ib pas un tir au-dessus de i2o, et ce n'est que par :- h.-poNÎtions particulières des plates-formes qu'on peut ' '^r jusque sous des angles de 15<> à 16<^ au-dessus de
. mon. On peut donc regarder cette dernière inclinai-
son comme une limite extrême du tir des canons et des obusiers sur leurs affûts et celle de 12^ comme la limite la plus habituelle.
Sous les faibles inclinaisons, le rapport de Tare de la trajectoire à sa projection diffère très- peu de l'unité, il ne la dépasse (sect. III, art. 77) que de 0,00127 ou 57^ sous l'angle de 5®, de 0,00516 ou 7^ sous celui de 10*^, de 0,00745 ou 757 sous celui de 12© et enfm de 0,011 84 ou 75 sous celui de 15°. Ces quantités sont très-petites, et, comme elles n'influent que sur les termes qui tiennent compte de la résistance de l'air, elles pourront être presque généralement négligées, et plus particulièrement dans le cas des faibles vitesses et des gros projectiles. On se fera une idée exacte de leur degré d'importance si l'on remarque qu'en remplaçant par l'unité le rapport a de l'arc à sa projection, qui n'entre que comme diviseur des coefficients c et r relatifs à la résistance de l'air, c'est comme si la densité de l'air était réduite dans le même rapport ou comme si la pression barométrique était diminuée respectivement de 1 , 4, 6 ou 9 millimètres de hauteur de mercure; ces quantités sont.de celles qu'on néglige la plupart du temps dans les applications. Ou pourra donc négliger ces différences dans les formules; ou le pourra avec d'autant plus de raison que ce n'est, en général, que sous les plus petits de ces angles qu'on tire avec de grandes vitesses, et, que Ton ne s'approche de la limite supérieure que dans le cas du tir plongeant qui s'exécute toujours avec les plus lourds projectiles et avec de petites vitesses, circonstances dans lesquelles la résistance de l'air a le moins d'influence.
Cela posé; si Ton fait ttz=i\ dans les formules générales du mouvement des projectiles dans l'air (sect. 111) et si l'on conserve les mêmes notations que précédemment (art. 63 et 64) pour l'équation de la trajectoire, pour l'ex-
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pre:^sioa de rinclinaison, pour la durée du trajet et pour la \iie$de du projectile, c'est-à-dire si l'on nomme V la MieN^e initiale. A la hauteur due à cette vitesse, ç l'angle lie projection , a: et y l'abscisse et l'ordonnée d'un point «!•" la trajectoire, 9 l'inclinaison de cette trajectoire et v U Mlesse du mobile en ce même point, enfin t la durée M trajet; si Ton Tait Vcos:p = V,, t'cosS= t'i, on aura
il) y = xtang^-_^^(^,V),
i^) tanga = tang^-2ii^^<^'^)'
<3) l = — i-.CD(aî,V),
(♦) r, =\, — ; — —. ou v^ — - — rr . r.
©(x, \) t)(x, V) cose
D'après ce qui a été exposé dans la section III pour le
•15 le plus général, la solution des divers problèmes de-
t'-ot très-simple. Nous considérerons d'abord le cas où
•^ bot est i une hauteur quelconque au-dessus de la
N 'jcfae à Teu, et ensuite celui où il est à même hauteur.
W. SiJuiion (Icf divers problèmes lorsque le but n*est
}'U à hauteur de la bouche à feu, — lllesse initiale. Le
: 4 o*étant pas à hauteur de la bouche à feu, soit a sa dis-
t-itce horizontale et 6 son élévation au-dessus du centre
'^ la bouche. Puisque la trajectoire doit passer par le
:* iot dont les coordonnées sont a et 6, on devra avoir,
' 'près l'équation (1),
a. ea divisant par a, remarquant que * est la tangente " , n'/inétrique de l'angle d'élévation sous lequel on voit
le bal ei qoe l'on désignera par t, c*est-à*dire en faisant
- = tangf ; remplaçant 2Acos*ç par — cos*<? ou par — , a 9 ^9
on aura
(6) tang^— tangi = ^^ .ifc(a, V),
ou, en mettant pour i&(ayV), ou pour ^(-^ -^) sa valeur développée (art. 63) et dans laquelle « devient égal à l'unité et disparait; puis, en divisant les deux membres par r% on aura
r ' 2r' (tang 9 — tang s)
Delà Ton peut tirer la valeur de-^. Celte valeur, en faisant
. 2r'(tangt — tangs) ^ ,, c* „ « »,
pour simplifier, — ^^ — ^ = 0, F F— = N
flra c 2c
et N — [F- lj = M, en remarquant que la vitesse
est nécessairement positive et en ne prenant en conséquence que le signe plus devant le radical, deviendra
— M^ ▼ Q — M^ Vq — M-
(7) V=.-!ll-J?^ + V-^ + f-AiV
Dans le cas où - serait peu considérable, on aurait plus simplement, comme on Ta indiqué à l'article 87, en
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Limi V = y ^^ r>
^ ScosXtangf — tangi)
„ Ah)
Od peut déterminer V plus facilement aa moyen de la ubie XVI. En eflet, en multipliant les deux membres de
I équation (6) par r» et représentant — * par Vo, on pourra
vxKiixt la relation sous la Terme
V^(o,V) *'■' 2(tang(p — tangf)
t\ Ton cherchera, comme on l'a déjà exposé (art. 84),
q-j^Ile est, pour la valeur connue de -, la valeur de Vo
vî, dans b table XVI, donne la valeur de q. Ayant Vo ou , OD la moltipliera par et on aura V.
AfnjcATiofi. Dëtermioer la vitesse ioitiale de l'obus de 22^ ^ fiM|re. de 0*2202 de diamètre et du poids de W^ pour lequel ' ss f 140*. qui, sous l'aogle de tir de ^:= 12<', doit atteindre .: tôt situé i a = 350" de distance horizontale et à fr ^ 8*> :- lia^teor; on aura tang^^ = 0.21256; Ungc = 0.02286;
-..••—UDgc=0,18970;cos9=0.9781; -=^=0.3070;
= 0.22049: de U — = 0.23R1 et
. = J_V/Ï^^ = 0.22049; de là :!^ >AM la résistance de Vair la vitesse serait 97*2 (art. 16).
93. Angle de projection. Les coordonnées a eib étant celles d'un point de la trajectoire, elles devront satisfaire à Féqualion de cette courbe (art. 91, éq. 1), qui, en v
remplaçant — -- par 1 + tanff'o, deviendra
h = aUing<p - ^-^^\i + tang»
OU, en faisant — -— -- = A',
4h' Wb
tang'<f tang<f + — - 4-1 = 0.
Cette équation donnera pour <^ deux valeurs, mais la plus petite seule devra être admise, puisque le tir n*a lieu que sous de petits angles de projection; on aura donc
(40) img<p = ? U' — y h' (h' — fe) — ^ j ou
Cette équation ne diffère de celle qui aurait lieu dans le
vide qu'en ce que h est remplacé par h' = .
Celle solution suppose qu'on peut déterminer '^(x^\) quoique V„ qui est égal à Vcos^ et c^ui entre dans l'expression ift»(â;, V), contienne l'inconnue; mais, comme on l'a déjà fait observer, on a supposé l'angle de projection assez petit pour qu'on ait pu remplacer « par i , par conséquent on peut dans Vcos^ ou mieux dans «Vcos^ remplacer eecos9 par l'unité, ou au moins par une valeur approchée, en s'appuyant sur celle qu'on déduirait dans le cas du vide.
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Appucaticni. Délerfflioer l'angle de projection d'un obus de 2i**pourlequelc3sll40'>;a=350»;6i=8-;V=:t04B:«56:
c ou ungt = 0.02286 et - =0,3070.
Dm le vide, on aurait tang^^ = 0.17988 (art. 17) et f B 10* irs. angle qu'on sait être trop petit» on aura ainsi
a l'atde de la table X. on trouve
el comme Jb = --, on aura
et
t = llo49'.
b pmunt cette valeur pour calculer it^(a. V). on approcherait djuatage de la valeur cherchée.
On obtient une solution beaucoup plus simple, mais un peu tr- :» apim>chée. en remplaçant dans le dénominateur du second ■embfc de Téquation 6. V, ou Vco8<f par V. et Ton en tire
taiig^ s tangt + ||ii&(a, V).
bns le cas ci-dessos on tirerait t = 11"* 27^
94. IHess^ d angle de prcjeciion d'un projectile qui i ii passer par deux points donnés. Deux problèmes qui <3t Qoe importance parliculiére dans le tir plongeant oa ur à ricochet des canons et des obusiers, peuvent aussi
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être résolus ; le premier est le suivant : Trouver la vitesse initiale et Tangle de projection d'un projectile qui doit passer par deux points donnés.
Soient a et 6 les distances horizontale et verticale de Tun des points à la bouche à feu, a' et V celles de l'autre point; Y et ? étant la vitesse et Tangle cherchés.
Puisque la trajectoire doit passer par le point dont les coordonnées sont a et 6, on aura
6 = atang9-— 3^alb(a,V),
d'où
tang<^ =s rr — j-.|ft,(a, V).
De même, puisque le second point doit aussi se trouver sur la trajectoire, on aura
tang ^ r = r- — --1(5, (a', V) ;
retranchant ces deux équations membre à membre, on aura
o a' 4Acos'<^ '
d'où, en observant que ^gh = V* et que Vcos? = V.,
{M\ V.'_ 9 a'tli,(a\V)-aifi,(a,V)
Mettant à la place des fonctions ift)(a, V) et ife(a', V) leurs développements et ordonnant par rapport à -^, on
aura une équation du second degré en -^; en donnant à
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M, N, les mêmes significations que précédemment, à H', X', les valeurs analogues par rapport à a' et b\ et faisant
v= — ( ;], Ton aura, en ne conservant que la
nlem* positive, la seule applicable,
r Q — (oW — aM)
y \el \cJ / a'N> — aN \*
Celte équation peut être mise sous la forme
L^ divers termes de cette expression, à l'exception de </, sont fonctions de - et —, et ne contiennent plus les
..nnJeurs absolues a et al. Une table de ces fonctions
* ninit donc pour la solution de tous les problèmes de
<" ;'"nre, comme on Ta indiqué (art. 84, note).
Cionai>sant -^on déterminera les valeurs de la fonction
c 'ï.V» ^t celle de ifc(a', V); alors, en divisant Tune par éATt les équations premières, Acos'ç disparaîtra et Ton
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aura poar la valeur de p
a'iH(o',V)~aift,(a,V)j'
Ton en déduira ensuite la valeur de V qui est égale à V. r
r cos^*
On calculera Tangle et la vitesse de projection d'une manière beaucoup plus facile et suffisamment approchée, en partant d'une valeur approximative de Y et de r, et en les employant pour calculer i^(a, Y)ainsi que 'i^{a\ \); les substituant alors dans Inéquation (14), on en déduira tang^; on aura ainsi cos^ et Ton tirera la valeur de Y de l'équation (11), elle sera alors
(15) v^ ^ l/flra^Tft>(aSV)-aili)(a,V)
L'opération est ainsi très-facile à effectuer.
Application. Un obus de SS^^"*. paur lequel c = 1 140. doit raser la crête d'un parapet à 400"* de distance horizontale et Z^ de hauteur verticale au-dessus de la bouche de la pièce, et toucher le terre-plein du rempart à un point situé à 13"> plus loin et à 2«>274 plus bas.
On a a = 400°» : 5 = 8"; a' = 413» : 6' = 8» — 2-274 :;= 5°>726.
On trouverait dans le vide (art. 21) Y = 105»:»38 et
^:;= 10*>37'6. Avec ces valeurs on a -=ï0.3509; -=0.3622:
puis ui)((ï. V) = 1.160. tfl>{a'V) = 1.165 {les valeurs sont
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ealcalées atec les tables i trois décimales (table XII)], et enfin
Uo2« ^ ' = 0,18667,
^ 413.1,165 — 400.1,160 v,iouui,
t = i0û34'5; cos* = 0,9830,
0,ÎW30»^ ^'-^^ 0,02^0,01384 "^ ^•
Si l'oQ recommençait le calcul avec ces valeurs on ne trouverait q:e des différences négligeables, on peut donc s'en contenter.
95. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui di,it passer par un point donné, sous une inclinaison déimnintv. Trouver la vitesse initiale et l'angle de projecti n d*un projectile qui doit passer par un point donné ft S4)\js Qne inclinaison déterminée.
Sn^eat a et A les distances horizontale et verticale du ; Dt donné, et 9 l'inclinaison de la trajectoire en ce ;• .ni.
La trajectoire devant passer par le point dont les coori r.nées sont a et 6, on devra avoir
6 = ataiig^-;p^^^^(a,V).
à .û, en disant -= tangc,
tangt- lang. = _-;-ifi,(«, V).
Li trajectoire devant avoir au point donné l'inclinaison * oaora (art. 91, éq. 2)
tang^ — tange = ^ ^{a, V).
2/icos*t
Retranchant ces deux équatbns l'xine de raulre, on aura
(16) tangt-tangO = — ^[23(a,V)-ift,(a,V)].
Remplaçant Acos*^ P^r— ^, multipliant les deui membres par r% remplaçant les fonctions 'ift)(a,V) et 5(a,V) par leurs développements en F[-] et F'[-], ordonnant par rapport
à —'y on aura une équation du deuxième degré, de laquelle
on retirera la valeur de ^; faisant, pour simplifier,
^'0 - ^(i) = «' « - l^ii) -*] = *"' ^^•'^-
vant à M et N les valeurs qu'elles avaient dans le pro-
blême précédent, et faisant Q^ = — (lang* — tangS), on
aura en ne conservant que la valeur positive, la seule qui convienne.
Celte équation peut être mise sous la forme
Les divers termes de celte expression, à rexception de
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Mm
'/. H/ii( fonctions de -, et ne contiennent pas la valeur
iîviue de a.
C'jDDaissant —, on pourra calculer ifi»(a, V) et 5(a,V);
yvi, en divisant les deux premières équations ci-dessus !L' tnbre à membre, cos*9 disparaîtra et l'on aura pour d \ileur de f
^^^^_to(q,V)tangt-Tfe(a,V)taTige "^^^^ 23(a,V)-,fc(a,V)
2 'lit Uing9 et f et on en déduira cos^, puis la valeur de
\ lui sera égale à — .
('n de%ra remarquer que dans le cas du tir plongeant,
j ij!-:ur de 9 étant native, le second terme du numé-
• ' -ur *era positif.
<^ calculera Tangle et la vitesse de projection d'une
- t^^re lieaucoup plus simple et suflisamment approchée
'. ; irtani de valeurs approximatives de V et de 9, et en
rnpioyant pour calculer ii^(a, V) ainsi que d(a,V);
.L'^tituanl celles-ci dans Téquation (19), on en déduira
: f ; on aura ainsi l'angle % et cosç. On tirera alors
i!;ur de V de Téqualion 16, laquelle, en y remplaçant
par V\ donnera pour la valeur positive de V
cos^*^ *^ tancrc — taûL'O
tangc — tangO
L' < valeurs approchées de 9 et de V, dont on a besoin ûendroni facilement en résolvant le problème, sans .r compte de la résistance de l'air (art. 22).
i .-uctTï*»^. Un obus de 22«", pour lequel cs= 1 140". doit
.. rrt-te d'oo parapet à 400"* de distance horizontale et élevé
<^* M-^leMMde b bouche de l'obusier. puis pénétrer dans Tou-
vr9ge sous un angle de lO au-dessous de rhorizon. qoek doiveDi être Tangle et la vitesse de projection? On aura a = 400»: 6:îa8~; e=10^ et de là lang«=0.02:
Ungo =3—0.17633; -=0.3509.
Prenant comme valeur approchée, calculée en faisant abstraction
de la résistance de l'air (art. 23), 9= 12M2'5 ; cos9=0.9774;
V = 102.2. on aura
et
t = 100 48' 9, cos<^ = 0,9823;
et ensuite
Ces valeurs sont suffisamment approchées; en les employant {)our recommencer le calcul on n'arriverait qu'à des différences négligeables.
96. Remarque. Si l'on faisait abstraction de la résistance de Tair, les fonctions if^(a,V) et d(a,V) se réduiraient à l'unité) et l'on aurait, en ne considérant que la valeur absolue de 6,
tang9 = 2tangc + tangf ^
si les angles sont petits, ils pourront remplacer leurs tangentes, et l'on verra que l'angle de tir sera à trés-pea prés égal à l'angle de chute augmenté du double dé l'angle d'élévation du but au-dessus de l'horizon.
Si le sommet de la trajectoire devait se trouver au point m, on aurait 8 = 0, et dans le vide lang^ = âlangi^ C'est la limite inférieure de l'angle de projection qui peut
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•!^Mioer un lir plongeant. Dans Tair, avec cet angle et la Mî'^><« qui ferait passer le projcclile par le point donné, ri> projectile serait déjà dans la branche descendante de b trajectoire, et le tir serait plongeant.
97. Sûbdion des divers problèmes lorsque le but est à k^tewr de la bouche à feu. On peut résoudre, au moyen •les mêmes foriDules que précédemment, mais simplifiées, I' < divers problèmes relatifs au tir des boulets et des obus : rN^ae le but est à hauteur de la bouche à feu. Âppelint X la portée horizontale, faisant y = 0 dans l'équation 1'* la trajectoire et divisant ensuite par X, on aura
Cette équation se déduirait également de la solution ^'Tirrale déjà obtenue (88) en y faisant a = 1. Au moyen J** cette relation, on pourra déterminer l'une de ces t;-'is cho:ies : la vitesse initiale V, Tangle de projection f , "j b portée X, lorsque les deux autres seront connues.
Vitesse. La vitesse V sera, d'après ce qu'on u vu (84),
« v = _L.(_L_+v!l£Lf_N_
co6»\Q — M^ » Q — M^\Q — M
- V.i-..g^(i+»/.+iiiïïp(f)) I>an$ ces expressions on a fait pour simplifier,
^Hi pourra dêlerminer V beaucoup plus facilement au '*''}en de la table XVI, comme on Ta fait déjà (art. 84). En faisant y = 0 dans l'équation (1) de la trajectoire,
divisant par X ; remplaçant %Acos> par V,* et —^ par Vo,
on aura
A Taide de la table XVI, et en opérant comme on Ta indiqué (art. 84), on aura la valeur de V© ou _f2!!^ puis,
en la multipliant par — , on aura la vitesse cherchée V.
cos^
Appucation. Déterminer la vitesse initiale de Tobos de 22°» en usage, de 0"2202 de diamètre, du poids de 22"^, pour lequel on a c = 1 140"" ; et qui. sous i*aogle de lO^" 44' 5 au-dessua de rborizon, a été porté à 3S0" sur un plan horizontal à hauteur de la bouche à feu.
On aura 9 = lO^ 44' 5; cost = 0.9825; X = 350» ;
- = 0,3070: tang9 = 0.18970; puis
de là (table XIV).
V, = I52!Î = 0.2352 et V = 5^^?:i^= 104-1.
Sans' la résistance de l'air la vitesse serait
Dans le cas où la valeur de - est peu considérable et où l'on peut remplacer <)j,(X,V) par [©.(«, V)]', c'est-àdire par [(l + -jf) F (-) — Xl]' (art. 67), on aura plus
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liaplement, en faisant V = k g^»
'il)
'-wâ)-0
V'cosV
98. Angle de projedion. Si l'angle de projection est I iocofiotie» on remarquera que cet angle entre dans la T3!ear de V. = Vcos^ et par conséquent dans la fonction A(r,V), mais que cosy ne peut pas s'écarter beaucoup de l'aoîlé» puisque les angles de projection sont supposés [.«lits; on pourra donc regarder son cosinus comme égal » ronité, sans erreur notable ; en tous cas on pourra lui supposer une valeur approchée et admettre que la valeur ^K A(Xy V) est déterminée; alors on aura simplement
AmiCATieif* SoQs quel angle doit être projeté un obus de H** (pour lequel e = 1 140). si, élant animé de la vitesse initiale Vs 10(*t. il doit avoir une portée de 350»? On aura X=350">: YsiOi.l: ^(x.V) = 1.1382. et k==552. d'où
8m«t = «î»î', t = ilû1'.
La l^ère différence avec Tangle qu'on devrait trouver tient à -i : ^rrtoce dans la valeur de ^ê![x, V). qui eût été moindre si i ^ '^a fût substitué V,.
•^. Portée, Si la portée est l'inconnue, on mettra «luiioo sous la forme
•• X^rv^ î/irinî^ Vain 2^
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à l'aide de la table XV, et en opérant comme on Ta
indiqué article 83, on déterminera la valeur de - qui
satisfaîC à celle de p pour celle de Vo ou qui est
connue.
Application. Quelle sera la portée sur un plan horizontal à hauteur de la bouche à feu d'un obus de ti^'^ projeté sous Tangle de 10^44' 5 avec une vitesse initiale de i04>n:s| ? On aura
c=xl440tt', V = 404m:»l, t = i0o44'5, (104,1)V0,36352 _
Vc0S9
et comme — — = 0,2350, on trouvera au moyen de la table XIV
- = 0,3093 d'où X = 0,3093.1140 =5 352,6.
100. Angle de chiUe sur un plan horizontal. Sur un plan à hauteur de la bouche à féu on aura pour l'angle de
chute, langSirz tangf — ~- ô(a:, V), ou plutôt, en ne
considérant que la valeur absolue de cet angle, qui est
toujours négatif, — tangB = d(ir, V) — tang^; or,
2/lCQS'Ç
pour atteindre un point situé à la distance X, l'angle de pro-
iection p est donné parla relation tang^ = ift,(X,V),
4/icos*^
on aura donc pour la valeur de l'angle de chute ou, en remarquant que V* = 2jrfe et V, = Vcosç,
(28) - lange = fj[23(X, V)- ifc(X, V)].
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16 les angles de projection sont très-petits on peol remplacer V. par V; dans les autres cas, il suflBra de coonailre approxiroativemeiil la valeur de 9.
101 . L'angle de cliute est plus gi^and que V angle de pnh ydion. En divisant l'une par Fautre les valeurs de tangO ft de tang9 on obtient
tangt ifc(X,V)
• V, diaprés ce qu'on a vu (64), la ronction ô(X,V) étant composée avec la fonction représentée par la caractéris- ^He P comme i4(X,V) Test avec celle représentée par F, et celle-ci étant toujours plus petite que la première,
;l s*eosuit que — ' sera toujours plus grand que
luniié et qoe l'angle de chute 6 sera toujours plus grand ^'je l'angle de projection f , les ouvertures étant dirigées uus des sens contraires; leur rapport sera d'autant plus ;Tand que les portées X et les vitesses initiales V seront {•!ii5 considérables.
lui. Inclinaison, durée, vitesse. Dans chacun des {*rjt»lème8 qui précédent on aura l'inclinaison de la trjj^tuire, la durée du trajet et la vitesse du projecu *: en on point quelconque et en particulier à Tarri- ^ e au but, par les formules qui ont été données :
Ul.?î= ung<^— ---^5(a,V), « =— î!_tft>(a, V),
V COS
1^105 le tir sous les très-petits angles de projection, pour - l-'înl de chute ou pour les points peu élevés au-dessus ^ U bouche à feu, cos^ et cos9 diiïérent peu Tun de
• i 'tre et Ton aura sensiblement
On obtiendra la vitesse initiale en fonction de la vitesse du projectile à une distance quelconque en tirant la valeur de V, de l'équation 4 de Tarticle 91, qui, en y remplaçant X>{x^ V) par sa valeur, est
d*où, après avoir divisé les deux termes du second membre
par — , Ton lire
%f *l xr • CO80
V« =s ■ ' ' ou V = .
Quand on considère la résistance de Tair comme pro-
porlionnelle au carré de la vitesse, on doit poser - = 0,
et Ton a simplement v = V.c ^.
Ces formules sont analogues aux précédentes, au signe près de x, et on aurait pu les en déduire directement en considérant le mouvement d'avant en arrière, c'est-à-dire en changeant le signe de x et en mettant v, ou t; ces S à la place de Vi ou Vcos^; on rend cette proposition encore plus évidente en mettant la relation de Y, à i;. sous la forme
Dans le cas où les trajets parcourus sont très-petits le calcul de la vitesse peut être rendu beaucoup plus facile. En effet, en développant la puissance de e, après avoir effectué la division de la valeur de V, mise sous la
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forme Vt , en négligeant la deuxième puis-
saoce de — devant runit6, et la différence insensible entre ros^ et cosS, on aura
(>(ie dernière expression donne immédiatement la qunnu\^ V — va ajouter à la vitesse connue t;; elle est particu- V iraient applicable à la recherche des vitesses initiales ij moyen du pendule balistique ou au moyen des apparu. !> électro-balistiques, pour ramener les vitesses mesur- *•? à une petite distance de la bouche à feu aux vitesses ^n^-ctives au point de départ.
\0S. Dans le tir habituel des canons et des obusiers, Uhyle de profedion rapporté à la ligne qui va de la *'u<vcke à feu au point à battre^ est sensiblement indé-fn\dani de FéUvation de ce point. L'expression de l'angle i'i projection d'un projectile qui doit atteindre un objet ' * ^-f à one distance et à une hauteur déterminées aui' --US de b bouche à feu (99) est plus compliquée que ia» le CM où l'objet à battre esta la même hauteur (96); lits eUe peut devenir aussi simple dans les cas ordiliires, ceox où Tangle d'élévation du but et l'angle de
r ne sont pas grands.
En effet, si a et 6 sont les distances horizontale et ver* '..lie du bat, pour que le projectile pasae par oe point
c devra avoir
è = atangt - __^(a, V).
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Divisant par a, observant que si t est l'angle d'élévation
du but on a tang« = -, remplaçant cos'ç par
a i-f-tang*9
on aura
Dans cette équation, le premier membre ne diffère de
tanff(9 — i) qui est , qu'en ce que le dé-
nominateur tang'9 est remplacé par tangç tangt. Or, ces quantités sont très-petites si ç et t ne soat pas grands, et leur différence est négligeable devant Tunité ; on aura donc sensiblement
(31) tang(<»-c)î=^iJW(a,Y).
D'après celte formule, l'inclinaison sous laquelle on doit tirer sera donnée relativement à la ligne qui va au but sans qu'on ait besoin de considérer l'élévation du point à battre au-dessus de la bouche à feu.
On arrive è une expression du même genre en met-
tant la première équation sous la forme 77ifi>(fl, V) =
4rl
(tango ^— tangf)co8*ç; alors, par une transformation déjà effectuée (art. 16), le second membredevientsin((p—t) — ;
COSt
on aura donc
a cosr
(32) ata(,-..) = -.*(«,V).~;
or, lorsque les angles i et <p sont petits, leurs cosinus et par conséquent le rapport de ceux-ci, diffèrent très-peu
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•!»' rooité, on aura donc sensiblement
cipression qui ne dépend plus que de la différence des 2i^\es f el • et où Tangle de tir f — i est rapporté à la •uue qui \a au but.
Cest sur ce théorème important qu*est fondée la théori»* du tir au moyen de la hausse, le plus habituellement |r:)tiquê avec les canons et les obusiers.
LVrreur que l'on commet est une fraction de l'unité '^'^pn^iii/^e par tang*f — tangf tangi qui est négligeable •isiïs le tir avec de grandes vitesses et sous de petits enfles au-dessus de l'horizon des canons et des obusiers. l.r.>i avec un canon de campagne de 12 à la distance de \i^^jm 501* ]es pentes que l'on rencontre ordinairement, i * rreur correspondrait à une différence de moins de un .i-tr.iêtre du boulet sur l'élévation du point frappé.
1U4. Mouvement des projectiles, abstraction faite de t de la pesanteur. L'action de la résistance de l'air i^ierçant toujours dans la direction même du mouve- : • at da projectile ne peut changer cette direction. La ; Ninteur seule produit cet effet. On obtiendra les for- *: .>> du moofement dans l'air, abstraction faite de l'effet > ia {«chanteur, en partant des formules générales que * Us a\oiis obtenues (art. 63, éq. 7) et en y faisant c =: 0. L*éqnation de la trajectoire, après qu'on y aura
'..placé h par sa valeur ^^ et avoir remarqué qu'en
faisant ^ = 0 le second terme disparaît, deviendra
cette équation est celle d'une ligne droite, et c'est ici la ligne de projection elle-même.
La formule de l'inclinaison (art. 64, éq. 8) donnerait aussi
tangO =3 tang<^.
Les valeurs de t et de t; en fonction de x seront données par les deux équations (64 et 65)
et
Mais comme dans ce cas le rapport a de l'arc à sa pro-
iection est égal à — , on verra que otV. est égal à V et
CCS 7
que ùLX ou — est le chemin parcouru suivant la ligne de
projection ; or, si l'on compte les longueurs suivant cette ligne en continuant de les représenter par x^ ce qui revient à faire 9 = 0, et, si l'on remarque que cosB = cos<j>, on aura simplement pour le mouvement rectiligne
et
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Eo tirant de la deuxième équation la valeur de x en f liviioo de v, on aura
o» <•'*= et op s= 2cIog-
I *o poorraît tirer des équations 33 et 34 la valeur de t en f nttion de t* ; mais on peut la déduire directement de
II valeur qu'on a déjà obtenue (art. 64, éq. 9), en y f .>ant « = i et remplaçant v, et V, par t; et V; on aura
C' tte équation permet aussi, lorsqu'on connaît la durée li in'jH entre deux points ou les vitesses sont connues, i' '«^luire le coefficient c qui dépend de Texpression de U r&i^tance de Tair, car on a
-.SI) 2c = î-
L trieur de retendue du trajet en fonction de la durée r -j'it^ra de féquation (33), mais elle ne peut être déduite :.> [or approximation. On y arrivera promptement par
* M. U };*^n«>ral IMobert était déjà arrivé à ces deax expressions > .1 ^ t|.-ir de I et de X en fonction de v, dans un Mémoire prét' ' - rn 1K{7 aa roncours pour le grand prix de mathématiques de
... : tut. pur MM. Piol>ert. Morin et Didion.
la substitution de valeurs successives de -- et au moyen
des parties proportionnelles, en mettant Téquation sous la forme
- = -OG)(aî,V).
Cette opération sera rendue très-facile au moyen de tables calculées des valeurs de (E)(a?,V) (tab. X et XII).
On obtiendra x en série en mettant pour F'(r-) son
développement, en prenant la valeur de -- au moyen du
retour des suites, et en remplaçant pour abréger - par Vo; on trouvera
^-ty\A ^+Vo^V , 2+5Vo+3Vo'/eVx« ^* L 2 2c"^ 2.5 \^}
6+26Vo + 23Vo'+i5W/fV\^ 2.3.4 UcJ
24+i54Vo + 340Vo'+315Vo^+i05Vu</tV \< ■^ 2.3.4.5 \5^j
^-etc. ,
Connaissant x on trouvera la vitesse du projectile au moyen de Féquation (34) ci-dessus.
On s'est assuré par des applications numériques que, dans le cas de courtes durées, cette formule est assez convergente pour que le nombre de termes donnés ci-dessus soit suffisant.
105. Les longueurs et les durées des trajets de deux projectiles différents qui passent d'une vitesse donnée à une autre vitesse donnée, sont proportionnelles au produit des
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diamHres par les densités. Dans les formules (â5 et 36) ]ui donneol x el < en fonction de la vitesse, et qui sont
U-s M\euTs de i; et de < sont proportionnelles à la quan- U[^ ic qui dé|)end du diamètre et de la densité du pro- /^tile, et d'une certaine fonction de la vitesse initiale et J*" la \ites2^ du projectile.
Supposons deux projectiles dont les demi -diamètres :• i'-nt rr>pectivement R et R', et les densités D et IV, et r-:j**lantqne le poids P a pour valeur P= J-tR'D, on .-ra ijk}}
3/WK'</ 3Ag 3 A^
N c«^ projectiles partent avec la vitesse commune V, '' ;-«;î;c leur vitesse sera réduite à r, ils auront parcouru t' i trajets dont les longueurs respectives x ei af seront
x = 2clob'— ^- et a/ = 8clog— —- ;
\r ra;*port de ces deux longueurs sera, vu que la valeur 1: A oe varie pas en passant d*un projectile ù Taulre, ou : ." la re^i<tancc de Tair est proportionnelle à la surface : un ^'mnd cercle,
X _ 2c j _ RD \
P " Se' ^^ jt' "" im* "
' M. le (r«'n»*ral Piobert avait dt'gà appliqué ce principe en 1835, uv* «H^ leroDK aui élèves de l*École d'application.
Si l et (' sont les durées de ces trajets, on aura également
f_2c _ RD ? "" 2c' "" R'D' '
d'où l'on déduit ce théorème important:
Lorsque deux projectiles différents partent avec la même vitesse et arrivent avec des vitesses égales, les longueurs et les durées des trajets sont proportionnelles au produit des diamètres des projectiles par leurs densités.
Si les densités sont les mêmes, comme lorsqu'il s'agit de boulets de même matière, les longueurs et les durées des trajets sont proportionnelles aux diamètres. Si les diamètres sont les mêmes, comme lorsqu'il s'agit de boulets et d'obus du même calibre, les longueurs et les durées des trajets sont proportionnelles aux densités ou aux poids.
Ce théorème fait voir immédiatement l'avantage que présente, sous le rapport des vitesses à diverses distances, la grandeur des diamètres ou des densités des projectiles. La vitesse des petits projectiles est promptement diminuée, à moins qu'ils n'aient une grande densité, comme celle du plomb des balles de fusil ; et l'on n'emploie les projectiles creux en fonte, dont la densité varie de nroitié à deux tiers de celle de ce métal, que sous le calibre des gros boulets.
106. Démonsiraiion directe. On peut démontrer ce théorème d'une manière élémentaire, sans passer par les formules du mouvement des projectiles, et l'on voit qu'il est indépendant de l'expression de la résistance en fonction de la vitesse, pourvu seulement que cette résistance soit proportionnelle a la superficie d'un grand cercle du projectile.
En effet , considérons un projectile animé de la vitesse initiale V, et soit V,, V,, V3.... , les vitesses qu'il conserve après avoir parcouru des trajets élémentaires suc-
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••»-<5ife Cl trés-petits, e, , e,, ^3 Si P esl le poids de ce
[Tj^Miile, R son rayon et D sa densité, la force vive p> r.lue durant le trajet e, , en passant de la vitesse V à la uiLsse V,, sera
0:s deux vitesses étant trés-peu diiïérentcs Tune de l'autre, h ri''>i>lance n*a pas sensiblement varié durant le trajet,
rt elle pourra être représentée par la résistance pi qui
f'.rrespond à la vitesse moyenne — — — ; en désignant
pr la caractéristique f la fonction de la vitesse qui reprt'>onte la résistance, de telle sorte que celle-ci soit
CV+ V
^ rte qu'on aura, en vertu du principe des forces vives,
••ipriméc par •R*ff — r~^ j > ^^ quantité de travail con-
-(V - W) = «.RV.f ( -X_i ) ,
!â on tire, en remplaçant P par -«rR'D
N l'on suppose un second projectile de rayon R' et de : tAu- V, partant avec la même vitesse initiale t;, il arri- -n à la vitesse V,, après avoir parcouru un trajet élé* ' .' r.uif e e/ qui aura pour expression
de ces deux équations l'on tire, puisque la fonction de V et de Vi est la niémey
c, ^ RD ^^ ^' ""^'RD'
n est évident que pour les trajets élémentaires suivants l'on aurait également
RD' ^*-^»RD' ^*--'^*RD
el ainsi des autres; en faisant la somme membre à membre, on aura
Riy
OU y en appelant E la somme des trajets élémentaires e, -f- e, -4- etc., c'est-à-dire l'étendue entière du trajet du premier projectile, lorsque la vitesse V sera réduite à v; et de même E' la somme des trajets élémentaires ei-^el^ei -4- etc., ou l'étendue entière du trajet du second projectile, lorsque la vitesse V sera réduite à la même valeur v, on aura
E' := E— — ou — :=' :
RD E RD
par conséquent , le rapport de l'étendue des trajets de deux projectiles est égal à celui des produits des diamètres , par les densités.
Quant au rapport des durées des trajets, on remarquera
que les trajets élémentaires 6, et e/ étant parcourus avec
v+v, la même vitesse moyenne — — î-, les durées élémentaires
t, , t / seront proportionnelles aux longueurs de ces mêmes
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tTij'Ms, oa aux rapports des produits des calibres par les o usiiésy de sorte qu'on aura
îil-îl-SZ d'où t'^t^'
•n aura de même pour les durées élémentaires suivantes
' t diiisi des autres ; de sorte qu'en appelant T et T» les ' îwn lolalcs des trajets, pour passer de la vitesse V à la \'.['.i:c r, on aura
î if (on^'qiient aussi, le rapport des durées des trajets . « <1mu projertilcs est égal à celui des produits des diar • {T<*< jmr les densités.
107. Tabla fondées sur le principe précédent. Si l'on ' nn^il |Hjur un projectile retendue et la durée du trajet : j il parcourt pour passer d'une vitesse donnée à une série : \ a »^2 diiïérentes, suHiisamnient rapprochées et décrois-
* nt, p<»ur plus de simplicité, par quantités égales entre
• .'^« on aura les longueurs et les durées pour un autre \. j ttile quelconque en multipliant les premières par le
>irt d(*s produits des diamètres par les densités ou par
/..j(inrt — . On trouvera au moyen des différences et
[^1^ti*'â proportionnelles, ce qui se rapporte aux vicomprîsps entre les nombres de la table. On ohlien- ' • t plui de facilités dans les applications, trop simples,
i'^urs, pour qu*il soit nécessaire de les détailler ici, ?a calculant une table pour une valeur de 2c exprimée
par un nombre rond dans les Hroiles des valeurs de Se, 1000>" par exemple; on la rendrait ainsi indépendante du coefficient du carré de la vitesse dans l'expression de la résistance de Tair; mais elle dépendrait encore du rapport de ce coefficient à celui du cube de la vitesse.
En conservant A pour coefficient du premier lerme de l'expression de la résistance de l'air, on devra avoir
- — = 1000, ce qui particularise le projectile auquel se
rapporte la table.
Cette table étant calculée pour une valeur déterminée
de - il faudra, dans le cas d'une autre valeur, regarder
les nombres de la colonne des vitesses comme augmentés dans le même rapport que la nouvelle valeur; alors le rap-
port - reslcrait le mcme, et la valeur de x qui est x =
2c log ne dépendrait plus que de - et -.
iH —
Dans la valeur de t qui est
ou bien encore
le second facteur ne dépend que du rapport - et -, mais
le premier facteur variant en raison inverse de r, on voit que le tableau des durées relatives à 2c = 1000"^ et à la
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*.»!•" tir de - des tables ne pourrait servir pour une autre
\. * ur supposée égale à 3 ; il pourrait cependant être utî-
ii^' â la condition de regarder la quantité 2c comme ayant N.irié aussi dans le même rapport que r et de supposer
y ♦Ile a fwur valeur 2c' = 1000-.
N'jus ne donnons pas de tables de cette espèce à cause '- l1nron\énient signalé. Les tables des valeurs de cD et i Jab. X et Xll)y dont Tapplication ne dépend pas des i ;Ii*'ients, les remplacent avec avantage sous tous les
U^i<. Application au tir à grande vitesse sous de très-
i'''f< awjles de projection. Tant que les portées ne sont
;.i- trr<-considérables , que le projectile est animé d'une
r tihïc vitesse et que par suite l'angle de projection est
i.''--(Mlit, la trajectoire est Ircs-allongée dans le sens ho-
r- lUiI, et son inclinaison au-dessus ou au-dessous de
. .ri/on e<t toujours très-pelile; on peut donc, entre
îî.iiii.-:s limites et sans beaucoup d'erreur, négliger la
'..j'ounte verticale de la résistance de Tair; la compo-
- t" b'-rizontale sera alors la seule force qui ogira suivant
''.:•• ilirection, et la pesanteur la seule force verticale.
I''.- cvite hypothèse, ces deux forces seront indépen-
' ' ' 5 l'une de l'autre; la première sera considérée comme
:. !• r.iit dans le mouvement rectiligne, et la seconde
.' ;♦.• si \j résistance de l'air n'existait pas.
K L« ^o^*] ; soit toujours p l'angle de projection du mo-
. \ Ij vitt >>e initiale, xcly les coordonnées d*un point
•Mjfi»* de la tnij<*chjire, et v la vitesse du projectile
• V [• »inl; faisons V cos<;> = V,, et conservons a c et à r
• 'I..S v.ileurs que précédemment.
^ !!• Taction de la pesanteur, le projectile se serait mû
suivant la direction initiale OA (Fig. 17), par conséquent, après avoir parcouru une longueur 06 dont la projection horizontale est a?, il se sera élevé de BC = a:tang9; mais pendant la durée t du trajet, l'action de la pesanteur aura fait abaisser le projectile de la quantité Bm égale à ^gt\ et par conséquent la hauteur mC ou y, au-dessus de l'horizontale, sera y = ojlangç — \gV; or, V. étant la vitesse initiale du mobile suivant la ligne horizontale, on aura
^ = —- (j) (Xj V), et par conséquent pour Téquation de la trajectoire, en faisant V* = ^gh,
y = a.tang.-;j^[(D(x,V)r.
En comparant cette valeur de y i h valeur exacte (art. 63, éq. 7), on voit qu'elle en diffère en ce que la fonction iS^lx,^) est remplacée par la fonction [cô(^, V)]\ Elle s'en éloigne plus que celle* que l'on obtiendrait en remplaçant ift>(it;, V) par [(D,(^, V)]*, dont on s'est déjà servi (85, 87,97), après avoir calculé la différence qu'elles présentent avec afi) (a;, V) (67). Cette méthode n'a, d'ailleurs, qu'un avantage, celui de se prêter facilement à la construction de la trajectoire par points, lorsque l'on a la loi du mouvement, abstraction faite de la pesanteur; mais, au moyen des tables des valeurs de ifl>(a;,V), la première formule est à la fois plus facile et plus exacte.
La manière dont Lombard a traité le mouvement des boulets* dans l'air revient à celle-ci; mais cet auteur supposait la résistance de l'air proportionnelle au carré de la vitesse; de plus, il ne prenait que les premiers termes du développement de l'exponentielle, de sorte que la for-
* Traité du tnouvcmeni des projectiles, appliqué au tir des bouches à feu, page 109 et suivantes.
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mvk comportait trois causes d'erreurs. On ne doit donc pas s'étonner si, dans les applications qu'on a faites de ces fonDoleSy on a trouvé peu d'accord avec l'expérience.
réaimtmmmm de Tair» proportloBacUe dm la vlteasc da mobile.
109. Circonstances dans lesquelles la résislance de Vair [•lit Hre représaUce par un seul terme proportionnel au (-jrré de la vitesse du projectile. — Simplifications qui en ••'^'Wn\t. Lorsque l'angle de projection d'un mobile au- ^- v-us de l'horizon n'est pas plus grand que celui que ;• rrael le tir des canons cl des obusiers, on arrive, comme il a wk (§ I) à une solution assez facile des divers pro- : '/nos qu'on peut se proposer, sur le tir de ces bouches j f'.'u ; mais les formules se simplifient beaucoup encore, .'•n$ le cas où la ré2>istance peut être exprimée par un .- j! terme proportionnel au carré de la vitesse.
b»rsque le projectile lancé sous un petit angle de proj t. -n n*a pas un grand trajet à parcourir, que sa vitesse ..M.*!»; n*c5t pas considérable, et qu'en même temps il i < ni tie faible calibre ni de faible densité, il en résulte '-' Ni \it''sse diminue peu du commencement du trajet * i» t.n. I).ins ce cas, il est permis de simplifier Texpres-
:. J«' hi résistance de l'air cl. de la réduire à un seul ■ r-.îc pri»|iorlionneI au carré de la vitesse.
I'j!i> r«'\pres>ion générale de la résislance de l'air
~ AtU V f 1 + j, la valeur de - est une très-petite frac-
a. de >ortc que, si v n'est pas grand, le rapport - ne
• T qu'une pelilc fraction ; si en même temps il varie
t zz
peu du commencement sf la un du tiujet, on pourra, sans grande erreur, remplacer sa valeur variable d'un point à l'autre par une valeur moyenne regardée comme constante.
Les circonstances de fort calibre, de faible vitesse et de distance peu considérables, se trouvent particulièrement réunies dans le tir très-plongeant ou tir à ricochet; ce tir ne s'exécute qu'avec les boulets ou les obus de fort calibre, avec des vitesses assez petites pour que le projectile soit dans sa branche descendante lorsqu'il arrive vers le point à battre et lorsqu'on même temps les distances de la bouche à feu sont limitées, à la fois, par les circonstances du service et par la crainte des trop grandes dévia-
lions; dans ce cas, - ne sera qu'une petite fraction; lerap-
port de la vitesse initiale V à la vitesse d'arrivée t'', qui, d'après l'expression de la force accélératrice de la résistance
de l'air p' =:--(i + -), est -= 1(1 ^-Je'*^ 1 — -,
sera peu différent de l'unité; il résulte de là que ( 1 -*- -) dans l'expression de la résistance de l'air, pourra être remplacé par sa valeur moyenne l-i-- — - — ; de sorte qu'en
faisant A' = AMh J, cette résistance aura pour
expression p = A'7rlVv\ La valeur de A' comme celle de v', et dans certains cas celle de V devront être déterminées au moins approximativement avant l'application des formules.
Soit, pour exemple, un boulet sphérique de 24, lancé avec une vitesse initiale de 120"*-*, à une dfstance de 350">.
En prenant A = 0,027, - = 0,0023, pour la résistance de
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i jir, lâMM pour le poids du boulet, 2R = 0^\AS5 pour
s* Q diamèlre, g = O^nBOO, on aura 2c = 2674™, — =
zc
O.lloO et 1'' = 104,0; les valeurs extrêmes de (^-+--)
i'ioni 1,276 et 1,238; elles diffèrent de leur valeur
Hi ^enne 1,257 Tune et Taulre de 0,019 ou ii de'cette r..\enne, en plus ou en moins. Cette faible différence, •:.>ri> Texpression de la résistance de l'air, ne peut apporter ilans la forme de la trajectoire et dans les relations i' > divers éléments entre eux, que des erreurs généralero-nl négligeables.
(Hk put donc, dans des circonstances semblables à celles •î" «.et exemple, remplacer l'expression binôme de la résista f par Texprcssion monôme, supposer celle-ci proporu unAh' au carré de la vitesse et déterminer le coeffi- ' .' ni de cette résistance d'après la vitesse moyenne qui : •m t'ire connue au moins, approximativement. Dans ! ••i^fiûple cité, on aurait A' = 1 ,257 A, et par conséquent
» - O.niWoxRV et 2c' z= — îl = 2127^3, et en général
:• ur Tcxpression de la résistance de l'air p = A'tRV, et,
; '.rla force retardatrice, —, en faisant 2c' =
b quantité (f est ici la hauteur due à la vitesse déter- ' :*' c par la condition que la résistance qu'éprouve le r /ctile dans Tair est égale à son poids; car si u est ' '1'? vîifsse, on devra avoir A'^tR'u* = P, ce qui donne
0 !a pu.-«^, en suivant la même marche que précédcm- •îiL on arriverait à l'équation de la Irajerloire, à l'in- '.i:*u de celle courbe en un point quelconque, à la '••' «lu Inijet et à la vitesse du projectile, et ensuite à - ^.'luiiou des divers problèmes que l'on doit se proposer
dans l'espèce de tir auquel l'hypothèse peut s'appliquer; mais il est plus simple de déduire la solution de ces questions des résultats auxquels on est déjà arrivé (§ I), en
y supposant partout - = 0, et en remplaçant c par la va-
leur de c' calculée pour le cas dont il s'agit ; alors, les fonctions composées aft)(a?; V) et 5 (a;, V), se réduisent respectivement à F^-) et à F'f;;); les fonctions CD{a;,V)
et X){x, V) à P'(~) et à c'^
110. Formules qui résultent de l'hypothèse de la résistance de Vair proporlionmlle au carré de la vitesse. D'après ce qui vient d'être exposé, on trouve pour l'équation de la trajectoire, l'inclinaison, la durée et la vitesse du projectile, en conservant les mêmes notations que précédemment, mais en accentuant la valeur de c pour la distinguer,
y=iXiSin<^V-'y: --F{ - ); tange= tangtp— x^ 7-l^( :5)'
t = -Jl^r(^) et «=:V \cos'p \2cv
cosç i cos 0 * _*_'
Cette équation de la trajectoire et ces autres valeurs sont au fond les mêmes que celles qu'ont données divers auteurs*; seulement, elles sont devenues beaucoup plus simples par l'introduction des fonctions représentées par les. caractéristiques F et F', qui tiennent compte de la résistance de l'air,
* Besout, Cours de Mécanique, n» 520. — Poisson, Cours de Mécanique, tome 1 . — Perey, Cours de Balistique, lithographie de rÉcole d'application, à Metz, 1833. — D'Obenheim et divers auteurs {Aide^Mémoire d'Artillerie, 1844, page 644 ).|
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La solution des divers problèmes que Ton peut avoir
à résoudre, s'obtiendra de même, en faisant -^ =: 0. dans
b formules déjà obtenues (§ I).
111. SoluiioH de divers problèmes entre les portées, les ritcises initiales et les angles de projection. — Le but dant 'I hauteur de la bouche à feu. Lorsque le but est à hauteur •ie la bouche a feu , on a y =r 0 ; appelant X la portée r.rizontaley Féquation de la trajectoire, après avoir été Ji»i>êe par X, deviendra
0 = tang9— 7- — r-ï^l-?)»
■^^ Mcos'ç \c*J
d'jù Ton tire
i/i \c'J !26in!29 \c'J ^ sinS^ \c'/
Pui!^que pour obtenir une portée donnée, Tangle ou la \i\^i>e de projection doivent éUre plus grands dans Tair jje dans le vide, il s'ensuit que, sous des angles et des ^t':>^es de projection égaux, la portée dans Tair est moinir*- que dans le vide; on obtiendra cette portée au moyen >: b première ligne de la table XIV et de Téquation ci-
t'^'^us mise sous la forme 7^(3) = — sin2?. On Tobt. Lira en série par le développement de F(t) ^t par le
r ijurdes suites, lorsque — sera une petite fraction. En î, [' laol X' la portée dans le vide, qui est SAsinSç, on aura
lhiro\s. Sous des angle» et des vitesses de projection
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égaux y les durées des tngets dans le vide et dans Tair sont respectivement V =. -; et T = F'fr-J;
et, comme on a XPf-) =:2/isîn29 = X'; on aura
En comparant le numérateur et le dénominateur terme à terme , on voit que le premier est plus grand que le second ; par conséquent la durée du trajet est plus grande dans le vide que dans l'air ; le rapport de ces durées , déduit de l'expression ci-dessus, est, en effectuant la divii^ion,
Sommet de la trajectoire. Appelant a/ et y* les coordonnées dû sommet de la trajectoire, observant qu'en ce point l'inclinaison est nulle on aura , en remplaçant les
fonctions F et F' par leurs expressions en ^, les deux équations
Je*
le
et
^ = »»«'-5wi(''''-0'
d'où Ton tire
xf =zcfïùg(i + ^ sinâ^j
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el
y' = «'(uiigf+-j^)-c'tang9.
Angle de chute. Il y a entre Tangle de chute et Tangle ù'» projection le rapport suivant , déduit de celui qui a iilà élé donné (101)
— tange_ \dl tang9 "" «/^
-toi>gt_ IX 1 X' i X^ 1 x<
112. Lt bui n'étant pas à hauteur de la bouche à feu. l- rsque le point à battre n'est pas à hauteur de la bouche i fea, a et fr élant les coordonnées de ce point, on a
a* /a \ 6 s= otang^ — TT — r-F ( -j ) ,
n iaisant - = tang • on aura • si la vitesse initiale est
inc^DDue,
fc« ? -Ff-)
4oo6* f (tang 9 — tangt) \c'/
•^ 2co8'ç(tahgç — tangi) Vc'/'
'* ;3r des transformations connues (16)
.=— l_.52!iFfî) ou v=\/— ^.£2L'Ff5).
4sû<f— I) C06P Vc*/ •" 2sin(f — t) C089 \r/
S Tangle de projection f est l'inconnue, on aura deux
valeurs dont la plus petite seule peut être admise, et, en faisant = h' y cette valeur sera
tang(|)=:— --V^V(V-6)-^.
H3. Lorsque la trajectoire doit passer par deux points donnés dont les coordonnées sont a et 6, a' et y, on tire la vitesse et Tangle de projection des deux équations qui doivent exister en même temps,
6=atang9— „ " , F^-^ 6' = a'tang9 — 7r— ;-F(^) • 4;icos'f \d)^ 4/icos'^ \à l
ou
■^ a 4^cos'<^ a' 4/icos'^
En divisant Tune par l'autre ou en retranchant Tune de l'autre membre à membre, on obtient respectivement
puis
Lorsque la trajectoire doit passer par un point donné dont les coordonnées sont a et 6 et faire en ce point un angle 6 avec l'horizon , on déduira la vitesse et l'angle de projection des deux équations suivantes
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:ui doivent eiisler ensemble. En faisant - = tang i , on
aura
unp<?— langt=r-- — -- et tan^^ — taiigO = rr — j-.
4/ico8*9 2/icos>
f'. usant Tun par Tautre et retranchant Tun de Tautre les L* îuhres de ces équations on obtiendra pour ç et pour h,
jiis pour V = Vighj
^{7hHp)
'•-(Jl-^ij)
4cos'9* tangt — tang«
[mos chacon de ces problèmes, on déterminera la durée '' 'i \\i(^se du projectile, par les valeurs de / et de v : ..r;*'r$ plus haut (111).
La Solution des principaux problèmes qu'on peut se ;' p"^rd'jns le tir plongeant, se trouve ainsi très-facile
'•^ rhypoihése de la résistance de l'air proportionnelle *-: «arré df la vitesse du projectile; mais il est nécessaire, • T.ni^ 00 Ta dit, de déterminer la valeur de <f pour
-jj^ cas particulier, ce qui force à chercher, quand
* 0^ sont pas données, la vitesse initiale et la longueur
' tnjpf, d*où dépend la vitesse moyenne et par suite la
•■••-ur de A' et celle de d. Celte méthode n'est pas sans
inconvénients, à cause des opérations préliminaires qu'elle exige; on trouvera préférable, en général, d'employer les formules directes (§1) qui ne demandent aucun calcul préparatoire.
114!. Inexactitude de F hypothèse dans le tir à grandes vitesses. La méthode que Ton vient d'indiquer, pour le cas des petites vitesses , des gros projectiles et des courtes dislances , ne pourrait être appliquée , sans des erreurs notables , lorsque ces circonstances ne sont pas réunies ; tel est le tir des boulets aux grandes distances et avec les vitesses qu'on leur imprime ordinairement; la vitesse du projectile varie trop rapidement, et le terme proportionnel au cube de la vitesse a une trop grande importance pour qu'on puisse ne considérer que le carré de la vitesse. Ainsi, un boulet de 24 ayant 0<ni4-85 de diamètre, pesant 12*^01, et animé d'une vitesse initiale de 500"= •, conserveraiL, d'après la loi de résistance de l'air que nous avons trouvée, aux distances de 433«», 866™, 1299™, 1732™, des vitesses dé 360™=», 270»=S 212«=S 169»*«. La valeur du
coefficient 1 h serait respectivement 1,988, 1,882,
1,818, 1,768, et, par suite, celle de A' qui doit multiplier -^RV, devrait être respectivement aussi 0,0537, 0,0502, 0,0491, 0,0472, et aller ainsi constamment en diminuant.
Si l'on prend, par exemple, la plus petite portée, celle de 433™, pour déterminer la vitesse initiale d'après l'angle de projection observé, on devra adopter le coefficient A' = 0,0537, et on retrouvera, à très-peu près, la vitesse initiale de 500"'». Si l'on cherchait la vitesse initiale d'après la portée de 866™, et l'angle de projection observé, on devrait se servir du coefficient 0,0502 ; mais si l'on conserve le coefficient 0,0537, qui est trop grand pour ce dernier cas, on trouvera une vitesse initiale plas
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^mode que 500" "• Il en sera de même, avec des diffén:Qces de plus en* plus grandes, pour les distances de If/.Hn ei 1732». Par conséquent, lorsqu'on suppose la ré- M^taoce proportionnelle au carré de la vitesse , et qu'on d'^iiail les vitesses initiales des portées observées, on est cjodait à trouver des vitesses initiales d'autant plus grandes, que les portées ou que les angles de projection, i 'Ot elles sont déduites, sont plus considérables '.
n résulte, de là, que les formules qui ont été données tn premier lieu (§ I), présentent à la fois et dans tous les cjï, plus d'exactitude et plus de simplicité.
* C'est ce qui est arrivé presque constamment, notamment dans 1-^ t'ipforiences d*artUlerie exécutées à Gavre, de 1890 à 1840, par rir<* de 11. le Ministre de la marine (Imprimerie royale, 1841), ! r.« reWe^ de Toulouse , en 1833 , et dans celles de Valence , en \'^i\ (.Vrchives du dépôt centrai de rarliUerie); c*est à tort qu*on 1. a conclu que la vitesse d'un boulet lancé avec des charges égales *' pi^udre, augmentait avec Tangle de projection (Aide-Mémoire 1 iruUrrie, i8U, page 430).
nOCWEIHEIVT DES PROJECTILES
Bi luppoun lA litisTAicB OB l'au pnopomomui ao CAiii
OB U TinSIB ou MOBOB.
PropHéiém générales des trajectoires*
115. Exposé, Les expériences qui ont été faites pour déterminer la loi de la résistance qu^ l'air fait éprouver aux projectiles en mouvement (secL 11). ont montré que cette résistance peut être représentée par deux termes, respectivement proportionnels au carré et au cube de la vitesse ; le second de ces termes a une valeur assez grande pour qu'aux vitesses dont sont généralement animés les boulets son influence ne soit pas moindre que celle du premier terme, il n'est donc pas négligeable.
On a vu que quand les vitesses sont faibles» les distances peu considérables, les angles de tir peu .élevés» et lorsqu'en même temps les projectiles sont de fort calibre, la vitesse éprouve peu de variation depuis le commencement du trajet jusqu'à la fin, et que l'on peut, avec une exactitude suffisante (109), représenter la résistance de l'air par un seul terme proportionnel au carré de la vitesse, à la condition cependant de déterminer le coefficient de cette résistance dans chaque cas particulier. Mais cette exactitude n'existe plus dans le cas du tir habituel des boulets sous de grandes vitesses initiales (1 14). 11 en est de même dans le cas des grands
%i\:\^ de projectîoD. comme celui du tir des bombes, parce que 1 ii'iion de U pesaoteur sur le projectile se joignant à celle de la r'MMaoco de l'air pour en retarder la vitesse dans la branche av% odaote, la vitesse varie beaucoup depuis le point de départ ,.^ju'au sommet de la courbe ; elle varie de même dans la branci.** tl^5c<»ndaote et la variation est d'autant plus grande que l'angle •i' [>r<»jeclioo est plus élevé au-dessus de l'horizon et que la vil'i-e initiale est plus considérable.
Ua ne peut donc pas. dans ce cas, regarder la résistance de l'air •urne proportionnelle au carré de la vitesse dans toute l'étendue •i*- !a trajectoire, même en adoptant un coefficient particulier pour
• ' i^'if ras.
<>r. c'est en se fondant sur cette loi que jusqu'à présent les r -airircs ont traité le problème de la balistique. Les résultats de .' .«^ si\jntes recherches deviennent par ces raisons moins sus-
• i L.r> d'application ; mais cependant, sous le rapport analytique ^."•*ut. ils coo$er\'ent encore leur première valeur, à cause de
«..^lope qu'ils présentent dans bien des cas avec les formules ..>5ur une loi exacte: aussi, pour compléter ce Trailé de
:.*«:iyu«, nous croyons devoir donner un résumé des travaux . c^ bjvants gi^ometres. D'ailleurs, quelques-uns de ces tra- '«.1. dus a une haute analyse, et encore manuscrits, présentent .: jTand intérêt, et plusieurs méthodes peuvent recevoir de nou- •'«.1 p4^ectionnements : en même temps les notations que nous «. -4 adoptées et l^s tables que nous avons calculées, donnent à « . \irx d^s formules une expression plus simple et en rendent
é «.-ailMn beaucoup plus facile.
11 G iHterus méthodes d'apprositnation. Les méthodes qu'ont
. • vres les géomètres pour résoudre le problème de la balistique •- :! de trois espèces. Par les unes, on arrive à des relations '!« .«-» entre certaines quantités qui appartiennent à la trajectoire,
• K cftoyf'O desquelles on peut arriver aux relations dont on a ' 1 en calculant numériquement les diverses parties de cette
*' i'i:re. L'ap^^roximation peut être augmentée à volonté en . /lUDt le nombre des parties et les calculs numériques. Telle -•' 4 aéthode des quadratures et la méthode d'Euler.
Par d'autres méthoded. on obtient les valeur» qu'on cherche en séries développées suivant les puissances des quantités données. Elles présentent une exactitude d'autant plus grande que les séries sont plus convergentes et qu'on emploie un plus grand nombre de termes. Ces méthodes ont été successivement employées par Lambert, Borda. Tempelhof, et en dernier lieu par Français et quelques autres géomètres.
La troisième méthode consiste à remplacer les expressions qui se refusent à l'intégration par des expressions approchées qui soient intégrables, de façon qu'on arrive à des relations en termes finis entre les quantités que l'on a besoin de considérer ; les valeurs qu'on obtient ainsi ne sont qu'approchées et l'on n'est pas le maître d'augmenter à volonté le degré de l'approximation ; l'excellence de la méthode dépend du choix plus ou moins heureux de l'expression introduite ; celle-ci doit à la fois donner une exactitude suffisante à l'objet qu'on se propose et rendre les calculs assez faciles dans les applications numériques.
Telle est la méthode ingénieuse imaginée par Borda, dans laquelle est entré après lui Besout, et qui a été ensuite perfectionnée par Legendre et Français.
En exposant les résultats de ces recherches analytiques, nous indiquerons sommairement la marche des calculs ; quant à quelques démonstrations et aux développements, nous renvoyons aux ouvrages que nous citerons'.
Pour qu'il soit plus facile de saisir les rapports que les résultats
> Les ouvrages principaux qui ont traité de la balistique et dont nous résumons en partie les résultats, sont les suivants :
La balistique, de Nicolas Tartaglia, publiée en 1537 sous le titre : la Science nouvelle; traduit de l'italien par Rieffel. Paris, 1845 et 1846.
Recherches sur la véritable courbe que décrivent les corps jetés dans Tair ou dans un autre fluide quelconque, par Euler; insérées dans THistoire de l'Académie royale des sciences et lettres de Berlin, année 1753, page 321 et suivantes.
Mémoire sur la résistance des fluides avec la solution du problème balistique, par Lambert; inséré dans les Mémoires de
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(•rt-séftleiil entre eui, nous adopterons pour tous des notations cuQiiHuies et nous traduirons en conséquence les formules donbcv-s par les divers auteurs.
Nuos exposerons d'abord les propriétés générales de la trajectoire.
117. iVeCofiiMU, propriétés générales de la trajectoire. Soit 0 le f- ir.i de départ du projectile. V sa vitesse initiale suivant OA (Fi^. 17). VTangle de projoclion au-dessus du plan horizontal, i la hauteur due i cette vitesse. P le poids du projectile. R son n>oo. D sa densité ou le poids de Tunité de vohnne de ce pro- ,^«-ulf. X et y l'abscisse et l'ordonnée d*un point quelconque M de la trajectoire; soit s la longueur de l'arc OM, / le temps em-
r.Vradêmie de Berlin pour 1767, page 102 à 188, réimprimé au i -irnal des armes «pédales, 1845, avec des notes de M. Rieffel.
^ur la courbe décrite par les boulets et les bombes en ayant r;trd A la résistance de Tair, par le chevalier Borda ; inséré dans ^« Mémoir» de TAcadémio des sciences de Paris, pour Tannée tT«'), réimprimé au Journal des armes spéciales, 1846.
Ci«r* de mathématiques A Tusage du Corps royal de Tartillerie, ^ ".'*' IV, par Bi'fcoat, deTAcadémie royale des sciences, année 1788. ^ MoQTcment des projectiles, page 138 à 107 de l'édition de 1788, M sfipeiBdice.
Inï^ertation sur la question de balistique proposée par TAcadémic p-«ale des sciences et t)elleè-lcttre8 de Prusse pour le prix de 1782, '«■r Leyendre; réimprimée au Journal des armes spéciales, 1845.
MrtD«>ire sar le problème balistique ou sur le mouvement d*un "']'*> dans un milieu résistant en raison du carré des vitesses, par V «l*- Tempelhof; inséré dans les Mémoires de TAcadémie de Berlin > *r ifFt uméP9 17»8 et 1789, page 216 à 229, ou le Bombardier
.«•'■«n. par de Tempelhof, capitaine d'artillerie au senice de ^1 M:»j'-Bté le roi de Prusse; Berlin, 171M.
Irvl^ du mouvement des projectiles, appliqué aux bouches à feu, . î J. L. LorolMinl, professeur aux ^oles d'artillerie d Auxonne,
M-iDiiire sur la théorie du mouvement des projectiles dans les
• ji n-«^isfant«, par le capitaine Moreaa; ins<'*ré dans le Journal
*' I >^»le fiolytechnique, 11^ cahier, 1802.
{'•'«-herrhes sur le mouvement des projectiles dans les milieux
■.•uiiî«, par F. Français, professeur de niathrinatiques à TÊcole
ployë à le parcourir, v h vitesse au point M, z la hauteur due i cette vitesse. 6 i'inclinaisoD de l'élément de la trajectoire ou de la direction du mouvement du projectile arrivé en ce point, nous
dy dx dy
ferons p = --. on aura donc p = lang e. coso = ■—•, sin0 = -r ds , . , .
et V = — ; soil encore g la pesanteur ou la vitesse acquise par un dt
corps après la première seconde de sa chute dans le vide. La
résistance p sera représentée par nv*; dans cette expressioo
kù n = A-^R' (52 et 55); on a aussi A = --, « étant la densité de
d*artillcrie de la Fère ; an XIII ; ouvrage manuscrit appartenant à la bibliothèque de TËcole d^application de l'artillerie et du génie, à Metz, et dont copie a été adressée à l'Institut de France.
Balistique. — Indication de quelques expériences propres i compléter la théorie du mouvement des projectiles de l'artillerie , précédée de l'analyse nécessaire, par A. M. d'Obenheim, professeur de mathématiques à l'École d'artillerie de Strasbpurg, 1814.
Traité de mécanique, par S. D. Poisson. — Mouvement des projectiles dans le vide et dans un milieu résistant.
Cours de balistique à l'usage des élèves de l'École d'application de l'artillerie et du génie, par M. Persy, professeur; lithographie de l'École d'application, octobre 1833.
Note sur la formule employée par Lombard , pour le tir du but en blanc et pour la formation des tables de tir, par M. Bellencontre, lieutenant-colonel d'artillerie. — Voir aussi T Aide-Mémoire d'artillerie de 1844, page 642.
Formules balistiques et tables de tir, par M. Chiniac, chef d'escadron d'artillerie. — Voir aussi l'Aide-Mémoire d'artillerie de 1844, page 642.
Tables balistiques générales et théorie mathématique du tir à ricochet, par Otto, traduit de l'allemand par M. Rieffel, et Journal des armes spéciales, année 1844.
Mémoire sur la trajectoire des projectiles de l'artillerie, par le comte de Grœwenitz, traduit de l'allemand par M. Rieffel, et Journal des armes spéciales, 1844.
Dei moto de' proietli ne' mezzi resistenti. — Du mouvement des projectiles dans les milieux résistants, par Paolo di San Roberto, Turin, 1855.
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l îir H h 00 coetBcieot déterminé par l'expérience. La masse du
!rbtJe étant -. la force retardatrice due à la résistance de l'air
P i . ,. « P P 8RD
sera e-ou-- p'enfaisant&ss — = -—;—= --rrj 2c ng A«rR»^ 3 ki
dx t^dx ,
Eu partant des deux équations du mouvement d—= — — -- «
'î ^'7=~^'7'^ — 9^' faisant dys^pâx, et supposant dx
i nsuot. ces équations deviendront, comme on l'a fait voir ♦il.éq. ! et 2).
ta) dxdp =1 — gdt^ et cd*p sz dpds. (b)
La seconde de ces équations est celle de la trajectoire, la pre-
£..' re doooera la vitesse et le temps du mouvement. La densité de
làS et par conséquent*- étant constants, l'équation cd*p=^dpd$
dp k'
»-a pour intégrale — = Be ',
dx
F*oor déterminer la constante B, on prendra l'équation
:;ij=r — gdl* qui donne — = — ff t^: et comme au point de
dx dx*
dx ]' /vtioo la vitesse horizontale est — = Vcos<^, on aura
dt
Bss
V»C03»9 2/icos*<p'
^ ' dx 2;icos>'
'. iura au«si, en divisant membre à membre avec l'équation (a),
--- =s2aAcoh*f€< ou s = e ^ et « = V e ".
«• cos'O cosO
Lr w<oDd membre de l'équation (t) qu'on vient de trouver étant t-..'w;lié par d$ et le premier Tétant par la quantité égale
ArV^l+p'. on aura
d'où eo intégrant et en appelant ((o) rintégraley<(pV^i-Hp*
= îpV/r+jD?+^log(p4-V^Î+jp"), laquelle (art. 76. note) changera de signe dans la branche descendante, où p et tangO sot^t négatifs, on aura
(2) — c« = ~co8*ç[f (0) — G].
La constante — C est déterminée par la condition qu*à Torigine du mouvement on ait s = 0 et o = ^, on aura donc
Ainsi la trajectoire a pour équation
Si le mouvement avait lieu dans le vide, il faudrait faire - = 0,
et on aurait, comme on sait, une parabole. En mettant l'équation précédente sous la forme
e« — 1 2/ico8*9
im-mh
remarquant que pour - = 0 le premier membre, d'après son développement connu (66). se réduit à l'unité, et en nommant s* l'arc correspondant de la parabole, on aura
5' = 2/»co8>B(<r)-f(e)], on aura donc
e'c^i+i ou ^ = log(i + -)>
RtSiSTANCB PROPORT. AU CARRÉ DE I^A VITESSE. SOT
th\\(m trèft-remarqoable entre les deux arcs $ de h trajectoire fi »' de I» parabole qui se terminent en deux points où les incli- LaN'Qs sont respectivement égales.
198. Ân/mftoUê. Si Ton veut savoir ce que devient la courbe i\i côté de la branche ascendante, il faudra faire s ei t^ négatifs, c^ qoi doanera
or. si 00 prend sur la parabole le point m' (Fig. 18) pour lequel isst, on aura $^ — clogO. c'est-à-dire s infini ; donc, ce n'est 1 m6ni que l'inclinaison de la trajectoire devient égale à l'in- :.atsoo au point m', donc il y a une asymptote dont l'inclinaison r^: t'gale a celle de la tangente en m' ; l'inclinaison de cette asympbera donnée par la relation
: Ur
-r = 2fcco«N[f(^)-e(e)] ou m = ^j— j.+ f(^).
•>-t> valeur se calcule très^facilement au moyen de la table V.
s 00 prend du côté de la branche descendante un arc parabo- * f .« 0«' de plus en plus grand, l'arc correspondant On de la tra* .' uurt augmentera aussi, mais beaucoup moins rapidement. Donc *,*n éuot ioânî On' le sera aussi. Mais l'infini logarithmique étant lu dernier ordre, on voit que la courbe Bn ne tardera pas à se : iT^odre avec ooe verticale et qu'elle doit avoir par conséquent u:.- asymptote verticale.
Puar le prouver, éliminons a entre les équations (1) et (2), on «.ra
S = ; [îpVT+7+ ïlogG» + V^î+p) + const] .
' 'r. qvaad on intégrera entre deux valeurs très-grandes de p, on
.■ '.m négliger Tanité et log(p+ V^i+pO devant p. Alors oo « .ra simplement
dp p* .2c
-7- = ^ d*où Ton tu« «ssconst— — , dr %- p
doDC à partir d'un point pour lequel p est déjà très-grand, lorsqu'on fait p infini la valeur de x est finie. Donc la branche descendante jouit d'une asymptote verticale.
119. Rayon de courbure. L'expression du rayon de courbure, dans rbypothèse de dx constant, est. en le représentant par y,
dx(i+p^y ^ dp
dp
En substituant la valeur àee^ dans celle de — « on trouve celle
ax
de dx,
de là
G-ew "
Dans la branche descendante, la valeur de i (6) sera négative et par conséquent la valeur de y sera plus grande pour les mêmes valeurs absolues de p. De plus, la valeur de y ne sera infinie que pour p égal l'infini, ce qu'on sait déjà ; et. dans la branche ascendante où S (6) est positif, y sera infini pour G = ((6). ce qu'on a fait voir aussi (118).
Le point de plus grande courbure se détermine en égalant à zéro la différentielle de y, ce qui donne, en se rappelant que
Ungo = p et E (e) =x/vT+p dp,
1 vijrrJL + e(0) ou -i— JL,_+f(e) = G.
Cette équation, qui ne sera satisfaite que quand o sera négatif, ce qui rend aussi ((^) négatif, donnera la valeur de o à laquelle correspond îe minimum du rayon de courbure.
120. Vitesse. La vitesse du mobile en un point quelconque a été donnée en fonction de s (117); en substituant dans cette
<^,( >:>iun b valeur de s tirée de l'équation (2). ou aura
.^Sll±£L ou ,.»- y^O-Hp^)
\u soramet de la trajectoire, où t'oo a p = 0^ et par suite *., =0. 00 aura simpleoieot
« yg
' n+fW
2/*cos*^
A [artir du sommet, la vitesse va en décroissant par l'eflet de •1 r*-^t>tance de l'air; mais, à une certaine distance du sommet. •i r'-^iutt^ur commence à augmenter celte vitesse, de sorte que ^ i r5f{ compense celui de celte résistance. La vi esse en ce
..î rst alors un miuimum.
<h (Ji'irniiine ce point en différentiant la valeur de la vitesse
■ -' M«U6 !a forii*e z = —- — -— - et en posant rf^ = 0 : de là
' ' il»*, à cause de dJ^O) = \/\~^^p*dp, la valeur de p donnée :.: U relation
^2 —p ^^^^ 2cos'0.sin9^ ^ ^ '
.. . . I> n'fst saiisfaile que pour une valeur négative de 6; c'esl-à- ' 'jij'' Itf* point où la vitesse est un minimum est dans la branche
Kii comparant entre elles Tes équations qui donnent respectif
* '.t le pdiiit du minimum de rayon de courbure et celui du
. Mil de \ liesse, on voit que le premier membre de l'une et
. . i.tre rquation est infini pour 6 = 0 et qu'il décroît quand 0
* : w'-Lic ; il i-n résulte que la fonction de 0 relative au rayon de
" lif* qui rtintient le coefficient -^ atteindra la valeur de C plus
' :a.tut H par conséquent pour une moindre valeur de 6. que
•tji V? rapporte au minimum de vire:sbC et qui coutiiMil le
i'-tii ^ : par conséquent, le point de la trajectoire où le r.iyon
de courbure est un minimum est plus près du sommet que celui où la vitesse est un minimum. Cette propriété est rendue encore plus évidente par le tableau suivant; ce tableau pourra en outre servir à calculer facilement, dans chaque cas, la position de ces
deux points ; on y a représenté
cos'O.sinO
par f(e).
im-m
rm-m
if(e)-f(o)
if(0)-!(0)
infini.
infini.
Au delà du point où la vitesse est un minimum cette vitesse augmente, mais non pas indéfiniment; elle se rapproche continuellement de celle pour laquelle la résistance de Tair est égale au poids du mobile, en même temps que la direction du mouvement se rapproche de la verticale ; cette limite de la vitesse est donnée par la relation
= a ou
Méthode des quadratures et méthcide d'Euler.
121. Équations fondamentales. Des deux équations du mouvement (61. a et h) Euler* déduit la relation que nous avons
» Recherche sur la véritable courbe que décrivent lescoij>sJ€tc^ dans Vair, i>ar Euler. — Histoire de V Académie de Berlin, annexe
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ii»ODée (Gl. éq. 1).
t( t*iisui(e par diverses transformations il obtient
•I vMi loQ lire
. j, —<ip j., -P<*P
K - 'fdpVi + p» K - -/dp Vi -J-p'
K-î/dpVÏ+P' V^9 l/K-i/dp^/irp'
K-VdpVT+?
LrtpressioD Jàpy/Tlrf est celle de la longueur d'un arc do r tabule; celle-ci a pour valeur, comme on Ta fait voir (IGj.
.^v^l-Hp»-Hîlog(p4-V^l+p') représentée par la fonction
f / dans laquelle p= tango et qui s*évanouit pour 0 = 0. Au
i de départ où 0 = ^. elle devient f (♦). et. en remplaçant
k par - 00 aura plus simplement
._ct/0+;O
>'^ .l'-grales sont prises de manière à s'évanouir pour o ==: 0.
cg
U \ \. &se au sommet sera v* = --;•. Dans la branche descon-
dante e etp changent de signe et la fonction g (9) conserve la même valeur en changeant seulement de signe. Au point de départ où 0 = <fi et V = V, on a comme précédemment (117)
V3 _ cgr(l+tang^<i>) c
122. Aîéthode des quadratures. On peut déterminer par les quadratures tout ce qu'il est nécessaire de connaître dans la trajectoire et la tracer par points •.
L'abscisse d'un point quelconque de la trajectoire est égale à
'—dp la somme des valeurs infiniment petites de (Lc= c- — — - comprises depuis ù = 9 jusqu'à la valeur de 0 qui répond au point que l'on considère. On aura la valeur de x par approximation, en partageant l'intervalle des valeurs extrêmes de 0 en un très-grand nombre de, parties que l'on fera égales entre elles pour plus de simplicité; en calculant ensuite les produits des valeurs de
par la différence très-petite entre les valeurs consécutives
de p. que Ton représentera par Ap et que Ton substituera à la différence infiniment petite dp, La somme des valeurs de Ax ainsi obtenues approchera d'autant plus d'être exacte que Ap sera plus petit. En continuant le calcul jusqu'à ce qu'on soit parvenu à 6 = 0. on aura, aussi exactement qu'on se le proposera, les abcisses de tous les points do la branche ascendante de la trajectoire : la dernière abcisse sera celle du sommet. Au delà de ce point, dans la branche descendante, les valeurs de 0 et celles de p deviendront négatives ; en continuant le même calcul on aura les abscisses des divers points de cette branche. Par un procédé semblable appliqué à la valeur de dy, on aura les ordonnées correspondantes aux valeurs successives de p et on pourra construire la courbe par points ; on obtiendra de même la valeur du temps f. La vitesse en chaque point sera donnée directement par la valeur
• Traité de mécanique de Poisson.
•i*- r*=- — ^ ; il eo sera de oiême de celle de $ comme on
t£3 Méthode iEuler. Remarquant avec Euterqued/iV^l+p* = iz\h\, DD aura
^r.< conslanle. expression fort commode pour décrire la courbe, ^r. dit Euler. « Calculant pour un grand nombre de valeurs de f ou de 9. celle de s. on trouve autant de portions de courbe ; H sachant de chacune l'inclinaison à l'horizon, on en tirera «ivm^'nt les parties de l'abscisse et de l'ordonnée qui l<çur con* >ifQoent; lesquelles étant ajoutées ensemble, donneront tant Tabscisse que l'ordonnée entière, qui répondent à chaque point •ie la courbe. Ensuite, ayant la vitesse à chaque point de la
fourbe par la formule r'= -^ — ^ , chaque particule de la
CHjrbe dixisée par v donnera le temps que le corps met à la l-rrourir: pounu qu'on prenne les particules de la courbe i^^z petites, on obtiendra assez exactement, tant la figure de U courbe que le mouvement du corps. • C'est là ce qui cons-
V. *• fss^M^nlielJpmcnt la méthode d'Euler. V" .t cette méthode une table des valeurs^de la fonction l (o)
' *A (n s -utile, Euler en a calculé une de degré en degré
•-: V. !•• partie).
Il dislidgiie les courbes en espèces déterminées par les valeurs
-' C; les antres ne dépendant de e que pour les dimensions.
' -^ »«Tr>nt semblables.
IÎ4. Camdrydian par pointt. Pour construire d'après la mé-
. > d'Euler. un arc aux extrémités duquel les inclinaisons sont
'•*<^%eiDeot • et y et les tangentes p et p', on aura (Fig. 19)
donc
rinciioaison moyenne de l'arc étant ^ (e+o'). la portion 99' de Tâbscisse sera
et la portion de l'ordonnée correspondante sera
pourvu que les différences de 0 et 0' soient assez petites. On calculera de même les vitesses en H et H' qui sont
la vitesse moyenne entre les deux, étant i {v+v'), le temps employé à parcourir l'arc sera
clog-
Euler fait ensuite l'application de ces formulés à une espèce de trajectoire en calculant numériquement les arcs de cinq degrés en cinq degrés*.
125. Correction de Legendre, L'erreur que l'on commet par U méthode d'Ëuler tient à ce que la projection des arcs partiels est déterminée comme si ces arcs étaient des portions de ligne droite; en opérant ainsi, on prend ces projections trop grandes et on obtient des portées et des élévations trop considérables.
Legendre a corrigé cette méthode en déterminant la projection
* Les autres espèces de trajectoires ont été calculées par arcs de moindre étendue par le comte do Gnewenitz et par M. Otto (Mémoire sur la trajectoire des projectiles et Tfiéorie mcUhématique du tir à ricochet, au Journal des armes spéciales, années 1844 (H 1845).
•i*'^ arci de trajectoire comme si c'étaient des arcs de cercle. Il iroave alors i que les projections doivent être multipliées par le rw; (Mirt do sinus du demi-angie que Ton considère à ce demi-angle : i-mêaie. de sorte que les portions d'abscisses et d'ordonnées ««roDi données respectivement par ces formules
, c-f(y) e+e^ sin^(o— (/)
1 . f ^ ï' représente l'arc dont le rayon est égal à l'unité ; le
îiinî(«— a^) Té. \<tri — p= — — - diffère de Tonité, lorsque l'arc est petit, de
■ î — y)»; cette valeur est de jt— * lorsque o — o' est de » • I d» grés.
12i». (krredion propoiée, La correcUon introduite par Legendre à -se plus d'exactitude à la méthode d'Euler. En effet, quand on (. .Miore les projections horizontales des arcs d'une trajectoire '<j U$ (M»rtécs. on reconnaît facilement qu'au rapport d'un arc de t'i.rctuire à sa projection il est plus exact de substituer le rapport ;* Jvgne d'un arc de cercle dont les inclinaisons aux extrémités I* 4 dvnDt-es. que celui d'une ligne droite qui aurait une inclir..^oo moyenne entre les inclinaisons des extrémités des arcs. Vi.s il c^( facile de voir que si, au lieu d'un arc de corde, on ;''Q4it an arc de parabole choisi de telle sorte qu'il fût osculateur i '. une des extrémités et qu'il se terminât à l'autre sous une incli- '..'OU c«»aiiDune, on obtiendrait un rapport beaucoup plus appro-
>'. encore. Nous avons donné ce rapport (76 et table V) renré-
'• é par « = "■■ .. Ainsi la valeur la plus approchée
if' B,ir^rta t wn f^lîf tique, pnr Lrj:ondrc, pag«»14, ou Journal do • '.^ )H,h !«-< Iini«|u<*, onziônic cahier, in<*rnoirc de Moroau, p. 2*2*2 ; j z'tu» «» «'Il IH445 (Journal d»»fi aj7ii<*s spécial»*^).
de la projectiou horizontale d'uo arc de trajectoire serait
C — ?(0') tan-0 — (ânjre^
clog
Quaot aux ordonoéos . nous avons trouvé pour - le rapport
y i(tang'6 — tang'OO ~ ^ 7(tange + tange')"
127. Degré d'exaditude des divertes méthodei. Pour juger de leur exactitude, comparons les trois méthodes entre elles au moyeu des rapports qu'elles donnent: i^ celle d'Euler. 2* celle de Le* gendre. 3° la méthode proposée. Nous choisirons les arcs de 60® à 55^ de ^S^" à 40o. de 25 à 20* et de 5« à O». et nous aurons respectivement pour ces quatre arcs et pour leurs diiïéreoces avec la correction proposée regardée comme la plus exacte :
DtooxAnoii DU ABCS. 6# à 56^
4o cos
o,59rooo
2 i(O.O') (tangO - tantr9')
Dtf.
KàM*
En comparant entre elles les corrections qui résultent des méthodes d Euler et de Logcndre et de la méthode proposée, on voit que la correction de Legendre ne difTêre pas sensiblement de cette dernière, pour les petites inclinaisons; mais rapproxiiualion diniinue à mesure qu'on s'éloigne du sommet de la trajectoire. La diiït'rence est partout plus grande dans la méthode d'Euler. et surtoui pour Tare de G® à 5*"; elle est encore double pour l'arc de 21^ j 25* ; elle en est les * pour l'arc de 40* à -iS** et les 77 pour celui dr
RÊMSTA:<Ce PROPORT. AU CAHRt nE LA VITESSE. 217 ^> a 60*. Compilée i la qutnlild rhotrhi^c. \e résultat de ta Bti il.iqlc d'EultT diiïi-re <lu n'Milut de li mélliod^ proposi^c m- [■•■.-ti^Mnriii de ,-ii. ~jj. ri-ï . jiï pour IfB ircB de 0° i 5», de **• a 1>. de 40" 4 43'. de 5;i" à 6»)". Les diWrenees sous les iTijt .ls iiiiilrs De Muraient Hrt rw'glii.'iW.
O-iii- utiser^iiiiin fait voir aussi qun pour appliquer convenaÀleni'-nl U mi'itioilr d'F.iiliT. nu'-iac avec la correction de I-egcndre, il D' fjudriil pas prendre les arcs d'un pareil nombre de dejirés <\ . Iy que fi'ii leur inrlinaisun, m:iis qu'il faut d'iuiint plus res- Mrirf 1rs divi^ions que les angles snnt plus iflevi-s. comme ouus I jt«ns («Il danit l'applicaliao au lir sous les grande an(;les. lursi^ue la ri-'i-Iance de l'air étail «primée par deux termes (77).
ko i>]ii-r3nl pour lea ordonnées comme pour les projections hort<'niili^. on aura pour Io$ vileurs des corrections dans les trois ir'ili'xW \i* quantités contenues dans le tableau suivant:
OIC.
im
I.uWt
Mom
■^OOT
F.n res^Filant, d'après er qu'on a di-ja dit. la méthode propost^e fiotuf ftWe des tniis «jui donne la plus grande etietitude et en j r)| [•.iitjiil on conséiiuence le résultat des luln-s. oo verra que la 1 '>rr<-L'tmn de l^-p'flitre est m»ins exacli- que eill'' d'Euler : W a.f'.-rrixit.. relativement à la projrction parabolique. »ort comme G a 5 et d'enviton ,',, i ^ di's parties d'ordi'ii[i'<s.
Pour mettre liort de doiilr la plus (rrande exariitude de la méiliiute pr"p«*i*e. sur nlbs d'Kuler et de l^(,">n<lre. il nudira de fii'i lifer le ca«. ou la vil'',*se lerait tn-s-r^ible. le |ir"j-i lili' in-»l-'urd. rt nu par conséqurnl la Ira/cliure ne dilTi-reriit pit seii-i-
de la projection horizontale d'un arc de trajectoire serait
C — ^((/) tangO — fângO'
clog
c-e(o)- f(o)-ew '
Quant aux ordonnées, nous avons trouvé pour - le rapport
if
y 7(tang'e — tang*0') ~" ^ ^(tangO + tange')*
127. Degré d'exactitude des diverses méthodes. Pour juger de leur exactitude, coniparons les trois méthodes entre elles au moyen des rapports qu'elles donnent: i<* celle d'Euler. 2« celle de Legendre. 3° la méthode proposée. Nous choisirons les arcs de 60» à 55°. de 45° à 40°, de 25 a 20" et de 5« à 0°, et nous aurons respectivement pour ces quatre arcs et pour leurs différences avec la correction proposée regardée comme la plus exacte :
DÉSIGNAnOIf DBS ABCS.
io COS
2oc
O-fO'sïCO-O')
(tangO - tango') e(0)-?W '
Oif.
4Sà40*
Dlf.
mr.
0|0,99aS83 0
WL
En comparant entre elles les corrections qui résultent des méthodes d'Euler et de Legendre et de la méthode proposée, on voit que la correction de Legendro ne diffère pas sensiblement dé cette dernière, pour les petites inclinaisons ; mais l'approximation diminue à mesure qu'on s'éloigne du sommet de la trajectoire. La différence est partout plus grande dans la méthode d'Euler. et surtolit pour l'arc de 0° à 5° ; elle est encore double pour l'arc de 20° à 25° ; elle en est les f pour l'arc de 40° à 45° et les -pf pour celui de
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*•> à 60*. Compirée i la quaniilé cherchée, le tësultat de la iL.'iliiHie d'Eulcr difTère du résultat de h mélbode proposée res- ['Oti^Fineat de rrîï. ri'ïî- rn ■ îiï P""'' '^s ^i^s de 0° i 5", de i" i 2>. de 40* à 45". de 55" â 60°, Les diiï^rences sous les pivÀi 3Df;les De sauraient être négligéf^.
Ct\\e ubservalion fait voir aussi que pour appliquer conveoable- B>'ni [i mélhode d'Euler. même avec la correction de Legendre, lI d' rjudrait pas prendre les arcs d'un pareil nombre de degrés ^l : 11' qiif rot leur inclinaison, mais qu'il faut d'autant plus resf-ntr les divisions que tes angles sont plus élevés, comme nous i n-M fait dans l'applicalioD au tir sous les grands angles, lorsque '■i tv^istauce de l'air était exprimée par deux termes (77).
in opérant pour les ordonnées comme pour les projections horj»nial<^. on aura pour les valeurs des corrections dans les trois n ' '.^ixles Ifs quantités coatenucs dans le tableau suivant :
ib a iO
BIT
ut;
K.CTMOri
Dlf.
rrt.
l,(il.Hil9
i,Mj:a>l
>.Si;ilsi
OiPïliRr
i:VG
Il.(ft.tfl0«
._ I»-»' ii+tï
^J^UiM
i.Ktewi
o.awîsi
.,oi»n«9
F.II rt^ardant. d' après ce qu'on i déji dit, la mélhode proposée - -.tif celle des trvis qui donne la plus grande exactitude et en > ')| ,-.ir<anl en conséquence le résultat des autres, on verra que ',•■ rr-ction de Legendre est moins exacte que celle d'Euler; les : 'rrcif». relativement i la projection parabolique, sont comme ''• ) 5 et d'environ ,',^ i rr* des parties d'ordunnéfs.
fo'jr mettre hors de doute la plus grande exactitude dn la mét' «V proposée, sur celles d'Euler et de Legendre. il suffira de ' -.'■ '--rcr le cas ou la vitesse serait très-faible, le projectile Irés- ■ .ni. ^t on par conséquent la trajectoire ne différerait pas sensi-
blement d'une parabole. Dans ce cas, la méthode proposée donnerait exactement les abscisses et les portées , tandis qae la méthode d*Euler et celle de Legendre donneraient des abscisses ainsi que des portées trop grandes et des ordonnées trop petites, dans les rapports qu'on vient d'indiquer.
Mélhode des séries*
128. Méthode des séries. La seconde méthode qu'on a appliquée à la solution du problème balistique donne les quantités cherchées en séries procédant suivant les puissances succe^ives des quantités données par la question, de façon que l'excelleDce de la méthode et le degré d'approximation qu'on peut obtenir dépendent du degré de convergence des séries et du nombre de termes qu'on calcule.
Résultats de Lambert, Lambert ' est entré le premier dans cette voie ; après être arrivé par des moyens analogues à ceux d'EuIer à l'expression de dx en fonction de p, déjà obtenue.
il fait voir que cette fraction étant résolue en une série procédant
suivant les puissances dey (fpV^l+p', on arrive' à la valeur
de X en fonction de l'inclinaison et des puissances paires de la vitesse ; il obtient une série semblable pour l'expression de la durée du trajet, et montre que la valeur de y=spdx n'ofifrirait pas de termes moins compliqués.
« Histoire de rAcadémie royale de Berlin, pour 1765; Mémoire sur la résistance des fluides avec la solution du problème balisLi(iuey pages 102 à 188.
' Idem, page 167.
(1) t/ = a;tang<j.—
4/icos'^
i+ô hô-ll ) +Q-7^( ) +«tc.
3ccos9 3.4\ccos9/ ' 3A,o\ccos^J
sin^ aï* sinç x'
■^273^4 c/icos> 2.3.5 ch^ cos^^'^^ '
■h etc.
' 2.3.5.8 c/i'cos3<^
+ etc. +ctc. j
C'est par le facteur entre pareqthèses que cette expression de y diffère de ce qui aurait lieu sans la résistance de l'air; la pre* niière ligne de ce facteur n'est autre que la fonction que nous
avons représentée par fT J (66).
En conservant ce terme seul et en négligeant les autres, on aurait l'équation d'un très-petit arc de la trajectoire; celle-ci se déduirait également de l'équation que nous avons déjà obtenue (68). dans la même hypothèse sur la résistance de l'air pour un arc d'une certaine étendue, en y faisant le rapport a de l'arc à sa
projection égal à celui du premier élément qui est séc9 ou .
Les termes autres que le premier sont relatifs à la plus grande étendue de l'arc.
129. Portée horizontale. Pour obtenir la portée horizontale il faut faire ^=0 dans l'équation précédente, et en tirer la valeur de X ; Lambert obtient par le retour des suites et en faisant pour
. 2sin9V* ^ cg simpliner = ç et -- =*».
cg V*
+ -j^msiB9f^ — ï^msin(pî^+elc.
— ëVw'co8'<Pf^ + etc.
+ etc.
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Cdte suite esl peu convergente, i moins que V ne soit très-petit ï ;*)ratiTefflent i c. ou que 9 ne soit lui-même très-petit. Suivant
bnl-^rt. elle est applicable au lir sous les petits angles au-dessus
<!' 1 horizon, comme celui des canons.
En remarquant que ( est facteur commun du deuxième membre
'iqu^ ce facteur multiplié parecos9 est égal à Ssin^cosV —
u a la portée dans le vide, portée que nous appellerons X'.
X' 2sin<^
•• ..rrijuanl alors que f = • que m = — ; — . on aura
CCOS^ ç
- x^x'Fi-^ J^+A/JLV+llr-^V+etc
L 3cco8^^36Vcco8«>y ^270\ccos<^/ ^
6 CCO89 90 Vccos^/
+ etc.
— :r:8in' <r
C() ccoso
+ etc. + etc. j
La (iTpmiere ligne de cette'expression se rapporte à un angle .' f rijeciioo peu élevé et tel qu'on le déduirait de l'expression ..• Duus avons obtenue (art. 83). en y développant ift>(x, V). en
-^fi2Qt X par le retour des suites*, et en y supposant ensuite '* ''^Mince de l'air proportionnelle au carré de la vitesse, puis en : '«•i^Dl le rapport « de l'arc à sa projection par celui du pre- ' r » .rfinent ou séc P. Les autres termes tiennent compte de la ' •- tDode étendue de l'arc : mais ils sont incomplets. Lambert -'•t D'avoir pas remarqué que la valeur de m contenant ç au . iiii'.ateur. il en résultait que dans les termes où entre cette . < '«f. la puissance de i se trouvait diminuée; par suite, les ■' . ^ ••*nt incomplets à partir du second et la formule de Lam- >*••. 'y jM.ut pas servir telle qu'elle est.
T''*. hcltnaiâon, Lambert, par la diiïérentiatioQ de la valeur -- - relativement i x. trouve la valeur de l'inclinaison de la
\ ir b première édition, celle de 1848 (art. 74, (*q. G), page 100.
trajectoire en un point quelconque; elle devient, par les mêmes substitutions que précédemment.
(3) tang 0 =: tang 9 —
csinqp/ x \' csinÇ/ x \^ if h VccosÇ/ Sh \ccos<pJ
+ etc. + etc. I
Sous cette forme, on voit que le premier terme donne
^ ^ 2/tcos>
l'expression de l'inclinaison qui aurait lieu sans la résistance de
l'air; la partie entre parenthèses est donc le facteur qui tient
compte de cette résistance ; dans celui-ci. la première ligne n'est
autre que ce que nous avons représenté par F'f J et qui
donne l'inclinaison lorsqu'on ne considère qu'un arc de très-peu d'étendue.
131. Durée, Lambert obtient aussi pour la durée du trajet, une formule qui, par les substitutions que nous ]f avons faites, devient
Vcos<^
csin^/ X Y ^ csin«/ x \' "'TShK^ccos^) ~"273^nr"\2^côs^J '^^^^'
, i /CC0S<|>\*/ X \' . ,
+ etc. +etc. I
Sous cette forme, comme dans ce qui précède, on voit que le
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}>r'UiUfr facteur est la durée qui aurait lieu sans la résistance de . éit, H que le deuxième donne l'influence de celte résistance. L^bd Celui-ci, la première ligne n'est autre que la fonction que
:-is rppré>entons par P f- j et qui à elle seule donne la
t^r^e I = F I ) , relative à un arc de très-peu d*é-
\c0s9 \2ccos9/
î' .tj Je.
ir>2. n^mliaitie Borda. Borda*, en partant des deux valeurs
1» X et de y
~J fdpV^^p^ ^^ ^ J J
cpdp
dpV'A+p^
I a!.^«i cherché à expnmer y par une fonction des puissances *. .'^^iMS de l'abscisse x, et au moyen des coefficients indéter- *. • > d a Iruuvé la valeur suivante :
I / sin* 1 \
ti\ iWi' cos49 ~" ic'h cos4 9 /
I / sin^
' til)\c'/i'cos*? Ic^h -I- ctr. + etc.
■""■""" — . ^-^^— ^— I xr ^" etc
«' :.'- f'piUion peut se mettre sous la forme déjà obtenue '1^. »•]. \) d'après celle de Lambert, et elle donne lieu aux
f '">. H^xuUaî* de Temjielhof. Tempelhof * a traité la question
' *»'jr U rnlirbc diVrite pai les boulots et les bombes, on ayant 1 a la r«'-^i>t;inrc de Tair, par Dorda; Mémoire do TAcadéinic - !. ••- «b* rari>, |K)ur I7<il).
' V ' .. !M- Kiir It* problôino balii(ti(|uo ou sur le mouvcroont d'un • li-i> un riiilh'u n^istant on raison <lu carn*' de la vitesse.
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du mouvement des projectiles dans le cas où l'oD suppose la densité de l'air variable, soit suivant une fonction de l'inclinaison de la trajectoire, soit suivant la longueur de l'arc parcouru, soit enfin avec l'élévation du projectile au-dessus de la terre. Il traite ensuite le cas où la densité est supposée constante.
Partant de la relation finie qu'on obtient entre la grandeur d*un arc et ses inclinaisons aux deux extrémités, il cherche par la méthode des coefiicients indéterminés la série qui exprime o; et y en fonction de e', de Tangle de départ <P. et de la vitesse initiale V. Les formules étant très-compliquées et l'arc n'étant pas la lon^ ^ueur qu'on a à considérer dans les applications, nous ne donnerons pas ces formules. Nous aurons d'ailleurs à en rapporter d'autres de ce genre, beaucoup plus simples.
Tempelhof donne encore d'autres formules relatives à la portée sur un plan horizontal et à l'angle de chute, que nous ne rapporterons pas pour les raisons qu'on vient de donner.
134. Résultats de Français. Français', dans des recherches non publiées sur le mouvement des projectiles, s'est attaché de préférence aux méthodes d'analyse qui ne négligent rien, conservent dans toute leur intégrité les données et les formes, et qui ne sont approximatives que par l'impuissance où l'on se trouve de revêtir certaines expressions de formes finies ; c'est par le calcul des dérivations, à la naissance duquel il a assisté et même coopéré, et où il a trouvé, dit-il. des ressources inespérées, qu'il a traité la question balistique. Il ajoute. que cette méthode lui a permis d'arriver à des formules qui non-seulement n'auraient pu être trouvées par l'analyse ordinaire, mais qui ne pourraient pas même être figurées.
Au calcul des dérivations. Français a associé une espèce particulière de difTérentiation qui lui a permis de tirer, presque sans peine, des formules remarquables qu'aucune autre méthode ne
' Recherches sur le mouvement des projectiles dans les milieux résistants, par F. Français, an XIII. Manuscrit appartenant à la bibliothèque de TÉcole d'application de Tartillerie et du génie à Metz, et dont copie a ét<^ adressée à l'Institut de France.
saonit dooDer aussi immédiatement et d'une manière aussi
i> iîe.
Iks deux équations du mouvement. Français déduit les deux cqoatioDs connues
{'i) dpdx + gde=sO et dpcU — cd*p = 0. (6)
dp ds
L'équation {b) mise sous la forme dlog-p>=»*- , donne en
dx c
itr^ranl
dp ^ -
dx '
B éunt une constante dont on trouve la valeur B = —
2/ico6*f'
urla condition de satisfaire aux données relatives au point de i'part: ce qui donne, en faisant, pour simplifier les expressions.
dp ^ ew
</a? S/icos*^^
ds
] a^ne psr tange, et -p ss (coso) "' on aura
dp I dO
dx co8^t*d«'
i-4t qui substituée dans l'équation (c) donne
d9 eMds 1
a «' a 2^ C06* 9 2tVi cos* <^
r-dr",
•i Uiuot — : =: m on aura
do — ^zs^mdeii,
'. «n mtégrani
cos'O
Si la première intégrale est prise de manière à disparaître lorsque « = 0. ou lorsque 0 = 9. il faudra que C = m d'où
dO
dont il faut tirer une valeur de s en fonction de 0 et ensuite les valeurs de x et de y. Mais avant d'aller plus loin, nous devons expliquer la valeur des notations qu'emploie Français.
135. Votûtions employées par Français. Si f{^) est une fonction de 9, la différentiation de cette fonction, dans laquelle, après Topération. la différentielle d<p serait remplacée par une certaine fonction, qui sera ici cos'<^, sera représentée par )^/*(^); d'après
cela. ;;>f(«>)=^cos'<»>.
En différentiant de la même manière cette première dérivée et en remplaçant de nouveau d^par cos'<^. on aura i^YW '• répétant la même opération sur ^Y(<») on aura ^Yt"^) et ainsi de suite. De plus, introduisant la cédille sous la caractéristique ^ pour exprimer 1.2, 1.2.3. 1.2.3.4. on écrira
Vm pour jL;^Y(<^) ; îVW p«"r74:3^vw-..
En opérant de celte manière pour f(<^) = sin<^ et pourf(ç) = cos<^. on trouvera les résultats ci-après qui serviront dans tout ce qui sera dit sur cette partie des recherches de Français.
(6) ^ sin9=cos^^
0'sin<^= — 4cos^^sin<f
;D' sin <> = — 4 cos*^ <? (1 — 7 sin' <p)
Û*8in^=8cos*'^^sin^(H — 35sin'<^)
0^sin9=8co8'*9(H— 226sin'<^+455sin<<?)
::^^ sin ^ = — 64 cos'^ sin 9 (73 — 623 sin* 9 + 91 0 sinS)
;^7 8in^= — 64 cos'^<? (73— 2964 sin'<P + 15141 sinS
— 17290 sinS) etc. etc.
Un obtiendra de même
T i cos« = — cos'<f>sin^ *'cos^ = — cos*^(l — 4siD"<^) Z* cos 0 = cos' ^ sin <r (1 3 — 28 »in* 9) ; Vos 9 = cos» <? ( 1 3 — 1 88 sin' ^ 4- 280 sinS) ;;^cusa = — eus" sinç (493— 3188 sin'^+36408in%)
V* eus <»= — cos'S(493 — 15480 sÎD» ^M- 62832 sin*^
— 58240 sinS)
i- cos 4 =s cos'^ <^ sio ^ (37569 — 483528 sin'9
+ 1417584 sin^o -1106560 sin^f) Kc. elc.
Oo pourrait calculer les fonctions représentées par les caractéf.^tjqu«s d. ;j*... des cinq ou six premiers ordres pour un certain : 3ihrc d'aogles suffisamment rapprochés ei en former des tables.
Vutci les valeurs des cinq premiers ordres que nous avoas i.cul»-es pour les angles de 0*. 5*, 10<>. 15*». 30«, 45» et 60* :
Table des valeurs des fonctions Osin^, O'sinç. Ocosq^, O'cosqp pour diverses valeurs de ç.
^sin<^
^^'sin^
0*sin<^
;:)^8in<^
— là. 06879
;:)'cos9
O^COS
O'cos^
US
Les sinus des angles de 30'. 45* et 60® pouvant être exprimes d'une manière simple, les dérivées des différents ordres 0, O'. ^^..., le sont également. Nous en donnons les expressions dans le tableau ci*après :
TuuxAC des valeurs des fonctions j^, ;^%... pour les angles
de 90», 45» et 60».
lt
Oftinf
:)«8iaf
O'sinf
IZ
;:)^8in^
Ol 0
Z^cos^
!^'cos^
2>'cos<^
^*cos<^
;)*sin<r
3V3.il
^'cosf
Al. mo)en de ce$ valeurs, les termes des séries qui se rappor-
V'.: aux an^slcs de M^, 45* el 60^. les plus en usage dans le tir
■ * t^nU^. pourroot être exprimés trcs-simplemcnt.
1^'. Vaiturs des alneisses et des ordonnées en fonction de la
v;«ar des ares. Au moyen de la difTérentiation particulière
'• . ' J'^t? parla caractéristique 0. Français est arrivé aux résultats
» »ir,u
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(8) y=sin9.s — mZ>s\i\^f(e<* — l)ds + w^5*sin<?/{e«'— !)'</<
— mV8in9/(e«— i)'(i<+etc.
— m^5'cos<?/(e" — 1 )'(fs+elc.
Dans ces expressions les intégrales doivent être prises de maDière à s'évanouir avec ». Or. il est facile de faire voir que si A est la caractéristique des différences finies se rapportant à la seule variabilité de t dont la différence Ai := i. on a
etc. etc.
Les équations (8) deviennent donc en y introduisant la caractéristiquo F et en rappelant que is = *
(9) y = « 1 8in<;. — ^ ts [m 0 sin 9 F {is) — 2m»5' sin ^ A F (w)
+ 5m^^' sinV A^ F (is) — etc.) f .r = s I cûs <? — -7 i« [m 2> cos<^F (ts) — 2m'5'cos <pAF [is)
3m^5^ cos 9 A' F (m) — elc-l }
Les équations (8). (9) sont des équations à la trajectoire exprimées en 1/ et j ou en x et s.
Il est très-remarquable que par l'emploi de la caractéristique ^. l'ordonnée y soit exprimée en sin<?. comme x l'est eo cos 9; c'est une symétrie qu'on aura lieu de remarquer encore plusieurs fois et que les méthodes employées jusque-là n'avaient pas permis de reconnaître.
Quoique Français ait énoncé que ses formules étaient trop
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:•.' i; |M«'»'^ pour les ap]ilicaliuns. on peut voir cependant qu'avec ii ^ Tjl.tMMtion qu'a introduite la fonction représentée parla caraci ^'i< juc F que nous avons rencontrée dans la plupart des formules 6 t.'l.>iii{ue. el au moyen de tables comme celles que nous don* z '.i (tâb. IX). les opérations sont bien simplifiées. En eflet. pour j\.!cr les divers degrés de AF(t«). il suffira de calculer le
r.: I rt - ou i$, de le multiplier successivement par 2, 3. 4. 5....
- rUrcber dans les tables les valeurs F(f«). F(2t«). F(3t«).
\ i'O: d>n prendre les différences qui seront A F(ts), A F (2t«).
-t" ÔK,....; les dilVérences de ces quantités donneront A'F(w).
^ 'F ^ts)... . : les différences entre celles-ci donneront A ^¥{is)..,,
'1 4. .si de suite.
i>o optTerait de même pour une seconde valeur de m. et en
-: .^tsv^nt les valeurs de $ de façon que û soit contenu dans les
' . «.et que par suite les multiples de cette quantité y soient
. ^M. 1^ calcul de F {t«). AF(i«).... F(2i5). AF(2w).... se
r ..u*a à des opérations extrêmement simples. V sr.i aux fondions exprimées par la caractéristique ^, en en ' - .rit une table pour des angles sufllsammcnt rapprochés, comme
' > ! a\iMi.s fait pour les angles le plus en usage dans le tir des :*^ el pour les cinq premiers degrés, les calculs cesseraient
' •- rofiipîiqués. Tour les angles de 30. 43* et. 60" l'exprès-
^t beaucoup plus simple que pour les autres.
*' arn\^ encore à une expression très-simple des coordonnées
« :.w rs points de la trajectoire au moyen de l'angle asympto-
..'. r rst-i-dire de l'angle que fait avec l'horizon l'asymptote
. :i braLche a>cendante de la trajectoire; cet angle étant désigné
-' «. qui se calcule d'ailleurs facilement comme on l'a vu (118)
• . *:• \fn des tables de fonctions £(<^). on aura
' >iOi ^sin^+fA'^sin^-hm'^'sin^ + ^^^^^sin^-t-etc.
:l ysiMn/ â—^sin) "(«<•— l)+iysinx^(<'*»—l)
fYl fît*
— P'cos>— (e"«— l)+elc.
Nous pouvons donner à ces formules une expression plus simple par l'emploi de la caractéristique F' (69) et écrire
(12) y = «[sinx — ;:)sinxinF'(i«) + 5>"sinxm'F(2M)
— 5^sinxmV(3M)-+-etc.j X = «[cosx — ;:>cos>mF'(«)+5»cos>ni»F'(2tt)
— ÎJ^ cos X m^F' (3w) + etc.)
137. Valeurs des ordonnées et des abscisses en fonction de Tinclinaison. Français est arrivé aussi à des expressions des coordonnées de la trajectoire en fonction de Tinclinaison de la courbe en chaque point.
On a vu qu'on avait / — ^^sm^e** — 1) (134. éq. d). En
p dB désignant par 5(0) la valeur de l'intégrale / — j- prise de manière qu'elle s'évanouisse avec o = 0, c'est-à-dire en faisant (76)
1 sinO
Ç(ô) = h îlog.tang(45® + {0). l'arc s étant compris entre
le point de départ où l'inclinaison est ^ et celui où l'inclinaison est 0, on aura
on en tire
m + f^ — fO ^ , m + Ç^ — Çe eu=s — 1 — I et 8=3clog — ■ ^,
et d'après les équations (11) on aura
(13) y = c|sinx[log(m+e^— ee) — logm] — ;;)sinx(e<^— ee)
+iî"sinx[(fn+f^-fo)'.mViy8inX[(m+f^-{e)^-m^l
+ elc.j
r = f|cos;|log(m-hîv — ?o) — logm] — ;)Cos).(f9 — {6)
+ etc. l
<>< fi^rmules foumisseot des expressions assez simples de la . .'. \}T du jet Y et de l'amplitude de la branche ascendante X ; • j fjîsani • = 0. et. partant f (O) = 0, on aura
îl Y= rJsini(log(m+f9) — logm) — ::)sinx^<p
H- ^:?'sin> [{m + |qî)3-m'l -T^'sinx \{m +(vY'm'\
+ etc I
X = c|cos>|log(m + M — logm) — Osin)f(p
-Hi:;'sin;[(m + £(p)»-m'l-^5'sin)[(m+f(p)*-m*|
etc. I
\'»S. Equation de la trajectoire. Après avoir établi différentes
L.!'5 f»our ralculer les coordonnées et les abscisses de la tra-
rc au nio\en de l'arc s ou de Tanglc tangentiel o. Français
' «'* a la partie la plus épineuse du problème. Télablissement
' ''q;M)on de la trajectoire en x et en y S'il est au-dessus
. - forces de TanaUse. telle qu'on la possède, d'arriver i une
.»'! D finie de cette courbe, on peut cependant en avoir l'cx-
' ««i*io fo séries, sous plusieurs formes très^diiïérentes. dont
' « be donnerons ici que les plus remarquables et celles qui
- .^fbt présenter le plus d'utilité.
t'vur ) arriver, il faut éliminer « ou 9, entre les valeurs de y ' > X qui les contiennent. En employant, à cet effet, les for- -^ du calcul des dérivations, Français est arrivé à l'expression nie:
:io
(15) y = tang^.a:
1 if X y
L2/ic'"^(2/i)'c (2/i)'^c'®^"^ (2h)'c"^ "^Jlcos^j
i .2.3.4.5.6 b/ic* "*" {^yc^ [ {2hyc^ {2hyc) ^"t
(2A)'c2 (2/i)*c JVcosçy
i ri 32 3 / 26 18 \ .
1. ^2.3.4.5.6.7 b/ic*"^(2;i)>c' ' (^lyc' \{'2hyc*^ (Viyc^T^^^
— etc. etc.
Français donne encore les termes en ( ) , ( ) .
\cos<?/ Vcos<^/
( ) • q"6 "o"s ne reproduisons pas ici à cause de leur
longueur.
Borda, comme nous l'avons dit (132). a donné les cinq premiers termes de cette expression de y qui. suivant lui. snfBsent pour déterminer les portées des bouches à feu lorsque la \itessc n'excède pas 65 mètres par seconde ; vitesse très-faible et qui n'est utilisée que dans quelques cas.
Celte formule, lorsqu'on fait sortir le terme •- , donne
4ftcos*^
pour les termes de la première ligne verticale le développement de
F( ). que nous avons fait ressortir dans les formules de Lam-
bert et de Borda, et elle prend la forme suivante lorsqu'on y rem-
ice Dour simplifier les expressious, -- par c, et — parx,:
+ — 7-t[<'i' — 4o,sin^ — c.^sin'^lx,*
+7TTT.l'7<-.'— 0^^i-^3r,^)8m*— Sc.'^sin»^— 3c,'8in»^]x/
+ jj4^[32r.' -3c,«— (a6c.-18o.»)sin<,+(2c,^ +18c/)sin»*
*....V-u[»g2f.'-3:k/-(57c.-3Cc.'-H45c,')8in»
+(r>8c.»+i80c,*)8in'^— (70c,*— 150c,»)sin'f
— l-iTc/sin^ç— 105f,'sin^o]x,«
^ -: i 5 G 7 8 cj[^^»'-^^>'+^«' -(1t>0c.+216r.-^H^G0Cc.'^)sin9 +(3.i:>r,'+1140c,*-€75c,'-)8in2^-(280c,-^-2208o»)8m*^ — (04V/.157jr.«)sin*9-1512r,*sin^9-ÎVi5r,«sin«<^]x,' + etc.]
Frirtçiis a encore calcule le terme en r,* que nous ne donnons
î"9 .4ii/rf équation de la trajectoire. Français, par une appli-
- n diiïérenlf» du calcul des dt^rivalions, est arrivé à une for-
<{ui r^\ trè^-rrniarquablc et qui contient aussi ce terme
..' r."*iH \<'nons de signaler: en l'isolant et en introduisant la
éi l'H^^lique F. on obtient
iy. :j*.u/n ^» du luaiiubcrit.
92sin<p — 2^118 + ^^ jcos'çc, — 81 sin^cos'^cr
-^3 [5 7-]cos^c,-M(l— c-*i)^
V cos'9/ J
'^^^('^'~^^) sin<?cos*9c,*](l-e-*ô< + etc. +.etc.|
Français a obtenu une autre série * dont les deux premiers termes sont les mêmes que dans celle-ci ; elle est ordonnée suivant les puissances de c et poussée jusqu'au terme c^.
M. Otto ' a obtenu aussi une série ordonnée de la même manière et dont il donne le terme général.
Nous remarquerons que 1 — e~*' = tlul — ^ïl^ Or.
d'après ce qu'on a vu (06). on reconnaîtra que le rapport de F{:p,) à e" est toujours plus petit que l'unité et d'autant moindre que X, est plus grand ; on reconnaîtra aussi que ce rapport est peu au-dessous de l'unité quand ^, est petit. Le terme x^ étant ainsi en dehors, on voit que la quantité comprise entre les accolades I I est ordonnée suivant les puissances de x^ ; quant à
la partie en dehors elle contient le coefficient et a pour
' 4Acos'ç
valeur
5"<p *2.3.4/icco3*<pV ÉJjpi /
4/icos"^
Portée horizontale. Français a cherché aussi la portée
' Équation 63 du manuscrit.
■ Théorie mathématique du tir à ricochet; 1833, traduit de Pallemand par M. Rieffel , 1845.
-.1 UD plan horizontal. En la représentant par X on obtient' ITi X^2/i8in2f
^rm M/ c \'-|/2/isiny\< [-262 04 / c \» "^LK)"'45\2/IJ Jv c / "" 1567^189 l'î?; y
4 Y g \^/2/isin(p\^
M^aiO 3008/ c \' 2 / c \^/2;isinç\^ , )
^.I^-4725l27J"i75C«ÂJJ(— ;-]-^^^- ^^^ !
pjcs cette expression. SAsinâç n'est autre que la portée dans
. V. 2/»sin^ , , , X' - '•:je X', et est égal a . Cette formule est peu
c CCOS^
. 2/isin(p X' ...
'urgente à moins que ou le rapport soit lui-
c ccos^
-.e peu considérable.
lit. Vitesse inUiale. Français a aussi cherché une expression .' Il >itrsse qui produit, sous un angle donné, une portée don- 't fur uo plan horizontal. Représentant par X la portée qu*il
-st*. introduisant les caractéristiques F' dans son expression
'. ^aM pour simplifier = X.. on aura
MU'Ç
-6(:vxi+l)j]
*" -^^m 5ô du iU(iiiUM:nt. ' Equation (57 du manuscrit
+ 55g(|^)'[(i3e3Xi+63eSXi+135eXi+i49)(FX.)'
— 2 (46e3X I + 369e2X I + eOOeXi — 475 + 36X . e«X I
+ 468X,cXi -1- 48X.2cXi)(FX.)' + 4(100e3Xi -f 828cSX, — 705eXi +47 -|- 306X , c^Xi
+ i98X,eXi + 48X.'eXi)F'X,
— 24(64c3Xi — 42cSXi — 10eXi + 3 + 48X.c2Xi
— 6X eXi + 4XreXi)
— -A-.[(5c8X 1 — 27e2X I — 243eX i — 275) (PX , )'
— 4(4€3Xi-^72c«Xi— 2ÎHeXi— 46— 36X,eXi)(FX,)'
— (i3c8Xi + 765c2Xi + 969cXi- 127+288X.eXi)F X .
+12(2e3Xi + 42c3Xi -I- 4eXi— 3 + 12X . cXi;]J
+ etc. etc.
Cette formule offre la solution de cet important problème : Etant donné Tangle de projection <P. le coefficient de la résistance c et la portée horizontale X. déterminer la vitesse initiale.
Lorsque l'angle de projection <p est très-petit l'on peut négliger la troisième puissance et les puissances supérieures de sio^ devant la première; cos^ étant sensiblement égal à l'unité, la formule se réduit à
c 2sinç 2csin<Pcosq>
ou
2h X.FX, ^^/Xx
d'où
2sin2p
ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé directement pour ce cas particulier (111).
Si la portée X est peu considérable, si en même temps le projectile est de fort calibre, c'est-à-dire si c est tros-grand. pourvu que l'angle de projection ne soit pas très-grand luinnéme.
i'r< — ^ — ou X. est une Irès-petile fraclion, alors aussi é^\
f'X,. FX,. peuvent éire regardés comme égaux à Tunilé; il en pM.lte que dans chacun des termes entre crochets [ ], facteurs 'J(^ Ji\crses puissances de sintp. les termes facteurs de X, et
•if . ainsi que les autres termes, se réduisent chacun en
,<r^' ulier â zéro : de sorte que la formule se réduit à
'isintip'
' '\n\ tr^t la vitesse qu'on obtiendrait dans le vide. Cela devait
:r : rR:ii^ il n'était pas inutile de s'en assurer, vu les nombreux
1 .!il, liLjtfurs numériques qui se trouvent dans cette formule.
\ . ' lant h* cette valeur de A = -— dans le cas particu-
r .'u milieu non résistant, la formule peut prendre une exprès-
28in? c
• 0 |.ius simple: remarquant que ;— - = _ , ,_, , on aura
:i^îrFx:i*"^4V2ÂTx7/ ^""^'^TiVlJmr) f" "^
//FX.
I '.• f . :•»• r^rmule on n'a pas écrit les termes renfermés entre
> j I iU doivent être pris dans la foroïule précédente.
! \t Lrf*]urnr de Varc dont la projection est donnée. Français
• ' ^\L i iir la lungueur d'un arc de la trajectoire compris entre
;.'.' fi uu point dont l'abscisse est x, la relation suivante, dans
^ a (r>l unt* quantité arbitraire :
l'inclinaison est de même grandeur qu'au point de départ, mais en sens opposé, en changeant e^ en {^ + "— -")^'
La formule qui précède peut recevoir des modiGcatioos qui la rendent plus comparable à celle du mouvement dans le vide, ou à celle que nous avons obtenue pour les petits arcs. Pour cela.
CC771 \ — — is
— )*cos<?(e' — i)se 9 '
transforme en -Fm --] ; faisant subir cette transformation aux
autres termes, on aura l'expression suivante dans laquelle devront être substituées les quantités entre crochets [ ] de la formule précédente :
xi'-5^7i^«"-^'(i)-3Sr,7{5)w[''(é)]'
8 CCS
+etc. etc. J
Dans cette expression, le terme en dehors de Taccolade est la durée relative au mouvement qui aurait lieu en ligne droite sans l'efTet de la pesanteur; le terme entre accolades qui renferme Tangle de projection et le coefficient de la résistance de Tair
donne la durée due à Teffet de la pesanteur ; le terme — est
égal à
Ces divers résultats auxquels est arrivé Français sont très-
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i"iijr.]u3l)lcs par leur symétrie, par les nombreux termes cal- ' iô et par la loi de leur formation. Ils ont acquis une nouvelle ^ :;>iiriié par l'emploi des caractéristiques que nous avons adop- (cf*^ H «{«'Nienoent plus facilement applicables au moyen des tables •;']>• n.'us avons données.
§iv.
til Méthodes d* approximation, La méthode d'Euler et les ' r 'j .1rs qui donnent par des séries les valeurs qu'on doit déler- • 1 dans les problêmes de balistique, exigeant des calculs trés- .^ 1rs géomètres ont cherché une autre voie et ont tâché :vnir des formules plus faciles et donnant en même temps '" 4;'pro\imalion suffisante.
T\ d*P ds
1/ i^r^ie de Borda. Borda*, considérant que l'équalion — = —
dp c
" ' !'So à l'intégration, a pris pour la densité de l'atmosphère, .. 'i.t.v dans le coefficient de la résistance, une fonction de l'in- - -'U telle que l'intégration devint possible et qu'en même ' ',^ la densité n'éprouvât pas d'anomalies trop considérables. ' '^> 'U:' voie dans laquelle sont entrés après lui plusieurs géo« " r-i qui y oDi apporté de grands perfectionnements. La fonc- > • '\i\ a conduit Borda aux équations les plus simples est
"Cl ^ dans laquelle « est une quantité arbitraire,
'iranl donc la densité S de l'air par ^ ou, - par
■ il di^termine « de manière qu'au point de projection
• = ung9 la densité qui résulte de la supposition soit égale j*;ié \érilable. c'est-è-dire qu'on ait , = 1. d'où
V •*••-• r#»< dé* V AcaiV*uMe des scirnces de Paris, pour Vannée '*'*. Hirla r4>url)e décrile ptr les boulets et les bombes, en ayant J a U rr*«i^tance de Tair.
résulte a = . Par là, la densité de l'air est variable en chaque
cos<^
cos6 point et égale à 5 .
Par la substitution de 7== à -, l'équation ci-dessus,
en remarquant que d« = rfxVl-hp\ devient
d'^p \ ds \ dx
et, par l'intégration. Borda a obtenu pour l'équation de la trajectoire
1 cos6
La force retardatrice •« est supposée exacte aux environs
ccos<?
du point de départ ; mais elle est trop grande dans la partie supérieure de la trajectoire ; elle redevient exacte dans ta branche descendante au point où la courbe a même inclinaison qu'au départ, puis elle est supposée trop petite dans la partie qui suit jusqu'au point de chute. Borda pensait par h que les erreurs étaient assez bien compensées ; cependant l'amplitude et la hauteur du jet sont trop petites. Mais si l'on calcule séparément la branche descendante, en partant de la vitesse au sommet qu'on peut calculer directement, on diminue l'erreur sur l'amplitude totale.
Cette formule de Borda peut être ramenée à celle que nous avons déjà donnée (110), en y introduisant la caractéristique F; elle devient alors
^ 4/ïcos*(p Vccosç/
145. Formule de Besotit. Besoul' est arrivé à des équations de même forme que celles qui résultent de la méthode précé-
• Cours de mathématiques à V usage du corps royal d'artillerie. — Mouvement des projectiles.
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d^'Dte. mais par des coDsidératioDS compliquées : elles reviennent I remplacer par une quantité constante une quantité qui est variable 2\rc rinclioaison des diverses parties de la trajectoire, c'est-à-dire que Besout représente par a la quantité
^ 4tang'|e + -;Vtang^^e + 7^tang^io+fttc.
1— tang'^o
ti qu'il choisit pour o la plus grande valeur qu'elle peut avoir, c «^t-â-dire t . L'équation qu'il obtient peut se ramener comme U précédeole i la forme suivante :
f/ = xtang^ — — ^-;-F(~).
4/icos'<^ \ c /
l! îTiontre ensuite que la quantité a est équivalente à
^séc^ + -i cot^log(45* +{9). 7J« nous avons représenté au moyen de la caractéristique ;
jr
Bfxjut donne ensuite une table de ces valeurs et il propose un c ;fn d'a\oir é^ard au changement de densité de l'atmosphère : Bii^. par ce moyen, l'erreur sur l'amplitude est plus grande que ')*.<cd on suppose la densité invariable.
UG. Méthode de Legendre, Legendre ' a proposé plusieurs r r.fid^ d*ap|iroximation pour obtenir l'équation de la trajec- '• r^. en faisant une supposition sur la variation de la densité
■' lair. La principale est fondée sur cette formule ,
cTu ds i
> fi' oo que dans Téquation — = — , on remplace - par
dp . c '^ c *
- -= uu î par À ce qui la transforme en celle-ci :
•vi4-^« v^l + K
(tp L
' ih^%' rt'ttttfti fur Ut tpnsttoH ife baHsti'pn' , profutst'C par ' *'i» rntr rtufitlr des tici4*ncrft rf b*'ffrs-f**ttrt'fi fi4> f^n^vsfc ^ pour
► . 'u '!♦• ilKl, par Legendre.
246 Section v.
11 délennioe oc de manière qu'au point de dépari où p = tango la densité soit exactement celle qu'on doit avoir, c'est-à-dire qu'il
1+atang> . cos<^
fait — =1 d ou a =
V^lH-tang'<> l + co8^
Par cette méthode, la densité supposée est égale à la densité réelle aux trois points où l'on a p = tang^. p = 0 et p = — tang<;>. Dans les autres positions, elle sera plus petite que la véritable.
Le mmimum aura heu au poml ou p = =
a COS^
et le rapport de la densité supposée à la densité réelle sera
V^l — tang^iç. quantité en général peu différente de l'unité; car. lorsque <^ est successivement 30**, 45o. 60**, ce rapport est respectivement inférieur à Tunité de jyj, ^V» -fi- Cela posé . l'équation cdp* = dpds, en y remplaçant d$ par
dx\^\ +p'. devient
cd^p = (1 -|- ap^)dx.dp.
De cette équation, en faisant B = - — ;; — htang^ + ô^'^S *• déterminant C par l'équation cubique rC* -hC — B = 0. faisaat
ensuite l/-C" + -= m. déterminant enfin les valeurs des 4 tx
angles A et P par les relations
tangA = — ~ et tangF = ,
on aura
C — P . cosP . 3C
et
On observera 1° que C doit être calculé avec précision au moyen des fausses positions. 2« que les logarithmes indiqué*
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hbt hyperboliques et que A — P d<^signanl la longueur absolue ti t.Q irc. devra, après avoir été estimé en degrés, être multiplié
I iT ' — . Oo aura ainsi les valeurs de x et de ^ pour autant de
ultjrs de p que Ton voudra.
C^tie méthode et plusieurs autres que Legendre développe ont 1" Dicnie d'une grande exactitude ; mais on ne saurait disconver>«{ireiles n'ont pas la simplicité nécessaire dans les applications f-: ']u elles conduisent i des calculs trop pénibles.
L'^g'^ndre fait une application numérique et il compare sa for-
1 . •' à celle de Borda ; mais les données de Texemple qu'il choisit
^nni des limites de la pratique; car il prend' h=: 10c et
: ;!" de projection de 45*. Or. pour des bombes de 0"32 ou
^'^ii dt^ diamètre, la valeur A=10c indiquerait des vitesses
' -['iines d'environ 460™ et 360"* par seconde, qu'on ne peut
' ' 'iir avec les mortiers que dans des circonstances rares ; il ne
. / \*'d$ non plus être appliqué aux canons, vu qu'on ne les tire
<^ «"US drs angles aussi grands.
' *-.{ exemple était très-propre, sans doute, i faire ressortir
-^1 'itude relative des méthodes de Legendre et de Borda;
* s il induirait en erreur sur leurs valeurs réelles, considérées
' «^ le rapport des applications au tir des projectiles.
t iT Mrthotie de Français. Français \ tout en reconnaissant
■ rite de U fonction de densité employée par Legendre. lui
' <he de manquer d'homogénéité ou d'égalité de dimensions
-' rapport a p. entre le numérateur et le dénominateur, de sorte
i + ap*
«^unt iulîui. la fonction — === le devient elle-même. Par
•' r'inMd/*raii«in il lui préfère celle-ci .
> i '>n % supposait a = fr = 1 . elle serait rigoureusement
<>btrag^ rité, pa^e 21.
' l*"p%erchr* «iir le mouvement des projectiles dan» len milieuj' ' I» '«.p^r Fraiirnis; maniisrritde l'Éc. d'applic.,an XilLp. 13>i.
égale à l'unité. La condition principale à remplir étant que l*équa* tion c(2'p= (2/)ds devienne intégrable. après qu'on l'aura multipliée
membre à membre par l'équation 1 = ^ — ^ on
y satisfait en faisant b = ^a. Posant pour seconde condition, que cette fonction soit rigoureusement égale à l'unité pour p = tang9, on y satisfait en supposant
3 — V^9 — 8sin^<p
4sin'9
En remplaçant dans l'équation différentielle de la trajectoire
i 1 i + ap^ , , . ;
- par — ^ — ^ et ds par dxV 1 +p . on aura
c c Vi+Tap^Vi+p*
i + ap"^ , , cd^p = — 'dxdp.
Vi+^ap^
dp d'où l'on tire par l'intégration la valeur de -f- puis celles de dy
dx
et de dx et enfin celles de x eiie y; en faisant
représentant par ^ un angle constant tel que cot2)3 = k\^^, et ( et y des angles variables tels qu'on ait
^tang^ et
tang^pv'^o + V^l + ^atang*<P tangy = — — —
V'tang^
on aura'
= ccos ( ^ •— T ) V^sin2/a
Équation iiO, manuscrit cité.
. • g.r ^ « jangÇ . . cos(^--Ç).cos(p+Ç)l
^="^^°n^3;^'^ûs;i;+'"^cos(^^>).co8(p+v)J'
t*:. a ainsi les coordonDées x et j^ en fonctioo de la variable p.
La supposition de sin^ =::co8( rend les valeurs de x et de ;/ ir'aos négatives; cette hypotlièse répond à une asymptote de la tranche ascendante. Français fait remarquer que Tangle asymp- *. '. yc qu'on en déduit ne diffère de l'angle obtenu par les forn. .;*-$ exactes que de quelques secondes dans les cas les plus i ivnrables. ce qui atteste un grand degré d'approximation ; il t:.>ive de mcme Texistence d'une asymptote verticale dans la Lrjriche descendante et sa distance finie au point de départ ; il •r iu\e aussi les relations qui. dans cette hypothèse de la densité, i jr«<>Dt la portée horizontale, Tangle de chute et la durée du tra/L
I i)). Comparaiion entre le degré d* approximation des méthodes > Irgendre et de Français, On jugera du degré d'exactitude des il' >:.<Hies de Legendre et de Français, par la comparaison des ré- ^. liU numériques relatifs au cas discuté par Legendre. ^:=2 45^, : 'iT IfMjiiel on a dans son hypothèse a = 0,414i14 et dans celle '" Kran.;ais a = 0,618034; les valeurs des fonctions proposées '<r ces deux géomètres, lesquelles sont respectivement
i + «/îl ^j i + ap'
• II- calruh'cs pour des valeurs de ? de 5'' en ^^, et sont con- «-^ dans le tableau suivant :
Tableau des valeurs comparatives des fonctions de Legendre et de Français pour diverses inclinaisons.
VALEURS
de
VALEURS DES FONCTIONS
de Legendre.
de Français.
de Legendre.
de Français.
infini.
Les valeurs minima des fonctions de Legendre et de Français ont lieu respectivement pour <p = 32® 45' 54" et pour <p = 3l»43'3". et sont respectivement 0.985188 et 0.994412. On voit par là que dans l'intervalle de 0° à 45® la première diffère de Tunité de âV' ^^ ^^ seconde de 770 seulement. Au delà de 45®. la fonction de Legendre va en augmentant jusqu'à l'infini , celle de Français ne dépasse pas l'unité de plus de |. Celle-ci l'emporte donc sur la première pour l'exactitude, et elle marche de pair avec elle pour la simplicité.
149. Modificalion proposée. Les formules de Legendre et de Français sont encore susceptibles d'un peu plus d'exactitude. En effet, les valeurs de « et de a de ces formules étant déterminées de façon que la densité supposée soit égale à la densité réelle au point de départ et au sommet, il en résulte que dans tout le cours de la trajectoire, la densité supposée est inférieure à la densité véritable de quantités dont le maximum a été respectivement de ^ et 7^9 ; or. si l'on prend la moyenne de toutes les valeurs calculées de 5® en 5®. on trouve, d'après le tableau qui précède. 0,993135 pour les premières et 0.997 399 pour les secondes;
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'>i qujQtités correspondent à une valeur du tableau, comprise r»-j'»ou\emenl entre 40» et 45® et entre 15» et 20»; elles seraient rnviruD 41* ^ et I7<* ; si donc on déterminait « et a par la condiun que la densité supposée s'accordât avec la densité réelle !''jr \**s valeurs correspondantes de p. la valeur moyenne de la '••!i« (ion serait ramenée à très-peu près à l'unité, et les plus .T-ni!.-«i dilTérences ne seraient plus que dVnviron la moitié de r/ qu'ollt^s sont respectivement dans les méthodes de Legendro H i)^ Français. Ces deux méthodes gagneraient ainsi en approxiffiUion.
\W, D'après ce qu'on vient d'exposer, les recherches des (:^i«iDètres sur la loi du mouvement des projectiles dans la suppAjtioD que la résistance de l'air est proportionnelle au carré de U vitesse, paraîtront sans doute assez complètes ; si elles n'ont \^i amené â des formules à la fois simples et exactes dans le cas ;• .'icral. cela tient àia nature même de la question et il ne paraît ^4$ |>u<>iblt*. au moins dans l'état actuel de l'analyse, d'arriver à Lr.e équation finie de la trajectoire, ni à l'expression également t'.f^des principales relations dont on aurait besoin^ Cependant : ^ iDrthtKies d'approximations qu'on possède seraient assez f\h[ii pour qu'on pût s'en contenter dans les applications les ' 3 prérises. si ce n'était encore la longueur des calculs numé- :. , '^. M.^is. si ces recherches n'ont pas présenté jusqu'à pré- ^T.i IVcird désirable avec les résultats de l'expérience, ce n'est (i« dans les formules qu'il faut en chercher la cause: elle gît ; rcripalement dans l'hypothèse de la proportionnalité de la résisu.Vf* de l'air au carré de la xitesse. hypothèse dont l'inexactitude r^i bien démontrée maintenant (sect. Il et art 114); elle tient ..^»i a d'autres causes (bcct. IX).
SECTION YI.
TBACÉ DES TBAJECTOUUSS
ET lOLOnOI ClAPHII^UB Bl SIfBU PMBUHII M BALUTIttUI.
Tracé des trajeetolres*
15t. Trajectoires des bombes. luOTsqix'nn point maténel, par Taction de forces motrices quelconques auxquelles il est soumis, décrit une courbe dans l'espace, on peut le considérer à chaque instant comme se mouvant suivant Tare de cercle osculateur de la courbe en ce point ; et la composante des forces motrices, prise suivant le rayon, qui est la force infléchissante, est égale à la force centrifuge qui résulte de la vitesse du point matériel et du rayon
du cercle osculateur à cet instant. Si V est la vitesse du
p point matériel, P son poids, - sa masse, g représentant
la gravité et y le rayon du cercle osculateur, la force cen-
infuge sera ; et, si 9 représente la composante des
9 y k ixes motrices suivant le rayon , on aura
''""J> et y-5"^- -.
Il représentant par h la hauteur— due à la vitesse V.
U longueur du rayon de courbure en un point étant
• '^nnue et sa direction devant être perpendiculaire à la lan- ,:' nie à la trajectoire, ou à la direction du mouvement du ':..l*tle en ce point, on aura la position du centre de Tare ■•-* 'ibteur; on pourra donc décrire cet arc et avoir ainsi le •!"niiQ que parcourt le mobile dans le premier instant.
La composante des forces motrices, prise suivant la i.r^p^ntc, a pour effet de retarder ou d'accélérer la vitesse •!i mobile suivant le sens dans lequel elle agit.
Appliquons au tracé d*une trajectoire les principes qui
• • nrient d'être rappelés '.
V'it 0 (Fig. 20) le point de départ, OA la ligne de : r< j^ctioa du mobile considéré comme un point matériel rJjii^i'ment aux dimensions de la courbe qu'il parcourt, c Tin'/le qu'elle fait avec Thorizontale OB , V la vitesse iMtiale du pn>jectile ; soit toujours g la pesanteur, h la hsoiAur due à la vitesse V, P le poids du projectile , 2R ^ n diamètre.
N au point 0 on élevé à OA une perpendiculaire OC, n aura la direction du ravon du cercle osculateur.
U-5 fon'os motrices qui agissent sur le mobile sont : la
M I'«'iii I lel a indiiiué rapplicatiou Uc ce priiu'ipo au traci^ de .. ♦. 1^. !«»iM» (l'un projcctiltî, dans les Lcrnnu de Mcnniiqur induS'
' vi il a faili s à M»»tz en 1828 ot 18'2î) (lithographiéos A Metz, \'Z* •l'-uxjffiM^ partie, page 5r>).
pesanteur, dirigée de haut en bas suivant la verticale, et la résistance de Fair qui agit sur le mobile suivant Ja direction OA du mouvement, par conséquent suivant la tangente à la trajectoire et dans le sens opposé à celui de ce mouvement, c'est-à-dire de A vers 0.
Soit pris, suivant la verticale, la longueur OD pour représenter le poids P, menons DF parallèle et DK perpendiculaire à la tangente OA , OF sera la composante q suivant le rayon du cercle osculateur. La résistance de Tair élant dirigée suivant la tangente OA, sa composante suivant le rayon OC est nulle , de sorte que q seul doit être égal à la force centrifuge et on aura
a = ou y = 2/i -.
Prenons OL = 2A et par le point L menons l'horizontale LC, le point C où elle rencontre le i*ayon sera le centre du cercle osculateur cherché ; en effet les deux triangles OLC et ODF étant rectangles et ayant l'angle 0 commun sont semblables et on a
OF q
maintenant, si du point C comme centre, avec un rayon OC, on décrit un arc de cercle, on aura la courbe que suivra le mobile dans le premier instant.
Dans le trajet , le mobile est soumis à l'effet de la résistance de Tair qui diminue sa vitesse. Soit i un temps très -court au bout duquel on veut avoir la position du mobile; au moyen des formules du mouvement des projectiles, abstraction faite de la pesanteur (104), on déterminera l'espace s parcouru en vertu de la vitesse initiale V et la vitesse v que conservera le mobile ; mais, pendant ce même temps, la pesanteur aurait communiqué au corps,
ililmclion faile de la résistance de Fair, une vitesse • v.ile à gl dont la composante suivant la tangente à la tr iMvioire est gt sin e ; de sorte que la vitesse du mobile, t['r.'> le temps <, sera v — gt s\n^ y que nous rcprésent.T-.ns par V.
Si la pesanteur eût agi seule elle eût de même fait firiijurir au mobile un chemin égal à {gt* suivant la ^'Tticale et égal à {gt^sixif suivant la trajectoire.
Cela fait, on portera sur l'arc de cercle, de 0 en C, MiP longueur égale à $ — ^«/fsin^; le point (V sera la f >ition du projectile après un temps t ; la vitesse sera V, j direction du rayon osculateur O^C ; la tangente sera ■'A' perpendiculaire a CC.
Hn évitera le calcul de gt s\n^ et de {gt*s\n<f> en pre- 'l'it sur OD des longueurs qui représentent gt et ^jf^, et '^r. :»»$ projetant sur OK, ou en mesurant la distance de .'Illimité de ces lignes au rayon OC.
(^ opérera au point CK comme on Ta fait au point de i ; art 0 ; on prendra sur la verticale une longueur CKL'
- // = — , on tracera l'horizontale VG ; du point C
mine cenire, on décrira Tare de cercle 0'(y, égal à ^---gt^iin^^ décrit en vertu de la vitesse V pendant le <• iij['S t ; la vitesse au point 0" sera égale à V'-^gtsinqf; 9' 'iiDt rinclinaison de la trajectoire au point CK.
(»o opérera de même à partir du point (/ et ainsi de
'U:'.*^ pour (les intervalles de temps consécutifs ( égaux ou
.. ^an, jusqu'à ce que la tangente à la trajectoire soit
' i^noe horizontale, ce qui comprendra toute la branche
' -odanle ; on continuera de même pour la branche des-
' lanle, jusqu'à ce que la trajectoire ail coupé la ligne
•moniale <>B ou toute autre ligne à laquelle devra se
•n. iner le trajet du projectile. On aura de cette manière
•jr chacun des points considérés (V, O'', 0*',..,., la
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vitesse du mobile, la durée du trajet , l'incIinaisoD de la trajectoire; on aura ces valeurs par interpolation pour les points intermédiaires. La trajectoire du mobile pourra donc être regardée comme entièrement déterminée dans les limites du tracé.
152. Modificaiion qui donne fins (T exactitude dans le tracé. Pour que le tracé qu'on vient de donner soit exact, il faut que la durée /, dont la grandeur est arbitraire, ne soit pas trop grande; autrement, la vitesse du projectile variant pendant la durée du trajet , le long de l'arc que
l'on décrit des points C, G', C", comme centres, le
rayon du cercle osculateur devrait changer lui-même avec celle vitesse. On peut tenir compte de cette variation, au moins approximativement. Pour cela, quand on a obtenu après le temps <, la vitesse finale V, les composantes <jr/sin9 et ^^fsinç, on considérera Tare comme parcouru en vertu de la vitesse moyenne ^Qf -+- V') ; on prendra la valeur de h et par suite le rayon de courbure qui y correspondent. De même, la valeur de 9 dans les composantes gt smq> et ^jffsincp sera remplacée par la valeur moyenne ^(9 + 9'); c'est-à-dire qu'au lieu de considérer la tangente au point de départ 0, on considérera la corde qui joint les points 0, O,... laquelle est sensiblement parallèle à la tangente moyenne. On opérera de même pour les points suivants. Pour ceux-ci, la différence entre les résultats successifs déjà obtenus permettra généralement de déterminer très-approximativement et par une seule opération, la vitesse moyenne à employer pour obtenir le rayon de courbure ; il en sera de même pour les valeurs de gtsiiKp et de ^gCsin<p. Par ce moyen on pourra prendre la valeur de tj égale à une demi-seconde ; on pourra la prendre d'une seconde quand l'échelle du dessin ne sera pas très-grande.
Les durées que l'on prend ainsi restant constantes,
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mI1.»s de gt et de ^gV le sont aussi; elles peuvent être p-Tlê^îs une fois pour toutes de 0 en D et de 0 eu c/, alors *jf<\ïï9, gtsinq/,... et {gi'sinfpy -jî/Csinç',.- sont donnés (or des perpendiculaires, comme DP, c//*, au rayon du «•'•rcie osculateur, ou, sans qu'il soit besoin de les tracer, [or une simple ouverture de compas.
La formule qui donne l'étendue du trajet en fonction d'.' la durée est plus compliquée que celle qui donne la •i'jrée en fonction de la longueur du trajet. Pour rendre rnoio^ longs les calculs numériques, on peut se donner la \\i'*Sf4i à la fin d'un trajet de peu d'étendue qui doit être J* crit avec un même rayon, chercher le rayon de courbure correspondant à la vitesse moyenne ^(V + V), détern.ioer l'étendue x et la durée t du trajet, dans l'hypothèse ■!i mouvement rectiligne (104, éq. 35 et 36) ; déterminer T.soile les composantes (//sin^ç + ç'), j-jf/'sinKç-f-ç'); •• rriger la vitesse finale et l'étendue du trajet, pour avoir .iîn>i rextn'^mité du premier arc décrit avec le rayon y. *'.' nlinuer de même pour les arcs suivants. Il est encore r..ieux de se donner la longueur z du trajet; d'en déduire !• temps écoulé / et la vitesse à la fin (104, éq. 33 et 34, *-t lab. XI et XIU), déterminer la hauteur h correspon- •ijole â la vitesse moyenne i(V + t;), décrire l'arc, déter- ■MDer j< sin 5 (9 + 9*) et ii/rsin|(9 4-9% retrancher la jrrmiére de v pour avoir V et la seconde de x pour avoir Ij longueur de l'arc. Dans ces deux cas gt et ^gi* n'étant ;l\is constants, les produits par sin ^(9-4-9') ne sont plus ':*.^>i (jciles à obtenir. Dans tous les cas, les longueurs des ip < doivent être portées par des ouvertures de compas l'-f-i [letites pour que les arcs et les cordes ne diflërent \ t- s^'n«iblemcnt. On simplifiera les opérations en calcu- ..'.t une petite table des vitesses et des durées, suivant ."* Xntjfi^ du projectile donné.
LVi. Traa* dans le cas de faible courlurc. Lorscjue la
258 SECTION YK
vitesse des projecliies est grande, ou que la direction de leur mouvemenl s'éloigne beaucoup de Thorizonlale, le rayon de courbure de la trajectoire est très-graud, et il devient difficile de tracer les arcs de cercle successifs comme éléments de la trajectoire ; c'est ce qui aurait lieu pour les obus et les boulets animés des grandes vitesses qu'on leur imprime dans le tir sous de petits angles audessus de l'horizon, ou, pour les bombes, dans la partie de la tr(](jectoire éloignée du sommet, et qui se rapproche de la verticale. Dans des cas semblables, il convient de tracer la trajectoire par points comme on va l'indiquer.
Soient 0 (Fig. 21) un point de la trajectoire, OP la ligne de projection ou la direction du mouvemenl du projectile, V sa vitesse. On calcule quel sera, après un temps très-court /, l'espace parcouru s et la vitesse du mobile v; on prend 0D = j^ et od=z^gi^; on mesurç d'après le tracé la composante OL ou DF prise parallèlement à OÂ ou perpendiculairement au rayon du cercle osculateur, et qui sont DF = jf^sin9 ei df=:{gCsin<p\ on les retranche des quantités déjà trouvées, si le projectile s'élève ; on les ajoute si le projectile s'abaisse audessous de l'horizon. On aura ainsi s — jgi*s\n<;> pour l'espace parcouru suivant la direction du mouvement, et on la portera de 0 en A; on aura de même v — gisinq^ pour la vitesse restante V. Mais, pendant le temps / et par l'effet de la pesanteur, le projectile se serait abaissé de ^gt^y si donc par le point À on mène une verticale AO' = Od = {gl\ on aura la position 0* du projectile après le temps t»
Sans connaître le rayon de l'arc de cercle, et sans qu'il soit nécessaire de le tracer, on sait qu'il doit être tangent à OP au point 0, et comme en même temps il doit passer par le point 0', 00' sera la corde du premier arc; si on divise cette corde en deux parties égales par une perpen-
liicubtre, ccllc-ct coupera OA en M; si on joint ce point ei le point iï^ MO'A' sera la tangente et la direction du mouvement au point (f après le temps /; la vitesse V est déjà connue et égale à t; — ^/sinç.
A partir du point & on opérera comme on vient de le (lire; en continuant ainsi, on aura une suite de points n, (>', O*..., la direction des tangentes et la vitesse en ('>5 points, et par conséquent tout ce qu'il faut pour tracer la trajectoire.
AQo que Topération soit plus exacte, et après une première opération au point 0, on calculera l'espace parc 'uru et la vitesse perdue en vertu de la vitesse^ moyenne, et !^ composantes de la pesanteur relatives à Tinclinai- >>n moyenne ; mais, pour les autres positions, on rendra I ['ération moins longue en déduisant à l'avance ces nMtvenoes par les différences entre les résultats successifs ! ]j calculés ; de cette manière, une seule opération suffira [•••ar chaque point.
Tte ce que les durées et les espaces OA, O'A' doivent f-ire |)^tils, la grandeur AO' étant petite aussi, il en résulte «l'j'ane Irés-faible erreur sur ces longueurs en produirait ij'i^ l>^ucoup plus sensible sur la direction de la tangente M'»". Pour éviter ces erreurs, on portera sur OP une quan- •..•»f l'vale à un certain nombre de fois OA, cl on prendra •ur la verticale menée par rextrémilé de cette ligne un : iml nombre de fois la valeur de ^gC; on continuera le 'r. '\ comme on Ta dit, et on aura une ligne à laquelle
• r: mrn^r.i par le point C une parallèle ; celte ligne sera 1 .linxtinn du mouvement en ce point.
pM«r tnircr Tare entre deux points 0, (V, on pourra
• • 'luver une règle plovanlc; mais on obtiendra très- . ; r.t\i(iinlt\oinent un nombre n de points intermédiaires
«•-' I grand qu'on voudra, par le procéda suivant: on divi- '4 o\ «Fig. "ii) en n parties égales OA,, A,A^, A,A,...
ot âO' en n' parties aussi égales enlre elles. On prendra 1, 2' ou 4, 3' ou 9... de ces parties qu'on portera de Â, en M,, de Â, en M,, de À, en M,...; les points M,, Mj, M, appartiendront à la parabole osculalrice en 0 qui passerait par le point CK.
154. Propriétés générales des trajectoires. Sommet; minimum de la vitesse et du rayon de courbure. Le tracé de la trajectoire d'une bombe permet de reconnaître dans ces courbes plusieurs propriétés qui ont déjà été indi« quées (73 et 75, 119 et 120), et de déterminer les points particuliers qui en jouissent.
Considérons les figures 23 et 23 (bis) qui représentent la trajectoire d'une bombe de 0™22, projetée sous l'angle de 450 avec une vitesse initiale de 120™'**, en prenant des intervalles de temps constants égaux à une demi-seconde; dans celte figure on a conservé les notations de la figure 20 (151).
La courbe C, C, C... qui passe par les centres des cercles osculateurs représente la développée de la trajectoire 0, 0', 0"...; elle a en G, un point de rebroussement qui correspond au maximum de courbure. Le rayon de courbure le plus petit passe par ce point, et il est tangent aux deux brancbcs de la développée.
Si on mène une ligne verticale ST tangente à la développée au point T, le point S où elle coupera la trajectoire sera le sommet de cette courbe; l'ordonnée SP donnera la plus grande bauteur du jet. On obtiendrait également celte hauteur en traçant une horizontale tangente à la trajectoire; mais le point de tangcnce étant difficile à apprécier exactement, l'abscisse du sommet serait déterminée d'une manière moins précise.
* Le tracé dft la figure résulte de coefficients de la résistance de l'air un peu différents de ceux qui sont actuellement adoptés.
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Les Titesses en chacun des points (X, 0^, (T... ont été
détenninées à des intervalles de temps égaux pour le tracé
Je la trajectoire ; on peut donc reconnaître la position de
I arc sur lequel se trouve le point où la vitesse est un
miaimum ; on obtient également ce point par la compa-
raivon des valeurs de SA représentées par les lignes OL,
{)L\ {fV... Si on mène des tangentes à la trajectoire et
à b courbe L, L', L'..., les deux points 0,, L, sur la
mcroe verticale» qui jouiront de la propriété de donner
«K*ux tangentes parallèles, seront ceux ou les deux courbes
N'Ht le moins éloignées; la longueur 0,L, donnera la
(•lus petite valeur de SA» et par suite celle de V qui est
un minimum. On peut reconnaître que le point 0,, où la
\ite>^e Cbt un minimum» est plus éloigné du commet S que
I^ [Miiiit où le rayon de courbure est un minimum (120)«
La trajectoire, dans la partie qui est au-dessous de
I hi*rizontale passant par le point de départ» et où les
nujïïs de courbure sont très* grands» a été tracée par
(••inti au moyen du second des procédés indiqués (153).
Applicaiian du tracé au jet des bombes» Au moyen
i>: tracé qui vient d'être indiqué pour la trajectoire des
I • riiU5 » et connaissant la vitesse initiale et l'angle de
( r-'j^riion » on pourra déterminer la portée du projectile»
I in^'lt» de chute, la durée du trajet et la vitesse finale»
^'it <ur une ligne horizontale» soit sur toute autre ligne
'* ("finin/'e de position » pour le cas particulier qu'on a
•- i i*:. En exécutant sur le même dessin un certain nombre
' irjri'x sf*mblal)Ics pour un même projectile sous le plus
••-ni an;:le de projection en usage, et avec des vitesses
• i-V*, ih*puis celles qui donnent les plus peliles portées
. - r-'n veut considérer, jusqu'à celles que donnent les
- ,:r<iii«l«.'5 charges île pondre, et que Ton emploie avec
l^'UtUes à fiîu, on pourra rônindre tous les problèmes
« •'•rîM^nl p^o|lo^«»^; roli juira lieu, soi! que Tune des
courbes satisfasse exactement aux conditions du problème, soit qu'on doive opérer par l'interpolation d'une courbe entre deux courbes voisines. Ce tracé s'applique particulièrement au jet des bombes , et pourra être limité aux angles de tir de BO^et aux vitesses que donnent les charges de poudre qui remplissent la chambre des mortiers.
Si l'on se proposait , par exemple, de déterminer l'angle de plus grande portée pour une vitesse donnée, on déterminerait sur chacune des trajectoires le point où la vitesse est égale à la vitesse donnée ; on mesurerait la portée horizontale correspondante; on opérerait de même pour les diverses courbes 0 ; on reconnaîtrait la portée qui esl la plus grande, et on mesurerait alors l'inclinaison de la trajectoire au point de départ ; on aurait ainsi l'inclinaison cherchée pour la vitesse donnée.
Comme le maximum cherché peut se trouver entre deux des trajectoires tracées, on obtiendra le maximum demandé avec plus de précision par le tracé d'une courbe auxiliaire, en prenant pour abscisses les inclinaisons de la trajectoire aux divers points où la vitesse est égale à la vitesse proposée , et pour ordonnées les portées correspondantes; l'ordonnée du sommet de cette courbe donnera la portée maximum, et l'abscisse l'inclinaison sous laquelle on peut l'obtenir.
La solution d'un problème sur le jet des bombes peut paraître longue, lorsqu'il faut effectuer le tracé de la trajectoire pour chaque cas ; mais, en ce qui regarde les projectiles en usage dans le service de l'Artillerie, le nombre des tracés à effectuer est peu considérable, surtout si l'on considère qu'ils sont limités aux angles de 30^ à 60<>, et qu'ils sont plus généralement relatifs à l'angle de 45o. La solution de ces problèmes pourrait donc être rendue trèsfacile au moyen d'un certain nombre de trajectoires tracées une fois pour toutes.
156. Tracé des trajectoires sous les petits angles de pro^ K iiûn. Le tracé des trajectoires au moyen des arcs oscu- Liicurs consécutifs est trés-convenable pour le cas du tir «!• > bombes sous de très-grands angles de projection et jir*c de faibles vitesses initiales, cas dans lequel la gran- •!"jr des rayons est comparable aux portées et aux dimen- 5i >n$ du ppicr sur lequel doit se faire le tracé. Mais la iTjjectoire d'un boulet ou d'un obus lancé sous un petit ài.>'le de projection au-dessus de rhorizon, avec la vitesse .^a>4.eptible de donner les portées habituelles, étant par
rrla même très-aplatie, et ayant par suite de très-grands nu>ns de courbure, présente beaucoup de difficultés dans 1 r\êrution à une échelle convenable. On peut bien détercia^r divers points de la trajectoire les uns d'après les j'.tres, comme on Ta indiqué (153); mais, de même qu'on énwe par des moyens analytiques à une équation finie de b trajectoire, on peut aussi déterminer directement par k tracé autant de points qu'on veut de cette courbe.
Soient (Fig. f 4) 0 le point de départ , OB la ligne de ]t j^tion faisant un angle ç avec l'horizontale OA, et A U laateur due à la vitesse initiale V ; x étant l'abscisse .! 00 point , l'ordonnée y de la trajectoire sera déterminée (jf l'équation
y = xtang9-5;|^lft(x,V).
U valeur de c, qui dépend de la densité de l'air, du .*^iDètre et du poids du projectile , étant déterminée , on
' iroltra - et -^ soit par le calcul numérique , soit par
•'. tracé qui sera indiqué plus loin , et on déterminera la •---ur de ♦(x, \^.
Soit UD = X ; si au point D on élève une perpendicu* '. r« a rborizontale OA, la portion DF comprise entre cette - rii4>oiaIe et la ligne de projection OB sera xtang^ et
représentera la hauteur à laquelle se serait élevé le projectile sans TeQet de la pesanteur. Le second terme de la valeur de j/, ou Tabaissenierit du projectile peut être mis sous la forme
cos^
4/icos?
c'est une quatrième proportionnelle aux trois quantités
4/icosî, Q\. X')S^lx,\),
cosqp .
Pour ne pas avoir à tracer des lignes trop longues, prenons sur OÂ une certaine fraction de 4/t, le cinquième
par exemple^ c'est-à-dire , prenons OC = -- ; si par le
point C on abaisse une perpendiculaire CG sur OA , on aura OG = Acos^ ; puisque OD = a:, et que DF est
perpendiculaire à OB , on a DF = . Pour avoir
^ cos ç
â:i)ï>(â;, V), prenons sur une ligne quelconque passant par le point 0 , sur la verticale par exemple , une quantité OK égale à une unité de longueur et OL = iA\i{Xj V) ; traçons DK et par le point L menons une ligne parallèle à KD , elle coupera OB en M , et on aura la proportion
OG_OF OM"^ON
d'où
OF-OM ^cos<P ^ ' ^
ON = -—TTTi — = 5 rr ,
OG 4/ICOS9
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V r>( cinq fois l'abaissement cherché ; prenons-en le cinl'jit'me el porlons-le de F en P, le point P sera le point iw-nhê <le la trajectoire. En opérant de même pour r.iijlre> distances, on aura autant de points qu'on voudra w la trajectoire du projectile, et, en faisant passer une «"'irtte continue par ces divers points, on aura la trajec- I Hf Imcée à l'échelle qu'on aura adoptée.
La fij^re 24 représente le tracé de la trajectoire d'un l'K de ()"22 projeté sous l'angle de 16* avec une vitesse *'• I W'". On a fait la construction pour des points dis- :..:/< de lOO-n on 100"».
ir>7. Simplifications. Plusieurs simplifications peuvent •ire apportées dans l'exécution du tracé.
h>MT prendre facilement le cinquième des abaissements 'r.';\c5, on prendra 01 égal à cinq fois une quantité qucl-
• '. p<»; du point I comme centre avec un rjyon IJ éjjal
I nn.î fui» celte quantité ou —, on tracera un arc de
r- !»^ f'K l'on y niènei*a une tangente par le point 0. Cela !. au li*'U de prendre le cinquième de la ligne OD, il Ti"a il»* int»>urer la distance du point D à la ligne 01,
• I :i >o fci-a facilement avec le compas sans tracer au- .:.»' li^'in*.
"■.I poun*a coji>truire les ordonnées à une échelle plus .. • 1*' «pie les abM'is>es, afm de rendre la loi des abais- ' «iiu plus sondible, ce qui sera particulièrement utile '* t- le ui» du tir des projectiles avec de grandes vitesses
* .« <)•' petits angles de projection. Ainsi, si Ton adopte . r. i ■ iap|iorl le même nond)re 5 (|U*on a pris pour le
• ri d«; 4A, on prendra F)F' = 51)F et on tracera OF'; -t j pjrtir de celte ligne qu'on portera les abaissements
r l' = o.N tels qu'on les trouvera ; on opérera de mémo
: ^r l'> autres points, et on aura une trajectoire dont les
'i fioées seront à une échelle cinq fois plus grande que
les abscisses. Lorsqu'on voudra mesurer les inclinaisons, on devra le faire par le moyen des tangentes Irigouomé- Iriques estimées à Téchelie des ordonnées, le rayon devant être estimé à celle des abscisses.
Lorsque Tangle de projection sera petit, les lignes de construction du tracé couperont Thorizontale PA sous des angles très-aigus, et il pourra rester de Tincertitude sur les grandeurs cherchées. Pour éviter cet inconvénient, on tracera une ligne auxiliaire' OB faisant avec Thorizontale un angle suffisamment ouvert, et on y portera, à partir du
point 0, les distances — représentées par OF, ainsi que
la grandeur OG = Acos<j>. On pourra se servir pour cela de la ligne OF' à laquelle sont rapportés les abaissements pris à une échelle multiple de celle des abscisses. Le tracé pourra donner avec une grande facilité les
valeurs de -; pour cela on prendra OQ = c; on élèvera
au point Q une perpendiculaire sur laquelle on prendra QR = 1 , et on joindra OR ; la partie DD' de la verticale passant par les divers points, tels que D compris entre cette ligne et Thorizontale OA, représentera à la même
échelle que QR, pris pour unité, les rapports -.
On aura aussi facilement — . Pour cela, soit pris sur
la ligne de projection à une échelle quelconque OS = V, et soit abaissée la verticale SS,; OS. sera égal à OScos^ = V,; soit pris encore à la même échelle OT = r, élevons la perpendiculaire TU = 1 ; menons OU ; la partie S,Z
de la verticale limitée à cette ligne sera-. A l'aide d'uii
double-décimètre divisé en millimètres et en prenant un ou deux décimètres pour unité, les opérations que Ton vient de décrire deviennent très-faciles et assez exactes.
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158. Tracé de la trajectoire pour des points équidistiuU. Lorsque les dislances des points de la trajectoire qu on se propose de tracer sont arbitraires, et lorsqu'on est maître de prendre des intervalles réguliers égaux, on fw'ut eiécttter le tracé avec plus de facilité. Pour cela, on remarquera que les abaissements dans le vide exprimés
for ;- croissent proportionnellement à x\ ou comme
h's carrés 1, 4, 9, 16.... des abscisses qui croîtraient "mme la snitc naturelle des nombres 1, â, 3, 4,.... et q'je par conséquent de Tun des abaissements on déduira fj'ilement les autres au moyen des lignes proportionr.'.*llc5. Les abaissements dans Tair seront d'ailleurs égaux du produit des précédents par les fonctions ta>(^, V).
Siit proposé de déterminer (Fig. 25) les points de la îr3j»*ctoire dont les abscisses sont 100"™, 200™, 300™,.... N-i'^nt 0.\ la ligne de projection, OB rhorizonlale passant par le point de départ; prenons sur celte ligne les points 1. 2, 3. 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, distants de 100™ entre eux , et OC = A. Abaissons sur OA la perpendiculaire ù} ; 5oit OD l'une des distances , celle de 800™ par
n^raple; délenninons 77 — r- ou 77 ; pour cela, joi-
■ AhcoH*^ 4/IC089 * ' •*
p: •«> UG , et par le point F où la verticale qui passe par î'' point D coupe la ligne de projection OA, menons FN ; irallrle à GD; prenons le quart de ON, et portons-le de f ^ù p^: Tt ^^^ '^ point de la trajectoire dans le vide à '"'«m de O. Si la ligne Fp, était facilement divisible en un r mbre de parties égales au carré de 8, nombre des invnalles égaux que l'on considère, on opérerait direclc- '^-Td celle division ; mais comme cela ne pourrait se ; '''-tenter que par hasard, prenons un rayon plus grand "" ^Pi ^^ ^të^^ ^" nombre 64, carré de 8, des divisions
d'une règle divisée et décrivons un arc de cercle; par le point />g menons une parallèle^à OA ; elle coupera Tare de cercle en q ; menons la droite Fq , et portons sur celle ligne les nombres 1 , 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81 , 100.... des divisions de la règle. Par chacun des points de divi* sions, menons des parallèles lelles que q^p^ ; ces lignes couperont la verticale FD^ en des points dont les distances ' au point F seront avec Fp dans le rapport des carrés 1 , 4, 9.... de la suite naturelle des nombres, et seront par conséquent les abaissemenls à lOO*», 200"^, 300"™,.... ces parallèles prolongées couperont les verticales 1, 2, 3.... en des poinls p., p„ pa,.... qui sont les points de la trajectoire dans le vide.
Pour avoir les points correspondants de la trajectoire dans l'air, portons sur une ligne quelconque, sur FJ, par exemple, à parlir de F, FK= 1, et ensuite FI, F2,... F5,... égaux à 'ilb(a:., V), 'iib(^„ V),... ia>(a:i, \^,... ; par l'un do ces poinls de divisions, tel que L5 , menons une parallèle à la ligne ÇsK, elle coupera Fq en 0$; FO5 sera à Fq^ comme 'U^(x. , Y) est à 1 , et par conséquent si par Qj on mène une parallèle à p^q^^ cette ligne coupera la verticale à lu dislance de HOO"^ en un point qui sera le point de la trajectoire dans l'air à cette distance ; on opérera de même pour tous les aulres points. On aura très-facilement par ce moyen des poinls aussi rapprochés qu'on le voudra de la trajectoire qu'on cherche.
On pourra au besoin rendre plus apparents les abaissemenls du projectile en prenant les ordonnées à une échelle .plus grande que celle des abscisses.
159. Tracé des indinaisom de la trajectoire. Par un tracé semblable au précédent, on détermine l'inclinaison de la trajectoire en chaque point. Cette inclinai.son est
donnée par l'équation tang9 = tangç — -- — -^^{x^ V).
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Yj\ la meltaol sous la forme
x(lang <? — Unge) = -— -— 25(a? , V),
4/1 cos * 9
«»ii «oit, 1o que le premier membre représente la distance •nire la lijni^ do projection et la ligne menée parallèlement j lé tangente à la trajectoire, distance mesurée sur la veris'j!»» qui passe par le point proposé; 2oque le premier :Ki*urdu secoiul membre est rabaissement du projectile
'■r> le vide. Il suffit donc de faire le produit de celui-ci ; r i5(r, V) comme on a fait le produit par ift,(:c, V) l'jr avoir la trajectoire, ['••ur cela , on se servira des divisions faites sur Fq
h;. 55), ou on en établira de semblables sur la ligne Fq' '"'hift par le point F et par la seconde intersection de la "-•''• qPi^ et de Tare de cercle tracé du point F comme
•Mre avec le rayon Fq égal à 64 divisions. Par le point F
: ino^ra une ligne quelconque FJ' sur laquelle on pren-
'•• FK'= 1, et les valeurs de 3(ar., V), 5(t,, V) et
fM = \, Opérant pour la distance de 500™, par exemple,
:• j- oindra </jM ; par le point L/ qui correspond à FL5' - ta J*i, V), on mènera une parallèle à M75, elle coupera '■'-' i.^'n»? Fq on CV» et si par le point Os' on mène une paf' • l»* à pq elle coupera la verticale du point proposé au } «M //^, et la ligne Opf^ sera parallèle à la tangente au ; 'iilf''i, el donnera par conséquent l'inclinaison de la ^♦••linirc en ce point. En joignant par une courbe les î- • :< i#-1n que ;i'j, on obtiendra facilement par son moyen liiiji^nti do la tnijoctoire en un point quelconque. l»i<». tïuree du trajet ; vitesse. La durée du trajet depuis
'- ml (b> départ jusqu'à une dislance x est donnée par
'.r-f'-sciiin
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Pour la déterminer, soit (Fig. 26) OP la ligne de projection, faisant avec Thorizontale OA un angle ^/Prenez OC égal à la vitesse V exprimée par le chemin parcouru dans une seconde à l'échelle des abscisses; par le point C abaissez la verticale CD; OD sera Vcos^ ou V,. A partir du point 0 sur une ligne quelconque OG, sur la verticale par exemple , prenez OK = 1 à une échelle convenable pour représenter Tunité de temps; prenez ensuite OL=Q(a;, V), l'unité de ces valeurs étant prise à la même échelle que celle du temps ; tirez DL. Par le point F à la distance x menez à cette ligne une parallèle ; elle coupera OG en T, OT représentera la durée du trajet; car on a
OF-OL X
On opérera de même pour toutes les autres distances.
La vitesse en un point dont l'abscisse est â; , a pour expression
V cosq?
tD {X, V) ' cos 0'
Pour la déterminer, à partir du point 0 (Fig. 26) sur une ligne quelconque OG', portez OK' = 1 , puis OL' égal à XD{Xf V), joignez DL', et par le point K' menez à DL' une parallèle ; cette ligne coupera l'horizontale OA en M ; OM est égal à VcosS, car on a
OU _ 4 OD ^OM
d'où
OD Vcos(p
OK' 5{x,V)
r>st la projection horizontale de la vitesse. Si par le point Oon a tracé (159) la ligne OQ Taisant avec OB un angle 1 r,;al à rindinaison do la trajectoire à la dislance F, et que par le point M on élève la perpendiculaire MU, OU
OM
5^ra égal à ^^, et par conséquent égal à v. La courbe
qui passerait par les divers points déterminés comme U i^Tz la courbe polaire des vitesses.
t)a peut exécuter les tracés des durées et des vitesses aiec ceux des trajectoires et des inclinaisons, reporter sur les verticales de chaque point les longueurs qui représentent les durées et les vitesses et tracer des courbes par les eitrémités de ces lignes ; par leur moyen on obtiendra h.ilement, pour une distance quelconque, la position du rn jectile, la direction du mouvement, le temps écoulé et ij vitesse. La grandeur des échelles pourra varier suivant Irrs données» retendue que Ton doit considérer, et le de- ;Té de précision qu*on veut obtenir. L'échelle de O'^OOl [ j\ir un métré pour les distances horizontales et les vit'-ve5, 0^100 pour Funité des valeurs de i^, d, (D, t), et **^ ^Xâ) pour une seconde conviendront dans le plus grand o< mbre des cas. On aura besoin aussi avec les grandes Mt'^ses de construire la trajectoire avec des ordonnées dn.plifiées, dans le rapport de 5 à 1 , par exemple.
ICI. Courbes des valeurs des fonclimis ifb, d, G^, t). i'a.'îs les tracés qui ont été indiqués, on a eu besoin d'ex« pimer par des longueurs de lignes les valeurs des foncu.Qs de lê^j d, (D, O qui sont données par les tables. On :• Ji éviter les calculs numériques et faciliter les opéra- - n^ graphiques en construisant une fois pour toutes les ' jrbes qui représentent ces fonctions.
(Hi Fa fait (Fig. 27) à Téchelle de 0"" 100 pour une '!. u^ ; on a pris » sur une verticale , les valeurs de
Vo=^— des labiés, pour abscisses; par chaque point de
division, 0,05, 0,10, 0,15,... on a mené des perpendi* culaires (qui sont ici parallèles au bas du cadre ei horizontales) ; sur chacune de ces lignes et à partir de la verlicale on a pris une longueur égale à la valeur correspondante de •«ft»(x, V) que donne la table numérique XH,
pourz= - = 0,05; et, par les points qui limitent les Ion-
gueurs, on a fait passer une courbe ; elle est intitulée z = 0,05. On a opéré de même pour z = 0,10 , pour z =. 0,15,... etc.
Chacune de ces courbes représente aussi les valeurs de 5 (a?, V) pour les valeurs de z' correspondantes des tables. Quant à la correction qui se rapporte & ces dernières valeurs^ elle est toujours très-faible dans les limites des applications des tracés, et il a sufli de la construire pour quelques-unes des valeurs de 2, telles que 2=0,50, z = 0,75, 2 = 1 ,00, en prenant lés diverses valeurs de Vo pour abscisses. En les traçant du même côté que les valeurs de ifo(a:, V) et en remarquant que la correction est négative, on verra qu'une seule ouverture de compas donnera directement les valeurs de d(a;, V). Lorsque la valeur de z proposée ne sera pas Tune des valeurs exactes des courbes , on estimera la différence entre les deux courbes voisines, soit à vue soit par un autre moyen plus précis.
Lorsque, dans le cas du tracé d*une trajectoire, on sera maître du choix des distances , on les prendra de façop
que les diverses valeurs de - soient celles des courbes «
alors une ligne tracée par le point dont l'abscisse est la
valeur proposée de Vo= -^, i)arallèlement aux ordonnées.
•l nn^ra immédiatement par son intersection avec les
«!.\»T<»^s courbes z z= 0,05, z =z 0,10 les valeurs de
#. r,V) correspondantes; il n'y aura qu'à les porter sur U i*Miille du (racé de la trajectoire.
LvEMPLC. Si l'on doit tracer la trajectoire d'un boulet de 24 i;. .• avfc une vitesse initiale de 500™-». on aura Vo = l,15; î' f. ds du bouM (fiant 12^010, son diamètre 0»"1485, on aura
- = lô'iO"! : par conséquent, pour - = 0.05. - = 0.10.
1= 0.15.... on aura respectivenaent x = 63"»40, 150"91,
1 ••>r>|.... fi Ton trouvera sur l'horizontalp. qui passe par la di- • «.0 V« = 1 .15. toutes les longueurs ifi>(x, V) correspondantes 2.1 iji^unces de x, qu'on vient d'indiquer: il sera très-facile de
* n; j "rter sur le dessin pour construire la trajectoire. Il sera •.. Tîi'til tn^s-facile de traduire ces longueurs en nombres, en ' . ,jibt sur la ri[;ure 5 une règle divisée.
L*rv«^up la valeur de Vo ne tombera pas sur un des points de : ^.-ci de la verticale, on y indiquera ce point, et. par ce point, on ' Ta une tiorizontale au crayon ; celle-ci. par ses intersections i-r iw fourbes z = 0.05. z = 0,10. 2 = 0.15. déterminera
* i-r^ut-urs de ifc(j*,V) pour x=0.05. x = 0.10, «=0,15...
( »n obtiendra de la même manière les valeurs de .3(^, V) ; .*• ^ corre>pondent à des valeurs diflërentes de x.
U-< cuurbes des valeurs de t)(x,V) construites de la : \:\** manière, donneront également les valeurs de : r,\)^ et serviront à la détermination graphique des vi- : «w-s du projectile et des durées du trajet.
Aim d'éviter la transformation des valeurs des vitesses
' ' ff'WKS de -, on pourrait écrire ces vitesses sur la ligne
- al»-cis$05, aux points correspondants , pour la valeur
* jt/-e J<» r.
il «^rail p^yOïlement facile d'éviter la transformation des
valeurs de a; en - , en écrivant à côté des valeurs de - de
chaque courbe la valeur de x qui y correspond pour chacune des espèces de projectiles auxquels on doit en faire l'application.
On faciliterait de même la réduction des vitesses V en hauteurs dues à ces vitesses au moyen d'une parabole tracée avec ces valeurs pour ordonnées. Avec des précautions convenables pour éviter Taltération des dimensions du tracé de ces courbes , on obtiendra une exactitude très-sufBsante pour les applications ordinaires.
On peut aussi déterminer par des tracés les valeurs de e*, F' (2), F (2), et traduire ainsi en courbes les tables numériques que nous avons calculées; mais cela n'est pas nécessaire.
Solatioii graphique de divers problème* de iMdIstiqve.
162. Solution graphique de divers problèmes de balistique. On peut par des tracés très -simples résoudre la plupart des problèmes de balistique.
Âfm d'éviter la répétition de plusieurs constructions élémentaires, nous les rappellerons en commençant.
Soient OA une horizontale (Fig. 28), OP une ligne de projection faisant un angle 9 avec OA; soit M un point quelconque dont les coordonnées sont OC = a et MC = 6, et soit OD une dislance quelconque égale kx; si du point D on abaisse sur OP une perpendiculaire DF, et du point F une perpendiculaire FG sur OA , on aura
OF =: flCCOS^ Ot OG =: JCCOS^
et réciproquement
OF ^ OG
X = et a; =
Si Ton joint 0 et M par une ligne, elle coupera la verticale DI en II, on aura
- = tangMOG = tange, DI = ictang^, a
DH^xtangf, IH = a:(tang^~ lange)
ti réciproquement
IH
tang? — tangi
Dans les solutions qu'on va donner, on déterminera K-^ valeurs des fonctions de afb(ic, V) et S{x,\) comme on 1*3 dit précédemment; mais dans le cas où la vitesse sera I in< onnue, on devra supposer que Ton a une valeur appr M:l]»*e de la projection horizontale de cette vitesse qui f-nnetle de déterminer les fondions ifc(.r, V) et 5(x, \), U solution ne serait rigoureuse que dans le cas où Ton r» [Tr^enlerait la résistance par un seul terme propor- (1 nnel au carré de la vitesse : mais comme c'est particuwremenl au tir à de petites vitesses que les solutions ;ni[>hiques dont nous parlons sont applicables, une petite ::l*ffeoce sur la vitesse n'aura .qu'une influence trésf':[*!c sur la valeur de iA>(jr,V); on pourra d'ailleurs i- «ijours déterminer celle-ci par une première approxima- *i n. Il eo est de même, mais à un degré d'importance t ut i fait négligeable , de la valeur de f qui entre dans
ifui. Dêiermvwr l'angle de projection sur un plan hon:.,nial. Étant données la vitesse initiale V et la portée \ vur an plan horizontal passant par le point de départ , '.^Kimincr l'angle de projection ^.
L'angle de projection est donné par la formule suivante dans laquelle h est la hauteur due à la vitesse V
sin2^ = ^l[î,(X,V).
Pour déterminer l'angle de projection , soient (Fig. 29) 0 le point de départ, OA l'horizontale, OB la verticale; du point 0 comme centre, avec un rayon OK = i, tracez un arc de cercle, prenez OL =ift,(a;, V), 0H = 2/i, OD = X : lirez HL et par le point D menez une parallèle à HL. Par le point d'intersection G de cette parallèle avec la verticale, menez Thorizonlale CM qui coupera en M le cercle du rayon 1,00; l'angle MON sera égal à 2?, et la ligne OP qui le divisera en deux parties égales sera U ligne de projection, En effet, on a
OH_OL ÔD""ÔG'
donc
OC ou sinMON = ^ilb(x,V), MON = 2t> et POA=!,?.
La seconde intersection M' de l'horizontale CM et de l'arc de cercle donne pour sinOM et OP une seconde solution , mais elle appartient aux angles plus grands que 45^, et n'est pas applicable au cas que nous considérons.
Si dans la construction 2A est trop grand, prenez 011 = /» ou OH = 7/1, et par compensalion prenez OK = 2,00 ou OK =r 4,00; on augmentera ainsi rcxaclitude dans la détermination de ^.
Si l'angle de projection devait être très-petit, on aurait plus de précision par le procédé suivant.
Partant de l'équation 2/isin2^ = Xaft>(aî,V), soit OA (Fig. 30) l'horizontale, OD=X, 0H=2/i. Sur la verticale OB, prenez OK = 1 et OL = '^(x^ V), tracez KD el par le
|M>int L menez à KD une parallèle qui coupera OÂ en F; <*F ^cra égal à Xifl>(:z:, Y) ; menez à OA une parallèle à une (!i^tance égale à OF, et décrivez un arc de cercle du point (^ comme centre avec un rayon OU; joignez le point d'in- Ur^t^clioD M au point 0 et divisez l'arc MH en deux parties ''v.ilc> par la ligne OP ; OP sera la ligne de projection ; • ar M0Xs^Jn2P0A a pour mesure MN qui est égal à
UA. Déterminer V angle de projection du projectile qui 'lit passer par un point donné. Étant donnée la vitesse iri.lialc V, on peut déterminer Fangle de projection d'un |r- j»»riile qui doit passer par un point donné.
>i M (Fig. «il) est le point donné, h la hauteur duc à U \il»*>se V, et que a soit la distance horizontale OC et .'. b distance verlicale MC du point M au point de départ, I »nj:le cherché sera donné par les formules
laiifcrv = -(/!' ±:V//i'(/»' — ^) — ^-^)
îjis le>nuelle> on a fait h' = .
* lll,(«,V)
F*ar le point M élevez la verlicale CB = /i , et par le
l'int D milieu de OC la verticale DF. A partir du point
•. ^ur une ligne quelconque, prenez CK = 1,00 et
I L — ift,(r, V) , lirez LB et par le point K menez à celle
:.i- une pnrallêle ; celle-ci coupera la verlicale en G;
1 «Il I
• 'i ^e^3 égal à -- ou ou /i'. Sur CG comme
liwMro, décrivez un demi-cercle; puis, par le point G •■•i.iuc centre 9 avec GH pour rayon, tracez un arc do
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cercle, il coupera DF en deux points I, V; lirez 01 el OF; vous aurez les deux lignes de projection cherchées.
En effet, puisque GC = À', et que CM = 6, on a GM = h' — 6, et GH ou ses égales GI et GF égales à
V/A'(/i' — 6). Si du point G on abaisse sur DF la perpendiculaire GJ on aura GJ = {a, d'où IJ = l'J =
Vh{h — b) — ja% el comme DJ=i A', on aura
Dl et
= h'--\/h\h' — 6)— ia%
DI' = h' + y h' {h' — 6) - 7 a» ;
ce seront les deux valeurs de ^alang^; or, AD est égal à {a; donc les deux lignes 01 et 01' sont les deux lignes de projection cherchées.
Si le cercle tracé avec le rayon GH devenait langent à CF il n'y aurait qu'une seule solution. Si le cercle ne coupait pas cette ligne, le problème serait impossible.
On remarquera que, comme dans le cas précédent (163), la ligne de projection la moins élevée doit être seule admise (93).
Lorsque le but sera peu élevé au-dessus de l'horizon, on pourra, pour plus de simplicité, et sans erreur appréciable (103), opérer relativement à la ligne qui va au but, comme si elle était horizontale (163).
1 65. Vitesse initiale. — Le but étant à hauteur du poiiU de départ. La distance du but et la ligne de projection étant données, déterminer la vitesse initiale.
Si le but est & hauteur de la bouche à feu, on aura
2/i = -T^lft,(a:,V).
sm2^ '
On obtiendra 2A par le tracé qui est indiqué pour trouver
i'jn^'le de projection (16â), mais en opérant dans l'ordre inverse, ainsi qu'il suit.
Soient (Fig. 29) OD la portée X, et OP la ligne de projn (ion ; faites Tangle MOA double de POÂ ; du point 0 ccrnme centre avec un rayon égal à l'unité, décrivez un dp- de cercle ; par le point M où cet arc coupe la ligne 'i\l, menez une horizontale; elle coupera la verticale OB • n C; joignez CD; sur OB portez OL = ifc(x, V); par le r int L menez à CD une parallèle ; elle coupera en H l'honz.>ntale OA; OH sera égal à 2A; de là on déduira V.
On opérerait de même par le second procédé.
1C6. Le but n'étant pas à hauteur du point de départ. \ le but n'est pas à hauteur du point de départ 0, soient M ce point (Fig. 32), OA l'horizonlale, OB la verticale, >1' la ligne de projection; lirez OM; appelons • l'angle M(L\ sous lequel est vu le but, a et 6 étant les coordon-
.".s AN et MN du point M; on a tangt = -.
n'.iprcs réquation de la trajectoire et la condition que :' projectile passe par le point M; on aura
6 = atang^ — ^ ifi,(jr, V),
: '1 Ton tire
^ "^ 4(tang* — tongOcos*"^'*^'^'^'^'
'. {or d«'s transformations déjà indiquées (16 et 112),
«tfc(jC, V) C08f 1
4 *8in(^ — f)'co8f*
Ir. nri OD = :0N = \a, OK = i ,00, OL = i«,(x, \) ; *'i KD, et par le point L menez à cette ligne une parallèle;
' -Cl coupera OA en F; on aura 0F = ; sur
OB prenez OG = OF, et par le point G menez à OM une parallèle qui coupera OP en I ; par le point I élevez une perpendiculaire à OP, elle coupera OA en II ; OH sera la valeur de h.
En^effet, dans le triangle OGI, on aura
OG_sinOIG Ôr"~8inOGr
Or, OIG = lOM = (^ — 0, et sinOGI = sinMOB = cosMOA
OGcosB 01
r= cose ; donc 01 = -, et comme OH = — el
sm(<P — t) cosç
que OG nr , il s ensuit que
^„ aift)(a;,V) C0S8
un = —
4 ' sin(«?> — t).cos9'
et par conséquent que OH est la valeur cherchée de h. Si le but esl peu élevé au-dessus du point de départ, on pourra, sans erreur appréciable (103), opérer avec plus de facilité relativement à la ligne qui va au but comme si elle était horizontale (164-).
167. Déterminer l'angle et la vitesse de projection d'un projectile qui doit passer par deux points- donnés.
Soient (Fig. 33) 0 le point de départ, OA rhorizontale, OB la verticale, M et M' les deux poinis donnés, et dont les dislances horizontales el verticales sont ON = a et MN = 6 pour le premier point, aN = a' et M'N' = 1/ pour le second ; l'angle de projection e a pour expression (94, éq. 14-)
a'ift,(a',V)^ — aift,(a,V)^ *''"^* ~ aife(a,V)-a'aft>(a',V) '
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la valeur de h est (94, éq. 15), en rappelant que T=^hy
a'ifc(a',V) — aiJb(a,V)
pour déterminer tang^, sur OB prenez OK = 1 ,00, OL = -^(a, V), OL' = ^(o*, V); lirez KN, et, par le point L menez à cette ligne une parallèle qui coupera Thorizoniale en n et donnera On = ata>(a, V); opérant de n.^nie pour N' on aura On! = a'ift>(a',V). Par le point n ^l^iyez une perpendiculaire jusqu'à la rencontre de OH' au
(^jîat G, on aura Gn = On-, = ai&(a, Y) -. Par le point
n' menez one verticale jusqu'à la rencontre au point G' de
oJI prolongée, on aura Gn' = On'- = a'i>ii(a', V)-, joi-
Qt a
;nez GG' el par le point 0 menez à celte ligne une parai* l^le, ce sera la ligne de projection cherchée.
En effet , si par le point G on mène Thorizontale GQ, 00 aura
•■^^^^"GQ " On' — O» "• o'lfi>(a\V)-aifi,(a,V) *
Poor déterminer h prenez GR = ^GQ
(-.•rtAz-le de G en S, sur le prolongement de nG , et par \r foiot s menez une parallèle à OG jusqu'à sn rencontre ^er OH en T; par le point T menez une verticale qui : 'U[»era OP en U, et par ce point menez une perpendi- ' . jire 3 OP; elle coupera rhorizontale OA en H ; OH sera U tal#*ur cherchée de h.
Eo effet, te verticale TU coupant OH* en T et OA en /,
on aura
T< = Ot- et Vt^Ot-;',
retranchant membre à membre et observant que T( — VI = IT = iGS = i(On' — On), on aura
C'est la valeur de /tcos'^ ; et puisque POA =. 9, on aura 0U = Acos9 et OH=:A.
Si GQ était petit, on opérerait avec GQ au lieu de prendre jGQ, et on obtiendrait hh dont on prendrait ensuite le quart.
Ayant trouvé l'angle de projection on pourra aussi opérer la construclion comme on Ta indiqué (1 66) pour faire passer le projectile par le point M ou par le point M'.
168. Déterminer V angle et la vitesse de projection d'un projectile qui doit passer par un point donné et sous une inclinaison déterminée.
Soient 0 (Fig. 34) le point de départ, OA rhorizontale, OB la verticale, M le point donné, et MG la direction du projectile. Si Ton nomme a la distance horizontale ON, t l'angle MOA d'élévation du but, et 0 l'inclinaison de MC» qui dans la figure 34 est au-dessous de Thorizontale et qui donnerait 6 négatif, on aura l'angle cherché p et la hauteur h due à la vitesse de projection V par les expressions suivantes (95, éq. 19 et 20):
_ 2fli)(a, V)tangt — aife(a, V)tangO tani?^- 2aô(a,V)-aift,(a,V)
j^__2a3(a,V) — ailb(fl,V) 4 (tang ■: — tang 8) ces* 9
Sur la verticale OB, prenez OK = 1,00, OL = i(W(a,V)
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et 0L'= d(o, V); par le point M menez la verlicale MN; joi^niet KN ; par les points L et V menez deux parallèles a celle ligne, elles couperont l'horizontale OA en deux pcinUf4 etn'; on aura On=ai&(a,V) et On'=a${a^\); prenez m'X' = On', on aura ON' = 2d(a, V). Par le point n menez une verticale qui rencontre en G la ligne menée par le point 0 parallèlement à MC ; par le point N' élevez une verticale qui rencontre en G' le prolongement de U)l ; joignez GG' et par le point 0 menez à GG' la panillrle OP; ce sera la ligne de projection cherchée.
£o effet , d*après ia construction , on aura G'N' =: ^')«ci,V)tangt, nG = aiA»(a,V)tang9. Si l'on remarque que linclinaisoa est au-dessous de l'horizon , dans la figure , quA 9 est négatif dans la valeur de tangd, et que par crnséquent le second terme du numérateur s'ajoute au p^mier, on verra que G'N' + Gn ou G'Q est le numérateur J*^ la valear de tangS, et que GQ ou nN' qui est égal à i'i^^a, V)— *ail^(ay V)y en est le dénominateur; donc
r^= langf , C'GQ = ^, donc OP est la ligne de projec*
u Q cherchée.
L*expressioD de la valeur de h est do même forme que ^05 le problème précédent (167) ; on l'obtiendra par une oDosIniclion analogue. Pour cela, prenez GR^jGQ 1- |[ii5(a,V) — aiA»(a,V)]; portez cette longueur de G n S sur le prolongement de Gn, et par le point S ntenez .'«* parallèle à OG jusqu'à sa rencontre avec Ott en T; ; sT le point T menez une verticale qui coupei^a OP en U, M par ce point une perpendiculaire à OP, qui coupera l'ho- :ijùiz\e OA en II, OH sera la valeur cherchée de h.
U dt*moostration étant la même que pour le problème "' . nient, nous ne la répétons pas.
< »n pourra , suivant les cas , prendre le rayon GR égal é lyj ou â sa moitié, et obtenir pour OH , 4Â ou SA , et
en prendre alors le quart ou la moilié. On pourra aussi, après avoir déterminé Tangle de projection, continuer la construction comme pour faire passer la trajectoire par le point M.
169. Observations sur le rapport des écJiéUes dans les tracés. Dans les deux derniers problèmes on peut obtenir plus de précision dans le tracé, particulièrement lorsque les angles de projection doivent être petits, en prenant les ordonnées à une échelle plus grande que les abscisses, et en déterminant les inclinaisons par des tangentes mesurées à l'échelle des hauteurs amplifiées. L'inspection des expressions qui donnent les valeurs* de h et de tango fait voir que les relations ne sont pas changées. Il n'y a de différence qu'à partir de la verticale TU. Alors pour diviser le résultat par cos> , le point U doit être pris sur la ligne de projection réelle, et la perpendiculaire UH élevée par ce point sur cette ligne. Cette double observation s'applique à plusieurs des problèmes précédents.
170. Portées, durées, vitesses. Lorsque Ton devra déterminer la portée d'un projectile sur une horizontale ou sur une ligne inclinée , on devra déterminer, au moyen de la vitesse initiale et de l'angle de projection et par les moyens qui ont été donnés (156 à 158), plusieurs points rapprochés, les uns au-dessus, les autres au-dessous de la ligne, puis faire passer une courbe par ces points ; l'intersection de la courbe et de la ligne donnera la position et la distance du point cherché.
Dans les divers problèmes, on pourra déterminer l'in-r clinaison de la trajectoire, la durée du trajet ou la vitesse du projectile, par les procédés qui ont été indiqués.
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171. Considérations générales. La connaissance de Tac* tioo destructive des projecliles lancés par les boucher à r»'U est d'une très-grande importance. Les effets produits» ti en particulier l'étendue des pénétrations, dépendent de U nature des projectiles, de leur forme et de leur poids, 'e leur vitesse initiale et de la distance du but. Il est donc D^rcessaire , pour les apprécier, de tenir compte de ces circonstances.
Cette question a dès longtemps attiré l'attention des sa- «^ot5 les plus distingués, tels que Jean Bernouilli, Poleni, b'ùnivesande , Musschenbrock, Robins, Ëuler, Camus. Mats , des faits épars ou des expériences peu étendues sur de petits projectiles , n'avaient pas jusqu'à ces derniers temp<^ fourni les éléments nécessaires pour traiter la queslii.-o d'une manière satisfaisante et pour arriver à des fortnuW applicables aux divers cas de la pratique, lorsque, pr les ordres de N. le Ministre de la guerre, des expé«> heores nombreuses furent à cet effet exécutées à Metz, en 183i et en 18^5, par la Commission des principes du tir.
Noos nous occuperons particulièrement, dans ce qui n suivre, des lois du mouvement et de la profondeur «^"^s pénétrations des projectiles dans les milieux résistants i'M on forme ordinairement les masses couvrantes à la
guerre, telles que les terres, les maçonneries et les bois, et nous en ferons précéder l'exposé de quelques considérations physiques qui nous conduiront à l'expression de la résistance '.
173. Considérations physiques. Lorsqu'un projectile spbérique pénètre dans un milieu résistant, comme de la terre, il pousse devant lui et déplace latéralement les molécules qui se trouvent sur son passage ou qui en sont voisines. Ces parties, après avoir été comprimées et entraînées d'abord, sont contraintes à glisser sur la surface arrondie du projectile; elles prennent ainsi une vitesse dont la composante latérale, prise perpendiculairement à la direction du mouvement du corps, dépend de la vitesse^ de ce corps et de l'inclinaison de la partie de sa surface contre laquelle elle glisse en surmontant le frottement.
Les molécules qui se trouvent en A (Fig. 35) à la partie antérieure , sur la direction BA suivie par le centre du projectile ou sur les parties voisines AC, ne pouvant surmonter le frottement qu'elles éprouvent, restent appliquées contre le corps ; mais les parties plus éloignées, poussées par une surface inclinée comme la tangente en ce point, glissent et entraînent les molécules voisines. Les composantes de leurs vitesses prises perpendiculairement à la direction BA du projectile, vont en s'accroissant à mesure
* Pour des considérations plus étendues et pour des résultats d'expériences plus complets, voir le rapport de M. le général Poncelet, sur un Mémoire de MM. les généraux Piobert et Morin, concernant la pénétration des projectiles, lu à TAcadémie des sciences, le 12 octobre 1835, et inséré au Spectateur Militaire du mois de novembre suivant. Voir aussi le Mémoire sur la résistance des corps solides ou mous à la pénétration des projectiles, par WA. les généraux Piobert, Morin et Didion, inséré au Mémorial d'Artillerie, no 4; — Premier et deuxième rapport de la Commission des principes du tir ; — Mémoire de M. le colonel Augoyat, inséré au Mémorial di^énic, n® 7.
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qu Viles s*éIoignent du point C ; et , lorsqu'elles sont ar* rÎTécs à un point D, où le rapport de la composante DE i la vitesse du projectile est égal à la tangente trigonométrique de Tinclinaison EDG de la surface en ce point, elles échappent à l'action du projectile avec une vitesse qui dépend ainsi de celle du mobile. En vertu de cette TJttrsse, elles entraînent les molécules plus éloignées du prujeclUe en leur communiquant une partie de la force Tive qu'elles possèdent et s'arrêtent en II, lorsque cette P.rce vive a été détruite par les résistances que présentent hy parties du milieu de plus en plus comprimées* Lorsque k projectile se sera avancé jusqu'en A', A'', A'"... et que Ni vii<*^<e sera diminuée, les distances DH', ITH", lyw... eue parcourront les molécules qui abandonnent le pro* jictile aux points IX, EK', D"'... seront de moins en moins grandes, et, le profil HHinr''... du vide se rapprochera •le plus en plus de la direction BAA'... du mouvement; ^' *) dorera jusqu'à ce que la vitesse soit devenue assez t4.ble pour que les molécules ne s'écartent pas sensiblement de la surface du projectile.
Le projectile éprouve ainsi dans son mouvement deux fcftes de résistances qui doivent être distinguées l'une de i JiQtre. La première consiste dans la cohésion du milieu, isiùs Teffort à exercer pour en séparer les diverses parties, <«.- fray»^r un passage et vaincre le frottement; elle peut tire regardée comme indépendante de la vitesse. La se- • •ode dépend de la force vive imprimée aux molécules q :i ^'éloignent du projectile avec une certaine vitesse pro- ; :rtioooelle à celle du mobile. La force vive de ces molé- «^ Jes, qui ne peut être acquise qu'aux dépens de celle da r rps, est donc proportionnelle au carré de leur vitesse.
i^tte rédislance doit encore être proportionnelle à '^ndue de la surface suivant laquelle elle s'exerce, et , d*aprés ce que nous avons dit, n'est pas néccs-
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sairement égale à retendue d*un hémisphère , elle peut même varier durant le mouvement, c esl-à-dire avec la vitesse du projectile. Mais alors, à mesure que l'étendue de la partie du projectile qui reste en contact avec le milieu résistant a plus d'étendue, la dernière zone de la surface est moins inclinée ; il s'ensuit que la composante de la vitesse perpendiculaire à h direction du mouvement^ laquelle varie dans le même rapport que cette inclinaison, est en raison inverse de l'étendue de la surface ; il y a ainsi à peu près compensation ^ et le produit de ces deux quantités pourra être regardé comme constant. La force vive imprimée à chaque instant aux molécules du milieu résistant pourra donc être regardée comme proportionnelle à la force vive du mobile ou au carré de sa vitesse, et à une section déterminée du projectile. Celle-ci élant dans un rapport constant avec le grand cercle de la sphère, on peut la remplacer par ce dernier, et regarder les deux termes de l'expression de la résistance comme étant proportionnels à un grand cercle du projectile.
Il coi^vient d'autant mieux de considérer la résistance comme proportionnelle à un grand cercle du mobile, que, vers la fin du mouvement, alors que le terme proportion^ nel an carré de la vitesse n'a plus qu'une influence trèsfaible, le vide produit par le projectile diffère très-peu d'un cylindre ; la résistance s'exerce donc réellement suivant l'hémisphère antérieur^ et, par suite, la résistance doit être proportionnelle à la section du cylindre on au grand cercle de la sphère.
Des expériences directes ' ont prouvé d'ailleurs qu'aux petites vitesses la résistance éprouvée par le projectile était effectivement proportionnelle à la section du grand cercle du projectile.
' Premier et deuxième rapport de la Commission des principe» du tir.
17:{. Phmomènes observés. Les considéralions qui préri-.l»»nl, se Irouvenl confirmées par l'examen de la surface d»'5 projccûles après qu'ils ont pénétré dans les terres el \<sT la forme du vide qu'ils y ont formé.
Lorsqu'un projectile esl lancé avec une grande vitesse •bns les lerres, on reconnaît que des parties de la matière du milieu résistant sont restées adhérentes à la surface antérieure de ce projectile; elles offrent la forme d'un ( «ne SCC' (Figr. 35) d'autant plus obtus que la vitesse de injection est plus grande; au delà de cette partie, le pro^ i < tile est fortement sillonné suivant des plans méridiens (o^sant par la direction du mouvement; ces traces ont été farfois assez profondes pour qu'un boulet de 24 perdit en p*'nétrant dans le sable plus de 15 grammes de son poids; i. N iracrs vont ensuite en diminuant et cessent d'être sen- ^\\*\e<> ver* le grand cercle de l'héinisphcre.
L*eia'i.en du vide produit dans le milieu confirme encore ui ju>tes.-e dos considérations physiques qui précédent, lorsque, comme cela a lieu avec les terres argileuses, le ude conserve assez bien la forme (Fig. 36) qu'il a prise •V] moment du passage du projectile. En eflbt, une section fdiie par un plan perpendiculaire à la direction du mouve* n.^m (Fig. 37) parait fendillée sur une assez grande prof-odeur; les intervalles entre les fentes sont lisses et [-*nent des traces évidentes du frottement du projectile. U développement de ces parties touchées a toujours été Uv até un peu moindre que la circonférence d*un grand t^cle du projectile, excepté vers le fond du vide. Le •i^mélre des sections, qui seraient faites à différentes c.-taoces de l'orifice, vont en diminuant depuis l'entrée .'«•qo*4U fond 011 Ton retrouve le projectile (Fig. 30). La *^ tion méridienne du vide est une courbe dont la con* i'\iié e^t tournée vers l'axe, et qui, vers le fond, diflère ; u iFune ligne droite parallèle à la direction du mouve^^
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ment; de sorte que le vide a la forme d'un cdne évasé dont le fond diffère très-peu d'un cylindre qui aurait un diamètre égal à celiii du projectile. Celle forme indique que la vitesse de projection des molécules du milieu diminue avec celle du projectile.
La réaction des terres comprimées au moment de la pénétration , altère bientôt la forme du vide et en diminue les diamètres.
Des phénomènes semblables à ceux que nous venons d'exposer se présentent également, quoique moins régulièrement, lors de la pénétration des projectiles dans d'autres milieux résistants que les terres argileuses, tek que dans la maçonnerie; dans celle-ci| la partie antérieure n'étant pas soutenue, se brise plus facilement et forme un entonnoir beaucoup plus évasé que celui de l'autre partie. L'entonnoir formé par le choc d'un boulet dans le plomb est dû aux mêmes causes que dans les terres argileuses et conserve une forme très-remarquable.
1 74. Résistance variable durant la pénétration. En supposant, comme on l'a fait, que la résistance ne dépend que de la vitesse du projectile à l'instant que l'on considère, et quelle est indépendante de la quantité dont le projectile a pénétré, on commet une petite erreur. En effet, au moment où le projectile pénètre avec une certaine vitesse, les parties du milieu résistant en contact avec lui n'étant pas encore comprimées comme elles le seraient si le projectile avait déjà traversé des couches antérieures, celui-ci éprouve réellement une résistance moindre. De plus, en comptant les profondeurs de pénétration à partir de la partie antérieure du projectile, la surface de ce projectile en contact avec le milieu dans les premiers instants étant moindre que lorsque le projectile a pénétré d'un demidiamètre ou d'une plus grande quantité, la résistance est par là encore diminuée^
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Celte différence dans les résistances pourra n'avoir qu'une très-faible influence quand on comparera entre^ files des pénétrations considérables; mais elle ne sera l'Ius négligeable dans la comparaison de faibles pénétrations provenant de vitesses peu considérables. La formule qui ne tiendra pas compte de cette influence donnera par ie!a même des pénétrations trop faibles; on voit facile- Mt-nt encore que cet eflel sera d'autant plus prononcé que \ s projectiles seront d'un plus grand diamèlre; tel est [xrliculièrement le cas des obus de forts calibres animés <]•' Taibles vitesses.
175. Lais de la pénétration. Diaprés les considérations «; ji précédent, l'expression de la résistance qu'éprouve un |r»jectilc à chaque instant de son mouvement, dans un ii.iiicu comme la ieire, est proportionnelle à l'étendue J'uo grand cercle de la sphère, et elle comprend deux t rmes dont Ton est constant et dont l'autre est proport ianel au carré de la vitesse; de sorte que, en appel>nt f cette résistance, R le rayon du projectile, v sa <n^œ variable durant la pénétration, 7 le rapport de la oroooférence au diamètre, on aura
< et ^ étant deux quantités qui dépendent de la nature des " l'ii'ux et qui devront être déterminées par l'expérience : ir chacun d'eux. De cette expression, nous allons dé- ' ire los profondeurs de pénétration des projectiles lancés ;«••. diverses vitesses, et nous les comparerons ensuite -"ji profondeurs observées pour nous assurer du degré >: ''lactitode de l'expression de la résistance.
En rr>n- orvant les notations ci-dessus, soit encore P le f tis da projectile, D sa densité, V sa vitesse au moment < . il pénétre dans le milieu, e la quantité dont il a pénéu^ au moment où celle vitesse est réduite à v. Me temps • ulé et 9 la pesanteur.
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En égalant la résistance qu'éprouve le projectile à chaque instant à la quantité de mouvement qu'il perd, on aura pour l'équation du mouvement
--/i^ = «rR'(a+^t;').
g àt 0,. ,= |, donc e„ ™Uip,ta„. «*e i ™e™L« 3V.
l'équation précédente, on aura
vdv = «pR* (a -h iSv*) de ;
d'où
P vdv
de=z^
«rRV'« + i3»''
Cette expression est facile à intégrer, et en obsen-anl qu'elle doit être prise depuis la valeur V, pour laquelle e = 0, jusqu'à v, on aura
Les logarithmes étant hyperboliques, si l'on veut avoir les logarithmes des tables dont la base est 10, Ton écrira
176. PénétraHon totale. On aura la profondeur totale de pénétration due à la vitesse V en faisant f = 0; appelant E cette pénétration et observant que pour un projectile sphérique P = t'/^R^D, on aura
Si un projectile dont le rayon est R' et la densité D', atteint le milieu résistant avec la même vitesse V, la pro-
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r^aJeur de pénétration représenté par E' sera
E7 = .^2,3026Log(i+-N').
l^ ces deux équations on tire
E _ RI) E* ~ R'iy '
I «sl-à-din», que bi deux projectiles sphériques pénètrent ii:i> le même milieu résistant avec des vitesses égales, les |r rHudeurs de pénétrations sont entre elles comme les |: '-Juits des calibres par les densités. Si les projectiles - ni dob boulets sphériques de même métal, D et D' sont •.iu\ et los profondeurs des pénétrations sont entre elles
• • fiime los diamètres; si les projectiles sont de diamètres •..Ht, mais de densités différentes, tels que des boulets '( (It^ obus de même calibre, les pénétrations sont entre
' ••> comme l*»s densités ou comme les poids de ces pro-
I^ins le cas du tir des boulets sphériques de fonte, la •*''»<ilé peut être regardée comme constante et représen-
• !• ir D =z 703*2*^, poids du mètre cube de la matière •'- •'-< lH>uIets; alors, en faisant
ii.2,a()3G _ 550,2 _ ^^L
'I jura IVxpression
M) E = K.2R.Loir[l + (^y].
• '.* «^llo expression K est un nombre et n est une vi-
•• romme V; E sera donné en mêmes unités que le .'.''Ire ilt.
La (iéoélratioii d'un obus ou d'un projectile autre qu*un
• /• t de fonlc, animé de la même vitesse que celui-ci,
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et du même diamètre, mais dont le poids serait P, et la densité D, se déduira de celle du boulet en la multipliant par le rapport des densités ou par celui des poids; en la désignant par E, , on aura
E. = K.2RLog[n-(X)']^ ou K.2RLog[n-(y)*]^.
La pénétration des projectiles sphériques de diamèlres et de poids égaux, augmente avec les vitesses, mais moins rapidement que les secondes puissances de celles-ci; les vitesses étant V et V, , le rapport des pénétrations E et E, sera
^' io«(i+^v:.)'
mais, lorsque les vitesses sont faibles ou loi*sque 0 est extrêmement petit relativement à « , les pénétrations sont sensiblement proportionnelles aux carrés de ces vitesses.
En eflet, le rapport - étant toujours très-petit, comme
on le verra plus loin, il en résulte qu'aux très-faibles
vitesses -V est lui-même très-faible devant l'unité; or,
d'après l'expression connue
ZÎ 2^
log(l + z) t=r — - + - — j + etc,
on voit que les logarithmes des nombres qui diffèrent peu de l'unité, sont sensiblement proportionnels à l'excès de ceux-ci sur cette unité; on aura donc sensiblement dans le cas des faibles vitesses
1 = ^ et E = ?^V'
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c'est-à-dire que^ quand les vitesses sont faibles, les profûDdeors des pénétrations sont sensiblement proportionnelles aux carrés de ces vitesses. Celte supposition revient à oiV'liger devant a les termes qui contiennent 0 comme (ai(eurs, ou à écrire p = vR'd, c'est-à-dire à supposer la r*^istance indépendante de la vitesse.
[Hios cette hypothèse, longtemps admise, on arrive immcdiatemenl par le principe des forces vives à l'expression dr: la pénétration. En effet, la quantité de travail due à la
f'^ji.^lance f = tR'a étant EtR'*, et la force vive perdue
p p^r le projectile étant -V", on aura
'i •îi, en remplaçant P par jtR'D, on tire
c ^ vi f 2 RD ,
23MrR»</ 3 g%
'"y tie formule, qui peut convenir lorsque les vitesses sont f J les, indique des pénétrations trop considérables lorsque .' ^ vitesses sont grandes.
Pénétration des projectiles obUmgs dans les mi
• -MX résistants. Les considérations dans lesquelles on est
'ntré sur la résistance qu'éprouvent les projectiles sphé-
î-jues en pénétrant dans les divers milieux s'appliquent
it projectiles oblongs, tout en laissant à ceux-ci les -'«30tages qui résultent de leur forme antérieure et de
.r ma^se plus grande à égalité de diamètre.
Laianlage de la forme antérieure est reconnu par les •^i;--ri«;nces sur la résistance de l'air rapportées plus haut -n. 57>; il peut être attribué aux projectiles oblongs pé- * rjut dans les autres milieux résistants.
Il rr<ulic de ces expériences que, à égalité de diamètre.
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la résislancc éprouvée par les projectiles oblongs n'est fjue les I de celle qu'éprouvenl les projectiles sphériqucs.
Sans doute, ce rapport peut varier d'un projectile à l'autre; mais si l'on considère que les conditions de service ne permettent pas de faire varier beaucoup la forme antérieure ni la longueur des projectiles oblongs, on verra qu'on peut adopter un rapport constant. De plus, en attendant qu'il ait été fait des expériences spéciales sur les terres, on peut adopter le rapport trouvé pour l'air atmosphérique, lequel est égal à §.
On remarquera encore que par suite de l'acuité de la partie antérieure d'un projectile oblong comparativement à un hémisphère, le cône formé par la matière du milieu résistant sur les projectiles sphériques ne doit pas se rencontrer sur les projectiles oblongs; c'est ce que confirme l'expérience.
Il résulte aussi de la vitesse de projection latérale de la matière du milieu déplacé par le projectile, que la partie cylindrique, quelle que soit sa longueur, ne touchera pas celle matière. La résistance sera donc indépendante de la longueur de cette partie cylindrique; cela n'a pas lieu dans l'air par suite de la grande élasticité du milieu ; on admet aussi que, durant son trajet dans le milieu résis* tant, le projectile conserve sa direction initiale, et que par suite le rapport de la résistance du projectile oblong à celle du projectile sphérique reste constant, lorsque les vitesses sont égales.
D'après ces considérations, l'expression de la résistance et les lois de la pénétration, qui se rapportent aux pro^ jectiles sphériques, seront applicables aux projectiles oblongs, à la condition de remplacer les valeurs de « et
de fi par f* et y/?; le rapport - restant le même.
En conservant les lettres adoptées pour les projectiles
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^pliériquesy mais en les aflectanl de l'indice , , on 1o Pour la rcsislaDce à chaque instant (art. 175, éq. 1),
29 Pour la pénétration partielle (art. 175, éq. S),
o^ Pour la pénétration totale (art. 176, éq. 3),
Lorsque Ton compare entre elles les pénétrations de *'*.ux projectiles, l'un obtong, l'autre sphérique, ayant «! < diamètres éi|!:aux et des vitesses égales, la pénétration *:j premier projectile est plus grande par suite de la su- ["Yhjnié de son poids. Ainsi le boulet oblong du canon T')^ de campagne de 4, récemment adopté en France, f'-ant environ 4 kilogrammes, tandis que le boulet sphén«jue [lèse 3 kilogrammes, le rapport des pénétrations «^^i j . 2 et égal à :i. Comme dans les deux cas, l'ouverture '4 rentrée sera la même, vu qu'elle ne dépend que du •: jn:étre et de la vitesse, l'entonnoir du projectile oblong : «niiira beaucoup plus allongé.
Nais, pour remplir les conditions de justesse avec les ;r j'-ctiles oblongs dans les bouches à feu rayées, on * '. ;'luie des charges moindres qu'avec les boulets splicr. ju^, quoique le poids des projectiles oblongs soit plus ;rjnd, de sorte que la vitesse de ces derniers est nolable- :..• Di moindre que celle des autres.
Amsi, avec le calibre de 4, la charge en usage avec le ' ' vo lisse était du tiers du poids du boulot spliériquc et
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elle n'est que le septième environ du projectile oblong dans le canon i*ayé. Le décroissement est le même pour la balle creuse dans le fusil d*infanterie, modèle 1857; il descend au dixième dans la carabine des chasseurs à pied et au seizième dans le mousqueton d'artillerie.
Mais, comme on le verra plus loin, la force vive des projectiles, lorsqu'ils sont animés de grande vitesse, est en très-grande partie consommée à former l'évasement de l'entonnoir; il s'ensuit que les projectiles oblongs sont très-propres à produire des entonnoirs peu évasés à l'entrée, mais très-allongés.
178. Détermination des coefficients. L'expression delà pénétration totale des projectiles sphériques (176, éq. 3)
contient, comme l'expression de la résistance, deux quantités qui dépendent de la nature du milieu; il faudra donc, pour les déterminer, au moins deux résultats d'expériences relatives au même milieu et à des projectiles animés de vitesses différentes ; si les projectiles sont les mêmes, et qu'on nomme V et V les vitesses, E, E' les pénétrations observées, ou aura
De cette équation on pourra déduire la valeur de - par
les méthodes d'approximation, et, en la substituant dans la valeur précédente de E, on en tii^era celle de jS :
2 RD / fi \
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On aura ensuite la valeur de « qui est évidemment égale ao qocf ieot de 13 par - .
Les pénétrations peuvent être notablement différentes dutt coup à l'autre par suite des inégalités qui se rencontrant dans les milieux qu'on regarde comme homogènes; il faut donc» pour déterminerics valeurs de a et de 0, emp!'>yer des moyennes prises sur un certain nombre de i "Ups; si l'on avait déterminé les pénétrations pour plus lie deux vitesses différentes, on aurait plusieurs séries de uleurs de « et de 0, entre lesquelles on pourrait prendre •!'-< moyennes. Mais il est plus simple de déterminer J'jl'Ord graphiquement la relation des profondeurs de [-•^nétnitions aux vitesses, en prenant les vitesses pour il>cisses et les pénétrations pour ordonnées, et de déterminer « et ^ an moyen de deux points convenablement ri. 'L^is sur cette courbe.
M Ton calcule ensuite, & l'aide de la formule, les profon- •iars de pénétration pour les diverses vitesses, et qu'on l-s compare aux résultats directs de l'expérience, on re- •. unaitra le degré d'exactitude que présentent la formule -:( la loi de la résistance qui lui sert de base.
Des expériences nombreuses ont été faites à Metz
'Tk 1&)3 sur des terres argileuses de Saint-Julien légére-
r.ent humides et maintenues dans un coffrage de 5°^ de
j-f'-ur, 5°> de profondeur et 2^30 de hauteur; elles ont
'.' eiéi'Ulées avec des canons de 24 et de 12 et des
. jriers de (H22, à des charges qui ont varié depuis ^i
, ^]ua \ du poids des boulets, tirés à des distances de
- la à 40^; elles vont servir à vérifier les formules donr >-s plos haut.
L: tableau suivant contient les pénétrations observées à • :;oe coup, les moyennes régulières déduites de l'en-
- ' Lî- dcis observations au moyen d'un tracé, et les péné- '^i :>.ns cdlcolées au moven des formules données ci^lessus.
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Tableau des pénétrations des boulets sphériques de 24 et de iî et des obus de 0^22, tirés datis les terres argileuses de Saint'Julien [près Metz) légèrement humides.
des
boaches
kfeo.
24 de siège.
12 de
POIDS des
charges de poudre
VITESSE
des
projectiles
aa bat.
cainp^'J 0,500
Obusier( 1,500
de ?2c I 1^000
de siège ;\
obus de I "»^^
PÉNÉTRATIONS observées ^ chaque coap.
HOTtHHBS
résaltant
d'an
tracé.
PIOPOBD^
de
pénétTif* calcalées.
3,fô
.-=0,000080 ou u = 112ni, « = 345000k, i3=27,<>, K = 19,9.
En comparant entre eux les résultats calculés elles profondeurs des pénétrations observées, on reconnaît que dans les limites des vitesses des boulets qu'il esl utile de considérer, les pénétrations sont représentées d'une manière assez exacte. Mais aux très-faibles vitesses les pcuétraiions
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(niculêos sont moindres que les pénétrations observées. Cet effet est plus sensible pour les obus de 0^22, animés do vitesses toujours plus faibles que celle des boulets, cnnime on avait pu le prévoir (174).
ISiK En opérant comme on vient de l'indiquer sur les friultats des expériences faites sur des terres de diflel'Dles natures, ou a obtenu les coefficients de résistance ionïi^nôs dans le tableau suivant :
Tifix i:%r </r,< coefficients de la résistance à la pénétration desproj'i'tiUs sjfh/riques dans divers milieux p^^-Il'a 1 +-V' \et
d* * fi*nn HÏes de la itlnètration E =: K . 2R Log M + ( - ) I "^ •
DÉSIGNATION DES UIUEUX.
^' î le in«'I»* ilo jrravier
T*Tr»* ni"* le** de siilile et de {,'ra- «.•*r.
T'-rrr ar/il^MK»», moitié salilc H nioitit' ijravier
T'-rn» \ ♦'•,;♦*• tait» ras.sisi» d'ancion (•ifu(.'-t, cl l<»rre ra|)portêe tii' 1. •• tie ^a^>h» et d'arjrile . .
Ttt'- «i^iî'Miîu» inoitit'* saMe cl t..< w .ir^ili» (romoie celle du |. :) /'-ne de Metz) rapporti'c.
T»* m» a rv'il'Mi^-e de Saint-Julien
\r^il»-ilc potier, hiunide
M Ml» tt»rrc, mt»uillée
T rn* !• V' n* d'ancien parapet.
M xiic î'Tre,fralchem*reinu<*e
in:s
COOOOO
N Ton avait à chercher les profondeurs de pénétration î -iii pn»jpc!ile dans une espèce de terre, et qu'on n'eût j * ;j--rz irélrments pour déterminer les deux termes de
la résistance, comme dans les exemples précédents, on
devrait déterminer d*abord le coeflScient - ou u aa moyen
des valeurs qui se rapportent aux milieux précédents ou à ceux qui s'en rapprochent le plus et déterminer ensuite l'autre terme au moyen de la profondeur de pénétration observée et de la vitesse à laquelle elle est due.
181. Pénétration des boulets dans la maçonnerie. Les formules auxquelles on est arrivé pour exprimer les profondeurs de pénétration dans les terres, peuvent également servir pour exprimer les lois de la pénétration dans la maçonnerie ; elles représentent avec exactitude les résultats moyens des expériences, dans les limites où Ton peut avoir à les considérer, lorsqu'on détermine les coefficients de la manière qui a été précédemment indiquée.
Voici les résultats de cette application pour des maçonneries de bonne qualité, celle des revêtements de Metz. Faute de résultats assez étendus sur les autres maçonneries, on y a appliqué le coefficient résultant des premiers
2 = 0,000015, ou tt = 258", et Ton a déterminé la vah
leur de ^ relative aux autres.
Tableau des coefficients de la résistancede diverses maçonneries.
DÉSIGNATION DES MAÇONNERIES
Maçonnerie de bonne qualité, comme celle des revêtements de Metz, construits par Yauban
Maçonnerie de médiocre qualité
Maçonnerie de briques
Roches de calcaire oolitiqpie des Genivaux, près Metz • • • • • •
^ = 0,000015, ou u = 258«.
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182. Pénétrations dans les bois. La profondeur de pénétralion des projectiles dans les bois se déduit des con- H.!'rations que nous avons exposées relativement à la f^^nêiratîon dans les terres; seulement, comme par la oaiure des bois et leur contexture fibreuse, les particules fi-appées par le projectile ne peuvent acquérir une grande vitesse, la force vive que le projectile leur communique aux dépens de la sienne propre est proportionnellement plus faible que dans les terres. En opérant d*après les résultats de l'expérience sur le bois de chéoe, comme on Ta fait précédemment, on trouve que les profondeurs de pénétration sont assez bien re«
r régentées par - = 0,00002, fi = 41,7, et par suite,
« = 2085000, tt = 224, K = 13,i.
D'après les expériences faites par la marine à Gavres', Ir) pénétrations du boulet de 30 seraient représentées par U ft^rmule
E = 3««45Log(i+^),
;uel!e, en la mettant sous la forme que nous avons adop- 't-», deviendrait
E s= 2R 18,56 Log(i + 0,00001 V) ;
""voiparée à la précédente, elle donne les mêmes pénétrat. ni pour les très-grandes vitesses, comme celles de 530°> I !40" ; elle donne des pénétrations moindres pour des vitesses plus faibles. Les vitesses qui ont servi à calculer les '. -'ificieDls de cette dernière formule apnt été détermi- ^>s par des procédés imparfaits, nous nous en rapporter ris de préférence aux formules qui résultent des vitesses •; .^ ooas avons employées et qui ont été mesurées exacte-
■ Expèri^ceê d'ariiUtrie exécQtées i Gavres de 1830 à 1840.
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ment au moyen du pendule balistique. En conservant le
même rapport pour- et en prenant pour les autres essences
de bois les rapports adoptés par M. le général Piobert', on est arrivé aux nombres contenus dans le tableau suivant et
pour lesquels on doit prendre - = 0,00002 ou ti = 224».
DÉSIGNATION DES BOIS
Bois de chône
Hêtre, charme et frêne
Orme
Sapin et bouleau
Peuplier
183. Forme du vide produit par les projectiles. On a fait voir comment le mobile, en projetant dans des plans méridiens les molécules d'un milieu résistant, tel que la terre argileuse, formait un vide dont les diamètres dépendaient de la vitesse du mobile, allaient en diminuant avec elle et finissaient par devenir égaux à celui du projectile. On peut calculer ces diamètres aux diverses profondeurs.
Les nombreuses expériences faites sur plusieurs espèces de terre, avec des projectiles de tous calibres tirés aux diverses charges en usage, ont fait reconnaître que le volume du vide de Tentonnoir formé dans un certain milieu était, avec la force vive du projectile, dans un rapport qui ne dépendait que de la nature de ce milieu. Celte loi s'étend aux terres de diverses natures, aux maçonneries et même aux métaux, comme le plomb et le fer forgé. Elle peut donc être regardée comme une loi générale.
Traité d'artillerie, par M. le général Piobert, Ire partie.
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En examinant la forme des entonnoirs produits par un même projectile animé de vitesses différentes, on remarque fie la partie du fond de l'entonnoir est la même, quelles quo soient les vitesses à Torifice, de telle sorte que ces t'ntonnoirs s*emboileraient, pour ainsi dire, les uns dans It-^ autres; cela indique d'ailleurs que le diamètre du vide en chaque point ne dépend que des dimensions et de la Tit^^sse du projectile. Les volumes de chacune des parties •i^ l'entonnoir représentent ainsi la force vive dont ces [rrjectiles sont animés à rorifice de chaque entonnoir; par suite, la différence entre les vides de deux d'entre eux représente la perte de force vive du projectile en pas- Ntnt de l'un à Tautre.
Cela posé, si r représente le rayon de Tentonnoir & une -ii^tance e de ToriGce, v étant la vitesse du projectile, le vtume formé à cet instant est/«rVe; la perte de force
^Se du projectile étant -(V" — v ), et le rapport cons-
g ' :it de la force vive du projectile au volume du vide dans
* milieu que Ton considère étant représenté par 2K, on
i .il Ton tire par la différentialion
En représentant, comme on Ta fait (art. 175, éq. 1), la r «iftance à chaque instant par p = nrR*{x + ^v*), on a
': «uTé
'^ tire donc des deux équations ci-dessus
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A la fin de la pénétration , la vitesse devient nulle et en même • temps le diamètre du vide est exactement celui du projectile, l'on a donc à la fois
V = 0 et r = R et par conséquent K = «.
Cette relation fait voir que le terme indépendant de la vitesse, dans l'expression de la résistance, est égal à la moitié du rapj)ort de la force vive au volume de l'impression , et elle permettrait de déterminer directement celle quantité, si le volume mesuré était exactement celui qui est formé au moment du passage du projectile.
De l'équation précédente, r'=R*(i 4- -t;*)i on déduit
21ogr= SlogR 4- logf ! + -«•);
mais de l'équation déjà trouvée on tire
En ajoutant cette équation membre à membre avec la précédente, on aura une relation indépendante de la vitesse variable du projectile, qui donnera le rayon de l'entonnoir à une distance quelconque et qui sera
ou, en représentant par i la base des logarithmes népériens
Cette équation est celle de la courbe génératrice du vide de l'impression.
En y faisant e = 0, on obtient pour le rayon de l'orifîce
= rI/i+-v.
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Celle relation fail voir que, tool égal d'ailleurs, le diamélre à l'enlrée sera d'autanl plus grand que le coef- Gcienl ^ de la mobilité du milieu résistant sera plus grand relativement ao coeflScient « qui représente plus parliculi'Tement la ténacité du milieu.
Les dimensions du vide que le projectile a produit ne [«lavanl être mesurées au moment même où ce vide se f'>nne, et le milieu réagissant immédiatement, les diam'^lres obsenés sont nécessairement moindres que les diamètres réels ; cette diminution augmente encore pen* Jdnt un certain temps, de sorte que le volume mesuré est fins petit que celui qui résulte de la relation des dian.ètres aux pénétrations. Mais, si l'on connaît leur rapr^^jr! pour un certain milieu, on pourra déterminer toutes l''s dimensions du vide. C'est ce qu'on a fait pour la terre ar^'ileuse dont il a été question (MS), et l'expérience a nionlré on accord très-satisfaisant entre les résultats du calrol et ceux de l'observation '.
184. Durée des pénétrations. La durée de la pénétraûvo dépend de la résistance que le projectile éprouve à chaque instant, et elle peut se déduire de la profondeur d- la pénétration. Soit t la durée de la pénétration depuis 1*" commencement jusqu'au moment où la vitesse du proj'>:iile est v, et T la durée totale, les autres notations reslini les mêmes.
L'équation do mouvement est, comme on l'a vu (175),
P dv
0 en tire
P • dv
rRV'« + ^«''*
-M^^motre cité (171).
En intégrant^ on trouve
Or, lorsque < = 0, on a v = V ; celte condition détermine la valeur de la constante, et Ton a
--rr-r { arc tangl/ -V — arc tang 1/ -t? ).
On aura la durée de la pénétration totale en faisant v = 0, ce qui donnera
La durée cherchée dépend, comme on le voit, des deux coefficients de la résistance qui doivent être connus pour le milieu résistant que Ton considère.
On peut exprimer cette durée au moyen de la profondeur E de la pénétration. Celle-ci ayant pour expression
On aura, en éliminant 0 entre les deux équations ci-dessi|s
et en se rappelant que l'on a fait
Dans l'application de cette formule, on devra se rappe-
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kr que les logarithmes exprimés par log sonl népériens, et qu on peut les prendre dans la table VII que nous avons
donnée, ou dans les tables de logarithmes ordinaires en
lc5 multipliant par 2,3026. Pour déterminer arc tang-,
00 devra cherclicr Tande dont la tangente est - , cet angle
cUnt représenté par un nombre a de degrés nonagésifr„jux, la valeur de l'arc sera — t.
Si Ton suppose que le coefiScient du carré de la vitesse, •u - est très-petit, c'est-à-dire que la résistance est sen-
^Moment constante, l'arc - étant proportionnel à sa tan- ; îitc et le logarithme de ^ + (- 1 étant proportionnel ■» ' -1 00 aura simplement
u *V""iV
• '♦ *t-à-dire que la durée est égale à Télendue de la pénc- •r t!u/n divisée porla moitié de la vitesse initiale; résultat . . j»j»*I on peut arriver directement.
< Ht p^ut encore exprimer la durée en fonction des coef- :• :• n(s qui entrent dans l'expression de la pénétration.
Kn remarquant que P =-. I^H'D et 1/ - = - I
on aura
RD V
T=^-— -arcUng-.
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r^ yinoK o- wr 2,3026-7032
Or (1 76), on a fait K = — — , on aura donc
T = — • ■ , arc tanjf — .
S*it s'agit de boulets sphériques en fonte pour lesquels on a D = 7032ÏI, il en résultera l'expression plus simple
Les durées des pénétrations sont toujours très*faibles et d'autant plus faibles que le milieu est plus résistant et que les pénétrations sont moins grandes. Si l'on fait l'application de cette formule au tir des boulets sphériques de 24, animés à l'arrivée d'une vitesse égale à 494™, on obtient les résultats ci-Siprés :
1o Dans l'argile de Saint-Julien, pour laquelle K=: 19,9,
u = 112«=% E = 3"85, on trouve T = 0K)306 = ^.
2o Dans le sable mêlé de gravier, pour lequel K == 5,6,
u = 71«'S E = 4«>43, on trouve T = (W)146 = -^.
La durée de la pénétration est donc toujours très-petite; il en résulte que, particulièrement dans le cas des milieux très-résistants, comme le sable mêlé de gravier, l'effet de la pesanteur ne peut produire qu'un abaissement égal à O^OOI .
SECTION vm.
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185. Exposé. La vitesse des projectiles , d'après ce qu'on a vu dans les sections précédentes , est essentielle i connaitre pour calculer le mouvement de ces mobiles dans Tair et leurs effets contre les corps résistants dont on se couvre ordinairement à la guerre. La détermination i'^ ces vitesses est Indispensable dans les applications qo on peut avoir à faire de la balistique à Tart militaire. Aussi, depuis longtemps, s'est-on occupé de la recherche (le la vitesse que possède un projectile au sortir de la Louche à Teu , dans des circonstances données , et , récif'roqoement, du poids de la poudre à employer dans une bouche à Teu, avec certains modes de chargement, pour obtenir une vitesse proposée.
186. Mesure des vitesses par les portées. La plus ancienne manière d'estimer les effets de la poudre et la [uissance d*une bouche à feu, consistait à tirer celle-ci 5^ as une certaine inclinaison, et à mesurer la portée do ;ri.»jectile sur un terrain horizontal.
Ce procédé présente de grands inconvénients ; la mesure i-i portées nécessite un terrain d'une grande étendue; '.' « portées des divers coups sont parfois très-différentes
. les unes des autres et l'on ne sait celle qu'où doit préférer pour obtenir la vitesse exacte.
Le procédé de la mesure des vitesses au moyen des portées sur un terrain horizontal a été perfectionné par Lombard ' qui a cherché à mesurer l'angle de projection, angle qui diffère presque toujours de Finclinaison de la bouche à feu.
Quoiqu'on ne tint pas compte alors d'une manière suffisamment exacte de la résistance de l'air et des causes de déviations et qu'on n'ait pu arriver à l'exactitude désirable, il y avait néanmoins un progrès réel ; les erreurs qu'on introduisait ainsi dans l'estimation des vitesses se retrouvant en sens inverse dans l'application au tir et il en résultait une sorte de compensation, au moins sur les portées, tant qu'on ne sortait pas de certaines limites. Lombard a mesuré, par ce procédé, la vitesse initiale des boalets lancés par les bouches à feu de rarlillerie française à diverses charges de poudre de guerre en usage.
187. Procédés à employer. La mesure des vitesses par les portées est susceptible de perfectionnements.
Il est important, en premier heu, d'apprécier l'angle de projection avec exactitude ; pour le faire, Lombard plaçait sur un piquet à 8"^ ou lOo» du canon une planchette de bois mince que le boulet coupait. La trace circulaire de son passage servait à déterminer un point de la trajectoire.
Ce moyen ne réussit pas toujours et laisse de l'incertitude. On obtient une grande précision au moyen d'une ibuille de plomb très*mince maintenue entre des lunettes en fer. Le projectile en la traversant forme un trou cir- •culaire qui permet de déterminer le passage du centre du projectile et l'angle de projection ; mais cela ne suffit pas encore si le projectile est soumis dans son trajet à. d'autres
> Mouvement des projectiles, par Lombard , 1797.
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n>isUiDCPs que celle de l'air, ou à d*autres Torces que la pesanteur. Dans ce cjs, la trajectoire réelle différera '1'* Celle qui serait calculée sans tenir compte de cette r.ijse de déviation, et, comme son intensité est variable, !'•> perlées en seront affectées différemment à chaque ("up; elles induiraient donc en erreur sur Teslimation •1- la \îtP5$e.
On évitera une partie de ces inconvénients en prenant lj moyenne arithmétique des portées d'un certain nombre le coups et on fera disparaître ainsi l'effet des variations •!'aD coup à l'autre, sans être assuré cependant qu'une ir.fluence prédominante n'altérera pas cette moyenne porl'C. Celle circonstance se présente avec les projectiles ci'entriques et avec les projectiles oblongs. Quand on '^Ti assuré qu'il n'existe aucune influence permanente,
:î fera usaj^e dos formules qui ont été données (art. 84, ••). 5> pour le tir sous de grands angles de projection, i nr le lir des canons ou des obusiers sous de petits :. ,!'S, nn dislin^mera (97, éq. 24) le cas où le but est • I. luteur dt^ la bouche à feu de celui (9:2, éq. 9) ou le ; :tit touché n*est pas à cette hauteur. Dans ce dernier '..^, H a Obi la distance du but, i l'angle sous lequel ce . il fi^i vu de la bouche à feu, <p l'angle de projection , ; il pesanteur et V la vitesse initiale cherrhée, on aura 1 rdaliuo
V^ifc (X, V) *• 2(lâng9 — tanjîO
Connaissant la valeur du second membre, par les don- ^ de Polisen-ation, on trouvera au moyen de la table XII
• valeur V© = -^ .qui y satisfait, et par suite celle de
iO
On obtiendra encore plus d'exactitude dans la mesure des vitesses, si Ton peut déterminer un ou plusieurs autres points de la trajectoire, par les moyens qui seront indiqués plus loin (sect. IX) et en se servant des formules données pour ce cas (art. 94).
La délermination des vitesses par les portées est partie culièrement applicable au cas des bombes, cas dans lequel la plupart des autres moyens sont inapplicables et où la résistance de l'air a moins d'importance, par suite de|^la faible vitesse du projectile et de son poids considérable. Il est important, en tout cas, d'apprécier l'angle de projection qui peut différer notablement de l'inclinaison de l'axe du mortier. Mais l'erreur qu'on peut commettre ainsi sera insensible si l'on opère sous un angle voisin de celui qui donne le maximum de portée, ou qui est compris entre ceux de ^ et Ab^ dans les cas les plus ordinaires; une petite différence, alors, dans l'angle de projection n'en produit presque pas dans la portée et par conséquent n'introduit pas d'erreur sensible dans le calcul de la vitesse. On calculera cette vitesse en considérant la trajectoire comme un seul arc, pour le cas des portées et des angles de projection les plus habituels, et au moyen des formules qui ont été données (art. 84).
188. Mesure des vitesses par la hauteur et la durée de l'ascension verticale. La mesure des élévations verticales auxquelles peut atteindre un projectile.dont s'est servi Bernouilli* pour calculer les vitesses initiales, présente beaucoup moins de chances d'erreurs; mais l'application en est très-difficile dès que les vitesses sont considérables et que, par suite, l'élévation du projectile dépasse celle que l'on peut facilement observer. Ce procédé est praticable dans le cas d'une épreuve, en emj^yant une charge de
• Hydrodynamique, Strasbourg, i73S*
poadre d'un poids suffisamment faible relativement à celui tlu projectile» mais il ne Test pas quand il s'agit de mesurer les eiïels ordinairement si puissants des projectiles •le rartillerie.
La durée totale de l'ascension d'un projectile, c'est-àilire celle de son ascension et de sa chute réunies, pré- ^niterait un peu moins de difficultés et pourrait donner b litesse initiale; mais cette durée n'est que d'un petit n-ktnbre de secondes et l'erreur de l'observation, devant t Ire ainsi une fraction notable de la durée totale, entraineratt à une erreur ordinairement trop considérable dans !a oipsure de la vitesse.
ib9. Mesure des vitesses par la durée du trajet. On a essayé à plusieurs reprises de mesurer la vitesse d'un I rojectile par la durée du trajet. L'erreur que l'on peut cdmmettre dans l'observation de la durée étant une frach^fu d^aulant plus grande de la durée totale que celle-ci ^§t moindre, il en résulte qu'il y aura d'autant plus d'in- • erfitude sur la détermination de la vitesse que celle-ci -erà plus grande et que le trajet sera plus court. Ce pro- ''^ié est applicable à la mesure de la vitesse des bombes, ; jurm toutefois qu'on connaisse avec assez d'exactitude i 4n;rle de projection et la loi de la résistance de l'air. Mjis il est difficile de l'appliquer, par les moyens ordir^tres d'observation, à la mesure de la vitesse des bou- 1 i>, lancés avec les grandes vitesses qu*on leur imprime :rJioairemenl. En effet, une différence d'un cinquième .- seconde seulement, sur la durée du trajet d'un boulet '•.' campagne, par exemple, tiré avec la charge ordinaire V. guerre, à la distance de 50U">, produirait une différcve de 40"** environ dans l'estimation de la vitesse. l'ii.i c/^s procédés, d'ailleurs, la résistance de l'air faisant «iri^ notablement la durée du trajet, elle doit être con- >-j<s è Tavance, et toute incertitude sur la loi de cette
résistance entraîne à une erreur sensible sur l'eslimation de la vitesse. On verra plus loin comment on est arrivé à rendre ce procédé très-précis.
190. Machine de rotation de Mathey. Afin d'obtenir avec plus de précision la durée d'un trajet assez court et durant lequel le mouvement puisse être regarde comme uniforme et indépendant de la résistance de Tair, on a essayé d'imprimer un mouvement rapide et régulier à des corps minces, rendus solidaires entre eux par certains dispositifs et dont les faces divisées par des lignes convenablement tracées étaient traversées par le projectile; la position relative des deux traces indiquait le temps
employé.
La machine de Mathey, citée par d'Anlony % était un
cylindre vertical, en papier ou en carton mince, animé d'une certaine vitesse dé rotation et sur lequel on tirait des balles de fusil dans une direction perpendiculaire à l'axe du cylindre. La différence entre l'écartemenl des trous que la balle avait faits réellement et ceux qu'elle aurait produits si le cylindre fût resté en repos, donnait la durée du trajet comparativement à celle d'une révolulion entière du cylindre; comme, d'ailleurs, au moyen d'écrans placés dans la direction de la balle, on connaissait la direction du trajet et par conséquent la longueur parcourue dans le cylindre, on pouvait déterminer la vitesse de la balle dans son mouvement au travers de l'appareil. La précision de ce moyen dépendait de la grandeur du diamètre du cylindre et de la rapidité du mouvement de rotation.
Machine de Grobert. Le colonel Groberl, en
France, a modifié ce procédé. Son appareil se compose
* Examen de la poudre, par d'Ântony, traduit de Titaiien par de Fla^igny, 4773.
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li'im arbre AB d'environ ^ de longueur (Fig. 38) portant à chacune de ses extrémités un disque CD do carton trèsiiiince de 2™ de diamètre. Ces deux disques, solidaires Tun dv* rautrcy sont divisés en 360 degrés par des rayons qui se correspondent dans les mêmes plans méridiens, et qui [sortent la même graduation. Une chaîne sans fin embrasse une poulie F fixée sur Tarbre et la roue d*un treuil établi àu niveau de Taxe des disques et garni d'un volant à pa* Ittes. Un cordon est enroulé sur Tarbre du treuil et piv^e sur une poulie de renvoi élevée de 12 à 13"* auvl^>^us du sol ; il porte à son extrémité le poids moteur •iui imprime ainsi aux disques un mouvement rapide de rljlion.
Le mouvement étant devenu uniforme , la durée d'un C' fiain nombre de tours et par suite la vitesse de rotation •^laot mesurées par les moyens ordinaires, on tire l'arme é feu parallèlement à Taxe de rotation. Si l'appareil était (u re|K)s, la balle percerait les deux disques suivant le iiw*;ueplaa méridien et par conséquent suivant deux rayons «1'^ même i^duation ; mais comme l'appareil est en mou- ^"m^^nt pendant que la balle en parcourt la longueur, le K..i>iid disque est percé en un point situé en arriére relalit' ment au sens du mouvement de rotation, La difi'érence 'litre les dc^rfrés des rayons indique l'angle parcouru el I -n en conclut la durée du trajet d'un disque à l'autre. A>r M, si « est en degrés l'angle de deux rayons touchés, T h durée d'une révolution des disques, a leur intervalle,
: — T S'TJ If temps que le projcclilc a mis à parcourir la
•:. ' «n- «; a et -— — sera la vitesse de la balle.
Le piocédé du colonel Grobert a sur celui de Mathey • j^antage de se baser sur la durée d'un plus grand trajet 1. h l^lle; cependant, d'après les expériences exécutées
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devant des commissaires de rinstitat', l'appareil ne TaisaBl qu'environ un tour par seconde, la durée n'était mesurée qu'à 70 ou jô de seconde près ; on pouvait ainsi commettre sur la vitesse de la balle une erreur de -^ ou de j^ ^^ ^^^^ quantité. Aussi, dans ces expériences avec la balle du fusil d'infanterie et du mousqueton , aux charges ordinaires de guerre et à des charges moitié moindres, les difTérences d'un coup à l'autre dépassaient les différences qu'on sait réellement exister dans les vitesses. Cela tenait principa* lement,$ans aucun doute, à l'incertitude sur la vitesse des disques. On s'est assuré d'aill6urs,au moyen d'écrans, que la direction de la balle n'était pas modifiée par le mouvement des disques; cet avantage serait précieux dans des expériences où l'on aurait à comparer les vitesses initiales et les portées.
En Angleterre, on a cherché à rendre ce procédé plus précis ; on est parvenu au moyen d'engrenages à imprimer aux disques, espacés de S^ l'un de l'autre, une vitesse de huit révolutions par seconde. Cependant il est facile de voir qu'une erreur de O^nOOl seulement sur la position du centre du trou fait par le projectile dans chaque disque, sur une circonférence de Qi^SO environ de rayon , peut donner encore une erreur de 7J0 ^^^ ^^ vitesse ; les procédés actuellement employés donnent beaucoup plus d'exactitude. Il est trés-difGcile d'ailleurs d'empêcher que dans les mouvements rapides avec ces appareils de rotation, l'arbre n'éprouve une torsion notable et ne laisse pas les divisions des disques dans les mêmes plans méridiens, ce qui entraine à des erreurs sur l'estimation de la vitesse. Ce procédé ne donnerait pas dans l'application une précision qui compenserait les difficultés d'exécution.
■ Rapport à rinstitut, classe des sciences mathématiques, 2 germinal an XII.
1(â. Procédé du colonel Debooz. Un autre procédé dû à M. le colonel d'arlillerîe Debooz a été essayé en 18â4 à l'école d'arlillerie de Rennes. Il consiste essentiellement dans la mesure de la durée d'un trajet ÂB (Fig. 39) de 50"> de lun^'ueur, par la hauteur de chute d'une planchette C ïitu<*e à 55™ de la bouche à feu D et maintenue par une iiidle qui, au moyen de deux poulies de renvoi F, G, pive à 5°* de cette bouche à feu en H ; le projectile coupe lj lit elle en passant et produit la chute de la planchette. h arrière de celle planchette C est un écran qui est percé 'oniême temps que celle-ci et qui sert, au moyen de rirpères, à mesurer la hauteur de cette chute.
De celte hauteur, au moyen de la formule connue, kzz ^^/% dans laquelle h est la hauteur observée, on aura pour b durée t
et Je là, b vitesse moyenne — du projectile.
Ho connait aussi par ce procédé la position et la dir^ lion du projectile à une petite distance et un second ; :rit de b trajectoire.
En conservant les notations adoptées pour représenter 'S luis du mouvement, et appelant V la vilesse du pro- / tile au moment où il coupe la ficelle, on aura la rela- '^-Q déjà donnée (art. 64, éq. 11) et dans laquelle on ; 'irra regarder Tpngle de projection comme étant sensément égal à zéro,
: û Ton tirera b valeur de V.
La vitesse, comme on le voit, dépend de b valeur de A, '..iis celle deroière n'a pu être déterminée avec b préci-
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sion nécessaire. En prenant pour exemple le lir d'un boulet sphérique de campagne, à la charge ordinaire de guerre, c'est-à-dire avec une vitesse initiale d'environ 480™ par seconde, la durée du irajet serait d'environ j de seconde ; la hauteur de chute de la planchette , en faisant abstraction de toute résistance , serait d'environ 0™060 ; et comme on né pouvait estimer cette hauteur à plus de 0^005 près, on ne pouvait obtenir les vitesses qu'à jj près, ce qui ne présente pas assez de précision.
On a lieu de croire d'ailleurs que par suite de la tension et de l'inertie du cordon , le commencement de la chute ne coïncide pas exactement avec l'instant où le boulet coupe la ficelle et qu'ainsi les hauteurs de chute et les durées sont trop faibles. Aussi le petit nombre d'expériences qu'on a faites par ce procédé ont été loin de présenter entre elles la concordance désirable.
On verra qu'en employant l'électricité pour indiquer l'instant où le projectile coupe le fil et celui où il traverse la cible et pour en déduire ainsi la durée du trajet, on a obtenu dans ces derniers temps toute la précision désirable.
193. Mesure de la vitesse d'un projectile par celle qu^U imprime à une masse plus grande. Pour éviter la difficulté que présente la mesure de la durée du trajet d'un mobile dans un mouvement rapide, on a pensé à amoindrir cette vitesse; pour cela, on a dirigé le projectile contre un corps beaucoup plus pesant, auquel il communique la quantité de mouvement qu'il perd ; la vitesse est alors réduite dans le rapport du poids du corps et du projectile réunis à celui du projectile seul; la vitesse devient ainsi plus facile à mesurer.
Cassini fils paraît avoir le premier employé ce moyen'
* Histoire de V Académie des scietices de Paris/eccmée 4770.
pour Térifier quelques expériences sur les armes à feu ; f il fit une espèce de machine, où il y avait une pièce de » bois armée à Tune de ses extrémités d'une plaque de I (Ole assez épaisse, qui devait recevoir tous les coups I d'an même fusil tiré toujours de même distance. Cette > pièce était mobile et devait céder au coup plus ou » moins, selon qu'il avait plus ou moins de force, et en » même temps marquer par la construction de la ma- • chine, combien elle avait cédé. > On a ainsi reconnu iiaQuence de la bourre et de la disposition des charges, >aQs qu'on paraisse avoir mesuré la vitesse des balles.
194. Pendule balistique de Robins. Benjamin Robins, [»our mesurer la vitesse des balles de fusil, imagina de les lirer contre un madrier du poids de H^ suspendu par une ^^r^c rigide et pouvant tourner autour d'un axe perpenii'^utaire à la direction du mouvement du projectile; de cHle manière, en mesurant la hauteur à laquelle s'élevait le madrier, dans le mouvement circulaire qu'il prenait par ('Jile du choc du projectile, on obtenait la vitesse due à lette hauteur; du rapport des masses on déduisait ensuite ia ^ite>se du projectile à l'instant du choc. Cet appareil, ^ijnnn sous le nom de pendule balistique et dont le pro- '-'i^ employé en 1707 par Cassini fils, pouvait donner ! 1 iée, a été mis en usage pour la première fois en 1740. 1* ^nrit à mesurer la vitesse des balles de fusil et la résis- Usr;'-e de Pair. Iluttou fit de nouvelles expériences en A: p.li»terre, de 1775 à 1789, avec un pendule dont le if, formé de plusieurs pièces de bois assemblées par ferrures, a été porté successivement de 400*^ à lOèO^^ *t a po recevoir des boulets de 1*^, 3^ et C^.
Oo a construit en Angleterre un pendule balistique
: "«iicoup plus pesant et propre à recevoir les boulets
•* 12, et on en fit usage en 1811 et de 1815 à 1818. Le
:T.i'Mr, composé de pièces de bois réunies au moyen de
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ferrures , pesait près de 40001^ ; on essaya de tirer des boulets de très-forts calibres, mais dès qu'on avait lancé deux boulets de 24 il fallait démonter l'appareil et le remonter de nouveau *.
195. Nouveaux pendules balistiques. Le pendule balistique reçut bientôt en France des perfectionnements considérables, et il devint un instrument d'épreuves habituelles pour la mesure des vitesses initiales dans la réception des poudres, tant pour les balles de fusil que pour le tir des boulets. Au lieu d'un massif en bois, qui dans les pendules anglais recevait successivement plusieurs projectiles, mais qu'il fallait démonter après un petit nombre de coups, on adopta une masse de matière pénétrable renfermée dans une âme en métal, et on la remplaçait par une masse nouvelle après chaque coup tiré.
En 1820, on construisit des pendules en fer dans lesquels une masse de fonte recevait le choc de la balle, ce qui les rapprochait du procédé de Cassini fils (193) ; ensuite, à la fonte on substitua une masse de plomb dans une âme en fer et on la remplaçait à chaque coup. M. Maguîn , commissaire des poudres, employa l'argile desséchée et placée dans une âme en métal , pour le tir des boulets d# petits calibres.
En 1836, MM. Piobert et Morin apportèrent de nouveaux perfectionnements dans le pendule balistique qui fut construit à l'arsenal de Metz et qui était destiné au tir des boulets des plus forts calibres. On employa le sable fortement tassé dans plusieurs sacs en cuir et renfermés dans une âme en fonte consolidée par des cercles en fer forgé.
Ces pendules ont reçu depuis cette époque plusieurs
I Voyage dans la Grande-Bretagne, par Gh. Dupin, ^XA^males de physique et de chimie, tome IX.
perfectionnements; aux sacs en cuir on a subtitué des barik tronc coniques qui présentent plus d'économie ; puis même un seul baril. Ils sont actuellement d'un usage habituel et facile. Les canons sont suspendus d'une manière analogue, ce qui permet de mesurer la vitesse de recul.
Un autre pendule destiné au tir des plus gros projectiles à diverses distances pour^ mesurer la résistance de l'air, ainsi que les instruments nécessaires, ont été construits i M^^tz d'après les dessins de MM. les généraux Morin et bidion ; ce pendule rempli de sable pèse environ 60001^.
196. Description du pendule balistique destiné au tir fifshauleis. Le pendule balistique destiné au tir des boulets cA formé d'un vase conique en fonte de fer A (Fig. 40) rii^mmé récepteur balistique et suspendu à un arbre C à .> au-dessous de cet arbre et dans une direction perpendiculaire, par quatre tiges B, B', B. Deux de ces tiges,
B et B„ embrassent le récepteur dans la partie antérieure el Jeux dans la partie postérieure B'. Les deux tiges B, B' situées d'un même côté du récepteur se rapprochent dans U partie supérieure en s'écarlant du plan vertical de l'axe dt ce récepteur; il en est de même des deux tiges qui 5^nt du côté opposé.
Les quatre tiges sont reliées entre elles dans leur partie fufK-rieure par quatre traverses D, ly, E , E' et par trois ^r.irc-toiics F, F', G, qui donnent au système une trèsr^mJe rigidité. Dans leur partie inférieure, les tiges sont rii^'es entre elles par deux entre-toises antérieures H, K n par une entre-toise postérieure K'. Celle-ci et l'entrei \^ K M>nt reliées par un boulon fileté L; un autre boulon M à ti'te percée relie les quatre tiges au-dessus du récept«-ur. Sur le boulon fileté est un poids curseur, composé •I*- plosieurK disques en plomb N, maintenus dans une po- «.*»oo déterminée sur le boulon fileté par deux écrous de ['''^^îon O à branches. Ce poids, dont la grandeur et la
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position peuvent être varices à volonté, sert à abaisser le centre de gravité et le centre d'oscillation el à rendre Taxe du récepteur horizonlal.
Les extrémités P de Tarbre C en fer sont taillées en couteaux, Tarête de ceux-ci est arrondie suivant un petit rayon , de O'nQOSJS environ ; elles reposent sur des coussinets 0, Q en acier, dont la face^supérieure présente deux plans raccordés par un arrondissement d'un rayon double du premier et assez peu inclinés pour que dans les oscillations du pendule le frottement empêche les couteaux de glisser et que par conséquent ceux-ci ne fassent que rouler. Par suite du rapport des deux rayons , le centre de l'arrondissement des couteaux ne prend aucun mouvement latéral dans les oscillations du pendule.
Les coussinets Q, Q reposent sur des plaques de fonte R, R , fixées au moyen de grandes chevilles en fer sur la partie supérieure de deux piles en pierre de taille avec fondation en maçonnerie.
L'âme du récepteur a intérieurement la forme S, S, S d'un tronc de cône dont le fond est arrondi et dont la longueur est assez grande pour que les projectiles ne puissent traverser entièrement le sable dont elle est remplie. Le récepteur, en fonte de fer, est fortement serré par des cercles en fer forgé.
Avant de faire une expérience, on place dans le récepteur un baril tronc conique rempli de sable sec et fortement tassé; ensuite on ferme la partie antérieure au moyen d'une feuille de plomb, d'un demi-millimétre environ d'épaisseur, serrée par quatre vis entre deux lunettes en fer, fixées elles-mêmes contre le récepteur au moyen de quatre autres vis ; deux traits tracés sur cette feuille, l'un horizontal, l'autre vertical, indiquent par leur intersection un point de l'axe du récepteur; ils servent à mesurer la distance à l'arête des couteaux au centre du trou
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fait par le projectile, et par conséquent de la ligne parcourue par le centre de ce projectile. Ce point est nommé lH)int dimpact. Cette feuille de plomb a aussi pour objet <1 empêcher que quelques parties du sable ou des fragmeots de barils ne s'échappent du récepteur et n'induisent en erreur sur la mesure de la vitesse du projectile.
Un arc en cuivre T, divisé de minute en minute et sur l^>]uel glisse, à frottement doux, un curseur en cuivre p Ttant un vemier, est fixé à la partie inférieure sur un aïo en bois U maintenu dans un plan perpendiculaire aux couteaux, au moyen de montants V et d'une semelle X; ils senent à indiquer l'amplitude du mouvement du récepteur par les arcs que l'aiguille en fer Y, fixée an pendule, fait parcourir au curseur dans chaque cxpéri-nce.
197. Suspension des canons. Le canon est suspendu en f.i' e du récepteur, à peu près de la même manière que lot celui-ci, et il est maintenu par ses tourillons; ceux-ci entrent dans les encastrements de deux flasques en fer f'T^'é A (^'ig. 41) qui prennent appuis sur les tiges de ^J^P«'nsio^ B, B; un collier C, C, en deux parties à la « 1 j-se, el en deux parties D, D à la volée, remplissent rint^n^lle entre les tiges et le canon, et permettent aux premières d'embrasser celui-ci aussi solidement que Test I- ri»ri»pieur. Les parties inférieures des colliers ont un f il> plus grand que les parties supérieures, afin d'abais- ^•T le centre di» gravité et le centre d'oscillation.
Les autres parties de la suspension sont les mêmes que f :!<>d du pendule balistique.
Li^ piles en pierre qui supportent le canon-pendule ^ !.t à 12'" de celles qui supportent le pendule balistique; :- celte manière, la tranche de la bouche du canon est a enTiron 10" de celle du récepteur.
f*our «tlénuer autant que possible l'action des produits
gazeux de la poudre contre la face du récepleury et pour intercepter les parties du chargement autres que le boulet, on place dans la direction du canon et à ^^ du récepteur, un écran solide en bois de 1«"20 de côté percé d'un trou circulaire de 0ïn50 de diamètre.
198. Pendule balistiqiie pour le lir des baltes de fusii Le pendule balistique pour le tir des balles de fusil (Fig. Ai) est formé d'un récepteur tronc conique A, supporté par deux liges de suspension B, B, fixées par leur partie supérieure à un arbre en fer C, dont les extrémités D taillées en couteau reposent sur des coussinets fixés à une poutre E; une aiguille F qui se meut le long d'un arc gradué G, sert à mesurer les arcs de recul ; une réglette H divisée, sert aussi à mesurer les cordes de ces mêmes arcs.
Pour faire une expérience, on place dans le récepteur G qui est tronc conique et dont le fond est percé, un morceau de plomb, ou tampon, de forme tronc conique qui s'emboite exactement dans Tintérieur. On place devant l'ouverture une planchette K. La planchette et le tampon en plomb réunis ont constamment le même poids; de celte manière, le moment statique et le moment d'inertie du pendule restent les mêmes à chaque coup.
La planchette sert à déterminer le point d'impact de la balle et à en rapporter la position à l'arête des couteaux, au moyen de deux lignes tracées à chaque coup sur la face antérieure de celte planchette.
La suspension du canon est analogue à celle du récepteur. Le canon de fusil peut être facilement enlevé et remplacé par un autre. Les axes de rotation des pendules sont à 3™ l'un de l'autre, de sorte qu'il y a environ S"" de la bouche du canon à celle du récepteur.
Depuis peu de temps on a construit pour le tir des balles de fusil de nouveaux pendules balistiques et des pendules à canon, dans lesquels on a introduit les perfec-
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tionneinents qui ont été apportés aux pendules destinés au tir à boulet. Leur centre de gravité et leur centre de ('«Tcussion sont trés-rapprochés de Taxe, ce qui n'a pas )i'U dans les pendules qu'on vient de décrire; ils sont .^apportés par des supports en fonte de fer reliés par des trj\ erses, de sorte qu'ils présentent plus de rigidité et de commodité, et qu'ils donnent plus de précision dans la L.^surc des vitesses*.
1*j9. Pendule en bois pour le tir à grande distance. Le rrM'pieur du pendule de Metz destiné au tir des boulets j Je grandes distances pour la mesure de la résistance de I air, a dû, en prévision de plus grands écarts, avoir de :!:]s jrrandcs dimensions; néanmoins il laisse encore à • nîodre que le boulet ne frappe les parois de l'âme, c'est [ourquot il a été fait en bois. Il est (Fig. AS) de forme <\lindrique; il a 2°>35 de longueur et de i<n51 de diamètre extérieur ; il est composé de douves en bois A, fortement serrées par des cercles en fer B et reliées au moyen Je quatre pièces de bois G, G et de plusieurs traverses à un arbre D, aussi en bois, dans lequel sont solidement : ^t^ les couteaux F en fer et acier. Les tiges sont reliées •^ritre elks par des entre-toises et par des boulons. Le r^. eptear AA, de 1"*35 de diamètre intérieur, est doublé ' ti lûle de fer épaisse, clouée contre les parois intérieures. I.^ fund posiérieur H est en bois solidement assemblé; l'on- V rture est fermée par un fond K en planches de O^^Oâ . ' ç'jîs^eur et maintenu par deux cercles en bois. L'inter- «.' entre les deux fonds est de 10*48 de longueur, son dia- :. .Ire est deli^Si; il est rempli de sable, introduit par deux ':f ertures supérieures fermées par des portes ferrées L, L,
• V ir r.4 itiC'Mhixaire d*ariiUeric, deuxième édition, planche 89,
''. *r-- «Sfjne édition, 1856, planche 108, les détails de ces pendules.
r au%iâ le ri'glement sur les épreuves des poudres du 10 mars 1857.
el fortement tassé au moyen de dames d'abord et ensuite par l'effet de la pénétration des projectiles qu'on a tirés.
Le récepteur contient généralement de 3100>^ à 3300^ de sable, et ainsi rempli il pèse moyennement 6000>^.
La position du point d'impact des projectiles est déterminée au moyen d'une feuille de plomb mince contenue entre deux lunettes en fer de 1°^05 de diamètre intérieur.
Le pendule est porté par des coussinets en acier, sur des supports de coussinets en fonte et sur une charpente en bois M, M, M.
Deux arcs en fer N divisés, munis de curseurs et placés de chaque côté du pendule, servent à mesurer l'amplitude des arcs.
Avant le tir, on mesure la durée des oscillations; on mesure ensuite le moment statique au moyen de la balance à moments dont il sera parlé plus loin (203). On répète l'opération, après trois ou quatre coups tirés, en laissant les projectiles qui ont pénétré et on tient compte, dans le calcul des vitesses, de la variation des moments, d'après le poids du sable ajouté, le poids et la position du boulet à chaque coup. Mais, avec les perfectionnements apportés récemment à la balance à moments, on pourrait facilement mesurer le moment statique avant chaque coup.
Dans les épreuves de 1839 et 1840, le canon n'était pas suspendu, il était placé sur aflût à hauteur de l'axe du récepteur et transporté à diverses distances depuis ib^ jusqu'à 115™.
SOO. Formule pour le calcul de la vitesse des projectiles. Établissons les formules qui donnent la vitesse d'un projectile au moyen du pendule balistique.
Soit P le poids du pendule, b celui du projectile, v la vitesse de ce projectile au moment où il frappe le pendule en D (Fig. 44), t la distance OD du point frappé, ou point d'impact, à l'arête inférieure 0 des couteaux, D la
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distance OA da centre de gravité A du pendule à celle n.croe aréle 0, K la longueur du pendule simple syn- • bione, it l'angle de recul du peudule par reffel du proj i'ile, et g la pesanteur. Les masses M et m du pen-
«liiie et du projeclile auront respectivement pour valeur
N - - et m = '. On suppose que la masse du projectile
^t concentrée à son centre de figure.
Rappelons que pendant la pénétration il se développe au\ points de contact du projectile et du récepteur des fOorts d'action et de réaction égaux et directement op- P'jrôs; raclioo exercée sur le récepteur accélère son mouvement, tandis que la réaction diminue la vitesse du projectile; et, il y a égalité à chaque instant entre les nr.ments des quantités de mouvement perdues par le pr> j^clile et les moments des quantités de mouvement ^v'nées par les diverses parties du récepteur et prises rrUiÎTemeot à l'axe de rotation 0.
Cette égalité ayant lieu à tout instant de la durée de la (•^néiralion, il s'ensuit qu'à la fm de ce phénomène, alors qa^ le projectile n'a plus de vitesse relative au pendule et *]ui\ se meut comme les points correspondants de la par- 1)^ do milieu qu'il a déplacée, le moment de la quantité d< maoTement perdue par le projectile est égal à la somme •!<>( quantités de mouvement gagnées par les diverses par- *.-- do pendule.
>ou$ négligerons ici l'étendue du trajet du projectile
' »s le récepteur; cela est permis sans erreur appréciable,
l'i \^ faibles dimensions du projectile relativement à celles
i i-^ndole; nous supposerons aussi que ce projectile ne
- i^^e pas beaucoup du plan vertical passant par Taréte
'^ coaleaux. En conséquence, nous négligerons la faible
-r^^e du trajet dans le récepteur, laquelle est moindre
.- n centième de seconde.
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Cela posé, en nommaDt « la vitesse angulaire acquise par le pendule, c'esUà-dire la vitesse propre d'un point situé à l'unité de distance de l'axe de rotation, la vitesse du point d'impact sera tA»; la vitesse perdue par le projectile, dont la masse est censée concentrée à son centre de gravité, sera v — it» et le moment de la quantité de mouvement perdue sera mi{v — ù»).
Quant au pendule, en considérant un élément dH de la masse totale situé à la distance r de Taxe de rotation, la vitesse acquise par cet élément sera r^v, la quantité de mouvement qu'elle gàgme seraVoidM et son moment «r'^flil. La somme de tous les moments sera/^r'^fM, ou, en considérant que » est indépendant de r, »/r^dîi ; on devra donc avoir, en vertu du principe de mécanique qu'on vient de rappeler,
La quantité /r*dM qui entre dans cette expression est le moment d'inertie du corps et pourrait être déterminée d'après la forme et la densité de ses diverses parties; mais il est beaucoup plus simple et plus exact de le déterminer directement par l'expérience. En effet, puisque K est la longueur du pendule simple qui ferait ses oscillations dans le même temps que le pendule balistique, on devra avoir, comme on sait,
La relation précédente deviendra donc
mi{v — *t) = »MDK,
de laquelle on lire
MDK + mi*
Quant à la valeur de K, soit T h durée d'une oscillatioa du pendule, et ^ le rapport de la circonférence au dia-
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métré, on aura, comme- on sait, '
Dans les expériences» et d'après la construction des pendules, la valeur de »i est toujours une petite quantité qui ne s'élève qu'à quelques mètres par second» au plus; il serait donc difficile de la déterminer directement; il est plus Tacile de la déduire de la hauteur à laquelle peut «élever le centre de gravité du pendule, en vertu de la TÎiesse que ce corps a acquise à la Gn de la pénétration ; Tapplication du principe des forces vives en donne le mriyen lorsqu'on a observé l'arc de recul qui mesure Tamplitude du mouvement de rotation du pendule autour de Taxe de rotation; soit « cet angle.
A étant la position du centre de gravité du pendule au ref^-os (Fig. 45), ce point sera arrivé en B lorsque le pendule aura décrit l'angle AOB égal à <c ; et, si Ton mène BC perpendiculaire à la verticale OA, on verra que le centre de gravité se sera élevé de CA qui est égal à D— Dcoâ*.
Le projectile qui a pénétré dans la direction ED supposée liorizonlale et qui peut être considéré comme s'étant arrêté en D sur la verticale passant par l'axe de rotation et à one dislance OD = t de celte arête, arrivera en F lors- «tue le pendule aura décrit l'angle «; si l'on mène FG (•^rpendiculairement à OD, on verra que le projectile se ^€^a élevé de DG qui est égal à i — tcosce.
La quantité de travail développée par la pesanteur sur k pendule et sur le projectile, laquelle est égale au produit do poids par la hauteur, sera donc
PD(i — cosfli) + 5i(i — cosoi) S(PD + èi>inS«,
rai24|Qe 1 — C08« = 2sin*^tf.
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Mais la force vive possédée par le pendule qui esl animé de la vitesse de rotation a» à la fin de la pénétration , a pour expression
/-V^dM sr •>/r'(îM = ••MDK ;
d'autre part , la force vive du projectile esl »Vm ; par conséquent , en vertu du principe cité, la force vive possédée par ces deux masses, au moment où commence leur mouvement, devant être égale au double de la quantité de travail développée par la pesanteur au moment où ces masses cessent de s'élever, on aura la relation
•>(MDK + mt^) = 4(PD + 6»)sin* i«,
d'où
V^PD + bi
VmDK + mi"
2sni7ft;
substituant celte valeur dans celle de v obtenue plus haut, on aura
V/PD+T? MDK + wt' . ,
V^MDK + mi^ ^*
et , en remplaçant M et m respectivement par - cl -, on aura
c'est la formule généralement connue*.
Si l'amplitude du mouvement du pendule est mesurée par la grandeur C de la corde sur un arc de rayon R, il
suffira de substituer le rapport - à Ssin^et.
• Aide-Mémoire d'artillerie, à Tusage des officiers d'artillerie, deuxième édition , page 652.
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SOI . Moyen de tenir compte des variations du poids du récepteur d'un coup à Vautre. La formule que Ton vient (k donner, convienl bien au cas ou Ton a à faire des ex- [wriences avec ries bcilles de fusil et où le massif en plomb qui remplit Fàme et reçoit le choc de la balle, est remplacé à chaque coup par un massif de même forme et exactement de même poids, et où de plus, les balles peuvent être choisies ou préparées de telle sorte qu'elles soient de \*Âis égaux. Alors, les quantités qui sont sous le radical lie la formule restent les mômes à chaque coup et la vitesse cherchée ne dépend plus que de Tare « et de la (li>iance i ; celle-ci encore peut souvent être gardée comme moyennement égale à la distance de Taxe du récepteur à o'Iui des couteaux.
Mais, dans le tir des boulets, le poids total du baril ou à*'< barils de sable dont on remplit le récepteur ne peut pjs toujours être ramené à l'uniformité, même au moyen <Je poids supplémentaires, et les différences sont souvent tr -b-notables ; cette variation fait changer P, D et K; or, il serait long de mesurer avant chaque coup soit D, soit i1*t et presqu'impraticabie de mesurer la durée des osciluii'.ns du pendule pour avoir la valeur de K.
La variation du poids du sable dont on remplit l'âme f-^ut être regardée comme uniformément répartie sur tf'jie la masse, ou, plus simplement, comme un poids '! JiiJHDncI p, placé sur l'axe du récepteur, c'est-à-dire à u.'.e distance a de l'arête des couteaux; l'accroissement i\ï moment statique PD sera alors égal à pa, et, Taccrois- ^ ru'^nt du moment d'inertie PDK sera pa% de sorte que li fvnouie de la vitesse devient
•(PDK+pa«+fci')(PD+pa-t-60s^ . ,
9 ^ ' , . . Bin • a.
Aq moyen de celte formule, on sera dispensé de rncsu*
rer D et K avant chaque expérience, et Ton n*aura qu*i faire entrer dans le calcul les quantités pa et pa* qui se trouvent sous le radical. Mais l'on peut encore éviter le calcul du radical pour chaque coup.
Remarquons, en effet, que la variation du poids p est toujours très-petite relativement à P, et qu'en Taisant sortir cette quantité du radical, on peut écrire
bi Lr^PDK+btV V ^PD+6t7 J '
Dans le second facteur du second membre, les quantités ajoutées à l'unité sont très-petites, et, quand p est égal à 40^, par exemple, elles ne sont guère que ~ environ avec les pendules en usage. On voit par là que leur produit, et les puissances supérieures à la première, sont tout à fait négligeables; en effectuant le produit, en ' extrayant la racine carrée, et en remplaçant i et 6, qui varient peu d'un coup à l'autre, par leur valeur moyenne a et 6,^ le facteur devient sensiblement
"^ 2 \PDK + 6.a' "^ PD + b,aF'
Le facteur dep ne dépend ainsi que de quantités constantes, et, dans les pendules en usage, il est d'environ ^; D et K peuvent être calculés une fois pour toutes, et en
faisant - ( 1 — •) = y. La formule de la
2\PDKH-6,a» l?D + b,af /
vitesse sera simplement
•(PDK + ftt'XPD + bt)g ... . ^ . ,
En remarquant que dans une série d'ei^périences, le poids b du projectile ne varie que dans de très-étroites limites, on pourra, mais sous le radical seulement, le
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remphcer par sa valeur moyenne 6, ou par une valeur prise en nombre rond peu différente, et ajouter à p la trés-laible variation V qu'il éprouve d'un coup à l'autre, de Taçon qu'on ait 6 = 6, -4- ^ ; par ce moyen, en calculant une fois pour toutes le radical et en faisant
8 V^(PDK + 6.0 (PD + b,i)g = jî, on aura la formule très-simple
(3) „=^[i+y(p+6')]sini«.
Le calcul de cette formule se réduira à des opérations très-simples au moyen des logarithmes. La simpliGcation qu'elle apporte est importante maintenant que le pendule bolbtiqne est devenu un instrument d'épreuves habi^ toelles. On s'est assuré que l'exactitude qu'elle donne est plas grande que celle qu'on obtiendrait par la mesure directe de la durée d'une oscillation, prise même à moins de 7^ de sa valeur, ce qui est une opération très-longue.
Voici le type d'un calcul qui se rapporte au tir du canon de campagne de 12 et qui est fait avec des tables de logarithmes à cinq décimales, qui donnent en général suffisamment d'exactitude.
P, D, K, 9 et 6„ ayant été déterminé à l'avance, on a ^a pour les constantes :
Log> = 5,51607 et Logy s= 4,32755.
CALCUL DES VITESSES
LogjS (constant)
Logsio^a
Logj}.sin|« (somme)
Logb.
Logi,
LogU (somme)
Log. de la vitesse approch.
V,i (diff. des sommes)
Log(P + 6')
Logr (constant)
Log. de la correction (somme)
Vitesse approch. V,
Correction
Vitesse V
202. Mesure des divers éléments qui entrent dans la formule des vitesses. Les pendules destinés au tir des boulets ont des poids et des dimensions trop considérables pour qu'il soil facile de les peser cl de rechercher leur centre de gravité lorsqu'ils sont montés; on prend ces mesure;
sur les diverses parties; on la prend parliculièrcmenl pour Id Mjspension du récepteur, en plaçant celle-ci sur Tarêle ^i^'uë d'un barreau d*acier honzonlal et parallèle à Taxe •lu récepteur, et en faisant varier sa position jusqu'à ce 'pi*^ le plan qui passerait par celte ligne et qui serait per- (ir-ndicuiaire a Faréte des couteaux soit horizontal; la dt^lance horizontale de cette arête à celle des couteaux fr*Ta la distance cherchée du centre de gravité de la sus- ITision; multipliée par le poids de la suspension, elle <i. noiM^a le moment statique de celle-ci. En opérant de r. /rne pour le récepteur et au besoin pour les autres parti' s, et en faisant la somme des moments on aura le r.«>(nent total PD. On peut aussi, comme on va l'indiquer « irl. 20:1), obtenir ce moment PD par une seule opération. La valeur de K s'obtient, comme on Ta déjà dit, au II. >\en de la durée d'une oscillation du pendule et par la i'.rniule connue
La durée T doit être mesurée avec beaucoup de soins en f- niptanl celle d'au moins âOO oscillations,- à un cinquième • j a on dixième de seconde près, et en répétant cette ' (^raiioD trois fois pour avoir une exaclilude égale à celle •j .0 donnent les autres mesures. L'oscillation du pendule -'. it commencer sous les angles d'environ cinq degrés. \\fc les petites amplitudes, comme celles d'un degré, le r. ruent du passage du pendule à la position qu'il a au I- ;•.:» est dillicile à observer avec précision.
La pesanteur ou la quantité g qui entre dans les forr /.«'^, c*e^t-à-dire la vitesse que la pesanteur imprime aux ' :pï dans la première seconde de leur chute, varie d'un ; .ut à l'autre d'une même contrée et d'^pend de la lati- . .«^ du lieu et de son élévation au-dessus du niveau de ^ r.er. En nommant a la latitude, h l'élévation, r le rayon
moyen du méridien qui est' r = 6366200°^| on aura
9«n805 70 (1 — 0,002 588 cos 2X) g =2 kI •
Le tableau ci-après, calculé par H. le lieutenant-colonel Virlet, et ensuite complété, donne la valeur de g pour toutes les latitudes de AO^ à 51<> et pour les élévations de 0°^ à 500°^ au-dessus du niveau de la mer.
Tableau des valeurs de ^, suivant les latitudes et les élévations
au-dessus du niveau de la mer.
VALEURS DE g.
DE LA
UER DE
Dca
fir.
On».
iOO»».
DU
rclat.
degrés.
9/ia'î70
on.
Ho
Sifféreni
ce. S
Les angles et doivent être mesurés à moins d'un dixième de minute près et les longueurs à un millimètre près; avec ces précautions, on peut obtenir la mesure des vitesses
' Rayon dont la circonférence est de 40000000"» et qui a été adopté par Poisson.
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Ir^ projecUles à un ou deux dixièmes de mètre près par seconde.
iOJ. Mesure directe du moment statique. Dans les pen- •l'ilos semblables à ceux qui ont servi à Metz au tir des pr jociiles à de grandes dislances et où le sable n'est pas tj:>ê uniformément par couches perpendiculaires à Taxe,
• n oe peut pas employer la méthode qui a été indiquée ; ' js haut (iOi)\ il est nécessaire de mesurer directement ! .'ï.ument statique, si ce n'est à chaque coup, au moins au c mrnencement et à la fin de chaque série de 4 ou 5 coups.
f'uur mesurer le moment statique d'un pendule dont iji^re serait muni de tourillons, on pourrait*, comme : i.'iiique llutton pour les pendules en bois, lui faire faire m:, quart de révolution (Fig. 45), de manière que G étant Irr « oritre de gravité et 0 la projection de l'axe de rotation, ;:i ii^^ic OG fut horizontale ; alors, si un cordon vertical at' •'.lié PB A piinso sur une poulie de renvoi G, et qu'un ;^ A:> Q fixé à son autre extrémité fasse équilibre au peu*
- -, dont le poids est P, on verra que Q X OA doit être --■.i au produit OG X P> c'est-à-dire, égal au moment
• '. |ue de ce pendule.
L 'tie opération n'est plus possible lors(]ue le pendule '1 >upporté par des arêtes de couteaux; mais on peut : — ifL-r ce moment sous une faible inclinaison, par ' L i* i>!t:, sous un angle dont le sinus est 7^, c'est-à-dire
• .• r/> 4i' 21». Soit 0 (Fig. 4G) la projeclion de l'arête . ï couteaux d'un pendule, G son centre de gravité, A un ; .:.l d'attache pris sur la verticale OG; supposons que . :) amène le pendule dans une position inclinée telle
.' . I direction OGA devienne OG'A', faisant avec la pre- ..r-f un angle «. Supposons de plus que, le pendule étant
> vvtliet cxptrietxcts d* Artillerie , par Uuttoll, traduites par
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dans celte positiort, Ton dirige un cordon ou une lige mélallique dans la direction A'B, perpendiculaire à OA', c'est-àdire faisant un angle a avec Thorizontale; supposons enfin qu'on ait disposé une balance à bras égaux BC et CD dont Tun CD soit horizontal et dont l'autre CB soit perpendiculaire à A'B, c'est-à-dire fasse avecCB un angle droit au?menlé de et, et que Taclion d'un poids Q suspendu en D tienne le pendule en équilibre sous Tinclinaison f ; on aura
OA' X Q = P X G'F = P X OGsin*;
et, si l'on représente OG par D et OA par a, on aura le moment statique P.D du pendule
sinoc
Connaissant ainsi le moment P.D, si l'on a le poids P du pendule, on aura la distance D du centre de gravité aux couteaux, et si l'on détermine K, on aura le moment d'inertie PDK qui entre dans la formule des vitesses.
L'angle et se mesure au moyen des arcs mêmes du pendule.
Ce procédé, lorsqu'on emploie comme on l'a fait d'abord une poulie au lieu de fléaux, ne présente pas la précision désirable, à cause du frottement des tourillons et de la raideur des cordons; il laisse toujours de rincertilude sur la valeur de l'angle sous lequel le pendule est tenu en équilibre. Mais, au moyen de la balance à moments qui a été exécutée d'après nos dessins en 1839 (Fig. kl) et dans laquelle les diverses articulations sont des couteaux, un pendule pesant plus de 6000"^ oscille par l'action d'une différence de poids de 50 grammes et donne le moment du pendule à jôïïïïô P^^ès. De nouveaux perfectionnements l'ont rendue ^sensible à un poids de 10 grammes.
On prend le point d'appui A sur la ligne OA, parce
qu*alors une petite erreur sur la direction A'B du cordon D'aUéie pas sensiblement le moment du poids Q. Si Ton prenait le point d'attache éloigné de la verticale OÂ, il faudrait s'assurer de la direction du cordon avec d'autant plus de soin que réloignement serait plus grand.
La lialaiice à moments a été adoptée pour les épreuves (Ivs poudres dans les poudre«*ies'. Elle est établie pour Tan^le dont le sinus est un dixième, c'est-à-dire pour « = > 44' 21"; les deux bras (Fig. 47) ont chacun 0™200 Je longueur. L'arête du couteau à l'extrémité du bras horizontal porte un plateau en fer chargé de poids; le bras incliné, par l'intermédiaire d'une tige filetée, susceplil le d'allongement, et de deux chapes, soutient le pen- <|tile qui est incliné sous l'angle de 5® 44' 21", mesure pi^ relativement à sa position de repos.
Itons le poids du plateau, on comprend tout ce que fupporte l'arête du couteau du bras horizontal. D'une ] irt, on y ajoute l'eflbrt qui, appliqué à l'arête du cou* tr*âu, serait nécessaire pour soutenir le bras horizontal, et qui agit ainsi comme un poids dans le plateau. Cet «flort es^t égal au dixième du poids qu'il faut suspendre 6 i'.iigiiille pendante du bras incliné pour établir l'équi- !.!rp; celte aiguille est située dans la verticale de l'arête il couteau. D'autre part, on doit retrancher du poids du I Ijteau reiïort qu'exerce sur le couteau du bras incliné b lige inclinée, y compris les diverses pièces qui la relient au pendule, et qui n'appartiennent pas à celui-ci ; cet eflbrt e>t égal au dixième du poids de la tige. On reconnaîtra ^ette relation en remarquant que dans les petites oscillatjMns de l'appareil, la tige se meut suivant sa longueur ei romme sur un plan incliné au dixième.
V-»ir le n^glcmcnt sur les épreuves des poudres, du 10 mars l->'T irnpr. imp.), et Finçtruclion du 17 aoiU 1857, sur la mesure 2'* :n*»tueni%.
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On arrive facilement à rendre à la fois l'un des bras horizontal et à donner à la lige Tinclinaison du dixième, en ap:issant successivement aux deux vis du supporl. Celles-ci font mouvoir le couteau principal parallèlement ou perpendiculairement à la tige inclinée; on s'assure de la régularité de leur position, d'une part au moyen du niveau placé sous la tige, de l'autre au moyen de l'aiguille pendante sous le couteau du bras incliné, ou au moyen d'un niveau appliqué contre les arêtes du couteau du bras horizontal à l'aide d'une règle.
Si les deux bras n'étaient pas de longueurs égales (mesures prises entre les arêtes des couteaux), il en résulterait des erreurs notables; car, une diflerence d'un dixième de millimètre entre les longueurs produirait une erreur de ~^ sur la mesure du moment. Pour s'assurer de l'égalité des bras, on prend le moment d'un pendule, en don^ nant successivement au même bras la position horizontale et la position inclinée; si les poids nécessaires à l'équilibre n'étaient pas égaux et qu'ils fussent successivement Q' et Q", le véritable poids serait VW^^
204. Choc sur les couimux. On sait que si la direction du choc passe par le centre de percussion, c'est-à-dire par un point situé sur la ligne qui serait menée par le centre de gravité perpendiculairement à l'axe de rotation et à une distance de cet axe égale à la longueur K du pendule synchrone, etsi cette direction est perpendiculaire au plan passant par le centre de gravité et l'axe de rotation , il n'y a aucune percussion sur les couteaux. Lorsque cette condition n'est pas absolument remplie et que la différence n'est pas grande, la percussion sur les couteaux est trop faible pour les faire glisser sur les coussinets et l'effet du choc est sans inconvénient; c'est ce qui a lieu dans les pendules balistiques à canons, construits comme l'indique la figure 40 et dont on fait actuellement usage.
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205. Examen de3 diverses supposilions. Dans le calcul des vitesses au moyen du pendule, on a fait plusieurs suppositions ; il est utile de connaître leur degré d'exactitude ou le peu d'importance de Terreur qui peut en résulter.
On a supposé que pendant la durée de la pénétration du projectile dans le sable, le pendule restait sensiblement dans la même position ; cela est évidemment permis par suite de la courte durée de cette pénétration. Car, d'après ce qui a été dit (184) pour un boulet de 24 animé d'une Ml^^^se d'environ 500" •• et dans le cas où la profondeur de pénétration dans la matière qui remplit le récepteur serait aussi grande qu'elle peut l'être, la durée de cette (t-nétratiou serait d'environ j^ de seconde; or, pendant c»;tte durée, la vitesse acquise par le point frappé d'un pendule, comme ceux dont on fait actuellement usage, serait d'environ 1i°60 à la fin de la pénétration, et l'espace ctî-oiivemenl parcouru par ce point d'environ O^nOl.
Le centre de gravité du pendule ne s'est donc élevé que d'une quantité tout à fait inappréciable et on a pu , 'dn:> erreur sensible, compter la hauteur d'ascension le 1.:j? de l'arc, à partir de la position du repos.
Tendant le même temps, le projectile soumis à l'action it la pesanteur ne pouiTa s'abaisser que de moins d'un maliroêtre. On a donc pu aussi supposer que la direction p'^tail constante et calculer, comme on l'a fait, le moment •'': la rébi^tance qu*il éprouve en pénétrant dans le milieu r--islanl.
iîU6. Correction relative à la direction du choc. On a si.;*[osé que la bouche à feu étant placée à hauteur du c '.litre du récepteur, le projectile frappait le pendule sui- \inl une direction horizontale. Cette condition n'est pas «i ^oluroenl remplie, parce que le projectile dans son trajet ^'i s'^umis à rinlluence de la pesanteur et s'abaisse d'une ^--tiie quantité; de plus, comme il ne part pas toujours
suivant la direction de Taxe de la bouche à feu, il frappe le récepteur suivant des directions et en des points un pea différents à chaque coup.
Dans les expériences qui ont pour objet la mesure des vitesses à une dislance qui est faible et toujours la même, les petites différences d*un coup à l'autre n'ont pas d'influence sensible, et on peut les négliger entièrement comme on le fait. Mais, lorsqu'on lire à diverses distances, comme quand il s'agit de mesurer la résistance de l'air sur les projectiles, et que celle influence a pour effet d'induire en erreur sur l'estimation de la perle de vitesse dans le trajet, il est utile de tenir compte de cette influence, quelque faible qu'elle soit, parce qu'elle varie avec la grandeur des distances et des vitesses.
Pour le faire, on doit, dans le moment des quantités de mouvement du projectile» remplacer la hauteur verticale i que donne l'observation par la distance variable du point de rolalion à la direction du choc , calculée d'après la position du point de départ et du point d'impact , à chaque coup.
Soient G (Fig. 48) la projection de l'axe de rotation du pendule, A le point d'impact du projectile, i et a les distances verticale et horizontale de ce point au point C, 0 le point de départ du projectile, A et X les distances verticale et horizontale de ce point au point d'impact A; soit de plus AB la direction du projectile au moment du choc faisant un angle 8 avec l'horizontale et CD la perpendiculaire abaissée du point C sur cette ligne. Il est facile de voir que dans le dénominateur de la formule de la vitesse (art. 201,
éq. 3) v = -r.[i +>(p + 6')]sin|flt, il faut mettre CD
au lieu de i, c'est-à-dire que la vitesse calculée doit être
CD
divisée par -r- Or, l'on a CD = (i h- atang9)cos9,
doii — = (l -h^langS^cosd; la vitesse comgée sera
donc
fi+ rtangOJcosO
Mais, t élanl toujours irès-pelil, cosB ou — =: sera
N'iiMblement égal à 1 — itang'd et Ton aura pour la vi- U'^se corrigée
ou sensiblement
i>— t>f rtangO— -lang'ôV
Cite quantité, vu la faible grandeur de ^tang^O, se réduit pr^Qe toujours simplement à
«'— v-rtangO.
L'angle 0 ou BAF est la somme des deux angles BAO, u h\ cl OAF. Ou a tangOAF = -; tangBAO sera donné
tf_ _
pur les formules (art. 101, éq. 28) du mouvement des [•rujecUles , pourvu qu'on connaisse approximativement b Yiie>>e du projectile et la résistance de Tair; alors, en t"U>^nrant les notations adoptées, sauf le signe de 9, on dura, en tenant compte de la trés-faible inclinaison de OA,
L^is oo poorniy ce qui est permis vu la faible distance ^-ïTCfuroe, regarder Tangle d'arrivée comme égal à Tangle
de départ relalivement à OA ; on aura alors
de plus/ en remplaçant la tangente de la somme des deux angles par la somme de leurs tangentes, on obtiendra très-simplement
tangO =5 tangO' + ^.
De sorte que la vitesse v^ calculée en supposant comme on le fait ordinairement que la direction du choc est horizontale, devra être diminuée de
«r^tanga'+-j.
207. Résistances passives de l'appareil. Dans le calcul des vitesses au moyen du pendule balistique on a fait abstraction des résistances passives de l'appareil, qui sont: le frottement des couteaux sur les coussinets, celui des curseurs sur les arcs en fer et la résistance de Tair sur les parties du pendule en mouvement. Au lieu de^calculer ces résistances, ce qui laisserait beaucoup d'incertitude, on peut les déterminer par l'observation -du mouvement du pendule.
Pour cela, on fait osciller le pendule librement, c'est-àdire sans faire entraîner les curseurs et en parlant de la plus grande amplitude qui est produite par le tir. On observe le décroissement de l'amplitude après chaque dix doubles oscillations, par exemple; pour cela, au moyen du curseur que l'on approche de l'aiguille du pendule sans le laisser entraîner, on observe le décroissement de l'amplitude, lequel est toujours très-faible. On opérera de cette manière, sauf des interruptions pour rendre l'opération moins longue, jusqu'à ce qu'on arrive aux plus petites
amplitudes dont on ail besoin de tenir compte; on obtient ainsi le décroisseroent de FampHlude qui est due, à la fois, à la résistance des couteaux sur les coussinets et à celle de Pair sur le pendule, dans une double oscillation ascendante et descendante. On représente cette relation par une cuurbe dont les amplitudes sont les abscisses et les décroissements les ordonnées. On reprend la même expérience ea présentant le curseur au zéro de la division à chaque denii-osciliation ascendante, le long de Tare divisé. On obiienl ainsi le décroissement dû à dix doubles oscillations; le dixième de cette quantité représente le décrois- S'-nient dû à une double oscillation. Ce décroissement protient : 1« du frottement des couteaux et de la résistance d*.' Tair dans une double oscillation ; 2^ du frottement des OLUteaux dans une oscillation ascendante; on trace comme dans le premier cas la courbe qui représente cette relation. La différence entre les ordonnées de cette courbe et ciflles de la courbe précédente donne, par conséquent, le liécroisseroent du au frottement des curseurs seuls. Si on y ajoute le quart de l'ordonnée de la première courbe, on aon le décroissement dû à la somme des résistances qu'éprouve le pendule dans une demi-oscillation ascenl'ante, tant de la part des couteaux que de celle de l'air H du frottement du curseur. Cette quantité, toujours trèsiuUe, devra être ajoutée à Tangle observé à chaque coup pour corriger le dernier de l'effet de ces résistances qui b diuiioucot*
On pourrait objecter que dans ce mode de procéder les nrcooflances ne sont pas absolument les mômes quant à ot qui cooeeme la résistance de l'air; que, dans le cas dj tir, lorsque le pendule quitte la position verticale, il a »• \tj\i iré«-brasquement la vitesse de départ et commence f-.n asccosioti en poussant un Quide en repos, tandis que 4aii«> la mesure de la résislance^lorsque le pendule arrive
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à la position verticale pour aller au delà, il est déjà animé d'une certaine vitesse ; qu*ainsi le fluide qui l'environne a acquis une vitesse dans le même sens et par suite la résistance qu'il éprouve de la part du fluide est moindre. Mais on devra observer que dans cette épreuve, lorsque le pendule commence une demi-oscillation descendante, le fluide atmosphérique, par l'oscillation qui se termine, est animé d'une vitesse en sens contraire de celle qu'il commence à prendre, et qu'ainsi la résistance est plus grande que dans un fluide en repos; il y a donc à trèspeu près compensation dans celte partie de la résistance; les autres résistances étant d'ailleurs les mêmes dans les deux cas, on peut prendre le décroissement qu'on mesure de cette manière comme une expression suflisamment exacte de la mesure d'une résistance que, d'ailleurs, on cherche toujours à rendre très-petite.
208. Effet de l'explosion des gaz. Le récepteur, dans le tir, est frappé par les gaz qui proviennent de l'explosion de la poudre en même temps qu'il l'est par le projectile; ceuxci contribuent donc au mouvement du récepteur. Cet effet s'ajoute & celui qu'on veut mesurer, et, si l'on n'en lient pas compte, l'arc de recul mesuré indique une vitesse trop grande. L'efict du choc croit rapidement avec le poids des charges; il varie en sens inverse de la distance de la bouche à feu au pendule et il diminue avec l'ouverture de Técran qu'on place entre eux. Il est difficile d'estimer avec précision l'efl'et dû au choc des gaz ; mais on peut comparer la quantité de mouvement qu'ils produisent à celle qui résulte du tir d'une charge de poudre de même poids sans* projectile, et la retrancher de celle qui résulte du tir avec projectile ; c'esl-rà-dire qu'on calcule la vitesse qu'un boulet de même calibre devrait avoir pour produire le même efl'et de recul que le choc des gaz de la charge sans pro* jectile, et qu'on retranche cette quantité de la vitesse caU culée pour chaque coup.
îkïTïs les épreuves ordinaires on ne tient pas compte de ces dernières corrections, parce qu'elles sont en généinil assfz Faibles et parce que, quand on compare entre elles 1^ vitesses données par des poids égaux de différentes poudres, les corrections restent les mêmes; qu'alors, les différences entre ces vitesses deviennent indépendanles de r»^ effets el que les corrections peuvent êlre négligées sans inconvénient. Les deux dernières étant en sens contraire se compensent sensiblement dans quelques cas.
Il n*en est plus de même lorsque Ton a besoin de connaître exactement la vitesse du projectile. Dans tous les cas, il est utile d'apprécier la grandeur des erreurs qu'on pourrait connaître.
2fJ9. Vitesse initiale proprement dite. La vitesse qu'on obtient par les moyens qu'on vient d'exposer se rapporte aa projectile, au point ou il frappe le récepteur ; la vi* U^se qu'on doit supposer au point de départ dans les ap-* plicalions à la balistique, c'est-à-dire la vitesse initiale proprement dite, en diffère nécessairement. Pour obtenir celle-ci , il n'est pas besoin de rechercher quelle variation de vitesse subit réellement le projectile depuis la bouche è feu jusqu'au récepteur, soumis encore pendant une fortîe de ce trajet à l'action des gaz de la poudre, et enmile A des résistances plus ou moins variables ; il suffit de chercher celle qu'il devrait avoir dans une atmosphère parEûtement tranquille et dans l'état ordinaire, pour qu'à mie dislance égale à l'intervalle du canon au pendule il consenrAt celle qu'on a réellement observée.
D'après la relation que nous avons donnée (art. 103, éq. SO) entre ces deux vitesses, si t; est la vitesse mesurée au pendule, V la vitesse à une distance x en arriére, c'est-àdire au point de départ, c et r étant les coefficients qui résoheot des lois de la résistance de l'air (art. 46, éq. 5, et art. 56), on aura, en remarquant que la distance x
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est peu considérable,
et, pour la quantité à ajouter à la vitesse mesurée au pendule,
210. Canon-'pendnle, Le canon est suspendu en face et à hauteur du récepteur; Taraplitude du recul sert à déterminer la quantité de mouvement du recul et la vitesse qu'aurait la bouche à feu, soit seule, soit montée sur affût, si ce recul avait lieu librement. Cette vitesse est due, comme on sait , à la pression que les gaz enflammés de la poudre exercent sur le foifH de Tâme; ces mêmes gaz agissent en sens opposé sur le boulet pendant la durée de son trajet dans l'âme et même après sa sortie. La première pression s'exerce d'une manière variable pendant toute celte durée ; elle imprime à la bouche à feu une certaine quantité de mouvement, et une certaine vitesse de rotation autour des couteaux. C'est en vertu de cette vitesse que le pendule s'élève d'un mouvement circulaire jusqu'à ce que la force vive qu'il possède soit détruite par l'effet de la pesanteur. La vitesse du canon est ainsi liée à celle du projectile, au poids et à la nature de la poudre et à d'autres circonstances. Lorsqu'on la détermine, elle est un indicateur des variations de la vitesse du projectile sans en être cependant une mesure certaine.
Désignons les quantités qui entrent dans la mesure des vitesses du canon par les mêmes lettres que dans le récepteur balistique en les accentuant , c'est-à-dire appelons P le poids du canon-pendule, a! la distance âe l'axe de rotation à la direction suivant laquelle s'exerce l'action des gaz de la poudre, c'est-à-dire la distance à l'axe de la
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itourhe & Tea, 1/ la distance do centre de gravité à l'arèle (]f\< couteaux y KMa longueur du pendule simple synchrone,
c raogle de recul , et ^ la pesanteur; la masse M' du pen-
P' dule sera M' = — .
Soient J la vitesse de rotation acquise par le canon-* pendule au moment oh a cessé l'action des gaz de la [•^adre, r la distance à Taxe de rotation et e/M' la masse d'an élément quelconque du pendule ; sa vitesse sera rc/^ ^ quantité de mouvement rJdiM et son moment r*tJdW; Itur somme, pour le pendule enlier, sera
•yVVM' ou -tTH'D'K'.
La force vive acquise sera
O'ite quantité devant être égale au double de la quantité de travail de la pesanteur pendant le recul, recul (iuraot lequel le centre de gravité du poids P s* élève de I/\l — cos»') ou de Siysin'ja', on aura
En tirant de cette équation la valeur de »' et la substituant djos l'expression ci-dessus du moment de la quantité de Ciouvemeni totale, celle-ci sera
MT/V^'sinV.
Ea divisant ce moment par la distance a! de Taxe de h l*oacbe à feo ou de la direction moyenne de Taclion des pi, on aura la quantité de mouvement produite par ceux-ci, laquelle est ainsi
On peut arriver plus simplement à ce résultat en se fondant sur ceux qui se rapportent au récepteur ; pour cela , on considérera que lorsque les gaz enflammés de la poudre ont cessé d'agir sur le canon-pendule , celui-ci a acquis une certaine quantité de mouvement en vertu de laquelle il s'élévè d'un mouvement circulaire, et que cet effet est le même que celui qui a lieu dans le récepteur par l'action du projectile; il y a toutefois cette exception, que la masse de l'appareil n'est pas augmentée par celle du projectile. On peut donc établir les mêmes relations entre les arcs de recul et les quantités de mouvement possédées dans les deux cas (100), par le canon-pendule et par le ré-
cepteur balistique ou parle projectile, laquelle était -v,
et on aura
ou , en substituant les masses aux poids,
Si la masse M' eût été assujettie à se mouvoir dans la direction de l'axe, en appelant V la vitesse qu'elle prendrait, M'Y' serait la quantité de mouvement égale à la précédente, ce qui donnerait également,
M'Y' 2= ^ V'^.28in^«'.
Cette quantité de mouvement peut être comparée à celle d'une autre masse dont la vitesse serait différente , par e^çemple, à celle de la bouche à feu seule représentée par m'; sa vitesse serait
rw a'
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La vitesse que devrait avoir le boulet dont la masse serait m, pour posséder la même quantité de mouvement, aurait pour expression
Dans cette expression, au rapport des masses, on peut substituer celui des poids, et à 2sin|fli^ le rapport de la corde G au rayon R' de l'arc sur lequel celle-ci est comptée ; on aura alors la formule
d<>nnée par Y Aide*'Mém(nre d'Artillerie.
312. Application de l'deciricité à la mesure de la vitesse <tet projrctilef. L'idée de l'application de l'électricité à la mesure de la vitesse des projectiles est généralement attri^ buée à M. Whealstone, vers 1840.
Les procédés proposés pour mesurer avec une très«* ;rT9iide précision la durée d'un certain trajet d'un projec* tile et en conclure la vitesse moyenne durant ce trajet, sont basés, soit sur Teroploi des électro-aimants qui fixeni ou abandonnent certains corps «k un instant correspondant au passa$re du projectile, soit sur la propriété graphique d<^ étincelles électriques dans la même circonstance.
Pour mesurer le temps, on a d'abord cherché à employer un appareil d'horlogerie comme MM. WheatslonCi k baron de Wrédes, Bréguet; ou, comme l'a proposé le l-remîer M. le général KonstantinofT, à faire mouvoir unirunnéroent on cylindre ou un disque plan, d*un assez ^nad diamètre ; on a aussi essayé d'éviter l'emploi d'un rnoQvemenl d'horlogerie en prenant un corps tombant librement dans l'air par l'action de la pesanteur, comme Jaos le procédé Debooz (192), ou glissant sur un plan incliné; on a enfin essayé un pendule oscillant autour
d'un axe de rotation , comme M. le capitaine Navez, de l'artillerie belge.
Pour relier ensemble le commencement et la fin de Vintei*valle de temps à mesurer, on a eu recours à remploi de deux cadres en bois placés aux extrémités du trajet correspondant, et sur chacun desquels est placé un fil métallique continu. Ce fil est replié un assez grand nombre de fois sur lui-même pour ne laisser entre deux parties voisines qu'un intervalle notablement moindre que le diamètre du projectile dont on veut mesurer la vitesse; de cette façon, le projectile en passant à travers les cadres rompt nécessairement le fil, et, si ce fil fait partie d'un courant électrique, ce courant sera interrompu ; par suite les phénomènes d'aimantation temporaire de certains électro-aimants cessant, certaines pièces maintenues jusqu'alors seront mises en liberté à l'instant précis du passage à travers les cadres; c'est cette propriété d'être indépendante de la longueur du fil, laquelle est due à l'extrême vitesse du courant électrique, qui constitue l'avantage du procédé.
Les appareils à cylindre ou à disques tournants par le moyen d'un mouvement d'horlogerie exigeant, comme accessoires, l'emploi d'un chronomètre, n'ont pu encore donner que des approximations grossières. Tous ceux qui, en outre, sont fondés sur le mouvement de certaines pièces laissent de Tincerlitude dans les résultats, par suite de l'inégalité de la durée de ce mouvement, quelque petit qu'il soit, cette durée dépendant de l'énergie des courants. *
Si3. Pendule Mectro-balisttque. M. le capitaine Navez, dans son pendule électro-balistique S a fait disparaître les inconvénients qui viennent d'être signalés.
* Application de l'électricité à la mesure de la vitesse des projectiles. — Paris, Gorréard. 1853.
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L'instrament est un pendule composé ; son mouvement suit les lois mathématiques connues, et Ton peut obtenir à ravance les vitesses variables suivant les degrés qu'il parcourt et le temps employé depuis le départ. Dans cet appareil, un électro-*aimant est placé de façon qu'il fixe le pendule, muni d'une armature en fer doux, sous une indinaison de 7&> avec la verticale ; c'est de celte position que part la graduation. Le courant voltaïque qui passe dans le fil de cet aimant circule dans le premier cadrecible. Quand le projectile traversera ce premier cadre, il en brisera le fil et interrompera le courant, l'activité de réieciro-airoant cessera et le pendule abandonné à lui* mène commencera une oscillation •.
Le pendule porte une aiguille indicatrice trés-légére, mont^ sar une rondelle en fer doux et reliée à ce pendule par un ressort bifurqué. Cette rondelle est placée au centre do limbe, trés-prés et en face d'un gros électroaimant à deux branches ; celui-ci, lorsqu'il est activé, attire aveo violence la rondelle et fixe invariablement l'aiguille indicatrice. Ce phénomène doit avoir lien lorsque le pro« jectile traverse la deuxième cible. On y arrive au moyen d'une pièce particulière nommé œnjoncleur.
S14. Canjondeur H disjancleur. — Conjoncteur. Le conjoDcteor se compose essentiellement d'un éleclro-aimant vertical dont on met le fil en communication avec le fil do deuxième cadre-cible. Quand les circuits sont fermés, h tige de l'aimant maintient suspendu un poids en plomb molli d*une tète en fer doux*
Dans b verticale qui passe par le point de suspension
fr
* Nous ne décrivons que sommairement et sans figures les appail* électro-balistiques. Pour Tétude plus complète et pour remploi
4r cet appareiU, il faudra recourir aux ouvrages spéciaux que nous
.cflKpion».
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du poids el sur la planchette de l'instrufoent, est placé un cylindre creux en fer renfermant du mercure; une pointe d'acier, portée par une lame faisant ressort, est maintenue au-dessus et très-près de la surface du mercure. Cette lame, la pointe et le bain de mercure, font partie d'un même circuit voltaïque comprenant en outre le gros élec^ tro-aimant. Ce circuit n'est pas fermé tant que la pointe n'arrive pas au contact du mercure.
Lorsque le projectile coupe le ûl du second cadre, il fait cesser l'action magnétique de Télectro-aimant vertical du conjoncteur; le poids en plomb tombe, enfonce la pointe dans le mercure et rend ainsi le gros électroaimant actif; alors Taiguille est attirée, s'arrête et l'arc parcouru, depuis le zéro de la graduation, correspond à une durée que nous désignerons par C.
Cette durée ( observée n'est pas égale à la durée cher* chée que nous désignerons par T.
En effet; d'une part l'électro-aimaut met un certain temps avant de perdre son activité et d'abandonner le peu-dule; soit 6 ce temps, compté à partir de la rupture du fil du premier cadre; d'autre part, le second fil ne sera coupé qu'après un temps T; mais ce ne sera qu'après un temps désigné par 6' que le poids du conjoncteur abandonnera le repos, et après un nouveau temps 8", qu'il atteindra la lame d'acier et fera plonger la pointe dans le mercure, et enfin, qu'après un nouvel intervalle 6'^, que le gros électro-aimant aura agi sur l'aiguille et l'aura fixée sur le limbe; de cette façon, le temps t compris entre le départ du pendule et l'arrêt de l'aiguille estégalàT-f-0'-hb"4-6'" — 9.
Pour déterminer le temps 0' -»- 6" + 6''' — 8 que nous désignerons par t, M. le capitaine Navez a employé une pièce nommée disjoncteur qui est la partie caractéristique de son appareil.
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Disjoncteur. Le disjoncteur a pour but de produire simuUafiémerU la rupture de chacun des circuits, tout comme le ferait un boulet s'il était animé d'une vitesse iiTinie, ou mieux si les deux cadres étaient appliqués Tun contre Tautre. La durée indiquée par le pendule se com« p<->€ra donc des quatre quantités 6' + 6" -4- 6^ — 9 = f, r'noQcées plus baut, de façon que i' — t sera la durée • Ij'Tchée T.
215. Mode d'opération. Pour opérer , les cadres étant {licês à une distance convenable» le canon chargé situé à quelques mètres du premier cadre et sous une très-faible inv.linaîson, et, de plus, les cadres étant dans la position qui convient pour que le projectile les atteigne vers leur onire, les courants voltaîques en activité et le poids du f rJMncteur étant fixé, Tobservateur fait marcher le dis- ; ncteur. Le pendule part et l'aiguille s'arrête et donne «t [ ur Tare parcouru.
L^ulisen-ateur fixe de nouveau le pendule au zéro de la ^r.i.iuation et relevé le poids du conjoncteur, puis donne !'- M^al du tir; le pendule retombe et l'aiguille s'arrête «près avoir parcouru un arc J plus grand que le premier; l'j cherche, d*après le tableau des arcs, les temps t et ff « 'rr^|>ondants aux arcs respectifs observés, « et a\ et . "n obtient T = T — ( pour la durée cherchée du trajet.
'.'a prend le quotient -; pour la vitesse du projectile et
n la regarde comme correspondant au milieu de Tinter- ^.i 1< des deux cibles.
La riiesse en ce point n'est pas tout à fait égale au
ç ' ïi<*nt -, mais elle n'en diflere que d'une quantité né-
» r'Me et que l'on peut calculer.
I.Q ronservant les notations admises (G3), c étant le '•tlicîcnt qui se rapporte au projectile, V sa vitesse
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quand celui-ci traverse le premier cadre, et T la durée du trajet a entre les deux cadres, on aura
et, par conséquent, pour la vitesse moyenne v
D'un autre côté, la vitesse t/ au milieu du trajet a, c'est-àdire après un trajet -, sera
Le rapport des deux vitesses t/ et t; sera
Ce rapport n'excède l'unité que d'une très-faible quantité; ainsi pour le cas très -défavorable d'un trajet de a =50"^ d'un petit projectile de faible densité et tel qu'on ait c = 750m (correspondant à un obus de 4 2cm) , V = r == 435%
r- = -', on aura, d'après la table XI, et en tenant
compte de l'indécision qui règne sur la quatrième décimale, un rapport compris entre 1,0001 et 1,0003; ce qui, pour la vitesse à 435™, indique une correction additive de 0"*=*04 à 0«"'»08; elle est effectivement négligeable. On peut obtenir plus exactement. cette correction, toujours très-petite, en substituant à cD(a, V) et à t^f |, Vj leurs développements; puis en effectuant la division algé-
Lriqoe, et en négligeant les termes où •— entre à des puis-
saoces sopérieores à la troisième; en représentant parti
le rapport de - à i 4- -, toujours plus petit que Funité,
on aura
En prenant pour exemple, comme précédemment,
la i
et (>ar suite
'^ = " + ÎÏÏ6ô(* + ^)-
La correction additive n'est ainsi, pour t; = 435i^, que i^ i^ HH, quantité négligeable.
Avec des précautions et des soins, avec l'attention de ':.rç partir le projectile très-peu de temps après l'obseruiion au disjoncteur, afin que les courants aient sensi- L liment la même énergie, et, en plaçant les cadres à 50^ i loienralle environ pour les grandes vitesses des boulets H â .KH pour les vitesses plus petites, le pendule électro* iu!i5iique donne la vitesse des projectiles avec une app-ruiimation suflSsante et à peu près comparable à celle que donne le pendule balistique. Il a de plus l'avantage <1< ne pas modifier la vitesse ni la direction du projectile, cl de permettre, par conséquent, l'observation de la tra* j'.ctoire ou de l'effet du choc.
II permet aussi d'évaluer la vitesse des projectiles, telle 'yZt celle des bombes tirées sous des angles élevés au« i ^5us de rhorizon. Il permet encore d'obtenir la vitesse i : même projectile en deux points de la trajectoire, et par
conséqueDt de mesurer la perte de vitesse dans un trajet donné et d'en déduire la grandeur de la résistance éprouvée dans l'air. Il suffit pour cela d'employer deux appareils complets. On pourrait même mesurer la vitesse en plus de deux points.
Le temps nécessaire à une expérience n'est pas beaucoup plus long que celui qu'il faut pour charger et diriger la bouche a feu; on peut donc faire un grand nombre d'expéi ienccs en peu de temps et inscrire jusqu^à 40 vitesses en deux heures.
. 216. Emploi de VétinceUe âectrique. M. Siemens, en Prusse 9 a cherché le premier à utiliser les étincelles que fournit Télectricité de tension , par des bouteilles de Leyde, pour obtenir, sur un cylindre en acier poli, l'indication du passage d'un projectile à travers des cadrescibles disposés en nombre quelconque le long de la tra* jectoire. Ce procédé, outre les inconvénients des appareils à cylindre tournant et les difficultés ou impossibilités qui résultent de certaines circonstances atmosphériques, pré« sentait une cause d'erreur assez grave dans les déviations ' des étincelles électriques.
M. le capitaine Martin de Brettes, en France, a proposé, en 1858, de remplacer l'arrêt de l'aiguille dans l'appareil Navez , par l'étincelle d'induction , et pour cela d'appliquer au pendule une pointe métallique se mouvant très* près du limbe vertical gradué, et de faire éclater, à propos, au moyen des bobines de Ruhmkorff, entre la pointe et ce limbe, des -étincelles d'induction marquant des taches sur un papier préparé.
Un an plus tard , M. le capitaine Vignotti adoptant ces dernières données ' , l'emploi du pendule armé d'une
* Comptes rendus de rAcadémie des sciences, janvier 1856, et Recherches relatives à la mise en service des chronoscopes électrobalistiques, par À. Vignotti, capitaine d'ArtiUerie, 1859.
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pointe el des bobines de RahrokorfT, a Tait construire un appareil qui a reçu des dispositions nouvelles, faisant dis* paraître diverses causes d'inexactitude et s'opposant aux déviations de l'étincelle ; cet appareil , au moyen d'une méthode d'expérimentation nouvelle, dispense de l'emploi des disjoncteurs et conjoncteurs et permet d'observer un projectile pendant une longue partie de son trajet. Les premiers essais laits avec cet appareil , à Metz en 1 859, paraissent donner l'assurance du succès.
i\b. Vitesse du projectile déduite de tdle du recul. On a cherché à établir entre le recul du pendule et la vitesse du projectile, une relation qui permit de déduire celle-ci de la première ; cette relation dépendant de la balistique intérieure, c'est-à-dire des lois du mouvement du projectile dans la bouche à feu, nous ne nous en occuperons pas autrement qu'en rapportant la formule qui a été propo>ée par M. le général FÎobert ; elle est encore en usage dans les épreuves de poudre au fusil pendule, comme une indication utile et qui classe les poudres dans le même ordre que les vitesses de la balle, quoiqu'on sache qu'elle ne donne pas toujours des vitesses égales ; cette formule est b suivante :
-fV^.ÎBinV — -♦»»/* a'
^Ôfî + 2
ibns laquelle n est le poids de la charge de poodre, B r«lai do projectile et do cbargemeot (non compris la
poudre), — le rapport du diamètre de l'âme à celui du
projectile, ¥ la vitesse cherchée.
BÉVIATIOK8 MBS rRAMBCTIUM.
Gomptiroisoii entre Icn résultato des obaervalloas
et ceux de* formmle**
316. Exposé. Si un projectile n'élail soumis dans son trajet qu'à Taction de la pesanteur et à celle de la résistance de Tair, tangentiellement à la direction du mouvement, et qu'il suivît exactement la trajectoire qui résul* terait de la composition de ces deux forces, la question du tir des armes à feu et des bouches à feu serait bien simple ; il deviendrait facile de déterminer, pour chaque cas particulier, Tangle et la vitesse de projection qui permettraient d'atteindre le but proposé. Il n'en est pas toujours ainsi.
En considérant comme trajectoire normale, celle qui résulte de l'action verticale et constante de la pesanteur et de la résistance de l'air, tangentiellement à la trajectoire et fonction de la vitesse, nous pourrons regarder les autres comme des causes déviatrices, et les écarts comme des déviations.
Il existe cependant des forces autres que les deux premières, agissant d'une manière régulière et constamment
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dans le mette sens, et qae l'on peut faire entrer dans le calcul. Tel est le mouvement régulier de Tatmosphére ou le vent et le mouvement de rotation du projectile : on nomme ces causes forces dèrivairices, et on nomme dérîra/ûm le déplacement qui en résulte.
Examinons d'abord avec quel degré d'exactitude les formules anciennes ont représenté les résultats de l'oblenratioD.
217. RésuUaU des expériences anàemies. Les premières expériences étendues qu'on ait faites pour vérifier l'exactitude des formules de balistique, sont celles de Lafére, exécutées en 1771, avec des bombes et des boulets de forts calibres tirésavec les mortiers et les canons en usage*.
Le mortier du calibre de 0a>32 a été tiré à la charge de i^M^ sous des inclinaisons qui ont varié depuis 10^ jusqu'à 7&>y au-dessus de l'horizon , quatre ou cinq coups soQs chacune d'elles. Au moyeu de ses formules (145) et des portées observées sous 30o» Besout détermina la vitesse initiale de la bombe ; il calcula ensuite les portées qu*on aurait dû obtenir avec cette vitesse, sous les autres inclinaisons.
Eo les comparant aux résultats d'observations, on reconnaît que, jusque sous l'angle de ^O'', les portées sont plas petites (à l'exception de la portée sous SO^, qui sert de point de départ), et qu'au delà, elles sont toutes plus pnodes. Sous l'angle de 45^ le plus en usage, ou sous 1rs angles voisins, l'erreur serait moyennement de 77 de ces portées ; elle serait de yî sous GO^.
Le canon de 24 fut tiré à la charge de 4^141 , sous différents angles de projection ; Besout a déduit des portées ^m 5» et 10<», la hauteur due à la vitesse; de leur nij\enne et a l'aide de ses formules, il a déduit les por-
' Court de mathématiques à Vusaffe de V Artillerie, tome 4fi,
lées sous tes autres inclinaisons. De 5^ à 35®, les diflë-< rences sont tantôt en plus, et tantôt en moins, ce qui résulte de ce que le nombre des coups n'est pas assez grand et empêche de rien conclure. A partir des angles de iO^ et jusqu'à 70^ les portées calculées sont toutes trop petites ; les différences sous 4&» ou sous les angles voisins ne sont pas moindres que •— des portées.
LeGeu'Ire ' reconnaît également le peu d'accord qu'il y aurait entre les formules qu'il a données et le résultat des mômes épreuves.
TempeHiof*' compare également avec ces résultats d'expérrence les formules fiuxqueHes i) est arrivé. Pour obtenir plus d'accord, il attribue au boulet de 24 une vitesse de 429"^'* sous les inclinaisons de 5<* à 40», et une vitesse de 552"^:* sous \^^ inclinaisons de 43<> à 75®. Cette méthode, dans laquelle on fait varier aussi arbitrairement la vitesse avec les angles de projection, ne saurait être admise. Noos avons déjà fait voir (114) qu'on était amené à des vitesses dUTécenles, lorsqu'on exprimait la résistance de l'air par un seul terme.
En l'an XI, il a été fait, prés de Strasbourg, des expérienees sur les portées de canons de 24 et de 46, de longueurs d'âme différentes, et sous des angles qui ont varié depuis 0» jusqu'à 10», pour reconnaître la relation entre les longueurs d'âme et les portées ou les vitesses initiales. La relation entre les angles de projection et les portéea n'a pu être représentée par les formules balîs* tiques alors en usage, et on a été amené à admettre soit une augmentation des vitesses avec les angles de projection, soit, ce qui produit un effet analogue, une cause d^e relè^
' Dissertation sur la Balistique.
* Mémoire sur le problème balistique^ r-r Hémoiree de l'Açtdemie de Berlin , 1788 et 178^.
Tefflent des projectiles sous les petits angles de pro« jeclioo.
Dans des expériences Taites à Toulouse en 1834', on D*obtint pas plus d'accord dans des trajectoires dont les hauteurs furent observées de lOO^^^ en 100<°; les différences avec les hauteurs calculées ont été considérables, même aux faibles charges, quoiqu'on déterminât, pour chacune d'elles, et la vitesse initiale et le coefficient de h résistance de l'air. Ainsi, les hauteurs d'un boulet de 12 tiré à la charge de 0^300, donnèrent comparativement tvec la trajectoire calculée, les différences ci-après, savoir :
J)uiMmm... 0«, 100», 200b, doo», 400», 500», 560». Mérences. 0, 0,01, -0,26, -0,63, -0,51, -0,20, -0,06.
Des expériences faites en Belgique *, au moyen de filets tendus de distance en distance, pour déterminer le point de passage du projectile, ont conduit à des résultats analogues.
Dans ces circonstances et dans beaucoup d'autres, on a cherché en vain à déterminer par l'observation des trajectoires la valeur du coefficient de la résistance de l'air; 00 n'a po parvenir à rien de précis ; parfois, on arrivait î d« valeurs tout à fait inadmissibles.
218. Expériences de Metz, en 18 AS. Considérons maintenant l'accord que peuvent présenter les formules fondées sur une loi beaucoup plus exacte de la résistance de fair. De crainte que les inégalités qui peuvent résulter da tir d'uo petit nombre de coups, ne laissent de l'incertitude sur les résultais de la comparaison, nous ne les
* Arrhives du d^pôt central de l^Artillerie, — Rapport de la G/fumbêion de Técole de Toulouse, pour dresser des tables de **f . en 1834.
• Balùtique , par Scbeer de Liona-slrc ; Gand , 1825.
appliquerons d'abord qu'à des résultais moyens déduits d'un très-grand nombre de coups; nous les appliquerons ensuite à des résultats particuliers; à cet effet» nous prendrons ceux des expériences de Uetz, faites en 1844 et en 1846, pour dresser des tables de tir des obusiers et des canons employés dans le service des sièges. Les tables relatives aux obusiers, ont été vérifiées par des expériences spéciales.
La série d'expériences la plus propre à vérifier ces for* roules, résulte du tir de 100 coups de canon de 16, à la charge de j du poids du boulet, tirés sous une inclinaison constante, à travers trois réseaux en ficelle, placés respectivement à 300"^, à 400(Q et à 600°^ de la bouche du canon; on observait en outre la position du point de chute sur le sol et enfin la position, par rapport à Taxe du canon, du centre du projectile à la distance de 7>"75 de la bouche du canon, en prenant avec beaucoup de soin la hauteur verticale et l'écart latéral '. Les résultats sont donnés ci-après. Les résultats moyens sur les 1U0 coups, aux distances de 200<", 400<n et 600"^, sont exacts à un centimètre près.
* Rapport de la Commission des principes du tir de Mets, adressé â M. le Ministre de la guerre le 3 février 1847.
firvA\^fciLS àm tn^ectoirtê de iW botiUU dé iO, îirèt data un canon de «uV/e j {.% chmrgê de i^S3p $ouê l'inclitmUon constanU de 0,0259S aux distancent de •. ^ ••, MM^, 600^ et sur le sot, rapportées aux plapis de la plate-forme situ4'e à f - . S au-dessotis du centre de la bouche du canon,
■ ffi««*i''««. — L«t énuwte* toai cùmptée* % ptrtir 4e la tnarbe 4e la boMbe àm fanos et les haateun
• * I ^nif >i« pljB éé l» plate-furne ^ai ^t a 1*38 aa-ilr««4iat du rentre de la bourbe 4a ranoB. I ' «t* ir I lie, a 7*7.% 4c \m boarhe, u nt romftét rrlatt^riDnit au proloofeneal 4<* I Jie 4« rjiiun.
■ 4* «a M«bre a 4roitr oa a gaurbe 4a tifoe ./ iB4i4|ac qoe le aeu 4e 11 deviabua ealb 4rwile os
» »••• ^ 4e » . b«enalrv pUeé 4errière la boocbe a fea.
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Pour compléter les données qui peuvent avoir de l'influence sur les coordonnées des trajectoires, on indique ci-après les moyennes sur 10 coups : 1<> dé la densité de Tair (poids du mètre cube) ; 2o de la direction et de la vitesse du vent; 3<> du poids et du diamètre du boulet. On tirait habituellement 20 coups dans une même séance.
DEVIATIONS DBS PROJECTILES.
La densité de l'air était déterminée d'après Tobserva* tion de la hauteur du baromètre, de la température et de réiat hygrométrique de Tair.
La direction du vent était donnée par un anémomètre particulier, dans lequel une boule très-légère s'écartait de la verticale sous l'action du vent ; de l'angle d'écart de cette verticale on concluait la pression exercée par l'air et par suite la vitesse du vent. La direction est indiquée en partant du vent debout, et marchant vers la gauche de façon qoe 90* correspond à un vent latéral de gauche, pour le pointeur, 180<» à un vent arrièrci 270o à un vent de droite.
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Poor rendre les résultats indépendants des différences dans la densité de Tair durant les divers jours employés aa Ur, on a réduit toutes les hauteurs observées sur 1 0 coops è ce qu'elles eussent été si la densité de l'air eûi été constante et égale à 1,3083, comme on Tindi-
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Pour compléter les données qui peuvent avoir de Tinfluence sur les coordonnées des trajectoires, on indique ci-aprcs les moyennes sur 10 coups : 1® de la densité de Tair (poids du mètre cube) ; i^ de la direction et de la vitesse du vent; 3^ du poids et du diamètre du boulet. On tirait habituellement 20 coups dans une même séance.
nhVUTIO.NS DK8 PnOJFCTILFJ;.
La densité de l'air élait déterminée d'après l'observation de la hauteur du baromètre, de la température et de Tétat hy(rroroé(rique de l'air.
La direction du Yent était donnée par un anémomètre particulier, dans lequel une boule très-légère s'écartait de la verticale sous l'action du vent ; de l'angle d'écart de cette verticale on concluait la pression eiercée par l'air et par suite la vitesse du vent. La direction est indiquée en partant du teni deboui, ei marchant vers la gauche de façon que 90^ correspond à un vent latéral de gauche, pour le |H>inteur, 180» î un vent arriére, 370o à un vent de droite.
Kr
[u}rnnm sur 100.. 1,1 ^U
Pour rendre les n^sultals indrprndnnU des diOérencos dans la donsiie^ do Tair durant \ps divers jour» employés au tir, on a réduit toutr> lt*5 hauteurs ob5enV;o5 sur 10 coups è ce qu*ell(^s eussent étiî si la densité do Tair fAt été constante et égale à 1,^)K:I, comme on Tindi*
quera plus loin (§ 2. Variations dans les portées et les dévalions dues à la variation dans la densité de Vair), et l'on a obtenu pour les hauteurs moyennes, sur 100 coups, rapportées au point de départ, respectivement 3°^917y 4n™305, — 0«n056, — 2^759 aux distances respectives de 200m, 400™, 600m et 666^8 (sur le sol).
Au moyen des formules données (94), on a déterminé la vitesse initiale et Fangle de projection de la trajectoire assujettie à la condition de passer aux hauteurs moyennes observées à 200™ et à 600™ ; et ensuite on a calculé les ordonnées de la trajectoire à 400™ et à 666™8.
En comparant les ordonnées aux hauteurs observées, on a obtenu les résultats contenus dans le tableau suivant:
Tableau de la comparaison des trajectoires calculées et des trajectoires observées, moyennes sur iOO coups, d*un boulet de i6 à la charge de i^333, et sous l'angle dont la tangente est 0,02503.
Distances.
Ordonnées observées....
Ordonnées calculées • . . .
Différences.
* La vitesse et rinclinaison qui résultent de ces deux hauteurs, sont respectivement 390n:s80 et 0,02678.
Les différences enti'e les résultats de l'observation et ceux des formules sont tout à fait négligeables ; elles sont dans les limites de Texactitude qu'on peut désirer. La différence à 400™ n'est que le seizième du diamètre du boulet et elle pourrait être seize fois plus grande sans que le projectile qui suivrait la trajectoire calculée, manquât de loucher le but, celui-ci ne fût-il pas plus étendu que le boulet
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lui-mérae. Quant à la différence de hauteurs à la distance moyenne des points de chute sur le sol, laquelle n'est que de 0°05iy elle serait moindre, sans doute, si Tobsenration avait pu se faire sur un but vertical, comme aux autres (Jiitauces, parce qu'ici la moyenne distance ne correspond pas nécessairement à la trajectoire moyenne.
Dans une autre expérience de 48 coups tirés à la même charge, sous l'inclinaison de 0,01853, on a obtenu des résultats analogues renfermés dans le tableau suivant :
Di>taiices
i'Pionnécs observées.
Ordonnées calculées.
ÎMfférence
* La ^ite«sc et Tanglc de projection qui résultent des hauteurs * 2ÙU» et à 400", sont respectivement 400^6 et 0,01802.
Les différences entre les résultats de Tobservation et ceux du calcul sont encore trés-faibles, un peu moins tiibles cependant que dans le cas précédent, parce qu'elles rtMjltent de moyennes prises sur un moins grand nombre d*' coups. Mais cette précision ne laisse encore rien à désirir [tour la construction des tables de tir.
On doit remarquer cependant que dans ces deux cas les 3r ;*les de projection sont un peu plus grands que les angles i inclinaison du canon, comme on Ta d'ailleurs observé i.r':ctement; seulement, la dernière différence était un peu ; is irrande. De plus, les vitesses déterminées dans chaque j^ différent entre elles et paraissent toutes deux inférieures, T'.ais de quelques métros seulement, à la vitesse qu'on ob- U' ndrait directement au moyen du pendule balistique, la- Tiffllc était sans doute comprise entre 404"=* et 406" •.
Si Ton admettait cette vitesse et qu'on voulût obtenir un accord aussi grand» il faudrait, soit supposer la résislance tangentielle de l*air plus grande, soit admettre l'exil tence d'une force déviatrice agissant de haut en bas.
Les trajectoires moyennes des balles sphériques de fas3 ne sont pas moins exactement représentées par les formules qui ont été données plus haut.
Dans des expériences faites à Vincennes en 1849, avec des balles sphériques, le fusil tiré à Tépaule sur des cibles de 4°^ de hauteur sur 4°^ de largeur, à diverses distances, les moyennes des hauteurs observées et rapportées à la ligne de mire, sur un très-grand nombre de coups, ont donné ' les résultats ci-après indiqués :
DisUnees 96« 60» 75» lOO" 185« 150" 175» 800- SSO" 300» 400"
Ordonnées 0,05 0,09 0,19 -4,01 ^),18 -4,49 -0,74 -1,00 -S,78 -4,87 -11,86
En traçant une courbe régulière, qui représente le mieux l'ensemble de ces points, on trouve qu'elle coupe l'axe des abscisses à lOOi» de l'origine et qu'à la dislance de 200", elle est de 1^15 au-dessous de ce même axe.
Le diamètre moyen de la balle était Oi^OIG?, son poids 0^0268; tirée à la charge de 0^009, la vitesse initiale, mesurée au pendule balistique, a été 446>"**.
En prenant, pour le second coefficient de la résistance
de l'air, - = 0,0023; puis, pour le premier, A = 0,0275,
et en faisant passer la trajectoire aux deux hauteurs moyennes rectifiées à 100*» et à 200», on trouve 446"'* pour vitesse initiale, exactement comme au pendule balistique; en prenant successivement A =0,027 et A =0,028, on obtient respectivement les vitesses 442"^K) et 449" ••6, et, pour inclinaisons des lignes de projection, 0,00338 et
• Mémorial d'Artillerie; no VII, 4852, page 329.
0,00â31, enfin y pour ordonnées aux diverses distances, les résultats comparatifs ci-après !
DISTANXES.
CALCULÉES
ec
Ces deux trajectoires calculées représentent assez exactement Tune et Tautre les hauteurs observées ; les différfoces qa*on observe tiennent aux grandes déviations des Ldlles aux grandes distances, d'où résulte que la moyenne iUT le nombre limité des hauteurs observées, peut diiïér^r de la hauteur véritable.
219. Trajectoires particulières. Les trajectoires des projectiles prises isolément ne peuvent pas toujours cire représentées aussi exactement que les trajectoires moyennes prises sur un grand nombre de coups.
Four le reconnaître, on a choisi cinq trajectoires qui oe présentaient que de faibles déviations latérales; Tune l'xarlait peu de la trajectoire moyenne ; deux autres s'en é<arlaieot moyennement, et deux autres beaucoup, soit ^0 dessus, soit en«dessous. Les hauteurs sont exactes à 3
OU 4 centimètres près ; les inclinaisons à 0,0001 environ. Les résultats de la comparaison sont contenus dans le tableau suivant :
Tableau des trajectoires des boulets de i6 tirés dans un canon de siège sous l'inclinaison de 0,02593 (!« 29' 7*^ à la charge de i^3S3.
Ss
NATDBB
des résultats.
TAlfOIRTBS
de Tangle de projection
Observés..
Calculés . .
(Observés.
Calculés . .
(Observés. .
Calculés . .
Î Observés..
Calculés .
(Observés..
Calculés . .
ORDONNÉES DE LA TRAJECTOIRE
aux distances de
200ni
id.
3,60 id,
3,94 id,
4,61 id.
3,91 id.
an point de chate.
D1SÎ
id,
-1,52 id.
1,04 id.
4,06 id.
-0,97 id.
id.
id.
id.
id.
id.
OtD*.
initiale ealealée.
Les ordonnées de la première trajectoire sont exactement représentées par la formule ; celles de là seconde le seraient aussi avec de légères modiflcations dans les hauteurs des points choisis, ou resteraient dans les limites de Texactitude des observations. Les autres eu diffèrent notablement, particulièrement la quatrième.
Dans la première trajectoire et dans la troisième, les vitesses initiales calculées s'écartent peu de la véritable; mais dans les deux dernières, elles diffèrent trop pour
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éire admissibles. Dans presque tous Tangle de projection calculé présente une différence notable avec Tangle de projecUon observé.
Les différences signalées ne peuvent pas tenir à la ^ndeur des coeflicienls de la résistance de Tair, puisque cenx-ci conviennent pour les Irajecloires 1 et % et que les trajectoires 4 et 5 présentent des différences en sens interse. Cette opinion se trouvera encore confirmée plus loin. D'ailleurs les déviations latérales qu'on remarque babiltiellement ne peuvent pas tenir à une pareille cause.
En remarquant que dans l'équation de la trajectoire (art.
63, éq. 7), où V = îjA, y = xtang<p-?^^^(i:, V)
b baulear de Tordonnée dépend du rapport -;, on recon*
naitra qu*eD faisant varier ^i et V dans la même proporûon, on ne changera pa^ les hauteurs des ordonnées autrement que par la valeur de la fonction ^(x, V). Donc, pour ramener les vitesses à être représentées avec exac« titode, il suffira de faire varier g dans le numérateur; ce résultai est important, puisqu'alors les vitesses et les duri^ ne sont plus altérées pour faire concorder les hau* leurs. Ainsi , en se reportant aux hauteurs moyennes des 100 coups (218), les ordonnées seront aussi exactement représentées en supposant la valeur de g augmentée de t;, ei la valeur de V augmentée à trés-peu prés dans le mime rapport, et, de plus, on aurait une vitesse initiale ^'f.'ût i celle qui est mesurée au moyen du pendule balistique, bquelie doit être comprise entre 404"'' et 408"'*. Celle modification revient à admettre Texistence d'une force Kcéléralrice égale au 7; de la pesanteur qui correspond ici i ooe pression de OMOO, agissant de haut en bas.
On ramènerait de même les vitesses calculées des Irajecloires particulières (219) à se rapprocher des valeurs
exactes; on devrait admettre, pour la cinquième, use force dcviatrice dans le sens de la pesanteur égale à ^^ de celle-ci ; et, pour la quatrième, une force dévialrice égale à ^ de la pesanteur et en sens inverse.
On est amené par là à reconnaître l'existence de forces accélératrices autres que la pesanteur et variables d'un coup à Tautre. Nous verrons plus loin ce qu'elles sont.
220. Déterminer la force dévialrice verliaUe qui fait passer la Irajecloire par deux points donnés. La vitesse initiale étant donnée, on peut déterminer l'aigle de projection et la grandeur d'une force déviatrice verticale constante, telle que serait la pesanteur, qui font passer la trajectoire par deux points donnés. Conservons les notations admises (46 et 61 ), désignons par g' la force déviatrice supposée constante et verticale, et faisons ^ + ^ z= G. L'équation de la trajectoire (63) sera
y = xtang9-^.Yî|^i&KV).
Soit, a et & l'abscisse et l'ordonnée d'un premier point, a' et 1/ celles d'un second point ; en se rappelant que V, snVcosç, on aura
ei
d'où
et
6 = ataiig<p — ^^iJb(a,V),
6' = a'taDgf--^-lJi,(a',V);
tangT--=^'^ife(û,V),
fr* G a'
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hiximûi ei soosCrayant membre à membre poar obtenir successiveinent ^ et G , on aura
ja'ifc(a',V)^jai&(a,Y)
**"'^"" a'ifc(a',V)-aifc(a,V) '
2 'a'ta,(a',V)-aVl(a,V)
On pourra aussi déterminer G par la condition que le projectile projeté sous Tangle 9 passe par le second point, et on aura
^ tangy->i;^, 2"" l&(a',V) • a''
La valeur de V, qui entre dans ^^(a, V) et ifu(a\ V) sera calculée au moyen de l'inclinaison de la bouche à feu qui est connue el qui diffère trop peu de la véritable valeur de ç pour donner lieu à une erreur appréciable.
Appliquons ces formules à la recherche de la force dé* ûalrice dans celle des trajectoires qui présente les plus grandes différences^ c'est-à-dire la quatrième, et dans des rirconstances favorables; en conséquence nous admet* ti>»ns aui distances de ^00°^ et 600"> des différences de fMU, égales aux limites des en-eurs possibles d'observa- U'tQ&, en prenant V =: 410o>, qui est à peu prés la plus praode vitesse qu'on a dû avoir. On trouve alors que Tinibnaison est -4- 0,0i918 et G = S,9M; on a pour dificrences dans les hauteurs, savoir : — O^^SS à 400'", el H- (J^6 an point de chute; ces différences sont un peu tu'jiudres que quand on prend la valeur de G = ^ ; la Mérence »ir l'angle de projection est de 0,0004 , qui
6ISCT10N IX.
B'est qu'un peu plus grande que dans le cas précédent; k vitesse initiale et les durées ne sont pas altérées pour faire concorder les ordonnées, ce qui est un grand avantage. 221 . Les différences entre les trajectoires ne tienne pas au coefficient de la résistance de Voir. On n'aurait pas plas d'exactitude en faisant varier le coefficient de la résistance de l'air; car, en augmentant cette résistance, pour faire courber davantage la trajectoire et donner moins de différence à la distance de 400°>, il en résulte des diffé* rences plus grandes au point de chute, et en même temps des angles de projection qui s'éloignent des angles ob* serves, comme le montre le tableau suivant, établi pour des valeurs égales à } et j de la résistance admise, lesquelles dépassent de beaucoup les augmentations qu*il serait possible de supposer.
Tableau du calcul des trajectoires pour diverses grandeurs de la résistance de l'air, sur un boulet de i6, animé de la vitesse initiale de4iO^''K
Orjonpées et inclinaisons observées.
If
IHCURAJMMS.
ORDONNÉES DE LATRAJBCTOmEJ
La supposition d'une force dévialrice constante, même en prenant arbitrairement le coefficient de la résistance de l'air, ne permet pas de représenter exactement et dans tous les cas la trajectoire d'un projectile. Elle suffît pour un résultat moyen pris sur un assez grand nombre de
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coups, et, dans ce cas» elle permet de-cooserver aux vi* lesses initiales leurs grandeurs véritables, et par conséquent la relation exacte dans les vitesses et dans les durées.
32i. La cause déviatriee est variable dam L'ékndae du trajd. Pour faire concorder la trajectoire calculée avec la tnjectoire réelle, il devient nécessaire de faire varier la force déviatriee dans retendue du trajet.
Pour reconnaître plus facilement la valeur de cette force dévialrice, comparons la trajectoire observée à la trajeo» toire normale due à la vitesse initiale moyenne et à Tin* dioaison du canon au-dessus de Thorizon ; les différences seront les ordonnées de la courbe déviée, les abscisses restant les distances horizontales à la bouche ; appliquons cette recherche au cas de la quatrième trajectoire dont Doos nous sommes occupés; prenons V = 406"^, tang9 = 0,0S59â et jr = 9<n809; comparant les ordonnées caK culées aux ordonnées réelles, on aura les résultats contenus dans le tableau suivant :
Tauao eomparaUf des ordonnées observéa et des ordonnées ealeuùeê de la trajectoire normale.
4,ei
IhtlÊDots à la bouche
Ordomiéas obierTéet. ••••••• .
Ordonnées etlculéet
Eues des ordonnées observées
Si, pour rendre la comparaison plus facile, on trace les urdonnées de la trajectoire déviée à une échelle plus grande qoe les distances, on verra facilement que ces déviations doiveol élre attribuées à deux causes : i^ un écart dans b direction ; 29 une force déviatriee dirigée dans le sens
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opposé à la pesanteur. Au moyen du calcul, on trouve que la courbe qui, sans offrir d'inflexion, présenterait les moindres différences, aurait au départ une inclinaisoD de 0,0029, et la Torce déviatrice exprimée comme la pesanteur, serait ainsi qu'il suit : 1,95 de 0"» à 200»; 0,80 de SOOin à 400«n ; 0,15 de 400^1 à 600"; et 0,10 de 600» à 78â">. La courbe ainsi tracée présenterait encore des différences de 0™10 et 0°i12, alternativement dans un sens et dans l'autre. Ces quantités dépassent les erreurs pos' sibles d'observations; il en est de même de l'inclinaison.
En cherchant à représenter plus exactement la trajectoire réelle, et en partant de l'angle de projection observé, on est amené à reconnaître que la force déviatrice agit alternativement dans un sens et dans Tautre; ce n'est qu'ainsi que l^'on obtient la courbe ondulée qui résulte de l'observation.
Si l'on remarque en même temps que des ondulations dans le plan vertical concourent avec des ondulations dan^ la projection horizontale, on est conduit à admettre l'existence d'une force déviatrice agissant suivant des directions qui varient d'une manière continue et qui peuvent faire des oscillations ou plusieurs révolutions autour de la trajec* toire qu'eût décrite le projectile sans cette force déviatrice.
Le tracé de ces cinq trajectoires en projection horizontale et en projection verticale, fait voir plus clairement la nature des déviations.
223. Résumé. En résumé, nous avons distingué le cas des trajectoires moyennes de celui des trajectoires particulières, et nous avons reconnu ce qui suit : 1® les trajectoires moyennes des projectiles sphériques peuvent être représentées par des formules balistiques, avec toute l'exactitude désirable; on en déduit une vitesse initiale qui peut déférer de la véritable d'une irès-pettte quantité; 2» que pour représenter plus exactement la vitesse initiale,
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o{ par suîic la vitesse du projectile et la durée du trajet, on t.{ conduit à admettre une force dévialrice verticale, a^i.^nt à la manière de la pesanteur ; S^ qu*eii faisant varier les coedicients de la résislanee de Tair, môme au delà des limites qu'on peut raisonnablement admettre, on ne rendrait pas compte des trajectoires particulières des pro^ j''«(i]es; 40 que pour représenter la ti*ajectoire particulière d'uo projectile ordinaire, on est forcé d'admettre dans la plupart des cas une force dcviatrice variable dans la lon« pjeur du trajet '.
D*après cela, nous sommes naturellement conduit à étudier les causes dcviatrices des projectiles.
* M. le colonel Mayetsky, de rartillerie russe, a rechercht^ les lois d» la r^istanc« de l'air d'après robservation des trajectoires de koalcU do 34 , aussi concentriques que possible, tirés dans des cafi-^Qf neoft en brome ; l'observation a été suivie sur des chargea LunûManl des vitesses variées, de manière à correspondre à des irr« nioce&iirs d*une trsyectoire unique qu'il eût été impossible d'ob- «^ nff dans toute son étendue, à cause de son élévation.
O savant officier, d'un esprit consciencieux, a cherché Texpres- • 0 de la résistance de l'air qui représentait le mieux les diverses ^les de la tnyedoire, et, par des calculs précis, en conservant ^> noutions ordinaires, le mètre et le kilogramme étant pris pour '«'..u^, il a trouvé la formule ci-après :
P = 0,(M2^R*it^»(4 +
1. a amsi deux termes respectivement proportionnels à la seconde «t I la quatrième palasance de la vitesse. (B^illetin de la classe i>^\*Mco'tnaihèmntiqne, de l'Académie de Saint-Pétersbourg; '.« XVU,1858.)
ijfUm formule, comparée à celle que nous avons déduite défi portes :'• nIcflM observées dane l'air (art. 5â), donne des résistances plus 't. i4s poor les petites vitesses, jusqu'à 350k:s. Les résistances 'r.aaai de plus en plus à mesure que les vitesses augmentent, /■fs'a être doubles vers 600b:s.
Malirré le aoin qu'on a eu de choisir des boulets aussi concen- '^■'fiM q«i# poesibie, on n'a pas pu éviter que le boulet n'ait subi ,
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Cauma des dévittUoUa de» projccdlcs*
224. Exposé. En comparant les trajectoires que saivent les projectiles sphériques à celles qui résultent des formules dans lesquelles on tient compte exactement de Taction verticale de la pesanteur et de la résistance de Vair suivant la direction du mouvement, nous avons élé conduit à reconnaître l'existence d'autres causes qui agissaient sur les projectiles et qui étaient variables en grandeur et en direction d'un projectile à l'autre et même dans l'étendue du trajet d'un même projectile.
Les causes de déviations sont de deux sortes; les unes agissent sur le projectile dans l'arme et ont pour résultat de modifier la direction et la vitesse initiale. Elles produisent aussi le mouvement de rotation du projectile qui devient la cause d'autres déviations dans le trajet. Les autres causes déviatrices agissent sur le projectile pendant tout le temps de son trajet dans l'air.
Les premières éloignent le projectile de la direction de l'axe de l'âme proportionnellement aux distances ; les
de la part des gaz enflammés de la poudre, une forte compression à son départ du fond de Tûme , et qu*il ne soit résulté de là un mouvement de rotation du projectile constamment dans le même sens. Par suite, il y a eu durant le trajet dans Tair une cause de dérivation 'dans un sens' déterminé. Celle-ci modifiant la tr^ectoire a dû conduire à une modification de la loi de la résistance de l*air, puisqu'on a laissé à celle-ci seule à représenter la tngectoire ohservée. Malgré tout le mérite d'un pareil travail, nous croyons qu'il vaut mieux introduire une force déviatrice verticale^ soit comme la pesanteur, soit comme l'action du vent, et laisser à la rénstance de Tair l'expression qui résulte des expériences directes ; c'est d'aO^* leurs ce qu'il faut foire pour les projectiles.excentriques «t pour k» projectiles oblongs tirés danf les canons rayés.
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es doivent être considérées comme des forces accé-
rices variables d'un coup à l'autre en grandeur et en
clion, et même durant le trajet d'un projectile. Elles
"^t ainsi distinctes de la pesanteur qui est constante et
la résistance tangentielle de Tair qui est bien détei^
lée. La trajectoire qui résulte de l'action de ces deux
:e3 est celle que nous regarderons comme la trajec^
V normale.
fwuii ces causes, quelques-unes agissent d'une manière roianente et produisent des effets qu'on peut estimer à vance et que nous distinguerons par le nom de dm-
'(ÙMU.
925. Variaiions dans les directions des projectiles sphéitptes au départ. Les boulets et les projectiles creux en onte de fer ont toujours un diamètre un peu moindre •]Qe celui de l'àme des bouches à feu auxquelles ils sont Jestinés. Il résulte de cette différence que généralement le projectile ne suit pas la direction de l'âme ; on reconnall ce fait par l'examen des bouches à feu.
DtoDS nne bouche à feu en bronze qui a servi au tir» on observe en effet à l'emplacement du boulet, en avant de la charge, une dépression qui résulte, comme on sait, de la presôou que les gaz qui s'écoulent par la partie supérieore de l'âme exercent sur le projectile ; celui-ci dès lors ne quille cet emplacement que sous un angle un peu plus élevé que celui de l'axe de la bouche à feu au-dessus de rfaoriiOD.
Si la bouche à feu a peu de longueur, cette inclinaison détermine celle du projectile. Mais si la bouche â feu est a<sez longue ou si le relèvement est suffisamment grand, le projectile rencontre la paroi supérieure de l'âme. Après
le choc, la direction du projectile est moins élevée que celle de l'àine et parait relativement un abaissement.
Mais il pourra y avoir un nouveau choc qui ayant liea alors dans la partie inférieure sera la cause d'un relève* ment.
Il résulte de là que les projectiles sortent de la bouche à feu suivant une direction différente à chaque coup mais plus souvent relevée au-dessus de Taxe de l'âme. Par suite des inégalités qui se rencontrent dans la forme et dans la densité du projectile, par suite aussi des différences dans son emplacement devant la charge et par d'autres causes, la résultante de l'action des gaz sur le projectile n'est pas exactement dans le plan vertical ; de sorte que la direction du projectile au sortir de la bouche à feu diffère un peu de ce plan.
De la pression que le projectile exerce sur la paroi inférieure de l'âme et du frottement qui en est la conséquence, il résujte aussi une force tangentielle ; celle-ci imprime au projectile un mouvement de rotation qui produit des déviations dont il sera question plus loin.
Les balles de plomb , dans les fusils ordinaires , produisent aussi des pressions et des chocs, et, par suite, des variations dans la direction au sortir de l'âme qui ont de l'analogie avec les mouvements des boulets.
2^6. Uemre des variations dans les directions. Lombard' avait déjà reconnu que les boulets en général ne sortaient pas parallèlement à l'axe des canons; il avait mesuré le relèvement au moyen d'une planchette placée à une petite dislance et qui était coupée au passage. On mesure la direction du projectile au départ avec beaucoup plus d'exactitude, au moyen d'une feuille de plomb mince, placée à 8"^ ou 9°^ de la bouche à feu, et, comme on Ta
' Mouvement des projectiles.
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déjà indiqué (218); en comparant la position du point d'impact à celle du point où 1 axe de Tâme prolongé rencoDlrerait cette feuille de plomb et qui est déterminé à Tafance, on a, non-seulement l'élévation du projectile ao-dessus de Taxe, mais encore la véritable direction initiale de ce projectile. Pour cela, on doit avoir soin d'augmenter le relèvement observé de la petite quantité dont Taction de la pesanteur a abaissé le projectile dans ce tra« jet, ce qui est facile lorsqu'onconnait sa vitesse initiale, ao moins approximativement.
D'après des expériences faites en France (218) avec des canons de S4 et de 16, avec des obusiers de H^^ et de 16^", neufs, et les modes de chargement en usage, on a reconnu que les déviations avaient lieu dans les divers sens, mais que généralement il y avait relèvement par rapport à l'axe.
Ce relèvement moyen observé était de (>> 3' { pour les ciDons. On a reconnu, en outre, qu'en comparant les relèvements inégaux d'un coup à l'autre, au relèvement moyen, te moitié d'entre eux s'en écartait de plus àeii^Sf soit en dessus soit en dessous. Il résulte de là qu'un quart d«^ relèvements dépassait 8' {; que pour un quart des coups la direction était au-dessous de l'axe de l'j, et qaane moitié était comprise entre ces deux limites.
Considérés dans le sens horizontal , la moitié des écarts drpassiiil ^ j , soit à droite, soit à gauche du plan vertical paaaot par l'axe ; les autres écarts étaient moindres.
Avec les obus, les relèvements sont plus considérables : le relèvement moyen a été de 0^10' 7; cet excès provient tant de la moindre densité des projectiles que de la moindre longueur des bouches à feu.
La limite de la moitié des écarts était, comme avec les canons, de O' 5^ dans le sens vertical , et de 4' j dans le borûonlal , de sorte que dans un quart des coups,
le relèvement dépassait 15^^, dans un autre quart, il était moindre que 5' | , la moitié restante était comprise entre ces deux limites.
227. Déviations dans les armes rayées en hâice. Dans les armes à feu rayées en hélice, la balle de plomb forcée dans les rayures ne peut pas ballotter ; néanmoins , la balle ne s' échappe pas nécessairement parallèlement à l'aie de l'arme; car, si le centre de gravité n'est pas exactement sur l'axe du canon , il décrit une hélice, dont le pas est celui des rayures, et il s'échappe suivant la tangente au dernier élément de cette hélice ; la déviation sera donc d'autant plus grande que les filets de l'hélice seront plus inclinés, Ainsi, une balle dans laquelle le centre de gravité se trouverait à un dixième de millimètre de l'axe, dans la carabine de chasseurs en usage en France et dont les rayures ont un pas très-grand et égal à 6("226, la déviation produite par cette cause serait de 0<n05 à 600<°. Avec le mousqueton d'artillerie, dont le pas des rayures est de S">, la déviation serait de 0°>07 à 200°»; avec le pistolet d'officier de cavalerie, dont le pas est de 0<°54, la déviation serait de On^OO à 50«a.
La distance de 0°^0001 entre le centre de gravité et le centre de figure est atteinte fréquemment dans les balles sphériques ordinaires. Il suffit pour cela qu'il y ait on vide de ^ du volume de la balle, dont le centre serait aux deux tiers du rayon à partir du centre. On peut estimer, d'après la position et le volume de ce vide, que la distance des centres est moyennement de — de millimètre. Les efifets que produit cette excentricité sont diminués par certaines précautions qu'on prend dans le chargement.
228. Déviations provenant du mauvenienl des armes, La direction de la balle au départ peut être aussi afféclée par le mouvement même de l'arme pendant que le pro-
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jeclile eo parcoori la longueur. Ces effets seront particuliéremenl sensibles quand l'arme ne pourra pas reculer sans tourner autour d'un point fixe, ils seront d'autant plos grands que le poids de la balle relativement à celui de Tamie sera plus considérable, et ils dépendront de la distance du point de rotation à l'axe ' . Pour qu'ils disparaissent, il suffit que l'arme puisse reculer librement d'une très-petite quantité; mais la manière dont le tireur appuie le fusil à l'épaule par un point qui est en dehors de l'axe do canon a de l'influence sur la direction de la balle au départ et relativement au point visé.
±29. Vibration des canons de fusil. On a reconnu que Itrs canons de fusil éprouvent des vibrations tant dans le ^ns vertical que dans le sens horizontal, de façon que reitréffiité du canon déciît une sorte de spirale elliptique (ioDt le grand axe est vertical'. C'est ainsi qu'avec un canon i!tf fusil d'infanterie de 1>"08 de longueur avec la balle et ^ charge de poudre en usage et avec la résistance qu'opp*:*^ répaule d'un tireur, l'étendue des vibrations est de (K^K)5 dans le sens vertical et de 0<"0025 dans le sens lioriionlal. Lorsque le canon de fusil est entièrement iiSre, les vibrations dans l'un et l'autre sens sont réduites
bans an fusil monté, tiré a l'épaule, les vibrations verticales et horizontales sont respectivement de 0>"0019 et •> (HHM 1 . En vertu de la flexion que ces vibrations indi- T'jerot, la direction de la balle peut s'écarter de la direc- Ujd primitive de Taxe jusqu'à produire à 2U0"> des déviais ns dont le maximum est respectivement de 0™70 et
' Mtf^iDoires de l'Académie des sciences, année 1703, p. 96; et 'i 'nrnrr» faites à la direction des poudres. (Cours dUiriilleric de M > ^-rnrral Piob«*rt, 2c rdilion , 1845. p. 79.)
* F.tpêrienceff faites â Mutzi^ç, par le gônéral de Mainville, en
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O^AO. Lorsqu'on augmente la résistance au recul ou le poids de la charge, les vibrations et, par suite, les dévia* tions augmentent.
Ces considérations font voir quelles précautions m doit prendre pour assurer la justesse du tir et quelle influence peuvent avoir la forme et le poids du canon.
230. Variation dans (ss vitesses initiales. Les vitesses initiales imprimées à un projectile qu'on tire avec une poudre de même espèce et une charge de même poids, ne sont pas constantes. La variation provient, pour un projectile donné, de l'inégalité qu'on ne sait pas éviter entièrement dans la manière dont l'inflammation se propage d'une partie à l'autre de la charge et dans la manière dont la combustion des grains s'opère. Pour des projectiles différents, elle provient en outre des différences dans leurs diamètres et dans leurs poids. Elle provient encore des résistances inégales que le projectile éprouve contre les parois de l'âme dans deux bouches à feu différentes, soit en quittant sa position primitive, soit par suite des chocs et des frottements qui diminuent inégalement sa vitesse d'un coup à l'autre et qui dépendent de l'état de dégradation de la bouche à feu.
Ces variations sont très-facilement appréciables dans la mesure des vitesses au moyen du pendule balistique. Leur grandeur dépend beaucoup du mode de chargement; voici quelques*uns des résultats principaux :
Avec le canon de campagne, des boulets sphértques ensabotés suivant le mode en usage et avec la charge ordinaire du tiers du poids du boulet, qui imprime à celui-ci une vitesse initiale de 485°***; on a observé qu'à la moitié des coups, la vitesse s'écartait de plus de 6*-* ou d'environ jj de cette vitesse; à l'autre moitié des coups, la vitesse différait de moins de 6™, soit en plus, soit en moins.
Avec un canon de siège de 16 à la charge du quart du
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p^-ids du boolei, et chargé suivanl le mode en usage, un U'UcboQ de foin sur la poudre et un aulre sur le boulet, ia ûlesse moyenne élanl 466">'*, la moitié des vitesses >\:cartait de plus de 9°> ou dé -^ de cette moyenne.
Avec le même canon et la même charge , en en?elop- [idiit le boulel d'une bande de carton d'épaisseur moindre •]u*f la différence des rayons de l'âme et du projectile, ce <]ui maintenait ainsi le boulet dans l'axe de l'âme et sans le ; resser, la régularité des vitesses a été beaucoup plus grande*
A\ec le mode de chargement employé pour le tir pion- ;Tjnt et à petites vitesses, avec gargousses de petit diamè- 'r*; et sans bouchon ni sabot , à la charge de j^ du poids '*u boulel de 16, qui lui imprimait une vitesse moyenne l" 97"'*5, la moitié des écarts ne dépassait pas 1<"4 ou , de cette vitesse moyenne. Dans ces derniers cas, la réiiibrité des vitesses ayant particulièrement une grande r.il'jence sur les chances d'atteindre, on doit y attacher '"** irrande importance lorsqu'on doit battre de longues ' r'inrhes d'ouvrages de fortification.
^1 . Influence de la variation du poids d du diamètre •I prûjedile sur la vitesse initiale et sur les portées. Les
* !» rinces qu'on accorde dans le poids et dans les diamérr- r des projectiles lors de leur réception, sont en général ; * ^'bibles et n'ont qu'une influence très-minime sur la
• .*'-se initiale et sur la forme de la trajectoire.
Aiusî, pour des boulets de12, il n'yaguère quel boulet :r ffO qui s*écarte de plus de j, à 7;; du poids moyen de
.5 les boulets. Tirés à la charge ordinaire de guerre, qui
«r iniprime une vitesse moyenne de 485***, une dimi- .r.*>o de ^ sur le poids de l'un d'eux produirait une
."n<rntation de 4^91 sur la vitesse ; en vertu de cet ac- ' ;>vemenl, le projectile s'élèverait au-dessus de la tra-
1 ire normale de 0«>084 à 500", et de 0ro152 à 1000";
1? à cause de sa moindre densité, l'action de l'air étant
proportionnellement plus paissante , il se trouverait i 0™44 au-dessous de la trajectoire normale à la distance de 1500°»; l'ayant ainsi coupée à une distance intermédiaire pour passer en dessous et s'en écarter de plus en plus. L'écart dû à la variation de densité de quelques projectiles dans les tolérances en usage, est peu considérable devant ceux qui sont dus à d'autres causes, et la tolérance en usage n'a pas d'influence bien sensible sur la régularité de l'ensemble des coups tirés ; en resserrant ces limites, on créerait des difficultés que ne compenseraient pas la très-faible augmentation de la régularité du tir.
Causes qol agissent snr le prajeellle daraal ■#■ trm§H
dans Talr*
S32. Dérivation due à l'effet du veiil. Il existe plusieurs causes qui font que le projectile ne suit pas la trajectoire normale qui résulterait de sa direction et de sa vitesse initiale, de la pesanteur dans la direction verticale et de la résistance de l'air dans la direction du mouvement, et sans lesquelles le projectile décrirait sa trajectoire normale ; parmi ces causes, celle du mouvement de l'atmosphère ou du vent est la plus facile à reconnaître; on peut en déterminer exactement les efieLs dans un cas quelconque.
Borda s'est occupé de la recherche du mouvement des projectiles dans un milieu en mouvement*, dans le cas seulement où la direction du vent est dans le plan vertical de tir. Persy* a considéré le cas où la direction du vent est perpendiculaire au plan de tir, par une méthode qui n'est qu'approximative. Nous allons traiter cette question dans le cas le plus général.
' Mémoires de l'Académie des sciences pour 1769. * Cours de balistique ; lith. de TÉcole d'application de rArtillerie et du Génie, à Metz, 1834.
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Soit, sur 00 plan horizontal AB (Fig. 49), la projection de la direction ao départ d'un mobile lancé dans Tair; 9 étant Tangle de projection, et V la vitesse initiale, V, = Vcos^y en sera la composante horÎEontale ; soit W b vitesse do vent, CD sa direction supposée horizontale el faisant avec AB un angle ».
Supposons que Ton imprime à tout le système de la bouche à feu, du projectile et de Talmosphére, une vitesse égale à celle du vent, dans la Vnème direction, mais en sens opposé , c*est-à-dire de D vers C ; rien ne sera changé dans les mouvements relatifs du projectile et de l'atmosphère. La vitesse horizontule absolue du fluide deviendra nulle ; la projection horizontale de la vitesse du projectile sera la résultante de la vitesse \\ = Vcos 9, représentée par AF, et de la vitesse égale , parallèle et de !i<ens opposé à celle du vent, et représentée par AG. La composante horizontale V/ de la vitesse V du projectile dans la nouvelle direction, sera donc représcnléc en grandeur et en direction, par la diagonale AH du parallélo- ^'ramroe construit avec AF et A6 pour côtés.
D'après les propriétés connues des triangles^ on aura
La projection verticale de la vitesse rcsluul la môme, et étant égale à Vsin9, la vitesse V' suivant la nouvelle
direction, sera V = V^V'-t- \V-*- 2 Vcos^-Wcos* : et si Ton nomme ^' Tangle de projection^ on aura
Vsin?
Vv*cos'ç + VV'-h2Vo.sp.\Vcoà«
i '1) tang r ^ tang T. — _
x/] ^ Wcos. . W^
On connaiim ainsi tout ce qui détermine la troj^ctoire sui-
TiO
vant AH, el Ton pourra calculer la position du projectile à un instant quelconque.
Considérons le projectile arrivé sur la nouvelle trajectoire en un point dont la projection sur le plan horizontal est P; soit l le temps écoulé. Comme pendant ce temps, en vertu de riiypothèse qu'on a faite, tout le système s'est avancé parallèlement à la direction DC d'une quantité égale à W/; on devra, pour rétablir le système dans sa véritable position , le 'ramener dans la môme direction et dans le sens opposé d'une quantité égale à W( ; si donc, à partir du point P, on porte sur une parallèle à CD, une quantité PQ égale à W/, on aura, en Q, la projection véritable du projectile; à cet instant, la hauteur du projectile est également connue. Si 4lonc l'on compare cette position à celle qu'aurait eu le projectile sans l'action du vent, on aura la dérivation produite par cette cause, à un instant déterminé. On aura, par les formules données plus haut, l'inclinaison de la trajectoire et la vitesse du projectile à ce même instant.
Si l'on considère en particulier les portées sur le plan horizontal, et qu'on détermine la portée qui aurait eu lieu sans l'action du vent, l'on connaîtra exactement la déviation telle qu'on la considère ordinairement, c'est-à-dire indépendante du temps el seulement en ce qui regarde la direction et la portée. La distance du point Q à la trace du plan de projection AB, sera la dérivation latérale.
23â. Dérivation due au vent dans le tir sous de peUis angles de projection. Dans le tir ordinaire des boulets et des obus animés de grandes vitesses aux distances ordinaires, l'angle de projection au-dessus de l'horizon est très-petit, et l'action horizontale du vent n'altère pas sensiblement la hauteur du projectile, après un temps donné. De plus, les dérivations sont toujours très-faibles relativement aux portées. Il résulte de là que la distance AR (Fig. 49) est'sensiblement la portée qu^on aurait eue dans
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la direction AB sans Taction du vent, et que RQ représente b dérivation absolue en grandeur et en direction, lorsque le projectile tombe sur le plan horizontal. Dans ce cas, on obtient Tacilement les équations de la trajectoire à double courbure que décrit le projectile.
Soit AR = 2r et AP = ar*, puisque PR est parallèle à HF,
on aura V,;V/;;a?:a:', d*où a:^=zx^;
on aura de même PR = x—.
y étant l'ordonnée de la trajectoire à Tinstant que Ton considère, en conservant les notations connues (63), on aura
h dorée I sera t-^,(s^[af, vo = ^G^i^y V),
a Ton aura PQ = W ^ (D (a/, V).
En nommant a la dérivation RQ = PQ — PR comptée dans le sens du vent, on aura
(3) A=«|^[(JE){x',V)-1],
OU, en développant <D(^) V) et réduisant,
Les râleurs de x, y et a sont les coordonnées de la trajectoire à double courbure produite par Taction du vent.
La dérivation latérale et la dérivation en portée seront respectivement Asin«» et Acos».
On peut mettre Téquation (3) sôus la forme
A=W[^CD(X,V
Eo remarquant que -- est la durée du trajet x dans lo
vide et que rr(D(2:'»V') est la durée du même trajet dans
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l'air, on voit que la dérivation est égale au produit de la vitesse du vent par la dilTérence des durées respectives du trajet du projectile dans Tair et dans le vide; ou, autre* ment encore, lu dérivation pour un trajet donné est égale au déplacement que subit une molécule de l'atmosphère dans un temps égal à l'excès de la durée du trajet du projectile dans l'air sur la durée de ce trajet dans le vide.
234. Simplifications. En général, la vitesse du vent est faible relativement à celle du projectile; on peut alors né-
gliger le rapport -- devant l'unité, de sorte qu'après avoir
fait le développement du radical on trouve simplement
(W cos V \ ** Tf )• Y cosç /
L'on peut aussi remplacer (D(a/,V') par (D(«,V) et F-
par Fq-, sans erreur sensible.
Si la direction du vent est perpendiculaire au plan de tir primitif, on aura cos* = 0 et par conséquent
V,' = V,, x' = X et tang^' = tang9*
Dans le cas du tir des bombes, lorsque la vitesse W du vent ne sera pas grande relativement à la projection \\ de la vitesse du projectile, la dérivation A ne sera pas considérable et les formules 3 et 4, ainsi que les considérations qui les suivent, sont également applicables à ce tir, à la
condition que dans (©(ic'jV'), dans F^- et dans Vo, les
quantités - et — seront remplacées respectivement par
— et —, et dépendant des angles de projection etd'ar-
rivée du projectile (76).
On reconnaît facilement l'influence de l'espèce du projectile et des grandeurs respectives des vitesses du vent et du projectile sur les dérivations. Pour cela, reprenons VéquatioQ et supposons, pour plus de simplicité, que la
«lirMion du vent est perpendiculaire au plan de tir; alors, / « si égal i X el cette équation devient
Où voit par cette équation, m considérant d'abord le terme—, que la dérivation du projectile est proportion*
I.' Ile à la vitesse du vent et en raison inverse de celle du
\ .r.jectile. Lorsque le terme — est petit, c'est-à-dire lorsque l"> distances sont petites ou que le projectile est de grand •'i.iniétre et de eraode densité, le terme F— est peu difTé-* r- nt de Tunité et les dérivations sont alors simplement
I ruporlionnelles au rapport --, c'est-à-dire au carré des
l': tnnces et en raison inverse de 2c ou du produit do cuibre du projectile par sa densité. Biais, en réalité, à
<.u>e du terme F^, les dérivations croissent plus rapi-
«i'-ni-nt que le rapport ^.
Si Ton remarque maintenant que le terme (1 -i- Vo) croit :'• ;c les vitesses, on verra qu'en réalité les dérivations ne
M*ii>$ent pas aussi rapidement que le rapport inverse —
•i* < vitesses initiales.
2:15. Applications. Dans le tableau qui suit on a calculé !-i dérivation des divers projectiles sphcriques suivant là *..f ectîon du vent et dans les circonstances ordinaires du ^r, pour une vitesse de 5™*', ce qui se rapporte à un vent a-'Z fort; on a choisi la distance ordinaire de 600™ pour >^ iKiulet:», les obus et les bombes, et celle de 150"^ pour !i l.ille de fusil. En s*appuyant sur ces résultats et sur les ' a^idérations qui précèdent, on pourra estimer les dcri- ^ liens des projectiles pour d*autres vitesses et a d'autres '.^tances.
Tableau des dérivations des projectiles dites à Vaclion d'un vetit
de 5b ;s.
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Hè. L'inclinaison de la bouche à feu n'a pas d'influence (ur la vitesse initiale du projectile. On a admis assez géo^ralemenl, mais à lort, que rioclinaisou d*uoe bouche à f«u au-dessus de Thorizon avait pour effet d'augmenter I jciioD des gaz de la poudre et la vitesse initiale. Cette o^'inion provient d'une erreur dans la traduction des faits; t:ile résulte de ce que les vitesses, entre lesquelles on éta- L!i>saît la comparaison, étaient déduites des portées par ir-s fonnoles plus ou moins approchées et fondées sur la supposîlioo d'une résistance de l'air proportionnelle au carré de la vitesse; par suite de celte supposition, les vi- Wsdes calculées étaient inexactes; de plus, on négligeait ie (enir compte de certaines causes dévialrices. On a déjà Ui \oir (114) ce qui pouvait être dû à Tinezactitude sur i t loi de la résistance de l'air ; on veri*a plus loin quelles autres causes ont pu y contribuer.
Des expériences directes faites à Metz, ei/t846>, ont ;'ri»u%é que Tinclinaison de la bouche à feu n'avait pas <i iufluence sur la vitesse initiale. Ce fait s'accorde d'ail- ' jrs avec les résultats de la pratique habituelle du poin- *M^e avec la hausse qui sert à diriger la bouche à feu. Dans .t procédé, en effet, on ne tient pas compte de l'inclinaison de b bouche a feu, eL l'on n'a pas remarqué de dif- '.reoces appréciables dans les hausses nécessaires ou dans -•^ portées.
'^il, La proximité du sol n'a pfts d'influence sur la
jrme de la trajectoire. On a admis que le sol, suivant sa
'.•ruximâié du projectile et par suite suivant sa forme entre
) bouche à feu et le but, avait une influence sur la trajec-
ite du mobile et la relevait; on a pensé que cet effet se
.>ait sentir sous les petits angles de tir jusqu'à celui de 3<^. *
N^«v»**nM* rapport de la Commis&ion des principes du (ir (suite, '• mbffY IH40), archives du dépOi central. — * Traité d'artil^
On a alfribué cet effet à ce que le fluide dans lequel se meut le projectile, ne peut pas être considéré comme indéfini dans tous les sens, et que la portion de ce Ouide qui était lancée du côté du sol par rhémispbère antérieur du mobile, rencontrait un obstacle résistant; obstacle qui rempécbait de s'échapper et de se répandre dans Tcspace aussi facilement que les secteurs d'air placés dans les autires directions et où le fluide conserve toute sa mobilité, et qui le faisait ainsi réagir sur le projectile.
S'il en était ainsi, il y aurait lieu d'introduire cette influence dans les formules de balistique, et on xlevraii tenir compte à chaque instant de la hauteur du projectile au-dessus du sol, et distinguer, par conséquent, le cas des batteries ordinaires, de celui des batteries enfoncées dans le sol, ou des batteries élevées au-dessus du terrain; par suile, il y aurait lieu de faire une diflérence entre les batteries suivant qu'elles sont employées à Tallaque des places ou à leur défense.
Cependant, la pratique du tir n'a pas montré qu'il fut nécessaii*e de tenir compte de ces circonstances.
On doit croire au contraire que si le fluide lancé par * la partie antérieui*e du projectile rencontre du côté du sol un obstacle qu'il ne rencontre pas dans la partie supérieure, cet effet n'a lieu qu'après le passage du projectile, et qu'ainsi la réaction du sol ne peut avoir aucune influence sur le mouvement du projectile.
Des expériences ont été faites à Metz, en 1846 ', pour reconnaître cette influence, par le tir comparatif de deai canons de 16, pointés exactement sous le même angle«
lerie de M. le général Piobert; paiiie élémentaire et pratique, ' 2« édition, page 169.
' Onzième rapport de la Commission des principes du tir ; archives du dépôt central de rartillerie.
mais pbcés sur des plates-formes différemment élevées ; l'une enfoncée de O'^li au-dessous du sol, l'autre sur le ifrrain, et la troisième élevée de \^0A au-dessus, ce qui pbçait le centre de la bouche respeclivemenl à 0"75, i^Al et S">51 au-dessus de ce terrain. Les canons ont été tirés successtveroent aux charges de ^ et -^ du poids du boulet, ei chacun dans les trois positions ; on a observé avec soin W hauteurs des boulets aux distances de 100»^, 200"» et M^'^y et Ton n'a pu reconnaître aucune différence appré* ciable. Cependant, les résultats des expériences étaient ^-<ft précis pour qu'une influence capable de repousser 00 d'attirer le projectile de trois à quatre millimètres seulement, à la distance de 100'", eût été rendue évidente.
L'erreor dans laquelle on est tombé est du même genre que b précédente, et elle a pu provenir, par exemple, de ce que, pour comparer les portées résultant du tir sous différentes inclinaisons au-dessus du sol, on aurait fait usage de formules balistiques inexactes, ou qu'on n'aurait pas tenu compte de l'angle de relèvement habituel des projectiles.
éSS. Mouvement de rotation des projectiles dû à la prèsuoH sur la partie inférieure de l'dme. Lorsqu'un projec** tile sphérique et homogène est placé dans l'âme d'une bouche à feu, en avant de la charge de poudre, et qu'il repose sur la paroi inférieure de la bouche à feu, il laisse à la partie supérieure une sorte d'évent qui se prête à la «•ortie des gaz enflammés de la poudre ; la grandeur de cet évent est égale à la différence entre le diamètre de i .ime et celai du projectile.
Lorsque les gaz enflammés de la poudre commencent à agir, ceux qui s'écoulent par la partie supérieure exer^ r»>nl sur le projectile une pression considérable; comme ^ mécne temps ils le pressent à la partie postérieure, et 1^ poussent en avant, il en résulte un frottement qui agit
au point de contact, perpendiculairement au rayon da projectile et dans la direction de l'avant à l'arrière. De celte force tangentielle, agissant pendant la durée da contact, il résulte que le projectile prend un mouvement de rotation en même temps qu'un mouvement de translation. Le premier a lieu autour d'un axe perpendiculaire à la fois au rayon qui passe par le point de contact et à la direction du mouvement de translation.
Quand le contact cesse, le projectile conserve son mouvement de rotation acquis, tandis que sa vitesse de translation s'augmente jusqu'à ce qu'il sorte de la bouche à feu. Alors il se meut dans l'air animé de son double mouvement.
Il arrive souvent, et surtout lorsque la bouche & feu présente une dépression à l'emplacement du boulet, que je projectile en s'élevant va frapper la paroi supérieure de cette bouche à feu; ce choc, qui fait changer la direction du projectile par rapport à l'axe, altère la vitesse de rotation et peut même changer la position de l'axe.
239. Mauvetnenl de rotation dû à V excentricité du projectile. La non homogénéité de la matière des projectiles en général, les vides qui se produisent dans la coulée des projectiles pleins, l'inégalité d'épaisseur des parois et le vide de la lumière dans les projectiles creux, sont causes que le centre de gravité ne concorde pas avec le centre de figure. La différence est en général très-faible, mais elle suffit, et plus particulièrement dans les projectiles creux, pour influer d'une manière sensible sur le mouvement de rotation, et par suite, comme on le verra plus loin, sur la forme de la trajectoire. #
Supposons un projectile sphérique et excentrique (Fig. 50) dont G soit le centre de figure et G le centre de gravité. Si la pression des gaz s'exerce d'une manière uniforme sur l'hémisphère postérieur, la résultante de ces
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pressions passera par le point G. Celte ligne ne passant pas par le centre de gravité G, il en résultera, outre le moareinenl de translation du centre de gravité, qui aura lien comme si la résultante de toutes les forces parallèles y était appliquée, un mouvement de rotation dont le moment est représenté à chaque instant par le produit de la force et de la perpendiculaire CI abaissée du centre G sur la direction GA que suivra le centre de gravité G.
En verta du mouvement de rotation du projectile autour de ce dernier point, la distance CI varie à chaque ioslaot ; mais, en considérant que l'angle de rotation parcooni dorant tout le trajet dans la bouche à feu n'est pas grand, en remplaçant en conséquence sa valeur variable par une valeur moyenne, et comparant le mouvement de rotation aa mouvement de translation sous l'action des mêmes pressions, on arrive à ce résultat : que la vitesse de rotation acquise par le projectile^ est égale au produit de la projection moyenne de l'excentricité sur un plan perpendiculaire à l'axe de l'âme par la quantité de mouvement de ce projectile, dû à la vitesse de translation £«ule, et divisé par le moment d'inertie du projectile autour d'un axe perpendiculaire à la fois à la ligne des centres et à Taxe de l'àme de la bouche à feu. Le sens du mouveocnt est déterminé par celui du centre de figure relativement plus rapide que celui du centre de gravité.
2U). Moyens de mesurer rexccfitricité. En plaçant sur un bain de mercure un projectile sphérique et non homo- }:êne, et en le laissant arriver à l'état d'équilibre, le centre lie gravité se placera au-dessous du centre de figure et iur b même verticale. Dans cette position, le sommet du projectile sera on point de la ligne des centres, on pourra lioDc le marquer sur le projectile.
Sit de plos, on applique sur un rayon diiïércnt de la ligne des centres et sur la surface de la sphère, ou en
dehors de cette surface, un poids additionnel connu, ie centre de gravité sera changé, et la ligne des centres primitive s'écartera de la position première; elle prendra donc une nouvelle position d'équilibre. En mesurant l'angle décrit et en comparant entre eux le moment du poids additionnel et le moment du projectile autour du centre de figure, on pourra déterminer la distance des centres, c'est-à-dire l'excentricité.
La grandeur de cette quantité et la position relative des centres de figure et de gravité déterminent la vitesse de rotation du projectile et la direction de ce mouvement. 241 . Mouvemetit de rotation. Les deux mouvements de rotation dus aux deux forces distinctes se composent en un seul. Et si l'on prend sur chacun des axes de rotation une quantité proportionnelle à la vitesse, la diagonale da parallélogramme construit sur ces deux lignes comme côtés représentera l'axe du mouvement résultant et sa vitesse.
On peut déterminer ce mouvement par l'expérience, en observant la quantité dont l'extrémité du rayon parallèle à l'axe de la bouche à feu s'est déplacée dans un trajet de quelques mètres du projectile depuis la bouche à feu jusqu'à son entrée dans un massif pénétrable; on reconnaîtra de plus dans quelle direction le déplacement a eu lieu. Avec les projectiles creux ordinaires, qui satisfont aux conditions de réception en usage en France et dans lesquels l'excentricité est plus grande que dans les boulets, sans dépasser généralement un centième du rayon, on reconnaît que l'effet de la pression à l'emplacement du projectile en avant de la charge est plus grand que l'effet de l'excentricité, et que, quand on place le projectile sans faire attention à la ligne des centres, le mouvement de rotation a lieu autour d'un axe horizontal ou un peu incliné de part ou d'autre; l'hémisphère antérieur allant de haut en avant.
Oo recoanati encore que la vitesse de rotation croit avec la vitesse de translation et à peu près comme celle-ci. A égalité de charges de poudre, la vitesse de rotation crott en raison inverse des densités; et, par exemple, un obus ordinaire de 0<»15 tiré dans l'obusier de campagne, successivement aux charges de 01^500 et mMK), possède, à b sortie de l'obusier , des vitesses de rotation qui, comptées de haut en bas, sur l'extrémité antérieure d'un rayon, soDt respectivement de 10,8 tonrs et 16,8 tours par seconde. Cette quantité correspond à une vitesse qui, mesurée à la circonrérence, est respectivement égale è 5/^0 et 7>»6 par seconde, ou environ, pour l'un et l'autre cas, à 77 de la vitesse de translation.
Mais, dans les projectiles auxquels on donne artificiellement une excentricité beaucoup plus considérable que orlle qui provient de la non homogénéité de la matière, c'pst cette excentricité qui détermine le sens du mouvement de rotation ; cette vitesse est alors beaucoup plus grande que celle que nous avons reconnue aux obus ordioaires, et que celle qui proviendrait de la pression sur la paroi inrérieare de l'âme.
m. Influence de la position de l'axe de rotation^ rda- Uvfwunt aux axes principaux d'itterlie du mobile. Lorsqne if projectile est sorti de la bouche à feu, son mouvement de rotation continue dans l'air, sans être beaucoup ralenti par l'action de ce fluide. Mais, en génci*al. Taxe de isolation ne reste pas fixe dacs le corps, ni parallèle dans Ifepace.
Eo effet* comme on sait, les forces ccntriruges de chaque [orlicule du mobile qui résultent de ce mouvement étant transportées au centre de gravité, elles donnent une com- |-*^nte égale à zéro; mais, à moins que l'axe de rotation oe soil exactement un des axes principaux d'inertie, le moment résultant ne sera pas nul ; son action se compo-
sant avec le moment de rotation existant fera dévier Taxe» et, dans Tinslant suivant, l'axe de rotation aura relativement au premier une direction différente, passant néanmoins par le centre de gravité. L'axe de rotation ne sera donc qu'instantané, et il changera incessamment de position dans le corps, et de direction dans l'espace.
Lorsque le mobile sera exactement défini, on pourra déterminer à chaque instant la position de cet axe et le plan du mouvement de rotation.
La recherche des déviations qu'éprouve un projectile animé d'un mouvement de translation et d'un mouvement de rotation autour d'un axe quelconque, est très-compliquée. Poisson s'en est occupé dans plusieurs savants mé* moires ' ; nous donnons ici une courte analyse de ses travaux.
S43. Recherches analytiques de Poisson, swr Finfluence du mouvement de rotation. Lorsqu'un corps sphérique ^ homogène est lancé sans aucune rotation initiale, dans un air calme, son centre de figure ne sort pas du plan vertical de projection ; tout, en effet, est semblable alors de part et d'autre de ce plan ; mais, dans la pratique de l'artillerie, le concours des circonstances qui produit cette simultanéité n'a jamais lieu et il en résulte des écarts considérables du projectile, à droite ou à gauche du plan de projection, qui nuisent à la justesse du tir et n'ont pas manqué d'être observés.
Robins, le premier, a attribué ces déviations au mouvement de rotation du projectile qui accompagne en général son mouvement de translation. Cette circonstance jointe
* Recherches sur le mouvetnent des projectiles, en ayant égard à leur figure, à leur rotation, etc, lues à rAcadémie des sciences, en 1839. — Journal de V École polytechnique, XVI« et XVII« cahier.
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à b floa sphéricité parfaite du projectile et à sa non bo« mogéoéité, autant qu'elles donnent lieu à un frottement do mcinle contre l'air qu'il traverse, sont effectivement les diverses causes qui^ indépendamment des agitations de l'air, concourent ensemble et tendent à produire les déviations horizontales du centre de gravité et à modifier 800 mouvement projeté sur le plan vertical dans lequel il est lancé.
Pour appliquer les équations du double mouvement de Iraosiation et de rotation au cas d'un projectile pesant qui se ment dans l'air. Poisson considère la résistance relative à chaque point de la surface du mobile comme étant composée de deux parties, l'une normale et qu'on appelle la résistance du fluide proprement dite, l'autre tangente et qui constitue le frottement* Poisson restreint ses considérations analytiques au cas où le mobile s'écarte trés-pea de la forme sphérique et de la parfaite bomogé-* néité ; il considère ces effets séparément pour les réunir ensuite lorsque leurs causes ont toutes eu lieu en même temps et il arrive aux résultats ci-après :
Quand un boulet parfaitement sphérique et homogène loome en sortant de la bouche à feu autour de l'un de !^ diamètres, le mouvement continue pendant toute la dorée du trajet dans le même sens et autour du même diamètre qui reste constamment parallèle à lui-même. La vitesse de rotation décroit en raison inverse du produit du diamètre du projectile par sa densité, mais d'une quan* tité eitrémemcnt petite.
La rotation du projectile influe sur sa direction et sur fa portée; la déviation horizontale qu'elle produit, à droite ou à gauche du plan vertical, est indépendante de l'angle que fait ce plan avec le plan vertical de l'axe de rotation. Elle dépend de la longueur du trajet après lequel oD b considère.
Lorsque le corps tourne autour d'un aie vertical, la déviation se produit à gauche ou à droite du plau de projection, selon que Théniisphère antérieur du mobile tourne de gauche à droite ou de droite à gauche, par rapport à un observateur placé dans ce plan et qui regarde la tra^ jectoire ; elle s'évanouit quand le projectile tourne autour d'un axe horizontal. La déviation verticale, c'est-à-dire la quantité dont la rotation élève ou abaisse le boulet relativement à la position qu'il aurait à chaque instant s'il ne tournait pas, conserve pendant toute la durée du trajet un rapport constant avec la déviation horizontale. Elle s'évanouit quand l'axe de rotation est vertical; s'il est horizontal et perpendiculaire au plan de projection, elle a pour effet d'élever ou d'abaisser le projectile et en conséquence d'augmenter ou de diminuer la portée horizontale, selon que la partie antérieure du mobile tourne du haut vers le bas ou du bas vers le haut. Ces résultais se rapportent au cas le plus ordinaire, celui du tir à trèspeu près horizontal.
Quoiqu'on n'ait pas de données suffisantes sur les coefficients du frottement, on reconnaît cependant que cette déviatiou ne peut jamais être qu'une très-petite fraction de la longueur de la portée ; en sorte que ce n'est pas au frottement de la surface du boulet contre la couche d'air adjacente et d'inégale densité, que sont dues {M^incipaleroent les déviations observées, aiu3i que Robins et Lombard l'avaient pensé.
Poisson considère ensuite le cas de la non sphéridlé dans une balle un peu allongée ou aplatie, lancée par une carabine qui lui a imprimé un mouvement de rotation autour de son axe, et ensuite la circonstance de l'excentricité provenant de la non homogénéité de sa masse. Il reconnaît pour différents cas que l'influence de la petite distance des deux centres de la balle sphérique non homo^
sr<^De est beaucoup moindre sur son niouvement de trans^ blion et sur la justesse du tir d'une carabine, que ne peut i*é(re celle de la non sphéricité d'une balle un peu aplatie ou allongée.
ÎH. Le froltement résultant du mouvement de rotatùm ne rend compte ni du sens ni de la grandeur des déviai ti<ms. L*eflet du frottement de Tair contre le projectile animé d'un mouvement de rotation aurait pour résultat, d'après ce qu'on vient d'exposer, de faire dévier le projectile dans le sens opposé au mouvement de l'hémisphère antérieur; or, on a déjà reconnu que les effets n'étaient pas assez grands pour expliquer l'étendue des déviations qu on observe; on reconnaît, de plus, qu'en général, les déviations ont effectivement lieu dans un sens opposé. On doit donc rechercher la raison des déviations dans une autre cause, telle que celle de la variation de densité et de pression des couches d'air qui sont autour du mobile.
ii5. Influence du mouvement de rotation d'un projectile daiis Pair due aux différences de densité du fluide. — La de^naiion a lieu dans le sens du mouvement de l'hémisphère ntUérieur du projectile. Considérons un projectile qui serait animé à la fois d'un mouvement de translation suivant AB <Fig. 51), et d*un mouvement de rotation, dont le sens serait CD, autour d'nn axe, que, pour plus de facilité dans \^ expressions, nous supposerons vertical ; l'hémisphère ariiérieur se mouvant de droite à gauche, les points situés 5ur rbéroîsphère de droite se mouvront dans le même ^ns que le centre de gravité, et les points de l'hémisphère de gauche, dans le sens opposé ; les premiers auront, par rapport à Tair, une vitesse relative plus grande que ceux de l'hémisphère de gauche. Le déplacement de l'air se fera d«jQc, du côté droit, avec moins de facilité que du côté i!aurbe ; par suite, la densité du fluide et par conséquent la pression seront plus grandes à droite qu'à gauche.
Il résulte de là, qu'il n'y a plus de syméirie entre les résistances exercées autour de la direction du mouvement de translation, et que les résistances étant plus grandes sur rhémisphère de droite, la pression sera de ce côté plus considérable que de l'autre et agira de manière à faire dévier le projectile de droite à gauche, dans le même sens que s'exécute le mouvement des points de l'hémisphère antérieur. Cet effet croîtra avec la vitesse de translation et avec la vitesse de rotation.
Si l'axe de rotation fait avec la direction du mouvement de translation un angle moindre qu'un angle droit, en restant toutefois dans le plan vertical de projection, l'excès des vitesses absolues des points de l'hémisphère de droite sur les vitesses absolues des points symétriquement placés de l'hémisphère de gauche, sera moins grand ; par conséqnenty les densités et les pressions de l'air qui s'ensuivent, présenteront des différences moindres, et, par conséquent aussi, les déviations qu'elles produiront, seront moins considérables.
Enfin, si l'axe de rotation se rapproche de ^a direction du mouvement jusqu'à se confondre avec elle, il y aura égalité dans toutes les résistances symétriquement disposées, et il n'en résultera aucune déviation.
Ces considérations s'appliquent à un mouvement de translation, supposé rectiligne, et au tir des projectiles, sous des angles peu élevés au-dessus de l'horizon.
Si l'axe de rotation n'est pas un des axes principaux d'inertie du mobile, majeur ou mineur, cet axe de rotation ne sera qu'instantané, et variera de position dans le corps, et de direction dans l'espace; alors, la déviation aura lieu dans une direction et avec une intensité variable à chaque instant. Cette direction pourra même, si le changement de l'axe de rotation est assez rapide, avoir décrit une ou plusieurs révolutions dans le trajet du projectile,
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et produire ainsi une trajectoire très-différente de celle que le projectile aurait décrite, sans le mouvement de rotation.
Î46. L'influence du mouvement de rotation démontrée par l'expérience. L'expérience confirme Texactitude des considérations qui précédent.
Les expériences sont de deux sortes : les unes directes, les autres se rapportent à l'observation des déviations dans le tir.
Les premières ont été exécutées d'abord par M. G. Magimss elles ont été répétées à Vincennes' en 1853.
L'appareil se compose d'un ventilateur produisant un courant horizontal ab (Fig. 52) d'une section suffisamment grande, d'un petit cylindre auquel, à l'aide d'un mécanisme extérieur, on peut imprimer à volonté un mouvement de rotation rapide, et enfin de deux petites girouettes df et gh très-mobiles. Les axes de ces girouettes sont verticaux et laissent entre eux un intervalle un peu plus grand que le diamètre du cylindre placé au milieu d*eux; le tout peut être compris dans le courant d'air du ventilateur.
Djns cette situation : en premier lieu, quand l'on place Taxe du cylindre dans l'axe du courant et qu'on met le cylindre en mouvement, on observe que les plans des girouettes df et gh restent parallèles à l'axe du cylindre, tout comme quand le cylindre reste en repos.
En second lieu, quand l'axe du cylindre est vertical et perpendiculaire à l'axe du courant, on doit distinguer deux cas :
1^ Cas. Si le cylindre est sans mouvement, les gi-
' Mémoire p^t^entê à l'Acadc^mie de Wissenshaflen, 4851 et 1852, uDpr. i Berlin ; traduit par 0. Terquem. Voir journal le Cosmos,
' Par M. Fèvre, chef d*escadron d'artillerie.
rouelles df el gh restent parallèles entre elles et parai* léles à. l'axe du courant,
2® Cas. Si le cylindre est animé d'un mouvement de rotation rapide, on observe ce qui suit :
10 L'observateur étant placé en face du ventilateur, si le cylindre tourne de droite en avant suivant mnj c'est-àdire la partie antérieure du cylindre allant de droite à gaucbe, la girouette de droite gh s'écarte du cylindre el celle de gauche df s'en approche en prenant respectivement les positions ghl et df. On conclut de là que, sur la droite, le courant d'air du ventilateur étant contrarié par le mouvement de la surface du cylindre qui a lieu en sens inverse, tandis que de l'autre côté l'écoulement est facilité par le mouvement de la surface qui a lieu dans le même sens, il en résulte une augmentation de pression à droite, comparativement à la situation de repos du cylindre, et que cette pression s'exerce à la fois sur le cyliudre et sur la girouette de droite ; à gauche, au contraire, il y a com* parativement une pression plus petite qu'en dehors de la girouette, ce qui fait rapprocher celle-ci. Il résulte évidemment de là que si le cylindre était librement suspendu, la pression qui s'exerce à droite, comparativement plus grande que celle qui s'exerce à gauche, presserait le cylindre de droite à gauche et causerait une dérivation de ce dernier côté ; le sens de celte dérivation est celui du mouvement de la partie antérieure du cylindre.
S<^ Si le cvlindre tourne en sens inverse, on observe des phénomènes analogues et l'on redonnait qu'il y a une pression de gauche à droite.
11 est évident que si à un cylindre on substituait une sphère, on obtiendrait des résultats analogues, mais plus ou moins prononcés, suivant la longueur qu'avait le cylindre.
Les résultats de celle expérience peuvent être appliqués au mouvement des projectiles sphériques dans l'air et sont
coDrorroes à l'explication des phénomènes donnés plus haot (245).
Dans cette expérience, il est vrai, le projectile n'a pas de mouvement de rotation, et c'est Tair qui est en mouvement; mais les mouvements relatifs sont les mêmes, et, pour les rendre similaires, il suffirait de supposer que l'ensemble est animé d'un mouvement de translation parallèle é la direction du courant et en sens inverse. Cela, aa besoin, serait confirmé par cette remarque que les rtdultats observés sont les mêmes, quelle que soit la direction do courant du ventilateur relativement à celui du mouvement de la terre.
La seconde sorte d'expériences se rapporte aux résultats du tir des projectiles animés d'un mouvement de rotation.
Eo général, par l'effet de la pression des gaz enflammés (le la poudre sur le projectile et par celui-ci sur la partie inrérieore de l'âme, le projectile prend un mouvement de r<jtdtion dans un plan vertical ou peu difl'érent (238), et dans on sens déterminé par la vitesse relativement plus p^nde de l'hémisphère supérieur, ou de haut en bas pour i h«^mi$phère antérieur, comme est l'action de la pesanteur; nous regarderons ce mouvement comme dired.
Oo sait aussi que quand le projectile est excentrique (i:i9),et qu'il est placé dans la bouche à feu, de telle sorte <;ue le centre de figure est verticalement au-dessus du centre <i^ gravité, cette disposition seule suffit pour que le moitié reçoive un mouvement de rotation direct; celui-ci s'ajoolera donc au premier. Lorsque le centre de Cgure e>t au-dessous du centre de gravité, il reçoit, au con* traire, on mouvement inverse qui se retranche du mou- ^•'ment direct naturel et le diminue ou change son sens, li doit résulter de là, que, comparativement à ce qui aurait L^'u sans l'excentricité, la vitesse de rotation due à la pre- L^iêre disposition est plus grande, et qu'il y a une force
dérivalrice de haul en bas, qui fait dériver le projectile dans le même sens; dans Tautre cas il y a, au conlraire,UQe force dérivalrice de bas en haut, qui fait dériver le projectile dans ce dernier sens. Dans les deux cas, la dérivation aura lieu du côté de la position primitive du centre de gravité par rapport au centre de figure; il résultera de là qu'en tirant sous un petit angle constant au-dessus de l'horizon, on obtiendra des portées plus grandes dans le premier cas que dans le second.
Si le centre dé gravité est placé en avant et sur le diamètre parallèle à l'axe, il arrivera que par le mouvement qu'il prendra, quand le projectile tournera dans l'âme, le centre de gravité se trouvera un peu abaissé dans une partie du trajet; la dérivation qui en résultera devra se montrer par une petite diminution de porlée; au contraire, si le centre de gravité est primitivement en arrière, la dérivation se traduira par une petite augmentation de portée.
Si le centre de gravité et le centre de figure sont placés sur une perpendiculaire au plan vertical de projection, le mouvement de rotation produira une dérivation latérale; elle sera à droite si le centre de gravité est à droite, et à gauche si le centre de gravité est de ce dernier côté.
Ces indications sont constamment confirmées par l'expérience lorsque les excentricilés sont suffisamment grandes. Nous en citerons quelques exemples.
Des obus de 22cm, dont les poids étaient 27^9 et 29»«5, et dont un culot réservé à la partie opposée à la lumière de l'obus, combiné avec le vide de cette lumière, donnait respectivement une excentricité de 0™0015 et de 0*^)020, ont été tirés * avec un obusier de siège à la charge de 1^500, et avec un obusier de côte à celles de 4 ''500 et 3^^000, sous l'angle de 4° C au-dessus du terrain; on pla-
' Expériences faites à Metz en 1839.
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rail alternativernent le centre de gravité au-dessous ou au-dessus du centre de figure ; on a tiré ces projecliles comparativement avec ces obus sans culot et pesant 361^6. On a consigné, dans le tableau suivant, les résultats qui sont des moyennes sur trois coups :
TiBLE\r des portées comparatives déchus ordinaires et d'obus ticentriques de Ot^22 , en plaçant alternativement le centre de gravité de ces derniers au-dessous ou au-dessus du centre dt figure. •
iOCCBES
% Cm:
d« si^c.
de rôle.
de cdte.
PORTÉES DES OBUS
OIDIRAUUM.
met.
nClIfTBIQOUy
le centre de grivité
en bas.
met »
en haot.
met.
On Toit, d'après ce tableau, qu'en plaçant le centre de gravité CD bas, les portées sont constamment beaucoup :• js courtes que lorsqu'on place le centre de gravité en '.iut; par conséquent, l'eflet du mouvement de rotation '.r»rct qu'a produit la première disposition ou la vitesse ;vi'elle a ajoutée au mouvement direct naturel, a agi dans i- ^4a%s du mouvement de l'hémisphère antérieur; il y a
nn effet inverse lorsque le centre de gravité a été placé en haut. Les obus non excentrés ont donné des portées intermédiaires entre les précédentes.
On peut regarder la différence entre les portées comme due au double de l'effet des vitesses de rotation en sens inverse, et d'après cela, on peut déterminer la force déviatrice du mouvement de rotation; pour le faire, on a caU culé dans chaque cas la valeur de la force accélératrice ver* (icale; dans l'équation normale de la trajectoire, cette force n'est que la pesanteur représentée par 9«»809; on trouve alors 2,50 pour leur demi-différence avec Tobus de 27^9. Cette quantité correspond à un poids de 7M0; avec Tobus de 29*^9, on Irouve 2,53 qui correspond à un poids de 1^1.
Les vitesses de rotation dues à l'excentricité déterminée comme on l'a indiqué (239) au moyen de la vitesse ini* tiale et exprimée par le nombre de révolutions par seconde, sont de 8,0 pour l'obus de 27''9, et de 8,6 pour celui de 29^9 ; ces nombres sont ainsi proportionnels aux forces déviatrices.
Dans d'autres expériences', un obus de iS*^"™, dont Texcentricité égale à 0"*001 85 était due à la position excen* trique du centre de la sphère intérieure, pesant 8^025, tiré sous l'angle de 8^, en plaçant successivement le centre de gravité en bas et en haut, a donné respectivement pour les moyennes portées prises sur cinq coups, 985™5 et 1840"^5. En plaçant le centre de gravité à hauteur du centre de figure, sur le rayon perpendiculaire au plan de projection, successivement à droite et à gauche, les dévia* tions ont eu lieu dans chacun de ces sens; elles ont pré* sente un écart moyen total de 112bi, dont la moitié, ou 56in, doit être attribuée au mouvement de rotation pour la portée moyenne de 1200<n.
' Mémoire de M. le miûor Boorman, liih. en Belfâque, i843.
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Eo plaçant la ligne des centres de gravité el de figure [mmllélement à Taxe de la bouche à feu, et le centre de ;rravi(é soit en avant soit en arrière, on obtient à peu près les inènics portées.
âi7. Excentricité dans les projectiles ordinaires. Les (lifTéreDces dans les portées ou dans les dérivations latérales résultant de positions inverses du centre de gravité, li'-croissent avec rexcentricité des projectiles; aussi dans K> projectiles en usage elle est beaucoup moindre que celle dont nous avons parlé. Dans les obus de 0°>I5 elle atteint rarement ^ du rayon, mais elle va fréquemment jusqu'à 777 de ce rayon. Elle a, dans les obus, une influence nf»iable sur les déviations. On reconnaît cette influence k*ntqu*en plagant la lumière de Tobus parallèlement à t'aie de Tobusier, comme on le fait ordinairemenii mais en mettant la ligne des centres constamment dans le plan vf'rtical, le centre de gravité tantôt en-dessous tantôt endt^^sus; on obtient alor^ des portées notablement moindres Jan5 le premier cas. De même, en plaçant ce centre dans un plan perpendiculaire à celui-ci^ on obtient des déviati'His moyennes très-prononcées, à droite ou à gauche, .«4iivant que le centre de gravité est de Tun ou de l'autre de ces cùii».
Dans les boulets ordinaires, rexcentricité est très-faible, et b position du centre de gravité, par rapport au centre de figure, n'a qu'une influence inappréciable.
Avec les bombesi que l'on tire toujours sous de grands ;kniries an-dessus de l'horizon, reflet de rexcentricité naturelle est beaucoop moins sensible que pour les obus. >ous l'angle qui donne la plus grande portée, son eflet o'esi pas sensible; sous des angles plus grands, il change de sens, c'est-à-dire que de la position du centre de graillé aoKiesBiis de l'axe il résulte des portées moindres que Je la position inverse.
348. Explication de certaines déviations qui paraissent extraordinaires. Les effets du mouvement de rolalioo, combinés avec les déviations dans la direction au départ, expliquent naturellement des effets qui, au premier abord, paraissent singuliers.
Si un projectile, par exemple, a exercé un choc sur la partie gauche de Fâme, il en résultera que son centre de gravité suivra une direction inclinée vers la droite, par rapport à Taxe de la bouche à' feu ; mais, en même temps, le projectile prendra un mouvement de rotation dans lequel l'hémisphère antérieur marchera de droite à gauche; il résultera de là une dérivation vers la gauche du plan vertical. De sorte qu'Un observateur placé dans le plan vertical de tir, verra le projectile se porter d'abord vers la droite, venir ensuite vers la gauche, et couper ainsi le plan vertical de tir.
Cet effet se présente plus particulièrement avec les projectiles de faible densité dans lesquels le mouvement de rotation est plus rapide que dans les autres. Il a égale* ment lieu avec les boulets ; on le remarque fréquemment, quand on peut observer plusieurs points d'une même trajectoire, et plus particulièrement quand on a pu observer la différence entre la direction au départ de l'âme et le prolongement de l'axe du canon,
249. Moyens de diminuer les déviations des prcjeclUes. La connaissance des causes des déviations des projectiles permet d'indiquer et d'apprécier les moyens de les empêcher.
On diminue l'inégalité dans les vitesses initiales et dans les angles de projection, en confectionnant les chaînes avec une grande uniformité, en restreignant les limites des poids et des diamètres des projectiles, en rebutant les bouches à feu trop dégradées et qui présentent, soit un logement trop profond à l'emplacement du projectile,
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doii des batlements. Mais, les principales causes de dévialioos sont dues au mouvement de rotation du projectile dans l'air, particulièrement quand la direction de cet axe c»t variable dans le trajet; aussi doit-on s'attacher à empccber ou au moins à régler ce mouvement. C'est ainsi, i|u>n fixant à la partie postérieure d'une balle sphérique de fusil une petite tige de fer qui empêche le mouveineat de rotation, on diminue beaucoup les déviations de <elte balle.
350. Emploi des rayures m hélice, pour imprimer un mouvement de rotation. On régie le mouvement de rotation des balles de fusil en les forçant à s'engager dans les rayures en hélice tracées dans l'intérieur des carabines. La balle prend ainsi un mouvement de rotation autour de Taxe de l'âme en même temps qu'un mouvement de translation le long de cet axe et elle continue ce mouvement de rotation dans l'air. Les résistances se U'oufant alors symétriquement réparties, la pression de fair n'est plus une cause de déviation.
Mais, comme on l'a vu (227), le centre de gravité ne se trouvant pas exactement sur l'axe, il en résulte qu'au tl*^part la direction du centre de gravité de la balle suit une ligne on peu différente de l'axe et que, par suite, l'aie de rotation ne se confond pas avec la trajectoire ; fHle circonstance devient la cause de petites déviations. Ori fait voir qu'il peut y avoir des inconvénients à prendre aoe rayore trés-inclinee.
Si, de plus, l'axe de rotation n'est pas exactement l'un des axes principaux d'inertie, la direction de cet axe sera vowtaBHDent variable; cette variation pourra, suivant les f^î, devenir très-considérable; à cet égard, il est imporunt que l'axe de rotation se confonde avec Taxe princi- (ol, majeur ou mineur, mais mieux avec le premier, ou qu il s'en écarte peu. On obtient cet effet par la forme
de la balle. Ainsi, une balle aplalie suivant l'axe de rotation, tournant par suite autour de Taxe d'inertie majeur, aura plus de stabilité dans le tir qu'une balle sphérique et qu'une balle allongée suivant cet axe et terminée par des hémisphères, à moins pourtant qu'elle n'ait une forme convenablement appropriée.
Ces considérations sont confirmées par l'expérience'; des balles du diamètre de 16i^'^â5 avant le chargement, et de \Q^^7 après le chargement, mais de longueurs différentes, ayant été tirées avec un canon de pistolet rayé en hélice sur un pas de 0°^54, avec des charges réglées de manière à imprimer à chaque balle une vitesse initiale constante et égale à 134^* S ce qui leur imprimait aussi une vitesse de rotation de 248 révolutions par seconde, oo a obtenu les résultats suivants. Lorsque le rapport de la longueur au diamètre était respectivement i,06, 0,916, 0,760, et que, par suite, les poids étaient 38ir78, 35«75, 23^32, le côté du carré qui contenait le tiers des coups tirés était respectivement, savoir : de 0«î59, 0^S\ , 0«29 a 50ra; de 2ïn38, 1^05, et O^^O* à iOO», et dans des proportions plus différentes encore, à la distance de 150«>. On voit par là, que malgré une diminution de la masse, qui est défavorable à la régularité du tir, les déviations ont été moindres avec les balles dans lesquelles le mouvement de rotation avait lieu autour de l'axe du moment d'inertie majeur, et présentait ainsi plus de stabilité. On remarquait, en effet, que les balles aplaties frappaient le but par rhémisphère qui était primitivement en avant, et qu'elles conservaient ainsi de la stabilité dans le tir; tandis que les balles longues, lorsque le trajet était long,
' Expériences sur les halles sphériques, plates et longues, jiar M. Is. Didion ; et Journal de l'École polytechnique, 27* cahier,
ctiaDgeaient de directioD el finissaient par frapper par le flanc.
251 . Stabilité de l'axe de rotation dans les balles obtûngués de forme ogivale. La stabilité de Taxe de rotation des projectiles peut être augmentée par des résistances agissant en arriére du centre de gravité et résultant de sa fonne. La balle oblongue adoptée en France, pour la carabine des chasseurs à pied, jouit de cette propriété.
Si G est le centre de gravité de cette balle (Fig. 53), G A étanl la direction du mouvement de translation. Tacti<»n de l'air est moindre sur la partie antérieure de forme roniqoe que sur la partie postérieure sur laquelle se trou* tenl tracées des rayures; il résulte de là que le centra dactioo de la résultante de ces forces est en un point R ^itué en arriére du point G ; cette disposition donne h la l^lle une stabilité qui augmente celle qui résulte du mou- %**nient de rotation autour de GA.
Supposons que par une cause quelconque la direction <!»; Taxe de figure de la balle tende à changer, et qu'elle •i'-uenoe ainsi un peu oblique à la direction du raouveni*-nt <Fig. 5d). La résistance de l'air agit alors suivant BU, parallèlement à G A, avec un bras do levier DR, pour rapprot'her l'axe de figure et de révolution SR de la ligne GA «lu mouvement. La forme des rayures circulaires HK augh:ente beaucoup l'action de l'air à la partie postérieure du côté F qui s'est éloigné de l'axe, tandis que la résistance diminue de l'autre côté. Il arrive par là que le centre d'j rési>tance R n'est plus sur Taxe, mais bien on quelque point, comme R', plus en dehors de l'axe GS, et que par U le moment de stabilité est augmenté à la fois par la piandeiir de la résistance et par celle de son bras de i*%t«T. Far ces considérations on voit que si, par une (.ii]-«! quelconque, Taxe tendait à changer de direction, d vrrait bientôt ramené suivant la trajectoire, et (|ue, par 'Jii'', l'axe conserve beaucoup de stabiUté.
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252. Dérivatimi particulière aux balles oblongues de forme ogivale. Le centre de gravilé G, par suite de Taction de la pesanteur, décrit une courbe qui tourne sd concavité du côté du sol (Fig. 54) ; l'axe GS ne peut pas prendre immédiatement la direction de la tangente à cette trajectoire; la partie inférieure'SF de la balle se présente donc constamment à l'action de Tair sous une certaine obliquité; et, dans son trajet, cet axe fait toujours avec la tangente à la trajectoire un petit angle dont l'ouverture est tournée vers le but. Il résulte de là une composante dirigée de F vers Ë, qui fait dériver le projectile de bas en haut, et qui, par conséquent, donne une trajectoire moins courbée que celle qui appartiendrait à un projectile sphérique ayant même vitesse initiale et même poids, et qui éprouverait de la part de l'air une résistance égale dirigée suivant la tangente à la trajectoire. La balle oblongue donne donc comparativement, sous un même angle de projection , une trajectoire plus relevée et des portées plus grandes.
Par. suite de l'inclinaison de l'axe sur la trajectoire et de la forme des rayures, la densité et la pression de l'air se trouvant plus considérables dans la partie inférieure du projectile que dans la partie supérieure, celle*Ià, par les aspérités natm*elles de la balle et par celles qui proviennent des rayures du canon, exercent sur Tair une action plus considérable que la seconde, et éprouvent une résistance proportionnée; il résulte de là une composante perpendiculaire au plan de projection, et dirigée dans le sens du mouvement de la partie supérieure, ce qui fait dériver la balle de ce côté ; ce sera à drmte de l'observateur, pour le sens ordinaire des rayures qui font tourner la balle du haut à droite, pour un observateur placé derrière le canon.
Si les résistances qu'éprouvent les divers points de la
balle obloDgae dans sa parlîe inférieure sont convenablement réparties sor la longueur, elles feront dévier la balle à droite en la laissant parallèle au plan vertical de tir. Hm, si ces résistances sont inégalement réparties et que lear résultante passe en avant du centre de gravité de la balle, elle fera incliner Taxe de celle-ci vers la droite.
De cette situation, et du mouvement de translation panlléiement au plan vertical de tir, résultera une nouvelle cause de dérivation à droite, comme celle qui produit la dérivation de bas en haut dans le plan vertical de tir ; elle augmentera la dérivation à droite.
Si, au contraire, la résultante passe en arriére du centre de gravité, ce qui pourra résulter d'aspérités plus prononcées de ce côté. Taxe de figure du projectile s'incltnera sur le plan vertical de tir, la pointe à gauche ; celte nuçe de dérivation diminuera les effets de la première >-;iuse et les compensera en partie.
()n voit par là, que l'appréciation des causes de dériution des projectiles oblongs est fort compliquée*
L'influence du mouvement de rotation et la stabilité de Vâxe de rotation sont bien démontrées par l'expérience, et Ton obtient du tir bien dirigé des armes rayées une j'i^ied^e très-remarquable ; elle l'est particulièrement pour U balle obloDgue, soit pleine du poids de 48s, soit creuse à la partie postérieure, tirée dans la carabine des chas- «^urs â pied ; elle Test moins avec la balle creuse tirée djus le fusil d'infanterie, parce que, pour des raisons de î^^rvice, le poids de cette balle a dû être réduit à S2ff.
La cause de la dérivation latérale existe pour les balles d'une forme aplatie, mais à un degré très-faible, et qu'il ^-i difficile de reconnaître par l'expérience.
On a appliqué, en France et en Suéde, la forme ogivale iji boulets en fonte, tirés avec des canons de ce métal, ^t Ton a obtenu également une régularité de tir remar-
42i SECTION IX.
quable. Des eipértences récentes ont été entreprises en France avec les canons en bronze et ont été, en 1859, couronnées d'un plein succès '.
« Des essais furent entrepris à Vincennes, en i850, pour obtenir des boulets tirés dans les canons en bronze une justesse de tir comparable à celle des balles oblongues dans les canons de fusil rayés. Le tir des projectiles en fonte dans les canons en bronze présente , par la dureté comparati've de la matière du projectile sur celle du métal de la bouche à feu, une difficulté qui n'existe pas dans le tir des balles de plomb dans des canons en fer. Le Ministre de la guerre nomma à cet effet une commission d'ofOciers d'artillerie dont je faisais partie avec MM. Caron, Burnier, Tamisier et Fèvre. M. Tamisier proposa des ailettes mobiles en cuivre, et postérieurement en zinc laminé, qui, glissant sous un angle obtus par rapport au plan méridien, s'écartaient de Taxe du projectile par leur pression même sur le côté de la rayure et donnaient au projectile la propriété des balles forcées ; il réussit à imprimer un mouvement de rotation aux projectiles oblongs ; mais, la mobilité nécessaire aux ailettes était une difCculté qui fit renoncer à ce système.
Je proposai, et on essaya, un système d'ailettes fixes dans lequel celles-ci ayant un profil excentrique permettaient au prvgectile d'entrer facilement dans l'âme et ne le laissaient sortir que forcé, lorsqu'il était pressé par les gaz enflammés de la poudre. Pour le faire voir, soit (Fig. 55) une section faite dans la partie cylindrique du projectile et une section de l'âme supposées placées concentriquement en 0, l'ailette ayant un profil nûxtilig&e, la baie ab suivant la circonférence, le côté opposé ««{ en arc de cercle ayant son centre G à côté de celui de l'axe du projectile, et présente ainsi deux côtés bc, ad inégaux ; le profil de la rayure est tracé du même centre C, et avec le môme rayon ; il est prolongé jusqu'en f au delà du grand côté, de manière à laisser un certain vide; il est aussi prolongé d'une petite quantité en 9, au deU du petit côté. De cette façon, quand ks petit côté de l'ailette est rapproché du petit côté de la rayure, le projectile se trouve concentrique à l'âme, et quand le grand côté de l'ailette presse le grand côté de la rayure, il y a un jeu suffisant pour que le projectile puisse glisser dans l'âme depuis la bouche jusque contre la charge de poudre; il s'appuie par une ou par plusieurs ailettes sur le fond de la rayure
^53. Régularité du tir réiuUanl d'une position détermihfv du cetUre de gravité, relativement au centre de figure, dafis Us obus excentriques. La posilion du centre de gra- Tiié d'un obus excentrique dans un sens déterminé par rapport au centre de figure dans les bouches à feu, est
îfiîi^rieure, sans éprouver de résistance et sans que la partie cylin- «1n<pie du projectile ouisse toucher l'âme.
Le projectile étant dans cette situation représentée en pointillé «^r La figure, Tailette est dans la partie inférieure de la rayure, le f.''3fid ctMé à gauche pour un observateur placé à la culasse ; la r^)urc MN étant inclinée à gauche, on voit que quand le projectile ftpfi poQSM^ par les gaz de la poudre, parallèlement à Taxe, le petit r.'ii^ ad de Tailette se rapprochera de la partie mn de la rayure ■»'iif^ à droite et qui est la moins profonde, et Taxe du projectile *•!»•% en ju5v{u'à devenir concentrique à l'Ame. A partir de cette 't* ^ition, 1 aileUe suit la rayure et par suite le projectile prend au- ' 'ir de Mm axe de ligure une vitesse de rotation dont la grandeur •I- î''»nd de Tindinaison de la rayure.
On produit le mouvement de rotation dès le départ, si, quand ir l'iuji-cUlc est au fond, contre la charge de poudre, on a le soin H' le faire tourner sur lui-même de bas à droite.
I.«*K pn*mi^rs essais faits avec ce dispositif appliqué au calibre i' f> ont rétiK»i dans un tir à tKK>n. Les ailettes étaient faites en iV.»i^t dVtain, d^antimoine et de plomb suffisamment résistant, tant q^'il fât assez dur pour dégrader le bronze des bouches A :'U. Le« ailettes y au nombre de 4 (6 sont préférables), inclinées ■ 'urne la rayure, occupaient une partie de la longueur de la f- rt.oQ olindrique. Ce projectile prenait nécessairement le mouv-:.'>Qt de rotation, et Taxe conservant sa direction dans le tn^et «^ yrofecUle frappait le but par sa partie antérieure. Ce sont les f r^mierB |»rojectile6 à ailettes fixes qui aient réussi dans les canons '.'. bronae et qui aient présenté une solution du problème.
l*r nouveaux estais ont été faits à TÉcole d'artillerie de La Fère t^ années suivantes, en remplaçant chaque ailette par deux bou- * *.« dont le profil nVtait pas excentrique. (C'est le système adopté «Tk 1*G8.) Celles-ct ont présenté des inconvénients, et Ton fait act'.'lî«flieiii (février 1860) de nouveaux essais dans le système des •.''ft«« ex4:4^alriques.
une cause de dérivation dans ce sens; il s'ensuit qa*on diminuera les déviations variables d'un coup à l'autre, en plaçant ce centre de gravité constamment dans la même position.
Parmi celles qu'on peut choisir, les positions latérales ne sauraient être adoptées, parce qu'il en résulterait des difficultés pour le pointage. Les positions perpendiculaires à l'axe et dans le plan vertical de projection, ne présentent pas cet inconvénient.
Lorsque le centre de gravité est en dessous, l'excentricité concourt avec le frottement sur la paroi inférieure de l'âme pour augmenter la vitesse de rotation, les déviations latérales sont moins grandes et les portées plus régulières. Ces avantages ont fait donner la préférence à celte position, chez les nations qui ont adopté les projectiles excentriques.
Cependant, quand on remarque que dans ce cas, sous des angles de projection égaux, les portées sur le sol sont beaucoup plus petites, et quand on compare les déviations pour la position inverse avec celle qu'on obtiendrait si l'angle de projection était augmenté de manière à donner des portées égales aux premières, on trouve, dans bien des cas, que c'est la position du centre de gravité en dessus qui donne la plus grande régularité pour une portée donnée.
On obtient rexcentricilé des projectiles sphériques et creux, en déplaçant le centre de la sphère intérieure, dans une direction perpendiculaire à l'axe de la lumière de l'obus, d'une quantité ordinairement égale au tiers de l'épaisseur moyenne des parois; de cette manière, l'épaisseur maximum devient le double de l'épaisseur minimum.
Cette disposition ne peut présenter d'avantages, qu'autant que la ligne des centres est constamment et exactement verticale ; toute autre position serait la cause de variations dans les portées, et d'augmentation dans les
d'Wialious latérales qui deviendi^aient alors plus grandes f|iie |K)ur les projectiles ordinaires. On doit croire que Jnns le tir sur le champ de bataille, par suite de la préupilatioo qu'on y apporte et de Témotion du combat, ce ^y^téroe perdrait beaucoup des avantages qu'il parait pré* >onipr dans les expériences et qu'il pourrait devenir ainsi moins avantageux que celui des obus ordinaires; aussi, orldines puissances qui les avaient adoptés à l'exemple •1 autres, les ont-ils abandonnés.
Les avantages ne sont plus aussi sensibles pour les obus tirés avec de grandes vitesses, ils ne sont pas non plus bien sensibles pour le jet des bombes tirées habituellenient sous de grands angles de projection.
iî}i. Placement du centre de gravité des projectiles ardu tuiires. Avec les projectiles sphériques ordinaires, il ne (>«'ul y avoir que des avantages à disposer de leur excentricité naturelle de telle sorte que le mouvement de roijtiou ait toujours lieu dans le même sens, en plaçant à <ti eflet le centre de gravité dans la partie inférieure.
Dans les boulets, l'excentricité naturelle est très-faible, et une position déterminée du centre de gravité n'a qu'une influence diflicilemenl appréciable sur les portées; à plus f'^rte raison n'a-t-elle pa» d'influence sensible sur leur rt'^ularité ou sur l'étendue des déviations.
lAans les obus, l'avantage qu'on peut retirer d'une posi- !i"0 déterminée du centre de gravité est trés-limité, par ^uiie de l'obligation où l'on est de placer la fusée et la lumière de l'obus du côté de la bouche de l'obusier; on n'est plus maître alors de placer le centre de gravité dans U verticale du centre de figure, et l'on doit se borner à mettre verticalement le plan méridien qui contient ce c^'nlre. Dans ce cas, la position inférieure, qui produit un moaTenieot de rotation direct, mouvement de même sens que celoi qui provient de la pression «sur la paroi infé-
rieure de Tâme, donne la plus grande vitesse de rotation et la plus grande régularité dans les portées. Cette précaution, dans le tir avec des vitesses faibles ou avec des vitesses moyennes, augmente notablement la régularité; elle présenterait des avantages marqués dans remploi des obusiers à tir plongeant; ces avantages compenseraient peut-être les inconvénients de la complication que cette disposition introduirait dans le service.
L'application au tir des bombes présenterait aussi un avantage appréciable, et diminuerait les déviations latérales.
255. Moyens d'obtenir la stabilité de l'axe de rotation. La forme spbérique du vide des projectiles creux et le déplacement qu'on peut lui faire subir pour obtenir le mouvement de rotation autour d'un axe constamment horizontal, n'assurent pas la stabilité de cet axe. En effet, cette disposition ne fait pas concorder l'axe de rotation avec l'axe principal du moment d'inertie, majeur ou mineur; il y a donc instabilité. On le reconnaît quand on tii c plusieurs fois de suite un projectile rendu excentrique et qu'on le met à cbaque coup dans la même position ; la permanence dans le sens des déviations latérales prouve que l'axe de rotation, d'abord horizontal, s'incline constamment dans un sens déterminé.
On obtiendrait donc beaucoup plus de régularité, si l'on donnait au vide intérieur des obus la forme d'un ellipsoïde de révolution, dont le grand axe serait assez différent du diamètre perpendiculaire. La différence devi^iit être assez grande pour que le moment d'inertie autour de cet axe surpassât les moments autour des autres axes d'une quantité notable, et qu'elle puisse ainsi assurer la stabilité malgré les inégalités qu'on rencontre dans une fabrication courante. Le grand axe devrait être placé perpendiculairement au plan vertical de projection. L'excentricité pourrait être très-faible, et, pour certains cas, on
pourrait même n'en pas donner; le mouvement de rotation dû à la pression sur la paroi inférieure suffirait pour procurer de la régularité dans le tir.
Une disposition de ce genre dans les boulets permettrait aussi d*obtenir plus de régularité dans le tir; on devrait p«mr cela réserver un vide elliptique intérieur et excentrique, ou un vide cylindrique, dont l'axe serait sur une cufJe trés-peu distante du centre de figure.
556. Vanations datis les portées dues à la variation '/'- la densité de l'air. La résistance que les projectiles éprouvent dans leur trajet étant proportionnelle à la den- »i(é de l'air, les variations de cette densité ou les chang'^ments de la température, de la pression barométrique et de l'état hygrométrique, ont, sur la trajectoire et sur les p Ttées, une certaine influence. Quoiqu'elle soit petite, en ^•'uéral, il est néanmoins utile de la connaître. Les tables X et XI rendent cette détermination facile.
Dnns l'équation de la trajectoire (Gd) ^ y = x tang^
— 7- ifc(^>^'), la fonction ift»(a;, V) varie avec -; celte
JTnîére quantité a pour valeur x — - — ; ici la quantité
A ^t proportionnelle à la densité / de l'air, an moment du tir. Il suit de là, qu'une augmentation dans la den.sité
prmluira une augmentation proportionnelle dans -et une
ctTlaine augmentation dans la valeur de \ii»(i;,V), augnipoiation que nous représenterons par AifS>(â?, V); par 'on54*qucnt, l'augmentation dans l'abaissement du projeclii*» >era
uri»? ci»lonne des tables de la fonction ifS>(x, V) donne les i!..I>Tcnres AiA»(x,\'), pour une variation de 0,01 dans la
valeur de -; par une simple proporlîon, on aura donc
la varialion de 'Ui>(^, V), pour un aceroîssement quelconque de la densité.
Exemple. Dans le tir du canon-obusier de campagne de 12^. à obus, à la charge de m)00 et à la distance de 600". on a
- = 0,8176; V = 450m:s; /i = 10322«n; Vo = 1,0350.
Si la densité de l'air, au lieu d*étre 1.2083. était a = 1.2204.
l'accroissement proportionnel serait ' , ce qui produirait sur
- une augmentation égale 0.8176 ' ou 0.0079. Or. d'après
la table X. à afi>(0.8176: 1.0350). ou. plus simplement, i ill>(0.80; 1,00) qui a pour valeur 1.7276. à une augmentation
de 0,01 dans la valeur de - , correspond une augmentation de
0,0122 dans celle de ifl>(a;. V). On en conclut que pour une augmentation de 0.0079. on aura
A ifb(a:, V) = 0,0079?!j5^ = 0,0096.
Par conséquent , l'augmentation d'abaissement due à l'augmentation
de la densité de l'air est égale à — ^ ^^' 0.0096 = — 0-084.
Si â est l'inclinaison au-dessus du plan horizontal de la tangente à la trajectoire, on aura la variation des portées en divisant par tang6 la quantité ci-dessus; et comme on
a tangO = tangç — 5(a;, V), Taccroissement dans
2/i cos" 9
les portées, toute réduction faite, en remarquant que dans le tir horizontal (88, éq. 12) 2Asin29 = j:ifk(a?,V), sera
aîAi&(ir, V)
ifi,(a:,V)-25(x,V)'
unp aiigmcnlation dans la densité produira, comme on le voit, un abaissement dans la haulcur de la trajectoire, cl une diminution dans les portées.
Dans l'exemple précédent où ifl»(x.V) = 1.5101 et d(x.V) = 2.293i, la différeoce dans les portées sera égale à
€ ^st-à-dire que la diminution sera l'^SG.
En faisant Tapplicaliou de cette formule à divers exem- |V>, on trouve que les abaissements causés par des augniontations dans la densité de fair, sont en général peu considérables, mais qu'ils ne sont pas toujours négli- P'obles; ainsi, avec un boulet de 16, tiré à la charge •iu ^ du poids du boulet, une augmentation de -^ de la •!' nsité de Tair à partir de la densité moyenne, loquelle «Trespond à un changement de 0°K)15 dans la hauteur !ii baromètre, ou de 5® ~ dans la température, produirjit un abaissement de 0i"08 à 600">; à la charge de j du puids du boulet, il ne serait encore que de O^nll ; mais 3 U chirpe de jj, ou avec une vitesse initiale de 138»-», i! ^rail de 0'"56. A égalité de vitesse et de distance, et 3^"c des projectiles différents, on obtiendrait les mêmes à!iii5sements, pour des variations de densité en raison inverse des calibres ou des densités des projectiles.
Une variation de \5^ dans la température et de 0"030 <]jn< la hauteur du baromètre, ce qui peut se rencontrer i'uu jour à Tautre, produirait sur un boulet de 16 lancé i G<H>B à la charge de j du poids du boulet, un abaisseuif'ui de 0<n517; cette quantité, qui correspond à une '.itlérence de près de 0^ 3' ou à une hausse de 3 millin./'ires, n'est pas négligeable dans le service.
(>5 formules auront surtout une application utile pour n; [Marier à une densité uniforme de l'air, les résultats
d'expériences faites en des jours différents, corome nous l'avons indiqué plus haut (SI 8).
Tn^^^^^'**^* réelles des proJecUlea*
257. Données nécessaires pour déterminer la trajectoire réelle d'un projectile. On a donné (sections lU, IV, V) les lois du mouvement d'un projectile soumis à l'action de la pesanteur et à celle de la résistance de l'air, dans la direction du mouvement. Elles appartiennent au mouvement, dans un air calme, d'un point matériel pesant et s'appliquent à celui d'un projectile sphérique homogène et sans mouvement de rotation. Nous avons donné la solution des divers problèmes qu'on peut se proposer de résoudre dans ces circonstances.
On a vu (219) qu'il y avait entre les formules et les ordonnées réelles observées de la trajectoire d'un projectile sphérique des différences notables, et l'on a reconna qu'elles tenaient à des causes autres que les deux forces qu'on a fait entrer dans le calcul. On a reconnu également que les causes déviatrices qui agissaient sur le projectile variaient en grandeur et en direction d'un projectile à un autre, lors même qu'on cherchait à rendre les circonstances du lir aussi égales qu'il est possible; on a reconnu enfin qu'elles variaient, pour le même projectile, dans l'étendue du trajet de la bouche à feu au but. On a fait voir que ces causes déviatrices étaient dues au mouvement de rolalion dont les projectiles sphériques ordinaires sont généralement animés.
Pour déterminer le mouvement réel du projectile, on devra connaître, dans tous les cas : 1<> la direction du projectile au départ, direction qui, à chaque coup, s'écarte
plus oa moins de l'axe de la bouche à feu, un peu plus (:t néralement au-dessus (225 et 226) ; 2» la vitesse initiale qui, pour une charge donnée de poudre, varie aussi à chaque coup- dans certaines limites (230). Ces donnée3 sudisenl pour déterminer la trajectoire lorsque Ton considère le projectile comme un point matériel, ou un pro* jectile sphérique homogène et sans mouvement de rotation (secl. III» IV, V).
Si le projectile a un mouvement de rotation, on devra connaître en outre la direction de ce mouvement et la MU'sse. On ignore encore, pour la plupart des cas» la gran* tieur de la force déviatrice qui résulte d'une vitesse de rotation déterminée. On sait seulement qu'elle agit généralement dans la direction et dans le sens du mouvement *\-: rbémisphére antérieur (245). Nous avons déterminé fo grandeur, pour quelques cas des projectiles excentriques, lorsque l'axe de rotation était perpendiculaire à id direction du mouvement.
Si l'axe de rotation et le plan du mouvement restent pralléles à eux-mêmes durant tout le trajet, la déviation Continuera à se faire dans le même sens et avec une intensité qui peut varier avec la vitesse et dont on ne courait pas encore la relation.
Si l'axe de rotation du projectile se trouve être un des aies principaux d'inertie du' projectile, et que sa surface» sans irrégularité notable, soit une surface de révolution autour de cet axe, celui-ci restera parallèle à lui-même, et la déviation continuera dans le même sens. L'axe de rotation conservera une direction d'autant plus stable» que le moment d'inertie, majeur, ou mineur, sera plus Jitléreoi du moment d'inertie moyen.
Lorsque Taxe de rotation ne sera pas un des axes prin* npaux» majeur ou mineur» et que sa position sera déterniiaée par rapport à ceux-ci» on pourra, par les lois de
la mécanique, dclerminer à chaque instant du trajet la position de cet axe et cette vitesse; par leur moyen, on déterminera qu'elle est, à cet instant, la direction et la grandeur de la force déviatrice. On pourra négliger, sans erreur appréciable, l'influence de la résistance de l'air snr la vitesse du mouvement de rotation.
258. 091 tient compte séparément de chacune des forces déviatrices. Les forces déviatrices qui naissent du mouve* ment de rotation étant en général peu considérables, les vitesses qu'elles produisent et les chemins qu'elles font parcourir sont très- faibles relativement à la vitesse do projectile et à l'étendue du trajet; de sorte que leurs composantes dans le plan perpendiculaire à la trajectoire pourront être regardées comme sans influence sur le mouvement de translation, et que leur mouvement pourra être considéré d'une manière indépendante. Ces considé* rations sont particulièrement applicables au tir ordinaire des armes à feu et des bouches à feu sous de petits angles au-dessus de l'horizon.
Il en serait de même pour des arcs de trajectoire d'une certaine étendue, dans le tir des bombes sous de grands angles de projection.
259. Application au tir peu élevé au-dessus de Vhcri' zon. Prenons pour exemple le cas d'un projectile tiré sous un très-petit angle au-dessus de l'horizon, et dont l'axe de rotation serait perpendiculaire au plan vertical de projection, et le mouvement direct, c'est-à-dire que son hémisphère antérieur tournerait de haut en bas; nous supposerons de plus que l'axe de rotation étant un axe principal du corps, il cestera parallèle à lui-même durant le trajet, et que, par suite, la déviation ciura lieu constamment dans le même sens que celui de la pesanteur.
Conservons les notations admises, et nommons de plus g* la force déviatrice exprimée comme la pesanteur y, et
J<'|ieii Jaul de la vitesse de rotation ; nous la regarderons comme constante dans l'étendue du trajet. Nommons z la déviation qu'elle produit par rapport à la trajectoire normale que décrirait le projectile sans la force g'; la déviation produite par celle-ci et l'abaissement dû à la pesantcnt 9, seront dans le rapport des deux quantités g' elg; (le cette sorte, en se rappelant que V/ =: %/icos*9,
l'aliaissement dû à la pesanteur étant î^— iR>(^,V), la
«Jâiatioo sera
Duos le cas que nous considérons, la courbe restera plane ; elle sera seulement plus abaissée que la trajectoire normale.
Si le plan de rotation passant par la trajectoire au do- |iart n'est pas vertical, et que, par exemple, la partie iiifcrieure soit inclinée vers la gauche, la déviation se fera ilans le plan du mouvement et dans le sens inférieur à g3uche.
Sî Taxe de rotation n'est pas perpendiculaire à la tani:ente à la trajectoire, la force déviatrice sera diminuée ; s il Cdt dans le plan vertical, par exemple, la cause déviatrice latérale sera d'autant moins grande que l'axe sera plus rapproché de la direction du mouvement, et s'il se confondait avec liji la déviation serait nulle. Uans tous les autres cas, la force déviatrice agira dans une direction [»».'rpendicubire au plan qui passe par l'axe et par la tangente a la trajectoire.
La valeur de (f dépendra donc de l'inclinaison ; la loi suivant laquelle elle agit nous est inconnue; mais on (xturrait supposer, comme on l'a admis pour rinclinaison •i* '^ surfaces planes, et cela jusqu'à ce que des recherches ^il»êrimentales nouvelles aient permis de l'apprécier plus
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exactefnent, qu'elle esl proportionnelle au carré do smus de rinclinaison.
Si Taxe de rotation n'est pas un des axes principaux d'inertie du noobile, il changera de direction durant le trajet et variera suivant des lois connues; d'après cela, on connaîtra à chaque instant la grandeur de la force déviatiûce et sa direction, et l'on pourra encore déterminer à chaque instant la position du mobile relativement à la trajectoire normale.
260. Représentation du mouvement réel des projectiles. Pour représenter le mouvement réel d'un projectile tiré sous un petit angle au-dessus de l'horizon, imaginons un plan qui soit toujours perpendiculaire à la trajectoire normale et qui reste par conséquent sensiblement vertical; sup^ posons en outre qu'un de ses points suive exactement la tra* jectoire et se meuve avec la même vitesse que le projectile.
En traçant par ce point et dans le plan mobile une horizontale et une perpendiculaire â cette ligne, cette perpendiculaire restera dans le plan vertical de projection et le projectile, dans ses déviations, restera dans ce plan; sa position, relativement aux deux droites prises coiame axes des coordonnées, indiquera donc la déviation verticale, la déviation latérale et la déviation absolue. Le lieu des positions successives sur ce plan, sera la courbe des déviations. En marquant par des points, sur cette courbe, les positions du projectile à des intervalles égaux et assez rapprochés, on aura la représentation complète du mouvement.
D'après ce que nous avons dit, on voit que si Taxe de rotation du mobile est un des axes principaux d'inerlie, la déviation se faisant constamment dans le même sens, la courbe des déviations sur le plan des coordonnées mobiles, sera une ligne droite, et que celle-ci ne sera autre que la trace du plan méridien perpendiculaire à l'axe de rotatiofi.
Ed supposant que la trajectoire normale soit rectifiée et réduite à sa projection horizontale, les déviations rapportées à cette ligne seront, avec les abaissements dus à la pesanteur, dans le même rapport que la force déviatrice g^ à la pesanteur 9. D'après cela, il deviendra très-facile de les déterminer.
Pour rendre les effets de ces déviations plus apparents et plus faciles à saisir, on peut les projeter sur le plan horizontal et sur le plan vertical passant l'un et l'autre par la trajectoire normale rectifiée. On choisira les longueurs du trajet pour abscisses et les projections pour ordonnées; celles-ci seront prises à la même échelle que V% coordonnées du plan mobile, plus grande que celle (les abscisses.
Pour compléter la représentation du mouvement d'un projectile, on devra tracer la trajectoire normale, répon- JjQt aux mêmes abscisses, avec des ordonnées prises à une échelle plus grande ; cette trajectoire sera constante p>ur tous les projectiles tirés dans les circonstances qu'on n ?arde comme égales ; chacun d'eux ayant une trajectf.ire réelle particulière et différente, celle-ci sera repréw^niée par une courbe particulière.
^\\, Cas où la direction de l'axe de rolalion e$l variMe. Si Taxe de rotation du mobile ne se confond pas ^\oc Tun de ses axes principaux d'inertie, majeur ou min'.ur, et qu'on connaisse sa position par rapport à ceux- <i et la grandeur respective des moments d'inertie, on !•■ urra encore déterminer la loi des déviations. Ce prol<!*'me, très-compliqué, a été traité analytiquement par I''i^-on •, dans certaines hypothèses et pour des cas parti-
Il^chrrchen $ur le nwuvctnent tfes projectiles dans l'air, en * ". -iif f-qtirtl à leur mourcnirnt de rotntioiu par S. I). Poisson. — J'humai de V École f>oly technique, 1830.
eulicrs ; nous allons indiquer le moyen de le résoudre complètement par points, dans le cas général.
On divisera la durée du trajel en inlervalles détennieés
t'y t" , égaux entre eux ou inégaux et en assez grand
nombre , quatre ou cinq au moins. Pour chacun de ces intervalles on calculera les longueurs du trajet.
En partant de la position de Taxe de rotation et de la vitesse de ce mouvement au sortir de la bouche à feu, on déterminera après chacun de ces instants la position de cet axe et cette vitesse. Les principes de la mécanique et les formules du mouvement de rotation des corps', ou les considérations géométriques sur le mouvement de rotation*, eu donnent le moyen.
Cela fait, on tracera sur le plan des coordonnées mobiles, ou plan des déviations, la trace du plan qui passe par la tangente à la trajectoire et par Taxe de rotation ; la perpendiculaire à celte trace sera la direction de la déviation initiale du mouvement de rotation; si 9' est la force déviatrice qui correspond à la vitesse de rotation dans le premier intervalle, | g't'* sera le chemin latéral parcouru ou la déviation après ce premier instant; on portera cette quantité sur la droite ; la vitesse acquise dans cette direction sera (/'/'.
Dans le second intervalle t"j et sans la force déviatrice, la déviation produite eût été gW; mais la force déviatrice agissant suivant une direction un peu différente, que Ton connaît, et étant représentée par g'\ elle ferait, si elle était seule, parcourir au mobile un espace ^jV"; le chemin réellement parcouru sera donné en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux lignes, ou, plus exactement, l'extrémité
• Mécanique de Poisson.
' Théorie du mouvement de rotation des corps, pai* Poinsol.
(le celle diagonale sera ia posîlion du mobile à la fin du «Icuiiéme inlervalle.
La vilesse^ à la iln de cet intervalle, sera donnée en codeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit, en prenant pour côtés et sur les mêmes 'tireclions la vitesse g^t au commencement de cet instant, el la vitesse j^V qui serait acquise pendant cet inter\'alle |iar la force déviatrice seule. On continuera ainsi pour tOQs les autres intervalles.
On obtiendra un peu plus d'exactitude dans les rcsul- Lil5, en apportant à cette méthode les modiûcations déjà ioJiquées (156 et 157) pour le tracé des trajectoires.
Ko projetant les points obtenus de celte manière, sur le» aies des coordonnées verticales ou horizontales, on aura les déviations dans l'une et dans l'autre de ces dircclioos.
^62. Trajectoire dans le cas de plusieurs causes dévia^ tiin's coexislatites. Si le projectile n'est pas projeté suivant i\jxe de la bouche à feu, les écarts dus à cette circonstance seule auraient lieu suivant la ligne d'intersection du {•Idn mobile des coordonnées avec le plan qui passe par I aie de la bouche à feu et par la direction de la ligne de irtjection effective. Ces écarts seront proportionnels à la tân^'ente de l'inclinaison et aux dislances de la bouche à f'U. Les déviations qui résultent de cette cause devront i^tre ajoutées à celles des causes précédentes, si elles existant en même temps.
S l'air n'est pas calme, le projectile sci a soumis à l'effet (Ju vent; on déterminera les déviations qui en résultent, c< trame on l'a déjà indiqué (2â2 à 235), et on les ajoutera à b composante horizontale des autres déviations.
En calculant de cette manière des trajectoires dans >ii\er^es hypothèses de vitesse et de direction du mouif^fiient de rotation, et en les comparant à celles qu'on
observe effeclivement, on verra que ces déviations, dont quelques-unes sont Irès-singulièreSy s'expliquent facile* ment par l'existence de ces diverses causes. Réciproque* ment, d'après les déviations observées, on pourra déterminer les causes qui ont dû y donner naissance.
§iv.
TriJ^c^o'i^® d^** projectiles obloD^e dans les ran— mjéi*
263. Nécessité de tenir compte de la dérivation. Les projectiles oblongs, tirés dans des canons rayés en hélice, et introduits récemment dans l'artillerie des diverses puissances, doivent être ici l'objet d'une étude spéciale, qui cependant ne peut encore être que générale, vu que les formes des projectiles ne sont pas définitivement arrêtées Chaque projectile devra être l'objet de déterminations particulières, en ce qui concerne certains coefficients.
Nous ne nous occuperons actuellement que du tir sous de petits angles de projection, le seul encore pra-* tiqué.
On a vu plus haut (252) que le projectile oblong ne suit pas la trajectoire qui résulterait de sa vitesse de translation, de la pesanteur et de la résistance tangentielle de l'air; ainsi, la vitesse initiale de la balle creuse des car* touches d'infanterie, du poids de 32s^, tirée à la charge de 4^5 dans le fusil d'infanterie rayé, est égale à 345*-*; en prenant A = 0,019 pour le coefficient de la résistance de l'air, on trouve que l'abaissement, au-dessous de la ligne de tir, serait de IS^^GO à 400">. Mais, au contraire, l'abaissement observé dans des expériences précises est de 10°»70 ; on en conclut qu'il y a eu une dérivation verticale de 2in90.
Celte dérivation peut être comparée, soit à la pesanteur
stâl à la dérivation due au vent. Dans la première hypotliêse, en remarquant que rabaissement est proportionnel à la pesanteur, on voit que l'on rendrait compte de Tabais* sèment observé, en réduisant la pesanteur dans le rapport tie 13^60 à 10m70, ou dans celui de 9,809 à 7,72; c'est comme si la balle, dont le poids est de 32i?, était pressée Je bas en haut, avec une force constante égale à 6^82. [Kins la seconde hypothèse, on obtiendrait la même dérivation si la balle, étant sphérique, de même diamètre et Je même poids, la vitesse du vent dans le sens vertical, H dirigée de bas en haut, était égale à 3°''"i0*
Outre celte dérivation verticale il en existe une autre, qui est horizontale, et du même genre, et qu'il importe aussi de connaître, afin de diriger le tir en conséquence.
Ou peut rechercher quelle est ccllf^de ces deux hypothèses qui représenterait le mieux la dérivation, soit d'une fnrce constante comme la pesanteur, soit d'une force dé- M<itrice comme celle du vent; ou essayer d*autres lois de J(':%iation plus ou moins rapides; et, dans ces diverses Inpothéses, rechercher l'équation de la trajectoire et celles Je rinclinaison, de la durée et de la vitesse, pour un trajet Jonné.
â(U. Equation de la trajectoire des boxUets oblongs. — Li force déviatrice étant comparée à la pesanteur, Suppo- «•-^ns d*al)ord que la force déviatrice soit constante comme b pesanteur, mais dirigée de bas en haut. Il suffira de •itminoer la pesanteur g d'une quantité gf. Là trajectoire J'im projectile oblong tiré dans un canon rayé, en con- ^^rvant les notations ordinaires (art. 63), sera, dans cette li}(>utliése,
î.n^ celle expression j^est une force déviatrice vertic«ile 3;i<$anl de bas en haut, à l'inverse de la pesanteur.
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Admettons que la dérivation horizontale suive la même loi, sauf la grandeur de ^ que Ton remplacera par /, la dérivation z aura pour expression
(2) 2=^'.^ia»(«,v).
La force g^ agira latéralement et de gauche à droite, pour l'observateur placé du côté de la culasse, quand les rayures du canon, comme ordinairement, s'inclinent à droite sur la génératrice supérieure.
Indinaison de la trajectoire; durée; vitesse. L'équation (1) de la trajectoire du projectile oblong étant de même forme que celle du projectile sphérique, la tangente de l'inclinaison à une distance horizontale x sera (art. 64)
(3) tango = tangT - ^^^~^ô(«, V)-
La durée t du trajet et la vitesse Y du projectile auront les mêmes expressions respectives :
Lorsque les inclinaisons au-dessus de Thorizon seront très-faibles, la dernière expression se réduira sensiblement
265. Equation de la trajectoire des boulets oblongs. — La force déviatrice étant comparée à celle du tfenl. Dans la seconde hypothèse, celle d'un vent agissant verticalement de bas en haut, l'ordonnée de la trajectoire doit être augmentée du relèvement dû au vent supposé vertical. Or, cette expression, pour une vitesse égale à W et
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à une distance Xy est
• = v;[(D(^,V)-i] ou -^(i + Vo)Fg.
W est la vitesse d'un vent qui agirait verticalement de bai en haut; c doit être calculé, dans cette expression comme dans ilb(^, V), d'après le diamètre et le poids du projectile suppose sphérique, mais avec une valeur de A plus petite, et qui, d*après ce qui a élc indiqué pour H>*s telles de plomb pleines, a été A = 0,018; et, pour Ws balles creuses à la partie postérieure, A = 0,020.
D*après cela, l'équation de la trajectoire d'un projec* tile oblong dans un canon rayé sera
ou, en remarquant que Vo = — ,
ry) y = ^ungv^|^[ia,(a?,V)-gvo(i + Vo)F^];
(le telle sorte que l'équation de la trajectoire des boulets uUongs, tirés dans les canons rayés, ne diflere de celle J'S projectiles sphériques qu'en ce que le facteur ift>(x, V)
Wr z
•iuii être diminué de r-Vo(i •♦- Vo)F-.
Voir (art. 311, éq. 3) une autre simplilicatioii. La dérivation horizontale z sera
Itans celte expression \V est différent de W et agit horiz«ntalemenl de gauche à droite.
Indinaisati de la trajectoire; durée; vitesse. Dans Thy-
polhèse d'une force dévialrice comme le vent, on obtient l'expression de la tangente en différentiant la valeurdey de l'équation (5) ou (5*) par rapport à x^ ce qui donne, toute réduction faite,
ou
(7*) tang8=tang9-|^[ô(x,V)-gVp{l + Vo)F£];
de telle sorte que l'expression de Tinclinaison de la trajectoire d'un boulet oblong ne diffère de celle d'un projectile sphérique qu'en ce que le facteur 5(a;, V) doit être
diminuédc J^VQ(^^.Vo)F'^.
Cette diminution ne diffère de celle qui se rapporte aux
ordonnées (éq. 5*) qu'en ce que F— est remplacé par
P— ; relation analogue à celle qui existe entre *<ft>(«,V)
et &(x,\).
Quant aux durées et vitesses, elles conservent les mêmes expressions que plus haut (art. 264, éq. 4).
266. Formules de dérivations plus rapides. Si la dérivation donnée par la formule précédente ne croît pas assez rapidement avec les distances, on pourra substituer
à F--, soit e'*', soit e*^, ou simplement remplacer - par un de ses multiples - et notamment dans F—.
c xc
L'équation de la trajectoire serait avec é
(S) y = a;tang*-| — 1)1,(0;, V)+--(1 +V„)e*«,
OU
(H-; y=xUingT-?^[ift>(«,V)-gVo(H-V«)eî"^].
La tdiigcnle de rinclinaison donnée par la diflërenlia- Ujd de y par rapport à x sera
^Unee = tangT~|î.3(x,V) + |;(l + -|)^^(i + Vo)
Enfin, avec e^, on aurait pour équation de la trajectoire
y = xtanuP-|:^,ifl,(x,V) + ^-(l+Vo)e^
' 0 ï^m analogue comme précédemment.
1^ tan^'enlc de l'inclinaison de la trajectoire, don- I '*' comme précédemment par la diflerentiation de y^ 5 Ta
'U son analogue comme ci-dessus.
U durée et la vitesse ont la même expression que cid- ^«us.
i07. Comparaison des fonnxiles sous le rapport de la déru odon avec les dislanccs. Les dérivations dans les quatre !l^|H>llJé^p^ considérées (art. 2C4, 265 et 206) sont
Pour rendre la comparaison plus facile, supposons que la résistance se rapproche de plus en plus d'être proportionnelle au carré de la vitesse; alors Vo sera négligeable devant l'unité et les quatre expressions ci-dessus deviendront respectivement :
Sr'«'_a; Wa?» a: W a:' è W x' f 2V/ c' 4cV.'2c' V,*4c ' 4c W,
Ce qu'on sait des valeurs de F- et F — (66 et 67) montre
bien évidemment que le décroissement est plus rapide dans la première expression que dans la deuxième, dans la troisième que dans la première. Ce rapport est rendu plus clair par le développement en série qui est respectivement :
Les formules qu'on >îent de donner sont empiriques, sans doute, quand il s'agit de dérivations autres que celles qui sont dues au vent ou à la pesanteur, mais elles sont le plus naturellement applicables, et c'est parmi elles que l'on doit d'abord chercher l'accord avec les résultats d'ob^ servation; ou bien, comme on l'a déjà dit, assimiler les dérivations à celles qui se rapportent au vent (art. 365),
4 H X wx
en remplaçant - par - et F-- par F—, n étant un facteur à déterminer par l'expérience.
DEVIATIONS DES PROJECTILES.
i08. Applicaiians. Nous donnons ci-après les résultais d«' Tobservulion du lir de divers projecliles oblongs.
Exemple. Soit pris pour exemple le lir de projectiles oblongs du »î*»mrlre de 0*160. avec un vide capable de contenir 1^600 de [cidre et pesant 29^. Us ont élé tirés en Angleterre, en 1850. avec !d Canons Cavalii et WahrendorfT. aux charges de Z^iS et 4^534. '" .5 les angles de 5". 10^ et 15^; on a observé les portées et les L.riVs moyennes des trajets sur 12 coups, et l'on a obtenu les T' îuilits ci-après :
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K laide des formules indiquées plus haut on a essayé les dî- ^•rw^5 valeurs de A ci-après dans Texpression de la résistance de
:i.f». p = A*Rv(l + -).
L TuD a calculé les durées et les portées, d'abord comme si le \-' /rciile élait spbérique. et, ensuite dans les deux hypothèses,
* A lV|<4K|uo 4)ù ont vU* faits ces calculs (décembre 1850) aucune ii-fi*nri* n avait été faite pour la d«''tonni nation du roorfiri«»nt A -•i'»^.» 9UX |in»j<Tlili»s nblonpv.
soit d'une force verticale ascentionnelle g\ comme la pesanteur, soit d'un vent vertical de vitesse W.
En considérant le projectile comme sphérique et n'ëprouvaDt. par suite, qu'une résistance tangentielle, on a reconnu que qael que soit le coefficient A que l'on adopte, il est impossible de représenter les durées avec une même vitesse initiale sous les divers angles. On a calculé ensuite pour chaque valeur de A la vitesse initiale et la valeur de g qui représentaient le mieux les durées et les portées. On a recherché de même la vitesse initiale et la vitesse W qui représentaient le mieux les mêmes durées et les portées, et l'on a trouvé que la valeur de A = 0,018 satisfaisait le mieux dans les deux hypothèses. On a trouvé pour vitesse initiale, savoir : V = 348» =• à la charge de Z^6iS, et V = 380» •* à celle de 4*'S24; et, ensuite, ^' = 0,618 dans la première hypothèse, ou W = II™ -836 dans la seconde.
Dans cette seconde hypothèse, à la charge de 3^628. les hauteurs calculées aux trois distances observées sous 5^, 10® et IS"*. étaient respectivement — 0"5, 0"0 et — 1"0, au lieu d'être zéro (sur le sol). Ces quantités sont tout à fait négligeables. A la chaîne de 4*'524, les hauteurs étaient respectivement 7°> et 4'°3, sous les angles de 5° et lO'^, au lieu d'être zéro, ce qui est encore peu de chose à des distances de 2000^ et 3000*° ; mais la divergence sous l'angle de 15® pour une portée de 3900*" était beaucoup plus
grande- Dans la première hypothèse avec ^' = 0.618, l'accord des ordonnées calculées était un peu moins grand à la charge de 3^628. et plus grand à l'autre. Mais, dans les deux hypothèses, la dérivation calculée pour la charge de 4^524 sous 15®, ou à la distance de 4270"*. était beaucoup trop faible; ce qui fait voir qu'il faudrait adopter une loi de dérivation plus rapide (cette recherche n'a pas été faite).
Les dérivations latérales paraissent suivre les mêmes lois et sont proportionnelles aux dérivations verticales calculées: cellf's-ci sont, à une exception près, les deux tiers des dérivations horizontales.
Il est à remarquer que le coefficient A =z 0.018 est. à très-peu
DEVIATIONS DIS PROJECTILES.
f*ri*s. cooforoie i celui qu'a donoé plus lard rexpérience directe sur d«s projectiles oblongs.
Second exemple. Prenons pour second exemple les résultats d'obsenitioD du tir des projectiles oblongs des canons de campgoe adoptés en France (modèle t838).
[(lscltâts du tir et dérivations du boulet ohUmg de i2, pe$arU i i^, datiê le canon-ohuMr rayé, à la charge dei^ (expériences de La Fére en 1858); moyennes sur iO coups :
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Lrs durées des trajets permettent de déterminer la vitesse ini* îule du projectile et de vériGer la valeur de A := 0,018 indiqué l ir rex|>érieoce sur des balles de plomb.
Le$ données sont P = 111^5. 2R = 0^il9. A = 0.018; d'où
1> r = 295S3* et — = 0,0003417. Les hausses indiquées pour la
! ipieor 0*800 entre la plate-bande de culasse et le plus grand rc'.nemeDt du bourrelet, donnent directement les tangentes des .M< linaîsoos et. par suite, les angles de projection. Ces hausses 1 2 Jl^urs sont relatives au point touché du sol. La durée du trajet ' UDt I. on aura
= ^ (JXx, V), d'où V = -<S)(jr, V).
Ayanit pour chacun des deux résultais, x, i et une valeur approchée de V, qui entre dans (D(a;,V), on déterminera la valeur de V, ; ou, on la regardera comme très-approchée pour une seconde opération qui donnera la valeur définitive de Vi ou Vcos^; d'où Ton déduit V. En prenant la moyenne sur les quatre résultais intermédiaires, on a trouvé ZOl^-^, Cette vitesse et Â=r: 0,018 représentent les durées observées à 0*3, à 0*4 près. La vitesse étant déterminée on a cherché quelle valeur devait
être donnée à W dans la formule z = 7~-^(^ +V^)F5" • V^^^
représenter la dérivation horizontale observée à chaque distance: et. pour cela, on a calculé la dérivation qui résulterait de W=l*'' à chaque distance, et. la comparant à la dénvation observée, on a trouvé des valeurs de W croissant avec les distances depuis 6>b-* jusqu'à 16™-'. Ce résultat montre que l'expression de la valeur de z ne fait pas croître les dérivations assez rapidement.
En second lieu, on a essayé l'expression z= ^:^^(^»V)
et Ton a trouvé pour g^' des valeurs croissant avec les distances depuis 0.46 jusqu'à 0.88. ce qui indiquait que raccroissement quoique plus rapide que le premier ne l'était pas suffisamment. En troisième lieu, on a dans les premières expressions substitué
e'^ à F--; on a trouvé pour W des valeurs croissant depuis
W= 7,2 jusqu'à 11,8; l'accroissement de z étant trop peu rapide,
W aï* -
on a essayé, en quatrième lieu, jr = --(l+Vo) — ^*^. Alors la
valeur de W n'a plus présenté que des différences accidentelles provenant des observations et s'est trouvée en moyenne V= 6.34: elle représente assez exactement les dérivations observées.
On a calculé ensuite la dérivation verticale: et, pour cela, en conservant A = 0,01 8: V = 307>&'^ on a calculé, à l'aide de
la formule y = xtang<p — ôvT'^(^»^)» Jordonnée de la Irajeo
toire à chacune des huit distances observées. Les ordonnées qui devraient être nulles s'il n'y avait aucune force accélératrice ver-
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ticale autre que la pesanteur, ont été* négatives; la quantité donr elles sont au-dessous de zéro, ou au-dessous du sol, est la dérintioo Terticale : celle-ci s'est trouvée croissante avec les distances et égale moyeDiieiiieDt aux deux tiers de la dérivation horizontale observée.
Ces résultats sont conformes à ceux qu'on a trouvé d'après les cipéneoces rapportées dans le premier exemple.
Troisième exemple. Nous citons pour troisième exemple les n^fêriences sur le canon de 4 rayé de campagne ; dans ces expérunces. les durées n'ayant pas été observées, il en résulte une i.<* f rtitude dans la valeur de la vitesse initiale : c'est pour cette c^use que nous n'appliquons pas les formules des dérivations.
lîi M XTAT du tir et dérivatiotu de Vobua ohlong cylindrO'Ogival iiu calibre de 4, du poids de A^iOO, dans le canon de 4 rayé, à la charge de 0^50 (expériences de La Fère en 1858); 9toyenne$ sur 50 coups pour chaque distance.
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269. Point d'impact moyen. Quoique les causes déviatrices diverses qui agissent sur les projectiles se présentent à chaque coup d'un tir continu, dans un ordre qu'on ne connaît pas à l'avance, Fensemble d'un grand nombre de coups présente néanmoins certaines lois qu'on peut reconnaître et formuler, au naoins d'une manière empirique, et dont l'application présente beaucoup d'utililé: c'est l'objet du calcul des probabilités appliqué au tir.
Supposons qu'une arme soit chargée d'une manière uniforme et constamment dirigée sur un même point d'une cible verticale ou sur un point placé au-dessus; 'supposons, de plus, que la vitesse du projectile soit assez grande et l'angle de projection assez petit pour que les trajectoires ne présentent que de faibles inclinaisons avec rhorisonlale.
Les points ée ia cible, ou points d'impact, paraîtront d'abord fort irrégulièrement répartis et l'on ne reconnaîtra aucune loi dans leur arrangement. Mais, à mesure que le nombre des points frappés ira en augmentant, on verra qu'autour d'un point central, les points d'impact sont plus rapprochés entre eux que dans les autres parties, et que le rapprochement de ces points entre eux vu en diminuant à mesure qu'on s'éloigne de ce point central.
* Nous donnons ici les principes généraux de Tappiication du calcul des probabilités au tir; nous donnons également les formules des chances d'atteindre. Nous renvoyons, pour plus d'éclaircissements et pour les démonstrations des formules, à l\)uvrage que nous avons publié, en 1858, sous le titre : Calcul des probabilités, appliqué au tir des projectiles.
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Ne GODsidéroiis d'abord que les hauteurs des points dlmpacl» comme s'ils étaient tous ramenés horizontale* ment sur la même verticale, et supposons le nombre des points assez grand pour qu'il se soit établi une sorte de continuité dans leur rapprochement au-dessus et au-dessous du point central. On reconnaîtra facilement une sorte de srmétrie entre l'un et l'autre côté, à moins de causes particulières. On verra aussi que le nombre des points dimpact au-dessus de l'horizon laie est sensiblement égal à celui des points d'impact situé au-dessous. De plus, si Ton mesure la distance de chaque point d'impact au point central, c'est-à-dire l'écart de chacun des premiers relativement à ce dernier, la somme des écarts en dessus sera sensiblement égale à celle des écarts en dessous. Tout cela résoite de la symétrie qui tend à s'établir dans les écarts en dessus comparés aux écarts en dessous.
La condition d'égalité dans les deux sommes d'écarts M-rl â déterminer d'une manière précise la position du p<»int central; pour obtenir la hauteur de ce point, ou la hauieur moyenne de tous les points d'impact, il suffit de prendre la somme des hauteurs avec leurs signes, lesquels seront positifs pour les écarts au-dessus de l'horiii*ntale et négatifs pour les écarts au-dessous, et de la •liMver par le nombre des points. Le point ainsi obtenu J^'oit, en effet, de cette propriété (]ue la somme des écarts Jes points d*impact situés au-dessus est égale à la somme dtrs écarts des points d^impact situés «u*dessous.
Le nombre des points d'impact situés au-dessus peut Hêtre pas égal a celui des points d'impact situés aud* ^>ous, mais le rapport de ces deux nombres ne s'écart'^n pas beaucoup de l'unité et il s'en rapprochera d'autant plus que le nombre des points considérés sera plus grMd.
Les mêmes considérations s'appliquent aux écarts lalé-
raux, ou mesurés relativement à une ligne verticale tracée sur la cible et rapportés sur une horizontale prise sur cette même cible, laquelle est perpendiculaire an plan de tir. L'on obtient alors une verticale telle que la somme des écarts à droite est égale à la somme des écarts à gauche. L'intersection de l'horizontale et de la verticale obtenue par la moyenne des hauteurs et par la moyenne des écarts latéraux, est nommée point d'impact moyen.
270. Trajectoire moyenne. Si Ton observe la position des points de passage des mêmes projectiles à travers des cibles sans résistance et placées verticalement à diverses distances du point de départ, on aura pour chacune d'elles un point d'impact moyen ; si, par la série de ces points, on fait passer une courbe continue, on obtiendra une trajectoire que Ton désigne par le nom de trajectoire moyenne. On la regarde comme celle autour de laquelle se trouvent les trajectoires particulières et déterminée comme si les causes déviatrices accidentelles se compensaient mutuellement; c'est à cette trajectoire moyenne ainsi déterminée, et ,qui n'est pas nécessairement une trajectoire réelle, que s'appliquent les formules de balistique, comme on l'a fait voir (art. 218).
271. Ecart moyen; moyen écart. La considération des écarts rapportés au point d'impact moyen, sert à déterminer lé degré de rapprochement ou d'éloignement des points d'impact entre eux et le degré de justesse de tir. Pour cela, l'on fait^ la somme des écarts en dessus, on l'ajoute à celle des écarts en dessous, lesquelles sommes sont égales, au signe prés, et l'on divise le résultat par le nombre des points. Le quotient est ce que l'on nomme écart moyen vertical.
On opère de même quant aux écarts latéraux et l'on a Yécart moyen horizontal. Ces deux écarts ne sont pas nécessairement égaux, même sur une surface verticale.
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Le premier est généralement un peu plus grand que le ïecood, à cause des variations dans les vitesses d'un coup a TauU^ et des relèvements accidentels du projectile au départ, lesquels n'ont d'effet que dans le sens vertical.
Les écarts sont forts différents si Ton considère les portées en longueur et les écarts latéraux sur un plan incliné oa sur un plan horieontal, comme le terrain.
En mesurant 9 sur la cible verticale, la distance de (hdque point d'impact au point d'impact moyen, on aura l'S écarts absolus, et leur moyenne sera V écart moyen absolu.
Od peut aussi représenter le degré d'écartement des [H»inu par les carrés des écarts. Pour cela, on fait le carré de ciuque écart positif ou négatif rapporté au point d'im- [>act moyen ; h somme de ces carrés, tous positifs, diviyre par leur nombre, donne le moyen carré; la racine Qnée de ce nombre est le moyen écart; on désigne aussi (»* moyen écart par l'expression quadratique pour le distii.pjer de l'écart moyen qui est linéaire. On détermine diii.M séparément le moyen écart vertical et le moyen écart li'>nzoDtal.
^ Ton remarque que pour un point d'impact quelconque le carré de l écart horizontal, ajouté au carré de Técarl ^*Ttical, donne le carré de l'écart absolu, on reconnaîtra que le carré du moyen écart horizontal, ajouté au carré du moyen écart vertical, donne le carré du moyen écart
Si Ton rapporte les écarts à un point de la cible autre TJ^' le point d'impact moyen, la somme des carrés de ces <|<irt^, soit horizontaux, soit verticaux, soit absolus, sera i ' li grande que s'ils sont pris relativement à ce premier t uni; c'est-à-dire que le point d'impact moyen jouit de ' *:Uc propriété, que la somme des canes des écarts rapi -ru-s à ce point est un minimum relativement à la somme
des carrés des écarts rapportés à tout autre point; de plus, la différence des moyens carrés est égale au carré de la dislance des deux points.
La grandeur de l'écart moyen comme celle du moyen écart représentent Téparpillement plus ou moins grand des points d'impact sur la cible ou leur écartement réciproque. Il résulte de là qu'à mesure que ces quantités deviennent plus grandes, le nombre de fois qu'une petite partie de ce but sera Frappée sur un nombre donné de coups, sera de moins en moins*grand ; autrement dit, la probabilité d'atteindre le but à un coup donné ira en diminuant. C'est ce que l'on remarque constamment, par exemple, sur les écarts observés dans le tir d'une arme, lorsque la distance du but va en augmentant; les autres circonstances restant les mêmes, généralement, les écarts moyens croissent plus rapidement que les distances.
Observations. On a dit plus haut que sur un but vertical, perpendiculaire au plan vertical de tir, rhorizontale passant par le point d'impact moyen, qui appartient à la trajectoire moyenne, divise le nombre clés points d'impact en parties sensiblement égales. Si le plan de la cible s'incline de plus en plus, de telle sorte que la partie supérieure s'éloigne du point de dépari en se rapprochant d'un plan horizontal, les distances des points d'impact des diverses trajectoires particulières, mesurées sur le plan, seront de plus en plus grandes. 11 en sera de même des points d'impact des trajectoires situées au-dessous de l'horizontale.
Mais, comme les écarts considérés relativement à la trajectoire moyenne, vont en croissant avec les distances, il est facile de voir que les points d'impact fournis par les trajecloires situées au-dessus de l'horizontale, donneront des points d'impact présentant de plus grandes déviations que ceux qui correspondent aux trajectoires situées en dessous, et dont les points d'impact se trouvent alors en deçà de l'horizontale.
Il résulte de là que quoique l'horizontale divise les points d'im-
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[•Ml en oombres égaux, h somme dee écarts des points d'impact situés au delà de rhorizootale. sera néaomoÎDS plus grande que la somme des écarts des points d'impact situés en deçà. Le (•»Hit de la trajectoire moyenne ne présente donc plus sur un plan ici.iioé, et à plus forte raison sur le sol, la propriété de l'égalité i^ la somme des écarts dans les deux sens ; et, par conséquent, b moyenne des portées sur le plan du terrain ne correspond pas à U injectolre moyenne : celte trajectoire moyenne donnerait sur le sol une portée moins grande.
Oq conclut de là que sur le 90I le point de la trajectoire moyenne a'esc pas donné par la moyenne des portées ; il est en deçà. H c^D\ient mieux, pour obtenir ce point, de chercher la ligne per- (•f adiculaîre au plan de tir qui partage les points d'impact en deux iHifubres égaux ; c'est une considération dont il faut tenir compte dans les calculs de la trajectoire. L'erreur serait d'autant plus iT^ade que les trajectoires seraient moins inclinées sur le sol. Cette C'/osidération s'applique encore au tir ordinaire des bombes, quoi* ^o'a 08 plus raÛ>le degré qu'au tir des obus et des boulets sur
ksol.
272. Des chances (Vatteindre des buis de fohne et dimamans diverses. Il est ioi portant, dans l'emploi des armes i fea et des bouches à feu , de connaître à Tavonce la chance d*aUeîndre un but suivant sa forme et ses dimensions. Cette probabilité dépend de la loi des écarts.
D'après robservalion, on a pu admettre que la proba- Lîlilé d'un écart donné t est proportionnelle à une puis- ^ince d*un nombre plus petit que Tunité, laquelle puissance est égale au carré de l'écart; de cette façon, en prenant pour ce nombre l'unité divisée par la base e des l'.'garithmes naturels, la probabilité de Técart sera pro- ['»rtionneUe à e*'*; par suite, la probabilité que Técart ^'it moindre, qu'une quantité donnée sera proportion- O'-lle à l'intégrale /e^^'. Les limites dépendent de la qiiaotilé donnée. Elles dépendront également de la grandeur •lu moyen écart, et, par l'application du calcul des pro-
babililés, on trouve, en fonction du moyen écart, la pro« habilité d'atteindre, à un coup donné, des surfaces de formes déterminées.
Nous allons indiquer les résultats principaux de ces formules, en rappelant ce que nous avons dit des moyennes.
Bi, B, B„ étant, sur une cible verticale située à
une certaine distance du point de départ du projectile, les hauteurs de n points touchés rapportées à une bonzontale tracée sur cette cible; la hauteur de la trajectoire moyenne B» à cette dislance est, en tenant compte des signes,
_B. + Ba + B, SB
n fi
A, , A. . . . . A„ étant les distances des mêmes points à une verticale tracée sur la même cible , en comptant coroine positives les distances des points d'impact situés à droite, et comme négatives celles des points situés à gauche, on aura , pour leur moyenne,
_A. +Aa -fA»_SA
A„ et B„ sont l'abscisse et l'ordonnée du point d'impact moyen; il appartient à la trajectoire moyenne à la distance que l'on considère.
Si l'on opère de même à diverses distances, on aura autant de points de la trajectoire moyenne.
Écarts de la moyenne; écart moyen; moyen écart. Les écarts de ces mesures moyennes étant , relativement à la verticale, a, =Ai— A^, a,=A,— A,^,.... et, relativement à rhorizonlale, &, =:^ B, — B^, 6, = B, — B^,.... on aura, pour les écarts pris avec leurs signes.
DBVUTI0N8 DES PROJEnTILES. 459
Si A et ik sont le moyen écart horizontal et le moyen écart vertical » on aura
Si c., c, sont les écarts absolus, on aura, pour le
moyen écart absolu.
Diaprés la loi des écarts admise, H et K étant les écarts n.oyens, horizontal et vertical, le nombre des observations »:unt assez grand , on a la relation remarquable
â/i' s «H* et 2A;* s 4rR'.
Probabilité d'atteindre des surfaces, des rectangles, des fûir/'s, des cercles. Dans les formules qui se rapportent à la prubabilité d*atteindre, on rencontre l'expression suivante,
■lui dépend de la loi admise des écarts
b'iuelle est fonction de « seul , nous la représenterons par ç («). En voici quelques valeurs :
SECnON IX.
Table des vcdeurs
dc9(«) = --^ / e dt.
U,(Jdck>
La probabilité P d'atteindre uoe bande verticale indéfinie dont les bords sont à ±5 du point d*impact moyen « laquelle a ainsi une largeur égale à & dans le sens horizontal et indéfinie dans l'autre sens, est
-Cti)-
Cette forraole s'applique à une cible verticale ou au tir des bombes et du canon sur le terrain.
La probabilité d'atteindre un rectangle dont la largeur horizontale est $ et dont la hauteur est ( , est
^Wi/' Ws/"
Si h et k sont égaux ou très - peu différents et que b
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surface soi! un carré dont le côté est $ et qu'on (asse A* -fr> A* = ^, la probabilité d'atteindre le carré sera
Dans la même circonstance , la probabilité d'atteindre un cercle dont le rayon est r, est
doù
(5) ^sT.log
vnrp'
Ici log. exprime un logarithme naturel (voir table VII).
La dernière formule (5) donne le rayon du cercle qu'on a la proittbiiité P de toucher, à un coup donné.
La justesse de tir d'une arme est égale au quotient de b probabilité d'atteindre un but de peu d'étendue par la superficie de ce but ; retendue de ce but doit être assex réduite pour que la probabilité d'atteindre ne dépsse pas 0,01, ce qui, quand le but est un carré, réduit son côté
La justesse peut être exprimée avec plus de précision lorsque Ton connaît A et A ; elle a alors pour valeur
Très-souvent on apprécie la justesse du tir par le rayon du crrcle qui renferme la moitié des points d'impact ; djns ce cas, lorsque A =&, la formule (5), pour P=.0,5,
dunnc le rajon r=l,î76/i; d'où h r= — ^; la juste^5C a
o.t^illl
alors |Kjur exprt*^^ion
Dans le tableau ci-après, on donne les rayons des cercles qui renferment 0,1» 0,2 des points touchés
d*une cible verticale dans un tir pour lequel h = \.
ProbibUité P 0,1 0^ 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0^
Riyonr 0,456 0,697 0,8U 1,010 1,176 1,354 1,563 1,796 8,146
En multipliant par la valeur de h^ dans cbaque cas, les nombres de celte dernière ligne, on aura les valeurs de r qui se rapportent à la probabilité indiquée dans la ligne supérieure. On suppose ici que /t= fc ou que ces quantités sont peu différentes et qu'on a pris la valeur moyenne quadratique ht y entre h ei k, c'est-à-dire ft, = y^* "^ ^\
273. Expression des chances d'atteindre suivant les distances. Le moven écart observé dans le tir d'une arme variant suivant que le but est plus ou moins éloigné, il importe de le connaître aux diverses distances que Ton veut considérer ; le moyen écart dépendant des déviations plus ou moins grandes des trajectoires particulières, on est naturellement porté à supposer ces déviations dues à une cause unique agissant avec plus ou moins d'énergie pour chacune des trajectoires et à représenter le moyen écart par la formule qui représente les dérivations, sauf le coefficient, qui se rapporterait à la moyenne grandeur de la cause. Celle-ci peut être comparée à l'effet du vent ou aux dérivations des projectiles de forme obiongue lires dans des armes rayées (265, éq. 6). Mais on peut, dans la formule relative à l'effet du vent, faire varier la valeur
de c, ou y remplacer - par - et — par -- dans F-, et l'on aurait alors
La formule (6) se prête à la presque totalité des cas ;
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en effet, en donnant à \V et à n des valeurs convenablement choisies, la courbe calculée des écarts moyens pourra s*accorder avec la courbe des moyens écarts ob- 5onés, à Torigine et en deux autres points. Cela suffira toujours pour la précision que donnent les observations.
ns nx
Oq pourrait également remplacer P^ par e^.
Ce sont généralement les écarts moyens H et K plus faciles à obtenir que fournissent les observations anciennes ; on en déduira les moyens écarts h ei k par la relaUon 2/i' = ^H' ou 2*' = ^K' (272).
On les remplace souvent dans les observations récentes, ^l avec avantage, par les rayons des cercles qui renferment la moitié des projectiles au but.
ExmpLB. Od donne comparativement ci-après les rayons des Cf-rdes qui renferment la moitié des balles sphériques du fusil d'iD/anterie et la moitié de celles de la carabine des chasseurs â i»ipd, et délenninés par l'observation :
D.-unc» i00«n 200" 300n» 400« 500« 800»
RaTOD /dufusild'infanterie. 0,38 1,48 4,30 9,40 » t -i*^ œrcM de la carabine 0,10 0,15 0,26 0,40 0,94 2,00
Eo prenant les distances pour abscisses et les rayons pour or^ >;« Doées, on trouvera deux courbes qui présenteront l'apparence *W deux trombes: celle du fusil d'infanterie enveloppant l'autre; C'tte figure rend la comparaison de justesse très-facile. On trou- \^ra les coefiBcients W et n de la formule (6) qui représentera le OiiHux les rayons, comme on l'a fait pour ces dérivations. L'on trouve ainsi que la courbe des rayons relatifs au tir du fusil d'in- {anterie, dans l'exemple ci -dessus, est assez exactement repré- ^ Citée par la formule (6) donnée plus haut, dans laquelle on a cooï'.né les notations admises pour x, c. Vo. V, et W. en prenaAt \ = 4i,*>» et r, étant le rayon du cercle qui renferme la moitié '.♦ ^ bal|/^.<(.
En prenant n sr 1 , W = S>b ^ «70. on obtient les résultats ci-après :
Distances lOOm 200« 300» 400»
Rayons calculés ' 0m34 lni62 4m37 9«n40
Les différences entre ces résultats et les nombres résultant do tir ne dépassent pas notablement celles qui tiennent aux errean d'observations.
hutao, fimm ir tikm m th.
374. Des différentes espèces de tir. La trajectoire que i^'crity dans Tair, un projectile d'un calibre déterminé et dnnl, par conséquent, le diamètre, la densité et le poids, urient très-peu de l'un à l'autre, dépend essentiellement •ie Tangle et de la vitesse de projection ; on peut faire ^:irier ces quantités dans des limites très-étendues.
Lorsqu'on se donne la vitesse du projectile en détern.inant en conséquence le poids de la charge de poudre, f'tï doit déterminer l'angle de projection de manière à f:iire passer la trajectoire par le point à battre; c'est le f^s ordinaire des canons. Dans d'autres cas, comme avec l^-^ mortiers, on se donne l'angle de projection, et Ton d« termine en conséquence la vitesse initiale que doit aiofff le projectile, et, par suite, la charge de poudre 'que dnft recevoir la bouche à feu. L'angle de chute, la durée do trajet, la vitesse du projectile au but et les autres cir- ''•nstances du tir, sont des conséquences de l'angle et de h vitesse de projection.
Ddns d'autres cas, comme dans le tir plongeant destiné â frapper des objets cachés aux coups directs et situés les parapets dont on se couvre dans la défense
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des places assiégées, l'angle de chute ou la position da point du terre-plein caché que frappe le projectile après avoir effleuré la crête de ce parapet, est une donnée importante ; l'on doit, dans ce cas, déterminer à la fois la vitesse et l'angle de projection qui satisfont à ces conditions. Nous allons indiquer : !<> les moyens que l'on emploie pour donner à la bouche à feu l'inclinaison voulue; ^^ les chaînes de poudre au moyen desquelles on obtient les vitesses initiales nécessaires ; 3^ les divers genres de tir; 40 la construction des tables de tir; 5o les modifications en ce qui concerne l'emploi des canons rayés.
275. Pointage des bouches à feu. Pour pointer une bouche à feu, il y a deux conditions à remplir, savoir: l^' placer l'axe de cette bouche à feu de façon qu'il coupe la verticale du point à battre ; 3<> lui donner l'inclinaison nécessaire, laquelle dépend de la distance.
Pour que cela puisse se faire, on a dû marquer à l'avance sur la bouche à feu, par des traits ou par des crans qu'on appelle crans de mire, la trace du plan qui passerait par Taxe de la bouche à feu et serait perpendiculaire aux tourillons qui sont eux-mêmes perpendiculaires à cet axe.
Les tourillonç de la bouche à feu étant placés horizontalement, on amène la ligne qui joint les points ou crans de mire dans le plan vertical du but; ensuite, on fait tourner la bouche à feu sur ses tourillons jusqu'à ce que l'axe, qui reste ainsi dans le plan vertical du point à battre, fasse avec l'horizon l'angle de projection voulu.
Les affûts des bouches à feu destinées aux sièges, et quelquefois ceux de campagne, sont placés sur des
plates-formes horizontales ou inclinées dans le sens du tir, ce qui place naturellement les tourillons horizontaux. Les bouches à feu de campagne au contraire sont ordinairement sur le terrain naturel, d'où résulte que les tourillons sont souvent inclinés. De là, une cause d'erreur et b nécessité de la faire disparaître par une correction dans le pointage dont nous parlerons plus loin (288).
276. Pointage des mortiers. Les mortiers, que l'on tire ordioaîreinent sous de grands angles de projection, sont placés sur des affûts peu élevés et derrière des épaule- Hients d'où Ton ne peut généralement pas apercevoir le point à battre ; ils sont diriges au moyen d'un fil-à-plomb et à vue, sur deux fiches dirigées à l'avance dans le plan vertical passant par le but, ou au moyen d'autres points fiies qui remplissent la même condition.
Ce procédé n'est pas susceptible d'une grande précision ; on en obtient un peu plus en faisant usage d*un cordeau tendu ou de points de repère tracés sur la plateforme ei qui permettent de rectifier le tir d'après le résallal des premiers coups. Néanmoins, les erreurs qui peuvent provenir de ce mode de pointer sont faibles en comparaison des déviations ordinaires qu'on observe à chaque coup et qu'on ne sait pas éviter.
On donne le plus souvent au mortier l'inclinaison voulue au moyen d'un quart de cercle, divisé de degré en degré, sor un plateau carré en bois portant un fil-à-plomb sus- (•eodu au centre de l'arc de cercle. Ce quart de cercle 4uit autrefois partagé en douze divisions nommées points, d où sont venues les expressions : donner le point, pointer, pointage.
S77. Choix de Vangle de tir. Le tir des mortiers a lieu S-7US des angles qui dépendent de l'objet qu'on se propose, niais qui sont en général très-élevés, el l'on fait varier la charge de poudre de manière à obtenir la vitesse initiale
et la portée nécessaire ; cette charge est variable suivant la nature et la qualité de la poudre^ et suivant l'état de dégradation de l'âme du mortier.
On choisit l'angle de 60^ quand on veut obtenir une grande vitesse de chute pour enfoncer des voûtes ou de forts blindages. On emploie l'angle de SO^ quand on veut que le projectile, en tombant, ne s'enfonce que peu dans le sol et que ses éclats produisent plus d'effets meurtriers à sa surface. Lorsqu'on veut que la bombe ne s'enfonce pas et qu'elle agisse comme les obus dans le tir plongeant, on tire les mortiers sous des angles de i5<> à \Q9. L'inclinaison la plus usitée est celle de 45^, ou un angle un peu au-dessous, qui, à égalité de vitesse, donne la portée maximun. On regarde cette inclinaison comme donnant le minimum de déviation; cette opinion n'est exacte qu'en ce qui concerne les déviations renfermées dans le plan vertical et provenant d'un écart dans la direction au départ ; mais elle ne l'est pas en ce qui concerne d'autres causes de déviation ou les déviations latérales; celles-ci décroissant plus rapidement que les durées des trajets, elles diminuent avec l'inclinaison de la bouche à feu par suite de l'augmentation des vitesses initiales nécessaires pour que les projectiles aient la même portée. L'inclinaison à laquelle correspondent les moindres déviations, dépend aussi de la distance du but, de sa forme, de ses dimensions absolues et du sens dans lequel sont les plus grandes dimensions.
Dans les applications des formules de balistique au tir des mortiers, il est important de tenir compte d'un relèvement habituel de la bombe au-dessus de l'axe des mortiers; l'observation nous en a prouvé l'existence; cette assertion confirme d'ailleurs la comparaison entre les portées, les angles de projection et les durées obsen'ées, et qui autrement présente des différences inexplicables.
D'après quelques observations directes sur des in(M*tiers de 22^, nous avons trouvé l'angle de relèvement moyen- Dément égal à I de degré.
278. Pointage des canons et des^ obusiers. Les canons et les obusiers sont tirés sous des angles variables ; ceux-ci Toot quelquefois jusqu'à 15* ou 16^ quand on veut que le projectile arrive au but en plongeant derrière les masses couvrantes et qu'il atteigne des objets qu'on ne peut pas découvrir directement.
Les canons et les obusiers portent deux crans, l'un sur b plate-bande de culasse» l'autre sur le bourrelet ou la plate- bande prés de la boocbe; la ligne qui les joint, et qu'on nomme ligne de mire, passe ainsi par les points les plus élevés de la bouche à feu et se trouve dans le plan qoi serait mené par Taxe de celle-ci, perpendiculairement à celui des tourillons.
Les tourillons étant horizontaux, on dirige la ligne de mire sur la crête du parapet; ensuite, on fait tourner la bouche à feu autour des tourillons jusqu'à ce que l'axe ait rinclînaison voulue; dans cette détermination, on doit t«Dir compte du .relèvement habituel du projectile, au sortir de Târoe (225 à 227).
Ou mesure l'inclinaison au moyen d'un fil-à-plomb et «l'an arc de cercle tracé sur une sorte de triangle évidé en bois, qui affecte ainsi la forme d'un sexlan. Les divisions sont plus grandes que sur le quart de cercle employé pour les mortiers et l'on peut pointer avec plus de précision; cette condition est plus importante dans ce tir, parce qu'une petite erreur sur l'inclinaison produit, dans k-i portées, une différence dont l'étendue augmente d'au- *3ot plus que la vitesse est plus grande.
tjuaiid il s'agit d'expériences, on remplace avec avan- VfZ^t les arcs de cercle et le fil-à-plomb, par une sorte de îrfu&se éqaerre de grande longueur et un niveau à bulle
d'air ; l'une des branches se place sur la bouche à feu ; l'autre, qui est mobile, sur un arc de cercle ou sur une ligne droite divisée, est mise horizontale à l'aide d'un niveau à bulle d'air.
Pour avoir I9 véritable inclinaison de l'axe avec ces instruments , il faut tenir compte' de l'inclinaison que fait avec cet axe la génératrice de la sur&ce extérieure sur laquelle on les applique.
Celte inclinaison est mesurée par le rapport de la différence des demi-diamètres de deux cercles de la surfoce du renfort sur lequel on pose l'instrument, à la distance qui les sépare. Ces dimensions sont, en général, données avec exactitude, par les tables de construction des bouches à feu.
279. Pointage au moyen de la hausse. A l'emploi du quart de cercle et à celui d'aqtres instruments dont les arcs divisés, toujours d'un petit rayon, ne donnent pas une grande précision, on a substitué un procédé dans lequel la longueur de la bouche à feu sert de rayon, et où l'arc divisé en degrés est remplacé par une petite règle divisée en parties égales.
Celte règle est placée à la plate-bande de culasse, sur le rayon qui est perpendiculaire à l'axe des tourillons; la quantité dont elle sert à prolonger ce rayon, s'appelle la hausse. Le rayon visuel qui part de l'extrémité de la hausse et qui est tangent au bourrelet dans les canons, à la plaie-bande de la bouche dans les obusiers, est dirigé sur le but; cette ligne de mire fait un certain angle avec l'axe. Lorsque la hausse est déterminée pour la position donnée du but, on fait mouvoir la bouche à feu jusqu'à ce que le rayon visuel passe par le point à battre. Dans celte position^ l'axe de la bouche à feu a l'inclinaison voulue, et la trajectoire passe par le même point de la ligne de visée.
Par ce moyen, une seule opération suffit pour pointer;
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il ai résulte que le procédé est i la fois trés-expéditif et très-exact.
280. Rdalion des hausses el des angles de mire. Soit 0 (Fig. 55) le centre de la bouche à feu, OA le prolongement de Taxe, M le point à battre, P sa projection sur rhorizontale OP ; soit OB le rayon du bourrelet, et DC celui de la culasse, situés dans le plan vertical de tir; on mène MB ; cette ligne détermine sur le rayon DC de la culasse prolongé un point F, et la hausse CF qui con- TÎent à la distance OM. Si le point I est l'intersection du rayon visuel BH avec l'axe prolongé OA, l'angle FiD est faogle de mire égal à l'angle FB6, BG étant mené parallèlement à l'axe OD de la bouche à feu.
L'angle de mire m est facile à déterminer au moyen de laagle de projection AOP = ç, de l'angle d'élévation du bat 1K)P = f , et de l'angle BMO =-. t, sous lequel le rayon de la culasse est vu du but ; car, le triangle IMO donne FID=AOM-i-IMO, ou
On a déjà fait voir (103) que, tant que les angles ne sont pas grands, c'est-à-dire dans le tir habituel des canons et des obusiers, l'angle de projection rapporté à la lipie qui va de la bouche à feu au but, est sensiblement indépendant de l'élévation de ce but; et, comme l'angle f est constant, cela revient à dire que si le point H s'élève, es restant toujours à la même inclinaison du point 0, et que l'inclinaison relative AOM du canon reste la même, b trajectoire passera par le point M et que l'angle de luu-e FID restera aussi le même. Le rayon visuel FD devra ii<>Qc constamment passer par le point H, et on devra |H>ioier de la même manière sur le point à battre H, quelle que soit son élévation.
Cette propriété précieuse rend simple et exacte le pointage ail moyen de la hausse.
L'angle % est toujours très-petit, et on peut le négtigtf quand les dislances du but sont grandes ; alors, l'angle m est directement donné par les formules qui se rapportent au tir (103, éq. 31 et 32).
281. Calcul des hausses. Comme ordinairement les angles 9 et t sont très-petits, on peut remplacer les arcs par leurs tangentes, et on aura
langm = tang(ç — ») + tangt,
OU, en désignant par <p. l'angle de projection relatif et égal à 9 — f , on aura plus simplement
tangm = tang^^ -|- tangt.
Si l'on nomme r le demi-diamètre OB du bourrelet, R le demi-diamètre DC de la culasse, H la hausse CF, I la distance des deux cercles, a la distance du but, on aura
tangm = — ; — , et, sans erreur appréciable, tangi =- ;
d'où l'on tirera
R-r + H ^ , r =tang(Pi4--,
et
HssZtangç,— (R — r) + r'.
Quand la distance a du but sera grande, et qu'en conséquence on pourra négliger r - , on aura simplement
H = ïtang<p,— (R— r).
Les dimensions 2 et R — r sont données par les tables de construction des bouches à feu, et sont ob^rvées rigoureusement dans l'exécution. On pourra donc, pour chaque bouche à feu, dresser une table de la relation des
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Iiousses ïif aux angles relatifs de iir^, ou 9 — f, elle sera ainsi indépendante des dislances.
En y joignant, comme petite table de confection, les
\aleurs (le r - , calculées pour quelques distances, on aura
fdcilement la valeur exacte de la hausse. En partant de la valeur de 9, ou 9 — i, déjà donnée
\!(W, éq. 31), et qui est tang(9— •) = — ift,(a, V), la for-
mule des hausses sera
*m plus simplement, pour les grandes distances,
H = / . ^^Aay V) — (R - r).
iSi. But en blanc. Lorsque, pour les dimensions R, r et / de la bouche à feu, la charge que l'on emploie, et la dî>tance a du but, l'angle 9, ou 9 — i est égal à m, j!'.>r$ H est égal à zéro, et le pointage s'exécute en visant («ar les sommets des cercles de la plate-bande de culasse tt du bourrelet. Ainsi (Fig. 55), le rayon visuel qui passe Y^T les points C et B va rencontrer la trajectoire en m ; b distance Bm = a est celle qui satisfait a cette conditi«>n. Dans ce cas, on dit qu'on pointe àt but m blanc; <^m est la distance du but en blanc relative à la bouche à f'u, à la charge et aux autres conditions du chargement, làngle CBG que fait CB avec l'axe est Yangle de mire nat^rH, et la ligne CBm est la ligne de mire naturelle; par '^•{'l'osition, les autres lignes de mire sont dites lignes de mire ariificieUes.
La ligne CB et la trajectoire ont un premier point d'intersection en n, lrés*prés de la bouche à feu, et qui se
GO
confond presque avec le point I, sur l'axe OA. Ce point est à considérer dans le cas du tir des canons à très-pelile dislance. La seconde intersection m seule détermine la position du but en blanc.
283. Quantité dont on doit viser au-dessus du but pour l'atteindre. On peut apprécier l'inclinaison de la bouche à feu, en déterminant la quantité dont il faut viser au-dessus du but pour l'atteindre.
Si, pour trouver cette quantité, on abaisse du point H une perpendiculaire MQ sur le prolongement BQ de GB parallèle à l'axe, cette ligne sera parallèle à DF, et elle coupera la ligne de mire naturelle CB en 9 ; la similitude des triangles M^B et BFC donnera Mg ! CF 1 1 BQ : BG,
d'où Mo = . Or, dans les limites où l'on peut poin-
BG
ter ainsi, BQ ne diffère pas d'une manière appréciable de OM ou de a, et Mq représente la distance du point visé au but; en l'appelant Q, GF étant la hausse H, on aura
Si à la hausse H on substitue sa valeur en fonction de la distance qui est H = /. —ia)(a, V) — (R — r)-i- r-, on
aura
284. Hausses négatives et quaiUités dont il faut pointer au-dessous du but pour l'atteindre. Si la distance d'un point à battre tel que m, était moindre que celle du but en blanc, le rayon visuel qui passerait par le sommet du bourrelet viendrait rencontrer le cercle de la culasse audessous de la plate-bande ; dans ce cas la hausse serait
ncgaiîve el l'on ne pourrait pas s'en servir pour pointer. Il faut alors viser au-dessous du but d'une certaine quantité pour Fatteindre.
Le sens de la hausse est indiqué par le signe moim, et >o grandeur est donnée par la même formule que précétloriimenl; en faisant 0, = — 0, elle aura pour expression
Q, =a— j -.-|fi,(a,\) — r;
elle conservera avec les hausses négatives la même relation que précédemment, en faisant H. = — II, on aura
aux distances de la première et de la seconde intersection lie la ligne de mire et de la trajectoire, on aura Q, = 0, et on pointera directement.
Ces dernières considérations s'appliquent particulièreintrot au tir des armes à feu portatives.
"iKK Observalioiis relatives au relèvement du projectile 'i à la jwsition du'point de chute sur le terrain. Dans le- •.jUuI des hausses, on devra tenir compte du relèvement i.'tA**n des projectiles au-dessus de l'axe de l'àme (ââ6 j ii^\, \\ a pour résultat d'augmenter d'autant l'ongle de ptMjtM tion el l'angle de mire, ou, ce qui revient au mêtne, t«ini que les angles restent petits, la tangente Irigoiioméirit]ue de l'angle de mire est augmentée de la tangente t •i"* cet angle de relèvement; par suite, on doit diminuer Il hausse II de <./, ou regarder R comme augmenté de ^'ite même quantité, comparativement à ce qyi aurait ta sans ce relèvement.
Li>rsi|ue le point que frajipe le projectile est sur le terniio, Tangie ç — f doit être compté par rappoi*t à ce k^iol, et il y a lieu de tenir compte de sa |)osilion au*
dessous de l'horizontale qui passe par le centre de la bouche à feu, et qui rend alors t négatif sur un terrain horizontal.
286. Cas où la ligne sur laquelle on compte les tiausses est inclinée. — Arrondissement du boutrdet. — Crans de mire. Nous avons supposé que la hausse était comptée à partir du derrière de la plate-bande de culasse, et perpendiculairement à Taxe de la bouche à feu. Lorsqu'on applique la hausse sur la génératrice de la surface troncconique du cuUde-lampe, celle-ci étant un peu inclinée, les hausses se trouvent par cela même réduites; pour les ramener à la grandeur qu'elles doivent avoir, il faut les multiplier par la sécante de l'inclinaison.
A mesure que l'on prend des hausses plus grandes et que la ligne de mire s'incline davantage, le rayon visuel ne passe plus par le même point du bourrelet, il s'élève au-dessus; l'inclinaison du canon est donc un peu trop faible, mais la différence est extrêmement petite et peut être négligée, surtout quand l'arrondissement est fait avec un petit rayon.
On compte ordinairement la distance l des demi-diamètres, à partir du derrière de la plate-bande de culasse; on doit remarquer qu'alors la présence d'un cran do mire pratiqué dans celte plate-bande, permet de faire passer le rayon visuel par la circonférence supposée continue du bord postérieur de cette plate-bande; autrement, le rayon visuel partirait de l'extrémité antérieure de la plate-bande, et, dans le tir de but en blanc, il faudrait tenir compte de la diminution de la valeur de L
Les crans de mire servent essentiellement à donner la direction ; l'inclinaison se donne comme si les surfaces des plates-bandes du bourrelet n'étaient pas interrompues.
287 . Pointage par l'abaissement de la culasse. On détermine aussi l'inclinaison de la bouche à feu, par le mou«
\emenl d'un point de la plale-bande de culasse, ou mieux Je rextrémité du boulon de culasse, au-dessous de la lK)>iiion da but en blanc.
On doit remarquer qu'après avoir pointé de but en blanc, c'est-à-dire qu'après avoir dirigé la ligne de mire CB iFijr. 56) sur le point à battre M, H étant la hausse CF qu on aurait dû employer, on doit encore faire tourner la iioache à feu autour de ses tourillons jusqu'à ce que la ligne FB vienne en CB dans le prolongement de BM ; par suite, on verra que l'angle que doit décrire la bouche 3 feu autour de ses tourillons est égal à FBC, dont la tan-
iTcnte est sensiblement égale a j.
Soit T le centre des tourillons, G l'extrémité du boulon, et TC = T la distance de ces points; si TK est la position que doit prendre la ligne TG, l'angle GTK devra être égal à
Tangle FBC, et on aura sensiblement GK = -f.
Pour obtenir celte position, on place une règle divisée a-?ez longue suivant GL, perpendiculairement à GT; le point L étant fixe, la longueur de la règle sera diminuée
HT
Je — ; et, après l'avoir remise en place, on fera tourner
la bouche à feu jusqu'à ce que le point G soit arrivé en K, sur le nouveau point de division de la règle. Les petites erreurs qui proviennent de la manière dont on compte les angles, peuvent être négligées, parce que les inclinaisons sont fort petites. C'est un procédé commode, qui I-Tmet de continuer à pointer la bouche à feu en la renM'tiaut à chaque coup dans la même position , et sans M>erde nouveau; il s'applique aussi bien en derà qu'au 'I "là de la distance du but en blanc. 11 présente un grand avantage la nuit , par exemple , avec des bouches à feu l'îdcées sur des plates-formes solides.
288. Inclinaison des tourillotis; erreur et correction ^ dans le pointage. Dans le pointage au moyen de la hausse, on n supposé que les tourillons étaient horizoDloux ; s'ils ne le sont pas , on commet une erreur qu'on peut calculer, et Ton doit corriger le pointage en conséquence.
On suppose que dans la bouche à feu (Fig. 57), dont Taxe DO est prolongé suivant OB', (a) représente la projection sur un plan pai*allèle à la fois à l'axe des tourillons et à celui de la bouche à Teu , (b) une projection perpendiculaire à Taxe des tourillons, et par conséquent parallèle à Taxe de la bouche à feu , (c) une projection sur un plao perpendiculaire à Taxe de la bouche à feu ; soit OB le rayon à lu bouche, et DC le itiyon à la culasse; on mène par le cran de mire B du bourrelet, une ligne parallèle à Taxe ; elle coupera le plan de la culasse en un point G ; C étant le sommet de la culasse, CF sera égal à la hausse H qui convient à la distance a. En prenant sur la ligne de mire DM = a , on aura un point de la trajectoire. Soit toujours R le rayon DG à la culasse, r le rayon OB au bourrelet , et 9 — t l'angle de projection relatif.
Si l'on imagine que la bouche à feu tourne autour de l'axe de Tàme et que le tourillon de gauche s'élève de telle sorte que son axe fasse un angle a avec la position primitive et horizontale (c) ; la trajectoire ne sera pas changéCf ni le point d'intersection 1, ni le point touché H; mais, la ligne de mire le sera ; le point G sera en G'(a), (c), le point F en F', le point B en B', le point M à l'extrémité de la ligne de mire aura décrit un arc de cercle MM' (c), l'angle MDM' (c) sera égal à * ; de sorte que pour que le point frappé soit encore M , le point visé doit être M'. Par conséquent, le point qu'on doit viser, sur un plan perpendiculaire à l'axe, doit être sur la gauche d'une
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i|uantité égale à la perpendiculaire M'P, et plus haut, d'une quantité égale à MP.
Si Ton nomrae b la distance 01 de la bouche à Tinterseclion de la ligne de mire avec Taxe, et que Ton remarque que OB et DC étant parallèles, on aura 01
:iîr,::OB:GF, d'où oi = 5^, ou 6 = -_f:l_;
lyi vc l'on aura aussi D'il ! Ul I .' FG I BG ; d'où ' égale
BG
I/M ou son égale DM (c), or, D'I = a — 6; on aura donc
DM - j j r;
•le là, on déduit pour rerrour dans le pointage, ou la OTreclion horizontîile E = M'P, et, TeiTeur verlicale .'t.int e = PM, en remarquant que PM ~ DM (1 — cos«t) = I)M.2sin*7ci, on aura
In valeur de - étant ordinairement d'un très-grand nombre
d'unités, on pourra négliger r devant -r, et on aura plus ^ilnpleroenl
E = - (H + R — r)9inoi, r = -(H + R — r)2sin4«.
En remplaçant, dans ces expressions, , on
•Lins >on égale (281) tang(ç — 0 "♦* "» P^'' ^^ valeur en Iwcûon de la dislance (108, éq. SI), on aura, pour la
correclion horizontale
E = ^ife(a,V)sin«,
et pour la correction verticale
a' e= — -ia>(a,V)2sin'.ja.
On voit, par là, que Terreur que Ton commettrait, par suite de la non horizontalité des tourillons, est proportionnelle à la tangente de Tangle de projection ; elle est de plus proportionnelle au sinus de l'inclinaison des tourillons, dans le sens horizontal, et au carré du sinus da demi-angle, dans le sens vertical.
D'après l'expression de la hausse en fonction de la distance, et en remarquant que Tft,(a, V) croit avec a et avec
V, et que h est égal à ^ , on voit que les erreurs croissent
plus rapidement que les carrés de ces distances ; .elles décroissent quand les vitesses initiales augmentent, mais moins rapidement que le carré de ces vitesses.
Dans les limites des inclinaisons qu'on peut admettre pour les tourillons, 2sin^tf sera beaucoup plus petit qoe sin«; de sorte que les erreurs en hauteur mesurées sur le plan vertical, sont beaucoup plus faibles que les erreurs en direction; mais, si l'on compte les erreui-s en portée, sur le plan horizontal, en remarquant qu'elles seraient égales aux premières divisées par la tangente de l'angle de chute, on verra qu'elles seront au contraire généralement exprimées par des nombres plus grands que les premières, quoique beaucoup moins importantes pour l'eflet des armes.
On reconnaîtra le degré d'importance de ces corrections, par un exemple particulier. Ainsi, pour le canon
li>$e de campagne de 12, è la distance du but en blanc^ on aura a = 525™, R = 0™169, r = 0™1335, ( = S^OSe. Supposons * = 10«, Tenreur hori^onlale sera 1n™56j ou rnviron 0«15 par degré d'inclinaison des tourillons;
Dans le sens vertical, Terreur sera 0">136, et sur le terrain horizontal elle correspondra à environ 5°>.
Si Ton détermine l'inclinaison par la différence de niveau des roues de raffut et qu'on la suppose 0^10 sur leur écar* teroeni qui est 1°^765, mesuré dans le haut, on aura
sia« = T-z:z\ Terreur horizontale sera 0"52. C'est envi-
ron (M)5 par chaque centimètre d'élévation.
On aurait sensiblement les mêmes résultats pour le canon de 8 sur Taffùt de campagne.
289. Conditions qui fixent la distance du but eti blanc. ^fuand Ton Gxe les dimensions des bouches à feu, on est nnitre de la différence R — r, et par suite de l'angle de mire m et de la portée du but en bhmc, pour une charge de poudre donnée. Cette détermination a une grande importance pour la facilité du pointage. On s'est longtemps attaché à régler Tangle de mire naturel, de façon que la portée de but en blanc fût égale à la distance ordinaire da combat, et, pour le tir des canons aux charges ordinaires de guerre, on Ta fixée entre 450>" et 600°>, suivant leur calibre. Au delà de ces distances, on donne Tinclinaisoo avec les hausses sans difficulté; en deçà, on doit pointer en visant d'une certaine quantité au-dessous du but. Il arrive par là, que dans une grande partie de l'intervalle, ceUe quantité est plus grande que la hauteur du but, el que Topération devient trés-diflicile, souvent même impraticable contre des hommes ou des cavaliers placés Hir on champ de bataille^ ou contre les épaulements des tranchées dans les sièges ; cette quantité est de i^60 avec les canins de campagne à âme lisse, et de 4"> et 5*"
avec les canons de siège, à la charge du j ou de 7 do poids du houlet.
Dans les obusiers adoptés en France en 1829, on s'est imposé la condition qu'on n'eût jamais à pointer au-dessous du» but d'une quantité aussi grande que la hauteur de ce but, et qu'ainsi en visant au pied on pût toujours atteindre l'objet. Au delà de la portée de but en blanc, les hausses sont par là un peu plus grandes, mais cela ne présente qu'un très-faible inconvénient.
La portée de but en blanc d'une bouche à feu augmente avec le poids de la charge de poudre et avec les modifications qui augmentent la vitesse du projectile. Elle diminue avec les changements en sens contraire.
La portée de but en blanc des fusils des modèles antérieurs à 1840, était de 120"», le fusil étant sans baïonnette; lorsque le fusil avait sa baïonnetie, la ligne de mire devenait à peu près parallèle à Taxe du canon ; par suite, il fallait toujours viser au-dessus du point que l'on voulait toucher.
Dans le fusil adopté en 1840, la distance du but en blanc a été portée à 150^"; pour atteindre au milieu du corps un homme situé à une dislance plus petite que 150fl>9 on n'a pas, avec cette arme, à viser plus bas que les genoux, et Ton n'a pas à viser plus haut que la coiffure aux distances plus grandes, du moins jusqu'à celles où le tir conserve encore assez d'efficacité. Dans ces limites, on n'a jamais besoin de hausses.
Avec les carabines des troupes à pied, qui conservent une grande justesse à des distances beaucoup plus grandes, on fait usage d'une hausse particulière fixée sur l'arme.
290. • Vitesses initiales imprimées aux projectiles, à Viùile de la poudre dam les bouches à feu. L-3 vîlesse inîliale que doil posséder le projectile au point de dcparl rnnMdéré, peut lui être imprimée par divers moyens. Tellt?s ont été : les anciennes machines de guerre, l'air .tlmospliérique comprimé dans les fusils h veni, la vapeur <tVau à une grande tension, etc.; telle est maintenant la ['**uAre enflammée dans les bouches à feu ou dans les armes à feu ; nous ne nous occuperons que de ce dernier n.>o>en, actuellement en usage et susceptible d'imprimer •k très-grandes vitesses aux projectiles.
La vitesse initiale dépend non-seulement de la nature d»» la poudre, du poids de la charge, mais encore du mode .!♦» chargement. Le mode de chargement doit être appro- [•né aux circonstances et aux conditions qu'il importe le plus de remplir. Telles sont, avec les bouches à feu de «ampagne, la facilité d'exécution dans le tir et la conservation des munitions dans le transport; avec les canons <!*: siège tirés à grandes charges, la moindre dégradation •Ijns le tir; la possibilité de tirer au-dessous de l'horizon a\ec les canons de siège et de place; la régularité des vit'>bes pour le tir à feu plongeant des canons et des obu- M*?rs tirés alors à faibles charges.
Pour qu'on puisse faire l'application des formules ba- 'i^tiques à la pratic|ue, on doit connaître dans chaque cas le poids de la charge de poudre qui peut imprimer au l'ï'jeclile la vitesse déterminée et indiquée par les for- Ciules; et réciproquement, la vitesse initiale (]uî résulte iune charge de poids donné d'une poudre déterminée.
Les résultats qui suivent, proviennent d'expériences faites au moyen du pendule balistique avec la poudre ordinaire de guerre et des bouches à feu en très-bon état; ce sont les vitesses initiales, c'est-àrdire les vitesses à la bouche des canons ou des obusiers ; ceux qui se rapportent aux canons de Tarmée de terre résultent des expériences faites à Metz, de 1 836 à 1 840 * ; ceux qui se rapportent aux canons de la marine résultent des expériences faites à Lorient, de 184ï2 à 1846'; ceux qui se rapportent aux balles de fusil résultent d'expériences faites aa Bouchet, en 1848 3.
Les résultats particuliers, c'est-à-dire les vitesses qu'on obtiendra dans chaque cas, avec les bouches à feu et les projectiles de même calibre, et avec des charges de poudre de même poids et de nature à peu près égale, pourront différer d'un coup a l'autre suivant l'état de cette poudre; ce sera là un des éléments qui feront varier les vitesses de quantités notables, et que l'on ne peut pas préciser ici ; on se contentera de dire qu'on ne doit pas estimer l'augmenlation ou la diminution des vitesses initiales daQS le tir du canon et des obusiers d'après celles qu'on déduirait des portées du mortier éprouvette (84 et 16), comme l'ont enseigné jusqu'à ces derniers temps Lombard et plusieurs autres auteurs.
* Archives de TartiUerie, au dépôt central; huitième rapport de la Commission des principes du tir.
■ Expériences d'artillerie exécutées à Lorient, à l'aide du pendule balistique. Paris, 1847.
* Mémorial d'artillerie, n» VII, page 322.
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292. Formule des mlesscs iniliales en fonction du poi(h des charges de poudre. Les tableaux qui précèdent donneront les vitesses des projectiles eu usage aux diverses charges de poudre; mais, quand on fera varier le poids de la charge de poudre, le poids ou le diamètre du projectile, ou qu'il sera question de bouches à feu ayant des diamètres ou des longueurs d'âme différentes, la vitesse variera. Nous donnons ici une formule qui représentera assez exactement les variations de la vitesse, quand on partira d'une vitesse connue et d'une charge donnée, au moins dans certaines limites.
Soit 2C le calibre de l'âme, L sa longueur, 2R le diamètre du projectile, P son poids, et m le poids P augmenté de celui du chargement, non compris la poudre; ^ le poids de la charge de poudre, l sa longueur, M le poids de la poudre qui remplirait l'âme, et D la densité de
cette poudre; on aura M = ■^rCXD et l = — — .
Lorsqu'il s'agira du canon, on prendra la densité de la poudre non tassée et on fera D = 840^, le mètre étant pris pour unité ; lorsqu'il s'agira du tir des armes à feu portatives, on prendra la densité de la poudre tassée et Ton fera D = 950"^; soit > un coefficient qui dépendra de la qualité de la poudre, et hg exprimant les logarithmes des tables ordinaires ; la vitesse V du projectile sera donnée par la relation fondée sur la théorie du mouvement des projectiles dans les bouches à feu',
• Cours d'artillerie de M. le général Piobert ; appendice, § III, par M. le général Didion. Lithographie de TËcole d'application, en 1846.
.1 la place de — - — on pourra substituer 2 , qui
lien diiïère pas sensiblement.
Des expériences sur les vitesses initiales des boulets •ijiis les canons ont conduit à prendre / = 700.
tHi dctcnninera > d'après l'un des cas qui s'en rapproche le plusy et on aura
fx M
log-
f ^u en déduira ensuite h vitesse pour le cas dont il s'agit. A\ec les poudres ordinaires de guerre, et pour les obuïitrs de siège et de campagne, à chambre pleine, on trouve par exemple y = 1000000; avec l'obusier de iiKinlagne, qui est à la limite inférieure des grandeurs, tn a > = 900000; la valeur de y monte jusqu'à 1 200000 «ivçc les canons. Ces nombres ne peuvent cire regardés que comme approximatifs et varient avec la nature de la |*judre.
393. Application au tir des armes à feu. Les formules {\) et (2) expriment que la perle de vitesse du projectile *>t pi*oportionnelle au quotient de la différence des secùms de rame et du diamètre du projectile, par la section •le I âme, ou à très-peu près au rapport de la différence des (iumêtres a celui de l'âme (différence qu'on appelle l'évent '^u le vent), et que c'est à la vitesse corrigée de la perte i Lile, due à la différence des diamètres, qu'on applique \^ loib du mouvement des projectiles dans la bouche à i*.ii. Mais, on laissera moins d'importance à ce terme empirique en ne comparant les vitesses dans deux cas divers qu'après avoir ramené la vitesse connue dans un cas à
ce qu'elle serait dans Taulre, à égalité d'évent. Le calcul gagne en même temps en simplicité , et il nous a donné beaucoup d'exactitude dans l'application au tir des armes à feu, comme on va le voir.
Nous conserverons les notations ci-dessus pour le tir dont on connaît la vitesse V, et nous adopterons les mêmes lettres en les aiïeclant de l'accent, pour les éléments du tir, dont la vitesse V est la quantité qu'on cherche.
On reconnaît facilement que si la proportion de l'évent au diamètre de l'âme diminue ou augmente, la proportion des gaz perdus varie dans le même sens, et la vitesse du projectile dans le sens inverse; on admet que, tout égal d'ailleurs, l'augmentation de vitesse, dans les limites en usage, est dans un rapport constant avec la variation dans la proportion de l'évent, c'est-à-dire avec
— on — ôô — ' "expérience a montré, en eHet,
qu'avec les armes à feu portatives on a
ca, v. = v+.«x.(2£^_S^).
Exemple. Si dans le fusil d'infanterie, avec la balle de 0*0167, le diamètre 0"0I80 de Tâme était réduit à 0«»0n8. Tévent. qui est O'^OOIS dans le prenaier cas. serait réduit à Ob'OOII. et la vitesse, qui. à la charge de 9^. est 446°>-". serait augmentée de
"^VpîâS 0,(M78/ et deviendrait 467"»:».
Si les diamètres 2C et 2R restant les mêrnes, les poids iu et P et la longueur L changent, on aura
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Dans celle formole (4) on n*a pas Tail varier { avec f/, parce que les applicalions onl prouvé qu'on obtenait ainsi plus d*exactitude.
Si la longueur de rame ne change pas, le dernier facteur du numérateur et celui du dénominateur restent constants et disparaissent; si, au contraire, les poids de la charge et de la balle ne changent pas, ce sont les deux premiers facteurs qui disparaissent.
Pmcmieb exemple. La vitesse de la balle de fusil d'infanterie à la charge de 9*. étant 446" •*. quelle sera la vitesse i la charge Je 8*? Oo aura P = P' = 0»^027. ;* = 0*»009. / = 0K)08. P H- i^ = 0K)30, P' + i/ = 0»^02967. L = L' et
L'expérience a donué 422"*. ce qui lest aussi exact qu'on peut îVsfiérfr.
Dci xiÊME EXE)iPLE. Quelle esl la vitesse de la même balle dans ){ fusil de voltigeur, dont la longueur d'âme est l°'0O? On a
io?7= 1.451. log7 = 1.429. elV' = 446l/?4S = 442«:».
S les diamètres SC et 3R variaient en même temps que d'autres quantités, on devrait d'abord, comme on Ta Oit, tenir compte de la variation de Tévcnt et appliquer ensuite les autres formules.
Exemple. Si la longueur du fusil d'infanterie était réduite à <^TS9 ft le diamètre de l'âme à 0"0i78 (canon du fusil double <i«- \ultigeur corse), quelle serait la vitesse de la balle de 0"*0167. i la charge de 9^. sachant que, tirée dans le fusil d'infanterie. ♦•il' ^l 4iC» ■ » ?
La réduction de l'évent seule augmenterait la vitesse de i\^^ '. la p<irterait i .i67"-»; on aurait L = l^Oô, L' = 0-789.
ce qu'elle serait dans Taulr i== 1^454, log- = 1.226: ei gagne en même temps er , ' '
beaucoup d'exaclitude ' ^^ 30^3 à feu, comme on va
Nous conseirerr^^^'^^ **2°*-*' «onfirme le résultat du caldon l on connaît ^ ,,>iiespérer.
lettres en les ' y'^^H suffit pour calculer les logarilhme; tir, dont la /^ les formules ci-dessus.
On recr y^
Nombres.
Logarithmes.
Diff.
Nombres.
LogariUiiDes.
Dir.
Des divers genres de tir. — Tir de plein^ fouet. distingue divers genres de tir, suivant les eiïels qu'on «eut obtenir.
Le lir direct, appelé aussi tir de plein-fouet, s'exécute orilinairement avec de fortes charges, pour obtenir de u'mndes vitesses initiales, diminuer les déviations (Secl. IX, > ll>, augmenter ainsi les chances d'atteindre, frapper avec plus de force, et produire par conséquent plus d'eflct; r'e$t celui qu'on emploie particulièrement avec les canons, i|uand on se propose de frapper un objet qu'on peut aper* revoir; il peut être employé à des distances d'autant plus •'tendues que le calibre est plus fort et la charge plus grande; celle-ci cependant ne doit pas dépasser le tiers •lu (>oîds du boulet; au delà de cette charge on a à craindre :a dégradation rapide des canons. 11 n'y a d'exception que l^jur le tir en brèche, qu'on exécute à très-courte dislance et à des charges plus fortes, mais qu'on limite néan* n.oios à celle de moitié du poids du boulet. D'après les r^ultats d'expériences spéciales faites en 1847, sur ce ^'"Dre de tir, il parait même possible de réduire cette charge, comme dans les autres circonstances, au tiers du p^idi do boulet.
Le tir. à grande vitesse , qui produit des trajectoires tK's-élcndues et s'élevant peu au-dessus du sol, présente «•'t av:antage, qu'une petite erreur dans l'estimation de la (ii^tance, ne conduit qu'à une très-petite diiTerence dans lan^le de projection, et à une très-petite élévation du pfujectile au-dessus du point à battre; par suite, elle n •.•nipéche pas de frapper un objet d'une certaine étendue
verticale, ni ceux qui sont devant ou derrière. De plus, si le projectile rencontre le terrain en avant de l'objet à battre, il ricoche suivant un angle peu élevé et frappe avec une vitesse encore assez grande pour produire les effets destructeurs qu'on doit en attendre.
Quand un objet est placé sur un terrain favorable au ricochet, il vaut mieux chercher à atteindre le pied de cet objet que le milieu; cet avantage est surtout prononcé lorsqu'il y a de l'incertitude sur la distance ; on conserve ainsi les chances de frapper par ricochet, et, de plus, la vue des points de chute sert d'indication sur la dislance et permet de rectifier le pointage aux coups suivants.
L'avantage de ces ricochets est assez grand pour que sur un champ de bataille, où l'on est très-incertain sur les distances, et quand le terrain est favorable au ricochet, on tire à dessein sous un angle plus faible que celui qui est nécessaire pour frapper le but directement. De cette manière, le projectile parcourt, en faisant des bonds peu élevés, tout l'espace sur lequel peuvent se trouver des troupes. Ce genre de tir est appelé tir parallèle au terrain.
295. Tir à feu plongeant. Le tir à feu plongeant, appelé aussi tir à ricochet, est destiné à faire pénétrer, derrière un parapet, sous une certaine inclinaison au-dessous de l'horizon, un projectile qui effleure la crête du parapet, et qui, de cette manière, frappe des objets que cet épaulement couvre du feu direct et garantit ainsi des effets du tir de plein-fouet. Si le projectile frappe le terre-plein sous un angle assez petit, il se relève sous une faible inclinaison et peut parcourir, sans s'élever beaucoup, une longue branche d'ouvrage de fortification et frapper ainsi les objets qui s'y trouveraient placés. Hais, on ne doit pas compter souvent sur autant d'efficacité, parce que rarement un projectile pourra ainsi ricocher sur une branche d'ouvrage; le défenseur a en général la précaution d'y
êiablir des Iraverses en terre pour couvrir les bouches à feu et les hommes qui y sont placés. Ce genre de Ur aurait néanmoins pour eOet principal de détruire ces traverses.
Pour pouvoir pénétrer dans l'espace compris entre le parapet et les traverses, le projectile doit arriver en ellleurant la crcte sous un angle assez grand au-dessous de l'horizon.
On regarde Tangle de 10<> comme la limite de ceux sous lesquels le projectile sphériquc ricoche sûrement; c*est une limite supérieure d'inclinaison à laquelle on s'arrête ^'cnéralennent ; elle est telle qu'avec les hauteurs ordinaires ti^s parapets et des traverses, on laisse peu d'espace à l'abri d^s projectiles. Si, pour plonger plus prés du pied de la niasse couvrante, on voulait augmenter l'angle de chute, on serait forcé d'augmenter l'angle de projection, et, par ^uite, de diminuer la vitesse initiale. De là, résullei^ait des t^lTets de choc moins considérables et surtout des déviaiiuns plus grandes et par conséquent de moindres chances J atteindre ; en un mol, moins d'elGcacité dans le tir.
Au contraire, à mesure qu'on emploie une vitesse initiale plus grande, et, par suile', un angle de projection {•lus petit, l'angle de chute diminue et le projectile renr^ntre le terrain à des distances de plus en plus grandes ik la masse couvrante ; il laisse plus d^espace à l'abri de ^«^ atteintes, mais ses déviations diminuent, et il frappe à\ec plus de force; on s'arrête ordinairement à la comkir.ai:>oo d'angle et de vitesse de projection qui, sur une tj':> plus longues branches d'ouvrages, fait tomber à son ^itrémité le projectile qui effleure la crête du parapet. (iQ peut prendre, pour fixer ces hmitcs, un parapet de t il de hauteur, et une longueur de lOO*" d'un terre- (.'-ta horizontal à hauteur de la bouche à feu.
Avec des terre-pleins et des parapets plus élevés, des
branches inclinées vers la place ou de moindre longueor, l'angle Je chute sera plus grand ; celle limite donne ainsi le ricochet le plus tendu; l'autre donne au contraire le ricochet le plus mou. C'est entre ces limites qu'on se lient ordinairement, et l'on doit choisir la combinaison qui donne le tir le plus efficace.
Pour obtenir des eflets plus complets contre un même ouvrage, on emploie concurremment le tira ricochet tendu qui permet les grandes vitesses, afin de détruire les parapets et les traverses, et par là découvre les objets qu'ils sont destinés à garantir, et le ricochet mou qui laisse moins d'espace à l'abri des atteintes du projectile.
Le tir à feu plongeant peut encore être limité par la construction de la bouche à feu, c'est-à-dire par l'inclinaison qu'on peut lui donner sur son affût.
On a donné (94 et 95) le moyen de déterminer Tangle el la vilesse de projection, qui permettent de faire passer le projectile, soit à hauteur de la crêle du parapet d'un ouvrage et par un poinl donné du terre-plein, soit par celle même crête sous une inclinaison déterminée. Ces formules serviront à dresser des labiés de tir'.
On détermine aussi les limites des hauteurs où le projectile peut arriver sous une inclinaison donnée, lorsque le plus grand angle de projection qu'on peut employer est connu d'après la construction de la bouche à feu et de l'affût.
•296. Limite des hauteurs auxquelles le tir plongeant est encore possible, sotis un angle de projection délerminé. Soit 9 le plus grand angle de projection au-dessus de l'horizon qu'on peut obtenir de la bouche à feu montée sur son affût, a la distance du but, h la hauteur maximum qu'il peut avoir, pour que l'inclinaison de la trajectoire
» Voir y Aide-Mémoire d'artillerie de 1856.
to ce point soit 0; appelons V la vitesse initiale cherchée, et conservons les autres notations adoptées jusqu'ici iOI et »!).
L'équation de la trajectoire étant y =. â^tangç» —
-- — ;-ifc(j:,V), pour que cette trajectoire passe par le
point dont les coordonnées sont a et 6, on devina avoir
(1 ) 6 = atangl» - _^^(a, V) ;
rinclinaîson de la trajectoire à la distance a devant élre ^ on aura
(2) tange=»taDgç-gj^3(a,V);
i>li2«rvant que V, = Vcos^ et V* = iij/A, on aura
— (tang V — tange) -i- =s 5(#i, V) ; ag r
nictlant à la place de d(a, V), son développement (M) en K-, P-- et — *; ordonnant par rapport à -^, faisant
— {tangç — tangS) = Q'i Taisant encore F' P— — n
et n — (p 1) =m, on aura une équation du second degré, dont on ne prendra que la valeur positive qui sera
^connaissant ainsi *-^, on aura la valeur de \\ qui est
— . , on s*en servira pour en Urer la valeur de ifc(x,Y)
r cosq? "^
(table XII), et, par suite, celle de 6, au moyen de Téqnalion(l) i = ««9ng9 — 7i£;7r^(a,V).
297. Simplification. On peut arriver plus facilemeot à la valeur de rt^ , en mettant l'équation (3) sous la forme
ou
^F(<V) *• tang9— lange»
et en essayant successivement, au moyen de la table XII,
plusieurs valeurs de —, jusqu'à ce qu'on soit arrivé à
deux valeurs consécutives, qui comprennent celle du second membre.
Si l'on avait à répéter cette opération un grand nombre de fois, il y aurait avantage à dresser une table des valeurs V,
de — - — f pour diverses valeurs de — et de -?, comme
on Ta fait, table XVI, pour la fonction t^{x,\).
Cette observation s'applique également à la solution de ce problème (95) : faire passer le projectile par un point donné, sous une inclinaison déterminée ; car, en mettant l'équation à résoudre sous la forme
d*OÙ
»• il/ ^
•2d(x,V)~ife(x,V) *• (teng«-tang«)'
on fomierait une table des valeurs du premier membre^ pour un certain nombre des valeurs de ^, combinées avec
celles de -^ et analogues à la table XVI ; cela Tait, pour
chaque cas particulier, on n'aurait qu'à calculer la valeur (lu second membre et chercher dans la table, pour la
valeur donnée de -, et au moyen des parties proportion-
nulles, quelle est la valeur de -;•' correspondante. De là,
on aura V et ensuite tang^, en déterminant (103) Tangle (le projection qui fait passer la trajectoire par le point t*oiiné.
On remarquera que généralement le projectile devant être dans la branche descendante de la trajectoire, 9 sera n^Vatif.
298. Limile de la hauteur à laquelle on peut, en rasant la crête d'un parapet, toucher un point déterminé du terrefMn. L'inclinaison sous laquelle un projectile doit plonger dans on ouvrage de Torlification , peut (Ire définie par la position d'un point du terre-plein, relativement à la crête.
Soit « la distance horizontale du second point au premier, et fi sa hauteur relative au-dessous du premier; la condition que la trajectoire pas^e par ces deux points, donnera, en faisant a' = a-^A,
(ti) 6 = alangv — ;,^ ,^lfe(«, V);
4flC08 V
fl = a'tangç — _z_.^(a', V
d'où Ton déduit, en souslrayant membre à membre, pour éliminer 6,
4nco8'9 4/icos*v
ou en remplaçant h par sa valeur -»,
(7) ---(/3 + «tang<r). -J- =« a'aft,(a,V) — a'Vo(a', V).
En observant l'anaiogie qu'il y a entre la forme de celte équation et de celle qui a été déjà donnée pour un cas semblable (94), on verra, qu'en développant les valeurs des fonctions a(i,(a, V), ife(a',V), en conservant
les notations déjà données (92), N = F-^ — F- , M = N
et en faisant 0" = — (iS 4- ottang^), on aura une équa-
positive, on aura
tion du second degré en —1; en ne prenant que la valeur
^ / a'»F- — a*F- ^ ▼ Q" — (a"M'— a'M) "^ VQ" — (a'W — a'îff)/ '
Ayant ainsi la valeur de —, on aura celle de V qui est
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-. — ; on s'en servira égalcincni pour avoir la valeur k' «^((t,^'), el déduire la valeur de b de l'équation (6).
IV
TaMcs de tir.
299. Calcul des tabUs de tir. L'emploi des formules •!e balislique permet de dresser des tables de tir des Uurlies à feu pour toutes les circonstances du service,
• n s'appuyani sur les résultats d'expériences plus ou rmins étendues; nous les appliquerons successivement :tu\ tables de tir de plein-fouet, aux tables de tir des n.nrlicrs et aui tables de tir à feu plongeant.
;MK). Tables de lit de plein-fouei. Les labiés de tir de j l'.in-fouet ont pour objet de donner Tangle de projection ou la hausse à employer ^ pour qu'avec une charge «!*j poudre ou avec une vitesse initiale donnée, on atteigne le but.
iHk doit distinguer plusieurs cas, suivant les éléments •ju'oQ possède.
1« On connaît les dimensions de la bouche à feu, celles •'a projectile, son poids et celui de la charge de poudre 'yion doit employer.
On déterminera la vitesse initiale qui résulte de cette
• ii)r;:c , au moyen de la formule el des résultats les plus ; ;rochants du tableau que nous avons donnés (290 et
':\*i\ entre les vitesses et le poids des chai^ges de poudre. •'u tiendra compte de l'angle moyen de relèvement au ^«•rtir de la bouche à feu. On cherchera de plus à estimer, ; ir comparaison avec ce qu'on a reconnu dans des cir- M.ri^ianccs semblables, la force déviatrice, supposée cons- ':iMc, que produit ordinairement le mouvement de rota-
lion autour d'un axe horizoutal, et l'on pourra le faire comme dans le tir des canons rayés, mais avec un degré d'intensité beaucoup moindre.
Au moyen de ces données, on calculera les angles de projection pour les diverses distances inscrites dans la table , au moyen des formules données (97) ; ensuite, aa moyen des dimensions extérieures de la bouche à feu , on en déduira les hausses. Celles-ci laisseront peut-ê|re quelqu'incertitude , comme les éléments qui ont servi à les calculer, et devront être rectifiées si les résultats du tir en font postérieurement reconnaître la nécessité.
2<> Lorsque l'on connaît , par des expériences directes, soit la vitesse initiale, soit le relèvement au sortir de la bouche à feu, on prendra ces quantités de préférence aui précédentes.
3^ Lorsque l'on connaîtra , par le tir d'un nombre suffisant de coups, la portée sous une inclinaison déterminée, on s'en servira pour calculer la vitesse initiale au moyen de Tangle de projection ; si on le peut , on tiendra compte de la valeur de la force dévialrice verticale estimée par comparaison ; ensuite on calculera les angles de projection et les hausses. Si la vitesse initiale qu'on trouve ainsi, paraissait s'écarter notablement de celle qu*0D présume être la véritable, soit par comparaison avec les vitesses mesurées directement au moyen d'un pendule balistique, soit par des observations de durées du trajet suffisamment précises, on adopterait cette dernière vitesse et on déterminerait au contraire la force déviatrice verticale qui , sous l'inclinaison de la bouche à feu , produit la portée moyenne observée.
A^ Si l'on connaît deux points de la trajectoire moyenne suffisamment éloignés entre eux, l'on s'en servira pour déterminer l'angle de projection et la vitesse initiale qui font passer la trajectoire par ces deux points (94 et 95) ;
POINTAGE, VlTE88tt ET TABLES DE TIR. 505
le premier, comparé à rîncHnaison de la bouche à feu donnera l'angle de relèvement au départ.
Si la vitesse initiale paraissait s'éloigner notablement de U Tilesse véritable, on adopterait celle qu'on croit la plus eiacie, el oo déterminerait (220) la force déviatrice verticale, qui ferait passer la trajectoire par les deux points conoDs.
Si les données sont les portées sous deux angles de projection, on rapportera les points de chute par abscisses trt par ordonnées orthogonales à une même ligne droite tiiée de position relativement à Taxe de la bouche à feu ; 00 aura deux points de la trajectoire el on continuera ropéraiion comme on vient de le dire.
a» Lorsque Ton connaît trois points de la trajectoire mo\enne, on détermine l'angle et la vitesse de projection qui lait passer la trajectoire par les deux premiers (94). Si Ton a des raisons de croire que la vitesse initiale s'écarte de la véritable, on modiOera celle qu'on a trouvée •ie manière à s'en rapprocher, et on l'emploiera pour dé* terminer l'angle de projection et la force déviatrice (220) qui lait passer le projectile par les deux premiers points.
Si la trajectoire ainsi déterminée ne passe pas par le iroidième point et qu'elle s'en écarte de quantité assez notable , on* fera varier la force déviatrice pour satisfaire a cette condition (220 et 222).
On ferait de même pour les points suivants, si l'on en «oonaissait un plus grand nombre.
Si les données sont les portées correspondantes à des inclinaisons différentes, on rapportera les points de chute à aoe même ligne droite fixée de position avec l'axe de la bouche i feu , et on les regardera comme les points i une anéme trajectoire; cela fiût, on continuera comme 00 vient de le dire.
Avec ces éléments, on calculera les ordonnées des di-
vers points inlermédiaires qui ne sonl pas donnés par Tobservalion et qu'on veut insérer dans les tables ; on calculera les angles de projection relatifs , et Ton en déduira les hausses qui s'y rapportent.
Par ce moyen , on pourra déterminer des tables qui seront conformes à des résultats d'expériences trèsétendues et avec tout le degré de précision que ces expériences comportent.
Les différences entre les portées d'un coup à l'autre, ou entre les élévations du projectile, feront voir d'ailleurs, par l'application des principes des probabilités, les différences qu'on peut admettre entre les résultats des formules et les portées ou les hauteurs observées.
Dans chacun des cas cités , on pourra calculer les inclinaisons de la trajectoire ou les angles de chute, la durée des trajets et les vitesses du projectile. Les vitesses et les durées ne seront pas influencées, comme dans certaines tables, par les causes déviatrices qui affectent les trajectoires seulement et qui, parles moyens de calcul employés, se traduisaient en erreurs considérables sur les vitesses et sur les durées.
301 . Tables de tir à feu plongeant. Les tables de tir à feu plongeant ont pour objet de donner, d'une part, l'angle de projection ou la hausse et, d'autre part, la vitesse initiale ou la charge de poudre qui permettent, soit d'atteindre un point proposé du terre-plein d'un ouvrage de fortification, soit de pénétrer dans cet ouvrage, sous une inclinaison déterminée au-dessous de l'horizon ; ces tables doivent être établies pour diverses distances et pour des hauteurs plus ou moins grandes au-dessus de la bouche à feu, à la condition d'effleurer la crête de son parapet.
Après avoir déterminé, comme on l'a indiqué précédemment (298) , les vitesses initiales correspondantes à un certain nombre de charges différentes de poudré, on
déterminera 9 pour chacune d'elles, les vitesses initiales et les relèvements moyens des projectiles au départ.
Langle de relèvement sera supposé indépendant du poids des charges de poudre, comme rexpérience l'a montré (226).
Si les vitesses initiales calculées différaient d'une manière notable des vitesses initiales déterminées directement pour les mêmes charges de poudre, on les modifierait en introduisant une force d^viatrice verticale gf^ ajoutée à la
pesanteur, et telle que le rapport ne changeât pas
sensiblement, on bien on introduirait une force déviatrice comme celle du vent, mais supposée verticale (Section VI) ; on poorra regarder, ponr plus de simplicité, la force déviatrice ^ comme indépendante du poids des charges de puadre. On se servira alors de celte quantité pour déterminer de nouveau les vitesses qui correspondent à chacune des séries d'eipériences avec les diverses charges.
Si les vitesses ne présentaient pas avec les charges une relation régulière , ce qu'on reconnaîtra facilement en la représentant par une courbe , on modifierait un peu les premières, et on aurait une relation régulière des vitesses an charges de poudre; on en formera une table.
La table devra être calculée pour des distances suffisammenl rapprochées, de 50(» en 50», par exemple, et dans les limites où l'on peut employer ce genre de tir; les haotears, variant de 5» en 5^^, seront comprises dans les limites qui peuvent se rencontrer; et, les points touchés do terre-plein seront en nombre suffisant dans les limites utiles (295). Les combinaisons qui résultent de r^ éléments divers, donnent lieu chacune à un système particotier d'angle de projection et de vitesse initiale. On traduira les angles de projection en hausses relatives à la crête do parapet, au moyen d'une table calculée à cet effet
pour la bouche à feu (281), et, les vitesses de projection en poids des charges de poudre, au moyen de la table dont on a parlé paragraphe II.
A cette table, il sera utile de joindre les durées du trajet pour chacun des cas que Ton a considéré ; c'est une donnée souvent nécessaire.
Le calcul de ces tables ne s'applique qu'au tir des canons et des obusiers de fort calibre. On l'appliquerait de même au tir des mortiers, en restant dans les limites plus restreintes des angles entre lesquelles on en fait usage.
S03. Tables de tir des mortiers. Les mortiers ne se tirent ordinairement que sous un très-petit nombre d'angles différents, savoir : 30<>, 60<>, et un angle ^1 à 45^, ou un peu moindre; les tables devront donner la relation des portées aux poids des charges de poudre, pour chacun des angles adoptés. ^
Si dans l'expérience l'on se borne à une série de charges différentes sous un même angle de projection, on en déduira les vitesses initiales au moyen des formules données (86, 87), et ensuite les poilées sous les autres angles de projection.
Il est important de tenir compte de l'angle de relèvement au départ, qui est plus grand avec les âmes courtes de ces bouches à feu qu'avec celles des obusiers et des canons (S35, 326); par des expériences spéciales, nous avons trouvé que cet angle était d'environ | de degré. On pourra déduire l'angle de relèvement au-dessus de Taxe du. mortier des durées des trajets qui sont faciles a observer et qui, sans ce relèvement, ne s'accorderaient pas avec celles qui résultent d'un angle de départ égal à celui de l'axe du mortier avec l'horizon.
11 est très-important de joindre à ces tables les durées des trajets; on les calculera facilement par les formules qui ont été données (64).
903. Tables de tir dàerminées graphiquement. On peut, . par QD procédé graphique particulièrement applicable au tir sons de petits angles de projeclion, déterminer les angles de projection et les hausses pour une vitesse ou poor une charge de poudre donnée.
Soit OA (Fig. 58) une ligne qui représente Taxe de la lK>uche à feu ; celle-ci pourrait être inclinée au-dessus de Thorizon, mais pour plus de simplicité nous la supposerons horizontale. On déterminera les ordonnées correspondantes aux distances de 50>n en 50», ou à d'autres inlervalles égaux; soit Om,, Om^, Om,... ces dislances, prises à une certaine échelle, de 0<"001 pour 1°), par exemple; par chacun des points m,, m,..., on mènera des verticales sur lesquelles on portera les abaissements "*.lii» m,)i,...y dus à la pesanteur et donnés par la for-
mule y = rn;ift>(A>V); par les extrémités M,, M,..., on
tracera une courbe, elle représentera la trajectoire.
Si Ton a reconnu que le projectile éprouve, en sortant de l'ime, un certain relèvement (225, 226), on tracera une ligne OA' faisant avec Taxe un angle A'OA égal à cet angle de relèvement initial exprimé par sa tangente tri- {Tonofnélrique, comme on l'indiquera plus loin, et ce sera par rapport à cette ligne OA' qu'on portera les valeurs y calculées.
Poor rendre les différences plus sensibles, on prendra les ordonnées à une échelle cinq fois plus grande, ou, quand les vitesses sont considérables, dix fois plus grande que réchelle des abscisses. De 0 en D, on portera la longueur de la bouche à feu, et aux points 0 et D, on élèvera deux perpendiculaires OB et DC, respectivement égalés aux rayons du bourrelet et de la plate-bande de culasse, l'on joindra CB. Cette ligne représentera la ligne de mire.
Mais, pour tracer le prolongemenl de cette ligne avec plus d'exactitude, on mènera pan le point B la ligne KBP, parallèle à Thorizontale OA ; sur cette ligne, on prendra BG égale à ^ de la longueur véritable de la bouche à feu, comptée du derrière de la plate-bande de culasse au sommet du bourrelet dans les canons, ou au devant de la plate-bande de la bouche, dans les obusiers ; au point G, on élèvera la perpendiculaire GH égale à la vraie différence R — r des rayons ; le point H se trouvera sur le prolongement de la ligne de mire ; cela résulte de ce que CK est relativement à BK, dans un rapport cinq fois plus grand, comme GH l'est relativement à BG.
La ligne de mire coupe la trajectoire en L, ; si l'on mène une verticale L,2, la distance 0/ estimée à l'échelle des abscisses, sera la portée de but en blanc.
Pour un point quelconque M, ou pour une distance Om, par exemple, la partie LM de la verticale comprise entre la trajectoire et la ligne de mire, représentera, à l'échelle des ordonnées, la quantité dont cette ligne de mire passe au-dessus de la trajectoire, et, par conséquent, la quantité dont on doit viser au-dessus du but pour l'atteindre. Pour les points en deçà du point L, comme à la distance Om^, la quantité L^M^ indiquera la quantité dont il faudra pointer au-dessous du but pour l'atteindre.
Pour déterminer la hausse à la distance Om, par exemple, on tirera la ligne BM ; elle interceptera la longueur HN sur la ligne GH prolongée; celle-ci sera la hausse en véritable grandeur; et, si Ton a divisé le prolongement HN en millimètres, on aura immédiatement l'expression des hausses en unités de cette grandeur.
304. Angles de projection. On peut mesurer les angles de projection relatifs, c'est-à-dire les angles que fait l'aie de la bouche à feu avec la ligne qui va de la bouche i feu au but. Pour cela, à partir du point 0 sur OA, on
prendra pour rayon des tangentes trîgonoinétriques une longueur telle que la tangente de 1<> à l'échelle des or-t données soit de 60 millimétrés (ou de 30, suivant les échelles). L'échelle des abscisses étant de O^^OOl pour 1™, on prendra 0^ = 687i°3; on élèvera une perpendiculaire 5ar laquelle on prendra i\^ = 687ib3 X ^ X tangl», laquelle quantité est égale à 0°>060; on portera 60 divisions égales à 1""; on prendra de même /2«> = 687«>3X 5XtaDg2®> 6^ dinsi de suite; les divisions continueront à être sensiblement de 1'"'", jusqu'à 4® et &>; au delà, 1^ intervalles de \^ seront très- peu différents; il sera d'ailleurs très -facile d'opérer les divisions exactes.
Pour avoir l'angle de projection relatirà la dislance de Om, par exemple, on tirera la ligne droite MO, elle coupera en T la ligne des tangentes /T, et la partie /T indiquera en degrés et minutes l'angle de projection MOA, et ainsi des autres. On se fonde ici sur ce que les angles de projection au-dessus de la ligne qui va au but, sont indépendants de la hauteur de ce but, et sur ce que, quand on mesure les angles par leurs tangentes, celles-ci peuvent être prises à une échelle plus grande et égale à celle des ordonnées, sans qu'il y ail rien de changé dans leurs relations mutuelles et dans les abscisses des points d'interjection.
305. Angles de chute sur le soL On obtiendra facilement les angles de chute sur le sol.
Supposons d'abord le terrain plan, et soit r (Fig. 58) la position du centre des tourillons; par ce point, on mènera une verticale et on prendra, à l'échelle des ordon- D'fes, rSo égal à la hauteur des tourillons au-dessus du sol.
Pour avoir l'angle de chute, à la dislance Om, par exemple, on joindra le point S et le point M de la traj<»cioîre; au point M, on mènera à la trajectoire une tangente MQ, l'inclinaison des lignes QM et SM sera colle qu*il s'agit de mesurer.
Pour le faire, on mènera, par le point 0, la ligne OU, parallèle à QM , elle interceptera sur l'échelle des tangentes la quantité lU qui représentera, en degrés et minutes, l'angle que fait, avec l'axe de la bouche à feo, la tangente à la trajectoire en M. Par le même point 0, on mènera Ou parallèle à SoM, lu représentera l'angle que fait le sol avec l'axe de la bouche à feu ; la différence uU entre les deux angles représentera donc, en degrés et minutes, l'angle de chute cherché.
Celte construction s'applique au tir des batteries de côte.
Si la surface du terrain présentait plusieurs plans différemment inclinés ou des ondulations, on tracerait le profil de ce terrain à l'échelle des ordonnées rapportées à l'axe prolongé OA de la bouche à feu, dans sa position
horizontale. Soit So, S,, S, S le profil, on mènera
au point S une tangente au profil du terrain en ce point. Cette ligne SS' coupera la verticale de^ tourillons en S', et ce sera comme si rS représentait In hauteur des tourillons au-dessus du plan. Cela posé, par le point 0, on mènera une parallèle OJ à cette ligne, et la partie JU représentera en degrés et minutes l'angle de chute cherché.
Les constructions et les mesures d'angles que nous avons indiquées sont fondées, comme on l'a dit, sur ce qu'on ne change pas les relations entre les tangentes des inclinafsons, quand on change l'échelle des hauteurs.
306. Tracé des trajectoires moyennes d'après les résultats de l'expérience. On pourra tracer directement la trajectoire et sans en calculer les ordonnées, lorsque l'on aura les portées moyennes observées pour un certain nombre d'inclinaisons ou de hausses différentes.
Pour cela, on tracera par rapport à l'axe de la bouche à feu, et comme on l'a dit (303), la longueur CD (Fig. 58) et les deux demi-diamètres OB du bourrelet et DC de la
plate-bande de culasse, aax échelles adoptées pour les or- (limoées. On prendra OG d'une grandeur telle quelle soit, a>ec la longueur véritable de la bouche à feu, dans le npporl des échelles; puis GH égal à la différence réelle des deux demi-diamétres OB el DC. On tracera BH, puis rérhelle des hausses UN; cela fait, on prendra HN égal à aoe hausse donnée ; on tirera la ligne BN, on portera <hii égal à la portée observée, et par le point m, on tracera une verticale ; celle-ci rencontrera en M la ligne BN prolongée. Le point d'intersection M de ces lignes, donoera un point de la trajectoire.
En opérant de la même manière pour d'autres distances, on pourra tracer la trajectoire entière, et terminer comme précédemment. Ce procédé permettra aussi Je rectifier des résultats d'observations qui présenteraient (les irrégularités; telles seraient, par exemple, des obsenations faites pour un assez grand nombre de hausses différentes, mais répétées un trop petit nombre de fois chacune.
On pourra compléter les données qui se rapportent au tir de la bouche à feu, en calculant les vitesses du projectile aux diverses distances que l'on considère, et en les portant sur les ordonnées correspondantes à une échelle prise arbitrairement, mais assez grande, el en faisant passer une courbe par ces points ; l'ordonnée de cette courbe a uo point quelconque, donnera la vitesse du projectile a la distance de la bouche à feu à ce point.
On opérera de même pour les durées du trajet.
Pointage» vitesses* forinnies et tables de tir relatives
ansL eaaoïis rayés.
Ce qui vient d'êlre dit dans les paragraphes I, II, IIl et IV se rapporte aux projectiles sphériques tirés. dans les canons à âmes lisses. Il y a quelques modifications à y apporter lorsqu'il s'agit de projectiles oblongs tirés dans des canons rayés en hélice. Nous examinerons successivement
le pointage, les vitesses initiale.s, les formules et les tables de tir.
307. PoirUage, Le pointage doit être modifié pour tenir compte de la dérivation constante vers la droite.
Nous avons reconnu que la dérivation latérale et la dérivation verticale présentaient entre elles un rapport à peu prés constant. Si d'un autre côté la dérivation verticale d'un projectile peut être représentée par un terme proportionnel à l'abaissement dû à la pesanteur, il en résultera que l'abaissement final, égal à la différence des
deux effets, sera proportionnel à la dérivation latérale; soit 1 le rapport de ces deux quantités. Si l'on détermine la hausse verticale correspondant à
une portée donnée, on verra que pour comger la dérivation, il faudra pointer le canon, sur la gauche, de la quantité nécessaire pour ramener le projectile dans le plan vertical du but; et, comme la dérivation est une fraction 1 de l'abaissement total, la hausse latérale sera également la fraction i de la hausse verticale. Il en sera de même pour les diverses portées.
Pour corriger la dérivation latérale en même temps qu'on relève le canon , il suffit donc d'incliner vers la gauche l'instrument qui donne la hausse et de prendre la fraction i pour tangente de l'inclinaison sur le plan
%enical de projection perpendiculaire a l'axe des touril- Ions supposé horizontal.
C'est ce qui a été mis en pratique, avec succès, pour les canons rayés en France , et la fraction t a été égale à 77 ftour le canon rayé de 4 et de ~ dans d'autres cas.
Mais , d'après ce qu'on a vu , la dérivation est plus rapide que celle qui résulte de la formule dont il est parlé ; il suit de là que la correction due à la hausse inclinée ne sera suffisamment exacte que dans une partie de retendue du tir et que Ton sera forcé , aux grandes distances, de modifier la position du point de visée par un |ielit mouvement latéral, ce qui est facilement obtenu.
â08. Vitesses initiales. Les vitesses initiales des projectiles oblongs tirés dans les canons rayés en hélice sont en général plus faibles que celles que l'on peut obtenir des projectiles sphériques dans les canons à âme lisse. Les projectiles sphériques, en effet, roulant dans la bouche à feu, n'éprouvent que la très-fajble résistance qui provient du contact de Tàme, on peut donc leur imprimer une trèS'grande vitesse sans détériorer sensiblement la bouche à feu ; dans les canons rayés, au contraire, l'hélice inclinée présente un obstacle très-résistant qui force le projectile â prendre un mouvement de rotation ; par suite de la limite de pression que peuvent supporter les métaux respectifs du projectile et du canon en contact, il faut que la pression des gaz contre le projectile soit moins (rrande que dans le tir à boulets roulants. Aussi, le rapp<>rt du poids de la charge de poudre à celui du projectile est-il moindre que la moitié de celui qui se rapporte aux boulets sphériques ; mais il s'éloigne peu de celui qui est ^n usage avec les obus.
Urs vitesses des divers projectiles oblongs n'ont pas encore été mesurées, et nous avons donné au paragraphe II 'el|A5 qui l'ont été. Cette vitessp diminue moins rapide-
ment, durant le (rajet dans l'air, que celle des projectiles sphériques» comme on l'a fait voir (57). La vitesse de rotation du projectile diminue encore moins rapidement que la vitesse de translation.
3Q9. Des divers genres de Hr, Les canons rayés soDt employés spécialement pour le tir de plein-fouet. Les projectiles possèdent dans ce cds, comparativement au tir des boulets sphériques, beaucoup plus de justesse. ; ils produisent des pénétrations plus considérables et des entonnoirs moins évasés ; comme ces projectiles frappent toujours par la pointe, ils peuvent être munis d'un artifice qui leur fait faire explosion en arrivant sur l'obstacle. Mais lorsque le projectile oblong, la pointe en avant, rencontre un obstacle qui présente une surface peu inclinée au-dessus de l'horizon, il arrive que la partie antérieure est arrêtée et que la partie postérieure continue à se mouvoir; alors, le projectile oblong se redresse, glisse sur Tobstacle, sous un angle plus ou moins élevé au-dessus de l'horizon, et produit souvent un bond très-éteodu.
En même temps, la résistance que présente l'obstacle au mouvement de rotation produit sur le projectile une pression dans le sens opposé au mouvement de rotation de la partie en contact, c'est-à-dire de gauche à droite, et le projectile, dans son ricochet, dévie en même temps sur la droite d'une quantité souvent considérable, et parfois de 60o.
Cette circonstance empêche qu'on puisse employer les projectiles oblongs, comme les projectiles sphériques, pour le tir parallèle au terrain ou pour le tir dit à ricochet sur les longues faces d'ouvrages. Mais ces projectiles peuvent être employés avec un grand avantage au tir plongeant, à cause du peu de déviation qu'ils présentent d'un coup à l'autre, même lorsqu'on les tire avec la faible charge qu'exige la condition de plonger dans l'ouvrage
à battre. On peut leur faire porter une assez grande quantité de poudre pour produire un grand effet d'explosion, et cette explosion peut être réglée de manière à avoir lieu ao moment du choc.
310. Formules et tables de tir. — Tir de plein- fouet. Le tir plongeant des projectiles oblongs des canons rayés donne lieu à la solution de problèmes analogues à ceux qui onl été résolus pour le tir des projectiles spliériques <><?ct. IV). Ces solutions ne présenteront pas de difficultés, en général, lorsqu'on connaîtra la loi de la dérintion.
En prenant, pour représenter la trajectoire des projet (iles oblongs tirés dans les canons rayés , l'hypothèse J*uDe force déviatrice constante, comme la pesanteur «art. 364, éq. 1), on aura, en conservant les notations «'«nnues :
.1) y = xUng9 — 2JZ£. ^^^(j:^ V),
Cette équation ne diffère de celle de la trajectoire des (•rojectiles sphériques qu'en ce que g est remplacé par 9 — j^; elle ne donnera donc lieu à aucune difficulté pour la «<4)lution des divers problèmes sur le tir, pourvu que lOn connaisse la valeur de g' qui se rapporte au projectile donné.
Un peut suivre une seconde hypothèse, celle de l'assimilation de la dérivation à celle que produit le vent; et, en adoptant la forme la plus générale, c'est-à-dire en rem-
[•lirant c par - ou - par — , u étant une quantité à
fi c c
•it't^nniner par l'expérience, on aura pour l'équation de b trajectoire
Celte équation peut se mettre sous la forme
y=«tax.g,-f^,ft,(«,V)-|^^V.(l+V.)F-
ou
311. Simplification. Sous cette forme, on voit que ceUe équation ne diffère de l'équation de la trajectoire des projectiles sphériques qu'en ce que la fonction if^(x,V),
de - et de Vo ou ^ , est remplacée par l'excès de celle
fonction sur — — Vo(1 + Vo)F — qui est également fonc-
lion de ^ et de Vo. Celle quantité est donc une foncUon
non-seulement de - et de Vo, mais encore de F—; on pourra par conséquent, pour la simplicité des formules, la représenter par l'expression analogue '^(^j^j^x) el écrire
(3) ^(x,V)-^Vo(i + Vo)Fg= ^t,(a:, V,F^),
et alors l'équation de la trajectoire devient simplement
Cette simplification s'applique également à l'expression de l'inclinaison. En eflet, en reprenant cette expression donnée (art. 265, éq. 7*) pour le cas ou n = 1, et en v
s„bs.U„a„. ^ à 1, pou. aniver a„ c p.„s ,*„é., ,.
nous considérons^ elle devient
ung» = tangf - ;J^ [3(x, V)-- ^ Vo(l + Vo)P ^ J.
gx
On remarquera que le facteur de ^^ est composé avec
tue
3(r,V) et P— , comme le précédent (art. 310, éq. 2*)
Test avec ^(a:,\') et F—; d'après cela, et par analogie, AD fera
nrW fix / nx\
-^. '■»('. V)-^Vo(l+V.)F'^ = 3(x.V,P_).
Alors, Texpression de Tinclinaison de la trajectoire du prujectile oblong d'un canon rayé est
.0) tang9=tangV-|^d(x,V,pg).
Cette simpliGcation permettra de résoudre divers pro- Mêmes sur le tir, par les mêmes méthodes que pour les projectiles spbériques; il y a exception pour ceux qui comportaient l'emploi des tables spéciales XV, XVI, lesquelles ne se rapportent qu'au facteur ^{x^y) seul.
312. La position du bui étant connue, déterminer, soit /'i vitesse initiale, soit Vangle de projection. Considérons <!*abord le cas où le but n'est pas à hauteur de la bouche ' a feu. Soit a la distance horizontale du but et 6 sa hauteur verticale au-dessus du point de départ : de ces deux rhoses, la vitesse initiale et l'angle de projection, l'une 'Uot connue, déterminer l'autre.
Vitesse initiale. Puisque le projectile doit atteindre le
hui, on devra avoir ft = aian{ï<^ — ;:7— i&ffl.V, F— );
divisant par a, et remplaçant - par tangf , on aura
(7) tang«-tahg« = ^1«,(a,V,Fg),
d'où l'on tirera
On pourrait développer ia>(a,V, F— ] en fonction de
Vo et résoudre l'équation du deuxième degré en Vo, de la même manière qu'on l'a déjà fait (93, éq. 7) pour les projectiles sphériques ; mais, il sera plus simple et suffisamment exact de se servir d'une valeur approchée de V
ou de Vo pour calculer ife ( «, V, F -- ) et de la porter
dans l'équation (8), pour trouver la valeur plus exacte de Vo et par suite celle de V, sauf à se servir de cette seconde valeur pour déterminer la vitesse par une nouvelle opération avec toute l'exactitude désirable.
Angle de projection. Si dans l'équation (7), connaissant V, on veut se servir d'une valeur approchée de 9, on en tirera tang<p — tange et de là 9 avec assez d'exactitude; au besoin on se servirait de cette valeur, considérée comme approchée, pour déterminer une valeur déGnitive de 9 qui présenterait alors toute l'exactitude désirable.
313. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui doit passer par deux points donnés. Pour résoudre c^lte question, on pourrait opérer comme il est indiqué pour les projectiles sphériques (art. 94), et l'on arriverait i une valeur explicite de 9 et de V qui présenterait une très-grande complication. On peut arriver très-simple* ment à la forme des équations (44) et (15); pour cela,
[ortir de deux valeurs approchées de V et de 9 pour calculer les valeurs de ia)(a?,V, F—) ; Ton aura alors deux
expressions analogues aux formules 14 et 15 de l'art. 94.
En effet, en remarquant que l'expression de l'ordonnée
d'un projectile oblong ne diffère de celle de l'ordonnée
(l'uD projectile sphérique qu'en ce que le facteur is^(Xf\)
(nx\ a?, V, F— j, on arrive immédiatement à la solution. En désignant par a et 6, l'abscisse et l'ordonnée du premier point, par a' et V celles du second point, et conservant les notations ordinaires > on aura pour l'angle et la vitesse de projection
«'i^(«',V,FÎ^)-a^(a,V,F2i) '
314. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui d it passer par un point donné sous une inclinaison dé- Unninée. On opérera comme il est indiqué pour les proy ciilcs sphériques (art. 95) et l'on arrivera à deux expres- 51 ms analogues aux deux équations 19 et 20, qu'on rr^^vudrait, par approximation, comme on vient de le dire; iL^is, en remarquant que l'expression de l'inclinaison de b trajectoire des projectiles oblongs ne diffère de celle J'S projectiles sphériques qu'en ce que (art. 264, éq. 7*)
1*^ c<jeflicient.d(x, \) doit être remplacé par 5> (ar, V, P— ),
on peut écrire immédiatement la valeur de taDg9 et de V,
25(a,V,F'^) taiig.-tfc(a,V,Fg)tang»
(li) tang(p = ,
2a(a,V.pg)_^(«.V.Fg)
et
23(«.V.F'g)-^(a,V.Fg)
2 tangc — tangO
31 5. Solution des divers problèmes lorsque le but esta hauteur de la bouche à feu. Si le but est à hauteur de la bouche à feu : de ces trois choses, la portée, la vitesse et l'angle de projection, deux étant connues, déterminer la troisième.
Désignant la portée par X et faisant y = 0 dans l'équation (1); divisant ensuite par X, on aura
nX
(13) 2hsin2? = X-ift,(x,V,F^).
Vitesse initiale. On pourrait développer ifb(X,V, F—]
en fonction de - et de - = Vo, et, résolvant réquation
du deuxième degré en Vo, on en tirerait la valeur de Yo, puis celle de V. Mais on évitera la complication que présenterait celte solution, en prenant pour V une valeur appro-
chée, s'en servant pour calculer V© = — ' et de là déter-
minant ^h o\x —, puis V,
nX\
(**) ^"=iâ*(^'^'^s-
Angle de projection. La même équation donnera pour Vileur de sinS^,
(î:>) 8in2^ = ^tft,(x,V,Fg),
et au moyen d*une valeur approchée <|> on déterminera
H^X,V,F—; ); par ce moyen, on aura une valeur assez
rxacle de sin2(^ et par suite de <|>.
Portée. La même équation (9) donne
2hsin'lV MO) X=.
ifl.(x,V.Ff)'
Au moyen d'une valeur approchée de X on déterminera
X wX
- et F— et par suite le terme du dénominateur; de là,
on retirera une première valeur approchée, qui pourra ^nir, s*il en est besoin, à trouver une seconde valeur «le X qu'on prendra pour la valeur défînitive.
J16. Tables de tir. Dans la construction des tables de ûr pour les canons rayés, il y a, comparativement à celles des canons lisses, à ajouter une table des dérivations dont •iO devra tenir compte avec soin. Les tables du tir plonîTvant seront souvent employées à cause de la grande jus* \f-%e qu'on peut obtenir de ce lir. On pourra particulièrerueDt dresser ces tables d'après un tracé des ti^jectoires moyennes ; ce tracé est plus facile à exécuter d'après l'exl'^ience, à cause des moindres déviations des projectiles 0 une part, cl à cause de l'incertitude que peuvent laisser '>•'> formules de dérivations de l'autre; mais il faudrait à\*nr des trajectoires aux diverses vitesses.
Vjï résumé, la solution des problèmes qu'offrira le tir ios canons rayés ne présente pas de grandes difficultés ;
elle exige seulement, pour chaque sorte de projectiles, la déterminalion des coefficients qui déterminent la loi des dérivations.
ADDITION A L'ARTICLB 81.
Deuxième application. Déterminer la trajectoire d'une bombe
de 0"»27j^ projetée sous Tangle de 45«, avec une vitesse initiale
del30»:»l.
Conservant les données adoptées : A = 0,027, - = 0,0025.
g = 9»809. on aura V = 130»^M . <p = 45«, c = 1655" ; considérant successivement les arcs de 45<» à 30®, de 30*> à — 30«. de — 30® à —45** et de — 45® à — 55®. on aura les résultais renfermés dans le tableau ci-après :
InclinaisOD delà trajectoire
•^ao»
Rapport
Projection de l'arc
horicontale
verticale
Darée
da
trajet
Vitesse da
projectile
Coordonnées
da
projectile
Dorée
trajet
Diaprés ces résultats, au point de chute sur le plan horizontal, on a XrisIlOa-Sa, t; = 97«>:s30. e = 54o27', r=16»93.
En considérant la trajectoire sans divisions partielles : prenaot a = 1,14777. correspondant à l'arc de -f-45» à — 45«. on trouve, pour le point de chute. X = 1198">3, » = 98" = M0. e = 54<'25', t = 16*91. Les différences ne sont ainsi que de 5™5 sur la portée ou jf, de l'étendue du jet. 0»-»6 sur la vitesse. 0^2' sur l'angle de chute, 0"2 sur la durée; ces différences sont toutes très-faibles.
DES
En donnant ici nn résumé des formules de balistique, on a pour but d'en faire saisir l'ensemble et d'en rendre les applications plus faciles; joint aux tables numériques (jni le suivent, il facilitera la solution des principales queslions qu'on peut avoir à résoudre et fera l'office d'un aidem«''moire. Les numéros qui y sont insérés, sont ceux des articles du Traité ou des tables.
Dans tout ce qui suivra, on suppose que le métré est pris pour unité de mesures linéaires, le kilo{n*amme pour unité de poids; par conséquent, la densité sera repré- !^ntée par le poids en kilogrammes du métré cube de la nuitiére dont il s'agit. La seconde sexagésimale est prise four unité de temps, et les vitesses sont exprimées en u<«'*tres parcourus dans une seconde. Les angles sont exirimés en degrés nonagésimaux. La table 1 donne les MOUS, cosinus, tangentes naturels des angles, avec le degré d'approximation dont on peut avoir besoin dans les appli- 'atiuns. La table II, qui est placée à la suite de la table III, p»*nnel de passer facilement du sinus du double d'un angle
au double de la tangente de cet angle, ce qui sert pour le calcul des hausses. La table VII donnera les logarithmes hyperboliques, dont on a besoin dans plusieurs cas.
HonveiiieBt des proJeetUes daas le vide*
3. Les formules du mouvement dans le vide s'éloignent d'autant moins de la vérité, que la vitesse du projectile est moins considérable, que son calibre et sa densité sont plus gitiinds. Appliquées au tir des bombes, aux distances ordinaires, elles donnent la solution de tous les problèmes, très-simplement et avec une approximation qui peut souvent suffire. Elles sont plus particulièrement approchées dans le cas du tir du globe du mortier éprouvette.
A. Définitions. V est la vitesse initiale du projectile, h la hauteur due à cette vitesse, g la pesanteur ou la vitesse acquise après une seconde par un corps tombant dans le vide. On a V*= 2jfA (voyez table III, la relation de A à V). En France, la valeur moyenne de g est g = 9™809 (202). Soit encore <p l'angle de projection au-dessus du plan horizontal, x ei y les coordonnées horizontales et verticales d'un point quelconque m de la trajectoire, t; la vitesse du projectile en ce point, 6 l'inclinaison de la tangente, / le temps écoulé depuis l'origine du mouvemenl; on a les relations suivantes :
Durée du mouvement, t
Vcos^ »v . . .«V «1 Vsint I /Xtang^
Durée totale 16). T = -; — = V —r^; sous 45»,
T, = V—. En général, T = T,V/lang?.
16, 17. La position du but étatU donnée, trouver, soit la vitesse initiale, soit l'angle de projection. Nommons a H h les distances horizontale et verticale du point, et i
I angle d'élévation du but, faisons tangt^ -; on aura
', as
C08 C XT \/ ^0 ^^* •
4sin(9 — c)*co»ç' 2sin(^ — i)*cosç'
21. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui d it passer par deux points donnés, a et 6 sont les disunces horizontale et verticale du premier point; a' rt
U celles du second ; on aura *
af — ^ a-r
a' — a cosf \ / 2 o 0^
22. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui doit arriver à un point déterminé sous une inclinaison donnée avec l'horizontale, a eib étant les coordonnées du
point donné et 6 l'angle d'inclinaison; faisant tangt z=-,
on aura
tang9 = 2tangi — tangç;
0089*^ 2tang( — tangO'
SECTION II. ' RésisUuice de Tair.
30. Lorsque la vitesse d'un corps dans l'air est faible, qu'elle ne dépasse pas 8 à 10"^ par seconde, la résistance de l'air est sensiblement proportionnelle à la densité du fluide, à la superficie S de la projection du corps sur un plan perpendiculaire à la direction du mouvement, et au can*é de la vitesse V du mobile ; de sorte que / étant le poids du mètre cube du fluide, g la pesanteur (202), et k un coeflicient constant pour un même solide ou pour des solides semblables, la résistance p, en kilogrammes, a pour expression dans le mouvement uniforme et rectiligne,
Dans le mouvement varié, la masse de la poupe
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fluide qoi accompagne le corps, agit comme si elle était ajoalée à celle de ce corps ; elle est négligeable relativement à celle des projectiles en fonte de fer.
40. Pour un plan mince des dimensions des projectiles et dans le mouvement rectiligne, on aurait, d'après M. Poncelet, k=.i ,30, lorsque le corps est en mouvement et le Qoide en repos.
42. La valeur de k varie avec la forme antérieure du corps, avec sa forme postérieure et avec sa longueur.
4d. Pour des sphères animées de vitesses qui ne dépassent pas 8 à 9"" dans l'air, à la densité ordinaire, on a k = 0,54.
5i à 55. Lois de la résistance de Vair sur des projec-^ nies animés de grandes vitesses. La résistance de l'air croit plus rapidement que le carré de la vitesse; on en représente assez exactement la loi, en ajoutant un terme proportionnel an cube de la vitesse, ce qui lui donne
pour expression f = AirRv(l + -)•
D'après les expériences de Metz, sur des boulets de 0»12à 0<|^15 de diamètre, et les expériences de lIutlon,en Angleterre, la densité moyenne de l'air étant 1 ,2083, en nommant R le rayon du projectile, on aurait A = 0,0270
f^i - = 0,0023, ou r = 435" ••, et par conséquent
P =3 0,02704rR«t;'(l + 0,0023 1),
P«=.0,0270^Rv(l + ^).
Avec les projectiles oblongs tirés dans les canons rayés, an lieu de A = 0,0270, on aura (57) A = 0,018, pour les projectiles terminés par un plan, et A = 0,020, pour les ballet creuses à la partie postérieure.
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56. Limite des vitesses que les projectiles peuvent acquérir par l'effet de leur chute dans l'air. CeLte vitesse étant
V. en faisant -- = -AtR, ou c = -"--— -, et c
pour les projectiles sphériques seulement, on aura
d'où l'on retirera v.
58. Densité de Vair. La hauteur de la colonne de mercure qui fait équilibre à la pression de l'atmosphère, étant H, la température en degrés centigrades f, le degré de saturation, par rapport à l'état de saturation complète 5, on aura
X ^ oûcM H i — 0,00252955 .^ * w tta
0 = 1,2901 '■^-=;tz m— ^^„^ ^ .wvr.,^^ V (Voyez table TV).
La valeur de s peut être obtenue par divers procédés. Si Ton suppose s = {j on a la formule donnée par Laplace:
*-^'^^0,760-l+0,0040t- SECTION m.
Hoaveaicat des projeeiilca dans Tair soas émm «aglcs
de projcetioo qadcoBqi
60. Soit V et ^ la vitesse initiale et l'angle de projection, V. = Vcos^ la composante horizontale de cette vitesse, el h la hauteur due à la vitesse V, g étant la pesanteur, V* = %A, P le poids du projectile supposé sphérique, D sa densité, x ei y l'abscisse et l'ordonnée d'uo point quelconque de la trajectoire, 0 l'inclinaison de la trajectoire en ce point, / le temps écoulé.
BiSUMi DBS FORMULES DB BALISTIQUE. 531
La résistance de Tair étant p = AtR*!;' ^1 + - V on fera
-- = A-yR' -. (Voir table VI, les valeurs de c et de -, pour
les projectiles en usage.)
63, 64, 65. Equation finie d'un arc de tra/edoire. Un
arc quelconque de la trajectoire, commençant sous un
angle 9 et se terminant sous un angle S, le rapport de
Tare à sa projection étant a (Voyez table V, les rapports
pour des arcs de parabole osculalrice) ; prenez la valeur
de - (Voyez table VI), calculez — = 2 et — •' = V©, avec
quatre décimales pour les calculs très-exacts, et avec trois décimales dans d*autres cas.
Représentons en général par P(z), et 2 ; —
par F(z) (Tables VU, VIII, IX); « = 2,718281828; on bit
(1 + V.)Ti - 2V.(1 + V.)F^ + V«« = *(«, V),
(1 + V.)«Pf — 2V.(1 + Vo)F| + V.» = 3(ar, V)
(Tables X et XU) ; (t + V.)PÎ-Vo = (D(*,V),
(1 + Vo)C5 — Vo =5 t)(a?, V) (Tables XI et XIII).
L*éqaatton d*un arc de la trajectoire compris entre les deux limites qui déterminent « (Table V), sera
(7) y=:^Ung^-5£;r^lfc(x,V),
ou
y a «tangp— 2.f-^(x, V);
rinclinaison en un point quelconque, dont l'abscisse est Xy sera
(8) tango = tangî>-.^j^^^-;^3(a?,V) = tang(p-|^5(a?,V);
la durée t du trajet et la vitesse v du projectile seront:
(li) <=.— l_(g)(ar,V), (13) « = — — — .rll.
Ces expressions ne diffèrent de celles qu'on aurait dans le vide, que par les fonctions représentées par les carac* téristiques ift», d et cD, o.
77. Chùix des points de division d'une trajectoire en plusieurs arcs. Lorsqu'on veut déterminer avec beaucoup de précision une trajectoire étendue, on la divise en plusieurs arcs partiels. Les différences des inclinaisons aui points de division doivent être prises d'autant moins grandes, que ces points s'éloignent plus du sommet. On obtiendra déjà une grande exactitude, en embrassant les arcs de 0^ à 30», de 30® à 45o, de 45o à 55®, de 55® à 60«.
Pour déterminer, dans cette hypothèse, une trajectoire commençant sous l'angle de projection ^ = 45<>, on déterminera le rapport a pour l'arc de 45o à SO^^ au moyen des valeurs de k{<p) (Table V, i^ partie), par la formule
*' = 77 — : — ^^f ou on la prendra toute calculée
tang45o-*tangd0o *^
dans la troisième partie de la même table ; on aura alors, de45oà30«, ct' = l,2772;de30oà0ooade30oà— 30«, ct" = 1,0531, de — 30o à — 4&>, *'" = «'.
3oit 2R le diamètre du projectile (en mètres), P son poids (en kilogrammes), V sa vitesse initiale, l'air ayant
la densité ordinaire, on calculera c et <-. (S*il s'agit de
projectiles ordinaires, on prendra dans la table VI, les
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talears de e oa de -); on calcalera aussi V, = Vcosf ,
Vft =r — -; de même A, = Acos*^ = -^ (à prendre directement dans la table III, an moyen de la valeur de V.). 78, 79. La projection af de Tare limité aux inclinaisons f et t (pour l'exemple f = 45^, 6 = 3(>>), sera déterminée par réqnalion
.1) — a(a?,V)=(taiig^— tangO)— 2hco8*^=j).
On trouvera la valeur de — , au moyen de la valeur p in second membre, et de la table XIV, pour la valeur
«V aa^
donnée de Vo = — -; connaissant la valeur de — , on la
multipliera par - et on aura af.
Ayant déterminé l'abscisse af^ on aura la projection horizontale de la vitesse à la 6n de Tare, et la durée f du trajet, par les formules
L'ordonnée ^ de Texlréroité de l'arc sera donnée par Téquation
On opérera de même pour les autres arcs, on obtiendra jinsî af, y», T et V,"; puis, a;^ tfy r et V,*^, etc.
La portée totale sera donc af-hûif-^af^ réiévation du •Imiier point y* + y + jT, la durée totale I' -4- T + f»,
et la vitesse à Texlrémilé du troisième arc sera V." — ;
ici 9 = 450.
81. Trajectoire des bombes aux distances ordinaires. Dans le cas du tir des bombes, aux distances ordinaires, la trajectoire peut être considérée comme on seul arc. La solution des divers problèmes est alors très-bcile.
82. Portées, La portée x sur un plan horizontal à une hauteur b au-dessus de la bouche du mortier est donnée par l'équation
-tang(p -r-T — 7- ( — ) ^(x.\) = 6,
dans laquelle — est l'inconnue ; il y aura deux solutions,
mais on ne prendra que la valeur positive. La valeur de dL se déduira de l'angle de projection p seul.
Projectile qui doit passer par un point donné
Vitesse initiale. Soit 9 l'angle de projection, a la dislance
b horizoDlale da bot, b sa hauteur ei - = taogf» ou aura
ag
>/^(a,V) ♦• 2(lang9 — tangt)'
ei Ton opérera comme on Ta dit (84).
88. Angle de projection. Soit V la vitesse initiale, on (Wchera une valeur approchée de 9; on s'en servira
r*our calculer «. — '- eX —\ de là, ifr(a,V) et faisant
*, = , on résoudra l'équation du deuxième degré;
iH)
tangf=?(/i.±l/h.(h,-6)-l*).
La recherche de chacune des deux valeurs doit être •ibtincte à cause des valeurs différentes de «. Si le but est à hauteur de la houche à feu, on aura
.simplement
(12) Mn2f = ~ifc(x,V).
Angle et vitesse de chute, durée du trajet
Vco89 X
t)(«,V)cosO' Vcosf ^ * '
de proJecCloa*
91 . Simplifications. Les formules de la section III sont applicables au cas du tir sous les petits angles en y faisant A égal à l'unité; elles se simplifient beaucoup et donnent la solution de plusieurs problèmes qui ne se rencontrent pas dans le tir sous les grands angles; elles sont applicables jusque sous les angles de 15<> à i^^ au-dessus de rhorizon que permettent le tir des canons et des obusiers et sous ceux que comportent les mortiers dans le cas particulier du tir plongeant.
92. Solution des divers problèmes, lorsque le but n'est pas à hauieur de la bouche à feu. — VUesse initiale, a et i
étant la distance et la hauteur du but, faisant - = langi ;
la solution la plus simple est donnée par la résohilion, au moyen de la table XVI, de l'équation
Vo ^ l / 9^
^^^ V^îib(<V) '"'^^ 2(tang9'^Ë^) "" ^'
93. Angle de projection. Cet angle sera donné par la plus petite valeur de l'équation (iO) ci-après, dans laquelle
(iO)
tang(p = ?(V — \/v(V-6)— ^*).
On aurait une valeur plus simple, mais un peu moins approchée, et partant de la valeur de V au lieu de Vcoso
•hns la valeur de lÊ^iXfV)^ et au moyen de Téqualion
tang^ = tangt + |-.^(a, V).
9(. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui *^'*U passer par deux points donnes. Soient a et 6 les distances horizontale et verticale du premier point, a* et b' criles du second, on prendra des valeurs approchées de V H de 9 pour déterminer ift»(a,V), i(l(a',V), et Ton aura
a'ife(a',V)*^-aifi,(a,V)^
_ 1 /ga^lft>(a\V)-aife(a,V)
cos9i/2 ^_^'
(Voir au texte la solution rigoureuse.)
95. Vitesse et angle Ve projection d*un projectile qui «/' i7 passer par un point donné, sous une inclinaison déterminée. Soient a et fr les dislances horizontale et verti- C'i!e du point et 9 Tangle d'inclinaison, on prendra des ^îi'urs approchées de V et de f pour déterminer ifb(a, V) *'i ^^a,V), et Ton aura
<15» Vs
_ 23(q, V)tangc ^ tft»(q, V)tangO
*Vh tangp= ^r—. — ^^^ ~. — ^^^r ,
['Ji%
coef •^ ^ tangc — tang6
(Voir au texte la solution rigoureuse.) 97. Solution des divers problèmes, lorsque le but est à ' tuteur de la bouche à feu. — Vitesse initiale. Ayant la
portée X et l'aogle de projection 9, on aura la valeur de Vo au moyen de la table XVI et de Téquation
V^ife(ic,V) ^"^ 2tang9
98. Angh de projection. Ayant la portée X et la vitesse initiale Y, on aura l'angle de projection ^ en prenant simplement pour Y, la valeur de Y, ou en substituant à 9 une valeur approc&ée dans Vcos^, et au moyen de l'équation
(26) sin2^=?^afb(^,V).
99. Portée. Ayant l'angle de projection 9 et la vitesse initiale V, on aura la portée X à l'aide de la table XV et au moyen de l'équation
/o-,v X . ,,, V*sin29
(27) -afb(a?, V) ^^—^:=zp,
1 00. Angle de chute sur un plan horizontal. Il est donné indépendamment de l'angle de projection par l'équation
- tange = ^[23(X, V)-,B,(X,V)].
Il est toujours plus grand que l'angle de projection (101).
102. Inclinaison, durée, vitesse. Dans chacun des problèmes ces quantités sont données par les formules
tange = tang^-^j^d(a,V),
^ = Tr lft>(a,V) et « = ~7 — ==;. — t.
Vcos9 ^ * ' t)(a, V) cose
Dans le tir habituel des canons et des obusiers
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r angle de projection, rapporté à la ligne qui va de la ^H,uche à feu au but, est sensiblement indépendant de Vêlévalùm de ce point. L'angle d'élévation du but étant t et Tangle de projection ^, l'angle de projection relatif au Lui sera 9 — • = ^ , et Ton aura
t«ng^. = — ifl)(a,V).
104. Mouvement des projectiles, abstraction faite de la j^%nnt€ur. Alors le mouvement est en ligne droite.
Quand un projectile passe de la vitesse V à la vitesse v, la longueur du trajet étant x, on a les relations ci-aprés :
(35) X ss 2c\og
(36) l=:2el = log
La caractéristique log indique des logarithmes népériens, table VIL
109 i 1U. Circonstances dans lesquelles on peut regar- *Ur la, résistance de Vair comme proportionndle au carré de la vitesse. — Simplifications.
HoaveiiMikt Amm proJeelHes» en sappaaaMt Ui
de i'mMr proportionnelle na enrré de In vlieaee dn mobile.
(Voir au texte 115 à 150 et se reporter de préférence aux sections III et IV, pour les applications ordinaires.)
Trneé des tn^^^^^^'®* ^ solution graphique de divers
problèmes de bnlIsUqne*
(Voir au texte, comme il suit.)
151 à 155. Tracé des trajectoires des bombes. — 156 à 159. Tracé des trajectoires sous de petits angles de projection. — 159. Inclinaison. — 160. Durée, vitesse. — 162 à 170. Solution graphique de' divers problèmes.
SECTION vn.
Lois de In pénétration des proJeetUes dans les ■dUcnz
résistants.
175. Soit 2R le diamètre d'un projectile sphérique, D sa densité, V sa vitesse à l'instant où il commence à pénétrer dans le milieu pénélrable, t; sa vitesse à un instant quelconque de la pénétration, a eifi deux coefficients déterminés par l'expérience, pour chaque milieu résistant, P la résistance que le mobile éprouve à chaque* instant, E la profondeur de la pénétration totale et T la durée de celte pénétration, on aura
Avec les boulets de fonte, on a moyennement D=7033.
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-^^ w. ^' 7032.2,3026 550,2 ^ , fi i
176. En faisanl — —^^ — ou -~- = K et -=-, on aura» pour les boulets»
E = K.2R.Log[i+(^)'];
pour un obus de même diamètre, animé de la même vitesse, mais dont le poids serait P, ou la densité D,, on aurait
E, = E^ ou E, = E^.
Les pénétrations croissent proportionnellement au produit des calibres par les densités. Quand les vitesses ini* tiales sont Taibles, les profondeurs de pénétralion croissent sensiblement comme le carré de ces vitesses; dans les autres cas, elles croissent moins rapidement.
177. Pénàration des projectiles oblongs dans les milieux résistants. En admettant que la résistance à la pénétration des projectiles oblongs n'est que les deux tiers de celle que présente ces projectiles sphériques de même diamètre, on aurait pour la pénétration totale
178. Détermination des coefficients. Pour déterminer les coefficients, il faut connaître les pénétrations pour deux vitesses différentes résultant chacune d'un assez grand nombre de coups. Soit V et V les vitesses, E, E' les pénétrations correspondantes ; au moyen de l'équation
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et de plusieurs essais successifs, on déterminera - ou - , on aura ensuite 0 au moyen de l'équation
et de là,
180 à 182. Valeurs de K et de u pour les pnncipaux milieux résistants.
183. Forme du vide, r étant le rayon de Tentonnoir à une distance e, et t la base des logarithmes hyperboliques, on a
^ _4rRVi3e
Durée de la péuétration
Q„ arc tang ( ■■ ) T =_ . lîLlr. [Les log. sont hyperboliques (Tab. VII).]
Pour calculer arc tang- , on cherchera l'angle dont la
tangente est - (Table I) ; cet angle étant représenté par un nombre a de degrés nonagésimaux , la valeur de l'arc sera =3,1416.
On a aussi, sans qu'il soit nécessaire de connaître la profondeur de pénétration, pour les boulets de fonte,
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Pour les obas, on devra roulliplier cette durée par le rapport direct des poids ou des densités.
SECTION vm.
VlIcMe dM proJccUlea.
200. Mesure des vitesses au moyen du pendule balistique. Soit P le poids du pendule, b celui du projeclile, V sa vitesse au moment où il frappe le pendule, i la dislance du point frappé à Taréle inférieure des couteaux, Il la distance du centre de gravité à cette même arête, K la longueur du pendule simple synchrone, a l'angle de recul du pendule par TefTet du projectile, et g la pesanteur, on aura
,2) ,^V^(PPK-hy(PD-h6.),^^^
bi *
Si l'amplitude du mouvement du pendule était mesurée (•dr la grandeur C de la corde, sur un arc d'un rayon R,
on substituerait - à Ssin'tf.
201. Si, dans une seconde expérience, le poids de la matière dont on remplit le récepteur balistique, est augmenté d'uD poids p et que le poids b du boulet dépasse le poids normal b, de la quantité A', de façon qu'on ait 6 = 6, + ^, on aura
(3) t; = ^[1 + y(p + &')]«nL«,
lans laquelle ^ et >, calculées une fois pour toutes les tx(M;riences, sont :
^ 2VPDK+6.a'"^ PD + 6,cJ'
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en représenlani par a la distance à Taxe des couteaux de Taxe du récepteur autour duquel le poids p est supposé également réparti.
20?. La valeur de K s'obtient au moyen de la durée T d'une oscillation du pendule, par la formule connue
La durée T doit être mesurée avec beaucoup de soins, d'après une moyenne d'au moins 300 oscillalions ; on a ^ = 3,14159.
En nommant a, la latitude d'un lieu, et r le rayon moyen du méridien égal à 6366200, on aura, comme on sait,
9B80570(i — 0,002588cos2^)
Voyez le tableau calculé des valeurs de 9; sa valeur moyenne en France est ^ = 9"809.
193. On obtient D, en faisant la somme des moments statiques des diverses parties du pendule, et en la divisant par la somme des poids ; on obtient aussi PD, en pesant le pendule sous une inclipaison a, par un point situé à une distance a des couteaux. Si Q est le poids qui fait équilibre, on aura
QXa
PD
sm«
209. Les vitesses étant toujours mesurées à une certaine distance x du pendule, elles doivent être ramenées à ce qu'elles seraient à la bouche à feu, et pour cela, on doit les augmenter de la quantité
Dans cette expression, c et r ont les significations déjà données plus haut.
i\0. Vitesse de recul des catums. Soit V le poids du pendule à canon monté, // le poids du canon seul, a! la distance de l'axe de rotation à Taxe de la bouche à Teu, ly la distance du centre de gravité du pendule au même a\c de rotation, K' la longueur du pendule synchrone,
« Tangle de recul du pendule, g la pesanteur et M'= — .
La quantité de mouvement du recul sera
Si la masse M' du pendule était assujettie à se mouvoir parallèlement à elle-même, sa vitesse V' serait
Si la bouche à feu eût été seule, sa vitesse eût été «
p# TV .__
La vitesse que devrait avoir le boulet du poids 6, pour posséder la même quantité de mouvement, serait
Dans ces expressions/ si le recul était mesuré par la
forde C, sur an arc de rayon R', on substituerait —
à 2sin^fli'.
212 à SI 5. AppUcatian de VcledricUé à la mesure des
on
ftévtotlom des prctfeetllai.
216 à 219. La trajectoire moyenne d'un projectile, c'est-à-dire la trajectoire déterminée par les moyennes des hauteurs d'un grand nombre de* projectiles tir^ dans les mêmes circonstances et mesurées à diverses distances, peut être représentée avec une grande exactitude, en déterminant la vitesse et l'angle de projection qui la font passer par deux des points observés ; mais alors, l'angle de projection diffère un peu de l'inclinaison de la bouche k feu ; il est généralement plus grand, et la vitesse initiale déduite diffère aussi un peu de la vitesse initiale réelle, telle qu'on l'obtiendrait au moyen du pendule balistique.
Pour faire concorder la vitesse calculée avec la vitesse réelle, il y a, dans la plupart des cas, nécessité d'introduire l'action d'une certaine force verticale, dont le sens est ordinairement celui de la pesanteur. ' 220. Si Ton connaît la vitesse initiale V, on aura la force déviatrice g' à ajouter à la pesanteur, et l'angle de projection ^ , par les formules suivantes, dans lesquelles a et b, a! et 1/ sont les coordonnées moyennes observées de deux points de la trajectoire :
tangt =
et
aU(«',V) — a'ifc(a,V)
'a'lfl>(a',V)^aifi,{a,V)'
ou
g + g' _ a* Vi'
2 "^ ift,(a',V) ' a'*
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Pour la valeur de t qui entre dans V, , on prendra Tiociinaison connue, d'une manière assez approchée, par rinclinaison de la bouche à feu. L'excès de 9 sur celte inclinaison indiquera le relèvement au départ; il faut en tenir compte dans les formules qui représentent la tra* jectoire moyenne des projectiles tirés dans des circonstances semblables.
232. Dérivation due au veni. Soit V et f la vitesse et Tangle de projection, W la vitesse du vent, « Tangle que fait la direction d'où vient le vent, supposée bonzonlale, avec la ligne qui va au but, x la dislance que Ton considère, et a la dérivation qn*a éprouvée le projectile.
Dans le tir sous de petits angles de projection, la dérivation dans le sens du vent sera
La dérivation latérale sera Asin#, la dérivation dans le sens du tir sera acosa». (Voir le tableau relatif aux projectiles en usage.)
256. Variation dans les hauteurs et dans les portées, due à la tfariatioti de la densité de Voir, Connaissant la
valeur de -, connaissant aussi le rapport de Taccroisse-
ment de la densité de l'air à cette densité elle-même, on
aura le rapport de Taccroissement de • à cette quantité.
Dans les tables X et XI, on prendra, pour les valeurs
données de Vo et de -, l'accroissement de ifr(x,V)« pro*
(K)rtionnellement à celui de -; on aura ainsi Aift(x, V) ;
la variation qui en résultera dans la hauteur de la Irajec-
toire, exprimée par un signe contraire à la variation dans la densité, sera
La variation dans les portées sera
357 à 262. On représente le mouvement réel des projectiles et les déviations, particulièrement sous les petits angles de projection, en considérant la courbe que décrit le projectile en vertu de la pesanteur et de la résistance tangenlielle de l'air, comme une trajectoire normale ; on la réduit à sa projection horizontale, puis, on y rapporte, à une échelle plus grande, les déviations observées ou calculées. On peut les projeter en direction et en grandeur, sur un plan supposé rester perpendiculaire à la projection horizontale de l'axe de la bouche à feu.
264. Equation de la trajectoire des boulets oblongs,^ La force déviatrice étant comparée à la pesanteur. Si ^ est cette force accélératrice, en sens opposé à la pesanteur, l'équation de la projection verticale de la trajec^ toire sera
(i) y=x tang9 - ^^ |J M^, V),
L'ordonnée horizontale de la trajectoire, ou la dérivation latérale, sera, en nommant ^' la force déviatrice horizontale,
L*iiiclinaisoo S, relativement au plan horizontal, sera
(3) tange = tang^-Î51:^^ô(«,V).
La vitesse et la durée du trajet seront
265. Équation de la trajectoire des boulets oblongs. — La farce déviatrice étant comparée à celle du vent. Soit W la vitesse supposée du vent agissant verticalement et W celle du vent qui agirait horizontalement (généralement (le gauche à droite) pour produire la dérivation horizontale :, on aura
V, y = xung,-|f:, [^(.. V)-gVo(l + Vo)FfJ.
i66. Formules de dérivation plus rapide. Pour obtenir une dérivation plus rapide, on peut, dans Téquation 5%
.substituer à F— , soit e'^, soit c* , soit, en général, F—,
Arylletl»» te calcol des probakillcës mi ilr 4c»
|pr#Jcctllcs«
2C9 à 272. PoitU d'impact moyen. — 272. Chances f éteindre des buts de formes et de dimensions diverses. — Ecart de la moyenne; écart moyen; moyen écart. — Pnjbabitité d'atteindre des surfaces, des rectangles, des oirrês, des cercles. (Voir au texte.)
ils. Expression des chances d'atteindre suivant les disiiurrs. Xjt moyen écart z aura pour expression
112* W nx
tiooeiit diRfr 1^
u . Ci biac. Sc^il « .. cviAiioL do bat;
^r.^^T i npwMir dfi bol-
-~ <» stçîifsabk. et
JS 00
i83 à 384. Q étant la quantité dont il Tant pointer ao-dessos du but, pour atteindre, sans donner de hausses, ('Fi a
Q = h2 ou Q = ^ia,{«,V)-5(R«r) + r.
La même relation a lieu en deçà de la portée du but ^0 blanc, ou, entre les quantités dont il faut pointer au- «i^<^5ous du but et les hausses négatives.
as. Erreur de pointage provenait de Vindinaison de l'are des tourillom. a étant l'inclinaison des tourillons; celui de gauche étant au-dessus de l'horizon, on devra [minier de ce même côté d'une quantité E, et au-dessus •lu but d*une quantité e, données ci-après :
290, 291 . Vitesse initiale imprimée par une charge dç l'autre donnée. Pour la poudre ordinaire de guerre et les i'^'ucbes à feu en usage, on déduira la vitesse initiale des iiMeaux (291); pour les charges non comprises dans les tableaux, on les déduira au moyen des diflérences et des [Parties proportionnelles.
^A. Lorsque les dimensions des bouches à feu et des ^•rjoctiles, ou les poids de ceux-ci, différeront de ceux Kn usage, on tirera les vitesses de la formule ci-après, dans laquelle : /a est le poids de la charge de poudre, m celui du [ r^jectile augmenté de celui du chargement, non compris la poudre, R le rayon du boulet, G le rayon et l la longueur de Tâme, M le poids de la poudre qui remplirait 1 -rne et qui est M = ^€'1840^;
V = /y. log ô j;ç—
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y est un coefficient à déterminer par Texpérience, d'après une vitesse connue, pour une charge déterminée, et qui .est
(KJr — K'\
log-
Qa t)a
à la place de — — — , on pourra substituer, sans erreur
notable, 2 — — .
293. Dans l'application au tir des armes à feu, on ramènera d'abord la vitesse à ce qu'elle serait à égalité d'évent, quand il y aura lieu, par la formule
puis on tiendra compte des différences dans les charges et dans les dimensions par la formule
Des divers geares de tlr<
295. Déterminer Vangle et la vitesse de projection d'un projectile qui doit passer par deux points donnés, ou par un point donné sous une inclinaison déterminée (Voir 94 et 95).
297 et 298. Limites des hauteurs auxquMes le tir piongeiant est encore possible : l^ sou^s une itulviaison donnée;
i^ en iauchani le terre-plein à une distance donnée de la n-fte dun parapet. Si b est cette hauteur et a la distance 1. 'lizoDtale, on résoudra la question au moyen de Téqua-
ea e>>ayant plusieurs valeurs de — ' jusqu'à ce qu'on en
ail deux qui comprennent la valeur du second membre, ' n terminera par les parties proportionnelles. (Pour la ^Jlution directe, voyez le texte.) {i^ Voyez la formule au texte.)
310. i® En regardant la force dérivatrice comme constante et égale à y', on appliquera les formules qui se rj;>porlent aux projectiles spliériques, en y remplaçant g l^rg—g';
i"" Eu assimilant la force dérivalrice à celle du vent, •Lns Texpression de laquelle, pour plus de généralité, on
f^n)|jlace - par - ; de cette façon, pour un projectile donné
( Q aura à déterminer \V et n pour satisfaire aux résultai de Texpérience ; cela posé, eu représentant
*'.'.V>-— Vo(l+Vo)F— pir ^(*,V,F^j
nWr nx t ., .^wx\
nWr
on résoudra les divers problèmes qui se rapportent aux projectiles oblongs par les foritaules qui se rapportent aux projectiles sphériques (section IV), en y remplaçant
lft.(ar,V) par. ifc(^, V.F^i?) ,
et
Les durées et les vitesses conservent les mêmes expressions que pour les projectiles sphériques, la valeur de c étant déterminée avec une valeur de A réduite.
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