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ÜE LA PREMIÈRE ÉDITION
En composant cct ouvrage, l'auteur ii’avait pas l'intention de publier un traite complet d'analyse infînitcsimalc, qui aurait dépassé de beaucoup les limites qu'il s'était imposées. Rédigé à l'occasion du cours de calcul dilférenlicl et intégral dont il est chargé à la faculté des sciences de l’Université de Gand et distribué aux élèves depuis 1838 en feuilles autographiées , il n'embrassait d'abord que les matières indiquées au programme des examens de l'Ecole du Génie Civil , peu différent de celui de l’Ecole Polytechnique de France, que les fondateurs de nos écoles spéciales s’étaient fait un devoir de prendre pour guide et pour modèle; mais depuis, l’auteur a cru nécessaire dans l'intérêt
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lies jeunes gens qui se destinent au doctorat en sciences mathématiques ou qui se proposent d'approfondir l’étude des sciences exactes, de comprendre dans son traité certaines théories jugées jusqu'ici par la plupart des auteurs comme trop abstraites ou d'une application trop restreinte pour pouvoir entrer dans le cadre de l'enseignement. De ce nombre sont l'intégration des fonctions elliptiques, le théorème de Fourier sur les intégrales doubles, l'extension de la méthode des variations aux intégrales multiples, etc. Des simplifications notables dans plusieurs de ces théories et une exposition plus élémentaire des principes fondamentaux du calcul des variations, lui ont permis de faire ces additions sans que son ouvrage perdit le caractère classique qu'il tenait à lui conserver.
De cette manière la plupart des théories importantes du calcul intégral ou des branches qui s'y rattachent, ont été passées en revue, et comme on a eu soin de disposer les matières de manière à permettre de faire des coupures sans nuire à l'cnchainement, ces additions n'ont pas rendu l'étude de ce livre plus dilTicile pour ceux qui veulent se borner aux éléments.
Le mode d’exposition du calcul infinitésimal que l'on a adopté, est celui indiqué par Landcn et Dalembcrt, et qui est fondé sur la considération des limites. Cette metbode a sur sa rivale, la méthode des infiniment petits , l'immense avantage de la rigueur et de l'exactitude qui manquent complètement à l'autre, puisque la première n'applique les règles de l'arithmétique et de l'algèbre qu'à des quantités finies et par conséquent saisissabics à l'esprit, tandis que l'autre admet gratuitement, que ces mêmes règles sont encore vraies quand on considère des quantités sans grandeur appréciable, et qui, par conséquent, échappent à nos sens et à notre intelligence.
On a donc cherché à déduire du seul principe des limites, d'une manière méthodique et uniforme, toutes les propositions
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fondamentales du calcul dilTcrenlicI ; mais l’ancienne mélliode de Leibnitz présente de trop grands avantages sous le rapport de la brièveté et de la simplicité, pour qu'on ait cru pouvoir s’abstenir de la faire connaître ; c'est pourquoi la plupart des démonstrations un peu importantes sont doubles, l'une destinée à convaincre l'esprit, et l'autre, à le soulager et à mieux se graver dans la mémoire. il arrive même quelquefois , lorsque la réduction aux limites ne présente aucune dilFiculté, que l'on s'est borné à une démonstration par les infiniment petits, à laquelle le lecteur pourra toujours rendre par la pensée la forme plus rigoureuse adoptée pour les autres démonstrations.
Indépendamment des avantages incontestables que présente sous le rapport de la brièveté , l'emploi des infiniment petits , il existe un autre motif pour ne pus s'attacher exclusivement aux limites et pour faire marcher en quelque sorte de front les deux méthodes. Le calcul intégral, sous la forme que les géomètres lui ont laissée jusqu'ici, a essentiellement pour objet la considération des quantités infiniment petites : il est donc nécessaire que l’élève se rende familières ces quantités abstraites, avant d'aborder la seconde partie du traité.
Il est vrai qu’il serait facile de faire disparaître du calcul intégral les infiniment petits ou difTérenticllcs en partant de ce théorème fondamental^ qu’une intégrale représente le produit de la valeur moyenne de ta dérivée par la différence entre les valeurs extrêmes de la variable. Cette innovation très logique aurait l’avantage d’introduire de l'uniformité dans le traité eidccomblcr la lacune que présente la théorie des limites, au passage du calcul direct infinitésimal, au calcul inverse; mais comme elle exigerait un changement total dans les dénominations cl dans les notations , sans un avantage réel autre que celui que nous venons de signaler, on a cru préférable de ne pas s'écarter des anciens errements, laissant aux géomètres qui font autorité dans la science, le soin de décider
vil!
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de ropporluniti: de celle reforme cl d’en prendre l’inilialivc.
Un grand nombre de démonslralions sonl prcscnlccs sous une forme un peu abrégée cl des lecteurs trouveront peut-être que quelques développements de ealcul n'auraient pas été superflus. Ce laconisme tient à l'usage auquel ce traite était destiné avant qu’il ne reçût une publicité complète, et une expérience de seize années à laquelle il a été soumis a prouvé surabondamment que les détails de calcul qui ne sont pas indispensables, ne font que fatiguer les yeux et l’esprit et nuisent a rcnchaincment des raisonnements. Du resteon ose croire quejamais ces formes abrégées n'ont été employées là où il y avait quelque difliculté à résoudre et le but de l’auteur aura été atteint si, comme il l'espère, il n’a omis que des détails auxquels une lecture attentive pourra facilement suppléer et s’il est parvenu à rendre moins ardue cl moins pénible l’élude des hautes sciences aux jeunes gens d’élite qui se préparent à subir les épreuves difliciles du doctorat ou qui veulent embrasser les carrières du génie civil et de l’enseignement.
CHAPITRE I
I)f< foiictioiH. Fonctions algébriques et transcendantes. — RL'préscntation géométrique ries équations. Variable dé|K‘ndante et indé|)(‘ndante. Fonclioii.s inqdicius et explicites , continues et discontinues. Limite du rap|H>rt de Faceroisseincnt d’une fonction à raccroi.ssenienl de la variable. Fom*tioii dérivée. — Sigiiification géométrique d’une fonction dérivée. — Signification analytique d’une fom'tion déri%ée. — Infiniment |M*tits et infiniment grands des dilTéreuLs ordres. DifTéreiitielles. — Fonction.s croissantes et décroissantes. — Différentiation cl dérivation des fonctions. — • Uérivalion des foiielimis de fonctions. — lK*rivalion d’iine fonction de plusieurs fonctions. Dérivée parlirdle et dérivée totale. — Dérivée d’une variable par rapport à une autre variable , lorsqu’elles sont exprimée.s toutes deux en fonction d’une troisirune. — Dérivée du produit de plusieurs fonctions. — Dérivée du quotient de deux fonctions. — Calcul des dérivées. Dérivée de log x. — Dérivée de sin x, — Dérivée de x"*. — Dérivée de la foiielion exponentielle a'. — Déri\ées des fonctions trigoiiomëtriques. ~ Dérivation des (onctions cuiiipliquées. — Dérivation des fonetions imaginaires. — Dérivation des fonctions inipiicites. Éi|uatioii dérivée. — Dérivées dos ordres supérieurs des fondions explicites. — Dérivée.s succc.s.sive.s d’une fonction de foiidioii. — Dérivées successives, les deux variables étant données en fonction d’une troisième. — Dérivées siicct'ssives des fonctions implicites. Equations dérivées successives. — Différentielles successives d’uiic fonction impliciu*. — Changement de la variable indépendante.
1. Des fonctions. Fonctions algébriques et transcendantes. — Une quantité est dite fonction d'une antre quantité^ lorsqu’elle est lice u la seconde <le telle manière qn’un changement arliitruire dans la valeur de l’une enlraiiie iiécessaimnent un changement dans lu valeur de Faiilre,
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cl on appelle fonction, l'cxprcssioii analytique de la loi qui lie ees deux qnautitds; ainsi, dans les équations
= y==sinar, y = log(a — x),
1/ est fonction de x ou x est fonction de y, et les expressions ax’-4--ï sinx, log (a — x)
sont des fonctions de x. Si l’on avait
z = xy -^y* — a^,
le second membre et par conséquent z seraient des fonctions de x et (le y. Dans l'équnlion
ly -t- xn- f/ï — 1 = 0 ,
Z est encore fonction de x et de y puisqu’on peut concevoir celle équation résolue par rapport à z.
Parmi les quantités qui entrent dans une fonction, les unes ont une valeur fixe et invariable, quoique arbitraire, cl prennent pour celle raison le nom de constantes ; les autres n’ont pas de valeur déterminée et sont susceptibles de passer par une suite continue de grandeurs. Elles prennent pour ce motif le nom de vuriahles. On convient ordinairement d’em|)loycr les premières lettres de l’alphabet pour représenter les constantes et de réserver les dernières pour représenter les variables.
Pour indiquer une fonction d’une ou plusieurs variables x, y, z, etc., on emploie les notations F, •]<,'}>,/', F', etc. ; ainsi Fx représente une fonction de x dont la forme peut être connue ou inconnue et Fy représente une fonction composée en y de la même manière que Fx l’est en X. De même j (x, y) indique une certaine fonction de x et de y. Si i( représentait une fonction de x, rciiréscntcrail une certaine fonction de « et serait par conséipicnt une fonction de fonction de x.
Les fonctions se divisent en fonctions alyébriyues et en fonctions transcendantes; les premières sont celles où les variables ne sont liées qu’au moyen des signes indiquant les six opérations fondamentales de l’arillimélique; ainsi
|/4a*x’ — fifcx’ -I- c*
est une foiiotiun algébrique. Lei! secondes sont celles où les varisibles SC trouvent liées de toute autre manière. Une ronelion contenant des ternies de la forme a', log x, sin x, tang x est donc transcendante.
_ Les fonctions algébriques se divisent aussi en fonctions irrationnelles et rationnelles, suivant qu’elles eontiennent on ne contiennent pas de radical.
Les fonctions transcendantes se divisent en fonctions exponen(ief/es, logarilhmiifiies et circulaires ou triyonométrü/ues , suivant qu’elles renferment des quantités exponentielles de la forme a' ou des quantités telles que log x, ou des quantités trigonométriqiics, comme tang X, sin (a — x) etc.
2. Représentation géométrique des équations. Variable dépendante et indépendante. Fonctions implicites et explicites, continues et discontinues. — Une équation quelconque entre deux variables x, g peut, en général, être considérée comme représentant une certaine courbe dont la forme dc|)cnd essentiellement de la forme de l’équation; car /'(x, y) = 0 étant l'équation donnée, si on la conçoit résolue par rapport à y, il viendra y = fX et en donnant à x toutes les valeurs jiossibles tant positives que négatives, il est clair que l’on obtiendra pour y une suite de valeurs correspoudant à cbaque valeur attribuée à X. Considérons maintenant x el ij comme étant les deux coordonnées rectangulaires d’un point rapporté à deux axes .K et Y, et portons sur l’axe des X, à partir du point A (lig. I) toutes les valeurs AP, AF, AP"...., attribuées il x. En clévant les ordonnées PM, P'M',
P"M" .. égales aux valeurs corresjiondantcs de y, l’ensemble des
points M, M', M" constituera le plus souvent une courbe com-
posée d’une ou plusieurs brancbcs, liée intimement à l’équation f[x, y) = 0 et dont elle forme le lieu géométrique.
Cette construction par points, de la courbe, établit entre les deux variables une différence essentielle, puisque à l’une d’elles, x, on donne des valeurs arbitraires, tandis que les valeurs correspondantes de y s’obtiennent par la résolution de l'équation; c’est pourquoi on appelle x variable indépendante et y, variable dépendante. Si au lieu de résoudre l’équation par rapport à y, on la résolvait par rapporta x, les deux variables changeraient de rèle et de nom.
Dans les deux équations considérées plus haut,
/■(x, y)=-0 et y = yx,
qui dérivent l’une de l’autre et expriment par conséquent des relations identiques entre x et y , la variable dépendante y entre d’une
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manière tonte dilTéreiitc. Dans /"(r, i/) =0, la variable dépendante y est combinée avec la variable inilépcnilanle x et est dite pour ce motif fonction implicite de jr; tandis qnc dans y ^ yx, y se trouve exprimée au moyen de la variable indépendante x, et est dite fonction explicite
de X.
Lorsque deux équations à deux variables
ont lieu simultanément, c’esl-îi dire, lorsque x et ^ ont la même signification de part et d'autre, les valeurs de ces deux quantités sont entièrement déterminées, si les deux éipiations sont distinctes, puisqu’elles sulliscnt pour déterminer deux inconnues. Leur ensemble représente par conséquent un ou plusieurs points, ce qui résulte aussi de ce que les coordonnées x, y ne peuvent appartenir qu’aux points d’intersection des deux courbes représentées par chacune des équations prises isolément.
Considérons maintenant une équation à trois variables,
Elle représente en général une surface; en effet, admettons que x, y cl î soient les trois coordonnées d’un point dans l’espace, rapporté à trois axes rectangulaires. En concevant l’équation résolue par rapport à il vient
si maintenant on prend un point quelconque dans le plan des XY et qu’on substitue dans l’équation |iréeédeutc les valeurs de x et ^ qui correspondent à ce point, on en déduira la valeur de z, que l’on portera sur une ordonnée menée par le point parallèlement A l’axe des z, ce qui déterminera un point dans l'espace. En considérant suceessivement tous les points du plan des XY, il est clair que l’on fixera dans l’espace une suite de points dont l’ensemble donnera lieu en général à une surface, lieu géométrique de l’équation.
Les deux variables x cl y, dont on dispose à volonté, se nomment pour ce motif variables indépendantes , et z dont la valeur est assujettie à satisfaire à l’équation et dépend des valeurs attribuées à x et t/, sc nomme variable dépendante cl est fonction de x et y.
Si deux équations à trois variables
existent simultanément, le système de ces équations appartient à
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riiitcrsectiüii des driix surfaces rcpréscnt<5es par chaciiiie des é(|iiations et par cuns(!qtienl à iiiie courbe située dans l’espace; car x, y et 5 devant avoir la mâine valeur dans les deux équations, ne pourront appartenir qu'aux points coniiuuns à ces deux surfaces.
Eu éliminant successivement entre ces deux équations les variables I et y, elles pourront être mises sous la forme
et celles-ei tiendront lieu des deux précédentes. Quoiqu’elles ne contiennent, cbacunc, que deux variables, elles rc|ircscntcnt encore des surfaces; mais celles-ei sont les cylindres formés par les pcr])endiculaires abaissées de tous les points de la courbe de l’espace sur le plan des XZ, pour la première, et des YZ pour la .îccondc; car la première équation exprime la relation qui existe entre x et z pour un point quelconque de la courbe de l’espace, et comme ces deux coordonnées sont les mêmes pour tous les points de la |)crpcndiculairc abaissée sur le plan des XZ, cette relation subsistera pour tous les )iuints de l’une quelconque de ces perpendiculaires, c’est-à-dire, pour le cylindre projetant. Il en est de même de la seconde équation. Il est à remarquer que, comme les points de la projection de la courbe dans le plan desXZ, appartiennent au cylindre projetant, l’équation
■Xi,z) = 0
appartient aussi a cette projection, de même que l’équation
fÜf, 2) = 0
représente la projection de la courbe sur le ])lan des XZ. On voit donc que la courbe représentée par le système des deux équations
se trouve donnée jiar deux de scs projections. Si l’on conçoit celles-ci mises sous la forme.
X = Fz, y = F'z,
il est visible que l’on ne peut disposer que d’une seule variable z, à laquelle on est libre d’attribuer toutes les valeurs possibles et que les deux autres sont déterminées aussilèt que l’on a fixé la valeur de
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la prcmicTe. C’csl pourquoi ccllc-ci est seule variable indépciulantc cl les (leux autres soûl des xariabics (k'penilaiilcs.
Si Irois équations à trois variables existaient sininllanéinent, leur ensemble ne pourrait rc|)résenlcr qu’un ou plusieurs points situés dans l’espace; en effet ces trois équations suffiraient pour déterminer les valeurs des trois coordonné'cs x, y et z, qui fixeraient la position d’nn point dans l’espace, si ces valeurs étaient unii|ues, ou |dusicurs points, si l’on trouvait pour x, y cl z plusieurs valeurs réelles. On est conduit au meme résultat en remarquant que le système des trois équations ne peut ajipartcnir qu’à rinterscction des trois surfaces, intersection qui, en général, ne peut être qu’un point ou plusieurs points isolés.
Une foncliou est dite continue, lorsqu’cn faisant croître la variable indépendante d’une manière continue entre certaines limites, la fonction varie cllc-mcine d’une manière continue, ou, en d'autres termes, lorsque ])our des accroissements de la variable indépendante, moindres que toute grandeur assignable, la fonction éprouve elle-même des variations moindres que toute grandeur assignable. I.a plupart des fonctions sont dans ce cas et les courbes qu’elles repré;senlcnt sont dites courbes continues; mais toutes les fonctions ne jouissent pas de cette propriété; elles sont dites alors discontinues , ainsi que la courbe ou plutêit le lieu g('‘ométriquc correspondant, qui se com[iose alors de points cl de ]iortions de lignes isolés. Les principes du calcul différentiel, fondés essentiellement sur la continuité des fonctions, ne sont pas applicables en général à ces sortes de fonctions.
Souvent des fonctions dites continues présentent des discontinuités accidentelles qui se inanifeslcnt de différente manière dans la courbe qui en forme le lieu géométrique et donnent naissance à des ( oints appelés singuliers. Cette circonstance se présente particulièrement lorstpic 1a fonction devient brusquement infinie ou imaginaire pour une valeur déterminée et finie de la variable indépendante et sera l’objet d’un examen particulier.
3. Limite du rapport de t accroissement d’une fonction d l'accroissement de la variable. Fonction dérivée, — Considérons maintenant une fonction explicite et continue quelconque
y-=-fx.
Concevons que x prenne nu accroissement h; y ou la fonction fx prendra une nouvelle valeur y' telle que y' = f[x -i- A); l’accroissement de y sera
V' — V = f{x+h)-fx
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et le rapport de raccroisscmenl de la fonction a celui de la variable sera exprimée par
f[x + h)—fx
En représentant par les signes et Ax les accroissements ou Icx (lifférences de y et de x, on a donc
Ay f(x -H h) — • fx Ax h
La valeur de ce rapport s’obtient facilcnicnt dans cliaquc cas particulier; ainsi si l’on fait
on trouve
Ay — r* a-*-!— — x*
Ax h h
4x ^ 4-6 Ax * -f- ( A * x-i- A ' .
Au
On voit par cet exemple, qu’en général , la valeur de ^dépend de
X et de l’accroisscmcnt h ou Ax donné à cette variable. On voit aussi Au
que le rapport — approche d’autant plus d’élre égal a 4x’ , que
raccroissement h est plus petit, en sorte que 4x* est la limite vers laquelle tend sans cesse le rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement de la variable, lorsqu'on fait décroître h jusqu’à
Ay
zéro. 4x’ n'étant plus qu’une valeur particulière de on indique
Ax
cette circonstance en remplaçant la lettre A par la lettre d et on écrit
dx
On trouve de même pour la fonction
y — a-+-bx — ex-’,
la limite suivante
— ^=SS h .ÏC-T^.
dx
On voit par ce qui précède, que ^ doit être considéré comme une
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notntiun generale servant à représenter ce que devient — à la limite,
Ax
nu lorsqu'on lait Ax nul. La limite du rapport de raceroisseincnt d’une fonction à celui de sa variable se nomme fonction dérivée, par opposition à la fonction donnée qui prend le nom de jonction primitive.
4. Signification géoinélrigue d’une jonction dérivée. — Le calcul différentiel a pour objet de trouver la fonction dérivée, pour toutes les formes de fonctions pi imilivcs et de rcebcrclicr les propriétés des ilérivécs. Avant de nous occuper de ces recbcrelies, il est essentiel de démontrer que la valeur limite qui constitue la dérivée d’une fonction déterminée de x est en général cllc-mêinc une certaine fonction de X dont 1a forme dé|)end de celle de la fonction primitive et que par conséquent cette. dérivée ne saurait avoir, pour toute valeur de x une valeur invariable telle que zéro ou l’infini ou une valeur indéterminée. Cette proposition peut se vérifier par des considérations géométriques très simples; en cllcl on a vu (N" 2) qu’une équation du la forme
représente, si fx est continue, une certaine courbe d'une forme déterminée rapportée à deux axes et ayant (x, g) pour coordonnées de l’un quelconque de scs points. Soit donc BMC (fig. 2) cette courbe, A.\, AY les deux axes que nous supposerons rectangulaires et .M un point t|uclconque pris sur la courbe et ayant pour coordonnées x cl g ou AP et PM. Si l’on donne à X un accroissement PP' = /i ou Ax, l'ordonnée deviendra M'P' ou P'N -i- NM', c’est-à-dire, g N.M', en sorte que N.M’ sera raccroissement Ay de g correspondant à raccroissement h de x; on aura donc
tangS,
à cause de la propriété du triangle rectangle M’MN et de l’égalité des
Ay
angles M'.MN et MS.X ou S. On voit que le rapport — représente, en
général, la tangente trigonoraélrique de l’angle que fait la sécante MN' ou Ssavcc l’axe desX. Si maintenant on suppose que k on PP' diminue d’une manière continue, la sécante S.s pivotera autour du point M et se rapprochera de plus en plus de la touchante Tl à la courbe au point M, et elle se confondra avec cette touebantc, ou, ce qui revient an même, l’angle S se confondra avec l’angle T, lorsque h sera
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devenu 7,éro; d’on il suil <iuc la limite de renresente la lan-
‘ dx Aj: '
gente trigonométriqiie de l’angle que fait avec l’axe des X la toneliante à la courbe an point M ; or, il est clair que la valeur de cet angle change pour chaque point M, suivant une loi déterminée qui est une
conséquence nécessaire de la lorme de la courbe. Lu valeur de
est
donc une fonction de la variable x, cl la forme de celte fonction dépend de celle de la fonction primitive /x.
5. Signification analytique d'une fonction dérivée. — La même proposition peut être démontrée par des considérations purement analytiques, comme il suil : divisons raccroissement h de la variable x en un nombre n de parties égales représentées par i el faisons croître cette variable par inlcrvullcs égaux à i. La fonction deviendra sueces-
.sivcmenl /x, f{x+i), /"(x -t- 2i) f{x ni) ou f{x + h) el
les rapports des accroissements successifs de la fonction à raccrois-
sement de Sf[x -a- i)
la variable, rapports que nous a/‘(x -V- 2i) A/|x -t-(« — l)i']
Ax
Ax
Ax
f(x + i) — fx ^
fiesigncrons par »
I Hcvieiidrunt
Aj
• Ax
i Ax
^[(x ■*- {n — 1 ) f) -V- i] — (\x -V- (» — I ) «] _ A/'Ix -t- (m — I ) i]
I Ax
Si- on additionne ces équations membre à membre , en remarquant que le premier terme de chaque équation est détruit par le second lennc de l’équation suivante, un trouve
/‘(x-t-ni) — fx a/x \f(x+i) A/'(x-t-2i) ^A/^x-t-iw — 1)i]
i Ax Ax Ax Ax
ou bien, en divisant les deux membres par n et remplaçant ni par h , f(x-*-h) — fx 1 ( A/x ^f(x-^-i) A/(x-*-2i) A/|x s-(n — l)i]l
h n ( Ax Ax Ax Ax ^
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Il csl visible qu’en prenant n sullisoniinent grand, on pourra faire en sorte que ni conserve une grandeur finie donnée /i, quoique i aille eu décroissant indélininient , et le second inenibre représentera toujours la moyenne urilliniéliqnc des n valeurs i)ar Icscpielles passe
— ■ tandis que la variable passe d’une valeur x a une autre valeur i ■
par des accroissements successifs égaux i ou -• Si on suppose que i
fi
ait atteint la limite de scs décroissements, les différents termes du second membre seront les valeurs sucpessi^es par Icscpiclles ])asse la fonction dérivée dc/x, tandis que la variable croit d’une manière continue depuis une valeur x Jusqn’î’ia: h. Or, si la dérivée n’était
pas fonction cle x ou était itifinic pour toute valeur de x, cette dérivée ne changerait pas quand on cliangc eellc de x, c’est-à-dire, que les
dérivées de fx, f{x -r- i), f[x -f- 20, f[x -v- 3ij seraient toutes
égales entre elles et indépendantes de x ou toutes infinies, ainsi que la moyenne arithmétique de ces quantités , résultat incompatible avec l’équation précédente; car le second membre serait indépendant de x ou infini, tandis que le premier contient évidemment cette variable, puisque f[x -V- h) — fx est une fonction de x qui n’est pas infinie quand fx ne l’est )ia$.
Une seule fonction fait exception à cette règle; c’est celle qui est de la forme ax b dont la dérivée est constante cl égale à a.
Coniinc la dérivée de fx est elle-même une fonction finie de x, nous la représenterons souvent ]>ar fx.
Puisque les
limites des quantités
Af{x)
a/(x -r- 0 Ax
lf(x -4- 2l) Ax
sont les fonctions dérivées de fx , correspondant aux différentes
valeurs x, x-t- i, x -+- 2i par lesquelles passe la variable x
en croissant jusqu’à x-+-/i, il résulte de la valeur trouvée pour
— que le rapport de l'accroissement d’nne fonction à
l’accroissement h de la variable est égal d la mogenne urilbméligue des valeurs par lesquelles passe la fonction dérivée, lundis que la variable passe d'une valeur x d une valeur x -v- b d'une manière contin ne.
Il est à remarquer que la démonstration précédente et la ci>nséqucncc qu’on vient d’en tirer, supposent essentiellement que fx et sa dérivée fx conservent des valeurs finies et réelles, c’est-à-dire, rcs-
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lent continues entre les deux limites ictx-i-/»; car des aecroissenicnts de runcliuus qui dcviciiucnt infinies ou imaginaires et des nioycnncs entre les valeurs de ces fonelions n'auraient aucun gens saisissable. Cette coiidiliou de rouliiiuilé |>eut être eousidérée comme remplie lorsqu’on n'assigne à x aueunc valeur particulière, parce (pie l’on admet lacitement que l'un reste dans les limites où les ronctions /x cl fx restent continues. Dans ce cas, si on désigne par /l'el h" les valeurs de raccroissement h, qui font prendre à la dérivée f'(x -t- h) la plus grande et la plus petite valeur par lesquelles elle passe, tandis que A croit depuis 0 jusipi’à A, il est évident ipie la valeur moyenne de la dérivée sera comprise entre /'[x -t- A') cl f'(x ■+■ A''); or, s’il y U continuité dans la runetion dérivée, ce qu'on peut admettre (piand on n’attribue pus à x une valeur particulière, il est visible que, taudis que A croit depuis A' jusipi’à A", la functioii f’[x -+■ A) doit passer par toutes les valeurs comprises entre /'(x ■+■ A') et f'{x ■+■ A"); il y a donc une valeur de A comprise entre A’ et A'' cl eonséqiieiumcul entre 0 et A, qui rend f{x ■+• A) égal à cette moyenne, c’est-à-dire, qu’on aura, 0 étant un certain cocflicient compris entre 0 et 1,
f{x -t- A) — fx
-L-=f'{x -F- OA).
Cette équation <[ui doit jouer un grand riÀlc dans tout ce ([ui va
. f[x -F- A) — fx . .
suivre, ne donne pus la valeur exacte de ; — mais lait
eounailrc des limites entre lesquelles se trouve compris ce rapport. I.’inlcrprétution géométrique de cette valeur est très simple; elle exprime évidemment que si lu courbe est continue entre les points M et M' (lig. 3) correspondants aux abscisses x et x -i- A cl si les iiieliuuisons des langciiles sur l’axe des X varient aussi d’une manière continue, la tangente NX' parallèle à la corde MM' aura sou point de contact R placé entre .M et M'; <uir si l’on fait 01’ =x et l*l’' = A,
JÛ (f. sera la tangente de l’angle M'MS et on a vu (4) que
f[x -F- OA) est la tangente trigouoinétri([ue de l’angle que forme avec l’axe des .\, une touchante NX' à la courbe, en un point R correspondant à l’abscisse x -F- (/A, c’est-à-dire, compris entre .M et M'.
On tire de réqnalion précédente la valeur de f(x -F- A),
f{x -F- II) = fx -¥■ hf'{x -F- OA).
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G. Infinimenl petits et infiniment grands des différents ordres. Différentielles. — La considération des quantités infiniment petites conduit à une autre définition de la fonction dérivée. On ajipellc infiniment petite une quantité constamment décroissante jusqu’à devenir moindre que toute grandeur assignable sans etiangcr de nature et qui par conséquent est négligeable devant une grandeur finie.
On appelle infiniment petit du second, troisième ordre, etc., tonte quantité dont le rnp|)iirl à un infiniment petit proprement dit est lui-méme un infiniment jielit du premier, du second ordre, etc. Ainsi, si e et e' sont infiniment petits, u', th' sont des infiniment petits
du second et du troisième ordre, parce que — et — sont égaux à e'
et à £s' qui sont du premier et du second ordre.
De même qu’un infiniment petit du premier ordre est négligeable devant une quantité finie, de même nn infiniment petit du second , troisième ordre etc. est négligeable devant un infiniment petit d’un ordre inférieur.
Une quantité infiniment grande ou infinie est une quantité constamment croissante jusqu’à devenir supérieure à toute grandeur assignable sans clianger de nature. Si on la nomme infini du premier ordre, toute grandeur dont le rapport à celle-ci est ini-meme infini, sera nn infini du second ordre et ainsi de suite. Toute grandeur finie est négligeable devant une grandeur infinie et celle-ci est négligeable devant un infini d’nn ordre plus élevé.
Cela posé, on a vu que si dans une fonction continue fx on fait prendre à la variable un aceroissement infiniment petit Ax ou h, la fonction prend clle-mémc un accroissement infiniment petit Ay dont le rapporta Ax est donné par
(l/l étant une quantité moindre que Ax ou h, est aussi infiniment petite, et il résnlte dn principe de continuité que f'{x -+- O/i) ne dilTèic de fx que d’un infiniment petit; on aura donc en le négligeant.
ou plutôt en désignant par dx et dy ces valeurs particulières de Ax
CALCl'I. llIKFKItt.M Ibl..
Au point Ho vue des limites où nous nous sommes d’abord plaet's,
les quantités dx et dy sont rigoureusement milles, et la fraction ^ >
dont les parties ne peuvent être séparées et qu’il faut lire ainsi : dy sui'(/x, n’est qu’une notation servant à indiquer la valeur vers la-
I, . fi-’^ ■*- 1>) ~~ A
^ àx h
à mesure que h diminue.
Lorsqu’on adopte la tUéorie des infiniment petits, ainsi que l’ont fait les premiers géomètres qui se sont oeeiipés dn calcul dilTérenticl, dy cl dx cessent d’étre de véritables zéros, mais sont des quantités infiniment petites appelées di/férentielles , sur lesquelles on peut effectuer toutes les opérations de l’algèbre et entre lesquelles il existe • (/v
un rapport détermine. A ce point de vue, est donc une véritable
fraction représentant le rapport de raccroissement d’une fonction à raccroissement infiniment petit de 1a variable et on peut tirer de l’équation précéilcnte,
dy = j'xdx.
La fonction dérivée fx est ici le coeflieicnt par lequel il faut multiplier l’accroissemcal dx de la variable indépendante pour avoir l’accroissement dy de lu fonction, ce (]ui a fait donner le nom de coeflicifitl tlilférenliel à la qiianlitc désignée par fonction dérivée dans la théorie des limites.
Dans ce qui va suivre, nous nous servirons indifféremment de ces deux dénominations, et quui<|ue l’on ait fait à lu théorie des infiniment petits le reproche de manquer de rigueur, parce que fx n’est en appa-
fl U
rencc que la valeur approchée de j cependant il nous arrivera souvent par la suite de faire usage de la considération des différentielles et d'écrire, par exemple, une éi|uation sous la forme
mais dans ce cas, il faut toujours, par la pensée, la rétablir sous lu forme
'hi
dx
r=fx
qui permet d’employer, pour démontrer une proposition, la considération plus rigoureuse des limites.
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Une première conséquence de l’équation diiïérenliclle dij — f'xilx
est que, si </x reste toujours positif, dij sera [tositif ou négatif avec fx c’est-à-dire, que si l’on conçoit que 1a variable x d’une fonction soit toujours croissante à partir d’une certaine valeur, la fonction sera ellc-niémc croissante ou décroissante suivant que la fonction dérivée sera positive ou négative.
On voit aussi que si deux fonctions fx et Fx sont égales pourx = a et que pour toute valeur croissante clc x la dérivée f'x reste inférieure à la dérivée F’x, la fonction f[a -+- h) sera pour toute valeur positive de h inférieure à F(a -t- /i), puisque lu fonction fx à iiartir de fa croîtra constamnient jdus lentement que Fx.
7. Dilférentiution et dérivation des fonctions. — On appelle différentiation ou dérivation, l’opération |»ar laquelle on clicrclic la <li(fércntiellc ou la dérivée d’une fonction donnée. Avant de déterminer la valeur des dérivées pour les dilfércntcs formes de fonctions, nous démontrerons certaines propriétés générales communes à toutes les dérivées.
Soit une fonction y composée de plusieurs fonctions distinctes de la forme
y = /x -t- Fx — yx.
11 est facile de voir que la dérivée totale est éyale à la somme des dérivées de chaque fonction prise aecc son signe; en elTet, en donnant à X un accroissement h, y prend un accroissement \y cl il vient
y Sy = f(x -s- h) -r- F(x -i- h) — y(x -t- h); mais, d’a|>rès ec qu’un a vu plus haut, un a
f{x h) = fx -y- hp[x -t- 0/t),
F(x -+- h) => Fx -4- //F'(x +- û7i), y(x -H h) = »x -4- hf(x -4- 0"/»);
il vient donc en substituant et en rcmur<|uant que y est égal à fx -4- Fx — ox ,
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d'où l'on tire en di\isunl par h ou Ax,
— - = f'{x hh) -t- F'(i Vh) — !p'{x -4- Cl'7») ,
et en passant à la limite, c'est-à-dire, en faisant h «-gai à zéro, il vient
dy
-fi = A'x F X — 9 X.
dx '
Si l'on emploie les infiniment petits, on conclut fucilcinent de cette équation (/ne la différentielle d'une fonction coiiipngée de plueieur» fonctions partielles, est égale à la somme des différentielles de ces fonctions partielles prises avec leur signe ; car en multipliant par dx, on a
dy = f'xdx -f- F’xdx — f'xdx.
et il est visible que f'xdx, F'xdx et f’xdx, sont les dilTércntiellcs de fx, Fx et fX. Il suit de là que lu dérivée de
est donnée par
qui est la même que si In constante a n'cxislait pas, car la dérivée du second membre est la somme des dérivées de chaque terme et le jircmier étant constant, son accroissement cl par suite, su dérivée, sont nuis. On voit par là que deux fonctions gui ne différent que par un terme constant, ont la même dérivée.
Si l'on avait à dilfércncier afx, a étant un cocfllcicnl constant, en donnant à x un accroissement h il viendrait
Al/ af(x A) — afx /(x -t- h) — fx
et à la limite.
qui apprend que la dérivée du produit d'une fonction par une constante est égale à la dérivée de cette fonction multipliée par la constante.
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8. Dérivalion îles foiiclioiis de fonctions. — Il arrive souvciil qu’une fonclion y n’est pas exprimée immédialement au moyen de la variable indépendante x, quoique y déj)ende de celte dernière. C’est ee qui arrive lorsque la relation entre ÿ et x est établie au moyen du système des deux équations
y = fz, z = fx.
On dit alors que y représente une fonction de fonction de x. Il est visible qu’un aceroissement donné à x en détermine également un dans 2, à cause de la seconde équation , et cet accroissement de z en fait prendre un à la variable y par suite de la relation exprimée par la première; il doit donc exister une certaine déiiendance entre ^y
et Ax d’où dépend la valeur du rapport — cl par conséquent, de la
Ax
valeur limite ou de la dérivée^; cependant la première équation
différentiée ne donne que la valeur de la seconde fait connaitre
dz
mais aucune des deux ne donne immédiatement —• Pour Iroudx dx
ver cette dernière dérivée, il semble qu’il suflit de remplacer 2 par
sa valeur yx dans la première équation, ce qui lui donnerait la forme
Fx
d’où on déduirait immédiatement la dérivée ---• mais celte marche
dx
est souvent im|)ratirable à cause delà complication des calculs; il importe donc de trouver sa valeur dircelcmcnl. Donnons à x un accroisscinent h dans la seconde équation ; il vient
Ar
y'x étant la dérivée de fx ou ~ cl 0 une quantité comprise entre 0 et
dx
Funilé. La variable 2 ayant pris un accroissement Az, déterminera dans fz ou y un accroissement ^y donné par l'équation
Az
f(z + Ô'Az)
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dons laquelle fz est la dérivée de fz, c’esl-Ji-dirc — > et 0' un facteur
(Iz
compris entre zéro et l’unité. En multipliant les deux équations précédentes membre à membre, il vient
Au As Au -
— • — > c’esUi-dirc, — =r(z 0'As)o'(ac (i/ii
As Al Ax ' ' ’
équation qui, si l’on passe à In limite, devient ilx ' f/x dx
et nous apprend que pour avoir la dérivée -J d’une fonction de fonc-
tion, il faut multiplier les dérivées des deux fonctions, prises chacune par rapport à la variable qu’elle contient.
On serait arrivé ù la même conclusion, mais d’une manière moins rigoureuse, pur la considération des infiniment petits; en clTct les deux équations différenciées donnent
di/ =■. f'zdz , dz = f'xdx
et en multipliant membre à membre et supprimant le facteur commun dz, il vient comme plus haut.
dy = f Z - fxdx ou
dx
dz dx'
On démontrerait de la meme manière que si l’on avait y=fz, z = fu, ii = Fx,
il viendrait
dy dy dz du
dx dz du dx
c’est-à-dire que la dérivée de la fonclion y par rapport à la variable indépendante x, est donnée par le produit des dérivées de cbaque fonction prises par rapport à la variable qu’elle contient.
.Si l’on fait usage des différentielles ou des inriniincut petits, on multipliera les deux membres par dx cl on écrira ainsi :
dy dz du
7zTu di """
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dans laquelle dy est la dilTcrentielle de la fonction de fonction y, ou raccroisscinent iiifiniincnt petit de ^ dû à un accroisseiiicnl dt donné à x.
9. Dérivation d'une fonction de plusieurs fonctions. Dérivée partielle et dérivée totale. — II peut aussi arriver que y, quoique dépendant indirectement d’une variable x, soit eependunt donné en fonction de deux variables z cl u reprcsciilant elles-mêmes des fonctions données de x, comme il arriverait si l’on avait à dériver le système des trois équations
y = /■(!, u), z = Fx, M=yx.
En remplaçant : et u par leur valeur dans la première, y serait
exprimé immédiatement en fonction de x et la valeur de ^-pourrait
s’obtenir directement; mais on la trouve d’une manière ordinairement plus commode sans effectuer cette substitution. En donnant à x un accroissement h, z et u prennent, en vertu des deux dernières relations, des accroissements Az et Au, tels que l’on a
Az Au
— = F'(x -I- 6/») , — = -h Vh),
ax Ax
F'x et fx étant les dérivées de Fx et fx, et 0, 0' deux facteurs inconnus compris entre 0 et 1. Si dans f{z,u) on donne à z et «les accroissements Az et A« déterminés plus haut, y prendra l’accroisscment Ay. Cette double opération peut se faire successivement, en donnant d’abord à z seul un accroissement Az et en remplacTint ensuite u par « -+- Au dans le résultat. Or, la substitution de z -i- Az à z dans f(z, u) fait prendre à cette fonction la forme suivante, d’après ce qu’on a vu (N° 5),
f(z, u) Szf,’(z 9,Ar, u) ,
f,'(z, u) désignant la dérivée de f{z, u) ou y, prise par rapport à z, c’est-à-dire en traitant z comme seule variable et u comme constant,
dérivée qu’on désigne aussi par 0, est un facteur compris entre O
cl l’unité. Pour compléter ensuite l’accroissement de y, il faudra dans f{z, u) et f,'(z 0,Ar, u) donner aux « l’accroissement Am. La substi-
tution de u -h Au à u dans la première jiartic, f(z, u), fuit prendre à cette fonction, en vertu de ce qu’on u vu (N” 5), la valeur
/■(z, «) + Au/’.'(z, « 0/Am)
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en désignant, comme plus haut, par fj{z, u) la dérivée de f{z, u) prise par rapporta la seule variable «, c’est-à-dire, en considérant u comme variable et z comme constant, dérivée que l’on désigne aussi dy •
par Quant à la seconde partie f,'{z ■+■ 0,Ai, u), puisque fu devient fu -t- \uf'(u -+- OAu), ce second terme prend la forme f,'(z -t- 0,Az, tt) UAm
quand u a pris l’accroissement Au. Après cette double substitution, 1a fonction f{z, u) = y devient
y \y = f[z, u) -t- Am/','(i, u -t- V-^u) -+- àzf,'{z ■+■ 6,Az, u) -t- UAzAu.
Si on supprime y et f[z, u) qui sont égaux, qu’on divise ensuite les deux membres par Ax et qu’on remplace ^ ^ ''“Ic"''
trouvée plus haut, il vient
= f'(x -4- O'/l) /l'(z, U -4- 0/Au) -4- F'(x -4- 9/l) f,'(z -4- 0,AZ, u)
-4- Uy’(x -4- ô7i)F'(x -4- 0/l)AX,
puis passant à la limite et remarquant que A ou Ax, Au et Az sont nuis en même temps, il vient
F'x/;'(z, u) -4- fx/’.Xz, h).
formule que l’on peut écrire de celte manière :
tly tly (l'z il y du
dx dz dx du dx
Celle dérivée de f{z, u) se compose de deux parties; la première est, d’après ce qu’on a vu (N" 8), la dérivée de f{z, u) prise par rapport à X, Z étant considéré comme fonction de x et u comme constant. La seconde partie est la dérivée prise en considérant u comme fonction de I, Z restant constant. Chacune de ces parties se nomme dérivée partielle de la fonction de fonctions, et les deux parties réunies forment la dérivée totale. Si l’on avait à dériver le système des quatre équations
y = f(z, u, u), Z == Fx, u — ?x, v= j-x,
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‘iO
on déinuntrcruit ilo lu inùiiic luuiiiùru, (luc
(/(/ thj (Iz dy du dy dv
dx dz dx du dx (fv dx
ce que l’on exprime d’une manière générale , en disant que la dirivée totale d’une fonction de fonctions est égale à la somme de ses dérivées partielles.
En considérant dy et dx comme des quantités infiniment petites , on peut écrire l’équation précédente comme il suit :
dz dx
du dx dv dx
Les différents termes du second membre forment les différentielles partielles de la fonction f[z, u, v) prises en considérant successivement Z, U, V comme fonctions de x; on voit donc que la différentielle totale d’une fonction de plusieurs fonctions de x est égale à la somme des différentielles partielles relatives à chague fonction.
La différentielle de f{x, «), dans laquelle m est une fonction de la variable indépendante x, se déduit de l’équation ci-dessus, en faisant
Z égal à x; ^ est alors égal à l’unité et on trouve dx
, du , dy du ,
du = ~-dx -f- — dx
dx du dx
dans laquelle du second membre représente la dérivée partielle
lie f(x, u) prise par rapport à la seule variable x. Pour remonter de celte équation différentielle à l’équation dérivée, un devrait diviser par dx les deux membres de l’équation précédente et écrire
dy dy dy du
dx dx du dx ’
or, sous cette forme, il y a ambiguité sur la signification de car
dx
dans le premier membre, il représente la dérivée de y , en y faisant varier tous les x, y compris ceux contenus dans «; tandis que le second n’est que la dérivée de y par rapport aux x contenus explicitement daus la fonction f{x, u), en y regardant u comme constant.
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Pour distinguer ces deux quantités essentiellement différentes, nous
ou bien
écrirons In dérivée totale sous la forme 4- f/'/ au lieu dc^
f/x fix
nous laisserons l’équation sous la forme différentielle et alors dy représentera la différentielle totale de y.
10. Dérivée d’une variable par rapport d vue aulie variable, lorsqu’elles sont exprimées toutes deux en fonction d’une troisième. — Quelquefois les variables x et y, au lieu d’entrer dans une même équation, sont données toutes deux en fonction d’une troisième variable t, de sorte que l’on a
y = ft, x = Ft
port à X ou --5 quoiqu'il soit visible que y est fonction de x. Pour
et aucune des deux équations ne peut donner la dérivée de y par rap-
in.
dx’
trouver cette dérivée sans effectuer l’élimination de t entre les deux équations, donnons à celle-ci un accroissement h ou At et désignons par dy et Ax les accroissements correspoudauts de y et de X. 11 viendra
et en divisant membre à membre,
Al/ f( t O/l )
Ax F'(l -I- ù7i)
Si l’on passe à la limite en faisant h nul, les accroissements ày cl Ax s’annulent en même temps et on trouve la valeur suivante de la dérivée cherchée :
dy f't dt
dx F't dx
il. Dérivée du produit de plusieurs fonctions. — Lorsqu’une fonction »/,esl formée du produit de plusieurs fonctions de x, telles que «, V, te, Z c’csl-è-dlrc, lorsqu’on a
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la dérivdc de y peut être exprimée fort simplement au moyen des dérivées des fonctions simples w, u, te ; en effet, on a vu (N" 9)
que la dérivée totale d’une fonction de plusieurs fonctions ti, v, te
est égale à la somme des dérivées partielles que l’on obtient en considérant successivement chaque fonction comme variant seule; or si l’on ne fait varier que les x contenus dans u , la dérivée partielle de y est
du
dx
En faisant varier successivement les ac contenus dans v, w, z, on trouve
dv dtr dz
u.w.z—i u.v.z — ■> U.V.Wj-
dx dx dx
et la dérivée totale de y devient
du du dv dw dz
-/ =v.w .Z-, — I- U .IV. Z — -h U .V. Z — — t- tt.v.iv — di dx dx dx dx
On voit par là que la dérivée du produit de plusieurs fonctions est égale à la somme des produits des dérivées de chague fonction simple, multipliées respectivement par toutes les autres fonctions.
12. Dérivée du quotient de deux fonctions. — Si la fonction y est le quotient de la division de deux fonctions u et v de x, c’est-à-dire, si l’on a
on trouve aussi une expression très simple de la dérivée; en effet, en représentant par Am, Au, Ay les accroissements de u, v, y correspondant à un accroissement Ax donné à x, il vient
« -♦- Am m vAm — mAu
u -I- Au u u* t’Au
d’où l’on tire en divisant les deux membres par Ax,
Am a» '
Ay Ax Ax Ax V{V -t- Au)
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Si l'nn passe à la limite, en remarquant que lorsque Ax s’évanouit, Al/, Au et Au s’évanouissent en même temps , il vient
du do
di/ dx dx dx U*
c’est-à-dire , que la dérivée du rapport de deux fonctions est égale d la dérivée du numérateur multipliée par le dénominateur moins la dérivée du dénominateur multipliée par le numérateur, le tout divisé par le carré du dénominateur.
En adoptant les infiniment petits, on peut multiplier les deux membres de l’équation par dx cl écrire celle-ci de celte manière :
vdu — udv
Remarquons que, si deux fonctions fy et Fx sont telles que l’on ait fy = Fx, y est une variable dépendante de x et les dérivées de ces deux fonctions par rapporta x sont égales entre elles, car quel que soit l’accroissement donné à x, les accroissements des deux fonctions seront, par hypothèse, égaux entre eux, ainsi que leurs rapports à Ax, lesquels seront les deux dérivées, lorsqu’on jiassera à lu limite. La dérivée de Fx par rapport à x peut être représentée par F'x; quant à celle de fy dans laquelle y est une fonction de x, on a vu (N° S)
(lu
qu’elle est représentée par fH étant la dérivée de fy prise
par rapport à t/ ; on a donc
dx
d’où
15. Calcul des dérivées. Dérivée de Log x. — Les dérivées de toutes les fonctions s’obtiennent facilement lorsqu on connail les dérivées des foiiclioMS de la forme Log x et sin x; nous commencerons donc par nous occuper de ces deux là.
Considérons en premier lieu la fonction logariliimiqnc Log x, X étant positif. En donnant à la variable indépendante x un accroissement h, il vient
Ay Log (x h) — Log X Ax h
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que l’on peut transformer, en se fondant sur les propriétés des logarithmes, de la manière suivante :
Log
Ax
Ln valeur de serait connue si Ton connaissait la limite de dx
Log(i
quand h s’évanouit ou quand ^ devient infini; or si
l’on fait ^ égal à p sera ou un nombre entier, ou un nombre frac-
tionnaire, ou un nombre incommensurable; on peut donc généralement considérer p comme étant compris entre deux nombres entiers
/ 1 H — J est évidemment compris
consécutifs n et n -t- 1 et comme
sera aussi
entre ct(4-i--) > la limite de Log | I
\ pj \ rJ \ Pj
comprise entre les valeurs limites deLog^l -4--^ et dcLog^l
Puisque ti et n -4- 1 sont des nombres entiers, ou a, en développant au moyen de la formule du binéme de Newton,
n «(« — 1) 4 ;i(n — 4)(m — 2) 1 1-1 4- — : : -4- 1 — -i- etc.
On a de même
i; * (' - ;) 3jT* “ 0 G “
Lo,(.
etc.
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Pour avoir la limite de ces deux ddvcloppenicnls ou pour déterminer ce qu’ils deviennent qu.ind k s’évanouit, remorquons que puisque
- = P converge vers l’infini quand h converge vers zéro, et par
conséquent- devient nul. De même, puisque p diffère de n de moins
d’une unité, cette dernière quantité devient infinie en même temps
que p, et - est nul. Enfin - approche d’autant plus de l’unité, que
n ctp sont plus grands et l’unité est la limite de ce rapport; les deux développements précédents deviennent donc à la limite
Log ? 1 -H 1 -4- - — ! -I- ■; — -+- - — _ ■
etc.
et par conséquent log
» qui reste toujours compris entre
eux, se réduit aussi à cette même valeur; on a donc
dy 1
dx
= - Log ! 1 -4-1-4-
-4- etc.
La quantité comprise entre parenthèse, quoique composée d’un nombre illimité de termes, a une valeur finie, puisqu’elle est visiblement inférieure à la somme des termes de la progression géométrique décroissante
qui est elle-même finie cl égale à 3. Celte somme est donc comprise entre 2 cl 3. Elle peut du reste être évaluée en nombre avec une exactitude aussi grande que l’on voudra, parce que les termes décroissent très rapidement. En représentant ce nombre par c, on trouve
6 = 2,71828 , et -/ = -Loge.
dx X
Si l’on l'ait usage des différentielles, eette équation s’écrit de cette manière
dx
dy=-^Log 6.
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Telle csl donc la valeur de la dilTércnticllc de Log x, qui subsiste quand x est négatif ainsi qu’on le reconnaît en reprenant les raisonncuients précédents. Ou le rcconnait encore en observant que si x est négatif, Log ( — x) sc transforme en
y = Log (— 1 • x) = Log X -f- Log (— 1 )
et comme Log ( — 1) est invariable, on voit que la difrérenlicllc de Log X est la meme que celle de Log ( — x).
La diiïérentiellc du logarithme d'une variable dépend du système dans lequel est pris ce logarithme, puisque Log (2, 71828 — ) chniige avec la base du système. S’il s’agit d’un logarithme vulgaire, on aura
t/ . Log X = Log (2,71 828) = 0,43429 •
Dans le système de logarithmes, qui a pour hase e, la diirércnticlle prend une forme très simple. Les logarithmes sc nomnicnt alors logarithmes Xépériens du nom de Néper, inventeur des logarithmes. Comme dans tout système, le logarithme de la base est égal à l’unité, on a, en employant la notation log pour représenter les logarithmes Népériens,
log c = 1 et tly ==■ a log x = — •
Si l’on avait
y = log(/x),
en remplaçant /x par une variable r, on aurait à dériver le système des deux équations
1/ = log Z, Z = /x
dans lequel y est une fonction de fonction. D’après le N° 8, il vient
tly_^d(\oÿ >)dz^l f. f'x (Ix (Iz dx z' /x ’
c’est-à-dire, gue la dérivée du logarithme Xépérien d'une fonction est égale à la dérivée de cette fonction divisée par la jonction elle-même.
On emploie de préférence les logarithmes Népériens dans le calcul dilTércnticI et le calcul intégral, à cause de la simplicité de leur différentiellc; c’est pourquoi ce seront toujours ceux-ci que l’on désignera dans la suite, à inoiiis qu’on ne dise expressément le contraire.
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U. üévi wîc de sin x. — Pussons à la rcclierdie ilc la dérivée de siii X. On a évidemment
sin (x -4- h) — sin x Ax h
qui SC transforme au moyen de la formule
sin a — sin b — ~ sin^(a — b) cos ^ (a 6),
dans la suivante
Al/ SsiujA Ax r A
Avant de passer à la limite de ce rapport, remarquons que l’are AB (fig. 4) que nous supposerons plus petit qu’un quart de cercle, est toujours compris, quant il sa longueur, entre le sinus l)C cl la tangente Al). En effet, en menant la corde AB, il est visible que l’aire du secteur OAB est comprise entre les aires des triangles OBA cl OL)A, ce qui donne lieu aux deux inégalités
OA.arcBA ^OA.AD OA . arc BA ^ OA.BC
ce qui vériCe la proposition , puisqu’on lire de ces inégalités ,
are BA < AD, arc BA > BC.
Il suit de là que, a étant cet arc de cercle, on a toujours
sin a tang a
sin a .... ,
OU bien, en remplaçant tang a parr — ^ct multipliant par cos a les deux membres de la seconde inégalité,
sin a , . sin a cos a
On voit que pour toute valeur de a, le rapport est compris
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. COS a COS a . .
entre 1 et , et eoiiimc pour a = 0, devient l unile, il en
résulte que — est égal à 4 quand a s’évanouit.
Aty
Reprenons la valeur de-^. Si l’on passe à
1 limite, c’est-à-dire, si
l'on fait évanouir h, il résulte de ce qui précède que égal à l’unité, et on trouve
sin^h
ir
devient
dy cos X dx r
ou bien quand le rayon est égal à l’unité,
~ => cos X ,
c’est-à-dire que ta dérivée du sinus de x est égale au cosinus du même arc.
Si l’on fait usage des inriniment petits ou des dilTércntielles, cette équation peut être écrite sous la forme
dy = cos xdx ;
cos xdx est donc la différentielle de sin x.
15. Dérivée de x“. — Les dérivées des autres fonctions se déduisent sans peine des deux que nous venons de déterminer. Soit d’abord y = x“, m étant un nombre réel quelconque. Égalons les logarillimcs Népériens des deux membres ainsi que leurs dérivées (fin du N“ 12) en observant que y est fonction de x ; il vient
log »/ = mlogi.
1 du 1 „ , dy
- -^= m - »1 ou ~= mx”
y dx X dx
en remplaçant y par sa valeur x”.
On voit par là que la dérivée de x" s'obtient en diminuant l’exposant d’une unité et en multipliant par l'exposant.
Pour introduire les différentielles, on multiplie les deux membres par dx, ce qui donne
dy, c’est-à-dire, d ■ (x") = mx"‘ ‘ dx.
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La règle précédente suffit pour dériver toute fonction de la forme
— 1 — rr» ou ar’,
Par exemple, pour {/x, on trouve
dy «
Pour 1/ = [/Jx qu’on peut transformer en y = l/l, z = fx,
il vient
dy^dydz \ _ f’x
dx dzdx 2p/z 2|//ï’
c’est-à-dire, que la dérivée de la racine carrée d’une fonction est égale à la dérivée de cette fonction divisée par le double du radical.
16. Dérivée de la fonction espouentielle a*. — Proposons-nous de dériver la fonction exponentielle a‘ = y, dans laquelle a est une constante. En prenant les logarilltmcs des deux membres et dérivant, il vient
logy = xloga.
1 d>/ , dy , , ,
-^=logo, yloga =o*logu.
On tire aussi de là
dy , c’est-à-dire, d • a* = a^dx log a.
Pour y = a-, z = ft, on trouve de même
Èl
dx
dy dz
^-=«-/xloga =
cd'f'x log a.
On voit donc que la dérivée d'une constante élevée n une puissance fonction de x s’obtient en multipliant la fonction exponentielle par la dérivée de l’exposant et par le logarithme népérien de la constante.
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Si a est égal à la base e des logarithmes né])ériens, la dérivée se sim|)lific, parce que log e est l’unité et il vient pour y = e' et y = e/*,
-f-=e* ou de‘ = e‘dx, tix
^ = e^' px ou d-ef‘ = e^'/’xdx.
17. Dérivées des fonctions trigonomélriques. — Revenons aux ronctions trigonométriques. Ou a déjà vu que la dérivée de sin x est cos X. Pour dériver cos x, remarquons que si l’on fait x égal à 1'* — s, il vient
y = cos(l'' — s) = sinr, ï = l‘' — x; et en dérivant le système de ces deux équations, on trouve
dg dy dz dz
dx dz dx * dx
qui devient, à cause de 2 =
X et
— cos (1 — ï) = — sin X , dx
c’est-à-dire, que la dérivée du cosinus d’un arc est égale au sinus précédé du signe moins.
sin X
Pour dériver tang x, on remplacera tang x par sa valeur et en
cos X
SC rappelant la forme de la dérivée d’une fraction, on trouve
sin X dy cos *x sin *x 1
dx
cos *x
On dérivera de même cot x en substituant 1'^ ■ vera pour dérivée
•2 à X et on trou-
sin’x
Des transformations du même genre feront connaitre les dérivées des autres lignes trigonométriques; ainsi pour sec x , on substituera
sa valeur — ^ — cl on trouvera pour dérivée eus X
sin X cos'*x
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Pour coscc X qui osl egnl u •- — > on trouve :
sin X sin*x
On désigne par arc sin x, l’arc de cercle dont le sinus est égal à x. Pour dériver celte fonction Irignnoinétrique inverse, remarquons qu’il résulte de sa délinition iiièinc , qu’en lu représentant par y, on doit avoir x = sin ij. Si on dérive les deux incnilircs , en remarquant que le second est une fonction de fonction de x, il vient
: cûs y
llx ’
d’où l’on tire
ily i 1 1
(/x cos y — sin*i/ j/1 — x‘
On trouve de même pour la dérivée de arc tang x,
y = aretangx, tangy = x, ~ -^=*.
<ly , 1 1
e= COS*V = = *
cix 1 laiig*y 1 -f- X*
Enfin les fondions
y = sin(/x), y == tang (/x), y = arc lang (/x),
conduisent aux dérivées suivantes , en se rappelant le théorème sur la dérivation d’une fonction de fonction ,
cos (/x) • fx,
dij fx dy fx dx cos * (fx) ' dx 1 -+- (fx)*
18. Dérivation des fonctions compliquées. — Ce qui précède siiflit pour dériver les fonctions explicites algébriques ou Iransccn-
danlcs compliquées. Ainsi, pour avoir la dérivée de \ -h 2x x* ,
on posera
z = l-h2x — X*, y==V^=zv,
dy dy dz 1 ^ . 2 1 — x
dx dz dx 3 '"l/Xl -I- 2x- X»)’
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On ti'onvcrn de même les dérivées .suivantes, en cITcettmnl les transriimialions indiquées :
y = log(x-r-(/ 1 -4-x*)=logz, ± = = :( 1-+- — =rr )=- .
■V = loK yX log
dx
y = iog
j/ 1 -+- X + f/l — X dy
dx
, du du du dudv du . dv
y =/x?*= J T"== T- + M" log U ^ •
' dx dudx dvdx dx ° dx
dy dz dz dx
a- log a . fc* log 6
log a log b a‘* 6’.
Si l’on avait
y = cos t, X = sin t,
la dérivée de y par rapport à x se trouverait en posant (N° 10)
'lï
dy dt — sin t dx dx cos t dt
tnng ( ‘
19. Dérivation des fonctions imaginaires. — Les fonctions que nous venons de dériver ne contenaient aucune trace d’imaginaires; et en effet, si elles avaient été imaginaires, des accroisscincnts ou des diminutions attribuées à de semblables Ibnclions n’auraient eu aucun sens intelligible. Cependant, quoiqu’on ne puisse pas plus se rendre compte d’un accroissement d’une quantité imaginaire que de la nature de la quantité imaginaire ellc-mcme, on est souvent conduit i'i généraliser les transformations effectuées sur des quantités réelles; ainsi si une fonction de x contient soit eu cociricieiil soit en exposant le symbole imaginaire f/ — 1 , on dérivera d’après toutes les règles préi-édcntcs, en considérant f/— 1 comme une quantité invariable. Les fonctions
: cos X -t- f/ — 1 sin X, y =- a'^ *
nALCUI. DIFFKRENTIEL.
donneront donc
— = — sinx-t-l/ — Icosx, *\oea.
dx dx '' ®
On aura de même quand i est négatif dans les fonctions
^=logx et y = j/x qui alors deviennent imaginaires,
et
dx X dx 2|/x
20. Dérivation des fonctions implicites. Équation dirix'ie. — Jusqu’ici on ne s’est occupé que de la dérivation de la fonetion explicite y = fx. Considérons maintenant l’équation implicite
dans laquelle la fonction y est liée à x par une équation non résolue et est dite implicite pour ce motif.
La valeur de la dérivée de la variable dépendante ou pourrait
quelquefois s’obtenir en résolvant cette équation par rapport à y et en dérivant ensuite d’après les règles précédentes; mais outre que cette résolution est souvent impossible, il importe encore de pouvoir trouver cette dérivée sans passer par celte opération préliminaire. Soit donc k raccroissement que fait prendre è y un accroissement h donné a X. Ces deux accroissements sont liés entre eux de telle manière que si l’on remplace x par x -+- A et y par y -F- k, l’équation doit encore être satisfaite, c’est-à-dire, que l’on doit avoir
Celle double substitution , au lieu d’être faite s mullanément, peut se faire successivement de celle manière : donnons aux x l’accroisseinenl h sans toucher aux y; la fonetion f{x, y) devient alors
/■/(x, y) représentant, comme au (N® 9), la dérivée de eeltc fonction prise par rapport à la lettre x considérée comme seule variable. Donnons ensuite dans ce résultat un accroissement k aux y sans toucher aux X. Le premier terme /"(x, y) devient
f{x, y) -F- kf,' {x, y -f- 07.-),
CHAPITRE I
en représentant par /"/ (i, y) la dérivée de f[x, y) prise par rap- .port à la seule variable y. Quant au terme f,' (x -+- 6/i, y), représentons par Vk son accroissement; il deviendra
/■,' {x -H (ih, y) -t- Vk
comme /(x, y) est devenu
f(x, y) -t- kf; (x, y -i- 6'A)
et le résultat de la double substitution de x -h /i à x et de y -+- ka y prendra la forme
f(x, y) -+■ kf; (x, y ■+■ O'k) hf/ (x Oh, y) -+- Vhk = O,
ou bien , en supprimant le premier terme qui est nul ,
I /■/ y ■+■ 0'*) + fr (x -H OA, y) -s- Vk = 0.
Si l’on passe h la limite en faisant h nul, ec qui fait évanouir k, - dc- 1 ^1/
viendra et on aura
Yx y) y) =
d’où l’on tire
dy f;{x, y) ^
dx f/(x, y)
qui apprend que pour une fonction de deux variables (x, y) égale à zéro, la dérivée de la variable dépendante y est représentée par le quotient de la division de la dérivée de la fonction par rapport à x, par sa dérivée par rapport à y, en changeant le signe du quotient. Ordinairement on laisse cette équation sous la forme
que l’on nomme équation dérivée de
Le premier membre de cette équation se compose de deux parties dont la première est visiblement la dérivée de la fonction f[x, y) par
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rapport à y considéré comme fonction de x, et la seconde, la dérivée par rapport à x considérée comme variable indépendante. Ces deux parties se nomment dérivées partielles et la somme forme la dérivée totale. Ainsi, dans l’exemple suivant,
J/’ — ’àxy* — 3x*ÿ -t- X* 1 = O ,
on trouve
f;{x, y) => — Sy> — Cxy -t- 3x*, f;{x, y) = ôif — \0xy — 3x»
et l’équation dérivée prend la forme
(5y* — lOxy — 3x’) ^ — (Sy* -i- Cxy — 3x*) = 0.
Elle conduit k une valeur de ^ exprimée en fonction de x et de y.
Pour avoir cetle dérivée en fonction de x seul, il faudrait éliminer y entre cette dernière équation et l’équation primitive donnée.
Les dérivées de f(x, y) par rapport à x et y, que nous sommes convenus de désigner par f,{x, y) et /"y'(x, y), sont souvent représentées
par
dx
— v’— — ; la valeur de ^ prend alors la forme «y dx
dfjx, y)
dx
df{x, y)
Cetle équation peut aussi être mise sous la forme suivante, en faisant disparaitre les dénomiiialcurs et en traitant dx et dy comme des quantités ordinaires.
. df{x,y) dy dx
dx = 0.
Telle est l’éyuation di/férentielle de /"(x, y) = O. Le premier membre se compose de deux parties, dont la première est évidemment 1a différentielle de f{x, y), en traitant y seul eomnic variable, et la seconde est la dilTérentiellc de f{x, y) prise en faisant varier x seul. Chacune de ces parties se nomme différentielle partielle de f{x, y), l’une par rapport i y et l’autre par rapport à x. La somme forme
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la différentielle totale. Connaissant l’éqiiation dilTi-rentielle totale , on pourra toujours par une simple division rcraonlcr à la valeur de dy
Soit par exemple — a = 0. Ou trouve
df{x, y)
dy
dy = X» log x.dy.
df(x, y)
dx = y xi-' dx.
et en additionnant,
X» log x.dy -H yx»”' dx = 0,
qui est l’équation diiïéreiitielle de l’équation donnée. On en tire
dy_ y _ y*
dx X log X X log a
Observons que la différentielle d’une équation implicite à deux variables aurait pu se déduire de la règle démontree (N“ 9) pour la différeneiation d’une fonction de fonction. .Soit en effet u — f(x, y), y étant une fonction de x; on a vu que l’on a
dx dy dx
et comme u est nul, du l’est aussi; on a donc, en supprimant le facteur commun dx,
df{x, y) df{x, y) dy
dx dy dx^ '
Si la relation entre (x, y) était donnée au moyen de deux équations
, , dy
et qu on voulut trouver^) on remarquerait que celles-ci pouvant
être conçues résolues par rapport à x et y , ces variables doivent être considérées comme des fonctions de 1. Dérivons doue f[x,y,l) par rapport à la variable indépendante t (N° 9). On trouve en désignant cette fonction par f.
dx dl dy dt dt ’
parce que la fonction f(x,rj, l) étant constamment nulle, sa dérivée doit l’étre aussi. La seconde équation donne de même
(iF dx dF du dF
dx dl dtj dl dt
dx du
Si l’on tire de ces deux équations les valeurs de-^ et de les substituer dans la formule (N° 10)
il suffira
!hL
di dx
21 . Dérivées des ordres supérieurs des fonctions explicites. — La dérivée f'x d’une fonction donnée de x étant elle-même, en général, une fonction dei, peut être soumise au procédé de la dérivation et a par conséquent une dérivée que nous représenterons par f"x. Cette fonction, obtenue par deux dérivations suecessives, se nomme dérivée ou coefficient différentiel du second ordre de fx. De même, la dérivée de f'x que nous désignerons par f"x, est la dérivée du troisième ordre, etc.
Les valeurs de ces dérivées successives s’obtiennent par les procédés ordinaires de la dérivation; ainsi pour la fonction x", on trouve
fx = «II"'* , f'x = III (lit — l)x"“* , f'x = m (ni — 1) (m — 2) x"~*.
Pour y
-y il Vient
fx = —
etc.
La considération des inffnimcnt petits conduit à une autre notation
simple et commode pour représenter les difTércnlcs dérivées. On a vu plus haut (N“ 6) que ^ doit être considéré, non comme une fraction
ordinaire, mais comme une notation ou un signe servant à rappeler clairement l’origine et la signirication de cctlc quantité. Ensuite
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on a fait la remarque que l'on pouvait, sans changer les résultats , traiter drj et dx euinme îles grandeurs infiniment petites, susceptibles de toutes les operations de l’algèbre, ee qui a permis de considérer
non plus comme un simple signe, mais eomrae un véritable rapport entre raccroissement de la fonction et celui de la variable, ces accroissements étant iiifinimcut petits à la vérité, mais soumis à toutes les régies de la différenciation ; ainsi la difTérentielle de dy est d {dy) que l’on convient d’écrire ainsi et qu’on nomme différentielle seconde de y. De même la différentielle de d*y, est d (d^y), que l’on écrit d^y, c’est-à-dire, différentielle troisième de y. Il en est de même de dx] cependant comme x est la variable indépendante, c’csl-à-dirc, celle il laquelle un attribue un accroissement facultatif, on peut pour simplifier, admettre que x augmente toujours par intervalles égaux, ce qui rend dx constant et scs diffcreulicllcs successives nulles. Cela
du
posé, si on prend la différentielle de la fraction en supposant le dénominateur constant, un trouve
\dxj dx dx
et le coefficient différentiel qui s’obtient en divisant par dx, prendra
d*ii (/*!/ </*i/
la forme -r-r- On trouvera de mêinc-r^i ~ pour les coefficients dx* </x> dx-
différentiels du 3““' et du n"’* ordre.
Ces nutations auxquelles nous a conduit la considération en apparence peu rigoureuse des infiniment petits, ont été conservées dans la théorie des limites pour représenter les dérivées des différents
ordres, d’abord parce que la nutation indique claircmcul que cette
quantité s’obtient par n dérivations successives de y par rapport à x et en second lieu, parce que leur adoption présente cet avantage important que l’on peut à chaque instant transformer les résultats obtenus par la considération des infiniment petits, dans ceux qu’eut donnés la théorie des limites. Par exemple, les dérivées successives de la fonction x” trouvées plus haut, pourront aussi être obtenues de la manière suivante, en faisant usage des infiniment petits : une première difféicnciotion donne
dy = mx”"' dx.
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Si on dilTcrcncic une seconde fois en traitant dy comme variable et dx comme constant, on trouve
dhj
d’où l’on tirera, quand on le voudra, la valeur de — ; et cette valeur
dx*
sera identiquement la meme que si l’on eut pris la dérivée de la dérivée du premier ordre. En dilTércnciant une troisième Cuis les deux incinlircs de l’équation précédente, il vient
d^y == m (m — 1 ) (m — 2) x""* <ix’
qui servira à déterminer » et ainsi de suite. dx*
22. Dérivées successives d’une fonction de fonction. — Les dérivées d^u d^u
successives d’une fonction de fonction donnée par le
système des deux équations
y=fu, u = Fx,
s’obtiennent comme suit : une première dérivation donne (N°8)
•hL^iy.'lü^ruF'x
dx du dx ' ’
cl si l’on prend une seconde fois la dérivée des deux membres par
rapporta x, en remarquant I" que la dérivée dc^cst-j-=jj 2" que
du
est une fonction de u tirée de y = fu
et que pur conséquent lu
dérivée de ^ par rapport à x est
du 'dx du*dx~'“
cl 3“ que la dérivée de -7- par rapport à x est -, — > dx dx*
on trouvera
dn\* djd^.^ rulF'x)*
dx* du* \^(/x / du dx* '
f'tiP'x.
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En dérivant une troisième fois, on trouverait de même
d^y / du\^ ^ g d^y d*u du dy d^u dx’ du^\dxj du* dx* dx du dx^
Dans l’exemple suivant :
y = logsinx, ou bien y = \agu, « = sinx, on trouve
du
U ’ du* U* ’
du’
du
= eus X,
dx
— =-s.nx,
et en substituant ,
dy cosx d*V cos'x sin x 1
— = = cotx, -r4= : 7~'
(IX U dx* tr U sm*x
d’y 2eos’x 3 sin x cosx
dx’ u’ U*
cosx
2 cosx sin ’x
^ 23. Dérivées successives , les deux variables étant données en fonc-
tion d'une troisième. — Sujiposons les deux variables y et x données en fonction d'une troisième, de manière que l'on ait
y = ft, x = Ft.
On sait (N“ 10) que la dérivée première est donnée par l’équation
dy
dy f’I dt
dx F't dx
Tt
Pour trouver la dérivée seconde -r^>
dérivons les deux membres
de l’équation précédente par rapport à t, en observant que x étant fonction de t, on a
dt dx dt
dx* dt dx*
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mais la dërivdc du second membre est
il vient donc
dx d*y dy d}x ^ _ Ftf 't — ftF’t dt"di'~'dt'di* dx* (FlY /dx\^
/dx\*
\Jt)
Une marche analogue fera connaître la valeur de — 'i ■ etc.
ox*
Prenons pour exemple
y = sint, x = cos(.
On trouve
f't = cos 1, f't = — sin (, Ft = — sin ( , F"t = — cos t ,
et par suite,
dy d’y sin cos
dx dx* ( — sin <)*
1 dhj 3 cos t sin*l dx’ sin’t
24. Dérivées successives des fonctions implicites. — Passons à la recherche des dérivées des différents ordres dans les équations implicites. On sait (N“ 20) que la dérivée du premier ordre de y dans /"(•^> y) = 0, est
dy dx
dx df
Le second membre est en générai une fonction de x et de y que nous représenterons par F(x, y) ; on a donc
dy
dx
ti
ciupmiK I.
cl si OD prend la dérivée des deux incnibrcs par r.vpporl à jr, en obscr-
vant que la dérivée du premier membre est el que la dérivée du
second est
(IF tlF dy
dx dy dx
il viendra
(1^__(IF (IFdy dx* dx dy dx
dy
ou, en rcmplaeanl par sa valeur
d*y dF dF
Le second membre est encore une fonetion de x et ÿ qu’on représentera par ÿ(x, y), de sorte que
qu’on (l<*rivcra de nouveau de la meme manière pour avoir — •
ax^
2Î). Equations dérivées successives. — Au lieu de chercher iniinc-
diatemenl les valeurs de , on préféré souvent suivre la
ax dx*
marche suivante : on sait que l'équation dérivée de
est, en représentant pour abréger la roiiclion jjar f cl la dérivée ~
dx
par P,
P fs + A' = 0,
qui fera connailrc — quand on en aura besoin. Comme f, cl /"/ con-
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tiennent x et y et que p est une certaine fonction de i et y ou plutdt de X seul, puis(|u'on peut concevoir y renqilaeii par sa valeur eu x, on considérera le premier meinhre de celte é(|uation coinnic étant une foneliou de x variable indépendante, de y fonction de x et de p fonction de x. Si donc on convient de représenter par fJ\s, les
dérivées de f,' par rapport à la lettre y et par rapport à la lettre x, et par /y''y, les dérivées de /"/ par rapport à x cty, il viendra en prenant la dérivée totale des deux membres de cette équation par rapport à x,
pA':,== 0,
qui est Véqualion dérivée seconde de l’équation donnée, d’où l’on
tirera la valeur de ou tn representant par y, on consi- </x «X* dx ‘
dércra de même la fonction qui forme le premier membre de l’équation précédente comme contenant des x, des y fonction de x, des ^ lonclion de x et des y fonction de x, et si l’on prend la dérivée totale,
... rfy rf'y
on aura iequatwn denvee troisième contenant ^ou-y^ = r, qui
servira à déterminer
dy
im*r — .
rfx*
Souvent au lieu de la notation fr",) qui indique le résultat d’une double dérivation, la première par rapport à 1a lettre x et la seconde
rfi/‘ ,
par rapport à la lettre y, on emploie la notation ^ à laquelle on est
conduit par la considération des infiniment petits. L'équation précédente devient alors
dij dx* rfyrfx rfx dij*\dxJ dx* dxdy dx Prenons pour exemple
xy - I = 0.
ciiArmiE I.
On lire de là
dx
dy*
dH ^
dydx
dxdy
L’équation dérivée première est donc
dy
Les équations dérivées seconde, troisième, etc., sont
. rf*w d^ij
2ü. Equaliotis dilférenlicUet successives d’une fonction implicite. — Les principes de In dilTérenciation conduisent d’une manière souvent plus commode aux équations dérivées successives d’une équation implicite donnée. La même équation nous servira d’exemple; sadifTcrcnticlle est
xdy -V- ydx — 0.
Si on différencie de nouveau eu traitant x, y, dy comme variables et dx comme constant, on trouve successivement,
xd*y -+- idydx = 0,
xd^y ôd^ydx — 0,
xd*y id^ydx = 0,
qui sont les équations différentielles seconde, troisième, etc., de l’équation implicite proposée. Elles reproduisent exactement les équations dérivées, en divisant les deux membres de la première par dx*, et par dx’, dx* les deux membres de la seconde, de la troi-
sième, etc.
CALCUL DIFFIÎHENTIEL.
Les mômes principes peuvent servir h déterminer les dérivées des
ordres supérieurs , quand la relation entre les variables
(Le* dx*
est donnée par un système de deux équations contenant, comme è la fin du N" 20, une troisième variable I,
car en prenant les équations dérivées successives de ces deux équations par rapport à la variable (, savoir
df dx df dy df dF dx dF dy dF
dx dt dy dl dl dx dl dy dt dt
dx dt* dx*\dt J dydx dt dt ’ dx dt*
dx dy d*x
on pourra déduire de ces équations les valeurs de — >
dt*
pour les substituer dans les formules du N° 23.
27. Changement de la variable indépendante. — Les dérivées suc-
dy d*y . . , ,
cessives -7-=^ tirées des équations
dx dx*
/"(•r. y) = 0 ou y=fx
ont été prises jusqu’ici en supposant x variable indépendante, ou, au point de vue de la considération des difTérenticllcs, en supposant dx
invariable. Si on voulait avoir les dérivées 4-^
dy dy* dy*
pour lesquelles x devient la variable dépendante et i/ la variable indépendante, il faudrait reprendre les dérivations successives de la fonction donnée, dans cette nouvelle liyputlièse ; mais il existe entre ces deux espèces de dérivées, des relations telles que, si les premières ont été calculées, on pourra immédiatement connaître les secondes. Pour trouver ces relations, remarquons que l’équation y = fr peut être remplacée pur le système des deux équations
et en prenant la nouvelle variable t pour variable inddpendante, on
t/x (l^JC (l^JC
a vu (N"* 10 et (iiic les dérivées -r-> -7—1 -r— etc., sont données
Jij. dif dtf
par les forinulcs
dx
dx dtj d^x dx d*y
dl d*x (Ü (II* dt dt*
d(j (jji dy* dt
Or l’équation x — t donne -ft
dt*
et les formules deviennent, en observant que dt = dx.
dx 1 d*x dx
dx*
= etc.
([ui remplissent évidemment le but qu’on se proposait. En tirant de
et en
CCS équations les valeurs des anciennes dérivées
dx dx*
les substituant dans les équatiotis dérivées totales trouvées plus haut (X“* 20 et 2.’i), on obtiendra les équations dérivées prises dans l'iiypotbèse de y variable indépendante.
La première de ces éiiuations donne lieu à une remarque importante. Si on dérive l’équation
en prenant x pour variable indépendante, on a pour équation dérivée, dy'dx dx ’
et pour équation dilTérentiellc, eu multipliant pur dx,
df df -r-dy -V- dx = 0.
dy •’ dx
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En chanccanl-- en -r-> dx dx
on a pour équation dérivée, dans l’Iiypo-
llièse de y variable indé])cndante,
ou
dy dx dx ’ dy dx dy
cl pour équation différentielle , en multipliant par dy.
dx = 0.
On voit donc que l’ér/ualion différentitlle première d'une équation à deux varitdtles reste la même quelle que soit celle des deux que l'un prenne pour variuhle indépendante. Celte remarque iic s’applique qu’aux équations différentielles premières.
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Applications analytiques du calcul dilTcreiitiol. Détermination de la vraie valeur de» fonctions qui deviennent ~ pour une certaine valeur attribuée à la variable.
— Fonctions qui deviennent — Fonctions qui deviennent 0®, x ®, Fonctions qui deviennent 1*. Dévelop|>emcnt d’une fonction. — Dévelopjwmenl de Taylor. — Formule do Maclaurin. — L'tilité des dévelop|»emenls dos fonctions en série. — Convergence des séries. — Terme sommatoirc de la série de Taylor.
— Limite de la série de Taylor. — Consé<|UPnces relatives h la convergence de la série de Taylor. — Limite de la série de Maelaurin. — Conséquences relatives à la convergence de la série de Maelaurin. — Série de Taylor en défaut. — Développement d’uiie fonction suivant les puissances entières d'une fonction donnée de la variable. — Formule pour le retour des suites. — Formule pour la résolution des é(|uations numériques. ~ Maximum et minimum des fonctions d'une seule variable. ^Valeurs iinugiiiaires des sinus et cosinus. Logarithmes de l'unité. — Racines de l'unité. Racines des équations à diHJX termes. — Dt^ veloppcment de cos"»j, sin**x. — Formule de Moivre. Développement de cos mar et sin mx. — Queli|ues voleurs sy mboliques remarquable.s.
28. Détermination de la vraie valeur des fonctions qui deviennent I pour une certaine valeur attribuée à la variable. — Proposonsnous, pour première application analytique du calcul difTcrcnticl , de
trouver la limite vers laquelle converge la fraction -> lorsqu’on
fai-
sant converger X vers une valeur conslantc a, les deux termes P et Q qui sont des fonctions de x, convergent à la fois vers zéro, ou lorsque la fraction se présente îi l.a limite sous la former- Remarquons d’abord que lorsqu’une fonction P de x s’évanouit pour x = a, on doit en conclure que a est une des racines de l’équation P = 0 et par suite
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(lu thcorèliic fondamcnliil «le lu tliéorie des «équations , P doit être divisible exactement, une ou plusieurs fois, par x — a, du moins si cette fonction est rationnelle et algébrique; en sorte que P pourra être mis sous In forme P’ (x — «)”, dans laquelle P' ne s’évanouit plus pour X— a. On reconnaît de même que Q doit être de la forme Q' (x — a)" et par consé<picnt
On voit par cette décomposition, pour quel motif les deux termes
de la fraction — s’évanouissent a la fois pour x = a ; on voit aussi qu’en
supprimant le facteur commun x — a, on connaîtra la vraie valeur
de la fraction — • Ainsi, si m = ii, la vraie valeur est — dans laquelle
X doit être rcni])lacé par a. Si m ^ n, la fraction est réductible à lu P' (x — a)“~*
forme qui devient zéro pour x = o. Enfin si n ^ m ,
elle est réductible à la forme — — et pour x = o, il vient —
ou rinfini.
Il résulte de ce qu’on vient de voir, que si l’on pouvait découvrir le facteur commun de ces deux termes, on connaîtrait immédiatement la vraie valeur «le la fraction ; mais celte recherche est souvent fort longue, surtout pour les fonctions irrationnelles ou transcendantes. I.c calcul dilfércnticl conduit à une solution très simple et générale de la question; en effet si a est la valeur de x qui fait évanouir les deux termes, en remplaçant x par a »- h, la fraction deviendra
- — et il suffira de faire h nul pour retrouver la valeur eher-
ehéc; or en désignant par û et 6’ deux facteurs inconnus compris entre 0 et 1, on sait (M“ îi) que les deux termes de cette fraction se transforment de la manière suivante :
F (a h) Fa -t- h F (a -t- O/i)
f[a h) fa -I- hf'(a •«- O'/i)’
qui SC réduit à
F (a -F- k) F' {a -t- <ih) f{a h) f'(a -t- Vh)
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jiarcc que Fa cl fa soiil niiU par hypotlièsc. Si on fait converger h vers zéro, celle égalité devient
Fa F'a
Ja^W
d’où résulte ce théorème ; le rapport de deux foncliont qui s’éraiwuisseiit à la fois quand on attribue à la variable une certaine valeur, est égal au rapport des dérivées de ces deux fonctions.
Si les deux dérivées premières s'évanouissent elles-mêmes pour la valeur attribuée à la variable, il est visible qu’en opérant sur ccllcs-ei eomme on l’a fait sur les fonctions primitives, on sera conduit à celle conclusion, que le rapport cherché est représenté par le rapport des dérivées secondes et qu’en général, il est représenté par le rapport des deux dérivées de même ordre les moins élevées qui ne s’évanouissent pas simultanément.
. 1 — ar
Prenons pour exemple la fraction r qui devient § pour x = 1.
On trouve, en prenant les dérivées des deux termes,
pour la valeur eberebée. La fraction
ô.r* — a* — 2aT X* — liai -i- 4o*
qui, pour x=o, devient j, donne en prenant les dérivées des deux termes,
Ox — 2a 4
2x — bu .)
On trouve de la même manière, p ur x = 0,
— — — = 0, = log a — log b, = X
selon que l’on a n < 1 , h = 1 ou « > 1 . On trouve encore pour
x = 0, en dérivant plusieurs fois le numérateur et le dénominateur,
1 — cos I 1 e* — er‘ — 2x
X — Slll X
21t. Fonctions qui deviennent *-• — Si les deux termes de la frac- Fx
lion — deviennent à la fois infinis pour une valeur a de la variable, /*
on trouvera la vraie valeur en effectuant les opérations indiquées plus haut, sur la fraction mise sous la forme
Fx
c|ui devient § jioiir i = a. En prenant la dérivée des deux termes de eette fraction, on trouve
f^x /Fx\^fx Fx \fx J F'x ~F^
et par conséquent, en représentant par .Mecque devient lu fraction Fx
donnée — quand x = a , fx ’
d’où A =
Un voit pur là que la règle indiquée plus haut est commune aux cas où les deux termes deviennent à la fois nuis nu infinis.
Prenons pour exemple la fraction
qui devient 2 pour x = 0, quand m est positif. Si on y appliiiiic la règle précédente, il sc jirésrutc une difliciilté que l’on évite en faisant
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ce qui Iraiisfuniic la fraolioii donnée dons ccllc-ci
dont les deux termes sont infinis pour y = ao c’esl-à-dire, pour * = O; la vraie valeur est donc la même que celle de
Celle-ci devenant aussi ^-pour y = ao , a pour valeur
-2y2 ) eï
cl ainsi de suite. Or, si m est un nombre entier et pair, après un
nombre ^ de dérivations successives, on trouvera la fraction
dont le dénominateur seul devient infini pour y = ao ; la vraie valeur cbcrcliéc est donc zéro. Si, au contraire, tn est impair ou fractionnaire, il est visible qu’après un nombre n de dérivations immédiatement supérieur l’c.xposant de y deviendra négatif de lu
forme ^ — n ; on pourra donc, en faisant descendre y au dénominateur faire en sorte que le numérateur soit un nombic constant, positif cl fini ^ — 2^ , tandis que le dénominateur prendra
la forme y" * e> et sera, par conséquent encore infini; la fraction
est donc nulle pour i==0 quand m est positif.
La méthode précédente serait évidemment en défaut si toutes
les dérivées siiceessivcs du numérateur et du dénominateur étaient nulles ou inrinics pour la valeur donnée à la variable, comme cela a lieu pour les fractions
(/x - -F- — a ^ log sin x
|/x*_a» loglangx
dont les deux termes sont nuis et infinis cl ont des dérivées successives toutes infinies pour x — a et x = 0. Il faut dans ce cas, chercher à découvrir directement le facteur commun qui fait évanouir les deux termes de la fraction ou leurs dérivées. En décomposant la première fraction de cette manière
^/x — j/o -F- al/ (j/x — j/a) {(/ X -F- j/ô)
on reconnaît que l/ (/x — j/a est facteur commun et on trouve
- pour vraie valeur. Quant à l’autre, sa vraie valeur est l’unitc.
Si les deux termes de la fraction étaient fonctions de deux variables (x, y) liées entre elles par l’équation
et que ces deux termes devinssent nuis pour certaines valeurs (a, b) de (x, y) satisfaisant à cette dernière équation, la vraie valeur de 1a fraction s’obtiendrait encore en prenant les dérivées des deux termes pur rapport à x, pourvu que l’on considérât!/ comme fonction de x, puisqu’on peut concevoir y remplacé par sa valeur en x tirée de
y) — 0. Ainsi pour-^^-'{^i
la vraie valeur est
dF dF dy
dx
dx dy dx
~Tf’
rfy rfy dy
dy
dx dy dx
dx dy dy dx df df rfy df dx dy dy dx
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«près qu’on aura remplacé (x,y) par (a, b). Celle seconde valeur rcsulle
de ce que dans /"(x, y) = 0, ^^estcgalà — — • Ainsi, si on ciicrchc
ce que devient pour x = 0 la dérivée — tirée de
dx
on trouve y = 0 et
dx a-y -I- 2y (x’ y*)
En dérivant les deux termes, puis faisant (x = 0, y = 0) et désignant
par A la valeur correspondante de — » il vient
dx
A = d ou A = rb I .
50. Fonclions qui deviennent 0°, » ». — Cherchons encore la vraie valeur de Fxl% lorsque Fx et fx deviennent nuis jiour une même valeur a de la variable. En représentant eelle fonction par u, il vient
»< = fx/', log M = fx log Fx =
Celle dernière expression prend la forme — g pourx = «, puisque log 0 est égal à rinliiii négatif; sa vraie valeur est donc
Fa f^aF'a
f'a Fa f'a
qui se réduit à /’n ou à zéro, parce que les fonctions /bel Fa éUinl luillcs, leur rapport est égal à celui de leurs dérivées. Le log de M étant zéro, on en conclut que généralement la valeur limite d’une fonction qui prend la forme 0» est runilé.
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Si Fx, au lieu de devenir zéro devenait infini, c’csl-à-dirc, si la fonction donnée prenait la forme so "j les deux tenues de la log Fa
fraelion - - seraient infinis et la vraie valeur de log u serait eneore
fa* F'a
donnée par
log « = ■
Faf a ’
mais les deux termes de la fraction-^ étant infinis en même temps, on a
Fa
fa*
fa* F'a
la valeur de log « se réduit donc à /a ou à zéro, d’où l’on conclut que 00 ° est aussi égal à l’unité.
lîl. Fondions qui deviennent f”. — Enfin si pour x = a, Fx convergeait vers l’unité et fx vers l’infini, en opérant comme plus haut, loK Fs
il est visible que — — convergerait vers j et par suite, que l’on aurait
fx
log U =
f*aF'a
Faf 'a ’
mais Fx convergeant vers l’unité, la fraction ;; et l’on a
Fx — 1
• converge vers
Fa—i
la valeur de log « devient donc
{Fa — l)/o
fa*
log « =
Fa
Fa
Fa — \
CIIANTHK II.
et comme eette deniicre se présente sous la forme ^ , elle devient enfin f'u ,
log U — ^)* U = e ^ “
On trouve ainsi cosx*'"**= l pour x=»Oj lang x'**"»*^ =— pour
x==-7 (i x) ' = e pour X — O, sinver x'='''S* =- pour x = - et 4 ' e‘ '2
enfin pourx = 0, (1 -v-x")*"=e"* . Cette dernière fonction
devient e, 1 ou oo selon que m positif est égal, supérieur nu inferieur à n positif.
32. Développement d’une fonction, — On dit qu’une fonction fx est dévclop])éc suivant les puissances ascend-intes de la variable x, lorsqu’un a transformé identiquement fx en une autre fonction de la forme
Ax‘' I- -I- C.r^ -I- etc.
dans laquelle les coclllcienls II, C, l) et les exposants a, y
sont finis et indépendants de x. llcmarqiions d’abord que, do quelque manière (pic l’on arrive à cc développement , que nous supposcron.s toujours ordonné suivant les puissances croissantes a, p, y.... de x, le résultat doit toujours être le inèiiie , pourvu que l’on n’assigne à x anenne valeur ]iarticulièrc , ou en d’autres termes, qu’une même fonction ne peut donner lieu à deux dévclop|)emcnls différents suivant les |>nissancO'> ascendantes de la même variable; en effet, si
A'x*' B'x^' C'x'l' -t- etc.
pouvait être un second dévelopiicment, on aurait pour toute valeur de X,
•\x“ -t Ux? -t- de. = .Vx*’ I M'i?' etc (I)
Observons d’abord que s’il y avait de part ou d’autre des exposants négatifs, en multipliant les deux membres par x élevé à une puissance supérieure au plus grand exposant négatif, ils deviendraient tous positifs et que par conséquent il suffit de démontrer l'identité en snp|)os.'inl tous les exposants positifs. Or, si on suppose plus grand ipic *, il vient en divisant jvar x®,
A + Bx^ “ 1- Cx'f-“ -V- etc. = A'x"'- * m- B'xi’'-* t- Cx'/'-* t etc.
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Pour x=0 le premier membre se réduit à la constante A; il doit donc être de même du second membre, ce qui ne pourrait arriver si a' était supérieur & a, puisque tous les termes disparailraicut, tandis que pour a = a l’équalioii se réduit à
Si dans les deux membres de l'équation (t) un supprime les deux termes égaux Ax“ et .l'x*', celle-ci devient
Bx^ -t- Cx^ -I- etc. = B'x^' Cx'^' ■+■ etc.
cl on démontrera de la même manière l'égalité des autres termes; d'où l'on conclura que les deux développements sont identiques.
35. Développement de Taylor. — Avant de nous occuper du développement de fx suivant les puissances ascendantes de x, nous chercherons un développement plus général et qui renferme le premier comme cas particulier. Si dans fx on donne à x un accroissement h, la fonction devient f[x -+- h) et proposons-nous de développer celle dernière suivant les puissances ascendantes de h, c'est-à-dire, sous la forme
AA* -4- Bh? -4- CA’*' -F- etc.
A, B, C «, V étant indépendants de A. On a vu (N® 5) que
/■(x -4- A) peut toujours se décomposer de celte manière
f{x -4- A) = /x -4- hf' (x -4- OA) quand x reste variable. Mettons celle équation sous la forme
f{x + h) ^fx + hB,
en faisant
B = f{x -+- OA).
Comme cette égalité doit subsister pour toute valeur de A, les dérivées successives des deux membres par rapport à cette lettre seront aussi égales; or, on sait qn’cn représentant x -4- A par x', la dérivée (le fx' par rapport à A est (N“ 8)
djfj:')
dx' dh
dx'
"dh
c’est-à-dire, que celte dérivée s'obtient en prenant la dérivée de fx par
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rapport à ac cl en remplaçant ensuite x par x ■+■ h. On reconnaît de même que les dérivées seconde, troisième, etc. de f{x -t- h) par rapport h h sont f'"{x + h) ; on a donc celle suite
d’cgalilés
f{x -i- h) = fx + hli ,
nx-^/.)=
dR d^R Ik'*' dh'
— h — dh*
n—r, — r "“Tr"’
d/»"'* dh"
d’où l'on lire, en additionnant, après avoir multiplié les deux membres
de la deuxième par — ft, de la troisième par -*-1—2’ quatrième
par r et ainsi de suite,
f(x + h) — hf\x A) r'(x ù) — r' (x -I- h)-
-/■'"'(x -k- h) = fx ±
n dh
Si on change *x -i- h en x' cl par conséquent x en x' — h et qu'ensuite on substitue — /i' à h, il viendra, en supprimant tous les accents,
Il est à remarquer que ces transformations doivent aussi être faites d'R
dans la valeur de -.-r-’ dont il sera question plus loin et que nous a/l"
mettons entre parcntlièscs pour rappeler ce changement.
Le second mcmlirc de celle équation donne le dévcluj)|ieinent de
f{x ■+• A) jusqu’au terme multiplié par Ir; car, bien que soit
\dlry
une fonction inconnue de h, il est cependant visible que si on déve-
loppc par un moven quelconque . ; I — - ) en scriesui-
vaut les puissances de A, il en résultera un nouveau développement
dont le premier Icriiic prendra rang après /"'"'jc et que , par
conséquent, les premiers termes du développement de f[x -4- h) ne
changeront plus; en effet pour que- ■ ( ) put donner des
a n \dn
termes contenant le facteur h h des puissances inférieures à « -♦- 1,
il faudrait que le développement de f -77-'^ contint des termes divisés
\dh''/
par et par conséquent que f 77—^ devint infini pour h = 0, ce qui ne peut arriver; car si de réqiialiun précédente üï» lire
par et par conséquent que
ct qu'on cherche ce que dev ient le second membre pour h==0, on
trouve qu’il se réduit à 5 égal .à
Comme l’indice n peut croître indéfiniment, on posera en général f(x -H /«) = fx + hf'x -t- ^
pourvu que l’on suppose illimité le nombre de lcrnics de cette série dont la loi est cvidentc. Elle ne sera limitée que si la fonction fx est telle que les dérivées successives sont toutes nulles à partir d’un certain rang, ce qui évidemment n’aura lieu que si fx est de la forme fijc" -F- ftj” -4- etc , m et n étant des nombres entiers et positifs.
Celle formule est connue sous le nom de formule de Taylor. En représentant fx par y, 011 la met aussi sous la forme
, , , , du /i' t/*v /i’ d^y
'' 'J fij. 1.2 dx’ 1.2.0 dx*
fiO
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Si l’on admet à priori la possibilité de développer f{x -h h) sui%’ant les puissances entières et positives de /«, on démontre la formule de Tavlor d’une manière très-simple par la méthode des coefficients indctcrinincs; supposons en clTct f{x + h) développé de cette manière
f{x -t- h) = A Bh + Ch* -4- Dh^ -4- etc.
A, B, C, D étant des coefficients inconnus et indépendants de h.
Cette équation devant subsister pour toute valeur de A , les dérivées des deux membres par rapport è h, seront aussi égales; on a donc cette suite d’égalités , en se rappelant la dérivée trouvée au numéro précédent pour f{x -4- h) par rapport h h,
f{x -4- A) = ^ + Bh ■+■ Ch* -4- Dli* -4- etc. f'{x -4- A) = Zf -4- 2C/i -4- ôDh* -4- iEh* -4- etc. f"{x -4- A) = 2C -4- 2.3DA -4- ÔAEh* -4- etc. f"'[x -4- A) = 1.2.3Z) -4- ‘i.oAEh -4- etc.
Ces égalités doivent être vériliées pour toute valeur de A, et pour A = 0 , on trouve
A = fx, B = f X, C = — f X, D= ^ ^ >
lin substituant ces valeurs dans le développement de f(x A), on obtient la formule de Taylor.
Appliquons cette formule à quelques exemples. Supposons
fx = x”;
il vient
fx = x’', f'x = inx"‘~', f'‘x m{iit —
et par conséquent ,
x"'’A’ -4- etc.
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On voit par là, que la formule du biiiùme de Newton, que nous n'avons supposée au N° 15 déiiiunlréu que pour le cas d’un exposant entier et positif, est encore vraie pour un exposant quelconque.
Pour la fonction -> il vient
etc.
et l’on trouve en substituant,
etc.
Il est visible qu’on serait arrivé au même résultat en clTectuant directement la division de 1 par x + h.
Pour sin x, on a
fx = sin X, px <= cos x, f'x = — sin x, f"'x = — cos x, etc. et par conséquent
sin {x + h) — sin x
h ens X A’ A’
_s.nx-^— eosx
etc.
On trouve de même
, A sin X A* A’
cos (X -+- A) = cos X ; — - eos x -+- . ^ _ sin x -F- etc.
Il est à remarquer que si dans sin x, sin A, sin (x A), les arcs de cercle x. A, x -h h peuvent être exprimés en degrés, minutes et secondes, cependant les arcs x et A placés en dehors des lignes trigonométriques sont toujours des nombres abstraits, représentant les longueurs de ces mêmes arcs comptés sur la circonférence qui a l’unité
pour rayon et par conséquent estimés à raison de pour chaque
degré.
La fonction a' donne
/x — a', /‘'x = «'loga, f"x = a'\og*a, /'"'x — a' log’a, etc.
d’où il résulte que
A*log*a
A^ log ’o
fl* r
etc.
CIIAPITRE II.
Cl2
Si on suppose
y = /x = Log X,
on trouve
r^ = -I'Ogc, /”x = — — Loge, /■"'x = — Log e, de.
cl par conséquent
Log (X A) = Log X -H ^ - - _ - - -H de. j Log e.
3t. Formule de Maclaurin. — La formule de Taylor cuiidiiil au dcvcloppemenl d’une fonclion fx suivant les puissances ascendantes de sa variable; en effet, si on fait x égal à zéro cl qu’on représente
par /b, f'o, p’o ce que deviennent fx, fx, f'x quand on y
fait X nul, et qu’ensuilc on remplace A par x, il vient
fx — fo xf'o -4- ^ f'o -4- _ f'o -4- etc.
Celle formule est celle de Maclaurtu. Il est visible qu’elle donne le
développement cherché, caries coefficients /"o, f'o, f'o sont des
constantes que l’on pourra déterminer dans chaque cas. Il résulte de cette équation, qu’une fonction peut en général être développée suivant les puissances entière$ et positives de la variable; mais coiniiie on n’obtient ce développement qu’en donnant à la variable i la valeur parliciilicre zéro, il n’a pas le même degré de généralité que le développement de Taylor. Aussi verrons-nous plus loin que la série de Maclaurin est souvent en défaut.
La série de Maclaurin se met aussi sous une autre forme. Si dans la série de Taylor on remplace x par a et A par x — a, en désignant par fd, fa ce que deviennent fx, f'x , on trouve le dévelop-
pement
fx = fa fa
-4- etc.
qui sert à développer fx suivant les puissaneci entières et positives de X — a. Il doit être employé toutes les fois que fx est tel que l’une de ses dérivées devient infinie pour x = 0. Il est à remarquer que la présence d’une constante a d’une valeur arbitraire dans le second nicm-
bre de celle dquation n’cst qu’apparente, car si on y ciTcctuait tous les calculs indiqués, celte quantité disparaitrail. Cela résulte d'ailleurs de la remarque que le premier membre étant indépendant de a, celte lettre doit disparaître du second qui est identique au premier.
Pour première application, considérons la fonction ^a" i" que nous mettrons sous la forme
On trouve
1 îr: 1 1 — n
/x=al/l-L-i, /‘'x = o -(!-♦- x) • , f"x = a (1-*-*) " , etc.
et par conséquent,
H nu n n n
La formule de Maclauriii donne donc
^ O" n tt’" 4.2.U* a*" 4.2.3.»’ J
On trouvera pour les fonctions arc sin x, are lang x, sin x, cos x, les développements suivants :
X* log *0
x’iog’a
ire tang x =-
^ “îT ”
- — etc.
cos X = 1
log (4 -L- x)
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Si dans la première équation on fait a égal à la base e des logarilhnies népériens, et x égal à l’unité, on trouve pour e la valeur
1 1- etc.
à laquelle on a déjà été conduit. En faisant x égal à l’unité dans la
troisième équation et observant que - est l’arc dont la tangente est
égale à l’unité, on est conduit à cette e.\prcssion remarquable d’un huitième de la circonférence.
TT
4~1~ 5"^5~7'*' i)"“ll
35. Utilité des développements des fonctions en série. — La principale utilité des développements des fonctions suivant les puissances ascendantes de la variable, est de fournir un moyen de calculer la valeur approchée d’une fonction donnée pour chaque valeur attribuée à la variable. Ainsi le développement
sin X = X
etc.
conduit assez promptement à la valeur des sinus de tous les arcs; car il est visible que les termes diminuent très rapidement de valeur, surtout si l’arc X est petit, et quelques-uns des premiers suffiront pour donner une valeur approchée du sinus.
Le développement de \/ a' + z” que nous mettrons sous la forme
peut servir à calculer la racine /»'''"'■ d’un nombre .4; car si o est la racine approchée de A et x le reste, il est visible que les termes de la série décroîtront, en général, assez rapidement pour qu’on puisse se borner aux premiers termes, du moins lorsque le reste x est petit relativement à o".
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Un semblable usage des dcveloppemenls des fonctions exige évidemment que les termes diminuent assez rapidement pour qu’on puisse les négliger tous à partir d'un eeit.iin rang. Il faut donc rejeter eomine inutiles et eoinmc pouvant même donner des résultats fautifs, ainsi qu’un le verra bientôt, les développements qui ne décroissent que lentement et à plus forte raison, ceux dont les ternies au lieu de dérroitre, vont en augmentant. Ainsi, il ne faudrait pas, pour calculer les logarithmes des nombres, employer 1a formule
Log (h
Log I
que l’on obtient en faisant x — 1 tlans le développement de Lng[x ■+■ h) ; car il est visible que polir une valeur de h supérieure à l’unité, les termes vont en croissant. On ne peut donc l’employer que lorsque h est plus petit que l’unité; mais on le rend propre au calcul des logarithmes des nombres supérieurs en lui faisant subir certaines transformations; ainsi h étant plus petit que Tunité, si on change ■+■ h en — h, il vient
l'Og (<-*) = (“T -y-
ct en retranchant l’un de l’autre les deux développements et remarquant que
■Log(l — h)-.
on trouve
: etc.^ L
d’où h —
il vient enfin en substituant,
Log („ -I- 1) = Log « .. 2 + 1
r.iiAi’illiE II.
Ii(>
Unns ce (lévcloiipcmcnt, les termes déeroisscnl en général Irôs-
rapidement , puisque pour n — 20, le premier est — et le second
; on uourra donc s’en servir pour former une table de loga-
rillinics, car ayant trouvé le logarithme d’un nombre n, la foriiiiilc donne le logarithme du nombre suivant n I.
36. Convergence des séries. — Pour que l’oii puisse faire d'un dévoloppemenl l’usage indiqué plus bnot, il ne siiini pas que les termes aillent en décroissant; il faut encore que la loi de ce déeroisseincnt soit telle que la somme de tous les termes que l’on néglige, à partir d'un certain rang, soit une quantité finie négligeable devant la soniine des termes dont on lient compte. Ainsi, s’il s’agit du développement
on ne pourra pas considérer la somme d’un nombre quelconque des premiers termes, comme une valeur approehée de 1a somme totale; en effet en faisant /i égala l’unité dans le développement de Log(1 — h), on retrouve la suite précédente; la somme totale est donc infinie, puisque Log (1 — 1) ou Log o est l’infini négatif; et il doit en être de même de la somme des termes depuis un rang quelconque jusqu’à l’infini, puisqu’un nombre limité des premiers termes ne forme évidemment qu’une quantité finie.
On voit par cet exemple combien il importe d’avoir un moyen de s’assurer que la somme des termes à partir d’un certain rang est négligeable devant ceux dont on tient compte. C’est cette rcclierclic ipii va faire l’objet des paragraphes suivants.
îSous appellerons en général série une suite infinie de quantités se déduisant les unes des autres d’apiès une loi uniforme et déterminée. Si on désigne par s, la somme des n premiers termes de la série, s, sera évidemment une fonction du nombre « et la série est dite coHVcrgenle si la somme .s. converge vers une limite finie et déterminée, lorsque le nombre ou l’indice h converge vers riiifini. Celle limite se nomme somme de la série. Si la somme totale converge vers une valeur indéterminée ou vers l’infini, la série est dite divergente et n’u plus de somme.
La comparaison d’un développement donné, avec celui formé pnr une progression géomctrii|uc , l'oiiruit quelques principes propres à
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l'airc l•c^;otlllail^e la convergence d’une série. Kemariiuons iralmril que si la série donnée lonne une progression géométri(|ue
a, a/l, a/l*, aq*,.... aq",.... ,
la soinnic des n premiers termes est
et il est visible qu’elle converge vers l’infini avec l’indice « , si q est un nombre supérieur à runilé, puisque dans ce cas q" est infini; tandis que si q est plus petit que l’unité, elle se réduit à une valeur
Il suit de là que la progression géonié-
fmie et déterminée ■
trique forme une série divergente ou convergente, selon que le eoeflieient constant est plus grand ou plus petit que l’unité.
.Soit maintenant une série quelconque dont nous supposerons tous les termes positifs.
M, H M, «J I/* + -4- «. f etc.
dans laquelle m, est le terme qé/iéral. Je dis que si l’on représente
par q la plus gran/ie valeur numérique que prend [/ u, quand on fait croître n depuis un jusqu’à l'in/ini, la série sera convergente si q est plus petit que l’unité ; en effet l’inégalité
ayant lieu par hypothèse, pour toute valeur croissante de n, on en déduit en donnant à n toutes les valeurs possibles et en élevant les deux membres à la puissance n.
«i<îi »t<l‘ ''-<7"
et par conséquent
M, 14, -t- Mj ^ u,<fq I- q* + 7" ou
or si q est inférieur à l’unité, le second membre converge vers la
limite finie — — > quand « converge vers l'infini; la somme des 1—7
termes reste donc inférieure à la quantité finie — • Si quelques
ciiAPirnE II.
uns des termes de la série étaient négatifs, la convergence existerait à plus forte raison, lorsque la série, en prenant tous les termes positivement, remplit les conditions de convergence. Il suit de là que les séries
a cos X. -+- a* cos 2x u’ cos 5x -t- a‘ cos 4x -+- etc. a sin X >- a* sin 2x s- a’ sin 3x a* sin 4x -t- etc.
sont convergentes quels que soient les signes des diflcreiits termes, pourvu que a soit jilus petit que l’unité, car on a
y a" cos HX = ay cos ;ix , y a" sin nx — a |/ sin nx
et comme cos nx et sin nx sont tout au plus égaux à Tunité ,
o|/cosnx et uj/siiinx seront pour toute valeur de n plus petits que l’unité.
En général la série
M, cos X -4- M, cos 2x -4- « j COS 3x -4 -4- tt, COS HX -4- etC.
sera convergente, si cette autre série
«, -4- V, -4- «/j -4- n, -4- etc.
l’est elle-même, c’est-à-dire si l’on a pour toute valeur
de n ; car la condition de convergence est
y M, cos /IX l ou bien |/ u. <[ »
j/ cos nx
condition qui est remplie si (/n, est moindre (|ue l'unité, puisque
j/cos nx reste inférieur à l’iinité et la fraction du second membre reste supérieure à runité.
Il en serait de même si cos x était remplacé par sin x et si la progression X, 2x, 3x était reinplaccc par toute autre.
La série est encore converyente si la plus grande valeur numé-
rique du rapport îilil > quand on fait croître n i/idéfiniment , reste
inférieure à l'unité; car en rc|iréscntant cette plus grande valeur par q, on aura par hypothèse.
îil
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Oit
d’où l’uii tire en tnulli|ilionl membre à membre les deux, puis les trois, etc. premières inègulilés,
et par eonsequent en additionnant, on est conduit h l'inègalilc
Le second membre converge vers lu quantité finie s' 7 <-'st
moindre que l'unité, puisque q" devient nul quand n devient infini.
Enfin lorsque dans une série les termes sont alternativement positifs et négatifs, il y a convergence quand la valeur absolue des termes va constamment en décroissant ; en effet en écrivant la série de cette manière
il est visible que chaque binôme sera positif et que, pur ronséquent la somme totale est positive ou supérieure à zéro , tandis qu’en écrivant la série eoinme il suit
tous les binômes auront encore des valeurs absolues positives et comme ils doivent être retranchés de u,, on voit que la somme de la série est inférieure à u,. Elle est donc comprise entre zéro et u,, c’est-à-dire qu’elle est finie.
Il suit de là que lu série
etc.
est convergente, tandis que
- -A- - -A- etc.
ne satisfait pas à la condition de convergence, attendu que le rap-
port =- q est ici qui converge vers l’iinite quand n tend
vers l'infini.
ClUmRE II.
Smiveiil dans iiiu; suite doiiiiéc, les coiuliliuiis de eoiivcrgeiicc ne se vérilienl pas dès les jireiiiiers Icniies, mais à jiarlir d'un certain rang m jusqu'à la lin. Dans ce cas la série est encore dite convergente, parce qu'on conçoit la souinie totale composée de dcu\ parties, la preniicrc coiiiprenant les m premiers termes qui formciil une soinmc finie, et la seconde comprenant le reste de la suite et obéissant en entier à lu loi de convergence, e'esl-à-dire ayant aussi une soinme finie.
Rerii.irquoiis que lors()u'uue série est convcrgeiile, la soinmc des U premiers termes représente d'une manière approchée , la soiiinic totale d'autant plus exactement que n est plus grand, puisque la partie que l’on néglige n'est autre que l'excès de lu suiiimc totale finie , sur ees » premiers termes.
Considérons en particulier la série de Taylor
Il résulte de ce qui précède qu’elle sera convergente si l’on a pour toutes les valeurs croissantes de «,
il -i
< 1 ou /i <
Cette condition est Yisibicinent remplie à partir d’un certain rang, pour toute valeur de h et pour toute valeur de x, lorsque les dérivées ne sont ni iiullcs ni infinies, puisque le numérateur n -s- 1 peut être pris aussi grand que l’on veut. On voit donc que la série de Taylor est convergente pour toute valeur de /i, lorsque toutes les dérivées successives de la fonctiuii sont comprises entre zéro et rinfini, ou jilutot larsque le rapport tie deux dérivées consécutives est constamment une nuantité finie.
-Tw «
Dans le dévclopjicinent de (x -t- /i)“, le rapport
qui devient infini avec «; mais l.i condition de convcrgeiiec
du dévclojijicmcnl du biiiôine de Newton est
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pour tonte valeur de >i et pour n infini, elle devient en fnisant alistraetion du signe, li<^x. La convergence de ce développeniciil n'est donc assurée t/tie si le second terme h est plus petit que le premier X. On trouve la nièine eondilion pour la convergence du développement de Log (i -A- II) du N* 35. Les valeurs de sin (x ■+■ h) et de cos (i -A- h) sont convergentes pour toute valeur de h, lorsque x
est compris entre zéro et
Puisque la série de Maclaurin se déduit de celle de Taylor en faisani X = 0 et en eliangeant h en x, on conclut de ce qui précède que la série de .Maclaurin est convergente quelle que soit la valeur de x, toutes les fois que les dérivées successives conservent dos valeurs finies pour X = n. Ainsi le développement
I- etc
est toujours convergent, puisi|uc les dérivées successives sont loiiles égales à e' qui pour x = o devient l'unité. Quant nu dévclopcmeiit de arc tang x, savoir
comme les dérivées croissent jusqu’à l’infini, sa convergence n’est pas assurée pour toute valeur de x. Ou a ici
La condition de convergence est donc
X* < 1 ou X* <■
pour toute valeur croissante de n. Le second membre tendant vers l’unité pour « == ao , la convergence de la série est assurée pour des valeurs de x plus petites que l’unité. On est conduit au meme résultat pour le dcvclo[ipcment de log (I t- x) et on rcconnait que les développements de sin X et de eus i sont eonv ergcnls [(oiir toute valeur de X.
Terme snmmaloire de lu série de Taqlur. — Après avoir
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<l(‘leriiiiiu; les « -t- 1 premiers termes de In série de Taylor, on peut trouver une fonction de i cl A qui complète la valeur de f[x h)\
il sulTil pour cela de calculer le terme mmmaloire ( —— ) • — ’
‘ \dA"/
que l’on obtient en dérivant n fois par rapport à A, la valeur de fl,
c'est-à-dire,
„ f{x-ih)-fx = h ’ '
en remplaçant x par x -+- A et en changeant dans le résultat le signe de A, comme on l’a vu (M“ 53).
Eclaircissons ceci par un exemple. Soit la fonction
Il vient
fx -s- A)« — 1 X A
Proposons-nous de développer cette fonction suivant les piiissaiiees croissantes de A, en arrêtant le développement aux cinq premiers termes. On aura
etc.
cl en substituant ces valeurs <lans le développement de Taylor, on trouve
(x a- A)* — 1 X* — 1 X* +- I , A’ A’ A‘ /d‘ft\ A»
^ l‘ X X* x’ X* x“ \rfA*/ 4.2.3.4
Pour calculer le terme soinniatoirc , observons que
(xjh^:^ _x*— I
ff _ *- f>)~ fx ^ ^ *
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et en dérivant par rapport à h , (l*R dl?
d/i‘ {Il -1- xj‘x
En y faisant les changements indiqués ci-dessus, il vient
on a donc exactement
ou en général ,
hy — 1
— suivant les puissances de h, soit par
Si on développait suivant les puissances de h, soit par
la division, soit au moyen du théorème de Maclaurin, on trouverait les termes en A"+‘, A"+’, etc., qui font suite à la série obtenue plus haut.
58. Limites de la série de Taylor. — La connaissance de la forme du terme sommatoire est utile, parce qu’elle permet souvent d’apprécier le degré d’approximation avec lequel les premiers termes de la série de Taylor donnent la valeur développée de f[x+h) et qu’il fait connaître souvent les conditions de convergence de ce développement. Ainsi dans l’exemple précédent, il y aura convergence pour des valeurs
particulières de x et de A , si ^ 7- ou — ( - 1 , qui re-
(x A)x"+' X h\xj
présente la somme des termes depuis celui du rang »» -F- 1 jusqu'à l’infini, reste fini et converge vers zéro quand n converge vers l’infini, ee qui aura lieu visiblement, quel que soit A, si un donne à x une valeur supérieure à A. Mais le plus souvent les opérations qu’il faut effectuer sont tellement longues et la valeur finale à laquelle on arrive est tellement compliquée, qu’elle ne rcmjdit que fort imparfaitement ce but; aussi se burne-t-on ordinairement à déterminer, ainsi qu’il suit, deux limites entre lesquelles se trouve eomprise la valeur de ce terme som-
inatoirc. étant fonction de A, change de valeur avec lui; si
\dh' )
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donc on rcprrscnte par C une limite supérieure et par c une limite inférieure des valeurs par lesquelles il passe , tandis que h va en décroissant jusqu’à zéro, on aura pour toute valeur de h ,
/•(X + h)—fx—f'x-h—fx~^ —
/•(X ^ h) -fx^ f'x . h ~ f 'x ■ > c JJ—
Or, pour que la première inégalité subsiste quel que soit h , il suffit que la dérivée du premier membre soit, pour toute valeur de/», plus petite que la dérivée du second membre. Eu effet, pour à = o, les deux membres sont nuis et si la dérivée du premier est toujours plus petite que celle du second, le premier croitrn à jiarlir de zéro, moins rapidement que le second et lui restera par conséquent inférieur. Pour le même motif, il suffit que la dérivée du j»remier membre soit plus grande que celle du second, pour assurer l’existence de la seconde inégalité pour toute valeur de /». Dérivons donc par rapporta/», en observant que fx, f'x, f"x,..., ne renferment pas h, et que, d’après ce qu’on a vu 33), — — est égal
à f'(x + h). C cl c devront satisfaire à ces nouvelles inégalités,
f(jc+h) - f’x - f'x -h /--’x ^ 2 < C (« + ’
On prouvera par un raisonnement semblable, que ces inégalités sont assurées si l’on a les deux suivantes :
En continuant les dérivations, on trouve enfin pour condition finale suffisante,
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d’où l’on tire
conditions qui seront satisfaites, si en désignant par h’ et h" les valeurs de h qui correspondent à la plus petite et à la plus grande valeur que prend /’<"+'’{x -t- h) quand on fait décroître h jusqu’à zéro, un fait
La véritable valeur de
\dh)
est donc toujours comprise entre ces
deux quantités; or si l’on suppose que la fonction {x -t- A) reste finie et continue pour toute valeur de la variable comprise entre x et X -F- A, ce qu’on peut toujours admettre tant que l’on ne donne pas à X une valeur particulière, il résulte du principe de continuité des fonctions, qu’en faisant croître A par degrés insensibles, la fonction ^i.+ii (x passe par toutes les valeurs comprises entre
{x h") et /■'"+*’ (x -F- A"),
pendant que A passe de la valeur A' à la valeur A"; il existe donc une valeur de A comprise entre A' et A" qui rend — (x -f- A)
cette valeur étant comprise elle-même entre 0 et A,
puisque A' et A'' sont compris entre ces limites, elle peut être représentée par OA, 0 désignant un certain facteur inconnu compris entre U et I, de sorte que l’on a l’égalité
La formule de Taylor devient donc
/■(x -F- A) == /-X -F- hf’x -F- f 'x + f " x -F- / <-> X
A» Fl
X OA
Si la fonction /"'"+*’x était conslainmeot croissante ou décroissante, depuis X -+- 0 jusqu’à x -f- A, les quantités A' et h" mentionnées plus haut seraient égales à O et à A, de sorte que le terme limite ou le reste de la série depuis le terme en A’ exclusivement, serait compris entre
En général, le reste de la série de Taylor est compris entre la plus grande et la plus petite valeur par lesquelles passe
tandis que la variable x va en croissant depuis une valeur particulière X jusqu’à X -t- A. Cette remarque suffit le plus souvent pour faire apprécier le degré d’approximation avec lequel les « -t- 1 premiers termes de la série donnent la valeur de /'(x-i-A); ainsi pour la fonction e', on trouve
cl l’erreur commise en prenant les n 1 premiers termes pour valeur de e*+* se trouve limitée entre la plus grande et la plus petite valeur par lesquelles passe
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tandis que i augmente jusqu’à x + h, ou plutôt, comme celle fonclion csl toujours croissante, l’erreur est eomprise entre
— pf 0*'^^ _ .
39. Conséquences relatives à la convergence de la série de Taylor. — Le théorème que l’on vient de démontrer sur les limites de la série de Taylor, conduit à plusieurs conséquences importantes relatives à la convergence de ces séries. D’abord quelle que soit la fonction primitive fx , en prenant h assez petit, on peut faire en sorte que la somme des termes, à partir de celui du rang />, soit aussi petite que l’on veut, pourvu que toutes les dérivées restent finies, c^r le terme limite
qui représente cette somme, se compose de deux facteurs, dont le second peut diminuer évidemment avec ^jusqu’à zéro, tandis que le premier reste fini, attendu que si x reste variable indéterminé, x -F- OA est aussi indéterminé; le reste de la série peut donc être rendu aussi |ictil que l’on veut. Celte proposition n’est plus généralement vraie si on donne à X une valeur particulière, à moins que l'on se soit assuré que (x -F- hh) ne prend pas alors une valeur infinie, ce que l’on rcconnaitcn s’assurant que /' "+'• (x -F- h) reste fini et continu depuis (x -F- o) jusqu’à ^'"+'>(x -f- h).
En second lieu, si on diminue sunisainment la valeur de h, on peut en général faire en sorte que l’un quelconque des termes de rang n suit supérieur à la somme de tous ceux qui le suivent; il suffit en effet pour cela de prendre h de manière que
— ;; > /■i"+'>{x -F- oA) . ■■■■_
ce qui aura lieu si , C étant la plus grande valeur comprise entre /’‘*+*’(x -F- o) et (x -F- A), on a
/‘‘"’x > C — - — > d’où A /~‘"’x” ^ ^ •
Il est visible que A aura une valeur numérique supérieure à zéro, toutes les fois que C n’csl ]<as infini, ce dont on sera ccr-
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tain si /''"+'>x reste fini et continu depuis (x -t- o) jusqu’à
40. Limite de ta série de Maclaurin. — Si dans le développement de Taylor on fait x =: o cl qu'on y remplace ensuite la lettre h par la lettre X, on trouve
fx — f« f 0 • X f''o ■
0 étant compris entre o et 1. Le dernier ternie de cette suite forme le terme limite de la série de Maclaurin, lequel représente la somme de la série infinie, depuis le terme du rang « -h I, pourvu que /’■+*' (Ox) soit une quantité finie, ce dont on ne peut s’assurer qu’en vériiiaiit que /■'"+‘>x reste fini et continu depuis (o) jusqu’à (x).
Si on applique cette formule aux exemples traites plus haut {N° 33), on trouve, en arrêtant le dévcloppeiiicnt au terme en x’ inelusiveniciit.
■I -I- X log o
logj
[l-(Ox)*]’
X x’ 3 (Ox)* — 1
arc tang x = - -t- — —
1 o [1 -t- ((ix)*]*
cos X !
cos Ox ,
X* 5 -I- 12(0x)* [l-(Ox)*]*
41. Conséquences relatives o la convergence de la série de Maclaurin. — Les propositions relatives à la convergence de la série de Taylor démontrées au N" 59, sont aussi applicables à la série de Maclaurin. Ainsi, l“on peut en général, rendre la série aussi convergente que l'on veut en diminuant suflisamnient la valeur de la variable x, c’est-àdire, faire en sorte que la somme des termes à partir d’un certain rang jusqu’à l’iiifiiii soit aussi petite que l’on veut. 2" ün peut, en géiié-
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ral, en prenant x assez petit, faire en sorte que l’on des termes soit supérieur à la somme de tous ceux qui le suivent. Dans l’un et l’autre cas, la fonction est supposée telle que toutes scs dérivées successives restent finies et continues pour toute valeur de la variable comprise entre zéro et x.
Puisque le développement de Taylor ou celui de Maclaurin, quand ils sont convergents, représentent /'(x -h h) et fx d’autant plus exactement que l’on en prend un plus grand nombre de termes, il faut en conclure que les développements entiers ont rigoureusement ces fonctions pour limites, s’ils sont convergents, et peuvent par co.iséquent leur être identiquement substitués. Il n’en serait pas de même si la série était divergente. Comme dans ce cas la somme des termes que l’on néglige ne converge pas vers zéro, mais vers le ternie soinmatoirc, il est évident que la série, quel que .soit le nombre de termes que l’on considère, ne représentera jamais, même d’une manière approchée, la fonction proposée.
En appliquant le théorème de Maclaurin aux fonctions
cl à quelques autres de forme analogue, il se présente une circonstance remarquable. Si l’on en prend les dérivées successives cl que l’on y fasse x nul, pour avoir les valeurs de fo, f'o, f"o, etc., on trouve que tous ces coeftlcicnts se présentent sous la forme f cl on reconnaît que les vraies valeurs sont toutes indéfiniment nullcs; de sorte que les développements entiers de ces fonctions semblent égaux à zéro. Celte anomalie s’explique en observant que rien ne prouve que ces développements, dont tous les termes sont nuis, sont convergents et que par conséquent on ne peut rien conclure de celle circonstanee, pour la valeur de la somme de tous les termes, si ee n’est que ces fonctions ne sont pas développables suivant les puissances positives delà variable, ce qui du reste est évident, puisque pour X inCniraenl petit, le développement de Maclaurin procédant suivant les puissances positives croissantes de la variable, doit représenter un iuGniment petit d’un ordre limité, tandis que la fonction
e devient un infiniment petit d’un ordre infini, puisqu’on a vu
(N” 29) que le rapport — — est nul pour toute valeur de tn, quand un fait X nul ou inGnimcnt petit.
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Il suit (le là (jae Ici fonctions /x -t- e •'* cl /x ont en apparence le même dtiveloppenient qui, s’il est convergent, ne représente que fx. On voit par cet cxeinplc, qu’un développement donné ne représente que la partie de la fonction primitive, qui est susceptible d’être développée suivant les puissances entières et positives de la variable. L’autre partie ne laisse de trace que dans le terme sommatoirc ou dans le terme limite.
42. Série de Taylor en défaut. — La série de Taylor est dite en défaut lorsque l’un des coefTicicnts de h dans le développement est infini, ce qui ne peut arriver que si l’une des dérivées successives f'x, f'x,.... est elle-même infinie. Tant que l’on traite x comme variable ou qu’on ne lui donne pas une valeur deterrainée, aucune de ces dérivées ne peut être iiiGiiie, du moins aucune dérivée d’un ordre fini; car en supposant que /"'"’x soit la première qui prenne cette valeur, la précédente, c’est-à-dire, x serait une certaine fonction finie de la variable x dont la dérivée est infinie, (^c qui ne peut arriver, d’après ce qu’on a vu (N° 5); mais quand on donne à x une valeur déterminée, il peut se faire que celle-ci, combinée avec les constantes de la fonction, rende un dénominateur nul, et |>ar suite, la dérivée infinie. Supposons par exemple, que l’une des dérivées
successives renferme un terme de la forme — ^ » X étant qucl-
conque. Il est évident qii’aussi longtemps que x reste arbitraire, le
dénominateur |/x* — a* devra subsister; mais si l’on donne à x la valeur particulière o, x* — a’ deviendra nul et la dérivée sera infinie. On rcconnait aussi par cet exemple que si une des dérivées est infinie pour une certaine valeur de la variable, toutes les suivantes
devront l’élrc aussi; car si l’une d’elles prend la forme — — — ■ - .
on sait que toutes les suivantes renfermeront j/x* — o* au dénorninatcur. Cette proposition peut du reste être démontrée d’une manière générale, et en outre on reconnaît que lorsqu’une dérivée devient infinie, cette circonstance indique qu’il y a impossibilité de développer f{x ■+■ h) suivant les puissances entières de h, cl que, pour (]iic les cocflicicnls cessent d’être infinis, il faut que l’exposant de h devienne fractionnaire à partir du terme où la dérivée devient infinie. Pour le faire voir, reprenons la démonstration de la formule de Taylor, au moyen des coellicieiits indéterminés. Supposons f{x -t- h)
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développé suivant les puissances ascendantes entières ou fractionnaires de h, et posons
f{x -h h) = fx Alt^ Bhi^ +• Ch'^ a- jV/i'' -i- Ph^ -t- etc.
les coclTicienls /I , B, C étant des quantités /înies et inconnues.
Pour déterminer .1, B, C et les exposants «, p, y , remarquons
que les deux membres de cette équation étant identiques pour toute valeur de h, les dérivées d’un onlre quelconque des deux membres doivent aussi être égales pour toute valeur de h et par conséquent pour h = 0. Or, si l’on égale les dérivées premières, en remarquant que la dérivée de f {x It) par rapport à h est /'{x +- h), c’est-à-dire, est la dérivée de fx en y ebangcanl x en x -f- /» (>'“ 53), il vient
f'(x +- h) I- etc.
et comme pour A = 0, le jiremier membre se réduit à f'x, le second devra aussi se réduire à une quantité équivalente. Si celte dérivée f'x n'est ni nulle ni infinie, le second membre, devra donc aussi se réduire H une quantité comprise entre zéro et l’infini, ce qui ne peut avoir lieu que quand a. est entier et égal à l’unité; car s’il était inférieur.
— i serait négatif et le premier terme, mis sous la forme
deviendrait infini pour h nul; tandis que si a était supérieur à l’unité, « — 1 serait positif et ce premier terme serait nul pour h nul, ainsi que tous les termes suivants, a étant donc égal à l’iinité, l'équation précédente devient
f'(x A- A) = /I ■+■ ^Bh?~' -I- etc.
et pour h = 0, il vient
En dérivant une seconde fois par rapport à /i, on trouve
f'[x H- h) = -H etc.
et si on suppose que f'x ait une valeur qui n’est ni nulle ni infinie, on fera voir, comme plus haut, que S ne peut être que 2 et on en conelul, en faisant h => 0,
Sl>
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On Irmivcni île In iiiènic iiiniiière
Ce raisoniiemeiil , qui fuit cniinaitrc les dilTéi'Ciils lerincs iJe la série (le Taylor, pourra être conliiiiic iml(Tiniinenl, tant (|uc les dérivées successives ('■''x conserveront des valeurs comprises entre zéro et l’infini; mais supposons que pour une certaine valeur allribuéc à x, la dérivée X devienne infinie; alors le raisunnemciii précédent se trouve i-n défaut, lorsqu'on arrive à I équaliun
^■'•+''(x h) = xr(- — 1) {- — 2) /’/i’'“"“* -I- etc.;
en effel, pour A = 0, le premier membre se l•(■duit par hypothèse à une qoanlilé infinie /’‘'+"x. Or, si r était un nombre entier, le second membre ne pourrait pas devenir infini comme le premier; car l'exposant -n étant plus ^raiid que l’exposant « du terme précédent, jr — n — 1 ne pourrait être que zéro ou un nombre entier positif et pour h — 0 le second membre sc réduirait, dans le premier cas, à la valeur finie
et dans le second , à zéro; tandis que si a- est fractionnaire et compris entre n et n -4- I , r — n — 1 sera négatif et ce terme mis sons la forme
deviendra infini pour h =0 comme le premier memfirc. On voit donc que, lorsque la dérivée de l’ordre « -t- 1 devient infinie pour une certaine valeur de la variable, le développement de f{x -+- h) contient nécessaireiiicnt h avec un exposant fractionnaire eoinjiris entre n et « -4-1, dans le terme qui suit /i". Iti-eiproqiiciiieiit, si dans le developpeineiit de f(x -4- h) obtenu d’une inanière (pieleuiiquc, il se trouve un exposant fractionnaire compris entre les nombres entiers n et n -4- 1 , on recunnait que la dérivée doit être infinie, puisque
en faisant h nul dans l’équation
(x -4- A) = Jr(rr — 1) (;r — 2) -4- Ctc.,
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Miisn sous lii forme
H- A) = T(îr — 1)(7T— 2) > etc.,
le second meinl)re devient inrini. On conclut aussi de là que toutes les dérivées suivantes sont iiiGnies; car on a
/■'"+»’ (x -s- h) = 7r(jT - l)(a- — 2) (a- — « — l)/»A"-"-’ -t- ele.
/■<-+”(x -t- A) = a(a - l)(a - 2) (a - n — -t- etc.
dont les premiers membres deviennent /"'"*■*' x, /’‘"+*'x quand on fuit A — 0 et dont les seconds membres sont tons infinis, puisque a — n — 2, a — Il — ■ 3, etc., sont des exposants négatifs.
Si /^'"’x est la dernière dérivée qui conserve une valeur linie pour une valeur particulière de x, la série de Tavlor pourra être employée jusqn’A ce terme; mais comme tous les suivants deviennent infinis quand on conserve pour A des exposants entiers, il serait inutile de pousser le développement plus loin, à moins d'employer des exposants fractionnaires, et fou se borne alors à déterminer le terme sommaloirc qui suit f'*' i. C'est pour ce motif que la série est dite en défaut. Dans l’exemple suivant
fx ~ x’ (x — 6) (x — u)
on trouve
» îi î
On voit que pour x égal A o, f"'x devient infini ainsi que tontes les dérivées suivantes; il faut donc se borner aux trois premiers termes de la série et employer le terme sommaloire pour le reste. En le développant ensuite, on trouve
f[a -t- A) = (I* 3n’A -i- 3aA^ (a — 6) A ' A’ -i- A ' .
Si au lieu d'employer le terme sommatoire, on emploie le terme limite, en siijiposant que f'“*'’x soit la première dérivée qui devienne
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infinie, on ne pourra pas représenter en général le reste de la série par
. — . ... /■<'-"> (a -I- fj/i],
paree que (a O/i) n’csl plus fini cl continu depuis *=a jusqu’à X = a -t- h, attendu que est infini. Il faut dans ce cas
SC borner à développer / (i -t- h) jusqu'à la dérivée /""x el prendre
Il
pour terme limite. Ainsi, dans l'exemple précédent, il vient /"(a i A) = a’ t-âa’/n- ~ 6(GA)-+- ^ (ihy
45. Développement d'une fonction suivant les puissances entières d'une fonction donnée de la variable. — Au lieu de développer une fonction donnée fx suivant les puissances entières et positives de la variable x, on peut se proposer de la développer suivant les puissances entières et positives d’une fonction donnée yx de cette variable , c’est-à-dire, de manière à avoir
Fx ■= ,-1 -t- /?{?x) -I- C(fx)* -h D(?x)* -I- F(yx)* -+■ etc.
.1, B, C,.... étant des cocfiicicnts constants à déterminer. Pour cola, prenons les dérivées successives des deux membres de celte équation. En représentant par (ÿ*x)', (?’x)" etc. les dérivées successives de w*x, »’x, etc., on aura
F' X = Bf'x + C’(o'x)' + D(ÿ’x)' -I- F(f*x)' etc.
F"x = Jî?"x C(?*x)" Z)(?’x)" -4- F(?*x)" -4- etc.
F'"x = B<f"'x C(?*x)"' -4- D{f^x}"' -4- F(»*x)"' h- etc.
F'">x = B'f'^x -t- C(iji*.r)‘"’ -4- i)(Ÿ’x)‘*> -+- F(ÿ*x)‘"' -4- etc.
Si on représente par a une valeur de x qui rend yx nul, c’est-à-dire, une des racines de l’équation
çx = 0,
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U vient, en développant les dérivées successives de (yx)" et en remplaçant X par a, ce qui rend ox nul,
Fa = /( ,
F' a = Bya , r a = By 'a ■+ 1 .2 ,
F"a^Ba"’a -4 1.2.3CyV'a -i 1.2.30?'‘(X,
F"'a=:Bf""a -4- l.2C(3y"»a -+- 4yV"“) i .2.3.60?'’'*,"a -4- l.2.3.4AY*a,
d’où l’on lire
r« F'arf'a —
— 7)F'a,Wa -4- 3/-’V'/'*a - Fajaa"a
I)=r-^ 1 !_■ ï i_^, etc.
dA dB dC dD ^
.■l = f/T, B = — , C=;— -, D = ~-, F = —-~, F=— -, etc.
qui font connaître la loi de la formation des cocflicients. Cette formule serait en défaut si la valeur a, qui rend nulle la fonction »x, faisait aussi évanouir y'x.
On trouve ainsi pour le développement de e 'en fonction de log x,
Si dans la formule générale, on fait fX égal àx, a est alors zéro et on trouve
Ar^Fo, B^Fo, F = -^F'o, etc.
Æ tjS 1
KG
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et elle lievient
Fx = Fo -t- Fo .X -k- F'o • H F"'o 1- cIc.
qui est In funniile de .Macinurin.
44. Formule pour le retour des suites. — Si dans la inème Ibriniilc générale on fait Fx = x , on irouve
-» £=elc.
et par suite,
X = 1 -i- —fX fa
•if ’a — faa a
ete (1)
Celte formule est inverse de celle de Maclaiirin. Celle dernière donnait le développement d’une ronctiuii suivant les puissances entières et jiositives de la variable, tandis que la nouvelle donne le développcnienl d'nnc variable suivant les puissances de la fonclion.
Ainsi, le développement de Maclanrin a donné
loc (1 a- x) = X r etc.
et si l'on prend log(l -« x) pour fx, la valeur a de x qui rend 7X nul, est léro, le nouveau dévclo]ipcinent devient donc
x=^ log(l -I- x) -I- — log*(l +x) -V-
etc.
et en général, si l’on a
y = hx -4- ex’ -t- dx’ H- ex* -t- etc. — ?x.
on en déduit
ÿ == »x = 6x -4- ex’ -4- ex* -4- etc., y'x = 6 -4- 2cx -4- 3ex’ -4- etc.
et comme pour x = 0, fX est nul , on voit que a est zéro et il vient
2e’ — he
■ if — etc.
Telle est la formule générale pour le retour des suites.
4S. Formule pour la résolution des équations numériques. — Comme a doit rendre yx nul, si on remplace ox ])ar ^x — ya dans
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lu roriniilc îçêiiéralc du niiini-rn prrcédciit, « sera quelconque, coelüeieuts d, H, C, U deviendront
dit
dc
Fa da
da
Of a
les
el la formule prendra la forme
Fj: = Fa
Fa
(ÿl — fa) -F- C(fX — fa)* t- D(fX — ya)* etc.
dans hiquellc a, x, y cl F sont quelconques. Quand x est une racine de l'équation yx = 0, elle se réduit à
Fa
Fx = Fa — wx Cf*a — Df^a -t- etc.
fa ■
qui donne la valeur d'une fonelion quelconque F d'une racine de l'équation yi = ü. Si on remplace /’x par x, cette équation devient
fa 1 f"af*a
1 5y"»g — f'af"'a
l.il.Ô y'*a
— etc.
que l'on peut mettre sous la forme suivante, en représentant —
fa
par •}, par -y la dérivée par rapport à a, par (y/)' la dérivée du produit yy cl ainsi de suite ,
X = g -V- -{-yg yV — '|«(yy)’
- F- etc.
dans laquelle a est quelconque, pourvu que la série soit convergente. Cette expression est utile pour la résolnlion des équations numériques ; car si a est une valeur sullisammcnl approciiéc d'une racine réelle de l'é(|uation
yx = 0,
la quantité yg suivant laquelle la série est développée, aura une valeur très petite, la série sera convergente cl donnera la valeur de la racine X. Celle racine est celle qui est la plus rapproeliée de g, puisque x — a a visiblement une videur unique cl 1res petite si yg est très petit.
Soit par exemple à résoudre l’équation
x’ — tlx — 20 =. 0 ;
CUAPITRE II.
comme il csl visible que x dilTcre peu de 5, on fera a égal ù ce iiombrr et on aura
a = a* — 'id — 20 = 1 ,
ip'a = 3a* — 2 ■= 23 ,
7"a = 18, ç'"a = 6, y'"'a = 0, y""'a = 0, etc.
Eu substituant, on trouve
2o 1ob2a
valeur exacte à moins d’un dix-inillionièmc près.
La formule de Maclaiirin peut aussi servir à démontrer un Ihcorèmc imporl.vnt d’algèbre. Considérons une fonction quelconque imaginaire, c’cst-û-dirc , conterrant d’une manière quelconque le symbole imaginaire j/ — 1, que nous désignerons par t. La fonction proposée pourra être désignée par fî. Or, quelle que soit la signitiration de e, on peut concevoir cette fonction développée suivant les puissances croissantes de £ et mise sous la forme suivante, (o, /’o, f'o,.... désignant ce que
deviennent /£, , etc. quand on y fait £ = 0,
/£ = /’o + if'o '
.Si on remplace e par sa valeur j/ — 1 , on trouve
etc. -t-
etc.
dans laquelle le second membre est visiblement de la forme /* -1- (>(/ — I. Il suit de là que toute fonction imaginaire peut être
mise sous la forme P i Q[/ — 1 et l’équation précédente fait coiinaitre la valeur des deux fonctions réelles P et Q, du moins lors- «jii’clles remplissent les conditions de convergenee.
40. Maximum cl minimum des fondions d'une seule variable. — Pour troisième application, occupons-nous de la théorie des inaximuin et minimum des fonctions d’une seule variable. Si l’on fait croître r d une manière continue, /ir variera elle-même, en général, d’une manière continue et il arrivera le plus souvent que cette fonction, après
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avoir étë en croissant dans nii certain intervalle, finira par diininticr si l’on continue à faire croître x. L’état de la fonction nu luoniciit où elle cesse de croître pour commencer à décroître se nomme maximum, et on donne le nom de minimum à l’état de la fonction, lorsqu'aprcs avoir été en diminuant dans un certain intervalle, elle commence ensuite à croître. La théorie des maximum et minimum a pour ohjct de déterminer la valeur qu’il faut donner ù x pour que la fonction devienne maximum ou minimum. En donnant à x un accroissement et une diminution h, on trouve
/•(r -+- A) = /x hf'x -F- ^f"x -F- _*—/■'"> (x -F- Oh),
f{x _ /.) = /-X - Afx -H ^ f'x ± /■<-> (X - O'h).
Pour que X corresponde à un maximum ou un minimum de la fonction fx, il faut évidemment que f{x-k- h) et f{x — h) soient tous deux plus petits ou tous deux plus grands que fx, quel que petit que soit h , c’est-à-dire , que f(x + h) — fx et f{x — h) — fx et par conséquent les valeurs suivantes
- Afx -F- ^ f"x
aient le même signe, ce qui ne peut avoir lieu que si fx est nul, puisque ces deux valeurs commencent par un terme de signe dilTércnt et qu’on a vu (N“ 39) qu’on peut toujours, en prenant h assez petit, faire en sorte que ce terme l’emporte sur la somme de tous les suivants et par conséquent, donne son signe à la série, fx étant nul, les deux différences f{x -F- h) — fx et /(x — h) — fx seront de même signe, car leurs valeurs se réduisent aux suivantes
fin) (jf ^
dans lesquelles les premiers termes sont tous deux de Fiiêmc signe et
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pcuvcnl èlrc rendus supériciics à la somme des termes qui suivent. II résiille de ce qu’on vient de voir, qu'en résolvant l’équation
les racines sont les valeurs de x qui rendent fx maximuvt ou minimum. Remarquons que dans le cas du maximum, ces deux dilTcrences doivent être toutes deux négatives, ce qui ne peut arriver que
/»* * si f"x est négatif quel que soit h, c'est-à-dire, si f'x est négnlif.
On trouvera de même que dans le cas du minimum, il faut que f'x soit positif. Ainsi, après avoir déterminé les valeurs de x correspondant à un maximum ou à un minimum, un .substituera ces valeurs dans fx et on aura un maximum ou un minimum suivant que lu résultat de la substitution sera négatif ou positif.
Cette règle est en défaut lors(]uc/’'x est nul en même tcnijis que fx. Alors les valeurs trouvées pour x ne correspondent jias nécessairement à des maximum ou des minimum; car il vient dans ce cas
f{x + h)-fx= -t-.j^/’-'x +
f(x — h) — fx = — ± ~ '
et on fera voir, comme on l’a fait ])Ius haut, que les deux seconds membres, qui commencent avec des signes dilîércnls, ne peuvent être tous deux ]iositifs ou tous deux négatifs que si f"'x est nul; de sorte que cette condition devra être jointe aux deux précédentes pour qu'il y ait maximum ou minimum, qu’oii distinguera ensuite par le signe que prendra la dérivée suivante f"x. Si celle-ci était aussi nulle, ou prouverait «pic /""'x doit être nul, et ainsi de suite. On énonce donc la règle générale de cette manière ; Pour avoir la valeur de x correspondant à un naxihi'm ou «i un nimmcm d'une fonction, on égalera à zéro la dérivée du premier ordre; on en tirera les valeurs de x , tjue l'on substituera dans f"x ; il y aura maximum ou miximum suivant que le résultat de la substitution sera négatif ou positif. Si le résultat est nul, on substituera les valeurs de x dans f'x et il n’y aura maximi'm ou MINIMUM f/ue si cette dérivée est égale «i zéro; dans ce cas, on distinguera le MAXIMUM du MINIMUM par le signe que prendra f""x après ta substitution, et ainsi de suite.
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Celle lliéoric esl insiiflisaiitc lorsi]iie, pour la valeur parliciilière de la varialilc ipii répond au maximum, le dcveloppemcnl de Taylor est en défaut dès le premier terme, c’est-à-dire, lorsque la dérivée première f'x prend une valeur iurinie. On évite ce cas d'exception en présentant cette théorie comuic il suit : ce qui caractérise le maximum, c’est celle circonstanec que, en faisant varier ï, fx cesse de croître pour aller en décroissant. Or, on a vu (N“ C) qu’une fonelion esl croissante ou décroissante selon que sa dérivée est positive ou négative; d’où il suit que pour qu’il y ait maximum ou ininiinuui, il faut que la dérivée change de signe, ce qui, quand la fonelion reste réelle, a lieu en passant par zéro ou par l’inlini. D’où il suit que les valeurs cherchées de la variable ne peuvent être que les racines de l’une ou l’autre des deux équations
La théorie précédente n’nvait conduit qu’à la première équation de condition. Comme une fonction qui passe par zéro ou pur l’inlini ne change pas nécessairement de signe, les racines de ces équations ne répondent pas toujours à un maximiiiii ou un miiiimuin et il est nécessaire de s’assurer que la fonction primitive fx est à la fois croissante ou à la fuis décroissante quand un rcnipluce x par x k et X — II, h restant très petit.
Appliquons celte théorie à quelques exemples. Suit la fonelion o — • bx -H X* == fx. Ou en lire
fx = — b-i-'2x — 0, -c = I > f'j: ~
a' = - correspond donc à un minimum. Pour- -, ou IroiiAC
= uni— x-=0clx = ±l, l"x = — '2xy-
' (l-4-X’)‘ (ll-X’*)’
La première racine donne — pour f'x cl correspond à 1111 maxi-
mum. La sccuiulc donne - et correspond à un minimum. Pour l’équation X* — il ail/ — -F- 1 = 0,
un fera
ilii X — ail X
ili y -F- «X •'a
Si i'on substitue celte valeur de ^ dans l’équation primitive, il vient
X* — 2x* r l == 0 d’où x = ± ■
et y=±
On a ensuite
(ox -t- y)*
qui, pour les deux valeurs de x devient, en remarquant que ~ est
nul ,
d*y -t- i d*y — 1 dx*
dx*
La première racine correspond donc à un minimum de la fonction y
et la seconde à un maximum. Pour — > on trouve sans peine que
x = — ^ donne un minimum ou un maximum suivant que a est plus logo
grand ou plus petit que l’unitc.
Nous terminerons ces applications, en résolvant quelques problèmes d’analyse et de géométrie dont la solution dépend do la théorie des maximum cl minimum.
Trouver un nombre x tel que sa racine x'™'' soit la plus grande possible. Le problème posé en équation donne
cl ou trouve
(lu — 1
= (l__logx):=x'-
logx
et par conséquent
1 — logx = 0, d’où x = c = 2, 71828
On ])eul s’assurcp que la solution correspond à un maximum.
Partager un nombre donné a en deux parties telles que le produit de la n'^”'' puissance de l'une par la m'™‘ puissance de l’autre, suit un MAXIMUM. F.ii représentant le produit par y cl l’une des divisions par X, il vient * (It
y=x’'[a — x)” et -p=(tt — x)"nx"~' — x’'m[a — x)"*~‘
= x""' jjid — (m -A- ;t)x! (n — x)”~* = 0.
On trouve que
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répond & un maximum, x — 0 donne un minimum si n est un nombre entier pair et x = a donne aussi un minimum quand m est pair.
Si m = n=l, il vient *=5» ce qui apprend que le produit des
deux parties d’une droite donnée est un maximum quand les deux parties sont égales.
Trouver parmi les cylindres droits d’un volume donné , celui dont la surface totale, y compris les bases, est la plus petite possible.
V étant le volume donné , si on représente par y la surface totale, par X le rayon de la base et par x' la bautcur, on trouve pour la surface des deux bases iirrx’, pour la surface convexe, 2n-xx' et pour la surface totale Sttx* 2t7xi'. Mais le volume est ;rxV ; on a donc
V = TTX-x' d'ou X = —J J y = 2îrx* »
d’où l’on tire
dit , 2o
— = \nx i==0, 'fttx’ — 2i! = 0,
Mener d’un point donné, à unecourbe donnée, la droite la plus long ue et la plus courte possibles. Suicnl{jf, y’) les eoonloniiécsdu point donné, y = rfx l’équation de la courbe, (x, y] les coordonnées du point de la courbe où 1a droite doit aboutir et l lu longueur de cette droite. Il vient
f* = (x — x')’ -t- (y — y'f = X* — 2xx^ -h x'* -F- y* — 2yy' -t- y'*.
et en reinjdaeant y par sa valeur,
= X* — 2xx' x'* -+- (yx)* — 2y'yx -t- y",
il’où
dl
dx
= X — x' -F- y'x(yx — y') ,
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et par conséquent les points cherches sont donnés par les racines de l’équation (*)
Il y a quelquefois certaines précautions à prendre dans le choix de la variable indépendante pour pouvoir déterminer le maximum ou le 7niHÎmum d'une foncliuii au moyen de la théorie générale. Le problème suivant offre un exemple de ce cas. Proposons-nous de chercher la droite la plus longue et la plus courte qu’on puisse mener d’un point A (fig. 5) à un cercle, (x, y) étant les coordonnées d’un point de la circonférence et (x = o, y = 0) les coordonnées du point A, La distance f de d à un point de la circonférence est donnée par
f = |/(x — a)* y* et comme l'équation du cercle est
(') Comme l'équation de I.t normale i la courbe y = au point (ry) est (N“ bd)
rfy,
ox
en la faisant passer par le point il vient
(lu
x' — Jc=: (y' — y) ou x — — y') = 0.
* aæ
on voit donc ipic ce.s droites minimum ou maximum sont des normales nbaissée.s du jioiiit (x', y') sur la courbe.
Pour distinguer le niaximiiin du minimum, il faut remonter à la dérivée de f et on reconnaU iju'il y a niaxinium ou miniiimm suivant ijuc 1 -4- — y')
est négatif ou positif. *
Si on désigne par (a, les coordonnées du centre de courbure au point (x, 5/), comme on a (N« 55)
on reconnaît en substituant, qu'il y a maximum ou minimum suivant qui* — y') est négatif ou positif. Quand la courbe tourne sa concavité vers Taxe des .V, f"x est positif (N® (»5) et il y a maximum ou minimum suivant que y' est supérieur ou inférieur ù fi, c’est-à-dire, suivant que le point donné est plus éloigné ou plus rapproché de Taxe des .V que le ciuUre de cuurbure. Dan.s le cas de la convexité, c'est l'inverse. Il suit delà que silr fwint donné est pfncé dans la pni'tic convexe de la courbe j la nornmh est toujours un minimum ^ tandis que *1 Ir ;w#n/ est placé du coté concave, il y a maximum ou minimum selon tfue la normale est plus grande ou plus petite que le rayon de courlmre, tm smioom/ q%ie la distfincr à la courbe, du point donné est plus ymndc ou plus petite que le rayon de courbut'c.
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il vicnl en éliminant y,
I = |/(x — a)’ -F- r* — X* = [/r* + a’ — 2ax, d’où l’on lire
[/ r- -i- a* — 2ax
Il est visible que eette valeur de ne peut pas être égalée à
zéro quelque valeur que l’on donne à x. Celte difliciiltc cesse d’exister si, au lieu d’éliminer y, on élimine x; car on trouve alors
l = j/y’ -t- X* -t- U* — 2ax = j/r- -a- a’ — 2a j/r* — y^
et il vient, en élevant les deux membres au carré et en dérivant ensuite,
d’où l’on tire pour le maximum ou le minimum,
y==0, / = -H a* iip 2ar = a ± r.
47. Valeurs imaginaires des sinus cl cosinus. Logarithmes de l’unité. — Pour quatrième application analytique du calcul différentiel, nous chercherons les expressions imaginaires des sinus et cosinus. Reprenons le développement trouvé pour e'.
ef— I
etc..
série qui, comme on l’a vu, est convergente quelle que soit la valeur
réelle de x. Remplaçons successivement x par x|/ — 1 et — x|/ — I . Il viendra
etc.
CIIAPITHE II.
_jrl/HT . I* -T* **
e ' = 1 H- h etc.
1 de.
Comme les seconds membres sc composciil de deux séries convergentes pour toute videur de x, ceux-ci sont eux-mèmes convergents cl en les rapprochant des séries trouvées pour eos x et sin x, ces égalités deviennent
* = cos X -+- j/ e ^ =s cosx —
d’où l’on tire en les additionnant et en les retranchant successivement,
*1/^ —xy/^ x\/—{ —,1/rT
cosx= , sinx= -
Ces relations dues à Euler, entre les lignes trigonométriques et les
fonctions exponentielles imaginaires * , e * ne sauraient
évidemment servir à calculer les valeurs numériques de cos x et de sin x; mais clics doivent être considérées comme des symboles qui résument toutes les propriétés des lignes trigonométriques et qui peuvent même servir à les démontrer au moyen des propriétés des quantités exponentielles. En prenant les logarithmes népériens des deux membres de la première équation (1), il vient
log (cos I (/^ — 1 sin x) = X j/ — 1.
Soit ff la demi circonférence d’un cercle ayant son rayon égal à l’iinilé, et n un nombre entier quelconque. Il vient en faisant x = nn,
log (cos wr p/ — 1 sin ns) = tir (/ — 1 .
Or, si n est un nombre pair, htt sera un nombre entier de circonférences et l’on aura
cos;i7T=l, sin«:r=0;
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et par suite
lug d — n?r (/ — I ,
qui apprend que l’unité a un nombre infini de logarithmes, puisqu'on peut donner h n toutes les valeurs paires (1, 2, 4, fi, 8, ete. Les logarithmes eorrespondnnts sont 0,2r(/ — d , 4rp^ — d , 8»p/ — I, ete. Le premier est seul réel ; c’est celui que donnent les tables. Les autres logarithmes sont tous imaginaires.
Si n est un nombre impair, on trouve
sin «T = 0, cos nn = — d
et par suite
lOg ( d) = «TT |/ — d
c'est-à-dire, que l’unitc négative a un nombre infini de logarithmes
qui sont rp/ — 1, — d , — d , 7tt|/ — I, etc. Ils sont
tous imaginaires. On conclut de là qu'im nombre positif tiuelconque a un nombre infini de loijarilhmes dont un seul est réel et que ceux des nombres négatifs, aussi en nombre infini, sont tous imaginaires, luir on a
log a = log (a X 1 ) = log a h- «n- (/ — d
log (— a) = log (a X — i) — log U -F- W7r(/^d ,
n étant pair dans la première équation et impair dans la seconde.
48. Racines de l’unité. Racines des équations d deux termes. — Les formules précédentes font connaître les différentes racines de l’unité,
wi „
c’est-à-dire, les différentes valeurs de j/d ; en effet , la théorie des logarithmes donne
logj/T ==-i log 1,
ou bien, en substituant la valeur précédente de lug 1 dans laquelle n est un nombre pair quelconque,
et en passant des logarithmes aux nombres,
and/ — I
lô
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équation qui donne toutes les racines de l'uoité, en remplaçant successivement n par tous les nombres entiers pairs. Ces valeurs de |/T peuvent être mises sous une forme plus commode pour les calculs, en
remplaçant x par — dans (1) du N" 47, ce qui donne
cos — -tm
[/ — 1 sin
ht:
La première valeur de (7ï est 4 correspondant à n = 0. C’est la seule racine réelle, si m est un nombre impair; mais s’il est pair, en faisant passer n par toutes scs valeurs paires croissantes, l’une d’elles
sera égale a m: — se rcdiiit alors a tt et comme cosr = — 1 et
sin r = 0, l’iine des valeurs de |/1 sera — i. Les autres racines sont toutes imaginaires. 11 est à remarquer que quoique le nombre des valeurs qu’on peut attribuer à n suit intini , le nombre de valeurs distinctes qui en résultent pour f/î est liinilé et égal au nombre wi, conformément à la théorie des équations; car il est visible que dans
toute valeur paire de « inférieure ou égale à 2m, donne pour yi des valeurs distinctes, dont le nombre est égal à m, tandis que pour des valeurs croissantes den, qui dépassent 2m, on retombe nécessairement sur les valeurs déjà obtenues et dans l’ordre où celles-ci se sont présentées; en effet si on remplace n par 2m ■+■ n, il vient
ou bien en remarquant que * — -h 1 ,
On retrouve donc loulcs les raeincs précédentes.
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Par un luuycn semblable, on trouvera les differentes valeurs de
— 1 ; il suffira de donner à n un nombre ii de valeurs impaires à partir de « = 1.
« . wi
On voit aussi que toutes les valeurs de yi et |/ — 1 sont expri-
2ort/^ (2i-t- l);t)/^
niées par e "* cl e , en donnant à i toutes les va-
leurs entières depuis 0 jusqu’à m — 1 .
Ce qui précède conduit à la résolution générale des équations à deux termes
y" — 1=0 et y" -«-1=0;
car on en tire
et les valeurs de |/T et de |/ — 1 trouvées plus haut font connaître les différentes racines des deux équations. Si l’on avait
en représentant par r la racine arilhmélique de a, on poserait
y = rz
et l’équation deviendrait
r“z" — 0 = 0 ou z“ — 1=0, en remarquant que r" est égal h o. On lire de celte dernière,
z = [/i et y = ryl
dans laquelle on rcniplaeera y 1 par toutes ses valeurs.
On obtient aussi toutes les racines d’une équation de la forme
y’" + py" = 7;
on trouve d’aboial
ou, en représentant par p' et p" les deux valeurs du second membre supposées réelles,
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r* et r" étant les racines arithmétiques de p' et p", il vient
coiiimc plus haut,
Si le second membre était imaginaire et de la forme a b — i , on poserait
„ _H 6/-1 =. p (cos a j/ — 1 sin a).
Les valeurs de p et de a sont déterminées par les conditions a = pcosa, 6 = psina,
d’où l’on tire
f = |/o’-s-o*, tanga = -i a = arctang->
Or (t
et ces valeurs font prendre à ÿ“ la forme suivante ;
, / — - . . al/ — 1 ,
y” = p (cos a -f- |/ — 1 siil a) = e XpXi,
d’où l’on tire
fH ffl W r --
Xl/pKf ~|/pe
a -t- «TT , (
H 1/ — 1 sin-
«Il ^
(a «TT)
dans laquelle yp est la racine m'^"' arithmétique de p, n un nombre pair quelconque et a le plus petit arc qui a — pour tangente.
Cette équation fait connaître toutes les racines de a + b — I
en donnant à n toutes les valeurs entières et paires depuis 0 jusqu’à 2»n, et par suite, les racines de l’équation
y*“ -I- py’' = (]
en remplaçant « et h par — ^ cl ± — q — ^ •
41). Développement de sin’"x et cos'^x. — Les expressions imaginaires trouvées pour sin x et cos x conduisent très simplement an développement des puissances entières des sinus et cosinus en fonction
des sinus et eosinus des arcs multiples, c'est-ii-dirc aux valeurs de siii "JC et cos "X eu fonction de sin «ix, siii (m — 2)x, sin (m — 4)x, etc., m étant entier cl positif; en elfcl, de l’cquatioii
2 cos X = e e ^ ^
on tire en élevant les deux membres à la puissance ni,
2«. eosmx=e'-»/=' -H ' -a- e(’’‘-'‘)"V^-s-ele.
et, si on remarque que x étant quclcon(|iic dans les équations symboliques, peut y être remplacé par mx, (m — 2)x, etc., et que par conséquent on a
gtaxl/ I _ — J
g(”'— 1 _ puj, — 2)x -t- j/ — 1 sin (m — 2)x
la valeur de cos"x deviendra
2" cos"x = cos wix -s- m cos (m — 2) x h — ■ cos (m — 4) x
cos (m — G) X
/ 7 r - . / III (ni — 1 ) . . - . .
■y — 1 [sin mx -i- m siii (m — 2) x -i ^ — • sin (m — 4) x -♦- etc.]
Comme le premier membre de l’équation est réel, le second doit l’être
aussi et par conséquent le cocHicicnt de ^ — 1 doit néccssaircnicnl être nul, ce qu’il est du reste facile de vérifier directement, quand ni est entier, en observant que la parcntlicsc contient la suite des sinus
sin DIX, sin (m — 2)x, sin (m — 4)x.... sin (4 — m)x,
sin (2 — m) x, sin ( — m) x
qui sont égaux deux à deux et de signes contraires, ainsi que les coelli-
wi (m — 1) ....... . . ...
cicnts ni, ’ etc. places a égale distance des deux extrémités;
Digilized by Googit
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Ions les termes se détruisent done deux à deux et la valeur de cos"j se réduit à
2'" cos"'x = cos «IX H- m cos («i — 2) x
cos (m — 4) X -+- clc.
qu’on simplifie encore par la remarque que les termes placés à égale distance des deux extrémités sont aussi égaux, et qu’il suint jiar cunséqiicnt de doubler ceux de la première moitié. Une marche analogue donnera la valeur de sin“x. On trouve ainsi, si «i est pair, en écrivant 2m au lieu de m,
2*" ( — 1)" siu *■" X == cos 2mx — 2m cos (2»i — 2) x
eus (2«i — 4) X — etc.
et si m est impair.
Hl— I
2" ( — 1) ^ sin“x = sinmx — m sin (m — 2) x
H i sin (m — 4) X — etc.
Ces développements doivent être prolongés jusqu’à cos ( — 2m)i et sin ( — m) X ; mais ils se simiiliftcnt eoiiiiiic plus haut, en remarquant que les termes de la seconde moitié ne l'ont que reproduire ceux de la première.
50. Formules de Moivre. Dêveluppemenl de cos mx et sin mx. — Si l’on élève à la puissance m les deux membres des équations
il/— I / — 7 .
e =cosx-H|/ — isinx,
s ~ * = cos X — (/ — 1 sin X ,
il vient
vu: 1/ — 1
= (cos X + [/ — 4 sin x)"*,
C '«^1/ I _ Jçyj, J. ^ J
D’un autre côté, en rcmplaeaiil x par mx dans les premières équations, on trouve
^iiii^/ I _ ^ j/ — 1 sin «IX
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on a donc, quelle que soit la valeur de T, les relations
(cos X -i- — 1 sin x)" = cos mx p/— 1 sin mx,
(cos X — [/ — I sin x)”* = cos mx — j/ — 1 sin mx,
qui ont été données pour la première fois par Moivre. On en tire
(cos X -A- i/ — 1 sin x)" -E- (eus x — sinx y' — I)” cos mx = — J
sin mx ■■
(cos X -h [/ — 1 sin x)” — (cos x — sin x — 1)"
2j/IIT
Si on développe les puissances m'™" par la formule du binôme, les imaginaires disparaissent et l’on a les expressions suivantes de cos mx et sin mx en fonction des puissances de cos x et sin x,
cos"“* X sin* X -H etc.
sin mx = m eus""' x sin x cos'"“* x sin’ x -i- etc.
Ces deux développements qui s’arrêtent lorsque m est un nombre entier, sont inverses de ceux qui ont été démontrés au numéro précédent.
.51. Quelques valeurs symboliques remarquables. — Nous terminerons ces applications analytiques, en faisant connaître plusieurs formules symboliques remarquables. Si par la règle du N” 54 on clierclie
la limite vers laquelle converge l’expre.ssion
quand n
converge vers l’infini, on trouve
limite de
d’où lim
e désignant, à l’ordinaire, la base des logarithmes Népériens. En faisant h égal à log a, il vient
O = lim
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d’où l’on lire pour l’expression symbolique d’un logarithme ,
log O = lim w ([/a — 1) = oc (|/â — 1).
On a vu plus haut que les diiïércnles valeurs du logarilliinc de l’uaitd négative sont données par la rurniiilc
Iog(— i) = n7: i/— l,
n étant un nombre entier impair quelconque. En faisant n égal à l’unité, on trouve pour expression symbolique de la demi circonference du cercle ,
d’où l’ou tire, en. passant des logarithmes aux nombres,
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Appücnlioiis gpomrlriqucs du calcul diAférciiticl. Taiigciifcs et normales aii\ courbes planes. Sous-tangente'.. Soiis>riorinales. — ('.mirbes o.sculatriccs. — Propriétés des courbes osciilHlrices. — (Cercle osculalcur. — Rayon de courbure. — Ouilrc (le courbure. — Courbure d’une courbe en un point donné. — E(}ualiuü d’une développée. — I*ropriétés des rayons de courlmre. — l>t*rivéc de l’arc d’une courbe. — Propriétés des déveIop|K*es. — Equation et jiropriélés de la cycloîde. — Epicycloïde. — Analyse d’une courbe. Points singuliers. — Point multiple. — Point de n'broussemeiit. — ■ Point suiliniit. — Point d'arrét. Point conjugué. — Tliéorèii*e sur les points singuliers. — Point d’inflexion. — Coordonnées polaires. — Rayons de courbure et dévelopj>ées dans les courbes ]K)laircs. — Sons-tangentes et sous-normales polaires. — .\]>plication aux spirales. — Courbes enveloppes. — CausU(pies. — Inverse du problème des rourbes enveloppes.
52. Applications cièoméiriques du calcul différentieL Tangentes et normales aux courbes planes, Sous-tangm^s. Sous~norniales. — Pour première application géométrique du calcul dilTércnlicI , occupons-nous de la détermination tics tangentes aux courbes planes. Soit
l'cquation d’une courbe rapportée à deux axes rectangulaires des X et des Y. On a vu (N“ 4) que si en un point (x, y), on mène une touchante, celle-ci fait avec l'axe des X un angle dont la tangente trigo-
nométrique est égale à la dérivée de la variable dépendante y, ou ■
dx
Celte proposition renferme toute In théorie des tangentes et suffit jiour déterminer de grandeur et de position, les droites qui en dépendent,
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telles que sons-tangentes, normales, sons-normales, etc. Représentons par (i', y') les eoordonnées courantes île la tangente. Puisque celle-ci passe par le point <le contact (x, y) de la courbe et qu’elle fait avec
(lu
Taxe des X un angle dont la tangente est-pj son équation est de la forme
dx
Le point T ou la tangente Tt (fig. 2) rencontre l’axe des X, s’obtient en faisant y' = 0 dans l’équatioii precedente et en tirant la valeur de x' qui est
JL.
dx
Telle est la valeur de AT. Pour avoir la sous-tangente PT, il faut de AP ou X retrancher AT, et il vient
sous-tangente PT = |^ • dx
I.a longueur de la tangente MT se lire du triangle rectangle MPT. Il vient
MT = /.MP* -t-'PT*
'In
dx
La normale MQ passant par le point M dont les coordonnées sont (x, y), a une équation de la forme
y — f/ = tanga(x' — x).
(x’, y') étant les coordonnées courantes de MQ et a l’angle que fait MO avec Taxe des X; mais comme cette droite est perpendiculaire sur MT, on a pour condition
1 tang a-T- = 0 (1 ou tang a =
dx dy
dx
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l'dquatiuii de lu normale est dune
La distance AQ s’obtient en faisant y' = ü et en tirant la valeur de x'. On trouve
AQ = y|-F-x.
On déduit de là pour la sous-norinalc PQ,
PQ=AQ — AP = AQ — x = yi^- Ou trouvera de même pour la longueur MQ de la normale,
MO-/MP + l'g- - y/j,. + _ j,y/| + .
Prenons ]>uur exemple la courbe qui a pour équation y’x — 2yi’ -+- x’ — 1=0.
On en tire
(/y — y* 4xy — 3x* ôx — y
dx
2xy — 2xî
Les équations de la tangente et de la normale à cette courbe au point (x, y) sont donc
Les valeurs de la sous-tangente, de la sous-normale, etc., s'obtiendront tout aussi facilement.
Ce qu'on vient de voir, conduit à la solution de tous les problèmes relatifs aux tangentes ou aux normales des courbes. Proposons-nous, par cxcin|)lc, de mener par un point extérieur ou intérieur une normale à une courbe donnée. Si (x', y'), (a, b), (x, y) sont les coordonnées eourautes, celles du point donné cl celles du point de
rencontre, cl si ly = fx est l’cquntion de la courbe, réquation de la normale sera de la forme
et comme celte droite doit passer par le point (a, 6), il en rcsulleru ou bien
dans laquelle x appartient au pied de la normale. Les racines réelles de celle équation iixeronl donc la position des dilTcrentcs normales. Comme cette é([iiation est la même que celle que nous avons trouvée en clicrehant les droites les plus longues et les plus courtes qu’on peut mener d’un point [a, b) à une courbe y = fx (fin du N" 4C), on eti a conclu (jue les normales se confondent avec ces dernières droites.
S3. Courbes oscilla trices. — Une des princij)alcs applications géométriques du calcul dilTércnticl est celle qui a pour objet la théorie des courbes osculalrices. Convenons de représenter par
y = /x et y = yx
les équations de deux courbes rapportées aux mêmes axes cl dont la première désignée par f est entièrement déterminée et invariable, tandis que la seconde y est susceptible de prendre une infinité de formes et de positions diiïércnles par rapport à 1a première, par suite de rindétcrminalion d’un certain nombre de coeflicicnls ou paramètres
littéraux a, b, c, d contenus dans <fX. Si on dispose de quelques-
unes des indéterminées a, b, c.... de manière à l'cndrc la seconde courbe tangente en un point donné de la première et qu’on donne aux autres les valeurs qui rendent le contact le plus intime possible, c’est-àdire, celles qui rapprochent le plus possible la courbe variable de la courbe fixe, dans le voisinage du point de contact, cette courbe variable ainsi déterminée est alors appelée osculalrice de la courbe fixe.
En désignant par x, y les coordonnées du point de contact, on doit avoir pour ce point
y — fx, y = yx
et l’équation
fx = fx
exprime que les deux courbes ont un point commun.
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De même, pour rendre les courbes tangentes ou pour leur donner une touchante commune en ce point, il fout évidemment que a, b, c.... satisfassent à l’équation de condition
f'x et f'x étant les dérivées premières de fx et de y*. Quant aux autres indéterminées a, b, c.... que nous supposerons en nombre n, leur valeur s’obtient en égalant les dérivées successives des fonctions fx et <fX, c’est-à-dire que ces valeurs sont les racines des équations suivantes : (1)
fx=>fx, f’x = f'x, f'x=<f'x, /’"x=ÿ"'x... =
leur nombre étant égal ù n ou au nombre des indéterminées a, b, c.,.. Pour démontrer que la courbe ainsi obtenue, est en clTct l’osculatricc cherchée, c’est-a-dirc celle de toutes les courbes variables qui se rapproche le plus de la courbe fixe dans le voisinage du point de contact, il faut faire voir qu’à une distance très petite de ce [loint, l’intervalle entre la courbe fixe f el la courbe y telle que nous venons de la déterminer, est moindre que l’intervalle, pris à la même distance, entre la courbe fixe f et l’une quelconque des courbes variables
obtenues en attribuant à a, b, c des valeurs autres que celles
qui satisfont aux équations précédentes. Soit M (fig. (i) le point de contact, M/'la courbe fixe, M? la courbe qu’on vient de déterminer et h un intervalle PP' très petit. 11 est visible que les ordonnées M'P' et N'P' sont données par les développements de f{x -♦- h) et y (x H- A), et que, par conséquent, l’intervalle M'N' des deux courbes est la différence de ces développements, c’est-à-dire, que l’on a, en supprimant les termes égaux,
M'N' = (/■*■" X — ® i"> x) h etc.
tandis que, si on compare la courbe M/ à une des autres courbes .M{/, pour laquelle les équations (1) ne sont pas toutes satisfaites, en désignant l’équation de celle-ci par
l’intervalle .M'N" sera encore donné par la différence dc/’(x-t-A) et de •}>(x-+- A), et comme quelques-unes des équations (1) n’ont pas lieu, la différence des deux développements ne commencera pas au
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nn /i", mais à un terme en h"', n' étant inférieur à n, de sorte i|iie l’un aura
Eu prciianl le rapport et supprimant le facteur eoiuinun il vient
etc.
M’iN"
et il est visible qu’en faisant h très petit, M'.N' sera moindre que M'N"; car le niiniéraleiir peut être diminué autant que l’on veut, puisqu’il converge vers zéro, en diminuant le facteur commun A, tandis que le dénnminatciir se réduira nu ternie fini
M-^ est donc plus éloigné de .M/'que My, qui est par conséquent une osculatrice, et cette osculutrice est dite de l’ordre n — 1, parce que les II — I premières dérivées sont égales à celles tirées de réiinalioii de la courbe fixe. Le nombre de conrlaiile;) arbitraires contenues dans Vèquation de la courbe variable, diminué d'une unité, indit/ue donc l’ordre de l'osculatrice ou l’ordre du contact des deux courbes.
Ui. Propriétés des courbes osculatrices. — Les courbes osculalriccs jouissent de plusieurs propriétés générales indépendantes de la forme de l’équation choisie pour les représenter, ou ce qui est lu même chose, indépendante de In nature de la courbe variable. Kcmnrqnons d’abord que si dans la valeur de M'N' on fait h très petit, le premier ternie devant lequel les antres sont négligeables, contenant le facteur h”, est un infiniment petit de l’ordre n. Il résulte de là que lorsque deux courbes sont osculatrices de l’ordre n — 1, leur intervalle pris à une distance infiniment petite du premier ordre du point de contact est un infiniment petit de l’ordre n. ('umme la direction des axes auxquels on rapporte les deux courbes est entièrement arbitraire, il e.st visible que cette jiropriété subsiste, (piellc que soit la direction suivant laquelle on incsiire la distanee des deux courbes. Une seconde propriété eunsi.ste en ee que de deux osculatrices quelcuntfites d'un
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ordre différent , tracées en un même fioint d'une courbe fixe donnée , celle (jui a un rontart.de l'ordre le plus élevé se rapproche le plus de la courbe fixe. La déinnnstralion de ce llicorèmc résulte inimé- (liateiiiciit (le ee (|iii a été dit plus haut; eu cflet, si
ij = fx, y = yjF, y - -\x
sont les équations de la courbe Gxe et des deux osculatriecs contenant, la première, un nombre n de constantes arbitraires et la seconde, un nombre «' moindre que n, ou trouvera comme précédemment, que l’intervalle entre la courbe fixe et cbacune des deux osculatriecs est
X _ y(.i X) -t- etc.; (f-’' X — y-'> a:) j h- etc.
et on prouvera en cbcrchant le rapport de ces deux valeurs, comme on l’a déjà fait, que la première différence tend à devenir moindre que la seconde à mesure que h diminue.
Il résulte aussi de la valeur qu’on vient de trouver pour la différence M'.N' des ordonnées dans la courbe et dans l'osculatrice, savoir :
M'N' = M'P' — N'P' = if"x — y'*’x) a- etc.
que, lorsqu'une osculalrice est d’ordre impair, elle ne fait que toucher la courbe, tandis qu'une osr.ulatrice d'ordre pair la traverse au point de contact; car dans le premier cas.
conserve le même signe quand on rend h négatif, tandis qu’il change de signe dans le second cas, et comme en prenant h très petit, ce t. rmc donne son signe à la série qui représente 1a valeur de MW', on en conclut (|ue pour un ordre impair, la différence M'N' eonserve le même signe des deux ciUés du point M et qu’il en change quand l’ordre est pair, c’est à-dirc, (jne les deux branches de l’osculatrice sont placées du même côté de la courbe dans le premier cas et de côtés différents dans le second.
La considération des iiiliniinent petits conduit fort simplement à une tbéorie des courbes osculatriecs un peu différente de la précédente. A ce nouveau point de vue, on donne le nom d’osculatricc de l’ordre n — là une courbe qui an — 1 éléments consécutifs communs avec une courbe donnée, ou, ce qui revient au même, qui a n points communs.
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CCS poinls (itant inrinimcnt rapproches. Eu désignant par x l’abscisse de rexlrcmitc du premier élément, parx -t- (/x, x -i- dx'....x -4celles des points siiivanls, et représentant par y = fx, y = les équations des deux courbes, celte coïncidence est déterminée par les égalités suivantes :
fx = yx, f{x dx) = y (x -4- dx), f[x -i- dx') = y (x -4- dx’)
f[x -4- dx'""“) = y (x -4- r/x'" "),
si on développe chacune de ces fonctions au moyen de la formule de Taylor, en ne conservant que les deux premiers termes dans la seconde équation, les trois premiers dans la troisième, etc., et en supprimant dans les deux membres de chacune d'elles, les termes égaux, on retrouve les équations de condition auxquelles on était parvenu plus haut.
5d. Cercle osculateur. — Les courbes osculatriccs offrent un moyen facile et commode pour reconnaître la forme qu’affecte en chacun de ses points , une courbe qui n’est donnée que par son équation; car si l’on choisit pour osculatricc une certaine courbe dont la forme est bien connue, et que l’on détermine, comme on vient de le voir, les constantes qui entrent dans son équation, un petit arc pris sur l’osculatricc dans le voisinage du point de contact se confondra sensiblement avec l’arc correspondant pris sur la courbe proposée, et celle identité sera d’autant plus parfaite que l’osculatricc sera d’un ordre plus élevé.
La courbe qui présente le plus d’avantages comme osculatricc, est incontestablement le cercle. L’uniformité de sa courbure et la simplicité de sa construction le rendent éminemment propre à cet usage. Concevons que l’on mène une suite de cercles tangents à une courbe donnée, en un certain point et qu’on détermine celui de tons ces cercles qui SC rapproche le plus de la courbe; un arc de ce cercle se confondra sensiblement dans une petite étendue, avec un arc de la courbe donnée et en fera connaître la courbure au point de contact. Appliquons donc au cercle en particulier ce que nous avons dit des osculatriccs en général. En désignant par * et ,9 les coordonnées du centre et par V le rayon, l’équation du cercle est
qui ticniira lieu de l’équation générale des osculatriccs
y = yx.
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Elle renferme trois constantes «, p et 7 dont on peut disposer ; le cercle ne peut donc être qu’une osculatrice du deuxième ordre. Pour déterminer ces trois constantes, représentons par x, y les coordonnées du point de contact et posons les trois équations de condition,
/ï = fX, fx = f'x, f”x = ?"x.
Celles-ci deviennent
fx = p±i/f — (x — a)*, fx = qp
f'x = zp ^
qu’il faut résoudre par rapport à a, p et 7. A cet effet, on éliminera 7 entre la première et les deux autres, et l’on aura d’abord
d’où l’on tire
fx—p-
fx
Eu substituant ces valeurs dans la première, on en tire
dy d*y
Si l'on convient de représenter ^ dérivées tirees de
l’équation de la courbe fixe, les trois équations peuvent aussi s’écrire
dx d*y
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Le ccrdc osciilalciir élaiil une osculalricc du second ordre, il résullc de ce qu’on a vu à la fin du N" 54 qu’il coupe en général la courbe donnée au point de eonlact.
56. Rayon île courbure. Centre île courbure. Courbure d’une courbe en un point donné. — Les trois équations (1), (2) et (3) donnent les valeurs de «, p et y nécessaires pour que le cercle soit une osculalricc du second ordre; la troisième en fait connaitre le rayon. Comme cette longueur suffit pour faire apprécier la courbure du cercle et par conséquent de la courbe au point de contact, ou donne à y le nom de rayon de courbure. Les valeurs de * et de p fixent la position du centre du cercle osculatcur, point auquel un a donne le nom de centre de courbure. Le rayon d’un cercle osculatcur étant une quantité essentiellement positive, on conserve celui des deux signes qui rend la valeur de y positive; ainsi, si f'x est négatif, on emploie le signe moins.
Prenons pour exemple l’ellipse dont l’équation est A^y^ -r-
On en tire
d’où
cg + fl-x-o. +
dy B^x iRy
dx A*y' dx*
et en substituant, il vient
dV
d«Ii
(dy B'x'-y [d* -(d»— B*)!»]*
à cause de
dy -t- B*x‘ = d»/f*.
Aux sommets de l’ellipse, on a x = 0 ou x = d , et y y devient
y = ~ et y:
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Pour la parabole, ipii a pour (-(piation ,
= -2px ,
on trouve
La courbure d'un arc de cercle étant dans le rapport inverse de son rayon, on convient de prendre pour mesure de la courbure, le rap-
port -) r étant le rayon. Pour une courbe quelconque, la courbure
en un point donné se confond avec celle du cercle oscillateur relatif à ce point. 11 suit de là que si •/ est le rayon de courbure au point
donné, la courbure de la courbe sera représentée par--
57. Équation d'une développée.. — Les équations (1) et (2) du N" 55 donnent les valeurs des coordonnées a et p du centre de courbure pour un point quelconque (jc, y) d'une courbe donnée. Supposons que l’on construise ce centre et (|uc l’on en fasse autant pour tous les points de celte courbe, rcnscniblc de tous ces centres de courbure constituera une nouvelle courbe dont la forme et 1a position seront intimement liées à celles de la courbe primitive. Ce lieu géométrique des centres de courbure a été appelé développée de la courbe donnée. Cette dernière, comparée à la développée, se nomme développante. L'équation de la développée d’une courbe est facile à trouver, car après avoir déterminé les valeurs de a et de p en fonction de x et de y, on aura trois équations contenant x, y, a, p, savoir : la valeur de a, la valeur de p et l’équation de la courbe, entre lesquelles on peut éliminer x et y. — L'équation finale ne contiendra plus que a et p et sera par conséquent l'équation de la dévclopiiée.
Prenons pour c.vcmplc l'ellipse dont on s'est occupé (N" 5G); on trouve, en subsliluaiil les valeurs de /''x et f'x dans (1) et(2)du ÎN°55,
■^7^» D^x _ Al‘/i» — -l‘ÿ''
no
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1^11 tcilunt cum|ilc de l’éqiialioii de lu uiiurbe dy -t- B*x*=sA*B*,
on trouve
(d* — tf*)" (d* — .»»)•
et en substituant dans l’dquation de l'ellipse, il vient pour équation de In développée ,
d'a*-t-fi‘?’==(d‘ — B*Ÿ.
58. Propriétés des rayons de courbure. — Remarquons d’abord que le rayon de courbure en un point d’une courbe est dirigé suivant la normale à la courbe, puisque la tangente est commune à la courbe et au cercle osculatcur et qu’un rayon est perpendiculaire à la tangente au cercle. En désignant par (x',y') les coordonnées courantes, l’équation de cette normale est
et comme cette droite indéflnie renferme le rayon de courbure, cette équation doit être satisfailc par les coordonnées a, p-, on a donc
qui exprime une relation entre les coordonnées x, y d’un point de la courbe et les coordonnées a, p du centre de courbure correspondant. On peut, dans celte équation, considérer x comme une variable indépendante ; alors y est une fonction de x donnée par l’équation de la courbe, a est une fonction de x donnée par l’équation (2) du (N” 55) et p est une fonction de a donnée par l’équation de la dé>eloppéc cl par conséquent , une fonction de fonction de x. Si donc on dérive l’équation précédente par rapport à x, il vient
da.
da
dx
Px \dx
rx
rqunnl que /’x n’est autre chose que
ou bien, en remplaçant a — x par sa valeur tirée de (2) (i\“ 55) et rc-
'bi
dx'
1 dp dy
dx
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Or, si on mène au centre de courbure une touchante à la développée, elle fera avec l’axe des X un angle dont la tangente trigonométrique
est — ; cette dernière équation exprime donc que la touchante ù la
(la
courbo donnée et la touchante à la développée au point correspondant, sont perpendiculaires entre elles. Comme les rayons de courbure sont aussi perpendiculaires aux touchantes de la courbe donnée, on conclut de là que les normales d’une courbe sont partout tangentes à ta développée et que la partie de la normale comprise entre ta courbe donnée et la développée représente le rayon de courbure. Cette propriété permet de considérer la développée d’une couibe comme formée par l’intersection deux à deux des normales menées aux différents points de cette courbe.
î)9. Dérivée de l’arc d’une courbe. — La propriété des développées qui reste k démontrer, supposant connue la dérivée d’un arc de courbe par rapport ù l’abscisse, c’est-à-dire, la limite du rapport de l’accroissement d’un arc de courbe à l’accroissement de l’abscisse, nous nous occuperons d’abord de cette recherche. Soit s la longueur d’un arc de courbe CM (fig. 7), compté depuis un point fixe C jusqu’en un point M , ayant x, y pour coordonnées. 11 est visible que s varie avec X et est par conséquent une fonction de cette variable; si donc on augmente x de Ax = PP', s augmentera de As ou MM', et c’est la A s
limite du rapport — qu’on se propose de trouver; pour cela remar- Ax
quons qu'en prenant h assez petit, on peut toujours faire en sorte que l’arc MM' soit concave ou convexe dans toute son étendue, par rapport à l’axe des X et on suit qu’alors la longueur de cet arc est comprise entre la corde MM' et un polygone quelconque enveloppant tel que MXM' construit ici en menant la tangente MN ù l’extrémité M de l’arc. En remarquant que M'Q est Sy , que le cosinus de l’angle NMQ est
sas y
|/l -+- tang* NMQ |/l -+- /'*x
et que
MN
MQ
cos .NMQ
Ax i/i H- /'‘x, XM' = NQ — M'Q
= MQ tang NMQ — M'Q = Sxfx — ^y ,
ciiAPiTiii; m.
on trouve
As > j/ Ax’ ^IJ* , As <[ Ar -+- f'*X Axfx — Al/ ,
cl par conséquent
Sx
Ss
On voit donc, que le rapport — est compris entre les valeurs des
seconds membres de ees deux inégalités; or, si pour passera la limite,
, Au du ,
on fait converger Ai vers zéro, — convergera vers -j- ou / x, de sorte
Ai (IX
As
que les deux valeurs entre lesquelles se trouve compris — tendent a
se réduire a [/ i +- / '*x qui est par conséquent la limite de ce rapport, c’est-à-dire que l’on a
liour la dérivée cherchée. Le radical du second membre est précédé du double signe, et il est visible qu’il faut prendre le signe plus ou le signe moins, suivant qu’un accroissement donné à i fera croître ou diminuer l’arc s.
La considération des inrinimcnl petits conduit fort simjilcmcnl à ce résultat; car si MQ est intinimcnl petit, l’arc MM' le sera aussi et sc confondra avec sa corde; le triangle rectangle .MM'Q donnera donc
MM' ou (h = i/MÏÏ^’T^Tgï = j/(/x* -+- dif
et en divisant par dx, on retrouve l’équation obtenue plus haut.
GO. Propriété des développées. — llevenons maintenant aux développées cl reprenons l’équation trouvée plus haut,
(l-aJ«-v-(y_,6)« = .A
On a vu au N“ îi8 que y et * sont des fonctions de x cl que ,6 est fonction de «; en outre, il est évident que y change de valeur avec la position du centre de courbure, et est [lar conséquent fonction de a; si donc on dérive l’équation précc-dcnlc par rapporta x, il vient
dfi f/a\ f/y f/a di dx ) ^ (loi dx
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En siibslitiianl les valeurs de x — a, y — P et ■/ obtenues au N“ îib
et celle de Px ou trouvée au N° 58, il vient ' dx
di
Pour interpréter ce résultat, représentons par s une certaine portion de la développée, (comptée depuis un point quelconque fixe jusqu'au point (<z, P); on sait l'o» pour la dérivée d’un arc de courbe rapportée à des axes rectangulaires.
il suit de là que
dy ds d<x d'x
dy — ds
ou ou
c’est-ù-dire , que la dérivée de y — s est constamment nulle, et par conséquent que y — s est invariable. On a donc, C étant une certaine constante,
Appelons ■/ et s' ce que deviennent y et s eu un autre point de la courbe, on aura de niciuc
•/ — s' = C d’où y — 7 = 5 —
ce qui apprend que l' accroissement du rayon de courbure, depuis un certain point de la développée jusqu’à un autre, est égal à l’arc de la développée compris entre ces points.
On conclut de cette propriété des développées, combinée avec celle des rayons de courbure d’être tangents à la développée, une conséquence importante. Si l’on enroule un fil AMM'M"M"' (fig. 8) sur la développée MM'M", en fixant une extrémité en un point quelconque M'" et en maintenant ce fil tendu, la partie libre AM sera rectiligne et tangente en M à la développée et si l'on fait glisser l’extrémité A de manière à dérouler le fil de la courbe MM'", cette extrémité décrira une courbe ABC qui n’est autre que la développante de M.M'", c’est-ùdirc la courbe qui a celle-ci pour développée; en clTct, supposons que ABC puisse être distinct de la développante AC' et que ces deux
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courbes coïncident en iin cerluiii point A. Pour un point B', le rayon de courbure ne peut être que la tangente B'M' à la développée MM'"; mais on vient de voir que B'M' = AM -i- MM'. D’un autre côté, le fil AM ayant pris en se déroulant la jiosition BM' sans changer de longueur, il est visible que l’on doit avoir aussi BM' = AM -t- MM'; d’où il suit que les longueurs BM' et B'M' sont égales et que par conséquent tous les points B et B' des deux courbes coïncident.
On conclut aussi de ce qui précède qu’une courbe donnée ne peut avoir qu’une seule développée, puisque celle-ci se trouve entièrement déterminée, tandis qu’une développée peut avoir un nombre infini de développantes; car on conçoit que tandis que le fil AMM'.M" se déroule de la courbe MM'.M" , un point quelconque a décrira une nouvelle développante abc qui aura la même développée MM'M" que ABC.
61, Equation et propriétés de la cyclo'ide. — - Appliquons les tliéoriei précédentes à la cyclo'ide. C’est ainsi qu’on nomme la courbe décrite par un point de la circonférence d’un cercle qui roule sans glisser sur une droite donnée. Si donc on suppose le point décrivant M du cercle BMC (fig. Ü) , placé d’abord en A au point de contact du cercle et de la droite donnée AX et qu’on fasse ensuite rouler ce cercle, le point M décrira la cycloïde AMEA'. Pour trouver son équation, prenons A pour origine et AX pour axe des X ; considérons le cercle générateur dans une position quelconque BMC. Soient (x, y) les deux coordonnées AP et P.M du point M et a le rayon du cercle décrivant. Il résulte du mode de génération que AC est égal à l’arc MC. Représentons l’arc MC par z, et du point O comme centre avec un rayon Om égal à celui r des tables trigonoiiiétriqucs , déerivons l’arc cm; la perpendiculaire md sera le sinus de me et on aura
MC : me = a : r, MD : md — air., 01) : ()</ = a i r.
d’où
mc = -z, MD =-md==-sin-z, OD =- Üd = - cos-^ r ; a r r a r r a
mais on a
AP = AC — PC, c’est-à-dire,
MP = OC — OD d’où y = a — -eos — z.
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11 suflit donc d'climincr z entre ces deux équations pour avoir l’équation de la courbe. On tire de la dernière,
cos-z=-(o — V) d ou sin-z = a a' a
- Z = are sin - \/ 'iay — y*.
En substituant ces valeurs de sin — z et de z dans la valeur de x, il
vient enfin pour équation de la cycloidc,
X = - arc sin - • i/2au — y’ — l/ 2ay — y* , r a
ou bien, en faisant le rayon des tables r égal à l’imité.
X = a • are sin -
Le signe du radical doit être changé quand le point M est placé entre E et A', parce que dans ce cas on a
AP = AC PC
et que l’are est alors plus grand qu’un demi cercle.
Celte équation étant transcendante, la cycloïdc est clle-mèrac une courbe transcendante. Son équation dérivée prend une forme bcau-
dz
dx
coup plus simple. Puisque la dérivée de arc sin z est
'lï
dx
et par conséquent, en
celle de arc sin - l/Sav — v* est
“ /2ay — y*
prenant la dérivée des deux membres de l’équation de la courbe, il vient
'hJ
dx
(Jx
|Æÿ — y* l/ 2</y — y- / 2ay — >/
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Telle est l’équalion dérivée de la cvcloïdc. Celle-ci, comme l’équatioii primitive, représente noii-seulcineiit la branche AEA', mais encore im iioiiibre illimité de branches identiques, telles que A'G idacécs les unes à la suite des autres; pour s’en eonvaincrc, il sulTil de remarquer que les arcs qui dilTèrcnl d’une ou plusieurs cireoiifércnccs
entières, ayant tous le même sinus, il s’en suit que arc sin ^
désigne indiirércmmcnt a ou 2- -r- a, a etc. Si on donne à
Tare cette seconde signiGcalion en remplaçant arc sin y*
„ . l/Î2oy — '/*
par It: arc sin , et qu on transporte l’origine des coor-
données de A en A', ce qui se fait en remplaçant x par x -v- AA' ou a: -+-2:7(1, l'équation reprend identiquement la première forme. La seconde branelie A'G est donc semblable à la première et il on sera de même des suivantes. Cela résulte d’ailleurs du mode de construction; car ajirès que le cercle générateur a achevé sa première révolution, il en recommence une deuxième, jiuis nue troisième, ce qui donne naissance à une suite de branches de courbes toutes identiques à la jircinière AE,\'.
La longueur de la normale déduite de la formule connue (IV'* a2) est j/2(iy ; or, si l’on joint le point M de la courbe au point de contact C du cercle générateur, une propriété eonnuc du cercle donne la jiroporlion
CD : C.M = CM : CB, d’où CM = ;
on voit donc que la normale à la cycloïdc au point .M est égale à la corde MC, et comme du point M on ne peut mener deux obliques égales du même côté de la perpendiculaire MP, la corde .MC doit se confondre avec cette normale. On voit aussi que, puisque la corde supplémentaire BM est perpendiculaire sur MC, cette corde BM représente la tangente à la courbe. Si l'on trace un cercle K.M'F égal au cercle décrivant et tangent à l’axe en un point quelconque, il est x isiblc qu’en menant M.M' parallèle à AA', les cordes B.M et E.M' sont parallèles; d’où résulte cette construction fort simple pour mener une tangente en un point donné M de la cycloïdc : on mènera par M une parallèle M.M' à l’axe, qui coupera le cercle fixe E.M'F en M' ; on joindra le point .AF au jioint E et l’on mènera par M une parallèle à E.M'- «■ctte parallèle sera la tangente cherchée.
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L’expression du niyoïi de eoiirl»iirc s’ohlienl eu rcinplarant dans la formule générale, fx et f'x par leur valeur tirée de l’équation dérivée de la courbe, savoir :
et f'x !
“Tx
On trouve
('^»yY s
2 [/ 2uy;
d’où il suit que le rayon de courbure MH est double de la normale MC.
Cliercbons encore la dévclopiiée de la cycloïde; il faut, pour cela, rcm|)laccr fx et f'x par leur valeur, dans les équations (1) et (2) du N* îib, ce qui conduit aux valeurs suivantes
2rt — y
= 2(/ , d’où 'i — — y.
et en éliminant x et y entre ces deux équations et celle de la cycloïdc, on trouve pour la développée.
a =5 n • arc sin
Cette courbe est ellc-mcmc une cycloïdc identique à la première, et qui n’en diffère que par sa position; car-si ou transporte l’origine des coordonnées au point 11' (fig. 0), placé sur la perpendiculaire EF élevée an milieu de .\A', à une distance Fil' égale à EF ou 2a, et qu’on prenne [)Our nouveaux axes des .V et Y' la droite H’E et la parallèle H'X' à l’axe
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(les X, en désignant par y, y' les nouvelles eoordonn(?cs , les formules pour la transformation seront
OL = ÜK x', P = 20 H- ÿ',
et il viendra en sulistituant ,
(ITT — x' = a • arc sin — i- 1/ '2ay' — y'* ,
d’üii
Si l’on observe que deux arcs suppliimcntaircs ont le même sinus . . l/ 2ni/' — y'*
et (|ue par conséquent n — arcsin — peut être rcm])iace
II
par arcsin^ on aura pour 1 équation de la développée,
. (/ 2ai/' — y'* Ar—j Tt
a/ = a arc sin y lay — y*
qui est identiquement la même que celle de la cycloïdc primitive. La diivcloppi-c d’une cycloïde est donc une cycloïde identique.
C2. Equation de l'hypocycloïde. — Au lieu de faire rouler un cercle sur une droite, si on le fait rouler sur une courbe, par exemple, sur un cercle, 1a courbe dcicritc par un point du cercle mobile, prend le nom d’hypocycloïde ou d'épicycloïde suivant que le cercle mobile roule dans la partie concave ou sur la partie convexe de la courbe. Lxniiiinons en particulier le cas où le cercle O (fig. 10) roule dans l’iutiirieur d’un cercle A, le rayon NO étant le quart du rayon AN. Si H est le point de contact primitif et M le point décrivant dans une position quelconque, et qu’on désigne par z l’arc BN, l’arc MLN devra être égal à z. Soient (x, y] les coordonnées du point M de l’hypocycloïde et r le rayon AN; on a
AO = -r, AQ =
AO cos NAB =- r cos -» OQ 4 r
T r sin -, 4 r
jr = AQ — PQ
r r cos - 4 r
MO cos a, y==OQ — MO sin a.
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n représente l’inclinaison de MO sur l’axe des X, c’est-à-dire
OAB — MOA=r
on a donc
ÔZ
= - r cos - 4 r
r oz - co s — > 4 r
En éliminant z entre ces deux équations, après avoir remplacé cos 3 -
et sin 3 -par leur valeur en fonction de cos -donnée par les formules de la fin du N“ 50, il vient pour l'équation de cette hypocycloïde ,
Si le cercle mobile avait son rayon égal à la moitié de celui du cercle fixe, l’hypocycloïde deviendrait un diamètre de ce dernier cercle.
65. Analyse d'une courbe. Points singuliers. — Analyser une courbe donnée, c’est chercher par la discussion de son équation les ])articiilarilé.s les plus remarquables que présente cette courbe. Le iiinycn qui atteindrait ce but de la manière la plus complète, consisterait à construire la courbe par points, en donnant a l’abscisse x une suite de valeurs numériques très rapprochées et en calculant les valeurs correspondantes de y. On conçoit que si les valeurs de x étaient sulfisamment rapprochées, en reliant les points ainsi obtenus, par un trait continu , on aurait une image de la courbe assez exacte pour qu’on put se faire une juste idée de sa forme et de scs particularités; mais l’extrême longueur de ce procédé le rend le plus souvent illusoire, du moins quand il s’agit de construire une courbe dans toute son étendue; ce n’est que lorsqu’il ne faut construire par points qu’un petit arc de courbe que ce moyen est praticable, et cela suffit le plus souvent, parce que le calcul différentiel permet, comme on le verra, de fixer les seuls points de la courbe où certaines particularités remarquables peuvent exister.
D’abord, la valeur de la dérivée du premier ordre fait connaître les limites de la courbe dans le sens des deux axes ; il résulte , en effet , de la signification de la dérivée que, lorsque sa valeur est égale à zéro, la tangente à la courbe fait un angle nul avec l’axe des X ou
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lui est parallèle; d’où il suit qu’en égalant à zéro la dérivée du premier ordre, les racines de l’équation ou les valeurs de x indiiiiicront les points de la courbe pour lesquels la tangente est parallèle à l’axe des X, points ipii, en (jé lierai, sont les plus rapprochés ou les plus éloignés de l’axe des X. On dislingue ces deux circonstances par le signe de la dérivée du second ordre, laquelle est positive dans le premier cas et négative dans le second (X“ 40). On connailra également les limites de la courbe dans le sens de l’axe des .X en remarquant que pour ces points extrêmes, les tangentes sont parallèles à
Taxe des Y et par conséquent, la dérivée ■— infinie.
On peut aussi reconnailrc si en un point donné, une courbe tourne sa concavité ou sa convexité vers Taxe des X; en effet, il est évident que la concavité d’une courbe est tournée vers le centre de courbure et que, par conséquent, la concavité ou la convexité sera tournée vers l’axe des X selon que le centre de courbure sera plus rapproché ou plus éloigné de cet axe que le point correspondant de la courbe, c’est-à-dire, selon que y — p sera positif ou négatif; or on a vu que
I -I- fx
et comme le numérateur est essentiellement positif, il résulte de celte valeur que la concavité ou la convexité sera tournée vers l’axe des X, suivant que f'x sera négatif ou positif. Si y était négatif ou si la courbe était placée au-dessous de l’axe des X du côté de l’axe des Y négatifs, on changerait y en p cl — y en — p cl l’équation deviendrait
et il est visible que les conditions seraient les mêmes, mais inverses. En rapprochant ces différentes conditions, il est facile de voir que la concavité ou la convexité sera tournée vers l’axe des X, suivant (juc y ou fx et f'x seront fie signe différent ou de même signe, ou selon que le produit fx f'x sera négatif ou positif.
On reconnaît l’cxistcnce de plusieurs branciics dans une courbe, en résolvant son équation par rapport à l’une des coordonnées , y par exemple. Si i/ a plusieurs valeurs réelles, chacune de ces vniciirs correspondra à une branche particulière. On pourra même isoler
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l'cqunlion ilc celle brandie, en ne prenant pour y que la racine qui y correspond. Si In courbe est algébrique, il est visible que les équations des différentes branches ne différeront les unes des autres que par les signes des radicaux présents dans la valeur générale de y.
On appelle points singuliers, les points d’une courbe où celle-ci présente dans sa forine quelque particularité remarquable. L’existence de ces ]ioinls se manifeste le plus souvent dans l’équation par des discontinuités accidentelles. Ils correspondent quelquefois à certaine valeur particulière, attribuée à l’une des dérivées. Les points singuliers dont nous nous occuperons, sont : le point multiple, le point de rebroussement, le point saillant, le point d'arrêt, le point isolé ou conjugué, cl le point d'inflexion.
Ci. Point multiple. — Le point multiple est celui où viennent se croiser deux ou plusieurs branches d’une meme courbe. On reconnaît sans |ieine rcxislcnce d’un scmblahlc point dans la courbe qui a pour équation
en effet, on en tire
cl l’on voit que pour x positif et plus petit que l’unité, y a deux valeurs égales et réelles; d’où il résulte que la courbe du côté des X positifs a deux branches OA cl OU (lig. 11) placées symétriqucinent des deux côtés de l’axe des X. En faisant x négatif, y prend encore deux valeurs réelles et égales, ce qui prouve que du côté des X négatifs, il y a aussi deux branches symétriques OA' et OB'. Le point O est donc un point multiple.
Cî). Point de rebroussement. Point saillant. — Si deux branches d’une meme courbe viennent se réunir en un point A et ne se prolongent pas au-delà, le point se nomme point de rebroussement. Pour en rcconnaitrc rcxislcnce il faut s’assurer de la jiréscncc de deux branches de courbe, et vérifier si les valeurs des ordonnées étant réelles d’un côté de ce point, deviennent imaginaires de l’autre. Prenons pour exemple
En la mettant sous la forme
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on reconnaît que depuis x = c jusqu’à x = -4- ao , et depuis x = — c jusqu’à x= — 00 , la courbe se compose de deux branches réelles qui SC réunissent aux points où x = c et x = — c et ne se prolongent pas au-delà. On en tire
— i ± Zbx l/x* — c*
<lx
qui pour X = c et x =
: — c donne ^ = 1, ce qui apprend que dans dx
ces points les tangentes aux deux branches sont inclinées de— sur
l’axe X et par conséquent se confondent.
11 est à remarquer que quand l’équation est réductible à la forme
ÿ = /x ± j/(?x)“ = /x ± (yx)" ,
n étant un nombre pair, ce qui embrasse tous les cas où la courbe se compose de deux branches, celles-ci se touchent en général au point de rebroussement; en effet, il est visible que le point singulier pour lequel la double valeur de y doit disparaître, répond à yx = 0 ou à
yx = ao suivant que — est positif ou négatif. D’un autre côté, on tire
de cette double équation
yx.
Pour — négatif ou pour yx infini, ces deux valeurs se réduisent en général a une valeur unique /'x. Pour — positif ou pour yx nul, les
deux valeurs deviennent encore f'x ou l'infini suivant que — est plus
grand ou plus petit que l’unité, c’est-à-dire que dans tous les cas la direction des deux tangentes est la meme.
La discussion des équations
(y-ax*Y = bx\ <f = x\
fait découvrir la présence d’un point de rebroussement à l’origine des coordonnées.
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Le point de rebroussement prend le nom de point saillant quand les brandies ne se loncbent pas. Il ne dilTèrc du |)rcinicr qu’en ce que les branches n'y ont pas une tangente coininunc, comme cela a lieu ordinairement dans les courbes transcendantes. Dans les courbes transcendantes qui ont pour équation
,j , y = X arc tang - .
un point saillant se trouve à l’origine des coordonnées; puisque dans la première le ^ y converge vers zéro du côte des x positifs et
vei’s l’unité du cùté des x négatifs, et que dans la seconde, le con-
verge dans ces deux directions vers - et — -
6C. Point d'arrét. Point conjugué. — Le point d’arrêt est celui où une branche unique de courbe s’arrête brusqiicincnt. .Sa présence sc manifeste jiar celle circonstance que la valeur de y, ajirès être restée réelle et unique dans une certaine étendue des valeurs de x, devient brusquement imaginaire pour des valeurs croissantes de cette variable. La courbe
logx
présente un semblable point à l’origine des coordonnées, car pour toute valeur positive de x, y ne reçoit qu’une seule valeur réelle, et lorsque x devient négatif, la valeur de y devient imaginaire. La courbe
SC compose de deux branches l’une placée au-dessus de l’axe des .\ positifs et commençant à l’origine, l’autre s’étendant indéfiniment au-dessus de l’axe des X négatifs et commençant dans l’axe des Y au point ou y = 1. Les commencements de ces deux branches l'ormcnl deux points d’arrêt.
Quelquefois une équation entre deux variables rejirésente à la fois une courbe et un ou plusieurs points entièrement isolés que l’on a nommés points conjugués.
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On reconnaît rcxislence de ces points, à ce caractère que pour une certaine valeur de x, y reste réel, tandis qu’une valeur un peu moindre ou plus grande rend y imaginaire. Dans la courbe
le point qui a pour coordonnées (x = — 1, »/ = 0) est isolé, car en mettant l’équation sous la forme
on reconnaît que pour x = — 1, y est réel et nul, tandis qu’en remplaçant X par — i -i- h, h étant une quantité très petite, y devient ± hy — 1 -h h qui est imaginaire pour des valeurs positives ou négatives de A. La courbe proprement dite s’étend depuis x = 0 jusqu'à
67. Théorème sur les points singuliers. — La rcclicrche des points singuliers dans les courbes algébriques est beaucoup facilitée par ce théorème : dans toute courbe algébrique dont l’équation
/■(x,y) = 0 ou /'=0
est rendue rationnelle, les dérivées partielles ^ et ^ sont toutes
dx dy
deux nulles ou toutes deux infinies pour un point de rebroussement , un point multiple ou un point isolé.
En clTct supposons que M'A et MA (lig. 13) forment en A un point multiple ou un point de rebroussement. En mettant l’équation de la courbe sous la forme
cl en désignant jiar a l’abscisse de cc point et par h une quantité très petite positive ou négative, il est visible que f{a + h) doit avoir plusieurs valeurs, tandis que n’en a qu’une seule, puisque l'ordonnée AB correspondant à a est unique; tandis que, à l’abscisse OP = o -i- /» correspondent plusieurs ordonnées MP, .M'P. 11 suit de là que l'une
dx*
... dy des dérivées -, - > dx
distinctes pour x = a, puisque (?{a meut
etc. doit être susceptible de plusieurs valeurs h) est donné par le développe-
ya
\dxj„ ydx^J^i.'i
etc.
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Or, si 11) dérivée de l'ordre n est la prernière qui prend une valeur multiple, et qu’on cbcrclie les dérivées successives de l’équation de la courbe rendue rationnelle et mise sous la forme
il viendra après n dérivations ,
.i-if =0,
dy dx dx ’
drd*y d*f dy d-f d,j d^f/dy\^ d*f
dy dx* dxdy dx dydx dx dy*\dx J dx* '
dy dx* dydx dx* dy* dx dx* ' ’
dfd'y^ , cte._0
dy dx" dydx dx"~'
ou bien , en éliminant j 4-^ dx dx*
-T — Centre ces équations, dx" '
dy dx dx
d*f df df
d*f dfdf ^
d^ifdjy
\dyj dx*
dxdy dx dy
dydx dx dy
dy*\dxj
dx*\dyj
Cette dernière équation se compose de deux termes dont l’un , contenantprend par hypothèse plusieurs valeurs pour x = a et dont
l’autre que nous avons désigné par U ne prend qu’une seule valeur
dy dx dydx
qui seules entrent dans U, ne sauraient avoir des valeurs multiples, attendu que la fonction f(x, y) ayant été rendue rationnelle , scs
quand x = a, parce que les dérivées partielles-
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dérivées jiarticlics le sont également. Il suit de là qu’en désignant
par A et A' deux des valeurs de -7— j on doit avoir à la fois
ni"
d'où l’on tire en retranchant membre à membre,
et par conséquent
parce que .1 diffère de A' par bypotlièsc. L’équation dérivée première dy dx dx
SC réduit alors à
ce qui vérifie la première partie de la proposition.
Les deux équations (1) pourraient aussi subsister si ^ et f
\dx/ \dyj
dx
prenaient des valeurs infinies pour 1 = a; car U qui contient
et facteur, devient infini avec ces dérivées et les équations (1)
pourront eneorc donner pour plusieurs valeurs A et A', puisque les deux équations
sont identiquement satisfaites.
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Le même théorème subsiste pour un point isolé; car a étant l’abscisse (le ce point, si dans l’équation de la courbe y = fx, on fait x — a, on doit trouver pour 1/ ou ya une valeur réelle, tandis que pour 1 = 0 ± h, h étant une quantité très petite (|ucleonquc, rurdonnée ne peut rencontrer la courbe, puisque le point est isolé, et par conséquent y(a±/i) doit avoir une valeur imaginaire. Or la formule de Taylor donne
9(0 A) = a>(a) — lA-t-| — 1 H ( — ~ 1
' \dx J a \dx* J J. -2 \dx^ J.i.2.5
etc.
il faut donc que l’une des dérivées soit imaginaire pour le point conjugué. D’un autre cété,
étant l’équation de la même courbe , rendue rationnelle, on en tire comme plus haut, après n dérivations successives.
dans laquelle U représente rcnscmblc de tous les termes contenant
les dérivées partielles -j2dx du dx"‘
etc. Soit -rd- une des dérivées dx'
dy ' dx*
qui devient imaginaire, f/ est une quantité réelle, puisque f{x, y) ayant été rendu rationnel, scs dérivées partielles des dillcrcnts ordres ne contiendront pus de radicaux et ne savent par conséquent devenir imaginaires. L'équation
/ df\*'‘~' d'y \dyj dx''*'
est dune composée de deux termes dont l’un U est réel et l’autre imaginaire, et n’est possible que si les termes imaginaires sont nuis séparément, ou si l’un a
et par conséquent
dx
0, a cause de l’cqualion dérivée
dy dx dx
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Comme l’équalion dérivée peut se mettre sous la forme
ou voit qu’elle est aussi satisfaite en posant
et par eonséquent
Il résulte de ce qu’on vient de voir que pour trouver les points singuliers dans les courbes prises plus haut pour exemples, il faut poser les équations
dx
: 0, ou bien ,
dx
et en tirer les valeurs de x, y. Si ces valeurs vérifient l’équation
elles pourront seules correspondre à des points singuliers, et la discussion ou la construction de la courbe dans son voisinage sera nécessaire pour en confirmer rcxislcncc et pour en reconnaître la nature. Si les valeurs de x cl ^ ne satisfaisaient pas à l’équation de la courbe, l’cxislencc de l’un des trois points singuliers cités plus haut serait impossible.
En examinant la marche de la démonstration précédente , on rcconnail sans peine que le théorème doit s’appliquer souvent aux courbes transcendantes; car il résulte de ce qui précède, que pour qu’il y ail un point singulier dans une courbe de nature quelconque, les conditions suivantes sont nécessaires : il faut que, à une valeur arbitraire de x correspondent des valeurs multiples de y, se réduisant à une seule pour une valeur particulière a de x, et en outre, que l’équation puisse être mise sous une forme telle que scs dérivées partielles successives aient des valeurs uniques et réelles pour une même valeur de x,y. Si ces conditions sont toutes remplies, les deux dérivées
(l f ilf
partielles y~ l’équation de la courbe transformée
comme on vient de le dire, doivent être nullcs ou infinies au point
de la courbe où se trouve un des trois points singuliers dont il est question plus haut. Ainsi pour la courbe
y — axarc lang ->
il y a plusieurs valeurs réelles distinctes de y qui sont
y=oxarctg-) y = ox^2r-i-arctg-^, i/=_ax^47r+orc tgi^ , etc.
et qui représentent chacune, une branche particulière. Pour x=0, on trouve la valeur unique et réelle y =>0 et en troisième lieu , si l’on inet l’équation sous la forme implicite
ax X
les dérivées partielles successives du premier membre auront des valeurs uniques et réelles pour toute valeur de i. Le point singulier, s’il existe, pourra donc être déterminé comme pour les courbes algébriques. On trouve en effet
ax Cüs* — ax ax
(Ix
LS* y
'If
(ly
et ces deux dérivées partielles deviennent infinies pour x = 0 qui correspond à 1/ = 0, c’est-à-dire, pour l’origine. On a vu en effet qu’il y a un point saillant en cet endroit.
68. Point d’in flexion. — Il nous reste encore à trouver le caractère qui permet l’existence d’un point d’inflexion. On donne ce nom au point où une courbe de eoncave qu’elle était d’abord, devient convexe, ou, ce qui est la même chose, c’est le point où 1a tangente coupe la courbe. On a vu qu’une courbe tourne sa eoneavité ou sa convexité vers l’axe des X selon que f'xcsl négatif ou positif. Il faut donc qu’au point d’inflexion A (lig. 14), f'x change de signe et comme on suit qu’en général, une fonction cliange de signe en passant par zéro ou par l’infini, un voit que lu dérivée du second ordre est nulle ou infinie en ce point. 11 faut donc égaler la dérivée seconde à zéro ou à l’infini, et chercher les valeurs réelles correspondantes de x. La dis-
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cussion de l’équation est nécessaire pour eonfirmcr l’existence de l’inflexion. Ainsi dans les courbes qui ont pour équation
y> = ax“, o’»y* = a’x’ — x*, y = taiigx, il y a un point d’inflexion à l’origine, car on trouve
d-i) 10 /a (l^ij x(2x* — 5n*) d^y ^ s*f> x
dx* 9 y/ x’ dx* „ j/(a* x*)’ cos’x
et il est visible que les deux premières dérivées changent de signe quand x, variant d’une manière continue, passe par la valeur zéro. 11 en est de même de la troisième quand x passe par les valeurs 0, TV, 2îr, 3t7, etc.
69. Coordonnées polaires. — Dans toutes les applications précédentes, on a supposé les courbes rapportées à deux axes orthogonaux cl les valeurs des rayons de courbure, sous-tangentes, normales, etc., ont été exprimées au moyen des dérivées tirées des équations de ecs courbes en coordonnées rectangulaires; mais ces rormulcs ne seraient plus applicables, s'il s’agissait d’une courbe rapportée à un autre système de coordonnées, par exemple, à des coordonnées polaires. On pourrait encore, il est vrai, déduire de l’équation de la courbe, les valeurs des dérivées des difTérents ordres de l’une des variables considérée comme fonction de l’autre; mais ces dérivées n’auront plus la même significalion géométrique que ]>récé(leinmcnt, cl par conséquent les formules qui doniiciit les valeurs du rayon de courbure etc., cl qui sont fondées sur cette signification, seront différentes pour chaque système de coordonnées. Au lieu d’établir une théorie particulière des tangentes, des cercles osculatcurs, etc. pour chaque système de coordonnées, on peut au moyen des formules établies dans les N"* 10 et 23, déduire des valeurs précédentes du rayon de courbure, etc., celles de ecs mêmes droites dans chaque système de coordonnées, pourvu que l’on connaisse les formules qui servent à [lasscr des coordonnées rectangulaires aux nouvelles coordonnées que l’oii adopte; en effet, prenons pour exemple les coordonnées polaires. En représentant par {a, b) les deux coordonnées rectangulaires du pôle, [lar r le rayon vecteur, par a l’angle constant que forme avec l’axe des .\ une droite lixe passant par le |iôle, par t l’angle variable formé par le rayon vecteur avec cette droite fixe; on sait que les formules qui lient les coordonnées rectangulaires aux coordoniiccs polaires sont
X = a -I- r eos (a — t), y — b x- r iin (a — t).
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Cela pose, supposons l’équalion d’une courbe donnée en coordonnées polaires, c’est-à-dire, au moyen d’une relation entre r et t. En choisissant t pour variable indépendante, les formules précédentes, dans lesquelles r doit être considéré comme une fonction connue de /, expriment les valeurs de x et de y en fonction de cette variable indépendante (, et il vient en dérivant.
dx
Ift
-j^eos (a — t) -4- r sin (a — () ,
dt
dr .
= --sin (a dt '
— r cos (a
dt*
dt»
d*r , ^ ^ dr ... , ,
= JP cos (a — t) -t- -^^^sin (a — t) — r cos (« — t),
= — 7 sin [a — t) — Z — cos (a — f) — r sin (a — t) ,
dt* dt ^
En introduisant ces valeurs dans les formules établies plus haut (N~ 10 et 23), on trouve pour les valeurs de -j^t etc. dr
. -r sin (a — 0 — r cos (a — 0 djj_dt ^ ^ ^ ^
dx dr , , . , ’
-J^COS (a — /) -+- r SIM (a — f)
dx*
/dr\* dh r* -4- 2 1 — ) - r — , \dtj dt
dhj
r sin (a — () -4- — cos (a
dx'
^== etc.
70. Rayons de courbure et développées dans les courbes polaires. — Au moyen de ces relations, on peut exprimer en coordonnées polaires les valeurs de toute quantité dont on connaît l'expression en coordonnées rectangulaires; on trouve, par exemple, pour le rayon de courbure,
<ix*
'"‘dt*
Digilized by Coogle
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rt pour les coordonnées w' cl du ccnlre de courbure (N"
^ = a I- r cos (a — n (ix
(iV ) (Ir , ^
Ces deux équations fixent le centre de courbure en fonction des coordonnées rectangulaires (a', Si on voulait fixer sa position par des
coordonnées polaires, il suffirait de remarquer que r' et (' étant les coordonnées polaires relatives à ce point, il doit exister entre (r', f) et {a', ji') les relations
a' ~ a -h r’ cos (a — I') , P' = /< -t- r' sin (« — l') ,
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d'où l’on lire
r' = l/(a' — a)* ip' — b)*, taiig (* — <') -,
cl par consé<iiieiit, un substituant les valeurs de %' et ,6',
Si dans In deuxième équation, on remplace tang (a — () et tang (a — (')
, , tang a — tang t tang a — tang t'
par les valeurs - — = — » ? — , et qu on opéré
1 tang a tang l 1 -+■ tang a tang l
ensuite les réductions en faisant disparaître les dénominateurs et supprimant le facteur commun 1 -t- tang* a, on trouve
qui ne contient plus la lettre a. En éliminant r et l entre ces deux équations et celle de la courbe, un trouvera l’équation polaire de la développée. On serait arrivé fort simplement à ces formules en reprenant la théorie précédente des courbes osrulatrices et en l'appropriant aux courbes polaires.
71. Sous-tangenle et sous-normale polaires, etc. — Quant à la soustangente, sous-normale, etc., il est à observer que ces droites, qui avaient une signification bien définie, quand il s’agissait des courbes rapportées à des axes orthogonaux, ne présentent plus aucun intérêt dans les courbes rapportées à des coordonnées polaires. Dans ces
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dernières courbes, ou a donné le nom de sous-tangentc, normale, elc., à des droites différentes des premières, quoiqu’ayant avec elles certaines analogies; ainsi AB (fig. Ib) étant la courbe, O son pèle, OM un rayon vecteur quelconque et OC la droite lixe d’où se comptent les angles MOC ou (, on appelle sous-tangente polaire, la longueur de la perpendiculaire OT élevée sur le rayon vecteur OM et prolongée jusqu’à la tangente MT; MT est la longueur de la tangente polaire, MN la longueur de la normale et NO la sous-normale polaire. La valeur de ces droites se déduit de celles trouvées plus bout pour les droites de même nom; en effet, si Ton rapporte la courbe AB à des axes rectangulaires, en prenant pour origine le pôle O et pour axe des Y le rayon vecteur OM, la perpendiculaire TN élevée au point O sur O.M deviendra Taxe des X et la sous-tangente polaire OT se con-
fondra avec la soiis-tangcnte rectangulaire dont la valeur est ; il
dx
suffira donc de remplacer dans celte expression, y et ^ par leur
valeur en coordonnées polaires; or pour faire coïncider l’origine avec le pôle O, et Taxe des Y avec OM, il faut faire
c’est-à-dire.
COX — COM
ce qui réduit les valeurs précédentes de y et aux suivantes :
y i^b -h rsïn{a — f) = r ,
rfy
— sin (a — I) — r cos (« — t)
‘Jl
dt
dx
(Ir
dt
cos (a — f) -f- r sin (a — t)
et il vient pour la sous-langcntc polaire OT cl pour la sous-normale NO,
y r* dr
sous-tang OT = = —7— > snus-norraale NO = -7- •
dy dr dt
dx dt
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On trouve de inèiiie
longueur de la tangente MT = r
longueur de la normale MN =
vMi)'
On voit par là que la dérivée première — dans une courbe polaire ,
représente la sous-normale. On trouve aussi que la tangente de l’angle TMO formé par le rayon veeleur et la touchante à la eourbe, est donnée par
tang TMO = •
dr
l'i. Dérivée d’un arc de courbe polaire. — On peut aussi déduire
la dérivée d’un arc de courbe polaire ou de la dérivée-^ de
' dl dx
l’arc de courbe donnée en coordonnées rectangulaires; car l’arc « étant une fonction de x et x une fonction de (, on a
ds du dx / /(/y\*f/x
dt dx dl y '* \dx) dt'
, dx du
et en remplaçant — et ^ • par leur valeur (N“ 69),
ou ds = [/dr- + r*dl^.
On voit que cette dérivée est représentée par la normale.
Cette dernière formule s’obtient par la considi-ration des inrinimcnt |>ctils, en remarquant que si MM' (fig. 16) représente ds, en décrivant (lu point O comme centre, l’arc MP, la dilTércncc M'P entre deux valeurs consécutives de r est dr, l’angle MOM' ou plutôt l’arc nip décrit
ciiAmni: ni.
ilii point 0 cuiiimo centre avec un rayon égal à l’unité est dt et le li'iangic MM'P sensiblement rectiligne et rectangle donne
MM’ = {/.M'P* H- .MP- ou ds = y^ilr* + r* dl*.
73. Applications aux spirales. — Appliquons les formules précédentes à quelques courbes polaires. On appelle spirale d’Archimède la courbe décrite par un point mobile M (fig. 17) qui glisse uniformément sur une droite Oli, tandis que cette droite tourne uniformément autour du point O. Supposons que le point mobile M parte du point O, quand la droite 0.\ commence à tourner. Il résulte de ce mode de génération, qu’en représentant par r, la distance OM et par t l'angle MO.\, le rapport de r à f doit être eonstant; l’éipiation polaire est donc
„ , dr
r = al, d ou I on tire — =n.
dl
On voit que dans cette courbe la sous-normale est constante.
La courbe précédente sera une spirale logarithmique, si le mouvement du point M sur OB se fait de telle manière que l’angle BO.\ ou ( est constamment proportionnel au logarithme de O.M. L’équation de eette courbe est alors
Log r ^ ml ou r = n’"' = (a“)' = a'' ,
en désignant par a la base du système de logarithmes. Ou tire de cette dernière équation ,
= a'' log a' = r log u'.
et par conséquent,
sous-tang OT =
log n’’
lang O.MT
dr log a'
Tl
L’angle formé par la tangente avec le rayon vecteur est donc constant. En dérivant une seconde fois l’équation de la courbe, on trouve
dp
^logo' = Hog*(r;
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d’où il suit qur le rnvon île courliiire est
(r* -t- rMüg’aÿ
2r* log*a' — r* log*a'
r j/ 1 -4- log*a'.
On trouve aussi r j/l -i- log *a' pour valeur de la normale; on voit donc (fig. 15) que le rayon de courluire est égal à la normale MN et que par conséquent le jioint N est le centre de courbure. En substi* i/r d’r
tuant les valeurs de -r- et -r— dans r' et lang l', il vient (Il «I*
tang l' —
tan;: t
et r' r log a'.
On tire de la première,
tang t • lang (' + 1 = O ,
d’où l’on conclut que les angles t' et t ou CON et COM, difTcrcnt
d’un angle droit, c’est-à-dire, que I «= I' — ce qui résulte d’ailleurs
de ce que le centre de courbure est en X. En substituant les valeurs de r et de I dans l’équation de la spirale, on trouve pour équation polaire de la dcvcloiipée.
»•' = log a' • a'
ou bien r' =
en remplaçant log a' par a'*, ce qui revient à faire Log (log a') égal
• . , Log (ni log h)
a a Log n et par suite, a= — ^ — ..
L’angle 1' ou CON (fig. 18) se compte à partir de la droite OC; si donc, on mène une droite OC' faisant avec OC un angle COC' égal à
- — a et qu’on nomme I" les angles C'OX formés par le rayon vecteur 0.\ de la développée avec la droite fixe OC', on aura
et par conséquent l’équation de la développée rapportée à la droite fixe OC', deviendra
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c’est-ù-dirc, que la développée B'A' n’est autre que la spirale primitive AB, ayant le même pèle 0, mais ayant tourné autour de ce point d'une quantité angulaire
__a OU - — -Log(mloga)=- — Logl/lügn”.
On distingue encore plusieurs espèces de spirales, entre autres eelles qui sont comprises dans l’équation générale
r = al".
Si n = — 1, on a la spirale hyperbolique dans laquelle la sous-langentc est constante.
Courbes enveloppes. — Soit
l'équation rendue rationnelle d’une courbe, renfermant une certaine constante littérale o. Il est clair que si l’on y fait varier a d’une manière continue, la courbe variera cllc-mémc d’une manière continue dans sa forme et dans sa jiosition. Donnons à a un accroissement e; la nouvelle équation appartiendra à une courbe différente de la première et les coordonnées de leur point d’intersection s’obtiendront en résolvant le système des deux équations
qui fixent par conséquent le point où la courbe caractérisée par la valeur particulière attribuée à a, vient rencontrer la courbe caractérisée par V. + i. Si donc on élimine a entre elles, les (x, y) contenus dans l’équation finale de la forme
appartiendront encore à l’intersection des courbes caractérisées par a et a -+- e; mais comme a a disparu, ces coordonnées appartiendront à l’intersection de deux quelconques des courbes variables dans lesquelles le paramètre a diffère d’une quantité constante e, c’est-àdire que si l’on trace toutes les courbes que peut rcjirésenter
quand a passe par toutes les valeurs possibles, l’équation finale F{x, y, £) = 0
CALCUL DIFFLIILNTILL.
appartient à la cniirbc, lieu géométrique de tous les points d'intersection de chacune des courbes variables, par celle pour laquelle le paramètre est supérieur de e. Faisons décroître cette dilTércncc s indéfiniment, les deux courbes qui délerniincnt l'intersection se rapprocheront de plus en plus, et à la limite l'équation finale, qui devient
appartiendra à la courbe limite des lieux géométriques indiqués plus haut. Au point de vue des infiniment petits, si un conçoit que a croisse par intervalles inliniment petits, l'équation F(x, y)=0 appartiendra au lieu géométrique de toutes les intersections de chaque courbe variable par celle qui la suit immédiatement.
Il est à remarquer que cette dernière équation s’obtient en éliminant a entre l'équation primitive et sa dérivée prise par rapport à a; car on sait que l’on a
f(x, y, a -4- e) = f{x, y, a) -t- £ (x, y, a -F- Oe) ,
f'g. étant la dérivée de / par rapporta a. Le système des deux équations se réduit donc à
équations qui à la limite deviennent
La courbe limite dont on vient de trouver l’équation, jouit de la propriété d’être tangente à toutes les courbes variables, c’est-à-dire, de former en quelque sorte Y enveloppe de ces dernières; en elfet, si au point d’intersection de la courbe
et de sa voisine, on mène une tangente à la première, son inclinaison sur l’axe des X sera donnée par le ^ tiré de cette équation , c’est-à-
(IX
dire que l’inclinaison sera donnée par
dx y, g)
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D'un autre côte, si, au même point crintcrscclion , on mène une tangente ù la courbe lieu géométrique des intersections, l’inclinaison de
celle seconde tangente sur l’axe des X sera déterminée par le ^ tiré
de F(x,y) = 0, et comme celle équation résulte de l’élimination de a entre f\x, y, a) — O et f'^ (x, y, a) = ü, on obtiendra celte valeur
de ^ sans effectuer l’élimination, en considérant dans la première, a
comme une fonction de (x, y) donnée par la seconde équation. La dérivée totale de f(x, y,a)=0 devient alors
dfjr, y, a) df{x, y, a) ^ d/ jx, y, a)
dx dy dx "* da dx ’
qui, à cause de
ou (x, y, a) = 0 ,
SC réduit à
df(x,y,«) _ df(x,y,a)dy ^ . dy _ dx
dx dy dx ~ ’ dx~ df(x, y, a) ’
valeur qui est la même que celle trouvée pour l’autre tangente, avec laquelle elle doit par conséquent se confondre; d’où l’on conclut que la courbe des lieux géométriques des intersections est partout tangente aux couibes variables. Cette propriété a fait donner ù la première le nom de courbe enveloppe.
Cette théorie des courbes enveloppes s’applique dans toutes scs parties aux courbes polaires, avec cette seule modification que pour démontrer que la courbe enveloppe touche toutes les courbes variables, ou fera voir que les touchantes à ces deux courbes font le même angle avec le
dr
rayon vecteur, ce qui résulte de ce que le est le même dans les deux courbes.
1" exemple. Trouver la courbe enveloppe d'une droite FG (fig. iO) d’une longueur constante, dont les extrémités sont assujetties à glisser sur les axes des X et des Y. L’équation de la droite FG csly = ox b.
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Oii en tire AF > AG = Ir, cl par eoiiséqiicnl , en représentant
par d la longueur FG,
d — zizb : il ou b
— ad
i/mr*
On prcnil le signe — , parce qu’il est visible que d doit être pris sans signe et que AG ou b étant positif, a ou tang GFX est négatif. L’équation de la droite prend la forme
y = nx
ad
qui représente toutes les droites telles que GF, en faisant varier la valeur de a. La dérivée de cette équation par rapport à a est
et si l’on élimine a entre celte dernière cl (1), ou trouve pour équation de la courbe enveloppe,
Le problème suivant conduit à la même solution ; trouver l’enveloppe de toutes les ellipses concentriques, dont les directions des axes coïncident et dans lesquelles la somme des axes est constante. On avait déjà trouvé (>'“ 62) que celle courbe est une bypocycloïde engendrée
par un point d’un cercle d’un rayon - roulant dans un cercle de
rayon a.
Si dans le problème précédent, le produit des deux axes de l’ellipse était constant, c’est-à-dire si toutes les ellipses avaient la même surface, la courbe enveloppe serait une hyperbole ayant scs asymptotes dirigées dans le sens des axes.
2” exemple. Étant donné un cercle invariable O (fig. 19) et un point fixe A, si l’on mène par A toutes les sécantes AUC et que sur les cordes BC prises pour diamètres, on trace des circonférences, trouver la courbe enveloppe de celles-ci.
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Prenons le point A pour origine et AOX pour axe des X; y* -+- (x — «i)‘ == /?*
est l’équation du cercle invariable, R étant son rayon et m = AO. Soit y = ax l’équation d’une sécante quelconque ABC; combinant cette équation avec celle du cercle, on aura pour les coordonnées des points d’intersection B et C,
et pour celles du milieu O' de BC ,
; ^ ftl BO'
L’équation du cercle décrit sur BC est donc
fl*
am \*
qui tient lieu de f{x, y, a) = 0, et qui , si l’on fait varier a , pourra représenter successivement tous les cercles décrits sur les cordes. La dérivée prise par rapport & a est
a(x* -4- y* -4- m* — fl*) — my = 0.
Kn éliminant a entre celte dernière et (I), on a pour l’équation de la courbe enveloppe ,
(x* -4- y* — fl* -4- m*)* — 2mx(x* -4- y* — fl* -4- m*) — m*y* = O, ([UC l’on peut mettre sous la forme
(x* — mx -4- iJi* -4- y* — fl*)’ — »n*(x’ -4- y*) =» 0.
Si les cercles variables avaient leur centre au point B et avaient .VB pour rayon, l’équation de l’cnvcloppc serait
(x* -4- y* — 2//ix)’ = 4fl* (x* -4- y*).
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. 3' exemple. Trouver la courbe enveloppe de toutes les normales à une. courbe donnée. L’i'qiinlitm d’une normale au point (x, y) de la courltc y = fx est
l' — X = — /’x (ÿ' — fx).
Il est visible qu’en changeant x, celte é(|uation re|irésentcra successivement toutes les normales. L’enveloppe s’obtient donc par l’élimination de X entre la précédente et sa dérivée prise par rapport à cette lettre, c’est-à-dire
-\^-f"x(y'~fx)^{f'xY.
On lire de ces deux équations,
yf —
= -fx
i_-4-(rx)«
entre lesquelles il suffira d’éliminer x pour arriver à ré<)uation en (x', y') de l’enveloppe. Il est visible que les valeurs de x' et y' données par ces deux équations sont celles que nous avons trouvées précédemment pour le centre de courbure et que par conséquent la courbe enveloppe n’est autre chose que le lieu géométrique de ces centres de courbure, c’est-à-dire la développée.
On trouve de la meme manière que la courbe enveloppe de toutes les tangentes à une courbe donnée est représentée par celle courbe même.
4* exemple. Soient OA cl OB (fig. 20) deux droites données. Proposons-nous de trouver l’enveloppe de toutes les droites ab qui divisent ces deux longueurs OA et OB en parties réciproquement proportionnelles, c’est-à-dire, de manière que l’on ail
Ou : uA = B6 : 06.
Prenons les droites OB et OA pour axes des X et des Y ; l’équation de ab est
d'où l’on tire, en faisant successivement x et y nuis,
06 = — ^ , Ou = ?.
Si on représente par m cl n les longueurs OB et OA, 1a proportion devient
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En éliminant p entre cette pi<oportiun et l'équation de la droite, eelle^ii devient
: auc
mn%
ma — n
et elle représentera successivement toutes les droites ab, a'b’.... en changeant la valeur de a. L’élimination de a entre cette dernière et sa dérivée, prise par rapport à a, savoir :
(ma — «)*
donne
m’y* — Imnxy -h «’x* — '2m*ny — 'imn^x = 0,
équation qui appartient à une parabole. Les enveloppes obtenues par ce procédé sont connues dans les constructions sous le nom de courbes de raccordement.
Si 1a droite ab était assujettie à la condition de rormer des triangles Oab équivalents ou de donner pour Oo X 06 des produits égaux, la courbe enveloppe serait une hyperbole ayant les droites OA et OU pour asymptotes.
Si la somme des carrés des droites On cl 06 restoit invariable, la
courbe enveloppe aurait x‘“ y* = d* pour équation.
75. Caustiques. — Pour dernière application de la lliéoric des enveloppes, nous prendrons la recherche de l'équation d'une caustique, c’est-à-dire, de la courbe enveloppe de tous les rayons de lumière émanés d’un point lumineux cl réflécliis par une courbe donnée. Soient AB (lig. 21) la courbe réfléchissante, 0 le point lumineux, OM un rayon de lumière incidcal et MU le même rayon réfléchi. On sait que ecs deux rayons font des angles l'gaux avec la tangente T( à lu courbe réfléchissante au point .M ou (x, y).
Prenons le point 0 ]>our origine. Puisque les inclinaisons de O.M
et de Tl sur Taxe des X sont données par - et ^ , ces droites font
X dx
entre elles un angle dont la tangente trigonomélriquc est
.ÙL
dx
:bL
dx
ou .V,
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dans laquelle ^ est la dérivée tirée de l'équation de la euiirlic Ali. Soit (Ix
l’équation de la droite MD assujettie à passer par le point M; celle-ci
fait avec T( un angle dont la tangente trigononiétriquc est
et la condition de l’égalité des angles d’incidence et de réflexion se trouve exprimée par l’équation
i -+- a-, • dx
X dx X dx
ou A' =
d’où
dx
L’équation de MD devient donc, en substituant à a sa valeur.
dx
Si l’on conçoit que l’on ait remplacé y par sa valeur en x tirée de l’équation de la courbe AB, il suflira de faire varier x pour que l’équation précédente représente tous les rayons réfléchis ; prenons donc la dérivée par rapporta x, en observant que dans chaque application.
sont des fonctions connues de x, et éliminons x entre eette
dérivée et l’équation (4). L’équation finale appartiendra à la courbe enveloppe cherchée. On a donné à cette courbe le nom particulier de caustique.
Si la courbe réfléchissante est une ellipse, le point lumineux étant
l’un des foyers, en représentant par e l’excentricité ou \/ o* — 6’ , on aura
o*y* -V- b* (x — e)* = o*b*, d’où
du b*(x — e) 6*
dx «‘y ey
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et l’équation (1) (levienilra
y' — y— — — ou bien y’{x — ’ie) — y(x' — 2c)=0....(tJ)
Égalant à zéro la dérivée par rapport à x, en remarquant que y est fonction de x, on trouve
y'=~[x' — 2c), ou bien y' — — ^ ■ - (x' — 2e).
ilx iry
En éliminant x et y entre cette dernière, l’équation (2) et l’équation de l’ellipse, on est conduit à l’équation de la caustique. On trouve ainsi
qui se décompose en
c’est-à-dire que la caustique se réduit à un point qui est le second foyer de l’ellipse.
Si le point lumineux, au lieu d’clrc placé à l’origine, est situé dans l’axe des Y, à une distance n, il faudra changer y en y -r- n dans - -
En faisant ensuite n infini, tous les rayons incidents seront parallèles entre eux et à l’axe des Y. On trouve alors
et en dérivant par rapport à x,
et il suffira d’éliminer x et y entre ces deux dernières et l’équation de la courbe rénccbissanlc. Si cette dernière courbe est un cercle rapporté à son centre, l’équation de la caustique devient
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On trouve souvent, d'une manière plus expéditive, l’équation de la caustique en partant de cette propriété, que celte dernière courbe eut la développée de l'enveloppe des cercles qui passent par le point lumineux et ont leur centre aux points d'incidence de la courbe réfléchissante. Ainsi on a vu (N° 74, 2““ exemple) que si la courbe réfléchissante est un cercle, l'équation de la courbe enveloppe est
(x* »/* — 2mx)’ = 4fl’(x* -f- I/*);
il faut donc, pour avoir la caustique du cercle, chercher la développée de la courbe précédente. Cette propriété de la caustique a été reconnue par M. Quetelct, qui l’a démontrée dans les Mémoires de l'Académie royale des Sciences de Belgique.
Lorsque l’équation de la courbe variable f{x, y, a) == 0 ne contient a que dans un seul terme, c’est-à-dire, lorsque celte équation est de la forme Ma" -i- A''= 0, ou plus généralement,
Mfa -F- .V = 0,
M et -V étant des fonctions de (x, y), l’enveloppe se réduit à un point par lequel passent toutes les courbes variables, car la dérivée par rapport à a est
Mf'a^O,
équation qui exige que M soit nul, ce qui ne peut avoir lieu sans que N le soit aussi, à cause de la première équation. Le système des deux équations M=0, .V=0 donne pour x et y des valeurs constantes. Ainsi si l’on cbcrchc la caustique d’une ligne droite y — ax -r- b, on trouve pour équation du rayon réfléchi, le point lumineux étant placé à l’origine et x tenant lieu de «,
X (y — ax' — 26) (1 -t- a*) — 6 [x' (o* — 1) — 2ay' -i- 2ab] = 0 ,
d’où l’on conclut que tous ces rayons passent par un point qui a pour
coordonnées x = — r et y == t ; •
L’équation (2) relative à l’ellipse, mise sous la forme
= 0 ou
et dans laquelle x tient lieu du paramètre a, vérifle pour l’ellipse la proposition qu’on vient de démontrer.
cii\pmir. III.
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Il csl à rcinarqiHT que celle proposition n’esl vraie que si les fonctions M et .V sont algébriques et rationnelles; car si elles étaient susceptibles de prendre plusieurs valeurs, comme ces valeurs multiples ne pourraient être prises que successivement, l’équalioii Mfa -4- .V = O ne representernit plus la courbe dans toute sa généralité et dans toute son étendue, coiuinc le suppose la théorie des courbes enveloppes. Il faudrait dans ce cas faire disparailre ces valeurs iniiltiplcs en rendant M et .V rationnels. Alors le parainèlre a se combinera avec des i, y et la théorie des courbes enveloppes cessera d’étre en défaut.
76. Théorie géoméiriqiie des courbes enveloppes. — L’équation des courbes enveloppes peut être obtenue )iar une considération géométrique très simple. Il est visible que si l’on trace toutes les courbes
«6, a'b', a"b'' (fig. 22) correspondant au.x dilTércnlcs valeurs du
paraniclre variable a de l’équation
la limite ce'c''.... de l'espace occupé par les courbes variables se confond avec 1a courbe enveloppe. Il suit de là que pour une même ordonnée Ap, l'abscisse x qui correspond à l’cnvcloppc est la plus
grande des abscisses /)»«, jim', pm", /)M qui correspondent aux
différents paramètres a. .Si donc on considère y cominc invariable cl que l’on cherche la valeur de a qui rend x maxinuiin, on sera conduit il l’équation de condition
or, on sait que l’équation f{x, y, a) == 0 donne
ÉI
dx da
dx
L’équation de condition du maximum peut donc être remplacée pal-
et si on élimine a entre celle-ci et
on aura l’équation du lieu géométrique de toutes les extrémités des
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plus longues abscisses pM , c’est-à dire qu’on aura, comme précédemment, l’équation de l’enveloppe.
77. Inverse du problème des courbes enveloppes. — Le problème inverse de celui que nous venons de résoudre sur les courbes enveloppes, consiste à irouver la courbe variable connaissant son enveloppe; mais ce problème est plus qu’indéterminé, car on peut se donner la forme de l’équalion de la courbe variable, pourvu que celle-ci contienne deux, paramètres, et se borner à ebereber la relation qui doit exister entre eux pour remplir la condition concernant l’enveloppe; soit en effet
FU, î/) = 0 (I)
l’équation de la courbe enveloppe et
l’équation de la courbe \ariable, cette équation ayant une forme donnée et contenant explicitement les paramètres a et p. Pour que la première équation appartienne à l’enveloppe de la seconde, il faut d'après ce qu’on a vu, que l’équation (I) résulte de l’éliuiination de a entre (2) cl sa dérivée par rapport à a, savoir :
di dp dot ’
Il faut donc que l’une de ces trois équations soit une conséquence îles deux autres et que, piar conséquent, si on élimine x et y entre elles, l’équation Gnalc soit identiquement satisfaite. Or celle-ci, de forme
déterminée, contient des», des S et la dérivée -p ; la valeur de 3 en a
di
qui y satisfera, fera donc connaître la forme qu’il convient de donner à la fonction p, dans l’équation de la courbe variable. Cette détermination est du ressort du calcul intégral, puisqu’elle dépend de l’intégration d’une équation dilfércntiellc entre p, dp, a et </«; mais, en partant d’une propriété des courbes enveloppes , on peut sans le secours du calcul intégral, déterminer la forme de la fonction p, moins générale à la vérité que celle fournie par l’autre moyen. On sait en
effet que les valeurs dc-*p tirées des équations (I) et (2) sont égales, dx
puisque ces courbes sont tangentes; d’où il résulte qii’cn désignant
par y sa valeur tirée »le(l), comme réqualion (2) >Joiinc en dcrivuiU par rapport à x,
dx dy dx ’ on a néccssaircinenl la relation
Si entre (i), (2) et (4) on élimine x et y, on obtiendra une équation en a et j3 qui, étant résolue par rapport à fera connaître la forme de cette fonction. Ainsi si l’enveloppe est l’hyperbole xy ==d et si la courbe variable doit être l’ellipse
ou trouve pourjâ la valeur
ce qui signiGe que dans l’ellipse variable, le produit 4aS des axes doit être constant. Si l’enveloppe est la parabole y’ = 2px et si la courbe variable doit être une hyperbole de la forme
on rccoiinait que ^ est égal à — et que par conséquent , le rap|)ort du carré de l’axe 2« à l’axe 2^ doit être invariable.
CHAPITRE IV
Théorie des courbes gauches. Équations d'une tangente. < — Ki|uation du plan normal. — Dérivée d'un arc de courbe. — .\ngles formés par une tangente avec les axes. — Plan oseulateur. — Normale principale. ■ — Flexion d'une couiIk?.
— Angle de courbure. — Courhe> osciilatrices. Rayon de courbure. — Centre de courbure. — Équations du lieu géométrique des centres de courbure. — Axe |>our un point donné d'une courbe. Surface des axes, .\rctc de rebroussement -
— Torsion d'une courbe. — Condition pour qu'une courbe soit plane. — Applications à rhélice. — .Applications à l'hélice conique.
78. Théorie des courbes gauches. Eguations d’une tangente. — Passons nu.x applications des principes du calcul difTércnlicl à la théorie des courbes situées dans l'espace et rapportées à trois axes coordonnés rectangulaires. Les courbes sont dites gauches ou h double courbure, lorsqu’elles ne peuvent pas cire renfermées dans un inéinc plan. Nous avons vu qu’une courbe dans l’espace peut toujours être représentée par deux équations à trois variables, dont une seule, Z par exemple, est indépendante et deux, (i, g) sont dépendantes, savoir :
Chaque équation prise séparément, représente une certaine surface et l’ensemble des deux équations représente la courbe résultant de leur intersection. Si on élimine successivement x et y entre elles, la courbe pourra être donnée par deux équations de la forme
dont ebacune, prise isolément, est l’équation delà projection de la courbe de l’espace sur les plans des XZ et des YZ.
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Pour trouver les équations de la tan|;cnte à la courbe de l’espace eu un point donné, remarquons que si l’on mène d'abord une sécante, les projections de cette droite sur les plans des .\Z et des YZ seront aussi deux sécantes dans les deux projections de la courbe de l’espace. En supposant ensuite que l’un des deux points d’intcrscetion de l’espace SC rapproche indéliniinent de l’autre, jusqu’à se confondre avec lui, la sécante deviendra une tangente et comme les points d'intersection de l’cspncc ne peuvent se réunir sans que les projections de ces points ne viennent aussi se conroiidre, il en résulte que lorsque la sécante de l’cspaec deviendra tangente à la courbe, les projections de la sécante seront également tangentes aux projections de 1a courbe. Cela posé, soient
<?(.r, =) = 0, ■Xi/, i) = 0.
les équations des projections de la courbe de l’espace sur les plans des XZ et YZ. Les équations de leurs tangentes, en désignant |Kir
(a/, I/', ï*) les coordonnées courantes de ces droites et par — > les
Cl Cf Z
dérivées tirées des deux équations de la courbe, sont
= y'-y = ^^Jz'-z) (1)
Le système de ces deux équations représente donc la tangente à la courbe de l’espace.
Si la courbe était donnée par le système des deux équations A(-^> =) = ü , /'’{x, y, i) = 0,
les valeurs de ^ et s’en déduiraient comme on l’a vu au N" lü. a Z a Z
7!). Equation du plan normal. — Quand on considère une courbe dans l’espace, on ap|>cllc encore normale toute perpendiculaire élevée sur la tangente au point de contact; mais il est évident qu’il y en a un nombre infini renrermées toutes dans un )>lan pcrpcmliculaire à lu tangente, plan (|ue l’on nomme plan normal. I.’équalion de ce plan s’obtient en cherchant l’équation d’un plan passant par le point de contact (jr, y, :] et perpendiculaire à la tangente dont un vient de trouver les é(|uatiuns. En désignant par (x', y', z') les coordonnées courantes de ce plan, son équation e^t
(*' “ •') -jj (f— y) = 0 .
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que l’nn |>cul au<:si écrire de la manière suivante :
(x' - x) ilx + {y' - y) ,ly -4- {-J - z) dz = 0 (1 )
80. Dérivée d'un are de courbe. — Pour trouver la dérivée d’un arc de coiirlic dans l’espace, c’est-à-dire la limite du rapport de l’accroissement d’un arc de courhe à l’accroissement de la variable indépendante, considérons cetlc courbe dans son cylindre projettanl sur le plan XY, cylindre que nous pourrons déveloj)per ensuite dans un plan sans changer la longueur de la courbe. En désignant par s un arc de la courbe de I espace limité au point (x, y, z) et par s' l’arc correspondant de la projection sur le plan des XY, il est visible que dans la figure développée, les longueurs des arcs s et s' n’ont pas varié et que les coordonnées de l’extrémité de l’arc s sont c et s'; on a donc pour la courbe devenue plane,
ds
or, en considérant la jirojcction s' dans le plan XY, on a
dx
et comme x et ^ sont fonctions de z, on a aussi
du
df' d»' dx dy dz
dz dx dz dx dx
dz
En substituant on trouve
ds
dz
Pour avoir la dérivée de l’arc, il suffira de remplacer — et ^ par dz dz dz
leur valeur tirée des deux équations de la courbe. Cette équation jieut s’écrire sous la forme
ds — [/dx* -♦- dy* ■+■ dz*
cl donne l’expression de la dilTércnticIle d’un arc de courbe dans l’espace.
On y parvient immédiatement en faisant passer ]iar deux points consécutifs de la courbe, ayant pour coordonnées x,y,z et x -+- dx,
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y -A- dy, Z + dz, trois plans parallèles aux plans coordonnés, ce qui donne naissance à un petit purallélipipcdc rectangle dont la diagonale est ds et dont les trois arêtes contiguës sont dx, dy, dz. On sait que l’on a
ds’ = dx' dy' -f- dz'.
81. Angles formés pur une tangente avec le.s axes. — Pour trouver les angles formés par la tangente en un point{x,y,z)dcIacourbedc l’espace, avec les trois axes, remarquons que si on mène une sécante passant par ce point et un autre point de la courbe ayant pour coordonnées X -4- Ax, y -+- Al/, Z -t- Az, les angles cherchés sont évidemment ceux que forme la sécante avec les axes, lorsque le deuxième point d'intersection vient coïncider avec le jiremier. Or, si l’on considère le parallélijiipèdc formé dans l’espace par les coordonnées des deux extrémités de l’arc As et ayant pour arêtes Ax, ^y, Ar et pour diagonale la cordc A's, il est visible que les cosinus des angles formés par cette corde avec les axes sont
Ax ^y Az A's’
et comme A's est égal à j/ Ax* -i- Ay’ -e- Ai’ , ces valeurs peuvent s’écrire ainsi
Ax Ay
Az Az 1
Az’ Al’ V V
Si l’on passe à la limite en faisant évanouir Az, il vient pour les angles 0, 0', 0" formés par la tangente avec les axes des X, Y et Z,
dx
Tz
ds ’
dl
dz ds ’ dz
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cns 9" =
ils
Dans chaque application, il faudra remplacer^ par la valeur trouvée
. . ■ . . tlii , , . . , ,
plus haut et substituer a -j- cl leur valeur tirée des équations de
la courbe. Au point de vue des iiiGniinenl petits, ces valeurs peuvent se mettre sous la forme
(Ix , du „ dz
cos 0 = ~i cos 0 = -p î cos 0 = »
ds ds ds
en supprimant le dénominateur commun dz.
On serait arrivé aux mômes conclusions en cherchant directement , par les formules de la géométrie analytique, les angles que forme avec les axes, la tangente dont on a trouvé les équations (N° 78], On y serait arrivé aussi en considérant le petit parallélipipôde dont il est question à la fin du numéro précédent.
Nous avons supposé la tangente prolongée dans le sens de l’accroissement de l’are, provenant de l’accroissement de z. .Si on considérait la tangente comme prolongée dans le sens inverse, il faudrait prendre les radicaux et ecs cosinus avec les signes moins.
82. Plan osculateur. — Lorsqu’une courbe est gauche, c’est-àdire, lorsqu’elle n’est pas renfermée dans un meme plan, on ne peut par deux tangentes quelconques, faire passer un môme plan; mais on peut par ces deux droites, faire passer deux plans qui soient parallèles entre eux. Concevons que l’un des points de contact restant fixe, l’autre se rapproche indéfiniment du premier sons que les plans cessent d’être parallèles. Ceux-ci coïncideront en même temps que les deux points de contact et formeront le plan osculateur. Il est visible que ce plan n’est autre que celui qui contient deux tangentes consécutives ou deux éléments consécutifs de la courbe, puisque l’un des plans, au moment de la coïncidence, contient les deux tangentes, c’est-à-dire, deux éléments consécutifs de la courbe. Désignons par (x, y, z) les coordonnées du premier point de contact et par (x', y', i') les coordonnées courantes de la tangente et du plan qui la contient. Les équations de la tangente sont
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I/cquation d’un plan passant par (x, y, :) est de la fornie
o(ar' — x)-4- 6(y — y)-t-;'~z = 0,
a et 6 étant quelconques, et pour que la tangente y soit renfermée, il faut que les coordonnées courantes (i', y', de celte droite satisfassent à l'équation du plan, c’csl-i-dirc, que ces coordonnées {id,y',z!) doivent être considérées comme identiques dans les trois équations. Si l’on élimine x' — x et y' — y cl qu’on supprime le facteur commun z' — Z, on trouve pour équation de condition.
dx . du
Prenons un second point sur la courbe , ayant pour coordonnées
(x -V- Ax, y -I- Ay, Z -t- Az), cl désignons par A
les
dx dy
accroisscinenls que prennent ^ et -—i lorsqu on remplace x par X -+- Ax, etc. Les équations de la tangente en ce second point seront
L’équation d’un plan passant par le point (x -i- Ax, y -t- Ay , z -t- Az) est de la forme
n' (x' — X — Ax) h' [y' — y — Ay) -+- r' — z — Az = 0 ,
et pour que celui-ci contienne la tangente, il faut, comme plus haut, que les cocHicicnts a', b' satisfassent à l’équation
Si les deux plans sont parallèles, les eoeflicients a, h et a', b' doivent être les memes de part et d’autre, cl on aura pour déterminer o, b les deux équations
n — b i dz dz
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OU bien, en simplifiant la sceondc au moyen de la première,
(Ix , du + h\-r = ü.
Celles-ci donnent
dz \dzj dz \dz/
et on aura, après la substitution de ces valeurs, l’èqualion du plan parallèle contenant la tangente au point (x, y, z). Passant ensuite à la limite, en faisant évanouir \z, cette équation deviendra celle du plan osculateur. Pour savoir ce que deviennent a et 6 à la limite, remarquons
que Z est la variable indépendante et que ^ ^ fonctions
de mettons donc ces valeurs sous la forme
cl il vient à la limite,
fy
dz*
** dy d*x dx d*y dz dz* dz dz*
parce que
dz*
dx d*y dy d*x
dz dz* dz dz*
deviennent alors
et L'ëquation du plan oscillateur est donc
ij it ./dt/d^x dx d}y\
(•’-*) - (J- - y) +(='-») (ji ® - E 3?) “
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Elle prend une romic symétrique, si au lieu de eliuisir l’une des trois coordonnées : pour variable indépendante, on les considère toutes trois comme fonctions d’une quatrième variable quelconque t; un a
dx (hj </*x d*i/
vu (N“ 27) qu’il faut alors remplacer — i
dz
dx
dt
~Tz
Tl
dj
dt
dz d'‘x
It 7îF
dx d'z
Ttd?
dz^ ,hdy dt dt*
et
dt (II*
et l’équation du plan oscillateur devient
/dzd*i/ (hjd*z\ /dxd*z dz
(si - 7li 3T.) + (riï W-7i
(>’ — — ‘if = O
‘\didt* dt dt*J
dans laquelle on pourra remplacer indüTéremmcnt ( par x, i/, z ou toute autre variable liée à celles-ci. Pour retrouver la première équation, il suflira de faire dt == dz, et par conséquent d*z = 0.
On arrive h la même équation dans lu théorie des iiinnimciU petits, en cbcrcliant l’équation d’un plan passant par deux éléments consécutifs de la courbe, c’est-à-dire, qui passe par trois points consécutifs avant pour coordonnées (x, y, z) pour le premier, (x -i- dx, y -i- dy, Z -V- dz) pour le second, cl pour le troisième ,
X -t- dx d (x -i~ dx) = X -4- 2dx -4- d*x
y -\-dy d [y dy) = y -v- 2dy -i- d*y,
z -f- dz d (z -4- dz) = z -4- 2dz.
Üans cette dernière équation, z est jtris pour variable indépendante, ce qui rend dz constant cl d*z nul.
85. \ormale principale, — Parmi les normales en nombre inlini que l’on peut mener en un point d’une courbe gauche, il y en a une renfermée dans le plan oseulatenr, qn’on nomme normale principale. Comme cette droite est formée par l’inlcrscction du plan normal cl du plan oscillateur, scs équations sont données par le système des équations de ces deux |>lans, savoir :
iu — y) :r.'^ '
'dz
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que l’on peut mettre sous la forme suivante, en éliminant successivement y' — y, cl i' — X,
^ \dzdz* dzdz*)
*' [(/: dz dz* \dz J dz‘- dz*\ ’
./dy d*y dx d^x\
~dx dy d*x / f
dzdzdz* \^(
Vz )
Si au lieu de prendre z pour variable indépendante, on suppose x, y et Z fonctions d’une quatrième variable arbitraire (, ce qu’on exprime en faisant sur les dérivées les mêmes transformations qu’au numéro précédent, les deux équations de la normale principale prennent la forme symétrique suivante :
/dzd'-s dsd^z\
\dt dl^ dt dl* ) \dt dt^ dl dl^ )
^ -^^ydldl* dldl*) "^\dldl* dtdl^J ’
auxquelles un parvient en faisant d’abord usage des relations
/(/s\* , dsd*s dxd*x dy d*y
\z)^ {tz) ^\Tz)' dzTz'^dl d^^Tz dz*
dont la seconde est la dérivée de la première.
Comme 1a variable t est arbitraire, on peut faire t = «, ce qui rend ils (l^S
— égal à l’unité et par conséquent-^ égal à zéro; les deux équations de la normale principale deviennent alors
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En faisant, pour abréger,
fl,
les angles V, n, v que forme celle droite avec les axes sont donnés par les formules
ds* ds* ds*
cos A = — — , cos f* = — — — , cos y = —
dans lesquelles il faudra prendre l’un ou l’autre signe suivant que la normale est prolongée dans le sens de la concavité ou de la convexité de la courbe.
8t. Flexion d’une courbe. Angle de courbure. — On appelle flexion d’une courbe en un de scs points, la* limite du rapport de l’angle que forment deux tangentes quelconques, à l'arc qui sépare les deux points de contact. Soient a, b, c les angles que forme avec les axes une tangente à une courbe au point (x, g, î) et a', b', c' les mêmes angles relatifs à une tangente en un second point (x -h Ax, */ -+- Ay, Z -I- ^z). L’angle r; formé par ces deux tangentes, qu’elles SC coupent ou non, est donné par
cos r, = cos a cos a' -t- cos b cos b' -t- cos c cos d, il laquelle il faut joindre les deux relations nécessaires 1 = cos* a cos’ b ■+■ C03* e ,
1 = cos’ a' ■+- eus* b' -h cos’ d.
Si l’on ajoute membre à membre les deux dernières et qu'on retranche le double de la première, il vient
tisin i >î = ^(cos o' — eos u)* -t- (cos b' — cos (,)’ -4- (cos c' — cos c)*.
En représentant par As l’arc qui sépare les points de contact, cette équation peut se mettre sous la forme
sinjri »! / /co3 a' — cos n\* 7cüs6' — cos6\’ /cosd — cosc\*
^rr’Âi^V ( l's ) As ) ’
ou bien en se rappelant que l'on a (N“ 81) dx dg
Il . Tz
ds
dz dz
eos a =
cos b = — j— , eos c = -r- (ts us
ds
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et remarquant que cos a' — cos a n’est autre chose que A cos a , t/x
, , dz
c est-a-dire , A — , lis
dt
sin i >i >i A y, As '
As
Az
En passant à la limite,— devient l’unité, ^devient ce que nous
dx
dr, \s , . ds 1 dz , ,
avons appelé la flexion ou-,- , — devient-,- et — A— 7- est la dérivée ' dt' Az dz Ai ds
dx
ds d’x dx d*s
. . . , . dz , ... dzdz^ dz dz*
jiar rapport a z de la fraction -y—, c est-ii-dirc, ^ ^ ^ . On
dz
a donc
— — ds
/ ds d*x dxd*s\ \Jhd^~Tzd?)
/ds d*u di/d*s\ [jhdU~tzd?)
Comme on a
s\* /dx\* /dii\
-{rO
et par suite
dx d*x dij d*ij
dz dz* dz dz*
dz*
KiS
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celle cxpressiuii se Iransfurinc dans la suivaiile :
dr,
ds
/ dx d*g dij d*x V
\jrz'dz*'~Tz~d7y
Uz,
Elle prend une forme Irès simple lorsqu’on choisit l’are s pour variable indépendante, au lieu de l’ordonnée z, comme au N" 83. La flexion, en prenant t pour variable indépendante, devient d’abord
— ds
et en remplaçant t par s, en ayant égard aux éijua'ions
/dx d*,J
dy d*x\*
(dyd*z
dzd*;jY^,
/ dz d*x
dx d*z-V
\dt dt*
~ (it dt*J
\dt dt*
dtdt*J '
[di dî*'
”(77 di*J
/ds\'‘
\dt)
/ dx\^ / dij\' / dz'Ÿ ftx' r/*x dij d-ij dz d*z
\ds) ^ \rf.s/ ^\ds) ’ ds ds*'*' ds ds* ds ds*
on trouve enfin ,
dr, //d*x\* /d*>i\* /'d*z\*
Ts~ V \d?) \dt*) wj ■
Quand on se place au point de vue des infiniment petits, on appelle angle de courbure, l’angle infiniment petit dr, formé par deux tangentes consécutives. Il mesure la flexion qu’il a fallu faire subir à
l’une des tangentes pour la plier suivant la tangente conséeulive. C’est
tlTi
pour cette raison que le rapport — a cté appelé flexion. La valeur de
cet angle est
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Pour une courbe plane renfermée dans le plan îles XY, l'expression de la flexion devient
dr, I f/s ds
parce qu’il faut foire et en remarquant que l’on a
ds
dx
dx
ds
eette équation prend la forme d}y dx dr, rfx* ds
ds
dx*
et en tenant eompte de l’expression du rayon de courbure p dans les courbes planes, il vient
dr, i ds P
On voit par là que dans les courbes planes, la limite à laquelle nous venons de donner le nom de flexion, représente l’unité divisée par le rayon de courbure ou le rayon de courbure inverse.
8b. Courbes osculatrices. Cercle osculateur. — On dit que deux courbes dans l’espace sont osculatrices de l’ordre n — 1, lorsque deux des projections de ces courbes dans deux des trois plans coordonnés sont cllcs-méincs des osculatrices de cet ordre, c’est-à-dire, lorsque les deux courbes ayant un point commun, ont en outre les dérivées
dx d*x
Jz dl*'
dz'
dz'
dz*'
» (N" 53) égales de part et
d’autre. Il est visible que si ces égalités ont lieu pour deux projections, elles existeront aussi pour la troisième, puisque les formules pour le cliaiigemcnt de la variable indépendante donnent
dy dx d*y dy d*x
dy dz d*y dz dz* dz dz*
dx dx ' dx*
Tz
•Il
dx*
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et que les dérivées contenues dans les seconds membres, dérivées qui se rapportent aux projections dans les plans des XZ et YZ, ne peuvent être égales dans les deux courbes sans entraîner l'égalité des dérivées des premiers membres, lesquelles se rapportent aux projections dans le plan des .\Y. Il est visible aussi que si les projections dans les plans des XZ et YZ n'étaient pas des osculatriccs du même ordre, le plus
dij d*ÿ
petit des deux indiquerait le nombre des dérivées -p > qui
dx dx'
seraient égales, c'est-à-dire, l'ordre de contact des projections dans le plan des XY.
Il suit de là que, des trois projections d'une courbe et de son osculatricc en un point donné, il y en a toujours deux qui ont un contact du même ordre, la troisième ne pouvant avoir qu'un contact du même ordre ou d'un ordre supérieur. C'est le premier qui désigne l’ordre du contact des deux courbes de l’espace. Il suit aussi de ce qu'on a vu au N" 54-, que pour deux osculatriccs d’ordre différent en un même point d’une courbe, celle qui est de l’ordre le plus élevé a deux de scs projections plus rapprochées que l’autre des deux projections de la courbe donnée, ce qui ne peut avoir lieu sans que celle-ci soit dans l’espace plus rapprochée de la première osculatricc que de la seconde; car si on prend sur cette courbe et sur l’une des osculatriccs qu’on suppose de l’ordre n — 1 , deux points voisins du point de contact, le carré de lu distance est égal à la somme des carrés de ses trois projections, projections dont deux au moins sont des infiniment petits de l’ordre n — 1, la troisième ne pouvant être, d’après ce qu’on vient de voir, qu’un infiuimcnt petit du même ordre ou d’un ordre plus élevé et par conséquent négligeable. La distance de l’espace est donc aussi un infiniment petit de l’ordre n — 1.
Ceci posé, prenons pour courbe osculatrice, le cercle et proposonsnous de déterminer son rayon et sa position, de manière à le rendre osculateur en un point (r, y, z) d’une courbe. Ce cercle est donné par deux équations de la forme
la première exprimant que tous scs points sont à une distance constante P du centre (a, p, y), et la seconde, que le cercle est renfermé dans un certain plan passant par le centre («,p, y). Les coellicieiils a et h qui fixent rinclinaison de ce plan sur les axes, sont des constantes
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inconnues. On voit qnc ces équations renferment six constantes, a, p y, p, a, b, dont on peut disposer pour rendre oscillateur le cerele précédent, e’est-à-dire , pour faire en sorte que les deux courbes aient un
, dx du d^x d*y
point commun (x, y, ;) et que les quatre dérivées ^ J
soient égales dans les équations de la eourbe et du cercle. Si x — fz, y=zFz sont les deux équations de la courbe, ces dérivées auront pour valeur fz, fz, F'z, F"z et la première condition donne lieu aux équations suivantes :
[fz-.y -H (Fz-py + {z~yy = y (Jz — a) O -t- [Fz — P) 6 -t- S — 7 = 0.
Eu dérivant deux fois la seconde, on est conduit aux deux équations afz + bF'z + 1=0, afz bF"z = 0.
On tire de là les valeurs des deux eonstantes inconnues a et b,
F”z _ fz
“ F'z fz fz F”z ’ fz F" Z F'zfz '
Les valeurs de ces deux coclTicients qui fixent la direction du plan du cercle osculateur, sont les mêmes que celles des quantités analogues trouvées pour le plan que nous avons apjielé osculateur (N"82J; le plan du cercle osculateur se confond donc avec ce dernier.
86. Rayon de courbure. Centre de courbure. — Les valeurs de a, p, f et f> pourraient être obtenues de la même manière, eu dérivant deux fois la première dos équations du cercle; mais on y arrive plus |iromptcnicut coiiinic il suit : remarquons d’abord que la llcxion est la même dans la courbe donnée et dans le cercle osculateur, puisqu'il
n’entre dans l’expression générale de -j- (voir (I) du N“ 84) que des
dérivées des deux premiers ordres, dérivées qui sont égales dans les deux courbes; or, on a vu (lin du N" 84) que dans une courbe plane
dy} 1
cl pur conséquent dans le cercle osculateur, la limite -^estégaleà - ;
ns P
4 _ dr,
on a donc, en égalant -à l’expression de — > les dérivées étant prises dans les équations de la courbe,
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Le rnyon p mené au point de contact est appelé rayon de courbure. Sa ilirection est renrerinée dans le pion osculaleur et de plus il est nonnul ù la courbe, car les deux équations
appartiennent à la tangente à la courbe ou a la tangente au cercle
osculateur, suivant que les dérivées — d-i^sont tirées des équations
dz dz
de la courbe ou des équations du cercle, et comme ces dérivées sont égales de part et d’autre, il en résulte que ces deux tangentes coïncident et que par conséquent le rayon de courbure, normal au cercle, l’est aussi ù la courbe. Le rayon de courbure étant ù la fois nonnul ù la courbe et rcnfernié dans le plan oseulaleiir, est dirigé suivant la normale principale dont on a trouvé les équations (N» 85). Les angles >, pi, V que forme le rayon de courbure avec les axes, sont donc donnés par les formules
cos > ■
cos (A •
ds^
//d*xY /d*yY /d^zY
V (jhO ^ (ji?) \JÎ?)
valeurs que l’on peut encore écrire sous cette forme.
cos O -r-r , cos U = P -r-4 J cos ï = P
figi
Kniin les coordonnées (a. S, y) du centre de courbure s’obtiennent par
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la considcration que les projections du rayon de courbure o sur les axes sont données par
P cos À, P cos pt, P cos V
et que CCS projections sont égales à
* — X, P — IJ, y — Z.
En égalant ces deux valeurs, on trouve
87. Equations du lieu géométrique des centres de courbure. — Les équations du lieu géométrique des centres de courbure s’obtiennent en éliminant (x, ty, z) entre les trois équations qui donnent les valeurs de (a, p, y) et les deux équations de la courbe. Les deux équations en (a, p, y) que l’on trouvera, sont les équations du lieu géométrique. Les rayons de courbure successifs étant renfermés dans des plans dilTércuts, il est visible que deux rayons de courbure consécutifs ne se rencontrent pas, et par conséquent, ne sauraient être des tangentes à cette courbe, ainsi que cela a lieu pour les développées des courbes planes. Le lieu géométrique des centres de courbure ne saurait donc avoir des propriétés analogues à celles des dévelop|)écs des courbes planes. Aussi dans les courbes à double courbure donne-t-on ce nom à des lignes essentiellement différentes et dont il sera question plus loin (N“ 89).
88. Axe pour un point donné d’une courbe. Surface des axes. Arête de rebroussement. — On appelle axe d’une courbe pour un point donné, la perpendiculaire élevée sur le plan osculatcur au centre de courbure. Les équations de cette droite se trouvent facilement, puisqu’on connaît l’équation du plan oscillateur (N° 85) et les coordonnées du centre de courbure. En représentant par (x', g', s') scs coordonnées courantes et en laissant à [a, p, y) leur signification precedente, on trouve pour les équations de cette droite
""'ydldl^ dldl*) ''Kdtdl^ dtdt^J
/ dy d*x dx d-g\ _ i
'\dtdt* dtdiy "''\dnlt^ lüiliy
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dans lesquelles il faut remplacer (a, p, y) par leur valeur en z trouvée plus haut (N° 87). Elles prennent alors la forme suivante, en posant l — s,
(x' - xl - ( z' - r 1 ^ ,
\ds ds^ dsds^J ~ \ds ds* dsds'J dx
lu'—iA
•''\dsds* dsds*J ' '\dsds' dsds^J ds'
On peut aussi considérer l’axe que quelques auteurs nomment droite polaire, comme étant l’intersection de deux plans normaux consécutifs, et par conséquent, eomnic étant le lieu géométrique des centres de toutes les sphères que l’on peut faire passer par trois points consécutifs de la courbe.
L’ensemble des axes correspondant à tous les points d'une courbe forme une surface que l’on nomme surface des axes ou surface polaire. On peut la considérer comme engendrée par un axe assujetti à se mouvoir suivant une loi déterminée qui dépend de la forme de la courbe donnée. Cette surface est donc réglée. Elle est de plus développable, c’est-à-dire, qu’elle peut être développée dans un plan sans rupture ni duplicature, ce qui exige que deux génératrices consécutives soient renfermées dans un même plan cl viennent par conséquent SC couper, cc qui a lieu en effet, car si l’on considère trois plans normaux consécutifs, il est clair que le ])hin intermédiaire sera coupé par le premier cl par le troisième suivant deux droites c|ui seront deux axes successifs. Ces axes par leurs intersections deux à deux déterminent une courbe à double courbure que l’on nomme arête de rebroussement de la surface développable. Il est facile de rceonnaitre que les plans normaux sont tous tangents à la surface des axes; car en considérant trois plans normaux consécutifs, le plan intermédiaire renfermera, comme on vient de le voir, l’élément de la surface des axes compris entre deux axes consécutifs, et pourra par conséquent, être considéré comme le prolongement en tous sens de cet élément; or, de même qu’une tangente à une courbe est considérée comme le ])rolongcment d’un élément de la courbe, de même on doit considérer les plans tangents à une surface développable comme le prolongement de scs éléments superficiels.
Un raisonnement semblable servirait à prouver que tous les axes ou
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toutes le» géncratriccs <le lu surface dévcloppnlilc sont tangents à l'arête de rchrousscmcnl.
L’equalioii de la surface des axes peut être obtenue dans chaque cas, en êlimiiiunt (x, y, :) entre les deux équations de l’axe et les deux équations de lu courbe à double courbure. La relation entre (x', y', z'} que l'on obtiendra, sera l’équatiuii chercbcc.
Les équations finies de l’arête de rebroussement s’obtiennent en remarquant que, puisque les axes successifs sont tangents à cette courbe, les projections des axes sont aussi des tangentes aux projections de la courbe; d’où il suit que les projections de l’arête ne sont antre chose que les courbes enveloppes de toutes les projections des axes. Les équations jiourrunl donc être trouvées pur la théorie des courbes enveloppes.
Quand on connaît l’équation de la surface des axes, il suffit de chercher l’une des équations de l’arête, puisque celle-ci est contenue dans la surface.
La théorie des surfaces enveloppes conduirait également à l’équation de la surface des axes, puisque celle-ci est tangente à tous les plans normaux.
89. Développée d’une courbe gauche. Son égualion. Ses propriétés. — Si l’on conçoit un fil inextensible constamment tendu, s’enroulant sur la surface des axes, en s’appuyant sur la courbe de l’espace, la ligne suivant laquelle ce fil s’y enroulera, prend le nom de développée. Comme la dévclo|)péc est renfermée dans la surface des axes, l’équation de cette dernière est une des équations de la développée. La seconde s’obtient par la remarque, qu’il résulte du mode de génération, que toute tangente à la développée étant représentée par la partie rectiligne du fil, rencontre la courbe à double courbure. Si donc (x,y, ejsonl les coordonnées d’un point de la développée, (a, ^,7) celles du point correspondant dans la courbe de l’espace, et (j/, y', t'), les coordonnées courantes de la tangente; comme les équations d’une tangente en (x, y, z) sont
on aura, en remplaçant (x*, y', z') par (a, p, y),
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et il suflira d’éliminer (*,, S, 7) entre ces deux dernières et les deux équations de la courbe de l’espace, pour avoir une relation entre (x, y, z) qui sera la seconde, éipiation cliercbéc de la développée. Il est
, . dx du
vrai que cette relation, contenant - - et-p 1
dz dz
se présente sous forme
dilTércnticlle; mais le Ciilcul intégral apprend à remonter de là à l’équation finie.
Remarquons qu’il résulte aussi du mode de génération, 1“ que le nombre de développées pour une courbe à double courbure ou pour une courlic plane est infini, puisque la position initiale du fil est iiidéterniiiiée. 2“ La partie rectiligne du fil, comprise entre la développée et la courbe de l’espace, estconstaiiiiiicnt normale à cette dernière, puisque, si l’on mène au point où se termine le CI, un plan normal ù la courbe à double courbure, comme celui-ci est tangent à la surface des axes, il doit contenir toutes les tangentes menées de ce point à la surface des axes et par conséquent le fil rectiligne, ô" Le point du fil qui s’appuie sur la courbe de l’espace pendant qu’il se déroule de la développée, est toujours le même; en effet, concevons le fil dans une quelconque de ses positions et désignons par 0 le point où la partie rectiligne touclic la développée et par m, le point où elle se termine sur la courbe à double courbure. Déroulons infminicnt peu le fil enroulé sur la développée et supposons que l'extrémité m, nu lieu de décrire, un petit arc mm’ de la courbe de l’espace, décrive un petit arc mm" différent de mm'. L’arc mm" pouvant être considéré, à la limite, comiiie décrit du centre 0, est situé sur une spbèrc ayant son centre en ce point; le fil om" est donc normal en m" à l’arc mm". On a vu, d’autre part, que ce mèuic fil est normal en iii'à réléiiiciit mm’, ce qui ne peut avoir lieu que si les points m' et m" se confondent. La courbe décrite par le point m se cniifond donc avec la courbe de l’espace.
EiiUn, puisque la forme qu’affecte la développée est duc à la tension du fil, il est évident que la longueur de la courbe tracée sur la surface des axes, est la plus courte possible entre deux quelconques de scs points. D’où il suit que si on développe dans un plan la surface des axes, les dévclojqiées se rabattront suivant des lignes droites, qui sont, en effet, les plus courtes qu’on jiuissc tracer dans un plan entre deux points donnés.
flO. Torsion d'une courbe. Condition pour qu'une courbe soit jilane. On appelle torsion d’une courbe la limite du rapport de l’angle formé par deux jilans osculatcurs, à l’arc de courbe qui sépare les deux
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points de contact, ou la valeur de ee rapport lorsque l’are s’évanouit. L’équation du pian oscillateur au point de la courbe (x, y, z), élant de la rorinc
dp dz‘ '*■ V/- dz* dzdz*)~ '
celle du plan osculalcur au point (x Ax, y Xy, z A;) est
/ dx dx\ / d‘x d*jc\n
en désignant par A
les accroissements des
fonclions^j quand on v change z en r -t- A:. Mettons ees
dz dz^
deux équations sous la forme
(x' — X — Ai) (A' -4- A.V) ^{y' —y — \y) ( Y AV)
+ {z' — z— iz) {Z -4- AZ) -= (I.
L’angle £ formé par ces deux plans est
A' (A' -4- aA’) -4- )■ ()' -4- AV) -4- Z (Z -4- AZ)
eos £ ■■
l/x* -4- )■* -4- Z^ (/(A i A.V')‘ [Y -4- A)')» -4- (Z -4- AZ)Î
d’où l’on lire
sin- ‘ ^ z*J[[x -4- aa)^ s-^)- -4- A17 -4- (z + az)*]' ’
Avant de passer à la limite, écrivons celte valeur de la manière suivante, en désignant par A.s l’are qui sépare les deux points de la courbe.
(A’i -4- -4- Z‘)[(A' 4- aA')=-4. (V I- A>')=-4- (Z -e AZ)’] —
CIIAI'lTIll: IV.
.Si maintenant on rapproche inilcfiniincnl les deux points et si on remarque que, quand àz s’évanouit, les rapports
A.V A}' àZ As sin £
Ar At A: A: £
deviennent
d.\ (JY ilZ ds . ,
~7~’ ~r ’ —r’ T> et 1 unité, dz dz dz dz
on trouve, en désignant par ^ la valeur ilu rapport^:! la limite et en observant que A.V, A>’, AZ sont nuis,
’j\* y dz dz J \ dz dz J \ dz dz J
|)iiis remplaçant A', Y, Z par leur valeur, on trouve pour la torsion
f/*x fi'y d'y d-’x de dz' dz^ dz' dz'^
d'x\' /d'y\' /dyd'x dxd'y\'
ik' dT'~dz dz')
Cette expression prend une forme symétrique si, au lieu de traiter z comme variable indépendante, on considère (x,y,z) comme fonctions d’une nouvelle variable 1; on trouve alors, en remar(|iiant que le
dénominateur est égal h
j f/x (IH __ (I^z ^ ^ d^x d^x d^z
dÿ /ds\(^[dt\dt* dt^ dt^ dt^J dl\dt*dt^ dl^ dl^
^ rf; / d'x (ky d'y (kx
'dt^ J]
dt\dt' dl^ dl
Quand on prend de nouveau z pour variable indépendante, cette expression devient
dî
cë)
(/.s\“ \dz' d
d:' dz^ J
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La qunntilü Jz qui, dans In tlu-uric des inriniinciil petits, est l'angle formé par deux plans osculuteurs séparés par réléincnl du cuurlie ds, se iiominc angle de torsion ou angle de seconde courbure.
On déduit de cette valeur de la torsion d’une courbe, la condition nécessaire pour <pie celle-ci soit plane. H faut, eu effet, que tous les plans oscillateurs se coiirondcnl et par consé(|iient que dî suit nul pour toute valeur de :, ce qui exige que réqiiatioii
dz' dz^ dz^ dï*
soit satisfaite identiquement, c’est-à-dire, pour toute valeur de z. .Si Z ne disparaissait pas de l’équation, eclle-ci servirait à trouver le point de la courbe où la torsion est nulle. Il est visible que lorsque la courbe est plane, l’éqiiulioii du plan oscillateur en un point quelconque devient l’équation du plan de la courbe.
Comme les axes successifs d’une courbe donnée sont normaux aux plans oseulaleurs successifs, les angles formés par ces axes sont égaux aux angles formés par les plans oseulaleurs. D’un autre côté, les plans normaux successifs étant perpendiculaires aux éléments de la courbe, les angles qu’ils formeiil entre eux sont égaux aux angles de courbure de celle-ci, et comme ces plans normaux sc confondent avec les faces successives de la surface développable, faces qui cnntiennent chacune deux élénients de l’aréte île rcbronsscincnl, il est visible que ces plans normaux successifs ne sont autre chose que les plans oseulaleurs successifs de l’arête de rebroussement. Il existe donc entre une courbe donnée et l’arêlc de rebroussement de sa surface polaire, celle relation que les angles de courbure de la première sont égaux aux angles de torsion de la seconde, tandis que les angles de courbure de celle-ci sont égaux aux angles de torsion de la première. . Il suit de là que si on traite l’arèlc de rebroussement comme on a traité la courbe donnée et qu’oii détermine sa surface polaire et par suite, l’arétc de rebroussement de eelle-ci, cette seconde arête aura scs angles de courbure et de torsion égaux aux angles de torsion et de courbure de la première arête. D’où il résulte qnc la courbe donnée cl la seconde arête de rebroussement ont les méincs angles de courbure cl les mêmes angles de torsion.
IM. Applications à l'hélice. — Appliquons celte théorie à Vhélice, c’est-à-dire, à la courbe tracée sur un cjlimlre droit à base circulaire, qui coupe toutes les génératrices sous un angle constant ou dont
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toutes les tangentes sont également inclinées sur la Iwse du eylindre. Clierelions d'abord les équations de eette courbe, en prenant pour origine des coordonnées, le centre de la base du cylindre et pour axe des Z, sou axe. Comme la courbe est tracée sur la surface, elle a jiour projection des XY la base iiiéme du cylindre; une des équations de rbélicc est donc, r étant le rayon de la base,
Pour trouver les autres équations, remarquons que si on développe la surface convexe du cylindre, elle formera un rectangle A'B'C'D' (lig. 23) et l’hélice AC deviendra l’oblique A'a, puisque les tangentes aux dilTércuts points de la courbe étant également inclinées sur les génératrices du cylindre, devront a|>rès le développement, faire des angles égaux avec des parallèles à A'D' et par conséquent se confondre toutes dans une même droite A'a. Une ordonnée mn de rbélicc sur la surface du cylindre, deviendra donc l’ordonnée m'n' de l’oblique A'a et l’arc de cercle A« deviendra A'«'; or, le triangle rectangle A'in'n' donne
m'n' = A'n' tang «l'A'n' = A» tang » = a. A«, d’où An= — »
V étant l’angle constant m' A' n' et a sa tangente. D’un autre côté, si on désigne par (x, y, z) les trois coordonnées du point m de l’iiélicc, c’est-à-dire, Op, pn, tnn et par u l’arc de cercle An, on trouvera facilement, en suivant la même marche qu’au commencement du N“ 61 , c’est-à-dire, en considérant à part, la base du cylindre (lig. 23'’*'*), et décrivant du point O comme centre avec un rayon égal à l’unité, le cercle aJ3,
. M If
r siii - ) pn = t/ ==s r cos — >
oii hicn, ù cause de «=-> cüininc on vient de le voir, a
X — r sin — , V = r cos —
«r ar
Ccsdeuxéquations cn(x, ly, :) appartiennent aux projections de l’hélice sur les plans des .\Z et des YZ.
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.Le triangle rectangle ilonne pour a ou laiigi) la '****^*'*'^<]ÿ
c'est-à-dire^- > en désignant par p la distance aB' <pic 1 ou nomnic 2n-r
pas de l'hélice. On déduit des deux dernières équations,
dx 1 : dij
dz U ar az
I sin — )
a ar
u’r ar
COS — 5 - — r-; cos — »
ar dz
— — -sin — u’r* ar
En substituant, on trouve : 1° équations de la tangente
cos~ (:' -Z), y' -y = sin {z' - .-),
ou bien
2" équation du plan normal
(x' — x) cos— — (y' — y) sin 1- a (z' — z) = O,
ar
ou bien
5" Dérivée de ta courbe
ds f\ -t- a^ I dz y/ U* sin V
4” Angles que forme la tangente avec les axes
eus 0 =
eos—
ar y ■
— eos r, eos b' = — — _r — eos e,
cosO".= -
fl
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Celte troisième équation constate que la tangente l'ail avec l’axe tics Z un angle invariable, ce qui résulte, du reste, de la dérinilion de celle courbe.
îi" Equation du plan osculateur
(j/ — x) O cos ((/ — I/) n sin — i) = <•,
' ' ar ar ^
ou bien
Un en conclut que ce plan fait avec la base du cylindre un angle invariable ayant a pour tangente.
C“ Equations de la normale principale
z’ — Z et y' — y = eot — Ix' — x),
(ir
ou bien
z' = Z et 1/x/ — xy' = 0.
La première équation apprend que cette normale principale est parallèle ù la base du cylindre, et la seconde, qu’elle rencontre toujours son axe.
7" Valeur de la flexion ou de l’angle de courbure
dv) cos'o ds
-— = ^ ou 07) = — cos’o.
ds r r
On voit que la courbure est invariable.
8° Itauon de courbure
9* Angles formés par le rayon de courbure avec les axes
cos À = — sin — == ) eos a = — cos — = — — > cos v = 0.
ar r ar r
La dernière exprime que le rayon de courbure est toujours perpen diculuire à l’axe du cylindre.
10“ Coordonnées du centre de courbure
a = x — sin— = — u*x, 3 = y 1- cos — = — n-y,
cos'o ar cos*l> ar
C.MCl'L niKKÏIIE.''iTIKL
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1 1“ Equations de la ligne des centres de roiirlturc
a* -t- S’ = a*r*, a = — a*c sin — » 6 = — a*r eus — •
«r . ar
On voit que ccUc courbe est une hélico, avant le même axe que la première, et tracée sur un cylindre dont le rayon est a’r. Dans cette nouvelle hélice, l’inclinaison constante des tangentes sur la base du cylindre est le complément de l’angle r, et le pas de vis qui, dans fa première, est égal à '2unr, conserve cette même valeur. On reconnaît aussi que le lieu des centres de courbure de cette dernière hélice n’est autre que l’hélicc primitive.
12* Equations de l’axe de la courbe au point (x, y, z)
XX H- yy = - a*»-* (2)
13“ Equation de la surface des axes
Pour obtenir cette équation, on résout par rapport à x et t/, les deux équations x* -h y* = r* et (2); on substitue les valeurs dans (1),
puis tirant les valeurs de z, on les substitue dans x = rsin — i
ar
y — r cos — et les valeurs obtenues ainsi pour x et y sont introduites ar
dans (2).
Dans celte équation de la surface des axes, le signe moins répond au cas où l'bélice tourne de gauche h droite comme dans la ligure. Si l'hélice tournait de droite à gauche, l’inclinaison v des tangentes sur la base serait un angle obtus; a changerait donc de signe et l’on prendrait le signe plus du radical.
H” Equations de l'arête de rebroussement
x'* O- u'* = u*r- et x' sin 1- y' cos — = — a-r
ar ^ or
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iiii liicii
' — — a*r sin—» v' — — n*rcos — >
ar •' ar
qui SC confond avec l’Iiélice trouvée sous le N“ il", pour le lieu des centres de courbure. Ces dernières équations se trouvent fort simplement, en combinant l’équation de la surface des axes avec l’équation de la courbe enveloppe de toutes les projections XY de l’axe, représentées par la seconde des équations (1:2") mise sous la forme
l' sin — -H «/ cos -^ = — a*r.
ar ar
iîi" Torsion et angle de torsion
- ens’» — r
sin 2v 2r
et
, fis ■ -
dt — — sin 2r.
92. Applications à l’hélice conique. — Considérons encore l’/iélice conique, c’cst-à-dire, la courbe tracée sur une surface conique droite à base circulaire, de manière que les touchantes aient une inclinaison constante sur les génératrices ou sur la base. En désignant par /, r, v la hauteur du cône, le rayon de la base et l'inclinaison des touchantes sur la hase, les deux équations de cette courbe sont
la première exprimant que la courbe est située sur la surface conique, et la seconde, que rinclinaison des tangentes sur le plan des .XY est égale à l’angle constant r. En diiïércnciant la première et en faisant.
pour abréger, suix'ante(*).
k == \ / — cot*c — 1 , ces équations prennent la forme dx kg — X dy y -t- kx
dz l — z’ dz'
(’) On trouve pour — cl — «leux .systèmes de valeurs, répondant aux deux va- <lz dz
leurs de k. Celles-ci conviennent quand la spirale tourne, eoinine dans la ligure, de gauelie à droite. Si elle tournait de droite à gauelie, k changerait de signe, parce que dans In valeur trouvée plus bas, t devient obtus et tang ( devient négatif.
On lire de là
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_ i.y fi'y _,x — h
thJ ■■ (/-:)*’ d'j (/-:)»’
dz^
= Jt(l -4- A-*)
Soient M (fîg. 24] un point de rhélice, OC la génératrice du cAnc qui passe por ce point, MT une tangente à la courbe et MP une pcr(>cndicnlairc sur le rayon AC. Si l’on conçoit une sphère décrite du point M comme centre, avec un rayon quelconque, elle sera coupée par les trois faces de l’angle triedre M suivant le triangle sphérique abc rectangle en a, qui fournit la relation
cos 6c = cos ac cos ab c’est-à-dire , sin c = cos a eos t,
où l’on désigne par a l’angle au sommet du cène, et par t l’angle constant que font les tangentes avec les génératrices. Au moyen de
ccHc relation la valeur de k devient, en observant que - = cot a,
k = ^cot* (i cot* V — 1 —
cos’ « cos’ 0
• sin’ a siii’ V
sin a sin v
(/cos* O — sin* 0 tang t sin a sin u sin a
Le triangle sphérique o6c donne aussi tang aM6 = sin «Mc tang c,
, tang ( ,
d ou 1 on lire encore . ■ = tang TPC — k.
sin a
Cela posé, on trouve : 1° Dérivée de l’are
ds 1 dz sin V
On conclut de là que l’arc s est égal à — ou à la longueur de la ' ” sin ü
Inngcnic.
2” Équation du plan osculateur au point (x, y, z)
— j) (i — ky) -t- (y' -y){y-t- kx) + (s' — î) (< — s) cot’ e = 0.
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k CÜS* V
X lang’ V,
k cos* V
■ y tang* V, y =, Z.
7" Équations du lieu géométrique des centres de courbure
. , 1 -4- k* sin* IV ,
“ ^ = lang* a - (/ - v)S
f/a a -4- k^ dp ka — p
rf^/^"TT7’ T/=T-7‘
Ces deux équations sc présentent sous forme diffcrenlielle ; niais on verra plus loin, dans le calcul intégral, les équations finies qui tiennent lieu de celles-ci.
8“ Torsion de la courbe
de sin v ds r [l — z)
j/ /* cos* f — r* sin*
sin I siii r lung t' tang a />
On conclut de ces cfpiations, 1“ que le plan osculalcur fait avec Taxe du cône un angle invariable égal à v, 2“ i|uc les rayons de coiiihurc sont parallèles à la base du cône, et 3” que le lieu des centres de courbure est une hélice eoiiiquc tracée sur un cône ayant nièiiic hauteur/
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que le premier cl dans lequel test reiiiplaeée par — k, c’csl-à-dire ,
tang t tang I' lang ( — ...
par ; — , t et a étant pour ce dernier roue
üin U sin a sin u
ec que sont t et a pour le premier.
L’inclinuisoii ronslanle v/ des louc/ianles sur la base du cône, déduite de l’équation
est donnée par
sin v' = |/cos* o — sin* u = sin I eos a.
10” Le raijonr'de ta base est représenté par le cocflicicnt ^ -^dans
la valeur de l’équation du lieu des centres, comme le
rayon r est le coeflicient de ^ '*'*'** valeur de j/i’ t/*
donnée par l’éipiation de l’Iiélicc primitive. On trouve en partant de là,
/ tang O /■-■ tang r
r' = ^ 1/ 1 -L- k- sin* r = r , •
fc eos- U tang B
11” L'angle au sommet a' est donné par
tanga =y
, r" tang a tang V r (/sin- o h- sin* u
"ki~ “■
tang v'
sin a cos u
12” L’inclinaison constante l' des touchantes sur les génératrices est déterminée par l’une ou l’autre des relations
tong t tang( — t')
, sin II' == eos o' eos { — t').
le signe négatif de (' indiquant que les inclinaisons { et l' sur les génératrices sont en sens inverse.
13" La projection de l’hélice conique sur la base du cône est une spirale logarithmique , ayant pour équation polaire
/{ rc * .
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14" La suiTucc convexe liu eone cUnt nihattuc dans un plan, l'héliec conique formera aussi une spirale logarithmique, ayant pour équation
O, - »)' COI I
n =- — e sin a
lli" Les pas de l’hélice le long d’une génératrice diminuent en jirugression géométrique et les spires comptées jusqu’au sommet sont en nombre infini.
16" Le lieu géométrique des pieds des tangentes est la dévclopjinntc de la spirale logarithmique, suivant laquelle se projette l’hélice sur la base du edne.
On verra dans le calcul intégral (\° 1101) que les équations finies de l’hélice conique sont
a: = ^ (/ — z) sin I log |. V = ~ ') cos | log |-
En faisant / infini, et par conséquent a nul dans ces expressions, un transforme le cône en cylindre et on retrouve toutes les valeurs relatives à l’hélice cylindrique.
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Principes rondamenlaux du calcul diiïcrctilitd étendus ouv fonctions de plusieurs variables indépendantes, tb'rivces portielles. — Dérivée totale. — Diffémitielle toUale. — Dérivées partielles des ordres supérieurs. — Dérivées totales des ordres supérieurs. — Différentielles totales des ordres supérieurs. — I/ordre des dérivations successives est indifférent. — Dérivation des fonetiuns implieiies. Equation dérivée totale. — Équations dérivées partielles. — É(|uution différeiiticHc totale. Équations différentielles partielles. — Dérivées des ordres supérieurs, des fonctions implicites.
95. Principes fondamentaux du calcul différentiel étendus aux fonctions de plusieurs variables indépendantes. Dérivées partielles. — Considérons une fonction c.xplicitc de deux variables (x, y) cl posons
Si celle êqualiuti existe seule, on sait (N* 2) que les deux variables x cl y sont iiidépcnduutcs l’uiic de l’autre, en sorte que l’on peut donner il X un accroissement sans l'aire changer y, ou, ce qui revient au même, on peut faire varier x en traitant y comme une constante et réciproquement. On voit donc que la fonction f{x, y) ou z peut varier de trois manières : 1° en donnant à x un accroissement Ax, y ne changeant pas de valeur; 2° en donnant à y seul un accruissement Ay; 3° en faisant prendre simultancmcnl à x et y des accroissements Ax cl Ay. De là résulte la nécessité d’adopter une notation nouvelle (pii rappelle CCS trois espèces d’accroissements. Au lieu d’cnqiloycr des signes particuliers pour les désigner, on est eonveiiu de représenter par
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les accroissements de z provenant 4” d’un aecroissement Ax donné à X, 2" d’un aecroissement Ai/ donné à y, et 5“ de deux accroisscinenis Ac, ^y donnés simultanément à x et y. On voit qne A: a une signiHcation très diiïércnlc dans ces trois expressions, que l’on distingue sullisamnicnt par le dénominateur, et qu’on nomme rcspeelivemenl différence partielle de la fonction relative à x ou à i/ et différence totale. La même distinction est nécessaire si l’on passe aux limites; en effet, on peut avoir à représenter la dérivée de la fonction f{x, y) prise en supposant x variable et y constant et réciproquement, ou en supiiosant x et y tous deux variables. Dans le premier cas, la dérivée
jiar rapport a x sera représentée par-— ^ — =^ou bien — , et la différentielle sera p.ir conséquent ^</x. Dans le second cas, la dérivée
dx
(lar rapport à y sera— et la différentielle de 1a fonction par rapport
h y aura pour expression -^di/. Ce sont là les dérivées partielles et
les différentielles partielles de la fonction.
Les principes posés dans la première partie du calcul différentiel suffisent pour obtenir les valeurs des dérivées partielles d’une fonction de plusieurs variables indépendantes, puisque pendant l’opération, toutes CCS variables moins une doivent être considérées comme
constantes; ainsi on aura pour ï = j/x* — y-, savoir :
dz X ^ dz y
dx |/a;î — y^- dy~ _ ,ji
94. Dérivée totale. — 11 ne nous reste plus qu'à trouver la dérivée totale ou la différentielle totale de la fonction. A cet effet, observons que les variables x cl y ne cesseront pas d’èlrc indépendantes, c’est-à-dire, de varier indépendamment l’iinc de l’autre et de prendre chacune telle valeur que l'on voudra, si l’on considère y comme dépendant de X i>ar une relation telle que le rapport des aecroisscmeiits de X et de y soit arbitraire et que la valeur numérique de y correspondant à une valeur donnée à x soit également arbitraire. Cette double condition est évidemment remplie en posant
y — Ix 0,
; et 0 étant deux constantes arbitraires; car il est visible que le rap-
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port des accroissenicnls de ij el x représeiilé |)ar restera toujours arbitraire, et qu’après avoir donné à æ et à I telle valeur que l’on voudra, on |>uurra disposer de 0 pour faire prendre à y toutes les valeurs possibles. Avec celte restriction, x devient seule variable indépendante el si l’on dérive la fonction
par rapport à cette variable indépendante x, en considérant y comme
fonction de x el en désignant, comme au N" 9, par— (/i, la dérivée totale de f (x, y), c’est-à-dire, la limite du rapport de l’accrnissement total de la fonction, provenant de x et de y, à l’accroissement donné à x, il viendra
f . dz dz dy dz dz ^
(/x ^ * dx~*~ dy (îx dx dy
dans laquelle ? est une conslantc arbitraire. Les deux dérivées
dz
dx
et — dz SC distinguent sulKsammcnt par la manière dont on convient
de les écrire, et ont une signification très difTérenlc qu’il importe de ne |>as confondre. I.a première représente la limite du rapport des accroissements de : et de x lorsque les x explicites varient seuls.
tandis que -j- dz représente la limite du rapport des accroissements
des mêmes variables, lorsque les x explicites et les y considérés comme , fonction de x, prennent des accroissements simultanés. On voit que la dérivée totale d’une fonction de deux variables indépendantes, quoique entièrement déterminée dans sa forme, est cependant indéterminée dans sa valeur, à cause de la présence de
95. Différentielle totale. — Au point de vue des infiniment petits, celle équation s’écrit sous une autre forme. Si on multiplie scs deux membres par dx, il vient
, dy
ou, a cause dc-^^ = ;, dx
I dx
dz
dz , dz
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dans laquelle ^ dx cl~ </i/ sont les diffcronlielles parliellcs de la
l'onclioii par rapport à x et par rapport à y, et dz la dilTérenticlIe totale. On voit donc que la différentieUe totale d’une fonction est égale à la somme de ses différentielles partielles. En reprenant rcxcniplc précédent
il vient
ou liicn
dx
dz:
dz=-
xdx ydij
Si la fonction renfermait plus de deux variables indépendantes, si l'on avait, par exemple,
en représentant par ? et 5" les rapports arbitraires des aceroissements de U et t) à l’accroissement de x, il viendrait
(/x* * t/x"*" dy’ du" dx)' ’
ou bien, en eniployanl les différentielles, dz
dz dz dz dz
— dx -*■ — du -7- du -f- -r-(/i’.
dx dg ■ du dv
!)ti. Dérivées partielles des ordres supérieurs. — Avant de passer à la rcclicrclic des dérivées des ordres supérieurs d’une fonction de
plusieurs variables indépendantes, objervons que ^ étant, en général, une fonction de x et y, on peut se proposer de trouver sa dérivée, soit par rapport à x, soit par rapport ii y, soit par rapport à ees deux variables à la fois. D’après la convention établie plus haut, ees trois
dérivées peuvent être désignées par ■
fi*Z
dy
La première peut s’écrire ainsi -j— , d’après une convention faite
dx*
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au N“ 21. La seconde peut, par analogie, èlrc représcnléc par tl^z
-, — —, qui indique clairement que deux dérivations sont faites sur fix tltj
la fonction z, la première par rapport à jc et l’autre par rapport à ij. Quant à la dérivée totale de nous conserverons la notation précé-
dente. Pour trouver la valeur de cette dernière, il suffit de remplacer
Z par 4^ dans la formule
dx^ ^ dx~*~
car il vient alors
dx * / dx* dxdij
La fonction-^ a aussi trois dérivées distinctes, savoir ;
dx ' dy ’ dx \dy J
Les deux premières, qui sont partielles, peuvent s’écrire d'une manière plus simple, comme il suit :
d*z d*z dydx ’ dy*
Pour ce qui est de la dérivée totale de on conserve la notation
précédente et sa valeur est donnée par l’équation
dx \dy ) dydx dy* ’’
!)7. Dérivées totales des ordres supérieurs. — Il est facile maintenant de trouver la dérivée seconde totale d’une fonction explicite de
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(leux variables in(léj>riulanlcs; car si l’on prend la dérivée totale des lieux membres de l’équation
dz
™ co„vcn.„l d. repre.cn, c, p.r^,l-r I. drri.ée Male dcl.le ou la dérivée seconde totale de z, il viendra
et, en substituant les valeurs trouvées à la fin du numéro précédent,
dx* dx* dxdy dijdx di/*
La dérivée totale troisième, ou — d*x s'obtiendra de la même iiia-
dx’
iiière. En dérivant de nouveau la valeur de eette dérivée seconde, et en représentant par
dx’ dx‘‘dij dxdtj^ dijdxdtj dy^ les dérivées partielles
\dx'J \dx^J \ dxdy J \dydx J
dx
on trouve
dy
<iy
f JJ d'^z d’i _ d'^z , d’z
di** * dx* dxhly’’ dxdydx ^ **" dydx^ ’ dxdy
dydxdy dy*dx^ dy^ ’
et ainsi de suite.
08. Différentielteii totales des ordres supérieurs. — Si l’on adopte
Digilized by Goo^'
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les différentielles, les éqiinlioiis précédentes s’écrivent sous une forme un peu différente. Coniiue la différentielle d’une fotiction est égale au produit de la dérivée par la différentielle de la variable, les différen-
tielles partielles de— par rapport a x cl y sont— dx cl -j-j- dy,
dz d*z d*z
et celles de -.-sont-; — ~dx cl—du. De même, les différentielles dit dudx du*
partielles de—:,— — — etc. par rapporta x et ij sont-— ax, ai/, ux* dxdy ax’ dx-dy
- — — T~dx etc. cl si l’on prend la différentielle totale «les deux meindxdijdx
bres de l’équation
dz dz
dz == - - dx — dy, dx dy
en remarquant que dx et dy peuvent être considérés eoniinc constants, puisque les variables x et y sont toutes deux indépendantes, cl en désignant par d*z la différentielle totale de dz ou la différentielle seconde totale de z, on trouve
(/-: ———dx- —, — — ax dy h — ; — — dx dy -r-di/*.
dx* dxdy dydx dy* •’
En différenciant de la nième manière les deux membres de l’équation précédente, il vient
fl^Z (l^Z tl^Z
d*z—-~dx^ -h -,-77- dx*dy ~——dx*dy h- -- — dxdy*
dx’ dx*du •' dxdiidx dxdy*
(I y dxdy
, , , dy* dx -+- ay’, di/*dx dy*
et ainsi de suite. U est facile de voir qu’on aurait été conduit à ces memes valeurs des différentielles totales secondes, troisièmes etc. en multipliant par dx-, dx’.... les valeurs des dérivées secondes, troisièmes etc. du numéro précédent cl en rem|ilaçant ; par su valeur — -
dx
Réciproquement on remontera des valeurs des différentielles totales à celles des dérivées totales en divisant par dx’, dx’ etc., cl en mcldi/
tant Ç pour -p ■
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!»9. L’ordre des dérivations successives est indifférent. — Les expressions jiréccdcnles d’une dérivée totale d’un certain ordre, ou d’une diirércnliclle totale, prennent une forme plus simple en faisant usage d’un théorème que nous allons démontrer, et qui eonsiste en ce que si l’on prend la dérivée partielle d'une fonction de deux variables indépendantes, par rapport à chacune de ces variables, le résultat sera le même quel que soit l'ordre suivant lequel on effectue cette double opération.
Soit Z ou f (x, y) une fonction donnée de deux variables indcjiendantes x, y. Si l’on donne d’abord à x un accroissement h, le rapport de l’acrroisscmcnt ]>articl de la fonction à celui de la variable sera pour toute valeur de h,
/•[(jc-4-/.), y] — f{x,y)
et si dans ce rapport on donne eusnitc à y un accroissement k, le rapport de raccroisscmcnt de cette dernière fonction à l’accroissement k de la variable y prendra la forme suivante pour toute valeur de k,
hk
Si on commençait par donner à y un accroissement k, ce qui conduirait au rapport
/ [jf. {y k)] — f {x, y) k
et qu’on donnât ensuite ùx un accroissement A, on serait conduit au ra|q)ort suivant :
kh
qui est identiquement le meme que celui obtenu en suivant une
marche inverse. Ces deux fractions représentent évidemment- '•aA
et-
Ax
qui conservent par conséquent des valeurs identiques pour
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toute valeur de Ax et Ay; or, si dans la première on fait d’abord
converger Az vers zéro, clic devient — — - — , et en faisant ensuite
évanouir At/, on trouve-, — , tandis que la seconde fraction, dans dxdij
les mêmes circonstances, devient
dtjdx
; on U dune
Ainsi pour
on trouve
dxdy (hjdx x’ — 2x* ly
d^z 4xiy — t)x* d*z dxdij If' (hjdx
Ce tbéorcme peut être évidemment généralisé et étendu à une fonction
d’un nombre quelconque de variables indépendantes x, y, u, r ,
de sorte que l’on aura, n étant le nombre de variables par ra])[>ort auxquelles on a dérivé.
dxilydiidv dydxdudv dydudxdv.
On voit aussi que si l’on dérive un nombre quelconque de fois, une fonction f{x, y), par rapport à x et t/, le résultat reste le même, de quelque manière que l’on inlervcrlisse l’ordre des dilférenles dérivations; car il résulte de ce qu’on vient de voir, (juc l’on peut, sans rien ebanger au résultat, permuter de toutes les manières, l’ordre de deux opérations successives; ainsi, s’il s’agit de
jllL
dx^dy ’
eu permutant les deux dernières opérations, qui sont deux dérivations
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f'uilcs, la première par rapport à x et la seconde par rapport à y, le résultat devra être désigné par
ilx*dijdx ’
et en permutant 1a seconde et la troisième opération, il vient
dxdydx'‘ ’
et ainsi de suite; un a donc
dx'-'dy Jx^dydx dxdyUx* dydx’’
Kn Taisant usage du théorème qu’on vient de démontrer, les dérivées totales obtenues au X” 'J7, prennent la Tonne
dx‘‘ ' (/x* ^ ” dxdy ' dy^^ ’
1 „ d^z _ d'z , _ dH „
-,-d’: = T-r-+- -'-rrr ’ ■> ; ■
dx^ tlx^ dx*dy dxdy* dy"
Ku généralisant, on trouve
(7x’* dx" l(/x""'dy’ l.:J dx""* dy*'
on bien, en multipliant par dx",
‘lu'
d"z==— dx' ■+■ - dx--'di/ H — — -
dx' I l.i dx" ^di/^
dr
dx’~*dy* -t- etc.
L’analogie entre ee développement et celui de la puissance d’un binôme est remaiapiable.
100. Dérivation des fonctions implicites. Equation dérivée totale. — Passons aux équations contenant implieitcmcnl deux variables indépendantes (x, y] et une variable dépendante z Tonelion implicite des deux autres,
eULCUI. DlFFfcllEJfTItL.
En résolvant crlle équation par rapport à z, on pourrait ohtrnir,
comme on vient de le voir, les valeurs de mais on
dx dx dij
peut aussi trouver ces trois dérivées sans passer par eette résolution souvent impossible. Nous adinettrons encore pour cela entre les variables x et y, la relation
; et 6 étant deux eonstantes arbitraires. De cette manière y devient fonction de x, et z qui était fonction de x et y, ne sera plus qu’une fonction de fonction de x; on aura donc, en dérivant la fonction implicite f{x, y, ï), que nous désignerons pour abréger par f, et en remar-
quant que la dérivée de z doit s’écrire — dz, parce que cette dérivée
dx
est totale, puisque x cl y prennent simultanément leurs accroissements ,
dz dx dx dy "dx ’
1 • ^ ~ nu bien, en remarquant que — est égal a ç.
df i , df df^
Telle est Viqualion dérivée totale de l’équation f—0. On tire de là
L 'IL
t , dx dy .
dx"" J['~d['"
Il dl
qui fait connaître la dérivée totale — rfz de la variable dépendantes,
dérivée dont la valeur est indéterminée, puisqu’elle contient la constante arbitraire
101 . Equations dérivées partielles. — 11 est à remarquer que si l’équation
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avilit été résolue par rapport h z et qu’on eut pris ensuite la dérivée totale, on cul trouvé
I , <lz dz
dx' ' dx~*~ dtj '
cl comme ces deux valeurs de la dérivée totale doivent être les mêmes, il est nécessaire que l’on ait
a 'IL
dz dx dz d>j
dx df ’ dy df '
Tz Tz
équations que nous mettrons sous la forme
'H. il —-0 'IL
dx dz dx ’ dij dz dij
et qui serviront à déterminer les dérivées partielles ^ et de la
variable dépendante z, au moyen des dérivées partielles — > -r
«X dij dz
de la fonction f{x, y, z).
On serait arrivé à ces deux éfiuations d’une manière directe, en
observant ipic, puisque les variables x, y sont indépendantes, une d’elles, y par exemple, peut être traitée comme constante, cl en dérivant la fonction f[x, y, z) ou f par rajiport à x, il vient
'JL^'IL'h
dx dz dx
La seconde équation
'IL^'IL'Ii.
dy dz dy
s’obtient en dérivant par rapport à y. Ces deux équations sont a|)pclécs t'fjiwtions dérivées partielles de l’éipiation f{x, y, r) = O.
Si l’on prend pour exemple
X* + y^ -t- z- — r* == ti.
CALCUL UIFFÉRESTIEL.
on trouve pour équation ilcrivcc totale,
I ■ 4- rfî -4- X -4- «î = 0 ,
nx
d’où l’on tire la valeur de In dérivée totale de partielles,
iç,
et de ses dérivées
dx
X dz
I’ Ty-
102. Équation différentielle totale. Equations différentielles partielles. — En multipliant par dx les deux membres de l’équation dérivée totale
df 1 df df
dz dx dx dy
en remarquant que Çrfx est égal à dy, il vient
^^dz-4-'^rfx-+-ÿrft/ = 0 dz dx dy
qui est Véquation différentielle totale de f(x,y, z) = 0, et par suite.
~lL
dz
qui donne la valeur de la différentielle totale de la variable dépendante Z. Ce seeond membre se compose de deux termes qui sont les différentielles partielles de z par rapport à x et à y. La forme symétrique par rapport aux trois variables, de l’équation différentielle totale de f (x, y, z) = 0, prouve que l’on peut, même après la différenciation, clioisir arbitrairement la variable dépendante; mais cela n’est vrai que pour les équations différentielles premières.
103. Dérivées des ordres supérieurs, des fonctions implicites. — Les
dH d'z d'z
dérivées partielles des ordres supérieurs dans
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iinc équation implicite, se déduisent facilement des valeurs des <lcrivées partielles du premier ordre
ilz dx dz dy
dz dz
puisqu’il suHit de prendre une ou plusieurs fois les dérivées par rap-
port a X ou »/, de -r- ou de >
c’est-à-dire, de
dx
ÛL
dz
if
!îl
dz
qui,
lorsqu’il s’agit de la variable indépendante x, sont des fonctions de x et de Z fonction de x, et lorsqu’il s'agit de la variable indépendante y, sont des fonctions de y et de z fonction de y. Ainsi la dérivée de
par rapport à x étant, d’après ce qu’on a vu (N°
dx
III
dx* dxdz dx
df
cl la dérivée de — par rapport à la même variable x étant aussi
dzdx
AL
dz* "ih'
dx
la dérivée par rapport à x de la fraction —csl, en se rappelant
Tz
la forme de la dérivée d’une fraction.
•IL (AL ^ A\ _ A (jAL^ al a \
d*z dz\dx* dxdz dxj dx\dzdx dz*dxj
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Si l'on remplace -j^ par sa valeur, en remarquant que dx
didz dzdx ’
celle expression devient
dx* \ d:
d*f df df ^ d*f /df\*
dz dz* \dx J
dxdz dx
On trouvera de la même manière les valeurs de -j-, , — j- cl des
di/* dxdtj
autres dérivées partielles de la variable dépendante z. Quant à la dérivée totale du deuxième ordre de la variable dépendante z, dérivée que l’on est convenu de représenter pur
on l’obtiendra en remplaçant , — — et - — — par leur valeur
dx- dtj* dxdij *
précédente, dans les équations trouvées N“ 1)9.
CHAPITRE VI
A|iplicntiniis aiiiilyti(|U('« dfs priiiclprs »ii cliapilro V. KxU'ii<.ioii du lliourrnir
de Tajloi- aux fonctions de deux varialdes. Extension du tliéoiènie de Muelaurin. — Maximum et minimum des fonctions de deux variables indépeiidantos- Applications.
104. Extension du théorème de Taylor aux fonctions de deux variables. Extension du théorème de Maclaurin. — Le théorème de Taylor peut être étendu aux fonctions de deux vari.ibics indépcn<lanles et servir ù développer de semblables fonctions suivant les ptiissances ascendantes des accroissements de ces variables ; en effet, quoique les variables x et 1/ soient indépendantes dans f {x, y), on peut, comme un l’a déjà fait plusieurs fuis, admettre qu’il existe entre elles la relation
potirvti que ^ et 0 soient des quantités d’une valeur entièrement arbitraire, que nous supposerons constantes; alors t/ devient fonction de X et f(x, y) sera une fonction de fonction de la seule variable indépendante X, et si l’on désigne, comme précédemment, par
(fi*
dx
d^f, etc.
les dérivées totales de f{x, y) prises non-seulement par rapport aux x explicites, mais cneore par rapport aux i contenus implicitement dans y, il viendra, en remarquant qu’un accroissement /» donné à x
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fail prendre à tj un accroissement Ih que nous désignci'ons par k,
mais on a vu (N" 9!)) que
dx ' dx dy ” dx* * dx* dx dy ’ dy* ’
on a donc, en substituant,
flx^l,,y^k)=f{x,y)-.(^l-.f^l^^
/(/"/"{x -4- O/l, ÿ -4- OA) n (/"/'(x-4- 0/j, 4/ -4- OA) , \ II’
^ dx’ T dx" 'tly ’ J
cl Cl) remplaçant $ par sa valeur pCt désignant comme on l’a fait au
(N-24), par/-'"’ .
' dx^dy’
rl»l
/■,. (X -t- 0/,, y -4- OA) ^ ^ ^
■if,' 1 ,(x + 6/i, V -4- OA') h etc.
qui est la formule cherchée. II est visible qu’elle pourrait être généralisée et étendue aux fonctions d’un nomhrc quelconque de variables. Si dans ectle formule ou fail x cl y nuis et qu’on remplace ensuite
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h et k par x et y, od trouve une série analogue à celle de Maclaurin, qui donne le développement de f[x,y) suivant les puissances ascendantes de X cl XJ.
En remplaçant /i, k par x — x„, xj — y„ et x, y par x„, i/„, on obtiendrait le dévcloppcinenl de f[x, xj) suivant les puissances ascendantes de X — x„, XJ — y„, x„ et xj„ étant deux quantités arbitraires, qui évideninicnl dispnrailraient totalcincnt du développement, si on cflccluail toutes les opérations indiquées, puisque le premier membre ne contient pas CCS quantités.
Il résulte aussi de là que si l’équation
est satisfaite fiar les valeurs x -t- /i et y -t- A-, c’est-à-dire, si l’on a f[x A, y -4- k) = 0,
il doit exister entre les deux accroissements h et k la relation
dx xlxj rfx‘1.2 dxdxj\.'i l/y* 1.2
lüj. Maxitnuxn et xninimum des fonctions de deux variables indépexidantes. — Passons à la théorie des maximum et minimum des fonctions de |)lusicur$ variables indépendantes, et proposons-nous de déterminer les valeurs de x et de y i|ui font prendre à la fonction f(x, xj) la plus grande et la moindre valeur possible. Soit
- = f{^xy)-
Quoique les variables x cl y soient indépendantes, on peut cependant les concevoir comme plus haut liées par la relation
dx
Dans celte bypollièsc /'(x, y) devient une fonction de fonction de x, et l’on a, en prenant la dérivée totale par rapport à x,
dx dx dijdx dx dxj
On a vu que pour rendre maximum ou minimum une fonction de x,
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il sulllt (l’égnicr à zéro su diTivce par rapport à tous les x; il faut
donc rendre nulle la valeur de 4- dz, ce qui donne
dx
Celte équation doit subsister avec la condition que Ç soit entièrement arbitraire, ce qui ne peut avoir lieu à moins que l’on n’ait
Ces deux équations serviront à déterminer les valeurs de x et de ij correspondant au maximum ou au minimum de la fonction f{x,y) ou î. Pour distinguer le maximum du minimum, prenons la dérivée du second ordre de /"(x, y) = ~ (voir N” 9!t)
dx- f/x’ dxdy dy*
On sait qu’une fonction est maximum nu minimum selon que la dérivée deuxième est négative ou positive; f{x, y) sera donc maximum ou minimum selon que les valeurs trouvées pour x et i/ rendront négative ou positive la fonction
dx* dxdy dy* ’
indépendamment de toute valeur attribuée à l; or si on représente
nard. B, C les trois dérivées -7-!:; > t-t-» ce trinôme peut
’ dx* dxdy dy*
être mis sous 1a forme
< , C\ , - l/l A* C IP\
et il est visible que si C et d sont de même signe, ce qui suppose
positif, il faut cl il suffît pour que la condition soit satisfaite, que l’un ait
->— ou AC y B*-,
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car alors la partie comprise entre les accolades sera toujours positive pour toute valeur de 1; de sorte que le signe du second membre dépendra uniquement du signe du coclbcienl A, place hors de la parenthèse. On voit donc qu'il y aura maximum ou minimum suivant
que-—^ou A sera négatif ou positif, pourvu que-j-^et— .^soient de
Cl JC cl JC
même signe, et que l'on ait
dx* dtf \dxdy }
Si CCS dernières conditions n’étaient pas remplies, c’est-ù-dire, si
n’était pas positif et plus grand que — , il n’y aurait ni maximum
ni minimum, puis(|uc la parenthèse pourrait cire positive ou négative suivant les valeurs que l'on attribuerait à
exemple. Parmi tous les parallélipipèdes rectangles de même volume, trouver celui qui a la moindre surface. Soit « le volume, (x, y, z) les trois arêtes; on a
x,y.z = u, d ou z= — •
La surface étant représentée par «, on a aussi
U = 'ixy + 2xz -A- 2i/z ou bien u = 2xi/
Pour rendre u minimum, on fera
du , 2a du 2a
'*’• X* dy »/’
dx
d’où
x = \/li, y = \f^,
c’est-à-dire, que les trois arêtes doivent être égales. On s’assurera qu’il y a minimum en déterminant les dérivées du second ordre.
dx* X* ’ dy* I/' dxdy
valeurs qui font voir que ^ et ^ sont tons deux positifs, et que
dx* </(/* \dxdii J
2' exemple. Trouver la plus courte distance de deux droites dans l'espace. Soient
X = as -t- a , f/ = 5z |9 et x == o's a' , y =■ h'z
les équations de deux droites. Prenons sur l’une un point (x', ÿ', i') et sur l’autre un point (x", y", z"); l étant leur distance, on a
Mais il est visible que
i' = as' -+- a, y' = 6s' -+- ,3, x" = a's" y" = 6's" -f- 3'.
En substituant, la valeur de l devient
I — ]/ («s' -H oc — a's" — o')* -F- (6z' + ^ — 6's" — -F- (s* — z")* ,
valeur qui ne contient plus que les deux variables indépendantes i' et s". Pour rendre / minimum, on fera
dl (as' -t- a — a's" — a')o -i- (6s' -t- ,3 — 6's" — ^')6 -i- (s' — s")
l/(as' -F- a — a's" — a')*-4- (6s'-i- ? — 6's"— (s' — s")‘
d/ — (gz'-F-g — o'z"-a')o'— (6s'-F-p — 6's"— ,3')6'— (z'— s") ^
(/(as' -F- a — a's" — a')» (6z'-f- P — 6'z" — p')‘ -F- (z'— s")*
d’où l’on tirera les valeurs de s' et z" et , par suite , celles de x', y', x", y". En les substituant dans /, il vient
|/(o' _ o)* -F- (6' — 6)* -4- (a6' — a'by
3* exemple. Par un point donné faire passer un plan, de manière que le tétraèdre formé avec les plans coordonnés ail le moindre volume possible.
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(x', y', z') étant les coordonnées de ce point, l'équation du plan est
et les portions d’axes comprises entre ce plan et l’origine sont
, , , , x* -4- ai/ H- hz' x' -h ai/ h- bz'
x’ -4- «i/ -4- bz!, > ,
En représentant par V' le volume du tétraèdre, on a donc
(x' -4- ay' -4- 6r’)’
Ca6
Si un détermine les valeurs de a et de 6 qui rendent T minimum, on trouve
4' exemple. Quelle est parmi toutes les pyramides triangulaires de même base et de même hauteur celle qui a la plus petite surface?
Soit h la hauteur donnée de la pyramide, et désignons par x, y, j les perpendiculaires abaissées du pied de h sur les trois côtés o, 6, c de la base. Les hauteurs des trois faces triangulaires latérales sont
et si l’on représente par 5 la surface totale du tétraèdre, par s la surface de la base, il viendra
En observant que la base de la pyramide peut être partagée en trois triangles ayant pour bases o, b, c et pour hauteurs x, y, z, on a en outre
2s = ax -4- 6y -4- cz; il vient dune en éliminant z
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cl il ne reste plu^ (|irù déterminer les valeurs de x cl ij qui rendent .S luiniiuuin. On trouve
dS I aar la (2s — as — hi/}
~ |/ li^ -F- X* ^ ■+■ (2s — üx — btj)*
dS I 1)1/ 1 b (2s — ax — by)
^ -F- y* ^ (/ C'A* -F- (2s — ax — by]^
c’est-à-dire
qui conduisent aux égalités
d’où l’on tire les quatre systèmes de valeurs
qui font voir que /« surface du télraèdre est un minimum, lorsque le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet sur la base est placé au centre de l'un des quatre cercles tanyents aux trois côtés de ta hase, ou, ee qui revient au même, lorsque les trois faces triamjulaires ont la même hauteur.
5” exemple. Trouver le plus grand et le plus petit rayon d'un ellipso'ide.
Kn désignant par l le rayon mené au point (x, y, ;) de la surfaee, ou a à lu fois
tt*
d'où l’on tire, en éliminant : et en dérivant,
fcs — c* , . dl a^ — c^ dl b* — c*
Supposons les trois axes rangés dans l’ordre de grandeur a, b, c. Le minimum correspondra à x = 0, y = 0, et l'on trouve l — c. Le
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plus petit rayon est donc le demi axe c, ))uisque les deux dérivées
dU HH . . ,
-r-7 et -p-; sont positives. Si on éliiuine x au lieu de z, on trouvera de rfx* dy*
la même manière pour solution le demi grand axe a, et cette solution est un maximum, parce que les deux dérivées secondes sont négatives. Enfin, si on élimine y, on trouve pour solution le demi axe b, cl l’on rcconnaîlqu'elle ne donne ni maximum ni iniiiiinum, parce que les deux
dérivées secondes ont pour valeurs
qui ne sont pas de iiicmc signe.
Il est visible que cette théorie fait aussi connaître les points d’une surface donnée qui sont les plus rapprochés ou les plus éloignes des plans coordonnés.
CHAPITRE Ml
Applicfllions gôoniélrifjucs des principes posés au chapitre V. — Signification géoinélriqiie des dérivées puiiielles. — Ëf|uation du plan tangent a une surface. Equations d'une normale. — Coiilacl des surfaces. — Courbe de contact d'un eône circonscrit a une surface. — Hayon de courbure d'une courbe tracée sur une surface. — Hayon de courbure d'une section normale et d'une section oblique. Surfaces osculatriees. — Caractère distinctif des surfaces convexes, des surfaces gauebcs et des surfaces développables, — Hayons de courbure principaux. — Propriétés des rayons de courbure des sections normales fait<*s autour d'un point d'une surface. — Ombilics. — Propriétés générales des .surfaces l'elativcs b leur courbure. — Indicatrice. — Ligues de courbure. — Lignes de courbure dans les surfaces de révolution. — Surfaces enveloppes. Caractéristiques. Arête de rebroussement.
106. Signification géométrique des dérivées partielles. — On a vu qu’une équation à trois variables
ou z = f{x,g)
représente une surface ABM (Cg. 2îi). En dérivant celle-ci par rapport
à X et à V» on obtient les valeurs de ^ = « et ^=n. Pour
dx ‘ dy ’
reconnaître la signification géométrique de ces dérivées partielles, observons que si (x, g, z) sont les coordonnées du point M, en traitant y eoninie constant et x et x comme seules variables, l’équation
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en X cl Z sera ûvidcniincnl celle de la courbe plane MA, résultant de rintcrsccliundc la surface donnée par un plan MPA parallèle aux XZ, et
distant d’une quantité y, d’où il suit que-^ est la tangente de l'angle
que fait avec PA ou avec l’axe des X la touchante MT à la section MA
I point M. On reconnaît de même que ^ représente la tangente
l’angle que fait avec PB, ou avec l’axe des A’, la louchante MT' à la section MB de la surface coupée par un plan MPB parallèle à YZ.
107. Equation du plan tangent à une surface. Equations d’une normale. — Concevons qu’en un point M quelconque de 1a surface on trace sur celle-ci autant de courbes que l’on voudra. Les taugcnlcs à ces dilTércntcs courbes autour du point M sont toutes renfermées dans un même plan si la surface est continue autour de ce point; en effet, si y = yx représente 1a projection dans le plan XY, do l’une de ces courbes, passant par P projection de M, l’ensemble des deux équations
* = y = ou z = /'(x,?x), y = ?x
représentera la courbe tracée sur 1a surface et en prenant les dérivées de 2 et de y par rapport à la variable indépendante x, il vient pour les ])rojcclioiis de celle tangente dans les plans XZcl Y’X, (x', y', z') étant les coordonnées courantes.
la tangente est donc représentée par ces deux équations ou par
dx
en rcm|)laçant par -/x. La forme attribuée îi fx particularise la
courbe à la(|uellc a|)parlicnl celte tangente; mais si l’on élimine y'x entre ces deux équations, les variables (x', y', z') qui resteront dans réquation linalc, seront les coordonnées d’un point <iuclconquc d’une tangente arbitraire, c’est-à-dire, i|u’ellcs apparticiulroiil à un point
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quelconque (le la surface, lieu géométrique de toutes ces tangentes. Ru , dz dz
designant-7- cl — par u et ii, on trouve dx </(/
Cüinrac cette équation est linéaire par rapport à xf, t/, z', on en conclut que toutes les touchantes aux courbes tracées sur la surface autour du point M, sont renfermées dans un plan, que l'un nomme plan langent, et dont la relation précédente est l'équation.
Si l'équation de la surface, au lieu d'être donnée sous la forme explicite
l’était sous la forme implicite
ou aurait (N“ 101), en représentant cette fonetion par f.
dz dx dz (/y
dx df ' dy df
dz Tz
et l'équation du plan tangent deviendrait
Connaissant l’équation du plan tangent, on en déduit les angles que forme avec les trois axes une perpendiculaire a ce plan, ou une normale à la surface. D’apres les formules connues, en représentant ces angles par 0, 0', 0", on sait que l’on a
cos 0 =-
dz
dx
CIIAPlTRi: Ml.
COS
en prenant le signe plus pour la normale considérée comme prolongée dans un sens et le signe moins lorsqu’on la prolonge en sens inverse. Quand l’équation de la surface est donnée sous forme implicite, CCS valeurs deviennent
y \dxj \<lyj \d^/
cos 0’ = ■
WWm'
cos 0" =
V(îy-OHî)
Les équations de la normale, c’cst-ti-dirc, d’une perpendiculaire au plan tangent et passant par le point (x, y, z), sont :
nu si l'équation de la surface est donnée sous forme implicite,
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108. Contact des surfaces. — On dit que deux surliiees se louclieiU en un point lorsqu’elles ont on ce point un plan tangent eoniiniiii. ün voit donc que si
sont les équations des deux surfaces et si (x, y, z) sont les coordonnées du point commun, il y aura contact si l’on a entre les dérivées partielles les égalités
dx dx dy dy
puisque ce sont ces dérivées partielles qui fixent la position des deux plans tangents.
Comme, en donnant il x et ^ les accroissements très petits h et le Z devient dans les deux surfaces,
df, df , dH h* ^d'fhk dH k* d^f
" 7x^^ d? ri
dF , dF , d^F A*
z-*-—-n-\-—k-*- — -F- etc.
dx dy dx* 1.2
rintcrvallc entre celles-ci, compté parallèlement à l’axe des Z, ru tenant compte des égalités précédentes, est donné par
_'}1E\ JE » / d*F \ hk ^ /d*f d*F\ k*
\jlx* dx*J i.'i'*' \dxdy dxdyj i "2^ \jily* r/i/*/1.2
/dH d^F\ A’
cc qui indique que l’intervalle entre les deux surfaces qui sc touchent, pris h une très petite distance du point de contact, est une quantité infiniment petite du second ordre, puisque les trois premiers termes qui sont multipliés respectivement par A^, hk cl k* sont des infiniment petits de cet ordre et que les suivants sont tous négligeables devant ceux-ci, du moins quand aucune dérivée ne devient infinie. Si les trois dérivées du second ordre étaient aussi égales, l’intervalle serait infiniment petit du 3” ordre cl ainsi de suite.
Par analogie avec ce qu’on a vu sur le contact des courbes, on rlit que les deux surfaces ont un contact du premier ordre, du 2' ordre etc. dans les différents cas que nous venons d’examiner.
■il«
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lO'J. Courbe (le eonlacl du cime rircuuscrit à une surface. — On |ieut, au moyen de l’équation du plan langent, trouver la courbe de contact d’iin cène circonscrit à une surface donnée et ayant son sommet en un point donné; soient en effet (a, f», c) le.s coordonnées du sommet; il est évident que les points de contact doivent se trouver a la fois sur la surface et dans scs plans tangents passant par le point (a, b, c); les coordonnées (x, y, z) des points de contact doivent donc .satisfaire aux deux équations
f{x,y,z)==-.U et («— (c— :)^=0,
attendu que le plan dont les coordonnées courantes sont (x',y',zl), est assujetti à passer par le point (a, b, c). Si entre ces deux équations on élimine x, on aura l’équation de la projection de la courbe de contact sur le plan des YZ. En éliminant r, on connaîtra la projection sur le plan des .\Y.
On reconnaît que cette courbe de contact est plane pour une surface du second degré; car cette surface ayant pour équation
X* -t- ly* Hii* H- nx -4- py + qz -c- r — O,
la seconde équation ei-dessus est
(r — 7) -4- (« — x)(2x «) -4- {b—y}{‘ily -h /») = ",
qu’on peut écrire ainsi
2x’ 4- 2m:* -4- 2fy* -4- (7 — 'imc)z -4- (;i — 2o)x
-4- {p — 2W) i/ — cq — au — pb =0.
Oc, si de la seconde équation on retranche le double de la première, il vient
(7 -4- 'lmc]z -4- (il -4- 2a) X -1- {p -4- 2b/) 1/ -4- cq -4- un -4- p/ -4- 2r = 0,
qui nous apprend que le.s coordonnées (.r, 7, s) ilii point de contact satisfont à l’éijuation d’un plan.
Si le sommet du cône était transporté parallèlement :i l’axe des Z à une distance infinie, le cène deviendrait un cylindre et la projection sur le plan des XY, de la courbe de contact qu’on vient de trouver, deviendrait la projection du contour delà surface sur ce plan. Or
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si l’on tlivisc |Kir c la seconde des c(inations,. ou si on la inet sous la fonne
cl qu’on fasse converger c vers l’infini, tandis que a, b, x, y, z resien l finis, les deux équations devienncnl
/■(x, y,z) = 0 et
L’cliininalion de : entre ces équations donnera la projeetion elicrchée. Le meme procédé donnera la projection du contour de la surface sur les plans des \Z cl des YZ.
Si l’équation de la surface était donnée sous la forme explicite
la seconde équation serait remplacée ]iar
(h ilF
— ou
parce que l’on a (N“ 20)
(Il dz df (Te
HO. Hayon de courbure d'une courbe tracée sur une surface. — Passons h la mesure de la courbure des surfaces. Concevons qu’au point .M, ayant pour coordonnées (x, y, *), nous ayons tracé sur la surface une courbe quelconque plane ou gauche, et désignons jiar ]>
cl q les deux dérivées partielles et ^ t tirées de l’équation de la ' dx dy
surface. On a vu (N" 107) que si l’on mène la tangente à cette courbe
au point M, les coordonnées (x', y', z') d’un point quelconque de la
tangente doivent satisfaire à l’équation du plan tangent
puisque celui-ci renferme toutes les tangentes. Or, en désignant par <l la distance du point (x', »/',;') de la tangente, an point de contact
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(x, y, :) et iuir{ a, p, y] les angles formés par celte droilc avec les axes, il est visible que l'un a
cos * = ^ ^1 cos S = J cos V :
cl une substitution fera prendre à l’cqualion du plan langent la fornie cos y = P cos a q cos p ,
qui établit une relation nécessaire entre les angles (a, p, 7) formés avec les axes par une tangente à l’une des courbes tracées sur la surface autour du point M.
On lire de là, en prenant l’arc s d’une portion de cette courbe terminée au point (x, y, :), pour variable indépendante et en dérivant ]>ar rapport à s,
d cos 7 d cüs a d cos p / dp dx dp du\
\dx ds dy ds J
Mais on sait que l’on a (N" 81)
dx du
-7- = cos a , = cos P ;
ds ds
en rcpréscnlanl donc par r, s, l les dérivées du second ordre
—, 7 — r-, -j'7, celle équation devient
dx* dxdy dij*
d co.s 7 d C03 IX d cos P
r cos’ a -1- 2s cos a cos S -t- f eos’ p.
Si on désigne par p le rayon de courbure de la courbe tracée sur la surface, cl par (), p, v) les angles qu'il forme avec les axes, 011 a trouve (N° 80)
cos ). = p -,-r • = p ^
^ds* ‘ ds
d cos p
fos U = n , COS V
ds
d cos a d cos 7
^^~dT’
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l’c-quation précédente devient donc en substituant,
cos V — ^ cos > — q cos p ^ r cos* a 2s cos « cos ( cos* p
D’un autre côté, on a vu que les cosinus des angles (0, 6', 6") formés par la normale à la surface avec les axes, sont
cos0 = — — ■ ^ ■ — , cns<>'= - — . cos0"=s — — ■
(/l j)* -t- q* p/t -H P* -t- (y* 1 -H yj* -F- q- ’
on a donc pour expression de l’angle o' formé par la normale avec le rayon de courbure de la courbe,
cos ï — P cos ). — q cos U
cos(î=cosOcosX cosO cosft cosO cos v= >
|/ 1 -t- yi* -V- q*
ce qui fait prendre à l’expression du rayon de courbure la forme suivante :
p/t -t- yj* -+- q*
r cos* a -t- 2s cos « cos p -+- ( cos* ^
cos J;
Kcmarqtions que dans cette valeur de p, les quantités p, q, r, s, l sont des fonctions connues des coordonnées du point M, les angles a, [5 sont ceux que forme avec les axes la tangente menée à la courbe, et S est l'angle formé par la normale à la surface au point M avec le rayon de courbure de la courbe, ou, ce qui est la même chose, c’est l’angle formé par cette normale avec le plan oscillateur de la courbe. Il sullira donc de connaître la direction de cette tangente et l’inclinaison du plan osculateur sur la normale, pour que le rayon de courbure de la courbe soit déterminé, quoiqu’on ne connaisse pas son équation.
111. Rayon de courbure d’une section normale et d'une section oblique. Surfaces osculatrices. — On appelle section normale en un point d’une surface, la courbe qui résulte de l’intersection de la surface par un plan passant par la normale en ce point. La formule précédente fait connaître le rayon de courbure d’une section normale en un point donné d’une surface, puisqu’il suffit d’y faire o nul. Il vient
p/l -+- yj* -t- q*
r cos* * -i- 2s cos a cos p ■+• t cos* p
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En chniigoniil ]cs valeurs des angles a et qui fixent lu direclioii de la laiigeiile par laquelle passe le plan sécant, un aura les rayuns de euurliurc de toutes les sections normales laites dans la surface aiiluiir tl’un inèiiie poini, et eellcs-ci serviront à up|>rccicr la cuurliiire de la surface en cet endroit. Un cliangcnicnt de signe dans la valeur de p, quand on change les valeurs de « et de indique que, pendant la rotation de la tangente autour de la nurinalc, les sections, d'abord concaves, deviennent convexes entre certaines limites; car le rayon de courbure n'étant autre chose que la distance de la surface au centre de courbure compté sur la normale, un changement de signe avertit que pendant la rotation du plan sécant, ce centre passe de l’autre ciilé de la surface.
Les formules précédentes font aussi connaître la valeur du rayon de courbure d’une seclion oblique au point M; car si a' est rinelinaison de cette section oblique sur la section normale passant par la même tangente en M, on a vu au numéro précédent que le rayon de courbure est donné par
r ' — cos (f,
r cos* a -t- 2s cos a cos P + t cos* P
c’est-à-dire, qu’en désignant par p le rayon de courbure de la section normale et par p' celui de la section oblique, on a
p' = P cos <?•
On conclut de là que le rayon de courbure d’une section oblique est la projection du rayon de courbure de la section normale correspondante, sur le plan de la section oblique.
On conclut aussi de cette expression du rayon de courbure d’une section normale ou oblique, que si deux surfaces ont un contact du second ordre (N“ 108) en un point, toutes les sections normales ou obliques faites dans les deux surfaces autour de ce point, auront la même courbure, puisque ccllc-ci ne déj)cnd que des dérivées p, q, r, s, t qui sont égales si le contact est du second ordre. Ces surfaces sont alors dites pour ce motif osetilutrices l'une de l’autre.
il 2. Caracliire distinctif des surfaces convexes, des surfaces {fauches cl des surfaces développables. — Cette valeur de p fait connailre plusieurs pro]>riétés imj)ortanles des surfaces. En lu mettant sous la forme
scosp)* {tr s*) cos-
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il est visiblü (|iie si l'on a pour loiilc valeur de s et y,
le dénominateur restera positif pour toutes les valeurs de « cl de c’est-à-dire, que le rayon de courbure conservera le même signe pour toutes les sections normales faites autour d’un point quelconque M, ce qui indique que toutes les scelions faites autour de ebaque point M ont leur convexité tournée du même côté et par conséquent que la surface est enlièrcnicnt placée du même cété du plan tangent. Si, nu contraire, on a
Ir - s* < 0,
le second terme du dénominateur sera négatif et en l’égalant au premier on trouvera une certaine relation entre a et p pour laquelle p sera infini, c’est-à-dire qu’il y aura autour de chaque point M une section sans courbure en ce point; il y en aura même généralement deux, puisque cette relation entre a et |3 est du second degré. On voit aussi qu’en faisant varier a et p d’nnc manière continue, le dénominateur d'abord positif, passera par zéro pour devenir ensuite négatif, ce qui apprend que, dans une certaine étendue, les sections normales faites autour du point M ont leur concavité tournée dans un sens, cl qu’au-dclà, In concavité est tournée en sens inverse. Ceci exige que le plan langent pénètre la surface suivant scs lignes sans courbure, cl que les lignes de pénétration séparent la partie concave de la partie convexe.
Enfin si l’on a
Ir — .s* = 0,
le rayon de courbure aura toujours le même signe, c’est-à-dire que la surface sera entièrement concave du même côté du plan tangent; mais pour une certaine relation entre a cl p, savoir :
r cos a s cos P = 0,
le rayon de courbure sera infini, c’est-à-dire, qu’il y aura encore une section sans courbure au point M.
Il résulte de cette discussion que l’inégalité
tr — .s* > 0,
quand elle a lieu pour toute valeur de a: et /y, caractérise cxclusivc-
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ment les surfaees coneaves dans tons leurs puinls, telles qu’un ellipsoïde, et que les conditions
tr — «- < 0 et fr — s’ = 0,
quand elles sont satisfaites pour toute valeur de x et y, caractérisent les surfaces qui, autour de chaque point, ont au moins une section sans courbure. La première caractérise celles de ces surfaces qui sont pénétrées par leur plan tangent, et la seconde, celles qui sont entièrement placées du même côté.
Parmi les surfaces de ces deux dernières catégories sont comprises évideinment les surfaces réglées, c’est-à-dire, celles qu’on peut concevoir engendrées par une ligne droite se mouvant suivant une certaine loi, puisque, en chaque point, la droite génératrice qui y passe, forme une section sans courbure. On a divisé les surfaces réglées en surfaces gauches et en surfaces développables. Les premières sont celles pour lesquelles la loi de génération est telle que deux génératrices consécutives ne se rencontrent pas, et les dernières sont celles où elles SC coupent. Les surfaces gauches sont évidemment comprises parmi celles qui sont pénétrées par les plans tangents et pour lesquelles on a
tr — s- < 0 ;
car si par une des génératrices rectilignes on fait passer un plan tangent à la surface, celui-ci ne contiendra pas la génératrice suivante, puisque deux génératrices consécutives ne pouvant pas se rencontrer dans les surfaces gauches, ne sauraient être renfermées dans un meme plan; la seconde génératrice traversera donc le pian langent en s'étendant indéliniment des deux côtés, ainsi que la surface clle-mémc.
La seconde catégorie de surfaces réglées, e’est-à-dire, celles qui ne sont pas pénétrées par leurs plans tangents et qui sont caractérisées par la condition
rl — s^ == 0,
embrasse toutes les surfaces développables, car pour que la surface soit entièrement placée du même côté du plan langent, la seconde génératrice ne peut pas s’étendre des deux côtés du plan tangent; elle doit donc y être renfermée et par conséquent les deux génératrices consécutives doivent se rencontrer.
113. Hayons de courbure principaux — Les rayons ilc courbure changeant de valeur autour du point M, il y a lieu de déterminer la
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position de la section pour laquelle p est iiinximum ou minimum. Remarquons d'abord que les angles a et J3 ne sont pas entièrement arbitraires, puisqu’ils doivent satisfaire aux équations
cos y — P cos 1 q cos cos* * -f- ros* p -t- cos* y = i .
En éliminant y entre elles, on reconnaît que a et p doivent vérifier l’équation
(1 -4- P*) cos* a -4- 2pq cos a cos P -4- (4 -4- q*) cos* p = i (2).
Pour rendre p maximum ou minimum, il suflit d’égaler à zéro la
dp , , , ,, , , ,
valeur dc-j^> en considérant p comme lié à a par l’équation précé-
dot,
dente. On trouve ainsi
(r cos a -4- s cos p) sin «
(t cos p + s ens n) sin p
dp
|(l -4- p*) cos a -4-p(/coSj6|sii) a -4- 1(4 -4- f/*) cos p -4- pf/ cos a I sin = 0,
dp
et en éliminant
da
r cos a -4- .s cos p (1-4- p*) cos a -4- pq eos p
t eos p -4- s cos a (1-4- 7*) cos p -4- pi/ cos a
Cette dernière combinée avec (2), servira a déterminer les angles a
et p qui correspondent aux plus grands et aux moindres rayons de
courbure et en substituant ces valeurs dans l’expression de p, celui-ci
sera complètement déterminé. L’élimination de a et de p peut se faire
plus facilement comme il suit : multiplions les deux membres de
eos a . , „ •
I équation (3) par — - et ajoutons 1 unité de part et d autre. En
réduisant an inêinc dénominateur et en tenant compte de l’éqiintion (2), on trouve
r COS*a -4- 2s eos a COS p -4- l COS* p =
I eos 3 -4- s eos a
{ I -4- q-) eos p -4- pq eos a
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ou bien, en se rajtpelnnt la valeur de p et en représentant j/i -4- p* 7* par h,
1 cos p s cos a
COS a
cos p
(1 -4- 7-) COS p -4- p7 eos a
cos a
i H- 7* pq y
* ^ * cos ^
L’équation (o) donne aussi
r cos a -4 s cos p
cos a
cos p
(1 -4- p*) cos a -4- p7 eus p
‘ ‘ ' ' ' COS p
^ . COSa , . .
En éliminant — -entre ces équations, il vient, apres avoir remis pour h sa valeur,
(ri — s*) P* — P f/î P* ■+- 7* j(l -1- P*) t -4- (1 -+- 7*)r — 2p7* j
dont les deux racines font connaître le plus grand cl le moindre rayon de courbure des sections normales faites autour du ]ioint M, en fonction des coordonnées (x, y) de ce point. Ces droites se nomment rayons de courhiire principaux. Les valeurs de o et de (5 qui fixent la direction de la plus grande et de la moindre courbure s’obtiennent en résolvant par rapport à cos a et cos |3 les deux équations (â) cf(4), apres avoir remplacé p |tar l'une ou l’autre des deux racines.
Les coordonnées du centre de courbure de la section principale se déterminent par la remarque que les cosinus des angles du rayon de
courbure 011 de la normale avec les axes étant — '
— et — les projections du rayon sur les
pn (ICI — p
axes sont — ' ■ -, — ' . — — • d
comme les coordonnées de l’une des extrémités sont (x, y, z), les coordonnées (l, m, n) de l’autre extrémité ou du centre sont :
H ir-i-fj'
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line climimitioii ilc (x, tj, z) entre ees trois équations et celle de la surface conduirait h l’équation en (l, m, n) du lieu des centres de courl)urc.
114. Propriétés des rayons de courbure des sections normales faites autour d’un point d'une surface. — On déduit des formules précédentes les lois suivant lesquelles varient autour d’un point M d’une surface, les rayons de courluirc des sections normales; en effet, transportons l’origine des coordonnées en ce point et prenons pour plan des X'Y', le plan tangent à la surface et pour axo des Z', la normale. En désignant par (x', y', z!) les coordonnées rapportées à ces nouveaux axes, on aura encore pour expression du rayon de courbure d’une section normale autour d’un point (i', y', :'),
P cos* a -+- Ils' eus a cos ^ t' cos* P
mais comme ce point est l’origine même des coordonnées, et que les j)lans des X'Z' et des Y'Z' coupent la surface donnée suivant les sections normales MB et MB' (fig. 2C), qui sont, comme on sait, tangentes aux droites M.X' et .MY' renfermées dans le plan tangent .X'Y', (x',y, z'), ainsi que les dérivées partielles, sont nullcs à cause de leur signilication géométrique. L’expression du rayon de courbure de la section MC déterminée par le plan normal Z'.MT, deviendra donc
rj cos* a -H '2sJ cos a cos p cos* p '
rJ, sJ, tj étant ce que deviennent r', s', t' ou > -, i au
«X* dxdy dy^
point M pour lequel x' et y sont nuis, (a, p, y) sont les angles TM.X', TMY' et TMZ' formes par la tangente MT à la section MC avec les trois axes. Comme cette tangente est contenue dans le plan des .X'Y', y est droit et Ton a
cos* « -i- cos* S = 1 d’où cos p = siii a et par conséc[uent la valeur de p devient
)•„' eus* a -4- 2s„' cos a sin a -t- ta' sin* *
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l’uur les scctiuns MB cl MB', un a
I ri
a = 0, p = — et «=-, P = JJ-
Si l’on cherche la valeur de a qui rend p maximum ou minimum, on trouve
lang
. /(tJ-rJf . ..... 2s„'
i u«b.en tang2« = j:^.
Comme les arcs 2a et 2a -i- ;r ont la même tangente, on voit que a
dans cette dernière équation a deux valeurs, a et a + ^, et l’on
reconnaît que l’une de ces valeurs correspond à un maximum et l’iiulrc à un iniiiimum, ce qui prouve que les sections de plus grande et de plus petite courbure sont en général perpendiculaires entre elles.
Faisons coïncider les plans des X'Z' et des Y'Z' avec les sections de pins grande et de plus petite courbure. Il faut, pour cela, faire en sorte que la valeur précédente de a soit nulle, ce qui exige que sJ = 0. L’expression du rayon de courbure d’une section quelconque se réduit alors à
r„ cos* a H- sin*a
En représentant par p' et p" le plus grand et le plus petit rayon qui correspond à a nul et à a égal à un angle droit, on trouve
valeurs ipii font prendre h l’expression générale d’un rayon de courbure la forme suivante :
P et,.»
p sur a -+- p cos'a
Celle-ci donne le rayon de courbure d’une section normale quelconque en fonction des deux rayons de courbure principaux, et fait connaître la loi suivant laquelle les rayons de courbure varient autour
CALCUL DII'I'CHKNTIBL.
d’un iDÛnic point. Il est à remorquer que p' et p" sont les valeurs algébriques des rayons de courbure, et sont par conséquent de même signe ou de signe contraire suivant que les deux sections principales ont leur concavité tournée dans le inéinc sens ou en sens inverse.
11b. Ombilics. — Si pour un certain point de la surface, les deux rayons de courbure principaux p'ct p" étaient égaux et de même signe, il est visible que toutes les courbures autour de ce point seraient égales, puisque l’équation se réduirait à la suivante
p' (eos* a siii'*) ^
Un semblable point situé sur une surface se nomme ombilic. Pour le déterminer, quand il existe, il sullit de remarquer que l’un a en général (N“* 111 et 115)
r cos* a 2s cos a cos p -t- t cos* p
1 = (1 -H p*) cos*ot -4- 2piy cos a cos p (1 -t- q’) cos* p.
En multipliant membre à membre ecs deux équations, on peut mettre la valeur p sous la forme
p = p/l -t- p* -A- ly* —
'2p(j cos p /I ç*
p* pt/ 1 -4- f
r.cltc double équation, jointe h celle de la surface, servira à déterminer les coordonnées de l’ombilic. En appliquant ecs formules à l’cllip-
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solde, dans lequel les axes sont o > 6 > c, on trouve pour coordon nées des ombilics,
et pour rayon de courbure en ce point, — •
i l6. Propriétés générales des surfaces, relatives à leur courbure. — 11 résulte des propriétés des rayons de courbure des sections normales, démontrées ]>lus haut, que si deux surfaces quelconques qui se touchent en un point ont les deux rayons de courbure principaux identiques deux à deux, toutes les autres sections normales ou obliques faites autour de ces points auront aussi des courbures égales de |mrl et d’autre, puisque ces dernières courbures ne dépendent que des deux courbures principales. D’où il suit que des portions inriniment petites des deux surfaces prises autour de ces points sont sensiblement identiques. Il résulte aussi de là qu’une portion très petite d’une surface quelconque prise autour d’un point pour lequel on connaît les deux courbures principales, peut toujours cire considérée comme engendrée par la rotation d’un arc de cercle autour d’une droite renfermée dans son plan, de la manière suivante : après avoir tracé un arc de cercle ab (lig. 27) avec l’un des deux rayons de courbure principaux om, on portera sur le diamètre passant par le milieu m de l’arc et à partir de ce point, une longueur me, égale à l’autre rayon de courbure; puis on élèvera une perpendiculaire de au diamètre et l’on fera tourner l’arc autour de cette perpendiculaire. 11 est visible en effet que la surface engendrée aura pour sections principales deux cercles dont les rayons seront les deux rayons de courbure principaux donnés. On voit aussi que l’équation (1) mise sous la forme
donne pour le rayon de courbure p, d’une seconde section perpendiculaire à la précédente,
- = i cos’ (l"* -+- «) ■+■ 7, sin’ (l** %) =isin* a -i- -7. cos’ a,
nAIXL'I. nlFFliliEINTIEt.. ‘iôl
<roù il résulte que
c’est-à-dire que la somme algébrique des inverses des rayons de cour^ bure de deux sections orthogonales quelconques est constante pour un même point d’une surface.
117. Indicatrice. — On conclut aussi de l’équation (1), que si l’on porte sur toutes les tangentes MT (lig. 2C), à partir du point M, des longueurs Mo proportionnelles à la racine carrée du rayon de courbure de la section correspondante MC, le lieu géométrique des extrémités a sera une ellipse ou une hyperbole ayant pour eentre le point M, et pour axes , les droites MX' et MY', représentant les directions des sections principales; en efTct, si (x, y) sont les coordonnées de «, on aura
x==-Macosa, »/ = Masina, Ma = /p^p,
l étant un cocflicicnl constant arbitraire. On tire de là
cosa = 3111 a = —
et en substituant ces valeurs dans l’équation (1), il vient
^ r.'cos* a -F- C' sin’ a r„'x* -f-
d’où
r„'x* -F- tjy* = 1', ou bien - x* — y~ — l' ,
équation qui appartient à une ellipse ou à une hyperbole, suivant
que p' et p" sont de même signe ou de signe contraire, c’est-à-dire
suivant que les deux sections principales ont leur concavité tournée dans le même sens ou en sens inverse. Cette courbe à laquelle on donne quciquerois le nom d’indicatrice, est commode pour peindre aux yeux la loi suivant laquelle varie la courbure des sections normales faites autour d’un point d’une surface quelconque.
La courbe qu’on vient de déterminer et qu’il faut concevoir tracée sur chaque plan langent autour du point de contact, se confond, quand
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DU lui donne des dimensions très petites, ou quand on prend l très petit, uvee la section faite dans In surface par un plan parallèle au jilaii langent et infiniment peu distant de celui-ci. En cifel, suit l'équation de la surface
rapportée, comme an N" 414, à trois axes rectangulaires, l'origine étant placée en un point de la surface et l'axe des 7J se confondant avec la normale. Développons f{tf, y') suivant les puissances ascendantes de x' et y'; la formule de Maclaurin donne
ou bien, en laissant à pj, q», rj, sJ, tj leur ancienne signification, et en remarquant que fo, c'est-à-dire f{x', y') quand on y faitx' et y' nuis, est lui-même nul, puisque la surface passe par l'origine.
équation qui .se réduit à
Tl
etc.
parce que les axes des X' et des Y' étant tangents aux courbes de rencontre MA cl MB de la surface par les plans des X'Z' et des Y'Z', les dérivées partielles cl sont nullcs. En prenant 2' égal à une con-
slanlc-/*, xf cl 1/ seront évidemment les coordonnées d'un point
quelconque de l'intersection de la surface par un plan parallèle an plan
tangent et distant de - Si on supimse - très petit, la courbe
d'intersection sera dans toute son étendue peu distante du point de contact, quand la surface est entièrement concave autour du point M et alors 1' et y' seront très petits iioiir tous les points de la courbe, les termes en x’’, etc. pourront cire négligés devant les termes en y’*, l'y' et l'équation de la courbe se réduira h
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Quand la surface est pénétrée par le plan tancent, la courbe d’intersection a des brandies qui se prolongent indéfiniment; mais si l’on ne considère que la partie de cetlc ligne d’intersection placée dans le voisinage du point de contact, c’csl-à-dir^, si on suppose que a/ et y' restent très petits, on pourra encore se borner aux termes de seconde puissance en (a:', y'] et l’on sera conduit à la même équation que plus haut, équation qui représente donc dans tous les cas et d’une manière approchée 1a section faite dans la surface par un plan parallèle à un plan tangent et très peu distant de cclui-ci. Cette équation appartient à une courbe du second degré. Si on prend l’axe des X', qui jusqu’ici est resté arbitraire, de manière que le coefficient sJ de sfy' soit nul, ou, ce qui est la même chose, de manière que la courbe soit rapportée à ses axes, l’équation se confondra identiquement avec celle trouvée pour l’indicatrice.
Elle jieut servir à démontrer /ort simplement, mais d’une manière peu rigoureuse, les propriétés des rayons de courbure.
H8. Lignes de courbure. — On appelle lignes de courbure des lignes tracées sur une surface donnée, de manière qu’en chaque point la courbe soit tangente à la section de courbure principale de la surface. On a vu (X" 113) qu’en désignant par (a, p, y) les angles formés par la tangente à la section principale au point (x, y, z], ces angles doivent satisfaire à l’équation
(1 -t- P*) cos a -4- pq cos P (1-4- q*) cos p -4- pg cos a _
r cos a -H s cos P
t cos P
s cos a
la direction de la tangente à la ligne de courbure au même point doit donc vérifier cette même équation et comme ces cosinus sont donnés
par-^et— » il en résulte que dans toute l’étendue d’une ligne de os ds
courbure on doit avoir
(1 -4- P®) dx -4- pgdy __ (1 -4- f/*) dy -4- p<jdx rdx -4- sdy tdy -4- sdx
Cette équation différentielle jointe à celle de la surface forment les deux équations de la ligne cherchée. On sait qu’en chaque point il y a deux sections principales se croisant à angle droit ; par chaque point d’une surface, il passe donc deux lignes de courbure se coupant sous un angle droit.
Les lignes de courbure jouissent d’une propriété importante qui a
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été mise à profit dans la géométrie descriptive pour la coupe des pierres. Si sur une surface donnée on trace une courbe arbitraire et qu’en cliacun de scs points on élève une normale à la surface, rcnscmblc de ces normales formera une surface réglée qui, en général, sera une surface gauche, et celle-ci sera une surface développable lorsijue la courbe tracée est une ligne de courbure. Pour le rccounaitre, il suOit de démontrer qu'alors deux normales consécutives se rencontrent. Or les équations d’une normale à la surface au point (x, y, z) sont
et les équations de la normale au point (x i/x, y -t- Jy, z tlz) distant du premier d’un élément ds sur la ligne de courbure, sont :
a' — X — dx = — {ji dp) {z' — z — dz),
y’ — y — dy = — [y -t-dq) {z' — z — dz).
La condition pour qu’il y ait rencontre entre ces deux droites est
dx-^-pdz dy -♦- ydz
dp dy ^ ’
équation qui se confond avec celle trouvée idus haut pour la ligne de courbure, quand on aura remplacé dz, dp, dy ]iar leur valeur
dr= pdx ydy, dp = rdx sdy, dy — gdx -f- tdy.
Il est à remarquer que la rencontre de deux normales consécutives ne parait rigoureuse que parce que, conformément à l’esprit du calcul ’ différentiel, on a négligé dans les valeurs précédentes de dz, dp, dy, les infiniment petits des ordres supérieurs donnés par leurs développements, en ne conservant que les infiniment petits du premier ordre. .Sans cette circonstance, on rcconnaitrait que deux normales séparées par l’élément ds ne se rencontrent pas, mais sont distantes d’un infiniment petit du second ordre. Ce n’est en général que dans les surfaces de révolution que cette rencontre a lieu d’une manière absolue.
Réciproquement, si pour une ligne tracée sur une surface, deux normales consécutives se rencontrent, cette ligne est une ligne de rourburc, car la rencontre supjiosc l'équation (2), laquelle se confond avec l’équation (I) qui caractérise les lignes de courbure.
En éliminant (x, y, z) entre les équations des deux normales consécutives et les équations de la ligne de courbure, on trouvera les deux
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i-qualions du lieu géométrique de ces points de micontrc, qui sont les arêtes de rcbruiisseinent de la surface développable, et si l'on développe cette surface dans un plan, la ligne de courbure sera la développante de l’arcte de rebroussement, puisque toutes les langcntes à celle-ci restent pendant le développement, perpendiculaires aux élémcnls de la ligne de courbure.
En éliminant (r, y, :) entre les doux équations d'une normale et les deux équations de la ligne de courbure, on trouvera l'équation de lu surface développable, lieu de toutes les normales à la surface le long de cette ligne de courbure.
La propriété des lignes de courbure qu’on vient de reconnaître, se démontre fort simplement au moyen de l’indicatrice , considérée eomme facette ou élément de la surface, en remarquant que, comme celle-ci est une courbe du second degré dont les axes représentent les dircctiotis de plus grande et de moindre courbure, il résulte de lu symétrie de cette courbe de ebaque côté de ses deux axes, qu’une normale à la surface en un point situé sur l'un des axes doit avoir une direction symétrique par rapport aux deux moitiés de la courbe, et que par conséquent clic doit être contenue dans le plan normal à la surface et passant par cet axe. Or, ce plan normal contient nécessairement lu normale du centre de l'indicatrice; ces deux normales auront donc un point de rencontre.
1 l‘J. Lignes de courbure dans les surfaces de révolution, — Il nous resterait encore à déterminer les équations des deux lignes de courbure passant par un point donné sur une surface; mais ce problème, sur lequel nous reviendrons, est du ressort du calcul intégral. Bornonsnous pour le moment à remarquer que dans une surface de révolution,, lu courbe génératrice nu le méridien est toujours une ligne de courbure, puisque toutes les normales d’un même méri<licn, étant renfermées dans le plan de cette courbe passant par l’axe, doivent nécessairement SC rencontrer. Ces méridiens forment aussi des sections normales principales, car la section principale au point .>! (fig. '2H) doit renfermer lu normale .MB (|ui coupe l’axe AO et avoir l'élément MM' commun avec la ligne de courbure, ce qui exige que cette section passe par Taxe AO. Le seconde ligne de courbure passant par le point .M est la circonférence du cercle perpendiculaire à l'axe ou le parallèle MiN, puis<|ue les normales conséeutives MB, ml!, m'B.... se coupent évidemment en B, par suite de la symétrie de la surface autour de son axe de révolution. Il est à remarquer ijiie ce parallèle MN passant par M, n’est pas la seconde section principale de ce
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point, puisque celle-ci doit contenir la normale MB. Cette section principale est la courbe plane MCN' dont le plan passe par la normale MB et qui est tangente, en M, au cercle MN. Comme le rayon de courbure de la section oblique MN est le rayon MO', le rayon de
MO
courbure de la section normale MN' est exprimé par >
' eus BMO'
(N® IH), c’est-à-dire, qu’il est représenté par la normale MB.
120. Surfaces enveloppes. — La théorie des courbes enveloppes peut être étendue aux surfaces ; soit en effet
l’équation d’une surface, renfermant un paramètre a. L'équation
appartiendra à une autre surface de la même nature que la première, mais dans laquelle a aura pris un accroissement e, cl le système de ces équations représentera la ligne d’intersection de la surface caractérisée par chaque valeur particulière attribuée à a, et de la surface caractérisée par a -t- E. Or, si on élimine» entre elles, les (x,y,z) cunlcnus dans ré(|uulion finale, que nous désignerons par
u|iparlicndront encore à l'intersection des deux surfaces caractérisées par a et a -I- e ; mais comme a a disparu, ces coordonnées appartiendront à l’intersection de deux surfaces quelconques dans lesquelles le paramètre diffère de e, c’est-à-dire que si l’on trace dans l’espace toutes les surfaces que peut représenter
tandis que a prend toutes les valeurs constantes possibles, l’équation finale
appartiendra à la surface, lieu géométrique de toutes les lignes d’intersection successive de chacune des premières surfaces, par celle pour laquelle le paramètre est supérieur d’une quantité e. Si ensuite un y fait converger s vers zéro, l’équation
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iipparliendra & la surface qui forme la limite des lieux géométriques (le CCS intersections. Au point de vue des inGniment petits, si on fait croître a par intervalles e assez petits pour être négligeables, l’équation
F (x, ij, z) = 0
appartiendra au lieu géométrique de toutes les intersections de chaque surface par celle qui la suit immédiatement.
Il est à remarquer que cette dernière équation s’obtient en éliminant a entre (1) et la dérivée prise par rapport à a ou
•if (x, ]h «)
car l’équation (2) peut être mise sous la forme suivante, en faisant usage du théorème sur la limite de la série de Taylor,
n , y, Z, O! -i- •Jî)
et le système des deux équations (I) et (2) deviendra
/^(x,y,î, *) = () et ■ ^=0
qui se réduisent u
/•(x,y,z,a) = 0 et
lorsque e s’évanouit.
La surface limite qu’on vient de déterminer jouit de la propriété d’ètre tangente à chacune de celles que peut représenter
et pour chacune d’elles le contact a lieu le long de la courhe qui a pour équations
= et ^1^=0;
eu rITcl, si en un point (x, y, z) de la courbe (jiii forme rinlcrseclion
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des deux surfaces cunsécutives, on mène un plan tangent à (1), l’équation de ce plan sera, (a/, y', zf) étant scs coordonnées courantes,
dans laquelle p cl a sont les valeurs de-^et^tirées de (I), c’est-à- ' (IX dy
dire
ilfjx, y, X, g) (lf{x, y, «)
dx dy
dz dz
D’un autre côté, si an niétnc point (x, y, z) on mène un plan tangent à la surface limite, son équation sera de même forme, si ce n’est que P et q devront être tirés de l’équation de cette dernière, c’est-à-dire, de l’équation résultant de l’élimination de a entre
et
da
or, au lieu d’effectuer d’abord l’élimination, il est visible qu’on trou-
dz
vera la même valeur pour p ou
par exemple, en la tirant de la
première équation, pourvu que l’on y considère ot comme étant une fonction de (x, y, z) donnée par la seconde. 11 vient alors, en dérivant par rapport à x.
•if{x,y,z,'>) df{x,y.
dx
dx'
ilf(x, y, z, g) da da dx
qui se réduit, à cause de (3) , à
df{x, y, z, *) df{x, y, z, a) dz di dz d!^-"’
d’où l’on tire pour ~~ ou p une valeur identiquement semblable à
celle trouvée pour l’autre plan t.mgent. Comme il eu est de même de la valeur de q, on en conclut ipic les deux plans tangents se confondent et que pur conséqucnl les surfaces variables sont toucliécs par la sur-
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face liiiiilc appelée par celte raison, surface enveloppe. Les courbes de pénétration du deux suiTaccs conséeulives , qui ne sont autres que des courbes de contact, prennent le nom de caractéristiques. Si dans les deux équations de Tune de ces lignes, savoir :
(Ifjx, y, «)
dot
on fait varier le paramétre a d'une manière continue, cclles-ei représenteront une suite de courbes tracées sur la surface enveloppe et se succédant d'une manière continue. La courbe tracée sur la surface enveloppe, qui touche toutes les caractéristiques, est nommée arête de rebroussement. Elle se détermine en remarquant que si dans la seconde équation de la caractéristique on remplace : par sa valeur tirée de lu première, on trouvera l’équation de la projection dans le |ilan des XY de la caractéristique. La courbe enveloppe de toutes ces jirojeclions est donnée, comme on sait, par le système des deux équu-
lions fornjécs de -- ^ ch
: 0 et de la dérivée de par rapport a a , da.
égalée à zéro. Or, cette dérivée, en considérant z comme une fonction de a donnée par l'équation f(x, y, z, a) = 0, est
itcc* (lallz doL ’
équation qui se réduit à^-^==0, c'est è-dire =
df
parce que la première équation de la caractéristique donne |^= jjr
Iz
valeur qui est nulle puisque ~ est nul. Il est visible que l’enveloppe
dcL
des projections des caractéristiques est clle-raéme la projection de la courbe que nous avons appelée arête de rebroussement. La projection de celte dernière courbe est donc donnée par les trois équations
„ df(x,y,z,<t) „ d^f(x,y,z,a) flx,y,z,a)=0, = 0, — =0,
entre lesquelles on éliminera z et a.
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i'' exemple. Trouver Véqualion de la surface enveloppe d'une sphère mobile dont le centre parcourt la circonférence d’un cercle donné. Prenant le plan du cercle pour plan des XY, on aura pour son équation
et l’équation de la sphère dans l’une de scs positions sera
(x-a)«-4-(y-|3)*-Hz» = r» (2)
Si l’on élimine [3 entre les deux équations, on trouvera une équation finale dans laquelle a tiendra lieu du paramètre variable; prenons donc la dérivée de (2), en considérant p comme fonction de a donnée par l’équation (1); il viendra
Mais l’équation (1) donne
dp a
la dérivée devient donc
(x — a)p — (y — f)a = 0, ou bien xp — y* = 0 (3)
En éliminant a et ^ entre (1), (2) et (3), on trouve pour la surface enveloppe, c’est-à-dire, le tore,
Les caractéristiques sont des cercles de rayon r, renfermés dans des plans passant par l’axe Z.
2' exemple. Trouver la surface enveloppe de tous les plans menés tangentiellement à deux paraboles renfermées dans les plans des \7. et des YZ. Soit
Z = ax + by + c
l’équation du plan dans l’une de scs positions. Scs traces seront données par les équations
Z = ax -t- c et Z = ày -t- e.
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Os droites doivent être tangentes aux deux pariilinles
si donc on désigne par (x', zf) cl {y", z") les coordonnées des deux points de contact, comme réquation de chaque tangente est
c - s' = ^i(x - a'), c - Z" = Ç, (y - f), on devra avoir
A cause des relations
z!*=-2px', z"' = 2p'y",
la douille valeur de c devient z' z"
c= — = — et par conséquent r* = c".
L'é(|ualion du plan inoliile prend donc la forme
dans laquelle la constante z' change de valeur avec la position du plan.
En éliininant z' entre cette équation cl sa dérivée prise par rapport à z', on trouve pour la surface enveloppe
z* 2;ix H- 2p'y
(jui appartient à une surface cylindrique à hase parabolique.
Les deux équations d’une caractéristique sont ici
,__px-^p'y
qu’on peut mettre sous la forme
z = z' et px -t-
ôO
i px -+- p'y
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On voit que cos lignes sont des droites parallèles entre elles et au plan des XY. Il n’y a pas d’arète de rebrousscnient, ce qui résulte
d’ailleurs de ce que la troisième équation -j-^ = 0 est incompatible avec les deux autres.
3' exemple. Trouver la surface enveloppe de tous les ellipsoïdes concentriques équivalents, de révolution autour de l'axe des Z. On trouve pour solution la surface de révolution ayant pour équation
dans laquelle m est une eonstantc. Si la soninic des axes devait être constante dans ces ellipsoïdes de révolution , la surface enveloppe aurait pour équation
qui appartient à un iiypocycloïdc de révolution autour de l’axe des /.
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(Ibji't (lu culnil int(^gr»l. K\i>tcm:e d(- l'iiilf'gralc d'iiiu.' difTi'mUicllc doiiiiuc. Cuiisl.-mlo ui-ljilrairc (|ul la (;oiii|>léU-. — liiU-gralion des difb'iviuicllps iiioiu)nips algtibri(|ues. — lulégralps logaiilliiiii(|uca. — llll(•grab■« fimdaircs et lrigoiiuiiirlrii|UPS. — liili'gratioii des dilTi’rdilicllos trlgnn(>iri(Hrii|ui's. — liilcgratinii par partiel. — liUégratiuii des diiïérenlielles expoiieiiliclles. — Kraclions ratioimelles. — l)('eompusitiuii dis fruetions ralioiinrlles. — Cas des racines égales. — Cas des racines iinagmaires. — (ias des racines imaginaires égales. — Inlégratiun des fractions rationnelles. — Inti'gratioii des fonctions algébriipies irrationnelles. — Int(‘gration des différentielles binômes. — Formules de réduction des différentielles biiuunes. — Intégration par les siiries. — Construction géoiuétri(iue d’une intégrale.
121. Objet du calcul intégral. Existence de l'intégrale d'une différentielle donnée. Constante arbitraire gui la complète. — On appelle intégration l'opériilioii pur luqucllc un remonte d’iine dérivée dunnee h sa fonction primitive. Pour une ronetion quclcun(|iiu dunnéc /’x il existe nécessairement une autre fonclion qui, étant différenciée, reproduit la première, ou, en d'autres termes, toute fonclion donnée a une fonction primitive; en effet, cuncevous que dans fx on dntine à X, qu’on peut toujours eonsidérer comme une ahscisse, toutes les valeurs possibles depuis i = 0 jusqu’à i = x, en preuanl pour accroissement sircccssif une (luantité très petite t; soient f{o), f{i), /'(2t),
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/^(3i)> /’(4i)... f[x), les valeurs correspondanlcs de fx. Portons û partir de A (fig. 29) sur l’axe des X des parties Am, mm', m'm",.. égales à t, et élevons les ordonnées mb, m'e, Prenons sur l’axe
des Y un point arbitraire a et menons nt de niaiiiêrc que cette droite fasse avec l’axe des X un angle dont la tangente trigonoinétrique soit égale à /’(o). Par le point b où cette droite rencontre mb, menons bl' dont l’inclinaison sur l’axe des X soit donnée par f(i]. Pur c menons de même et'' fixée par f{‘'2i) et ainsi de suite. On formera de cette manière un pidygonc ab cd c... et si l’on conçoit que l’on passe à lu limite, en faisant décroître indéfiniment i, le polygone sera remplacé par une certaine courbe ayant une équation à la vérité inconnue, de la forme
et il est visible que fx est la fonction primitive de /’x ; car si eu un
point quelconque de la courbe on mène à celle-ci une tangente, l’angle
quelle formera avec 1 axe des .X aura pour tangente ou pour
dx dx
tonte valeur de x, et comme il résulte de la construction précédente que cette tangente est aussi égale îi fx, on aura
On voit donc que la fonction /"étant dérivée, reproduit la fonction fx et qu’elle est par conséquent la fonction jiriniilive de celte dernière.
On arrive à la même conclusion sans considérations géométriques, en remarquant que l’on a (N“ 5)
dans laquelle fx est la dérivée de fx et 0 une certaine fonction inconnue de X cl de A dont la valeur numérique est comprise entre zéro et riinilé positive. Si donc on fait A égal à — x, il vient en rcmplarant 1 — I) par 0',
fx = fit xf (d'x),
et comme fx c.sl la fonction primitive de fx, celte équation apprend ipie pour former cette fonction [irimilivc, il faut multiplier par x la
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dérivée, après y avoir cliangé x en O'x, el njoiilcr au pruüuil le terme fo qui représente ce que devient fx quand on y rend x nul, c’est-àdire une conslanle indéterminée. Cette formule ne peut servir à trouver lu forme de la fonction primitive à cause de rignoranec où l'on est sur la forme de 0'; mais elle prouve du moins rexisicncc de cette fonction primitive.
Il est à remarquer qu’à la dérivée fx correspond la dilTérenliclle fxdx dont la fonction primitive fx, que l’on appelle alors intégrale, est aussi celle de la dérivée fx. Il est donc indifTércnl de considérer fx comme lu fonction primitive de la dérivée fx ou comme l’intégrale de la difTérenliclle f xdx. .
L’intégrale d’une dilT('rcntiellc s’indique en faisant précéder celle-ci du signe y qui se nomme signe d'intégration; l’intégrale de fxdx est donc désignée \>nr /' fxdx.
Il suit de ce qu’on vient de voir ; 1° qu’en différenciant l'intégrale d'une dilTérenticlIe donnée, on doit retrouver celle-ci; 2" que la différentielle d'une intégrale,/’ /"xdx qui n’est qu’indiquée, s’oliticnl en supprimant le signe f, et ô" que l’intégrale d’une différentielle (fax qui n’est qu’indiquée, est yx et s’obtient en supprimant le d. Il est visible aussi que l’intégrale de fxdx peut être représentée jilus généralement par f fxdx -+- C, C étant une constante entièrement arbitraire; car la différentielle de cette somme est aussi fxdx. Cette dernière intégrale se nomme intégrale générale pour la distinguer de la première. La différentielle fxdx -r- Fxdx — axdx a ile meme pour intégrale f fxdx -4- y Fxdx — f fxdx ■+- C, car en différenciant cette dernière quantité, on retrouve la différentielle donnée. Enfin si .1 est un coeffieicnl constant, l’intégrale de Afxdx sera .1 ffxdx; car on sait que la ilifférentielle de Aox est Ad-^x et par conséquent la différentielle de .1 y fxdx est Afxdx.
Ces diverses observations donnent lieu aux règles suivantes :
1° Pour compléter l’intégrale d’une différentielle donnée, il faut g ajouter une constante arbitraire.
2“ L’intégrale d’une différentielle composée de plusieurs termes se compose des intégrales de chacun de ces termes pris avec son signe.
3“ On peut faire sortir du signe d’intégration un coefficient constant gui affecte la différentielle,
122. Intégration des différentielles monômes algébriques. — Occupons-nous d'abord de l’intégration des différentielles monèmes les plus simples. On trouve les intégrales d’un grand nombre d’entre
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clics en comparant les dérivées iiionômcs trouvées au eomiuenceiiient du calcul dilTércnticl, à leurs fonctions primitives; ainsi, de ce que
dz,
il résulte que Ton a
f dz = Z' , ou n J’ z*~* dz=2 Z" , d’où / z" -' dz Si l'on remplace « — 1 par m, il vient
-rm4 <
fz-'dz ■■
c’est-à-dire que pour intégrer une différentielle de la forme z""dz, il faut supprimer dz, ajouter l'unité à l’exposant m et diviser par ce nouvel exposant.
Cctlc règle est vraie, quelle que soit la valeur de m, que celle-ci soit entière ou fractionnaire, positive ou négative, puisque la diirércnticllc qui y a conduit est générale ; on a donc
, f\^'x*dx=fx^dx^.
= yadx=a f x'‘dx=ax.
— dx = a f x*dx ax" = p « \/^, { * i/x = 2 j/x.
\ - — r~= = 0 I X (IX = — - (
jx‘/x* .’i
UX" -t C 1 (IX = (I
X'" y ii-t-1
■ III i
■ ex.
Pour avoir l’intégrale générale, il faut ajouter partout une constante arliitraire. La meme règle sert à intégrer des dilTércntiellcs de la forme
(ax" — lix’'-e-c]edx, axi^bx" — ex" — e)cdx, (ix»(6x" -r-ry(«x" -*-/)■■ i/x,
pourvu que les exposants p, r soient des nombres entiers et positifs; car si on développe ces puissances de polynômes au moyen du liinôinc (le Newton et qu’on cflecluc les mulliplicutions indiquées, on réduira
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ces différcnliclles à une stiitc limitée de termes monûmes, tels que vlx^r/xquc l’on sait intégrer. C’est ainsi que l’on trouve
fr{ax* — bfdx = f{a'x^ — 2u6i’ + b^x) ilx = — 2ai — 6* — C.
Dans certains cas, les dilTérenticllcs de cette dernière forme peuvent s’intégrer d’une manière plus expéditive et sans effectuer le développement du polymline, et par conséquent, quelle que soit la valeur de l’exposant. Soit, par exemple, à intégrer (ux — by dx. En faisant ax — b égal à 2, il vient
et en substituant, on trouve
dz \ ^ i(ax — 6)r + ' „
J'[ax — bYdx= fzf — = -/ z>'dz = -t- C= k C.
Pour (4i’ — i]ex*dx, on représentera 4x’ — 1 par 2 et il viendra en différenciant,
xUlx:
dz 1 2r + *
et en substituant,
fUx^— iy'x’«ix=/2e^ = -^-;^ = -r7^ -(4x’— 1V' + *.
Enfin pour {ax- -k by x*^' dx, on posera
as- -k b — Z, x"“‘ dx =
et on trouve en substituant,
dz I 2»*^ ' „ (nx" -k b)e*'
f{„x--^byx-^> ,/x=./2r-=- — - '-= ^
C’est ainsi encore que l’on trouve, en faisant 1 — x* égal ii 2*,
C xdx
:f — dzt= — z-*- C — — [/\ — X* -s- C.
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Il est visiiilc qiie celle Iransforniation n’esl possible que lorsque la (lilTcreiiliellc de In l'oueliuii comprise cuire piirenlhcse ou sous le rndical, représcule, à un coellicienl conslaiit près, le fadeur placé eu dehors de la parcnlhèse du radical.
Intégrales logarithmiques. — La forinulc
est eu défaiil lorsque m est égal à — 1, car il vient alors
(Iz ou
f (Iz Z"
intégrale à laquelle la présence du symbole de l’iiinui die tout sens saisissabic. Celle difliculté provient de ce que riulégralc de — est d’une iialurc toute différcnle de celle de z^tlz; ou a vu eu effet que la différentielle de log z est— > d’où il résulte que l’intégrale deest log Z ou, plus géucralcnicut, log z -t- C. L’inlégralc générale n’était
pas cependant fautive pour »ii = — 1, car en incllant
C sous
la forme -
. . _ . . , . C' qui devient - -4- C
|)our m égal à — 1, on trouve log z pour vraie valeur de la fraction
correspondant à m — — I .
Celle formule permet de trouver l’intégrale d’une différentielle fractionnaire dans laquelle le numérateur est la différentielle du dénomiiiatenr; car en reiirésentanl ce dernier, (|ucl qu’il soit, par z, le
numérateur sera tlz cl l’intégrale de— est log z -i- C. On trouve île
celle mamere
(Ix
= log (.T — a) •+■ C,
i' 3ox- dx , , ,
i («ilz-
3) (Ix
log (2x‘ — 3x — 1 ) -)- C.
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On peut ubicnir, par le même procédé, rinlégralc d’une différentielle fractionnaire dont le numérateur est la différentielle du dénominateur, à un facteur constant près; car si l'on représente le dénominateur par Z, le numérateur sera de la forme ndz et l’on aura
f 7kIz ( (h
\ = « i — ~ /i lüg Z -h C
C’est ainsi qu’on trouve
= ~loff (ax a
;j^l0g(5jC« — 1)-+- C.
On obtiendrait aussi sans peine l’intégrale d’une différentielle de ^ fi «X
la forme — ■ — ; — > lorsque m est un nombre entier et positif; car (o -h bx]' ^ ’
en faisant a + bx — z, il vient
r" Ar^dx f A (z — a)” ^
} (o H- 6jc)" "~J '
Z" — mai’" *
VI [m — 1)
vihn — l)(m — 2)
— - _ ’-a^z’'--' -A- etc.
= -^ — ) f z^^^dz — via r z”'"“'f/z H ^ — f z"“"”*rfz -+■ etc.
o*mf»n — 1)
Souvent, au lieu d’ajouter simplement une constante arbitraire C pour compléter l’intégrale, il est plus commode d’ajouter log C ou a log C, qui sont aussi des constantes; ainsi on posera
= log r+ log C= log(Cz), ^ = log (jr— a)-*- log C= log C(x— o).
Celte intégrale se met aussi sous la forme - log C* (x — o)’ pour que le logarithme soit réel , même lorsque C ou x — a sont négatifs.
fix
71 logz -f- n log C ==n log (Cz) log (Cz)*.
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j ax — b — g '«g ^'=- jlog C{ax—b) = ^ log C*{ax— b)'.
( axhlx a, ,
124. Intégrales circulaires et trigonomêtriques, — On n vu dans le calcul difTércnlicI (N° 17) que
d.arc sin x-.
dx
dx
— > d . arc (ang X = •;
Il résiiUc de là que l'on a
Ç dx ,, r dx
\ — r - = arc sin x et r= arc tang x C.
Ces formules servent à intégrer toutes les dilTérenticllcs réductildes
, dx dx . . dx
.aux formes — — et t- ri ainsi nour , on fer.i les
transformations suivantes :
dx
É* dx
arc sin Z = arc sin -• a
On obtient de même les intégrales suivantes :
adx af dz a .s n . x l/ c
r — — rare sin — - — b
ex'
a r az a . z a
= — \ -7=i=- = — arc sin j- = —
|/cJ|/6* — Z* |/c " \/ c
$axdx a( dz a . z a i*
~7- ~ — si - - 3 arc sin — = - arc sin 7- •
dx
i' dx
lia 1 r dz 1 I X
= -J-^=-)^=-arctangz-HC=-arctang-+C.
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ilx C tl~ t
r dx __ f dx f dz _ 1
‘iSI
urc laiig -H t.
La différentielle
d.are eos x =
eundiiit aussi à l’intégrale r dx
■ are eus x h- C,
qui SC prèle à tuiiles les Iransfonnalions précédentes. De la valeur de la différentielle suivante
d .arc sin verse x -
dx
il résulte que
r dx
i arc sin verse x C.
Celle foriniilc eonduilà plusieurs autres; on a par exemple, dx
Un a de même
dx
l/ax — 6x*
(ix
|/6 ^ ^Ja'x — X*
= — nûi’c sin verse— -+- C = arc siii verse — 4-
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12Î). Intégration des différentielles trigonométriques. — Les fonctions trigonuinctriques monômes les plus simples sont :
. . I si" ,
cos xax, sin xax, langxux, * colxax,
cos I
cos xdx dx dx dx
» SinXCOSXftX, ■» -■
siii X siiixcosx sinx cosx
Les (leux premières s'intégrent iinnicdiatcmcnl en remarquant que puisque l’on a (N° 14)
(/ .sin x = cosx(/x et d.cosx= — siiixrfx,
on a aussi
y ens xdx — sin x C et f sin xdx = — cos x -i- C,
/’ cos uxdx — f cos s — — - sin I -f- C = - sin ax C.
La troisième et la quatrième s’intégrent en remarquant que le nuinëratcur étant la différentielle du déiioiniiiateiir, on a
r sin xfljc 1
y lang xdx == l — — = — log cos X — log C = — - log (C* cos ‘x)
, , l' cos xdx , . , ^ ^ ^
y cot xdx = ^ —p ^ log SUT X + log C = - log [<y sin • x)
Pour avoir l'intégrale de la cinquième différentielle, faisons siiix = i et cosxf/x = d;; il vient alors
y sin X cos xdx = y zdz
sin * X
L'intégrale suivante s’obtient en remarquant que l’on peut multiplier cette différentielle par sin’x -r- cos*x sans changer sa valeur; on a donc
$dx f (sin *x -+- cos’x) (/x fsiiixf/x r cas xdx
sinx cosx J sinx cosx ) cosx ) sinx
sin X 1
= — log cos I log sin X -T- log C =• log C — — = - log (C* tang *x).
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Pour les (Jeux différenliclles suivaiilcs, oii fera ces transfuriiialions :
= — ^ log C» tang* 1 (5 — •
Passons à la différentielle plus cumpliqucc sin"x cos"x</x. En représentant sin x par r, on trouve
cos X = i/ï — s* et f/x = — ,
et par conséquent en sulistitiiant,
y'sin"x cos’xdx =yr" (I — :*) * dz.
On voit donc que la différentielle proposée se ramène toujours à une différentielle algébrique d’une forme particulière dont on s’occupera plus loin (N" 155). Une transformation semblable rendra algébrique toute différentielle qui ne contient que des lignes trigonométriques.
Dans cette différentielle, m et n sont quelconques, positifs ou négatifs. La transformée précédente s’ap|iliqiie donc, comme cas particuliers et en faisant successivement m et n négatifs, m = n, m = 0, » — 0, aux différentielles suivantes :
fcos’xrfx Csin”xdx (■sin"x(/r „ . fcos'xdj
\ — : 1 \- •' l =/ lang’"x(/x, \ — -
1 sin"x J cos'x J cos“x J sin"x
. ( dx î dx
= / cot’xax, /’cos'xox, / sin*xf/x, 1 j \
^ - Jsin~.r Jcos”x
(■sin"x(/r
\ = / lang^xf/x,
J cos-x
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Qunnd m cl n sont entiers et positifs, on arrive souvent plus simplcincnt à rintdgriile, en rcinplaçunl sin^x cl cu$"x par leur dévcloppcinenl trouve au N“ 4'J du calcul différentiel, et l’on n’a plus alors qu’à intégrer des termes de la forme sin px cos qx clx ou eos ;>x eos f/xi/x, dont les intégrales sont
f sin px cos qx i/x = - /'sin [p + q) xdx ■+■ -J" sin (p — q) xdx
_ I [cOs(p-T-<jl)x COs(p — f/)x) ^
y'cos px COS qx dx = ^ y [P */) ^
i ( sin (p r/) X sin (p — q)^\
126. Intégration par parties. — Souvent dans le but de faciliter l’intégration , on fait usage d’une Iransforinution qui a l’avantage de faire dépendre l’intégrale chcrcliée d’une autre intégrale plus facile à obtenir. Celte méthode, fréqucnimcnt employée, et que l’on nomme intégration par parties, est fondée sur ce que, si u et u sont des fonctions de x, on a
d (iiv) s= udv ■+■ vdu, d’où l’on tire en intégrant,
i<e = J' udv ■*- J' vdu et J'udv = uv — J' vdu.
Cette dernière équation , qui est la formule pour l’intégration |>ar parties, fait évidemment dépendre l'intégration de udv, de l’intégralion de vdu. Pour en faire usage, il faut décomposer une différentielle donnée en deux facteurs « et dv, dont l’un soit une différciiliellc connue rfy, ayant y pour intégrale, l'autre facteur étant représenté par V. La différentielle donnée sera donc udv, dont l’intégrale sera connue si l’on parvient à intégrer vdu, c’ests'i-dirc, le produit de l’intégrale du facteur différentiel dv par 1a différentielle du facteur fini U.
Prenons pour exemple la différentielle x sin xdx cl remplaçons sin xdx par do et x par u. Il est visible que y sera cosx et il viendra
y X sin xdx = — x eus x — y — cos xdx = — x eos x sin x C.
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Considérons encore la différentielle x"cosif/jc et supposons*» entier cl positif. Si l’on intègre succcssivcincnl jwir parties, en faisant d’aliord
n = x'“, (h — cos xdi,
puis, en posant
U = x"~', dv = sin xdx
et ainsi de suite, on trouve
f X" cos xdx ==x’‘ sin x — *w ,/" x'"" ' sin xdx
= x"" sin X «II""' cos X — mi (m — 1) J'x”^^ cos xdx = x" sin i
-t- iHx”~' cosx — *11 (mi — 1) x"^’ sin X -+- *ii (m — I) (mi — 2) y’x”“*sinxi/x
= sin X jx" — *11 (mi — 1) x"“’ -t- Ml (m — 1) (»i — 2) (m — 5)x"^* j
-I- cos X jMix"*"* — Ml (m — 1) (mi — 2) i"-» j.
127. Intégration des différentielles exponentielles. — L’intégrale de la différentielle a'(/x se déduit aussi d’une formule du calcul différentiel. On a vu que
rf . O* = a'dx log a, d’où l’on tire en intégrant les deux membres,
a’ = log a f a'dx, et f a‘dx = ; h C.
“ log «
Cette formule conduit sans peine aux intégrales suivantes, en effectuant les transformations indiquées,
.,1 dz i „ \
f e"“' dx = — /e* — = er + C = e~’“ -i- C.
■ arc tang (c) -t- C = arc tang (e*) -t- C.
On peut aussi intégrer toute différentielle de la forme x”a'dx, quand Ml est entier et positif ou plus généralement, AVdx dans laquelle AT est une fonction entière et rationnelle de x; en effet, si l’on intègre par parties au moyen de la formule
f udv = M» — J'vdu ,
e^dx r dz
ciuriTRE vni.
en faisant
M = -V, ilv = a’dx d'où r = ,
il vient
/ Xii'dx = A' — ? — ^ — f a'X'dx,
logo logo'
dans laquelle A"' représente • En intégrant suceessivemenl de la
meme manière et en représentant par X", A''", A’"”, ele., les dérivées
dKV dKX </‘A' , , , . ,
successives -r— i — 5 -r-r» dc-i 1 une de ces dérivées, et par conds* dx^ dx*
séquent toutes les suivantes seront nullcs si la fonction A' est entière, algébrique et rationnelle et on aura
fl' a' fl' a*
fXa’dx = A' , X' — — -H A'" A'"' etc. •+■ C.
logo log*o log*o lüg*0
Si A n’était pas entier et rationnel, le nombre de termes du second membre serait illimité, et l’intégrale serait exprimée en série infinie. Ainsi s’il s’agit d’intégrer x^a'dx, m étant entier et positif, on jiosera
X = X" , A'' == nix"'^' , A'" = in (wi — I ) x"~* ,
, . O' / mx”~' wifjii —
/ x-o'dx ==- ( X” j 1 j —
log O \ logo log’o
log’o log "O y
En effectuant l’intégration par parties dans un ordre différent, on est conduit à une autre expression de la même intégrale qui, dans ce cas, forme toujours une série infinie. Ainsi si on pose
O' = U , Xdx = dv , d’où v — J' Xdx ;
il vient
y A'o'rfx = a'A', — log O J' X, a’dx, dans laquelle X, tient lieu de / Xdx.
CALCIjI. I.NTKCIIAI..
'IVÛ
Si l’on continue à intégrer de I<i meme manière, en faisant
, \ ff, J \ ilx ^ etc.,
on trouvera
J a’ôx = A, a* — X„a‘ log a -i- A'„,«' log* n — A'„„o' log’n -t- etc. -t- C.
C Cl*
En appliquant cette formule à l’intégrale \ — «I vient, en supposant m entier,
{m — 1) (wi -
— (tii
et |iar
conséquent
dx-
log a
jx"
log* a
log"-
r a‘dx
On voit que, quelle que soit la valeur de l’exposant m, s’il est entier
et positif, on devra toujours arrivera la difTércntielIc^î^quc l’on
ne sait intégrer que d’une manière approchée, comme on le verra plus loin.
l'n procédé d’intégration analogue peut être appliqué à la différentielle -Ylog’jrfx; car si l’on intègre par parties, en représentant f Xdx par-V,, on trouve
,/' .Y log'ic/x = A', log» a; — n f X, log»-'.rr/ log x = A', log*x — « ^^log» 'xf/x.
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On aura de même, en laisaiil
dx = A„, i dx = , clc.,
savoir : (1)
y A’log"xdx = X, log"x — «A'„ log”"'x -t- «(n — 1) A',„ log"-‘x — n(n — 1) (n — 5i)A'„,, log*-*x
On trouve de celle manière :
f log xdx = X log X — X C.
/X- log-x,/x j log-x - ^ log-- X + log-x....
.Si n était négatif dans (1), cette formule devrait être modifiée. Eu intégrant encore par parties, il vient, en remarquant que
r I </x fdz z"'"+‘ — 1 1
)log-x X 3 2-~ «— 1 ~ n — 1 log”-'x’
savoir ;
= ( Vx— î— — sVj 1 r d(A'x)
3 log-x 3 lüg-x X (m — IJ log"— X ^ — 1 3 log--'x’
et l’on voit que l’exposant n dans l’intégrale du second membre est diminué d’une unité. En changeant successivement dans cette formule, « en w — 1, n — 2, n — 3, etc., l’exposant de log x diminuera d’une unité à chaque opération , en sorte qu’on sera ncccssaircincnl
J Z (ix
dans laquelle Z représente
une fonction de x.
128. Fractions rationnelles. — Passons à l’intégration de dilfércntirllcs algébriques plus eoinpliqiiécs, et occupons-nous d’abord des
iliiïiTCiitiellc!) ralioniii'llcs. Leur forme In ]>lu$ générale e$l
.V el
-V'étaiil des fonctions de x, telles que a -*-bx -t- m’ ■+■ ilx^ ex* + etc.
On peut, sans diminuer la généralité de lu méthode , admettre que le polynôme A' est d’un degré moins élevé que A''; car si cela n’était pas, on circctuernit In division de A' par A'', Jusqu’à ce qu’un trouvât un reste A'" d’un degré inférieur à A' et en représentant par Q le quotient, on aurait
cl par conséquent
jŸ,</x=/Ch/x -V-
dans laquelle Q se compose de termes de la forme nx", el l’on voit que l'intégrale cherchée dépendrait de l’intégration de la fraction
rationnelle
dx dans laquelle le numérateur est un polynôme entier
et rationnel en x d’un degré moins élevé que le dénominateur. C'est ainsi que pour intégrer
- dx, on fera
ax* — Gx*-h 1 _ . 1 — 12x
.. = ax* -+- Gx -t
Ou peut aussi admettre que le coelTicient du terme de plus haute puissance de X au dénominateur est toujours l'unité; car si cela n’avait pas lieu, il sulliruil de diviser le numérateur et le dénominateur |iar le eoenicient de ce terme. De eette manière
2x* — 3ax* — u’
.■ix* — iia’x 2o*
serait mis sous la forme
fx* — ne’ — in-*
Knûn un peut admettre que la fraction rationnelle est de la forme
hx“~* -+- ex" X" ex“~* -+-■
px-s- r/_
• -+- rx »
car si le degré du numérateur était inférieur de plusieurs unités à celui du dénominateur, il sulTirait de rendre nuis quelques-uns des eocllicicnts a, h, c
Digilized by Coogle
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Ü'J. Décumposilion des fruclions ratiunnellcs. — L’iiilégralion des Iraclioiis rationnelles étant entièrenicnl l’ondée sur la déconipusitioii de ecs l'raetions, nous nous oeeuperons d'abord de celte tliéorie.
-+- • ■ • • * JtX tl
Considérons la fraetion rationnelle ; î ' ■
X” ■+■ ex"“' rx -t- s
llcprésentons par a, p, y les racines de l’équation
ex”
Le tliéorèinc rondamental de la théorie des équations apprend que l'on a idcniiquenient
x“ ex”^* -4- rx -4- s = (x — a) (x — p){x — y)
et la fraetion rationnelle devient
aX"~‘ -4- /(X™"- -4- -4- pX -4- (f
Nous examinerons successivcnicnt ; I" le cas où toutes les racines a, p, y sont réelles cl inégales; “2" le cas où ipielques-uncs sont égales, cl enlin 3“ le cas où (pieb]ues racines sont imaginaires.
Si les racines sont réelles et inégales, la fraction rationnelle peut lonjonrs être dccoinposéc en fractions simples du premier degré, de manière que l'on ail
„x"-‘ -4- ùx" * -4- -I- i)x -4- « .1 yy C
^1, II, C étant des constantes à déterminer, c’est-à-dire qu’on peut
toujours assigner à A, li,C des valeurs constantes telles que le
second membre soit égal au premier pour toute valeur de x; en clfet, si on multiplie les deux membres de l’équation par le dénominateur du premier, il vient
„X’"-‘ -4- ÙX“~* -4- -4- px -4- 4/ = .1 (x — S) (x — y)
-4- yy (x — a) (x — y) -4- C(x — a) (x — S)
et il est visible <pie si le dénominalcur de la fraction rationnelle csl du degré m en x, e'est-à-dire, s’il renferme un nombre m de facteurs X — a, X — S, etc. les constantes .1, IJ, C, etc., dans l’équation précédente, seront en nombre m et .seront inultijiliées cbacnnc par un
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iiuiiibrc m — 1 de fadeurs x — «, x — p, cle. ; par eonsc-qiicnt, en effectuant les mullipliealions du second incinhre, ou obtiendra nue fonction nitiounclle du degré m — 4. Cela posé, la possibilité d'effeetuer la décomposition de la fraction ralionnelle en fractions simples, déjiend de la possibilité d’assigner à A, II, C des valeurs constan-
tes qui renilent identi<]ues les deux membres de cette égalité; or, si l'on effectue les midtiplications, le second membre prend la forme
Mx"’ ' .'Vx““* -t- -4- J’x -t- Q.
Les coeflicicnts 3f, .V P, Q outre les racines a, S, y , renferment les constantes inconnues .1, H, C lesquelles restent évi-
demment à la première puissance et ne sont pas multipliées entre elles. Pour trouver les valeurs de A, B, C qui rendent identiques l’équa-
tion
ax” ' -i- bx"‘"* -4- ]ii + fj = .l/x"’~‘ -4- .Vx"“* -4 -4- Px -4- y
il suffit de poser les égalités
AI=u, ;V=6.. .. P = i>, Q = <i
dont le nombre est marqué par celui des coefficients «, h, c p, (j,
c’est-à-dire qu’il est égal à m. Ces équations étant en nombre m comme
celui des inconnues, et du premier degré en .1,/^, C donnent
pour ces quantités, des valeurs toujours réelles.
Prenons pour exemple En égalant le dénominateur à zéro,
pour avoir les racines, il vient
x' — c* = 0 , d’où X = ± c ;
les facteurs du premier degré du dénominateur sont donc x — c, x -t- r et l’on fera
«X — 1> ux — b .1 ü
En réduisant au même dénominateur cl égalant les numérateurs, il vient
(IX b — .1 (x -4- c) -4- B(x — c) = (.1 -4- Il)x -4- .Ic — lic ,
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i|uc l’on rend idenlique en posnnt
d’oi’i l'un tire
a = A D , — b — Ac — Uc ,
(IC b
On fera de mèiiic sur l’exemple suivant, les Iransforinatioiis indiquées:
3r* — 2x -+- I üx* — 2x -V- 1
X* -1- 2x’ — ’.ix* — Gx I (x I ) (x — 2) (x 3)
AU C D
3x* — 2x I = .1 (x’ -1- 2x* — îix — G) -+- Z? (x’ -+- x’ — (ix) C(x’ -I- 4x* ■+■ 3x) -V- fl(x’ — X* — 2x), équation que l’on rend identique en posant
A -I- n C ^ D = 0, ^A ^ R -i- iC — D =
— ÎJ.I — 6//-I-3C — 2Z) = — 2, — G.^=1,
d’où l’on tire
Les valeurs de ces constantes peuvent être obtenues d’une inaiiière benueoup plus expéditive. Si l’on représente jiar Fx et par /x les doux termes de la fraction rationnelle et qu’on multiplie par fx les deux membres de l’équation (I), il vient
Fx = A
X — fi
fx
Celte équation devant exister quelle que soit la valeur de x, on pourra y faire suceessivcnienl x = *, x = ^, etc. Pourx = a, il vient
CAixri. iMÉi;iiAi..
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el comme a est une ruciiie du dénuminnteur de In rraclion rationnelle, on doit avoir /« = Ü, ee qui fait disparaître tous les termes à l’exeeption du premier, qui se réduit à On obtient la vraie valeur de la fx
fraetion A — en prenant les dérivées des deux termes, et il vient
/l/'a, en représentant par fa la dérivée de fx dans laquelle on remplace X par a; on a donc
Fa = A fa ou
On trouve de même, en faisant x=p et en observant que /"p = 0,
fl
iôO. Cas des racines égales. — Si parmi les racines a, p, 7 du
dénominateur il y en avait quelques unes d’égales entre elles, ce mode de décomposition ne serait plus possible; car en supposant a = p dans (I) du (N" 129), il vient
ax”*“* ■+■ »x -H (/ A' C
la constante A' tenant lieu de d
Or, en eberebant à déterminer les constantes A’, C ainsi qu’on
l’a fait au (N" 129), on obtiendrait encore un nombre ni d’équations,
tandis que celui des inconnues A', C serait réduit à m — 1. Cette
impossibilité cesse si l’on efTcctuc la décomposition de la fraction rationnelle de celte manière :
ax~"' 6x“"* d B C D
(x — a)* (x — 7) (JC — S) (^ — *)* ^ — ® ^ — ^
car on pourra faire tous les calculs indiqués pour le cas des racines
inégales cl l’on obtiendra pour déterminer d , B, C un nombre
d’équations égal à celui de ces inconnues.
ly 5 I ^
Prenons pour exemple — — ; » dont le dénominateur a
pour racines x = 0, x= — 1 deux fois, x = 1 deux fois. On posera
d'où, en réduisant au inèinc dénuininatcur cl égalant les niimcrateiirs,
X»-f-xSH-2=/l (x— l)*(x + l)'* -4- /lx(x + 1)*+- Cx(x — 1)*(x+ I)*
^-/Jx(x — l)*-4- /;x{x — l)*(x-4- 1),
é<|unlion qu’on rend identique en égalant les cocITieiciils des mêmes puissances de x dans les deux membres. Késolvant ensuite ces équations par ra])porl a A, B, C on trouve
S’il y avait un nombre r de racines égales, on ferait
ux“~' -4- -4- yx -4- q .1 B
et s’il y avait plusieurs groupes de racines égales, la décomposition se ferait de cette manière :
ox""* -4- -4- ;>x -4- q .1 B E
h G KL
jr5 , I ___ J
l'ar e.xcmple pour — — ^ , „„ posera
(x — l)»(x-4- 2)^(x-4- 1J""(x— Ijs'*'(x— |)»'^x — i
On peut aussi, en employant le calcul dilférentiel , arriver auv valeurs de ces constantes inconnues, d’une manière souvent plus expéditive. Représentons encore par Fx et fx les deux termes de la fraction
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rationnelle et par a, y les racines dti 'lénuniinalciir. Supposons
que a soit r fois racine de fx = ü, de sorte que
fx = {x — ay [x — p)(x — y) = (x — a)' fX;
fX ne renfermera plus de racines égales à « et l’on aura
Fx A B C E
(x — ®)’’yX (x — a)' (x — (x — a)'“* I — a
d’où
Fx
OX
. Fx , , . , ,
Représentons — par }x; il vient en dérivant l’équation précédente,
dix
ou yx = /f -+- 2C(x — a) -I- (r — l)£'(x— a)*~* -+- etc.
dx^
ou -;.''x = 2C-t- -f- (r
1 ) (r — -2)E{x~ «)■“’ etc.
ou ■{<'“* x=(r' — i) (r — 2) (r — 5).
..5.2.1£' H- etc.
puis faisant x = a dans ces équations et observant que tous les termes, les premiers exceptés, conservent le foctcur x — a et disparaissent par conséquent quand x = a, il vient
Quant aux constantes F, G, H qui se rapportent aux autres raci-
nes, on les déterminera comme plus haut, c’est-à-dire qu’on posera
El
etc.
151. Cas (les racines imaçiinaires. — Supposons enfin que parmi las l'acincs *, p, y, «In dénoininalciir de la Iraclion rationnelle, il se trouve des raeincs imaginaires; on pourrait encore poser
Fx A II C D
H H ; -t- etc.
fx .r — a X — P X -- y X — o
et dcicrmincr A, 11, C, D.... par les méthodes précédentes; mais les équations qui doivent servira déterminer ces valeurs, renfermant les imaginaires *, p, y, S etc., conduiraient à des expressions imaginaires ]ionr ces coenieients. On peut éviter cet inconvénient en observant ([u’il résulte de la théorie des équations : 1“ que la racine imaginaire
a doit avoir la forme a h [/ — 1 , 2" que si a f> j/ — 1 est une
racine de fx, a — 1> i/ — 1 est nécessairement nne deuxieme racine; d’où il résulte que /x sera généralement décomposable en facteurs du premier degré de la forme
£, étant des racines réelles; ou bien, en observant que
fx pourra être décomposé ainsi
/x = [(X - «y -V- l,^] [(x - ar -*■ 6'*].... (X - s) (X - 0
i|ui ne renferme plus de traces d’imaginaires et dans laquelle les facteurs du premier degré corrcsimndcnl aux racines réelles, et les facteurs du second degré, aux différents couples de racines imaginaires
Fx
conjuguées. Cela jiosé, on décomposera-— de la manière suivante :
fx
Fx _ .Ix -i- B d'x -4- ir C I)
fx (x — a)* -t- ù* "* (x — o'J- -+•6'-'*' ”*^x — e”*"x — r"*"
l.a possibilité d’une semblable décomposition résulte de ce que les cocflicients A, B, A', B', — sont visiblement en nombre m et qu’on peut, en suivant la marche indiquée précédemment (N“ 129), trouver pour CCS eocificients des valeurs constantes.
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132. Cas lies racines iminjinaires cijates. — Si fx rcnrcniuiil «les racines imaginaires égales, si, par exemple, on avait a = b — b', la (léeoinpusition précédente devrait être modifiée, car il viendrait sans cela,
Fx (.1 -t- l')x -4- // + //' C I)
fx (x — «)'*-+- 6* X — e X -t- ï
ou bien, en observant (|iic A -v- d' et fl ff forment deux constantes .l"ct/r,
Fx_ J"x-L-fl" C n
fx (x — a)* -+- 6* X — 6 X — ç
et le nombre des cocflicients indéterminés A", fl", I) n’étant
plus égal au degré m du dénominateur, un ne pourrait |)liis déterminer leur valeur comme on l'a fait au N° 12'J. L’analogie conduit dans ce cas à un mode de décomposition semblable .à celui adopté pour le cas des racines réelles égales. Supposons que le facteur du second degré (x — a)* -f- b^ soit contenu r fois dans fx ; on fera
£x_ .1x1- fl A'x-^ir
fx [(x — (j)* -I- /)-]’■ [(x — a)* -4- b-]' '
,l"x -4- fl" (x — a]- -4- IA
où le nombre de cocflicients .1, fl. A', fl' est visibfement égal à
celui des racines de fx. Pour déterminer ces cocflicients, on multiplie les deux membres par fx ou
[(x — itf -4- 6*]" (x — s) (x — Ç) ,
et il vient
Fx = (.Ix -4- fl) (x — e) (x — )
-4- {.l'x -4- fl') [(x a)* -4- 6*] (x s) (x — ') -4-
dont les deux membres devront cire rendus identiques, comme au N" 12D.
Prenons pour exemple , -- -, dont le dénoini-
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nulcur a pour racines — 2, l-4-j/^l, 1 — |/ — I, 1 -i- i
cl 1 — ^ — i. On a
et
Ax + D
A'x ■+■ lï
d'uù l’on lire, en rendant les deux membres identiques,
OO
’ÏÔü’
Tôt)’
ir.
Toô’
Observons que si l’on peut décomposer les fractions rationnelles par plusieurs procédés, un doit cependant arriver au meme résultat, quelle que suit la marche suivie; ear si l’on avait
,1 n c A' ir c
cle. == ; H —H ; -4- CtC
comme le premier membre devient infini pour x = a, il faut que l’un des termes du second membre devienne aussi infini, ee qui exige que a', par exemple, soit égal à «. En multipliant ensuite les deux membres par X — a, il vient
etc. = .1' -4- B"-
-4- etc.
qui SC réduit, pour x = a, à /I = A', cl ainsi de suite.
13â. Intégration des fractions rationnelles. — Revenons à l’inlégratiun des dilférentielles algébriques et rationnelles. 11 est évident qu’après avoir effectué les décompositions indiquées dans les articles précédents, on n’aura plus qu’à intégrer des différentielles de la forme
Adx Adx [.4x-i-B)dx {Ax-t-B)dx X — a’ (x — «)'■’ (x — [(x — a)*-4-p*]'
La première intégrale se trouve iminédintcmciU; elle est A log (x — i). Pour obtenir la seconde, on fera
et il viendra
X — a = Æ, d’où dx = <iz,
Çdz A{x — «)-''+*
f Adx |l”*
La troisième s’obtient de même en faisant
X — t — z, dx= dz,
d’où
■(.1x -t- fl) t/x f Az-i-Aa-hli
f(.1x-t-fl)t/x_fdz-4-.4a-4-fl , _ zdz dz
.^log(z* + ?*)-
arc tang ^ ^ log [ (x - a)» -H P*]
A'x -i- li X — a
H arc tang-
F.nlin la (|ualrièine intégrale peut être transformée de la manière suivante :
r /1x-»-fl f/lz-+-da-»-fl df 2zdz
dz
[A. + fl) (
jk A (z^ -4- ^ -4-
A (z* -4- 13»)-'^+' /la -4- fl C dz!
- itr dz'
Pour obtenir cette dernière intégrale, observons que
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mais cil intcgrant par parties, il vient
r -J*, h' r z’dz' 1
) (:'* IK“K {^- 2(r-^ (:'* + l)-^-'
et en subslitiiaiit dans la précédente, celle-ci devient
é dz^ i z' ‘ir — 5 r dz!
3 (:'* -f-iy "" 2 (r ^f) (;'* 1)’-' !)-■’
qui fait dépendre la première intégrale d’une autre toute seuililulile, mais ilans laquelle r est remplacé par r — 1. Le nombre r étant quelconque mais entier, peut être rem|ilacé sueecssivcmeiit par r — 1, r — 2, r — 3, etc., et il vient
f dz’ 1 z' 2r — ;i é dzf
3 (î'i -H “ ^11^2) (ï'i -V- 'fpî 2(r — 2) 3 (7* -a- 1)-* ’
r i/z' 1 z' 2r — 7 r dz'
3 (7*~71p» "" 2(r — 3) (r'* -i- 1)-^-= 2{r — Sjj ^
et comme r, nombre entier et positif, diminue d’une unité ii cliaqiic opération, on sera nécessairement conduit à l’intégrale | ^ qui
est connue et égale ti arc tang zf.
La tbéoric des fractions rationnelles conduit sans peine aux intégrales suivantes ;
J* dx i I C(a-f-x) f(2 — >tx)dx , _ C 3 rtî_ii""2il (I — X ’ 3 i* - "°{7'-^“2)*’
134. fnti'(jratinn dea funclions algébriijiies irrationneUes. — Pour intégrer des fonctions algébriques qui renferment des radicaux, le
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moyen le jiliis sin>|ile con^islc ii les transformer en «l’aiitres (|iii soient Hébarrassées de ees radieanx et qni puissent par conséquent être intégrées par la méthode des fractions rationnelles. Ces transformations sont tmijmirs possibles, lorsque les quantités |dacées sous les radicaux
.. a l/jc* — fj i/^x‘ . , .
sont toutes monuincs; ainsi — — j «x devient rationnel en
c j/x* ex’
faisant x = 2", pourvu que l’on prenne pour « un nombre tel que l’on jiuisse extraire de z" la racine carrée, la racine cubique et la racine quatrième; on fera à cet cITcl n égal à 5.4 ou 12, cl la Iraiisforinée devient
az" —
fî'"!'' ez
a — àz’
Après avoir intégré par la méthode des fractions rationnelles, on remplae.era z par j/x.
Lorsque les radicaux affectent des polynômes, ces transfuriiiations ne sont plus possibles en général ; cependant on parvient encore à rendre rationnelle toute différentielle qui renferme une ou plusieurs
fois le radical p/.lx* -t- Dx -v- C. Pour le faire voir, nous distinguerons deux cas, celui on .1 est positif et celui où il est négatif. Kemarquons d’abord que puisque
j/3[x* -4- Ux -i- C => (/7t \/ X* H — X + -
f/c -t- Ux — dx* = j/d * / ^ -4- — a*,
il suffira de considérer les radicaux de la forme i/c -*- ùx -i- a* et
'c -i- bx — X*.
1'''' cas. Faisons
[/ c -¥■ ùx -4- X* = I -4- X ,
Z étant la nouvelle variable que l’on substitue à x. On tire de là, en élevant au carré.
bx -4- e = s* -t- 2xi, X =
d’où dx = 2-
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or la diirércnticllc proposée renfermera en général : 1” des termes
rationnels en x auxquels on substituera sa valeur rationnelle ■
2“ le radical |/x* -t- 6x -i- c que l’on remplacera par sa valeur
jî _ c Iz — z^ — c
qui est aussi rationnelle; et â° la dilTcrentielle dx qui sera remplacée
par 2-
bz ■
-dz, qui est rationnelle en La transformée sera
donc rationnelle, et après avoir intégré, on substituera à z sa valeur j/x* -H 6x -t- c — X.
Prenons pour exemple 2rf:
dx
on trouve pour transfor-
|/x* 6x -+- r , ^ qui a pour intégrale
— log (b — 2z) = — log (b — 2 j/x* -t- bx c -i- 2x).
On trouve de même
i' |/x* + bx c
que l'on intégrera par la méthode des fractions rationnelles. 2' cas. Soient o et «' les deux racines de l’équation
x’ — bx — c = O,
et par conséquent supposons que l’on ait
Faisons
j/(x — o) (o' — x) = z(o' — x) ; d’où l’on tire, en élevant au carré et différenciant ensuite,
, dx i
2{a' — a)zdz
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Si l’on remplace dans la différcnliellc proposée, x par — ’ 2 (a' — a)zdz
dx par-
■ ■ et j/r -t- — X* par sq valeur, savoir :
cette dilTérentiellc deviendra rationnelle en et après l'intégration il faudra remettre pour z sa valeur
C’est ainsi que l’on trouve • dx
i' 'idz
=2 arc lang:-(- C=2arctang
, , „ h i/ td -t- 4c
dans laquelle a = ^ et d
dx
qui devient
On intégrera de cette manière la différentielle —
° O* — sin’x
algébrique et irrationnelle en remplaçant sinx par une variable z. On
trouve ainsi, en remplaçant a par sia t (ce qui suppose a plus petit
que Tunité)
r dx I sin*e — sin *x
®^sin(x — sin*(x — e)J
Ü ftlll ti
Quand a est plus grand que l’unité, on posera a=— — ^ et l’intégrale devient
sin
, f dx sin*
J1 — sin *6 sin *x coS'
£ COt X ^
arc cot ►- C.
e cos e
On trouve de la même manière, si a est plus grand que 6, dx — \ 6 -f- O sin X „
■ 6 sin X
- arc cos
a b sin x
clumiu- Mil.
Si nu conirnirr,
h csl
plus
grand r[iie a, il vient en remplaçant-
par sin£,
h 3 siii £ -t- siii X \^cosi(e — x)J ® V^eos’|(x — e)J
Knfin jioiir inlcgrcr ■
(Ix
, . — > ünnosL‘x = v — arc long t) I -I- a cos x + b siii X •' ° b
(’c qui traiisfonnc lu difTi'i'cntidlc dans la suivante
t- (/Tl* H- b* sin y
dont rinlégration rentre dans l'une de celles dont on vient de s’occuper.
iô3. liiléyration îles tUfférenlielles binômes. — Les fonctions irrationnelles qui renfernienl des radicaux du second degré cl que nous venons de considérer, sont les seules qui peuvent s’intégrer d’une manière générale; ec[iendanl nous nous occuperons encore d’une classe assez nombreuse de fonctions irrationnelles que l'on rencontre fréquemincnl dans les applications du calcul intégral, et qu’on peut souvent, par des transforinations, débarrasser de ses radicaux, ou du moins ramener à une forme plus simple. La forme de ces diiïérenticllcs est la t <,
suivante : i"(a /)x")»(/x qui revient à x” j/ (o -+- 6x")''f/x et qui est connue sous le nom de dilférentielle binôme. Les exposants m cl « peuvent toujours être rendus entiers, car s’ils avaient la forme
x’"'(o -i- fcx"'j’(/x, en faisant X = I/"'"', on trouverait la transformée
(a by"'''ydy, dans laquelle les exposants qui rem-
placent — cl — sont des nombres entiers. On peut aussi faire en m U
sorte que n soit |)ositif; car s’il ne l’était pas cl qu’il fut remplacé par — n , on ferait subir à la diiférenticlle les Iransformalions suivantes :
X” (o -4- hxr
-ydx = X*’ ^0 -4- -
■dx
’ (b -l- ox") ’ dx.
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L’exposant ;i est renilu, <lc cette manière, pusitif. 11 est vrai que l’exposant m — — devient, en général, fractionnaire; mais parla première transformation, c’est-à-dire, en rcmplarant x par t/», on pourra rendre cet exposant entier. Cela posé, proposons-nous de chercher les conditions sous lesquelles cette fonction peut être rendue rationnelle et est par conséquent intégrable. Faisons
on trouve, toutes réductions faites, en remplaçant x par sa valeur en i/.
x"(a 6x")’dx = — (l/’ — “) " fib
expression qui est évidemment rationnelle quels que soient les signes , , . m 1
de l/l et de II, SI est un nombre entier, positif ou neiialif; car
il n’y aura plus d’exposant fractionnaire et par eonséquent de radicaux. Les dilTérenticllcs suivantes :
»/ s. l/^ a bx"
y {a — dx , x* {/ « -+- bx’ dx, dx
sont donc susceptibles de transformations ipii les rendront rationnelles.
• . l/« -I- bx*
Par exemple, pour intégrer — — — dx, on fera
U -t- bx- = y*
et l'on trouvera, en substituant,
[/a -4- bx‘
dx
ipic l’on intégrera par la méthode des fractions rationnelles.
On trouve une autre condition d’intégrabilité, en remarquant que l'on a
X" (« -4- bx") ’ dx :
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«t que d'après la cuiidilion irintégrabililé prècédciile, cette dernière
expression peut être rendue rationnelle si -
' est un nombre
entier positif ou négatif; ce qui aura heu si les fractions et-
réunies forment un nombre entier. On pourra donc rendre rationnelles les difTérenticllcs
X — bx’ dx, i/(a bx* j‘ dx, x* l^a 6x’ dx.
Par exemple, mettons la première sous la forme
: dx = x' [/ — b -i- «X '' dx,
puis faisons
on trouvera
b ■+■ ax~^ — 1/’ ;
XV a — bx^dx== — a — f — .
(y" -s- bj*
que l'on intégrera ensuite par les niétiiodcs connues.
136. Formules de réduction des différentielles binômes. — On peut
aussi faire dépendre l’intégration de i” (a 6x")’ dx de l’intégration d'une dilTérenticllc de même forme, mais dans laquelle l’exposant ni
ou l’exposant -est rendu plus petit. Les formules auxquelles nous
allons être conduits, sont connues pour ce motif sous. le nom de formules de réduction des différentielles binômes.
Proposons-nous d’abord de faire diminuer l’exposant m; pour cela intégrons par parties la dilTércnticIle biudme; en faisant
U = x"^"''’' et dv — x"“' (a ■+■ bx") ’ dx et en remarquant que
f iidv — Ml' — f vdii,
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il vient
fx“{a-^hx")i dx ou fx’' -'^'X'-'{a-^-bx’')'<dx=x—*'
nb
nb
(m — n -A- 1) i"“" dx ■■
(o + bx")’
y X"*”" (a -+- bx")’ (ix;
mais on a évidemment
J'x--'{a bx")’ dx — f x“~"(a -t- bx") (a bx")» i/x
= a fx"'-'{a ■+■ bx')^dx + b f x“(a -a- bx")’dx; réqiialion précédente devient done par la substitution ,
y X" (a -A- bx")’</x :
nb
(a -A- bx")»
O Ly J»- (a -H bx») » (ix —
nb^^ -4-1^ «(--A-1
d'où l'on lire enfin en réunissant les intégrales semblables
y'x“(a -A- bx')»(fx =-
(a -A- bx")’
y x“"" (a + bx")’ (ix (1)
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Celte équalioii fait dépendre rintcgralion de i”* {a 4- 6x") » dx, de l’intégration d’une difrérentielle liinôinc senihlalile, mais dans laquelle l’exposant m est diminué de n. Si m étant positif, contenait plusieurs fois le nomlirc n, on pourrait faire diminuer encore l’exposant m — n d’un nombre n d’unités; en effet, cliangeons m en ni — n dans la formule (1), elle devient
y x"~" (a 4- lue'') 1 dx =
■bx”)^^'
■ J (o 4- bx’')i dx,
et en substituant, on trouve
y I" (a 4- 6x") ’’ dx =
blm+n^ 4- 1)
(a 4- bi')
(a 4- fix")*
•y’x'*-*" (a 4- ix") ' dx.
Il est évident que l'on pourra, de cette manière, diminuer l’exposant ni jusqu’à ce qu’il devienne plus petit que n.
Si rcxjiosant m éUiit négatif, l’équation (1) ne serait ]diis une formule de réduction, puisqu’elle fait dépendre l’inlégralion de la
- £ différentielle x““ (n /ix")’ dx, de l'iiilégration de x""“" (n -t- bx")’ dx
dans laquelle l’exposaiil négatif — iii devient — m — ;i ou — (m -t- «)
et SC trouve par conséipiciit augmenté nuinériquciiicnt de valeur. Dans
n’ II» — 7» 1
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ce cas, si l’on tire de (1) la valeur de l’intégrale du second membre, il vient, en écrivant — m au lieu de m,
r J-XI- « (q (Ix — — (fl -t- bx') ’
/’ x-" (a -4- 6x") ’ dx,
ou bien, en faisant m -4- ii = ni' ou m = ni' — «,
f X”"' (a -4- bx")i dx^ — ; T- (a ■+■ tx")’
1 ^ y x‘ (a -4- fcx")'' dx (2)
dans laquelle l’exposant — ni' -4- « du second membre est numériquement plus petit que l’exposant — m' du premier membre.
Si ni' contenait plusieurs fois le nombre n, on pourrait, par un moven semblable à celui employé plus haut, faire diminuer de nouveau l’exposant d’une quantité « jusqu’à ce que cet exposant devienne numériquement inférieur à n.
On peut aussi réduire l’exposant- qui affecte le binôme a -4- 6x"; en effet, si l’on intègre par parties la différentielle binôme, en faisant
X" dx = dv et (a -4- ôx")’ = «,
il vient
— — P iiô ——1
/(a -4- bx’Y x"‘dx= r (a-4- bx'Y -/x"+"(tt-4-6x")» dx;
mais si dans la formule ^l) on change m en wi -4- n fl-c"
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il vient
I , 3:"+' (a -4- bx’)i
J (a -4- bx’Y dx —
a wi -4- 1
y’x~ (a -4- 6x")’' dx;
l'équation précédente devient donc par la substitution,
f x“ (o + 6x")'' dx ■■
■ (a -4- bx'Y
/’x"' (n H-bx")* dx (5)
au moyen de laquelle, l'intégration de x" (o -4- 6x")’ dx est ramenée à l’intégration d’une différentielle toute semblable, mais dans laquelle
l’exposant - est diminué d’une unité.
En y changeant -en - — 1, l'intégrale de son second membre dépen-
dra d’une nouvelle intégrale dans laquelle l’exposant dubinéme a -hbx’
sera- — 2. On parviendra de cette manière à une dernière intégrale
dans laquelle l’exposant sera compris entre 0 et l’unité.
Si l’exposant- était négatif, la formule (3) devrait être motlifiéc;
car l’exposant — 1 serait numcriqiienient plus grand que — -•
Tirons en la valeur de l’intégrale du second membre et chan-
cAi.cn. iM^cnAi..
P , P .PP
gpons 1 on et pnr consouiienl-en — - -t- I, oii luirn
m — n - Il -+- 1
-y X" (o -4- /jx") ’ dx
dans laquclie l’exposant — - -4- 1 de l’intégrale du second membre
sera numériquement moindre que l’exposant — -du premier.
En changeant — - en — - -4- 1 dans la rormule précédente, on fera 7 7
encore baisser numériquement d’une unité l’exposant de la parenthèse que l’on réduira de cette manière jusqu’à ce qu’il soit compris entre 0 et — I.
Appliquons la formule (1) à l’intégration de — ou
X" (1 — X*) * dx, tn étant entier et positif.
On trouve en changeant successivement m en ni- — 2, m — i, in — 0 etc.
x"dx
x""' f/l X* tu — 1
^ x"~* dx
Jf/l-x*
■ x"~* dx
yi-— X* m — 5 (
■ a"”* dx
x"“* dx
vt — 4 J
et ainsi de suite. L'exposant m de x étant suecessivement diminué de 2, 4, 6 unités, il est évident que l’on finira par arriver à l’une
ou l’autre des deux intégrales ( — , i — . selon que m
Jf/l — x’ •'j/l — JC*
ôo
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srra un nombrr iiiipair ou un nombre pair. Dans Je .second cas on Irouve par des subslilutions successives :
r x-tlx
J/fïr"
ar î H — : ^ are sin x -+-
(m— 2)(m— 4)(m— Ü)...2 ) «ï(m— 2)(m— 4)(wi— C)...2
Si m était impair, il viendrait
J __ r» ( wi — 2 (m— 2Hm — 41
^ (»i — 1)(m — .3) (m — li) 2|
(m — 2)(m — 4) (ni — 0) IJ
Ces deux formules servent à trouver les intégrales suivantes ; di
r dx
= arc siii x -i- C,
Vi-^- Vï
f x*rfx X /- 1
V - = — -y 1 — X* - arc sin x-4- C
r x^dx /x‘ 2\ y
f x*dx /x' 3 \ ,
r_xVx___ /x‘ 4 «\ /J
Vi -x’ (s
are sin x -t- C,
•Si m était négatif, on emploierait la formule (2) qui donne J~" dx |/l — x*x-"^> ni — 2rx "+*(/x
ni — 1
CALCUI. IMTEUn.VI..
X" " tix
cl ainsi de suite. L’iutcgrntion de —
l’intégration de l’une un l’autre des difTcrenticlles
3T' dx
dx
— ) selon que m est un nombre pair ou im-
pair. La première intégrale est arcsinx; quant à la seconde, ou l’obtient en rendant 1a dilTérenticlle rationnelle par la méthode
exposée au N“ l.î4. On trouve pour cette intégrale, log — — •
137. Intégration par tes séries. — Lorsque les méthodes d’intégration sont impuissantes pour faire connaître l’intégrale d’une dilTérentielle donnée, on est obligé de se borner à en chercher une valeur approchée; pour cela on lait en sorte d’avoir celte intégrale exprimée en série assez convergente pour qu’un certain nombre des premiers termes en représentent 1a valeur d’une manière approchée. Si la série n’était pas convergente, il est clair qu’elle serait impropre à cet usage. Il y a plusieurs moyens de développer une intégrale en série. La roriiiulc de Maclaurin y conduit d’une manière fort simple; en effet, on sait que l’on a
ÿW = ?('0
etc..
a étant une constante quelconque dont on peut disposer pour rendre cette série convergente, et y', f" etc., les dérivées de la fonction y. Si donc on représente pary(x) l’intégrale d’une dilTérenticlle donnée .V(/x, on aura en dérivant
On lire de là les valeurs de y' (a), y" (a) etc., que l’on substituera dans la forniulc précédente où tous les termes seront connus à l’exception
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du premier fa qui (icndra lieu de la coiislantc arliilraire C. Il est à remarquer que a ne peut être considère comme une seconde conslante arbitraire entrant dans l'expression de rinlcgralc, car si on développait en séries les fonctions ?'o, f"a.... ainsi que les binômes (i — a)’,
(x — a)’ la lettre a disparaîtrait de l’équation, comme il est facile
de s’en assurer.
138. On peut aussi déduire de la formule de Taylor une autre expression de l’intégrale J' Xdx, car on a
et si Ton fait h== — x, en remarquant que f(x — x) = fo se réduit à une conslante C, il viendra
il*y X* (l^y x’
Or, si on représente par y l’intégrale Xdx, on aura
dy d*y dX d^y d*X
dx ’ f/x’ dx dx^ dx*
et la valeur de l’intégrale en série devient
, , ^ ... dX X* d^-X X-
^ dx 1.2 dx* 1.2.3
Cette expression est duc à Jean Bernoully.
Si l’on avait remplacé h par a — x, la formule de Taylor aurait pris la forme
y ou y Xdx = C
dx
cl aurait donné l’intégrale développée suivant les puissances de x — a. Comme a est arbitraire on peut en disposer pour rendre la série convergente pour des valeurs de x comprises entre certaines limites.
La formule démontrée au (N” 43),
f'x = A -h S(fx) -H C(yx)* -H D[fxY -+- etc.
Fa -i — r- SX fa
1 f’aF"a
F'afa
etc.,
dans laquelle a csl une racine de yx==0 et x une variable quelconque, mais telle, que entre x et a il n’y ait pas de racine, fournit une autre expression de l’intcgrale en série. Si l’on fait égal à la dérivée F'x de la fonction Fx, celle-ci sera l’intégrale de fxdx et il viendra, en désignant par C une constante arbitraire,
/,xdx=C-L---(?x)>-=— (yx^-i-^
3 — ?'ay"'o
(çx)* — etc.
Il est bien entendu qu’avant de faire usage de cette formule, il est nécessaire de s’assurer de sa convergence.
139. Il est souvent plus expéditif, pour intégrer Xdx, de développer X en série suivant les puissances ascendantes de x, soit au moyen du binôme de Newton, soit par la division, soit de toute autre mahière, de multiplier ensuite tous les termes par dx et de les intégrer .
Par exemple, pour intégrer la différentielle
dx
— > on fera
yn
— X*’ -4- etc.
-t- etc. Wx H- c
etc.
On a de même
r e‘dx
-dx = logx -t- X -4-
, lit -h 1
etc.
6x")’ (ix
-4- ClC.
Ocltc dernière intégrale s’obtient en dévcloitpanl (o fcx")’.
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Suuveiil il sulfil de (lévelupper en série l’iiii des facteurs de -V; pre-
nous pour exemple — - ■■■■qui ii est pas iiitej;ralile sous
forme finie; faisons
elc.^,
et il vient
xdx
C .T*i/x lîi C x’(/x
l — : -H \ + ete. '
où chaque dilTércntielle du second membre est de la forme
x”dx |/ a‘ — X*
et peut être intégrée par les méthodes exposées plus haut.
Il est à remarquer que si le dévelop|iemcnt de A' suivant les puissances de X est convergent pour toutes les valeurs attribuées à cette variable, la série qui réprésentc l’intégrale J’Xdx sera aussi convergente, ainsi qu’on le verra au N" I Vü.
140. Construction géométrique d'une intégrale. — On peut aussi, à défaut de proeédé plus exact, construire géométriquement l'intégrale d’une diirércntiellc proposée, en déterminant graphiquement la courbe dont l'équation , si elle était connue , serait l’intégrale cherchée. Ce moyen n’est autre que celui qui a été employé au N" l:M jiour démontrer géométriquement l’existence de l'intégrale.
La connaissance de cette courbe, sans tenir lieu entièrement de l’intégrale, est cependant utile, parce qu’elle donne une idée assez exacte delà valcurdccctte intégrale pour les difTérentes valeurs de lu variable.
CIIAPITRK IX.
Délirminalion des coiislantes arbilraires. InlrBralos délitiies. — Signifieatinn aiialyliqiie d'une intégrale délinie. Conséquences de ecUe signiiicatiun. — Intégrales définies discontinues. — Applications. — Développement d’une fonelion suivant les eosinus des multiples de l'arc. — Intégrales déliiiies evprimées par des écries.
141. Détermination des constantes arbitraires. Intégrales définies. — Nous avons vu que pour compléter une intégrale, il fallait y ajouter une consluntc arbitraire. Tant que l’on ne considère une intégrale que comme étant la fonction qui jiar su différenciation reproduit la différentielle donnée, cette constante reste nécessairement indéterminée, puisqu’elle n’est soumise qu’à la seule condition de ne pas changer de valeurquand un fait croître ou diminuer la variable de la fonction. .Mais il n’en estpiusdeméinedans les applications du calcul intégral. Alors les conditions particulières de la question font ordinairement prendre à ces constantes des valeurs déterminées. Par c.xcmpic, on sait que la diffé-
renticllcdsd’unarcdecourbcplancs estdonnéc pardxy^/^ 4 -t-
ou Xdx; l’arc de courbe s lui-niéme, limité au point qui a pour abscisse x, est donc représenté par l’intégrale de Xdx, intégrale que nous désignerons par yx -4- C. Il est visible que jusqu’ici rien ne fixe le |)oint à partir duquel est mesuré cet arc. Lu seconde extrémité M (fig. 1) est seule déterminée par l’abscisse AP ou x. Aussi la longueur yx -+- rconlicnt-cllc une quantité C d’une valeur arbitraire.
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Mais si l'on convient que les arcs seront coniplcs à partir d'un certain point fixe et detcrniiiié B, correspondant à x = AC = a, il est visible que l’arc, c’est-à-dire l’intégrale, devant commencer au point B, devra être nul pour x égal à a; on aura donc
yO -f- C = O , d’où C = fO,
fa étant ce que devient fX quand on y remplace x par a. L’intégrale, c’est-à-dire, la portion d’arc de courbe BM comprise entre les abscisses a et X, est doue fX — ^/o. Cette intégrale, dont le commencement se trouve ainsi fixé, se nomme intégrale indéfinie pour la distinguer de l'intégrale générale qui , à cause de l’indétermination de la constante arbitraire, présente une plus grande généralité. Si au lieu de prendre l’intégrale depuis une abscisse déterminée a jusqu’à une abscisse variable X, on prend pour limites deux abscisses déterminées a et b, l’intégrale devient — sa et se nomme intégrale définie; on la re- . . (-6 .
présente ainsi : i Adx, ou a cl 6 sont les limites de l’intégrale.
On peut obtenir la valeur d’une intégrale définie prise entre deux limites données, en remarquant que , puisque yx -t- C représente la valeur de l’intégrale depuis un point indéterminé jusqu’à l'abscisse x, il en résulte que yh -+- C et ya -i- C sont rcspcclivemcnl ces valeurs comptées depuis le même point in'déterminé jusqu’aux abscisses b et a, et par conséquent la différence (yb -s- C) — (^a C) = fb — ya est
l’intégrale prise entre les limites a et b ou 1 Adx. On voit qu’on ob-
• Ja
tient une intégrale définie en remplaçant successivement la variable par ses deux valeurs extrêmes dans l'intégrale générale et en prenant la différence des résultats.
142. Signification analgtigue d'une intégrale définie. Conséquences de cette signification. — Lu signification d’une intégrale générale a été suffisamment établie par la condition d'être la fonction reproduisant par la différenciation la différentielle proposée. Celte définition ne saurait s’appliquer aux intégrales définies, puisque celles-ci ont une valeur constante qui n’est plus susceptible de dérivation; mais il existe sur les intégrales définies un théorème important qui établit d’une manière générale leur signification analytique. Nous avons vu (N" 5), qu’en désignant par <px une certaine fonction de la va-
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riüblc I,
O (x h) — yx
est égal H la moyenne des valeurs par
lesquelles passe la dérivée y'i de »x quand on fait croître la variable d’une manière continue, ou par intervalles iiirinimeiil petits tlx, depuis une valeur quelconque x jusqu’à x /», c’est-à-dire, que l’on a, en désignant par n le nombre d’aceroissernenls dx contenus dans
h, on — 5 tlx
f{x-*-h) — ’ix <f'x -4- y' (x -f- tlx) -t- »' (x 2dx) (x h)
Si donc on remplace x par une valeur particulière a, x h par h, h .. .
et n par -r-i il vient
fh — va == j f'o -+- f ' (a -+- f/x) -♦- y'(a -t- ’îdx) -4- y'6 j dx,
dans laquelle le second membre représente la somme de toutes les valeurs jiar lesquelles passe la dilTércnticIlc ^’idx, tandis que la variable croit par intervalles égaux à dx, depuis x = a jusqu’à x = b. Le premier n’est autre chose que l’intégrale définie de f'xdx prise depuis a jusqu’à b. D’où il suit qu’i/ne intégrale définie représente la somme des valeurs par lesquelles passe la différentielle quand la variable croit d’une manière continue entre les deux limites de l’intégrale.
La formule du N“ 3 dont nous avons fait usage et par conséquent cette proposition, ne sont vraies que si la fonction y et sa dérivée y' restent finies et continues entre les limites a et 6 de la variable.
Ce qui précède donne lieu à plusieurs conséquences : f”, on vient de voir que
l y'xdx = yb — ya.
Si on change la lettre « en b et b en a, il vient l y'xdx == ya — yb,
d’où il résulte que
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2", il résiillc de In signiricnlion d’une inlcgrule définie que, si on divise l’intervalle b — a eompris entre ses limites, en plusieurs parties quelconques £, s', on a identiquement
.6 ,«-+-£ .0 -4- £ -V- £' Ji
f'j(lx—y fxdx f'xdx-\ — l fxdx,
Ju .ttl-£ Ja-V- £-!-£' h£‘*“"
puisque des deux côtés on ne fait que prendre la somme des valeurs de la difTércntielle entre les limites a et 6. 5“, si on désigne par n le nombre d’accroissements égaux à dx contenus dans 6 — a , on pourra b — a , rb
remplacer dx par dans l’expression de l fxdx, qui devient alors
./fa f{a -t- “)(.
dx) -t- f{a -t- 2(/.r)-"- fb\ «
et qui apprend qu’wne intégrale définie représente aussi le produit de la différence b — a des valeurs extrêmes de la variable, par la moijenne arithmétique des valeurs par lesquelles passe fx. Or si, eonune cela doit être, fx est continu entre les limites a et b, cette moyenne arithmétique correspond à une valeur de x comprise entre a et b, e’eslà-dire à o -t- 0 (6 — a), 0 étant compris entre 0 et l’unité ; on a donc,
l fxdx=^ (6 — n)f[n -4-0(6 — a)].
Ja
(•) Dps considératloiis rnipnintcps au calcul liilpgral l onduiscnt à une (Ipmnnstralion 1res simple de la série de Taylor. Intégrons par parties entre les limites 0 et h la diiïérentielle j"— *y'"* (r-4-A — z)rlz dons lai|uelle représente la dérivée nième de la fonction f. Il viendra
fl fl
t :• 4 -4- /, — z)dz= — II’ 4*x-4-(n — 1)1 ”(x -y- A — z)d:.
Jo J O
Si l'on continue ces intégrations par parties jusqu’à ce qu’on soit arrivé à la fonction 7, on trouve
l (x -4- A — z)dz — — A" * 4) J. — — t) A"' X
— (>i — I) (n — 2)...ô.2.l9x-4-(ii — 1) (n — 2)...3.2.ly(x-4- A),
CAIXL'I. I.MTKGBAI..
4°, si j'x reslo |)osiiir(laiis toute rétemluc île l’intégrale, celle-ci sera néeessaireinent positive et si, lursipie x change de signe, /'x change de signe sans changer de valeur, l’intcgralc sera la même au signe près, quand on la iircndra entre des limites positives ou entre les incincs limites négatives. !i", si f'x était |)ositif dc|)uis fa jiisqu’à fa. et négatif entre fa et fb, en supposant que la fonclioii change de signe en passant par zéro, il est évident que la diirérciitielle fxdx serait positive et négative dans ces mêmes intervalles, et que par con-
sequentl fxdx ne serait autre chose que la diiïérenec des valeurs
ahsolucs des intégrales prises entre ces mêmes limites, c’est-à-dire .a -b
l fxdx — \ fxdx.
145. Intétjrutes dé/inie.t discoiilinues. — Supposons enfin que la diiïércntielle dont on prend l'intégrale définie entre les limites a et b ou que l'intégrale même devienne infinie ou imaginaire pour une ou plusieurs valeurs de la variahlc comprises entre a et b; alors le théorème du .N° ,5 du calcul dilTércntiel, et par conséquent le théorème sur les intégrales définies que nous en avons déduit au .N“ 142, cessent d'être exacts et conduisent souvent à des résultats évidemment fautifs. Ainsi comme on a
f dx I
le théorème sur les intégrales définies donnerait
croù l’on tire
y (J- -t- /,) = yj -V- hfx -t- — y".r.... + (n __ 1 —
fjiii est la sérié de Taylor. Le reste de la série est ici rcprésriiié par une intégrale définie J innis on vient de voir que
le reste de la série est donc aii>isi représenté par h (OA)"-*
yM [3. ^ (I
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cc qui csl impossible, puisque élaiil luiijuurs positif, la suniiuc des
cléments diiïércntiels doit être une quantité positive. Celte erreur
évidente s’explique en remarquant que — devenant infini pour x égal
à zéro, compris entre -t- 4 et — 4 , il y a solution de continuité dans la différentielle cl par conséquent l’intégrale définie yft — ne représente plus nécessairement la somme des valeurs de la différentielle. Ces somincs s’obtiennent dans cc cas, en les divisant en trois parties prises, la première depuis la limite inférieure a de l'intégrale jusqu’à une valeur a — e peu différente de la valeur a qui rend la dérivée infinie, la seconde depuis a — e jusqu’à a e! un peu supérieure à a et la troisième, depuis a -i- e' jusqu'à la limite extrême 6
de l’intégrale, ce qui revient à prendre pour la somme S de fxtlx depuis a jusqu'à b,
^ f'xdx = ^ f'x(lx-\-'^ f'xdx -i- ^ fxdx.
Comme la première et la troisième somme sont continues dans toute leur étendue, on a pour leur valeur, en désignant par fx l’intégrale générale de fxdx, savoir :
dont la somme converge vers fb — fa lorsque e et e' convergent vers zéro. Quant au terme du milieu, si l’on fait converger e et e' vers zéro ou plutôt vers dx, il csl visible qu’à la limite, celle soinnic se réduira à deux cléments différentiels
tf{i — e) -+- S'f (a -4- e')
qu’il faudra ajouter à la somme des deux autres intégrales ou fh — fa, après y avoir fait converger £ et e* vers zéro cl la somme totale scr.i en général indéterminée, infinie ou finie, selon que tf{i — s) -+- E'/'(a -+- e') sera lui-mème indéterminé, infini ou fini à la limite. •Ainsi, pour avoir les sommes
* dx 4^’
dx
dx
sin-e — sin*x
tAixi'L i\ri!(;n\i.. 2‘J5
dont les deux premières sont discontinues pour x --:=0 et hi troisième pour x = e, on clierehcra les valeurs complémentaires suivantes :
sili'e — siii*(e — s) siii’e — sin*(e -a- e'J
Cette dernière valeur s’obtient en remarquant que quand s et e' s’évanouissent les deux fractions deviennent - dont la vraie valeur se
détermine par le procédé connu.
Comme la première valeur est inlinic et la seconde indéterminée, -f- 1 -♦- » t/x
les sommes ^ ^ et ^ —, > sont cllcs-nièincs l’iinc inlinic
et l’autre indéterminée. Quant à la troisième différentielle dont l’in-
!»jl) ie
on trouve pour vraie
)siii -Ir
tégralc indéfinie est log | îiüif.
\sin (x •
valeur de la sonnuc,
Si dans l’intégrale i f'xilx, f x était réel depuis la limite o jus- ' (1
qu’à * et restait imaginaire depuis a jusqu’à h, il est évident que la différentielle serait réelle dans la première partie et imaginaire dans la seconde, et que par conséquent les deux sommes ou intégrales seraient également réelles et imaginaires, du moins si les différentielles imaginaires ne changent pas de signes. EiiGn si la différentielle fxdx était continue depuis a jiisipi’à b et que pour x—b, fx devint infini, on prendrait pour la soniinc de fxdx depuis « jusqu’à b,
^ fxdx -t- ^ fxdx
r.iiApmiK i\.
el l’on fiTiiil converger i ven zéro on plutôt vers dx. La première somme convergera vers fh — fa et la seconde qui se réduit à un élément diirércuticl, sera la valeur limite de ef{b — '), laquelle se
présente sous la forme OXg=^et dont on cherchera la vraie
valeur par les méthodes connues. Quand fx est imaginaire à la limite b, le produit tf{b — 5) converge visiblement vers zéro et l’inté-
gralc l f'xdx se réduit à fb — fa.
Il est à remarquer (juc si dans une intégrale définie on remplace X par 9Z, on sera conduit à une diirérenticllc équivalente Fzdz et par suite à une intégi'ule équivalente f Fzdz dont les limites ne seront plus les mêmes que celles de l’intégrale primitive en x. Ou trouvera ces nouvelles limites eu déterminant les valeurs de : ipii rendent y; égal aux deux valeurs extrêmes de x, c’est-à-dire, en résolvant les deux éijuations
dans lesquelles a cl b sont les deux limites de l’intégrale primitive.
m. Applications. — D’après ce qu’on a vu (N“ 141), la recherche d'une intégrale définie, si la différentielle est continue, ne présente aucune difficulté lorsqu’on conuait son intégrale générale; car il suffit de substituer successivement à la variable, les deux limites dans l’intégrale générale et de |)rcndrc la différence des résultats. Les intégrales connues (.N’“* 124 et 1.3!t)
fx^dx =— -r- C, fa dx — —
m ri' b log U
i' dx I X
\ = -arc laug - -r-
Ç dx .X . .
l — • - 7-;^= arc sin H- f., / X SI
r sin xdx — x cos x -t- sin x -4- <•’,
f dx (I -4- i/o* -4- 6x — a*
\ -= — 2 arc tang - — _ C,
'l/a- -4- bx — x^ ■*
CALCUL INThClUL.
\ f ’ -4- X -4 X’ H X" H- X'-' ftl'..
,. , 1 sin(w-4-«)x I sin (» — q)x
/ cos tiX cos f/x(/x = 1 ' ' 4- (.,
• ' ' '■2 ji -f- Il 2 P — Il
l> — ij
conduisent donc niix intcigralcs definies suivantes, jiourvu que dans la première, m -+- 1 ne soit pas negalir cl que u soit supérieur à riinit»; dans la troisième,
\ x"*f/x= r» \ a~*'(/x=-7- 1 k a'^'(/x=-Ti >
Jq m-f-l J f O Jog rt Jq ologo
M' f/x * f/x r dx 77
î X siii xdx = TT, f X siii xf/x = ifr,
Jo - — ff
C ^ dx 15 f.'i f* dx
•Ol/I— X* L j/a* -4- èx-x'-
« et a étant les deux racines de x* — hx — rJ — O.
î cos px cos qxdx = - Jo X
1 sin (;) q)~ 1 sin {p — ij) ir
Si le coeflicient q converge vers p, le second terme converge vers-
et à la limite il vient
j cos*;,X4/x = --^-*--.
Quand 2p est un nombre entier, cette équation se réduit à
^ cos’pxrfx = ^*
CHAPITRE IX
En cliangc.'int cos*;)x en I — sin*y)x, on trouve aussi, 'ip éliinl entier,
l sin’wxi/x = -^ et par consLMiuciil l sin’xrfx )o - -O
et comme sin*x passe par les mêmes valeurs entre x = 0, x = ?r et entre x = n, x = 2^, on a aussi
\ sin*x(/x = r-.
Enfin SX P ci q sont des nombres entiers im'gaux, l’intégrale est visiblement nulle.
Les intégrales de la fin du 136 donnent de même, si m est pair,
r* x-dx _1.3.o.7.<l (m — 1)
et si m est impair,
Joj7ï^ J~'3.!i.7.1) ...m
Ces deux dernières conduisent à une expression remarquable de n- due au géomètre anglais Wallis. Si dans la première on prend pour m un nombre pair inlininient grand et dans l'autre le nombre impair eonsceutif, les exposants tous deux infinis et ne dilTérant que d'une unité, seront égaux à la limite ainsi que les deux intégrales définies, et l’on aura
(*) Cetli’ forimilc se démoniro d’une manière plus rigmireuse en olisersant i|uc
eominc X est Imijoiirs eonipris entre zéro et I unité, la dilTerenlielle
J*" rfj* a”*itr .r"»+îrf.r
= x- — ■ rnsU* comprise entre — — et — =rrx ■ — |i en
est donc de même des sommes ou intéar.sles; or si m est un noinlii’e impair, il en
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lin rciiiarqunnt que ^ est nul pour c = 0 et pour î = x
quand P est un nombre positif supérieur à l'unité, les intégrales successives trouvées au N" lôô deviennent :
dz 2« — ô C dz
f” dz 2« — bf* dz
r* dz 1 r* c/z îr
pourvu que ti soit un nombre entier. Il résulte de h'i que
r* dz Z 1.3. b. 7 2h — 5
Proposons-nous encore de trouver l’intégrale définie suivante ;
I*” dx
m et n étant deux nombres entiers et positifs, le premier plus petit (|uc le second, ce qui fait que — ^ ^ reste fini et nul pour x = x .
(2i'-»-l)rj/— 1
Comme les racines de — 1 sont e “ , en donnant
à 1 toutes les valeurs entières depuis 0 jusqu’à n — 1, il est visible
sera de même de wi-a-2 et en représentant par .V l’iiuégrale correspondant à i«, celle qui répond à m-t-2 est visiblement X ^ ^ ^ qui converge vers X quand m eimvcrgc vers l'inlini; ces deux intégrales tendent donc vers une même valeur qui
, fl d.T
est par conséquent celle de I intégrale intermediaire l — - •
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que si l’on désigne ptir e'”, e'*’, e'°' les valeurs successives
de c " , la fraction rationnelle
peut être décomposée en fractions simples de la manière suivante (N° 129; attendu que m < n,
_ + l _(gl5q~-« + l _ fj(SAm-n + l _
et par conséquent on a, en changeant y en x’,
rx’"(/x 1 U («'*’)"“"+* dx f (e'*')"~"+Mx f (Ix j
jx*"-i-l w X* — e"’ ) X* — e'” "*” ) i’ — eii»-o |
Mais on sait que
{ dx 1 ar „
1 = - arc tang - C
et, en changeant a* en — e'" on bien a en ^/ — 1 e* ,
Ç dx -+- 1/
1/— I Xl/^
arc tang— H
11) jCII
Si donc on prend l’intégrale définie entre les limites -i- « et — x ,
ce qui est permis puisque e<" étant imaginaire, — — î ne de-
vient infini pour aucune valeur réelle attribuée à x, il viendra
dx 2 1/ — 1 g
arccot
2/ — 1 7Zl/-\
-arccotO= — r— — ’
et par conséquent r* X*’
X*" dx r y' — 1 J (e'*’) (*’*’) ^ )
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qui, fl cause des valeurs connues suivanlcs :
(e'")" = e’"^ * = — I, («<»>)" — 1,ctc.,
prend la forme
x*“dx jr/ITTt -â^3frl/in
f X*"* dx TT y — I 3_acX*”-4-l~ n
ou bien
"'dx aTry'—l 3oîrV/-
i ^ ^SaTT^/rr
(2n— l)aîrj/— I |
dans laquelle — ^ remplacé par a. Le polynôme compris entre les parenthèses fonne une progression géométrique dont la somme est
(2« -f- 1 ) «TT l/— I «:rj/— I (2m -I- 1 ) s J/ — 1
2o;rl/“ . 2offl/iri
— t ^ — I j/ — I sill 07
ce qui réduit la valeur de l’intégrale &
x*" dx
n sm- 7
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Cuinnic la dilTércnticIlc conserve le incinc signe quand on cliaiige celui de x, l’inlégrale depuis — oo jusqu’à zdro a la niénic valeur que depuis zéro jusqu’à -t- ac ; on a donc aussi
2/1 sin 77
On en déduit, en faisant x*" = s et o :
2in -+- 1
dans laquelle o est quelconque mais eotnpris entre O et 1, puisque h est plus grand que m.
En remplaçant i par t/f, on est aussi conduit à l’intégrale déüuic suivante :
P sin ar
et cil posant pa = r/ ,
dans laquelle- ou a ne peut pas dépasser l’unité positive.
145. Développement d'une fonction suivant les cosinus des arcs inutliples. — Une des intégrales définies précédentes eonduit d’une manière fort simple an développement d’une fonction fX, suivant les cosinus des arcs multiples de la variable; car si l’on pose
yx = - a b cos X c cos 2x -t- d cos 3x -+- h cos nx -h
et qu’on multiplie les deux membres par cos ni (ix, n étant un
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nombre entier ijucleomiiie, on trouve, en intégrant les deux membres depuis zéro jusqu'à ir et remarquant que, il'après ce qui précède, les intégrales de cos nxdx, cosx cosnxdx, cos 2x cosnxrfx, etc. sont
nullcs, tandis que l’intégrale de cos* nxdx est- pour toute valeur de
jt
n autre que zéro, savoir :
yx eos ILZ dx.
.Si l’on fait sueccssivcmcnt n égal à 1, 2, 3, 4 , il vient
)yxcos«xdx = ^/» d’où /t = -f 0 ^
«=-l yxdx, b = -k yxcosxdx, c = -l sxcos2x(/x,
’*Jo ''Jq
d = - 1 yx eos 3idx etc.
qui déterminent les coelTicients a, b, c, d.... au moyen d’intégrales délinies. Une marche semblable conduira au développement de yx suivant les sinus des multiples de x. Avant de luire usage de cette série, il est nécessaire de s’assurer de sa convergence. En remplaeani yx par X, il vient :
dont le second membre est convergent. En dérivant on trouve cetU! série convergente remarquable
sm ox siu 5x sin 7x ir
sin X H = 1 n ' = — ■ de. = -
Cette dérivation ne pourrait pas être ré|)étée, parce que la dérivée
1 si» «-c ... . , . .
lie — - — ou eos nx est indéterminée quand n est intini, tandis que
, , . . , , sin nx , . ,,
la (Jerivcc de : — était nulle.
CIIAI’ITIIK l\.
Pour ’^x = 6“', il vient
1 — er^ 1 -A- c" 1 — e~* 1 c ~
; tr’ == : — H - ; r-i;tis x ■+■ :-cos 2x -t- — ; — eos ox
2>-v I cos 4x -+- etc.
14C. Intégrales définies exprimées par des séries. — Nous verrous dans la seconde partie du calcul intégral, comment on parvient à trouver les intégrales déCnics de certaines différentielles dont on ne coiinait pas les intégrales générales; mais le nombre des fonctions auxquelles ces procédés sont applicables est fort borné et il faut le plus souvent avoir recours à des- méthodes d’approximation. Le théorème du (N° 142) en fournit une fort simple. Divisons en n par-
tics égales l'intervalle b — o des deux limites de l’intégrale 1 fxdx;
en représentant par i chaque division, on aura rigoureusement, quand n atteindra la limite des valeurs croissantes ou quand i atteindra la limite des valeurs décroissantes,
l fxdx ==^fu f{a + i] f[a 2») -t- f{a ôi) -t- f{b — i) j i ;
mais comme on doit se borner à prendre i suflisammcnl petit, cette somme ne sera j>liis qu’une valeur approchée de l’intégrale déGnic. On trouve, de cette manière, en faisant n = lü,
IfH 1/ lîiA
lUÜ lUU
l^üï 10
lüu
l^'^'TülO l’^ÏÔÏÔ l>^10')0 1>Ï8I0
Les différents moyens employés pour trouver une intégrale indéfinie développée en série, peuvent aussi servir à trouver la valeur approchée d’une intégrale déGnic; ainsi, de ce que la formule de Maclaurin donne
yx = (x — a)<f'a -*■ -/'n + etc.,
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il résulte que l’on a, en remplaçant fx par y fxdx cl par conséquent •»'x par fx, cl <fu qui reste indéterminé par une constante C,
f fxdx = C -+- (i — a) /il f"a -t- de.
On a donc aussi
\ fxdx={tt-m)fa i— — i Lf'n
Jtn 1.^
TiTs /^“-^cic.
dans laquelle on peut disposer de a pour rendre la série convergente. La série de Jean Bernoully donne aussi
Enfin, de la formule (N° 138)
fyxdx = C — y*x — - -l- etc.
dans laquelle a est une racine de l’équation y(x) = 0, on lire »
\ fxdx = 5-7- (?‘« — y’»») — = tt: (?’" — '/»') ^ «'■‘c- .
pourvu que a soit la seule racine de yx := 0 comprise entre tu et n. Si m est égal à a, il vient
\ siox = - — 7- — ■•=-rr”î'’«
Il est souvent plus expéditif de développer directemciil fx en série suivant les puissances ascendantes de x, de multiplier ensuite la série par dx et d’intégrer clinque terme entre les limites fixées. On trouve
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iiinsi, en suppoiniiit que le dcvclu|ipcnicnt de fx soit o + 6x -h f x* -+- ci’ -H etc., savoir
fx(lx = a(ti — ni) - («* — - (n’ — ni’) -(»»* — ni*) -t- etc.
Remarquons que si le dcvcloppcmenl de fx est convergent pour toutes les valeurs de x comprises entre m et n, 1a série qui fonne l'intégrale sera aussi convergente, puisqu’une moyenne arithmétique entre plusieurs séries convergentes est évidemment une série convergente, et qu’une intégrale définie n’est autre chose qu’une moyenne arithmétique (N° 142).
CHAPITRK X.
QuiKirnlurr des siirfaers planes. — Signilîcutinii d'iine intégrale dérinir. — Qiindrature des courbes polaires. — Kretifiralion des courbes planes. — nectiOcation des courbes gauches. — Kectifieation des courbes polaires. — Cubature des solides de révolution. — Quadrature des surfaces de révolution. — Problèmes divers.
147. Quadrature des surfaces planes. — Le calcul intégral apprend à remonter d’une dilTércntielle donnée à sa fonction primitive. Il résulte de là que lorsqu’une quantité est connue par sa différentielle, la rcchcrclic de la valeur même de cette quantité n'csl plus qu’un problème de calcul intégral; ainsi la détermination de l’aire d’une courbe ou d’une portion de son arc, et la détermination de la surface ou du volume d’un corps terminé par une surface courbe, sera ramenée à une intégration, dès que l’on aura trouvé l’expression de la différentielle de l’aire ou de l’arc de celte courbe et de la surface ou du volume de ce corps. Proposons-nous donc de trouver ces différentielles.
Soit y = fx l’équation d’une courbe BC (fig. 50) rapportée à des axes rectangulaires, et u l’aire comprise entre la courbe BM, l’axe desX, l’ordonnée variable MP correspondant à l’abscisse x et une ordonnée quelconque fixe BE. m augmentant et diminuant avec l’abscisse AP ou I, est nécessairement une fonction de cette variable. En donnant à X un accroissement PP'=A = Ax, u prend un accroissement A« = M.M'PP', cl si on construit un rectangle QQ'P'P équivalent à MM'P'P, il est visible que QQ' devra couper la courbe en M" placé
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entre les points ^1 et M', puisqu’il doit y avoir compensation entre les surfaces extérieures et intérieures QM"M et Q'M"M'; PP" est donc une fraction de PP' ou h, représentée par Qh, et l'ordonnée F'M" sera exprimée ]>ar f(x + O/i) et par conséquent on a pour toute valeur de h,
Ml = ^xf[x -s- Cl/l), ou ■ fi^ ^/')i
6 étant compris entre zéro et I, et il vient à la limite, en observant que, puisque 0 reste compris entre O cl I , O/i s’évanouit avec k,
^==/x = y, d’où ilu=yilx cl u — f ydx C = f fxdx -!■ C.
Telle est l’expression de l’aire comprise entre une courbe, l’axe des X et deux ordonnées dont l’une correspond Jt une abscisse variable x et l’autre, à une abscisse fixe mais indéterminée. On y serait arrivé iminédiatciucnl jiar la considération des inriniment petits en remarquant que si PP'=da-, la surface PP'.M'M sera raccroissemenl ou la différentielle du de « ; cl comme PP'.M'.M ne diffère pas sensiblement du rectangle PP'XM dont l’aire est ydx, on aura, comme précédemment,
du — ydx cl u—f ydx -t- C.
Celte valeur de M est indéterminée puisqu’elle renferme une constante arbitraire C. Elle ne sera déterminée que lorsqu’on aura fixé le commencement de l’intégrale, c’est-à-dire, la limite de la surface opposée à MP. Si l’aire h s’étend depuis l’ordonnée fixe DE jusqu’à MP, en représentant l’abscisse AE par a, on voit que jiour x — a, on doit avoir u — 0; eu représentant donc par ox l’intégrale f (xdx, on aura
ü = yn -4- C (l 'où K = ydx — yn = »x — yn ,
pour rcx[>ression de l’aire comptée depuis l’abscisse .\E = a jusqu’à une abscisse quelconque .\E = x. Si l’aire devait cire prise entre les deux ordonnées fixes DE et FG correspondant aux abscisses AE = o et AG = 6, il suffirait de faire x = t cl il viendrait
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On appelle quadrature l'opération par laquelle un détermine l'aire d'une courbe, parce que l'un eberchait autrefois le carré équivalent. Toute intégrale de la forme /'/rdx pouvant être considérée comme devant servir à la <|uadraturc d'une certaine courbe ayant pour équation on dit qu'un problème est ramené à une quadrature,
lorsque lu solution nu dépend plus que d'une semblable intégration. Si les axes au lieu d'être rectangulaires, étaient obliques, il est visible que l'aire du parallélogramme l’P'QQ' serait hf(x -v- O/i) sin a, a étant l’angle des axes et l'un trouverait
U = sin a l fx dx.
148. Signilication d'une intégrale définie. — L'expression précédente de l’aire d'une portion do courbe comprise entre deux ordonnées peut servir à démontrer géométriquement le théorème du .N° 142 sur lu valeur d’une intégrale définie; en effet, l’intégrale J' fxdx, quelle que soit la quantité qu’elle est destinée à représenter, peutétre considérée comme exprimant l’aire d’une portion de la courbe
qui a pour équation y — fx, et l'intégrale délinic l fxdx est l’aire de
Ja
la courbe comprise entre les ordonnées correspondantes aux abscisses X = a et X = 6. Si donc DF (fig. 31) est cette courbe, et si AG = 6 et AE = O, l'intégrale déHnie sera Faire DEGF ; or en divisant EG en un nombre infini de parties infiniment petites Eu, ab, bc... représentant les valeurs successives de dx, et en élevant les ordonnées ao', 66', cc', etc., les rectangles DEan', abb'a', bcc’b' etc., dont les aires sont données |iar le produit de chaque ordonnée par dx, représenteront toutes les valeurs que peut prendre la différentielle fxdx entre les limites x— a, et x = 6; comme la surface EGFD est la somme de tous ces rectangles, si la courbe est continue entre ces limites, l’intcgrale définie es! aussi la somme de toutes les valeurs que prend la différentielle entre les limites de l'intégrale.
Il est à remarquer qu’il résulte du N° 142 que l’intégrale et par conséquent Faire UEGF est aussi représentée par le produit de EG par line moyenne entre toutes les ordonnées équidistantes DE, aa', 66',
cc' GF. On voit aussi que si entre les limites x=o = .AE et
X = 6 = AG (fig. 32) 1a courbe passait au-dessous de l’axe des X ,
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coiimiu les ordunnées ou /x devicndroienl iicgali\cs, l fxdx seruit la
Ja
différence des aires UBE et GBF, ainsi qu’on l'a vu au N° 142. Pour avoir chacune de ces aires, il faudrait chercher l’x du point B ou AB et prendre successivement l’intégrale entre les limites AE et AB puis AB et AG.
Appliquons la formule des quadratures à quelques courbes.
1° Pour la parabole dont l'équation est
I/* == 2pi,
on trouve
M = l yi{x = \ J/ 2 px (/x = (/ 2/j l X* dx = ; |/2p(6* — o’). Jo Ju Ja ^
Si l’aire se compte & partir du sommet, a est nul et il vient, en remplaçant b par X,
H =- l/2l<x* =::|/ 2nx x=-xy.
2" Pour l’ellipse dont l’équation est
il vient
r* dx ■■
_ 1».+. a, csin-! C
Si on compte cette aire à partir de l’axe des Y, x et o doivent être nuis en même temps et l’on a
En faisant x
1/ a* — X* -+- (1* arc siu -) = -xit h — ab are sin - •
= n, ou a pour l’aire du quart de 1 ellipse,
ab
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3° Pour l’hyperbole ëquilutèrc, rapportée à ses asymptotes, dont l'équation est xy = a*, il vient
r dx
« = y ydx = a* V — = a* log x V..
Si on compte Faire à partir de l'ordonnée du sommet de la courbe, pour lequel l’x est o, on trouve
En faisant a égal à l'unité, u devient égal à log x, ce qui apprend que dans celle hyperbole équilalère, la porlion de l’aire comprise enlre la courbe el l’asymptote représente le logarithme népérien de l'abscisse. C'est pour ce inutif que ces logarithmes ont été aussi nommés logarithmes hyperboliques. En considérant une bypcrbolc quelconque au lieu de l’hyperbole éqiiilatèrc, et en la rapportant à ses asymptotes qui formeront un système d’axes obliques, ou trouve que la propriété précédente subsiste encore, mais les logarithmes ne sont plus pris dans le système népérien; la valeur de la base dépend de l’angle formé par les deux asymptotes.
4” Pour trouver Faire d’une porlion de la cycloïde qui a pour équation différentielle
y/'2ay — ,f
transportons, pour faciliter l’intégration, l'origine des euordunuées de A en E {fig. 9), en prenant EK. et EF pour axes des X' et Y'. On fera pour cela
X = -A- x', y =‘ia — y'
et l’équation de la courbe deviendra
± yüatf’
En observant que pour l’are EA',
dx'
est positif et que par coiiséipieiil
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il fuut prendre le signe plus, l’aire K.\'L eomprise entre la courbe et l’axe (les X' est
('2 a — ij‘) y' di,' i/2ay' — y*
fi/2ay’-y'Uly'
y-l/2uy^-
— arc siii ^
Si l’on prend l’intégrale depuis t/' = 0 juscpi’à y = A'K=:2a, un
aura pour l’aire EA'K. On sait (pic l'A — -a cl par conséqucnl
l'aire du rectangle EFA'K est doninic par 7ui.2a ou 2-(t*. En rctran-
eliant l'aire EA'K exprinnie purw — > il rcstc-ro* pour l’aire de lu
dcnii-cyeloïde EE'A'; l’aire de la cyeloïde est donc (igale à trois lois l'aire du cercle giincraleur.
5" E’hypocvcloïde du N" liîJ et (]ui a pour (-quation
donne pour le ipiarl de su surface u, en rcinplu(;ant x pur Iz^ et en faisant usage de l'inti'grale diilinie trüuv(3e au N" l-H,
' z^dz
z^'dz
■’ül/l
0“ La cliuinette, lorsipi’nn la rapporte à un axe des Y vertical passant par le point le plus bas et à un axe horizontal des X placé ù une distance « au-dessous de ce point, a pour éipiation
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r( fn complanl Tnirc ti à partir de l’a\c des Y, nn Iroiivr
Si l'on remplace e“ par sa valeur tirée de l’éqiiatioii de la courbe mise sous la forme
il vient
Il — a 1/'^ — a’.
Enfui pour avoir l'uire comprise cotre deux courbes MM', .Y.\' et deux ordounces MP, M'F (lig. 33), il suffit évidemment de déterminer par la méthode précédente, les aires MM'FP et .NX'P'P, et d’en prendre la différence; mais on peut quelquefois arriver à l'expression clierchée d’une manière plus facile, en observant que, si Y = /x et ÿ = ®x sont les équations des deux courbes MM' et NX', Yi/s et ydx seront les aires des rectangles élémentaires mm'p'p et uii'p’p, et par conséquent (Y' — y)dx est faire de la iranebe mm'ii'ii, et comme la surface MM'N'N SC compose <le la somme des Iranches leiles que mm'n'n^ on aura
Il = ^ (Y — ij) Jx {fx — »x) ilx.
L’aire comprise entre quatre courbes MM', NX', MX et M'X' (fig. 34) s'obtiendrait en déterminant successivement les aires MM'P'P, M'X'Q'P', X.N't/Q et MXPQ, et en observant que
MM'X'X = MM'P'P I- M'X'Q'P’ — XX'Q'Q — MXPQ
I4‘J. Quadrature des courbes polaires. — Si l’équation de la courbe était donnée en coordonnées imlaircs et qu’on voulût connaître faire comprise entre deux rayons vecteurs OA et OM cl l’arc AM (fig. Î6) de celte courbe, la formule pour la quadrature s’obtiendrait par une marche analogue à celle que l’on a employée pour le cas des coordonnées rcetangnlaircs. Nous nous bornerons à ebereher la formule de
CIIAPlinF.
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lu quadrature, eu employant la considération des inGiiiment petits. En désignant par u l’aire AOM, si ou donne à l’angle AOM ou t un accroissement MOM' ou dl, en observant que le secteur MOM' ou du étant infiniment petit, le secteur MOM' peut être considéré comme circulaire et sa surface a pour expression
du =ioM. arc MM' =- r*dt, d’où u f r’dl C.
En appliquant cette formule à la quadrature de la spirale d’Archimède qui a pour équation r = nt, un trouve
u = -fnU*dt= — + C,
et en prenant la surface depuis l’angle t' jusqu’à l’angle f", u - 1'>).
Pour la spirale logarithmique dont l’équation est r^aa"', il vient
u =— f d.*a^’"'dl = - — a}f a*"' 2mdl — — 1- C
2' 4m 4m Ing a
4m log a
150. Rectification des courbes planes. — On a vu (N» 59) que la différentielle d’un arc de courbe est donnée par l’équation
ds ~ [/ Ux'‘ -I- (/(/- = f/x 1 ;
on tire de là
Telle est la formule pour la rectification des courbes planes rapportées à des axes rectangulaires. Pour l’appliquer à des exemples, il suffit de du
remplacer^ par sa valeur en x tirée de l’équation de la courbe et d’effectuer l’inlégralinn indiquée.
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1” Considérons d’aliord le cercle qui a pour équaliun x* »/* — r-. Il vient
I r arc siii — h C, r
ci SI l’on prend Tintcgrale entre les limites x = o cl x— />,
s = r arc sin r arc sin--
Pour la parabole, on trouve
tlx y'
= -fdy i/p* + !/’== /p* -+- y’ -+- P* Jog (y /p* y*)] -+■ .
ou l)ien, en prenant la eourbe depuis le sommet jusqu’à l’ordonnée y,
» = ~ (y i/p* P* log — .
3" L’ellipse donne
dy bx i , , .
dx ai/a‘-x* ' V «‘-a‘x‘
en remplaçant ^ — par e*. L'intégrale de celte dilTérenticIlc n'est
ciiAPirnE
pas exprimable en qiianlilés algébriques, trigunomélriques ou logarithmiques; mais on en trouve une valeur approchée en remplaçant
le radical
par la série
1 — — c’-ï :«*— r — de-
qui est toujours convergente, parce que e et — sont des fractions. On trouve ainsi
dont chaque terme est intégrable (N“ lôG).
4“ Pour la evcloïde, il vient
Si l’intégrale se prend depuis y = 0 jusqu’à y = 2a, c’est-à-dire, dans toute l’étendue de la demi evcloïde, on trouve s = 4a et par conséquent la evcloïde entière est égale à 8a ou à quatre diamètres du cercle générateur.
5° Pour l’iiypocj cloïdc traitée plus haut et qui a pour équation
on trouve
CALCUL IMÉr.RAL.
6“ Dans lu chaiiicUc dont oti s’est déjà occupé (N“ 148, C“), on trouve ,
<lx
On lire de l’équation de la chainette, comme au N“ 148, tî*’.
et CCS valeurs, sulislituécs dans l’expression de l’arc s, lui font prendre cette forme
11 résulte de celte valeur, con)parce à celle de l’aire u trouvée plus haut, que l’on a u = as.
131. Reclificalion des courbes gauches. — Si la courbe était à double courbure, la formule pour la rectilicalion serait
ds = = dz y/ 1 -+- (^~y +
d’après ce qu’on a vu {N'“ 80), et l’on attrait
d.tns laquelle on remplacerait ^ P***’ valeur en z tirée des
(letix équations de la courbe. Par exemple, potir la spirale dont les équations sont (N“ !)2)
a; = rsin — > g — rcos — >
•llfi
«IIAIMTIIK X.
on troiivv
. (/x 1 Z ilu I . î
— = - cos — -> -J- = siii —
il Z a ar az a in-
et par conséquent
g = [ i/z \ / 4-+- — ( cos*— sin * — )
J y a*\ ar itry
152. Recti/icalion des courbes polaires. — Considérons une courbe plane rapportée à des coordonnées polaires. Sa dérivée pourrait aussi être ohicnuc en imitant la roarebe suivie pour Ibs courbes rectangulaires (N° b'J); mais nous nous bornerons à lu démonlrcr par la considération des inrinimcnt petits. Soient donc A.M (lig. IG) cctie courbe et r = /’( son équation. Si on donne à t uu accroissement inrinimcnt petit MO.M' = (/<, l'arc AM ou s augmentera de = et en décrivant du point O comme centre l’arc de cercle .MP, le triangle MP.M' considéré comme rectiligne, donne
ds = /MP* -I- M i“.
ür, l’arc de cercle MP est égal à MO X angle MOM' = rdt et M'P étant raccndsscmenl du rayon vecteur MO, n’est autre chose epic dr; on a donc
du = i/r‘dl^ -I- lïr^, d’où ,s = ^ r/<
Pour la spirale d’.Archimcdc, on trouve r = ;il et «— y'(/f (/n*l*-t- /(* = 1^' t /t* I- 1 -e log(/-t-/t*-i- T) I -I- C. Pour la spirale logaritbmique,
r = aa"', s=^ f dt /«*(!*"' -s- a*»i*a*'"' log*u — a/ 1 -i-w*log*a /" «'“'(//
* 1/1 -c m* log*(f / 1 I- III* 102*0
III log a III log a
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Cubature des solides de révolution. — Soit 7 = fx l’équation d’une courbe BC (fig. 50). En tournant autour de l’axe des X, elle engendre une surface de révolution et nous nous proposons de déterminer le volume renfermé dans cette surface et limité pur deux plans perpendiculaires à l’axe X cl engendrés par les deux ordonnées BE et GE.
Prenons un point quelconque M ayant pour coordonnées (x, y) et désignons par V le volume engendré par BMPE. Si l’on donne à x un accroissement PP* — h = Ax, v sera augntenlé du volume Ar engendré par .MM'P'P. Or, quel que soit l’accroissement h, on conçoit qu’il est toujours possible de construire un rectangle QQ'P'P de manière que le volume qu'il engendrera en tournant autour de l’axe des soit équivalent au volume engendré par .MM’1*'P cl il est visible que Qtj' devra pour cela rencontrer l’arc MM' en un point M" situé entre M et M', puisque les deux volumes de révolution ne sont équivalents que si les volumes engendrés par M'.M"Q' et .MM"Q situés l’iin au-dessus et l’autre au-dessous de QQ', sont eux-mêmes équivalents; la distance PP" sera donc une portion de PP' ou b, cl pourra être exprimée par Ci/i, 0 étant compris entre zéro cl l’unité. Le volume engendré par le rectangle QQ'I*'P est exprimé par ^ . PP'.M"P"* = a-A [/’{x -t- &A)j* cl il viendra
Au
Ac = r:Ax [f{x -t- 0/i)]* OU — = 77 [f{x -t- 6/»)]*.
Comme celte relation doit subsister pour toute valeur de h, on peut faire converger h vers zéro, sans que 0 cesse d’etre inférieur à Eunité, cl il vient alors
dv
d’où l’on tire
(fp = ry*(/x, v = T! f y*dx.
On serait arrivé au même résultat par la considération des inliniment petits, en observant que si PI*' est égal à dx , le volume de la Iranclic inliniment mince engendrée par P.MM'P' est Tty‘‘dx.
Pour la parabole, on a
y* — 'Ipx, V = K f y*dx = 'ir.p J' xdx = ;ry7x* -t- C, et, en prenant l’intégrale depuis le sommet,
Trpx-
tfx
riiAPnnF. x.
le volume est dune In inoiliê de celui du cylindre circonscrit. Pour l’ellipse on a
et en prenant le volume entier de l’cllipsoïdc de révolution, ce qui revient à prendre l’intégrale depuis x = — a jusqu’à x=a, on trouve
v = \-ab*.
Pour riiypocycloïdc, dont l’éqiintion est
on a
r.c volume engendré par l’aire MM'.N'N (fig. 33) comprise entre deux courbes MM', NN' et deux parallèles MN et .M'N' à l’axe des Y, s’obtient en évaluant séparément les volumes engendrés par PMM'l*' et P.NN'P' et en ])rcnant leur dilTérence; on a donc, en rcjircscntant par V le volume clierclié, par y — fx cl y ~ yx les équations des deux courbes et par m et ii les valeurs extrêmes de i, en supposant que les courbes ne rencontrent pas l’axe des X entre les limites m et n,
« = - ( (A)’ dx-,ri (yj)l dx = It (" [(/i)^ - (yx)»] l/x.
Jm hn Jm
Si les équations des deux courbes CD et C'D' (lig. 33) sont
y — fx et y = yx,
on peut mettre la valeur de v sous la forme
C.U.CUI, I.MtCRAI
Or, si le? deux branclics CI) et C'I)' sont syiiiétriqucs des deux côtés d’une droite AH parallèle à l’axe des X, il est évident que PM PM'
on )■ -1- 1/ sera constant et éjçal au double de la distance PN = l de la droite à l’axe, et l’expression du volume devient
nii plutôt d’après ce qu’on a vu à la fin du X" 148,
en désignant jiar u l’aire comprise entre les deux courbes. Il résulte de là que le volume d'un semblable corps est représente par le ]irodoit de l’aire CC'DD' de la surl'ace génératrice, par la circonférence ayant pour rayon la distance de l’axe de rotation à la droite qui sépare faire en deux parties symétriques. Ainsi le volume engendré par un cercle tournant autour d’une droite est égal au produit de faire du cercle par la circonférence décrite par son centre.
Le tbéorcrac subsisterait encore si la courbe supérieure était inversement symétrique à la branche inférieure, comme cela aurait lieu pour une clli|)se; car on pourrait, sans changer le volume, tourner la branche inférieure de manière à la rendre directement symétrique à la branche supérieure. Le volume engendré a donc la même expression que celui du cercle.
154. Quadrature des surfaces de révolution. — Soit y = fx l’équation d’une courbe .AB (fig. 30) qui, en tournant autour de faxe des X, engendre une surface de révolution. Représentons par u la surface engendrée par l’arc AM = s et par (x, y) les coordonnées du jioint .M. Si l’on donne à x un accroissement Pl*' = /» = Ax, assez petit pour que MM' soit concave ou convexe dans toute son étendue, on sait que la surface Au engendrée par M.M' est comprise entre celle qu’engendre la corde MM' et celle qu’engendre un [lolygone enveloppant MNM', que nous formerons en menant au point M la tangente MN. On trouve facilement pour les surfaces ironcconiques engendrées par MN et MM',
tr ^ h'- -V- /.* 00 > - V -• ^<J' + A.v),
CIIAPIIIIK
'.io
cl pour la surface annulaire engendrée par NM',
on est donc conduit aux deux inégalités suivantes, en divisant les deux membres par h ou ^x,
qui doivent subsister quel que petit que soit h, cl par conséquent pour
la limite de ses valeurs décroissantes ou pour /»=(). A cette limite, les
•in A'/ , . ilu du , , , . ,
rannorts — cl --deviennent — cl —> les seconds membres des ueux " Ax Ar dx di
inégalités se réduisent à 1 -+■ *'
dx
d’où l’on lire
que l’on peut mettre sous la forme
itr='2-fydn.
résultat auquel conduit immédiatement la tbéoric des inlinimeni petits, puisque si l’on prend PP' égal à dx, la surface troncconiquc engendrée
par MM' ou du est égale à :2a-t/.(/s = 2-t/ (/ dx* ■+• dy*.
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Puur le paraboloïdc de rdvolulion, on a
Si la surface commence au sommet du paraboloïdc, il vient
_2 ÎT
Pour l’ellipsoïde, on trouve
et en représentant — par e*,
a* . ex — arcsm — e a
En prenant l’intégrale dans toute l’étendue de l’ellipsoïde de révolution, c’est-à-dire, depuis x = — a jusqu’à x = -h o, on trouve
arc SI II e ;
= 2ara* (I — e*) -H 2jra’ [/ i — e’
arc sin e
Si a était plus petit que b, la forme de l’intégrale serait différente et l’on aurait en posant {/ b* — = be' ,
Si on suppose e et e' nuis dans ces deux valeurs, l ellipsoïdc devient une spbère, et on trouve u = ijia*.
ciiAPmiË X.
Pour l’hypocycloïde tournanl autour de l’axe des X, on a
dSî). Problèmes divers. — Dans les applications du calcul intégral qui précèdent, nous avons cherché certaines propriétés de courbes données, relatives aux aires, aux arcs, etc.; mais on peut aussi se proposer de déterminer ces courbes par la condition que les aires, les arcs, etc., jouissent de certaines propriétés déterminées. Supposons, par exemple, que l'on demande l’équation de la courbe dans laquelle l’aire comprise entre celle-ci, une abscisse et une ordonnée, est proportionnelle au cube de l’ubseisse. En désignant cette aire par u et l’abscisse par x, on a pour équation de condition
U = ax’‘.
Or, en dérivant les deux membres, il vient
du
dx
= ÔHJC’,
et comme on sait que — est égal i y , on trouve pour équation de la dx
courbe,
y = 3ax’
qui appartient à une parabole.
Si l’aire u devait être proportionnelle au logarithme de l’abscisse, on aurait
, du a
u = a log X, -y.- = - ou xu = a dx X
qui appartient à une hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes. Proposons-nous encore de trouver la courbe dans laquelle le carré de l’arc est proportionnel à l’abscisse, c’est-à-dire, dans laquelle on a
.s* = 8rtx ou s ■= 2 j/2ax.
CAl.CL’L INTÉtiHAL
Eli dérivant et rciiiiilacant par dx
on trouve
/7^ /'/ÿX* /^a l'ia — x
V \di J y X Y X
et en intégrant depuis (x = 0, y = 0), il vient
i/ 2ax — X*
y = a arc sin 1-
l/'2ax — x‘ ,
qui appartient à une cycloïde. Enfin pour trouver la courbe dans la quelle l'aire u est proportionnelle à l'arc s, ou dans laquelle on a
U = as,
on dérivera par rapport à x les deux membres de cette équation , et
vient
en rem
CHAPITRE XI
Oulinliiif (les coi'jK loriiiiiii^ pai des surfaces «niclconqucs. — Applic.itions. — l’rojectimi d’une surface plane. — Quadrature d’une surface (|uelconi|iic. Applications. — Cubalures et quadratures dans des cas particuliers. — Transformatiuii des intégrales doubles.
Cubature des corps terminés par des surfaces quelconques. — Soit Z = f[x, y) réquation irtinc surface BCD (fig. 37) rapportée à trois axes rectangulaires, (x, y, z) les coordonnées d’un point .M et u le volume d’une portion du corps limitée par la surface QM.NI) et deux plans QMPf/ et NMI’/i parallèles aux plans des XZ et des YZ. Le volume V est évidemment une foitclion de (x, y), puisqu’il cliaiigc avec la position du point M, cl un accroissement A ==;in' donné à x fera prendre à r un accroissement représenté par lu tranche XN'tm'PP'.M.M' et ex-
prime par — « -t- -t- etc. Ln accroissement fc = qq donne a y
dans celte dernière expression, que nous représenterons par «, donnera à la tranche NX'mm'PP'.M.M' un accroissement représenté par le
prisme MM'oiot'PP'pp' et exprimé par etc. , en
sorte que l’on aura, en remplaçant u par sa valeur,
MM'mm'PP'np' — - — ~ hk didy
t/H’ h'k dx-dy 1.2
f/’l! hk°- ,
Considérons à part le prisme M.M'wnii'PP'pp' (fig. 38) et concevons un parallélipipèdc HH' rr'PP'yi// équivalent au précéder, l et construit
C.AI.Cl'I. IMTKGUAL
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sur lu niùme liasc; comme il doil y avoir com|>ciisation cnlre les volumes placés au-ilcssus et au-dessous du plan Rll'rr' et com|iris entre ce plan et la surface MM'mm', il en résidtc nécessairement que ce plan doit couper la surface .MM'wim' dans l’intérieur du quadrilatère curviligne MM'mm'; donc si z* est lu hauteur de ce parallélipipède , z' sera une ordonnée de la surface, correspondant à des coordonnées (x -V- h') et {y -i- k'j, W et k' étant moindres (pie h et k\ on pourra donc poser
z' = f(x ■+■ h', y k^)= f(x ■+■ Oh, y -f- O'k) ,
0 et 0' restant compris entre zéro et l'unité. Eu égalant les volumes du prisme et du parallélipipède et en observant que z = f {x, y), il vient
d*ii
dxdy
hk -H
cl’e h^k dx*dy 1.2
-+- etc. ~hk.('{x -H Oh, y -t- O'k).
Si l’on supprime le facteur commun hk et si on observe que cette égalité doit subsister pour toute valeur de h et A-, y compris zéro, sans que û et 0' cessent d’être compris entre zéro et l’unité, il vient en passant à la limite.
fi*r
dtdy
d’on
dxdy
dxdy = zdxdy.
Or le premier membre représente la différentielle deuxième de n prise smreessivement par rapport h (x, y); on aura donc, en intégrant deux fois et successivement par rapport à ces deux variables indépendantes, entre les limites O et x, pour la jircmière, et O et y pour la seconde,
V = // zdxdy = // f[x, y) dxdy ,
l’iin des signes d’intégration se rapportant à la variable x, y étant traité comme constant, et l’autre à la variable y. L’ordre suivant lequel on effectue la double opération indiquée par cette intvyrale double est indifférent; car si on avait donné aux deux variables indépendantes les accroissements h et k dans un ordre inverse, on aurait trouvé
dydx
an lieu de
dxdy
cl il est visible que pour remonter à la valeur de v, il eut fallu intégrer dans un ordre inverse. Cette proposition ne cesse d’etre vraie que
ciiArniiK \i.
lorsqu’il y a solution de continuilc dans In fonction:, c’est-à-dire, lorsque celle-ci devient infinie pour des valeurs des variables comprises entre les limites des intégrations.
On serait arrive au même résultat par la considération des infiniincnl petits, eu remarquant que le volume QMNDc/PnA (fig. 37) peut être considéré comme composé de tranches QM»iQV/Pp^' infiniment minces, parallèles au plan des XZ, et que chaque tranche est composée de prismes MM'm'mPP'/>'p infiniment étroits. Or le volume d’un prisme est zdxdij', le volume d’une tranche parallèle à XZ est donc 1a somme de toutes les valeurs de zdxdy , c’est-à-dire dtj f zdx qui est formé du produit de l’épaisseur dy par J’ zdx ou la surfaec QMPgr, et le volume total ou la somme des tranches est f dy f zdx, que l’on écrit ordinairement de cette manière :
Jf zdxdy,
pourvu, bien entendu, que la fonction : reste finie et continue dans les limites des intégrations, sans quoi les sommes ne seraient plus représentées pur les intégrales.
Les deux intégrations succtessivcs introduisent deux constantes arbitraires, et si l'on se place nu point de vue purement analytique, lu première intégration ayant lieu par rapport à y, sans que x varie, la première constante arbitraire pourra contenir des x d’une manière quelconque, puis(]u’on traite ccllc-ci comme invuriahic pendant la première opération, et lu seconde constante pourra être une fonction arbitraire de y pour le même motif. Mais dans les applications, ces constantes prennent des valeurs déterininées ; en effet, il résulte de ce qu’on vient de voir, que la première intégration est destinée à donner le volume de l’une des tranches dont se compose le corps, c’est-à-dire, l’aire de la section, multipliée par l’épaisseur dy de la tranche; il faut donc déterminer la constante de manière à embrasser l'aire entière de la section QMPy. La seconde intégration, destinée à prendre la somme de CCS tranches, devra être étendue entre les deux limites du cor])s dans le sens de l’axe des Y, ce (|ui fixera la valeur de la deuxième constante arbitraire.
Si le volume au lieu d’être limité jiostéricuremcnt par les plans des XZ et des YZ, l'était |)ar des plans parallèles à ccux-ci et distants de a/' et y", les deux intégrations, au lieu de se faire entre les limites zéro et x', zéro et y', devraient visiblement être faites entre les limites (a/, x"), (y’, y").
CALCTL i.NfKGIUl..
Si le rorps était compris, Hans le sens de l’aNC des Z, entre deux surfaces ayant |>our équations
X=F{x,y) c» z=rf(x,y),
il est évident que les prismes MM'mm'PP'/);/, dont se compose le volume total, devraient être remplacés par la différence des denx prismes terminés aux deux surfaces, et qn’on aurait par conséquent
» = // (■^ — =) dxdy = ff j F{x, y) — f(x, y) j dxdy.
157. Applications. — La détermination des constantes arLiilraircs ne présente aucune dilFiculté lorsque le corps est terminé, comme dans le numéro précédent, dans le sens des axes des X et des Y par des plans parallèles aux plans des YZ et des XZ; si, par exemple, il s’agit de déterminer le volume AqPwDQ.MN limité par des plans QP et XP parallèles aux plans coordonnés et distants de ceux-ci dcÿ'etx', la surface QDXM étant celle d’un ellipsoïde rapporté à ses diamètres principaux, on aura pour équation de la surface
et en intégrant d’abord par rapport à y, depuis y — OJusqu’à y = y\ il viendra
dans laquelle !/' est constant, et l’on n’aura plus qu’à intégrer une différentielle de lu forme yxf/x, depuis x = 0 jusqu’à x = i'.
Considérons encore le paraboloïde hyperbolique qui a pour équation
z = axy,
et cberchons le volume compris entre cette surface, le plan des XY, deux plans parallèles à XZ et distants de i/' et y", et enlin deux plans parallèles à YZ et distants de x'ctx"; la première intégration devra
ciiAi’iint M.
SC filire entre les limites lixes tj' et <j" et la seconde entre les limites fixes a/ et i". On trouvera
ay + x'f -4- X",/ ^ x'Y J > 4
En désignant par z', s", z'", z'"' les quatre ordonnées de la surface qui correspondent aux quatre sommets de la base rectangulaire et observant que l’on a, à cause de l’équation de la surface,
z' = aiy, z"=oa'y", z'" = aa/'y' , z""=ur'y', cette valeur de v devient
. .m . .tm
dans laquelle {i" — ar') (y" — y') est l’aire de la base rectangulaire de
notre prisme, et est une moyenne arithmétique
entre ses quatre arêtes.
Si le volume n’était pas termine par des plans parallèles aux plans coordonnés, s’il était par exemple, limité dans le sens de l’axe des Y par un cylindre Ul’.ME (fig. 3'.)) ayant scs génératrices parallèles à Taxe des Z, et dans le sens de l’axe des -X, par un jdau l'/iNM parallèle au plan des YZ, l’ordonnée y' du numéro précédent, qui représente la largeur totale Pn de la section MN/iP ne serait plus la même pour toutes les Iranelics cl i>ar conséquent ne serait plus constante pendant la seconde intégration; mais comme l’équaliou de la base DE du cylindre est donnée, on ronuailra la valeur de P« ou y' eu fonction de On 011 x, valeur qu’il faudra substituer avant d’effectuer la seconde intégration. Quant aux limites de cette seconde quadrature, on les prendra de manière à embrasser toutes les tranches parallèles à YZ.
Lorsque la limite latérale du volume, au lieu d’être uti cylindre, est une surface quclcomiiic donnée, la règle à suivre reste encore la même. On détermine en fonction de x l’aire d’une section parollèle au plan des YZ cl distant d’une quantité x, un multiplie celte aire par dx ou par l’épaisseur de la tranche, cl on intègre de nouveau entre les limites extrêmes du volume dans le sens de l’axe des .\, de manière à embrasser le volume entier.
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Qilund dans une intégrale double f f zdxdi/, la fonction : reste continue dans toute l’clcndue de In double intégration, l'ordre des intégrations est diiïérent. C’est ce qui a lieu, par exemple, lorsque les limites sont des plans parallèles aux plans coordonnés. Cela ne serait plus vrai s’il y avait solution de continuité. Qu’il s’agis.sc, par exemple, d’évaluer le volume DPnOFMNC; une première intégration faite par rapport aux y conduit à l’aire de la section MNnP, et la seconde intégration a pour effet de prendre la somme des tranches depuis FC jusqu’à MN, ce qui embrasse le corps entier. Si, au contraire, on commence par intégrer par rapport à x, on déterminera Faire de la tranche QQ'RR', mais la seconde intégration n’aura plus pour effet de prendre la somme de toutes les tranches parallèles à XZ depuis CN Jusqu’à F.M, car jusqu’au point M la largeur des tranches est égale à Oh, tandis que depuis M jusqu’à F oette largeur est continuellement variable, c’est-à-dire qu’il y a en M solution de continuité dans la largeur des tranches.
Proposons-nous, par exemple, de trouver le volume d’un cylindre élevé perpendiculairement au plan des XY, ayant pour base un cercle du rayon r dont le centre soit placé au point qui a pour coordonnées m, n et limité supérieurement par un paraboloïdc elliptique qui a pour équation
Z = ax‘ h<j‘.
En désignant ce volume par u, il vient V = f f zdxdy= f dx J'{ax^ -i- fci/*) dy = J dx ^ax*// r Or, l’équation de la base du cylindre étant
on en tire
cl les deux valeurs de y représentent les deux limites de eette première intégrale qui devient, en substituant,
fidxÿ'r* — (X — «i)*
ax* — - (x — in)* 6«* -4-— r’ • O a
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Une seconde intégration prise entre les valeurs extrêmes de x, c’est-àdire, depuis x = m — r jusqu’à x — m-*-r, donne enfin
' ï= «■’ I am* -t- bn* -i- 7 ar’ -♦- 76e’ \
Pour interpréter cette lalctir, remarquons que si au centre du cercle on élève une ordonnée / jusqu’à la surface, cl si l’on élève une seconde ordonnée l' au point pour lequel on a x = r et y = r, il vient, à cause de l’équation de la surface,
/ «= am* -4- 6n*, t' ar* -t- 6r*
cl par conséquent
le volume clicrché est donc équivalent à un cylindre à base circulaire
ayant r pour rayon de la base et / -t- - pour hauteur.
158. Projection d'une surface plane. — Avant de nous occuper du problème de la quadrature des surfaces courbes, commençons par chercher le rapport qui existe entre une surface plane et sa projection orthogonale sur un plan donné; soit ABCD (fig. 40) une surface plane renfermée dans le plan XY et terminée par deux courbes quelconques Bl), AC cl deux ordonnées BF, DG. Projctons-la orlbogonalcmcnt sur le plan .\Y' et soit A'B'C'D' sa projection. En désignant par o l'angle YOY' que forment les deux plans, par Y cl y les deux ordonnées P.M et PX, cl par Y' et y' les deux ordonnées PM' et PN', les aires ABDC et A'B'C'D' seront représentées par
les deux intégrales étant prises entre les incracs limites OF et OG; or les triangles rectangles P.M.M' et PNN' donnent
d’où
y' — y cos a. Y' = Y cos o,
Y' — y' = (Y — y) cos a.
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cl par conséquent, eu rcpréseulant par S et s les aires ABCD et A'B'C'D', il vient
s =>y’lV' — u') <lx= cos U y (Y — ÿ) dx = s cos a.
Ainsi, pour avoir la projection d'une aire plane sur un plan donné, il suflit de la multiplier par le cosinus de l'angle que forment les deux plans.
Il suit de là, que si l'on projette une surface plane sur trois plans formant un système de plans rcclangulaires, le carré de la surface plane sera égale à la somme des carrés des trois projections, puisque la somme des carrés des trois cosinus est égale à l'unité.
139. Quadrature d’une surface quelconque. Applications. — Considérons maintenant une surface M.NDQjfig. 37) limitée par deux sections MN et MQ parallèles aux plans YZ et .\Z. Soient (x, ij, z) les coordonnées du point M, et u celle surface; u sera dans tous les cas une fonction de (x, y), et si on y donne à x un accroissement nn' = h, celte surface prendra un accroissement exprimé par
du d'u h-
-+- etc..
représcntaitl la surface de 1a liande .M.M'.NN'. Si dans cette dernière expression on donne aux y uu uccroissemciit qq' = k, celle-ci sera, comme on l'a vu quand on s'est occupé de la série de Taylor étendue aux fonctions de deux variables, augmentée de
d*ii d'^ii h*!:
- — j~ldi t- '7—7-, — : — : + etc.
didy dx*dy I .'2
qui est la surface du quadrilatère courbe MM'm'/n. Or, je dis qu'il existe nécessairement sur cctlc surface et dans l’intérieur du quadrilatère un point tel que si on y mène un plan langent, celui-ci formera avec les faces latérales du prisme prolongées, un parallélogramme éi|uivalcnl au quadrilatère curviligne; en cfTet, concevons la projection PP'/jp'duquadrilalèrc courbe MM'oim', ilivisée d'une manière
quelconque eu n parties s, s', s" corrcspomlanl à n divisions du
quadrilatère. Si en un point quelconque pris dans chacune de ces dernières divisions on mène des plans tangents à 1a surface, les portions de CCS plans comprises dans les plans projetlants des contours de cesdivi-
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sions seront l'eprésenlées par 1 -> ou s secs, s' sec e'
cos s eos f
E, e' désignant leurs inclinaisons sur le plan des XY.
Si toutes les projections s, s', s” sont équivalentes, en désignant
1 1 1- 1. •• PP'///) Itk
par II leur iioinure, 1 une délies sera — '—ou — et la somme des
laeeUes tangentes à la surface sera donnée par
s (sec £ sec t sec e” ) = lik ^
SCC £ sec £ -A- SCC £
c’est-à-dire, qu’elle sera égale à l’aire du rectangle PP'p'p multipliée par une moyenne arithmétique entre les sécantes des inclinaisons des fuecltcs sur la base. Ce résultat étant indépendant du nombre de faces, sera encore vrai à la limite, c’est-à-dire, lorsque rcnsemble des facettes deviendra la surface courbe MM'm'//i elle-même; et alors les inclinaisons des faces du polyèdre sur la buse ne sont autres que les inclinaisons des plans tangents aux dillércnts jioints du quadrilatère courbe; on voit donc que la surface du quadrilatère courbe est donnée pur le produit /iA'sccti, de la projection PP'p'p ou lik, par une moyenne arithniéti(|uc sec /; entre les sécantes des inclinaisons sur la base des plans tangents menés aux ditTérents points de cette surface. Si cette surface est continue dans l’étendue du quadrilatère, ces inclinaisons doivent varier d’une manière continue depuis la plus grande jusqu’à la plus petite et par conséquent il doit exister dans l’intérieur un certain point auquel correspond celte valeur moyenne sec»; et en y menant un plan langent prolongé jusqu’aux faces du prisme, l’aire du parallélogramme que l’on formera, avant aussi pour projection le
rectangle PP'/)/), aura egalement pour mesure = /iK sec »i, ce
qui vérifie la proposition énoncée plus haut.
Si les coordonnées du point en question étaient (x, ij, z), cos y; serait
égal à * - — et par conséquent sec); serait donné
par* / 1-A-I-— I -A-(— I; mais ce point étant un de ceux du
‘ V W K'hJ '
ipiadi'ilatèrc curviligne, a pour coordonnées x -+- O/i cl i/ -a- Vk, en
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désignant par 0 cl 0' des cocIIiciciiLs incunnns dont les valeurs sont comprises entre O et 1 ; les dérivées sous le radical devront donc être remplacées par
dz ,d*z >i*h*d-^z
dz ,,d*z ry^kUi'z
et il vient, en égalant les deux expressions de la surface du quadrilalère, et supprimant le faeteur commun hk,
dUi d''u h -h
dxd>j dx*d)j 1 .2
elc.
Cette égalité existe, quelque petits que soient h et k. A la limite on trouve
dxd^j V \d^J \'h)
dxd>j
cl par conséquent, en intégrant deux fois par rapport aux deux variables indépendantes.
l.a considération des iurmimenl petits conduit à celle formule d’une manière fort expéditive; en cfTct, si h et k sont infiniment petits et égaux à dx et dy, la surface MM'm'm sera sensiblement plane et sera comprise dans le plan tangent en M. Le cosinus de l'inclinaison du
plan langent sur le plan XY est et comme
CII.W’ITIIb: .VI
la projection île .MM'm'm sur le même plan est dxdy , ce quadrilatère a pour surl'ace
Or la surface de la bande M.NN'M' qui sc compose de tous les quadrilatères scinhiabics au précédent et correspondant à la même abscisse x et aux différeutcs valeurs de ij, est représentée par
et la surface entière, composée de la somme de toutes les bandes parallèles au plan des YZ correspondant aux diiïércntcs valeurs de x, est représentée par
L’ordre suivant lequel on eircctuc la double intégration est encore indifférent, comme on l’a vu plus haut, pourvu que le radical ne cesse pas d’être liiii et continu entre les limites des intégrations.
Dans les applications cette intégrale double doit être traitée de la même manière que dans le cas des cubaturcs. Si la surface est limitée par des plans |>arallèlcs aux plans des XZ et YZ, il faut tirer de
l’équation de la surface les valeurs de — et -7^ > les substituer dans
ax tiij
la formule précédente et intégrer d’abord par rapport à x, depuis X = x' jusqu’à X = i". On intégrera ensuite par rapport à y entre les limites
>J = y' et i/ = ÿ".
Prenons pour exemple la surface a3ant pour équation
dz V dz X
T-V -Xj-r-
il vient
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et en intégrant siiccessivrinent entre les limites indiquées ci-dessus, on trouve
Si la surface NDQM était comptée depuis DN et DQ ou depuis les plans des XZ et des YZ, on ferait x' et y* nuis dans l'intégrale précédente.
Quand la surface FGC (fig. 39) est limitée par une courbe FG ayant DE pour projection, la valeur de y" ou la largeur P« de la bande MN ne sera plus constante pendant la seconde intégration, cl il faudra suivre une marche en tout point semblable à celle indiquée (N° 157) pour le cas de la cubaturc.
Prenons pour exemple la sphère dont l’équation est
cl proposons-nous d’étendre l’intégrale à toute la portion ABC de la sphère comprise dans l’angle trièdre AXYZ. La courbe qui limite celte surface est évidemment un grand cercle AB de la sphère ayant pour équation
X* -H y” = r* ; d’où l’on lire y' = f/r- — x*
dans laquelle On est x et ni*' est y; cl comme l’intégrale doit être prise entre les limites n cl F, c’est-à-dire, y' = O et y = nP' = j/r* — x*, il vient après une première intégration.
cl en prenant cette seconde intégrale depuis O jusqu’à A, ou depuis X = 0 jusqu’à x= r, on trouve
pour la surface d’un huitième de la sphère.
CHAPimE XI.
ICO. Cubatures et (fuadralures dann des cas particuliers. — Lorsqu’un corps ou une surface courbe est décomposablc en (ranclies ou cil bandes dpnt les volumes ou les surfaces sont connus, on trouve l’expression du volume ou de la surface du corps en n’effectuant qu’une seule intégration. Prenons pour exemple l’onglet cylindrique DCBED (fig. 41) formé par rinlcrsection du cylindre ADBEC'C" et d’un plan DCE. La surface convexe EBCDB peut être considérée comme composée de bandes infiniment étroites MwiNn dont l’aire est MN X Nn; or, si l’on mène un plan FMN perpendiculaire à l’intersection DE et que l’on pose
GN = x, OH = GF = a, OG = y, BC = 6, OB = r, en remarquant que les triangles FMN et HCB sont semblables, on aura
MN
ct en a|ipelant u la surface convexe EMN, il viendra, en remarquant que Nn est l’élément ds de l’are EN, que nous supposons être un cercle.
u=fb-
-ds;
mais l’équation du cercle EN donne
et en prenant l’intégrale depuis x = — a jusqu’à x=-r, on trouve pour la surface EBC,
a arc cos ^ -t- — a* >
arc cos
étant l’are qui a pour cosinus Une marche
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analogue fera connaître le volume de col onglet (|ue l'on considérera comme composé de tranches perpendiculaires à Hll et ayant la forme de rectangles. On trouve facilement pour ce volume,
ah
r’ arc cos
Pour avoir la surface d’une voûte à arc de cloitrc EABDC (fig. 42) qui se projette verticalement suivant le demi cercle AMIi, on considérera chaque face AEC comme composée de bandes parallèles mm'n'n qui ont pour surface mn X MM'; or, il est facile de voir que «iw= ma = MN, et si l’on fait MP = x et OP = i/, l’équation du cercle AUB établit entre x et y la relation
En appelant u la surface AEC, et prenant l’intégrale depuis x = t» jusqu’à X = r, il vient
■2xih = 2 f x(/x ■^0
= y mil X MM
On obtiendra de même le volume renfermé entre le plan horizontal ABDC et les quatre faces AEC, AEB, BED et DEC, en considérant ce volume comme compose de tranches horizontales mnbam'n’h'a' qui ont toutes la forme de carrés et dont le volume est m«*.PP'. On trouve
U = l 4x- (/y — I 4 (r* — y*) rfy = -
ICI. Transformation des intégrales doubles, — La recherche de la valeur d’une intégrale double est souvent facilitée par des transformations qui consistent à substituer aux coordonnées rectangulaires (x, y, s), de nouvelles coordonnées (p, y, r) convenablement choisies. Supposons qu'il e.xiste entre les anciennes variables indépendantes (x, y) et les nouvelles (p, y), les relations
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comme les variables (x, tj) sont indépendantes, on peut différencier ces deux équations par rapport à y en laissant x constant, c’est-à-dire, en posant dx = 0, ou par rapport à x, en posant dy = 0. Dans le premier cas il vient
d’où
df , df ,
dp
dF
dy,
dy =
l dF dF dy_ l dy dp df
V dp
Dans le second cas, on trouve
dx
df , df
Cette différentielle est prise dans l’hypotlièsc de y constant ou dc</y==0, ce qui n'est possible, à cause de l'équation (2), que si <iq = 0; cette dernière équation se réduit donc à
dx=^dp.
dp
Les formules pour les cubalures et les quadratures
deviennent en remplaçant ^par leur valeur en {x,y), puis
en remplaçant ces variables par leur valeur donnée en {p, y),
Jf»'
La valeur de '^{p, y) se détermine immédiatement, si l’on connaît
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l'cquation de la surface eu coordonnées reelaugulaires ainsi que les valeurs de (x, i/) eu (;», 7), c’est-à-dire, si on a
puisque, en désignant pour abréger, par f cl F les valeurs de x et de y, il vient
2 = ?(/■- f) = Hp> fj)-
Pour ce qui est de 7) ou ^
, ou verra
bientôt comment on peut trouver sa valeur d’une manière générale, en fonction des dérivées partielles des fonctions f cl f’ et des nouvelles coordonnées; mais il est visible qu’on pourra dans tous les cas, cberchcr d’abord sa valeur en (x, y) cl remplacer ensuite ces coordonnées par leur valeur en {p, 7).
Si l'on prend pour (j), 7, r) les coordonnées polaires dans l’espace, c’est-à-dire, la distance r d’un point à l’origine, l’angle p formé par ce rayon vecteur avec l’axe des X et l’angle 7 formé par le plan des XY avec le plan passant pur le rayon vecteur et l’axe des X, on a les relations suivantes :
X = r cos y — r sin f) cos 7, i == r sin p sin 7
et les intégrales prennent la forme
u = 7)^r’sin’;isin 7 — r ^ cospsinpsin 7 — r^cosq^ <ip<ly,
M = ffy(«, 7)^r’sin’psin7 — r —cos ;j sin/) sin 7 — r—cns(j\(lp(lt/
dans lesquelles ^ dérivées partielles tirées de l’équa-
tion de la surface mise sous la forme r = F'{p, 7).
En prenant pour p, 7, r les distances d’un point de la surface aux trois axes coordonnés, c’est-à-dire, en posant
r.lIAPIIHK M.
HO
les intégrales doubles deviennent
Les limites de ees nouvelles intégrales doubles, comnie celles des anciennes, doivent être fixées de manière à embrasser la totalité du volume ou de la surface que ces intégrales doivent représenter.
Enfin si l’on adoptait pour coordonnées, la pcr|icndiculairc rabaissée d’un |ioinl de la surface sur l'axe des X, la distance x du pic<l de cette perpendiculaire à l’origine et rinclinaison q de cette perpendiculaire sur le plan XY, on aurait
pour équation de la surface et en outre
ÿ = r cos </ , Z ~ r sin q ,
et les deux intégrales doubles prendraient la forme suivante, en écrivant X au lieu de la fonction f qui lui est égale et en remarquant (IF dF dy dy
que et — ou et sont égaux a — r sin y et cos q, dq dr dq dr
r sin q
l*our calculer •!/ (r, q) ou que les équations
remarquons
y ^ r C05 7, c = r sin q
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3il
(lunnent
n = arc lanc -
et que par conséquent réquation en (x, »/, z) est représentée par le système des trois équations
-V- q=aretang-i
ou plutét, par la première, eu y concevant r et q remplacés par leur valeur en y clz donnée par les deux autres. En dérivant successivement cette première équation par rapport à x et par rapport à y, on trouve
* A/ïî
dx y\ dz
\(/rr r/qryrfx
„ dx /q Z dz\
dx i dy
d’où l’on lire
dz
dx dx .
<lx
r — sin q •+- —cos q ilr ilq
ilz
dx
-p-sin q — r— cos q (/q ' or
(/q dx . dx
r — sin q -H -7- cos q (/r (fq
et en substituant, 1a seconde intégrale double devient
Quand la surface est de révolution autour de l’axe des X, l’équation tie la courbe génératrice est de la forme
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, (Ix
X est donc alors iiidcpendant de q, -j- est nul cl les formules pour les cubaturcs et les quadratures deviennent
e = ^ j — r’ sin* qdrdq,
ou, en effectuant l’intégration par rapport à q, entre les limites zéro et et remarquant que l’intégrale déûnic de sia* qdq est égale à ir (N“ 144),
e = r y r*dx , U = in J" r\/ dx* -i- dr* = in f rds.
üii retrouve ainsi les formules qui avaient été démontrées par une marche particulière, pour les corps et les surfaces de révolution (N-lb3, 154).
CHAPITRE XII
DiiïérciUiolles clliptir|U(*s. Transformation du radical cii deux radicaux binômes du second degré. — Le facteur r* est toujours réel et plus petit que l'unité. — Traiisfoniiatiuii des difféieiuielles elliptiques en trois difTérenticlIes irrédiic- (i|)|os. — Première formule de réduction. — Seconde formule de réduction. — Troisième formule de réduction. — • Traiisformation des trois ditrércnliclles irréductibles en transcendantes elliptiques. — Développement en séries dos transcendantes elliptiques des deux premières espèces. — Construction des tables. — Dcveloppcmcnl en série de la fonction elliptique de troisième espèce, le paramètre étant positif. — (ias du paramètre négatif.
162. Différentielles elliptiques. Transformation du radical en deux radicaux du second degré. — Il existe une classe nombreuse (le diiTércnticlIcs dont l'intégration en termes finis est impossible, mais qui peuvent toutes, par des transformations, être ramenées a un petit nombre de formes générales conduisant à des séries très convergentes. Ces diirércnticllcs sont comprises dans l’expression générale
P'dx Pdx
■ - ou :r-
j/a' -4- b'x -4- c'a* -4- d'x* -t- e'x* j/a -4- 6x -4- ex* -4- dx* x*
dans laquelle P représente une fonction rationnelle quelconque de x. On les appelle d'une manière générale différentielles elliptiques , parce que le problème de la rectification de l’ellipse conduit à des dilTércntieilcs de cette forme. On peut toujours faire en sorte que le polynôme placé sous le radical soit remplacé par un produit de la
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fiirme {p + çi/*) (p' ■+■ ; en cITet si l'on décompose le pol) nônie
en deux faeleurs trindmes du sceond degré, de manière que l'on ail
U ■+■ Ux ex* -+- dx’ -4- I* = (a -f- ,Sx -4- X*) (a' -4- p’x -4- X*) , qu’on rcmplaee dans ehaque trinùmc x par m -4- — ” — et qu’après
avoir réduit au même dénominateur, on égale à zéro les ooclïicients des premières puissanecs de y, les constantes indéterminées m et h seront données par les deux équations
2a -4- 2[3I» -4- 2m* pn -4- 2mn = O
et les deux facteurs trinômes seront remplaces par cl —
dans lesquels les constantes représentent
p = a -4- pm -4- m* H- p/l -4- 2m n -4- n*, y = a -4- pm -4- m*, p' = a' -4- p'm -4- m* -4- p'n -h ‘iiiin ■+■ /»*, y* = a' -4- p'm -4- i/i*. Ilepréscntons par r, r' et r", r"' les racines des équations a -4- |5X -4- X* = O, a' -4- p'x -4- x*= Il c’est-à-dire les quatre racines de
Il -4- hx -4- ex* -4- i/x-’ -4- x‘ = 0.
On sait que l’on a
Kn substituant ces valeurs dans les équations préccdcnlcs, on trouve en résolvant et convenant de rcpréscnler par r — r".r — r"', le produit des deux binômes r — r" et r — r"', (1)
rr' — r"r"' — i/r — r". r — r'". r' — r". r' — r"'
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et le grand radical se trouve remplacé par
l/Zrr^r — r".r — — r"./ — r"' (r-4-r' — r" — r"')»(l-+-y)‘
qui, en faisant
devient (3)
p/ITï p/7^'. r — r"'. r' — r". r'— r"'
V * ( p/r^T?/ i/r^—r"./— r"' (p/j/^'T?— ?' + /"rr'^r")
(p/r— r".r — r"'-Hp//
11 suit de là que la dilTcrcnticllc
dx
f/a -t- bx -h ex* -4- dx* r*
3'i-6 ' ciiAPitni: xii.
pnut être Iransformcc dans la suivante (4)
dz
que l’on peut mettre sous celte autre forme, en effectuant la multiplication sous le radical,. ...(ü)
^ _ r"'. r'— r" H- j/r— r"' (Iz
ou bien encore, en multipliant par — r". r' — j/ r — r'". r' — r"
les deux termes de la fraction sous le radical dans l’expression précédente et par j/r — r" . r' — r" — |/r — — r"' les deux termes
de la fraction hors du radical, ....(6)
»■" — /r — r’'Tr — ?^' + j/r'— r" . r' — r'"
[2^/-^- 2r"r"' — (r -h r') (r"-+- r"') -t- 2 i/r—r".r—r'".r' — r".r'—r'"] ’ c’est-à-dire qu’on peut dans tous les cas lui donner la forme
fidz
fl et c’ étant deux constantes connues.
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163. Le fadeur c* est toujours réel et plus petit que l'unité. —
Avant d'introduire la fonction rationnelle P qui multiplie la différentielle générale elliptique, constatons que le coefficient c’ est toujours réel et plus petit que l'unité.
Si les quatre raeincs r, H, r", »•"' sont réelles , la valeur de c’ est évidemment réelle, puisque, eu les rangeant dans l’ordre r, r', r", r'" d'après leur grandeur algébrique, tous les facteurs placés sous les radicaux dans la transformée (5) seront positifs. Quant à p il sera de
la forme n j/ — 1 .
Si deux racines eonjuguées, r et r' par exemple, sont imaginaires
et de la forme a 6 j/ — 1 et a — 6 j/ — 1 , en employant la transformée (C), il est visible que l’on aura
(r — r')* = (26 [/ — 1 )* = — 46*, rr' = a’ 6’, r-i-r' = 2a,
et par conséquent c’ sera eneore réel, mais il change de signe à cause
de la valeur de (r — r')* qui est (26 — 1 )* = — 46*.
Si les deux couples de racines conjuguées r, r' et r", r"' sont imaginaires et de la forme a±b[/ — 1 et a' ± 6' j/ — 1, les facteurs (r — r')* et (r" — r"')* dans la transformée (6) deviennent (26 (/ — I)* = — 46*, (26' j/ — I)* = — 46'* et comme on a aussi
= — n' -*- (<| — — t ) (n — rt' -H (6 -+- 4') 4/ — I) (a — o' — (fc — — l)(o — o' — (ii I)
il est visible que c* est encore réel et positif.
Enfin, le coefficient c* est dans tous les cas plus petit que l'uuité.
ClltriTHE Ml.
puisque la lransformde(5) apprend que ce facteur est de la forme
11 résulte aussi de cette discussion que les valeurs de m et n sont toujours réelles et qu'il en est de môme de la valeur de exprimée en y*, car en multipliant les deux membres de la fraction par j/r — r'' . r — r"' f/r' — i-" . r' — r'", on trouve
, [(r-t- r')*— (r-4- r')(r"-i- r"') -t- 2r"r"'- 2rr'— 2/r — r" . r- r"' . r' — r". r' — r"' |’ ^ [r- r" — r"')^ ^
ou
et l’on vient de voir que cette fraction a’ positive ou négative se compose de termes toujours réels dans toute hypothèse faite sur les valeurs des racines r, r', r", r"'.
164. Transformation des différentielles elliptiques en trois différentielles irréductibles. — Considérons maintenant la fonction rati innclle P qui multiplie la dilTércnticlIc dont on vient de s’occuper. Si
l’on y remplace, comme plus haut, x par m-
on obtiendra
évidemment pour P une nouvelle fonction rationnelle en y, ne contenant que des facteurs réels, puisque ni et n sont réels, et qui dans sa plus grande généralité ne peut être qu’une fraction rationnelle décomposablc par la division, dans sa partie entière et sa partie fractionnaire. Celle-ci sc décomposera ensuite, par la méthode des fractions rationnelles, en fractions simples. Le développement de P sc composera donc d’une suite de termes ayant les formes suivantes :
ay’
a ttij -t- « y — b y* -+- b
ay a a
dans lesquels a, a', b sont réels, et ces dilîércnticllcs deviennent,
en remplaçant y par sa valeur - = *':,
’ ’ a'z — b a’*z^ + b (a":’* /j)- (a'î — hj"
, l’ilx
L’intégration complété de la dilfcrcntiellc ^ - , It désignant le
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radical |/ a ix -h ex'* -a- dx’ x*, sera donc ramenée aux intégra-
tions des dilTcrentielIcs suivantes dans lesquelles fi est un facteur constant,
fiJ: fiz^i/z uilz
|/r^* |/T^*x* ’ i/t—z*i/l=FC*z*' {z — h) i/'i — z*[/lzfc*z^' fi(az -t- a')(iz fi{az a')dz y-ilz
(:*-»-&) ^/l — z*]/lqic^z* — z*^lzf.c*z* (s — fc)" (/T— ipe’r’
Parmi ces différentielles, les unes sont irréductibles et leur intégrale ne s’obtient que par les méthodes d’approximation dont nous parlerons pins loin. Telles sont les deux suivantes ;
dz dz
auxquelles nous joignons la différentielle
j/l =p c-z* dz
Nous allons voir que les autres s’intégrent d’une manière eompicte par les méthodes connues ou sont réductibles à Tune de ees trois dernières formes.
465. Première formule de réduction. — Occupons-nous d’abord de la différentielle
z”dz
Lorsque »i est impair ou de la forme !2n-»- 1, l’inlégralion peut se faire d’une manière complète, car en remplaeant z* par «, la différentielle devient
u'du u'du
'2\/i — « |/ 1 — cfu '2 l/l — (c* -A- 1) « -H c*tP
qu’on sait être intégrable (N" 134).
Supposons mpairetégal à 2/i. Si on différencie z*»-* i/r:?i/i-c*zs on trouve
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d’où l’on lire en intégrant les deux membres cl en divisant par c* (2n — 1),
z^"ilz _ ji»-’ |/l — |/l —
(I ^-f*) (2/1—2) (■ z*"-*(/r _ 2/J — 3 Ç z^-^ilz
c*(2//-l) J/Ïi::?,/Ï3^ c‘(2n-l) 3 ■
Celle formule de réduction fait dépendre l’intégration de la différenlielle contenant z*", de l’intégration de deux différentielles entièrement semblables, mais dans lesquelles 2/» est remplacé par 2/» — 2 et 2/1 — 4. On pourra donc, par des substitutions successives, ramener cette différentielle aux deux suivantes
dz z^dz
La première est une des trois différentielles irréductibles. La seconde mise sous la rorme
‘ c* 1 l/ 1 - c’z^ ^ 1^ dz
y/l —-ty/\ZZc^i ~ C* y/ \ j/
est ramenée à deux des trois différentielles irréductibles. Ce qu’on vient de dire subsisterait encore si au lieu de — c* on écrivait + c*. Passons à la différentielle
dz
On peut la mettre sous la forme
(z -+- II) dz zdz
(z* - ù*) y/l-z*y/i —cV (z^ — b^) y/\ — z’ y/l — c-z*
bdz
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Ln première partie devient, en remplneant s* par u,
dn
qui est intégrable. La seconde partie se confond avec la deiixicnie dilTérentielIc irréductible mentionnée plus baut. 11 en serait de meme si H- c* était remplacé par — c*.
1G6. Seconde formule de réduction. — Considérons la dilTércnticlle (az -+■ a'} dz
dans laquelle le coelTlcient c’ peut être pris indilTéremment avec le
signe plus ou avec le signe moins. Elle se décompose en deux par-
azdz a'dz , ,
tics ^ H — ; i — . dont la première s intégré
[z- -t- b)" V/^ (Z* -A- 6)- VA ®
immédiatement en remplaçant z^ par u. 11 ne reste donc h intégrer
- l/j -* l/j ji-i
que lu seconde. Si l’on différencie la fonction — — -- *
on est conduit à l’identité.
fe -t- 2* [I — 2 (n — 1) — 26 ( 1 -4- e*)] -h z‘ j 56c* (1 -i- c*) (2« — *) j - c*2« (2n — S)
dz.
Remplaçons dans le second membre z* + b par m ou z- par « — 6; le numérateur étant développé, prendra la forme
A -+- Bu -4- Cw* ■+■ Du^
dans laquelle les coefficients ont les valeurs suivantes :
A == (2n — 2) [6 -t- 6* (i c*) -h 6®c*] fl = — 12« — â) [1 H- 26 (1 -4- c*) -4- 56‘c*] C = -4- (2n — 4) (1 -4- c* -4- 56c*) i) =■ - (2« — b) c*.
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valeurs qui obéissent à celte loi :
2« — 5rf.< i ‘in — UtdKi 2»— S d\i
2;» — 2 db' 1.2 2» — 2 </b* ’ 1.2.3 2>i — 2 db^
Le second membre de l’cqualion différentielle (1) devient en substituant,
c’est-à-dire,
et après avoir divisé les deux membres par — z’ (/ 1 — c’z’ et
intégré, on trouve
r d: zy i — Z* y i — c’z’
fl r rfz c r dz
DC
Celle nouvelle formule de réduction fait déjicndrc l’intégrale cherebée de trois intégrales semblables, mais dans lesquelles l’exposant n est réduit à n — 1, n — 2, n — 3. Elle peut donc servir à exprimer l’intégrale cherchée en fonction d’intégrales de plus en plus simples. Quand n sera réduit à 2, C est nul et l’intégrale de
ne dépendra plus que des deux intégrales suivantes :
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Les (leux premières sont deux des intégrales imiduetiblcs; la troisième peut SC mettre sous la forme
f {z*-^-b)dz r bdz f z^dz
J /l — Î* (/l— c‘i* 3 |/t —Z* j/l — c*s* 3 ^/l — z‘ (/l — eV
c’est-à-dire, qu’elle sc calculera au moyen de la première intégrale irréductible et d’une intégrale dont on s’est occupé au N” lüb pour la ramener aux deux premières intégrales irréductibles.
Il est à observer que l’on ne peut faire diminuer « jusqu’à devenir égal à l’unitc, parce qu’il résulte des valeurs trouvées pour A, que ce cocflîcicnt serait nul et la valeur de l’intégrale, composée de termes infinis.
On peut déduire d’une manière plus simple l’intégrale de
dz
de la valeur supposée connue, de l’intégrale irréductible
en effet si l’on désigne celle-ci par ij> (z, b), on aura en dérivant successivement les deux membres par rapport à b,
f dz d<f
3 (z* 6)* l/l — Z* j/n^ c’z» db '
r dz 1 (f’y
3 (z* -f- 6)* l/l — Z* l/l — c*z* 1.2 db*’
et ainsi de suite. On peut donc poser cette formule générale
dz
(z* -A- b)" i/l — z* l/l — c*z* < .2.3.... (n — 1) db-'
lf>7. Troisième formule de réduction. — Considérons enfin la différentielle
dz
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On peut In mcllrc sous la forme
(î-i- li)’ ilz
(ï* — fc-)" >/l — s* ^/^ =F
et si l’on développe le numérateur, on aura à intégrer une suite <lc termes de la forme
(;1 _ 6‘)- p/l — Z* |/i zp
Quand «i est impair, en remplaçant s’ par «, la différentielle est intégrable par les fonetions élémentaires. Si m est pair et égal à 2i«,
en posants* — b* = ii, on pourra remplacer P***' ’
qui, en développant le bindine, se compose de termes de la forme — parce que 2m <[ n.
La différentielle se décomposera donc en d’autres de la forme
aàz
{z^ — b^Y /l— s* l/lrpc*s*
qui est du genre de celle dont on s’est occupé plus haut.
168. Transformation des trois dilférentieltes irréductibles, en transcendantes elliptiques. — Les trois différentielles irréductibles aux-
Pdx
quelles nous venons de ramener toute différentielle-^» savoir;
dz
dz
prennent la forme
rf; |/l ± c*s
etc., lorsque z est égal l’i
y i -I- s'* (/ 1 zp c'^z!*
z! [/ — 1 ou lorsque a® est négatif dans s* = de la fin du 163. Si le terme en x* sous le radical R était négatif, il suffirait de
multiplier le dénominateur i>ar — 1 et les trois différentielles
prendraient l’iinc des formes * * — _, etc., etc., ou
|/î* — i [/ i zp c^z*
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— — — > Ole., etc., et enlin si a’ est négulif dans
= ou si r =. l/a |/ — 1 , Z devra être rcmplaeé par z' (/ — 1 et les difre^rciitielles deviendront
de' dz'
-— » — — — ' etc.
I j/1 qeeV* j/ 1 -n" f/± cV‘ — I
Toutes ces ditrércniiclles peuvent être transformées dans d’autres plus commodes pour l’intégration, mais les transformations doivent être choisies de manière qne les dilTérentielles restent continues et par conséquent ne deviennent pus imaginaires dans les limites des valeurs que l’on peut attribuer aux nouvelles variables. Il faut et il sullit visiblement pour cela que pour toute valeur de la variable qu’on va substituer à z ou les deux radicaux \/l — z* et (/ï db c‘z* restent de même signe. Or cela arrive visiblement pour toutes les valeurs de l’are y, si l’on donne à z ou z' les valeurs suivantes dans les dilférents cas qui peuvent se présenter, savoir :
1° j/ 1 — Z* [/ i — c*z^, Z doit être <1, posons donc z = sin
C sin y
|/l — Z*l/l -I- cV,
z ^ cos y,
l/l + z'* |/l -H cVS
z' = lan-y _ cos y ^
/z^-1 /l -c*zS
TT
eus y
iiiipossihie.
Ô.'iG
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En cfTcctuant cc$ substitutions, on rcconnnit sans peine que toutes les dilTcTcntielles se ramènent h l'une des trois formes,
, dy ^ 1 — A'* si II ^ y ,
j/T — /î'sin’y (sin * y 6) (/l — fc*sin*y
k étant toujours plus petit que l'unité. Prenons pour exemple le eas 9°. La première dilTérentiellË devient
idy
dy
y^cos*y-h^ + l-^^^sin>y
La seconde prend la forme dy
(sin^y — l)dy
I 1% / 1 sin’y I sin’y 7— — Iv / 1 — -siri
\ e^cosVV ® V /V
dy
dy
La troisième dilTércnticIlc devient sin’ydy
— sin’y) y/
,____^sin’y dy
dy
(sin’y— 1)^/ 1— —^sin’yj
et l'on voit que les düTércnticllcs transformées ont toutes l’une des trois formes indiquées.
Il suit de 16 que rintégralion de la dilTércnticIlc elliptique la plus compliquée dépend dans tous les cas des trois intégrales suivantes.
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d.ins lesquelles k* csl réel et plus petit que l’unité, et >i est réel, positif ou négatif, savoir :
^ l/ i — k* sin’ y
f f/y (/ 1 — A* sin* y ,
i(l -t- n sin*
(iy
y) ^ I — A* siu*y
Elles ont été appelées fonctions elliptiques ou transcendantes elliptiques fie première, de seconde et de troisième espèce. Cumme elles sont des fonctions déterminées de y et de k pour les deux premières, et de y, k et n pour la troisième , Legendre les a désignées par Fy ou F (y,A) pour la première, par Ey ou E (y, A} pour la seconde et par Ily ou n (y. A, n) pour la troisième. Verliulst dans son Traité des fonctions elliptiques, leur donne les noms de digamma, de epsilon et de kappa, et les désigne par
d'g- (?.A). eps- (î.A), kap. (y. A, n).
A SC nomme module, n paramètre, cl y amplitude de la fonction.
De meme que certaines intégrales ne sont exprimables qu’en logarithmes cl en lignes trigonomélriqucs, de même les intégrales des
düTércnticllcs de la forme ne sont exprimables qu’en digamma.
epsilon et kappa. Ces dernières fonctions sont donc introduites dans l’analyse au même titre que les logarillirocs et les lignes trigonométriques, y servent A peu près aux mêmes usages et jouissent de propriétés analogues, dont la démonstration fait plus particulièrement l’objet de la théorie des fonctions elliptiques.
16!). Développement en séries des transcendantes elliptiques des deux premières espèces. Construction des taUes. — Les valeurs fie CCS nouvelles fonctions peuvent être représentées par des séries convergentes inrtnics qui permettent de calculer ce qu’elles deviennent pour toute valeur du paramètre et du module et pour des valeurs de l’amplitude croissant de minute en minute, comme les valeurs des logarithmes et des lignes trigonométriques l’ont été pour tous les nombres et pour tous les arcs fie cercle. Ces valeurs consignées dans des tables forment ce qu’on appelle des tables des fonctions digamma, epsilon ou kappa qui servent au même usage que les tables de logarithmes ou de sinus.
Si dans la fonction dig (y. A) on remplace sin y par g, elle reprend la forme
tli
ig (1 - A*,*)- .
J l/l — .y*/l — A*</* J l/l — ly*
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Développons (i — ’cn série; eclle-ci sera toujours convergente,
puisque y et A'* sont inférieurs à l'unité, et le calcul de la fonction (lig (ÿ, k) SC réduira à l'intégrulion d'une suite de termes de la
forme — • On trouve ainsi, après avoir remis pour y sa valeur
sin y, et en faisant commencer l'intégrale avec l'amplitude y,
dig (y , A) = y j I H- _ A> + _ /:* __ A- + etc. j
- sin ï eos ? [1 . i A» -s- ^ A* (^isin^y +
Cette série est d'autant plus convergente que le module k est plus petit. On trouve de la même manière pour la fonction epxUon,
cps. (ï. A) = ¥ j 1 ^ ™ -
-GA*' — etc.
-A- Sin ? eos ? A* + A*
A- , . A'' I - sin *9 -A- -—sin *9 -a- — — 1 -h etc. • 2.4.G \6 G. 4 ^ G. 4. 2/ J
I/O. Développement en série, de la fonction elliptiyiie de troisième espèce, le paramètre étant positif. — Le développement eu série convergente, de la fonction kappa est plus coni|diqué, parce qu'elle contient, outre le module A’ toujours réel et fractionnaire, un paramètre n dont la valeur n'est pas limitée. Lorsque n est positif on y parvient de la manière suivante : posons
^ =n — A’ siu’»l ' = 1 -A- - A’ sin*9 -A- .Î-C A* sin *9
j/1 — A- sin *9
■*- --- — ; A* Sin'’» -A- etc.
Cette série est toujours convergente, puisque A et sin y sont plus [tetits
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qiifi l'iinilé. Itcinpliiçons sin*iî>, siii*y, sin'''y par leur valeur en
eus 2?, eus ty, cos fiy donnée au N" 4'J ; on trouve
— — — ^ ~ 1 ■'* -+- /? eos 2y C cos 4y D cos (îy -t- etc. ! (1 -t- h)
y i — i* sin*y ( (
dans laquelle b et les eoeflicienls B, C.... ont les valeurs suivantes ;
+ fco ^ ete.
n = — % (l^-.—b^+— -~b^ ctc.^
E == etc.
Ces dernières valeurs sont toujours convergentes, parce que 6 est plus petit que runité et la série A -+- B cos 2y -+- etc. est aussi convergente, meme si l’on prend tous les termes positivement et i plus forte raison si on leur laisse leurs signes, car les valeurs de A, B, C, etc. sont visiblement inférieures h
t- « sin*Ÿ
1 cos 2y ■+■ 2b'* cos i-f -+- 26'* cos 6y ■+■ etc. ,
développement qu’on vérifie en remplaçant sin*y
en faisant disparaître ensuite le dénominateur et en remplaçant partout les produits de la forme cos 7Hf cos 2^ par
- eos (m 2) ip - cos {«i — 2) y.
On reconnaît ainsi que tous les termes se détruisent identiquement.
D’après ce qu’on a vu au N” 36, le développement précédent est toujours convergent.
En substituant ces deux développements dans la fonction kappa, 1 , , 1 , X
remplaçant cosptyeosvy par— cos (jx v)ij> -t- -cos (p — v)y et intégrant, il vient, en faisant eomincnecr l'intégrale avec l’amplitude
J (1 -t- » siii * f) y/ 1 — k* sin * ?
= A'tf -+- D' sin 2rf C sin 4y -i- lï sin 6» etc. dans laquelle on fait
/, = KJLZli: , fiA' = A Bb' -V- Cb’* -4- Z)6'* -7- etc.
hC'=.-^hA'^-^-,~A
hiy h A -4- -^A -4- —^B^—J^C
liE' — etc.
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171. Cas du paramètre négatif. — La fornmle du numéro précédent serait encore convergente si ti était négatif et très petit, puisqu’il
suffirait de remplaeer h par '
mais il n’en serait plus de
même si n étant négatif, était supérieur a l’unité ; car alors b' serait imaginaire et la série précédente cesserait d’étre convergente. On mettrait dans ce cas la diflércnliellc sous la forme suivante :
drf
' sin*Ÿ
1 — nsin’y
-sin*v)] ’
En dévelop-
(1 — nsin ’ÿ) (/^l — - /s’sir
dans laquelle e* représente — et m'* remplace —
pant ensuite le binôme
[e’ -t- (m'* — sin*',))] ’ = (e* -t- a) ’ ,
on est conduit à une série convergente, du moins lorsque e’ ou
■j^ est supérieur à o, ce qui a lieu lorsque e’ est supérieur à m'*,
c’est4-dirc lorsque n est plus grand que En s’arrêtant aux termes de 5° puissance de a et ordonnant suivant les puissances croissantes de sin O, puis intégrant, il vient,
, (" dv » /t 1.3 m'* i.s.sm'* 1.3.S.7 m'® 1.3. 5. 7.
km' kappa = \ r-i ; I r n T T
Jm * — siu’ÿ e* \* î.v e* i.A.s c* s. 4. 6. s e® *.4.6. s.
-( -4 \r sin’sa®
e* \9.4 *.4.6 e' *.4.0.8 e* *.4.c.s.io e“ y
( ——-4- — l7sin*c>dŸ
1 1 / sm“v«<ï>
Les intégrales indiquées s’obtiennent en remplaçant sin'j> (>ar x, ec qui leur fait prendre les formes
f dx f x'dx r x*dx
yr
etc.
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En substituant les valeurs de ces intégrales cl rcmplaeant dans la
première intégrale par sin r,, le facteur ni' ou — qui est moindre que
l'unité, il vient enfin, l’intégrale eommeneant avec l’amplitude f,
ketn* kappa log ^
2 sin 2/; ® \^sin (/) — f)J
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Equations (JilTén'nlicIles implicites. Diiïcrcntiellcs iimiiédiates et médiales. Intégrales immédiales et médiates. — Toute équation dirTérenticlle implicite a une intégrale. — Condition d'iiitcgrabilité immédiate des diiïérentielles implicites.
— Intégration des fonctions qui satisfont à la condition d^intégrabilité immédiate.
— Existence d’un facteur propre à rendre difTérciUielle exacte une dilTéreniielle donnée. ~ Détermination de ce facteur. — Séparation des variables. Equations homogènes. Thcorèine sur les différentielles homogènes. — Second théorème sur les différentielles liomugènes. — Procédés divers d’intégration. Problèmes divers. Prublèiiie des trajectoires.
172. Eqnaiiom différentielles implicites. Différentielles immédiates et médiales. Intégrales immédiates et médiates. — Dans les chopitres prcnédenls, ou iuî s’est occupé que de Tinlégralion des différentielles d'une seule variable ^xdx, ou des équations différentielles explicites h deux variables
considérons maintcnanl les équations implicites à deux variables
Ou ne peut pas aflirnier d priori, comme dans le cas précédent, que cette équation est une différentielle exacte, c’est-à-dire, qu’elle peut cire obtenue parla seule opération de la différenciation d’une certaine fonction primitive
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ciir si en différenciant celte dernière, on obtient In différentielle exacte mdy -t- ndx = 0,
en effectuant sur cette dernière équation une opération légitime qui n’en change pas la signification, par exemple, en multipliant ses deux membres par une fonction quelconque de {x,y) nu en combinant cette différentielle avec f(x, y) = 0, soit pour éliminer une constante, soit pour y faire quelque réduction , on sera dans tous les cas conduit à une équation différentielle
Mdy -Wx = 0
différente de la précédente, quoique restant une déduction et par (tonséqucnl une différentielle de l'équation primitive
mais elle ne se déduira plus de cellc-ci par le seul procédé de la différenciation. De là résulte la nécessité de distinguer deux espèces d’équations différentielles à deux variables, les équations différentielles immédiates qui sont obtenues par la seule différenciation et qui par conséquent sont toujours des équations différentielles exactes, et les équations différentielles médiales qui résultent de la différenciation d’une fonction primitive combinée avec des opérations algébriques, cl qui par conséquent ne deviennent équations différentielles exactes qu’après avoir subi ccrlaiiics transformations; ainsi
est la différentielle immédiate de
tandis que
ydx — xdy = 0,
ipii est une conséquence de l’équation différentielle précédente, n’en est plus que la différentielle médiate et ne deviendra différentielle
cnxmriE xiii.
cxnclc que lorsqu’on aura rétabli le dénoniinaleur en mulliplianl les deux luciiibres pur le facteur — - De même
rj* — 'iax = 0
a pour (KlTércMtiellc immédiate
— ''iadx — 0;
mais si l’on élimine a entre ces deux équations, eette dernière prendra la forme
'2xdy — ydx = O,
qui ne sera plus que la difTérentielIc médiate de l’équation primitive. Les deux équations
"iijdij — '■Jadx = 0, î2x(/i/ — ydx = 0,
pouvant toutes deux se déduire par la diiïércnciation combinée avec d’autres opérations légitimes, de l’équation primitive
cette dernière est ajipeléc intégrale de l’une et de l’autre, ce qui exige que la définition donnée précédemment, d’une intégrale, soit un peu modifiée; nous appellerons donc en général intégrale ou équation intégrale d’une équation différentielle donnée, toute équation primitive île laquelle on peut déduire cette diiïércnticlle. Si la seule opération de la difTércuciation suffit pour cela, l’intégrulc est dite à son tour immédiate, et si certaines transformations dans cette différentielle immédiate sont nécessaires pour retrouver la différentielle donnée, cette intégrale est dite alors médiale.
175. Tonte équation différentielle implicite a une intégrale. — A une équation différentielle quelconque ù deux variables correspond toujours une équation primitive eu (x, g) contenant une constante arbi-
l’équation donnée, en posant
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cl qil’on (Idrivc siicccssivcinenl pur rapport ù x les deux membres de celte éqiialiuii, en remplaçanl ehuquc fuis dans le second membre,
•—par sa valeur en (i, y), on parviendra ù exprimer Imites les déri-
'Jy, ‘}ll.
dx dx*
en fonction de ces deux variables. Cela posé, dans la
formule de Jean Bernonlly (N“ 158), remplaçons-^ par f(x, y) et les
dérivées supérieures par leur valeur en {x, y) dont il vient d’élre
question, valeurs que nous désignerons jiar /-'(x, y), y (x, y) , celte
formule deviendra
y = C -4- (x — a) /•(x, y) — ^ F{x, y) -t- -^ “-?(x, y) — etc.
qui ne contient plus de trace de dérivée et forme par conséquent Vtitlégrale de la proiioséc. Comme a est une quantité dont on peut disposer à volonté, on pourra faire en sorte que, entre certaines limites des valeurs de x, x — o soit assez petit pour que la série soit convergente.
L’intégrale se présente ici avec la constante arbitraire C isolée; mais il peut arriver, quand on emploie d’autres procédés, que C soit multiplié par une fonction de x ou de y, ce qui a lieu d’ailleurs dans l'intégrale précédente si l’on multiplie les deux membres par une fonction quelconque, ou qu'on élève les deux membres à une certaine puissance, etc. Lorsque la constante arbitraire C n’est pas isolée, en dérivant l’intégrale, cette constante ne disparait pas par le seul effet de la dérivation et l’on ne retrouve pas immédiatement la dérivée donnée, puisque celle-ci ne contient pas C. Pour la reproduire, il faut éliminer celle quantité C entre l’intégrale et sa dérivée. On est ainsi conduit ù une équation qui ne contient plus que des x, des y
ct^i laquelle doit donner jiour ^ une valeur identiquement la
meme que l’équation dérivée proposée, puisque si elle en différait.
on pourrait égaler les valeurs de — tirées de ces deux équations, ce
qui conduirait ù une équation en x cl y qui, étant jointe ù l'intégrale, laquelle forme une équation distincte de la précédente puisqu'elle contient C, donnerait pour (i, y) des valeurs constantes, résultat absurde. 174. Condition d’intéyrahililé immédiate des différentielles impli-
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cites. — On peut toujours rcconnaitre o priori, si une équation différentielle donnée
Mdy JVdx — 0
est immédiate, e’est-à-dire, si elle est une dilTérenticlIe exacte d’une fonction de deux variables; en effet, si
est l’intégrale, comme la différentielle immédiate de celle-ci est
dy
dy-*-
d_B^dx
cette dernière devra être identique avec la précédente , et l’on devra avoir
dfjx, y) df(x, y) y
dy ’ dx
d’où il suit qu’il faut et qu’il suflit que les cocflicicnts .^et .V soient les dérivées partielles d’une certaine fonction /'(x, y) inconnue à la vérité. En dérivant les deux membres de la première par rapport ù x et les deux membres de la seconde par rapport à y, en observant que l’on a (N« 99)
d*f[x, y) ^ d*f{x, y) dx dy dy dx
un est eonduit à l’égalité suivante
dx dy
qui est donc une conséquence nécessaire de l’intcgrabilité immédiate. Or je dis que cette égalité est aussi une condition suflisanle pour assurer cette iiitégrabilité immédiate; en effet, si l’on représente par <p (x, y) l’intégrale de .Vdx prise par rapport à la seule variable x, on aura
dx — ‘
. . dM dN
l’égalité —7- = -7— conduit donc à la suivante
d.tf _d»y(x, y) dx dxily
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et en multipliant les deux membres par dx et intégrant par rapport à X, on trouve
dans laquelle C peut contenir la variable y, puisque pendant l’intégration cette variable a été traitée en constante. L’équation différentielle proposée peut donc prendre la forme
dx
fl'J
qui est visiblement une différentielle immédiate, puisque les deux premiers termes forment la différentielle totale de y(x, y) et que Cdy est aussi une différentielle exacte, attendu que C ne contient que des y. 11 suit de là que l’égalité
d,V_d.\ dx dy
est la condition nécessaire et suffisante pour que l’équation différentielle implicite
ildy -+- Ndx — 0
soit une différentielle immédiate. On reconnaît ainsi que xdy -t- ydx = fl
est une différentielle immédiate et que
xdy — ydx — fl
ne l’est pas.
17.’j. Intégration des fonctions gui satisfont à la condition d’intégrabilité immédiate. — Lorsqu’une équation différentielle implicite
Mdy -i- Xdx = fl
satisfait à la condition d’intégrabilité immédiate, la reeberche de l’intégrale se réduit à une quadrature; en effet, en représentant celle-ci par U = O, ou sa différentielle totale par
du , du ,
-C-- dx — du — 0,
dx dy •'
■iü
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on doil avoir On tire de la première,
dx dy
M= f Sdx -+- Y.
Celte intégrale doit être prise en traitant les y comme constants, puisdu
que la dérivée — a été prise dans cette hypothèse; d’où il résulte que
la constante arbitraire Y est, en général , une certaine fonction de y. Pour la déterminer, observons que, puisque
du
on doil avoir en remplaçant u par sa valeur,
„ d fXdx dY
dy dy
d’où l’on tire
d/Xdx\
dy )
dy n.
D étant une constante. En remplaçant V par celte valeur, dans ti, on trouve enfin pour l’intégrale cherchée.
f Xdx -H dy + I) = O.
Observons que
d J' Ndx
ne peut jamais renfermer la variable x; cela résulte de ce que cette
intégrale représente Vqui, comme nous le savons, est une fonction
de y seul, si la différentielle proposée est une différentielle exacte.
On peut d’ailleurs le faire voir directement en prouvant que la déri-
, , ,, d y Xdx . . ■ ,1
vée de M prise par rapport a x, est toujours nulle; en
effet celle dérivée est
dM d'yXdx
(/.V d\fXdx
dx
dydx
dx
dxdy
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que l’ün pctil mettre suus la furnic
tlM
lîl
parce que
d jWdx dx
ilV_d^
dx dy
et cette dérivée se réduit à zéro, si la différentielle proposée est une différentielle exacte, puisqu’on doit avoir dans ce cas
dM_ cLV dx dy
On pourra appliquer cette méthode aux équations différentielles suivantes :
ydx-^-xdy = 0, xdx — ydy = U,
ydx — xdy X* -V- y^
dont les intégrales sont
xy = C, x- — y- = C, y-\- — ^C, x=Cy.
17G. Extslence d'un fadeur propre à rendre di/férenlielle exacte, une différentielle donnée. — Lorsqu’une équation différentielle iic satisfait pas à la condition d’intégrabilité immédiate, on ne peut en trouver l'intégrale qu’après lui avoir fait subir certaines transformations qui lui donnent cette propriété. Il existe sur ces transformations un théorème important qui consiste en ce que, une équation différentielle quelconque à deux variables peut toujours devenir différentielle exacte en la multipliant par un certain facteur à déterminer dans chaque cas; en effet
ifdy .Ydx = I)
étant la différentielle donnée, on a vu (N° 173) qu’elle a nécessairement une intégrale médiate dans laquelle lu constante arbitraire se trouve généralement combinée avec les variables. Si l’on
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couçoit riiilvgralü rôsoliiu par rapport à celte constante C et mise sous
la forme V=C, on obtiendra pour-p> en différenciant celle der-
dx
iiière, une valeur en (x, y) indépendante de C comme celle qui est donnée par l’équation proposée
Mdy -I- Xdx = 0.
Ces deux valeurs sont
= _ Z cl ^
dx M dx
dV
dx
on doit donc avoir identiquement, c’est-à-dire, quelles que soient les valeurs de * et de i/,
'IX
.V dx
Tr^liV'
car s’il n’y avait pas identité, cette égalité constituerait une relation entre x et y distincte de V = C, puisque cette dernière seule contient C. On aurait ainsi deux équations en [x, y) qui pourraient servir à déterminer ces variables dont les valeurs seraient constantes, ce qui est absurde. On doit donc avoir identiquement
(/V’_ .V ([V dx M dy '
et si l’on remplace
dx
par su valeur identique, dans
-7- dx dit — 0
que l’on sait être la différentielle totale exacte de V = C , celle-ci deviendra sans cesser d’clre différentielle exacte,
lU
-dx
€\i.ci:l i.ntêckal.
qu^rn peut mettre sous la forme
1 dv
Le facteur — -7— rend donc la düTcrentiellu dunnde Mdii ■+■ Xdx exacte if dy
et égale k dV. On voit aussi qu'il y a un nombre infini de facteurs propres à remplir eclte condition, car en désignant par yV une fonction quelconque de V, on obtiendra encore une dilTérentielIc exacte en multipliant
itdy + Xdx —0
1 dV .
par — — puisqu elle devient
1 dV
® V— -T— -I- iVdx) = 0, c’est-à-dire, yr(/V=0, il dy
laquelle est évidemment dilTérentielle exacte.
C’est ainsi que l’équation
xdy — ydx — O
devient, en multipliant par — ^ »
xdy — ydx
qui e.st la différentielle exacte de
177. Détermination du facteur propre à rendre exacte une différentielle donnée. — Ce qu’on vient de voir prouve seulement l’existence d'un facteur propre à rendre intégrable immédiatement une équation différentielle donnée; quanta la valeur de cc facteur, elle ne saurait résulter de ce qui précède, puisqu’il faudrait d’abord connaître la fonction V, cc qui suppose l’intégrale déjà connue. Pour déterminer ce facteur que nous désignerons par :, observons que
Mzdy -H Xzdx = O
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devant être une dtfTcrcnliclIc exacte, on doit avoir
d{m) d{.vz)
c'('$l-à-(iirc, cil circctiianl les dérivations,
.dz
dx
dij ^\d>j dx J
Cette équation, qui contient les deux dérivées partielles et ^ de la
fonction r, est dite aux dérivées partielles et son intégrale ferait connaître la valeur du facteur z; mais nous verrons plus loin (N° 22(1) que cette intégration présente en général des diflieultés qui obligent presque toujours à rabaiidunner; cependant l’intégration est possible dans un cas particulier; c’est lorsque les cocITicicnts et N' sont tels qu’en mettant l’équation aux dérivées partielles sous l’une des deux formes
z\dx M dyj M\dy dx J
<lyj rf-C/
les seconds membres ne contiennent, la première que la variable x, ou la seconde, la seule variable y, en effet, dans le premier cas, en désignant ce second membre jiar f'x, l’équation devient, après qu’on
a remplacé — dans le premier membre par sa valeur —
1 /dz dz d>/\ ^ f /dz , dz ,\
et en remarquant que la parcntlièsc est la différentielle totale dz de
dz . ffrdx
— = fxdx don z = e
ün voit que dans ce iirciuier cas le facteur z n’est fonction que de la
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seule variable x. Ou fera voir de la même manière que dans le second cas, il n’est fonction que de la seule variable y et qu’il est représenté -ffydy
par e
La dilTércntielIc
donne
et par conséquent
La difTérentielle
(x — 1) (f -4- X — 2y) dx — (x — l)*</y = O •
doit donc être intégrable iminédiatement. On trouve en effet, en employant la méthode du N” 175,
/.Vdx=[-
•yx* -t- (2y — l)x >
xJ 1
et l'intégrale prend la forme
• x’y + 2yx — x — y C = 0.
On peut intégrer de cette manière toute équation différentielle réductible à la forme
dy -A- Pydx = Qdx,
P et Q étant des fonctions quelconques de x; car on trouve M=\, N=Py — Q, 2 =
CflAniHE \lll.
et il vient (N“ 175), après avoir multiplié les clcuv membres par e , cl l'intégrale devient
— I Çe di C == 0,
qu’on peut mettre sous la forme
fPdr
e Qtlx s’obtiennent par de
simples quadratures, puisque P et Q ne contiennent, par hypothèse, que des x. L’équation dilTérenticllc dont on vient de s’occuper se nomme équation différentielle linéaire du premier ordre.
Appliquons celte formule d’intégration à la résolution du problème suivant : un va.ie contenant V litre» de vin perd une quantité v de liquide par seconde, tandis qu’une quantité v' d'eau par seconde y est tntroduite. On demande combien de vin et d’eau contiendra le vase au bout du temps t?
Le volume de liquide contenu dans le vase au bout du temps t est V' -4- (o' — v) t parce que le liquide introduit est v't et le liquide écoule est vt. On a donc en désignant par x et y les quantités de vin cl d’eau cherchées.
D’un autre côté l’aecroisscmcnt de la quantité d’eau dans le temps dt, représenté par la différentielle dy, se eonposc du volume v'dt fourni pendant le temps dt, diminué du volume d’eau qui s’est écoulé dans le même temps. Or le volume écoulé composé d’eau et de vin est vdt
et comme le mélange contient x et t/ litres de vin et d'eaii, la iiiinntité
d’eau écoulée est v — — tlt. Il vient donc
dij = t/dt ■
dt.
Si l’on élimine x entre ees deux équations, on trouve
i/yn-
v/dt
qui est une équation linéaire du premier ordre. On trouve en intégrant et en déterminant la constante par la condition que y est égal à 0 pour 1 = 0,
Pour V = t/, on trouve
Il est à remarquer qu’en désignant par z le facteur propre à rendre Mdy-\-Xdx = 0, différentielle exacte et par m = C l’intégrale de cette différentielle, on doit avoir identiquement
Z {Md y -A- Xdx) = du
cl par conséquent
Mdy -A- Ndx = — = 0 ,
(■quation à laqucllcon satisfait soit en posant u = C, ce qui reproduit l’in-
tégrale générale mentionnée plus haut, soit en posant -=0 ou z=ac .
Cette dernière équation donne une relation entre x et y qui ordinairement n’est qu’un cas particulier de l'inlégralc générale correspondant
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à une valeur particulière de la constante arbitraire, c’est-à-dire, une intégrale parliailiérc. Quelquefois elle ne peut se déduire de l’intégrale générale, quelque valeur que l’on donne à la constante arbitraire et forme alors une solution singulière dont il sera question au 181). Si du était divisible par z, comme cela a lieu dans les deux exemples qui précèdent, ce dernier genre de solution n’existerait pas.
178. Séparation des variables, figuations homogènes. — Quand une équation différentielle ne satisfait pas à la condition d'intégrabilité immédiate et qu’on ne peut déterminer [lar les métliodcs précédentes le facteur propre à lui donner cette projiriélé, rintégration n’est jiliis possible que dans des cas particuliers et par des moyens qui doivent être modifiés presque dans eliaque exemple. Le plus simple consiste à séparer s’il est possible, les deux variables, arm de mettre l’équation sous la forme
fgdg = Fxdx.
Cette séparation peut se faire immédiatement j|aiis les équations de la forme
qu’on peut ramener à
et dont l’intégrale est
fx.Fgdij =^fx.}fijdx,
■^g fx
dx -t- C.
La séparation des variables est toujours possible dans les équations différentielles algébriques ipii sont telles, qu’en y remplaçant x parcy, les deux coefficients de dx et de dg prennent la forme et g"'!fZ. Les éqiinlions sont dites alors homogènes. Cela a lieu toutes les fois que la somme des exposants des variables est la même dans eliaque terme des
deux eoelficients, puisque si ceux-ci sont de la forme AxriF, HxFgi'
et qu’on ait
P -t- (/ = p' -I- y' = etc. = 71 ,
en remplaçant! par i/i, ils deviennent Ag’zP, /ig”zr’.... et l’équation différentielle
jtfdg -r- .Vf/x = t)
SC change en
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+- y'-'jzdx ■— 0 ,
(lù yz et jz sont des fonctions de la seule variable z et en reinplaçanl dx (lar zdij -+■ ijdz, cette équation devient
d'où l’on tire
(y? -t- z\z)ij'‘dtj -+- 1/"^ ' !/zdz = 0,
dans laquelle les variables >/ et z sont séparées. Après avoir intégré,
JJ
on remettra pour z sa valeur - et l’on aura l'intégrale cherchée.
L’intégration d’une équation différentielle homogène est donc toujours possible, ou du moins, ne dépend que d’une quadrature.
Si l’on applique cette méthode aux équations différentielles
x‘‘dy = y*dx -i- xydx.
I* xy
dy = ydx.
on obtient les transformées
dy ^ z-^\
dz
dy
dz.
On opère aussi la séparation des variables dans une équation différentielle homogène, en transformant les coordonnées rectangulaires X, y en coordonnées polaires r et I; car il faudra poser
X == r cos 1,
y =; r sin t.
î= cot t,
et par suite
= r"sin" I y (cot I),
;V = r' sin" 1 (cot t);
l’équation différentielle deviendra donc en substituant,
dr ji (col t) — col t y (cot I)
r cot / j; (col t) -+- y (cot 1}
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Les deux équations diiïérentielles précédentes traitées de celle manière se transforment dans les suivantes :
f/r , . ^ , ffr , . , ,
— = (tang ( -H cosec’ t) dt , 2 — = (lang ( — col t — cosec’ t) dt.
179. Théorème sur les différentielles homogènes. — Lorsqu’une équation düTérentielIc homogène satisfait à la condition d’intégrabilité, son intégrale prend une forme d'une simplicité remarquable. On vient de voir que l'équation différentielle
.Mdg ■+■ .ydx = 0
peutétre mise identiquement par de simples subslilu lions, sous 1a forme
{fZ -t- z}z) g' dij -i- y+' î-îdi = 0; (I)
si donc la première en x et ^ est une différentielle exacte, la deuxième en ^ et z doit l'èlre également; ce qu’on reconnaît directement, du reste en remarquant que, puisque l’on a
AI == ij"yz, jV = y"
la condition d’intégrabilité de la première équation, savoir
dAl _(iy
<lx dg
devient, attendu que : est fonction de x et de g ,
d?; dz , , d!fZ dz
t/» = nv"*' -4- v'-T- -p ’
dz dx •’ ^ dz dg
et en observant que
__x dz
g dx dx
y’ fiy
elle prend la forme
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et l’on reconnaît aisément que celte éqiialion est précisément la condition pour que l'équation différentielle (1) en y et : soit une différentielle immédiate. Or, si l’on cherche l’intégrale de (1), en faisant usage de la formule du N” 17i>, savoir :
fNdi + ^ Çm — ^ ^ (/y -t- C = O,
ec qui se fera en changeant x en y et y en z, l’intégrale de (I) devient
que la condition d’intégrabilité représentée pur (2) réduit à
{rz + z-'^z)-^+c = o.
En remettant pour ys et -S^z leur valeur — et — > on trouve que l’in-
gralc de l’équation différentielle
est
Mdy -A- Xdx = O Mij ■+■ .Vx
Un reconnaît ainsi que l’intégrale de
(x* — 2ÿ*) rfy -A- (x* -A- 2xy) rfx = O
qui satisfait aux conditions d’inlégrahilité et d’homogénéité, est
(x* — 2y»)y -»- (x* -t- 2xy) x ^ „
Si l’on emploie comme au N" 178, les coordonnées polaires, on trouve
pour rinlcgralc générale de l’équalion différentielle Mdy -t- Ndx = 0,
A cosee l
|/ y (col l) -+- col l (col I)
(lui lient lieu de l’intégrale (3).
Quand « est égal à — I , la formule qu’on vient de démontrer ne saurait faire connaître l’intégrale et serait en défaut, puisque —
deviendrait inlini. Ce cas est analogue à celui où n = — 1 dans la formule
cl l’intégrale se trouverait en séparant les variables comme au N° 17S. Ainsi
X- -4- ly
donnerait par le théorème sur les différentielles homogènes, l’équation
qui n'apprend rien sur la relation entre x et i/, tandis que, par la séparation des variables, on trouve
Il est à remarquer que lorsque n = — I, la condition d’inlégrabililé (2) prend la forme
(pii est la dérivée de
j>* :J<î = consl = (I.
I.’inlégralc de M(l>J .V(/x = 0 prend donc la forme
« log 1/ = — y'-j< ;i/z ou y" — e
180. Second théorème sur les différentielles honwyènes. — (’ne différentielle homogène
Md IJ -+- Xdx — 0
jouit encore de cette propriété, que si clic ne satisfait pas à la condition d’intégrabilité, le facteur „ —la rend toujours diffrenéticllc
My -t- .\x
exacte; en effet, on a vu (178) qu’elle prend la forme {yz z-'jz) y'dy i y” ♦ ' jzdz = 0, de sorte que l'on a identiquement
Mdy -4- .Vdx =
’ G) •'■ïKD J ■'■''KO "(O
'cnd le second membre
et il est visible (lue le facteur
y*'{yz-l-z!fZ)
cl par conséquent le premier, différentielle exacte, puisqu’il lui fait prendre la forme
dz = 0.
qui se compose de deux différentielles exactes. En remplaçant yz et , , M Y
■’jz par leur voleur — et — > on reconnaît une ce facteur n’est autre
Remarquons qu'après avoir fait usage de ce facteur pour rendre intégrable une différentielle homogène donnée, on ne pourrait obtenir l'intégrale au moyen de la formule du numéro précédent, parce que la différentielle rendue exacte, se trouverait dans le cas d’exception
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indiqué plus haut, le numcrateur étant évidcraincnl d’un degré moins élevé d’une unité que le dénominateur, dans la fraction homogène Mdy -A- Ndx ihj -t- .Vx
181. Procédés divers d’intégration. Problèmes divers. Problème des trajectoires. — Quelquefois nu peut, par un changement de variable, ou pur une transformulioii, rendre intégrable une équation différent ticlle qui primitivement ne l’était pas; ainsi
(ax -V- b y -t- c)" dy (a'x -i- b' y -t- </)' dx = O deviendra homogène si l’on fait
ax -V- by c = Z, a'x -v- b' y d = u
et pourra par conséquent être intégrée. De meme si dans l’équation dy -I- Pydx = Qy’dx,
P et Q sont des fonctions de x, en faisant y = z'~', elle devient dz — (»i — 1) Pzdx — — (« — 1) Qdx
qui est intégrable coininc l’équation linéaire du premier ordre (N“ 177). Cette équation düTérentielIc est connue sous le nom de Equation de Jacques Bcrnoully.
Les problèmes suivants offrent des applications des méthodes d’intégration exposées plus haut.
i” Trouver une courbe telle que l’aire du quadrilatère formé par les deux axes rectangulaires, l'ordonnée et la tangente, soit proportionnelle au carré de l'ordonnée.
Cette aire est représentée par x et la condition
exprimée par l’équation
est
loy*
qui est homogène cl a |iour intégrale
X* — 'iaxy -i- Cy = 0.
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Elle représente une hyperbole. Si l’aire devait être proportionnelle nu carré de l’abscisse, on trouverait pour solution une parabole aynnt pour équation
I* + jtaCx = Cy.
2* Trouver une courbe telle que la distance de l'un de ses points à l'origine soit partout moyenne proportionnelle entre la sous-normale et une constante a.
On trouve sans peine l’équation de condition
d’où l’on tire
dy — -ydx =— J/-* dx
qui rentre dans l’équation de Jacques Bcrnoully. Son intégrale est
y* = Ce " — I* — ax — — •
3° Pour dernière application, nous prendrons la théorie des trajectoires. C’est ainsi que l’on appelle en analyse, la courbe qui coupe sous un angle constant toutes les courbes représentées par une même équation
f(x, IJ, a) = 0,
dans laquelle le paramétré a prend toutes les valeurs possibles. Lu touchante ù la eourbe variable fuit avec l’axe des X un angle dont la
tangente trigonometrique est -
dx
dy
, en représentant par f la fonc-
tion f{x, y, a). La touchante à la trajectoire, au point où elle croise la eourbe variable, fait avec le même axe un angle ayant pour tangente
trigonoinétrique^^ ; ces deux tangentes font donc entre elles un dx
ô8(i ciuriTfiK xiii.
angle ayant pour tangente
ilrj dx
dx ^ df df dy df
dy dy dx dx
dy dx dy dx dx
~Tx~^
Kn représentant la tangente de eet angle eonstant par k, il vient donc
J dy dx dx
dy dx dx Af Af
ol si, ftpres avoir remplacé -/-cl -7^ par leur valeur tirée de dx dy
on élimine a entre cette dernière et la valeur de k, on aura une équation dilTércnticlic qui sera indé|iendante de a et qui conviendra par conséquent à toutes les intersections des courbes variables par la trajectoire; elle sera donc l’équation dilTércnticlle de cette dernière. Si la trajectoire doit rencontrer la courbe variable sous un angle droit,
auquel cas la trajectoire est dite orthogonale , il faudra faire alors j = 0
et par conséquent
dy dx dx
Cette équation dilTércnticlle représente toutes les trajectoires orthogonales possibles pour la courbe variable donnée et l'intégrale de cette équation contient une constante arbitraire que l’on détermine en assujetissant la courbe à une condition particulière, par exemple, à passer par un point donné.
Proposons-nous, par exemple, de trouver la trajectoire orthogonale
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de tous Us cercles tangents en un meme point d'une droite donnée. Kii prenant cc point pour origine et la droite pour axe des Y, l’équation de l'un des cercles est
y* — ;2«jr -t- X* = ü;
on a donc
= 2»/, '^—'■Ix — 'îa
dx
et par conséquent
L’éliuiinalion de a entre cette dernière et l’équation du cercle donne 2xydx (y* — X*) dg = 0
qui prend la forme de l’équation linéaire du premier ordre en faisant x’ = Z, et l’on trouve pour intégrale
x* = tj[C— g),
c’est-à-dire, que la trajectoire orthogonale est un cercle quelconque tangent à l’axe des X, à l’origine. Si la trajeetoire doit passer par un point dont les coordonnées sont (x', g'), on détermine C par la condition
Cherchons encore la trajectoire oblique d'une droite mobile passant par un point fixe. Cette droite est donnée par y — ax et ré(|uatiou de condition prend la forme
En éliminant le paramètre variable a , on trouve pour équation dilTérenticlle de la trajectoire,
{kg — x)dg -r- (kx -r- g) dx = 0.
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Celle équation étant Iiumogèiic, la séparation des variables s'opère immédiatement en passant aux coordonnées polaires, d'après ee qu’on a vu au N” 178 et il vient en reinjilaeant x et y par r eos ( et r sin (,
(tr
dt
d’où r = Ce‘ .
La trajectoire oblique est donc une spirale logarithmique. On a vu en elTct {N“ 73) que dans cette courbe, l’angle formé par le rayon vecteur avec la tangente est constant.
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InU'jjmlion (h*s cM|nations difTt'n ntidlcs du pmnier ordpp cl d’im dcj;iT quch on<|uc.
— Iiitcfirnliou duii.H ccrUins cas particuliers, — Prtddèmes divers. — IJgncs de courhure de rcllipM>îdc. — Soliiliotis .singulières des êqiinliuns difTémitielies.
— Soluliuns singulières déduites de Téqualion dérivée. Kxeiiiph*.s divers. — Signilicatinii géumétrique des solutions singulières. — Théorie géométrique des solutions singulières.
18^. Intégration des équations différentielles du premier ordre et iCun degré quelconque. — Souvent en posant certains problèmes en équation, on est conduit à des équations dérivées dans lesquelles le
eoeflicient est élevé à une puissance supérieure à la première. On
appelle encore intégrale toute équation primitive qui étant différen-
eicc, donne pour *-^unc valeur qui satisfait à l’équation dérivée don-
(IX
née. Pour trouver l’intégrale d’nnc semblable équation, dont la forme la plus générale est
A, n, C, P, Q, etc., étant des fonctions de (x, y], remarquons que si un
la résout par rapport à et qu’on représente par f, f" les dil-
férenlcs racines, on pourra la mettre sous la forme
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L’équutiuii différcntiüllc proposée exprime donc que l’un des facteurs
lin premier membre est nul, c’est-à-dire que le coefficient -j- est égal
à l’nne des fonelions f,P, /” et que ré(|uation donnée tient lieu
de l’une quelconque des suivantes
,lx '* ,Ix dx~~'
dont les intégrales satisferont toutes à l’équation difTérentielIc proposée et en seront par conséquent des intégrales.
De même que l’équation difTérentielIc du degré n, quoique unique,
indique les « valeurs que peut prendre de même on peut aussi
ux
renfermer dans une même équation les n intégrales qui satisfont à la proposée; en effet si F{x, y, C)==0, F'{x,y, C') — 0,
F"{x, y, C") = 0, etc. sont les intégrales correspondantes à chaque
valeur de —■> il suffira de poser l’équation
(IX
(|ui indique que l’un quelconque des facteurs est nul et qui reproduit par conséquent chacune des intégrales. Cette dernière équation est dite pour cette raison Vinlégrale complète de l'équation du degré n. Comme ilans les applications, chaque facteur cloit être égalé séparément à zéro, il est inutile de distinguer les différentes constantes arbitraires pur des lettres particulières C, C, C", etc. ; l’intégrale complète peut se mettre sous la forme
.\insi l’équation
(jdy^ — x(/x' = tl ou n'est autre ([ue lu suivante
kai.ci:l ivTtuiUl..
cl son inU'gralc compiclc est
fÿ' (- 1 +l/— 3) -H C][ÿ ' — (- 1 - /l-ô)-+- q=().
on {lien
183. Intégration dans certains cas particuliers. — La résolnliun du
par rapport a — peut présenter des didicultés que l’on évite quelquefois, lorsque l'equation est résoluble par rapport à ou par rapport à x; car en désignanl^^par p, on pourra en tirer dans le premier cas,
d’où, en dérivant par rapport h x,
du f/o do dp
ou U = .
dx dx dp dx
, do do
Comme ■ÿ^ct sont des fonctions connues de x et p, celle équation
est une dérivée du premier degré et du [ircmier ordre entre les variables p et X. Après l’avoir intégrée, il suflira d’éliminer p entre l’intégrale et l’équation proposée pour avoir l’équation en (x, y) que l'on eherehe. Dans le deuxième cas on aura
d’où, en dérivant par rapport à x,
dfdy df dp df dfpdp
dy dx dp dx dy dp dy ’
et comme et -r- ne sont fonctions que dey et p, il suflira d’intégrer dy dp
cette équation différentielle du premier degré et du premier ordre à deux variables y et p et d’éliminer ensuite p entre l’intégrale cl l’équation différentielle donnée. Prenons pour exemple
( — — 2.r -4- y = O ou p* — 2px -+- y = 0.
\dx / dx
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Kn n’solvant pur rapport à y et ilcrivaiit, il vient
équation homogène en p cl x, ({ni a pour intégrale
En éliminant /J entre cette dernière et la proposée, on trouve pour l’intégrale cherchée
— âxt/ ± 2 (x' — ÿ)’ = 2C,
ou plutôt, en confondant les deux solutions,
(2C + ôxy — 2x’)* = 4 (x* — y)".
184. Problèmes divers. — Les problèmes suivant serviront d’application aux méthodes d’intégration exposées dans les numéros qui précèdent.
1” Trouver une courbe rapportée à des axes rectangulaires , telle que su normale en un point quelconque soit égale à la distance de ce point à l’origine.
Ce problème conduit à l’équation
ou bien
Au point de vue analytique, l'intégrale complète de celte équation diiïércnticlle est
{y* — x’ — 6’) (y* -4- x‘ — C) = 0) ou Cv’ — f-)* — x* = O;
mais si l’on se place au point de vue géométrique, on trouvera l’équation de la courbe cherchée en égalant séparément à zéro chacun des ('acteurs. La première solution
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donne une hyperbole cquilolcre rapportde h scs axes, el la seconde,
donne un cercle rapporte à son centre.
2" Trouver une tourbe telle que la perpendiculaire abaissée de l'origine sur la tangente soit égale à l'ordonnée du point de contact. L'équation différentielle du problème est
d’où l’on lire
et
(Ix X* — y*
cl l’oH trouve pour inlt^grale complète,
(x*-t-t/~Cy){y-C)==0,
et pour solutions, une droite parallèle à l’axe des X el un cercle rapporté à une tangente et à un diamètre perpendiculaire.
3* Trouver une courbe telle que Tare compté à partir d'un point fixe soit moyenne proportionnelle entre l’ordonnée et la double abscisse.
On est conduit ù l’équation
s = j/iry
qui étant dérivée, en observant que^est égala p*, donne
|/ ixy y' i -4- p’ = xp -t- y.
Pour intégrer cette équation, on pose y = xt’, et après avoir éliminé y, on trouve
dx
^2zdz
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les cqualions des deux courbes sont donc
Nj/t/ -H |/x/ 'K!/ — y X'
4° Trouver une courbe telle que la perpendiculaire abaissée d’un point fixe sur tes tangentes soit constante et égale d a.
L’cqiialion dilTérenticlle à laquelle conduit ce problème, en plaçant l’origine des coordonnées au point fixe, est
d’où l’on tire
dg xy de a -h t/* dx ^ ï* — a*
En faisant — x’ — z*, on trouve après réductions,
que l’on peut mettre sous la forme
En intégrant les deux membres, il vient
Les deux solutions sont donc
ou bien, en faisant disparaître les radicaux,
«* — X* -t- C* (a — x)* — 20/ [a — x) = 0, et
n’ — I* C* (a -t- 1)* — 2C// (a -t- x) = fl.
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Comme a — x' cl a + x sont des fucleurs cummiiiis, ces soluliuiis se décomposent ehucuiic en deux aulrcs qui sont, pour lu première équation ,
et pour la seconde
qui représentent quatre lignes droites. La première et la troisième sont parallèles à l’axe des Y; la seconde et la quatrième sont des droites dirigées d’une manière quelconque, mais dont la distance à l’origine est égale à a ainsi qu’on peut s’en assurer. Les trois premières ne sont du reste que des cas particuliers de la quatrième, puisqu’on peut les en déduire en égalant successivement la constante
arbitraire C à zéro, à l’infini et à — • Cette quatrième doit donc être
considérée comme étant l’intégrale complète.
Si la même équation était intégrée par le procédé indiqué au N° i83, c'est-à-dire, en la résolvant par rapport à t/ et dérivant, on serait
conduit à un résultat différent, ce qui provient de ce que peut dis-
paraître de la dérivée. Cette différence dans les intégrales s’expliquera au N° 486.
485. Lignes de courbure de l'ellipso'ide. — Lorsque aucune des méthodes indiquées plus haut pour l’intégration d’une équation différentielle d’un degré supérieur n’est praticable, il faut avoir recours à des procédés particuliers pour lesquels il n'y a plus de règle fixe, et qui varient pour chaque cas. Un moyen qui réussit dans un assez grand nombre de cas consiste à dériver une ou plusieurs fois l'équation proposée et à éliminer une ou plusieurs constantes entre ces dérivées. L’équation finale privée de ces constantes est souvent moins rebelle à l’intégration que la proposée. Prenons pour exemple, le problème de la détermination des lignes de courbure tracées sur une surface donnée. On a vu dans le calcul différentiel (N" 448) que les projections de ces courbes sur le plan des .\Y ont pour équation différentielle
(4 -A- p*)(/x -A- i»idg (4 -A- <i^)dij -a- pgilx rdx -t- sdi) tilg a- siIx
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dans laquelle p, q, r, s, t sont les dérivées partielles du premier et du second ordre tirées de l’équation de la surface
et sont par conséquent des fonctions de x et de y. En substituant les valeurs de p, q, r, s, t, on sera conduit à une équation différentielle * du premier ordre et du second degré dont les intégrales en (x, y) sont les équations des projections dans le plan des XY des deux séries de lignes de courbure.
La présence d'une constante arbitraire dans l'intégrale indique que ces lignes sont en norabro infini et pour particulariser, il faudra déterminer la valeur de cette constante par la condition que la courbe passe par un point donné de la surface. Cliacunc de ces intégrales, jointe & l’équation de la surface, détcrinincra coniplctemeiit la ligne de courbure.
En appliquant cette équation à l’ellipsoïde représenté par
on trouve
mxy
-4- (i* — my* — ") — ^3/ = ••
dans laquelle on a fait
a*(a* — li‘)
Si l’on dérive cette équation, qu’on éliniiiic n entre celle-ci et sa dérivée
et qu’on supprime ensuite le facteur commun m ( — ^ -i- 1 on
\(ixj
ramène l’équation à la forme dx
dx
dx dy „ , dq , X
: d’ou
X y dx y
dy
En éliminant ^ entre cette dernière et l’équation différentielle trouvée plus haut, il vient
(mC- -4- C)x* — y*[mC -4- I) — «(,’ (l)
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qui est l'intégrale complète cherclidc. Après l’avoir résolue par rapport à C, on la mettra sous la forme
l/(mf
'2nu:*
mtj* -t- n — X* — {/ (my'* -*- « — x*)* 'i.nix'^y*
2mx*
et chacun des fuclcurs égalé à zéro représente la projection de riiuc des deux lignes de courbure. Si l’on rend rationnelle l’une ou l’autre des deux équations, on retrouve l’équation (I); les deux projections sont donc des sections coniques.
Pour déterminer 6’, on assujétii-a la courbe à passer par un point donné (x', y, z') et l’on aura à résoudre l’équation
7>u'*C* -t- (x'* — oiÿ'* — «) (■' — t/'^ = 0
qui donne pour C deux valeurs correspondant aux deux lignes de courbure.
Ces deux valeurs sont toujours visiblement de signes contraires à cause du terme négatif — »/'* qui représente le produit des racines; d’où l'on conclut que ces projections sont, l’une, une ellipse et l’autre, une hyperbole; car l'équation de ces courbes peut se mettre sous la forme
Cx- — 1
nC
mC -7- 1
qui appartient à l’une ou l’autre de ecs sections coniques suivant que C est négatif ou positif.
186. Solutions singulières des équations di/férentielles. — Toute équation différentielle est suseeptible d’un nombre infini d’intégrales, différant les unes des autres par la valeur de la constante arbitraire, puisque eelle-ci peut prendre une valeur quelconque. Lorsque cette constante est indéterminée, l’intégrale est dite générale] mais lorsqu’on lui a assigné une certaine valeur, l’intégrale qui n’est plus qu'un cas particulier de l’intégrale générale, est dite intégrale particulière. En général, toute équation primitive sans constante arbitraire qui, étant différenciée, satisfait à une équation différentielle donnée, est comprise parmi ces intégrales partieulières; cependant il existe des classes nombreuses d’équations différentielles auxquelles satisfont cer-
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luincs équations primitives que l'on ne peut déduire de l’intégrale générale, quelque valeur constante que l’on attribue à la constante arbitraire et qui conséquemment ne peuvent être rangées parmi les intégrales particulières. Ces équations se nomment solution» singulières. Pour les découvrir, désignons une équation différentielle par
dans laquelle pou — entre à une puissance quelconque. Soit
l’intégrale générale renfermant la constante arbitraire C. La dérivée immédiate de cette intégrale est
IL
dF
et pour que l’équation (2) soit l’intégrale de (1) il faut et il suflU qu’en éliminant C entre
F(x,y,q^0 et =
un retrouve l’équation dérivée proposée (i). Mais e.\aminuns si l’équation
ne peut pas quelquefois être satisfaite par la même équation
c’est-à-dire, résulter de l’élimination de C entre cette dernière et son équation dérivée, eu donnant à L'non plus une valeur constante, mais une certaine valeur variable fonction de (x, ij). La dérivée totale de
serait dans cette hypothèse.
dF , dF
(IX (11
(IF
dï:
de , dC
CALCt’I. IMTF.GRAL.
ô!IO
qu’on |)cut mettre sous la furrac ilF
/, ,IC dc\<lF de dC \,IF
r-"rfF-Tx Irfï-"!
\ dx / ^ du y
de de
dF dtj
dx y ' ^
si donc In valeur de C en (x, y), est telle que l’on ait dF dF
de de ^ dë de ^
dF dx dF dy ’ ' '
dx
dy
cette équation dérivée reprendra 1a même forme que lorsque e était une constante, savoir
dF dF dy dF dF
■S*iÿ3î-"’
et par conséquent le résultat de l’élimination de e entre (2) et (5] sera encore f{x,y,p) = 0, c’est-à-dire que l’équation (1) sera aussi satisfaite par (2), quoique C soit remplacé par une fonction en x, y, et que dès lors F (x, y, f.')=0 ne soit plus une intégrale particulière. On peut remplir les deux conditions (4) de plusieurs manières; 1° en faisant
de
dx
et
ce qui indique que C’ ne contient ni x, ni y, on que C est une constante arbitraire. Alors la fonction F n’est autre chose que l’intégrale générale ; 2" en posant
ou
dF(x,y, e)
de
On obtient ainsi une équation en (x, y) et C, d’où l’on déduira une valeur de C que l’on substituera dans
Si cette valeur de C est constante, l’intégrale générale F(x, y, C) = 0
ne sera encore qu’une intégrale particulière; mais si elle renferme des
cnArmiE xiv.
ici y, l'intcgralc générale deviendra une solution singulière; 3“ on satisfait encore aux deux équations de condition (4), en posant siinullanénicnt
dF
et
dx dy
équations dont l'une ne peut exister sans entraîner l’autre, è cause de la relation
dF
La valeur de C tirée de l’une de ces dernières et substituée dans
donnera encore, en général, une solution singulière.
187. Solutions singulières déduites de Véquation dérivée. Exemples divers. — Nous avons déduit, dans ce qui précède, les solutions singulières d’une équation difTércnticllc, de son intégrale générale F {x, y, C) = 0, que l’on suppose par conséquent connue. — On peut aussi trouver les solutions sans coniiaitrc l’intégrale; en effet, soit
l’équation dérivée donnée,
son intégrale médiate cl
la dérivée immédiate de F. Puisque ces trois équations doivent coexister, il est visible qu’on peut considérer l’intégrale générale comme résultant de l’éliniination de p entre
f{x,y,p) = 0 et f(x,y, C,p)=0-,
si donc, on lire de colle dernière, la valeur de p
représentée, pour abréger, par-{(Ct qu’on la substitue Hans la première, l’intégrale générale prendra la forme
la coMslantc arbitraire étant renfermée dans la fonction or, on a
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VU plus haut (pie lu solulion singulière s’obtient en èliiniiiaiit lu cunstniilc arbitraire entre l’iiitégralc cl sa dériviîe prise par rapport à celte constante et égalée à zéro; cette solution résultera donc de l’élimination de C entre
f (Jf. y. ’î') = <*
et
' dC
Cette seconde cqualton est satisfaite en posant
cl comme la fonction •{> tient lieu de j), on voit qu’il suffira d’éliminer P entre /■(x,y,p) = 0 et
Nous avons vu aussi dans le numéro précédent, que quelquefois runc des équations
lhï~ Ô ® dx ~ 0
peut donner des solutions singulières; il suit de là, que puisque l’intégrale générale F = 0 est maintenant
les solutions singulières seront aussi données par Tune ou l’autre des équations
dij d-\dy Ô dx d'^dx Ô’
équations auxquelles on satisfait en faisant
dp 0
c’est-à-dire,
Prenons pour exemples les équations dérivées
(ï* -L- 2t/*) p- — 4 jyp a* = 0, P* — ipx -I- 1/ == 0, dont les intégrales générales sont
./* — 2C't/ — a;5 — = 0, ùxy — 2x=)- == 4(a* — yf.
;io
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Ou lire de celles-ci
dF
et — 4(2C-f- 3x1/ — 2x’)
cl en faisant
dF
dC
on trouve C = — y pour l’une et 2C=2x’ — 3xy pour l'autre, et les intégrales generales deviennent
"2y* — x’ = 0 et x* — y = 0.
La première satisfait ù l’cqualion dérivée donnée et en forme une solution singulière.
On serait arrivé aux memes résultats en égalant à zéro les dérivées des équations données, prises par rapport à p, car on est alors conduit aux équations
(x* -T- 2y*) P — 2xy = 0 et 2p — 2x = 0,
et en éliminant p entre ccllcs-ci et les équations données, on trouve encore
2y’ — x* = 0 et x* — y==0.
Il est à remarquer que l’équation x* — y = 0, bien qu’elle ait été déduite de la seconde des équations dérivées par les procédés ordinaires, n’y satisfait cependant pas et n’en est pas une solution singulière.
L’équation
px — y = a |/l -T- p*
dont on s’est occupé au N“ 184, 4°, donne pour^=- 0,
ap
et en éliminant p entre ces deux équations, on trouve pour solution singulière,
qui appartient à un cercle cl donne la vraie solution du problème du
N° 184, 4°. Un est conduit au m(}me résultat en partant de l’intégrale complète
et dérivant par rapport à C.
L'équation dérivée
a pour solution singulière
X* y* — 4xy = a*.
Enfin l'équation
mxyp* -t- (x* — my* — n)p— xy = 0
qui représente les projections des lignes de courbure de l’ellipsoïde (N* 18;j), a pour solution singulière
(x’ • — my’ — «)* -L- 4mx’y* = 0.
Si les trois axes sont inégaux et rangés dans l’ordre de grandeur a, b, c, il est visible que m et n sont positifs et cette équation se décompose dans les deux suivantes
ys=0, x = ± (/rt
qui représentent deux points placés sur l’axe a, h égale distance du centre. Les points de la surface qui correspondent à ceux-ci ne sont autres que les ombilics (N° llo).
188. Sigiiiftcation géométrique des solutions singulières. — Les solutions singulières ont une signification géométrique fort remarquable. On a vu dans la théorie des courbes enveloppes, que si l’on élimine la constante a entre les deux équations
du ~ ’
le résultat de l’élimination était l’équation de la courbe, qui enveloppe toutes celles que l’on obtient en faisant passer a par tontes les valeurs possibles dans
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4(it
or, lus soliilioiis siiigiiliùrus résiillciil aussi de r(-liiniiiulion de la constante arbitraire entre les deux équations
d’où il suit qu’une sululion singulière d’une équation dérivée, représente, en géométrie, la courbe enveloppe de toutes les courbes que peut représenter l’intégrale générale en donnant à la constante arbitraire toutes les valeurs possibles, ou ce qui est la même chose, la solution singulière représente la courbe enveloppe de toutes les courbes que peut représenter l’équation dérivée. Ainsi, dans le second des problèmes du numéro précédent, le cercle qui forme la solution singulière est celui qui est langent à toutes les droites egalement distantes de l’origine.
189. Théorie géométrique des solutions singulières. — Toute cette théorie des solutions singulières peut s'établir fort siniplciuent par
des considérations géométriques. Si ab, a'b', a"b" (fig. 22) sont les
dilférentes courbes représentées par l’équation dérivée
ou son intégrale, les valeurs des trois variables x, y, p correspondant
aux points m, »«', m" M, détermines par une parallèle à l’axe
des X, doivent satisfaire à cette équation et comme y ou \p est le même pour tous ces points, on connaitra la valeur des ;>M correspondant à l’enveloppe de toutes les courbes variables, en déterminant
dx
la valeur de p qui rend x maximum, c’cst-.’i-dire , en posant — = O, y = Ap restant constant; mais on a
dx dp
dx
d’on il suit que le maximum s’obtient soit en posant ^=0, soit
dp
en posant ^=». Si l’on mène la droite pM parallèlement à l’axe des X, on reconnaîtra de la même manière que la solution singulière
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est donnée aussi = x . En remplaçant p par sa s'aleur tirée de
l'une ou l’autre de ees dernières , l’équation dérivée proposée ne représentera plus que le lieu des points extrêmes, c’est-à-dire, 1a courbe enveloppe. L’équation de cette courbe, en général , ne satisfera pas à l’intégrale, quelque valeur invariable que l’on donne à la constante arbitraire, car il faudrait pour cela que la courbe enveloppe se confondit avec l’une des courbes ah, a'h', a"b" qui sont les lieux
géométriques de l’intégrale pour les différentes valeurs invariables de la constante arbitraire. L’équation de celte enveloppe est donc, en général, ce que nous avons appelé une solution singulière.
De même si F{x,y,C) = 0 est l’inlégralc de 1a proposée, l’ordonnée inaxitiium pM (fig. Ü'2) s'obtiendra en ebcrchant la valeur de C qin rend x maximum, ij = Ap restant constant, c'est-à-dire, eu dx
pos;int-7-.= 0: mais on a
d'où il suit que ce maximum est donné par-
0 ou par-T— = X et dx
l’élimination de C conduira comme plus haut à l’équation de la courbe enveloppe. Cette équation satisfera à l’équation dérivée pour le même
(IF
motif que plus haut; mais comme la valeur de C tirée ^
pour la substituer dans F (i, y, C) == 0 contiendra , en général , les variables x et y, cette valeur ne sera pas constante et ne conduira aussi qu’à une solution singulière.
La siguilieation géométrique des solutions singulières conduit immédialcment à la résolution de ce problème : Trouver une équation ili/férentielle ijui ail pour solution singulière, une équation donnée. Il suffira de ebereber, comme au (N“ 77), l’équation de la courbe variable qui a pour enveloppe la courbe donnée. L’équation sera, il est vrai, de forme finie; mais si entre celle-ci et sa dérivée, on élimine 1a constante arbitraire, on sera conduit à l'équation différentielle demandée.
On U vu à la fin du N“ 7o, dans la théorie des courbes envclojipcs, que si par des transformalions on parvient à ramener l’équation de la
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coiii-bc varial)Ie à deux termes, dont riiii soit multiplie par une Ibnclioii (|ucleuuquc du paramètre, la courbe enveloppe se réduit à un point. En rapprochant cette propriété de celle qui précède, on rel'onnait aussi que, si une équation diiïérenticlle ou son intégrale peuvent être réduites à deux termes rationnels, dont run soit multiplié par une Ibuetion de la seule dérivée p, quand il s’agit de l’équation différentielle, ou de la seule constante arbitraire (', quand il s’agit de l’intégrale, la solution singulière se réduit à un point que l’on détermine en égalant à zéro les deux termes de l’éqiiatinu. Les lignes de courbure de l’ellipsoïde, traitées au numéro précédent, offrent un exem|)le de ce cas, pui-qu’oii peut mettre leur équation dérivée sous la forme
(X* _ - n) — Xÿ == 0.
Il est à remarquer que l’interprétation géométrique des solutions singulières est assez souvent en défaut. On en n un exemple dans l’applieatioii que l’on vient de faire de cette théorie aux lignes de cour- Inirc de l’ellipsoïde. Cette équation donne, comme on l’a vu plus haut, pour solution singulière ou pour enveloppe, ruinbilic pour lequel on a
trouvé (N° 1 1 î»), y — 0, X = ± ^;i, et cependant ces coordonnées ne satisfont pas à l’équation finie de la ligue de courbure.
On peut donner de ces solutions une autre interprétation géométrique qui ii’cst pas sujette aux mêmes exceptions ni aux niéincs erreurs; mais elle n’est pas de nature à trouver place ici. Je me borne à renvoyer au travail publié sur cette matière dans le tome XV des Mémoires (le l'Académie royale des Scieiiees de Belgique.
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Intégration dos équations diffémitiollos d’un ordre supj'rieur au premier. Une équation dérivée de l’ordre i/i a toujours une intégrale première de l’ordre m — |. Intégrales médiates et immédiates. — I.’iiitégrale finale doit eontenir m constantes arbitraires. Elle est unique. — Intégration des équations dérisées les plus simples des ordres supérieurs. — Exemples divers. — Intégration des équations linéaires à coellkients constants. — Cas des racines imaginaires. — Cas de* racines égales. — Exemples divers. — Intégration des éi|uatiuiis dérivées linéaires à coelTicients variables. — Intégration des équations dérivées d’un ordre et d’nii degré quelconques. — Intégration par les séries. — Intégration |iar la méthode des coeflicienls indéterminés. — Conslructiou géométrique dos intégrales. — Intégration générale des éqtiations dérivées simultanées. — Etpialions linéaires simultanées à coeflieiciits eonstants. — Cas des raeines égaies. Dérivation sous le signe. — Intégration des équations linéaires siumltaiiées d’un ordre quelconque.
190. Intégration des éi/uations différentielles d’un ordre supérieur. Une équation différentielle de l'ordre m a toujours une intégrale première de l’ordre m — I . Intégrales médiates et immédiates. — Une cqtialion tlcrivéc est dite du m''”*' ordre quand la pltts haute dérivée qu’elle contient e.st de l’ordre m. Une scnihliible équation ilonitc lieu à des observations nnniogucs ii celles qtti ont été faites sur les équations dérivées du premier ordre. Intégrer ttnc éqtintion d’un ordre quelconque, c’est en dédttire une autre équation d’un ordre moins élevé. A une équation de l’ordre m correspond nécessairement une éqtialion
de l’ordre m — 1 ; car si l’on lire de la première, la valeur de
dx"
en
fonction des dérivées inférieures, on pourra, en dérivant successive-
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ment cette valeur et en remplaçant chaque fins -j~~’ lonte>
(/"+'!/ ih-'i
- l'If* #»n fniiptinn rîn - -
dx"
«• « t» • “ II
les {lcrivées supérieures^^ — 4> etc., en fonction de — - .
dx'
l’équation de Jean Bernoully (N“ 1.58) ou
remplace -j-~ et les dérivées supérieures, par les valeurs mentionnées
d"‘~'ji
]ilus haut, on aura une équation qui ne contiendra que la dérivée
dx
et les dérivées inférieures, et qui sera par conséquent niic équation dérivée de l’ordre ni — 1, c’est-à-dire, une intégrale de la proposée.
On verra plus loin que cette intégrale de l’ordre ni — 1 n’est pas la seule que l’on puisse déduire de l’équation de l’ordre m.
De ce qu’une équation de l’ordre ni a toujours une intégrale de l’ordre ni — 1, on ne peut pas conclure qu’en dérivant celle-ci, on retrouvera identiquement l’équation donnée; car sans changer la signiGcation de cette intégrale, on peut lui avoir fait subir des transformations telles que par la dérivation, la constante arbitraire C, par exemple, ne disparaisse pas, et cette nouvelle équation, quoique de l'ordre ni, ne pourra par conséquent cire identique avec la dérivée donnée, qui ne renferme pas cette constante. Dans ce cas, comme dans celui des équations dérivées du premier ordre (X“ 175), jiour retrouver l’équation dérivée donnée, il faut éliminer 1a constante arbitraire entre l’intégrale et sa dérivée immédiate. De cette observation, naît, comme précédemment (N" 172) la distinction des dérivées et des intégrales en médiatflx et immédiates.
1!M. L’intégrale linale doit contenir m constantes arbitraires. Elle est unique. — De même qu’une équation dérivée de l’ordre ma nécessairement une intégrale de l’ordre m — 1, celle-ci en a néccssaireinent une de l’ordre m — 2 et ainsi de suite. Ces intégrales successives forment les intégrales premières, secondes, troisièmes, etc., de la dérivée donnée. La dernière intégrale ne renferme plus aueune dérivée et forme l'intégrale finale de la proposée. C’est l’équation que l’on désigne souvent par le mot intégrale. Comme chaque intégration introduit sa constante arbitraire dans les intégrales successives, il est visible que l’intégrale première renfermera une constante arbitraire, l’intégrale deuxième deux constantes, l’intégrale »i h constantes, et l’intégrale finale m constantes, c’est-à-dire, autant qu’il y a d'unités dans l’ordre de l’équation dérivée proposée.
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H suit de là qu’une équation différentielle de l’ordre m u toujours m intégrales premières distinctes; en effet si l'on désigne par C, C, C... les constantes introduites par les intégrations successives, on pourra désiguer les intégrales premières, deuxièmes, etc., par
les indices (m — 1), (m — 2), etc. indiquant l’ordre des dérivées contenues dans CCS intégrales; or, si de la seconde équation on tire la valeur de C pour la substituer dans la première, on obtiendra une nouvelle équation de l’ordre m — i , c’est-à-dire, une intégrale première qui sera entièrement distincte de la précédente , puisque la constante arbitraire C aura disparu pour être remplacée par une autre constante C. On pourra de même éliminer C et C entre les trois premières équations et le résultat qui sera encore de l’ordre m — 1 , contiendra la constante C" et formera par conséquent une nouvelle intégrale première. Comme on peut répéter cette élimination pour chaque constante, on voit qu’une équation de l'ordre m a toujours m intégrales premières distinctes. Si l’on élimine successivement les m constantes renfermées dans les m — 1 intégrales successives à partir de l’intégrale seconde, de manière à y combiner les constantes deux à deux, comme la plus élevée est de l’ordre m — 2, on obtiendra aussi des intégrales secondes distinctes. Il en sera de même des intégrales troisièmes, etc. L’intégrale finale ne devant contenir aucune dérivée, ne pourra se combiner avec aucune des intégrales précédentes et sera par conséquent unique.
Si l’on connaissait les m intégrales premières d’une équation dérivée de l’ordre m, on connaîtrait immédiatement son intégrale finale; car on aurait un nombre m d’équations renfermant m — 1 dérivées,
depuis ^ jusqu’à ^ ^ > et en éliminant entre elles ces dérivées, on «X dx"“‘
obtiendrait une équation sans dérivées, renfermant les tn constantes arbitraires et qui serait l’intégrale finale, üc même si l’on connaissait ni — 1 intégrales secondes ou ni — '2 intégrales troisièmes, etc., on obtiendrait l’intégrale finale par de simples éliminations.
Cette remarque fait voir qu’une dérivée de l’ordre m ne peut avoir plus de m intégrales premières distinctes; car s’il y en avait ni -V- 1, on pourrait éliminer entre elles non-sculcmcnt les ni — 1 dérivées, comme plus haut, mais encore y et on serait conduit à une
ai
ilO
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pqiialion eux seul qui, dans ce cas, aurait une valeur constante, ce qui est absurde.
On prouverait de la meme manière qu’une équation dérivée de l’ordre m ne peut avoir plus de m — \ intégrales secondes distinctes, ni plus de m — 2 intégrales troisièmes, etc. , et enfin qu’elle ne peut avoir qu’une seule intégrale finale, d’où il résulte ipie toute équation primitive renrermant m constantes arbitraires, qui satisfait ù une équation dérivée de l’ordre »i, se confond avec l’intégrale finale trouvée plus haut.
l‘.J2. Intégration des équations dérivées les plus simples des ordres supérieurs. — L’intégration eu termes finis des équations dérivées des ordres supérieurs présente, en général, des diOicultés d’autant plus grandes que cet ordre est plus élevé. Ces dillicullés sont meme le plus souvent insurmontables lorsque l’équation est un peu compliquée; c’est pourquoi nous ne nous arrêterons pas à chercher la condition pour qu’elle soit une dérivée exacte ni à démontrer l’existence d’un facteur propre à lui donner ce caractère**’. Nous nous bornerons à examiner les cas les plus simples dans lesquels l’intégration est possible.
Considérons d’abord les équations dérivées appartenant à l’iinc des formes générales
S)-"' f(^- S)-»' ÏS. g)-«.
dx" * dx"' ' dx’
En résolvant la première équation par rapport à il vient
dx"
dx'
(•) Dans la mélhoile des variations iToir la noie du N» 2(iH), on est ennduit incidemment à cette condition d'intégrabilitc immédiate trouvée par Euler.
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X étant une ccrtiiino fonction de s seul; d’où l’on lire j>ar des intégrations successives,
= / Xdx -H C = .Y, , = / X,dx C = A'„ ,
dx— ' •' ' dx’-* ’ '
ih~^u
;ii,i, = /A;A-4-C",elc.
et finalement
y = / A'._it/x + D = X,+ D qui est l'intégrale finale.
Pour la deuxième forme d’équation dérivée, en représentant-^
d*v dr ,,, , .
par r, — ^sera— et 1 équation devient dx" dx
. dr
d’où l'on lire, en résolvant par rapport à — et rcpréscDlant par R et R' des fonctions de r seul, dr
dx
== R cl dx=-—> d’où x=i-~+C=R'-\-C.
En résolvant cette dernière par rapport à r, on trouve
^^fXdx^C = X„ —l^fXAx.C et enfin
y=/X^^,dx -t- J) = A’,_, -4- I).
Pour la troisième équation dérivée, on fera encore
dx"
cl elle deviendra
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d’u , , dr ^ . , . , . ,
parce que n est autre chose que y • On est donc conduit a intégrer
une équation dérivée du premier ordre à deux variables. Si dans la quatrième équation dérivée on fait
clic devient
dx'^* dx"'^' *’
ou bien, en observant quc^ = fi et par conséquent dx==i—i
.lir. g
fix
sds\
d’où l’on tire, Ji, If et fl" étant des fonctions de r,
— = fl, gds = flrfr, or
et enfin par des opérations successives,
s* ^i/Rdr-i-C, s ou ~ = R!, </x = ^, x = j fl" -i- C, et en résolvant par rapport à r.
d"-^hj
et cnrm
-4= X, fXdx +C’ = X,
= A',_, , y =./ dx + C" = A'._, -H C dx
En faisant
d— *1/ dx'*
d" *1/ dr
dx”
dans la cinquième équation, on trouve, en remarquant que dx = — ,
sds\
drj
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équation qui est du premier ordre entre les variables r, s et qu'on intègre par les méthodes eonnues.
193. Exemples divers. — Les exemples et les problèmes qui suivent, sont des applications des méthodes exposées dans le numéro précédent:
C'x* Ci* ai*
i‘‘-r^, = ax donne dx*
2” Trouver la courbe dont le rayon de courbure est constant. Ce problème conduit à l’équation de condition
d’où l’on tire
dy
dx
3* Trouver une courbe telle que Taire comprise entre la tangente et la sous-tangente soit partout proportionnelle à Taire compriie entre lu courbe et l’ordonnée.
Ce problème posé en équation donne
-^=2o/ydi
et en dilTéreneiant,
d'g / dy'\* 2 — 2a
(/i* \dxj y
On trouve pour intégrale
qui appartient h une parabole d’un ordre supérieur.
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4° Trouver la courbe dont le rai/on de courbure est proportionnel à la puissance de la normale.
Ce problème comluit à l’cquation
a (levant être positif ou négatif suivant que le rayon de courbure et la normale sont tournés en sens contraire ou dans le même sens, puisque d*u
^"Ycst positif dans le premier cas et négatif dans le second. En remplaçant ^ par Z, elle devient azdz du .
^ = — dou a(l -(-Z*) » = — y'-H- t,
(1-HZ*)* ^
et en remettant pour z sa valeur,
Si H est égal à 3, c’est-à-dire, si le rayon de courbure est proportionnel au cube de la normale, on trouve pour intégrale.
ay*
qui représente une hyperbole ou une ellipse selon que —
est positif
ou négatif.
Si n est égal à l’unité, c’est-à-dire, si le rayon de courbure est proportionnel à la normale, l’équation différentielle devient
zdz i -t-z*
<lll
d’où dx =
dy
\/ {cy)"-'
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L’intégration finale se trouve ainsi réduite à une quadrature. Cette dernière équation (lifTiTCutielle appartient à une eycloïdc, îi une parabole, à un cercle ou a une cliaincttc, selon que l’on fait a égal à — -l- ï2,
— 1 ou -f- 1 .
îi" Trouver une courbe telle que l'arc compté d partir d'un certain point fixe soit proportionnel à la distance du pied de la tangente à l’origine.
L'équation à intégrer est
dx
d’où l’on lire en dérivunl, remplaçant — par
cl 4 fiE.
dx dy
On trouve pour intégrale finale,
-2Cx + D==C*^-'
rn -I- t
Le problème que nous venons de résoudre est un cas particulier de celui connu sous le nom de problème du chien qui suit son maître à la nage. On suppose que tandis que le mnitre marche uniformément le long de la rive rectiligne d’un canal, son chien lancé îi la nage se dirige constamment vers lui en avançant uniformément. La courbe que décrira le chien est celle dont on vient de trouver l’équation et que l’on nomme courbe de poursuite.
194. Intégration des équations dérivées, linéaires d coefficients constants. — On appelle équation dérivée linéaire, celle dans laquelle la variable dépendante et scs dérivées ne sont élevées qu’à la première puissance et ne sont pas multipliées entre elles. Sa forme la plus générale est
dx”
^d” (q d” ’v P- — --*-0-, — dx” ' dx” *
dx
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P, Q, U, V, X étant des fonctions de la seule variable indépendante x. Ces équations jouissent de propriétés particulières qni rendcnl leur intégration possible dans un grand nombre de cas. Considérons d’abord les équations linéaires à cocllicicnls constants, c’est-à-dire, dans lesquelles P, Q, U, r. A' sont des constantes. Comme on peut évidemment
la priver de son dernier terme A’' en remplaçant y par y' —
nous
la mettrons sous la forme
dx'* ^^x’*^*
-s- -+- Vy = 0.
dx •'
Cette équation est satisfaite en faisant
y = Ce-,
C étant une constante arbitraire et m un certain cocHicicnt constant à déterminer; en effet, on obtient par la substitution,
C (m" -t- /’»»"■ * -4- Um ■+■ V) e"' = 0,
qui est satisfaite, pourvu que la constante m rende nul le polvnùme
tn"-t- /’m"”* Qm""’ -t-f/m-t- V'=0,
c’est-à-dire, pourvu que m soit une des racines de cette équation ; si donc on représente par »n, m', m", etc. les n racines, nous voyons que l’équation proposée a pour intégrales particulières Ce""*, Ce’'’" ,
C"e”"' C, Ü, C’.... étant des constantes arbitraires; or je dis que la
somme de toutes ces intégrales particulières ou Ce"^ -*- C’e"'-' -t- C'e""' -t- etc. satisfait aussi à l’équation linéaire, car le résultat de la substitution est
C (m" -+- /’iii""' -4- Uni F) c"'
-4- C'(m'“ -4- Pm''~' -4- Qm'""* -i- Um' -4- V)e”'’’
-4- C (m"" -4- Pm""^' -4- Vm" -4- V) e""'
tians laquelle toutes les parenthèses sont nulles séparément, puisque «1, m', m".... sont des racines de l’équation
m" -4- PnV'~' -4- Qnr~’ -4- Um -4- V’=0;
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d’où il résulte que l'équation
y = Ce"' -f- Ce"'' H- C'e""' etc.
est l’intégrale finale et celle-ci est générale puisqu’elle contient n constantes arbitraires C, C, C", etc. (N° 491).
495. Cas des racines imaginaires. — Si quelques-unes des racines
«J, m', m", etc. étaient imaginaires, l’équation précédente serait encore l’intégrale générale, mais elle renfermerait des quantités imaginaires qu’il est facile de faire disparaître; en elTcl comme ces racines se présentent toujours par couples de la forme et a — b[/ — 1,
on aurait
♦n = a-4-fc(/ — 4, m'=a — 6|/ — 4
et les deux premiers termes de l’intégrale générale deviendraient, en faisant usage des formules symboliques d’Euler,
= e" i {C C) cos 6x -t- (C — C') |/ — 4 sin bx j .
En remplaçant donc C + C et (C — C') j/— ï par deux nouvelles constantes arbitraires A et A', c’est-à-dire en posant
l'intégrale générale prendrait la forme
y = e'’'(.4 cos bx -4- A' sin 6jr) -4- C"e""' -4- etc.
496. Cas des racines égales. — Si plusieurs des racines »i, m’, m", etc., étaient égales entre elles, l’intégrale trouvée plus haut cesserait d’avoir toute la généralité possible puisque , en supposant m = m', il viendrait
ÿ == (C-4- C') e"' -4- C"e"''' -4- etc.,
et comme C -4- C' ne forme qu’une constante arbitraire, on voit que l’intégrale de l’équation de l’ordre n, n’en renfermerait plus que n — 4 , c’est-à-dire une de moins qu’elle ne doit en contenir. Si
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trois racines étaient égales, l’intégrale ne renfermerait que ti — 2 constantes arbitraires.
Pour compléter dans ce cas l’intégrale, remarquons que, puisque y = Ce”'
est une intégrale particulière, m doit être une racine de l’équation
m" -+- H- Çm"“* -4- Um -j- V = 0;
or, si celle-ci a r racines égales, il faut d’après le théorème sur les racines égales, que ses r dérivées successives soient nullcs, c’est-à-dire que l'on ait
nm""' (n — 1) Pm"”* ■+■ -n U — 0,
n{n — I ) (w — 1 ) (« — 2) Pm'~^ etc. == 0,
On conclut de là que
y — C'xe”', y — C'x'e”' y =
seront autant d’intégrales particulières de la proposée; car en y faisant la substitution, on est conduit à des équations de la forme
C'xe”'(m’' ■+■ Pm''~' -t- Um -t- V)
qui sont évidemment satisfaites. On voit aussi que l’intégrale générale est
y == Ce”' -4- C'xe”' -4- C"x*e”' -4- C^'>x'e”' -4- C,e”'‘ -4- C„e”"'
ce qu’on vérifie en suivant la même marche qu’au N" 494.
.Si l’équation en m renfermait deux couples de racines imaginaires égales représentées par o ± è 1 , en désignant o -4- 6 |/ — 4
par »>i et a — b^/ — 4 par m', on aurait, à cause de la présence de deux racines égales à m et deux racines égales à m',
y = Ce”' -4- C'xe”' -4- -4- C'xe”'' -4- etc.
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ur, si l’on remplace m et m' par leurs valeurs imaginaires, réquation précédente prend la forme suivante ;
xe""(c'e‘"»/^+ ele.,
ou bien en substituant aux quantités exponentielles leur valeur Irigonométrique et remplaçant par les constantes arbitraires D, Df, V, D/" les quantités C C", (C — C") |/^l, C' -t- C'", {C — C")
y — gai gQjj jjj. ^ /y'jj ^ ga, jij, ix fjy ^ iy"x) -A- etc.
Dans le cas de trois couples de racines imaginaires égales, on aurait pour intégrale ,
y = e'" cos bx (C ■+■ Ci -a- C"x') -t- sin bx(D -+■ Dfx />"x*) ^a- etc.
197. Exemples divers. — Appliquons la théorie précédente à quelques exemples :
<f*y _ rfy
~rr — O -A- 2y = 0 donne m = 2, dx* dx ^
; 1 et y = Ce‘‘' -A- C'e‘.
— 3 ~ -A- 2y = 0 donne m = 1 , m' = 1 , «»" = — 2,
ax’ dx
„ d'xf d‘‘y
-r-^-*-y = 0, et + y — 3 = 0
</x’ ■’ dx* dx* •’
donnent
y = e*' cos^^^x -i- C sin "t* C''®"*,
et
y = (C -A- C'x) cos X -A- (C" -A- C"'x) sin x -i- 3.
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498. Intégration des équations dérivées linéaires « coefficients variables. Théorème de Lagrange. ■ — Dans ce qui précède, nous avons suppose constants les cocflicicnts de l’cquation linéaire ainsi que le ternie final A'. Lorsque ceux-ci sont des fonctions quelconques de la variable x, ces équations jouissent d’une propriété importante trouvée par Lagrange et qui fait dépendre souvent leur intégration d’un certain nombre de quadratures. Cette propriété consiste en ce que, si l’équation dérivée linéaire générale du N“ 194 privée de son dernier terme .V, c’est-à-dire.
dx" dx"~*
est satisfaite par les n valeurs de g
l’intégrale générale de l’équation linéaire, en rétablissant le dernier terme X, sera, comme dans le cas des coefllcicnts constants, représentée par
yr==Cf-i- Cf C^'-t-etc.;
mais C, C, C", etc. ne seront plus de simples constantes arbitraires ; elles seront des fonctions de x qu’on déterminera comme il suit : en dérivant la valeur de g, on a
C'ÿi
ilx dx dx
..„dr
JC
dC
^"±---^fdi-f'-dx
dC"
dx
etc.
Posons entre les fonctions indéterminées C, C , C" la relation
JC dC „,dC"
En dérivant de nouveau , il vient
dx* dx*
^ dx* ^ ^ dx* ^
d£df
dC_flf_ dx dx
dC" df" dx dx
etc.
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Posons encore la relation
de df dC df dC" df
et continuons de même jusqu’à ce qu’on soit arrivé à la valeur d'y
de -7- qui sera dx'
dx' dx' dx'
dx
et posons
^ér'f d'-'f
dx dx'~' dx dx'~'
dC" d'-^f" dx dx'~*
A- etc.
de d'-'f de' d'-'f
dx dx'~' dx dx'~‘
de" d'-'f"
dx dx"^ '
-4- etc. -4- X =
Je dis que, lorsque les valeurs de C, C', C", etc. auront été déterminées par les relations précédentes, qui sont en nombre n comme les
coefficients inconnus C, C', C", , y et ses dérivées satisferont à
l’équation linéaire proposée; en effet elle devient par la substitution.
dx' dx' dx'
-4- etc. — A'
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i/ac"
-4- v'^+ V/‘==0, rZx '
dx' dx"-'
vr=o,
cc qui fait disparaitre tous les termes eorapris dans une même colonne verticale. Pour déterminer les fonctions C, C, C", etc., remarquons
. , ■ J . • . (ic de
<iuc nos n équations renferment les n derivees — > — —
dx dx
de
dx
etc. a
la première puissance et qu’en résolvant, on trouve, Z, Z', Z", etc. étant des fonctions connues de x.
de dC dC"
d’où l’on tire, par de simples quadratures, les valeurs de C, C, C", etc. Comme CCS intégrales contiennent chacune une constante arbitraire, on voit que la valeur de y sera l’intégrale générale, puisqu’elle renfermera le nombre voulu de ces constantes.
191). Deuxième théorème de Lagrange. — Lagrange a démontré une autre propriété des équations linéaires de l’ordre n, d’après
luqiicllc, lorsqu’on connaît m intégrales particulières f, f, f", de
ré<|uation privée de son dernier terme A', l’intégrale générale dé|icnd de l’intégration d’une équation linéaire de l’ordre « — m; en clfct, soit /' une valeur de y qui rend nulle cette dérivée privée du terme A'. Si l’on remplace y par f f udx, le coefficient de J'udx dans la transformée sera visiblement nul par l'hypotbèse faite sur f, et ccllc-ci prendra la forme
dx"' ' dx"~* dx"'^
du
dx
La détermination de y est ainsi ramenée à l’intégration d’une équation linéaire de l’ordre n — 1. Supposons que l’on connaisse une seconde intégrale particulière f. Comme il existe entre y et u la relation y = f f udx, c'est-à-dire, comme on a
si l’on remplace m parcelle valeur dans l’équalion linéaire précédente, celle-ci reproduira identiquement l'équation primitive en 1/ , cl comme celle dernière privée du terme Gnal A' est satisfaite par y = f, il en résulte que
désigné par F satisfait à l’équation linéaire précédente en u, privée
du ternie^ A'. Or on vient de voir qu’on peut dans ce cas, en faisant
U = F f vdx, faire dépendre l’intégrale de l’équation en m, de l’intégration d’une autre équation linéaire en e d’un ordre inférieur, c’està-dire de l’ordre n — 2. Pour chaque intégrale particulière f, f, f",.... connue, l’ordre de l’équation linéaire transformée baisse donc d’une nnilé.
200. Applicatious. — 11 résultcdu paragraphe lOS que l’intégration d’une équation dérivée linéaire complète, est toujours possible, ou du moins ne dépend que de simples (|uadratures, lorsqu’on connaît les n intégrales particulières de l’équation linéaire suivante
dx' dx'~'
dit
or, ces intégrales s’obtiennent facilement (N“ 194) lorsque les cocfTicienlsP, Q,... t',’Vsont constants; on peut donc toujours intégrer l’équation linéaire complète à cocflicieiits constants, dans laquelle le dernier terme A' est une fonction de x.
Afipliquons par exemple la méthode d’intégration du N° 198, à l’équation dérivée
(Fy^
dx^
du
O -4- 2i/ — àx = 0.
dx
En supprimant le terme final, elle est satisfaite par
posons donc
et pur suite
/•==e*, /^ = xe*, p' = er^’-, y = Ce’ -I- C'xe’ -1- Ce"*’ ,
de dC dC" ,
-7- e* -t- -r-xe -I — T- e 0,
dx dx dx
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de de, ^ ^dC" , ^
dx dx ' dx
de de', „ , de" , . „
dx dx ' dx
d'où l’on lire
dx
de'
== xe~
de"
dx
L’intégrale générale est donc
t;=x*-+-^x-h^-+-7>e' — x(l H-x)-+- Zyxc'—^
ou
y = De* Tfxe* h- -+* - x -+- 7 •
201. Intégration des équations dérivées d’un ordre et d'un degré quelconques. — Lorsque les coefficients P, Q, etc. de l’équation linéaire sont des fonctions de la variable indépendante x, on ne peut le plus souvent, obtenir l’intégrale exacte que pour certaines formes et par des procédés particuliers; ainsi pour la suivante
dx'*
ax"
dx""'
, d’--y dx"^’
dy
■px^^qy^O,
si l’on poscy = Cx", on reconnaît qu’après avoir substitué cette valeur, I" devient facteur commun et que l’équation est satisfaite si m vérifie réquation
m (m — 1) ....(iii — n -4- 1) -4- um (m — l)....(m — »t -i- 2) hm (m — 1).... (wi — n H- 3) -4- •• • -h ptn + q = 0.
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Oit si m est une de scs racines. Comme Tcquation est visiblement du degré n, ses racines ni, m', sont en nombre n cly = a:",
y = x"^, y = jc“"... sont autant d’intégrales particulières. L’intégrale générale avec ses n constantes arbitraires est
y = Cx" ■+■ C'x"’ -f- C'x'^' ....
ainsi qu’il est aisé de le vérifier.
Les difllcultés deviennent jilus grandes, lorsque les coefllcients contiennent la variable dépendante y ou lorsque l’équation dérivée cesse d’étre linéaire sans être eoinprise dans un des cas que nous avons examiné précédemment 192). Ce n’est que pour un petit nombre d’équations et par des transformations heureuses que l'on parvient à les ramener à des formes qui se prêtent à l’intégration. C'est ainsi que toute équation dérivée de la forme
dp
rj-p = ^y-p'~*
qui est l’équation de Jacques Bernoully (N° 181) et l’équation
en posant
devient
dx*
dy
étant divisée par ^ ou p et multipliée par dx devient
— + fxdx -I- -l/ydy = 0
dont tous les termes sont intégrables. On en tire
et par conséquent
Cdy e’
y|ydÿ
= dxe
—/fxdx
dans laquelle les variables sont séparées.
CHAPITRE X
L’équation dérivée
f J \ • d^jc , f . djc » É « V
qui représente la projection des spirales coniques (N° 205), peut être intégrée en faisant d'abord x = u (/ — z), ce qui fait prendre h l'équation dérivée la forme suivante :
puis en faisant (/ — z)^ = w, elle devient
,, .dw ,,
et en éliminant dx entre cette dernière et la valeur de w, wdw H- k*udu — 0.
Une première intégration donne
te* it*u* = C».
En remettant pour w sa valeur, on trouve dz du
dont l'intégrale est
^ — = /C* — it’u*
log C [l — z)‘ = arc sin ^ »
et en remettant pour u sa valeur.
X = — (/ — z) sin log C (/ — z)‘.
ri
./ i — I dz
L’intégration aurait pu encore s’eCTcctuer en remplaçant x par e ^ ^
ou, comme au commencement de ce numéro, en posant x=^l)[l — z)“, ce qui conduit à l’intégrale suivante
X == (/ — 2) [fJ cos log [l — zY -II- Df sin log (/ — z)*]
qui rentre dans la prceûdcnlc en posant
D = C sin log C, D' = C cos log C.
Toute équation différentielle qui est telle que, si Ton y remplace^)
dx
par aÿ, pÿ, la variable y devient facteur commun et disparait, peut être ramenée à un ordre inférieur d’une unité; en effet en posant
>iy
dx
on trouve par des dérivations successives ,
'lï
dx
et SI ion remplace
dx dx*
par ces valeurs, y disparaîtra par
hypothèse, et l’équation donnée se trouvera remplacée par une .équation dérivée en t et x qui sera visiblement d’un ordre inférieur d’une unité à celui de la proposée. Cette circonstance se présente toujours quand l’équation est linéaire sans terme final, et plus généralement, quand les tenues sont homogènes par rapport à y et scs dérivées. Ainsi, en appliquant cette transformation à l’équation dérivée du second ordre
on trouve l’équation du premier ordre
X*-. 2xt -1-1=0.
dx
On rend celle-ci homogène en remplaçant x par pi et l’intégrale devient
5Cx5 = 1 — ôtx.
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Hii remplaçiint ( par sa valeur tirée de celte dernière équation , dans tdx=~et intégrant de nouveau, on trouve pour intégrale finale.
Considérons encore l’équation dérivée
dy
dx* (o -t- '2bx ex’)*
Posons
y^Ce
- H- ex*
P et q étant des coelTicients constants inconnus, et examinons s’il est possible de les déterminer de manière que cette valeur de y satisfasse à la proposée. On est conduit par la substitution à l’équation de condition
(p -t- qx)* -H (o -H 2bx -4- ex’) q — 2 (p -t- qx) (b -t- ex) = A
dont les deux membres deviennent identiques, en posant
q = r, p=6±p^6* — ac A.
Si l’on remplace p par chacune de ces deux valeurs que nous désignerons par p et p', on aura deux intégrales particulières de notre équation et l’intégrale complète sera visiblement
y=Ce
a -4- Zwx *+- ex*
ç p' H- ex n H- ''Ibx ex*
cuinmeon peut le vérifier par la substitution.
On rend quelquefois intégrable une équation différentielle en changeriiil de variable indépendante ou, plus généraleincnl, en remplaçant X par une fonction choisie convenablement. Alors, d’apres ce qu’on f/u
a vu au N® 27, —-9 devront être remplacés par
il 'In 'Æ__ "l'h
dt dt dt di^ dl dl* dt* ’’ dt
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dy d*u
et en substituant, l’équation différentielle contenant^»
dx i/x’
- , du d*y
trouvera transformée en une autre contenant
dl dr
SC
la
fonction <ft et ses dérivées.
On peut aussi éliminer les deux variables primitives x et y et les remplacer par deux nouvelles variables r et ( en posant
<f et étant deux fonctions données. Alors si l’on prend t pour nouvelle variable indépendante,^» devront être remplacés par
dr dt dl dt dl*
dt
d-^ dr dr dl
•Ji
dl
: etc.
1 11 . • • 1 et la nouvelle équation contiendra
ticlles connues de f et <}i. C’est ainsi que les équations
et les dérivées par-
^ dx* dx
deviennent
en remplaçant dans l’une x par cos t et en posant dans l’autre y = rsinf, x = rcosf.
202. Intégration par les .sén'c.s. — Lorsque l’on ne peut parvenir à Iroiiver l’intégi'alc d’une équation dérivée en termes finis et d’une manière complète, il faut avoir recours aux méthodes d’approximation. La plus générale consiste à chercher l’intégrale développée en série
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infinie, dont les premiers termes, lorsqu’elle est suffisamment eonvcrgente, donnent une valeur approcliée de l’intégrale. Le théorème de Maclaurin est souvent utile pour obtenir ce développement; en effet
étant une équation dérivée de l’ordre n, on en lire dx' dx‘ dx-'-'j
F.n dérivant succcssivementet remplaçant chaque fois donsic second raem
1 d'y , , , ... d’^'y rf"+*v
bre, par la valeur precedente, on obtiendra ~ — , etc. en
dx' ' ^ (ix"+' dx"+*
1*/^ n A# ■ rvn tijy ... *'. i n I*am> A ■ i aaitmima aa 1 vtii Al
fonction dc-r — et dos dérivées inférieures, comme on Ta vu au dx*-'
N° 190; si donc on représente par C, C, C, C"-' les valeurs
dy dhj d"-*y , , .
constantes que prennent y, ■> d~^ quand on y fait x = 0,
par yjjJ ’ \d~~^J ’ constantes que prennent
les autres dérivées lorsqu’on y fait x = 0, valeurs qui se déduisent des équations précédentes et qui seront des fonctions de C, C, C", etc., le théorème de Maclaurin donnera
/d'y\ X* /d"+'ÿ\ , etc.
\dx”/„ I.2.3.../1 \dx*+'y„ 1.2... (n 1)
Il est à remarquer que les n constantes C, C, C, qui entrent dans
cette intégrale sont des constantes entièrement arbitraires; en effet on sait (N" 191) que l’équation proposée a un nombre n d’intégrales premières distinctes de l’ordre n — 1, contenant chacune une constante arbitraire. Si donc on conçoit que l’on ait tiré de ces n intégrales les
, , . , dy d*y d"-'i/ , . , ,
valeurs des N quantités V, -r-^ ; — v en fonction de x et des
* dx dx^ dx*-'
constanlcs, en les substituant dans rexpressioii précédente dc-7-^9
ax**
e’csl-à-dire, dans la fonction /*, celle-ci prendra la forme
la fonction <f ne contenant plus d’autre variable que x. Des quadratures successives de cette équation feraient ensuite connaitre les va-
, , d*“‘v dy ...
leurs de ’ -j—— > y, et comme chaque quadrature intro-
duit une constante arbitraire isolée, il est visible que, quand on fera X = 0, ces valeurs se réduisent à des constantes arbitraires. En les substituant dans le développement de .Maclaurin, qui doit s’accorder avec le précédent, les cocIGcicnts C, C', C",.... sont donc arbitraires. Les équations dérivées
donnent ainsi
U = C -t- C'x -t- aC* —
2a*C’ 2aC'*
lOa’C'C'
y— cl 1— ■ — -4- ■ _ - , —etc. )-i-C'( X— — — -4- — _ — — etc. )
-4- O I 1- etc. I .
Cette dernière peut se mettre sous la forme
y = C cos X -4- C sin x — a (sin x — x).
Lorsque pour x = 0, on trouve des valeurs infinies pour les dérivées, comme il arrive dans les exemples suivants :
d*U „ rf’y
i--i-4- 2-t^-4- oxy = 0, x-~=ay, dx* dx ■ ’ dx*
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on fera usage de la formule de Muclaurin, inodiGce, telle qu’elle a été démontrée au N° 34 du caleul dilTéreiilicl. On sait que si l'on repré-
du d*u
sente par A, d', A" les valeurs que prennent y, etc.
quand on y fait x égal à une constante a et par
dx’J
etc.
ce que deviennent alors les derivees -r^ » , etc., on a
^ dx' dx'+*
fx — al*
y = A -I- /l' (x — a) -4- A’- — h etc.
/^\ (x-g)" /d’*'y\ jx-a)’^' ^
^ \dx’J 1.2....(rt -H 1)
dans laquelle A, A', A", etc. sont les constantes arbitraires. En appliquant cette formule au second des exemples précédents, on trouve pour intégrale,
.„(eLs,.,)î
„ etc
A et A' sont les deux constantes que l’intégrale doit contenir.
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La présence de cette indéterminée « est iililc pour rendre les séries très-convergentes; ainsi si l’on ne doit eonnaitre l’intégrale que pour des valeurs de x comprises entre deux limites a et 6 par exemple, si l’on ne doit connaître la forme de la courbe représentée par l’intégrale que dans la partie comprise entre les abscisses a et 6, on prendra
pour a une moyenne entre ces deux limites, ce qui rendra
en général très petit, et en se bornant aux termes de l’ordre et négligeant les termesqiii contiennent^ ^
il viendra
203. Intégration par la méthode des coefficients indéterminés. — La longueur des calculs dans lesquels on est enlraiué fait souvent préférer la méthode des coeHicicnts indéterminés. Prenons pour excm|de l'équation dérivée traitée plus haut
Si l’on pose
A Bx Cx' Z>x* -4- Ex* -4- Fx^ -4- etc.
et qu’on substitue cette valeur de y et celle dc^-^ qu’on en déduit.
dans l’équation proposée, on obtiendra une équation en x seul dont les deux membres sont rendus identiques en posant
Il est visible que, quel que soit le nombre de termes que l’on considère, on aura toujours deux équations de moins qu’il n’y a de coefllcients indéterminés; deux quelconques d’entre eux, par exemple, A et B, restent donc arbitraires, et l’on trouve
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En subsliliiant cps valeurs dans le dévcloppcinenl précédent de l’intégrale, on arrive au même résultat que ei-dessus.
Lorsque l'intégrale peut être développée suivant les puissances entières et positives de x, la méthode des cocflicients indéterminés ne présente d’autres diflicultés que celles qui résultent de la longucur des calculs; mais si le développement est impossible sous cette furinc, circonstance dont ou est averti par des contradictions cl des impossibilités dans les équations de condition, ou si la valeur de y ne conserve pas le nombre de constantes arbitraires nécessaire, la marche suivie plus haut a besoin d’étre modifiée suivant les circonstances. Cherchons, par exemple, à intégrer
La méthode précédente conduit à des équations impossibles; mais si l'on fait
IJ = Ux^ -+- Cx'/ -t- 7Jx®' -t- etc.
et qu’on substitue cette valeur dans la pro])osée, on aura
«(„_!)(«_ 2)... — — — 2) Bx<^
•/ (v — 0 (y — 2) (y — » H- 1) Cx' -I- etc.
— pAx^ — pBxi^ — pCx'^ — etc. = O,
équation qui devient identique en posant
d’où l’on lire pour chaque exposant a,p,y, , n valeurs que nous
désignerons par a, b, c, fi,.... et qui sont visiblement les n racines de l'équation du degré n
de sorte que dans la valeur de y il ne pourra entrer que n sortes de termes, les uns renfermant x à la puissance a, d'autres à la puissance 6, d’autres à la puissance c, etc.; si donc ou réunit tons les termes
CALCUL INTÉCnAL. 455
semblables, on voit que la valeur dc]/ pourra se mettre sous la forme
ij = J/a“ -i- .Vx‘ -H l‘r etc.
qui est l’intégrale cherchée, -V, A', P, Q, étant les n constantes ar-
bitraires. Elle n’est qu’un cas particulier de celle qui a été trouvée au N» 201.
204. Construction géométrique des intégrales. — Lorsqu’une intégrale ne doit servir qu’à faire connaître la forme de la courbe qu’elle représente, il est souvent plus simple de construire cette courbe directement'avec l’équation dérivée sans rinlermcdiairc de l’intégrale, comme on l’a déjà fait pour les équations dérivées du premier ordre (iN“ 140). Celte construction est possible théoriquement quel que soit l’ordre de l’équation dérivée, en employant des osculatriies d’un ordre convenable; mais nous nous bornerons ici aux équations du second ordre. On considérera la courbe comme formée d’arcs de cercle, que l’on tracera comme il suit : traçons une suite d’ordonnées équidistantes ap, bp', cp" .... (fig. 43) et prenons un point a à volonté, ainsi qu’une droite at considérée comme une tangente à la courbe en ce point. On se
donne ainsi pour ce point l’i, 1’^ l’équation donnée
la valeur dej^et substituons la dans l’expression du rayon de courbure, ainsi que la valeur attribuée à ^ • Si l'on élève au point a une
ax
perpendiculaire ao sur al, égale à l’expression du rayon de courbure, un petit arc de cercle ab décrit avec ce rayon et limité à l’ordonnée p'b pourra être considéré comme un arc de la courbe chcrcbéc. A l’extrémité 6 menons une tangente bl' à cet arc ab, mesurons les coordonnées du point 6 ainsi que l’inclinaison de bt' sur l’axe des X,
ce qui fera connaître i, y et-— pour le point b et l’on déterminera
rf'iy
comme plus haut la valeur de — correspondant à ce point et par suite,
rfx*
le rayon de courbure bu' ainsi que l’arc bc. Celte opération répétée un certain nombre de fuis, fera eonnailrc approximativement la courbe cherchée. L’équidistance des ordonnées ap, bp' cp".... est nécessaire, parce que le rfx est supposé constant dans l’équation dérivée du second ordre.
Lorsque, par la nature de la question ou par la construction précé-
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dente, on connaît à peu près la forme de In courbe, on peut souvent faire dans l’équation dérivée, certaines simplifications qui rendent l'intégration possible. Si l’on sait, par exemple, que la courbe à laquelle appartient l’équation
ne s’écarte que très peu de l’axe des X, on en conclura que ^ reste
toujours très petit et peut par conséquent être négligé devant l’unitc, ce qui réduit cette équation à la suivante
facile k intégrer.
203. Intégration générale des équations dérivées simultanées. — Jusqu’ici on ne s’est occupe que des équations dérivées ne renfermant que deux variables, dont une indépendante. Supposons maintenant qu’elles en contiennent un plus grand nombre, dont une seule soit indépendante. Il est évident que pour que cette dernière condition soit remplie, il est indispensable que l’équation dérivée ne soit plus unique, mais qu’il y en ait un nombre égal à celui des variables moins une, c’est-à-dire, que le nombre d’équations soit égal à celui des variables dépendantes. L’ensemble de ces équations se nomme équations simultanées.
Proposons-nous d’intégrer un pareil système d’équations, c’est-àdire, de remonter aux relations finies qui existent entre ces variables, connaissant certaines relations entre leurs dérivées. Ces intégrations sont toujours possibles théoriquement, c’est-à-dire, qu’il est toujours possible de les faire dépendre des théories cx|>osécs jdus haut. La méthode générale consiste à éliminer les variables entre les équations de manière à remplacer celles-ci par un égal nombre de nouvelles équations renfermant chacune la variable indépendante et l’une des variables dépendantes, et à n’avoir ainsi à intégrer que des équations à deux variables. Supposons qu’il y ait deux équations à trois variables (x, g, :), X étant la variable indépendante; admettons aussi que
les dérivées de l’ordre le plus élevé de z soient-; — et - — •. dans les deux
dx" dx'’
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équations. Si l’on dérive n' fois la première et n fois la seconde, on aura, en tout, équations, y compris les deux proposées,
(Iz
qui renfermeront z et scs dérivées depuis , jusqu’à or, comme
(l£ tlx’'*'
entre un nombre » -t- n' -t- 2 d’équations, on peut éliminer n n' -t- 1 . dz d*z d-^-'z
quantités, on pourra éliminer z,~y -r-i — t ;Ctil restera une
dx dx*
équation dérivée entre ;/ cl x seuls. On éliminera ensuite de la même manière les y cl scs dérivées, ce qui conduira à une seconde équation en r et X seuls et ces deux équations à deux variables étant intégrées, tiendront lieu des intégrales clicrcliées. S’il y avait trois équations dérivées à quatre variables (x, ij, z, m), on pourrait éliminer, comme on vient de le voir, entre la première et la troisième, puis entre la première et la seconde, la variable u et toutes scs dérivées. On serait ainsi conduit à deux équations dérivées en (x,y, z) entre lesquelles les variables y et z pourront être séparées, eomnic on vient de le voir. Au lieu de la variable u, on éliminerait ensuite z et ses dérivées. Les deux équations en (x, y, u) résultant de cette élimination, seraient traitées comme les deux précédentes et conduiraient à une équation dérivée en « et x. Les trois équations dérivées proposées se trouveront ainsi remplacées par trois équations dérivées à deux variables chacune, que l’on intégrera comme il est dit plus haut. Prenons pour exemple les deux équations simultanées
di''
ky — x "l—z ’
dz ■
que nous avons trouvées pour la spirale conique(Ca{c«/ diff. N° 03). Les dérivées de ces deux équations sont, après avoir éliminé î^el--> d'x , 1/ ■+■ kx d'y , x — ky
Ln éliminant y entre la première cl la troisième, et x entre la deuxième et la quatrième, il vient
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dont les intégrales ont été trouvées plus haut (N” 201). On trouve de
celle manière qu’en déterminant les constantes arbitraires parla con*
... . . . , . dx , . hr
dition que y soit égal a r pour 2 et x nuis, et que — devienne
an même point, les équations de la spirale conique sont
x=^(< — z)sin ) > y =^(i — 2)coslog
206. Équations linéaires simultanées , à coefficients constants. — La méthode précédente est générale; mais dans les applications, un est presque toujours arreté par la complication des équations finales et par la difficulté de les intégrer. Ce n’est que pour certaines formes particulières des équations dérivées que l’on peut espérer terminer les calculs; ainsi si les équations sont linéaires par rapport aux variables dépendantes et leurs dérivées, c’csi-à-dirc, si celles-ci n’y entrent qu'à la première puissance sans être multipliées entre elles, les équations finales seront elles-mêmes linéaires cl un pourra par conséquent, profiler pour l’iiilégration des propriétés dont jouissent ces sortes d’équations.
Lorsque les équations simultanées sont linéaires, du premier ordre cl à cocificicnts constants, on peut obtenir les deux intégrales d'une manière plus simple; soient en effet les deux équations
dx dx •'
^ H- Cu -f- D’z -Y'
dans lesquelles A, B, C, />,.... sont des constantes et .V, A”', des fonctions quelconques de la variable indépendante x. Multiplions la seconde pur un coefficient indétermiuéu cl ajoutons lu, membre à membre, à la première ; il viendra
(d -V-/1» -V- (B -1- fl'a) -V- (C -A- C» y -4- (» -A- //p) : = A -a- A'sl
ou bien
d;i B -1- /y'ji dz C -a- C'p j I) a- f/a 1 X -a- X'ji dx A -A- -l'ft dx A -A- A- C’’x ) .1 -1- .f'u
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Comme le fadeur j* est arbilrairc, on peut le délcrniincr par la coiidilion que
n + -t- ifa
et alors, en representant
y -*'~ç — P®’’ devient
dr t'-+- C'p A'h-A'V dx A *+- A ^ A ~H A IX
que nous mettrons sous la forme
dr -t- mrdx = A', dx .
Cette équation diirércntielle qui est linéaire et du premier ordre, est toujours intégrable cl donne
r = e”"' [f «"‘dx -t- E) ;
si donc, on remplace r par sa valeur, on aura pour l’une des intégrales cherchées.
C-+- cv
Quant ù l'autre intégrale, remarquons que l'équation de condition qui a servi à déterminer la valeur de p, conduit à une équation du second degré et donne par conséquent pour p deux valeurs p et p', dont chacune fournit une intégrale semblable à la précédente. En représentant par m, m', X, A'', les résultats de leur substitution successive dans m et AT,, les deux intégrales seront
D -4- jD'p - , , ,
y 7^ rT ~ = «“ (./ h),
l, ~h i. yi
•flV.
Cu!‘
Si l’on avait trois équations entre quatre variables (x,y,i, m), savoir :
dz
du
A n — + C ~-t- Du -t- Ez -h Eu = dx dx dx •’
uo
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dx (/j
A"^ + B"- + C’'-^+ D"y + F' Z -+- F"!/ = X' dx dx dx
A, B, C, étant des cociTicienls constants et A', A'', A'" des fonctions
quelconques de la variable indcpcudanlc x, on multiplierait la seconde et la troisième parles facteurs indéterminés p et p', puis en ajoutant membre à membre, on trouverait
(/I -t- A'it -t- A"fi)
dy Æ-t-2?'p-+-/î"p ^ C -4- C*p + C'a du D-\- D"ji'
dx'*' A ■¥■ d'p-4- A"ii' dx A .4'p -4- A"ii dx A -4- A'p' -4- A"p'
-V- yj'p -4- yy"p' d -t- /y'p -4- /)"p' j /i -4- A'p -4- A"p'
puis en déterminant p et p' par les deux conditions
B -4- A'p -4- ff"p^ E -4- F'p -4- F' J (' -H C'n -4- C"p' F -4- F'p -4- F"p'
A -4- A'p -4- ^l"p' D -4- Zy'p -4- //'p' A -4- A'p -4- A"p' D /)'p -4- /y'p'
et en représentant par r la fonction
^ Z) + yypt .4- «y ‘ -4- /Xp -4- /ÿ'p'
l’équation différentielle prendrait, comme précédemment, la forme rfr -4- nir dx = A’’, dx
qui aurait encore pour intégrale
r = e”^"' (yA', c"' dx -4- F).
Remarquons que les deux équations qui servent à déterminer p et p', conduisent par l’élimination, à deux équations du troisième degré, l’une
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en fl et l’autre en /, comme on jieut s’en assurer, ctdonnent pareonséquent trois sysicmes de valeurs pour ces faetcurs. En désignant par wi', in", m'", r', r", r'", et A',', A',", A','", les trois valeurs des fonctions représentées par tu, r et A',, on aura enün pour les trois intégrales, a]>rès avoir mis pour r la fonction en y, z, u qu’elle représente,
r' = e~"'* (J' -¥■ A’), r" = (/ X/'e”"' dx A’') ,
Une marche analogue fera connaître les intégrales pour les équations simultanées d’un plus grand nombre de variables.
On serait arrivé aux intégrales de ces mêmes équations, en effectuant l’élimination par lu méthode générale (N° 205) et en faisant usage pour l’intégration des propriétés des équations dérivées linéaires démontrées au 1!)8.
207. Cas des racines égales. Dérivation sous le signe. — Lorsque les équations qui donnent les valeurs de p, ja',.... ont des racines égales, la méthode précédente devient insullisantc; car, pour le eas de deux variables dépendantes, par exemple, si les deux valeurs de p sont égales, il est clair que m et m' se confondront ainsi que A', et A'/; les deux intégrales seront donc identiques et n’en formeront plus qu’une seule. Pour trouver alors la seconde intégrale, considérons la première, savoir
y -i — ^ Z — e““' (y A,e"-' dx -t- £) = 0
comme étant une équation en p. Il résulte du théorème des racines égales généralisé et étendu à une fonction quelconque'*’, qu’en géné-
(') Soit /'(rt me fonction qni'lcan(|ue contonnnt (i. Supposons que crile-oi soit nulle pour deux valeurs de p représenti’es par pet p On aura à la fois
/■(p) = o, ai* + a)=ü et comme on a, 0 étant compris entre zéro et l'uniU',
les deux équations deviennent
/•(p) = 0, /-'(p-t-O/OrriO
qui , lorsque les deux valeurs de p sont égales ou lorsque h est nul, se réduisent aux deux suivantes
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ral, si une ûqualion est satisfaite par deux valeurs d’une quantité, la dérivée de eellc équation prise par rapport à cette quantité est aussi satisfaite lorsque ces deux valeurs devienneut égales. Si donc on dérive l’intégrale précédente par rapport h p, on obtiendra la seconde intégrale cherchée. Cette dérivation peut se faire dans chaque cas particulier, lorsque l’intégrale y’A',e"'dx a été trouvée; niais on peut, sans assignera A', une valeur particulière et sans effectuer l’intégration, dériver la fonction par rapport à une lettre jx placée sous le signe d’intégration, opération qui se désigne sous le nom de dérivalion ou di/férencialion sou» le signe; en effet, soit
ff{x, |x)dx
une intégrale indéGnic dans laquelle p est une certaine quantité indépendante de X et comjirisc d’une manière quelconque dans la différentielle f(x, (x)dx; la dérivée par rapport i p de cette intégrale n’est autre chose que la limite vers laquelle tend le rapport
ff(x, P -H A) dx — ff (x, p) dx f [f{x, P -1- /i) — /'{x, fx)]
dx
lorsque h converge vers zéro, et il est visible que cette limite est I — -j’ dx; la dérivée par rapporta fx, de J" f[x, fi) dx est donc
diA
dx, d’où résulte ce théorème : Pour dériver une intégrale
indéfinie qui n’est qu'indiquée, pur rapport à une lettre indépendante de la variable et comprise dans la différentielle sous le signe d’intégration, il faut dériver sous le signe par rapj)ort à cette lettre.
Il suit de la que, si l’on dérive l'intégrale des équations simultanées par rapport à fx, en observant que m et A’, sont des fonctions connues de cette lettre, et que la constante arbitraire E peut contenir ix d’une manière quelconque, on aura pour deuxième intégrale des deux équations simultanées
CD'— CD
xe (yA',c"' i/x -1- E)
dp
dm
du
-A',xe’"'dx -t-
I du
dE\
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que 1 on jieut inellre sous celle aulrc forme, en obscrvaiil que — rsl
(ly.
aussi une conslanlc arbilrairc que l'on peul rcpréscnlcr par
Cl y— en (
f/ltl
— j-xf
ny
<Ix
ou bien en remplaçant £ par sa valeur liréc de la 1" inlégrale,
CD'— en {C -V C’y)* '
dm
( n-^IÏy \
KdX, dm \ j
Celle équation est la seconde intégrale des deux équations dérivées simultanées ]iroposées; C et £' sont les deux conslanles arbitraires qu’elles doivent contenir. Pour les équations dérivées contenant plus de trois variables, on suivra une marebe analogue. Si les produits fl'C' et A'n' étaient égaux, l’cqualion qui donne la valeur de y se réduirait au premier degré; mais on sait que dans ce cas lu seconde racine est infinie et les valeurs de m', A'/, cl le coeflicicnl de ; dans la i" intégrale
deviennent
1 —, 1 «le sorte que la seconde intégrale est alors
= e j X'e^' di -4- •
■208. Intégration des équations linéaires simultanées d'un ordre quelconque. — L’intégration d’un système d’équations linéaires simultanées à coclHcicnts constants et d’un ordre quelconque peut être ramenée au cas précédent; car si l’on a
d*z du dz
B + C -f D ^ Eu Fz = X, dx* dx dx
dx* dx*
c'^-f--^-iy^-i-E'g-^F'z dx dx •’
(') Los doux quanlilvs E cl F oui dos valeurs omiéronioiil arliilraircs, i|uoi(|iic F.' soil la dérivée do F,, car on pool ajouler à la funclioii F. lollo oonslanlo absiduo que l’on vcul. sans tnio E’ cosse d'élro la dérivée do E
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cil pü>iint
<lz
les lieux équations sont remplacées par les suivantes :
dp dq
n'^-A-Cp -^-lïq + E'y-^ F'z== X',
•lu
dz
dx
qui sont linéaires et du premier ordre à quatre variables dépendantes ,!/> *1 Pt 7- avoir trouvé les quatre intégrales, on éliminera entre
eclles-ci les quantités p cl q, ce qui conduira à deux équations en x,y, z i|iii seront les deux intégrales clicrchées.
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liilégralion des éipialioiis différciitiollcs rcnfcriiKiiil plu>ieiir$ vai-iablt’s iiid('|i«iidaiitos. — Diiréri'ntiflles tnlalas. Coiidilioiis d'iiiU’graliilité. — liitégratinii d’uni! cqiiatii)ii diirrri'iiliülic totale renfermant plusieurs variables iiidêpemiaiites. — Kvemples d'iinégralion. — Cas où l’énualioii (lilTércntiellc totale ne satisfait pas à la eondition d’intégrabilitd. — Intégration des équations différentielles totales ipii passent le premier degré. — Cas où l’on ne connait qu’une seule dérivée partielle. — Kipiations aux dérivées partielles. Elles ont toujours une intégrale. — Elimination des fonetions arbitraires. — Intégration des équations aux dérivées partielles du premier degré et du premier ordre. — Vérification do l’intégrale. — Exemples d’intégration. .\p|dieations géométriques. — Détermination des fonctions arbitraires. — Intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre et de forme queleonque. — .Solutions .singulières des équations aux dérivées partielles. — Intégration des équations aux dérivées partielles des ordres supeù’ieurs. — Intégration îles équations linéaires aux dérivées partielles à coefririents constants. — Intégration des équations linéaires à coefficients variables. — Intégration par les séries.
’i09. Inti-gration des éiiuations différeiiliellcs renfermant plusieurs ruriahles indépendantes. — Nous considérerons dans cc cha|)itrc des équations dérivées renfcrniiint une seule variable dépendante z et dcu.x variables indépendantes x et tj. Comme la variable dépendante z peut être dérivée par rapport à rime ou l’aiitre des variables indépendantes (x, y), on aura deux sortes de dérivées du pretuier ordre
-j- et que nous avons déjà appelées les dérivées partielles de la
ronetiouZgOu trois dérivées partielles du seeond ordre et ainsi de
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suite. Il se présente trois cas. On peut se proposer de remonter à la ronction primitive, connaissant les valeurs de toutes les dérivées d’un certain ordre, ou lorsijue quelques-unes d’entre elles sont données, ou enfin lorsqu’on ne connaît la valeur d’aucune d’elles, mais qu’une relation entre ces dérivées est donnée. Nous c.xamincrons successiveiiieiit cliacuii des trois cas.
210. Différenliclles totales. Conditions d' intvtjralnlité . — Connuitre les deux dérivées partielles du premier ordre ^ = M, — A’, ou les
Z d^z il^z
trois dérivées du second ordre = -, — t-=S, -r-t = T et
remonter de ces dérivées à la fonction primitive, cela revient évidemment à intégrer les é(|uations düTércnticIlcs totales du premier ou du second ordre
dz= Mdx + .Ydy, d*z^ Rdx* -t- ‘2Sdxdy Tdy*
puisque les fonctions M, ;V, li, S, T ne font qu’occuper lu place des
, dz dz d^z d*z d*z .
derivees partielles -r- » — 7— > -—dans les dilterentielles
<ix (ly dx* dxdy dy'
totales
, dz , dz , d*z , d*z , , d‘‘z , .
dz =-— </x -t- -7- do, d^z =-7-- (IX* -t- 2-7 — ~dxdo -+- -7—7(17*. dx dy-' (fx* dxdy dy^
De semblables équations différentielles ne sont pas toujours possibles,
. . „ -I . dz ,
eest-a-dire que si 1 on attribue a -p- cl -7- des valeurs .1/ et .V qucl-
dx dy
conques, Mdx -+- Ndy pourrait bien ne pas représenter la dillérentielle totale dz d’une fonction z des deux variables indé|)endanlcs (x,^);
car on a vu qu’il doit exister pour cela entre les dérivées ^ et —
(IX dy
la relation
et que par conséquent on doit avoir identiquement
dy ~ dx '
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cündition
dz
inclispcnsahlc pour que les valeurs .)/ et .V de — et
dx
dz_
<îy
puissent appartenir à la niéuic fonction primitive. .Si M et ren-
fermaient la
variable dépendante
dM
comme -r- et dij
dx
sont les déri
vées de M et de A' prises par rapport à tous les u et pur rapport à tous
les *, celles-ei deviendraient -7- h — ; — T" **-7 — d b>
dy dz dy dx dz dx
condition d’intégrabililé serait
dM dM di_(^ dy dz dy dx dz dx
ou bien en remplaçant et ^ par leur valeur, dx dy
dM ,,dM dN , (/.V
L'équation différent ici le totale du premier ordre à trois variables se présente souvent sous la forme
Pdx ■+■ Qdy -i- Rdz — 0 ;
pour avoir dans ce cas la condition d'intégrabilité, il siiflit de rcmaripier que, puisqu’on peut la mettre sous la forme
dz=^--dx—-dy,
il faut remplacer M et A' par — —et — — et l’on trouve
fl fl
Les équations différentielles totales du second ordre et des ordres plus élevés conduisent à des conditions analogues, auxquelles nous ne nous arrêterons pas.
Le même raisonnement fait voir que quand M, A^, P représentent les valeurs des dérivées partielles d’une fonction u, par rapport à trois variables indépendantes [x, y, z), c’est-à-dire, quand on a
du = Mdx -H Ndy Pdz,
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ccUc équation ii’cst possible que si ces fonctions satisfont aux équations (le condition
(LM _ (/.V (1JM_(W dP
dy dx ’ (h dx dz dy
211. Intégration d’vue éf/uation difjéreiitielle totale renfermant plusieurs variables indépendantes. — Pour intégrer le système des deux équations
dz
dy
satisfaisant à la condition d’intégrabilité, ou, ce qui revient au même, pour intégrer l’équation différentielle totale
dz — Mdx -t- Ndy ,
remarquons que
la dérivée partielle ^ ayant été prise en traitant y
comme constante dans l’équation
dz
dx
il faut intégrer celle-ci en considérant x et z comme seules variables; mais la constante arbitraire, au lieu d’être une constante absolue, pourra être une fonction quelconque >' de la variable y; cette intégrale sera donc de la forme
F(x,y,z) étant une fonction connue de [x, y, z). On déterminera ensuite Y de manière que la valeur de^ tirée de cette dernière soit
dy
égale à N. Pour cela on différenciera cette intégrale par rapport à y, ce qui donne
ilY ilF (IFdz ,
t/y dy dz dy
et en remplaçant ~ par A, il vient l/y
(lY
dy
dy-
(IF
et
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C étant une constante arbitraire absolue, puisqu'elle ne peut contenir dF dF
ni X ni y. La function — :V plaeéc sous le signe d'intégration, ne
renferme que la seule variable y , si la condition d'intégrabililé est satisfaite; car, de ce que l'un a
Y ne renfermant ni x ni r, il résulte que l'on a aussi en dérivant par rapport à x ,
dF dF dz _ dx dz dx ^ '
et en dérivant une seconde fuis par rapport à y,
d*F d‘F dz dz/d^F d^' dz\ dF dH
dxdy didz dy dx \dzdy dz* dyj dz dxdy
Or, si l’on dérive par rapport à x la fonction placée sous le signe d’intégration et qu’on tienne compte de la condition d’intégrabilité
dM d*z _ d'z
dy dx dxdy dydx’
ainsi que des identités
d*F_ d*F dxdz dzdx
on trouvera identiquement le même résultat que ci-dessus. Cette dernière dérivée par rapport à x est donc nulle et par conséquent ni la variable x ni la variable z qui contient x implicitement, n’y sont renfermées.
Cette remarque est une nouvelle preuve que l’équation de condition est nécessaire pour que l’équation différentielle ait une in-
dy dx
tégrale et en outre, que l’intégrale existe dès que l’équation de condition est satisfaite.
Exemple» d'intégration. — Prenons pour exemple
(x -t- y) dz -»- (x -t- r) dy + {y -t- z) dx = 0
liG
4j0 chapitre XVI.
qui satisfait à la condition d’intégrabilitc. On a donc
dz y + Z , dz dx
dx + S ^ y
et log (x -H z) == — log (x -I- y) + log Y ou (y h- z) (x -a- y) = Y.
On tire de là
dF „ dF
JJ .-y
et comme il résulte de l’équation différentielle donnée que l'on a
on trouve
dz I -+- Z
dy X -4- y ’
^=2y et y<=y*-4-C;
l’intégrale cherchée est donc
' {y z) [x -k- ij) = y* C ou bien xy -i- x z -4- yz = C.
Comme il est indifférent de prendre x, y ou z pour variable dépendante dans l’équation différentielle totale du premier ordre
Pdx -4- Qdy -4- Rdz = O ,
on choisit celle des trois variables pour laquelle l’intégration est la plus simple.
On arrive d’une manière plus expéditive à l’intégrale toutes les fois que, au moyen d’un facteur commun , on parvient à séparer les trois variables ou à décomposer la différentielle donnée en plusieurs groupes de termes formant chacun une différentielle exacte; on démontre même que, lorsque l’équation différentielle totale satisfait à la condition d’intégrabilité, un semblable facteur existe toujours, quoiqu’il soit souvent difficile de le déterminer. Ainsi dans l'exemple suivant :
(x* -4- y*) (/z = (z — a) (xdx -4- ydy) ,
Ml
en mullipliant par — — > on peut écrire l’équalion diffé-
renlicllc sous cette forme
dz xdx -(- ydy
dont les deux membres sont des difTcrenticIles totales exactes. L’intégrale est
Certaines transformations sont quelquefois nécessaires pour rendre la fonction F introduite par l'intégration, indépendante des deux variables x et z. L’équation différentielle suivante offre un exemple de ce cas. Soit
(2xz -A- z’) dx -H 2yzdy — 2 (x* -t- y’ 6*) dz = 0
qui satisfait à la condition d’intégrabilité. En prenant z pour variable dépendante, il vient
à: _ yz
dy x’ -t- y* -t- b*
dont l’intégrale est
dans laquelle X représente une fonction de x seul. En dérivant par rapport à x, on a, attendu que z est fonction de x,
JY (x* -A- y’ -A- 6*)* ^ — xz(x*-A- y*-A- 6*) *
dx X* -A- y* -A- b*
dz 2xz -A- z’
et en remplaçant — par sa valeur donnée — ; > l’équation
dx 2 (x* -A- y* -A- b’)
dérivée se réduit à
dX z»
(ix “
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d'où l'on devrait par une quadrature, tirer la valeur de A”, quadrature
impossible, parce que la valeur de la dérivée renferme les trois
variables (x, tj, z), quoique l'on soit certain que A' ne doit être fonction que de x seul. Pour lever cette dilliculté, il suflit d’éliminer _y ou Z entre cette dernière et la valeur de .V; il vient alors
dX
dx
d’où
dX_
-dx, et A'*:
l'intégrale cherchée est donc
xz‘‘ -f- X* ■+• ly*
l’nc marche analogue conduirait à la fonction primitive, dont les trois dérivées partielles du second ordre seraient connues.
21 ï. Cas où l'équation différentielle totale ne satisfait pas à la condition d'intéyrabilité, — Si une équation dilférenliclle totale à trois variables ne satisfait pus à la condition d’inlégrabilité, il faudrait en conclure que cette équation prise isolément et considérée comme renfermant deux variables indépendantes, est impossible, ou en d'autres termes, qu'il n’existe pas de surface jouissant dans tous scs points de la propriété exprimée par l’équation différentielle. Celle-ci ne prend une signification qu'en adinellant qu’elle appartient à un système de deux équations simultanées dont une seule est donnée, tandis que l'autre reste arbitraire; c’csl-à-dirc, que la propriété ne peut subsister que pour une courbe dans l’espace, dont rime des équations est arbitraire. Pour intégrer, on devrait même, à défaut de cette seconde équation, admettre entre les trois variables ou entre deux d'entre elles .une relation quelconque, ce qui permettrait d’éliminer une variable de l'équation dilTércntielIc donnée et rendrait l'intégration possible. L’exemple géométrique suivant éclaircira cette remarque. Supposons que l’on demande l’équation de la surface qui jouit de cette propriété, que si en un point quelconque on mène des tangentes aux sections parallèles aux plans des .\Z et des YZ, les deux sous-tangentes correspondantes soient respectivement proportionnelles à Vij et à l’i du point de contact. On est conduit aux deux équations de condition
nx
dx dy
=; //X OU (it
dz
dx
my' dy
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Cl l’équation diiïcrcntielle totale de la surface devrait être de la forme
dz =—dx -A- —du.
my nx
Comme cette équation ii’cst pas une difTércnliclle totale exacte, on en conclut qu’il n’existe pas d’équation primitive à deux variables indépendantes qui y satisfait, c’est-à-dire, qu’aucune surface ne jouit de la propriété indiquée. Toutefois, il en existe une qui jouit de cette propriété non pas dans tous scs points, niais le long d’une certaine courbe qui y est contenue et dont on peut se donner la projection, ou que l'on peut assujettir à se trouver dans une surface donnée; puisque en établissant une relation quelconque entre (i, y, r), les variables x et y cessent d’être indépendantes et l'équation dilTérenlielle précédente devient intégrable. La courbe représentée par cette intégrale et par celte relation est visiblement la courbe cherchée. .Ainsi, si l’on prend pour relation entre (x, y, z) l’équation du paraboloïdc hyperbolique
z = axyy
l’équation différentielle totale devient
dont l’intégrale est
dz — —xdx -I- - udu m
01* ay- 2m 2»
cl cette équation jointe à celle du paraboloïdc hyperbolique détermine la courbe le long de laquelle la surface cherchée jouit de la propriété énoncée plus haut. En éliminant ;, on trouve pour la projection de la courbe sur le plan XY,
qui représente une section conique.
214. Intégration des équations différentielles totales qui passent le premier degré. — Dans les niiincros précédents on ne s’est occupé que de l’intégration des équations différentielles totales du premier degré ou de la forme
dz — Mdx -4- iXdy , d*z = Rdx^ -4- “ISdidy -+- Tdy^
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snlisfaisant uu ne satisfaisant pas aux conditions d’intcgrabilité. Supposons maintenant que la différentielle totale dz, d*z,.... de la variable dépendante z soit élevée à une puissance supérieure à la première. L’équation prend alors la forme
Pdz^-*-Qdy*-¥-Rdx*-*-Sdzdy Tdzdx -v- Udxdy—0, P[d*z)* -h etc. = 0
et est dite du second, troisième etc. degré. Elle ne peut être considérée comme déduite d’une équation primitive contenant deux variables indépendantes (x, y), que si elle s’accorde identiquement avec une certaine équation différentielle totale exacte
dz = Mdx -f- Xdy ,
e’est-à-dire, si en remplaçant dz par la valeur précédente, et égalant à zéro les cocllicicnis de tous les termes semblables, on peut déduire de ces équations do condition des valeurs de M et JV satisfaisant à l’identité
djr_d_\
dy dx
Mais il est visible que si l’on attribue aux cocfIicient.s P, Q, /},.... des valeurs arbitraires, ces conditions en général ne seront pas remplies et que par conséquent les deux variables (x, y) ne seront pas indépendantes. L’intégrale ne s’obtiendra dans ce cas comme plus haut, qu’en admettant qu’il existe entre ces deux variables une relation que l’on peut prendre à volonté,
f{x,y) = 0, dy = pdx.
Alors l’équation différentielle totale devient, en remplaçant y cl dy par leur valeur.
Pdz^ -+- Qp’dx’ Rdx* -V- Spdzdx -+- Tdzdx -i- Updx* = O,
d’où l’on tirera la valeur de dz qui sera de la forme
dz = ir. dx ,
IK étant une fonction connue de x et z seulement, parce que les y et
les P ou -p- peuver de celte dernière.
les P ou ^ peuvent être remplacés par leur valeur en x. L’intégrale
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jointe Q l’équotion
sera la solution chrrclice.
215. Cas OH l'on ne connait qu'une seule dérivée partielle. — Supposons que l’on ne connaisse qu’une des dérivées partielles ^ cl
posons
Comme cette dérivée a été obtenue en traitant y comme constant, il faut intégrer dans la même hypothèse et considérer la constante arbitraire comme une fonction arbitraire de cette variable ; on a donc pour intégrale complète de
dx
savoir :
F[x,y, z) = <fy,
71/ étant une fonction arbitraire de la variable y seule. Les équations
dz
dx
dz
conduisent aux intégrales
z = ax-i-fy, 2 = v"*"*.y* ■*■ ?!/» r =
Les mêmes calculs conduisent à l’intégrale, connaissant une dérivée partielle d’un ordre supérieur. Par exemple
conduit è
dz ox’
ax' y*x*
xyi/ -4- -If y
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ïÿ et Jii/ élaiil (leux fonctions arbitraires de y. De même
donne
ou plutôt
axy
ax*y*
ax‘‘y* 4 '
puisque rfy étant une fonction quelconque de y, f <fydy est elle-mérac une fonction arbitraire y' de cette variable.
216. Equations aux dérivées partielles. Elles ont toujours une intégrale. — Passons enfin au troisième cas et supposons que l’on ne connaisse la valeur d’aucune dérivée partielle, mais que l'on ait une relation entre un certain nombre d’entre elles et les variables (x,y, x), relation que nous désignerons en général par
dz dz d'^z \ dx* dy' dx* ’ J
On appelle encore intégrale, l’équation primitive qui y satisfait et la recherche de celte intégrale fait plus particulièrement l’objet de la branche importante d’analyse qui traite de l’intégration des équations aux dérivées partielles. Avant de nous occuper des dilTércntes méthodes d’intégration, il importe de démontrer à priori qu’à une équation quelconque aux dérivées partielles, correspond nécessairement une équation primitive ou une intégrale avec deux variables indépendantes (x, y], et une variable dépendante z, de la forme
Pour le faire voir, observons qu’une fonction quelconque F en (x, y) peut être conçue développée suivant les puissances entières et ascendantes de X, de sorte qu’on peut poser en général
Z == A -t- Jîx -t- Ci* -I- Dx’^ Pxr Qx’’+> h- etc. ,
dans laquelle A, B, C, D, P,.... sont des fonctions de y seul, et la question se réduit à démontrer la possibilité ilc trouver pour ces
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cocflicients indéterminés des valeurs telles que z satisfasse à une équation aux dérivées partielles donnée. Or, si l’on lire de l'équation pré-
ccdenle les valeurs de -r- > -7-» — cest-a-dire,
(Ix dtj ilx
ilz
- - = -+- ‘iCx -4- + elr.
dx
dz
dA du
dc ,
-4- -T- x’ -L- etc.
dy
dxfdif
diP
<iy
i) -J— X ’dyi
et qu’on les substitue, ainsi que eelle de z , dans l’équation aux déri vées partielles proposée, préalablement résolue par rapport à 1a déri vée dc l’ordre le plus élevé ou mise sous la forme
Jp+î; / dz dz d*z
dx’’dyi ’ fix’ dy' dt^'
le premier membre sera encore formé d’une série développée suivant les puissances dc x, cl en concevant le second membre, après la substitution des valeurs de z et de ses dérivées, développé de même par la formule dc Maclaurin, suivant les puissances dex, on sera conduit à une équation de la forme
(/■'/' dut
V-. 4- 2.3.... (n -4- l)-p-x -4- etc. = /!' -4. D'x
C'x^-4- etc.
dans laquelle A', ff, C, etc., sont des fonctions connues dc y, de dA d-A du
A, B, et dc — ) y) -r- > etc. Pour que cette équation soit
satisfaite indépendamment dc toute valeur attribuée à x, les deux membres doivent être identiques et il faut que l’on puisse égaler les cocOicicuts des mêmes puissances dc x, ce qui conduit à un certain nombre d'équations dérivées simultanées entre y, les fonctions A,
B, C,.... dc y, et les dérivées de ces fonctions. Or, il est visible que
le nombre de ces équations sera toujours inférieur à celui des fonctions inconnues A, B, C, P, Q, puisque le nombre d’équations
est marqué par le nombre de termes du premier membre, lequel
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commence pur lu IcUrc 7'; ces équnlions simultanées sont donc en général possibles et pourront servir à déterminer les valeurs de
P, Q, cl réquatiuii à coeflicients indéterminés posée plus haut
deviendra l'intégrale de la proposée. Observons que, eoniiuc le nombre d’équations auxquelles on est conduit est inférieur nu nombre de fonctions indéterminées .1, li, C, P, Q,...., quelques unes d’entre elles
restent arbitraires et ce nombre est d’autant plus grand que la déri-
vée - — T— est d’un ordre plus élevé. Si l’on avait développé la fonction (txnhji ' ' '
suivant les puissances ascendantes de y, on aurait trouvé que l’intégrale doit renfermer un certain nombre de fonctions arbitraires de x.
Il résulte de la : 4“ que l’intégrale d’une équation aux dérivées partielles renferme toujours une ou plusieurs fonctions arbitraires; 2" que le nombre de ces fonctions est d’autant plus grand que l’équation est d’un ordre plus élevé.
217. Plimimtlion des fonctions iirbitraires. — Une équation primitive renfermant une fonction arbitraire peut toujours être remplacée par une équation aux dérivées partielles du premier degré cl du premier ordre ne renfermant jdus ecllc fonction arbitraire. Soit en effet
l\x, y, Z, yu) = 0
l’équation primitive contenant une fonction arbitraire y d’une variable U représentant une fonction donnée de x, y cl z. On aura, en dérivant successivement par rapport à x cl y et remarquant que z est fonction de rcs deux variables,
(Ix
IL
•IL’hi
f du du dz
dz dx
dy du *
\^dx dz dx
<!fLL(
f du du dz
dz dy
dy du '
Ces deux équations donnent pour-^ et ^des valeurs qui renferment
«X dy
les fonctions arbitraires yti cl mais si l’on v substitue la valeur de
du
tirée de l’équation primitive et qu’on élimine ensuite entre elles le d y
coefficient indéterminé -j- » on trouvera une équation finale de laquelle
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dz dz
9 aura disparu et (iiii sera une relation entre les dérivées -r-» cl
dx di/
X, ^ et I, c’csl-à-dirc, une équation aux dérivées partielles du premier ordre dont
est Tinlégrale. Celle équation finale est
dz/dfdu df dii\ dz /df du df du\_df du df du
itx\dz dy dij dz / dy\(lx dz dz dx J dy dx dx dy
qui, dès que les fonctions f ci « seront données, prendra la forme
fl.
P, Q, fl représentant des fonctions connues de (x, y, z).
Si la fonction primitive contenait plusieurs fonctions arbitraires les deux équations dérivées partielles tlu iircmicr ordre ne sufliraient pas pour l’élimination et il faudrait sc procurer de nouvelles équations en prenant les dérivées partielles secondes, troisièmes, etc., ce qui conduirait évidemment à une équation finale d'un ordre d'autant plus élevé que le nombre de fonctions arbitraires à éliminer est plus grand.
218. Intégration d^:s éguations aux dérivées partielles du premier degré et du premier ordre. — Passons à l'intégration des équations aux dérivées partielles et occupons-nous d’abord des équations du premier ordre et du premier degré. Leur forme la plus générale est
ou Pp -t- Qg 1= fl,
P, Q et fl étant des fonctions données de (x, y, z). On voit que celte équation est de même forme que celle qui résulte de l’éliminalion de la fonction arbitraire entre
f(x,y,z, yu) = 0,
cl scs deux dérivées partielles (N" 217). D’où l’on peut déjà conclure, par induction, que l’intégrale que nous cherchons, contiendra une fonction arbitraire y d’une certaine fonction « des variables (x, y, z). Pour trouver celle intégrale , observons que l’équation aux dérivées
ciiAprniK XVI.
(lartiellps ayant luiijours uiiu intégrale, est insc|iarablc de l’équation dz !=-■ pdx -t- (jily,
qui n’est autre ehose que la diiïércnticlle totale de cette intégrale. En éliminant q, on fait prendre à l'équation donnée la forme suivante :
Qdz — Rdy -v- p {Pdy — Qdx) = 0 (1).
Il est visible que si nne équation primitive unique en (x, y, z) rend possible l’existence simultanée des deux équations diiïérenticlles
Qdz — Rdy = 0, Pdy — Qdx ■=0 (2)
ou des deux intégrales de celles-ci, cctic équation primitive unique rendra identique l’équation (I) et en sera par conséquent l’intégrale. Or si l’on intègre les équations diiïérenticlles, (2), considérées comme formant un système d’équations diiïérenticlles simultanées à trois variables et qu’on représente par
les deux intégrales'*’, C et C étant les deux constantes arbitraires et l', U deux fonctions connues de (x, y, z), il est visible que ces deux équations primitives qui vérifient (1) ne formeront une équation primitive unique que si U et C sont des fonctions semblables mais du
(') Il est à remarquer que ces deux intégrales existent toujours et peuvent s'obtenir de la manière suivante ; entre les deux équations
Q,lz — Rdy = 0, Pdy — Qdr = ().
on peut éliminer d’une part la variable r et d’autre part la variable z (voir le .\'o 20’i) et celles-ci seront remplacées par deux équations dérivées du second ordre en (ÿ.î) et en (x. y). Kn intégrant chacune une fois, on arrive à deux équations
/ dy\ { dy\ , dy
eontenantrune, ( y, z, j d i 1 autre. ( ' "" ^ remplace —
et _ par leurs x alcurs 7- et ^ tirées des deux équations précédentes et qu’ensuite tlx R P
on résolve par rapport à C et C”. on sera conduit & deux équations de la forme f{T,y.z) = C, P{r.y,z) = C, c'et-à-dire, aux équations
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reste arbitraires de V cl de C, c’est-à-dire, si la seconde intégrale est de la forme
qui a évidemment la même signification que la |iremièrc
La condition que C soit une fonction arbitraire de C est toujours remplie par cela même que C et C ont des valeurs arbitraires ; la seule équation de condition nécessaire pour rendre possible la simultanéité des équations (2) est donc
Celle équation primitive est par conséquent l’intégrale de la proposée. De plus eette intégrale est générale, puisqu’elle contient la fonction arbitraire que l’on sait devoir s’y trouver. On est donc conduit à celte règle : On intégrera deux des trois équations différentielles simullanées
Qdz — Rdy — 0, Pdij — Qdx = 0, Pdz — Rdx = 0,
dont l’une quelconque est visiblement comprise dans les deux autres, et si
sont les intégrales résolues par rapport aux constantes arbitraires, l’intégrale de l’équation aux dérivées partielles sc formera en égalant l’une des fonctions f’ ou l'à une fonction arbitraire de l’autre.
£n appliquant les mêmes raisonnements à réqualion aux dérivées partielles du premier degré et du premier ordre à trois variables indépendantes (x, y, u) ,
on démontrera de lu même manière que celle-ci étant inséparable de l’équation différentielle totale
dz ilz
(Iz = -—rfx tlll
t/x di/
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si l'on cliniinc l’cquntiun proposée sera satisfaile par les trois éiiiiations
Pdu — /?(/x = 0, Qdit — ltilij = 0, Stiu — Rih = O
oii par leurs intégrales, cl par conséquent toute équation priinitivu tiiiù/ue qui réduira ces trois équations à une seule, sera l'intégrale cherchée. Les trois intégrales étant
l'identité de ces trois équations ne peut avoir lieu que si U et C sont des fonclions arbitraires mais semblables de et de et si IV et C" sont aussi des fonclions quelconques mais semblables de F cl C ou de l' et C . Ces conditions sont toujours remplies pour les constantes, puis(|ue celles-ci sont arbitraires; il sudU donc que l’on ail, en représcnlant par f et •{» deux fonctions arbitraires,
V=?u, U=}\Vi
or, si l’on désigne par F une fonction arbitraire des deux fonctions déterminées U et IF, les deux équations précédentes conduisent à la suivante
puis(|uc dans la fonction y, quelques uns des V peuvent être remplacés par ÿlF. De plus, cette dernière équation rcnierme les deux autres comme cas particulier, |>uis(pie, par cela même (|iic la fonction F est arbitraire, on peut y supprimer les IF d’abord, ;>uis les U.
Comme l'équation V==F{F, IF) est unique, elle forme l’intégrale de l’équation aux dérivées partielles pro|)oséc.
Il est à remarquer que les trois éiiualions différentielles simultanées
Pdu — Hdx = 0, Qdtt — ndi/=s(), Sdu — Rdz = 0
conduisant par l’éliminalion de dx, dij ou dz, aux trois suivantes :
Pdy — Qdx = i), Qdz — Sdij — 0, Pdz — Sdx=0,
il sudira d’intégrer trois de ces six équations, ou trois é<iualions résultant de leur combinaison.
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219. Véri/icatiun de rintécjrale. — On peut vérifier que l'équation primitive
r=vf
conduit il l’équation aux dérivées partielles proposée, et en est par conséquent l’intégrale; en effet ses deux équations dérivées partielles sont
(/V dV dz\
dx dz dx dL'\dx dz dx)
dV dV dz d<^/dU dU dz\
dtj dz lÿ dÙ\dtj dz dij)'
et en éliminant la fonction arbitraire on trouve comme au
UL
iV 217,
'du dV du r/1
dy dz dz
dT\ /du dV _dU dr\
dyj^^ \dx dz dz dxj ^
du dV dJ^dV
dy dx dx dy
Or U et l'étant les intégrales des équations différentielles simultanées Pdz — lidx = 0, Qdz — ndy = 0, ou d’une combinaison de celles-ci , et les équations
du , du du
dx dy dz
dV , dV , dV ,
— dx + -.-dy — — dz = O,
dx dy dz
étant les différentielles tobles de U=C et de V=C, il est visible (jue dx,dy,dz ont la même signification dans ces quatre équations qui deviennent par l’élimination de dx et dy,
du,, dU„ du „ „ dV dV dV
dx dy ^ dz dx dy ^ dz
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Si de CCS deux dernières on lire les valeurs dc^ et -7— pour les
dy fiy
substituer dans (1), on arrive, toute réduction faite, à l’cqualion aux <lérivécs partielles proposée
l'p -h Qq= R.
220. Exemples d’intégration. Applications géométriques. — Cette niélliode d'intégration, appliquée aux équations aux dérivées partielles suivantes
ih dz
dz
dx
.dz
xg—-¥- 1’— = yz,
•' dx dy ^
dz dz
dx dy •'
conduit facilement aux intégrales
■■f(^ay
Prenons encore pour exemple
dz dz
dy dx ^
On en tire les équations simultanées
2ydy — ixdy==adz, '2xdx — 2ydx = zdz, adx-\-zdy==0
dont aucune n’est intégrable séparément; mais si l'on additionne les deux premières, on trouve en intégrant.
2xy = az+-s- C ou (x — y)* — ai— -= C.
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Substituant ensuite dans la X — y, celle-ci devient
2rfy =
et en intégrant.
première, la valeur
— adz
C -4- 02 -t- — de
j/2y = O log 2 (2 -t- O — J/2C-+-202 -h 2») -+- C' ou, après avoir remplacé C par sa valeur,
C'=y j/â — olog2 [2 -HO — (/2 (i —y)].
L’intégrale eherchéc est donc
y /2 - O log 2 [2 -H O - j/2 (i - y)] = 7 |^(x-y)‘ - 02 - ,
comme on peut le vérifier par la substitution.
Pour l’équation aux dérivées partielles
les équations différentielles à intégrer sont
(x— az)dz-*-(bx — aij)dy = 0, dy illlfl. dj = 0 ,
bx — oy
(y — bz) dz — (bx — oy) dx = 0, dx — dz = 0.
6x — oy
Si on les ajoute après les avoir multipliées respectivement par b et par O, et ensuite par y et par x, elles seront remplacées par les deux suivantes :
dz -H odx -H bdy = 0, xf/x -H ydy -h 2dx = 0.
L'intégrale cbcrchéc est dune
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On peut encore prendre pour cxcraplcs d’intégration, les équations aux dérivées partielles
dz
dz
,dz
et l’on trouvera pour intégrales
- = « -H Ÿ et ~ = ^ -
■9{xy)-
L’équation
dz _ ^ / d.V dif\
dx ‘ \dy Ax )
qui donne le facteur z propre à rendre différentielle exacte l’équation différentielle implicite à deux variables (N“ 177)
Mdy -+- Ndx = 0,
conduit aux trois équations différentielles ordinaires et simultanées Mdy Ndx = 0,
/dM dT
Sdz-z\^^
La première n’est autre que l’équation différentielle qu’on se propose d’intégrer. Il est visible qu’une seule de ces équations suffira pour . 1 /dM d\\
déterminer le facteur z, si ÿ( — ~dÿj contient que la varia-
1 /dM d\\ , • . ,
blc V, ou SI — I r- 1 no contient que la variable x, ce qui
•' M\dx dy J
s’accorde avec ce que nous avons déjà trouvé (N" 177).
Observons aussi que, comme l’intégrale générale contient une fonction arbitraire, on peut en déduire un nombre illimité de valeurs pour le facteur ;, en faisant varier la forme de la fonction arbitraire, ce qui s’accorde aussi avec ce qui a été démontré au N" 170.
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Les problèmes suivants, tout en offrant des exemples d’intégration, serviront à faire connaître la signifîcation géométrique de certaines équations aux dérivées partielles.
1“ Trouver l'équation générale des surfaces coniques. Une semblable surface est caractérisée par la condition que tous scs plans tangents viennent passer par un nicmc point. Or, l’équation d’un plan tangent à une surface
en un point {x, t/, z) est
(x',g',z') étant les coordonnées courantes du plan; si donc [a,b,c) sont les coordonnées du point fixe et qu’on remplace (x', y', 2') par ces valeurs, on trouvera l’équation aux dérivées partielles du premier ordre
qui exprime cette condition caractéristique et qui par conséquent, représente toutes les surfaces coniques. En intégrant on trouve
pour l’équation générale finie de ces surfaces.
2” Trouver l’équation générale des surfaces cylindriques. Cette surface est caractérisée par la condition que tous scs plans tangents sont parallèles à une meme droite. Pour que le plan tangent
qui est de lu forme
2' -t- ,i x' Hy' -t- D ~ O ,
soit parallèle à une droite fixe donnée par les équations x = ai, y=‘bz.
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il doit exister entre les eoellicients , la relation
i Aa -*• Bb = 0, e’est-à-dire, o4^-t-6^=I,
ax ily
qui est l’cquation aux ddrivees partielles de toutes les surfaits cylin driques. Elle a pour intégrale
x — az=>f{ÿ — bz).
5" Trouver l'équation générale des surfaces de révolution. Le earaetere qui appartient aux surfaces de cette nature, à l'exclusion de toute autre, est la propriété d’avoir ses normales dirigées vers l’axe de révolution ; en posant donc les deux équations de l’axe
x = az -i- a, ÿ = 6s-t-p,
ainsi que les deux équations d’une normale
il suffira d’exprimer que ces deux droites ont un point (x, y, z) commun. En éliminant (x, y, z) entre elles, on obtient l’équation de condition
ou, en supprimant les accents ,
qui est l’équation aux dérivées partielles des surfaces de révolution. Si l’on intègre, en suivant la marche indiquée à la page 4üS, après avoir remplacé x — « et y — ^ par x' et y’, on trouve pour intégrale
4“ On appelle couoïde la surface engendrée par une droite qui se meut de manière à glisser sur une droite et sur une courbe donnée nommée directrice, en restant parallèle à un plan fixe. Si l’on prend la droite donnée pour axe des Z et le plan fixe pour plan des XY, en
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supposant la droite perpendiculaire au plan directeur, il est visible qu’un plan tangent à cette surface en un point (x, y, z) contiendra la génératrice qui passe par ce point, puisqu’il contient les tangentes à toutes les courbes tracées sur la surface et que la génératrice ellemême est une de ces lignes. D’où il suit que ce plan prolongé rencontrera l’axe des Z en un point dont le z sera égal à celui du point de contact. Or l’équation d’un plan tangent au point (x, y, z) est
Pour obtenir le point d’intersection avec l’axe des Z, il faut faire x' = 0, y = 0 et l’on trouve pour le z* de ce point.
dz
dy
Comme cette ordonnée doit être égale au z du point de contact, il vient en remplaçant z' parz.
dz dz
Tx^^^Tyy
qui est l’équation aux dérivées partielles des conoïdes. L’intégrale
est l’équation finie de toutes les surfaces de cette nature. Lorsque dans l'équation aux dérivées partielles
„ dz ^ dz
les coefficients P, Q, R ne contiennent pas la variable dépendante z, l'intégrale, ainsi qu’on a pu le vérifier dans quelques-uns des exemples que l’on vient de traiter, est toujours de la forme
U et Fêlant des fonctions en (x, y) de forme déterminée et y une fonction arbitraire de u; car si l’on pose les deux équations dilTércnliellcs simultanées
Pdy — Qdx = 0 , Pdz — Rdx = 0 ,
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la première, qui ne contient que x et i/, aura pour intégrale
dans laquelle u est une fonction connue de (x, y) et en éliminant y entre cette intégrale et la seconde équation différentielle, celle-ci mise sous la forme
dz
s’intégrera par une quadrature et donnera
f étant une fonction déterminée de x et de C et par conséquent, F une fonction déterminée de (x, y). C est une seconde constante arbitraire. L’intégrale C = ?C de l’équation aux dérivées partielles est donc
Z == F + yM,
comme il est dit plus haut. Celte remarque nous sera utile quand nous nous occuperons de l’intégration des équations linéaires d’un ordre plus élevé.
221. Détermination des fonctions arbitraires. — On voit par les exemples précédents que la présence des fonctions arbitraires dans les intégrales des équations aux dérivées partielles est nécessaire pour donner h ces intégrales le degré de généralité qu’ont les équations dérivées. La fonction arbitraire ne cessera d’étre iniléterminée que lorsqu’on aura soumis chacune des surfaces à une condition particulière qui en détermine complètement la forme. Ainsi si pour le colloïde, on donne les équations de la directrice
x = fz et y = Fz,
comme celle-ci doit être renfermée dans la surface
CCS trois équations devront coexister et en représentant - par u , on aura à la fois
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En résolvant ccUc dernière équation par rapport à z, cette variable sera exprimée par une fonction connue de u qui donnera la forme de la fonction arbitraire puisque les deux valeurs de z doivent s’accorder.
De même, si la surface cylindrique
X — «r = v(i/ — bz) est assujettie à passer par une courbe donnée x = tj^Fz,
il faut que les memes coordonnées (x, y, z) satisfassent è la fois aux trois équations précédentes; en représentant donc y — bz par u, il vient
y — bz = u ou Fz — bz= u,
d’où l’on tire z en fonction de «, et par suite x, à cause de x = fz. En substituant ces dt:ux valeurs dans x — az, cette quantité sera remplacée par une fonction connue de u, laquelle indiquera la forme de la fonction 7 puisque l’on a
■lu =
Pour déterminer la forme de la fonction arbitraire daus l'équation de la surface conique , par la condition que celle-ci soit assujettie à envelopper une surface donnée et h avoir son sommet en un point donné , il faudra commencer ]iar chercher la courbe de contact du cône et de la surface (N“ 109) et assujettir la surface conique à contenir cette courbe comme on l’a fait pour les surfaces cylindriques.
La fonction arbitraire dans l’équation générale des surfaces de révolution, s’obtient par une marche analogue, connaissant la forme de la courbe génératrice. Cette courbe est encore donnée par deux équations en (x, y, z) dont l’uuc doit être linéaire et contenir l’axe de révolution, si, comme on le suppose, la courbe génératrice est plane. Les équations de la courbe génératrice dans l’une de ses positions sont donc
z -4- «IX -t- «ÿ -L- r = 0, f{x,y,z) = 0
et on déterminera la fonction arbitraire en assujettissant cette courbe à se trouver sur la surface, ce qui se fera de la même manière que pour les surfaces cylindriques.
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222. Intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre et de forme quelconque. — L’intcgration d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre, mais de forme quelconque, peut être ramenée à l’intégralion d’une certaine équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre et dépend par conséquent de la théorie qu’on vient d’exposer ; soit en effet
l’équation proposée. Si on la dérive par rapport à y, en remarquant que, comme p et q doivent pour plus de généralité, être considérés comme fonctions de (z, y, ;), z étant fonction de z et y, les dérivées de P et 1/ sont données par
dp dp dz dp dp dq dq dz dq dq
dy dz dy dy~^ ^ dz dy dz dy dy~*~ ^ dz'
on est conduit à l’équation suivante :
dy
df df /dp dp\ df/dq
Tz^-^rp(dÿ^^Tz)-*-d7X^j
D’un autre eété , on a vu (N“ 99) que la dérivée totale de p par rapport à y, savoir, 7 égale i la dérivée totale de q par
rapport à z, ou ^ p l’équation précédente peut donc prendre la forme
df dq df dq dp dx dq dy
tlqjdz dy
df df df ... . , r •
Si dans -/-* -f et -p qui sont des fonctions connues de
dp dq dy dz
z, y, z, p, q, on remplace les p par leur valeur en (z, y, z, q) tirée de l’équation aux dérivées partielles donnée, l’équation qu'on vient de trouver ne contiendra plus que Jes trois dérivées partielles
■ÿ’ sous forme linéaire, avec des coefficients fonctions de
dx dy dz
(z, y, z) et de la variable dépendante q ; clic sera donc de la forme
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c’est4-dire que la valeur de q en (x, y, :) peut être déduite d'une équation aux dérivées partielles du premier degré et du premier ordre à quatre variables (x, y, z, q), en donnant successivement à la fonction arbitraire 7 qu’elle doit contenir toutes les formes possibles.
Après avoir donné à cette fonction y une forme déterminée, on tirera de l'intégrale particulière, la valeur de qf que l’on substituera dans la valeur de p tirée de l’équation /"(x, y, z, p, q] == 0, et l'on sera ainsi conduit ù deux équations de la forme
dans lesquelles V et U sont deux fonctions connues de (x, y, z), et l’on intégrera le système de ces deux équations comme on l’a fait au N° 211. On sait que cette intégration n’csl pas possible pour des valeurs arbitraires de V et U; mais il est à remarquer que la condition d’intégrabilité est ici nécessairement remplie, puisque c’est cette condition même qui est exprimée pur l'équation dont on a tiré la valeur deq, condition qui consiste en ce que la dérivée de p ou F par rapport ù y est égale ù la dérivée de q ou U pur rapport à x.
Si l’on applique ce qui précède, ù l’équation :
on est conduit à l’équation linéaire aux dérivées partielles en (x, y, z, q],
dq q dq n’ dq
dx dy dz
dont l’intégration dépend des trois équations simultanées suivantes :
dq = 0, — — = (/r, n'dy = qdz.
I.a première donne
et par suite, les deux autres donnent
p/ïï* — a
C, nhf = Cz -V- C".
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Comme l'inlégralc finale s'obtient en égalant C à une fonction arbitraire f de C et de C", cette intégrale sera
que l’on obtient en tirant des trois intégrales les valeurs de C, C, C".
. • .•> Il — y*
Si l’on donne a la fonction f une forme particulière telle que >
le système des deux équations à intégrer devient
et l’on trouve pour intégrale,
(nx -H C )* -H «*i/* = (a -i- s)*
qui contient une constante arbitraire C. Cette équation appartient à un cène droit à base circulaire ayant son axe parallèle à l’axe des Z.
En déterminant la fonction y de manière qu’elle se réduise à une constante a, on trouve pour intégrale,
qui représente un plan.
On est conduit à l’équation aux dérivées partielles précédente en chcrcbanl les surfaces qui jouissent de cette propriété, qu’une portion limitée d’une manière quelconque soit dans un rapport constant avec la projection de cette portion de surface sur le plan XY ; car cette propriété exige que le rapport de l’un des éléments de la surface à la projection de cet élément soit constant, c’est-à-dire, qu’on doit avoir
(Ixdi/ j/ 1 P* -H 7* I
d’où
h p’ -+- 7* = fc* et P* 7' = a
en remplaçant 6* — 1 par a*. Ces surfaces en nombre infini et dont le cône et le plan qu’on vient de trouver ne sont que des cas particuliers, sont appelées ét/uivalenles, parce que tous les cylindres de base équivalente élevées en un endroit quelconque du plan XY, interceptent sur CCS düTércntcs surfaces des portions de même étendue.
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L'cqualion aux dérivccs partielles
pq = x,j
conduit à l’intégrale suivante en q,
et si Tou réduit la fonction ù la forme particulière a - > il vient zy „ a-fo-v-t/»)
et l’on trouve pour intégrale de l’équation proposée, s* = (y« + o)(x*-4- C).
223. Solutions singulières des équations aux dérivées partielles. — Une remarque fort simple conduit à d’autres intégrales en nombre illimité, d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre et d’un degré quelconque. Supposons qu’après avoir donné à la fonction arbitraire y du {.N" 222), une forinc particulière telle qu’elle contienne une constante arbitraire a, on ait trouvé comme dans le numéro précédent,
F et U étant des fonctions déterminées de (j, y, z), et qu’en intégrant le système de ces deux équations ou l’équation différentielle totale
dz = Vdx Udy,
on soit conduit à une intégrale de la forme
C étant une nouvelle constante arbitraire. L’une des deux, C par exemple, |)uurra, par cela meme qu’elle a une valeur arbitraire, être remplacée par une fonction arbitraire de a et l’iutégralc deviendra
Si l’on donne à a des valeurs différentes, la fonction ^ restant la
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même, cette équation représentera une suite de surfaces dans chacune
desquelles les valeurs de ^ et ^ ou p et </ satisferont à l’cquation
aux dérivées partielles proposée. Or, on sait qu’en éliminant a entre cette dernière et sa dérivée prise par rapport à a, savoir :
da
l’équation finale en (i, y, s), quelle que soit la forme que l’on assigne à la fonction est l’équation de la surface enveloppe de toutes les surfaces représentées |>ar l'intégrale et comme cette enveloppe est tangente à toutes les surfaces variables, son équation doit, en général,
donner pour ^ et ^ les mêmes valeurs que ces dernières, valeurs dx dy
qui satisferont par conséquent aussi îi l’équation aux dérivées partielles. On aura donc autant de solutions que l’on voudra, en donnant à la fonction des formes particulières et en éliminant ensuite a entre les deux équations
da
Ainsi si l’on considère l’équation aux dérivées partielles P* -V- q* = n* ,
pour laquelle on a trouvé q = a cl par conséquent p = (/n* — a’, en intégrant le système de ces deux équations, comme on l’a vu au N° 222, on trouve pour intégrale
z = x |/ II* — à* 4- -4- i|/a
et en donnant à •{■a la forme particulière — a’ , on est conduit a cette nouvelle intégrale
î* = II* (x 4- 1)* -4- n^y*.
Kn supposant la fonction '{>a égale !i une constante absolue 6, In solution devient
L)c même l’équation aux dérivées partielles
P = (qy 4- :)*
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conduit à l’équation du premier degré et du premier ordre
it] {<I'J -)
et par suite, aux équations simultanées
d(f = iq (qtj -t- z) rfx , ydq = — 2qdy,
(z — qy)dq = iqdz. La seconde donne en intégrant.
et l’équation proposée conduit ù la valeur suivante de p,
Si l’on intègre le système de ces deux équations, on trouve pour intégrale de la proposée,
[zy -A- o) O — x) = ^.
D’autres intégrales s’obtiendront en éliminant a entre la précédente et sa dérivée par rapport ù a,
■}a — X -4- (zy -t- n) ji'a = 0 ,
après avoir assigné à la fonction une forme particulière.
Les intégrales obtenues de la manière précédente, et données par les équations de surfaces enveloppes, se présentent en apparence sous forme de solutions singulières, c’est-à-dire, d’équations primitives privées de fonction arbitraire et satisfaisant ù l'équation aux dérivées partielles proposée; mais bien qu’on ne puisse effectuer l’élimination de a qu’après avoir donné à la fonction une forme particulière , l’ensemble des deux équations n’en contient pas moins une fonction arbitraire -!f, ce qui donne ù ces solutions singulières toute la généralité et le caractère des intégrales.
224. Intégration des équations aux dérivées partielles des ordres supérieurs. — Les méthodes générales pour l’intégrution des équations
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aux dérivées partielles d’un ordre supérieur font entièrement défaut. Ce n’est que dans certains cas particuliers et par des moyens appropriés à cliaquc exemple que les géomètres sont parvenus à effectuer un petit nombre d’intégrations pour lesquelles nous renverrons aux traités spéciaux et aux recueils académiques. Il y a cependant quelques cas où l’on peut faire dépendre l’intégration de celle d’équations simultanées aux différentielles totales, comme pour les équations dérivées du premier degré et du premier ordre (N“ 218). Cela arrive toutes les fois que l’équation proposée est linéaire par rapport aux dérivées partielles de l’ordre le plus élevé de la variable dépendante. Prenons pour exemple l’équation du second ordre. Sa forme la plus générale est
/?r <Ss -A- 7^1 = U
dans laquelle r, s, t sont les trois dérivées du second ordre -j— ; j
dx~
■ , ^ et li, S, T, U, des fonctions quelconques de x, y, z, », q.
dxdy dy*
A cette équation, il faut joindre les suivantes
dz = pdx -+- qdy , dp = rdx + sdy , dq = sdx -a- tdy.
En tirant de la deuxième et de la troisième les valeurs de r et < pour les substituer dans la proposée, celle-ci devient
Itdpdy -A- Tdqdx — Udxdy = s{Iidy* — Sdxdy -a- Tdx-).
Or toute équation unique qui satisfera à la fois aux deux équations différentielles totales simultanées
, Rilpdy -A- Tdqdx — Udxdy = 0,
Rdy- — Sdxdy -a- Tdx^ =0,
rendra la proposée identique et en sera par conséquent l’intégrale. .Soient
les intégrales de ces équations, <f et-} étant deux fonctions déterminées de [x, y, Z, p, q) et (C, C), deux constantes arbitraires. Pour que ces deux équations se réduisent à une équation unique, il faut et il siillit que ■} et C soient chacune des fonctions F arbitraires, mais de même forme de ? et C, c’est-à-dire qu’il sulTit que l’on ail
C.VLCCL INTEORAL
La seconde <Ie ces eoiulitiuns est loujours remplie, puisque C et C sont arbitraires; la condition unique est doue
qui est l’intégrale de la j)roposëe.
La seconde des équations simultanées est du second degré en dx et dy et se décompose en deux autres de la forme
dy — Mdx, dy = Xdx
et il suflira d'intégrer l’un ou l’autre des deux systèmes d’équations simultanées
RMdp -+- Tdq — L’Mdx = 0, dy — Mdx = 0 ou
R.\dp H- Tdq — V.Xdx = 0, dy — Ndx = 0.
Prenons pour exemple
x*r -t- 'ixys -t- y*t = 0.
Les deux équations simultanées seront de la forme
dy — - dx = 0, xdp + ydy = 0.
La première a pour intégrale y = Cx, et la seconde qui devient
dp Cdq = 0
s’intégre immédiatement et donne
P -^-Cr/ = C.
En tirant de celles-ci les valeurs de C et de C, on trouve pour intégrale de l’équation aux dérivées partielles du second ordre proposée,
C' = F(C), c’est-ù-dire, p
L’intégrale finale s’obtiendra en intégrant de nouveau cette dernière équation, qui est du premier ordre et du premier degré. En y appliquant la métboile du N° 218, on trouve pour équations düTércnlicllcs simultanées
xdy — ydx = ü.
dz — F^^dx=0.
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La première a encore pour intégrale y=Ci, sous la forme
dz — F{C)dx = 0,
donne
z — xF{C)=C-,
et la seconde
mise
l’intégrale finale devient ainsi
C'= f{C), c’est-à-dire,
F cl f étant deux fonctions arbitraires.
Il est à remarquer que cette marehc ne conduit à l’intégrale que dans un petit nombre de cas, parce que l’intégration des équations dilTércnticlles totales simultanées auxquelles on est conduit, n’est possible que lorsqu'elles sont des différentielles exactes de fonctions en (x, y, Z, p, (/), ce qui n’a lieu que pour certaines valeurs de R, S, T, IJ, ainsi qu’on l’a vu au N” 210.
22j. Intégration des équations linéaires aux dérivées partielles, d coefficients constants. — Lorsque l’équation est linéaire par rapport aux dérivées de tous les ordres et par rapport à lu variable dépendante et que tous les coefllcients, y compris le terme final, sont constants, l’intégrale peut s'obtenir d’une manière générale. Ces équations sont de la forme
d'z d"z d"z d^z dz , dz
- — ho-; — t7- m i-r -Ï-T-+-S-7--4-S -j- -i-1z-4-m=0,
f/x" dx’~Uly dx" *dy^ dy* dx dy
a, a', a" r, r', r", s, s', /, u étant des constantes. On peut faire dis-
paraître le terme final u, en remplaçant z par z — -t ce qui transforme l'équation dans la suivante :
d"z d'z , d"z d-z dz dz
~î~~ ® ~j n — ^ “ J — •~T~ï * , ■+" s — — h s — — H tz = 0.
dx" dx'^'dy dx’'' -dy* dy* dx dy
Pour intégrer cette dernière, observons que
satisfait à l’équation proposée, quel que soit m, pourvu que m' vérifie l’équation
m" -+- -v- m'* -i- sin -+- s’m' -+- t =0,
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qui résulte de la substitution de & : dans l’équation proposée.
En tirant de ccllc-ei la valeur de ni' en m et posant m' = ■|oii, on aura jiour intégrale jiurlieulièrc ,
et si -!/m, y'm représentent les différentes valeurs de ni' nu les différentes racines, les équations
seront des intégrales particulières distinctes. Or, en suivant une marelle analogue à celle que nous avons employée pour l’intégratioii lies équations différentielles linéaires (N° l'-H), on prouvera sans peine
que si A,A\A", B, If, B", sont des constantes arbitraires
et ni, m', m", des valeurs quelconques attribuées à m, la valeur
suivante de z
satisfait également à l'équation aux dérivées partielles; de sorte que l'intégrale générale pourra se mettre sous la forme
Z = h- etc.
le signe sommatoire £ indiquant la somme de toutes les valeurs que peuvent prenilre ces termes quand on attribue à ^ et m, B et m, etc., toutes les valeurs possibles.
Si l’équation en m et ni' trouvée plus haut, donnait pour m des valeurs égales, si par exemple, les fonctions •!/ et •!/ étaient identiques, l’intégrale précédente n’aurait plus toute la généralité possible. En suivant une marche semblable à celle du N° 19G, on démontre que dans ce cas z = i/e"'+!cj<“ est aussi une intégrale particulière qu’il faudra joindre à la valeur de z trouvée plus haut, pour avoir l’intégrale générale.
Celte intégrale prend une forme très simple, lorsque l’équation aux dérivées partielles ne contient que les dérivées d’un même ordre n. ■tlors l’équation en m et m' se réduit à
ni" -1- am"~' m' 1- w'"~' a’"’m'" = 0
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que l’on peut mcltrc sous la forme suivante en divisant par mi”.
Cette équation étant résolue par rapport à — donnera pour cette fraction, des valeurs que nous désignerons par r, r', \ on aura donc
m' — riH , Ml' = r'm , mi' = r"ni etc.
et l’intégrale générale deviendra
z= c"''"*'’'"» -4- -f- ïCc"'+''’ ■+■ etc.
que l’on peut écrire ainsi
ï = -4- -4- ïC(e*+'''»)"* etc.
Or représente la somme de toutes les puissances de la fonc-
tion c'*'-' multipliées respeelivement par des coeOicieiits eonstanis arbitraires A cl l’on a vu (N° 4ô) que toute fonction de x -h rij peut sc développer suivant les puissances croissantes de ou de toute autre fonction de a: -4- ry; d’où il suit que ïy4(e'+'!')" représente une fonction arbitraire y de x -t- ri/ , comme représente une fonc-
tion arbitraire y' de x -t- r'y etc. L’intégrale peut donc être mise sous la forme
Z = y(x -4- rÿ) -4- y'(x -4- r'ij) -4- y"(x -4- r"y) -4- etc.
Par exemple pour l’équation aux dérivées partielles
d*z ,i'z il y* " dx*’
on trouve
m' = am , m' = — am
cl l’intégrale devient
z = y(x -4- ay) -4- y'(x — oy).
22C. Intéijration par les séries. Intégration des équations linéaire.^ à coefficients variables. — S’il n’y a pas de méthode générale pour trouver l’intégrale complète des équations aux dérivées partielles,
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exprimée i)ar un nuinlirc limité de termes, il n’en est |)liis de même de leur intégration au moyen des séries infinies. La niarehc suivie au N” 216 pour démontrer l'existence de eette intégrale, indique suHisaminent ce qu’il faut faire pour trouver dans tous les cas cette série, ou du moins pour la faire dépendre de l’intégration d’équations différentielles totales simultanées. La méthode des coefficients indéterminés fournit un autre procédé ordinairement plus cxjiéditif. Soit à intégrer
'Ih—
ilx^ ^ dy
Supposons l’intégrale, quelle qu’elle soit, dcvelo])pée suivant les puissances ascendantes et entières de x et mise par conséquent sous 1a forme
; = Y a- Y'x -a r'x* Y"'x> etc.
y, y'....’, ne pourront être que des fonctions de y que l’on déterminera eu substituant à z la valeur précédente dans l’équation dérivée donnée et en égalant ensuite les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres. On est conduit ainsi aux équations
a (lY 1 .2 dy
U dY' 2.3 dy
y/of
JL
dy
On voit par là que les deux premiers coefficients 1' et Y' restent indéterminés et que les autres sont exprimés en fonction de 1' et y' et de scs dérivées. L’intégrale a donc la forme suivante :
. nj- , UJ. ,, u-j, ,, ii-j ,,,
rj .J 1.2.3 ' 1.2.0.4 1.2..V.4.5
en remplaçant )' et 1” par ^y et !fy cl en désignant par ’V etc., les dérivées de ces fonctions.
Ce procédé peut s’appliquer à toute équation aux dérivées partielles, quelle que soit sa forme; mais il est particulièrement commode pour l'intégration des équations linéaires, que les coefficients soient constants comme dans l’exemple précédent ou qu’ils soient variables. Ainsi pour l’équation
dxdy ^ dy*
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011 poser» encore
z=:Y^ Y's ■+■ Y"x* -4- r"x’ -H de.
e( l'on sera conduit aux équations de condition
<iy
_dY'"
~dy*'
lY»"
<nY"
,.dY""'
<iy
etc.
d'où l'on tire
Y'"" = de. ; l'intégrale est donc de la forme
^ = yy + Ç?'*/ H- fy -H ,"’y ^ de.
Cx -1- C'x'^ -t- L'-'x^ C"'x* -+- etc.,
ou plutôt
■ix — ? 1/ -t- 9 V — TT.
etc.
il»n.s laquelle ^ et -ji sont deux fonctions arbitraires runc en y et l’autre en z.
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Dcli-rmiiialion ilc ()ui>I(|ups intégrales définies. Procédé fondé sur la dérivation sous le signe. — Procédé fondé sur riiilégriition sous le signe. — Procédé fondé sur rintégration par l>arlies. — Procédé fondé sur le développement en série. — Procédé fonilé sur remploi des intégrales douldes. — Procédé fondé sur l'intégration indéfinie d’une certaine dilfércnticlle. — Procédé fondé sur l’intégration rl’une éipiation aux dérivées partielles. — Procédé fondé sur le passage du réel à l’imaginaire. — Formule de Oiucliy. — .\ntrc foruiide de Caucliy. — Intégrales définies diseonlinues. — Intégrale culérienne de seconde esjiècc. — Intégrale culérienne de première es|ièce. — F.xpressions des functions par des intégrales définies doubles. — Application de la formule de Foncier ù la recherche de i|uch|ues inlegrales.
227. Détermination de quelques intéijrales définies. Procédé fondé sur la dérivation sous le signe. — On a vti (N" 141) que l’ititégralc definie d’ttne difTërcnlielle donnée sc déduit en général de son intégrale indérinie; mais on peut aussi dans eerlains cas, à la vérité jtcu nombreux, trouver l'intégrale définie de certaines dilTércntieilcs, quoique l’intégrale indéfinie ne suit pus connue ou du moins, sans faire usage de cette intégrale.
Le premier procédé est Idiidé sur la dérivation sous le signe, et consiste à dériver une intégrale définie connue par rapport à une eotisfante littérale contenue dans la dilTéreuticllc. Supposons que l'uti ait
• ni
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«I el II étant deux limites invariables et indépendantes de la cmistanle a cumprise dans la différentielle f{x,a.)dx et dans l’intégrale définie eonnuc Fa. Comme a est quelconque, on peut le remplacer par % -t- i et écrire
I f{x, a + i) (Ix = F{a -H i).
Jm
l'ài retranchant membre à membre la précédente et divisant pur i , il vient
r" /~(x, a -*-{) — f[x, g) ^ F(a t) — Fa
et si l’on fait converger i vers zéro comme à la fin du N° 207, un trouve enfin
En comparant celle-ci à l’équation primitive, on voit que pour dériver une inléijrale définie d limites constantes, par rapport à a, il suffit, comme pour les intégrales indéfinies (N" 207), de dériver sous le signe d'intégration.
En dérivant de nouveau les deux membres par rapport à a, on a aussi
C'ÏI
dx
et si les fonctions F cl f renferment deux constantes littérales iiulépciidantes a et on voit sans peine que l’on peut poser
dadp d'/(/3 ’■■■■
Si m et n étaient fonctions de a, la dérivée s’obtiendrait de cette manière : F[x, a) étant l’intégrale indéfinie de f{x, a)dx, l’intégrale dé-
Unie l f{x,a)dx sera donnée par F(/i, a) — F{m,a.) et sa dérivée Jm
par rapport à a sera
dF(n,a) dF{n,a)dn dFlin,^] dF{m,a)dm da fin da da dm da
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(//■’(«, a) dF{m,o) d[F{n, a)— F{m, a)] , , .
Ur, J — — ou J n est autre chose
que In tltTivéc 'le l'intégrale définie F(x, a) , prise en considérant
\ -r-dxy tandis que ;
' ni
m cl n cniiinic constants, c’est-à-dire,
dF{ni, a) , , , dF(x, a) , . , , .
— — sont les valeurs de j -, quand or est égale u n
ou à m, c’est-à-dire, f(n, a) et f{tn, *); on trouve donc pour lu déri-
véc de l f(x, a) dx par rapport à a ,
Jm
, , ,, dn dm ,
dans laquelle — et — sont connus, puisqu on connaît m et n.
U a di
Prenons pour exemple l'intégrale dérinic connue, a étant positif.
^dx = — ■ a
Si l’on dérive les deux membres par rapport à a, on est conduit à cette nouvelle intégrale définie
et en dérivant u fois de suite, on trouve
dans laquelle a est quelconque, mais positif, et n un nombre entier et positif.
En dérivant de même les intégrales connues
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on est conduit à ces intégrales défînics plus gcnéraics,
* dx 1.5.îj...(2n — 1) TT f* 1 I , 1.2.5. ...n
dans lesquelles n est ncccssaircincnl un nombre entier. On prendra le signe supérieur ou le signe inférieur selon que n est pair ou impair. Pour m = ü, il vient
l log'xdx = db 1.2.5 n.
Considérons encore l’intégrale définie suivante facile à trouver.
dx,
Si l’on dérive les deux membres par rapport à o en remarquant que les limites sont des fonctions de cette quantité, on trouve
d’où l’on tire la valeur de cette nouvelle intégrale définie.
’dx~ _
En dérivant de nouveau par rapport à a, il viendrait
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228. Procédé fondé sur l'intégration sous le signe. — Si au lieu de dériver les deux membres de l’équation pur rapport à une des eonstantes, on multiplie les deux membres par la dilTércntielle de eelle-ci et qu’on intègre ensuite, ce qui revient à prendre de part et d’autre une somme de quantités égales, on obtiendra de nouvelles intégrales définies; ainsi, en multipliant par da, on trouve
da l e~“dx, c’est-à-dire,
Jo
dxe' “‘da ‘
da
et en intégrant par rapport à a entre les limites b et c, il vient r» ^1..
— — dx = log^.
En multipliant les deux membres de l’équation r»
dx
par 2a da et intégrant depuis a — b jusqu'à a — c, on trouve de même
( TT (6 — c).
Ce procédé n’est admissible que lorsque la diiTércnticIle reste finie et eontinue pour des valeurs de a comprises entre les limites de l’intégration.
229. Procédé fondé sur l’intégration par parties. — Quelquefois une intégration par parties conduit à des relations entre certaines intégrales définies, au moyeu desquelles celles-ci peuvent être déter-
Jw
er“‘ sin bxdx
et l e"“*cos bxdx que nous représenterons par m et n. En intégrant •^0
par parties, il vient
. , / cos 6x\ C cos bx
f e~“‘ sin bxdx — — / e' ^ — J — \ • — ^ — ae~“‘dx
. . / sin bx\ fsin hc ,
/ e~“ cos bxdx = f e^“‘ — — j t- ^ “‘dx.
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Si l'on prend ces inlégralcs entre les limites O et ao , en remarquant cos 6x sin bx
et e~
-se réduisent respectivement
que pour 1 = 0, e“ “'-
à ^et 0, et que pour x = so , clics se réduisent toutes deux à zéro,
pourvu que a soit positif et ne soit pas nul, on trouve en remettant pour ces intégrales leur valeur m et n,
d’où l’on tire
c’est-à-dire que l’on a pour toute valeur positive de a et tant que a n’est pas nul ,
e~“* sin bx dx
230. Procédé fondé sur le développemetit en série. — Le développement des fonctions en série conduit quelquefois aux valeurs de certaines intégrales définies. Soit la série supposée convergente
/x = a -1- 6x -+- ex’ i/x’ -H etc.
Remplaçons x par pe^^ * ou p (cos : -i- 1/— 1 sin i); il vient
f[pe ) = U -1- bpe -♦- cp^e -4- etc.
dont le second membre est encore convergent, pourvu que p soit inférieur à la plus grande valeur qu’il est permis de donner à x , ou pourvu que
a + bp + cp* -1- dp^ -I- etc.
soit convergent, parce que en remplaçant les quantités exponentielles par leur valeur trigonométrique, le second membre prend la forme
O 6p cos Z -+- c/i* cos 2z ■+■ dp^ cos ôz -+- etc.
H- |/ — i [bp sin Z -t- ep’ sin 2z -H dp* sin 3z -4- etc.)
cos bx dx ■■
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et que ces deux séries sont convergentes lorsque a -t- bp ■*- cp* -H dp^ ■+■ etc., SC trouve dans ce cas, d’après ce qu’on a vu au N“ 56.
Si l’on multiplie les deux membres par e * dz, i étant un
nombre entier et positif quelconque, et qu’on intègre entre les limites Oct 'iiz, tous les termes du second membre disparailronl, puisque l’on a, quelle que soit la valeur de n.
Un seul terme du second membre fera exception; c’est celui où l’exposant de X est égal à t et qui a pour coeflSeient L’intégrale de ce terme est
\dxOo 1-2-5 «■
Il vient donc
Si le nombre « était négatif, il est visible que tous les termes du second membre sans exception seraient nuis.
Prenons pour exemple la fonction — (® —
développable en série convergente, pourvu que x soit plus petit que a. On trouve
pourvu que p soit inférieur à a.
Comme |/ — I a deux valeurs, on peut remplacer I par
— 1 et il vient encore
J a-pe
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En additionnant et retranchant successivement ces deux intégrales,
sl/ZTf , ^
après avoir remplacé e par sa valeur trigonometrique, on trouve CCS deux nouvelles intégrales définies dans lesquelles » est un nombre entier et positif,
a cos tz — P cos (f -I- 1 ) Z a* — 2(ip cos Z P*
sin iz — p sin {« -h 1 ) z U* — 2ap cos z-k-p*
dz
Pour 1 = 0, la première devient
a — 1) eos Z ,
— dz =3 — •
a* — Sapcosz^-;)* a
En multipliant les deux membres par 2da, puis intégrant depuis a = a jusqu’à a = 00 , on est conduit a l’intégrale définie suivante
l log (a* — 2ap cos z -4- p’) dz = 4:r log a.
231. Procédé fondé »ur l'emploi des intégrales doubles. — L'emploi des intégrales doubles conduit à une intégrale définie remarquable.
lieprésentons par À l’intégrale définie l e~“' dx, et par y une autre
v.ariahle indépendante de x. Si l’on remplace x par ay, u étant une quantité quelconque positive, et dx par ady, et qu’on intègre
c ady par rapport a y, l’intégrale 1 ady sera aussi égale
à .1, parce que, quelle que soit la valeur de a, ay passe par toutes les valeurs comprises entre 0 et l’infini, quand y varie depuis zéro jusqu’à rinlini; on a donc, en multipliant les deux intégrales et remplaçant a parx,
^ C »*dx. ^ c xdy = A- ,
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qu'on peut écrire de In manière suivante, comme on l'a fait pour les intégrales doubles, attendu que les variables x et t/ sont indépendantes,
et par conséquent,
La racine positive de n- peut seule convenir, i»arcc que e~’*ilx reste positif pour toute valeur de x et que par conséquent l’intégrale est nécessairement positive.
On trouve ainsi
252. Procédé fondé sur l’intégration indéfinie d'une certaine différentielle. — On peut dans certains cas faire dépendre la rccberche d'une intégrale définie, de l'intégration indéfinie d'une certaine diiïércntiellc. Soit, par exemple,
cos hxdx.
A est une fonction de 6; et en dérivant les deux membres par rap' port à b, il vient.
dA
ilb
sin bx.xdx ;
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or, si i’oii intègre par parties, on trouve
/■sin 6xe'“** xdx= — sin bx h \ cos bxbdx
et en prenant celte intégrale indéOnic entre les limites Ocl oe , on aura, en rcniarqiiant que le terme hors du signe est nul à ces deux limites, pourvu que a ne soit pas nul ,
*sin6xjt/x =
On a donc
COstxWx=s . ,
I * cos bxdx.
db 2o*
Celte équation diCTérenlielIc intégrée, donne
log = 1- log C, ou i4 = Ce **’ .
La constante C qui est indépendante de 6, sc détermine en remarquant que, lorsqu’un fait 6 0 dans l’équation
/•ao ^ ^
= V e^**’ cos bxdx,
on trouve, d’après ce qu’on a vu (N” 231),
( e-’-*dx = l( e-«‘-’Xü(/x = -(
Jq “'O “-^0
d'où il suit qu’en faisanl 6 = 0 dans l’équation
on doit avoir
(.ALCl’L INTi^Gil.kL.
On est donc conduit h cette intégrale definie
•ce
I er~“ ‘ cos bxdx
iî>5
Si cette intégrale devait être prise entre les limites oo et — oc , il sufllrait de doubler la valeur trouvée plus haut; car e~“*'*cos6x ne changeant pas quand on remplace x par — x, il est visible que la difTérentiellc passe par des valeurs identiquement les memes lorsque X varie entre O et oo et lorsque x varie entre O et — oc .
Pour ce qui est de la différentielle e~“’*’sin bxdx, si l’inlégralc devait être prise cuire les limites -i- » et — x , on reconnaît sans calcul que l’intégrale dériiiic est nulle; car en remplaçant x par — x, la différentielle change de signe en passant par les mêmes valeurs; d’où il résulte que la somme de ces valeurs entre O et x est la même que la somme entre O et — x , mais de signe différent et par conséquent la somme totale entre -t- x cl — x est nulle. Celle remarque peut servir dans un assez grand nombre de cas à reconnaître la valeur d’une intégrale déPinic.
Les intégrales
e*“*'''*sin* 6x(/x, l e~“ '’cos’ùxdx O Ml
que nous désignerons par u et v, s’obtiennent en remarquant qu’en les additionnant et les retranchant sueccssivemcnl, il vient
'ibxdx.
e^“’**dx, t> — M = l e~*''’cos2
Or on sait qu’on a
( e""’*” (/x 5 ( e~“’**cos 2ùx[/x=^^c
Jo 2a 2a
il vient donc
et par conséquent
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233. Procédé fondé sur l'intégration d’une équation aux dérivées partielles. — Quelquefois la détermination d’une intégrale définie peut être ramenée à l’intégration d’une équation aux dérivées partielles; soit en effet
sin bxdx.
On tire de là, si m et n sont indépendants de 6 et de a,
fil ^ ^
I e’'”*-'* sin 6xo:*dx,
hn
du
dû
sin bxx^dx,
d’où l’on déduit sans peine
, d’« du ^“dtî~dû
que l’on peut écrire ainsi :
d*u du db* lada '
ou bien, en remplaçant a’ par c,
du
Te'
dont l’intégrale fera connaître «, e’est-à-dire , l’intégrale définie cherchée. Elle a été traitée au N" 22G où l’on a trouvé
Il = yo* -4- b i<a* -4- — ij/'a*
La forme de la fonction arbitraire y sc détermine par la remarque que
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pour />= 0, l'inlégralc est nulle, et p.ir conséquent la fonction <f est nulle, ainsi que ses dérivées </, Quant à la fonction ■{/, on reniar-
quera que comme pour 6 = 0, — = l «-« * cosbx.xdx devient
Jm
on doit avoir
et par conséquent
o*/i* -I- 1 ,» a*Mi‘ + 1 , .
la dérivée étant prise par rapport à c = a’.
234. Procédé fondé sur le passage du réel à l'imaginaire. — Le passage des quantités réelles aux quantités imaginaires, au moyen de la formule symbolique d'Euler, peut souvent être employé utilement pour ramener certaines intégrales définies à d’autres déjà connues; par exemple, jwur intégrer
l e~‘'e°’dx,
J — ao
on remplacera e" par cos {o|/ — l)x — |/— 1 sin (a j/ — l)x, cl l’on aura à chercher les intégrales
$00 /«oo
c“*’cos (o (/ — i)xdx — ÿ' — il e“'’sin (a |/ — ijidi.
Or, en remplaçant h par a (/— î , on a trouvé (N“ 232)
e'*’cos(ai/ — i)x(/x = j/rc* , l f-'’sin(aj/ — i)x<Yx=0;
oo .J— o:
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on a donc
e”* Jx = ^jrc
Il est à remarquer que ce moyen ne peut être employé qu’avec circonspcclion, parce qu’il est souvent en defaut, ce qui arrive toutes les fois que la transformation a pour elTct d’altérer la conlinuilc de la fonction.
255. Formule de Cauchy. — On trouve encore un grand nombre d’intégrales définies au moyen de la formule suivante due à Cauchy :
laquelle représente toute fonction fa au moyen d’une intégrale définie d’une forme déterminée. On la démontre facilement en développant
. . ^ ±yl/ITÏ .
en série f{a-r- re ), ce qui donne
fa + re fa-^ — /^'o + ctc.,
série dont la convergence est assurée si r est tel que f[a-hr) est développable en série convergente, car on peut mettre celle-ci sous la forme
[S + r/ a cos y h — -- cos 2y + etc.
^ /- -, / „ . rY"« . , \
± f/ — 1 ( r/'a sin y -t- sm 2ÿ etc. j
qui se compose de deux séries convergentes (N- 230) si le développement de /"(a -V- r), c’est-à-dire,
fa -H rfa ■+■
est lui-même convergent. Ceci posé, on a identiquement
r, =ty^/zri ±y|/~i r*r'o ±2yl/^
f{a-^re '' ) = fn + rfue '*■ -t- etc.
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et si l’on multiplie \>arily cl qu'un intègre les deux membres par rapport à y entre les limites 0 cl en observant, comme au N“ 23ü, que
est nul pour toute valeur entière de n dej)uis n = I , on est conduit à l’équation suivante
î f[a ■+■ re *) dy = 2-fa
qui est la formule indiquée. Kllc serait encore vraie si r était imaginaire et de la forme a ,6 j/ — I , pourvu que le module [/ od -¥■ fût inférieur à la limite que nous avons assignée plus haut à la valeur de r. Si l’on suppose fa => log a, il vient
( log(o ’) (/y = 2r log o.
On déduit de là
r log (a re^^~*)dy -s- r log(a-t-re ')rfy ou
log
(o -I- re
) (u re
-yV-K
(/y == 4- log U
et en effectuant la multiplication , on est conduit à l’iiilégralc définie trouvée déjà plus haut.
l log (a’ + 2(ir coS y r*) dij = 4jr log a ,
pourvu que log (a -f- r) soit développable en série eonvergente, c’est-àdire, pourvu que r soit plus petit que a (N' 36).
236. Autre formule de Cauchy. — Cauchy a encore démontré une seconde formule qui conduit à la plupart des intégrales définies connues. Supposons que l’on ail
,/' f'dz = yz C ;
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on aura encore, eu remplaçant s par x -h y j/ — 1 ,
//•(x-i-y/^l)J(x-t-yi/^) = ?(x-t-y|/— l)-4- C.
Si l’on suppose x variable et y constant, le premier membre se réduit à f f[x -V- y ^/— l)dx, et dans le second membre C sera une fonction de y , tandis qu’en sujiposant x constant et y variable, le premier membre devient j/ — 1 — l)dyct dans le second,
C sera une fonction y de x. En égalant les deux valeurs de l’intégrale 7 prises entre des limites quelconques, il vient donc
V'— * + y |/— =/A* V — 'rj-
Pour prendre l’intégrale définie par rapport à y , entre les limites 0 et ao , il faut dans la valeur de l'intégrale indéOnic faire successivement y égal à chacune de ces valeurs extrêmes et prendre la différence des deux résultats; il vient ainsi
|/^ ( /■(x-v-yj/— l)(/y=/[/'(x-v-x|/^j— /•x]«/x — {-X
Supposons la fonction / (x + y — 1) telle qu’elle s’évanouisse pour y = ao , l’équation précédente devient alors
ffxdx = — |/— 1 { f[x-^ y |/— 1) dy — •;-» '-fi-
Prenons maintenant l’intégrale du premier membre se rapportant à x, entre deux limites A' et — A'. On trouvera de même, pourvu qu’entre
ces limites f[x -v- y j/ — 1) reste fini et continu ,
\ fxdx = ■ •'—A'
= - p"- 1 Jo j y 1 ) - A— 1 ) j •
Soit L la limite vers laquelle converge x.fx ou — xf{ — x) quand x converge vers l’infini. L sera aussi la limite de (x-t-yj/ — — 1)>
puisqu’on peut l’écrire ainsi x (1 — l)/"|x(l-v-'^j/ — l)|>
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fonction qui, à la limite, devient xfx = oc f » . Les fonctions — I) cl — A'-hi/j/ — I) convergeront donc vers
— et , quand A' convergera vers l’infiui et
l'équation prcccdcnlc convergera vers la suivante
c’est-à-dirc,
2A'dy
^ fxdx= — '2f- 1/-
I arc tang — =
SL
et en passant à la limite, on aura rigoureusement
|■-+- oo __
i fxdx = — -L |/ — 1 .
Prenons pour exemple, la fonction ^ -fTx^ " ^ remplaçant
X par X -t- t/ j/ — 1 , on reconnaît 1°, qu’elle est nulle pour y = <x> ; 2", que le produit xfx ou — xf( — x) est nul jiour x= x , et 3“, que la fonction reste finie et continue pour toute valeur de i comprise entre -t- X et — X , et pour toute valeur de y comprise entre O ctx ; car si pour x = 0 et y = 1 le dénominateur est égal à zéro, il en est de même du numérateur. Il est visible que L est ici nul et l’on a
dx — 0,
d’où l’on tire
1** cos «X -t- j/ — 1 siti ux
f* dx
dx — e“ ’ \ = «
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et en séparant la partie réelle de la partie imaginaire, on trouve
cos axilx
sin aidx ^ d X*
^37. Intégrales définies discontinues. — En multipliant par db les deux meinlires des intégrales de la lin du N“ 1229 et intégrant entre les limites 6 = 0 et b = b, on trouve
; bx
dx ■■
S* c' “'di
log
^ e~°‘ sin bx , b
dx == are tang — •
Ces équations étant vraies quelque petite que soit la valeur de a, cl les différentielles restant finies cl continues lorsque a s’évanouit, on ])eul faire converger celle lettre vers zéro et à la limite on est conduit aux intégrales suivantes
sin bx , b , TT
-dx — arc tang- = ± -•
Dans celte seconde intégrale, le signe ■+■ doit être employé quand b est jiosilif cl le signe — quand b est négatif. Si b était nul, aucune de ces deux valeurs ne conviendrait, car si l’on fait à la fois a cl b
nuis, arc tang -se présente sous forme indéterminée. Il est visible
(') Il e.st ù remnrqiior <|uc iIriis les inlrgralos de 1» fin du N*:* on ne potirniit pas faire o = 0 parce (pic les valeurs cos bselx ei sin brdr aux(]uelle> se réduisent les deux difTéreiilielles. ctoiil indélerininé«*s pour j* = x , les sommes des valeurs d(!s dinférentielles ou les iiitd'grnies doivent IVlre également. Otte impossibilité
irexislc plus dans les deux nmi\ elles intégrales, ntteiidu <pic
vcK fi.r sin6x
et sont
nuis pour j =: x ,
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• sili hx
(lu reste que pour b égal à zéro, l’intégrale \ dx devient
O.ilx ,
t c csl-a-dirc qii elle est nulle. Cette intégrale présente donc
Jq X
cette circonstance rcniarquablc que, si l’on fait varier b depuis — ao jusqu’à -t- » , sa valeur sera — ^ tant que b sera négatif, pour devenir brusquement zéro quand b sera nul et passer brusquement à la
TT
voleur — quand b prendra une valeur positive quelconque. Cette intégrale est dite pour ce motif, discontinue.
La nicrac intégrale conduit à la valeur de
f* cos ax sin bx
* cos ax sin bx 1 f* sin (b -t- a) x 1 sin (b — «)x
1 r* sm
et le second membre devient - -t- -- ou -- — -- = 0, ou
enfin que /> — a est positif, négatif ou nul. L’intégrale
cherchée est donc - > j ou 0, selon que b est plus grand, égal ou plus
petit que a. Cette intégrale est discontinue comme la précédente.
2Ô8. Intégrale eulérienne de seconde espèce. — Occupons-nous
encore de T
'intégrale l e~‘ x^~' dx, que l’on peut mettre sous l’une
des formes
en remplaçant X parlog-> par et parp/ÿ, et dans laquelle nous supposerons positif, mais quelconque. Comme cette intégrale est une
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fonction de p, nous la désignerons par r (p). En intégrant par jiartics entre les limites indiquées, on trouve
tandis que pour p négatif, le mémo procédé aurait conduit ii une valeur infinie. Comme l’intégrale du second membre est semblable à la première en remplaeanlp par /)-h 1, on pourra représenter celle-ci par r (p -t- 1)' et l’équation précédente apprend que l’on a
ou en changeant P en p — 1,
Cette relation subsiste pour toute valeur de p; ou peut donc poser
cl par conséquent eu substituant,
Si n est le plus grand nombre entier eontenu dans p, et t le reste, T {p — n) répondra à un exposant de x fractionnaire et négatif s — 1 dans e~'xi‘~'dT, cl la valeur de r(p) prendra la forme
qui fait dépendre la valeur de l’intégrale définie cherchée, d’une, intégrale toute semblable le, mais dans laquelle p est compris entre zéro et l’unité. Celle dernière intégrale doit se calculer par les méthodes d’approximation , pour toute valeur fractionnaire de e et les résultats consignés dans des tables servent à détcrniiiicr r (p)
pour une valeur quelconque de p. Si g est égal à l’intégrale r représente 2\ (/y=j/r. Pour e=1, clic prend la forme
f g-xj-;.-l ,/j. _i f
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r(l) = 2 l e tjdy—i ; on voit <lonc que, pour toute valeur entière •'()
et positive de p, on a
f e *xe“'</a: = i.2.ô (p — t),
ce qui s’accorde avec ce qu’on a vu au N“ 227. L’inlcgralc dont on vient de s’occuper est connue sous le nom d'intégrale eulérienne de seconde espèce ou fonction gamma.
25‘J. Intégrale eulérienne de première espèce. — Considérons encore les intégrales définies suivantes connues sous le nom d' intégrales Eulériennes de première espèce.
dont la première rentre dans la seconde en changeant x en j--
Il résulte de ce qu’on a vu au numéro précédent, que l’on a, p cl g étant positifs,
i-x rx
< dx , r ((/) = 2 l e-^^y*i~' dy.
Si dans la seconde, on change, eomme au N” 251 , y en xy, on aura aussi pour toute valeur positive de x,
Sx
et par conséquent, en multipliant les deux intégrales et remplaçant leur produit par une intégrale définie double, ce qui est permis parce que les variables x et y sont indépendantes,
r(p)r(y) = 4\ l e'‘‘’'''*»’’x*'’+’’~'y*»~Mxrfy
f * fX
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Or, si dans la valeur de on rcinplace j> par p q, et 3C |Mir on a, quelle que soit la valeur de y,
r(p-4-(/)=2l (1 +y*)p+uh,
ou bien
r(p -t- q)t= 2(1 4- y^Y^’’ i tr‘
ce qui fait prendre à l’inUSgralc double la forme suivante :
On tire de là
f” .V«r-,/y _lr(p)r(r/)
ou, en remplaçant ÿ* par x,
xi->dx T(p)T{q)
Si l’on remplace x par » les limites O et oo de eeltc dernière
intégrale se changent en 1 cl zéro, et cette équation devient
La valeur de Xp a été donnée au numéro précédent.
En supposant q compris entre O cl 1 , et posant p = 1 — </, on trouve, à cause de r 1 = 1 (N“ 238),
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Mais on a vu au N'' 144 que Ton n
J,, x-i-l sili
il vient donc
IV/ r(l — 7) = -^-^ — ,
' ' ' sin qT7
pourvu que q soit une fraction proprement dite.
Cette formule permet de calculer I'(l — q) quand on connaît Tq, et
par consu(|uent donne rp pour des valeurs comprises entre - et 1 ,
quand on la connaît pour des valeurs comprises entre O et--
240. Expression des fonctions par des intégrales définies doubles.— Il existe une formule très générale et fort remarquable due à Fouricr, servant à représenter par une intégrale définie double une fonction arbitraire donnée continue ou discontinue d’une seule variable. Quoique ce soit dans la physique mathématique et dans la mécanique analytique que cette formule trouve ses principales applications, cependant nous la démontrerons ici , parce que l’on verra plus loin le secours qu’un peut en tirer pour 1a recherche des intégrales définies et pour l’Intégration des équations linéaires aux dérivées partielles.
J f* sin bx
Si dans l — ^ — dx, dont on s’est occupe au N” 2ô7, on remplace x
par p, et b par x — a, elle devient
Jo P
TT TT
intégrale qui, d’après ce qu’on a vu, est égale à - > zéro, — - suivant
que b = x — «est positif, nul ou négatif, ou suivant que i est plus grand que a, égal à a ou inférieur à a. 11 suit d’abord de I& qu’en désignant par g la valeur de l’intégrale , qu’il faut considérer comme une fonction de la lettre x, le lieu géométrique donné par l’équation
sinufx — a) ,
-, dp,
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de la forme y =<^x, se compose d’une ligne droite parallèle à l’axe
desXetdistantc d’une quantité - , aussi longtemps quexrestc supérieur
à t. Pour x=a, le lieu géométrique devient un point situé dans l'axe des X, et x continuant à décroître, le lieu devient une seeondc droite
parallèle à l’axe des X et distante de — On voit aussi qu’en posant
f* sin;)(x — a) r* sinp(x — «é) f* sin«(x —
les constantes «, a! en nombre w étant supposées rangées
dans leur ordre de grandeur croissante , celte équation représente
une parallèle à l’axe des X distante de n^pour toute valeur de x supérieure à Pour x = a'""", on trouve y=(» — puis
si X continue à décroître et reste compris entre et la
dernière intégrale devient — ^ et l’on trouve »/=(»»— 2)^, c’est-à-dire que dans cet intervalle des valeurs de x, le lieu géométrique est encore une droite parallèle à X et distante de (n — 2) - et ainsi de
suite. Le lieu géométrique représenté par l’équation est donc une suite de points et de droites parallèles à l’axe des .X.
Multiplions par^ada les deux membres de l’équation
qui suppose a inférieur à x, c’est-à-dire posons
%da —
sin P (x — a)
’ipda.
Comme cette équation subsiste pour toute valeur de « inférieure à x, l’égalité subsistera pour la somme de toutes ces valeurs, c’csl-à-dirc jiour les intégrales prises depuis a = ni jusqu’à a=x, pourvu que m
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soit inférieur ù x; en (iésigiiant donc l’intégrale de yculx par y, a, il viendra, pourvu que ya ne devienne pas infini,
sin i> (x — «)
ya
dp.
Pour des valeurs de a supérieures à x, on sait qu’on a
TT Ç sin
sin;i(x — a)
et en multipliant encore par yxdx et intégrant depuis ri = x jusqu'à a = n> X, limites entre lesquelles i — a reste négatif, il vient, si y» reste fini.
sin/j(x — a)
dp.
Si l’on additionne ces deux intégrales, en observant que pour x z, l’intégrale est nulle, et que, comme x est compris entre »i et n, on doit avoir
on est conduit à nette égalité
— -(y,n-+-y,m) = -\ da\ yx — —dp,
^ Jq '
pourvu que yx reste fini depuis x = m jusqu’à x = n, et eu dérivant les deux membres par rapport à x, on trouve enfin
yx = -l f/xV yxCOSp(x — x)dp....(3)
(|tic l’on peut écrire ainsi
yx = — l t/xl yaCOS/)(.C— x)f/p,
Jm J — X
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.lUcndu que la diiïercnticllc restant la même quand on change le signe dc;>, rintcgralc par rapport à cette lettre entre les limites — ao et -+-oo est double de l’intégrale entre O et x .
Telle est la formule connue sous le nom de formule de Fouricr, servant à représenter une fonction quelconque par une certaine intégrale double.
Il est à remarquer que cette équation n'est pas continue et qu’elle n’est vraie que pour des valeurs de x comprises entre m et n; car si X était inférieur à m, en faisant varier a entre les limites x et m ou X et M, X — a serait coiislamincnt négatif, il faudrait faire usage de l’équation (2) cl il viendrait pour les sommes de ces valeurs,
— - (y,m — y,x) = l (la\ f«.
^ . f** , f'* sinpfx— a)
— \ ?» -dp....(li)
Jx Jq I’
cl comme rintcrvallc de m à n est égal à l’intervalle de x à n diminué de rintcrvallc de x à rn, on a
rll rin ftl
Jx Jx Jni
cl par conséquent
JT, ^ 1 r* sin»(x — a) ,
— s(?/« — ?é'i) = \ 7» dp... .(G)
Jm Jq ^
En dérivant les deux membres par rapport à x, il viendrait enfin
O = l d7L\ an. cos P (x — a) dp
Jm J()
pour des valeurs de x plus petites que tn. On est conduit au même résultat quand x est supérieur à n.
Si X converge vers m, les deux membres de (4) tendent vers zéro et en les rctrancbanl de (G), on est conduit à l’équation suivante
r \ f’* 7 l* sinp(x — a)
— — ?--r) = \ dal dp
Jm ^0
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d’autant plus exacte tpic * est plus rajjproclié de m. En la dérivant par rapport à x et égalant ensuite x n in, on trouve enfin
ym = - 1 oa l yt cos ’P (m — a) dp.
JO
On trouverait de la même manière que pour x = w , l’intégrale double devient
yn =— 1 d%\ yat cos p (n — a) dp.
Jü
11 suit de là que, si dans l’intégrale double de Fouricr on fait croître x depuis — 00 jusqu’à oc, celle-ci sera nulle jusqu’à x = m, deviendra -ym pour x = m, puis représentera ryx pour des valeurs
croissantes entre x = m et x = n , deviendra
yn pour X = I» et sera
de nouveau nulle pour des valeurs de x supérieures à n. En d’autres termes, si l’on considère x et y comme des coordonnées et qu’on pose l’équation
1 rx>
y = - 1 da\ y« cos P (x — a) dp ^Jm >0
dans laquelle le second membre est une certaine fonction de la variable X, cette équation représente la courbe y = yx entre les limites X — m et X = n ; elle ne représente que l’axe des X hors de ces limites et pour x = m ou x = ri son lieu géométrique est un point
ayant pour coordonnées x = m, y=^y»«, ou x = n, y=iy«.
Eu réunissant plusieurs intégrales doubles de même forme, mais dans lesquelles 1a fonction y soit remplacée par des fonctions F, >j<, etc. et les limites m et n par des limites supérieures m' et n', etc., il est visible que le lieu géométrique de la nouvelle équation sera une suite d’arcs de courbes isolés, limités entre les abscisses x = m et x = n, puis entre x = wi' et x = «', etc., ayant pour équations y = yx, y==Fx, etc. et en outre les portions de l’axe des X non comprises entre ces intervalles et enfin des points isolés correspondant à ces limites. On comprend aussi qu’en disposant convenablement des limi-
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les m et n, m' et etc. et en donnant aux fonctions y, F, ■]<, des
formes eonvcnables, on pourra faire en sorte que cette équation représente une figure quelconque continue ou discontinue, composée de points isolés, de lignes droites ou de portions limitées de courbes données. Une des applications les plus curieuses niais assurément la moins utile que l'on ait faite de cette équation discontinue, consiste à lui faire représenter un morceau de musique tout entier avec tous scs signes, tels que mesures, blanches, noires, crocbcs, etc. (Voiries Mémoires de l'Académie royale de Bruxelles, savants étrangers, tome .\V).
Lorsque les deux limites m et n se confondent avec — x et x , comme toute valeur réelle de x est comprise entre ces deux limites, on n identiquement
yX = — I da\ y«eosp(x — a
quelle que soit la valeur de x.
241. Applications de la formule de Fourier <i la recherche de (juelgues intégrales. — Appliquons la formule de Fourier à la reclierclic de l’intégrale de l’équation aux dérivées partielles dont nous nous sommes occupés au 225,
dx*
et à laquelle conduit la théorie des cordes vibrantes. Elle est visiblement satisfaite en posant
pour toute valeur de p et de a. L’intégrale générale est donc (>’» 225)
le signe soinmatoirc s’étendant à toutes les valeurs de A, B, p et a. On peut remplacer .1 et B par yadidp, et \fvdxdp, yx et )«t désignant des fonctions arbitraires de a, et substituer au signe soinmatoirc des signes d’intégration s’étendant à tontes les valeurs de p et de «
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depuis — 00 jusqu’il + « . L’inlégrale générale prend alors la forme
ees intégrales doubles s’étendant à toutes les valeurs de a et dcp. Si l’on remplace les quantités exponentielles par leur valeur trigononiétrique et qu’on remarque que l’intégrale ne comportant pas de valeur imaginaire, le terme multiplié par ^ — 1 doit être écarté, il vient
2=^ \ COS p[x -i- ay — a)dadp
• — oc J — 00
+ \ l {/a cos P (x — atj — n)d<tdp.
i — ao ' — 00
D’après la formule de Foiirier, ces deux intégrales sont égales à 7ry(i-+-a^) et ir^{x — flÿ) OU simplement y(x-i-oy) et ij/(i — oy), en comprenant le facteur ;r dans les fonctions. L’intégrale générale est donc
z = Ÿ(x-vay)-4->(x— ay).
comme on l’avait déjà vu au N" 225.
242. Extension du théorème de Fourier. — La formule de Fourier est rendue plus générale de la manière suivante : soit /y une fonction qui change de signe quand y devient négatif et qui est nulle avec y;
désignons par rj l’intégrale définie
, que l’on suppose n’ètrc
ni nulle ni infinie. Si l’on remplace y par;>(x — a), p étant la nouvelle variable, comme p==0 et p — ao rendent y nul ou infini pourvu que x — « ne soit pas nul , il en résulte que l’on a aussi
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Désignons par une fonction quelconque assujettie à la seule condition de rester continue pour toute valeur de « et multiplions par fada. En intégrant de part et d’autre depuis « = m plus petit que x, jusqu’il a == X, X — a restera positif pour toute valeur de a, la différentielle s’évanouira pour a = x, et il viendra
( yada f Ù!^ ^ dp = n[fpc — f,m]
■im ^
dans laquelle fpc est l’intégrale de fxdx. Intégrons encore entre «=x et a = « plus grand que x. x — a sera constainnient négatif, la fonction fp{x — a) changera de signe ainsi que la valeur de n et il viendra
Si l’on additionne ecs deux intégrales doubles en remarquant que l’on a
Sx rn ftl
•lin •'x Jm
on est conduit à cette équation
f rfida [ ^ dp = /) (2y,x — f,m — f,u),
hn Jo P
dans laquelle x est nécessairement compris entre m et n. En dérivant les deux membres par rapport à x et désignant par f la dérivée de f, il vient
qui sera vraie pour toute valeur de i, si m et 11 représentent — ac et 00 .
Quand fy est remplacé par sin 1/, on retrouve la formule ordinaire de Fourier.
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Calcul des différonecs. DifTérenre d’une vorialdc cl d’une fonction. ÜifTcrnnce de la suuime, du produit et du <|uo(ient de fonrlions d'une seule variable. >- Uiflfé' rences des ordres supérieurs. — IHfTtTcnees des ordres su|M*rie*urs d'une fonelion, exprimées au iiioyeii des valeurs successives de cette fonction. — Méthode pratii|uc pour eniculer les dilTércnces successives d'une foucliun. — Expression générale d’un terme d'une suite en fonction des dilTérenccs successives. — A}>plieation à rinlerpolalion. — rorinutc d’interpolation de Lagrange. — Signiliealion géomélriffue d’une iiilerpolalioii. — Formule d’interpolation inverse. •— Différeneiation d’une éjpialinn implicite. — Calcul inverse des dilTérenees. - Signiiication d'une intégrale définie. — Formule générale d'intégration. — lnté> gration de <|uehjues fonctions algébriques. — Intégration de quelque-, fonciion«. transcendantes. — Somnialion des suites. — Valeur approchée d'une intégrale définie intinilésimnie. Formule de Thomas Simpson. — Intégration des équations implicites aux dilférences. Intégration des équations linéaires aux différences d'un ordre qiieleonqiie. — Intégration des équations aux différences oiélcTS.
243. Calcul des différences. Différence d'une variable et d’une fonction. Différence île la somme, du produit et du quotient de fonctions d’une seule variable. — On appelle différence d’une variable x l’accroissement lini Ax que l’on donne à celte variable. La différenec d’une fonction de x est raccroissement que prend ectle fonction quand on donne il X un acrroissemcnl Ax.La différence de yx sc désigne parAyx et l’opération par laquelle on la détermine sc nomme différenciation.
Lorsque l’oii eonnait la forme d’une fonction d’une seule variable ox, la valeur de Ayx peut s’obtenir au moyen du tliéorcnic de Taylor, puisque l’on a
Ayx OU
y(x -+- Ax) —
(/>(/ (Ax)* d\i/ (Axp
dx* T.2~ d?
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CcUo furinulc donne la valcnr de A^x développée en série, suivant les puissances ascendantes de Ax et ordinairement exprimée par un nombre illimité de termes. Lorsqu’on ne lient pas à avoir la différence d’une ronclion développée sous cette forme, on peut en obtenir une expression plus simple et exacte, tandis que celle que donne la série n’est qu’approchée; ainsi pour
il est visible que l’on a exactement
AyXî
Pour
(x + Ax)* — O* X* — n* (a* ■+■ x*) Ax -i- x (Ai)* X -f- Ax X x(x Ax)
?x= logx.
un a de même
Ayx = log (i -4- Ax) — log I — log ^
tandis que la série de Taylor donne
/ Ax\* / Ax
Ax \ X / V X ^ X :2 5
Enlin pour
— etc.
yx = a’ et fX = cos X ,
un trouverait
Aa' = a*(a^*— I)
A. cos X = cos(x -4- Ax) — cos X = — sin x siii Ax -4- cos x icos Ax — I ).
La recherche de la différence de fonctions compliquées peut être rendue plus facile an moyen de quel({iics remarques sur lu composition de lu différence d’une somme, d’un produit cl d’un quotient de fonctions. Remarquons d’abord que si l’on a une fonction de la forme
î>x -4- )<x — /’x , la différence est évidemment
c’csl-ù-dirc (jiie la di/jérencc d'une somme de fonctions est étjale d ta
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somtne des différences de chacune des fondions prises avec le signe gui les affecte.
Le proiluit de deux fonctions
yx.'^x
a pour dilTcrcnce
?(i M).'e{x -f- M) — yx.'yX,
et si l’on remarque que lu dclinition d’une dilTcrcnce eonduit aux valeurs suivantes :
SyX — y [x -V- ^x) — yX , Aÿx = -J) (x -4- Sx) ix,
la différence du produit devient, en remplaçant ?(x -t- ix) et •{'(x-t- Ax) par ces valeurs ,
yXA jiX JiXiyX -+- iyX.A j«X.
Cette différence d’un produit se confond avec rcx|ircssioii de la différentielle d’un produit, lorsque les différences Ax deviennent infiniment petites; car alors Ayx et Aix ou dyx et dyx seront ellcs-mèincs infiniment petites et le troisicinc terme sera négligeable devant les deux autres. Si '^x devient une constante a, Ajix sera visiblement nul et la différence de ayx se réduit à
uAyx.
Enfin le quotient
■!fX
a pour différence
y (x -4- Ax) yx ^j.(x-^-Ax) j<x
et en remplaçant, comme plus haut, y(x -+- Ax) cl -^(x -v- Ax) par leur valeur, on trouve, toute réduction faite.
yXAyX — ?XAJ>X
Cette valeur se réduit aussi à celle trouvée pour la différentielle d’une fraction, lorsque les différences sont infiniment petites, puisque, au dénominateur, X'jx sera négligeable devant -J/x.
244. Différences des ordres supérieur». — Ce qui précède suffit
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pour trouver la différence de toutes les funclions d'une seule variable. Passons à la reeherclie des différences des ordres supérieurs. A-^i est, en général, une nouvelle l'onetion de x. Si l’on donne à ces x un nouvel aecroisseincnt, AfX prendra un accroissement correspondant qui sera la différence de A^-x, c’cst-îi-dirc, la différence deuxième, et sera par conséquent exprimée par A(Aÿx) que l’on est convenu d’éerirc ainsi A*yx. De même la différence de la fonction A*yx est désignée par A*yx et ainsi de suite.
La rccbcrelic des différences successives d’une fonction donnée n’exigeant que la répétition d’une différenciation ordinaiia;, ne présente rien de nouveau; ainsi pour la fonction x", en supposant n entier et positif, on trouve
A(x") ou (x -f- Ax)" — X"
' Ax
ii(ii — I)
x"“*{Ax)’ h- etc.
A*.x" = « (n — l)x"”’ Ai* etc.
A".x" = n(/i — l)(/i — 2) Ô.2.I (Ax)"
A"^'x"=0, A"**x" = 0 etc.
ün voit que les diff(“renccs successives de x" sont milles ii partir de l’ordre n -t- I. Il en est évidemment de meme de tout polynùiuc entier et rationnel «x" fcx"“* -+■ etc. Celte fonction est la seule qui • jouisse de cette propriété.
mifèrences des ordres supérieurs d’uiie fonction etprimèes au moyen des valeurs successives de celle fonction. — La différence d’un ordre quelconque n d’une fonction yx peut être exprimée au moyen des valeurs successives par Icscpielles passe la fonction, quand on y fait croître x par intervalles égaux à Ax, c’est-à-dire, au moyen de yx, y(x A.t), y(x -H 2Ax) y(x -4- iiAx); on a vu, en effet, que
AyX = y(x -4- Ax) — yX.
Comme les deux membres sont idcnti(|ucs, un accroissement Ax donné à la variable fera prendre aux deux membres des accroissements identiques; il vient donc en différenciant les deux membres,
A’yX = Ax) — Ayx;
mais il résulte de lu définition d’une différence de fonction, que l’on a Ay (x -t- Ax) = y (x -4- 2Ax) — ? (x -4- Ax)
Ayx = y(x -I- Ax) — yX,
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qui réduisent In valeur précédente de A’yx à
A*yx = y(x + ÜAx) — tJy(x Ax) yX.
On Irouvera de niéinc en difTércnciant cette dernière,
A’yx •-= Ay (x -4- 2Ax) — 2Ay(x -4- Ax) -4- Ayx = y (x -4- 5Ax) — ôy(x -4- 2Ax) -4- 5y(x -4- Ax) — yX,
A‘yX = y (x -4- 4Ax) — 4y(x -4- 3Ax) -4- (iy(x -4- 2Ax) — 4y(x -4- Ax) + yX et en généralisant, on aura pour un ordre entier quelconque n ,
A"yX = y(x -4- nAx) — ily[x -4- (« — I) Ax]
■*- (n — 2)Ax] -4- ±yx,
ou bien en retournant le dcveloppcincnt et coiniiienrant par le dernier terme,
A"yx = ± I yX — «y (x -4- Ai) -4- y (x -4- 2Ax)
^ y(x -4- oAx) ± ÿ(x -4- n\x) I •
Le signe plus doit visiblement être pris quand n est pair et le signe t)ioin.s quand n est impair. Ce développement de A'yx dont la loi est remarquable par sa ressemblance avec celle du développement du binôme de Newton, n’a été trouvé ici que j>ar induclion. Pour le démontrer d’uiic manière eonipicte, nous ferons voir que, s’il est exact pour un indice ;i, il le sera encore pour un indice n -4- i ; en effet, si l’on prend la différence des deux membres de cette équation, en observant que la différence de A*yx est A"+*yx et que les différences des termes du second membre sont données par
Ay(x -4- «Ai) = y[x -4- (n -4- i) Ax] — y(x -4- «Ax)
Ay[x -4- (n — I) Ax] = y(x -4- »lAx) — y [x -4- (?l — 1) Ax],
cette équation devient, en substituant les valeurs ci-dessus,
A*+4yX = ± I yX — (« -4- l)y (x -4- Ax) -4- ^J-^y(x -4- 2Ax)
(rt -4- i)»(;i - i;
y (x -4- 5 Ax) dh y [x -4- [n -4- 1 ) Ax] | »
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ce qui démontre lii proposition, puisque ee développement n’est autre cliosc que le premier, dans lequel n se trouve changé en « -4- 1 ; or, un a reconnu dircelcment rcxactitude de' la loi pour la valeur de A‘yx; la loi est donc également vraie pour Etant vraie pour A*yx, elle le sera pour A*'’yx et ainsi de suite.
Soit par exemple, ox = i", on trouve
. ( , . ” — 1 1 db J I”’ — (x -4- Ax)” -4-
71 {ti — t ) (n — 2)
(x -4- 2Ax)*
(x ÔAx)" ± (x -4- WAx)’
240. Méthode pratique pour calculer les différences successives d’u/ie fo7iction. — L’expression générale de A"yx donne la valeur de la différence d’un ordre quelconque n d’une fonction yx, au moyen d’un nombre n -4- 1 de scs valeurs successives correspondant à des
valeurs x, i -4- Ax, x -4- 2Ax, x -4- ôAx x -4- nAx de la variable.
Ces valeurs des différences successives peuvent aussi s’obtenir par un autre procédé prati([uc très simple. Supposons que yx soit tel qu’en donnant «à x les valeui-s successives
X, X -4- Ax, X -4- 2AX, x -4- 5AI, x -4- 4AX, x -4- ÜAX,....
on trouve pour yx, y (x -4- Ax), y (x -4- 2Ax),... les nombres suivants : «, c, d, e, f,
Si l’on prend les différences b — a, c — b, d — c, e — d, etc., qu’on représentera par
qu’on prenne ensuite les différences b' — a', d — b', d' — </, etc., représentées par
qu’on prenne de nouveau les différences dans le même ordre, représentées par
et ainsi de suite, on formera avec tous ces nombres, le tableau suivant (I b c d e f a' b' d d' d
a'" ir d"
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et il est facile de reconnaître la signification de ces dilTërentcs lettres. Dans la première ligne, a, 6, c, d, etc., sont les valeurs de ^x, ■j(x-t-Ax), y(x-i-2Ax), y{x-+-3Ax), etc. Pour la seconde ligne, puisque l’on a fait
a' = b — a, b' = c — b, d = d — c, etc.
on a aussi
o' = Ÿ (x -4- Ax) — yx , 6' = y (x H- 2Ax) — ? (x Ax) ,
c' = y (x -t- ÔAl) — y(x -4- 2ax), etc. et par conséquent la signification de a', b’, c', d', etc., est o'=AyX, è'= As(x -H Ax), c'= Ay(x-4- 2Ax), d'= Ay(x -4- ÔAx), ctc. On trouve de même pour la troisième ligne,
a" = A^(x -4- Ax) — Ayx = A[y (x -4- Ax) — <fx] = A.AyX = A*yX, b'' C= Ay(x -4- 2Ax) — Aÿ{x -4- Ax) = A[ij<(x -4- 2Ax) — ?(*-+- Ai)]
= A.Ay(x -4- Ax) = A*ÿ(x -4- Ai), c" ~ A’y (x -4- 2Ax) , d" = etc.
Pour la quatrième, il est visible qu'il vient . o"'==A®çiX, 6'" = A’ÿ (x -4- Ax) , c'" == A’y (x -4- 2Ax)
et ainsi de suite. On voit par Ih, que la suite des nombres a', a'", a"',... de ce tableau représente les différences premières, secondes, etc. de la fonction ?x, dont la forme peut rester inconnue, mais qui est telle que scs n -4- 1 valeurs successives sont a, b, c, d, —
Ainsi, si une certaine fonction prend les valeurs successives 1, 3, C, 10, 13, etc., quand on y fait croitre la variable de Ax, 2Ax, ôAx,.... ou plutèt de 1, 2, 3, 4 on formera le tableau suivant
1 , 3 , 6 , 10, 15 etc.
fiü
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dont la seule inspection fait connaitre les clilTérciiecs l"*, 2“''% 5“'’ etc. (le celte fonction, différences qui sont 2, 1,0, 0. On aurait pu les obtenir iminédiateiiicnl au moyen de la funnulc démontrée plus haut (N° 245). Ainsi pour (umnailrc on y ferait ii égal à 2, yj égal
à 1, y(x Ax) égal à 3, ÿ(x + 2Ax) égal à 6 cl il viendrnil
^^fX =1 — 2.3 -T- 0 = 1 .
C’est en effet la valeur que donne le tableau.
Les valeurs particulières a, 6, c, d,.... d’une fonction yx correspondant à des valeurs particulières x, x-t- Ax, i -e 2Ar,.... de la variable, valeurs que l’on peut comparer à des ordonnées équidistantes d’une courbe, relatives à des abscisses x, x -4- Ax, x 2Ax, etc., forment ce que l’on appelle une suite dont les termes correspondent à x, x -t- Ax, I -t- 2Ax, etc. Les coefficients 0, 1, 2, 3 n de Ax se nomment in-
dices des différents termes de la suite cl servent à fixer leur rang.
247. Expression générale d'un terme d’une suite en fonction des différences successives. — On peut aussi exprimer un terme quelconque d’une suite en fonction des différences successives cl de l'indice; en effet, en augmentant successivement x de Ax, on a
y (x ■+■ Ax) = yX AyX ,
y(x -I- 2Ax) = y(x ■+■ Ax) -+- Ay(x -+- Ax),
y(x -H ÔAx) = y(x 2Ax) Ay(x -4- 2Ax),
Cl des substitutions successives donnent y (x -4- Ax) = yX -4- AyX, y (x -4- 2Ax) = yX -4- 2AyX -4- A*yX , y (x -4- 3 Al) = yx -4- 3Ayx -4- 3A*yx -4- A’yx ,
et en généralisant comme on l’a fait au N° 245 ,
Ÿ(x-4-«Ax) = yX-4- «AyX H A’yx -I — — AW-4- etc.
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Celle formule csl niialogtic à celle de Taylor; il esl même facile d’en déduire celle dernière, car en fuisanl
;iAr = /i d ou « = il vienl pour f[x mAx) ou y(x -f- h).
Ax
AyX h {h — Ax) A*yx ‘ ^ Ax 1.2 (Ax)*
Il [Il — Ax) (/l — 2Ax) A’»,<x
Si l’on fait converger Ax vers zéro, h restant invariable, il est visi-
Ayl A*yX . • 1 •• •. 'h^
Lie que > ri etc., deviennent a la liruilc — i , etc., et
Ax (Ax)* (<X (/x* '
on trouve la série de Taylor.
La formule précédente qui, en elfeetuanl les calculs indiqués, peut être mise sous la forme
y(x -4- nAx) = A Jln C;i* 4- etc.,
fait connailrc les valeurs successives de la fonction ^^x, c’est-à-dire les termes de la suite
yX, f(x -t- Ax), y{x -4- 2Ax) y(x -4- nAx).
Il suflil pour cela de donner à n les valeurs des difTérenls indices. Celte expression se nomme pour celte raison Urme général do la suite.
En général, le nombre de termes qui entrent dans l’expression de y(x -¥■ ;iAx) déjiend de la valeur de n et est par conséquent indéfini aussi bien que n; cependant si la fonction ^x est telle que ses différences successives sont nulles à partir d’un certain ordre, ainsi que cela a lieu pour les fonctions entières et rationnelles (N“2V4), le nombre de termes sera limité bien que n reste arbitraire.
Pour appliquer notre formule, eonsidérons la suite
que nous considérerons comme étant les valeurs successives d’une certaine fonction yx, quand un y remplace x par
X, X -4- Ar, T-4-2AX, X4-3Ax, x -t- 4Ax
ou comme représentant les coordonnées équidistantes de la courbe y = yx.
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Proposons-nous de déterminer le ternie currespondant à x n\x, c’est-à-dire, le terme (i ■+■ n)''™' ou le terme général. On calculera les différences successives A’^x,.... soit au moyen delà formule
du N° 245, soit en formant le tableau suivant
d’où l’on conclut
yx = 5, Ayx = 4, A*yx==2, A’^x = 0, A‘»i = ü,
et en substituant dans l’expression du terme général, on trouve pour l’ordonnée correspondant à x -+- nAx,
f (x -4- nAx) = 5 -+- 5n -»- n*.
En faisant successivement
rt = 0, n == I , ;i = 2, « = 3,etc.
on retrouve en effet tous les termes de la suite donnée. Cette valeur de y(x -+- nAx) exprime donc la loi de cette suite de nombres et l’on pourra en faisant croître n, prolonger celle-ci indéfiniment, de manière que les nouveaux termes soient soumis à la même loi que les premiers. Observons que cette équation n’est pas continue en n, puisque la manière dont on y est parvenu exige visiblement que n soit entier; si donc on faisait n égal à un nombre fractionnaire, compris entre deux nombres entiers n' et n", il est visible que cette formule ne reproduirait plus les termes de la suite ou les coordonnées équidistantes, mais donnerait une ordonnée ou un nombre lié à la valeur fractionnaire de n, de la même manière que les termes de la suite cllc-mèmc sont liés aux différents indices entiers. Ainsi, si l’on veut connaître le
nombre ou l’ordonnée qui correspondrait à l’indice 3^ dans la suite
précédente, il suflira de faire n égal à 3 - dans le terme général de
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ccUc suite et il viendra
. - AxJ = b -f- •> H / 0 ^ 27
248. Application à l'interpolation. — L’opéralion par laquelle on (IctermiDC un semblable terme se nomme interpolation. Il est facile de voir que l’opération de l'interpolation revient en géométrie à chercher l’ordonnée d’une courbe correspondant à une abscisse quelconque, connaissant les ordonnées équidista.'ites qui correspondent aux abscisses x, x Ax, x 2Ax, x -4- .lAx, etc.
On a vu (N” 247) que la suite au moyen de laquelle on cITectue les interpolations, n’est pas toujours limitée et par conséquent l’interpolation au moyen de la formule générale qui précède, n’est possible d’une manière exacte que lorsque toutes les différences successives de la fonction génératrice yx sont nulles à partir d’un certain ordre. Cependant si les différences successives, sans devenir nulles, prennent des valeurs très petites, c’est-à-dire, si In formule d’interpolation est très convergente, on pourra se borner à considérer un certain nombre des premiers termes, en négligeant les suivants. Prenons pour exemple la détermination du logarithme d’tiîi nombre 2718,281828 gui sort des limites des tables. — Aux nombres entiers suivants :
qui ici représentent les valeurs successives de x , savoir x , i -4- 1 , a: -4- 2, X -4- 3, correspondent les logarithmes ou les valeurs suc-
cessives de la fonction iiix = Logx,
3,{ô29(i!l3, 3,<3i:i««lt, 3,{3(îl(i2l!, 3,4377:;tMf, 3,iô!l3327.
En formant le tableau suivant des différences successives,
-0,0000050 — 0,0000037 - 0,(KX)0030
- 0,00(K)(Xtl
on voit que les différences troisièmes qui n’ont un chiffre signilicalif
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qu’à la SPplième décimale, peuvent être négligées et en substituant les valeurs des autres différences dans la furtnulc d'inlcrpolutioii et faisant n égal à 0,281828, il vient
Log 2718,281828 = 5,452%!)â -v- 0,281 828.0,001 59!l(i
o,oooüOj;».
Le deuxième terme de celte valeur forme la différence proportionnelle à la(|iielle on s’arrête ordinairement, quand on fait usage des tables de logarithmes.
24!). Formule d’interpolation de Lagrange. — La formule précédente d’inter|)olation .suppose connues les valeurs équidistantes de la fonction, c’est-à-dire, les valeurs correspondant à des aecroisseinents égaux entre eux, donnés successivement à la variable. Lagrange a proposé une formule très simple, empirique il est vrai, au moyen de laquelle un effectue une interpolation, connaissant des valeurs de lu fonction qui correspondent à des valeurs quelconques de la variable. Soient
les valeurs de yx quand on y fait successivement x égal à /), g, r, e, t,....
En désignant par o, h, c, d,.... des coefficients indéterminés fotictions de X, Lagrange admet que pour une valeur quelconque x de la variable on a
yx = aP -+- bQ cR dS -t- eT etc.
et il détermine a, b, c, .. par la condition que yx prenne les valeurs P, Q, R, S, T,... quand on y remplace x parp, g, r, n, t. Celte condition peut être remplie d’une inrinité de manières. Elle le sera visiblement, par exemple, si les coefficients o, b, c,... sont tels que la supposition dex=p, puis X = g, puisx = r, etc., leur fait prendre les valeurs suivantes :
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Vi'll
On remplit toutes ecs eoiulitions en posiinl
c== etc., (/ = clc.
La formule (l’interpuliitioD devient ainsi
2Î)0. Significaiion gmmélri(fue d'une iulerpolation. — En rcniplaeant yx par y, et considérant /', Q, etc., comme des ordonnées DE, aa', hb\ cc',... (fig. 51) corres[iondanl aux abscisses p, q,r, etc., nu AE, Ao, Ah, Ac,..., il est visible que toute foi-mule d’interpolation a pour objet de trouver rc(|uatiun d’une courbe passant par les n
points I), o', //, d, d', e', problème entièrement indéterminé, si la
nature de 1a courbe reste arbitraire, mais qui n’aura qu’une solution unique, quand on met pour condition que la courbe aura une équation de la forme
y = A -+- /?x -t- Cx* Dx^ ■+■ A'x"’ ' ,
e’cst-à-dirc, quand elle sera de forme parabolique. Alors tout se réduit
à trouver les valeurs de A, B, C, de manière que les coordonnées
(P, p), <i) satisfassent à cette équation qui devra contenir un
nombre de termes ou un nombre d’inconnues .1, B, C,... égal au
nombre de points D, o', h', d Or, cc mode d’interiiolation est pré-
ciséincnt celui auquel conduit la formule de Lagrange, puisque ccllc-ci suppose visiblement la valeur de yx exprimée par une fonction entière et rationnelle de x.
251. Formule d'interpolation inverxe. — Le problème inverse de l’interpolation précédente consiste à déterminer la valeur de l’indice, connaissant la valeur de la fonction, ou, en d’autres termes, il eonsistc <à trouver x connaissant »x. Il faudrait pour cela résoudre par rajqiort à X, l’équation précédente de Lagrange; mais la valeur de x s’obtient immédiatement en reprenant tous les raisonnements qui nous ont conduits à celte formule et l’on trouve
_ (yX-Q}(fX-n}(yX-S)... {yx-r)(yx-ji)(yx-s}... ^
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Ainsi , si l'un demande à que) nombre correspond le lognritlime 3,4334208, comme ce nombre est compris entre 2718 et 2719, on prendra pour p, q, r, s, t la suite des nombres — 2, — 1,0, 1 , 2, pour P, Q, R, S, T, les logurilbmes de 2716, 2717, 2718, 2719, 2720, pour <fX le logarithme donné 3,4354208. On trouvera ainsi a; = 0,28 1828, c’est-à-dire, que le nombre cbcrclié est 2718,281828.
Celte formule peut aussi servir à calculer la valeur d’une racine d’une équation sj: = 0. En désignant par p, q, r,.. des valeurs approebées de la racine et par P, Q, R,., les valeurs que prend ^x, lorsqu’on y remplace x par p, q, r,.. comme la racine x correspond ùya = 0, il faudra dans la fonnulc précédente faire <fx nul, et on aura pour valeur de la racine.
pQRS...
PqRS...
etc.
Les formules d'interpolation servent surtout à découvrir la loi d'un phénomène, au moyen de rcsiillals déduits d'un certain nombre d’observations.
252. Différenciation d’une équation implicite. — Jusqu’ici nous n’avons différencié au point de vue du calcul des différences, que des fonctions d'une seule variable yx, ou des équations explicites telles que y = yx. Si l’équation était implicite et de la forme f(x, y) =>0, en désignant par Ax un accroissement donne à x et par Sy l'accroissement correspondant de y, on devrait avoir
f{x -4- Ax , y Ay) = 0.
Or, ce résultat d’un double accroissement donné siiuultanémcnl à X et à y peut être obtenu par deux opérations successives, ainsi qu’on l’a déjà dit au N“ 20. En donnant aux x seuls l’accroissement Ax, la
fonction que nous désignerons par f, devient f — - Ax, dans laquelle
Ax
A/* désigne l'accroissement ou la différence de la fonction f, duc à un accroissement donné à la seule variable x. Si dans ce résultat on donne
ensuite à tous les y raccroisscmcnl Ai/, /'devient f-*-~Sy
devient — -H Ax
Aiy, en désignanl ày raccroisscmcnl
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de /*, provenant du seul nccroisscnicDt de y et par*
_Ci
Ajy l’ac-
croisseincnt dû au seul accroisseoienl de y, delà fonelion — ; de
sorte qu’après le double accroissement, la fonction jircnd la valeur 'M
Ai H ^ J ^y ® par conséquent,
en remarquant que f est nul et que f{x -+- Ax, y Ai/) l’est égalenieni,
A/" \C^xJ
— Al H Î-Al/ H — ^-AvAl=0.
Al Ay ■' Ay
Cette équation est dite Viquulion aux différences de la proposée.
lion f, effectuée d’abord par rapport à i cl ensuite par rapport à y,
ay
qui est le résultat d’une double difTéreneiation de la fonc-
se désigne aussi par
AiAy
cl l’équation aux différences prend la forme
— ' Ai — Al/ H AxAi/ ;
Ax Ay ^^y
— AxAi/ = 0.
A/ if
Connue — Ai et Ay sont les différences d’une fonction prises jiar rap-
port à une seule variable et comme
AY
AiAy
représente le résultat d’une
double différenciation effectuée successivement par rapport à chaque variable x et y, on voit que la différenciation d’une équation implicite à deux variables est ramenée à des différenciations de fonctions d’une seule variable et peut par conséquAt être déduite des théories précédentes.
Celte équation, que l’on peut combiner d’une manière quelconque avec l'équation primitive, sans changer sa signiGealion et par coiiséqucnl sans qu'elle cesse d’être l’équation aux différences de celte dernière, sert à déterminer la valeur de Aiy correspondant à chaque
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valeur dcxctdc Ax; il sulTit pour cela d’éliminer y entre ces deux équations, ce qui conduira à une équation en x, Ax et A^ qu’il faudra résoudre par rapport à Ay.
Observons qu’une équation f{x, t/) = 0, ou y = fx peut toujours être transformée de manière que, quel que soit l’aecroisscment constant Ax que l’on attribue à la variable x, il suflisc de donner à la nouvelle variable indépendante qui tient lieu de x, un accroissement égal à l’unité. 11 faut évidemment pour cela remplacer x par x'Ax; car il est visible qu’un accroissement Ax donné à x, répond a un accroissement égal k l’uiiité donné è x'.
253. Calcul inverse des dilférences. — Le calcul inverse des différences est pour le calcul direct ce qu’est le calcul intégral pour le calcul différentiel. Il a pour but de déterminer la forme d’une fonction connaissant sa différence. Si u représente une différence, la fonction s’indique par le signe Xu cl se nomme l’intégrale de la différence u. L’opération par laquelle on détermine cette intégrale se nomme encore intégration. Comme les signes A cl 2 indiquent deux opérations contraires, il est visible que l’on doit avoir
2Ax = X, 2Ayx — 'j>x, Aïx = x, A2^,)X = fX.
On voit aussi que, puisque
A (yx -t- ’^X — Fx) = AyX -V- A ^X — AFx,
on doit avoir
2(AyX -r- A J(X — Af’x) = yX i]/X — Fx ,
e’csl-à-dirc, que l’jîiféyrafe d’une somme de plusieurs différences est égale (i la somme des intégrales de cliague différence prise avec sou signe. De meme, puisque
A(nyx) = aAyX,
on a aussi
2ayX0= (i2yx;
on voit donc qu’un facteur constant peut sortir du signe d'intégration.
Pour avoir l’intégrale la plus générale, il faut la compléter en y ajoutant une constante arbitraire, parce que lu différence il’unc constante arbitraire est nulle, ou plus généralement, il faut .ajouter une lonction dont la différence soit nulle, comme cela a lieu pour ccrluincs
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fonctions trigoiioinvlri(|iics, qui reprennent k même valeur quand on fait croître Tare d’une ou plusieurs circonfc'rences.
21)4. Signification d'une intégrale définie. — Dans le calcul inverse des différences, comme dans le calcul intégral proprement dit, Syx' — ï?x se nomme intégrale définie de ■yx, prise depuis x jusqu’à x' et cette quantité a une signification analogue; en effet un sait que
AyX = y (x -H ix) — fX ,
Aylx -4- Ax) = f (x -H 2Ai) — o(x -t- Ax),
Ay [x -H (n — 1) Ax] = y {x mAx) — y [x (n — 1 ) Ax]. Additionnant inciubrc à membre^ il vient
f{x -4- »lAx) — yX — AfX -t- Ay (x -4- Ax) -4- Ay (x -4- 2Ax) -4- A-;)(x -4- ÔAx) -4- Ay[x -4- (» — 1) Ax],
et en faisant
X -4- »iAx — x
cette équation devient
ol' — |?X = AyX -4- A'?(x -4- Ax) -4- Ay(r -4- 2Ax) -4- Af (x -4- ÔAx)
-4- Ay(x' — AX).
Si l’on intègre les deux membres, on trouve
ïyx' — lyx = OX -4- ^(x -4- Ax) -4- y(x -4- 2Ax) -4- y(x' — Ax).
Le premier membre est ce que nous avons appelé Yintégrale définie de <px prise depuis x jusqu’à a/, intégrale que nous représenterons par x'
2 fx; on voit donc qu’une intégrale définie prise entre deux limi-
tes X et x' représente la somme des valeurs successives de yx depuis k première correspondant à x jusqu'à l’avant-dernière correspondant à x' — Ax.
Il n’a pas été ajouté de constante arbitraire au second membre, parce que celui-ci doit, comme le premier, devenir zéro pour x' = x, ce qui
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a lien en cITct, puisque le nombre de lerines est visiblement égal au nombre d’aeeroissements ix eontenus dans x' — x et que pour x'= x,
ce nombre est nul. Cette signification de l’intégrale définie 2 ^x, fait
donner à ccllc-ei le nom de somme de yx prise entre les limites x et x' — Ax.
2bü. Formule générale d’intégration. — On peut toujours obtenir la somme ou l’intégrale d’une ronction donnée, cx|)rimée par une série contenant les dilTércnccs successives de la fonction; en cfTct on a vu (N» 247) que
ÿ(x -I- H Ai) 1= SX 4- /lAyl 4-
A’yx 4- etc. ;
si donc on fait x 4- «Ax = x', on aura, en intégrant les deux membres et observant que le second ne reçoit pas de constante arbitraire , parce que, pour x égal à x', n est nul et que le second membre doit être nul comme le premier,
ïyx — ïyX ou i ipX=;iŸX4- — AyX4 — ; A*9iX4-CtC.
Comme on a fait
X 4- nAx = x* ou n =
la formule d’intégration prend aussi la forme
/x' — X \ Asx
^ x' — X (x' — x) 2 yx= -?x ‘
Ax
Ai
etc.
Elle est analogue à celle donnée par Jacques Bcrnoully dans le calcul infinitésimal, pour exprimer l’intégrale d’une différentielle et fait connaître l’intégrale définie de sx. Si cette fonction est telle que toutes ses difrérenees soient milles à partir d’un certain rang, le nombre de termes sera limité. Cela n’a lieu que pour des fonctions entières et rationnelles.
2oG. Intégration de quelgues fonctions algébriques. — Appliquons
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la formule precedente à riiitégration de la fonction x**. On trouve en remplaçant fZ par x"*,
x' — X Ax
■ xf-x/x'-x \ /y-x ,
Ax Y Al y ^ Ax J 1.2.3
dans laquelle ou connaît (N* 244) les valeurs de A(x"), A’(x")
Quand l’exposant m est entier et positif, le nombre de termes du second membre est limité, puisque l’on a vu que A"+‘(x") et toutes les différences supérieures sont nulles. En faisant successivement m <= 0, m = 1, m => 2, on trouve
y — X Ax
J y* — X* x'* — X* _ (y — x) Ax 3Ax 2 C ’
2 x’ = etc 2 X" = etc.
Si les sommes doivent être prises depuis 0 jusqu’à x, ces expressions deviennent
x’ x’ 3Ax 2
xAx
2 x’ = etc.
qui font connaître les sommes de toutes les valeurs par lesquelles passent x“, x, x*, x’, etc., tandis que x va en croissant par intervalles égaux à Ax depuis 0 jusqu’à x — Ax.
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Au moyen de ces formules, on peut trouver les sommes de toute fonction entière et rationnelle de la forme
A + lix Cx* -t- etc.
puisqu’on a
s(.l -t- lix -i- Cx* etc.) = .'l:x“ -t- Oix -i- Cix’ etc.
2Î)7. Intégrations de qrielques fonctions transcendantes. — Quelques fonctions peuvent être intégrées sans l’emploi de la formule générale. Prenons pour exemple la fonction a'. On a trouvé que
Aa' = o*(a^' — 1).
On tire de là
Aa'
et en intégrant depuis x' jusqu’à x, et observant que le dénominateur est constant, il vient
On a aussi
A cos X = cos (x -4- Ax) — cos X
d’où l’on lire
- 2 sin - Ax sin | x -i- - Ax I j
(1 \ 1 A cos X
V=-2-TT
' <2in — At
sin - Ax
ou bien en remplaçant x — Ax par x,
A cos ( X — ^ Ax )
sin X = >
sin - Ax
cl en intégrant depuis x' jusqu’à x,
^ cos ^x — ^ Ax^ ^ cos ^x' — ^ Ax^
E sinx=
sin - Ai
sin - Ax
Si l'an intègre dc|uiis U jusqu’à x, il vient
^ 1 Ax
2 sinx = -cül — 0 ^ -
On trouve de même
2 cos X =
sin
/ 1 \ • / , ' \ /xM-x' — Ax\
( X Ax I — sin ( X Ax I sin I ) cos { )
VW \ J \ -2 J \ ^2 J
2 sin - Ax
sin - Ax
Ces dernières formules font connaître In'suminc des sinus et des cosinus d’une table trigonomètrique culeulès, par exemple, de niinuU^ en minute; car il vient
2 sin X = - eut
et comme cctie intégrale ne donne la somme des valeurs successives de sin X que jusqu’à sin (90" — 1'), la somme totale est
-cot---H^sm
cot-
2a8. Sommation des suites. — On peut, au moyen de ce qui précède, déterminer la soniiuc des n premiers termes d’une suite donnée; il sullit pour cela de calculer, comme on l’a vu (N“ 244), les différences successives Ayx, A’^x.... et de substituer ces valeurs dans lu formule x' x-+-;iAx
du N" 2j4, puisque 2 ?x ou 2 représente la somme
chcrcliée. Il est vrai que pour que cette somme soit exprimée par un nombre limité de termes, il faut que les différences successives soient nullcs à partir d’un certain rang ou du moins qu’elles décroissent assez pour que ce second membre forme une série convergente. C’est ainsi que l’on pourrait calculer lu somme des logarithmes des nombres entiers entre deux nombres donnés.
Si l’on connaissait la loi de la suite, on pourrait également calculer la somme des » premiers termes; en effet, v étant l’indice d’un terme
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quelconque et fv la loi de la suite; coiiiuie il suffit de faire v dgal à
1, 2, 5, 4 n pour reproduire tous les termes, il est visible que
la somme ehercliéc n’est autre chose que la somme des valeurs que
prend /v quand on y rcm|dacc siiecessivcnicnt v par i,2, 5 n,
c’est-à-dire qu’elle est l’intégrale de fv prise depuis v=l jusqu'à V = n -H 1 ; on n donc
S = S fv.
Prenons pour exemple la suite des nombres naturels. La somme des n premiers nombres est, en se rappelant la formule du N“ 254,
tv -H n : -
Si l’on clicrclic la somme des carrés des nombres naturels depuis 1 jusqu’à n inclusivement, on aura
ti
259. Valeur approchée d'uiie intégrale définie infinitésimale. Formule de Thomas Simpson. — Le calcul des diffcrenccs est utile pour trouver la valeur approchée d’une intégrale définie ordinaire ; supposons en effet (]u’on ne puisse intégrer exactement oxdx dont on veut avoir l’intégrale définie depuis x=a jusqu’à x = a-+-6. On divisera l’intervalle b en un certain nombre de parties égales ^ et l’on sait que l’intégrale chcrcliée est représentée par
j ça -+- f (o -1- a) -♦- Ÿ (a -t- 2a) -t- ç (tt -t- 6 — 4) j i
d’autant plus exactement que A sera plus petit. Or, cette expression
n’est autre chose que le [troduit de A par 2 fx, etsi l’on substitue
à cette intégrale sa valeur donnée à la fin du N° 254, on trouve pour valeur approchée de l’intégrale.
,'0-+-b I/, l,/l, b (b \{b AA»5.a )
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expression composée à la vérité d'un nombre illimité de termes, mais qui SC simplifie ordiimircmcnt parce que les différences de la fonction f sont négligeables le plus souvent à partir d’un certain ordre.
On trouve une expression plus exacte de l’intégrale de la manière suivante : dans la formule d’interpolation donnée au N“ iî47, changeons X en a' cl désignons Ax par A; clic deviendra
, , , , A«a' h(h — A) A’so' h{h — A)(A — 2a) A’ya'
Si l’on multiplie les deux membres par dh et qu’on intègre entre les limites zéro et 2A, il vient
I y («' -t- h) dh = A
intégrale que l’on peut changer dans la suivante, en remplaçant a h par x,
<fxdx ~ 2yo'-+-2A.ya' — A’.ya' — — A'.yo'....
Cela posé, divisons l’intervalle 6 entre les deux limites d’une intégrale
fxdx, en un nombre pair de parties égales A et dans a
la formule précédente, faisons successivement a'=a, o' = o-i-2A,
o' = a-A-4A o' = o (n — 2) A = a -A- 6 — 2A; la somme des
valeurs obtenues représentera l’intégrale de fxdx prise depuis x=a jusqu’à X = a -A- 5. On trouve ainsi, toute réduction faite, et en négligeant les différences quatrièmes.
2?o' -A- 2A.yo'-A- A’.ya' — ^ A*.Ÿ“'-+- ClC
0 yu
2^0 -A- 2y (fl -A- 2A) -a- 2y (a -A- 4aJ ■
2? (fl -A- à — 2a)
yl(/x = A ' -A- 2Af0-A- 2Ay(fl-A- 2A) -A- 2A-j(fl -A- 4A).... -A- 2Ay (fl -A- à — 2A) j
A- — A'yfl -A- — A*f (a -A- 2a) -A- - A*y(«-A-4A) -A- - A’y(n-l-à — 2 A)
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On sait que l’on a
AyO = f (a A) — sa
As (a 2a) = ÿ {a -4- 5A) — ? (« -*- 2A)
Ay (a -4- 4A) c= y (o -4- ÎJA) — ?{«-+- 4A)
A’ya = Ÿ (a -4- 2A) — 2y (a -4- A) -4- ya
Kn substituant ces valeurs dans l'expression de l'intégrale, celle-ei devient
r» + b il
l fxdx = - j ya -4- 4y (« -+- A) -l- 2y (o -4- 2A) -4- 4y (n -4- 3A) 'h ■ '>(
d’où résulte celle règle : jiotir avoir une valeur approchée de l’intégrale définie de yw/x depitin x = a jusqu’à x=a-t-b, on divisera l'inlervulte h en un nombre pair de parties égales A, on fera
successivement dans fX, x—a, a -4- A, a-4-2A, a -4- ôA a -v- b et
on multipliera le tiers de l'une des divisions A par une somme formée par la première et la dernière valeur de la fonction, c’est-à-dire, ya -4- y (n ù), plus quatre fois les fonctions correspondant à des divisions impaires, plus deux fois les fonctions correspondant à des divisions paires. Celle expression d’une intégrale est connue sous le nom de formule de Thomas Simpson.
Si au lieu de négliger les diiïérences 4'"'*, on avait poussé l’approxiinalion jusqu’aux dilTércnces !>"*'* ou G'"", on aurait trouvé d’autres expressions plus exactes de l’intégrale déGiiie, mais elles se présentent sous des formes moins simples et moins régulières.
Il est visible que les dilTcrenccs quatrièmes et suivantes de la fonction yx, qui ont été négligées, ne sont rigoureusement nulles, que si la fonction est de lu forme a -4-bx-4-fx*-4-ex’. Il suit de là que si l’on conçoit la fonction yi dévelojipée en série sui\unt
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les puissances ceuissiintcs de x, on ne lienl compte dans la formule de Simpson (jne des quatre premiers termes du développement, en négligeant tous lesuntres. (Iiiand l'intégraledéfinic est destinée à représenter l’aire d’une courbe, la méthode d’intégration précédente revient visiblement à substituer à la courbe donnée y = ^x, des arcs de parabole cubique t/ == a -+- 6x -h ex* -+- ex^ depuis x — a jusqu’à x = o-+-2A, puis, depuis x = a -i- jusqu’à x = u-v-4A et ainsi de suite.
En appliquant cette formule à la recherche de l’intégrale définie
un trouve pour valeur approchée, au lieu de l’expression du N° 14G,
-I. = “ ^ « ’ -fr- — 1 *
()l/l-t-x* •’( *" lOlO 1/ 1040 4^1090
Appliquons encore notre formule au jaugeage des tonneaux. En prenant l’axe du tonneau pour axe des A' et 1/ — fx pour équation de la courbe génératrice, le volume sera exprimé par
a étant la hauteur du tonneau; or, si l’on en mesure la circonférence, 1° aux deux bases, 2" à égale distance de la base et du milieu, 3° au milieu, et si l’on représente les rayons correspondants par r, »■', et r", il est visible que pour
ÿ’ sera égal à r*, r'*, r''*, r'*, et r*; la valeur de l’intégrale définie précédente est donc
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et l’on trouve pour la capacité «lu tonneau,
— (r’ + ir'* r"‘).
2ü0. Intégration des équations implicites aux différences. — On ne s’est occupé jusqu’ici que de l’intégration des fonctions d'une seule variable. Passons à l’intégration des équations implicites h deux variables, équations que l’on représente d’une manière générale par
f(x, y, Ai, Ay)==0,
ou plutôt, par
/•(x,y,Ay) = 0,
attendu qu’on peut toujours faire en sorte que l’accroissement de l’une des deux variables soit égal à l’unité (fin du N° 252). Le cas le plus simple, est celui où la variable dépendante et sa dilTércnee sont à la première puissance, et ne sont pas multipliées cntrc-cllcs. L’équation aux différences est dite alors du prentter degré et du premier ordre. Sa forme est
P et Q étant des fonctions de x seul. Supposons d‘abord, Q égal à zéro. Si l’on remplace y par e” et Ay par e' {e^” — i), il vient
C (e^" — 1) -t- Pe'— 0, d’où e'^'' = 1 — P,
At> = log(l — P), U = Slog(l — P) et par conséquent
Comme P ne contient que la variable x, on voit que la question est ramenée à l’intégration d’une fonction d’une seule variable x.
En désignant par P„ P,M^t les valeurs de P correspondant
à des valeurs x, i — i, x — 2 .... de la variable, S log (1 — P) devient log(l —P,_,)-t-log(l— ou logj(l )(f -/*,_,){1— P,_,)... j
et la valeur de y ou l’intégrale, se réduit à
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Le facteur ! — P. n’est pas inscrit, parce que la somme I ne eomprciid pas le terme final correspondant à la variable x entière.
Si P est constant, tous les facteurs binômes sont égaux et l’on a
n représentant le nombre de ces facteurs, qui est égal au nombre d’accroissements Ax = 1 compris entre une valeur arbitraire x' de la variable et une valeur finale x, c’est-à-dire x — i'; on a donc pour intégrale.
Pour intégrer lorsque le terme Q n’est pas nul, remplaçons y par u.z et Ay par «As -hxAm -a- AmAz. L’équation aux différences se transforme dans la suivante
Z (Au -4- Pu) -1- Az (h -1- Au) = Q
et comme une des deux variables («, z) est indéterminée, on pourra fixer la valeur de u en posant
Au -+- /*u = 0,
qui donne, d’après ce qu’on vient de voir,
Le reste de l’équation aux différences , savoir :
Az(u -+- Au)= Q
donne, en remplaçxint u et Au par leur valeur,
Az :
Az ;
u -f- Au u ■— l‘u u(l — P,)
d’où l’on lire
(1-P,)(1-P,_,)(1 -Ps-,)....
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et l’intégi'alc clicrehéc devient
On est conduit à une équation aux dilTércnces du genre de celle dont on vient de s'oceiijicr, en résolvant le problème suivant : trouver le terme général d’une série dans lugueUe chaque terme s’obtient en multipliant le précédent par une fonction fx de son indice x et en ajoutant au produit une fonction yx du même indice.
En désignant par y un terme et par x son indice, le suivant sera d’après ces eonditions, fx,y -s- yx, et comme il est en général représenté par y -h iy, on aura
!/ -+- == ,y/x ou Ay -V- y (I — fx) = r^x.
Pour avoir l’intégrale ou le terme général, il faudra donc remplacer P par 1 — fx cl Q par yx. Si fx ou f est constant ainsi que 7X ou 7, on trouve (N" 237)
" '■= " Ir Y'*' ^ if-'-f-n ;
l’intégrale est donc
et cette valeur de y fuit connaître la loi de la série. Elle contient une constante arbitraire x'.
261. Intégration des équations linéaires aux différences d'un ordre quelconque. — L’intégration d’une équation aux différences est en général d’autant plus difficile que ccllc-ci est d’un ordre plus élevé. Lorsqu’elle est linéaire par rapport à la fonction y et scs différences, on peut, comme l’a fait remarquer Lagrange, faire dépendre son intégration de l’intégration d’une équation linéaire plus simple. Soit en effet
A"y -H .lA"~*y //A"“*i/ -i- (7A**®y /’Ay Qy = R (1)
une équation linéaire de l’ordre >1, A, ü, f.', R étant des fonctions
de X. Supprimons le ternie final R et supposons que l’on parvienne à
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trouver n valeurs de s«lisfaisanl à Icquation
préeédenle priAec du terme final li. En posant
on aura rintégrale générale de la proposée, pourvu que C, C, C",.... soient déterminés par les conditions
{y' + Sy')lC + {y" iy")lC" + etc. = 0,
{^y' -y- Ay)iC' -f- (\y" -H ^’-y") etc. = 0,
{A^y' ■+■ Ay) AC' + ( Ay' A-y") AC" -t- etc. = 0 ,
(A«-'y' -V- \-y')SC (A-- ' y" Ay') AC" -I- = H,
ce qu'on démontre comme on l'a fait au N° i98, pour les équations différentielles linéaires. On prendra pour cela les n différences successives de y et celles-ci, en tenant complc de (3), vérifieront l'équation (1). Les équations (3^ en nombre n serviront à déterminer les « différen-
renccs AC', AC",.... en fonction dey', y' c'est-à-dire en fonction
de X, et des intégrations de fonctions d'une seule variable feront connaître C', C"
Quand les eocflicicnts A,D,.... Q sont constants et que le terme lilial R seul est fonction de x, la reeberelie des intégrales particulières y', y",.... ne présente pas de difficulté. En effet, comme les différences successives de (a -i- 1)' prises avec Ax — i sont (a -v- l)'n,
(« -♦- 1)'a* (a -t- l)'o", en posant y = (n -t- 1)' dans (1) privée du
tenue final R, l'équation sera satisfaite, pourvu que l'on ait
«" -4- .-fa"-' -4- Ru'~* -4- Pa -4- Q = 0
et les « racines a', a", a'" donneront les valeurs
262. liitégratiou des èyualioiis aux différences mêlées. — On est souvent conduit, en résolvant des problèmes de géométrie d’une certaine classe, à des équations qui renferment à la fois les différentielles des variables et leurs différences finies. Les équations de cette espèce sont dites aux différences mêlées. Prenons pour exemple le problème
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suivant : Trouver une courbe telle que l'aire renfermée entre la courbe et deux ordonnées distantes d'une quantité h, soit dans un rapport constant avec l'aire du trapèze qui a ces deux ordonnées pour bases. En dc’signant par y cl ij -h Ay les deux ordonnées, par x cl x -h /i les deuxabscisses correspondantes et piir(i',y') leseoordonnées d’un point intermédiaire qiicleonquc de la eourbe, l’aire comprise entre la courbe
Sx + h
y'dx' cl l’aire du
trapèze, par^(y -*-y Ay); l’équation du problème est donc -n- A
n j y<ix'= - (y y ày).
Or SI y' == fjf est l’équation inconnue de la eourbe et si l’on désigne par l’intégrale de y'dx! ou fx'dx', l’équation précédente devient
„ [y(x A) — yx] =1 [/i f{x -t- h)],
et en dérivant par rapport à x et observant que la dérivée de yx est fi,
2/1 [f(x ■+■ li) — fx] — h [/’x -V- /■' (x A)],
et cnOn en remplaçant f{x-r-h)--fx par A/x ou Ay, f [x h) par
h par Ax,
Pour intégrer celte équation aux différences mêlées, remarquons que si l’on pose y = e"'*, on trouve
= me”' (e"* — 1).
Comme l’équation trouvée est linéaire à coefficients constants, en y faisant les substitutions de ces valeurs, e"' se trouve être facteur commun cl l’équation est satisfaite idcniiqucment, pourvu que m soit une des racines de l’équntioii
2«(e"* — l) = 2mA -4- mA (e"* — I) ou (2n — mA)c”‘ = 2n mA.
dx
Ay = e"' (e”‘ — 1)
CALCUL I.MÉGRAL.
Si m,tn',m" .... sont les dilTérentes racines, l’int(^grale de l’équation aux différences raclées et par conséquent l’équation de la courbe cherchée est
ij= Ce-' -H C'e"'* -A- C"e-"‘ etc.
C, C, C" étant des constantes arbitraires.
Le problème suivant conduit aussi h une équation aux différences mêlées : Trouver une courbe telle que Taire M.M'N (fig. 30) comprise entre la courbe et une portion .MN d’une abscisse quelconque, d’une longueur constante h, soit proportionnelle à la puissance n‘'”‘<’ de l’abscisse AP.
En désignant par x l’abscisse AP, par y l’ordonnée correspondante MP et par x" et y" les coordonnées d’un autre point quelconque M" compris entre M et M', la distance de ce point à MN sera égale
rx-ï- h
h y" — y, l’aire .MM'N sera donnée par l [y" — y) dx" et l’équa-
tion du problème sera
Sx-*- h fX-*-h fX -*- h
iy" — y)dxT — ax' ou l y"</jc" — l ydi^—ax'.
X Jx Jx
Comme l’intégration se rapporte aux variables (x", y"), x et y restant invariables, si l’on désigne par y" = /x" l’équation de la courbe et par Fx" l’intégrale de fx^'dx", l’équation précédente est l’équivalent de celle-ci
F (x -*- h) — Fx — yh = ox".
Si l’on dérive les deux membres par rapport & x et qu’on remarque que la dérivée de Fx n’est autre que fx, l’équation devient
f(x -*- h) — fx — h^ — fiax"~' ,
c’est-à-dire.
ifx — h nax"
dx
du Av nox"“*
ou = J —
dx ^x h
Pour intégrer, l’on supposera n entier et positif et l’on dérivera n fois par rapport à x, ce qui transforme l’équation du problème dans la suivante
<l"+'y \Ax/
dx"*' dx'
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Elle est idenliqiicmcnl satisfaite en posant
y = Cx’',
pourvu que m soit entier, positif et inférieur à n -+- 1 ou, au plus, égal ù n -I- 1 . Comme elle est linéaire elle est aussi satisfaite en égalant y à la somme de ces valeurs; l’intégrale générale est donc
y = Cx"+' C’x' C"x*-‘ C'*>x C<-+».
Les cocllicicnts C, C ne sont pas arbitraires, car en substituant
cette valeur de y dans l’équation primitive aux dilTércnces mêlées, on trouve que celle-ci n’est identiquement satisfaite que si l’on pose
C" = etc.
Les constantes C'"’ et <7"+'’ restent seules arbitraires.
La branche d’analyse qui fait l’objet de ce paragraphe, a été peu cultivée jusqu’aujourd’hui et les géomètres qui s’en sont occupés ne lui ont fait faire que peu de progrès; aussi n'cst-ce que dans des r^s peu nombreux et pour des formes très particulières que l’on parvient, dans l’état actuel de la science, à intégrer les équations aux différences mêlées.
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Objpt dr la mvlliodc des varialiuns. Variation d'une fonction d'une seule variable. — Variation des dérivées d'une fonction d'une seule variable. — Variation d'une fonction de deux variables. — Variation d'une foneUou eontenant une variable indépendante, une variable dépendante et scs dérivées. — Variation d'une intégrale définie. — Cas des limites fixes. Limites variables. — Variation d'une intégrale définie contenant plusieurs variables dépendantes. — .Vpplieatious de la méthode des variations à la détermination des maximum et miuiinuin. — Ma.ximum ou minimiini d'une intégrale définie. Conditions relatives aux limites. Cquation indéfinie. — Autres conditions relatives aux limites. — Problèmes divers. — .Surface de moindre résistance. — Maximum relatif. — Applications diverses. — Cas ou l'intégrale contient plusieurs variables dépendantes. — Bracliysloclirône. — Lignes maximum et minimum tracées sur une surface ou lignes géodésiques. — Propriétés de.s ligues maximum et minimum tracées sur une surface. — Courbe de jilus vite descente sur une surface, et courbe de plus grande pente. — Caractère distinctif des maximum et des minimum.
2G3. Objet de la méthode des variatioiis. Variation d'une fonction d’une seule variable. — Le ctilcul differentiel avait parliculièrcment pour objet de déterminer pour une fonction donnée, le rapport de l’accroissement de celle fonction à raccroissement infiniment petit de la variable et de remonter de la valeur de ce rapport, aux propriétés de la fonction ; mais cette recherche peut être envisagée à un point de vue beaucoup plus général. .Au lieu de supposer à la fonction nnc forme invariable, admettons qu'elle passe d’une manière continue par
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toutes les formes possibles; alors un ehangement infininient petit dans cette forme joint à un accroisscmenl inGniiucnt petit de la variabla, déterminera dans la fonction un accroissement essentiellement diffiérent de celui que donne le calcul dilTcrcnticl proprement dit et l’on peut se proposer, par exemple, de trouver la forme de la fonction par la condition que ce dernier accroissement jouisse de certaines propriétés données.
L’accroissement que prend la fonction y = fx dans ce nouvel ordre d’idées et qui est dû en partie à un accroissement de la variable x et en partie au ebangement dans la forme de la fonction /x, se nomme vai'ialion de y et se désigne par 3y. L’accroissement infiniment petit donne à x est entièrement arbitraire et se désigne par Sx pour l’uniformité de la notation. Pour déterminer la variation Sy, concevons la fonction fx de forme arbitraire, développée suivant les puissances entières et ascendantes de x -t- a, a étant une constante quelconque; on aura'*’
y =a -t- 6 (x -H a) -t- c (i-4- a)* -i- e (x -H a)* etc.
Comme ce développement peut représenter toutes les fonctions, il est visible que l’on obtiendra toutes les formes possibles de la fonction fx
par le seul changement des coefficients a, 6, e, e Il suit de là que
pour introduire un changement infiniment petit arbitraire dans la forme de cette fonction, il suffit de donner à ces coefficients des accroissements infiniment petits Sa, Sb, Se... entièrement arbitraires et par conséquent indépendants entre eux. La variation de y ne sera autre chose que la différentielle totale de cette série, indiquée avec le signe S et prise aussi bien par rapport à x que par rapport à a, b, e....; on aura par conséquent
Sy = bSx -t- 2c (x a) Sx -h 5e (x -*- a)’ Sx -f- etc.
Jü 4- (x -t- a) -I- Je (x -H a)’ -4- etc.
(’) On développe suivant les puissances de x-t-a au lieu de x, pour embrasser le cas où la ronction ne serait pas développable suivant les puissances entières et positives de la variable x. On pourrait du reste employer le développenicnl suivant les puissances de la simple variable, mais en laissant alors les exposants arbitraires.
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OU bien <*’
(J'y = [6 -A- 2c (i H- *) -+- 3e (i -+- a)’ -A- etc. ] «'x
-A- -A- (x -A- a) àb -A- (x -A- a)’ ic -A- ClC.
Or, il est visible que la fonction comprise entre les parenthèses n’est autre chose que la dérivée ordinaire de la série ou de y, dérivée que
nous désignerons par P reste de la variation de y est la
partie qui est duc au changement de forme de la fonction. Comme elle est arbitraire, nous la désignerons par la lettre A et l’équation précédente deviendra
oy -A- A.
264. Variations des dérivées d’une fonction d’une seule variable.
— Les dérivées ^ etc., que nous représenterons par
p, q, r,... étant elles-mêmes des fonctions de x, a, b, c, etc., ont aussi leur variation, et il existe une dépendance remarquable entre ces variations et celle de y; en effet puisque l’on a
P = 6 -A- 2c (i -A- a) -A- 3e (x -A- ot)* -A- etc. fy = 2c -A- 2.3e (x -a- a) -a- 3.4y (x -a- a)* -a- etc. r = 1 .2.3e -A- 2.3.4.y (x -a- a) -a- etc.,
(') Remarquons que, puisque l’on a
dy = j (M-2c(x-A-a) -A-ôe(x-A-a)*-A- <9 (jc -A- a)’ -A-etc. j dx,
Jy = j 6-A-2e(*-A-a) -A-3e (x -A- a)*-A- 4y (x -A- a)’ -A- etc. j (fx,
-A- (în -A- (x -A- a) (Î6 -A- (x -A- o)’ (Je -A- etc., il en résulte que l'on a aussi
(J (dy) — j 2c -A- 2.0e {x -A- a) -A- 3.4y (x -A- a)* -A- etc. j dx Sx -A- j (J6 -A- 2 (x -A- a) (Je -A- 3 (x -A- “)’ Je -A- etc. [ dx d (Sy) = j 2e -A- 2.3e (x -A- a) -t-S.-lÿ (x -A- a)‘ -A- etc. j Sx dx -A- ) (Ji-t-2{x -A- a) Je H- 3 (x -A- a)* Je -A- etc. jd.r et que par conséquent on a identiquement
JdyxrdJy ou Sdfx — dSfx,
identité qui sert de fondement à l'e.vimsition de la méthode des variations dans la plupart des traités.
o/>=[2c-+-2.3e(a:-i-a) -+-3.4ÿ(x+a)*-t-clc.]a'x-+-(?6-4-l2(n-a) a'c-+-3(i4-a)*a'e-f-ctc. oiy=[2.3e-+- 2.3.4jr(x -<- «) -i- clc.Jax 2a'e 2.3 (x + %) 3e 3.4 (x -4- a)* 3q -4- de. r == de.
valeurs qui revicanent cvidcmincnt aux suivantes : dp
3p =-^3x -4- <?t -4- 2 (x 4- a) -4- 3 (x -4- a)* 3e -4- de.
3q =r 2a'c -+- 2.3 (x -4- a) a'e -4- 3.4 (x -4- a)* 3g -4- de.
3r = de.
Or, si l’on différencie par rapport à x la valcOT de A, en remarquant que o'a, 3b, 3c,.... sont des quantités indépendantes de x, on trouve
A = <fu -4- (x -4- a) 3b -4- (x -4- a)* oC -4- etc., = (f<) -4- 2 (x -4- a) â C
-4- 3 (x -4- al'a'e -4- ctc.,-r-T= 2* -4- 2.3 (x -4- a) (îe -4- etc.
' dx*
Les valeurs de 3p, 3q prennent donc la forme
265. Vorialion d'une fonction de deux variables. — Cela posé, considérons la fonction
dans laquelle x et y sont deux variables indépendantes et f une fonction de forme déterminée. Puisque des accroissements dx et dg font prendre à V raccroisscincnt
dV
dV . dV'
-j-dx -4- —
dx dg
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il est clair que des accroissements '!x et ây communiqueront & F la variation
dx
ox -t- -r-o’l.
Si y, au lieu d’étre indépendant de x, était une fonction indéterminée de cette A-ariablc , pour faire varier inGniment peu la fonction, ty devrait être remplacé par la valeur trouvée ci-dessus, po'x -t- A, et il viendrait
dy
or, en désignant par dV la dilTércntielle totale de la fonction V, on a, dans le cas où y est une fonction de x.
dv=!^dx
la valeur de o'V' prend donc la forme
dx
2G6. V'’ariolion d'une fonction contenant une variable indépendante, une variable dépendante et ses dérivées. — Si l’on avait
f étant une fonction de forme déterminée et x, y, p, q, r, etc., des variables indépendantes entre elles, il viendrait encore, d’après les principes de la diiïércQciatioii,
oV =— — <fx -r-ou
dx dy
dV , d\'
■ np -7—oq etc.;
dp
dq
mais si y est une fonction indéterminée de x ctp, q, r, etc. les déri-
, dy d*y , , . . . „ .
vees-^j -r4etc., il faut pour faire varier inünimcnt peu cette fonc-
lion y, remplacer ày, ip, Sq, par leur valeur trouvée plus haut, et
il vient
/dV dV dV \
OX-+- A
dV
dy
ds dV d*à dV dx dp **” dx* dq
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La différealiclle totale de V est exprimée par
dV, dV dy , dVdp^
dV,r^-j- dx -fdx -+- --Ldx dx dy dx dp dx
/dV dV dV \ .
etc.
la valeur de SV se réduit donc à
dV d\ dV
OX
SV=dV-r- Adx
f/*A dV
• -r- ^ -î- -t- etc.
dy dx dp dx* dq D’un autre côté, eomme on a en général
udv = d(uv) — vdu ,
il en résulte que l’on a aussi , en désignant par — la dérivée
dx dp
seconde de V, totale par rapport à x et partielle par rapport à p,
dV , dV\ i d*V ,
_dA = d(^A-j---_Adx,
/rfV^Xl d*V dq dx \dq dx J dx dq
,/dVdà\ ./id*V\ i d^V ,
\dq dx) \dx dq dq ^
valeurs qui font prendre à SV la forme suivante :
1 d*V 4 dW 1 d*V 1
dx'*' ^\dy dx dp dx* dq dx» dr ^ )
1 ( /dV d*V i d’V \
^ dx l^^dp dx dq dx* dr )
dA /dV_ j_ dx\dq dx dr
CAixiii. i)bs v.iiimioxs. ;>o-<
Si la foiiction V contenait une seconde variable z fonction indéterminée de la variable indépendante x, ainsi (juc les dérivées de : que nous désignerons par p„ q„ en rcprésculaiit par A, la quantité
analogue à A, c’est-à-dire, en faisant
A,, op, = qfiX »q,=^r,'jx etc.,
on trouverait l’expression suivante de la variation totale de T,
rfAdr dà,dV d*SdV
dx dy dz dx dp dx dp, ai* dq
f/*A, dV
-t- -T J 7— etc.
(il* dq,
à laquelle on donnera par des intégrations par parties, comme plus haut, la forme suivante :
[dV 1 d*V
A, — ; ; 1- etc.
dx I dy dx dp ’ j '[ dz dx dp,
■'■Tx‘
dx dq
clc. / •+- A, \ —
dV 1 (i*V
' ( dp, dx dq,
(iAidr 1 (/A, !(/V j
• -7- ! etc. ! X — r— ; etc. J -+- etc.
(ii( dq
dx l dq.
267. Variation d’une inléyrale définie. — Enfin si l’on considère
une intégrale définie de la forme
u = j f{x, y,p,q,r,....)dx = Ydx,
il est évident que des accroissements oi, iy, op, àq,.... donnés aux
variables x, y, p, (/,.... contenues dans 1 , feront prendre à V l’(/x
raccroissement ou la variation suivante
l (T-+- oV)il[x -4- vx) — l Vdx — i j(’ïr(/(x o'x) -4- rJoxj Jx' 'j' 'JC'
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OU plutAl’*’
^ {SVdx -4- Vdix),
en négligeant Sx devant x d'après l’esprit du calcul différentiel, variation qui devient, en remplaçant o V par sa valeur trouvée plus haut,
l V dox -4- d l ox -+- A ) ; H -y- —T etc. [ dx
[_ ( dy rix dp dx’ dy 1
" " s ('iï - "'•) 0 ■
Uemarqunns que VdSx + dVix est la différentielle du produit VSx cl que par ronsé(iucnl l'iiilégrole déHiiic de ces deux premiers termes
est VSx" — V'iJx' que nous désignerons par • Remarquons
.aussi que la fonction rc|iréscntéc par la dernière accolade dans l’expression qui précède, étant une différentielle totale, a pour intégrale définie, en adoptant cette nouvelle notation.
,dV 1 d«V
\-d^ - lü HT
rdA/dl- 1 d«r \"|a:
"'7Jx' ^
rd*A/dr
(*) On peut faire ici une remarque analogue à celle de la note de la page iiiO. ÿi dans régalité qu’on vient de trouver
= ^ {Sf'dx -i- f'dix).
on remplace dor par idt, il vient
^ j rdr = j HVdr-^VdSr= Jd'dr),
parcp que Ton a d’aprc5 les principes du calcul différenlicl , O (t4»’) = w^t’ -f* vou.
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La varintion >lc l’iiilL-gralc définie \ Vi/x prend donc la forme
Jx'
r" Fai
fdv
1 dM’ 1
dx dq dx*
dr
ldx\dr
dl dr
■ etc.
r^' /dv 1 (/*r 1 d’v \ ,
-t- t I , ; 1- -, - -, etc. I àdx.
2ti8. (ms des limiles fixes. Limites variables. — Si les limites x' et x" de l’intégrale définie sont invariables, le premier terme du
second membre on t o'x qui n’csl autre chose que V"aV' — V'oV,
L Jx'
devra disparaître, parce que oV' et oV seront milles. Si au contraire les limites sont variables, ce terme doit être maintenu et il représente raccruissenicnt qui résulte pour l’intégrale, d’une variation dans la valeur des limites x' et x"‘*’.
Dans plusieurs problèmes dépendants de la méthode des variations, la fonction T contient implicitement les coordonnées x', y', x", y", correspondant aux limites de l’intégrulc, ainsi que les dérivées — ,
ux
-’^ctc., ou p',p", </', rj", etc. Quand cela a lieu cl que ces quantités
(*) Il :semble que pour avoir la variation complète de \ y'dx dans le cas de x' et
jx'
x" variables, il iic suffît pas, comme on l’a supposé, de faire croître les variables contenues dans r,ot qu’il faut encore donner aux limites x' et x" de rintcgrale, des accroissements et mais il est à rcman|uor que, du chef de ces accroissements, lu variation de l’intégrale devrait être augmentée aux deux limites d’un élément dilfércnliel, cV.st-ù-dire, de o' ( r"dr") — ( K'dr'), quantité négligeable devant la
variation trouvée plus haut, puisque cette qitantilé est iiilinimcut petite du second ordre.
cim'iriif! MX.
UC sont piis invariables, il futil pour avoir la valeur la plus générale Je lu variation de l'intégrale déOnic, faire prendre à ces quantités des
accroissements ix',Sxf',àp',êp",iq', etc., ce qui produit dans i Vilx un accroissement égal à
— f ^ aV(/x + ( ^ «V'rfx de.
Jx' h'
qu’on peut écrire ainsi
r^"dv dv
Jx' l — dx-v-Ji"i -j-j- dx cXc.,
Jx' Jx'
parce que Jx', Jx" se rapportent h un point déterminé et sont par conséquent des facteurs communs dans ces intégrales, et cette somme
doit être jointe à la variation de i Vdx trouvée plus haut.
Jx'
Si les données de In question établissaicnl entre x', i", y', y", p', etc. une relation
f[x>,xr,y',y'\p\p’\q' ) = 0,
on serait conduit par la dilTérenciatiun à une relation entre les accroissements ou variations de ces quantités, de la forme
.4 Jx' -4- Six" -4- CJ^ O
au moyen de laquelle l’une de ces variations pourrait être éliminée de la somme qu’on vient de trouver.
l'ài remplaçant i, — > de., par leur valeur Jy — pii,
ip — qix, Jy — rii, etc., 1a variation d’une intégrale définie prend
la forme
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/dV
1 JM’" ^
jÿ' d,,-'
) ''Vjr,"
dx" dr" )
. ■ -U 4'le
1 JM" \
de
dx' d(f'
) ‘ V dr/'
Jx' dd )
dV
i V' - Ü7' i - i 7/7 - rf7>
dV" 1 (/*»•” ) „ ^dV' 1 d*r
/ </</" ~ ./y- 7r^ \ I dr,' dx' (/»■'
etc. l 'j/t'
{7 fdv \ </*r 1 <i’i' . \
Jy \dy dx dp (/x* di/ J
r*" dV dV
et pour y ajouter les termes o/ ^ ~dx''^^ oV' ^ , rfx-i- ete.,
l>rovennnt de la variation des limites, il suffira d’ajouter aux cocnicients
, . C^'dV , C^'dV ,
préct*deiilsdeox',?aV', oÿ', etc., les intégrales^ ^
(•) CcUo oxpn^ssion de la variation dVinr intégralo dtdinie ocrait encore vraie pour
une integraie Indéniiic; il suHirait de rcmplaeer x*\ y", p", q" par x, y, p, q..,.
Sous celle nouvelle forme, elle peut servir à démontrer, d’une manière indirecte ù la vérité, un ihéurctne important du calcul intégral. Si Tdx, c'est-à-dire,
fl^ J. !LÆ...^.\dr était la difTér-enlieJlc cx.ac.le d'une fonction /' de la \ ’ dx dx* /
forme f(x, y, ^ varialion de l'intégrale y l'rfx se confon-
lirait avec la variation de l\ Or, on a vu an .N" 2(>0, que la variation de
v(x,ij, —, ) ne contient aucun terme sous forme d’inicgralc; il faut
\ ïLt dj-* /
donc, quand Vdr est une dilicrentiellc exacte, que l'intégrale qui entre danx l'expression de la variation <le f l'rfr. disparaisse également, ce qui ii’arrise que
cti^pirnE xix.
2C9. f 'ariation d'une intégrale définie contenant plusieurs variables dépendantes. — Si la fonction V, outre la variable dépendante y
et ses dérivées — » *-7-^;» etc., contenait une seconde variable dépendx dx^
dz d*z
d.mtc Z fonction indéterminée de x, ainsi que .scs dérivées -r-> >
dx rfx*
etc., ou r„ la variation de l'intégrale déGnic deviendrait,
d’après ce qu’on a vu au N‘ 200,
â || Ydx = V"ox" — Vix' -h i" — etc.^ — A' — elc.^
di!' /dV" \ dl' /dV \
r^" . /dv 1 d*v \
]jj^'^\d<J dxdp'^^^^'J
„/'dV" \ ,/dV \
d^" /dV' \ dlf/dV \
dx'\d;ir ‘■‘“^7“^ U// “"“"y
r ‘" , /dv i dM' \
si Ton a idriitiqiiPiuc'nl
fit' I f/*r ! f/'V
— etc. = 0.
</// f/o* dp <i.v* dq
{Mii«>qiic A plarê SOUS Ir signr d'intôgralion rsl urMM|iiaii(ile qui doit rester arbitraire et (juc par conséquent rinlégmtioii indiquée est impossible sans cctle c<|ualion. Telle est donc la condition uéces>airc pcnir que Vdr soit une dilîéiviitiellc exacte. Celle condition est aussi sulTisante, cor elle rend la variation J Tiijr indé|)cndanle de toute inlégrale, ce qui, visiblement, n'a jamais lieu lorsque J* Tf/r
uVsl na> une fonction de la forme F (x. w, — , \-
\ dr df' /
Digilized by Coogle
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qui, apres que I iiii aura reinpiacc A, — i A„ — > etc., par leur
dx dx
\aleur Ji/ — ip — fjox âz — Pi'^x, op, — <j,^x, , prendra
la forme
U» ~Tx" Tf V ^ U" “ '‘'7
/d\" 1 //M"' \ , „ /dV" \ „
Afr 1 d^-y /f/v'
_ CeA .c' ^ Æ - ce A
\dp; dx' dij, J \dq, J ‘
« d'-y \ , /dv 1 </n' , \ ,
'270. Applications de la méthode des variations à la détermination des maximum et minimum. — La lliéocie des maximum et minimum exposée dans le ealcul différenlitl , a pour Inil de trouver la valeur de SC qui rend i/ maximum ou minimum dans une équation de forme déterminée en x et i/. La niétliode employée pour eette rcclierclic est fondée sur ee que, au moment du passage de la fonction ÿ par le maximum ou le mininiuin, un accroissement iuiiniinent petit donne à la variaLile indépendante x ne produit pas d’accroissement dans la
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ronction i/, c’esl-à-dirc sur cc que la diirércnlielle de la ronclion y est nulle. Le calcul des variations a parliculièrement pour but de traiter lu question des niuximuin à un autre point de vue; ici la relation entre x et y est indéterminée et on se propose de la déterininer par la condition qu’une certaine quantité exprimée par une fonction donnée , . du (/*(/
de (x, 1/1 et des denvees -r4 soit un maximum ou un mini-
' dx dx*
nuim. Par un raisonnement semblable à celui employé dans le calcul dillérentiel, on rcconnuit que si l’on donne à x un accroissement dilTcrcntiel et qu’on introduise dans la relation entre x cly un ebangement inriniinent petit entièrement arbitraire, il en résulte dans la fonction donnée un certain accroissement i|ui doit être nul au niomcnt du maximum ou du minimum. Or, introduire un ebangement inriniinent petit dans la valeur de x et dans la relation entre x et y, c’est faire croître ces quantités de leur variation, et raccroissenicnt qui en résultera dans la fonction donnée de x, y, p, 7,.... n’est par conséquent autre chose que la variation de cette fonction; c’est donc cette variation qui doit être nulle pour que la fonction soit maximum ou minimum.
271. Maximum ou miuimum d'u/ie inU'yrale définie. Conditions relaliees aux limiles. F.qualion indéfinie. — Cela jiosé, représentons par V une fonction donnée de x, y,p, 7, r,.... et proposons-nous de trouver, parmi toutes les relations possibles entre x cl y , celle qui
rend la fonction l Vdx maximum ou minimum. Il résulte de ce qui
précède qu’il faut pour cela, égaler à zéro la variation de cette intégrale dérinie, variation que nous re[iréscnterons |)our abréger par
,1'oV -O -t- H’iy' 4- n">hj" + C'ip'-i- C"ip"
et qui SC compose d'une suite de termes multipliés respectivement par les variations de x, ty, p, 7,.... prises aux deux extrémités de l’intégrale et d’une intégrale définie. Si les extrémités de l’intégrale ne sont soumises è aucune condition particulière, les variations
oV, Jx", StJ, ây", âp', sont entièrement arbitraires, et coiuine
l’intégrale délinic qui entre dans l’expression de la variation représente ellc-mcmela somme des valeurs de Cils mullipliécs respectivement jiar A, qui est un coellicient entièrement arbitraire pour chaque élément de l'intégrale, on voit que la variation d’une intégrale définie sceonipose
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d’iinc somme de produits de certains faelciirs par des eoellicienls entièrement indéterminés, ün conclut de là (|ue chaque l'acteur doit être nul séparément**’ c’est-à-dire que A', A", If, 11",..., doivent être égales à zéro ainsi que toutes les valeurs par lesquelles |)asse U entre les deux limites de l’intégrale, ou que l’on doit avoir pour une valeur quelconque de x,
Cette équation différentielle se rapportant à tontes les valeurs de x, comprises entre les deux- extrémités de l’intégrale, est une éfjuation indéfinie, tandis que les premières ne se rapportent qii’à l’une des deux extrémités de l’inlégralc.
272. .iulres conditions relatives aux limites. — Quelquefois les extrémités de l’intégrale sont Oxes; c’est ce qui aurait lieu pour une question de cette nature : mener entre deux points donnés la courbe qui jouit de certaine propriété maximum ou minimum. Dansée cas les variations dx’, ox!', ày', 3\j" sont milles et les termes qui les contiennent disparais.sent de l’équation sans donner lieu à aucune équation de condition. Si l’on donnait la direction lixe du premier élément de la courbe, ou celle des deux ou trois premiers éléments, ce qui revient à donner les valeurs fixes de p, de p et r/, ou de p, q, r pour les
extrémités de la courbe, alors les variations àp', 5p", ir/, Sq",
seraient aussi nullcs. Dans certains cas, les variations extrêmes oV, 3ij', "Ji", 3y",.... ne sont pas entièrement indépendantes. C’est ce qui arriverait si les coordonnées (x'y) cl(x"ÿ") devaient satisfaire à certaines conditions exprimées par des équations entre (l'y') et (jc"y"), si les extrémités étaient assujetties, par exemple, à demeurer sur des courbes données. Il est visible que les accroissements oV et 3y' dépendraient alors de la forme de cette courbe et qu’il existerait entre ecs variations la même relation qu’entre les différentielles de ecs coordonnées prises
(*) Soit CO clfcl l'cqualinn suivante
A n A- Bh A- Ce Dit =0
ilaus laquelle n,h,c,d,... soûl des coctficicuts ciilicrcmcnl arbitraires, et .1, fl, t',.... des i|uiuitilcs iiidcprndantcs de o, ft, r.... .Si l’on fait tous les cocniciciits nuis à l'c\- <'c|ilioii de i'iiii d'eux b, qii’oii laisse arbitraire, ou aura
fl«-=0
et comme 4 reste arbiliaire, celle deruicre équation ii’est possible que si B — tt. On raisoiiucra de la iiiL'ine iiianiêre sur les autres faeteurs .1 , C . ..
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ilaiis l’équation de la courbe; si done dy = fX.c/x est celle équation dilTérentielIc, on aura aussi
iif = yx'.oV
et eu rcmpl.açant iif par sa valeur dans la variation générale, le coefiieient total de oV devra être égalé à zéro. En résumé, on voit qu’en général, il faudra supprimer les termes multipliés par les variations des quantités qui sont fixes aux extrémités de la courbe; |iuis, si la question admet des relations entre quelques-unes des autres variations relatives aux limites, se servir de ees relations pour éliminer le plus grand nombre possible de variations et enfin égaler à zéro chacun des cocITieiculs des variations qui restent indéterminées. L’équation difTércntiellc indéfinie = 0, c’est-à-dire
(IV 1 d*r 1 d»V
K--- etc. = ü
dy dx dp f/x’ d(j
donne lu relation qui doit exister entre x et y pour que l Vdx soit
un maximum ou un minimum, n’csl-ù-dire que, étant intégrée, clic donne l’équation de la courbe elicrchéc. Les autres équations qui se rapiiortcnt aux limites, servent comme on le verra dans les applications suivantes, à déterminer les constantes arbitraires qui entrent dans l’intégrale.
273. Problèmes divers. — Déterminer la ligne la plus courte qu’on puisse tracer entre deux points dans un plan, ds étant l’élément de la courbe elicrcliéc, on a
ils = dx [/ 1 -V- y*
et en représentant par (x”, y') et (x", y"), les coordonnées des points extrêmes donnés, il vient
s = l j/l -H dx ;
Jx'
il faut donc que l |/l -t- p*dx soit un minimum, ou que l’on ait Jx'
Jx'
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Il est visilile que la fonction T de la forniulc générale représente ici j/ 1 ♦- /)* cl que par conséquent il faut y faire
v = /rT7ï,
dV_^ dV_ P dy ~ ’ dp ~ y/ y ^ pi ’
— = 0, etc.
dq
L'équalîon différenliclle du la courbe est donc
— ■ = consl. ,
et par conséquent p = const. = c.
On tire de là
dy==cdx et i/=cx-l-c',
qui est l'équation de la ligne cherchée. On voit que eette ligne est droite. Les e.xtréinités étant fixes, les variations oV, <Tx", iy', iy", sont nullcs et il n’y a pas d'équations aux limites. Les constantes c et c' SC déterminent ici par la condition que la droite devant passer par les points (x', tf) et (x", ty"), ces coordonnées doivent satisfaire à l’équation de la droite, ce qui fournil, pour déterminer c et </, les relations
y' = ex' c', y" = ex" -i- c'.
Chercher la ligne la plus courte ou la plus longue qu’on puisse mener entre deux courbes données dans un plan.
On aura encore comme précédemment
'i y* dx ~ ü d’où P ~ c
et y = ex -H (/,
c’csl-à-dirc que la ligne est encore droite. Les extrémités (x", tj), (j",y") ne sont pas fixes, puisqu'elles ne sont assujetties qu’à se trouver sur deux courbes connues; les variations Sx!, Sy', Sx!’, Sy" ne sont donc pas milles, mais il existe entre elles la relation
S y' = yx'oV , Sy" = ■^x"Sx" tirée des équations de ces deux courbes.
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Si l’on rciiiplatc ôij’ cl ^ij" par ces valeurs dans la partie de la variation qui sc rapporte aux limites et qu’on égale à zéro les cocfllcicnts des variations àx' et àx" , on trouve
■ yj/ = 0
j/i -H />■'» /i -A- jr-
qui se réduisent à
1 -A- p'yx'= 0 , 1 -A- = 0 ou 1 -A- cyx' = 0, 1 -A- cj>a:" = Ü.
Ces deux dernières équations jointes aux deux équations données des deux courbes et aux deux suivantes
y' = ex' cf , y" = ex" -a- cf
serviront à déterminer les six inconnues c, c', x', y', x", y".
Les équations
A- p'yx' =0 cl \ = ü
font connaitre une propriété de la ligne maximum ou minimum. Si aux points où lu ligne ehei'ehée atteint les deux courbes données, on mène à celles-ci des tonebantes, ainsi qu’à la ligne cherchée, les tangentes trigonométriques des angles que ces tonebantes feront avec l’axe des X sont ÿx', 'Jix" cl /)', p"; les deux équations précédentes expriment donc que les tangentes aux extrémités de la ligne eberebée sont perpendiculaires aux tangentes menées aux deux courbes données, c’est-à-dire, que la droite la |ilus courte ou la plus longue est une normale commune aux deux courbes.
274. Surface de moindre résistance. — Trouver l’éijualion de la courbe qui par sa révolution autour d'un axe, engendre lu surface qui éprouve le moins de résistance, en se mouvant dans un fluide, parallèlement à cet axe.
Supposons la courbe AD (fig. 44) assujettie à passer par le point fixe A et à SC terminer dans une parallèle UC à l’axe des X, en un point indéterminé 1). Ou démontre (X“ 20U de la mécanique) que la résis-
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tance R qu'oppose In surface engendrée par la rolntion de la courbe AD autour de l’axe des X est donnée par
l’intégrale étant prise depuis A jusqu’à D ou depuis x = OE = x' jusqu’à X == OA = x", c’est-à-dire qu’on a
R = Sott.u* y Vt-^- — : '/*•
Si la courbe AB était connue, on tirerait de son équation les valeurs de ÿ cl P et une intégration ferait connaitre R; mais si eette courbe est inconnue et qu’on veuille l'assujettir à la condition de rendre R minimum, il est évident qu’il faudra égaler a zéro la variation de R, c’est-à-dire poser
cix = 0,
et par ébnscquent substituer, dans les formules générales, les valeui's suivantes :
P* (/f P* (IV ôp* -4- P*
^1-4- P*’ (ly 1 -4- p^’ dp ■^(l-4-p-)*’
1 (l-V '2pqt/{p* — 3) 3 -4- P* J
(Ix dp (I -4- p’)’ (l-L-p"*)*^
On trouve ainsi pour l’équation dérivée de la courbe,
Pour intégrer, remarquons que
dp dp dy pdp
dx dy dx dy ’
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et en substituant cette valeur de q, l'équation i]e%ient
d'où Ton tire en intégrant.
Si Ton remplace y par celle valeur dans réquation dérivée de la courbe.
cellc-ei devient, en rcincllant^— pour^,
qui a pour intégrale ,
Ap* J
Une élimination de p entre cette dernière équation et la valeur précédente de y, conduira à une relation entre x cl y qui sera l’équation clicrclicc de la courbe.
Pour ce qui est des équations aux limites, remarquons que Sx" et Sy" sont tiuilcs parce que la première extrémité A de la courbe est fixe, et que Sy' est aussi nulle, parce que la seconde extrémité se trouve sur la droite BC dont l’équation est
Les autres variations S£, Sp', Sp" sont entièrement arbitraires et
leurs coeflieients doivent cire égalés à zéro; ou a donc
d’où l’on lire
qui apprend que la courbe est tangente à BC au point D.
Si l’équation de la courbe était connue, on en tirerait la valeur
de~ = p', qu’on égalerait à zéro, ce qui rournirait une première
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(■quation entre C, C et x'; les deux autres ('quations seraient fournies par la condition que la courbe passe par les points A cl D et que, par eonstiqucnl , les coordonnées ÿ"= 0 et x", y' = a cl x' doivent satisfaire à l'équation de la courbe.
La surface dont on vient de déterminer l’équation est connue sous le nom de surface de moindre résistance.
11 est ù observer (|uc lorsque la fonction V ne contient que y et p, l’intégrale première de l’équation iudcllnie
dij dx \dpj
s’obtient immédiatement et d’une manière generale; car la différentielle totale de K sera égale à
(/V == -T- du -t- -7- dp dij dp '
dV
et en éliminant -7—1 on transforme la première dans la suivante dy
dV:
qui a pour intégrale
dp
"cite remarque peut du reste être généralisée, pourvu que V ne contienne pas la variable indépendante x; car des intégrations successives par parties font prendre à l’équation indéfinie générale, après qu’on l’a multipliée par dy, la forme suivante :
En tenant compte de la différentielle totale de V
... <iy , àV dV
d V = -7- du — dp -L- dq -rdy ^ dp dq '
la précédente devient
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, {dV i ./'dV\ \ ,,/dV\
IdV I ,/dV dif dx \ dr
elc.j-
\dV
-n^-ete.
\dV )
qui est l’intégrale première de l’équotion indéfinie.
dV
Si y n’entrait pas dans serait nul dans l’équatiuii indéfinie
qui devient visiblement une diirérenticlle exacte ayant pour intégrale
dV 1 JM’ dp dx dq
etc. = C.
27a. Maximum relatif. — Dans les problèmes précédents, les variables qui entrent dans la fonction V ne sont assujetties qu’à la seule condition de rendre l’intégrale définie, la plus grande ou la plus petite possible; mais dans un grand nombre d’applications, ces variables et leurs dérivées doivent satisfaire à d’autres conditions, comme cela aurait lieu si l’on demandait de trouver la relation entre x et 1/ qui
rend maximum l’intégrale définie l Vdx en y joignant la condition
Jx'
qu’une autre intégrale définie ^ V’dx, que nous supposerons prise
entre les mêmes limites, ait une valeur constante donnée. Le maximum ou minimum ainsi trouvé, n’étant idus absolu mais relatif à la valeur fixée pour la seconde intégrale définie, prend le nom de maximum relatif.
Pour trouver cette relation entre x et y, remarquons que comme l’Info'
tegralc \ Vdx doit être un maximum, sa variation doit être nulle, ce Jx'
qui conduit à une équation de la forme suivante
doV -I HCx” ■*- C'UJ + D'hj" +
l X.lJdx = Jx'
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D’un autre C(Uc, comme l’intégrale (liTiiiic i V'dx est égale à une
Jx'
constante /, sa variation est aussi nulle, ce qui donne lieu ù une autre équation de la rornie
fï"
/l'av -+- irsx" -4- ühj' -*■ iyoy'-A- \ ^.u'dx = o.
Jy
Si le maximum était absolu, on n’aurait qu’à satisfaire à la première des deux équations précédentes, et l’on sait qu’après avoir éliminé le plus grand nombre possible de variations au moyen des équations de condition qui se rapportent aux limites, il faudrait égaler à zéro les cocflicients des variations restantes Sy', 3y" A qui sont arbitrai-
res; mais si l’on doit tenir compte de la seconde de ces équations, celle-ci devient une nouvelle équation de condition, au moyen de laquelle il faudra éliminer encore l’une des variations arbitraires 3y\ par exemple, ce qui conduit à l’équation suivante, en observant que les coclTicicnts Cet C sont deux constantes, et peuvent par conséquent entrer sous les signes d’intégration ,
(^A-~ .l'^oV-H fl') oV'-A- 1 D')oy' (^E- ^ E' . .
Comme les variations restantes Sx!, Sx!', Sy", Sp'....i sont toutes indéterminées, on posera
d-^d'=0, fl_£fl'=0, =
dont la dernière est une équation indéfinie qui fait connaître la relation cbcrchéc entre x et y.
Si, au lieu d'éliminer Sy', on avait éliminé une antre variation Sy", par exemple, on aurait trouvé
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et en ëgalant ù zéro tous les eocllicients ,
On trouverait de la même manière pour équations de condition et pour équation indéfinie,
Il est à remarquer que ces dilTérenls systèmes d’équations sont identiques; car elles se ramènent toutes aux suivantes ;
L’élimination de l’une des variations peut se faire d’une manière plus générale, en réunissant les deux équations, après avoir multiplié les deux membres de l’une d'elles par une constante indéterminée a, ce qui donne
et en égalant à zéro le coelficient de chaque variation oV, Jx" A,
ce qui donne
A-\-aA'^0, = C-^aC' = 0 U+aU'=(\
cl il est visible que l’élimination de a entre ces équations conduit au même résultat que plus haut. Si les variables sont les coordonnées d’une certaine courbe, les premières de ces équations se rapportent à scs deux extrémités cl la dernière est l’équation indéfinie de la courbe ellc-méme.
L’emploi de ce eoeflicient indéterminé présente cet avantage qu’au
lieu de développer séparément les variations de l Vdx et l V'dx
Jx' Jx’
pour éliminer ensuite ox' ou ^x", etc., il sullit de multiplier la seconde
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intégrale par un roeflicient constant indéterminé a, de prendre ensuite
la variation de la soninic l ( V -t- oV")(/x, et d’égaler à zéro les coef- Jx’
ficients de tontes les variations arbitraires, ce qui conduira visiblement au même résultat que plus haut.
270. Applications diverses. — Appliquons cette théorie à la solution de quelques |)roblcmcs.
1” Trouver entre toutes les courbes planes de meme longueur, passant entre deux points fixes, celle qui renferme la plus grande aire. En désignant par (i*, g') cl (x", y") les coordonnées des deux points
fixes, la surface est représentée par 1 gdx et la longueur de la courbe
par
Dans les formules précédentes, il faut donc poser
V' = y et = -H ;i-, d’où l’on tire pour la première,
dV , </V’ ,
-r- = I , -J- = 0, etc.
dg dp
et pour la seconde ,
dV dV P dV
= 0, — = — = 0,etc.;
l’équation dérivée de la courbe oa U a U' = 0 est doue
d’où l’on tire
x= — p= et (y — c)*-A-(x — ù|* = a*.
j/o* — {x — by
On voit que la courbe cherchée est un cercle.
Comme les deux extrémités sont fixes, il n’y a pas d’équations aux limites. Les constantes 6, c et a se déterminent au moyen de trois
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équations de condition qui cx|irinicnl que la courbe trouvée passe par les points (x', y') et (x", »/') et que la longueur de la courbe est égale à l. Pour trouver cette dernière, on remplacera p par sa valeur précédente en X dans
p*dx = l
et il vient
rx"
adx
Ix' i/o} — (x — b)’
«t d ou a{urc$in arcsin —
2” Parmi les courbes isopérimUres, c'esl-d-dire de même longueur, menées entre deux droites données, quelle est celle qui jouit de cette propriété que l'aire renfermée entre la courbe et les deux droites est un maximum?
En prenant l'une des deux droites OA (tig. 45) pour axe des Y cl l’intersection O pour origine, l’équation de la seconde droite OB sera en désignant par a l'angle qu’elle forme avec la première.
y = X cot a ;
on a donc la relation suivante entre les variations des coordonnées (x'j y) de rcxlrémilé B,
oy' = cot a.i'x'
et à l'autre extrémité A, comme on a x" = 0, <fx" est nul. L'aire AOB comprise entre la courbe et les deux droites est donnée par ABPO — OBP, fX' ,x'
c’cbl-è-dirc, \ ydx — l cot a. xdx ou bien
Jo Jo
(y — X col a) dx
cl la longueur de l’arc AB est égale à /1-H P* dx. La première de
CCS intégrales devant être un maximum et la seconde devant être coMSIantc, on a vu qu’il fallait égaler à zéro la variation de l’intégrale délinic
l (y — X cot oL a [/ i P*) dx.
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Ou trouve pour équatious aux limites,
0, y — x'cot* +;/* 1-
(ip'eola
qui se réduisent aux suivantes ,
p" = 0, 1 p' cot « = 0.
L’équation indéfînic est
qui a pour intégrale
La courbe cherchée est donc un cercle dont m et n sont les coordonnées du centre. En dérivant, puis se plaçant aux deux extrémités de l’are, en tenant compte de p" et p' et observant que y' = x' cot a, on trouve que m et n sont nuis, c’est-à-dire que l’are de cercle a son centre placé à l’intcrseclion des deux droites. On détermine a comme dans le problème précédent.
3” Parmi les courbes isopérimètres planes jiassanl par deux points fixes, quelle est celle qui par sa révolution autour de l'axe des A' engendre la plus grande ou la plus petite surface?
L’aire d’une surface de révolution et la longueur d’une courbe étant exprimées par
jft jJt
2tt l H l/l -I- n*rfx et l ]/\ +p‘‘ dx = l,
Jxf Jx'
on a
V=y/r"-HpS V’'=(/l+p‘ et on trouve pour équation de la courbe,
dx
qui appartient à la ebainette. Les constantes se détermineront comme dans le problème 1".
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Si le volume engendré devnil être un maximum, la fonctiun K serait y* et l’équation düTércnlielle de la courbe deviendrait
tlx =
(ft — y'Kv .
Cette équation est celle de In lame élastique.
4" Parmi tes courbes planes uniformément pesantes de même longueur, passant par deux points fixes, guelle est celle dont le centre de gravité est le plus bas ?
L’ordonnée du centre de gravité d’un arc de courbe l compris entre les points (x’, y') et (x", y") est
Oii a aussi
^ yds V ijdx i/Th- ;<»
jcf • xf
^^|/ï -t- p^dx;
l’intégrale définie qu'il faut rendre maximum est donc
-+- /)* -H « |/l -4- P*) dx.
On trouve pour solution, la cliuiuettc comme dans le problème troisième; ce qui, du reste, résulte aussi de ce que la surface d’un corps de révolution étant donné par le produit de la longueur de la courbe, et de la circonférence décrite par son centre de gravité, le maximum de la surface du 3"'" problème doit coïncider avec le maximum de l’ordonnée de ce point.
Si l’aire comprise entre la courbe et l’axe des X restant constante, devait avoir son centre de gravité le plus bas possible, cette dernière intégrale serait remplacée par la suivante :
oy) dx ,
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et l’on trouverait que la ligne cliercliée est une droite liorizunlale. Enfin si l’on demandnit quelle est,par7iii les courbes de même longueur tracées entre deux points fixes, celle qui jouit de la propriété d’avoir le centre de gravité de l’aire comprise entre la courbe et l'axe des X le plus bas jyossible, en désignant par y, l'ordonnée de ce point et par l la longueur constante, on aurait à la fois
! Ja/
,JVr
p*dx.
Or, si l’on se rappelle la forme de la dilTérenlielle d’une fraelion, il est
visible que la variation de - est —
U vau — mv
et que par eonsequent,
Jy, = O conduit à l’équation
j ydxJ J y’(/x — j y*rfx.t? j ydx = O
qu’on peut rciiiplacer par
fX fX ex"
y’(/x — îiyjo'j ydx — t), ou plutôt, u" ^ (y* — 2y,y)(/.r = 0,
parce que y, est une constante inconnue. D’un autre côté on a x"
^ p^dx = 0.
En multipliant l’une des deux variations par un coeflicient arbitraire a et en les réunissant un est conduit à l'équation de condition
^ \ iv* — -yUf " /* P')
On trouve pour équation indéfinie,
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qu’on peut mettre sous la forme suivante, en substituant à dx sa
Si l’on effectue la différenciation indiquée, on trouve pour intégrale première ,
,1^ _ Qy* — 2.y,y- C)(/y
et l’intcgrale finale s’obtient par une quadrature. Cette équation appartient à la lame élastique. Les deux constantes arbitraires introduites par l’intégration, le facteur a et l’ordonnée minimum y,, se déterminent en exprimant que la courbe passe par les deux points extrêmes et en effectuant les intégrations dans les équations suivantes :
apres avoir remplacé y cl-^oup par leur valeur en x tirée de l’équa-
tion finie et de l’équation différentielle de la courbe.
'277. Cas où l’intégrale définie contient plusieurs variables dépen-
dantes, — Si dans Tinlegrale l Vdxy la fonction V renfermait une
Ja/
(Iz n*"
seconde variable z fonction de x, et scs dérivées ^ il est
dx dx*
visible qu’il faudrait encore égaler à zéro tous les coefficients des variations qui ont une indétermination absolue, ainsi que l’intégrale
définie qui entre dans l’expression de la variation de l Vdx. Cette
dernière équation
est, en représentant
dx’
etc., par/),, etc.,
dx
1 d*V dx dp,
-t- ctc.^
dx= (I,
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DU Lien, en remplaçant A cl A, par leur valeur ^ij-
•])îx et 'Jz —
[■^•"r/dv 1 d‘-v \, /dv 1 r/M'
Jj' L\‘^v ^ ^ ^ \</= '/■T <h>> ^
1 /(/V i (/*V \ /dV i d’-v
11 faut ici (lislin;;ticr deux cas. La nature de la question peut laisser (^x, àij, dz) cuinplètcmenl indéterminés. C’est ce qui arrive lorsque les variables ne sont soumises qu’à la seule condilion de rendre maximum l’intégrale définie. II faut alors, pour satisfaire à l’équation précédente, égaler à zéro les trois eoeflieients, c’est-à-dire, poser
dV
dV
Tz
dx dp
/dV 1 (/*!’ \ /dV 1 d*V
P (i^-Tx -df " ^ P' (jü~ Tx -jf,
l_ d‘ V dx dp,
etc. — O
elc.^ ;
et comme 1a troisième équation est une conséquence des deux autres, il suflil d’avoir égard aux deux premières qui sont des équations indéfinies entre les variables (ac, y, i). Si celles-ci sont des coordonnées, ces deux équations différentielles sont celles de la courbe à double courbure que celte théorie a pour but de déterminer.
Dans certains cas, la courbe est assujettie à de certaines conditions qui ne laissent pas à dx, dij, 3z une entière indétermination. C’est ce qui arriverait si les variables x, y, z devaient satisfaire à une équation donnée, par exemple, si la courbe cherchée devait se trouver sur une surface donnée par son équation. Celte condition établirait entre dx, d>j, dz une relation dépendante de l’équation de la surface, relation qui serait
<»'x = Adtj -A- ndz ,
réquation différentielle de la surl'ace étant
dx = Adij -A- Ddz.
A et U sont des fonctions connues de (x, y, :). fin éliminant alors dx sous le signe d’intégration, l’intégrale devient
dx dp
de.
Ti
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el comme les deux variations Jy et Sz ne sont plus soumises à aucune condition, elles sont entièrement arbitraires et il faudra poser
— etc
ax dp
Remarquons que ces deux équations sont identiques; en effet l'cqualion différentielle
dx t= Adtj + Bdz
donne en divisant par dx,
i = Ap Bp,.
Si, à l’aide de celle équation, on élimine i — dp et i — Bp,, elles se réduisent l’une et l’autre à
/dV i d^V \ „ /dV 1 d»V \ ^ „
Celle équation jointe h celle de la surface, ou dx == A dy -e Bdz
sont done les deux équations différentielles de la ligne demandée.
fx"
Lorsque, à la condition du maximum de l’intégrale définie i rdx
Jx/
est jointe la condition qu’une seconde intégrale définie \ V'dx soit
Jx'
égale à une constante l, il suffit, comme au N“ 275 de rendre niaxi-
muni l’inlcgralc ^ (V -t- al ')dx. Enfin si les variables x, y, z, p,p,....
qui entrent dans la fonction V devaient satisfaire à l’équation indé- (inic V' = 0, contenant x, y, z, p, p,, y, q,...., en inultiplianl V' par dx, il est visible que pour toute valeur de x, T'dx serait nul cl
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par conséquent en prenant la somme de ces valeurs depuis x' jusqu’à 3!' , on aurait aussi
\ V(lx = 0,
Jx'
c’csl-à-dirc que l’intégrale définie t Y’dx serait constante. Il faudrait donc encore égaler à zéro la variation de l’intégrale définie
278. Brachyslochrùne. — Appliquons ces formules à la résolution de quelques problèmes.
1" On demande quelle est la courbe que doit suivre un corps pesant pour descendre d’un point (a/, 1/, 2'), à un autre point (x", y" , 2") dans le moindre temps possible.
Comme la vitesse du corps à une époque quelconque est celle qui est due à la hauteur de la chute verticale, (voir la mécanique N“ 129) quelle que soit la courbe décrite, on a à une époque quelconque, en prenant l’axe des X vertical et dirigé vers le bas,
U* = 2ç (x — x') , ou ^ =» |/ 2ÿ (/x — x'
et
dt =
ds
|/ 2ÿ (/x — x' \/'2g |/x — a' d’où l’on tire la valeur suivante du temps t de la descente, temps qui
doit être roiiiiinum ,
l/igJx'
1 f^Vl +p* -t-pr
dx.
On voit que dans les formules générales il faut faire
) -f- — 0> de.
‘l'J ‘Ip [/ X — x' [/i-h p‘-*-pi^
dz ’ dp, |/x — x'|/ 1 P,* 'l'Ii
dV „
, ==0, etc.
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Cuininc les dilTércnts points de In courbe ne sont soumis à aucune couditiou autre que celle du minimum, les variations êy, 3z sont arbitraires; il faut donc poser les deux équations
dV \ d^V
01/ dx dp
dV 1 d*r
; — ; h etc. = 0
dz dx dp,
qui se réduisent aux suivantes
= 0, ; — =0 d nu
dx dp dx dp,
c’est-à-dire,
Ces équations se simplifient, car on en tire
- = ^, don dy = ~dz cl y = -z + D.
Cette dernière équation fait voir que la projection borizonUilc de la ligne cberchéc est droite, c’csl-à-dirc que la courbe est renfermée dans un plan vertical. Si l’on prend ce plan pour celui des XY, il
faudra égaler à zéro z et par conséquent^ ou p,. Les deux équations
de la courbe se réduisent ainsi a la suivante :
^ — = C\/x — x', d’où P ou ^ = ±
y \ -t-p* dx
Comme le corps descend, les x vont en augmentant et dx est positif; il faut donc prendre le signe -h et poser
|/x — x' dx
(x — x') dx I (x — x”) — (x — y)-
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On rccuniinil dans wtle cqualion, une cycloïdc verticale, qui com-
mcnce au point de départ. Le rayon du cercle générateur
La constante C et celle qui sera introduite par l’intégration de cette équation, sont détcriuinées par la condition que la eourlte passe par les points (x*, y') et (x", i/'J. Cette courbe, de plus vile deseente, est connue sous le nom de briichyslochrùne.
Les équations aux limites ne fournissent aucune autre condition, tant que les points extrêmes sont fixes. Il n’en est pas de même quand ces points sont seulement assujettis à se trouver sur deux courbes données', car les variations Sx', Sx", Sz', Sz", S\f, Sy" devront alors satisfaire aux équations différentielles de ecs courbes. Ainsi, en rapportant de nouveau la brachv'slocbrône à trois axes rectangulaires et en posant
dij' = yx'i/x' 1 I dy" = <f,x"dx"
dz’ = 'yiddx' 1 ( dz" = -;./'(/x"
pour équations (lifTérenticlles des deux courbes données, on devra avoir entre les variations Sx', Sy', S^, d’une part, et les variations <fx", Sy", dz!', d’autre part, les relations
Sy' ~ yjdSx! j I Sy" tf,i"Sx''
Sz' = -^ifSsI j I Sz!' = -\,x!'Sx".
De plus, comme l’ordonnée verticale x' du premier point, entre dans la valeur de V, on doit ajouter à la variation de l’intégrale définie d!
(N'* 268) le terme Sx' j — dx. Si l’on rcmplacq SiJ, Sz!, Sy", Sz!', i>ar
les valeurs précédentes et qu’on égale à zéro les coeflicients de Sx!, Sx", on est conduit aux équations de condition
— \ -*• P -Jl Pi ~!~i '
' dp' ' dp, dp' dp,
Ç^'dV ,
dV" dV"
' dp" ^ ' dp,"
dV
dp
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La seconde devient, en remplaçant V" par sa valeur,
et après réduction ,
Quant à la première, il faudrait eu général remplacer dans \
Jx'
y, Z, P et P, par leur voleur en x tirée des deux équations (1) et de leurs intégrales, et elTcctucr l’intégration; mais ici ou transforme plus promptement en remarquant que si l’on effectue par parties l’in-
tcgration de — dx ou — dx, on trouve d abord
l/ 1 -4- /J* -H f pdp
l>,dp,
ou bien en remplaçant dans les deux intégrales |/.c — x' par sa valeur tirée des deux équations(l).
-4- f Cdp -4- C'dp,= -4- Cp -4- C'p, — V’; on a doue pour l’intégrale définie diercbéc , f^"dV
et en remplaçant -—î et par C et C et remarquant que C cl C ont dp dp;
pourvalcurs
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lu |ireinièrc équation aux limites ilcvient
Les équations (2) et (3) mises sous la forme suivante, après qu’on a remplacé p" et p," par leur valeur tirée de (1),
l/l (x" — 6"*j 1 ^ ^ x' yx' -1- C y^x"~— i
jointes aux quatre équations qui expriment que les points (x' y' z') et [s!' y" z!') sont situés sur les deux courbes données, serviront à déterminer les valeurs de if, y\ z', jf', y", z". Un plan vertical passant par les deux points qu’on vient de déterminer, contiendra la cycloïdc chcrcbéc.
Les équations (2) et (3) font connaître une propriété importante de la braehystochrône tracée entre deux courbes données. La première exprime qu’elle coupe à angle droit la courbe d’arrivée, puisque
clii" ilz"
'/i" et ij//' ne sont autre chose équations de
cette dernière courbe, tandis que p'' et p," sont les mêmes dérivées tirées de l’équation de la brachystoebrène. La seconde (3) exprime que la tangente à la courbe donnée, au point de départ, fait aussi un angle droit avec la tangente à la cycloïde au point d’arrivée.
279. Lignes maximum et minimum tracées sur une surface. Lignes gèodésiques. — Proposons-nous encore de trouver la ligne la plus longue ou la plus courte qu’on puisse tracer sur une surface entre deux points donnés, u — 0 étant l’équation de la surface, ds un
élément de la courbe, pet», les dérivées et on a
di dx
-t- p* -\-pfdx\ x'
la condition dn minimum est donc
•7 j (/l p* -4- p,* dx = O
c’csl-à-dirc que dans ccl cxciiiple il faut poser
il r }) d i' P,
Comme la courbe est assujellie à être tracée sur une surface (tonnée, les variations <?x, ’hj, àz ne sont pas complèlemcnl arbitraires. Il existe entre elles la même relation qu’entre les {dx, ih/, dz) de l’équation dilTércntiellc de la surface, c’est-à-dire, qu’on a à la fois
du , du ,
- dx -4- —dij dx dy ''
En résolvant donc celle dernière équation par ra|)port à üx, on en conclut que, dans l’équation ox — Aiy -4- litz cmidovéc au N“ 277, les cucfllcients A et li ont les valeurs suivantes :
du
dx
du
du
dx
iju’il faut introduire dans l’éijuation indéfinie
/dV 1 d‘-y \ , /dV I (/M' \ ,
{dij-Tx-di;-*- dF- Txiir, ‘ =■ "•
Elle devient par là,
iL dx 1 pi P ij dy dx ^ pi ^ p i J
et on peut l'écrire ainsi :
dz \dsj dy \d.sj
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Il esta remarquer que si, au lieu d’éliminer ix, ou avait éliminé ’îy ou oz, ou cul été conduit à l’une des deux équations dillércntielles
mais celles-ci sont comprises dans la précédente, comme il est facile de s’en assurer en substituant dans la première la valeur de ^ tirée de l’équation dilTércnticllc totale de la surface, valeur qui est
du du
du dx dy ^
dz ~~ P,
et en remarquant que l’équation
-s- dy* -t- dz* = ds*
conduit par la différenciation à la suivante :
ds \ds J ds \dsj ds \dsj
d’où l'on tire
L’une ou l’autre des trois équations (1) et (2) étant intégrée et combinée avec l’équation de la surface, fera connaître la courbe eberebée qui est connue sous le nom de ligne géodisique. Les constantes arbitraires se déterminent par la condition que la courbe passe jair les points (a/, t/', z!) et (i", y", z"). H n’y a l'as d’équations aux limites. 11 n’en serait plus de même si l’on se proposait de trouver la ligne la plus courte qu’on puisse tracer sur la surface entre deux courbes données. On trouverait sans peine par les équations aux limites, que la ligne cherchée doit être normale aux deux courbes.
Appliquons les formules précédentes à la sphère dont l’équation csl
■)8G CUAPITHK XIX.
L’cqualion indéfinie de la ligne chercliée esl
En inlégranl par parties, on a
qui SC réduit à
Jointe à l’équation de la sphère, elle représente la ligne cherchée; mais on détermine celle-ci plus facilement en remarquant que si l’on avait fait usage de l’équation différentielle de la courbe mise sous l’onc des deux autres formes, on aurait trouvé de la même manière.
dz dx
’ -^ds ^ds~^‘’
d’oi'i l’on tire, en multipliant ces trois équations respectivement par X, y, Z et additionnant membre è membre.
Ci C'y -i- C"z = O
qu’on peut mettre sous 1a forme
: -4- ex -I- c'y = 0.
Cette équation et celle de la sphère sont les deux équations de la courbe cherchée. Les deux constantes c et c' se déterminent au moyen des deux équations de condition
z" -4- Cl" -4- c'y" = 0.
Corainc r('(|uation
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Z ex ify ~ 0
iipparlicnl à un plan passant par l’origine, on en conclut que la ligne la plus courte qu’on puisse tracer sur une sphère entre deux |)oints, est délerniinée par rintcrscclion de celte surface par un plan passant par les deux points et par le centre, c’est-à-dire, que celle ligue esl un arc de grand cercle.
280. Propriété des lif/ites maximum et minimum tracées sur une surface. — L’équation dilTcrcnticlle des courbes maximum ou minimum
fait connailre une propriété générale de ees courbes. On a trouve dans le calcul düTércnticl , pour l’équation du plan osculatcur d’une courbe à double courbure.
(dijd*z — dzd-tj) {x' — J;) (dzd^x — dxd*z) {//' — y)
-t- (dxd*y — dijd^x) {z' — ;) = 0, cl pour l’équation du plan tangent à la surface u =0, du , , du , , . du , ,
Si donc on considère la courbe maximum comme tracée sur la surface, on aura pour l’angle o' formé par le plan oscillateur île la courbe avec le plan tangent à la surface donnée au point (x, y, :),
(dyd^z — (/î(i*y) ^ — dxd^z) ~-t-{dxd*jj — dyd^x) ~
or si l’on divise les deux termes du second membre par du- et qu’on .suppose ds constant, ce qu’on est libre de faire, puisqu’aucunc autre
ciiAi-mu! \i\.
variable n’u été prise eumiiic imlépeiuluntc, lu valeur de cos o' prendra la forme suivante :
eus O
valeur que les équations dilTérentielles (1 ) et (12) de la courbe maximum ou minimum trouvées plus haut, rendent nulle; ce qui apprend que le plan osculatcurà la courbe minimum est partout normal à la surface. Il est visible que cette courbe se confond avec celle qu’affecte un fil tendu sur la surface, entre les deux points donnés. (Voir la statique N” 70.)
281 . Courbe de plus vite descente sur une surface, et courbe de plus grande pente. Proposons-nous encore de trouver la ligne que doit suivre un point matériel pesant pour glisser sur une surface, dans le moindre temps possible, d’un point donné Jusqu’à un niveau donné, jusqu’au plan horizontal des YZ, par exemple. On trouve, comme dans le problème de la brachystoehrène (N° 278), que l’intégrale définie
h l/lf—x
dans laquelle h est l’x du point de départ, doit être rendue minimum. A cette condition du minimum , doit être jointe la condition que les coordonnées satisfont à l’équation de la surface ou à son équation différentielle que nous mettrons sous la forme
dx = .idg Ddz,
ccqui conduit, comme dans le problème précédent, à l'équation différentielle indéfinie
Vj/ 1 -t- P* -I- pf j//l — X/
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OU, en tenant compte de la valeur de ds ainsi que des vaicurs de d et £ données au N” i79,
ii±,( ^ 1 ±X,iJ ] „
que l'on peut mettre sous la forme
\’^dChL
1 dx / dy du
dz du\
( dz \^ds
J dy \ df
)]'*' 'i(h — x) \ds dz
ds dy J
Cette équation diiïércnlicllc de la courbe de plus vile descente sur la surface « = 0, diffère de celle de la ligne la plus courte, puisque celle-ci s’obtient en égalant h zéro la première parenthèse de celte équation. (Voir le numéro précédent.) Elle diffère aussi de l’équation de la ligne de plus grande pente '*’ qui est représentée par la seconde parenthèse égalée à zéro. Enfin elle diffère de l’équation de la courbe que suivrait un point matériel pesant, glissant librement sur la surface
(•) On ap|)cllc ainsi la courbe tracée sur une surface donnée, qui jouit de cette liro|iricté qu’eu chaque point sa taii);enle est celle de toutes les tangentes en ce point, i|ui fait avec le plan des Y/ supposé horizontal, le plus grand angle |K>ssible, angle qui mesure la pente de la courbe en cbai|uc point. Si (a, y) sont les angles formés avec les axes par la tangente n une des courbes tracées sur une surfaei- et passant par le point (x y 2) et si y et y' désignent les dérivées partielles
rfx rfx , ,
— et — tirées de thj dz
les relations
l'équation de la surface, on a vu (.N“ 1 10) qu’il existe entre a, fl, '/
cos a = y cos P -t- y' cos 7, eos -t- cos cos *7 = I .
Le maximum de a répond à
y cos 7 = y' cos p,
équation qui détermine la ligne de plus grande pente, ti^ü étant l'équation
du du
, , . , dr dr , du dz
de la surface, on sait que y et y ou — et — sont donnes par et
rfy dz du du
dz dr
dy dz
et comme cos 7 et eus 3 sont représentes par -y- et — , I équation précédente se confond avec celle que nous avons indiquée plus haut.
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(voir le traité de mécanique rationnelle lô5), équation que l’on obtient en changeant le signe de In seconde parenthèse. On voit donc que ces quatre courbes tracées sur une même surface ù partir d’un même point et terminées à un même plan horizontal, sont en général très distinctes, mais que si deux d’entre elles se coofoudent, elles se confondront toutes les quatre.
28Ü. Caractères distinctifs des maximum et des minimum. — Pour compléter la théorie des maximum et minimum exposée dans les numéros précédents, il nous reste encore à chercher les caractères par les-
quels on les distingue. A cet eflet, remarquons que si dans i Vdx, on
Jx'
donne à x,y,p, q... qui entrent dans V, des accroissements finis ou infiniment petits quelconques désignés par d'x, $y, a'/)..., il résulte du théorème de Taylor généralisé, que cette intégrale prendra iin accroissement représenté par
Supposons que l’on ait attribué à y, p, q... les valeurs en x qui rendent maximum ou minimum l’intégrale proposée et que les accroissements o'i, ti'i/ , soient les variations de x,y,p,q...; la première des intégrales précédentes sera nulle, puisqu’elle est
visiblement la variation de l Ydx et on reconnaît sans peine en
Jx'
se rappelant la théorie des inaxiinum et iiiiiiiuium dans les fonctions de plusieurs variables, que si les termes de seconde puissance en
ix,iy , c’cst-à-dirc, la seconde intégrale ci-dessus, conserve le
même signe pour toutes les valeurs de o'x, 3y...., il y aura maximum ou minimum suivant que ce signe sera négatif ou positif. Ces termes de seconde puissance en Sx, Sy.... sont placés sous un signe d’intégration et coiiiprcuncut toutes les valeurs de la fonction; ils sont donc en nombre inlini et représentés par la somme de toutes les valeurs du polynèinc depuis x’ jusqu’à x". De [dus, cette soiniuc de valeurs où l’intégrale sera positive ou négative suivant ijuc le polynôme, ijui
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est un clément de l’intégrale, sera lui-inémc conslninnicnt positif ou constamment négatif pour toute valeur de ox, 'hj... et pour toute valeur des variables comprises entre a/ etx". Il suit de là que le maximum ou minimum de rintégralc définie proposée se distingue par le signe du jmlynéme ci-dessus, pourvu que ce signe reste le même pour toutes les valeurs de x comprises entre x' et x" et pour toute valeur infiniment petite de o'x, o'y
Appliquons cette règle à un cas particulier et supposons que V ne contienne que x, y et p. Les termes du second ordre seront
-t- 2- — r- iX'jp -+- 2-
dxtlp
dydp
oyrtp
que l'on peut encore réduire par 1a remarque que la variation ox de la variable indépciiduiite étant entièrement arbitraire, un peut supposer ix nul. Dans ce cas ce polynôme devient
dM'
ir-r
dydp
oyop
On a vu (N° 105) que pour que ce Irinèmc conserve le même signe
rfi l' d* V"
pour toute valeur de a'// et ■îu, il faut que et — ; — soient de même
dy^ dp*
signe et que l’on ait
d-J' (M’ ^ /d*V Y dy* dp* ^ \dydp )
Si ces deux conditions sont remplies pour toute valeur de x comprise
entre x' et x", le signe commun de-^ et —r-i servira à distinguer le
dy* dp*
maximum du minimum. Il est bien entendu que pour comparer ces différentes dérivées et s’assurer que ces conditions sont remplies, il faudra faire usage de la relation entre x cl y donnée pur l’équation indéCnic ou par son intégrale.
CHAPITRR XX.
Application de la inêthodo des variations aux intégrales doubles. Variation d\ine fonction do deux variables indéfHUidantes. — Variation des dérivées partielles. — Variation d'une fonction conieiianl deux variables indépendantes, une vurialde dépendante el ses dérivées partielles. — Variation d’une intégrale délini<’ double. — .Maximum et minimum d’une intégrale définie double. — Kquatioiis aux limites. Problème de la moindre surface pour un contour donné. Maximum cl iniüimuiii relatifs.
28.5. Application de la méthode des variations aux intégrales doubles. Variation d’une fonction de deux variables indépendantes. — Lii iiinrchc suivie aux N"* 2(i4 et suivants conduit à l'expression de la variation d’une intégrale définie double. Soit en ciTet
X cl y étant deux variables indépendantes. On peut toujours coneevoir celle fonction développée suivant les puissances ascendantes entières cl positives de i ou plutôt, de x — a cl poser
z = a b[x — a) -f- e (x — a)’ e (x — *)’ -4- etc.
a, b, c, e.... étant des fonctions de g dont la forme dépend de la forme de la fonction f(i, g) et a une constante quelconque. Pour oblc- Icnir la variation de z ou de f{x, g), il faut donner à x l’accroissemenl ix et donner aux cocnieiciits a, b, c.... des accroissements représentés par leurs variations; ou trouve ainsi
dz
iz = — ix ia -I- (x •
1) ob (x —
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mais les variations des fmieliuns a, h, e et de leurs dérivées (Ib il-a
— » -—sont renrescnlecs par
<iy ,ly*
da
da . db . ,
OH U
ilij dij
dy
d*a d'ji d^b , dv' (/•■'« , d-(o
df^^'J'^d:,’ dÿ^'^'J'^di/
0), étant les accroissements de ces eoeflîcicnts provenant
d'un chan!;cment dans la forme de ces fonctions (lin du X“ 255); oc devient ainsi
, dz ,
-+- fâ) -A- (X — *) 0)' ■+■ (X ■
(juc l’on peut éerire de cette manière
P'JX P,iy -I- A ,
en désignant par A la somme to -a- (x — • a) w' -a- (x — a)* ta" e’est-à-
dire la partie de la variation de f(x,y) due à un changement de forme de celle fonction. Telle est l’expression de la variation d’une fonction indéterminée de deux variables indépendantes.
284. Variation des dérivées partielles. — Les variations de p et p, ou des trois dérivées du second ordre q, q„ q,„ etc., s’obtiennent en remarquant que l’on a
dz
p ou — = 6 -A- 2c (x — «) -A- 5e (x — a)* -i-
dz da , ^db ,
jlc
dx*
dij ■' ' dy
= 2c -A- 2.3 e (x — St) -A
OU
d^Z _db dxdij dy
d’où l’on lire
dp = ^3x -I- dfl -H 2 (x — «) «’c -t- 3(x — a)* de -t- •
cl en remplaçant db, de.... par leur valeur indiquée au numéro précédent,
dp =‘-j^dx -t- dy + ta' + 2(x — a)u" -i- 3{x — a)*M"'
Comme on a posé
A = fd -A- (l — «)&>' -I- (i — a)*ca”....,
il vient en dérivant par rapport à x et remarquant que u, fo', w". sont, par leur nature, indépendants de x.
dA
di
La variation de p devient ainsi
, dp , dp . d\ dx dy dx
On trouve de même pour dp,.
' dx dy ' dy ' ' dy
et en remplaçant 28o) d—
dV) d«' . JJ
dea
, d»), , dp,, dra dfa dta"
' ' dx dÿ dy ' ‘ dy ' ^ dy
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OU pliilôt en tenant compte de la valeur de A,
, dp, . dp, . d^
Une marelle semlilable conduit aux valeurs suivantes :
n dq , d*\
' dx dij dx-
, dq, , dq, , d*A
oq, = o'x ^ — — ,
, dq„ dq„ , d*A
" dx dy •’ dy*
Ces équations donnent aussi
A = o'j — pdx — Pi^yt
— = op — f/Jx — q,^y, d*^
_=o',_ro'x-r,o'y,
285. Variation d'une fonction contenant deux variables indépendantes, une variable dépendante et ses dérivées partielles. — Représentons par f{x, y, z, p, p„ q, q„ q,„ r ) une fonction de forme
déterminée, contenant les deux variables indépendantes i et y, la variable dépendante z fonction indéterminée de (x, y) et les dérivées partielles de cette fonction indéterminée. Puisque sa
différentielle totale est
, df Tx'^^-^Uy
iif , 'If ,
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il est visililc que sa variation sera
df .
-~üx-k- OH
ilx il;j
df... df^
dz
dp
dp,
et en rcmplaennl iz, op, op„ âfj,,... par leurs valeurs trouvées plus haut, eette variation devient
\dx dz dx dp dx dp, dx j | f/y dz dij dp dy j '
,^(l^ d£dx dfd^ df d*\ dz dp dx dp, dy dy dx* dy, dxdy
lùi remarquant que les deux parenthèses sont les dérivées totales, rune par rajfport à i et l’autre j»ar rapport à y, de la fonction f.
dérivées qu’il eonvient de désigner par — df et -j^df, celte variation
prend la forme
^’J ,r df df ds df dx df d*X dx dy dz dp dx dp, dy dy dx*
Des intégrations successivci par parties transforment les termes contenant les dérivées partielles de A, eomme il suit, en eonlinuant à
représenter par -j~df, la dérivée de f ptu' rapport à x,
la flérivéc seconde de /'par rapport à x et par rapport à y, etc.,
df dx
dp dx
dx \
dx \
dp)
df dl^
=-ld(
dp, dy
<<<pt J
jlpj
dfd*X
l'df dx'
\ dx
dy dx*
dx '
\jly dx^
/ dx dx \dff/
'df f/A>
f±d'IL)^
dx \
^dy dxj
’ dx '
\^dx dy)
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df d*S d(/,dxdij
df f/^A dii„d\f
dfd^ Tr dx^'
'Ml
En siibslituant, la variation du /'(x, z, p, p„ q ) devient enfin
dp dx dq dtj dq, dx^ dr \
dx ( dq dx dr dy dr, dx^ ds )
dx- ( dr dx ds dy ds, dx- dt )
1 dp, dx
dq,
dy
r df < ,
dr.
(Il [ fir
df
Æh-
dy ( dq„
dx
dr„
dy
dr„,
dx*
ds„ )
</^A( df
fl— -1
d^'jU.J
dy- ( dr,„
dx
ds,.
dy
dss
dx*
dl„, î
CHAPITRE XX
dldij
( dq, dx ^ dr, r/y ^ dr„ i/x* ^ ds, j
dx I dr, dx ds, dtj ds„ dx- dt, ij
^ _ La 'JL ^LaÉL^La^.:L^....\
280. Variation d'une intégrale définie double. — Proposons-nous enfin de trouver la variation d’une intégrale définie double J'f f(x, g,
z,]),p„q )dxdg prise entre les limites x*, i" et y', y" fixes ou
variables. Celte variation est visiblement
ff(f + ^f) </ (x -4- (/ (y -4- o'y) — // fdxdy
qu'on peut écrire ainsi :
ffif-*- «T)
el-^ sont les dérivées partielles de ox et de oy, ear dans l’intégrale double donnée, dx et rfy étant les diiïérenticlles de x et de y, en supposant res])cctivemcnl y et x eonstants, il en doit être de inéme de rf(x -4- Sx) et de rf(y -4- Sg) et par conséquent, de rfox et dSg. En elTcctuant les multiplications et négligeant les infiniment petits des ordres supérieurs, cette variation se réduit à
f J j dfdxdg -4- f. [dxd-hj -4- dgdSx) j.
Si l'on remplace 3f par sa valeur trouvée au numéro préeédenl et mise sous la forme
^df -^-^df -h i.u -r- ~ du dV ■
dy
dx
en remarquant que l’on a
,.dSx
dxdg
dSy
rfMP,
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la variation devient
JjA Jfrfady -,- \\^ylVdzdy -A- Jj^-rfMFrfxA/y.
Coniine dx et dy sont indépendants, la première dilTérenticlle et la (pintricine s'intégrent immédiatement par rapport i x, y restant qiieleon(]uc, la seconde et la cinquiètne par rajipurt à y et la sixième qui est la dilTcrcnticIle totale de ir, a pour intégrale W; cette expression do la variation peut donc se mettre sous la forme
fpx.dy -t- ff'hj.dx -t- ff\.udxdy y Udy H- y Vdx ■+■ \V.
Pour fixer les limites de ces intégrations, nous supposerons que l’intégrale définie double doive s’étendre à tous les éléments d’une surface ADCD (fig. 40) limitée par une courbe connue ou inconnue aBCD et ayant EFGll pour projection XY. Si l’on désigne par y' et y" les ordonnées extrêmes pq et pr répondant à une abscisse quelconque Op, l’intégrale par rapport à y, x restant quelconque, devra être prise depuis y' jusqu’à y" ou dans toute l’étendue de qr et pour embrasser la surface entière, la seconde intégration par rapport à x devra s’étendre depuis le point F de lu courbe le plus rapproché de l’axe Y, jusqu’au point II le plus éloigné, ou depuis X' jusqu’à X".
Lorsque la première intégration se fait par rapport à x et la seconde, par rapport à y, les premières limites seront x', x" et les secondes. Y', Y" La variation de l’intégrale double devient ainsi, en
désignant par f'ix, f'dx", U', U" ce que deviennent fdx, U
quand on remplace x par x' et x", et par V,', V,", f/iy' etc., les valeurs extrêmes de F,/'.<y, etc.,
[IK] -t- ^ [f/“ — L " + /"o'x" — /’cfx'jrfy -X"
['V'- 'V +/;"«y jf^-»'i^<iy,
Jx’
f.OO
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t]iic nous (‘frirons de celle inanii'rc
[I> J H- ^ j^r' 4- /ïxj ily J , Sf
La valeur de [iri s’oldienl en retnarqiianl que l’inlégralc par rap-
porta X, de -j — y- d-W.dxdy cal dW.dy, l’inli-grale d(Tinic est
dxdy
done-î- dW'du \-dWdii, en désignant par II’" cl W" ce quede-
d,j ■’dy-’
vient 11' quand on y remplace x par x" et x' ou par leur valeur en y. Les intégrales par rapport à y, de ces deux termes, sont de même W" — W cl l’intégrale définie de chacun d'eux prend la forme \V„" — W," cl W,,' — ir,', W" désignant ce que devient IV' quand on y remplace y par Y", etc. ; on a donc
287. Maximum et minimum d’une intégrale définie double. ■ — En reprenant les raisonnements du IS'"270, on reconnaît sans peine que ])oiir rendre maximum ou minimum la valeur d’une intégrale délinic duiihlc J’J' fdxdij dans laquelle f contient une variable z fonction indéterminée de X cl de y ainsi que scs dérivées partielles, il fdul égaler à zéro la variation de l’iiilégralc. La condition du maximum ou du minimum est dune
ir„"_ hv'-uvh- »7
SS
dL-
( dz dx dp
dp, (/x* dg
dxdg — O.
.Si dans cette équation on remplace les A cl scs dérivc-cs par leur valeur de la fin du iV284, elle contiendra les variations ix, Si/, 3z, ùp... sous trois formes esscnticllcmcnl différentes. Dans la [iremièrc ligne.
CALCUL DES VARIATIONS
les variations contenues dans les IK ne se rapportent qu’à certaines valeurs dctcrininëcs X', Y', X", Y" de i et de i/. Dans l’intégrale suivante, les variations ne se rapportent qu’aux valeurs extrêmes x' ctx" de X, 1’^ restant quelconque et dans la seconde intégrale les variations SC rapportent aux valeurs extrêmes i/' et y" de i/, x restant arbitraire. Enfin dans l'intégrale double, le A correspond à toutes les valeurs de x et de y dans la surface ABCD. 11 suit de là que l’on doit avoir séparément
ir/ = o.
(Ixdy == 0.
L’intégrale double de la troisième équation représente une somme de valeurs mullipliées respectivement par nu facteur indéterminé A. Cette somme ne peut être nulle sans que l'on ait pour chaque valeur de X et de y,
dz dx dp dij dp, rfx* dq dxdy dq,
Telle est l’équation indéfinie qui fait connaitre la relation cherebée entre s, x, y.
288. Équation aux limites. Problème de la moindre surface pour un contour donné. — Pour interpréter la première des deux autres équations, que l’on appelle, comme dans la première partie du calcul des variations, équation aux limites, nous ferons une hypothèse sur la nature du problème à résoudre et nous supposerons qu’il s’agisse de trouver l’équation d'une surface remplissant certaines conditions et jouissant d'une propriété de maximum ou de minimum relative à sa surface ou à un volume, 1a surface ayant pour limite une courbe fermée AllCD (fig. 4G) représentée par les deux équations
riIAI'ITlIR XX.
Comme la qiianlité II',/' — W" — ir„' -4- W,' csl le résultat d’une double inlégralioii par rapport à x et à i/, étendue à tous les points de la surface, il est clair que si KFGH (fig. 4(>) est la projection du contour de la surface dans le plan des XY et ayant pour équation y = -j/x, l’intégrale par rapjiort .à y devra être prise de|)iiis y ==/»i/ jusqu’à I/" = pr, y' et y" étant deux valeurs de y correspondant à un même x — Oj), tirées de l’équation y=>-!^x; puis l’intégrale par rapporta x = Op devra se prendre depuis X' = OL jusqu’à X" = OK, X' et X" répondant aux points F et H de la projection EFGH les plus rapprochés et les plus éloignés de l’axe des Y. Or, si cette projection est une courbe fermée continue, il est visible que pour X' = OL, les <lcux valeurs de y' et y" se réduisent à LF, pour X" = OK, y' et y" deviennent KH cl les valeurs extrêmes des dérivées p„ i/, q, se confon-
dront enyéiiéral. Il suit de là que la quantité \V„" — \V," — H’,/-»- W,' est nulle d’elle-nicmc et ne donne lieu à aucune équation de condition, puisque W,!' et IF," s’obtiennent l’un en remplaçant dans IF, x par X" = OK, y par y" = KH , et l’autre en faisant x = X'=OK et y' = KH et que par conséquent H'„" et H'," sont identiques. 11 en est de même de IF„' et IF/-
Les choses se passeraient aulrement si la projection A'B'D'C' du contour ARDC (fig. 40), au lieu d’être une courbe fermée continue, était limitée par des parallèles A'B' cl C'D' à l’axe des Y' (fig. 40). (Pour que la fig. 40 qui a déjà servi à un autre usage, puisse être employée à celle démonstration, il convient d’y siijiprimcr l’axe Y cl lie remplacer Y' par Y'). Alors en remplaçant x par X' = OF, y' et y" ne prennent plus la même valeur, mais deviennent FA' et FB'. Quand x est égalé à X" = OG , y' et y" dcvicniicnl GC' et Gü'; la quantité IF„" — IF," — IF,,' -s- II’,' n’e.sl donc plus nulle d’ellc-inênie et son égalité à zéro formera une véritable équation de condition.
Or, si dans IF qui contient A, -q , on remplace ces quantités par
leur valeur de la fin du X" 280, en rcinaripiant que l'on a
Js"=-t'x"^x", oV = 'Vx'aV, o'y" =r. F’x"ix", 6y'=^fi'ox' à cause des équations
r=yx et y==l'x,
z = yx et y = fx,
tAIXfl, lits VAIII.UIÜNS.
des deux liranclics AC cl iiO, ré(|uiitiiiii
(jor,
cuiilienüril des tenues multipliés pur cTx', d’autres multipliés par oV',
par 0'//, par 0/)", par np' Comme les valeurs de X' et de X" sont
eonstantes, les deux premières variations disparaissent d’cllcs-mémes; mais ci//, Sp" .... étant arbitraires, les coeflicients doivent être égalés à zéro, ce qui donne lieu à un certain nombre d'équations aux limites, c|ui ne coneernent que les points A', B', C', D'.
Si les deux points A', B' coïncidaient, ainsi que C' et ü', sans qu’il y eut coutinuitc aux points A' et C' entre les deux brandies A'C' et B'I)’, les ordonnées extrêmes y et y" coïncideraient encore, mais il
est visible que les dérivées partielles p, p„ q prises dans les deux
branches ne se confondraient pas et que par conséquent il y aurait encore en général des éipialions aux limites.
Passons à l’interprétation de la seconde équation aux limites du numéro précédent. Il est visible que les deux intégrales qui y entrent ont toutes deux pour cITet d’étendre au contour ABCD (Fig. éC) ou ;<(x, ij) — O, tout entier, les dilTércnticlies dont se cuiuposcnt ces intégrales. Cette remarque, qui fait donner à cette équation le nom d’équalion au coulour, permet de réunir les deux intégrales en une seule; car si l’on désigne par ds l’éléiucnt de cette courbe, croissant dans l’ordre FGUCI', comme on a
dx
<ln
hj — — ~77"</x , ds = dx —
il vient aussi
dx^
et si l’on remplace dx et dÿ par ees valeurs, Véqualion au contour
CIIAI'ITIIE XX.
devient
A ny (/.
-cïr-
dx
v/(ÎJ-©'
ds = 0.
on bien, en désignant par M" — W et JV" — N', les coeHicicnts de ds sous les deux signes d’intégration ,
r\" rX" fY" i-Y"
\ M"ds—\ M'ds—\ A"'(/s+ \ Y'(/s = 0
-’X' •'X' Jy' •’Y'
<|ii’un peut écrire do cette manière
-X" rX' çY çV
\ M"ds H- \ M'di -H \ N"ds + \ -V'ds = 0. Jx' -X"
Il est à remarquer que la première intégrale concerne In branche de courbe FGH la plus éloignée de l’axe X, puisque dans W les y sont remplacés par y" ou pr. Pour le même motif la seconde intégrale concerne la branche IIEF, la troisième, la branebc GIIE et la quatrième, la branche EFII. La première intégrale est donc étendue à tous les points de la courbe FGH depuis X' jusqu’à X" ou depuis F jusqu’à II, la seconde, à la courbe IIEF, depuis X" jusqu’à X', ou depuis H jusqu’à F; la somme de ces deux intégrales représente donc une intégrale unique de Mds prise sur toute l’étendue du con-
tour FGHEF, c’est-à-dire l Mds, en désignant par l la longueur totale •'0
de la courbe dont ds est l’élément. Pour le même raisonnement, on
reconnail que la somme des deux autres intégrales tient lieu de et l’équation au contour prend la forme suivante
CALCUL DLS VAniATIONS. (iüî)
OU simplement, en convenant de n’ctcndrc l’inlégrale qu’au contour,
dans laquelle l est la longueur totale de la courbe EFGIIE, comptée depuis un point pris arbitrairement.
Après avoir remplacé à et ses dérivées, par les valeurs du 280, en t-cmarquant que les coordonnées appartenant à des points situé.s sur la courbe limite, on doit avoir à cause des équations de cette courbe
iz == <f'x3x,
tlx
dtj
la différentielle placée sous le signe d’intégration ne se composera
plus que de termes multipliés par Sx, par Sp, par Sp, et comme
ces dernières variations sont arbitraires, les coefficients devront être égalés à zéro, ce qui donnera lieu è des équations de conditionlesquelles devront subsister pour tous les points du contour et donneront des valeurs de p, p„ q qui doivent s’accorder avec celles
fournies par l’intégrale de l’équation indéfinie aux dérivées partielles. On est ainsi conduit à des identités au moyen desquelles on détermine la forme des fonctions arbitraires que cette intégrale doit contenir.
Si la fonction f ne contient que les dérivées p et p, du premier ordre, l’équation indéfinie aux dérivées partielles se réduit à
tlz dx dp dij dp,
et l’intégrale qui concerne le contour devient
J rfy L rf/' Jrfv //d>\* /d '^y
ciiAPiTnt: x\.
nu liicii
\dpdx <ip,dyj '\(lx (hj /(/A-vî
Le cocllicinit 'le f est nul îi Cituse de la valeur de la variation de ■);(x, y) — 0 cl comme A est la partie de racernisseiiicnl de z duc à un changement de forme de la surface, ce cocffieicnl ici est nul puisi|uc le eonlour donne cl invariable ne prend pas part îi ce changemcul de forme. Il n’y a donc aucune équation aux limites.
Il n’en serait plus de meme si la surface, au lieu d'etre limitée par une courbe donnée et invariable , était seulement assujellic à sc terminer dans un cylindre ayant pour base la courbe -^(x, y) = O, comme cela a lieu pour un problème de cette nature : quelle est parmi les surfaces jouissant de certaines propriétés et ayant même projection dans le plan .\Y, celle qui a la moindre étendue? Dans ce cas le z du eonlour est indéterminé, A n’est plus nul cl l’on a l’équation de condition
dp, dy dp dx
Ainsi, si l’on demande quelle est parmi toutes les surfaces ayant inénic contour celle qui a la moindre étendue, il faut visiblement rendre
minimum l’intégrale double y/ 1/ 1 + p* -r- p,'‘dxdy cl l’on trouve pour équation indérinie de la surface,
(1 Pl'ln - -♦-{<-<- P.*) 7 = «•
Il n’y a ici aucune équation aux limites et les fonctions arbitraires du l’intégrale sc déterminent par la condition que la surface doit contenir la courbe limite donnée; mais si l’on demande la surface minimum qui recouvre un cylindre ayant pour base la courbe ^(x, y)=>0, on sera encore conduit à l’équation indéfinie précédente et en outre, à l’équation an contour
-*-Pf
ou
dz d !f dx dx
dz dj.
CAi.cui. ms V \m iTioNS.
Sans ciïcelucr l'iiiU’-gration dn l’cqiialiuii aux dérivées jiartielles (le la surface, un rccoiinail que celle-ci est satisfaite, ainsi (|ue ré(|uation
ilz ,IH
au contour, en posant î — const., puis(]ue-j- > ou jt, (/
sont alors nuis. La surface dans ce cas particulier est donc un plan jiarallèle à la base.
Il est à remarquer que IVr/untio/i au ronfonr exprime que la surface niiniinuni ou inaxiinum est en tous les points de son contour, normale au cylindre limite, ce que l'on prouve en clicrclianl le cosinus de l'angle formé par les normales élevées en un même point à la surface mininium et au cylindre.
Si la surface cliercliéc, au lieu d'avoir pour contour une courbe donnée ou d'être limitée par un cylindre, était assujettie à la condition d'avoir son contour placé dans une surface donnée z = y(x, y), comme cette dernière équation différenciée successivement avec le signe d et avec le signe conduit aux suivantes
llz — (T(/x TC//// , OZ = TTO'X ,
cl qu'on a pour la surface cbcrcliéc et pour la ])rojcction indéterminée de son contour, les relations
dz = pdx -4^ tlx -V- du !
' ' (Ix thj ■'
il en résulte pour ^ la valeur suivante ;
A = o'î _ ;n>x — p,'}!/ = — p) ùx -e (-, — P,) oij
/ — 'Jx IJ
. /, dx V , / dx dy •’ \
(Ix
dans laquelle n’est plus nul, puisque, en faisant varier
la position du contour sur la surface donnée, sa projection dans le plan -\Y eliange de forme cl que par conséquent la fonction \ ne reste pas invariable. Ln rempla(;anl A par sa valeur, l'équation au
CIIAMTBE XX.
contour devient
/d/;^ ydp dx
ÉL
ou bien
(Is
vTS)'-{3ÿ
qu’on peut écrire de Ici manière suivante :
Si l’on égale à zéro le cocnicicnt des variations arbitraires 3x et iy, il vient pour équation au contour
dp
Ainsi, si l’on demande la surface inininuim dont le contour soit tracé sur une surface donnée, on remplacera / par /<* h- p,- et le
contour sera assujetti à la condition
-p)p-^{^,—p,)p,-^-^-*-p'-^p!‘ = Q ou I -t- pr -V- /),», = 0.
Cette équation exprime visiblement que la surface minimum est partout normale à la surface donnée.
CALCUL DES VAIUATIOSS.
COI
■iS'J. Mutimum ou minimum relatifs. — Si les variables qui entrent dans rintégriile double c|u’on se propose de rendre maximum ou minimum devaient en même temps satisfaire à une certaine équation exprimant qu’une seconde intégrale double prise entre les mêmes limites que la première, est égale à une eonstante, le maximum ne serait plus alors qu’un maximum relatif. Il est visible que la seconde intégrale étant constante, sa variation sera nulle comme icelle de la première et il faudra, comme au N“ '27li, se servir de cette équation pour éliminer l’une ou l’autre des variations arbitraires; mais ici comme au N® 27o, on peut arriver au même résultat d’une manière plus générale et plus analytique , en égalant à zéro la somme des deux variations totales, après avoir multiplié l’une d’elles j>ar un facteur indéterminé, et en rendant nul le cocflicient de chaque variation restante, résultats auxquels ou est visiblement conduit en réunissant les deux intégrales doubles yy Vdxihj cl f J' Udxdy après avoir multiplié l’une d’elles par un facteur constant indéterminé a et en égalant à zéro la variation de J'J' [V al')dxdy. Ainsi si l’on demande quelle est parmi toutes les surfaces renfermant le même volume, et ayant le même contour, celle qui a la moindre étendue, l’intégrale
./y i/ï+ P* -h P,- dxdij devra encore être minimum, maison même temps l’intégrale fj' zdxdxj devra être constante; il faudra donc égaler
à zéro la variation de p^ p,*) dxdxj. On trouve
ainsi pour équation dérivée imléiinie de la surface,
i(l -H -f- /),*)*= (I -i- p-)q„ — '■Ipp.q, -t- (I -f- pf)q.
Elle est satisfaite, comme on peut s’en assurer par la substitution, en prenant pour intégrale
pourvu que l’on fasse r = — 'la. La surface est par conséquent celle d’une sphère; mais comme les constantes a, p, y se déterminent en assujettissant ccllc-ci à passer par la courbe de contour, on voit qu’une solution aussi simple n’est possible que si le contour donné peut se trouver sur une sphère. Dans le cas contraire, il faudra faire usage de l’intégrale la plus générale et déterminer les fonctions arbitraires de manière à rendre possible cctle coïncidence. Quand la courbe de contour n'est pas lixée, mais est seulement assujettie à se
(ilO
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Irouvcr sur un cylindre donné par l’équation de sa base (x, y) = O, alors ^ est arbitraire et il y a une équation au contour
qui exprime encore que la surface minimum est dans chacun de scs points normale au cylindre. Cette dernière équation et l’équation .aux dérivées partielles deviennent identiques en supposant s=const.
pourvu que - soit égal à zéro, c’est-a-dire, pourvu que r suit infini. a
Il suit de là que la moindre surface par laquelle on limite un cylindre de volume donné est un plan parallèle è la base. Enfin si la surface minimum devait se terminer dans une surface donnée, on reconnaîtrait, comme ii la fin du numéro précédent, que le contour doit satisfaire à la condition
On trouve de même que jiarnii toutes les surfaces de même contour et de même étendue, celle qui a son centre de gravité le plus bas, (l’axe des Z est ici vertical) est donnée par l’équation
(l +p^-+- p^y = -I- j (I -I- P*) q„ — rpp,q, -4- (1 -i- p*)q\.
Enlin, on démontre sans peine que parmi tous les cylindres de iiicine base et de même volume, celui-là a son centre de gravité le plus bas, qui a pour base supérieure une surface plane horizontale.
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l’ago. Ligne. Lisez :
inférieur à 2m, au lieu de inférieur
iô
y et S en — y H — p.
(N° 8(5) au lieu de (N“ 87).
'il a
a* — Id c* — Id ha* hr*
Xe"^ dx au lieu de Xdx.
P au heu de — ii’*.
nu'-
leurs au lieu de ses.
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