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AVERTISSEMENT
(ie volume, qui fait suite au Traité de Calcul différentiel publié il y a six ans déjà, en 1864, contient la première Section du Calcul intégral. Les intégrales définies et indéfinies y sont étudiées avec le développement que m’a paru comporter, sur ce sujet presque illimité, un Livre qui, pour les Géomètres, doit rester l’exposition élémentaire des principes. Mon intention, en effet, je tiens à le répéter, n’est pas de. remplacer, par la lecture d’un seul Ouvrage, l’étude laborieuse des «‘livres originales qui ont eréé la science : une telle tàelie heureusement serait impossible. Si je puis enseignera ceux qui me prendront pour guide ce «pie j’appellerais volontiers la grammaire et la langue des hautes mathématiques, et accroître, loin de diminuer, le nombre des lecteurs des Lagrange, des Gauss, des Abel, des Jaeobi et des Cauchy , j’aurai rendu à la science un service très-modeste mais de réelle importance.
J’avais espère, en commençant ce long travail, y joindre l'histoire sommaire des théories qui y sont exposées. J'ai reculé, je l'avoue, devant des difficultés de plus d’une sorte. L’histoire d’une science est trop complexe et trop délicate souvent à aborder, pour qu’on puisse d'une manière incidente trancher les questions eu quelques ligues, line indication incomplète est souvent une injustice, et le silence est presque toujours préférable. Il y a de graves inconvénients, d'ailleurs, à introduire les noms réellement illustres dans l’ordre et dans la mesure seulement où les appellerait l’exposition didactique des théories systématiquement enchaînées. J’ai été frappé depuis longtemps de la singulière impression qui en résulte et qui parfois subsiste chez les lecteurs souvent intelligents qui n’ont pas occasion de la rectifier ailleurs. Combien ai-je vu d'anciens candidats à l’Ecole Polytechnique qui, connaissant fort bien un Traité (l’Algèbre classique et n’ayant
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rien lu au delà, ignoraient les noms d’Euler et de Bernoulli, et mettaient sur un même plan dans leur souvenir Newton et Bczout, Descartes et Budan, Mnivre et Rolle, Cauchy et Sarrus, dont les noms leur rappelaient chacun l’énoncé d'un théorème et une démonstration de quelques pages. J’ai été vivement frappé, il y a un grand nombre d’années déjà, en entendant nn savant estimable, connu par de bons travaux de Physique expérimentale, parler très-légèrement du mérite de Newton comme Géomètre. Mon étonnement l'ayant forcé de s’expliquer, je m’aperçus, qu’à ses yeux, Newton était surtout l’inventeur de la formule du binôme, qui pour lui, bien entendu, n’avait «le sens que dans le cas d'un exposant entier et positif. Ce souvenir, peut-être, a exercé quelque influence sur la rédactioA d’un Traité d’ Algèbre dans lequel le savant et spirituel Terquem s’étonnait de voir subsister deux noms, celui de Descartes et celui de l’Auteur.
Jë n’ai donc nullement cherché à introduire dans le texte l'histoire abrégée des progrès du Calcul intégral. (Jette histoire, si je tente de l’écrire, formera une œuvre à part qui pourra être réunie à l’Ouvrage dont je donne ici le second volume, mais qui doit en rester distincte.
Je 11e puis terminer cet Avertissement, si rapide qu'il soit, sans adresser mes sincères et vifs remerclmeiits à M. Darboux et à M. Thoman dont l’affectueux concours gracieusement offert m’a été extrêmement utile. M. Darbonx, dont je n’ai pas à rappeler la pénétration et le savoir, a bien voulu revoir toutes les épreuves et substituer, aux corrections typographiques que j'attendais seulement de lui, des observations judicieuses sur le texte même, et plus d'une fois la rédaction nouvelle d'une démonstration difficile remplaçant avec grand profit celle «pie j'avais essayée moi-même.
I .es calculs et les Tables numériques sont dus à M. Eédor Thoman, qui joint à l'habileté d’un calculateur sans égal le savoir profond d’un Géomètre judicieux et inventif.
DIVERSES MÉTHODES POUR L'INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES
Définitions.
1. Le Calcul intégral est l’inverse du Calcul dilTérenliel : le but que l’on s’v propose est de déterminer une fonction d’après une relation connue où figurent ses différentielles. Dans le cas le plus simple, auquel nous nous bornerons d'abord, la différentielle est connue et l’on cherche la fonction correspondante.
A toute différentielle donnée d’une fonction d’une seule variable, correspond une fonction primitive; l’aire comprise entre la courbe qui a pour équation y = y (x) cl deux ordonnées, dont l’une est fixe et l’autre a pour abscisse la variable x. a en
I. Cnte, int. I
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effet pour différentielle fl, 1 14 (*)) f(x) dx, et la fonction primitive de celte différentielle, dont rien ne limite la généralité, représentée par une surface bien déterminée, existe par conséquent dans tous les cas. L’ordonnée fixe qui limite la surface étant indéterminée, on peut, en la déplaçant, ajouter au résultat une constante arbitraire. Il est évident d’ailleurs, à priori, que si F (ar) a pour différentielle ^(x)dx, F (a?) -i- C a la même différentielle quelle que soit la constante C. Aucune autre fonction d’ailleurs ne partage celte propriété, car deux fonctions dont la différentielle est la même diffèrent par une constante.
2. La fonction dont la différentielle est ;:x'j dx se nomme Y intégrale de q(x)dx\ on l’indique en plaçant le signe la gauche de la différentielle:
(i) J<j[x)dx
désigne ainsi, d'une manière générale, toute fonction de x dont y i.r) dx est la différentielle. Ce signej" n’est autre que la lettre S, initiale du mot somme, et
l’expression ( i) se lit : somme de f(x] dx. Ce nom et cette notation rappellent un point de vue important sous lequel l’expressiou peut être considérée. L’intégrale étant considérée comme on vient de l’indiquer, par l’aire d’une courbe, elle est évidemment la limite de la somme des rectangles infiniment petits inscrits dans cette courbe, dont l’expression analytique est, en désignant par a la première abscisse,
(a) o[<t)dx -+- o ( a dx ) dx -+-?(«- 1- %dx)dx + + — ij dx] dx,
n étant un nombre entier tel, que
a 4- ndx = x .
On peut d’ailleurs être conduit à cette expression sans aucune considération géométrique. Soit F(x) la fonction dont yi x)dx est la différentielle; lorsque .r varie d'une valeur quelconque x h la valeur voisine x + dx, l'accroissement de F a,-) est (I, 46), en négligeant les infiniment petits du second ordre, y {x)dx; or en faisant passer la variable de la valeur a à la valeur a -+- ndx = x par des accroissements successifs égaux à dx, la somme des accroissements successifs de la fonction sera l’accroissement total, c'est-à-dire la différence F x — F [a . Cette expression se nomme l'intégrale définie de y .r u/a- prise entre les limites a et a-,
(*) Nous indiquons ainsi, dans tout le cours de IV volume, |sir I, le renvoi au tome t", le clntfre placé .1 la suit» indiquant I» paragraphe incoque.
LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES
et l’on écrit
(3) [%[x)dx = F(*)-F(«).
Il importe de remarquer que dans l'équation (3), la lettre .t qui sert de limite supérieure à l’intégrale et celle qui figure sous le signe I sont entièrement dis-
tinctcs et indépendantes l’une de l’autre. On peut leur donner des noms différents et écrire
f ?(x)rfx = F(Aj— F(<i),
F(x) désignant toujours la fonction primitive de f (x). On a évidemment d’après cela, quelles que soient les lettres x et z,
J ?(x}rf.r —J <j i[z)d:.
et une intégrale définie n'est pas une fonction de la variable par rapport à laquelle on intègre.
3. FfxJ désignant toujours l’intégrale de si 'x)djr, la formule
ne suppose nullement la limite supérieure b plus grande que la limite inférieure a: le premier membre est la somme des accroissements infiniment petits de F {x) lorsque x varie de la valeur a à la valeur b : peu importe que les accroissements désignés par dx soient positifs ou négatifs. On a d’après cela, quels que soient a et b.
et, en renversant les limites d'une intégrale définie, on change le signe du résultat.
4. Il faut, dès à présent, signaler un cas important dans lequel les définitions précédentes sont en défaut, c’est celui où entre les limites de l'intégration la fonction primitive F(x) devient discontinue, ce qui a lieu en général lorsqu’elle passe par l'infini. Il n’est plus permis, dans ce cas, de regarder l'accroissement total comme la somme des accroissements infiniment petits correspondants aux accroissements successifs de la variable. La formule générale que nous avons donnée pour exprimer l'intégrale ne représente dans ce cas ni l’aire de la courbe.
ni la somme des accroissements de la fonction. Pour bien faire comprendre cette remarque imporlante, supposons que la fonction F(x) soit égale à — elle a
pour différentielle et la formule générale donne, en adoptant pour limites — i et + i , entre lesquelles est comprise la valeur zéro,
,lx
-NM-iL-
^ ^ j et ( — ^ désignant ce que devient — ÿ lorsqu'on y suppose a* égal à i ou b — i; on aurait donc
' li-r
L’élément — est cependant toujours positif, et la courbe dont l’équation est
a la forme suivante
dont l’aire totale comprise entre les ordonnées qui correspondent aux abscisses — i et -t- i ne peut évidemment pas être égale à — a. La formule employée n’est donc pas applicable et nous en avons dit la raison.
Si l’on demande quelle est l’expression de l’aire totale qui d'après la règle générale serait représentée par
il est aisé de voir qu'elle est infinie. Si l'on considère en effet les deux intégrales
tétant un nombre positif très-petit, l’application delà formule générale ne pré-
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sente plus de difficulté et l’on a
et ces deux intégrales augmentent toutes deux sans limites lorsque t tend vers zéro.
En général, si Ton désigne par a un nombre compris entre les limites a et b% on a
jrth * /»•
f f(x)dx = / <?(x)dx -h ?{x)dx,
et on le vérifie aisément, car en nommant F(x) la fonction primitive de y{x)dx, on a
f <t(x)dx~ F(i) — F(n),
( x ) dx — F ( b ) —
Mais la formule devient fausse lorsque, F(«j étant infini, les deux intégrales partielles deviennent infinies, et les expressions considérées ne présentent plus alors aucun sens déterminé.
On a par exemple, comme on le vérifie aisément par la différentiation,
dx i i ■ -4- x
On en conclurait, d'après la formule générale.
dx
résultat évidemment absurde et qui s’explique parce que la différentielle - — — étant infinie pour x = i, la formule d’intégration n’est pas ici applicable.
Intégrales que l'on obtient immédiatement.
5. I.a moindre habitude du calcul suggère immédiatement les intégrales de certaines différentielles. Citons par exemple les formules suivantes, qui sont toutes
évidentes et dans lesquelles nous nous dispenserons d’ajouter an second membre
la constante qui doit le compléter :
,r~ dx =
dx _ J
rosmxdx =
sin mx dx =
= — / ros x.
J’ tang xdx — J
f eot xdx = f C0SJ^J~ — i sjnx J J sin j-
i* dx
/dx
r dx J eos‘x ~
/dx sin’ x
sin.rrf.r
COS.f
: — arc sin x.
- arc tang.r.
langx,
• eot r.
On pourrait à ces exemples en joindre beaucoup d'autres, mais nous nous bornons ici aux cas les plus simples.
6. Nous ferons une seule remarque sur l’une des formules qui précèdent : on a, quel que soit m,
(i) fx-,/x=r — •
J ni- 1- i
Le cas où m=. — i fait exception; on a alors
dx
cl la formule (i) donnerait
il est aisé cependant de déduire de la formule <'i) la valeur de f On sait qu’il est permis d’ajouter au second membre une constante arbitraire: clioisissons-la de
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(elle sorte que celui-ci s’annule pour une valeur déterminée de x, x — a : on est assuré alors qu'il ne peut plus deveuir infini. On a
et si l’on fait tendre m vers — i, l’intégrale prend la forme jj» mais la véritable valeur (I, 451) est Lr.
Différentes mél/utdes d' intégration.
7. Lorsque la seule inspection d’une différentielle n’en fait pas connaître l’intégrale, on doit pour la trouver recourir à des artifices dont le choix est suggéré par l’habitude du calcul, mais qui, dans le plus grand nombre des cas, se rattachent à un petit nombre de principes simples qu'il importe de connaître.
8. Une première méthode, celle d'intégration par décomposition, consiste à partager la différentielle considérée en plusieurs autres plus simples dont on réunit ensuite les intégrales.
Celte méthode se justifie d’elle-méme : nous aurons à en faire de nombreuses applications; bornons-nous à donner ici quelques exemples simples.
On a
f Jl±±'dx^ \'-x,h -F- /%£= --V-
J V 1 — x J — x‘ J yi — x1 V1 — ■*’
/, , /’i-t-cosr.x , g tir i g , .ri
cos2xdx = J - dx= J — t- - j cossxtlx = - + ^
[' t Lr g tir g tir
I — = I ri — - — — Uingjr — cotjr.
I sin’xcos’.r J sin'jr I cos' x
x ’ -t- arcsinx.
smax.
9. Une autre méthode, dite d'intégration par substitution, consiste à exprimer la différentielle proposée à l’aide d’une variable nouvelle choisie de manière à en simplifier l’expression.
Soit y{x)dæ la différentielle donnée. Posons x =/(s), z étant la variable que l’on veut substituer à x; on aura
’lx —J’(z)dz,
et si l’on peut intégrer .f{s)\f {*) dz, en remplaçant dans le résultat ; par sa valeur en x, on obtiendra l’intégrale de çfx tlx. La différentielle d’une fonc-
tioo reste la même en effet, quelle que soit la variable à l'aide de laquelle ou l'exprime.
Nous nous bornerons ici, pour cette méthode comme pour la précédente, à en indiquer quelques applications choisies parmi les plus simples.
En posant i + fr = :, on a
En posant x = cos:, on a
et par conséquent (8
x'Jx
— — cos1: il:.
x'ilx
COS* Z itz
z i i x yt — x-
-* si» ai — arc cos.r
Si Ton pose c* = y, on a
C dx C dy _
J = J 7+ÿ> = arc Uu<5r= »rc lang e-.
10. Les deux méthodes précédentes peuvent souvent être réunies et successivement appliquées à la recherche d’une même intégrale.
Considérons par exemple la différentielle
tlx
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11. La méthode dite A' intégration par partie est fondée sur la formule
duv = iii/v + vdu,
ilont on déduit évidemment
nv = j'itt/v 4- j vdu.
Ç ’tdv “ nv — Jvdn.
Si donc, on sait intégrer la différentielle vdu, on pourra, par cela même, intégrer ««/«•.Une différentielle étant donnée, on pourra parconséquent, pour la transformer, la décomposer en deux facteurs dont l’un soit intégrable immédiatement, et, après l’avoir mise ainsi sous la forme udv, on appliquera la formule (i) qui ramènera la détermination à celle de l’intégrale de vdu. L’habileté du calculateur consiste b choisir de la manière la plus avantageuse les deux facteurs dans lesquels il décompose la différentielle donnée.
Nous nous bornerons, comme nous l’avons fait pour les méthodes précédentes, si donner ici quelques exemples.
Soit à chercher
x' Ir i/.r .
Posons
la formule fi) donne
.r’ dx = d = dv
tx — H,
Soit encore à chercher
la formule (i) donne
I x arc sin.r rf.r.
rdx — d — = dv9 a
a rc sinx = u.
/x* /* x*dx
xdx arc sim = — arc sin x — I —
ï. Cote. înt.
c’est-à-dire (9)
I xdx r arr sinx = — arr sin.r -t -i arr rosx — % \^i — x-.
Considérons enfiu l'intégrale
/' xr1 f/x
(i -+- xy \ 1 + x)
xe* — #4,
la formule fi) donne
C xr1 <lx xe* Ci. — xe*
I -, r ” 1- I dxe
12. On peut généraliser de la manière suivante le procédé d’intégration par partie. Supposons que dans une fonction çfx) de la variahle x on remplace d’une manière arbitraire celte lettre x par l’une ou l’autre des lettres x' et x", de manière à transformer ç>(x) en une fonction f(af, x"] qui reprendra la forme primitive ÿ(x) lorsqu’on supposera x' = x"x=x,...; l’introduction des lettres x' et x" peut être faite d’ailleurs d’une manière entièrement arbitraire. On aura
(a) J <f(x)dx— J /(*', x“)dx'— j dx [jjïf /(x'. x') (/x^ _ •
La première intégration indiquée dans le second membre est relative à x' seulement, et l'on y traite x" comme une constante; quaut à la seconde, il faut d’abord,
pour l’effectuer, former J /(x', x") dx’ en considérant .r" comme une constante,
prendre la dérivée du résultat par rapport à .r" et remplacer ensuite x' et x" tous deux par x avant d’intégrer par rapport à cette lettre.
Il est bien entendu d’ailleurs que dans la première intégrale x' et x", après l’opération, sont tous deux remplacés par x.
Pour démontrer ce théorème, il suffit de prouver que les deux membres de l’équation (a) ont même dérivée par rapport à x; la dérivée du premier est 0 .r). Pour calculer celle du second, remarquons d’abord que l’intégrale
f /(x'.x')rfx',
dans laquelle on fait après l’intégration x' = x“ = x, peut être regardée comme une fonction de x' et de x", qui l’une et l’autre ont leur dérivée par rapport à x
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5 / f (*'<*’ )<**'= & f 'f(x\x")dx' + /(X', x’)dx'
= /(*’. x") +£^f ’/(*', x’)dx\ .
.r' et x" devant toujours être remplacés par .r; mais la dérivée du second ternie du second membre de (a) est précisément
et par conséquent la dérivée du second membre de (a) se réduit à f(x',x”), c’est-à-dire à ç (x).
13. On peut simplifier l’expression écrite du théorème en convenant de ne distinguer les lettres x‘ et x" de la lettre .r qu’elles remplacent que dans les opérations relatives à .r' seul ou à x"seul, et se dispenser alors d’indiquer qu’on doit dans le résultat remplacer x‘ et x “ par x.
La formule (a) s’écrira ainsi
(3) * J' f(x\xm)dx = j'f(x’,x’)dx’ —j’dxjptf f{x',x")ilx’\,
si l’on suppose
P étant la dérivée d’une fonction désignée par F, la formule ne diffère pas de celle qui indique l’inlégralion par partie.
Oueh/ues sommations réduites a des intégrales .
L’intégrale définie
J 9(x)dx
est, comme on l’a vu 2;, la limite d’une somme d’expressions infiniment petites
9( a)dx + o(a + dx ) dx -*■- 9.' a 0 dx ) dx -4- . . . 4- 9(0 -1- n dx)dx,
le uumbre « augmentant lorsque dx diminue, de telle sorte que l’on ait toujours ndx — b — a.
Cette formule permet de représenter par des intégrales définies certaines sommes qui semblent à première vue se rattacher k des problèmes tout différents.
Soit par exemple à calculer la limite de la somme
lit I
lorsque le nombre entier n augmente indéfiniment. Posons n — ~ > et la somme deviendra
ilx tlx f/.l il. i
fl fl 4- (tx a 4-2 llX 2 fl
dont la limite est évidemment
i“ — =. ha - la = h.
Soit encore la somme
U II II
n’-t-i M’4-a* " an’
dans laquelle on suppose que le nombre n augmente indéfiniment. Posons
la somme devient
[dx ilx ilx tlx T
i -t- ( tlx y + i -+- ( i tlx j1 + ’ ' •-*-[(« — > ) •ix]1 i ( « tlx j’ J
ndx étant pur hypothèse égal à l'unité, la limite de cette somme représente l'intégrale
1" tlx T.
I _ arc (ang | _ arc tango =; ■
Cherchons cnlin la limite de la somme
Posons
cette somme devient
tlx ■
tlx
dx
tlx
V i — dx1 V • — ( a dx y — [( « — i j dx j*
et puisque (n — i) dx est comme ndxf égal à l’unité à la limite, celte somme
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r» tl sfi
Jo V > — ’
= arc sm i — arc sin o =
Sur les fonctions hy/tet bvlù/ttcs.
15. Il sera utile d'indiquer, en terminant eu premier Chapitre, la définition de quelques fonctions dont l'usage, sans apporter aucune ressource essentiellement nouvelle, fera ressortir dans diverses occasions des analogies qu'une autre notation laisserait inaperçues.
Oit a trouvé (1, 3ü"
on en conclut
»-*> -• ■+- r*'"1 I cos j — —
| Slll .1 — -- —
cos x V — i =
j , — — tf'M — *r’
[alnxv-i — — 7^-="*
cosx y — i , qui est réel, est appelé souvent le cosinus hyperbolique de x et l’on écrit
eus hjp. x =
■ = COSX- y -
Le produit — 1 si n x \ — i se uomme de même le sinus hyperbolique de x, et l’on a V-i
sm lup. x si — — - = - ■ sm.r y — i .
Le quotient se nomme, par une convention analogue, la tangente hyper-
bolique de x, et l’on a
lang liyp. x: = — — — - — — — laiigx y — i .
Ces définitions, en montrant l’analogie des fonctions nouvelles avec les lignes trigouomélriques, donnent l'explication de leurs principales propriétés. On a par
exemple évidemment, comme on peut d’ailleurs le vérifier directement,
^ cos’ hvp. x — sinJ hyp.x = i,
(G) ■ coshyp. (*-+-y) — COshyp.x coshyp.y-l-slnhyp. xsinhyp.y,
' sin hyp. (x -t-y) = sin hyp. x eos hyp-.r + sin hyp. y coshyp. x.
16. La dénomination de fondions hyperboliques -à son origine dans l’analogie du cercle avec l’hyperbole équilalère. Si l'on considère, en effet, l’hyperbole équilatère dont l'équation est, en coordonnées rectangulaires,
et en coordonnées polaires,
cos a oi
le secleurS, compris entre la courbe et les rayons issus du centre faisant de pari et d’autre avec l’axe l'angle «, a pour différentielle (I, 1 1 1» J
f/S = P'dr.i
t par conséquent (10 ,
- / lang (
IC0S1M
ar conséquent
ir. v i
•4* lang
lang [ ^ (
— lange»
u,ng"' - es+ ,.-s
tait); hyp. S.
f 7. Les fonctions inverses des fonctions hyperboliques analogues aux fondions inverses des fondions circulaires se transforment dans celles-ci lorsque la variable devient imaginaire.
Si l’on pose
« — cos hyp. j , e =sin hyp. x- .
iv= uing hyp. x.
on en conclut
x = sect. ( cos hy p. «y, x = sect. ( sin hyp. v ), x — sert. ( lang hyp. ir).
On peut d'ailleurs aisément exprimer ecs fondions sans recourir à aucune notation
LIVRE PREMIER. - INTEGRALES DEFINIES ET INDÉFINIES, nouvelle. Les équations (3) et (4) peuvent s'écrire, en effet,
En les résolvant par rapporl à .r, on a
■r = sect. cos hvp. n = / 1 « -t- V"’ — 1 • .r = sert, sin hyp. » = /!» + y1 1 -t- F J,
x = sect. tang hyp. «• - l — ~~ - ■
tri
Mais l’emploi des notations nouvelles a, comme nous l’avons dit, l’avantage de mettre en évidence certaines analogies. On a, par exemple,
Jux ,
— = arc sin a-, fi-x’
,lx
.■% dx
I ■ — ; — = / '■ x 4- V ■ -t- x* J =- sert, sin bvp. x,
Jy/t + x’
= I ( x + v*’ — i ) = sert, cos hvp. x,
y/x1 i r-tix
J T+T1 ~ arc v>ngx’
T=x‘ = 5 1 \7^~x ) ~ secu wng h-vp’
dx
arc sçcx ,
, ax
J xjx= — I
-fâ-x’ = ( ' (i + \Æ - ) = sec1’ s,!c h-vp- r’
C dx
— I — ^ = arc cosec x,
J x <Jx’ — t
— Ç~ï-—= = / ( - -+■ \ -- -ci \ — sect.eoséchvp..r.
J xyjx‘ 4-1 \x \ x‘ J
INTÉGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES
18. Pour intégrer les différentielles «le la forme ^•r' 0,1 F(*) et f f«r) sont
deux fonctions entières «le a-, il faut en général décomposer la fraction ; en une
somme de fractions plus simples dont la détermination exige le calcul préalable des racines de l'équation x) — o. Lorsque l'on a, en effet, obtenu par la division la
partie entière «l'une fraction rationnelle — — la fraction restante, dans laquelle le
degré du numérateur est moindre que celui du dénominateur, peut se décomposer en une somme de fractions simples de quatre formes différentes :
Celles qui correspondent à une racine réelle simple et qui sont de la forme — — ; Celles qui correspondent à «leux racines imaginaires conjuguées simples et qui sont de la forme -j,ÿ
Celles qui correspondent à une racine réelle multiple et qui sont «le la forme
Celles enfin qui correspondent à deux racines imaginaires conjuguées multiples et qui sont de la forme ((~_ £,],*
Quoique la manière «le faire cette décomposition soit exposée dans les Traités «l'Algèbre, il n’est pas inutile de la rappeler ici.
I!). Supposons d'aboril les n racines de l'équation v.r) = <i inégales, et soit
Posons
En multipliant les deux membres par j (x), on a
5>(jr)
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Si dans les deux membres de celle équation, qui doit être identique, on suppose x = a, tous les termes du second membre disparaissent à l’exception du premier qui se réduit à A y’ (a), et l’on a
Ff») ~ Ay'(rt):
donc
Un aura de meme
et ces valeurs rendent l'équation (a) identique, car les deux membres qui sont des polynômes entiers en x, de degré n — i au plus, sont égaux pour n valeurs de la variable.
Si a et b sont deux racines imaginaires conjuguées a ■+■ — i et n — p \J— i .
les formules (4) donnent pour A et B des expressions imaginaires conjuguées P + Q V — i et P — Q V — > i , et la somme des deux fractions correspondantes est
JL+.9 + ■’ -Q jEL - - »> -*QP
20. La méthode est évidemment en défaut lorsque l’équation y(x) — o admet des racines multiples, et la forme (i) devient impossible: car en supposant, par exemple, la racine a multiple, le second membre de (a deviendrait nul pour x= a, tandis que le premier se réduit à F{n) qui est différent de zéro. Soit p le degré de multiplicité de la racine a, et
on posera
y(x) = (x — a)fi)/(x),
y(x) x—a (x— a)1 *" ' [x — ay q» ( jt)
Pour déterminer A,. A- A,, en multipliant les deux membres par y(x), nous
aurons
(6) F(x) = A, q<x)(x — «)e— • _j_ A,ij/(x)(x — n)r-’ + . . . •+- A,q{x) F,{x)(x — a)'.
En faisant x = a dans l'équation (6) et dans les (p — i) premières dérivées, on formera p équations du premier degré dont la première fera connaître \r la
seconde A,_ et la dernière enfin A,. La méthode s'applique au cas où la racine
est imaginaire, mais il est plus simple, dans ce cas, de chercher directement les L Calr. int. 3
IR
fractions simples qui correspondent aux deux racines conjuguées. Si l'on suppose
Ç(jr) = i(* - «.*+ (3']f
on posera
7 ÿ(x) " (x— a)r-t- 'fi1 ~ |.x — «J'4- 'fi')1 + h f(x'— «)'+ p')' + +(xj
En multipliant par ç .r les deux membres de cette équation, on a •
(8) F(x) = ( A,x -c B,) ■j>(xi|;x — x)!-t- 'fi'\r ’ + ( A,i+ B,’ ^(x)((x — aj’4- . . .
+ (A^x -l- Bf ) ’ji(x) + F, : x)[(x — *)’+ p,]r,
et les coefficients A(„ B,,. Ar B, A,, B, se détermineront successivement
en faisant x — «4- jS y — i dan* l’équation (8) et dans les p— i premières dérivées et égalant les parties réelles des deux membres et leurs parties imaginaires.
On peut d’ailleurs, pour effectuer la décomposition d’une fraction rationnelle en fraction simple, employer plusieurs méthodes qu’il est inutile d’exposer ici; bornons-nous à rappeler celle qui est fondée sur le calcul des résidus qui a été indiquée (I, 441 J.
21 . L’intégration des fractions rationnelles se trouve réduite, par ce qui précède, à celle de quatre différentielles plus simples. On a
fh*L=Kl (x-„).
J” Ailx i A
Ces deux formules sont évidentes, et les différentielles qui y figurent sont du nombre de celles qui s’intégrent directement.
Pour intégrer la troisième fraction type
on aura
Ar + B
x—xf + p
, dx .
dx — Jz ,
Ar + B . A s -f- A a -+- Il , A :d: fAa-l-B)rfî
■ dx — — dz- ■+ — -
[x—aj+fi- î’-t-£' z- + fi‘ * + fi‘
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r A zdi
IR
C f A a B ) dz Aa 4- H z
J ~?T>' ~ -(3 arcu,"Kp’
et par conséquent
A a 4- Il
. f , ” dx A \l(x - »)■ + ?■] +
J i,j r-zf-t-p' a1 ' c 1 £
Considérons enfin ia quatrième différentielle élémentaire
arc lane — ■
Ait B
Si l’on pose x — a — s, elle devienl
Ai + Aa + B .
(r+Fe ',:-
On peut la partager en deux autres
A zdz ■ r, h
On a évidemment
et
fît)
f A:rfi _ A i
J ii’ 4-?’)*"' i(n ^~îj (3= 4 p: rr; ’
/• rfa i /*rfa((3’ + s’- s» i r dz i r
> jTftî v
Mais l'intégration par partie donne
fii’+pr ~fZ ■ (l’+J'f ^ _/lrf [iÎB-.Jia+p-p]
et l'équation (g) devient, si l’on réunit les deux termes semblables.
Ç di _ (an — 3) Ç dz z ■ i
J (*’+?’)■ ap’tn- O J (ï’ + PT - + a ( n - 1 ) p> (i» + p')— 1
cette formule ramène l'intégrale clierchéc à une autre de même forme dans laquelle l'exposant n est remplacé par n — i . La même formule de réduction per-
mettra de substituer à n les exposants successifs n — a, n — 3 et enfin
l’unité; le Problème sera alors résolu, car on a
P arc un«jT
La même méthode de réduction s’applique évidemment à f" „ '
C dx . . %
22. L’intcgrale | , , peut aussi s'obtenir par une méthode indirecte qu’il
J ' ,r "tr J
sera utile de mentionner.
On a évidemment
/’ dr 1 x
, — ; = -= arc lang -=■ ,
P + 1 V.3 v'ft
et cette formule équivaut à
1 dix x \
On en déduit, en prenant « fois la dérivée de chaque membre par rapport à /S,
( — île 1 .a.3. . . (n — 1) il ti"~' / 1 ,r \
-, 0 — -7- -n — I -7= arc rang -= ),
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on a
et (21)
( u 4 - bx + ex )
r rfx
J a -P bx -+• ex*
a ex + h
are tang -
v4 aç — b ■
Cette formule, il faut le remarquer, est applicable à tous les cas, et, lors même qu’elle est compliquée d'imaginaires, elle peut donner, par les transformations connues, l’expression réelle de l'intégrale.
Il est plus simple pourtant, lorsque l\ac — b1 est négatif, de décomposer le trinùme a + bx + cx‘ en ses deux facteurs réels et la fraction à intégrer en fractions simples correspondantes. On trouve ainsi
dr
a bx + CX9
7r.r - b — y b* — 4'*c a#\r -+- b -f- — 4 ac
•% , 7. ex -f- b — J h * — Aux
- ‘/r- — \ log ■ .
y b* — vrt ■+■ ox ex1
L'identité de ces formules avec la formule (i i) est aisée h établir. On trouve aussi, en adoptant les notations indiquées (16 ,
bx +
— a . , •> ex -r b
sert, rot hj'p. — ,
V b‘ — i tu y b 1 — 4 tic
et sous cette forme l’analogie des deux cas devient plus évidente.
Si dans les formules précédentes on suppose a = r . c = i , b — a cos?, on trouve
tir
t 4- * .r cosv H- x-
— — arc tang
sin?
Soit à intégrer
m et n étant deux nombres entiers tels, que an soit plus grand que m. Les racines toutes inégales de l’équation
sont données par la furmule
cos i - 1 siii r.
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où il faut attribuer à k toutes les valeurs entières depuis r jusqu'à n. On a. par
conséquent.
ir.»
i-j-x*" ** (aA — i z t . (aA*— i n
i-, x — ros y — * sin
(aA — i ) r ■ . [7k -■ 1 1 r
x — ros - -f* v — I Slf)
où l’on a (19)
, (%k — • ) tt / , , faA* — i r
ros (m — i ) h y— i sin(/n — i j - -
Ai f —
(2/1 — i)(aA* — i ) rr / — . (2 n — i)(aA‘ — i)“1
un ros i f. y — » sin
1 f mrrfaA — 1) , — , /nrfaA* — 1 . I
ros - ■+■ y— 1 sin I»
Bi -
ros ( m - 1 - v — 1 sin ni — 1 )
1 f mirf aA* — »)
— y— « sin
— - . mrfaA* — 1 1
cos v — ■ sin ■ — — •
et. en réunissant les deux fractions écrites sous le signe ^
nxT.[rk — 1)
l-f Xu 2/4-^
f (aA* — i)n
x — cos — — i- 2/4
(aA — i)r
. f at A* — i)r . mrfaA* — 1) — sin sin 5
•+- sin
(aAr— 1) r
et par conséquent (21)
’ x~-' dx
1 v’ mrfaA — i}.f (aA— 1) ^
> cos / |i — ax ros - h x1
1 v' m r ( 2 À — 1 ) - > sm
nrr lang —
x — cos
sin -
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{ — l )*"* ' irt km T. . / /• 77 A
> cos /(i4-2xcos —
tes I
{ — I v1 • knir.
> sin - arc tang n n
r -4- cos
"T Iris
Ar
4=rtJ»4-
mrfîfr-»}
COS - — / 1 — 9 JT COS
2 fl 4- I
X — COS
2 /»! TT ( 2f AT — 1 « . 2/1 4-1
> sin arc tang — - »
jî/14-1 2/I-4-I P . 2AP— i)r
4 = 1 Sin ;
2rt + l
A — 1„ vl
fx~-'itx 1 , (— i)”*' •v irts(air— 1) , I"
/ — = -/ 1— j +•' > cos — /
J i — x*"*' in+i «t + i an + i
(ïA — l)îT
i-t-ax cos — ■ — hx
an -F- 1
x -+- cos
( => A- — t ) TT
IstA+l
a( — 1 (— ■• va mnltlf — 1) îb+ 1
+ ■ — V sin — arc une — ,
an -+- 1 sn + i ,(aA- — i)it
t_, sin ■
Simplification de la méthode dans des cas particuliers.
2.V La méthode générale sullit dans tous les cas pour intégrer une différentielle rationnelle, mais il est souvent plus simple d’éviter la décomposition en fractions simples et d'opérer directement sur la différentielle proposée.
Soit par exemple l’intégrale
/’ xdx
En posant x1 = s, elle devient
1 Ç il: 1
- I ■ — -arcungi,
et par conséquent
Ç xdx
arc tang x’
26. On peut, dans un grand nombre de cas, appliquer des formules de réduclions successives analogues à celles qui nous ont permis de calculer
Considérons la différentielle
.r"-' <ir(« 4- bx“
qui, lorsque m, n, /> sont des nombres entiers positifs ou négatifs, appartient à la classe des différentielles rationnelles qui nous occupe actuellement. Il existe pour la réduire dans tous les cas des formules qui, lors même où elle est rationnelle, permettent de l’intégrer plus simplement que par l'application des méthodes générales. On a
! x" dx(u 4- bx")f = |ï“ 'x‘~'dx[a+bx‘)p,
et en remarquant que;r"_,<£r a + bx" '’est la différentielle de , a+bx"f*\
on a, en intégrant par partie.
Jx” ' Jx(u 4- bx*y - — ï-r — - : a 4- bx' - / x“_* ' (a 4- 6x“)e*' rfr. nb[p-xiy nb{p-i-\)J
Remplaçant dans le second membre (a + bx“f* ' par {a 4- h.x"/ a ■+■ [a 4- br” p b. r" et faisant passer dans le premier membre l'intégrale semblable à celle qui s’y trouve déjà, on trouve
j xm~'ilx(a
lix-)f
ic— • ni — u a i . , , ,
— I (<i 4- bx*Y <lx.
ni 4- «/< b J
On a aussi évidemment
(a) j x“~' dx{a 4- Ajr*)r n j xM~' i/x(a 4- bx')p~ 1 -i- b J x ’ dx(a 4- 5r*)r-',
et en appliquant à la seconde intégrale du second membre la formule de réduction (i). on trouve
(3) j'xm~l dx[a 4- bx~ / —
bx' lr
nnp
j x*-' dx[a
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le second membre donnent, par un simple changement de lellres.
( 4 ) ( a + bx" )r dx — — — : m 4 n 4- nit ■— I rmtm~ 1 ; a •+• bx" )r dx,
J ma 1 ma J
15) fx~!„ + bx-ydx~-X'ln+bx‘-]'*'- + n±±^JLL 11 fx-(a + b*-),~dx.
Si l’on applique les formules de réduction (i) et (3) à l'intégrale qui figure dans les seconds membres des formules (4) et (3), on trouve
/i"- l a -t- bx" )' dx — — (n -+- bx" '/ — I -im ' (a- s- lu
ni ni J
C , , x~~" frt -+- bx" )f*‘ n i — n C
J bii(/i- *- a ,i bn(p+i)J
1 dx,
■•(«■+- br-y".
Les applications de ces formules sont extrêmement nombreuses. 27. Supposons d’abord n = i , en posant a -+- h.v — z, on aura
sr+i
ninx’
et cette formule, dans laquelle la seule valeur zéro est interdite à m, permettra de simplifier le calcul d’un grand nombre d'intégrales.
On a, par exemple.
et, en remarquant que
on en déduit
r dx b i c i J JT* t a1 x tu
r dx J X* Z
rt* x
%ax*
ti-
tvx
an* x7
3 ax*
r dx
tii
4<ix*
r dx
et ainsi de suite.
I. Cnlr. int
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Lorsque l’exposant m -+- 1 du dénominateur se réduit à l’unité, la formule (8), dans laquelle figurent des termes infinis, devient illusoire. Pour réduire l'intégrale
z'dx
on l'écrira de la manière suivante
'« -+ bx )
itx
— 1 -ni
z'— ilx
et par l’application répétée de cette formule l'exposant p sera réduit à l'unité.
Si l’on y change p en — p, on en déduit, en résolvant par rapport à l’intégrale qui figure au second membre.
•zr~’
, r iix
a J xzr
28. L’équation (8) donne d’ailleurs, en y supposant n — i , en changeant p en — p et m en — m , la formule de réduction plus générale
i tlx — r- <tr l ilx
J x~" zf ( rti -e p ) x~ z* ni+pjx“ *'ar+1
d’où l’on déduit
tlx i m -I- p f dx
J x~* ' apx“ z r ap J X*"*-' zi
2!). Si nous supposons n = a, en faisant a + l/a r’ = 5, nous aurons
ap — 1 r dx a ap J z'
Celte formule, dans le cas de a — b, ne diffère pas de celle qui a été donnée (21); on en déduit
di r
dx
x 1 f dx
2 as 2 a J z
x Sx 3 /' dx
4 az‘ 8<i* z îlf/ z
5 rdx tb a1 J z
3l). Ün a aussi
el
dx
I * x*+‘ dx x' n r x*“% dx
J z >■ " ' 2bpz* 2 bp t l £t
1 1* r — ; ti -• bx9 dx a p x*-1 dx b J a -f- bx‘ b J z bn
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On en déduira
t'x’dx x a Cdx
j'x1 dx x' ax «’ t'dx
/ ’ x* dx x‘ ax* (V x t J ~T~ ~ 56 ~ 36: + T*' ~ 1
rt> ddx
ax'-
1 t'dr
~ il.z 4
ai J s
ax
dx
xb’J
cl ainsi de suite. On a d’ailleurs
/* dx /* f/.r i fb
J t =J «nr Sx1 = ^3 ,rc ungx V «’
et, dans le cas où le coefficient de est négatif,
/* dx i , + x db i . /6
I ■ — — t— — — y- I. 7_ -rr.- seel. lang livp.x I •
J a — bx 2 d lit/ y,, — j; y'J V a
3t. On a évidemment
/ = y *ni£± * e _ „ f ^î/je + b J -,
par conséquent
i x"dx i i ’ x—'dx a t'x—’dx
;,6) J -zr bj ~p—
On en déduit, en ayant égard à (i3 ,
/* x1 dx x x i i* dx
J ~~4bz‘ + SttFz Sab J Y '
jr’ dx ax S.r 3 t'dx
J i1 Mb- z ' iïb- J :
J 'x'dx x x x i /' d r
z' — (ibz‘ -j.} aliz‘ 1 6a‘bz 160' 6 J Z
rx'dx ax ^x x i Ç dx
j' (>6; a4é* S‘"^ îù ab‘ z "* i(> ab‘ J z
et ainsi de suite.
On a enfin, ; désignant toujours le binôme «-+- hx
on en déduit
J* dx — i 6 ( « + 2 /> ) r t!x
x*~' ;r-' ans' z' un J x— 1 " ’
Ç dx _ A rds
J fl.r «,/ z
r dx i_ h b' rdl
J x' 3 3 nx‘ a' x a' J z
r dx i_ h A1 A*
J ; bas ■ 3a‘x‘ a‘ x rfj i
et ainsi de suite.
Et en ayant égard à (i3).
i' dx
hx
a-’x ati'J
f* dx
3 w x3 rt^x
j'dx
et ainsi de suite;
bx
-,hx
fr/r
4«tT»
Ha' i
~ ijo»? +
Hn>; +
ojx
636» j'dx
et ainsi de suite.
33. Si dans les formules (7) on suppose n = 3, on a, en posant a -+- bx1 — .
r x" dx x" • n — 3 p+ | j* X" dx
J tf" 3ap;f iap J ;f ' r dx i n h- 3 p — i Ç dx
J x" j»*' 3 ttp.r" z* 3 rtji J x" z'1
On trouve d'ailleurs directement, par la décomposition en fractions simples, en posant k ■= y
r dx bit (I + /|;, x ^3 \
I ■ - — I - / — , 4- v 3 arc Ung -j-- I.
J 3 3a\a x'—kx + h1 1 8 a k — x)
f xdx i /»._(£ -, /.
J * 36/, \ ii - L, j /, V'J
'x'dx
r x'dx
J ir-r
3 bp z f
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et ainsi de suite :
et ainsi de suite.
On a aussi
/x’dx x a Ç dx
J'x'd: r x' a Ç xdx
-7-=a-iJ ~ r ’
/.r* dx x' _ ax «’ Ç dx
Çx'dx __ x ' ax’ a 1 /* xdx
J z ~~ 5b ib b1 J s
r dx x x f dx
J 7“ 3âz + 3a J z '
Ç xdx x' JL T
Ç x' dx _ x ■ /
J ~ir - + n J
‘ dx
J'* dx 1 1 x'
xi ~ 3a ; '
f dx i h Ç xdx
J x’ z ax a J z
/dx i A /’ rfx
x*s — xtix’ a J z
J * rfx _ 1 A ^ ;
x‘z 3ax' 3a1 x1
i' dx __ ‘ ^ A ^ A’ Ç xdx
J x’z 4"Æ‘ a‘x nV 5
et ainsi de suite.
34. Si l'on suppose enfin n = 4, en posant a 4- Ax' = ;. on aura les formules
de réduction
(ao)
1 x- zf dx =:— — — fx"' -zr -,dx,
(ai)
l'xmdx _ x~" \p -n — 1 /‘x* dz
J 4 a/7 zr ’
/’W* J* • n — 3 fx—'dx
J z1"" $hpz* yïp J ’
j’x-dx _ x" * « t'x- 'dx
r rf* _ * 4p-« /•</*
J'”” 4fl/,“'1 4«/> J jr 1
/* <Ar 1 i’ dx b 1' dx
J x " jr+' <1 J x" z' a J x" • z'*‘ '
J xzr" ^apzt a J xz‘
On trouve d’ailleurs, en supposant “ positif et posant y '' = /•.
C '/■»' A ( . x’ 4- kx v'i + A* Ax \
J T •* 47^ V + iarc,ang F=*>
Çx'dx A^ I X' — kx v's ■+■ AJ Ajr \Zï \
el lorsque ç est négatif» en posant y — ^ = X* .
I * x*âx
kr / -4* A .r \
4«Vi— A- + li,rclangrj’
ÏVil'i— jp-aarctangp).
La formule (24) donnera
Ç dx x 3 i ‘ i/x
! ‘ilx xii - \ 11 Ç dx
J J' a 'H j' "* 3a aj' "* 3ia\! z
! * dx xi
dx x /
’ ÿÜMJ*
1 64 MJ'
so^Ba1
et ainsi de suite;
I.’intégrale
I x*~‘ dx[n -+- bx + ex’)'
peut èire réduite à d'autres de même forme dans lesquelles l’exposant de x est moindre.
On a, en elTel,
^ x~{a + bx -4- ex’)' = mxr ' [a + bx + cx')i‘ ■+■ pxm <J> -y- y.cx) (a -• bx + (\r,)r 1
(a + bx + cx')f ' + (m ■+• p) bx-(a + bx + r: r*)e-'
-F- ( m -h a p ) c x~+ 1 ( « -I- bx 4- ex’ f .
et par conséquent, en posant, pour abréger, a -t- bx -t- ex 5 = s,
x- z' xx ma j x- ’ z' ‘ dx + (m + p) b jxmjf~' dx+ (m + xp)c j x z'” ilx,
ou, en résolvant par rapport à l'intégrale qui ligure dans le dernier terme du second membre et changeant p en p -t- i ,
x~ xi”' ont C , b(m + p + ! • f .
— ; — - Ix-'z^dx — ” , I ,r" •<’ ilx.
c(m + zp-hi) c{m + xp + x)J clm + if+ïj,/
Si l’on remplace p par — p — t, cette formule devient
x- ' i/x ■' b {m — p) C x" dx
) j x*”' z? dx =
i'x~"dx x*' «* i'x—'dx b (m — p ) C x' '
J ai”' e(m — a/j)ar c(m — xp) J ai”1 c(m~rp)J tf
Mais on a
En ayant égard à celte équation et faisant passer dans le premier membre l'intégrale semblable à celle qui s’y trouve déjà, on trouve
. Q, r x”*1 dx x~ m r x*_l dx b Ç x~ dx
(l8) J —+• ~'-T,l>Tr + T7,,J — --Te J 1^'
L’intégrale
f : ,lx _
,F (« + bx -f- cx‘)f
peut elle-même se réduire à une autre de même forme dans laquelle l'exposant p est moindre d'une unité. On a, en effet,
a -f- fur +• rx1 ) — e I x -l- ■ — ) + a — »
y ac » 4«-
et en posant ;r + ~ = y, la différentielle prend la forme de celle qui a été
traitée f 21 } ; la même formule de réduction y est donc applicable cl l'on trouve, en remplaçant y par la valeur en fonction de la variable primitive x, et désignant le trinôme a -+- bx •+■ ex 7 par a.
rllx h+ICX 3C\*p — l) Ç dx
je*1 pa<’(4nc — A’) />(4 ne — A’),/ a?
. 37. En remplaçant dans la formule (37 ) m par — n, on trouve
' z* dx _ Z'*’
x° ' c { ip — n -t- a ) x"
an Ç f dx b[p — n -P 1) Ç zf dx
c | xp — n -, 2 ! J x**‘ 1 2 p n r 2 ; J
et en résolvant par rapport à la première des intégrales du second membre, ( Ç zf dx z'“ A( p— n + 1) Ç zr dx e(xp — n + a) Ç je dx
L’hypothèse n = o rendrait les termes du second membre infinis et ne doit pas être laite immédiatement. Mais si l'on multiplie les deux membres par n, on peut supposer ensuite n = o, et l’on a
ar*‘ A’p-t-i)/* , ac(« + 1 1 /’ ,
! 3o o — — | zf dx -l / xar dx.
ox* a I a J
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qui ne peut être réduite par la formule (29), peut l’être de la manière suivante:
f + + «*) dx = af f-'J* + b f3f-, dx + c fxzr- , dx<
et en remplaçant la troisième intégrale du second membre par la valeur déduite de { 27), où l’on changera d’abord p en p — 1 , il vient
= /V ulx + aÇï-
dx
39. On déduit des formules précédentes, en posant toujours a ■+■ bx ■+■ ex’ =• z et l\ac — b* = k,
Ç dz tex + b tu 1 ' dx J z‘ ~ kz + k J s
J* d.r 2Cjr 4- 6 / 1 3c \ 6c1 f* dx
s=-T—(ï7’ + r*) + -FjT>
t* dx 2 ex 4-6 f i 5c iüf' \ 20^ r dx
J T~ k lî7> + 3ÎP + + 17.1 T’
/*rfjr acx-l-4 / i ’jc 35e1 35c'\ 70c' l’iix
J i‘ “ k \fi* "t" G/rî1 (>/,’ j1 + Fl ) + k‘ J z
et ainsi de suite.
On trouve aisément
J' xdx _ ' y. b P dx z tu te J T'
on en déduil
j'x’-dx x b ^ b' — iacÇdx
J z ~ c te’ tu' J z ’
Ç x' dx x‘ bx ^ b! — ac ^ 3ac — b' ^ Ç dx
J z tu c1 te' tu' J z
/x'dx x‘ bx‘ b’ — ac 6' — tac,, ta' c' — iabc' -t- b‘ P dx
~z = 3Î " ÎC' + ~ “ “a i-r b,i + ï? J T’
La décomposition en fractions simples donne enfin
Ç dx 1, Xj b Pdx
J xi ta z ta J z '
I. Cale. rut
on en déduit
I * dx l> i x1 i /r — a tir J ' itx
J x’ z la z ax va1 J Z
Ç dx _ h / 4» c_\ ; x -■ _ /lAr />' ! 'dx
J x1 : a’x aux' \a(,J aa > z \ ia‘ an* / J z
Ç ilx b' — a OC..X3 i 6 /A' r \ i an’e* — 4 ah1 r -+- b' Ç dx
,/ x' z in’ z 3 ax“ ia‘x‘ \a‘ a1 ! x an1 ;
el ainsi de suite.
L’intégrale j • à laquelle toutes les autres se trouvent ainsi réduites, a été donnée (23). On a
ilx :
— l — : ; — -x- - arc lang
+ bx + i X V^4 «< V4 ne - t>
y tb*- \m
log
2<’X+ b — ^b1 — 4 ac \'a -t- b x 4- ex1
— 2 . •} irx-t- /»
— - secl. hjp. col — =. •
yi1 — 4 ne \b* — 4 flr
10. On peu I former des formules de réduction analogues pour les différentielles dans lesquelles figurent les puissances du trinôme (a 4- brn 4- c.r-" .
On a identiquement
(1) -(j- x”(a+bx* -\-cxuf x ~ nuf 1 (a 4- ftx" 4- cxlH‘f 4 pxr n b x” ' 4-a ncx* ,)(tf4-ô.r*H-Cjr,v* • =: maxm * (<z 4- bxu +- cxi*)r- • 4~ (m 4- np) 1 (<1 4- for* 4- ex*)*’ •
4“ ( m 4- *np) *(n 4- bx" 4~ cxin\* \
En intégrant les deux membres et posant, pour abréger, a 4- bx" 4- cx7H = -, x* z* ma j x~ ' zr ' //.r 4- ( m 4- np ) h j r* ** ‘ z? ' */.r 4- ( «1 4- 2 np } c j x“*'in z ? ' dx. On en déduit, en remplaçant/) par/) -4- 1,
/ . X" 4 Wl-Mt I4«! / .
I Xm 1 Zf dx = ~ Z>’*1 — — ' • I .!“•+“ * 2/1 t/j
f am um !
c [iw 4- an(i 4-
1 2^' dx.
et en posant /« 4- an = m1 et p — 1 = //, résolvant par rapport à la seconde
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i , a(m — vni> i ,
I jc" ' zr dx - . zr"' ; ' . I J" zr dx
J <• ( ni -+- in/i c [m + mpj
bl ni h n [ /> — i | i ilm + îno; I
x~ " 1 zr dx.
On peut d'ailleurs vérifier directement, par la différentiation des deux membres, les deux formules analogues et plus simples
(4) fx" ' z? dx Z* 1 zr ' dx — *tn ^ j x“-“ ‘ zr ' dx. i ni ni .1 ni .J
, „ i . t- >f „ ni - an /’
I > ) | x 1 zr dx If' j .1
J irn^p + 1) îcif+ij
1 zr *• dx
— — I J*—"-' zr dx.
ne J
I/équation (3), résolue par rapport à la première des intégrales qui figurent dans le second membre, donne
f . ,r* •" zr+‘ swi(»4 i i' , />n+i/’ ,
I x" >< ' zr*' dx — — — * / x"‘ ' zr dx |i" “ ' zr dx.
i m—znp m — an/i I ni — mn '
Mais on a
• ■ ' bzr nzr
la -+- nj" + ta’“ , je ** “ .
Remplaçant x"-' zp par eetle valeur dans la première intégrale, posant m + 2« - 1 = m' et p +- 1 = p‘ et supprimant les accents,
I x~ ' zrdx zr 4 t—
ni — nnp +1 ni — znp
t fx- 'zr 'dx
hnV fx dx.
t — 2 un -h I !
Si l’on résout par rapport à la seconde intégrale du second membre, en posant m' -4- n = ni" et p' — 1 = p” et supprimant les accents.
, , /* , xm ‘ m + n(îii + i) Ç
(7)1 xm~' zr dx —— L _,jf • H I ,
+ n<3P-t-,> t\~ - 'zr~'dx-- fx- - -
zr dx.
41. Si l’on suppose n = 1 et par conséquent a 4- bx ‘-hcx' = on trouvera, à l'aide des formules précédentes, des formules qui permettront de ramener les inlé-
, /’ dx f dx . C dx . . /’ dx
grales f f a f — et a f
Les intégrales j j ’ f- ■ auxquelles les autres se ramènent, devront être calculées directement par la décomposition en fractions simples.
On a, en posant m = —
rd.V I / I XI t\
— — r ( - arc tang arc tang — ]»
a 4- ox- 4- ex' Jq \n n m m }
et si b‘ — l\ac est négatif, en posant k = \‘/ -, cos 20 =
Ve 2 yac
/dx 1 / x!+ alîrx coso -t- A ‘ 2 hx sin v\
a + bx’ -r- ex' — 8cA’ cos ip \ x’ — aAxeos? + h' 4" 1C0lli> arc *®n8 _ x: )
On a enfin
A -+- •> ex’
»rc tang - — — ,
2 V<; b -+- 3 ex’ ■+• V,— ?
/xdz 1 1 b + tl ex' — \/q 1
a - Ax’ + ex' 2 y g b -+- 2 ex’ -t- yq y1— 4
P x! <lx 1 / x x\
I — - , -, , = ^ I m are tang n arc tang - I
,/o + bx’+ ex’ J„ \ m 0 n J
X’ — 2l,X COSÇ -t- h ■
1 x!— afrxcoss 4- A’ 2Axsino\
= *r loe > — T , + 2 cote arc tang -j-
BAccosçV e x*4- aAxcosç -t- le T B A‘ — x‘ )
arc tang a
: cos? \
Le cas où A* — 4«c = o fait exception, et l'on a
dx
1 dx r
! a + bx‘ ■+■ ex' — a a + bx xdx
•+- hx’+ ex'
y 2 aA >11
■Vï-
/' x' dx 2 a / 1 . / À x \
a 4- Ax’+ cx‘ — A \^»fl6*rC V in 211+ Ax’/
Toutes ces formules s'obtiennent par la décomposition en fractions simples, qui n’offre aucune difficulté.
42. Donnons enfin un dernier exemple de transformation simple et élégante. Soit il calculer
.lu — x’)"
Posons
on aura
, xdz
dx — : -»
dx _ ( — 1 )■ xdz 1 — : :
ix'r a*
et, après avoir développé le numérateur, on intégrera immédiatement la différentielle composée d’une somme de monômes.
INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES AI.GÉRRIQI'F.S IRRATIONNELLES
A3. Lorsque l’expression d'une différentielle contient des radicaux, il est le plus souvent impossible d'en obtenir l’inlégrale. Nous énumérons dans ce chapitre le petit nombre des méthodes qui peuvent y conduire et des cas dans lesquels on peut les appliquer.
Différentielles (/ni contiennent ( ax -+ b)1.
4i. Lorsque le radical dont la présence rend l’expression irrationnelle porte sur un binôme de la forme ax + b, on peut toujours faire disparaître l'irrationnalité par un changement de variable et intégrer ensuite par la méthode exposée dans le chapitre précédent.
Soit, en effet, la différentielle
F [r, Aj*] <lx,
dans laquelle le signe F désigne une fonction rationnelle de x et de fax -t- b)i-, en posant
(ax -+- A)* =
on aura
la substitution de s à x rend par conséquent la différentielle rationnelle et permet de l’intégrer.
Il est évident que si l’expression contient plusieurs radicaux portant sur le même binôme ax -+- b, on pourra les réduire au même indice et rentrer ainsi dans le cas précédent.
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45. Lorsque la différent! elle à intégrer contient une expression de la forme
y' a -t- \mx + n, on peut la rendre rationnelle et par conséquent intégrable en posant
« -t- \'mr -t- n — i‘, mx -t - n — ( î> — a z' — a)'—- n
. 23 r/a fa’ — «)
Il T “ ,
et la substitution de ces valeurs rendra la différentielle rationnelle.
On peut évidemment traiter de la .même manière toute expression algébrique rendue irrationnelle par la seule présence d'un radical de la forme
on posera
Il -4- /> X -t- </ — 1‘,
ii *' - r/ /'
— a/"-1 z-'dz.
et la différentielle exprimée en fonction de : deviendra ainsi rationnelle.
Cas oh la différentielle contient \/a bx -f- ex1.
46. Lorsqu'un radical ne porte pas sur un binôme du premier degré, le seul cas étendu dans lequel on sache intégrer l'expression dans laquelle il figure est celui où il se réduit à la racine carrée d’un trinôme du second degré.
On peut toujours intégrer une différentielle de la forme
( i) F (x, fi-i- bx -+- ex’) dx.
le signe F désignant une fonction rationnelle quelconque de x et du radical \ a -t- b.r ex’.
Plusieurs transformations permettent, en effet, de rendre l'expression (i) rationnelle et de l'intégrer par conséquent au moyen des méthodes exposées au chapitre précédent.
Supposons d'abord que sous le radical le coellicieul a de x- soit positif : on peut le réduire à l’unité en faisant sortir du radical le facteur \ a. Occupons-nous donc
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d'abord de la différentielle
f 1 r, + B X ■+■ x’ : ilx.
Pour la rendre rationnelle, posons -
on en déduit
A •+• Bjr = ixi + z\
I(3!-Bi + A)</î
tir = -
el la substitution de ces valeurs rendra la dilTérenlielle rationnelle. Un atteint le même but en posant
On en déduit, en effet,
VA + Bi + j'=jj + VA-
B -+■ x = i ; \\ ■+■ xz', a* v(Â - B
. i> y'A -Bj + v A j Va ô- Bx 4--P Y* .
On doit remarquer toutefois <]ue dans le cas où A est négatif celte transformation a l'inconvénient d'introduire des imaginaires dans le calcul.
Une troisième méthode consiste à décomposer le trinôme A -+- Bx -+- xJ eu facteurs du premier degré, ^x — «) (x — j3), et à poser
on en déduit
, iz(£ — z) .
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fai différentielle devient donc encore-rationnelle. Cette transformation, comme la précédente, introduirait des imaginaires dans le calcul si les racines a et fi n’étaient pas léelles.
47. Lorsque le coefficient de a.-3 sous le radical est négatif, la différentielle peut être mise sous la forme
F (x, y À 4- ISt — x- d.r.
On peut la rendre rationnelle en posant
v'A 4" B.r — x= = y' A ■+■ xî.
Lorsque A est négatif, cette transformation introduit des. imaginaires; on devra alors remplacer le trinôme parle produit [a — x)[x — et poser
*/{* — x)(x — jî) = (Jr— a) J.
tielte transformation le rendra rationnel.
S’il arrivait que A étant négatif les racines a et [i fussent imaginaires, les deux métliodes indiquées introduiraient l'une et l’autre des imaginaires qui sont alors inévitables, car le radical y A -4- Hx — .-r* est imaginaire pour toute valeur réelle de .t.
48. Nous donnerons quelques exemples des transformations précédentes. Cherchons l’intégrale
J V A + B.r 4 Cx’ yc / A K
J Vc+Cr
Posons, conformément à la première des méthodes indiquées.
ou en déduira
id;
y A 4- B.r +Ca: yc (“->*)
C dx i . ,B \ i ./B AB \
J yA 4- Bx Lx’ yt, • yL \A> y' C. L /
En remarquant que /a= — et supprimant une partie constante, cette intégrale
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prend la forme
■'./( B 4- x y'C + y A h- Ex 4- Cx'Y
yC \a vL /
Lorsque C csl négatif, la formule est encore applicable, mais elle est compliquée d'imaginaires; on peut la transformer à l’aide des formules (I, 370) ou chercher directement un résultat réel de la manière suivante. On a
dx i
dx
dx
l/A + Br+Cx1 ^-(i
B’ — 4 AC
dz
dont l’intégrale est On a donc
— arc sin V-t
/* dx i . / aCx -4- B \
| = -_r= arc sin l )•
,/ ,/A -e Bx + C*' y~C \ vB'-4AC/
On peut remarquer que la formule (a) équivaut à
i , , iCx •+- B
— = sect. nvp. sin
VC v4AC-B'
Si l’on suppose A = a3, B = a a cosç et C = i , on trouve
Ç— —— — — —t — log (x -t -a cos? -F- v'o' -+- aa cos? ■+■ x’).
J \a‘ - h zax cos? x’
La différentielle
dx
x I 0 y A •- Il l -I I I
peut évidemment se ramener à la précédente, il sullit de poser
Si l'on fait
on aura
B' — B - aC S.
f— -- - 1 i0g (vv + ' a - b - - c + b y
,/,rx4-fi)v'A + «x 4-Cx1 VA' • x + 0 lyjNf
i " dx r B'(jt+ 6) 4-a.V
— arc sin .
J . x 4- 6} y A 4- Bx 4- Cx' y'— A' far 4- S ) y B* — 4 AC
et lorsque A' est égal à zéro
fi
dx
J [x -4- 0 > y A 4- B.r 4- Cx'
•i y A 4- Bx 4-Cx' B' ( x ■+■ 6 1
On a par exemple
dx
î 4- Sx i
Jure eos — ’ sert. Im>. eus ‘
(x 4* 6) ÿx* — i y i — S- x + (l k S‘ — ■ X4-S
fi
dx
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On trouvera aussi en faisant 9 = — i,
/ ’ il.r ^ x *4“ i
(iÉ — i) V*: — > V •
51. Les différentielles rendues irrationnelles |>ar la présence d’une expression de la forme y ren,rcl|t dans la classe précédente. On a, en effet.
i nr -+- A i , .
\ , , , V Irt-C + 0 «I+t .
On peut d’ailleurs les rendre directement rationnelles en posant
V n'jr + b'
nx -4- 6
dx *0 **,
ce qui rend évidemment la différentielle rationnelle.
La même méthode s’applique à toute différentielle rendue irrationnelle par la
présence d’une expression de la forme ÿ/ en posant
on en déduit
rl I
JT
a — a zn
, n ( «A' — An' )
4#JT : , / , 5 •
Simplification de la méthode précédente.
5*2. Les transformations que l'on peut faire subir à une même différentielle pour la rendre intégrable sont extrêmement variées, et la réduction à une formule rationnelle n’est pas toujours la méthode la plus simple.
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Considérons par exemple l'intégrale
Posons
on aura
J X \jl — x'
x = sin dx = cos 9«/?.
V r — jr: = cos o ;
r </j* _ r do f* d?
J x y i - ï J sin? I âëos;;:
c/ lang -J ?
= log tang - ?.
Soit encore la différentielle
Posons
dx
(a + bx) y i + x’
dx = — dy
dx
dy
(a 4- bx) fi -t-ir1 b + *ay — by'
et par conséquent
r dx a r dy i j a — 6/+ V<*'
j ( a 4- bx ) y' i 4- x- J A + a ay b}1 fi, A» B _ Jr _ y a’ + b’
l.a différentielle
dx
devient rationnelle par une transformation analogue; en posant
on a
dx __ ^ dy i ^ y « -f b 4- v \
(0 4- 4x) y/r^l — (n 4- b} + {a^b)y ~~ fi, _ „, — J- y/
Si a = é, on a
J (i -4- x)yi — x* V 1
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5i. Considérons enfin la difTérentielle
Posons pour l'intégrer elle deviendra
En posant
l’intégrale deviendra
dx
i <ty
Ç du I i ■+■ r’-t- h 1
— arc tang . ,
et Ton a par conséquent
dx
i di — xJ i iii + r*
arc tang = arc lang •
Différentielles binômes.
55. On donne le nom de différentielles binômes aux différentielles de la forme
• x" dx ( a + ftj* y.
m, n, p désignant des nombres quelconques positifs ou négatifs dont nous supposerons que l'un au moins ne soit pas entier, ear sans cela l'expression serait rationnelle.
La différentielle binôme peut s’intégrer dans deux cas que nous allons faire connaître.
Posons d'abord
a bx* = ï ;
on en déduit
dx
~ nb \ 5/
di.
et par conséquent
xm dx ( a -+- bx *]r —
/ s ■ — u \ * dz
nb '
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„. , nt — n + 1 . . . . m 4- i ,
Si donc ~ — > ou, ce nui revient au mi me, si esl un nombre entier
positif ou négatif, l'expression ne contiendra plus d'autre irrationnelle i|ue et pourra être rendue rationnelle colonie il a été dit (43). Si l'on a p = il sullira
de poser z — y
56. Le second cas d'intégrabilité se déduit du premier; on a, en effet, xm dx ( a 4 bx* je a“ * ( ax * 4- b)r > Ix.
En appliquant à cette seconde forme ce qui a été dit de la première, on voit qu'elle sera intégrable si 4 — - est entier, c’est-à-dire si la somme
ni I
H II
est un nombre entier; on devra poser dans ce cas
ii.r " 4 b z.
57. Lorsque l'une des conditions d'intégrabilité est satisfaite, il est presque toujours plus élégant d’intégrer la différentielle binôme sans changer de variable, et à l’aide des formules de réduction démontrées (26), qui s’appliquent quels que soient les exposants m, n, p, entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs.
En posant a 4- bx" = -, 011 a trouvé
"si"-' 111 — « <1 /'
ni 1 np ) b m -i nj> b J
• z>" dx.
Si — est un nombre entier et que n soit positif, l’application répétée de celle for-
mule ramènera l’exposant m — 1 à la valeur n — 1, et immédiate, car on a
I x" ' dx ( n 4- b. r" f
li i-l-/ia‘ "
nb(p 4 1
l'intégration sera alors
Lorsque m est de signe contraire à n, ou fera usage de la formule
i?) j x~ ■ — ; 111 4- 11 + nu I " ' z' dx,
J ma ’ ma J
dont l’application répétée ramènera l'exposant m — 1 à « — 1, en supposant toujours, bien entendu, que -’1 soit un nombre entier.
Il faut observer toutefois que les formules (ij et (a) deviennent illusoires, la
UVIIK PREMIER. - INTÉlillAI.ES DÉFINIES ET INDÉFINIES, première lorsque m + np = o, et la seronde lorsque m = o, et il faut par conséquent que ces conditions ne soient remplies pour aucune des intégrales successives auxquelles conduit l'application de la formule.
Si par exemple on avait l'intégrale
l'application répétée de la formule (a) ramènera successivement l'exposant de x qui est — 10 aux valeurs — 7, — 4 et — 1; mais arrivé là il sera impossible de passer à l'exposant -1- a, car la formule (a) ne s’applique pas au cas où m — o; et pour intégrer la différentielle
llx y IJ 4- bx
il faudra la rendre rationnelle. ,
Considérons la différentielle
r*</.r ttt -F bx)i‘ y II 4- bx
où n désigne un nombre entier. On peut ( 43; la rendre aisément rationnelle, mais il est plus élégant de l'intégrer par des réductions successives. On a, en posant a + bx = z.
* xn zf ' 1
1 ? un
b m ip 4- 1
et comme on a évidemment
011 en déduira
as* ys •
rzilx lit - , ;
xp -t- 1 ,
* zr ilx **zr - / s*
•).az
y 3 fc' 4^5
1 Z P llx nzf -* / 3*
S II
> /<• ! tp- ht)
1 3 t dx % z f , z *
2 p à op 4- i
et ainsi de suite.
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Lorsque « est négatif, la formule (3) résolue par rapport à l'intégrale qui est dans le second membre permettra de substituer à l’exposant n — i l’exposant n qui est plus simple. On trouve ainsi, par un changement de lettres,
, fz'dx ifs,: an — a»-4-i/» ps'dx
J yî “njr 2n a J x- y'î
et l’application répétée de celle forfnule ramènera l'inlégralc à
C zr <lx
sans qu’on puisse l'appliquer plus loin; car la formule (4) est en défaut dans le cas où n = o. Pour réduire l’intégrale
remarquons que l'on a
z'dx
z* dx X \1
r-'{ux-bb),. . , , zr-'ttx
-- — dx = adx zr ‘ ■+■ b -=- >
XyJ X^Z
et l'on en déduit, en intégrant.
Z' dx 7Z' y. a P
I Xy'J {ip—l)\'z J X\Z
par l’application répétée de cette formule, lorsque p est entier, l’intégrale sera ramenée à
Ç dx _ j x y Z y'iï
y'â -+• y'fl
— r arc tan« V- “
On trouve ainsi
-t-aya,
f J’y'j , . Ç dx / *’ o»1 «’* ,\
J -y </jr = a J +T+T-tf)’
P z' \'z . t f dx riz' az’ a’z’ a' z ,\ = + : + 5 + 3--"')
et ainsi de suite.
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i' ifdx
I x’ yz
zf y a ^ iy — i b
h ^if dx
« J TyT
rzfdx if y a ii t/i — 3 b , i ) (/* i ) 6’ zf ^
x'fi~ »«* G » n) >•*
/zf dx _ Zf
zf y* |i ip — 5 b ïnx I X' 2 2 <12*
CT
et ainsi de suite.
59. Lorsque l’exposant p est négatif, la formule (4) doit être résolue par rapport à l'intégrale qui figure au second membre, et l'on aura la formule de réduction
r dx ya (an •+• zp — i >6 /* dx
J tf fi nax-zf tan Jx-zfyz'
qui est en défaut seulement dans le cas où n = o. On devra alors, pour réduire l’intégrale, faire usage de la formule suivante, qui se déduit de (5) en changeant p en —p,
Ç dx a i Ç dx
Jxzr-'ya (zp + i)azf fz “Jxzryz
par laquelle on sera ramené à l'intégrale
J -rVÎ
dont l’expression a été donnée (58).
On trouve ainsi
J ara va a ya a J x y'a
et ainsi de suite.
I. Cn/r. Int
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On déduira d'ailleurs de l’équation (<’> ;
| tl.r y s -if) -+- i b l djr
axzP 7 «J xzr\jz
j’ il.r v : ,1 7 /1 i 3 /| \ V a) y **~ a) &* /* </.r
Jx,zi‘\:~ aarzr \x â ü/ a «'J.,; y
/’ rf.r v : Ti ip + ri h (/' " .)(/''.! A-l
lx‘z'uz~ 311X11“ LJ-’ a a«jr i.a o! J
et ainsi de suite.
(p+i)(p+l) [p +•!)/,' r ,lr
a> J XZ* V«
Considérons encore l'intégrale
où p et n désignent des nombres entiers.
On a
C i - . 3 x" z1’* 1 i 3 an i /* t — .
J *■ " ,lx = 3ÏT37+4 l - Va + 3/* + 4 ï J* *' ^ ,/-r'
et l'application répétée de cette formule ramènera l’intégrale (7), lorsque n est entier et positif, à
Jz^Zltx^- b Yp+r
Dans le cas où n es! négatif, on emploiera la formule
f z* dx h s _ zr~' 3- / 4. b fz'l: .
tr x ' a JC' ’ 3 / an J
doul l’application successive ramènera l’intégrale à la forme
tfuc l’on réduira elle-même par la formule
ir îjz ilx _ 3«r /’*r 'ytrf.r
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et l'on sera conduit enfin à
si
que l’on intégrera (43) en posant (: = \'a -t- bx = v. 61. L'intégrale
rx" zr dx
~TT
se réduira par la formule
I X" ZI' rix _
qui la ramènera à
înn i x" ' il
3p + x)h I ij
J yz ~3p + ïfl’
/'x'zl'flx __ 3i**' / S* ■ n: a .
C dx
— arc sin x.
Jv«— *’
On a par exemple
Par l'application des formules du n" 57 on en conclut, en posant v i — — ••
/? ,r' il x
La formule
Ç—iX — = log tang J x y 1 — x'
où sinç = x, donne de même, en posant toujours V* — x2 = a,
C dx 1 . o z
JwT^ = ;l0gUngï-^’
Jx‘ ~ âT? og "B ï M ? i x '
/* dx 1.3.5. o 1.3.5 : 1 . 5 a 1 a
I x’ yT^- x' a-4-6 1 1 4-6 -r’ 4-6 x‘ 8 x*
On trouve enfin directement, en posant par exemple x = cos?,
r dx
déduit
<" dx
3 X 3 xy'
r dx
Jx-Vl~x’
r dx
et ainsi de suite.
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Quelques intégrales auxquelles ne s'appliquent pas les méthodes
précédentes .
65. Non-seulement la différentielle d’une expression algébrique est toujours algébrique, mais les fonctions qui contiennent des logarithmes et des lignes trigonométriques inverses peuvent, dans un grand nombre de cas, avoir une différentielle algébrique. Le nombre des différentielles algébriques intégrables est par conséquent infini, et la différentiation est un moyen d'en former autant qu’on le voudra. Une telle méthode, on le comprend, n’aurait rien d’instructif, el nous nous bornerons à indiquer quelques cas simples dans lesquels des transformations élégantes, mais toutes spéciales, permettent l'intégration dans des cas auxquels ne s'appliquent pas les règles précédemment indiquées. Soit la différentielle
Posons avec Euler on en déduit
Jx ( I -+- X‘ ; (i — x'j v 1 -I-
X va
él+A’
, , _ dxqïii + x1)
dP . <lx ( I ■+- s ' I y a + [i — x’) Ji + x'
et par conséquent
f d*A'+* L = 4 = _L t(p + jT+p')
J( i— *’) v'i+a* V^JV'+P1 V2 66. Soit encore la différentielle
ÿa \ 1 — •*’ I
dx( i — x‘)
(i •+• x‘) yT + x‘
Si
on en déduit
et enfin
. itxl i — X7 ] J 7 1 ~ (1+ x-y
dp dx( i — x'J y2
" d.r [ i — x- ( 1 + X' ) Vl + x‘
i . i , x dt.
■ - are sin p are sin - — — •
ya y'a i -*-x
Réduction des intégrales elliptiques.
67. Quoique l'on puisse former de nombreux exemples analogues à celui qui précède, l'intégration des différentielles qui contiennent sous un radical un polynôme de degré supérieur au second est en général impossible. Les intégrales de cette forme ont donné lieu cependant à des travaux considérables, et les géomètres les ont réduites à un petit nombre de types dont l'étude approfondie a créé de nouvelles fonctions simples acceptées de plus en plus dans le calcul, et avec grande raison, au meme titre que les sinus et les logarithmes, et réduites de même en tables numériques très-étendues et très-exactes.
Si l'on désigne, pour abréger, par R le polynôme du quatrième degré
x •+• $x 4- yx‘ + 3x‘ -i- ix‘,
les puissances paires de y R étant rationnelles et les puissances impaires contenant y R en facteur, toute fonction rationnelle de x et de yR peut être mise évidemment sous la forme
P + QyK P+Q’ y R
où P, Q, P', Q' sont des fonctions rationnelles de x. On peut d’ailleurs, en multipliant les deux termes par P' — Q' yR, rendre le dénominateur rationnel et mettre l’expression sous la forme
M+NyK.
L'intégrale / M<£r peut toujours se calculer sous forme finie, et l’intégrale h élu-
LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFÎMES ET INDÉFINIES
(lier est par conséquent
NRrf.r
VH
SS
le produit NR désignant une fonction rationnelle de x.
08. Nous montrerons d’abord comment une substitution rationnelle peut transformer la différentielle précédente en une autre dans laquelle ne figurent plus sous le radical que les puissances paires de la variable. Le polynôme R peut toujours, on le sait, se décomposer en deux facteurs réels du second degré. Soit
Posons
R = [(* — ni p -I- N] K x — j»)’ •+■
on en déduit
Pour que dans chaque facteur de l’expression de R le terme du premier degré en y disparaisse, il faut et il sullit que
t rs (m — fi)' -t-(p — r)(T— s) N = o, | pa(m — p): + (p — r)( or —s)v = o;
on en déduit immédiatement
lin divisant la première des équations ( 3) par oa et la seconde par rs, puis remplaçant le produit £ ■ * par sa valeur (4), on trouve
s _ N 1- r + (m — nf
7 N + v -t- (ni — u )’
s ~ FT~
Connaissant la somme et le produit des deux rapports et y on en déduit leur différence, et en posant
on a
Pour que r et * soient réels
quemeot
A = [( ni — fi/ 4- v — N ]* 4- 4 ( "• — (i)’ N = [(ni — p )‘ 4- N — » V 4- 4 ( m — ,» l’ v.
, il faut et il suffit que A soit positif; or on a identi-
Si N et v sont tous deux positifs ou que l'un seuleineut le soit, l’une de ces
formes montre que cette expression est positive et que par conséquent
sont tous deux réels. Ces deux cas sont ceux où deux racines au moins de l’équation R = o sont imaginaires.
Considérons enfin le cas où N et v sont tous deux négatifs; on a identiquement
ou
A = i(m — fx)’4- N 4- » 4- a y N» J ^(m — p)' 4- N 4- v — a y'N’vJ,
A = (V— N ■+■ V— »)’J fl»' — F)1- y — N — V— K/'j-
Mais en nommant a, fi, 7, d les racines de l’équation R = o, on a
et par conséquent
ïS - •
c’est-à-dire
A = («-é)(P-y)(«-y)fp-4».
a et fi étant les racines du premier facteur de R et 7 et d celles du second. Comme ces quatre racines sont réelles, on' peut les grouper comme on veut pour former les deux facteurs du second degré et faire en sorte, par un choix convenable, que A soit positif.
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Si par exemple a, /3, y, à sont rangés par ordre de grandeur croissante ou décroissante, les quatre facteurs de (5) seront de même signe et A sera positif; il y a d'ailleurs d’autres solutions, et l'on peut voir que A sera positif toutes les fois que, les racines étant rangées par ordre de grandeur, a et se trouveront placées immédiatement à la suite l’une de l'autre.
De l’équation (i) on déduit
‘ r—p + (9 — i)jr
J _ >— n)(r<r — tp)ilr [r — p + (» + »);| '
Les équations (3j donnent d'ailleurs
d’où l’on déduit
— rs
(m — fij‘
tp—
-JS— ,
“ ip-
r’f m — «'* + fi (a — r)' , ra- — ta
— C' LC ' =( m — iij ■ -,
p’ffli — «)’ + (p — r)’y . „ rt — sp
s’(m — «)’-+• — a)’ N , .. ta — rv
e*(/n — fi)’ -F (» — <p — r?
par le moyen desquelles la différentielle
dx
devient
. v1(* — m;> + K]l(4f — n)*+ vJ
et suivaut le signe des coefficients le radical pourra par conséquent être ramené à l’une des formes
C9. Quoique la
I. ('ah. in
transformation précédente pc soit qu’un cas très-particulier
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d'une théorie plus générale sur laquelle nous aurons h revenir, elle a néanmoins une assez grande importance pour que nous nous arrêtions au détail des calculs dans les différents cas.
Supposons que les quatre racines de l’équation R = o soient réelles et soit 17) R — (■* — a) ,x — |î)(x — y)(* — ô);
la transformation (ij établit entre x et y une relation de la forme
_ P- »- V r ■+• sy
Pour que le polynôme R soit remplacé par (i — y3 j (i — k*y*), il faut <|ue les quatre facteurs aient respectivement pour numérateur i-t-v, i— y, i -+- ky et i — ky. Posons donc
on eu conclut
iio)
c-'-tir,
r -h sjr
i — kr
J- PB t-j
x — a Al h »' x — ô _ 1) i — ky x—y~ C i4- kj
tën faisant dans la première de ces identités x = â et x = et dans la seconde x — JS, x = a, on en déduit,- en ayant égard aux valeurs correspondantes de y qui
sont évidemment y — -t- ÿ y — — ji y =■■ -+- i et y= — i.
j à - rfi B k - j 3 _ B /. + i ^
\ ô — a àl+i y — * A k i
et par la combinaison de ces équations deux à deux,
\ À / (ci — « ; y — aj
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cl l’on pourra toujours choisir l’ordre de grandeur de a, y, <?, qui évidemment est arbitraire, de manière à rendre les seconds membres positifs et par conséquent
les rapports -, j!- j _ jf réels. En adoptant pour j? et k les valeurs déduites de fia,, les deux équations (i«; fournissent la même valeur de .t pour les quatre hypothèses v = :£ i , y = ‘t- j, • et l’on en conclut aisément qu’elles sont identiques. La troisième des équations ( ia} donne
On pourra, en adoptant le signe -t- ou le signe —, avoir à volonté X- < i ou k > i . Les équations (10) donnent, par la différentiation.
B dy A i t )
I) dr
En multipliant les équations (i3) membre à membre et divisant leur produit par celui des équations fin , il vient
, fp — «)(c — y) dx‘ _ dy'
4 X’ (* — «h*— pu*-/)!* — à) (i — r?)(i — X’.»")
et la différentielle
dx
se trouvera ainsi ramenée à la forme
M dr
vf* — y I-— X r ;
M est une constante, et le signe -t- du facteur sous le radical convient au cas où i'/3— a) !d — y) est positif et le signe — au cas contraire. On pourra d’ailleurs disposer comme on voudra du signe de ce produit en choisissant l’ordre de grandeur des racines désignées par a, tS. y, à. Si, par exemple, a et |3 sont les deux plus petits et y, â les deux plus grands, les formules fia} montrent que les seconds membres de f 1 3) sont réels et les signes des différences |5 — a, à — y restent arbitraires.
70. Il résulte des paragraphes précédents que la différentielle
dx
vit’
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oit R désigne un polynôme du quatrième degré, pont dans (ous les eas être remplacée. à l'aide des substitutions réelles, par une autre de la forme
V(L-Mr';iL'- M'j-)'
On doit, suivant les signes de L, M, L', M', distinguer plusieurs cas : Lorsque L et M sont de mêmes signes ainsi que L' et M', on peut poser
et la différentielle devient
M L ^ LM’ ML
et la différentielle devient
y— Mtf V(iT- **)(! + £•*>)
Si enfin les rapports et M, sont négatifs, on posera
-ïr-*
et la différentielle deviendra («')
71. Les trois différentielles (i5), (i(i), (17) peuvent d’ailleurs être ramenées h
i ilz
V Ml. N i - i • K -
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fil
dans le second et dans le troisième On a alors
i =- sin 9, s — cos 9, z = tans O.
V(i — jt*; { « — K’.r’) v« — K,sin,9i dx d 9
^(1 — z- 1 ( 1 + K'ar') ^i4-K,COS‘9 >■ . . / K‘ . ,
' r Vi -F K1 4/ 1 — — jjtsin’?,
dx 1/9 _ </ 9 d 9
■ -+- je-1 )(«-♦- K’ jr* ) C0S9 ^1 -t- K‘ umg‘ 9 vces1? ■+■ K' sio'9 — (i — k')sin‘9
de sorte que la différentielle est ramenée dans tous les cas à la forme unique
do
— c* sin’ 9
Lorsque le multiplicateur du radical dans les formules .précédentes est imaginaire, on doit considérer les différentielles »
dx
dx
dx
^(x‘ — i)(i-f-A’x’j ^(1 4- x’KA’x1 — ij V(x‘ — l)^t~^,x,)
On posera dans le premier cas
dans le second et dans le troisième
1 — c’sin’9 1 —
On aura ainsi
dx 1 1/9
v'^'- •)<« + ***) “ ‘v'TTT ^,_ _j_.sinS?’
dx 1 d 9
+ ^ y/, _ _AL_ siB.?’
— ■ ) ( 1 — k*X *} V* — (“siii'9
72. Le cas où le polynôme R se réduit au troisième degré doit être particulièrement signalé : l’une des racines, d par exemple, doit être alors considérée commit infinie; la seconde des formules (12) montre qu’il en sera de même de I) et les deux autres deviennent
Va ) ■/-*
et enfin ' 1 ] ) devient
ji -y (7^7’y’V
et la formule de transformation est
73. On peut d'ailleurs, dans tous les cas, ramener une difTérentielle dans l’expression de laquelle figure la racine carrée d'un polynôme du quatrième degré à une autre où le radical porte seulement sur un polynôme du troisième. Considérons la différentielle
On a
F [ r v'Tar - a ) ; x — p ) , x — y ) . x — à ) j dx.
yl[x — a)(x— p : x -
Posons
3 — xz , '3 — a’irfi ^ 3 — a
l/lx — aj<x
i>Hx — y)tx — â/
t P- •)’ . /. [?-ÿ-Ky-«}*T [p- j + (i^ô7] (
et l’on voit que la différentielle exprimée par rapport à z ne contient plus sous le radical qu’un polynôme du troisième degré. ».
7-L. L’intégrale générale considérée au § 07 ayant été mise sous la forme
on 7 Çr) désigne une fonction rationnelle, les transformations indiquées (68) et (73
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pourront s'y appliquer sans que le multiplicateur du radical dans l'expression nouvelle obtenue cesse d’être en fonction rationnelle de la variable.
Examinons donc l’intégrale
Ç 4>(a)«fc
l/A + Bî'4- L j‘
Si la fonction tji (s ) est entière, on peut décomposer cette intégrale en une somme de termes de la forme
I ’ 1" dz
J '^+Tsa + Cj''
Lorsque : est impair, on intégrera en posant z‘ = u ; s'il est pair, eu posant
/* z" il z
J s/ A4l;'HCr
Ou a la formule de réduction, facile à vérifier par la différentiation des deux membres
a**' y A 4- Ba'-t- C*‘ — A(« ■+■ 1) y •;«) + B(n4 a)^(n + 2j + C(» + 3)ç(in-4).
par laquelle toutes les intégrales de la forme y u se ramèneront à
| V ° J A + Bz‘+Cz>’ *ia)
La formule de réduction est applicable lorsque n est négatif, et comme on u
~ J z’ v^A -4- Bæ- -f- Cs‘ J d\ -t- Bj'h- Ci*
les intégrales de la forme
■ • dz
peuvent, quel que soit le nombre entier pair n, être ramenées à la forme (Aj.
75. Lorsque la fonction <p (s) n’est pas entière, on peut se borner à examiner le cas où elle est paire et ne contient que z1. On a eu effet identiquement
et l’on voit que toule fonction est la somme «l’une fonction paire et «l'une fonction impaire; si on les désigne par «j«t(a) et ^,{=) sera égal évidemment à
;«ji3(i), «fi, (s) désignant une fonction «le a*, et l’intégrale
J yf.\ - II;: -f- C;‘
s’obtiendra sous forme finie en posant a2 = u.
La décomposition de la fonction <j/( (a) en fractions simples permettra de remplacer
J «/A + Bj> + CT par une somme de termes de la forme
,/ (a -f-a’pv'A-»- Bi'-eCa1
et l’on aura la formule de réduction aisée à vérifier par la différentiation des deux membres
; yfÂ + Ba’-eCa' (*•*■ i1;"
= C(3 — an)F(n-a) + a(n — i){3C— B;F{«-i)
-«-(an — i)(iBa — A— 3Ca')F{n)-I-3nï(A — Bî4-Ca’)F(n-I-i);
l’emploi de cette formule permettra de ramener toutes les intégrales de la forme F(n)à
F<°>=J^A + BaVcV
F (.)=f- :iV=^’
J (a-i-a’)v'A-t-Bj-4-Ca*
, f dz Ç z'dz
J yA + Ba*+ Ca‘ J VA -t- Ba‘4- ta'
En sorte que toutes les intégrales considérées sont ramenées aux trois formes
il;
r <iz ç zuu f
J VÏ+ Bï*+ ET*’ J \ \ + bz +cz'' J t
{«+ z‘) y A + Bi'-H Ca'
Quelques intégrales qui sc ramènent aux fonctions elliptiques. 70. Soit la différentielle
Ff:r)</.r
\ a \-~bx i CJP* -f- dx* -f CX* -f- bx* H ( i.i"
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<»» F'f) cli-signp une fonction rationnelle de .r. I.e radical qui sc trouve au dénominateur prut cire mis sons la forme
et si Ton pose
x — - fs dt Jz* —
la différentielle proposée prend la forme
x‘ y«( s‘ — 3 z ) -+- A (2- — •>.) -+- ci + d — x‘ VU.
On a d'ailleurs, comme on le voit aisément,
par conséquent
et en dilTérenliant,
c/.r </; dz
ri * \z — a JV! + ’
La substitution delà variable ; à la variable a* met d'ailleurs la fonction F(*) sous la forme
où P et Q désignent des fonctions rationnelles do s, et la différentielle proposée est par suite ramenée aux deux suivantes :
I 'dz
y * et
0 1! z y ^ zîz a 0(î±alrfi
VU vU(J3:a')
et comme U est un polynôme du troisième degré en z, L: fs ± a) est du quatrième, et la différentielle rentre dans la classe précédemment étudiée.
Soit encore la différentielle
F (x)dx
y n bx‘ 4- ex' ■+■ hx‘ 4- ax'
où F(;r désigne encore une fonction rationnelle de æ, on a
F, . _ Ffj) + F( — x) Ff x)— F(— J).
le premier terme du second membre est pair et par conséquent de la forme ç .r3 , le second est impair el de la forme xty( x*). On en déduit . en désignant le dénominateur par v'K.
F \x)dx _ o ( jr’ '! dx ^ xty{x'ydx
La substitution x2 = z fait rentrer le second terme du second membre dans la classe des différentielles elliptiques, et ramène le premier à la forme étudiée (76). dans laquelle il sullit de supposer a = o.
78. Citons enfin quelques différentielles dans lesquelles figure un radical d’ordre plus élevé que le second, el qui peuvent pourtant se ramener aux différentielles elliptiques.
La différentielle
F(x) dx
4 fl a- bx -t- ex' + dx‘
est dans ce cas? Ffar) désignant, comme précédemment, une fonction rationnelle de x.
Posons, en effet,
X étant une racine de l’équation
a 4- 6X -f- e V 4- rf}.’ “ o ;
la différentielle prendra la forme
ç (,r) dy
Posons
sixy 4- £y' 4- y y' — sy.
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ou on déduit
La différentielle lie contient plus d’autre radical que y’jS1 — 4a7 -+- 4 a-’- 7D. Soit entin la différentielle
F ^ x ) dx J u -T- bx* 4- ex'
oii F(*J désigne toujours une fonction rationnelle de x que l’on peut, comme on l’a vu (77), mettre sous la forme x? {xs -t- <}< (x*j.
La différentielle devient alors
x?(x-jrfx ij»iX’)dx
-t- bxJ -r- ex* a -r- bx- -t- ex*
Pour transformer le premier terme, posons
y« ■+■ bx* -r cx‘ — i,
— b zlz \ b‘ — ) uc -f- 4 < z ‘ le
et xrfx étant la différentielle de x‘, l’expression
ç(x’)x</x y O + 6x’ -+- CX*
ne contient plus évidemment d’autre irrationnelle que yjb1 — 4«c -t- 4cî\
Pour transformer le second terme, on posera
(i) l'a + bx* + cx‘ = xz,
, — é d t v'A: — 4ac 7- 4fli'
En différentiant la formule (t), après l'avoir élevée à la quatrième puissance, on trouve
llx 7.X’ z’ th xx’z’Jz
Tz~b + 3X‘{c — 3'} VÀ>— -E4«Â'
et la différentielle est ramenée à la forme anuoncée.
<ÏK
INTÉGRATION DES FONCTIONS TRIGONOM ÉTRIQUÉS ET EXPONENTIELLES
80. Les méthodes employées pour intégrer, lorsque cela est possible, les différentielles qui contiennent des fonctions Irigonomélriques et exponentielles sont extrêmement variées.
L’intêgratiou par parties peut servir à faire disparaître la fonction transcendante et doit être essayée toutes les fois que celle-ci figure comme facteur et que sa différentielle est algébrique.
Les applications les plus remarquables de celle méthode sont contenues dans une formule générale que nous allons faire connaître.
Soit a intégrer la différentielle l’Q" dx, 1’ et Q désignant des fondions connues de x. Posons
/M<f=p- fr'Ë <'* = *'• /p>S‘te = p*
on aura, en intégrant par parties,
f PQ" dx p, Q- - „ j p. Q- ■ <JX,
I P. O*-1 dx = P, (}■- 1 — (n — i ) ! P, ~~ Q" 5 ilx,
f P.Q* <t* = P.Q" * -{«-a) fp. 0* ‘dx,
et ainsi de suite : on en conclut
(i) Ç PQ" dx - P, U” — nPiQ* • -t- n(n — i) P, Q*-* — . . .± i .3.3. . . /IP,*,.
Appliquons celle formule à quelques exemples.
Soit P = x*~ 1 , Q =. Lr, un a
xm~i d x — — y
jt" dx m x
JT
ni
j a dx
ni'
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GO
et
p, - f *'[xx, = V - •
i 1 / (lx)’ 1 (/. rj* ' i.a.3...n
I x"-‘ ( Ix )" tlx - - Ix-' — n — ni » — i]- — , ...±
J m ni ni ni
et eu faisant m = i ,
J (fx,' i/x =z x[(/xl"— n(lxl" 1 -t- n lu — i){/x}‘ Soit encore P = i , Q = are sinx, on a P, — J Jx = x,
p _ x<lx _ _ - —
Jÿi— *» V
et Ton voit que P,, P3, P,,... forment une suite périodique. La formule (ij devient donc
/ dx ( arc sin x )“ — I x v - x — n ( n — i ) , — r J L arc sinx (arcsinx)-
I - JC
— /<(« — i)(«— ») — — : 4- (arc sinx)".
(arcsinx;’ J '
SI. (/intégration par parties donne aisément les deux intégrales
(a) j e"Qosbxdx, J'r,,sinbxdx.
On a en effet, en remarquant que d'r est la différentielle de ,
/, , e**cosA.r b C . . .
t" cos bx tlx = — n — le"sin bxdx,
C , . , . e"sinix b T , ,
I «“*sm bxdx = lr"cosbxdx,
cl du ces deux équations on déduit
. . it ro*b.r 4 AsmAj-
e"rosij-(/.r -
fi
. , , te sin bx — b cosbx
smhxdx — 1 — - e“'.
Ces formules peuvent d'ailleurs s’obtenir plus directement de la manière suivante : On a évidemment
- , , -■* (fi — h J — i i
' ’dx — = _ -• -■» V ,
J1 ~~ a + AyCTT “ ' u’-t-fe
niais
— «** ' cos 6a: -+- y — i sin bx ,
cl en égalant les parties réelles et les parties imaginaires des deux membres, ou retrouve les formules précédentes.
82. L'intégration par parties permet de réduire les expressions plus générales
(3) je“cos'bxdx, j sin" bxdx;
elle donne en effet
/e“* COs" bxdx - COS'Ax — -1- / e“cos*-‘fcjrsin6xi/j-.
Une nouvelle intégration par parties donne
f* COS *~'bx sin bxdx = - - COS“* 1 bx sin bx — - J tf* | cos" bx — ( n — i ) cos "~‘bx sin1 bj J dx, cl* en remplaçant sina&r par i — cosafor,
I e** cos"-' bx sin bx dx
= cos"^' bx sin bx — — I *£" cos* bxdx -4- i n — i f t*a cos" *xdx,
et, en substituant dans la première équation,
" cos" 'bx -f* ^ n ! b |c"' eus’ bxdx.
r. . <i Costa: -f- nb sin bx
e"‘ COS" bxdx — ,
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r*‘ sin" br tlx
a si n br — nb ros br
’sln*-'/'.r + -'" ' b' fr"sin"-'bxtU-.
L’application répétée de ees formules permettra de réduire l'exposant n à zéro ou à l’unité, et d’effectuer par conséquent l'intégration.
Les deux intégrales (3) pourront d’ailleurs être immédiatement ramenées aux précédentes, en remplaçant cos" b.r et sin* for par leur expression en fonction des sinus et cosinus des multiples de for.
On a par exemple
I <-’sinx</x — - iflsinx — cosx),
r. . . e*'sinx , , , Jf
e*' sin'x rfx = , ! «sinx — a cosx H —, -i
«“'sin’x, _ fie*'
/* f?* sin5 r
I e*' sin’x rfx = «sinx — 3 cosx) + («sinx — cosx'.*
f* p*1 COSéT
I r*' cos’x tlx = — — («cosx + aslnx) +
/ A -4- rfl»
e”tcosxdx'-r - in cosx -+- sinx).
/* f»** COS* JT wv
I e“ cos'x e/.r = ‘ (a cosx +3 sinx) + r -- (« cosx -4- sinx).
83. Toutes les fois qu’une différentielle contient en facteur l’exponentielle e z, on peut faire porter au choix sur l’autre facteur la différentiation ou l’intégration, de manière à obtenir la réduction la plus avantageuse.
Il est aisé d’intégrer ou de réduire de celte manière les différentielles de la forme
«'Flx' rfr.
où F (x) désigne une fonction rationnelle.
Si d’abord F(x) est une fonction entière, la différentielle se compose d’une somme de termes de la forme
X" r1 tir .
et l’on a
I x“ r* rfx — r' j' — m J x" «■ <l.r ; l'application répétée de celte formule réduira l’intégrale à
j e* tlx — e*.
Si la fonction Ff.r) est fractionnaire, on la décomposera en fractions simples, cl l'intégrale se réduira à une somme de termes de la forme
vf p',/r .
L'intégra lion par parties donne
r tir fi* i Ç e* dx
J (* — *P ~ ~ Î» I. r aj'r' + n -1 J (X — a )" - '
et l'application de celte formule nous ramènera à la transcendante
dont l'expression explicite n'est pas connue, mais <|ui elle-même, si l’on pose x — a — z, se réduit î»
ftlze'
J IT- OU encore, en posant e’ = y, à
ft
8V. Les dilTérenlielles de la forme
sin"x c©S*xrfx
peuvent aussi s'intégrer, lorsque les exposants m et n sont entiers, à l'aide de réductions successives. On a, en intégrant par parties.
I siir.r ros’rf/.r
— j'c os“-
x cos.r sin'xf/x
sin“*'x n
cos"_'.r-t-
m -4- i ni
I sin" ni ■+■ i i
*'.r roa'-’xd.r :
■.iir‘x = sin-x(i — ros’.r).
et la formule devient
P, , sin—1’ xros— 'x n —
I sln”xcos,x(/x= — 4-
f ra + i m 4-
I sin'xros—’xox — — ■ I sin'xeos-xrfx; ni + il m -h il
en faisant passer le dernier terme du second membre dans le premier, et suppri-
mant le facteur - 1 .il vient enfin
( A ) (m -b il ) j sin’x cos *x</x = sin-4 'x eos*~'x ■+• (n — i) j sin*x cos”~’xf/x.
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Celle formule permet de diminuer l'exposant n de deux unités. Il est bien entendu que si n est négatif, n— 3 étant plus grand que n en valeur absolue, on devra résoudre la formule par rapport à l’intégrale qui figure au second membre. En dirigeant autrement l'intégration et mettant la différentielle sous la forme
sin*-' x sinx cos ‘xdx.
on obtiendrait, paru» calcul tout semblable, (B) f sin*
, sin“_,xcos"»'x ni — i , .
xcos"x</x — — ■+■ — - I sin’- -x cos'xax.
-- fs, n .F
Les formules (A) et (B) permettent de réduire à volonté l'un des deux exposants de deux unités; en les appliquant successivement, on trouve
,,,, I', , sin*-'xros*-’x / . m— i \
; L ) I sin*x cos1 xdx — I sm'x 1
-t- ; — rr— — , lsin*~'xcos* xdx.
Toutes ces formules, ainsi qu'il a été dit, augmenteraient les exposants négatifs, et l’on doit, quand ce cas se présente, considérer comme inconnues les intégrales qui figurent au second membre; on obtient ainsi, avec un léger changement de notation, plusieurs formules dont la vérification directe est facile, et que nous nous bornerons à écrire ;
dx
sin*~'x
"sin-'x dx
(n — i) cos"-1 x
COS*“'X
— ros^-'x
JLnL /
" cos"_,x
(m — i) sin*“‘x
dx'
sin"x cos“x dx
JW
(m — i) sin* xi-os— 'x
dx
'■x cos’x
x cos"x (n — i;sin* 'x cos'-'x
dx
shrxcos*— x
Les formules précédentes deviennent illusoires dans le cas où les dénominateurs m — i et n— i sont nuis. On devra dans ce cas avoir recours aux formules (A; et (B) qui donnent
I. Cale. iml
/sin”x cosx
/rns* t ’sinx’
sin* ’xdx cosx
dx =
ros*-'.r /'oos"-' rr/x n — i J sinx
L'application successive des formules précédentes permettra de réduire dans tous les cas les exposants de sinar et de cosa-, en ramenant l’intégrale Ç sin".r cos".rdx à l’une des suivantes
J dx sinx = — cos », J dx cosx — sinx,
/uuiR-x,
r dx /* dx f ^ ,,
J sinx I . i i f ros- .x
I 2 sin - x cos - x / ; —
J a a J tang-jx
f^=f {zh7) = -'“"‘ (W) “'“"(W)’
f/x /* dx
i — a / — = / langx,
J sinx cosx J sin?x
J* </x sin x
cosx
cosxrfx
sinx
= — / cosx, = / sinx.
85. En appliquant la formule (B) au cas où l’exposant n se réduit à zéro, on obtiendra l'intégrale f sin mxdx dont l’expression générale est, en supposant bien entendu l'exposant m entier, lorsque m est pair et égal à ik%
sin^xf/x = —
cosx
zk
^sin*~
aA — i aA_ — 3
sin'-1
Jt + (T^)TilF34)S11'
i .3. . .(a/, — r; a. 4- • .(aA — a) '
i.î ...{il — I;
et, lorsque m est impair cl égal à aX -t- i.
xdx
cosx
sili'1 j
aA~
(ai — ijfaJr— 3)
sin1 'x -+
i.3...(iA — i '
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On trouvera de même
I . a fr a*’ — a (aJv
—, ■■ r COSX
cos"-'x •+■ . . .
cos^'x^/x = ■
,+ -+ïxfe=7j}
i.3.. {ik — i) a. 4 ...afr J
86. L’application répétée de la formule (C) donnera, en y supposant m= n, dans le cas où m est pair et égal à ik,
a**- 1 »■ tnno1* Ji
/. , tang^-'x lang1*-*
tang <>xdx=T*-T--J-.
+ . • • ■+■ ( — i )*“ 1 tangx 4- ( — i f x,
et, lorsque m est impair et égal à ik -+- 1,
. tang*'x tang!l ’x , .... tang’x , , .
tang,,'*',x<fcr= — ~ h. ..-F — il1*" — E 1-(— i/~' le
ik afr — a a
On trouvera aussi
/*-£■ = i J sinx
log lang - »
r dx _ J sin’x
coix.
r dx _
eosx , „ x
V LUI* 1 . "T
4 \sm’x asinx/
) + g log lang - .
et ainsi de suite;
/ïfe=,ogwn«(5+f)’
fé^=UnS*’
C dx sinx . /ir x\
J^ = ^Sîi + l0'çUnBU + ï)’
r —7- = 4 tangx | — -+- a\ ,
,/ cos’x 3 \cos‘x I
/' dx 1 ii 3 \ 3 . /r. x'\
— = 7 tangx I — 1 ) + ü log tang 7 + - ■
cos’x 4 \cos*x acosx/ B °\4 a/
et ainsi de suite.
87. L’intégration des différentielles de la forme ain"'x cos"x«£t peut, dans des cas très-étendus, se faire plus simplement que par l'application des formules de réduction. Si, par exemple, l’un des exposants metn est un nombre entier positif et impair, l’autre étant quelconque, l’intégration directe est très-facile. On a en effet
^sin" x cos’"*' i dx — - /sin"x(i — sin’x )■ dx cosx,
et, en développant la puissance de (i — sin’x;, tous les termes deviennent intégrables à l’aide de la formule
sinrxcosxrfx =
sin^'x
on intégrerait de même en la mettant sous la forme
cos’x sln’"*'x dx
■ cos’x(i — cos’x)- sinxrfr.
lang'x
cos"**x = ; t -+- lang’x;»’,
Ç tarig" x(i ■+■ lang’x ■ i/iangx.
et, en posant tangx = 2,
/»*( 1 -t- *’)r <dz,
qui s’intégre immédiatement.
89. 11 est commode, dans un grand nombre de cas, d'exprimer les puissances de sinx et de cosx en fonction des sinus et cosinus des multiples de x, de manière à n’avoir plus, dans l’expression réduite, que les premières puissances des lignes trigonométriques.
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On a (I. 385)
(acosx;1* = acosaAx 4- a.aAcosfaA — a)x 4- * — - ’ — cosfaA — 4):r 4-. • •
aA(a A — î). . .(A 4- 1)
( a cos: v )*•" = a cos'aA -t- 1 )*••+• a(a A4- i)cos(aA — i) x -t-. . .
+ i^jl±l)C0SJ.
et par conséquent
/. , i FsinaAx , sinfaA — a)x aA (aA — i) sin(aA — 4)*
cos’* JC /Ar = — , — H- aA- — -, 1 1 —, >— |- • • •
a>‘ ' I aA aA-— a i.a aA — 4
aA (aA- — i A- 4- 1)
sinfaA- — i ).r
aA - i
(a A 4- 1) (a A — t) sin(a A — 31 j:
. s ' sinx
On trouverait de même
/. .i i ( — i)‘ fsln aAx .sinfaA — alx aA(aA — i) sinfaA — 4 x
sin“x rfx = — r*7* I , aA — ~r 4- - — , , h • • •
a»-* L a* aA— a i.a aA— 4
, ! aA (iA — ■). . .(A- 4- a ) sinax - ( - i : ' A-
_ ,*» aA (aA — i). ■ .(A- 4- i) xT i .a. . A a
Jsin-'x ,/x = [S“jgL±l)£ _(,*+,) --°S(//£~|,)J 4- • ■
^ (aAH^A^)^,!
On peut aussi simplifier certaines différentielles en décomposant sinmx et cosm.r en produits.
On a trouvé (I. 404)
sinfaA- 4- t)x=C' sinx ^sln’x — sin’ — ^^sin’jr— *ln! ) " ’ (
sin’x — sin’
C' étant une constante aisée à calculer. On a en effet
sinfaA 4- 3)x =• a sln(aA 4- i)x cosax — sinfaA — i)x
= a sinfaA 4- t)x(i — asin’x) — sln(aA — i)x.
et par conséquent, si dans le développement de sin ( ajt -f- i ) ar le coefficient de sin’**' x est C\ dans celui de sin f -+- 3) x il sera — 4C - et comme pour k = i , on a
sin 3.r = 3 sin x — 4 sin’x,
il en résulte, quel que soit k.
par conséquent
sinfiA 4- i)x = { — i ‘a’* sinx (sin’x — sin! — (sin’x — sin’ •
X (sin’x — sin’ t
et comme on a
sin(aA' + i)*=a’1sinx on a aussi
sin’x — sin’a = cos’ a — cos’x,
(cOS’X — COS’ (COS’X — COS’ "(cOS’X — COS'jj^-j-^»
sin iti
_ 7,i • sin x eosx (cos'x — cos’ J (cos’x — cos’ ~j j • • • X (cos’x — cos’ --~^y — - j •
11 suffit, pour le démontrer, de remarquer qu’en vertu de la formule précédente et de l'identité
sinaé' x = asin{ 7 k — i)x cosx 4- sin (ait — a)x.
S'il est démontré que sin (ai — 2 J a* est exprimable par une fonction de la forme sinxF(cosx,, F étant une fonction entière de degré 2 k — .3, sinaX'x sera exprimable par sinx F, < cosx . F, étant une fonction entière de degré ik — 1 . On peut donc écrire
sinaXx = sinx F, (cosx).
et comme les racines de l'équation
sin a A- x
sinx
sont
COSX = dz cos ^ »
COSX = =fc COS — J »
cosx = zt cos -, — t
cosx = o.
on aura
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ik x = C, sinx cosx ^cos’x — cos’ ^ ) ^cos’x — cos’ — ^ ■ ■ •
| cos'x — <
, (Ar — i Ir
On trouvera enfin d'une manière toute semblable, et quel que soit l'entier m, pair ou impair.
cosmx =
cosx — cos
t. \ 1 3r \ I ( ir,
— 1 cosx — cos — I • • • cosx — cos — am / \ inl L
90. Les formules précédentes permettent de décomposer les fractions de la forme
COSCx cosfx COSfx
cosnx’ sin-i/ix’ sin(in i)x
en fractions plus simples. En supposant dans la première n > /j, dans la seconde an>/) + i, et dans la troisième an >/>, on a
COS'.r
cos n x
. aA' + i r faA-f-
sm — cos^ 1
an ?n
cosx — cos
cosx cos
cos ex i t .Air .Aî:I 1
= . — > (— i)<--‘sin* — cos* — I . -4-
smanx ansinx ** ' an 2/1 I kn
*= 1 I cosx — cos —
L in
cos •‘x 1 , , h . kr,
t, — . — > 1 — i !>••" sin3 eus*
sm(an + i)x (an -4-1) Sinx +* an -4- 1 an -t- 1
Assl
I cosx — cos cosx cos ~ — I
an -I- 1 în + i J
Si les inégalités admises n'étaient pas satisfaites, on pourrait toujours remplacer dans les fractions considérées le dénominateur par le produit qui le représente, et, laissant de côté le facteur sinx, effectuer la division du numérateur par le polynôme en cosx, de manière à décomposer l’expression en un polynôme entier multiplié
par-.' • plus une somme de fractions simples de la forme -.
1 sinx r 1 smx;«-t- ncosx
COS /IX
dx
se ramènera, d’après ce qui précède, à une somme de fractions simples, telles que
dx
cos a 4- COS or’
dont l'intégration est facile.
On a en effet
x -4 a x — a cosa 4- cosx = a cos cos — — »
, . X -h X X — X . X—OL X 4-
sin a = sin cos sm cos
et par conséquent
, T — X X -H X . x-4 -a X—OL
, sin cos sin cos
— ftr 2 2 2 2
cosa4-cosx 2 sin «
/ x -h a\ { x — ol\
coh_Hcos(~_)
et
x—ol x a
^ cos — ^ ^ i 4- tang - lang -
cos a cosx sin a ^ x 4- a sina* x a
cos i — tang - tang -
dx
^seci.hjp.Jungfttng?).
92. Les différentielles de la forme dx se décomposent en fractions simples, telles que
dx
sinx( a + A cosx)’
dont l’intégration est facile. On a en effet identiquement
i A’ sin x a — A cosx
sin x \ti + b cosx ) (u'— b\ (u -t- 6 cosx) — [a‘— 6'; sinx ’
Ç dx — b r b sin x dx a Ç dx b r
J sin x(« + b cosx) a‘ — b' J a + beosx a‘—b‘J sinx a’— b' J
ros.r dx
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93. l.'intégralion par parties permet de réduire successivement les différentielles de la formp xm sin -vdx, .r'" cas J’ dx, xm aT d. r, on a
Ç r” sin .r d.t — — x" ru SX m jxm ' cos x dx,
I x" cosx dx x- sin x — m j xr% ' sin X d.r,
, xmaT m P .
• dx — - — — |i* '«■rfr.
ht lu .
Lorsque m est entier, l’application répétée de ces formules ramène les intégrales cherchées à l’une des suivantes :
jsinxdx — cosr. | cosx dx sinx, jii’dx—.y -
On trouvera par exemple :
Ç xsinxdx sinx — x ros.r,
j r’ sinx dx - ? .r sin.r — (x’ — ? I ros.r,
j x’ sinxf/x =: (3x: — 6) sinx — (x’ — tixjcosx,
j x‘ sinx dx — (4x3 — î^x) sinx — (x‘— nx‘+ *4) cosx,
et ainsi de suite;
f x rosx dx ~ cosx 4- x sinx,
J x1 cos xdx~ axeosx 4- (x’ — a) sinx, j x’cosxi/x = (3x’— 6) cosx 4- (x1— 6x) sinx,
I x‘ cosx dx — (4x*— x^x) cosx + (x‘ — lax'-t- ï4)sinx> et ainsi de suite.
94. Parmi les formules analogues aux précédentes, nous citerons celle qui permet d'abaisser l’exposant n dans l’intégrale
On a
Ç xdx
J sin"x
d nx cosx 4- sinx n’x sin’x — n (n 4- i )x
dx
I. Calr. Int
et par conséquent, en intégrant les deux membres et transposant,
rri/.r nrcos.r + sinr n fxi Jr
sin"*'x n ( n + i ) sii»"" '.r n + i J sin".»'
cl par l’application répétée de cette formule l’intégrale j se réduira, suivant
que n est pair ou impair, à | qui n’est pas exprimable explicitement, ou à
I = — .reoij-+ f cnlx dx — xrolx + / s\nx.
On trouverait de même
Ç xdx nx sin x — cosjr n C"xdx
J cos*'-jr n ( n + i )cos"'".r n ■+- 1 J cos".»'
par laquelle l'intégrale pourra être réduite, dans le cas oii n est pair, à
C xdx ,
I — jrlane.r -+- / rosr.
I COS'J
On a par exemple
'xdx
sin’jr
dx
sin*.r
sin‘.r
= — x cotjr 4- /sin .r.
sin x 4- ? x cosx
— ^ (x coix — /sinx).
6sin*.r
sin* -r- 4*,ros,r 4 sin.r+ *.r cos*
20 sinkx
6 sin x
— j xcolx- / sin.r .
et ainsi de suite;
‘ xdx
cosx x dx
rx dx _ cos* x
= x Lang x -4- / cos*.
2xsinx — cosx
; tang.r 4-/cos.r)t
cos* x 6 cos3* r 3
xdx _ 4*rsinx — cos* 4 3*sin* — cos*
cosK*
et ainsi de suite.
4 — - (x lang.r 4- /cos* .
Ocos'* i5
95. On peut réduire par décomposition les différentielles de U forme
cosnxdx casnxdx coH/’i sine*
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On a t'ii effet identiquement
eosnx 2 cos u — i r cos »— a)x cosex cose-'x cos ex
t’OS n.r 7 sin (n — i Jx cosf n — a i x
sim'x — sinf'x siiKx
al par conséquent
/‘eosnx </x /*cos « — ilx»/x é*cos(n — jiritr J rus^x ^ cosf 'x J ros r x
eosnx rfx i*sin (« — i)x</x /Vos!» — ilr ,
J sinrx ~ ,1 sin'-'x "* J siwx
6n trouvera de inêine
rsin n.r dx ^ Rio i « — 1 1 x , i ‘ sin ( n — -t |x , cos'x J cos- ' x J cos<’x
/*sinn.r , /‘rosfn — ilx , /'sinfn — 7.x ,
I . dx = j — ! rfx 4- I - —dx
I siii^x F sm’ 'x l sin^x
et rapplication répétée de ces formules facilitera l’intégration des différentielles auxquelles elles se rapportent, en les réduisant à d'autres de même forme et de plus en plus simples.
96. La méthode d'intégration par substitution peut aussi s'appliquer avec succès aux fonctions transcendantes.
Toute différentielle de la forme
K [sinx, cos xj dx.
dans laquelle F désigne une fonction rationnelle, peut être rendue rationnelle par rapport à x. Si l’on pose eu effet
ou a
lang - x — ï.
sinx - — — , i + z-
eosx
dx
a il ;
et la substitution de ces valeurs rendra la différentielle rationnelle par rapport à z.
97. La méthode précédente est générale, mais on peut souvent recourir à d’autres artifices plus avantageux.
Soit, par exemple, la différentielle
On peut l’écrire
et, en posant elle devient
qui s’intégre aisément.
La différentielle
u sin!x + b eus-jt
ro-i'j'
u laug’jr •+- If
t tx
a -h b cos jc
s’intégre de deux manières différentes, selon l’ordre de grandeur absolue des paramétres a et b : lorsque ” est en valeur absolue moindre que l'unité, on peut poser
j = eosa, et I on a
I* tlx I i* ilx
J a ■+ 6 cos.r b J co$«4-cos.r
et l'intégrale a été donnée (91). Elle s'applique à tous les cas; mais il vaut mieux ne pas l’employer lorsque eosa est plus grand que l’unité, parce qu'a lors « est imaginaire.
Lorsque “ surpasse l’unile, un peut poser * — eosa, et l'on a
Mais
ilx i i/c
n -i- b eos .c u i eosa cosx
I 1-fCOSxCwr i -t- eos a eos. r
i -i- eosa eosa ( » -t- eosa cos J y i + 'i eosa eosa- +• eos a cos’ a
i cosaeosa-
t -4- eosa rosa- (eosa-i rus. r i'
( Cosa -t- eosa / + sin’a sin’a sinasiiea-
(eosa 4- eosa)’
La différentielle
tir
, a 4- b eosx ' •
peut s'intégrer par des réductions successives.
Posons en effet
i* rfx Asini /' B - Crus. r ,
J {u 4 tcusx,* — (a 4- b eaux," ' ' J | a + b eosx )• ’
A, lî, C élant trois constantes, que nous déterminerons de manière à rendre les deux membres identiques. En dilïérentianl les deux membres de l'équation, et
identifiant les résultats, on trouve
i — A cosx [a 4- A cosx) 4- (n — i) AA sin’x + ;B + C cosx) (a 4- A cosx);
en remplaçant sin’x par i — cos’x, et remarquant que l'équation doit avoir lieu quel que soit cosx, on en déduit
(n — i;Ai 4- Ba = i,
Aa4 B b 4- Ca ss o,
cl par conséquent
et la formule de réduction est
dx __ i b sinx
-h b co$x)“ ai — i a1 —1>‘ ( a -t- b C08*J*"'
i /'(« — *)<* — (« ~ *) b cosx
a -h b cusx 'f '
dx.
On a d'ailleurs
( n — i )a — (ai — n)b cosx _ — ( ai — a )
jfl+ï cosx)” '
et la formule devient
[a -h iTcosxjr ** ' (û + icosjfjr-'*
( * Aï — 3 ) Al
J (fl ■+- b cosx)'
h sinx n — a i’ ih
(« — i J (a' — A‘j (a 4- b cosx)''" +(n — i)(a* — b3)J (a 4- Acosx)“-‘ ( a n — 3 ) a Ç i/x («— i)( a‘ — b'; J ya 4- bcosx > '*
et par l'application répétée de cette formule, quel que soit l'exposant entier n, on le ramènera à l'unité.
On trouve ainsi
Asin.i n r i/x
{b1 — a (n 4 6 cosx) n—b’Ja + bcosx
i [' i b’ — n:tAsinx 3«Asinx in -t h /* ilx
(A- — a Vf a ,<14- Acosx;1 a [a -ë A cosx) ] a (A*- a’)’ J a 4- A cosx’
et ainsi de suite.
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peut être ramenée, comme il suit, à celle d'une différentielle rationnelle. Considérons la différentielle
' nos x > y — i sin r l Ht y cosnx
et posons on en déduira cl par conséquent
rosi- -(- y —i sinx J cos MX
cos mx -+- y— i sin nx _
COS MX
•+• y — i tangnx =: i»\
langnx — y/— i (i — h").
nrfx(i + lang’Mx) = — nu'-' y — i du,
- \ — l M" 1 iln
Hi
ri" — uin
l’expression
Hx= -y-' du-,
uyx — u-)
. ■ cosx -+- V— i sinx) dx
y/ COS MX
est donc transformée en une différentielle rationnelle
— y — i rfo
a — il"
On devra, après l’avoir intégrée, remplacer u par sa valeur, et le coefficient de y — T sera
/Hrcasx
y'COSMX
Soient encore les différentielles
cos prdx cos MX ’ sin prdx
COSMX
où « et p désignent des nombres entiers. La première est la partie réelle et l'autre le coefficient de y' — i dans
cos px 4- 1/ — i slnpx ,
Si donc ou pose
as DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL.
On a identiquement, en multipliant les deux termes par cosw-t- < siniw,
COsp.r 4- * — I sin/>x rns(p 4- n)x 4- y — ■ sin (/) 4- n ) x fosnr i 4- eos a nx -i- — i sin a nx
cos.r 4- \‘ — i slnx = z, rfx ' — sin x 4- \j— i cosx j = îy-i ilx — dz,
cospx 4- sinpx . _ -j ils se**
cosnx ~ ~ |(| H-
et le calcul est ramené par conséquent à la recherche d’une intégrale rationnelle.
104. Un artifice analogue permet d’intégrer les différentielles
eos px ilx sin nx
un aura
sin pxilr
Si II »!
qui se déduiront évidemment de
l' cospx -+- i sin px J sin nx
Or on a, en multipliant par cos n.r — \ — i sin nx,
cospx -t- y — i sin par — [ cos(/> — n)x4-y — isin(p— n)x] y*— i
Siniix i — cos a nx 4- y — i sin aux
Si donc on pose
cosx 4- y' — i sinx ----
rfx=-rfî_.
on aura
cospx 4- V— i sin px j
s'-dz s'“-'dz
et l’intégration est ramenée par conséquent encore à celle d’une fraction rationnelle.
SUR L IMPOSSIBILITÉ DE CERTAINES INTÉGRATIONS
105. Le nombre extrêmement limité des différentielles que l’on sait intégrer ne s'est pas aceru d’une manière notable depuis les premières éludes sur le calcul intégral, et tout porte à croire que la plupart des intégrations sont impossibles à l'aide du petit nombre de signes analytiques choisis pour représenter les fonctions arbitrairement nommées fonctions simples. Plusieurs Géomètres, en étudiant cette question, ont obtenu des résultats remarquables dont les plus simples font l'objet de ce chapitre.
Théorème d'Abel.
106. En désignant par y une fonction algébrique de la variable x, c’est-à-dire une fonction définie par une équation rationnelle
si l'intégrale
frdx
est elle-même une fonction algébrique de x, elle est exprimable par une fonction entière de y dont lés coefficients sont des fonctions rationnelles de x.
Admettons en effet, ce qui évidemment est toujours permis, que la fonction F(x,<y) = o, qui définit la fonction /, soit irréductible, c’est-à-dire du moindre degré possible par rapport à y, posons
y désignant une fonction qu'il faut considérer comme parfaitement déterminée entre les limites de l'intégration et qui devra être distinguée par des indications suffisantes des autres solutions de l'équation (i).
Admettons qu'il existe entre x,y et « une relation algébrique
(a) ?(jr,r. «) = °.
I . Cale. tnt. I a
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que l'on peut toujours, comme on sait, supposer rationnelle et irréductible par
rapport k u.
On en déduit
do f/g f/r do <l"
(3) dl + ^Tr + irl7ü=°:
l’équation (1) donne d'ailleurs
dx tl y dx
En éliminant entre ces deux équations la dérivée et remplaçant par sa valeur y, on obtiendra une relation de la forme
L’équation (a) étant irréductible, il résulte d'un théorème bien eonnu d’algèbre, que les équations (a) et (5) ne peuvent être satisfaites par une même fonction ti, sans que toutes les solutions de (a) Satisfassent également k l’équation (fi). Mais y étant toujours la fonction déterminée de .r dont l'intégrale est représentée par u, si u, désigne une racine quelconque de l'équation f a , on aura
et par conséquent
f/9 f/o f/r f/g du,
dx dr tlx du, dx
L’équation (5), k laquelle satisfait u,, équivaut k
dx dy dx du, ^ ~
dont 1a comparaison avec la précédente donne évidemment
du,
dx * *
Toutes les racines de l'équation (5). cl par suite celles de (a), ont donc même dérivée par rapport k .r, et par conséquent deux quelconques d’entre elles ont une différence constante. L’une de ces constantes étant considérée comme connue, on peut, en l'introduisant dans le calcul, abaisser le degré de l’équation (a), qui, contrairement k l’hypothèse, ne sprait pas alors irréductible, et il faut, pour échapper k la contradiction, qu’elle soit de premier degré en u.
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107. La seule forme possible de l’intégrale u est, d’après la démonstration précédente,
f et /, désignant deux fonctions entières de x et de /. Quelles que soient ces fonctions, l'équation
à laquelle satisfait/, permet de transformer l’expression de u en éliminant / de son dénominateur.
Soient/,,/, /„ les diverses racines de l'équation (i) et/, celle à laquelle
se rapportent l’intégration et la forme de l’intégrale que nous éludions, on aura
.fit*- r.I _ f(x, y, )/,( J, /,)■ . . /,( J, V.)
et le dénominateur, fonction symétrique de /,,/, /„, est exprimable ration-
nellement en x\ quant au numérateur, on remarquera, pour le transformer, que/,, v sont les racines de l’équation rationnelle
Ff.r. vl _
dont les coefficients contiennent x et/,. Le produit
peut donc s’exprimer en fonction entière de x et de/,, et, par conséquent enfin, u est une fonction rationnelle de x et de /, entière par rapport à/,. Il est clair d’ailleurs que si l’équation (i) est de degré n en/, on pourra s’en servir pour éliminer de u, /" et les puissances supérieures de / qui se déduiront de d'équation (i) elle-même et de celles que l’on obtient en la multipliant par /, /’, /*,..., en sorte que la seule expression possible de l'intégrale u est, lorsqu'on la suppose algébrique,
P„, P,,. ., P,^.| étant des fonctions rationnelles de x que l’on pourra chercher par la méthode des coefficients indéterminés, qui, dans l'immense majorité des cas, montrera l’impossibilité d’une intégrale algébrique.
108. La démonstration précédente suppose essentiellement la présence de la fonction / dans l’intégrale que nous avons désignée par «, et il ne semble pas, par
DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL, conséquent, qu'elle puisse rien apprendre sur la forme des intégrales exprimables en fonction de x seulement; mais cette dilliculté n’est qu'apparente, et un peu d’attention sulüt pour le montrer. Lorsque l’on a, en effet,
If ( II, x ) ~ o,
on peut, d’une infinité de manières, déduire de ces deux équations une relation entre x, y et u, et comme cette introduction dey peut se faire sans changer le degré par rapport à u, la condition d’avoir une équation irréductible par rapport à cette inconnue, c'est-à-dire de moindre degré possible, peut évidemment être remplie pour une relation de la forme qui a été admise dans la démonstration précédente.
Considérons, pour premier exemple, l'intégrale
égale, comme on sait, au logarithme Népérien de x, et cherchons, s’il est possible, de l’exprimer algébriquement. Comme ou a ici
l'intégrale u, si elle est exprimable algébriquement, doit être, d’après le théorème précédent, une fonction rationnelle de x, et l’on doit avoir par conséquent, dans cette hypothèse.
i*=sf4
Hx)
f(x) et F(xy désignant des fonctions entières de x : une telle identité est évidemment impossible. Si l’on y suppose en effet x infini, on voit que les deux membres
ne peuvent pas être des infinis de même ordre, la fonction devenant infinie
avec x, est, en effet, au moins comparable à x, et Ix est infiniment plus petit.
110. La démonstration précédente suppose que l'expression de Ix soit applicable à toutes les valeurs de x. On peut se demander s’il est possible qu’elle soit exacte entre certaines limites seulement, mais une telle supposition n’est pas admissible. Si l'équation
F(jc)
était exacte en
effet pour les valeurs de x comprises entre deux limites données, les
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dérivées des deux membres seraient égaies, et l’on aurait, entre les mêmes limites,
, , i o'(:r)F(x) — F'(x)ç(jr)
ï“" Ff7ÿ
Cette équation algébrique, ayant lieu pour un nombre infini de valeurs de x, est nécessairement identique. Les deux membres de (8) ont donc même dérivée, quelle que soit x, et différent par conséquent par une constante, qui, évidemment, est ici égale à zéro.
fil. Soit, en second lieu, l’intégrale
X désignant une fonction rationnelle de x. On a, dans ce cas,
et si l’intégrale est algébrique, on aura (107)
(ia) r,/x 7X = P. + P, 7X + P, . . . + P— , (?x r ’,
P0, P,,..., P„_, étant des fonctions rationnelles de x.
On peut prouver que toutes ces fonctions sont nécessairement nulles à l’exception de P,.
L’équation (i a) donne en effet, par la différentiation, en y remplaçant yX par y.
«fp,
dx +
. rfP~
dx
dr
Tx
et comme on déduit de (n)
dr dx
dx ni >•— ‘
l’équation (i3) fournit une relation rationnelle entre x et /, qui, d’après un théorème bien connu d’algèbre, doit admettre, quand on y considère y comme inconnue, toutes les racines de l’équation (i i). On a donc le droit d’y remplacer/ par vet, a étant l’une quelconque des racines m“m" de l’unité, et l’on aura par conséquent, en intégrant les deux membres après les avoir multipliés par dx,
a fydx = P, 4- P, a/4- P, a’/’ 4 . . .4- P»., a*-'/**-';
multipliant par a*"-' et faisant la somme des équations analogues relatives aux
m valeurs de a, en remarquant que, pour toute valeur de p inférieure à m, on a
M-3** + ay + ...+ &m—t ~~~ o,
nous aurous ■
et, par conséquent, tous les termes du second membre de (ta) sont nuis, à l'exreption du second P, y.
112. M. Liouville, qui a obtenu le résultat précédent, a prouvé en outre que l’intégrale supposée possible sous la forme trouvée, peut être ramenée a ne contenir pour inconnue qu’un polynôme entier.
Reprenons l’équation
( «6 ) J^Xdx = V,^\,
oit X et P, représentent des fonctions rationnelles de x.
Posons
M et N étant des polynômes entiers, on a
Ou pourra poser de même
yT ’
0 étant une fonction rationnelle de x. Soit donc
r \\éx __ j J "T “7T’
M et T étant deux polynômes entiers donnés, et 5 une fonction rationnelle* inconnue.
On trouve parla différentiation, après avoir chassé les dénominateurs,
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seules solutions ralionnelles sont entières. Supposons en effet
L’ et V étant des polynômes entiers. Nous ferons voir que V ne contient pas x, eu démontrant qu'il ne peut être divisible par aucun l'acleur linéaire de la forme (x -+- a). Posons en effet, s'il est possible.
W étant, bien entendu, un polynôme non divisible par x + a: nous aurons
dO _ _ «U Wli' — UW'
<ix ~ WiÆ + rt)’-*' W>(* + «)*’
el l'équation (17) devient
(18) + = -t-(WU'-UW')T- l UW '4î.
[x -h ni ni dx
Celle équation prouve que le produit TUW doit être divisible par x 4- a, et comme ce binôme ne peut diviser ni U. qui est premier avec V, ni W, il est nécessaire qu’il divise T. Faisons donc
R étant premier avec x -i -a.
On aura
En substituant les valeurs de T et de et divisant par (x-4-n)'\ l’équalion (18) devient
W’MR (* + «)“=— R(WU'- UW') —
i:w ,/it
m ( ix
UWR
égalité absurde, car elle exige que L’WR soit divisible par x -h a. qui, d’après nos suppositions, ne divise ni U, ni W, ni R.
Il est donc enfin prouvé que l'intégrale
f M dx
J ~ff'
où M et T sont des polynômes entiers, si elle est exprimable algébriquement, est
nécessairement de la forme
6 étant un polynôme entier.
Le degré du polynôme 0 doit être, lorsqu'il existe bien entendu, inférieur d'une unité à celui de M. On doit avoir, en effet,
dO </T
M dx i îtx .
et si dans cette équation on fait croître x indéfiniment, on voit que les deux
* rfT
membres ne peuvent être de même ordre que si ^ et 0 tous deux évidemment de degré inférieur d’une unité '» celui de 0. sont de même degré que M.
D'après cette remarque! la méthode des coefficients indéterminés permettra de trouver l'intégrale, si elle est algébrique, ou de prouver qu'elle est impossible sous cette forme.
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Intégrales exprimables par les fonctions algébriques et logarithmiques.
1 14. Quelles que soient les fonctions algébriques désignées par t, u, *>,..., tv, la différentielle de
/ -t- A log « -t- B loge . . . -I- C Iog o',
où A, B C représentent des constantes, est évidemment algébrique.
L’équation
(4 ) = / -t- A logu + B loge + . . . 4- C log u',
où /, /, u sont des fonctions algébriques, est possible, par conséquent, dans
un nombre infini de cas.
Abel a prouvé que, lorsqu'elle a lien, /, u, sont toujours exprimables
rationnellement en fonction de x et_v, et par conséquent ( 107) en fonction entière de y.
Quelles que soient les fonctions t, u,...,w, on peut toujours trouver une fonction algébrique X telle, qu’elles puissent toutes s’exprimer en fonction de x, de y et de X.
/, u, v w sont en effet chacune racine d’une équation rationnelle qui la lie
h x, et l’on formera, par la multiplication de ces équations diverses, une équation nouvelle à laquelle toutes ces fonctions satisferont. Si l'on pose alors
c, c' c" étant des constantes, on pourra, par un théorème connu de Lagrange,
exprimer en fonction rationnelle de X et des coefficients de l’équation, toute fonction semblable des mêmes racines, et par conséquent toute soinme.formée comme X, en multipliant ces racines par des constantes inégales, et l’on obtiendra ainsi des
équations du premier degré en nombre suffisant pour calculer t, u, v «\
La fonction X sera racine elle-même d’une équation algébrique dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de x. Supposons plus généralement qu’ils contiennent x et y. Soit V = o celle équation et fi son degré. Si l’on différentir l’équation
(0 JJ'ér = t -+- A log» 4- B loge -l- . . .4- C logic
après avoir réuni tous ses termes dans le premier membre, on obtiendra une équation
C logie
quelle que soit la valeur de X, pourvu qu’elle satisfasse à l'équation irréductible V = o, qui lui sert de définition.
Soient /, !.. u,, t v,, v*,..., u», «v les valeurs
des fonctions t, u, c,..., tu qui correspondent aux diverses valeurs de X. L'équation
I ytlx = t 4- Alogu 4- B loge 4-.. .4- C logiv
donnera, pour le premier membre, qui reste toujours le même, u. expressions de même forme, et l’on aura, en les ajoutant,
fi iydx = t, + t,+...+ tp+k logn, u,. . -t- B loge, «•,. . .ty -4-, . -t- C logiv, te,. . .<ty.
Mais, par la théorie des Ibuclions symétriques,
U, «. .. H», e, v,... ty,
IC, IV, . . . «y
peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de x et dey, et par conséquent si J ydx peut s’exprimer par une somme de la forme (i), les diverses fonctions qui y figurent peuvent être remplacées par des fonctions rationnelles de x et dey.
1 15. .M. Liou ville est allé plus loin encore, en prouvant que y étant une fonction algébrique de x, si l'intégrale Jj'dx est exprimable explicitement sous forme finie à l'aide de signes algébriques exponentiels cl logarithmiques, il sera toujours
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I 4- A logn + B lopv . .4- C logo>.
A, B C étant des constantes et i, u, v,..., w des fonctions algébriques de t.
Nous nous bornerons à rapporter la démonstration relative au cas où l’intégrale est supposée exprimable par une fonction appartenant à la classe de celles que que-M. Liouville nomm e fonctions transcendantes de première espece, cl dans laquelle les signes relatifs aux opérations transcendantes (logarithmes et exponentielles) ne portent que sur des fonctions algébriques.
Soit donc supposé
I yilx ~f(x, e',e'.
logie,...).
u, v, ... if,... désignant des fonctions algébriques de x, et le signe / une fonction algébrique des diverses quantités sur lesquelles il porte. Nulle relation algébrique ne peut évidemment exister entre x, e“, c1’,..., loger,..., car on pourrait sans cela considérer l’une d’elles comme fonction algébrique des autres et la supprimer, J y dx
étant exprimable alors en fonction algébrique d'un moindre nombre d’expressions simples.
D'après cette remarque, si l'on trouve une relation algébrique, telle que F(x, **, logie,. ..) = o,
elle ne pourra contenir e", e",... qu'en apparence, et devra être satisfaite indépendamment des valeurs de ces fonctions, c'est-à-dire quand bien même on les remplacerait soit par d'autres fonctions de x tout à fait arbitraires, soit par de simples lettres indéterminées.
Ce principe étant admis, on peut démontrer d’abord que l'expression de l'intégrale Cyrix ne peut contenir aucune exponentielle. Soit, en effet, e* = 0, une des
exponentielles que l'on suppose devoir y entrer; et, pour la mettre en évidence, écrivons simplement
(3) • Jydx = <f{x, 0),
la fonction ç(x, 5) pouvant contenir algébriquement des exponentielles antres que 5 et certains logarithmes qu'il est inutile de désigner explicitement. I.a différentiation de (3) donne
relation algébrique entre les transcendantes monômes que ç (x, 9) renferme, et dans laquelle on pourra, par conséquent, d’après ce qu’on a vu, écrire p.9 à la place de 5, fi étant une constante arbitraire. La nouvelle valeur de y qui résulte de ce changement doit cire égale à l’ancienne, et l’on a, par conséquent,
Çx(x, (iS)-t- o^#(x, uO)aOu' = ?x(x, 0) + ?',(*, 0) u'O,
et en multipliant les deux membres par d.r et en les intégrant,
(4) o(ar, u0) = o (x, 6) 4- C.
Pour chaque valeur numérique de pi, la constante C a une valeur déterminée, et lequation (4). qui est algébrique, doit avoir lieu, quel que soit 5 et indépendamment de sa liaison avec x; on a donc identiquement, en remplaçant C par sj» (fl).
9 ( x, fj.6 ) = ç ( x, 6 ) -+• ij) ( ,u ).
Dans cette équation, qui a lieu indépendamment de la relation qui lie x h 9, on peut considérer x comme une constante, ainsi que les autres transcendantes qui n’ont pas été explicitement mentionnées. Posons, pour mettre celte supposition en évidence,
on aura
Dans cette équation, 9 étant arbitraire, on peut le remplacer par l’unité, et l’on en déduira
et, par conséquent.
Il est aisé de déduire de cette équation la forme de la fonction F : en différentiant, en effet, par rapport à pi, puis par rapport à 9, on en déduit
6F'(j*0) = F'(fi), f*F'(,u0) = F'(fl),
et, par conséquent,
(*F'(fx)= 6F'(S|.
Le produit 5F' f 9) est donc une constante C indépendante de la variable 5, et F' (5 ) est égal a d’où l’on conclut
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et en remplaçant 0 parla valeur primitive e"
F(9) = Ck + C\
en sorte que l'exponentielle e* n'entre pas réellement dans la fonction F et la transcendante 0 n'entre pas réellement dans l’expression d cjydx.
116. L’intégrale explicite d'une fonction algébrique, lorsqu’elle est une fonction transcendante de première espèce, ne peut donc contenir que des logarithmes, et nous allons prouver qu'ils n'y peuvent figurer que sous forme linéaire.
Soit, en effet, 8 = lu un de ces logarithmes. Posons, pour le mettre en évidence,
(5j fydxz= <?{x, fl).
On en déduit
équation dont le second membre ne doit plus contenir 8 qu'en apparence, car elle serait sans cela une relation algébrique entre les diverses transcendantes (115) qui n’en peuvent avoir. Il est donc permis de remplacer 8 par fi + 8, /jl étant une constante arbitraire, et l'on aura
(7) ' ?',(*’ + 9)-*- Ÿ*(*. f» + 9)^ = ?»(*. fl)-F9'e(x, 8)^,
d’où l’on tire, en intégrant,
(8) 9(x, u + 8) =r ?(jr, 0) + const.
Cette relation étant algébrique, elle doit, pour chaque valeur de [x, avoir lieu identiquement; mais la constante peut changer avec (u. Posons C = (u), cl, comme dans le cas précédent, posons
en considérant x comme une constante, ce qui est permis, puisque la relation (8), étant algébrique, a lieu indépendamment de la relation qui lie x i» 0. On aura alors
et en faisant 8 = o par conséquent.
F(f.-t-fl)=F(9)-t-+((t), F(p) = F(o) -t-
F(u-Ffl) = F(ft)-FF{8)-F(o).
En diflèrentianl par rapport à ;x, puis par rapport à 5, on en déduit
F. a dérivée F'(0) est donc constante et F (6) de la forme
CO 4- C
C etC' étant indépendants de 5, niais pouvant renfermera; elles aul res transcendantes. Posons donc
ydx — 0 F, ( x ) 4- F, ( x ).
Si l’on remplace, comme il est permis, 0 par 0 4-fx, on devra avoir
fr dx — (9 4- f») F, (x) 4- F,(x ),
et cette équation n’est compatible avec la précédente que si F, (x) est une constante.
Il est donc prouvé enfin que la transcendante 0 = logu ne peut entrer dans la valeur frtùv que sous forme linéaire et avec un coefficient constant A, en sorte
que l’expression de celle intégrale, si elle est possible explicitement par une fonction transcendante de première espèce, est de la forme
fyd
’x = / 4- A logo 4 B loge 4- ... 4- C logie.
A, B,..., C étant des constantes, et t, u, v «'des fondions algébriques. Il reste ii
prouver, pour compléter la démonstration du théorème, que l’intégrale j’j'd. v d’une
fonction algébrique ne peut être exprimée par aucune fonction transcendante d'espèce supérieure à la première.
1 17. Nous indiquerons suffisamment la marche à suivre dans tous les cas en faisant voir que cette intégrale ne peut être une fonction transcendante de seconde espèce.
En supposant, ce qui est permis, que les transcendantes monômes de seconde espèce contenues dans Ç ydx aient été réduites au moindre nombre possible, en
sorte que nulle équation algébrique ne puisse les lier ensemble et avec des transcendantes d’un ordre inférieur, on prouvera absolument, comme (115 , que, u, désignant une transcendante de première espèce, l’intégrale ï ydx ne peut pas con-
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tenir dans ses expressions explicites e*', el que si lu, y figure, ce ne peut être que sous forme linéaire el multiplié par une constante.
Posons donc, s’il est possible.
{ cj ) j ydx = t, + A log«, -4- B logi', +... + C logos,
o', étant des fonctions transcendantes de première espèce, et A, B C
des constantes.
Or nous allons prouver que ces transcendantes prétendues ne peuvent contenir ni exponentielles ni logarithmes et sont par conséquent des fonctions algébriques. Soit en effet 8 = e“, u étant algébrique, et supposons que 9 ligure dans les expressions de t,, u iv, ; posons pour la mettre en évidence
et, par conséquent,
(io) l ydx —f(x, Q) + k logF (x, 6) + . . . 4- C logj'fx, 8);
on en déduit, par la différentiation,
y — fx[x, 0) +/»' (x, 0)0u‘ + A
Cette équation, qui ne contient plus de transcendante de seconde espèce, est nécessairement identique par rapport à 5. Elle permettrait en effet, sans cela, de considérer 9 comme une fonction algébrique des autres transcendantes de première espèce qui figurent dans (9), et d'en réduire par conséquent le nombre. Le second membre de (11) est donc égal à l’expression qu’on obtient en y remplaçant 0 par et si l’on intègre les deux membres de l'équation ainsi formée, on en déduira, en désignant le second membre de (10) par n (8),
jt( u6) = r{0 ) 4- consl.,
Inconstante étant une fonction de jx, égale évidemment à “'ji, — r(t).
On a donc enfin
et celle équation prouve, comme ( 115), que jr (5) est de la forme élogd, k étant indépendant de 8; mais, d'après la valeur e‘ de S, logS est algébrique, et l'exponentielle considérée ne ligure donc pas véritablement dans l'intégrale.
1 18. Considérons en second lieu un logarithme et posons
u étant algébrique.
Soit, s'il est possible.
log« — 0,
(ia) J ydx = f{x , 6) + A logF(x, 6)4- B log? (x, 6)4-... + Clog+(x, 6).
En différcnliant les deux membres, on obtiendra encore une relation algébrique entre 0 et les autres transcendantes, qui, pour la raison déjà plusieurs fois indiquée, devra être identique par rapport à Ô. On y pourra, par conséquent, remplacer S par [x -h 6, et en intégrant les équations obtenues en égalant les deux valeurs ainsi formées par^, on verra qu'en désignant parnfÔj le second membre de (ia), et traitant 5 comme une variable indépendante de x, on a
la constante variant avec la valeur de p, et devant être évidemment égale à n(p) — r(o). Or l’équation
*(« + 6) = ir(u)-t-R(6) — ~{o)
montre que it{0) est de la forme AS, A étant une constante; c’est-à-dire, d’après le point de vue où nous nous plaçons en représentant l’intégrale par n(8j une fonction de x indépendante de S, on aura
ÇydxBskO 4-/(x),
k et /(x) ne contenant pas S. Mais comme il est permis, d'après ce qui a été dit, de remplacer 5 par 0 ■+■ p, il faut nécessairement que A soit une constante, et enfin î ne peut figurer qu’au premier degré et multiplié par une constante, il ne se trouve donc sous aucun signe logarithmique, et sa présence dans l’intégrale ne rend pas la transcendante de seconde espèce.
1 19. Lorsque l'intégrale d’une différentielle algébrique die est exprimable explicitement à l’aide des fondions simples précédemment considérées, elle est nécessairement de la forme
j ydx I 4- A log« 4- Il loge 4- . • .4- Clog«\
A, 11,..., C étant des constantes, et /, u w des fonctions algébriques. Si l’on
suppose que les logarithmes qui tigurent dans le second membre aient été réduits
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au moindre nombre possible, le rapport de deux des constantes A. D C ne
peut être rationnel. Si l’on suppose en effet
A = Br,
r étant rationnel, il en résulte
A log« -F B loge — B logea',
et l’on peut par conséquent réduire à un seul les deux logarithmes logn, loge. Il est permis en outre de rejeter comme impossible toute relation de la forme
An+Bft+...J-Ct = o,
a, b,..., c étant des nombres rationnels; on en déduirait en effet
• BA_ _Cc
et par suite
I rdx = i + B log ( vu ■ ')—... -f C log ( k m “) .
et le nombre des logarithmes contenus dans l'expression de f ydx pourrait, contrairement à notre hypothèse, être diminué d'une unité.
La formule
j ydx — t - F A logu K- À loge -F ... -F C logo
étant réduite, comme nous l'avons dit, au moindre nombre de termes possible, Abel a démontré, par des raisonnements analogues à ceux qui ont été rapportés (1 14), que chacune des fonctions t, u. i> w est exprimable rationnellement
en fonction de x et de/. ‘
Imaginons, en effet, comme (114). une fonction ). telle, que toutes les fonctions t, u, v «v se puissent exprimer rationnellement en X, x et je, X étant une
fonction algébrique et satisfaisant par conséquent à une équation dont les coefficients sont desfonctions rationnelles de x. Nous les supposerons rationnelles en x et en v, ce qui simplifiera le raisonnement.
Soit
l’équation en X, et jx son degré. Supposons, ce qui est permis, que X ne puisse être racine d'aucune autre équation de même forme et de degré inférieur à ji.
DEUXIEME PARTIE
Différentions l’équation
J T dx — / — A logu — B logf — . . . — CIog«' = o.
nous obtiendrons une relation de la forme
où <? est, d’après ce qui précède, une fonction rationnelle de x, y et X, et si celle équation ç = o est satisfaite, l'équation
frJ*= I 4- A logu 4- B loge 4-- . .4- C logce
le sera également. Mais l'équation f = o étant algébrique en )., il suit d’un théorème connu qu'elle sera également satisfaite en mettant au lieu deX une quelconque des
racines de l’équation irréductible V = o, et l'équation (A), où t, u »• sont des
fonctions de x, y et X, aura lieu par conséquent quelle que soit la valeur de X, pourvu qu’elle satisfasse à V = o.
En remplaçant successivement X par les fi valeurs X,, X2 X«. on obtiendra jx
équations de même forme qui, ajoutées membre à membre, donnent
fi jydx =
f, 4- f, 4-. . .4-1^ 4- A logu, u,. . .u? 4- Blog c,v,. . .Vu 4-. . .4- C logu», iv, . .
et, par la théorie des fonctions symétriques, on peut évidemment exprimer le second membre sous la forme
T 4- A logU + B logV 4- . . . 4-ClogW,
^où T, U, V W sont des fonctions rationnelles de x et dey".
12t. Considérons en particulier l'intégrale
■P tir
toute
où P et R sont des polynômes entiers quelconques, y étant égal ici à
fouction rationnelle de x et de y est évidemment de la forme a 4- /S v'R . ou, -si l’on
veut, fj 4- a, /3, rt, 5 étant des fonctions rationnelles de x, l’intégrale (i), si
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rvdx
J Vr ~1>
VR
-P A I og { a -t- ^ y R ) -P 3 1 og ( y 4- i H ) -P . . . -P C I o g ( p -P <r V H ) .
L’équation obtenue en différentiant les deux membres de (a) devant être identiquement satisfaite, et y R n'étant pas par hypothèse exprimable rationnellement, il faut que son coefficient soit nul ainsi que la somme des termes indépendants du radical, et l'on peut, par conséquent, dans l'équation ainsi obtenue, et par suite dans (a), changer y/R en — yR; on aura ainsi
(3) - r^=>l--4 + Alog(«-(»VR) + Blog(y-iVKJ+...,
J vR VK
et, en retranchant membre à membre les équations (a) et .{ 3),
/*Prfx 7$ « p p y R n, y-i-i vrR
J VR V R a- Py/R •/-iv'R
Telle est la forme la plus générale de l’intégrale j lorsqu'elle est exprimable explicitement.
122. Abel a cherché, dans un Mémoire fort élégant, dans quel cas l'intégrale peut se réduire à un seul ternie. On a alors
r?* log-+fys,
,1 VR «r-PVR
oc, /3 et R étant, de même que P, des fonctions entières dt^.r. Posons •
.a-PP/R.
z = log
et — (3 V R
itz 2=
d x -P d 3VRj d x — d ( £ y K )
(«-3VRJ V* + t/(3vR)! -(«4-PV'RJ [rfa-rf(3v«i] *’-£>R
c'est-à-dire
, a «rf (p Vit) — *3 V R d 2
Or
donc
et en faisant
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! a£ </K -t- i ( a d$ — 3 doc. ) K
“^</x + * (“Sr — ^Ær) R = M’
et par conséquent l'équation
. M dx as — — _ i N y R
fPrfx . a-t-ôv'R
J VR=,ûg^7R
est satisfaite si l’on prend P = En dilférentiant l'équation
on obtient
X = a' — It ,
d N =: xxdx — </R,
et, en multipliant para,
mdfi = ]>'</« — j ai d i R — a3’</ R, et, en remettant pour a} sa valeur X -+- jS’R,
x</S a N dx H- ip’da R — ixjdïll — a i'// H , et, d'après l'équation qui définit M,
xdS — xfi dx — ji M dx,
, dx d N
|3M = aX x
dx dx '
M i ( dx d N \
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et, si1 l’on veut que ^-*5oit une fonction entière P,
SD dx d N ?p==a3ï-*!ï Tx"
a ^ doit donc être une fonction entière de x. lin faisant
N = (x -F «J'jx a,)~'. . . (x -Fa,)*-,
tou
donc
\x + fl
un,
doit être une fonction entière, ce qui ue peut avoir lieu, à moins que le produit (x -t- a) (x -t- a, )...(x ■+■ a„ ) ne soit facteur de et, et l’on peut écrire
où a, est une fonction entière.
Or
donc
[* + «)"(x + a,)'...(j + u.)*- = a| (x-F a)' (x h- a,)'. . ,(x + a.)* — fl1 K,
comme R n’a pas de facteurs de la forme (x-F a)’ et que l’on peut toujours supposer que a et jS n’aient pas de facteur commun, il est clair que
et
R = (x -Faj(x 4- o, J. . .(x -F a.) R,,
où R, est une fonction entière, et N est par conséquent facteur de R. En substituant les expressions de et et de R, dans les équations qui définissent M et N, on aura
«;N — fi’R, — i,
M - dH / dp . dx\ B _ p
N=*,p;fc -M*SF~paï)R,=p’
La première de ces équation.? déterminera la forme des fonctions a,, fi, N et R,, et ccllcs-ci étant déterminées, la seconde donnera enfin la fonction P.
La résolution de l’équation
aJN — (5’R, = r,
où a,, jS, R, et N sont quatre polynômes inconnus, est un problème d'analyse indéterminée algébrique fort élégamment résolu par Abel, et pour la solution duquel nous renverrons à son Mémoire.
CALCCL DIRECT DES INTÉGRALES DÉFINIES
Passage de l'intégrale indéfinie à l'intégrale définie.
123. Lorsqu’on connaît l’intégrale indéfinie d'une différentielle, on peut en déduire l’intégrale définie prise entre des limites données quelconques. Si l’on a
il en résulte
dx = F { x ) C,
dx = F ( b ) — F ( a ).
Cette intégrale représente, comme on l'a dit (a), l’aire comprise entre la courbe dont l'équation est/ = ç (x) et les deux ordonnées perpendiculaires qui répondent aux abscisses a et b.
La formule (a) suppose, bien entendu, que la (onction ? {x) soit déterminée pour chaque valeur de x\ et si, par sa définition, elle comporte plusieurs valeurs, il faut adopter celle dont la dérivée est F (x).
Quant à la fonction F(x), elle doit être supposée continue, car sans cela son accroissement total ne serait pas égal à la somme des accroissements infiniment petits qu’elle reçoit successivement, et la formule (a) serait en défaut.
Cette dernière remarque est fort importante. Elle indique, dans certains cas, le choix à faire entre plusieurs valeurs qui, se présentant ensemble, donneraient pour une intégrale bien définie un résultat en apparence indéterminé.
On a, par exemple, en vertu de la formule (a),
. _ r*' dx
(3) J = arc lang i — arc tang — i.
La fonction arc tangx est mal déterminée : à une même tangente correspondent un nombre infini d'arcs différents. Les deux termes du second membre de (3) sont donc séparément indéterminés, mais leur différence ne l'est pas; elle représente l'accroissement d'un arc qui varie d'une manière continue depuis la valeur pour
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laquelle la tangente est — i jusqu'à celle pour laquelle elle est -t- i . Le premier fie ces arcs a pour expression kn — jji k étant un nombre entier arbitraire: mais ce nombre étant une fois choisi, on ne doit plus le changer lorsque l’arc augmente jusqu’à Ja valeur kit 4- dont la tangente est -t-t. On a par conséquent, sans aucune ambiguïté.
12i. Considérons encore 1,'intégrale
On a évidemment
* sin.r Hx
. i + cWz
sinx/ir i
— = arc tanc •
i -i- cos'x cosx
et par conséquent, en appliquant la règle générale.
/ * sinxrfx i i ,
I , — arr tang • — are lanp — arc tang — y a 1 — arc tans i ,
' i -t- cos'-r 3c eoso p » / p
Pour savoir quel sens il faut attribuer ici aux expressions mal déterminées arc tang (— v'a| et arctangi, considérons la fonction arc tang d’où elles proviennent, et prenons arbitrairement pour x — o
arc tang = arc tang I = -, ■
n coso ° 4
x variant de aéro à la fonction augmente de ~ à et il n’y a aucune difficulté; mais si l’on franchit la valeur x= la fonction, qui représentait un arc dont la
tangente est très-grande et positive, représente un arc dont la tangente est trèsgrande et négative, il faut, par la continuité, prendre cet arr positif et un peu
plus grand que de sorte que x continuant à croitre, on devra, pour x — prendre
arc tang
' = arc langf — fi) = ,
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el l’on a enfin
sin xdx i -+- cos’-r
TT
125. Lorsque la fonction intégrale est discontinue et devient infinie entre les limites de l’intégration, l'intégrale définie n'a plus de sens. Dans ce cas, la fonction intégrée j (x) passe elle-même par l’infini; car lorsqu’une fonrlion devient infinie pour une valeur finie de la variable, sa dérivée le devient également. Mais la réciproque n’est pas exacte : la dérivée peut devenir infinie lors même que la fonction demeure finie; l'intégrale ne cesse pas alors d'avoir une signification déterminée.
On a, par exemple.
et cette formule, dont les deux membres sont parfaitement déterminés, reste exacte, lors même que b et a étant de signes contraires comprennent entre eux la valeur zéro de x, pour laquelle la différentielle est infinie.
Si l'on considère en effet les deux intégrales
Jf v-r
tels’ désignant deux nombres positifs, il n'y a pour chacune d’elles aucune difficulté. Lorsque ces nombres tendent vers zéro, les deux intégrales ont respective-
ment pour limites a' et - b' < et leur somme tend évidemment vers
ce qui démontre la formule (5).
dx
126. Lorsque la fonction intégrale F(x) devient infinie entre les limites de l’intégration, l'intégrale définie, somme des accroissements infiniment petits de F (x), n’a plus de signification déterminée et doit être, à moins de définition nouvelle, absolument bannie des calculs et des raisonnements. Il est donc important de savoir décider dans quels cas une intégrale devient infinie en même temps que sa différentielle. La règle suivante est souvent applicable.
I. Cnit, int . I
l’intégrale considérée. Supposons que pour la valeur x — a, comprise enlre a et b, o (j:) devienne infinie, et que l'on ait
’x) restant fini lorsque x est égal à a. Si n est égal ou supérieur il l’unité, les deux intégrales
Ç"Ax)dx
sont infinies toutes deux, et leur somme est infinie ou indéterminée.
Soient en effet a — c et a -t- s' deux limites assez voisines de a pour que, dans chacune des intégrales
/’* 4» ( x 1 dx
f* iji ( x ) dx
xr'
la fonction reste finie et toujours de même signe, et soient M et N les
valeurs maxima et ininima; les intégrales sont évidemment comprises, la première
. /*• <Lx .. /■“ dx
J j — — — et N / .
et la seconde entre
dx
XL IX -«r:
et dans l’hypothèse adoptée, « étant supérieur ou égal à l’unité, toutes ces limites sont infinies.
Si l’on suppose au contraire n moindre que l’unité, les intégrales (6) et (7) sont finies et leur somme ne présente aucune ambiguité.
La même conclusion s'applique à fortiori au cas où, n étant moindre que l’unité.
la fonction «J* (■*) est nulle pour x = «. Par exemple, l'intégrale
i ‘ 1 il.r Ix
a une valeur finie, parce qu’on peut l’écrire
l" X ‘ Ix dx
et comme, quel que soit l’exposant positif k, le produit x‘/x est nul avec x, si l'on prend k qui est arbitraire compris entre zéro et -• la règle précédente est applicable et montre que l’intégrale est finie.
Soit encore
on peut l’écrire
I sin-r </.«• ;
x 1 Isinxilr x‘~
Quelle que soit la valeur positive dci, le produit xA/sinx devient nul avec x, et par conséquent, en donnant à k une valeur moindre que l'unité, on voit que l’intégrale a une valeur finie.
127. Lorsque l'une des limites de l'intégration est infinie, des considérations analogues aux précédentes permettent souvent de décider si l'intégrale a une valeur tinie.
La question ne peut être douteuse que si la fonction intégrée f (x) devient infiniment petite pour une valeur infiniment grande de la variable.
Soit
tjf'x) ayant une valeur déterminée pour une valeur infinie de x. Si l’on suppose qu’à partir d’une valeur x, de x, ij/ (x) reste constamment inférieur à un nombre M, l’intégrale prise entre les limites x, et x sera moindre que
dx x '
et sera par conséquent tinie si n est plus grand que l’unité. Lorsque n étant moindre
DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL, que l'unité, ' jf) a une limite différente de zéro, l’intégrale
fm </{x)dx
est êvidenimeut infinie.
peut arriver que l'intégrale
?(x) dx
soit finie, lors même que la fonction f (a?) devient indéterminée pour une valeur infinie de la variable, mais il faut pour cela que cette fonction change de signe un nombre infini de fois.
Considérons par exemple l'intégrale
I sin x’rfr.
Lorsque x devient infini, sinx’ devient indéterminé, et cependant l'aire totale de la courbe, dont l'équation est
y = siu x1,
est finie et déterminée, parce qu'elle se compose évidemment d'une somme de termes alternativement positifs et négatifs et de plus en plus petits, représentant des segments dont la hauteur est constante et égale à l’unité, mais dont la base diminue indéfiniment.
Soit encore l'intégrale
/■*sinx</x ■
l'exposant n étant compris entre o et a. Cette intégrale peut s’écrire
Jf " sin.r ih /•** sinx ilx (,J”sin.r</x
elle se trouve ainsi changée en une série dont les termes alternativement positifs et négatifs décroissent indéfiniment.
Nous devons supposer n moindre que a, parce que l'on a
sinx sinx i ,
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et si n — i était égal ou supérieur à l’unité,
serait infinie.
1*29. Lorsque la fonction intégrée devient pour les valeurs infinies de .r infiniment plus petite que toute puissance négative de x d’exposant constant, l'intégrale a, à fortiori, une valeur finie; telles sont par exemple les intégrales
I e~‘dx, f e~‘x ’dx, f er'cosxdx.
Valeur principale d'une intégrale.
130. Caucliv a considéré souvent et introduit dans l'énoncé de plusieurs théorèmes des intégrales qui, d’après les règles et les explications précédentes, seraient indéterminées, et auxquelles, à l'aide d'une convention particulièrç, il donne cependant une signification précise.
C’est ici le lieu de faire connaître cette convention qui, malgré le défaut qu’elle présente de sembler absolument arbitraire, a été très-souvent utile.
Soit l'intégrale
dont l'élément devient infini pour la valeur a de x comprise entre a et b. Si, de plus, la fonction 9 { x ) change de signe en devenant infinie, Cauchy nomme valeur princi/tale de l'intégrale la limite de l’expression
Jf 9(x)</x+ I ?(x}dx,
lorsque la lettre t, qui a la même valeur dans les deux intégrales, devient infiniment petite.
Soit par exemple l’intégrale
On a
r^=- i+jL-.
La somme des deux intégrales est nulle, et par conséquent l’expression (i), qui en elle-même est indéterminée, a pour valeur principale zéro.
Calcul direct de quelques intégrales déjinies.
131. Le moyen direct de calculer une intégrale définie consiste à former l'intégrale indéfinie correspondante pour y substituer les deux limites et retrancher l'un de l'autre les résultats obtenus.
On a par exemple
On en conclut
dx
dx
+ UCOSO + *’ S1119
— _. — arc ia ne
t .14- cos 9 i cos o o
- — — — arc lang — ; . — arc tarie —
* Sino cl»*'" r.ii^
Ja i + sa- cos? -t- x' sin? ” sin? sin?
«4- ix cos ?4- x* sin ÿ sin
On a
r itx a x -+- ÿ
sin? 2 sin?
arc lang coi s ;= • — r— — — : — •
sin? ’ 2 sin? sin? sin?
xx 4- 3
et par conséquent (3)
dx
xx 4- (3) (a' x 4- £') ajï' — a'j3
Si l’on suppose = — » l’expression ( 3} se présente sous la forme mais la règle
ordinaire en fait connaître la véritable valeur, et l’on a, en supposant les deux rapports égaux à l’unité,
Jo (*X -h Pt’ ~ afr'
résultat facile à vérifier directement.
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On en conclut
Si l'on fail a—i, l> = cos 5,
rfx
a + b cosx va’— b-
fr
dx
13t. Soit encore l'intégrale
-t-cosOcosx sin 9
* sin x rfx
ix cos X -+- a*
dans laquelle le radical est considéré comme ayant une valeur positive. On a
I* sinxrfx i , — ;
=T-„ = - VI — aa cosx -t- a',
Vi — aacosx-t-a’ a
Jf* sin xrfx i r , . -,
I - - - = - [yi4-n-4-ü' — tl-in
O V1 — cosx -4- a’ . “ et étant un nombre positif, on a
,1 + Ja + a' = i + »,
le signe -+- devant être adopté lorsque « est moindre que l’unité, et le signe — dans le cas contraire.
On a par conséquent dans le premier cas
y i — a a cosx -l- a'
et dans le second
( __ . i’T sinxrfx __ 2
Ju v 1 — aacosx -t- a‘ 31
Lorsque a est plus grand que l’unité, la différentielle considérée passe par l’infini;
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mais le facteur qui s'annule au dénominateur étant élevé à la puissance '-i il n'en
résulle'aucunc indétermination.
Nous trouverons de nombreux exemples analogues de discontinuité dans la valeur des intégrales définies qui varient parfois brusquement non-seulement de forme, mais de valeur, lorsqu'un paramètre dont elles dépendent varie d’uue manière continue.
Les intégrales
J' cosmx cosnx dx.
Jo SL
sinnursinnxdx, J sinmx cos ni dx.
où m et n désignent des nombres entiers quelconques, se présentent dans une théorie importante : leur valeur est très-aisée ù calculer; en transformant chaque produit en une somme, l’intégration se fait immédiatement, et l’on trouve, lorsque m et n sont différents, que les trois intégrales ont pour valeur commune zéro. Si l'on suppose m = n, on a
| j cos 'mxdx— J -
f / sin’ mxdx-=i Ç - J O J O
• cos 2 mx . x dx — - s
— cosunur
dx =
Cille. ÎHt
140. Parmi les intégrales en nombre presque indéfini dont la valeur peut s'ol>tenir directement, nous devons citer comme une des plus importantes et des plus célèbres
Jn ■ +
où m et n sont deux nombres entiers quelconques satisfaisant à la condition m < n, sans laquelle l’intégrale serait infinie.
On a trouvé (24), en supposant./! pair.
, (’x'-'dx i v1 #n(*4 — 1)«. ,
A ) I ■— ss > cos l x' — :
tik — i ' ir
x — cos {ifi — i) -
- arc tang
sin,' îk — il - ‘ n
la sommation s'étendant à toutes les valeurs positives et entières de k moindres n
que -■
Quoique l'intégrale cherchée ait une valeur Unie et déterminée, les différents termes de l’expression (A) deviennent infinis avec x. De là dans le calcul de l'intégrale définie une petite difficulté facile à éluder.
Supposons d'abord que m — i soit pair, aussi bien que n; substituons à l'intégrale cherchée l’expression évidemment équivalente dans ce cas
I l'* x ” 1 tlx
Nous pouvons regarder celte dernière comme la limite de
lorsque h augmente indéfiniment. Or, en substituant à x les valeurs — h et +/i dans l’un des termes affectés des signes logarithmiques et retranchant l'un de l'autre les deux résultaLs, on trouve
ta/, — i mr.
i — a/j cos(a/.
il"-*- A'
i + cos( i k — i ) — i- A' n
et lorsque h devient infini, cette expression se réduit à zéro, comme contenant en facteur le logarithme de l'unité. Les termes de ce genre sont donc sans influence
LIVBE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES, sur le résultat. On a d’ailleurs pour une valeur infinie de x
arc lang
x — cos(a<- — i ) ?
n ir
. (air — O jt a sin
et pour x = — «
x — cos(al — ••)-
arc lang , , - "
. air — i j:
l.a différence de ces deux résultats est ir, et l’on a par conséquent
i /*“ x“~‘ dx r ms , . . , r: T • m~ , 3mx
- I - = - V sin a/t — i) — — sin h sin h ■ • +
c'est-à-dire
i'x x"_l ilx ri — cosniTt
m — i étant pair, cos ttrx est égal à — i, et l'on a enfin
X* .r m-'dx a* x“~' dx ir
n un n -
1 U. Si l'on pose x" — s, la formule précédente devient
.... ni
et si I on pose — = a,
la restriction imposée aux nombres m — i et n, qui ont été supposés pairs, n'en impose aucune au rapport ™ qui est un nombre quelconque moindre que l’unité, et la continuité évidente de l'intégrale permet de le supposer incommensurable. 142. Si l'on pose dans la formule précédente
az’~' ih = du.
iG.
«Si
elle devient
et en posant ~ — n,
n désignant un nombre quelconque plus grand que l’unité. 143. Si l’on pose
la formule précédente devient
(iG)
On a par exemple
nsin
144. On peut de la formule (i 4 } déduire d’autres conséquences importantes. On a
/■“j- 'd x _ ("x'-'dx Çmx*-'dx
J, i 1 ■+■ x J0 1 x Jt 1 + x
En posant dans la seconde intégrale du second membre x = les limites de z deviennent i et o, et l’on a
par conséquent (>7)
x*-1 dx i -+- x
x*- 1 dx i -4- X
_ r°z-dz r»
= r*Li±?rtl*=
x—dx
Cette dernière formule est démontrée, comme celle dont elle est déduite, pour les valeurs positives de a moindres que l’unité. Le premier membre d’ailleurs deviendrait évidemment infini si cette condition n’était pas remplie.
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145. Chaque intégrale définie peut, par des changements de variables, se transformer d’une infinité de manières. Nous citerons quelques-unes des formes que l’on peut donner ainsi au résultat précédent.
Si dans la formule (14) on pose x = tang’f, elle devient
En posant
on en déduit
</ç lang“ ' 9 -
1 ilz
(r+UJjï -s,-
(i — é/'sfnos’
où a désigne toujours un nombre compris entre zéro et l’unité, et b doit être tel, que i -+- bz ne devienne pas nul entre les limites de l'intégration; l'intégrale (19), dans ce cas, n’aurait plus de sens, et la transformation qui y a conduit cesserait d'étre permise.
En posant en effet
il est, dans tous les cas, exact de dire que pour s = o, x devient nul, et que pour s = 1, il devient infini. Mais il n'en résulte pas toujours que, z variant de zéro à l'unité, x varie de zéro è l’infini. Dans le cas qui nous occupe, à des valeurs de ; comprises entre zéro cl l’unité correspondent des valeurs négatives de x, et l’intégrale dont (19) est la transformée, est
j dx ( — x f '
Jo 1 — x
qui n’a pas de sens.
Z U II
et
Simplification de quelques fornutles de réduction.
147. Nous avons calculé un grand nombre d’intégrales indéfinies à l’aide de formules de réduction qui les lient à d'autres intégrales de plus en plus simples, dont la dernière s’obtient immédiatement.
La même méthode est applicable aux intégrales définies, mais on doit remarquer que souvent il est avantageux de faire la substitution des limites dans la formule de réduction elle-même, qui par là se trouve notablement simplifiée.
On a trouvé, par exemple,
px-dx , , px~ ’dx
n | =— X— 1 v i — jr* + ( m — i ) I --= —
On en conclut
x—'dx
et l’application répétée de cette formule permet, lorsque m est entier, de calculer
l’intégrale I • en la réduisant à l’une des deux suivantes :
J a Vi — x'
On trouve ainsi
dx
y i — jr;
x**dx
x'*+'dx V »“
i.3.5 . . . (an — i) jt
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On a
xm dx y i
.r" dx
'x~+'dx y I — x 1
xmdx y ■ — x‘
140. La comparaison des formules précédentes conduit à une expression célèbre du nombre rc, que nous avons déjà obtenue par une autre méthode.
Si l’on pose
xm dx
on a (147)
.)•„ _ g [i.3.5. . ■ (an — i )~|J ( a» -l-i) .r,.», " ? (3.4.6. . . 2/1)’
Mais le premier membre, évidemment compris entre --- = 1 et — = Jn ~t~
devient égal à l'unité pour une valeur infinie de n; il en est donc, de même du second membre, et l'on en conclut
z ,. |3-4.H. .an)1
2 01 [i.3 5. .. (an — ij]'(an+i)’
c’est le théorème de Wallis.
150. Si dans les formules (1) on pose x — sinf, elles deviennent
la)
an i.3. . (an +i
152. La formule précédente mérite une mention spéciale. C’est en partant d’un résultat qui lui est équivalent, quoique antérieur à l’invention du calcul intégral, que Wallis a été ingénieusement conduit à l’expression du nombre n sous forme de produit infini.
Sa méthode consiste à transformer le second membre de (/}) en une expression dans laquelle il soit possible d’attribuer à n une valeur fractionnaire, et à admettre alors, sans preuve sullisantc il est vrai, que la formule démontrée pour les valeurs entières quelconques de « est par cela même identique et applicable au cas même où n est fractionnaire.
La formule (4) peut s’écrire
I dx{ i~ x’r J O
■>“ i.a 3. . n i» + i i.3.5. ..(an — ■)’
Or le second membre est la limite de
■ik 4- 1 )
lorsque k augmente indéfiniment.
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En supprimant en effet les facteurs communs, on réduit le produit à
i __ (aA -I- 3)(ifr ■+■ 5) . . .(jfr 4- 5ii 4- i ) i.i,3. ..n
i.3.5...(an — i) f k -+- i)(/r -t- a). . .(k -H //)'
mais lorsque k devient infini, on a
ik -i-3 ?.k 4- 5 f.k + t.i i + i
et la formule (A) peut être remplacée par conséquent par le second membre île l'équation (5).
En acceptant ce résultat comme applicable au cas où n n’est pas entier, on a, en faisanl n =
, : i 2.4 ■ . .(tk + a; i a k
tlX v’ * — x3 rrr. — ~ — — j — -, — _ y-z — • • • j
et comme l'intégrale est égale à, f
ir î s j 2 k *k 2 k + t
■i i 3 3 süb — i U+i ii + i'
en supposant, bien entendu, que k augmente indéfiniment.
r* dx
Jo
s’obtient aussi aisément que les précédentes. On a
/dx _ 1 x a» — 3 Ç dx
(«“ -t- x‘f ~~ (an — 2) a' (rt!-+- x')-' + ( in — 2)n' J (n1 -h x-f-''
et comme le premier terme du second membre est nul aux deutf limites
f* dx 2/1—3 /'x dx
Jo ' («' + *■’)* — (2« — i|»V, '
L’application répétée de cette formule donne
ï. Cale, int .
» (m — 3)(an — 5). . . i r
flw 1 (2» — 2}(lft — 4)’ • 1 1
Si l’on pose x =
cette formule devient
i (in — 3)(an — 5)...| jr
«’* ' (in — i ) ( ?./» — 4 1 • • 2 1
En faisant a= i et supposant que n croisse indéfiniment, cette équation devient, à cause de la formule de Wallis,
(7) / dze-*'-
L’intégrale
I e~ ‘ x'~ ' dx.
Jo
considérée comme fonction de n, joue un rôle important en analyse. Les géomètres, qui l'ont désignée par T (n), en ont fait une étude approfondie. Nous nous bornerons ici à donner sa valeur lorsque n est entier. On a
je * x‘~' dx — — e~M x * • ■+• ( n — i ) Çi
e * x" 1 dx.
par conséquent
L’intégrale
I x~ • { a — dx,
Jo
dont nous aurons à nous occupfer dans le cas général, se calcule très-aisément lorsqu'un des nombres m et n est entier.
Remarquons d'abord que cette intégrale est une fonction symétrique de m cl de n. Si l’on pose en cilét i — x=y, elle devient
— I /"'(i— y*T dy= I '(|— yT ' dy.
On peut donc changer les lettres m et n l’une dans l’autre sans altérer le résultat, et si l’un des-exposants est entier, il est permis par conséquent de supposer que ce soit celui de x.
Cela posé, on a
r .j . , ti — x)“xm~‘ m— i /* .
jxm~'dx( i — x)“ — 1 ~ h — - — J x“~ ■’ { i — x ' dx,
et par conséquent, m — i et n étant positifs,
J x“~ 1 dx ( i — x )■- 1 = ~J x^’dxft — x)’.
Puisque m est supposé entier, l’application répétée de cette formuje ramènera l’intégrale à
x'r*' 'dx —
et par conséquent
iio)
et cette formule ne suppose pas que n soit entier. D’après la symétrie remarquée, on a aussi, lorsque n est entier et quel que soit m,
En posant ® = sinJ p, l’intégrale (io) devient
ït
I sin’"-1 f cos" 1 ç d<f,
dont la valeur est par conséquent connue, pourvu que m soit entier.
Ou a
sin*— ' ' 9 cos”1-1 9 dx
(m — i)(nt — »}...»
L’intégrale
Tt
peut d’ailleurs se calculer directement, quels que soient les exposants entiers m et n.
On déduit de la formule de réduction démontrée (84 )
Jsin“xcos"xdx= " — -f sin“.r cos*-’x dx, „ »< + nja
et l’application répétée de cette formule donne, si n est pair,
iy
sin"x cos'x dx —
i\n“xdx.
et si n est impair,
tr
sin*jrcos nxdX ' ; r I suiHxcos xdx.
[ni -4- n)[m n — a). . J m -4-3),
Mais on a, si m est pair.
sin*x(/x =
LIVRE PREMIER. — INTÉGRALES DÉFÎMES ET INDÉFINIES
et l'on trouve par suite, en mettant eu évidence la parité ou la non-parité des exposants.
I sin*"x cos*"*‘x Jx — /o
i.3. . . (am — i ) ->.4 . . an ( m 4- i J ; m 4- 3 ) ( m 4- 5 ) . . . ( m 4- a n — 1 )'
1 eini® r eue-** t* // 11
. 3 . ( a n — 1 ) 1 . 3 . . ( a m — 1 ) ir
1 9111 4. LUS 4 li 4 —
a. 4 • ■ • (am 4- an) a'
ir
f sin”M‘lxcos"xrfx =;
i.3. ..(an — i)a.4-6...am
1.3.5. . . (am 4- 1 ) ; a ni 4- a )(a/n -+ 4j ■ • ■ i a ni ( 2n)
JT *
f sin’~Mxcos ■’+'xrfx
VO
On en déduit aisément les intégrales
Jf ros^x rosanx </x. I cos**^‘x COs(an 4- 1) x</x.
On a en effet (I, 386)
(i) •a’**‘cos*"x = eosamx 4- am cos( im — a jx -+■ • • 4- ■
(a) a*" cos*"*' x r= ros(am 4- i)x 4- (am 4- i)cos(am — i)x 4-.
( a m 4- i ) * m . . . ( m 4- a I 4- 5 cosx.
En multipliant les deux membres de (i) par eosanx<£r, et ceux de (a) par cos(an4~ i ) x dx , et en intégrant entre les limites <> et ir, on trouve, en ayant égard aux formules (138),
. i amfim — i ) . ( m 4~ n -+• i
cos*" X cos an xdx -- =-*—
_ . . . i (am •+■ 1)2/1*. ..(m -4- ü-f- 2)
/ COS^XCOSllI» -4- î)xdx . J z.
a"' i.a.3. . . (ni — «)
Si l’un suppose m — n, on trouve de même
cos”x cos 2 mx dx = — .
(.9) / eo
( 20 ) f cosJ* *■’ x cos (2w + i)j dx = — - - •
Jo 2
Lorsque m et n sont de parité différente, on a évidemment
J cos" x cos nx dx — o.
On a (I, 386)
a*"( — 1 )“ sin'-x = 2 cos 2 mx — 2 2/ncos( 2 m — a)x
ij*sinw*'x = 2 sin(2/n 4- 1 )x — 2(2 m 4- 1) sin( 3/n — i)x 4-. . . .
et on en conelura
, Z”* . , , 1 am(am — 1). . . (m 4- n 4- 1) tt
(21) I sin**xcos2/jxf/.r — ( — 1)*— - - — 5-- — , ' ,
. , /"* . , , ... r (2m -4- 1 II 2m ). . . (m 4- n 4- 2 \ 17
Ces résultats se retrouveront d'ailleurs comme conséquences d’autres formules plus générales qui seront démontrées ailleurs.
159. Les fonctions cos’"'x cnsa/ir, cos5”,4‘,xcos(an -+- i)x, sin^xcosanx, sin’^'xsinfan -t- i)x, prennent chacune des valeurs égales quand on y fait successivement x = ~ — a et x = - + a. Si donc, dans les intégrales (17), (18), (21)
et (22 ), les limites sont réduites h zéro et -- la valeurdc chacune d’elles deviendra
moitié moindre.
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considérant cosx<£r comme la différentielle de sinx,
Jcosmx cos nxdx = cos"“'x cosnxsinx + (m — i )j' ros"-',r sin’x cos nxdx + nfc os- xsinx sinnxdx.
En intégrant de nouveau par parties la seconde intégrale du second membre, où eos",-,xsinx(ix est la différentielle de — remplaçant dans la seconde sin’x
par i — cos’x, réduisant les termes semblables et remarquant que le terme intégré disparait aux deux limites, on trouve
cos” ’x cos nx
. rJ .
dx I cos" .r cos nxdx.
Si dans cette équation on suppose m = n, puis successivement m = n — a, m = n — 4,..., m = n — aér, k étant un nombre entier quelconque, on en conclut
cos” Axcosnxtlx=:o.
Mais, par une discontinuité remarquable, qui n'est pas rare dans la théorie des intégrales définies, celte formule cesserait d’ètre exacte si le nombre k était négatif, et l'intégrale
ir
j ' cos’*’‘xcosnxdx
est différente de zéro. On a trouvé (158)
i cos*
x cos nxdx =
Si l’on fait dans l’équation (B) m = n -t- a, m = n - 1- 4 m = n + a k, on
trouvera
cos**’1 x cos nx dx — •
jr (n-*-2i')(n4-aA — i)...(«-t-i' + i) 1.9.3. . . k
Cette formule s’applique, ainsi qne l’équation (iç>) dont on l’a déduite, au cas même où n n’est pas entier; mais nous ne poùvons en donner la démonstration dans ce chapitre.
13T, DEUXIÈME PABTIE. - CALCUL INTEGBAL.
161. La formule de rédudion (B) permet de calculer l'intégrale
f cos” x cos nxdx
toutes les fois que rn est un nombre entier. En l'écrivant en effet sous la forme *
I cos r cas nxdx—- I cos"~’xcosn.rrfj-,
Jç, »<’-«“
on pourra ramener l'exposant m à la valeur zéro ou à la valeur i, en réduisant l'intégrale à
, nr.
sin
çosnxdx — -
cos * cos nxdx —
nr.
cos - •
pourvu toutefois que n ne soit pas un nombre entier de meme parité que m et moindre que lui, car alors, le dénominateur de l'une des formules de réduction étant nul, la méthode serait en défaut.
On trouve ainsi
J ^ am(im — t)...a.i.sin{an + i)-
cos”,xcos(i»-t-i)x = s— — j- — - — r-.-. — - — -, r-, — . ■ , , ,rf; ,,
Jcos"'*'
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Intégrant par parties la seconde intégrale du second membre, remplaçant dans la première sin’x par i — cos’x, réduisant les termes semblables, et remplaçant
enfin dans les termes intégrés x par les limites o et -> on trouve
cos— ’x sin nx dx =
Si l'on suppose m = n, on en déduit
->)Jo
cosmx sin /lt dx
j cos— ’ J O
x sinmjr* dx =
163. L’inlégration par parties autrement dirigée peut fournir une autre formule de réduction pour l’intégrale
Jcos’xslnnxrfx.
On a, en considérant sinnjrrf.r comme une différentielle exacte,
/, , eosnx m C . ,
cos"x sinnx dx — cos’x | cos"~'x smx cosnxrfx,
et, en remplaçant le produit sinx eosnx par sinnx cosx — sin (n — i) x et réduisant les termes semblables,
(m -+- n)J*cosmx sinnx </x = — cos*x eosnx 4- m |"cos* 'x sin(n — i)xrfx, d'où l’on déduit
cos* x sin nx dx —
- f cos— 'xsinfn — i )xdx.
S Jo
L’application répétée de cette formule donne, en supposant n = m et m entier et positif.
cos*x smmx
dx — [ a 4 h -j 4- • • • 4- — J •
164. La même méthode de réductions successives s'applique à un grand nombre d’intégrales, dont il est bon de citer quelques-unes.
On a trouvé
I e— sin"x(/x = — — — — {— m sinx - n cosx ) + / e ~ sin* x rfx.
/ m’-t n’ n'-t-nr
On en conclut
I e— * sin'x dx = — ~ / e-"sin—’xrfx.
L'application répétée de ces formules ramènera l'intégrale considérée, suivant que n est un nombre pair ou impair, à l’une des deux suivantes :
eO
Xc “ sinx </x = — r — i
et l’on en conclut
sin1"^1 x dx —
I e m*s\n7"xdx =
.a. 3. . . an 4- 1
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IGG. Les intégrales
cos,0^'xr/x.
I e COS* X (ijT
s’expriment moins simplement. On a (82;
Ç . . e~“" cos*~'x (n sinx — m eosx) n{n— i) Ç ...
i <.-»*,.os "xdx— — ! h ! ( e-“ 'eos—’xtfx,
J n'4-ni‘ m’+n'J
par conséquent
. ni n'n — î) /"* .
I e~“COS*X<l.ï— -r ; H I e“*'COS" ’xdx,
«1 «’ + HVo
et l’application répétée de celte formule ramènera l’intégrale à l’une des deux suivantes :
Jf^OC
/»ee
Jo
e~m,cosx dx =
ni’ + i
On a ainsi
f%-“cos’”xrfx = - f - T -p- ^1- — ■ - - I
m’ m,(nt’ + 4) m’Ini’ -+-4) • .[iw' + faw — a)*]-!
|_,"*'i.2"t~ i.a.3.4 **" + 1.2.3. . . ( un — i) an J’
e-nt cos '“'■'xdx — — — -
ni ( m’ -f i ; ( ni- ■+- 7 ) . . . [ ni' + |J» + i)'j
ni'(m!-*-i) .|/n’-t-(an — i)!j |
On pourrait obtenir le même résultat en remplaçant la puissance de cosx par la somme qui ta représente (I, 385],
2**—l cos“x = cos2/ix +in cos(an — a)x + ••• +
1 2n(jn - i).,.(»+i]
a^cos'^'x = cos(an -4- i)x -+- (an -1- ijcosfan — i)x + • • ■ 4- ■ ■ — cosx;
et comme on a
COS hx dx —
on retrouvera les formules équivalentes aux précédentes. Si l'on prend pour limites — ~ et -+- l'intégrale
fé-"cos'x <Ix
peut se déduire aisément de la même formule de réduction. On a
f e— “cos — — ( e~"“cos "-'xdx\
et comme on trouve directement
COS X llx
<** m: mr
'T "V a cos liyp. —
«IÎT
2 sin hvp.
mr
on en conclut
e— * coswx dx — — ‘ " ** — ; — t-— — \ e ' — e * ),
Ât
/ mtr m»’
. .(aw H- t) T..-T
. «.fm* -4- (2/1 ■+■ i )*1 '
e~" cos,,+l x dx — ■ — — -
167. Lorsque dans l'intégrale j e~mjcosnxdj:, on remplace m par m\ — devient
j" (cosnurcosl‘jr -+- y — i sin ma: cos*x) </x.
i , elle
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Le coefficient de ^ — i étant une fonction impaire qui change de signe sans changer de valeur lorsqu'on y remplace x par —x, elle donne, entre les limites
— ~ et une intégrale nulle; la partie réelle au contraire ne change pas quand on change x en — x, et l'on peut par conséquent remplacer les limites par zéro et ^ et doubler le résultat. On peut retrouver ainsi les formules déjà obtenues ( 1 00 ; et (161).
t ie
EMPLOI DES SÉRIES DANS LE CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES
Quelques développements en séries connues.
108. On peut obtenir un grand nombre d’intégrales définies en les transformant en séries dont la somme soit connue.
Soit, par exemple, à calculer ^' ■
On a, pour toute valeur de x moindre que l’unité,
fx
D’ailleurs (164)
Jlx dxx" = — , 1
par conséquent (I, 410)
, , l" txdx t ■■ \ ir>
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Celle troisième intégrale pourrait servir à calculer les deux précédentes. Soit, en effet,
En posant x* = s, on aura
Jo * — *'
b Jo 1 - 1
I !*££. = Ap.
Jo
En ajoutant les équations (4) et (5),
Jo •— *' Jo'—* 8
par conséquent
et
r’ !xdx _ s*
De même, en retranchant (5) de (fl),
/” dx U r(i — *) _ /" rfx ér _ _ tt> _ _
Jo i — x‘ ~J0 i-t-x 8 ia
170. L’intégrale plus générale j ( /r^_ peut se calculer de la même manière.
On a
.Mais (164)
donc
c'est-'a-dire (1, 410) (?)
dx I Ix )’“■ * a!* * _
B„ étanl le n"~' nombre de Bernoulli.
Si l’on pose x = e *, l'intégrale précédente devient
Ç° e- • Hz su ■ _ /** *»-' i/î
et par conséquent (8)
/ “ a»-1 dz a**-’ .
Si dans celte formule on pose x = 2!rj, on trouve
... r"~‘ dr _ i „
(9) I ,-V" " — rz 8..
On peut rattacher nu résultat précédent l’intégrale
si n mx Hr
J -IÏÏX
En développant, en effet, sin mx en série on trouve, à. l’aide delà formule précédente et du développement (I, 347),
ün peut rattacher au résultat précédent l’intégrale
si n DIX il. T
En développant sin/ru: en série et intégrant tous les termes au moyen de la formule (la), on trouve
/'®sinmx , mr.‘ „ m’ir1 a* — i „ m'r,‘ i‘ — i „
I dx — B, ; — J — B, 4 — B— B, 4- ,
c’cst-à-dire (I, 388 J
i'*smmxdx i r, , , i r
1 13) , - — -- ( — cosec wi - y — i =: — •
J0 t + «* >* 3 J — i 2 ni e™2_e-<"T
I. Cair. tnt
Uti
développements de — — • - > — — ,>••• dont nous avons faii usage deviennent
inexacts lorsque x atteint la limite supérieure des intégrales considérées, qui est l'unité. Mais on doit remarquer que, pour x = i , ne devient pas infini et que
- est nul. Le dernier élément de l'intégrale sur lequel porte la dillicullé est doue sans influence sur la somme et par conséquent toute difficulté disparaît.
175. La valeur de la série qui représente l'intégrale cherchée ne s'aperçoit pas toujours aussi immédiatement. Soit par exemple à calculer
Ç' ,lxlx v i — -r1
Posons \ i — ar2 =y. x = y’ I — ) ‘ , <lx —
— rdr
tx=z'-l{ i — j*), nous aurons
J o ^i—x1 J a ayi — y \ * -1
par conséquent (H7)
I" <l.r lx ~ ' 1 -3 t.3.5 \
Jo 7 ’ U’ + a-4’ + 3 -4-& ~t~ 7
Pour sommer cette série, remarquons que l’on a
et par conséquent
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donc enfin
. ... r Irdr t. .
Si l'on pose x=sin?, cette formule devient
ît
/ sin </ç = — - li.
Celle dernière intégrale pourrait d'ailleurs s’oblenir directement. On a (I, 382)
^ /4sin2^ ? — — ^coso ■+■ ^ cosa? + . ..Y
En posant - ;=ï,
Or on a donc
/ sinx = — /a — cosax — -■ rosix — - eostîx — . . . .
I cosamx(/x = o;
J/sinx</x= — | /a</x = — ~/a.
O Jo 1
La formule (i 8) permet d'obtenir l'intégrale plus générale
I cosamx /sinxrfx = —
où m désigne un nombre entier quelconque, et que l’on démontre immédiatement en intégrant les deux membres de (iB) enlrc les limites zéro el après les avoir multipliés par cos amer.
On a
X'5 - *Uj =, + )/!+
et comme ( 1 tt-i )
I tlx ( tx )*=:{— i)*. i .s. 3... n,
C'dx't . 3.
c'est-à-dire
(ïo)
vo
Si dans cette formule on fait a — m y'— 1 , (9 = /iyl-i, elle devient
1 Ar — eosn Ix ■+■ - 1 (sin/n Ar — sin n Ix j ^ ^ 1 -t- m y — 1
et, en séparant les parties réelles et les parties imaginaires (I, 370),
(IX — - f , »
n Ix ,
dx = arc Langm — arc tangn.
Si dans la seconde de ces formules on fait m = o, on a
” sinn Ix ilx
cos/n Ix —
/’ 1 sin m Ix —
— = arc langn.
Toutes ces formules pourraient d’ailleurs se démontrer directement sans l’intervention des imaginaires en développant les fonctions placées sous le signe d’intégration en série ordonnée suivant les puissances de x.
» -.se — I _ a
• X ) Ix
- (Ix.
On a, en remplaçant — 1 — par son développement,
' X -=jr*-'-x-«— (x« — x‘-«) + (x«+‘ — x1-*) -.. ,
et par conséquent, en ayant égard à la formule (aoj,
Jo t‘
i -4- x ) Ix i — *
_ I Xlx-hX) ,'g + 4 I. ■ . (2 — » ) ( 4 — g)... (i -«)ji + j)(3-i)(3 + «)...
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c’cst-à-dirc (I, 404, 405, 416)
fC' f,-' dx = t ung ~ Jo (i-+-x)/x 1
178. La méthode précédente permet évidemment de transformer en d'un produit l'intégrale plus générale
— , — ; dx,
x Ix ( i -+- x" )
et l’on trouve
,/0 X(H -x‘)lx‘ |3 * + « jJ + J(l
Si l’on pose a = i , /S = a, n = i , il vient (î5) r dx — l , . - -
no. r^'i^dx.
Jo x
On a
mais (155)
Donc (26)
ei'sinr.r
~ * '*V “ ï7âT3 + i.a.ï.4-5 )’
c~i* x*dx =
e~i*sinrr </x r i /
— o(-| -4- c “ ) — ••• =0PClans*--
Si l’on fait q = o, on a la formule très-connue
*x sin r.r dr _ r x a
f^—l(i+teosx
J0 cosx v >
4 étant plus petit que l'unité, on a
1 ,, , . , /i'cosx 4Jcns’x
/ il -4- /, cosx) =r n ■+■ s -|- •
cosx ' a 3
logarithme
ÎT
Nous avons trouve (150) l'intégrale / si en posant 9= - — jr, on en dé-
«luira f cosJ".r dxy dont la valeur est précisément égale et ipii se double évident-
ment quand on prend pour limites zéro et n. L’intégrale
I cos*t,*(fcr
est d’ailleurs évidemment nulle, comme composée d’éléments qui se détruisent «leux à deux, et l’on a par conséquent
(î8) | — — /(1 + k cosx) = 7t I h + -+- • •• 1 = «rare sinA.
Jo c°** \ 2.3 /
’Txsinx</.r
— = 1 — cos’x + COS" x— . . . .
1 ■+■ Cl)S.C
/•is
L’intégration par parties donne, en remarquant que I cos1"+' x dx est évidem-
Jo
ment nulle,
/ x slnx cos^x </x — — - — •
Done
/** xsinx , / 1 1 \ ”3
( *0) / — “ — — «ér = TT ( I — T 4- » r • * * ) — "T*
i4-cos!.r \ 3 5 7 4
f c-'1' eosajSx tlx
par conséquent
I e costixilx—- — 1 - — e ... 1 = -— e
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INI
I e~* * </x = / e“* x cos liyp. 2 Sx </.r = — «*'* ,
Jo 2 Jo **
Isa.
On a, pour les valeurs de x moindres que l'unité,
Xm~'
et par conséquent
r'x—<dx i i r
J0 I -r x" ni m n ni + a «
Lorsque x est plus grand que l'unité, on a
et par conséquent, en supposant m — n — i négatif,
(33) rîr^=_i +
Jt i -4- x* n — m an — m in — m
et en ajoutant membre à membre les équations (3a) et (33)
„ i -h x" ni 7.n— m an- h m
c’est-à-dire (I, 409)
, . , „ x ~-'dx rr / m: m:\ r.
v ^ f l -f- x" a n\ xn 7 n I . m n
* ° ' ' n sin
ce qui s'accorde avec le résultat obtenu (140).
I /(i — a«eos.r -+• a’) dx
Jo
On a, en supposant a moindre que l'unité (I, 382),
/(l — 22 COSX 4- «’) = — 2 ^2 COSX + “ C0S2X + ^ a1 cos 3 x 4- • • • jl par conséquent
(36) / /(i — axcosx 4- xl) rfx = o.
Jo
Lorsque a est plus grand que l'unité, on a
I ( i — a x cosx 4- x’ ) = / x’ ^ i — - cosx 4 — - 1 ,
et par conséquent
X”'"-’ x cosx -l- o1) dx — x/ dx lx+ I dx I ^ i — - cosx + -- J , c’est-à-dire, d’après le résultat précédent,
(3j) J" /(• — 2« COSX -i- a')dx — xtt/x = r /x’.
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mules (138), on trouve, m étant entier.
cosmx/{i — la cos a1 4- x')dx
Jta"
cos
Ja '“J*
mxdx
cosx 4- a’
On a (I, 386)
i — i a COS-r 4- a'
laeosx 4- lalcusix 4- . . ,
par conséquent (138)
Jr* cosmxrfx
„ i — la cosx 4- a'
x sinxr/x 2a cosa- 4- a1'
On a (I, 386)
a sinx
I — i a cosx 4- a'
= a sinx 4- a’ sinix 4- . . . .
Et comme on a on en conclut '
x sin mx tlx — —
** x sinx dx
aat cosx -+- a'
__ rr / a* a* \ ir ,,
«-sr_i + 3 +•■•)- -((•+*).
jgg p * sinx sin mxtfx Jo i — la cosx 4- a'
*Le même développement donne, en supposant m entier.
sinxsinmx</x ir
I sin
i a cosx 4- a! i
Si dans cette équation on pose a = t — —, h étant un nombre positif, et x = elle devient
ni sin — si nzdz m
h'- 4- 4 w1 sin1 -* 4 nik sin* — 2
2 ni im
I. Cale. int
vu
et, en faisant croître
m indéfiniment, m sin — tend vers z ni
/im’sin* vers i1, (
1 ) vers e~\ et l’on a
rx 1 slnîrfa _ ir ,
L’équation
cosmxr/x itam
J0. 1 — aa cosx 4- x1 1 — a *
vers zéro.
donnerait, par «ne transformation toute semblable.
i* * cos Z ils
Nous retrouverons ees formules, qui sont importantes, par des méthodes plus rigoureuses que l’indication précédente, qu’il serait aisé cependant de compléter.
r sin
sinx cot ~x<lx
On a, comme on le vérifie aisément, quel que soit le nombre entier w,
eos(?.n -4- 1 )
col - X = 2 (SI II JC -4- SI II 21 -4-. . . -h sin/tx)
par conséquent, en ayant égard à la formule (/|o),
sln jc cot - x
I — 2 a COSX 4-2
- «rx = r(n-a4-a,4-...4-a"“')4- I — -
- ax 1
ÏX COSX-4-** . X
Slll -
Lorsque n croit indéfiniment, le second terme du second membre tend vers zéro, comme on s’en assure eu le considérant comme une série a termes alternativement positifs cl négatifs,
j'7"*1 sinxdv
ln I — 2ZCOSX+X-
COS(2«-f-|)-
sin -
sin T il, r
COS(a»-4-l) •
aacosa- -+- a'
La somme de tous les termes pris en valeur absolue serait tinie, car ce serait l'inlé-
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ik;
grale
sm’x cos : 2/1 -t- i
I +i / . .f. — ' dx,
y ' sin1 -
dont aucun élément ne devient infini. Or la différence de deux termes consécutifs est infiniment petite évidemment par rapport à chacun d’eux, et la somme de res différences, infiniment petite par rapport à une somme finie, a nécessairement pour limite zéro.
On a donc enfin, en remplaçant la série i + a + a' + ... par sa valeur.
/sinxcot i xdx
I-UCOSX+ j1 [i — a
P sinx
nx tang ^xdx - 22 COSX 4*
On a, quel que soit l’entier n,
tang - x = a (sinx — sinix •+■ sin3x — . . .)=fc et l’on en déduit, en raisonnant comme précédemment,
/sinx tang - xdx
i — urosr + i' (i-ea)
En ajoutant cette formule à la précédente, on a
i — îacus-r a' I — a‘
résultat compris dans la formule ('38).
On a
sln‘x</x
a cus.i — x ) ; i — ii eosa- -r ,5 )
sin’x
( i — aacosx -+-a’)( i — » p eus x-t £’) i — aacosx -t- a
(sinx4-^sinax+^,sin3x + . . ),
et par conséquent, en ayant égard à la formule (4°J.
sin'arfa
(| — 5*COSX + «')(l — tjicosx + fi1) - . 1 3t ,3 -H. . .) a(,_aj5)‘
a et (3 étant, bien entendu, plus petits que l’unité. >
• 93. / - J — / fi — aa cosiwx 4- a1).
Jo («-t-a1) '
On a, en supposant a plus petit que l’unité,
H i — 2 a COS ma 4- a') = — a (
D’ailleurs (189;
a cos ma -t — cos a ma 4- — 00s 3 ma- H
donc
/ /( 1 — sjcosra.r + l! a*
47) / r. - — — rfa = — r««— — T: — e-M— . ..= t/i — «e-J.
Si dans celte formule ou fail a = i et a — — 1 successivement, et que l’on retranche les résultats obtenus, on trouvera
On a
Jl sin — ma
C I cos - ma
/ —-±~dx=r:i Ü£— ,
Jo 1 4- a' 2 2
//tang-ma
- * -dx=~l ■
f * rfa
J o ( < -I- a-1 ) ( 1 4- a a cos ma 4- a’ )
— , = ,{1 — 2a cosma 4- aa’cosama 4- . . .);
par conséquent
!3,) Jo (. 4- a* ) { i -f- ^ cosma + *•; = 7- *< (j “ '“*-+** jj «-* + • • •
~ 2(1 — a') (1 4- ae""”) "
mJ. ir-«n
x sin mx ilx
)(i ■+■ 2aC0S»ix + «’)
On a trouvé (l, 386)
« sinmx
i •+• a * cos wi+«’
x sinmx — a’sinamx + x’sin 3«ix — .
par conséqucnl (190)
- . i xsinmxrfx K , . ,
5a | ... — - = — lae~m— a’e",, + x'e
. L i -t- x- , (i ■+• a et cos mx + a' ) u
Ja (H-j'Jli + aatusmx + a') ■xx
19G. I sin»w"<Mr.
e~** étant plus petit que l’unité, on a
et de même
eXX_ e
Mais, lorsque k est positif,
(K) / e~u lllltx dx =
Jo * + O*
par conséquent
sm/nxrfx— > -4- > i
„ **•«_ e-!t* "[(JH — t J ÏT — a]'-+- ni' — [(an — i)rr -4- «]'-+- »r
n devant recevoir toutes les valeurs entières et positives.
Mais on a trouvé (1, 408)
e" ■+• e~m + 2 cosa _ f f\m' “lf 4nrl 1
a{f+cbs«r ~ L' + (- - a)J L1 +(- +«)‘J
En dilTérentiant les deux membres par rapport à m, après avoir pris les logarithmes, on trouve
em — e e*H- a eus a
s a e m <M((3a - i ; z a j* •+■ m* **é[{2n — i)ïïH-«J**f W*
siri mxdx —
n* S.— K* 2 e"+ 2COSÛ + tf"
où il faut supposer a<r, afin que la formule (K) soit applicable lorsque k-=a—Ti. En remplaçant dans celte formule m par a v-“~i * elle devient
'■ (e— + e— )( e’ * — e **) . slna
eus Z + cosu
cl en remplaçant ensuite a par m y — i
I —>■ cos mxdx
En faisant m = o, on a
'aligna
(55) / e dx = —
Si dans la formule (53) on fait a — o, elle devient
sins
c"+2 cos a -f-
( st»)
et eu faisant a = n
Çm sin mxdx i *"—#■* i <-J— «
Jo e*x-e-*
f/J Slll <nx —
ÎC-r 3 iN ;«
197. Développons les deux membres de l'équation (56) suivant les puissances de m. Nous aurons (1, 388), en remarquant que
ih m
II. m
1, JL. i. 4.O.O
LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES F.T INDÉFINIES, et en égalant les coefficients des mêmes puissances de m
x'-‘~'dx __ î”— i
198. Les formules des paragraphes précédents ^permettent de calculer des intégrales analogues, dans lesquelles figure en dénominateur sous le signe f la somme de deux exponentielles.
Si, en effet, on remplace successivement dans (53) a par a + ^ et par a — ~ > on trouve, en retranchant l'une de l’autre les équations ainsi obtenues,
si il nu dx -
î(e* — e~m) sinn e~ -F a cositt -t- e
On déduit de (54). par un artifice semblable.
cosmx dx —
(e"+ e~m) cosa e”-t- acosaa -t- e-**
En faisant m = o dans les équations (Go) cl (5i), on trouve
Ç dx-—
1 *£ _*£ CüS <z
Jo e 1 -f e 3
dx = - lang - x.
Jo * *
En faisant dans (6i)
e ~ =m, et dans (Ga) e~
trouve
(" r*— z— dz r. mr
/•'!-+ s~m dz r. 1
J,, s ~ xn mi r
’ cos
an
En faisant n = -,
m = a ? on a
1 dz = r. cot a *.
Jo 1 - «
xn
on
On peut de cette formule déduire la suivante, déjà démontrée (141;,
(66) l" — '+.-r.~- dx = -JL- .
J0 i ■+• x sinarr
Dans la formule (65). remplaçons z par et a par î, nous aurons
(t>7) I i — i/j=-cot-nK;
en mettant i — a au lieu de a
f - — -J-A=- Ja ‘~s 2
lang -■ ar.\
et en ajoutant les formules (67) et 68) (6g)
ce qui équivaut (144) à
f' Z--'+2"‘ </z= -JI_,
Jo 1 + 3 Smart
/** z— ' dz rr
Ja 1 -t- z — sinar
aisée à calculer directement, est égale à
i’*’1 dx
1 — A costr — B sinj’
y'! — A'— îf’*
en supposant toutefois que A3-)- B5 étant moindre que l'unité, le dénominateur de la différentielle ne devienne jamais égal à zéro. Si A et B désignent des constantes imaginaires, la formule est-elle encore applicable et quelle est la valeur de l’intégrale?
Le développement en série est nécessaire pour distinguer les différents cas.
Soit
A=:a +af y — ', B = A 4- A' v/ — 1, le dénominateur ne s’annulera que si l’on a en même temps
a cosx -f A sin* — 1, a' rosx + t/sinx - o.
c’est-à-dire
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C0SX ~ aV - fi? ’
sm x — j— ■
ah — bu
équations contradictoires si l'on n’a pas
( ah' — ha' )’ = «'■ + b'\
Nous supposons que cette condition ne soit pas remplie et que l’intégrale soit par conséquent finie et déterminée. Posons
A ah' — bu’ ;
on peut toujours supposer A positif, car, en changeant f en air — x, les limites restent les mêmes et les signes de b et de b' sont seuls changés.
On a identiquement
où
I — Acosjt — Bsinx n' v — i \i — Ce*v “ + , — C'e-**'-
n — n' y — i — y i — A’ — B’ = V* — (a + fl' y — i )’ — (// -+- b' y — i ,
c,_ A + By/-I < + y i — A1 — B‘
Le signe du radical y'i— À2— B'J étant arbitraire, nous supposerons que n soit positif.
Avant de développer la fraction (71), il importe d’examiner si les modules de C et de C' sont plus grands ou moindres que l’unité. On a
dont le module est
(1 — ji }' -f- n'!
évidemment moindre que l’unité, et l’un des modules au moins est par conséquent moindre que l’unité.
I . Cale. Int . al
Ces modules sont respectivement
/<j’4- a'' + b ’ 4- b ’’ 4- aA M /a' 4- d' 4- b’ +- b’' — a A
et puisque A est positif, c'est le second qui est le plus petit. Le module de C' est donc moindre que l'unité; celui de C peut être plus grand ou plus petit que l'unité suivant des cas qu'il faut distinguer.
Le produit des carrés des modules de C et de C' est
i + #, + «'1 — an (a* 4- <i'’4- 6*4- A'1 )’ — 4 A’
i 4- n‘ 4- n'1 4- a n (i+n, + n'l+jn)'
On a, par conséquent,
et l’on voit que suivant que A sera plus petit ou plus grand que n, aJ4-^l',4-^>,4-6', sera en même temps plus petit ou plus grand que i + n' + n'1, cl, à fortiori, a1 4- a’2 4- ê’ 4- b'* 4- a A plus petit ou plus grand que i 4- ri 4- n'a 4- an, et le module de C est par conséquent plus petit ou plus grand que l’unité, suivant que A est plu3 petit ou plus grand que n. Mais on a
et par suite
»*—«'■= i — a' 4- n" — b' 4- 6'*, nn‘ — ad 4 - bb'\
d'où l’on conclut, à cause de la valeur de A1,
d'où résulte que A est plus petit ou plus grand que n, suivant qu’il est plus petit ou plus grand que et la condition cherchée est par conséquent la sui-
vante :
Le module de C' est toujours moindre que i;
Celui de C l’est seulement lorsque ab' — ba' est plus petit que Le
module de C' étant moindre que l'unité, on a, dans tous les cas,
I _ Ce*'*-1
LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES, et, suivant que le module de C est moindre ou plus grand que l'unité,
! — i = Ce**'-1 4- C,e"v'=i
i — Ce*'-1
ou
et par conséquent, lorsque (ait' — a'bf est plus petit que a’' 4- b ", on a n — n' yJ—>
i-(a+«' y — i )’ cosx — (b 4- 6' /—T sinx
= i + Ce***1 4- Ce’**'-’ 4- ... 4-C'e-*vc; + C' +....
Mais
‘ dx — o, el o
par conséquent, dans ce cas,
<"> .Cr--,
Si l'on a au contraire on doit écrire
g—tkiy/-< rfx — o;
dx Jïï air
,\ cosx — B sinx — „ _ n' ~ y, — A1— B‘
( <ié' — ha’ )’>«’’ 4 b’’,
n — n' y — i A cosx — B sin j
et dans ce cas
, /,”T dx _
^ i — A cosx — B sinx —
On voit, par cet exemple, combien, avant d'employer les développements en séries, il importe de s'assurer de leur convergence.
200. Presque toutes les intégrales définies précédemment obtenues par le développement en série ont été choisies parmi celles dont l'intégrale indéfinie correspondante n’est pas connue explicitement. Le développement en série peut s'appliquer élégamment à d'autres cas pour simplifier les calculs ou l’expression du résultat. Nous en donnerons un exemple emprunté au Cours d'Analyse professé par
ai .
IGl DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL. INTÉGRAL.
M. llermite à l’École Polytechnique. Cherchons l’intégrale
Ç+' F(x)rf*t
où Ffx) désigne un polynôme entier quelconque. Les réductions successives indiquées (63j montrent que l'intégrale indéfinie est de la forme
fF (ri* , : . l' llr
y (x j étant un polynôme entier en x et A une constante. On en déduit évidemment
K r ’ il. t _ A Ç+' d* ,kyr
et toute la question se réduit à déterminer la constante A.
Or cette constante, facile d'ailleurs à calculer directement dans chaque cas, est égale au terme constant dans le produit de F(x) par le développement
il i .3 i
i .3.5. . .(an — i) i 2.4 . . . an xm
Reprenons en effet l’égalité
C F(x) </x .• r dx
et développons dans les deux membres, suivant les puissances décroissantes de x, les fonctions placées sous le signe intégral, ainsi que le terme algébrique f f.r) y 1 — x1; il faudra pour cela les écrire sous la forme
y I — x’ X V — IX *' '
?(x)\fl — *’=XtT-l 9(x) fl— ~i} > - ' -
F 'x; étant supposé de degré u, on aura
a sc
ot.„ a’,... étant des constantes.
Kn multipliant les deux membres par — et intégrant, on formera le déve-
Xy'— 1
loppement deJ'F'X'^Jr sous forme d’une série contenant dans un nombre fini de termes les puissances positives de x, un terme de la forme — * Ix, et des termes
en nombre infini contenant les puissances de -• Le produit f(x) \ i — x‘ traité de la même manière donnera un développement purement algébrique, et l'intégrale
A | — =r(i — x’) ’ donnera pour premier te
algébriques; en sorte qu’en égalant les coefficients des deux termes logarithmiques, on aura
rmc Ix, tous les autres étant
c'est précisément le théorème énoncé, dont la démonstration directe résulterait d’ailleurs aisément des formules (63).
201. Plusieurs intégrales se transforment en séries par décomposition en un nombre infini d’intégrales partielles, dont les limites embrassent, à elles toutes, l’intervalle compris entre celles de l’intégrale cherchée.
Soit, par exemple, à chercher
sin.r </x
On a évidemment
y’*sinxrfx y'*sinxrfx /’J*sinxrfx r}”sin xrfx
Jo " * ~Ja ^ ~ +Jx * + J, , r
Si l’on pose
on aura
Jf*’"’1 ' sinxrfx /*it — sinr ^
(,«-.)/ * ~Jo (»»-»)*+/
et, en posant x = (an - i)n —y,
sin r ,ir _ ç- sin rdr x Ja ( an — i)n — y'
par conséquent
sinxr/x . , / i i i i \
O X J0 M"-> -y ~ IH -y + 3jT— ' ÿ _ 3n 4-/ H )’
c’est-à-dire (I, 409)
/'*s(nxf/x i /** . i , /** . i , Tt
X — — = Ï X un« ; rtr = X «»* ï rrfr= ; •
La formule précédente déjà obtenue (179), el que nous retrouverons par d’autres méthodes, peut se rattacher à la formule
- = a si » \
, sin3s sin5o \
donnée {I, 382). Soit en effet f = dx, on a
— idx
Isindx sin3r/x sin5</x \ dx 3 dx + 5rfx
Le second membre est la somme des rectangles inscrits dans la courbe dont l'équation est
smx
et ayant pour hase idx. La somme de ces rectangles est évidemment, lorsque dx est infiniment petit,
'*x sinx dx
x cosx dx
On a évidemment
i'x cosx dx f’ T cosx dx /*4* cosx dx
Çx cosx dx _ /*’* cosxrfx cosx dx /*• "
Jo a'+x< ~Jn a'+x> +Xt ôr;î:^î‘"1 fX«,
Mais en posant
ni — COSjr dx
f cosxrfx _ cosrdr
Jjfl, fl’H-x' u“ 4- (a«iT+y)'-'
et, en posant x= (an -I- a) c — y
.(in-t-o)* cosx dx
* ccsxdx _ /»’* rosrrfr «’ + *> — fl'-t-[(an ■+■ a)* —
par conséquent
/•(i*-*-»'* eo3xJx , /•» cos ydy i cos> ilr
J,** a' + x< ~ij0 «'+(i«- + r flM-liB + aJs— yf'
et
/** cosx rlx
Jo
» J0 <^"C0S-,r[a, + /'* a’ -*-(a7î-i-j*)’ + a* + (»* — yf
On en conclut, en dilïérentiant la troisième formule (I, 408 ;, après avoir pris lo logarithme des deux membres,
cosxi/r i /' * a ( c* — e— ) cos y dr J0 a’ + x1 ~4aJo e* — îcos v e—
Mais on déduit de (I, 386)
<r* — e em — 7. co a y <?
— = ! -f* 2tf"^C0S/ H- a*-*- C0S2/+ ae"" cos3/-t- .
d’ailleurs
et par conséquent enfin (75)
co$n/eos/iÿ' = o,
Jela
eos’j- dy — k,
cos xdx r.
Soit enfin l'intégrale
Ç “ tangxdx
On a
Jo x
r® tan g xdx /'’
tan gxt/x /’*lan gxt/x
Jo x ~Jo
En posant x = ntt — y,
r"* langxrfx
devient
/” tangrdr.
Jo **— r ’
tan gxrfx
et en posant x = nr.
devient
Jf* 1 lan rx tlx
Ç ' taiiK ydy .L nr. + y
L’intégrale cherchée est par conséquent égale à
f\nerdr(± + - ïï + ï—
air — y
c’est-à-dire (I, 414)
On a donc enfin
I Ung/colj-rf/ = / dy = J O J O
’ l;m k J- dx _ r.
Formule générale de Poisson.
204. Désignons par F(a) une fonction donnée de la variable a, soit x un angle quelconque, et faisons cosx -t- ^ — i sin jc = y; si le théorème de Taylor est applicable à la fonction F, nous aurons
dx'~
, /’ rf’Ffa) a 3 dx
En changeant le signe de y — i , on aura une autre équation qui se déduira de celle-ci en y mettant ~ à la place de q; en ajoutant et retranchant l'une de l'autre les deux équations, et en ayant égard à la valeur de q, on aura
MaS)+îF(a+î>=F(*)+cosx-îl*)
\/—t _/ l\ <J— ' v, , , rfF(x)
___F^-t--j-— F(« + ,, = rinx-ÿL-
cosax </!F ( x) i.i da’
sinix d’ F(«) a dx' +
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.Mais on a (I, 386)
i — D COS*
3; — = i -F pcosx -+■ p’ cos a* ■+-•••>
' i — ipeos ï + ji1 r '
pslnx . . _
(4) , = psmx -i-p’s nax -F p* sinîx -F ■• • •
i — ap cosx -4- p’ r r r
Multipliant l’équalion (i) par l’équation (3) et l’équation (a) par l’équation (4), multipliant ensuite les produits par dx et intégrant entre les limites o et n, on trouvera
T. Ja I — ïp COSX -+- p1
JZT, r|F(x-Fi)-F(a + V)] sinxt/x
T. Jo M — a p cosx -4- p'
— p cosx )
i/x=iF(«)+ /i — - -F
J _ **(«> p'd’Vl*)
i — apcosx-Fp’ ’’ J x a" </a'
c’est-à-dire
i /** F («e + r*&) -fF(«-f (i — p cosx)
(77) ni , - ap coi* + P- C - - rfjr = F (“+/')+. F t X
(78) dB r LC* ± + e*^)_slnxrfx = F( , _ K(st).
w r 1— apcosx-Fp' ' r ' 1
La fonction F reste indéterminée, et ces résultats ont par conséquent une grande généralité; mais il ne faut pas oublier que les séries dont on fait usage doivent être convergentes, et que, sans cela, la démonstration n’a aucune force; p par exemple doit cire plus petit que l’unité, sans quoi les formules (3) et (4) seraient
Soit par exemple
dans laquelle a est une constante donnée; supposons de plus qu’on fasse a = o,
a 1 — -a cosx)
l,e premier membre de l’équation (78) est donc nul et le second se réduit à F (p); cette équation est donc inexacte.
I. Cale. int
L'équation (77) devient dans ce cas
I l'~ llx I— /JCOSX £
t. J0 ( 1 — ip cos jr -t- p‘ ) 11 + <1 cosx) afP + np a'
équation inexacte, comme il est aise de s'en assurer par l'intégration directe.
Il est aisé de voir en effet que les séries (1) et (a) ne sont pas dans ce cas convergentes. Soient h et k les deux racines, évidemment réelles si a est moindre que l’unité, de l'équation
On a
On en déduit, pour la valeur particulière a = i>,
‘Il F I*]
Jar
et en observant que hk = 1 . les séries (t J et ( u) sont dans ce cas :
y -y- j— K A — /, ) COSX -I- ( A*~ A’J COS1X 4- . . . J,
, 1 . ( A — A isinx -t- ( A'— /l'ïsiiiax •+- I,
l'une des racines A et A étant plus grande que l'unité, ces séries sont évidemment divergentes.
205. Soit encore F a) = a", en faisant * = i, et supposant l'exposant « positif, les séries (i) et (2; 11e sont plus divergentes et l'on a
_/ , , XI IIX , , tix \
r 1-1 r v— 1 1 -t- cosx -t- y — 1 aulx a*cos" cos 4- v — 1 sm 1,
cl l’on déduit des équations 1 77,. 7# . en retranchant de la première la formule obtenue par l'hypothèse p = o et mettant ix ii la place de .1-,
2 1 — p I* ' COS* 4T COS axtix
T. J0 I — 2/1 CO S 2 JC -f- P*
bo
ip r ‘ eosvr s
sin cix sin2.r à.r
pCQ*2* -4- p-
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Si l’on développe les deux membres suivant les puissances de /> et qu'on égale de part et d'autre les coefficients de />", on aura
I cos*.rcosflxeos3fljr ax — — — -
l-o») ■ I cos'x sinox sln?nx tlx -
et. en prenant la somme et la différence de ces résultats.
Tt
ala — !)...(« — n-t-i) >
cos- t cos( fi — a n ) r dr =
cos- x cos( ri 4- ** i» ) x dx — o.
n peut désigner un nombre entier positif quelconque, le cas de n =.o doit être exclu. Mais en faisant dans f 79 ) p = o, on a
- f cos- Jn
xcos arilr— — .
Formule d' Abel.
206. Soit F {x -4- a, une fonction développable suivant les puissances «le e~ «, et F(x-t-a) = A + B.e-«4 B,e-,*4-. . 4- B.»*- ** 4-. . . , et en supposant le développement étendu aux valeurs imaginaires de a
F ! x -r- */ v' — • I + F!r-jl F— 0 ~ 2 V 4- 3 B, rasai 4- 3 B, cos a *< 4- . . . . on en déduit ( 202
86 /’ °° F ( * + «lVl- i)4-F(r — al \i— t) ,t
Jo 1-4 - /*
Soit par exemple F (x) = -> on a
,'o {■ +- /,)(J,4- a’ I’) ax(x + s<)
ce qui est exact, comme on s’en assure par l’intégration de la fraction rationnelle. Soit encore f (x) = -*-t on aura, en posant a< = z sinç, x = z cosy.
X-t-a/\— l)-*-«(x — Xt \/ — I
— — =i— cosno,
et comme, d’après les hypothèses.
z = \x’ + x'l', ç = arc tang
la formule (86) devient
ett
cos n arc tang —
(or* 4- «*/*)'
Si l’on veut prendre ç pour variable au lieu de t, on a
t — - langç.
XX df
dt
! + /■ a1 cos’9 -t- x' sin’o cos n arc tang — = cosn o,
cos"9
et la formule (87) devient
a r’_cos"o cosn?rf9 x
x— J0 x'sin’f -+- a* cos’f 2 (x -t- a)
Si l’on fait a = x, on en déduit la formule (85)
cos” f cosn f do -
LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES
Formule de Jacobi.
207. On a trouvé (157), (t60), en nommant m et n lieux entiers positifs tels que m > n,
/ siiP'x cos ".r dx =r ' “■ s — '
( Jt m -r ? n } ( i m -+- * n —
cos^x cos a nx dx
sin^x costnxdx
i am(am — i). . • (m *4- n -4- 1) n
a** ita,S...(m — n ) a’
cos***1 t cos( u + i|xi/x
= (-')* J* si
sin:"'.r s i n ( •>« -t-ijxi/x
i_ (»w + i)im..;[«-Hi + t) rr_
*■*+' i.ii .3. .. (m— n) a’
les deux dernifci*cs sont comprises dans In formule plus générale
cos'x cos/x f/x —
qui suppose seulement que la différence p — i soit un nombre pair. Celte formule peut s’écrire encore
‘cos'x cosixdx = P(P-£±£P-Ï±£ *
qui. à cause des formules (i), donne
cos' x cos ix dx =
sin^xcos'-'xdx.
Cette équation suppose que la différence/» — «’ soit un nombre pair. Si l’on double la limite supérieure, les deux membres doubleront et resteront égaux, et comme
ils sont tous (Ipux égaux à zéro, lorsque la différence p — i est impaire,, la formule
ainsi modifiée
(3 / cos'x cosôrrfx SIR- — J f" : , 4 .1..'/ sln’‘xcosr ‘xdx
J„ i.ï.3... (ai — i) Ja
a lieu pour toutes les valeurs entières des nombres p et i, tels que l’on ait p — i >o.
208. Jaeobi a déduit des résultats précédents une formule très-générale pour la transformation d’une classe d'intégrales définies.
Soit 9 (s) une fonction développable suivant les puissances entières de z et
ç ( î) = A. 4- A, 2 -l- A, -+- . . . -+■ A, zf -+ . . . .
En désignant par -J (s) la dérivée d'ordre i, on a
?'(*)= 2 P(P~ (P — i + et d’après l’équation (3) on en conclut immédiatement
J 9 ( cos x ) cos ix i/x — A, f cos'x r os ix dx —
ai
dx sio-'x 9'( cosx ).
Cette formule déduite du développement en série est vraie d’ailleurs dans tous les cas et applicable au cas même où la fonction n'est pas développable.
On a trouvé en effet (I, 143). en supposant cosar = s.
Mais une intégration par parties i — i fois répétée donne, quelle que soit la fonction 9 (s).
Si l’on pose z = posa-, cette formule devient
Hp
j ç'(cosx) sin!'xiir — 3.5.
(il — G f çlcosx) cosix dx.
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Formule de M. Kummer.
209. Soit <f[x\ une fonction quelconque à laquelle soit applicable le théorème de Taylor, en sorte que
Posons ce qui donne
J + * = f (l + COS A? -4- y1* — I sin2Vj r= 2X COSVl?rv ‘
par conséquent
?(*■* COSvW-*) = y ( x) •+• jre»v - ' y'( x) -+- ~ e"v,r; ç'(x ) + . . . .
Multipliant par dv et intégrant les limites v = — * n et v = i jr, on trouve
I o ( 2 x cosee'C-'J dv = sin nr F
i.a.(n -+• jj
De même, en posant a = — xtv, on a
Multipliant par n>"~' dtv et intégrant entre les limites «■ = u et r = i, 011 trouve la même série exprimée par cette autre intégrale
/o V~ * (x - M) *= i 9(*> - ^ ?V) + ~TT) ?'(-) — •.
et en égalant les deux expressions de la même série
9 °i I 9 (a JCOSve'»'-') «W-* dv — sinnr / w—{ 9 ix — xw) d<v. \
Si l’on pose iv = i — «
I p^urcosve’»'' dve= sinon Ç (i — uY~' f(xu)diu
Soit ? (x) = xm. Cette formule donne, quand on a chassé les imaginaires et divisé par xm.
/(a cosi’)"cos(m 4- ajt )vdv = sinon I «*(» — n)*-' du. it Jo
210, Lorsque dans la formule (yi) on attribue à n une valeur entière k, sinon devient nul, et le premier membre est en général égal k'zéro. Je dis en général, car il Taut excepter le cas où l’intégrale qui ligure au second membre serait infinie. Lorsque cela n’a pas lieu, divisons les deux membres de (yi) par sinon, puis donnons à n la valeur entière k ; le premier membre, d’après ce que
nous venons de dire, prendra la forme et l'on aura, en le remplaçant par sa véritable valeur, égale au rapport des dérivées,
•• Tl
^ i ~ /Sî _ /• I
— — 1 — j— I a 2 J" COsi'e'v"-1 / (I — Cl )*~ 1 ç> [tu ) du.
Ttcosltr.j _r Ja
Si Toh fait k = i , Z*1'*” •+'
2 __ /*1 ' $3 , — . — i & ( ix cosve*'» vdv =: I 9 (tu )<///.
Soit f(x) on aura
— I (i COSI'/— ' e(*** 'V-' vdv = -,
TTy-i./ '• »
et en faisant disparaître les imaginaires
I (a cosv)’-1 sin(n 4- i)v
dv :
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211. M. Kunimnr a fait connaître d'autres formules qui, en établisstnl des relations entre certaines intégrales définies et la somme de séries qui s’en déduisent, permettent de calculer les unes lorsque les autres sont connues.
Soit
jf U f(u,k)dh
une intégrale définie dans laquelle U désigne une fonction quelconque de u ; supposons que, par un choix convenable de celte fonction, on ait trouvé une relation de la forme
I V/lu, k)drt-Bl I U/(«, ojrfu.
Ba étant une fonction connue de k.
Posons
et supposons que y (u) soit une fonction connue.
On aura
Ç ^(n)Urf«= _/"(«, o)U r/u -*- A,jf /(«, i ) 13 du ■+■ •
et d’après la relation (a) qui a été supposée
f U 9 ( «) du = / Vf( u, o) du ( A, B, -+- A, B, -t- . . . ■+- A, B. ■+■ . . . ),
c’est-à-dire
rb
I \j <f[U)dn
f Vf{u,o)du
s'il
M. Kumnier a employé élégamment cette formule pour la détermination de plusieurs intégrales définies.
L’intégration par parties donne
f '</«=? *{*-»- 1)... (a -»-*• — i) Ç e~mu*~'du.
Posons donc dans les formules précédentes
U = e-ii*-\ f{u,k) = u‘.
Posons par exemple dans la formule précédente
On aura
5 ( « ) =r oos( u lang x ).
A taflft’x tang'x
A* = i , A, — o, A; - — , Aj=r«, A4 - — ? •
et par conséquent
a ( a -4- » ) . ac(a-l-i){a“4-2)(a-f-3)
tang’jr -f- - - -=-/ — ; lang‘x -
I ' e— u9 1 cos( « tarig x ) du
. jf%
Mais le premier membre est le développement de f cos a:)’ cus«.r : le dénominateur du second membre a été désigné par I' (a), par conséquent
En posant
COs(« tangx ] iln - t' ! x) ( cos-r )* cosax.
o(«) sln(u tangx).
on trouverait île même
f e— «“ ’ sin(f< tangx) du — l'( a ) (rosx)* sinax.
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nous aurons
et' par conséquent
ac(a - f- 1 ).r’
' COS JS \ JCU } du.
Si Ton prend a — ^ le premier membre devient le développement île e on a d’ailleurs
donc
j u 1 cos (» ^ xu ) du = y t: «"*.
Si l’on pose u = r*t x = s*.
COS 2 zv dv —
ce qui S'accorde avec le résultat obtenu (182).
DEUXIÈME PAItTlE. - CALCUL INTÉGRAL.
CHAPITRE VIII
DIFFÉRENTIATION ET INTÉGRATION SOUS LF. SIGNE
21 1. La valeur d'une intégrale definie ne dépend pas de la varialde par rapport il laquelle s’cITcetue l’intégration, mais elle est fonction des paramètres -indépendants de cette variable qui peuvent figurer dans la fonction intégrée et que l’on considère comme des constantes dans l’opération. On peut dilïérentier ou intégrer une intégrale définie par rapport aux lettres dont elle dépend de cette manière, et il existe pour cela deux règles importantes dont les applications fout le sujet de ce chapitre.
Différentiation sous
le
signe J.
Soit une intégrale
a et b désignant deux limites données indépendantes de a. (Cherchons la dérivée ^ -
■ oa
Si l'on change « en a + Aa, on a, en nommant A u l'accroissement correspondant
de u,
(a) « -e A u — I a -+- Aa) dx,
et par conséquent
A u—i [çfa:, a 4- Aa) — ?( x, ot)]dx,
A « _ Ch ? ( x, « -s- A a) — f{x,q) ^
A a Ja Aa
et en passant à la limite
ihi f** ito !.r, a)
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216. 11 est important de signaler une difficulté que laisse subsister la démonstration précédente et qui explique certaines anomalies que l’on rencontre dans l’application du théorème.
La fonction
a pour limite, quelle que soit la valeur attribuée à x, la dérivée J mais il
peut arriver qu’il chaque valeur de Aa correspondent des valeurs de a: assez grandes pour que la différence entre la fonction (4) et sa limite soit aussi grande qu'on le voudra. Soit, par exemple.
Jr* rnsxx ,
dx.
On trouverait, en appliquant la formule (3),
du
du i x sln xx ^
dx J0 i-t-x’
d’n P™ x1 cas ax .
^•=-j0 ~T+*rdx’
et serait par conséquent indéterminé, puisque, pour une valeur infinie de .r, la fonction r est évidemment indéterminée. Le théorème est donc en défaut,
et cela lient à ce que, quoique petit que soit A «, la différence
sinfat -t- A*)x — sinxx
x — ! x ’ cosax. ,
peut, pour certaines valeurs de x, devenir aussi grande qu’on le voudra, quoique, pour toute valeur de x, elle tende vers zéro avec Aa.
217. Lorsque les limites a et b dépendent du paramètre a, la règle de différentiation est moins simple. Posons encore
u — f ?(•*» a)da.
Si l’on attribue a a l’accroissement A a, a et b se changent en a 4- A a et en b -p- âb.
_ “ «• A-4- AA
h + A« - I 9(j^a + Aa) dxy
Xi*h .«6
9 ( jrt a -K A a ) f/jr- — / 9{jr.a)/Àr;
mais on a identiquement, quelle que soit la fonction désignée par P,
/ Pdar^l P itx - f Pd.r + I l'«/x.
Lorsque A a tend vers zéro, les limites des deux dernières intégrales se rapprochant indéfiniment, chacune d'oilcs peut être remplacée par un seul élément, et l'on a, à la limite,
, . du /’* da{x, a) , rf« , </i
l uriation finie d 'un paramètre.
218. On a quelquefois considéré utilement la variation produite par le changement fini attribué à la valeur d’un paramètre en faisant usage d’une formule, complètement évidente d’ailleurs, qui peut être considérée comme la généralisation
du théorème de la différentiation sous le signe J •'
Si l’on posé
ur /
les limites a et h étant indépendantes de a, on aura, en désignant par le signe A l’accroissement qui résulte d’un accroissement A a attribue à a,
Un a. par exemple.
A « = j Ao(x ,a)d.r.
; "=•/ «r 9 1 tl.l.
Si l’on attribue à a un accroissement égal à l’unité, on en déduira
A - = — ■ — ( e (e-*— Od-r,
Considérons les deux intégrales
I e ''rus(*a.- x ,!x !_
J' u sin(2a — m ) x dx =
(22 — tf* )*-+- A*
Si l’on donne à a un accroissement A et, et que l’on épale/c* différences, c'est-à-dire les accroissements des deux membres, on en conclura
Jr°c A
* e“i\ A cos(2 3t — m)xdx — A' w
„ • (aa- /«)>+*•
! e~lr A sin(? -a — 01 )xdx -- A L'application répétée de la formule donne
la — 01 ( 2 a — m)1 4- A 5
if’** dx A- cosf m ’ x = A"
| « — <#jc ü' tosi — ni 1 x — — — '■ ■■■ j
• Jo : ■ ■ t»«- •
I e-*''</.r A* sm( •• a — ni )x = A* ; — ■ — r*.
220. Si l’on suppose m entier et égal à n, et Aa égal à l'unité, ces formules prennent une forme remarquable.
Supposons d'abord n pair égal à a//, on n
A1' cos( a a — a p)x— Costa a -t- 7p)x — s/> cos(aa + >p — -i)x - 1- . . -+- cos(»a — ip)x,
c’est-à-dire
A*^cos(aot — a/j )x — cosaxr | eosapx — îpCO$(zp — a)x
H — — — — cos(2^ — 4 Jx -f-, . . -4- cosap.r I*
— sinaatx[s»na/jx — a/) sin(?p — a ) x -h. . . — sinaoxj.
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Le coefficient de cosaa.r, dans lequel les terme» se doublent deux à deux, est égal (I, 385} b (— i f av sinvÆ, cl celui de sin lax b zéro, parce que les termes également distants des extrêmes se détruisent; on a donc
Av ros(aa — ap) x = (— i)r av cosaaxsinVx,
7) ' -/ *-'*cosaaxsinVxrfx ±- ^ ^ Av — t-‘
Si l’on suppose n impair et égal » î/m-i, ona
Av*1 sin (lot — ap — i) x — sin ( sa 4- ap -t- i)x — ( ap 4- i) sin(sa 4- ip — i) x (apa-ija/t . ,
r- sin( a* 4- »/> — 3)x — . , . — sm{a« — ap — i)x
c’est-à-dire
Av*'sin(aa— ap — i)x = siniaX[eos(ap4-i!x— (ap4-t)cos(ap— i)x4-...— cos(ap4-i)x] 4- cosaaxj^sin'(ap 4- »)X — apsinfap — t)x
-t- sinfap— 3)x— ...-i- sln(ap-t-i)x J*
Le coefficient de sinaxx est nul, car les termes à égale distance des extrêmes se détruisent, et celui de cos2a.r est égal fl, 835 j à (— t )F a***' sinv*rx, et l'on a
8| ( e_*'cos2axsliiv*'xdx = - — —Av*'- — — — ' —
Jn ***• ( ï«-îpr- ,)■-+- A'
La différence indiquée ilans le second membre étant prise par rapport à a et correspondant b un accroissement égal b l’unité. On a
l !_ I _jr a p
(l.«- ipji+l1 L ( aot 4- ap )J 4- A* (la 4 - ap — aj’-t-é1
. - ap(ap- ■) ' ■ '
( aa 4- ip — 4 )’4- k’ (aa — apj'-t-é*
Si l’on suppose « = o, les termes b égale distance de celui du milieu deviennent \ égaux, et la somme devient égale b
{ i . a . 3 . ■ ■ ap-) aV
Considérons de nouveau l'intégrale
( i ) n — C y ( .r, et ) tt.r,
dont les limites a et l> sont supposées indépendantes de et. Ou a
I u il et — J :u 3c)</*j<Lr.
En effet, d’après le théorème démontré (2I5J,
il y.
et par Conséquent le second membre de (a), ayant pour dérivée par rapport à et la fonction u, est égal à f udet.
222. Si l’on substitue à l’intégration indéfinie par rapport k * une intégration définie entre deux limites et„ ut et. l'équation (a) devient
et les deux membres sont égaux, car ayant même dérivée par rapport k «, ils sont nuis tous deux pour et =
223. Les deux membres de l’équation (3; résultent l’un et l’autre d’une double intégration effectuée sur la fonction ? (or et).
Cale, iat, • ’2l
On voit que dans celte expression que l'on nomme une intégrale double, lorsque les limites relatives à chaque rarialde sont indépendantes l'une de l'autre, on [nuit changer l’ordre des intégrations.
22t. Quelle que soit lu fonction bien détinie
v '* + VV-I - P r (,»
on a (I, dût) ;
. tt\' JQ tlx Jy ’
>fy ~ itx X
par conséquent, en nommant «, p, « et h des limites quelconques, ou a
La première intégration pouvant s'effectuer immédiatement, on aura ainsi des relations parfois importantes entre des intégrales de formes très-différentes.
Soit par exemple
y x+j\ — i ) e k *• e.’ ; cos a xj — y — i sio xxyj
On a
L’équation .>) devient
l* r. e1' CUS 2 A t
Q = — er“*Vr‘ sillîiT.
I dx[e~a,e:i COSajâjr — «r“J'ee' CO&ikx)
— I (/(■(«'le"',sinilj' — eJ'e-* sinaoj').
Soit a = o, a = o cl b = * , le second membre deviendra nul, et l'on aura J (e 'V cosa^tj; — e~,l)dx~ o,
par conséquent
• x • aC
I €f”*‘C0S2 pX ttx — I C"“l J O dit
ce qui s'accorde avec les formules (153), (182 .
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• Cas remarquable, H' exception .
225. Il finit loujoûrs H) excepter le cas où les différentielles que l'on intègre passent par l'infini dans l'étendue des intégrations. I.es intégrales, dans ce cas, n'ont pas toujours de signification déterminée, ci les théorèmes dans lesquels elles figurent, n'étant pas suffisamment démontrés, peuvent conduire à des contradictions.
An n'a pas, par exemple.
(x'-x')dx _ f' .
parce que, pour a = o, l’intégrale
devient
'Jx
-jT5-
I. 'application pure et simple des règles ordinaires aux deux membres de l'équation (i) donne en effet un résultat absurde. On a
( a’ - - x' ) rfx .»•
)dx
et
J. émJ. 1 .
On trouverait de même
,!x I . £ r’ Ha = - “•
Jn ( x- -4- x‘ )’ a
et les deux membres de fi) sont par conséquent inégaux.
226. Réciproquement, si en renversant l'ordre des intégrations d’une intégrale double on obtient deux valeurs différentes, on peut affirmer que la fonction intégrée devient infinie pour des valeurs des variables comprises dans les limites de lu double intégration.
Gauss s'est servi très-ingénieusement de celle remarque pour prouver que toute équation algébrique à coefficients réels admet une racine de la forme a 4- A \ — t . Soit l’équation
r — p rosw-l V — isiiiii .
Le premier membre deviendra
où
P — s"fosm« -t- A, p“-1 cos( tu — i ) '•> 4- . ... -t- A . . y = |>“siu mu 4- A, s*-' sinfin — i )«* 4- . . . 4- A. . p >in m.
Posons
A arc tanij
dX
dX
do
V do,
oÿ-’g
et la dérivée ■ a pour dénominateur (Pa4- QJj*. Si donc nous prouvons quelle devient infinie, P et Q devront s’annuler en même temps, et l'équation aura une racine.
Écrivons l’équation
lo Jo d? <*'■' J O J C “P "W
qui est exacte nécessairement, quel que soit R (223 y, pourvu que ^ ^ ■ ne devienne pas infini. Nous allons calculer les deux membres en supposant la valeur de R très-grande, et nous verrons qu'ils sont inégaux.
On a
J rfpr/M ,il '
Si l’on remplace '4 par /.éro et par u~, les valeurs de sont égales; par conséquent, quel que soit R, le premier membre de (3) est égal à zéro. Calculons le second membre. ' '
On a
I -, — dû — — * 1 ■ ■ , ■ — , — — m
J apd'.> K" ; cos’niM + sin’nif.i
et, par conséquent.
I ri>. i I -. — dp — — a-m.
Les deux membres do f 3 i sont donc inégaux et il faut en conclure que -!■ ^
p ' rit, ri U,
devient infini; que. par conséquent, P et Q deviennent nuis en même temps et que l'équation (a) a au moins une racine.
Intégrales déduites de la différentiation sous le signe j • ■ ■
227, La différentiation d'une intégrale définie par rapport à un paramètre qu'elle contient permet d'obtenir des formules nouvelles dont la détermination directe serait quelquefois moins facile.
On a, par exemple,
• / e "* rix ss - •
Jo "
On en déduit, en différentianl n fois de suite par rapport à a.
formule déjà obtenue.
La formule
/ e**Vjr= »
donne de même, par la différentiation n fois répétée par rapport à a,
(a) I 1 dx * T V'-.
1ÎMI
On a (182)
I r~'' cos-> h xilr ÿsH'.
On en déduit, en différentiant par rapport a X.
{ 3 } J cm r4x siu dx ~ X v ~ e-** »
et, en différentiant de nouveau n lois de suite,
(4) j c~*' xm+' sin | ^ tr ) dx =
Si Ton fait, par exemple, // = i , X* = i ,
(5) I «-*' r* ros-jx r/jr — —
Jo 4 «
v - (h ke ■ 4 1 dl, *
La formule
(-) r j— * — ra*~'
s’obtient immédiatement en posant (Ml x= ai.
On en déduit, après n différentiations par rapport à a. et faisant a = i.
/*x x*-’ rfx _(— ipr (a — i){n — — n)
Jo (•+*)*** siD«ir 1.A.3.../1
L’intégration par parties donne, en supposant »i<n-4- 1, la formule de réduction
et. par conséquent.
i. xm**c
Ju b+*\
dx -1 . . (n - / ' xm~%dx
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c'est-à-dire
/*■ x«~ ilx k(— if1 «(«*— »)■ . ■ («r* — «*l 11 J0 { i -+- _ sinon i.a.3 — j»# + t)
L'intégration directe donne
a'cos:x (î'sin'x
On en déduit, en différcntiaul par rapport à oc.
cos* x f/jr
/„ ( x1 cos1 x -+- ^ sin* x y 4 ** ?
La différentiation par rapport à {5 donnera do même ;
lin'ai/x n
I aJ cos*x 4- p' siii'x J; 4a V
et en ajoutant les formules (i3j et i/ij< un a
(a’cos’x + £•“ siu'x)* 4»? I*1 PV
En opérant sur celte formule comme nous l'avons fait sur (iaj, ou eu déduira
JT
(a’eos x -i- p'sllFxj1 TB U|î* P*' a* ï /"
cl de celle-là
’7 { a’ cos’x 4- p’ siii’x )■ ~ 3â \ap.* + jîà? + â7^1 4 a‘pV)'
231 On a 'U9j
J'" x*'" -4- r**~ rfx _ r:
•> Il HAC
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On en déduit, en differeutiant par rapport à rn.
La formule (108)
, . «îî , . sin —
1 H.i- ^ un
nvr.
4«Ÿ cos
f* r—m~ .r"*~ dx iT nxr,
Jü i— jr*“ x la,,R x/i
/ , , w ÎI
4«* cos* — a/i
j- .r— — ,r-“ rfx
donne de même
En faisant m=u, elle devient
(au) / -</x/x = — 5'--
Ju i-i“ su'
232. La différentiation sous le signe / permet quelquelois de déterminer une
intégrale iuconnue en la rattachant a sa dérivée par rapport à un paramètre.
Soit, par exemple,
On en déduit
du i" ila t. i
dr i n ( i -t- r’ x' ) A — x' 1 /i + f'
et par conséquent, « étant évidemment nul poui'/-=<>,
(21) (« = - f -~=ï!ïL- —-l(r- 4- v i +7*).
*Ja a
I ' 1 dx aie tane e.r J- \ > x’
Si l'on fait par exemple r — i, on aura
/" i/r are tane r
Posons enfin
/•* /i i 4- nTx*: .
n — ! — — — If T,
on a
,lJL r dx — — - ;
du ( b‘ -4- jr’)(r ■+- n'x') 7+~<ïl>'
p:ir conséquent, u étant nul pour n — o.
dx
r un r. ,
235. La méthode suivie dans le paragraphe précédent revient évidemment à une intégration sous le signe I < appliquée à une intégrale que l’on forme de manière à
obtenir le résultat désiré. Il arrive quelquefois que la dérivée n'étant pas connue, non plus que l’intégrale primitive, on aperçoit entre elles une relation qui sert à les déterminer toutes deux.
Soit, par exemple,
di
H = I e * dx.
On a
et en posant _ = î.
On en conclut
du
du
du
du
= -,af
Jo
* -**-3 \dx e x —
il Z = — Iff.
•ht
— — ?.<ht.
Itl : r. — '1 fl -4- r, /# r: t' r
c' élanl indépendant de a. Pour <i = o, on a (153
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par conséquent
^36. Soit encore l’intégrale plusieurs fois considérée déjà a — f e-*'»lcos ip.rdx.
On a
du
dp
<• »• •» ,r sin 1 3 -r rfr.
et, en intégrant par parties.
'L't — I - "J «-**'* COS 7.3 X dx —
<tp .L
lpt1
r tir — — — — •
On en conclut
du vpdp
lu
et par conséquent, dans le cas général, #
« | «-*'*' cos J J3jr dx ~ - I /- e “
Jo 2 V «
Intégrales définies déduites de / intégration sous le signe j .
L’intégration directe donne
e " sill bxdx =
Multiplions les deux membres par </<t cl intégrons entre les limites a = a, d — p. Nous aurons
ac 0t
sin </jr — arc lang . arc lang .
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tns
/** SÎn hrti.r z
résultat déjà obtenu (179). et qui suppose seulement b positif; dans le cas contraire, en effet, are tang g- serait égal à — 11 est évident, d'ailleurs, que l'inté-
grale (a6j change de signe sans changer de valeur absolue, quand ou y remplace b par i— b.
238. Si l’on multiplie les deux membres de ( a(i par < Ib en intégrant entre les limites p et q de /■, on en déduit -
Un a évidemment
^-co^w-cos .,xJx ^
i " x‘,U ~— — L ni -t- 1
Un eu déduit, eu multipliant par dm et intégrant par rapport à m entre les limites m = a, m = fi,
te
Multiplions l’équation (28 y par i/[i et intégrons entre les limites jS et */. Nous aurons
‘ x- ** ~£),x d* - ly + .) /(y +i) (3 + .) A3 + 1 ) - (/ -3H> +«* + • J].
Jo ( l*ï
Par des changements de lettres, on en déduit
’ 1 x*— *!_ — -ré (* — y) /r
(te)’
• ,*«-*>■ (|3— «) te
(te)
</x -!* -i- i)/(a H i) — iy -i- U !('/•+- • ) — (* — /)[« 4-/(3 4- ■)]•
Ajoutous ces trois équations après les avoir multipliées, la première par a, la seconde par / 3 et la troisième par 7, nous aurons, en ayant égard à l’équation {28),
.9 f * ) .f :* dx
* =F=(y -•-<)!* — 3) f (y -m; ■+■(■* -m) (3 — )»)■/( a -m) + y — R)/(?4- ij.
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Soit, par exemple, 7=3, a = 1, JS = o. Un aura
poilr 7 = 3, at — 1 , |S = o :
I.a formule
Jo l !*)■ “>
Jo {îx?~ dx~1^-
. ix x -
est équivalente à celle qui a été donnée ( 176). Posons en effet 3 — «1 1 — 1 .
x ! = x*»-4 — e“''> — rosm /x -t- * — 1 sium /x,
x“_ x*»”' _ cosn /x + v; — 1 sin« Ix,
el nous aurons
*' (cosih/x — cosa/x) -r v — 1 (sinm/j- - sinit/x)
I i»i»l — I /, + JH* -*-(»» — n 1 ^ — 1 i+ny-i • + »’
el, en séparant les parties réelles et les parties imaginaires,
<lx
i * ' <*u3 ni tx — eus n /x
Ju /x~
1 * 1 si n m /x — sin n lx
J. Ix
<lr arc tang — ■ arc laiigm arc langn,
ce qui s’accorde avec les formules 176 .
On trouve directement
i 4- a'Ung'x - a)
Multiplions les deux membres par du. et intégrons entre a = o et * = a. Nous aurons
(38 | jaYlb.iar, u‘D»i‘lla"8-c)= J 'i' -*-")•
Si l’on fait « = i ,
Jo 1™»* 2
tf.T .
lin intégrant par parties, et considérant ^ comme la différentielle de /sina;,
| /sinaiii— -/a,
résu liai déjà obtenu (175).
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On a trouvé
Posons a- — il vient »■
et, en posant a = i ,
Pb?) «
Jn t>i * b v
/iA);
Multiplions cette équation par nbdb, et intégrons entre les limites zéro et k, nous aurons
ou
io 'tbiï4£!£*p~'T-jïHi + b],ib-
En effectuant l'intégration par rapport à b dans le premier membre et remplaçant le second par sa valeur, . *
J /(i -+- A’.r!) / j — iz(i -e A) /( i 4- A) — * Air.
Soit y 3» 4 =s “t il vient ? »
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On déduit aisément île la formule ' a
ilx arc langx i/x : / j + i]
Multiplions par dv. et intégrons entre 7. = k et 7. — ~r., nous aurons dx are langx _ t: <"* /(1 -t- ajrfg
J» *Jo »’+•»•' x 7?.', *•
Le premier membre est égal à
/*“ •rctaiigxtfx /'* rfz _ are tançx 1 /_
- ( are tang x — are Inng - J i/,r
1 are tanex x ,
= J x’"~ arC WnK Â
Le seeoml membre est égal à
On a clone
ly-ï-^h-î)
r are lanfjx x‘
are lung y «x
Si l’on pose x — ’ . 4 = * .
1 ? fi
Si l’on pose a = JS — 1 ,
247. L’intégration sous le signe f , appliquée il'une manière moins immédiate,
conduit à des résultats importants. On a déterminé un giand nombre d’intégrales Simples en décomposant la différentielle plaeée sous le signe d'intégration en deux facteurs, dont l'un est remplacé par une intégrale définir prise entre des limites constantes par rapport à une variable nouvelle; l’intégrale simple devient ainsi une intégrale double, dont le calcul devient quelquefois facile par le changement d’ordre des intégrations équivalent, comme il a été dit. à l'intégration sous le
signe J- .
Considérons encore l'intégrale
(55i £* tfgf dx.
où n désigne un nombre entier quelconque qui. bien entendu, ne doit pas être inférieur û/w.
On a
par conséquent
Mais on a (Ifi5), si n est pair,
I e-"sin"j'i/x
et si n est impair
! r~“ sin'xdx
dx — :
x~ i . a.3. . . (ni — i)
• a—' (/; e~"sin*xÆr.
(î'-èi)(ï’H- 9). . .(j’
L’intégrale {55) sera donc réduite, dans tous les cas. à l'intégrale d'une fraction rationnelle que l’on pourra calculer.
Soit, par exemple, /! = a. m = a. On aura
sin ’xdx /,x . / ' 1 . , /'** dz r
I - - = I zdz I f ■•■'sin’.r ox r
Jo x‘ ./« *'« - *'+4 1
ce qui s’accorde avec la formule connue, démontrée (237 ) cl (179). L’intégration par parties donne en effet
rsin xdx i , i sinxcosxrf.r i . . r si
sln'jr-t-a I - — - sm’x + (
siuzxdx
iG
et par conséquent
/** siu'iv/.r C* sina r rfx _ r.
Ja *7~~Jo X »
Si l’on pose « = S, m — i , on aura
/’* sin’xrfr _ _ dz _r
~ ~ Ja + ~ 4
Cette formule peut, comme la précédente, servir de vérification. On a, en effet
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mais en posant r== z ’, on a
par conséquent
I ï ',lr i /
,, /'“ rfv r
et
Exemple remnrr/tialde de discontinuité 255. On a identiquement
( 5? ) f* CWftrsinn* </x = - f* — ( ÜÜt iH rf* + 1 sinfn — A) x </a.
Lorsque (a 4- fi) et (a — fi) sont positifs tous deux, on en déduit (237)
/’* cos bx sinax ^ *
mais, s'ils sont de signes contraires,
cosfix sinox
dx — o.
L'intégrale (57) change donc brusquement de valeur an moment où fi, variant d’une manière continue, vient à surpasser la valeur a.
256. On a utilisé cette, singularité d'une manière fort ingénieuse pour transformer certaines intégrales et en obtenir la valeur. Posons
j ,K cosfix siiirtx ,
u est nul pour les valeurs de a moindres que fi. et égal à “ lorsque a est plus grand que fi. On a donc
I 11 e~* da a I r 4 du — — r 4.
J a Jt » »
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mais I u e"* da est égal à
/*" ros/tx . /** . • /*" rns/fr
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Si (i -ha) cl (« — i) sont tous deux plus grands que l’unité, c’est-à-dire si a est plus grand que a, le second membre est nul f 237 j ; si au t'ontraire a est positif et inférieur à a, on a
et par conséquent : 63
$lnjrsin( ti •+- t)x
3kr‘
** sttursiiif/f — i )x 2 JC*
dx —
dx —
' sill'Jt cusiu: . r
dx -, . » u
et celle intégrale, qui s'annule pour a = 2, conserve la valeur zéro lorsque a surpasse cette limite.
Posons
/** sif»JX COXff .
ii I dx.
Intégrons les deux membres par rapport à a entre les limites zéro et a; si a esl plus grand que 2, ou a
I u da — I { 2 — « ) du xz - . .
Jo J O 4 2
L’intégrale du second membre est
/’x sin’-r
dx I COittX du
sin?.r sinor .
- dx, x *
el par conséquent M J
sin3jr sln<tr
dx
lorsque a esl plus grand que 2. .
Si a est moindre que 2, on a
I udass { 7 (2 — «) r/<i 1= —
et par conséquent, dans ce eas,
sm’.rstnni' .
r- (IX
t, a r.4tJ 2 #"
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CHAPITRE I
QUELQUES INTÉGRALES DÉFINIES OBTENUES l*AR DES MÉTHODES DIVERSES.
Nous réunissons daris ce chapitre quelques intégrales définies oliteuues par des artifices fort simples qu'il serait difficile de rattacher à aucune théorie générale.
260. I l sinx. Pour calculer cette intégrale déjà obtenue (175), posons J O
(i) u = I J&inxax.
s'il
En posant x = —y, on a
TT
n _ I —/cos yt/y— I / cos}- rfy, v » »o
et par conséquent
(a) u — I lcos.rt/jr.
En ajoutant les équations ’ij et (aj, on a
n x . t ir
/* * s|najr /’* /* *
an = I (/sinx 4- /cosx) </x = I — — c/x = / /sinax#/x— / loidx.
En posant 207 = 2, on a »
I /sintxt/x—^- I / sin z dz — - f /sinxtfx.
La courbe dont l'équation est>)'= sinx étanl symétrique par rapport à une paral-
I rl sinxr/x
En posant x ~ r. —y, on trouve
Xx 'l sinxrfx = f ( jt — j-;1/ sin/rfp,
et en remplaçant y par x dans le second membre, et supprimant les termes communs,
Mais on a
Par conséquent
) = x’ I /sinx dx — ir. I x/sinxdx.
I /sin x il.r = i I /sil
do - J n
! stnx dx = r.l -•
J x/shi xilx = » ir*/ r = -*■ - ~‘h.
ii i
262. Si l'on fait croitrc x au delà de la limite s, sinx devient négatif et / sinx imaginaire'. Mais l’intégrale
vo
x/sln’x dx
est toujours réelle, et nous allons en calculer la valeur. On a : pour n = i ,
jxl sin’x <1. r — i I
j:/î»in,.r r/,r- a I xtiinx dx = — ?t*/a ;
I. Cote. int
SIO
pour n = a.
xlsin'xdx = | x/sin’x <lx 4- I x/sin’x dx.
Faisons, dans la seconde de ces intégrales, x = r ■+■ y, elle deviendra,
J(îr + /j/sin,^rf/=»2jî I tsinydy -h a I yisin vf/r = — an’/s - s’/a = — 3^/a,
O */ o vo
et par conséquent
On a en général
/ x/sin’xdxs —
Jr*"* /»?r ,*2* v /»*ïr
x(sin'xdx=z ! art sin’jr </x 4* 1 x/sinsxi/x -4- . . I jr/sin 'x dx
= / x/sin’x</x -t- | (r]-t->p|/sin,yrfv + / (ar-t-y /sinyrfy-f-. . .
■ -*- I [ n — i)z +j ]lsin'x dr,
et à cause des formules (3j et {4J, en remettant pour chacune des intégrales sa valeur, . • •
xl sin’x dx = — n-T.'lv.
’xsinxrfx 1 4- ros’x
En posant x = it — v, on trouve
j'*xsinxrfx — rjsinrrfv f'~ sinrt/r rsiii> (/r
1 ■+■ COS'.r Jn 14- ros i- 1 4- COS’/ J0 1 4- COS’/
Si l’on fait passer dans le premier membre le second terme du second après y avoir, comme cela est permis, remplacé y par x, on en déduit
/ xsmxrfx I * sm > rf>-
ni
(2 ni 4- i)*
et si n Cbl impair et égal à 2//1 + 1 ,
(9) \—Jx sin^’x dx — n —
Jo * + •»'
En posant x= tangf, on trouve
A ■ + *’ Jo Jo COS? r Jo COS?
=j' /asin^rfy-t-^ I cos df — J /cos? <4?.
En posant ^ — ? = &», on trouve
* ir
J„ /cos (J- ?)</?= Jo / COSU (/u,
et par conséquent les deux derniers termes de l'équation précédente se détruisent;
»lî DEUXIEME PARTIE. - CALCUL INTÈliRAL.
elle .se réduit à
TT
/ , ("l(\ + x)dx , . z r* , z. - z,
( lo) 1 ~ 5 Jo <*? = 5 ' v» = g '*•
2G6. | /(i — a a cosx ■+■ a’) rfx.
Celle intégrale offre un exemple remarquable de discontinuité; elle est nulle
lorsque * est moindre que l’unité et égale à zla ’ quand a surpasse l’unité. Pour
le démontrer, posons
ÿ(«)=I / ( i — ■*« cosx 4- a')dx.
En faisant x— n— y, on trouve
9(*J =j' / ( i + j» cos/+ a’) djr.
Remplaçons y par x dans la seconde intégrale et ajoutons les deux valeurs de j (a), nous aurons
*9(«)=/ /( i — a« cosx + «’)(* + sa cosx -i- a') rfx = f /|i - n’foscr + x'jdx, Jo Jo
et en posant zx = 3,
*?(«) = - / /(1 — ast’ coss 4- *l)<lz = I /(1 — aa1 cosr -4- = ?(«*)»
et par conséquent
On déduit de celle relation, qui a lieu quel que soit a,
Mais si a est moindre que l’unité, a*" a pour limite zéro, et comme f (o) est évidemment nul, on a dans ce cas
En intégrant par parties, on trouve
j / ( i — sjcnsr + x’)dx — xl(i — a x cosx + «'
x sin x f/x - as COSx -4- a’
On en conclut, en supposant » moindre que l’unité, et prenant les intégrales entre les limites zéro et n,
/** x- sinxf/x
i — ?a cosx + a’
et en le supposant plus grand que l’unité,
, , ,, Z’* xsinxr/x
5/»’ = rl i + j -i« — ,■
J0 i — a a cosx -r- a’
On a donc, lorsque % est moindre que l’unité,
, f* xsinxrf»- T- i, . \ ,
( 1 3 ) I . = — / i + aj’,
,'c I — aaCOSX -F a’ aa
et lorsque a est moindre que l'unité,
JD i -r 2a cosx + a' la \ at/
Si l’on fait a= t, les deux formules s'accordent et donnent
g i’® .rsinrrf.r /•* xi/.r t:., ^
J,, a(i — cosx) / j- - a I - “ *•
** 7 2 U,nf> ï
et en posant - =y,
l" ri1'- -~l2, wngr 2
formule déjà obtenue (242;.
Si dans l'équation (i 2) on fait œ = — 1 . elle devient
I /(2 -+- 2 COSX) Jx - U,
c'est-à-dire
(17) / / ( 1 -t- rosar) dx = — r/a.
En faisant a = 1 , on trouverait
(ib) ^ I /(1 — cos^)(/x = — r. /a,
el en ajouianl les équations (17) el (iHj, puis remplaçant par ilsuxx,
I / sin x dx =— jr lu,
formule déjà obtenue (175).
Considérons l’intégrale
Jo XJ *
dont la valeur est finie et déterminée, en supposant, bien euleudu, a et ,3 négatifs, parce que, pour a; = o, la différentielle placée sous le signe j ne devient pas infinie.
Si nous remplaçons la limite inférieure zéro par î, l’intégrale variera infiniment peu; mais cela suffira pour qu’on ait le droit de la partager en deux autres qui, sans cela, seraient toutes deux infinies, el on l’écrira sous la forme
dx
dx.
Mais l'intégration par parties donne
X* \ X ’t JC p
Cherchons encore l’intégrale
«?** _ e*J — ( |3 — sc ) xè** ( ,3 — *)’ e* '
(ix y
dont la valeur est finie et déterminée, en supposant toujours y. el fi négatifs. parce que, pour .r = o, la difi'é'renlielle ne devient pas infinie.
En remplaçant la limite zéro parla limite infiniment petite s, l’intégration par parties donne
, I’» , /“ 5'e1'— JV,> ,
d.t = . I • fit ,
et l'intégrale cherchée devient
en développant les exponentielles qui figurent dans les trois premiers termes, faisant t = oel réduisant l’expression placée sous le signe d’intégration, l’intégrale proposée devient .
<ix ±= t 4- T 3- — *3 + -- 1 ■ ,
et l’on trouverait de même l'intégrale
/W‘e?-r-e“-r-(?-a xe*x- ' * '*•«“ — x'e°
.L jr*
tix.
jf*~ t(i-x
En posant a- = i — v, on trouve
r**, r)= I" = r irjy _
c’est-à-dire ( 108 ;
ai / /(i — x)+ - --- = — ,t-
.Mais l’intégration par parties donne
m ^ _r)+ f£!< izJLt.
Par conséquent, le produit /y/(i — r) étant nul, comme il est aisé de le voir, pour v = o,
r-yrlii-r .
Jo 4 r
Si donc on pose
l’équation (ai) devient
et, si l’on fait a =
os» a*(î)=ïf W*
271 . I.a même intégrale peut être calculée pour deux autres valeurs numériques de la limite supérieure. ■ m
Posons
On aura
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sn
par conséquent .
\|— *7 •/„ *!' — •*) >— •*• •* 1 - •* J0 l — jr ■ — *
cl il n’y a pas île constante à ajouter parce que le premier membre s’annule comme le second en même temps que x.
En ajoutant les équations ( 2 'J) et (aî), on a
v(x) + 9 =j[ = i [Ht- *)]■.
Dans celle équation, remplaçons a-, qui est arbitraire, par - -y— ■ Nous aurons
(îti) v(t^) + ?‘-*J=:;(/ttï)'-ï[,(,','x)?- •
On a d'ailleurs
ou
p{*) = -(* + îj + -5; + ...j;
par conséquent
!. r «/(. mi.
L'équation (atj) peut donc se mettre sous la forme
Donnons à x une valeur telle que l'on ail
c’est-à-dire
On aura
c'est-à-dire, à cause de =■ i — fi et i -+- (i =
On a d'ailleurs, en vertu de l'équation (aay,
*9 ?(• — ?) + ?(?)■- ~ j? — fi +*('?)'■
et l’on déduit des équations faK et ag
?<P> = - TT, -‘-.••Bp)’.
<?('- P) = — 73+(logP/.
c’est-à-dire
/’J ‘ /(I — jrtrfx TT’ /. v'5 — » \‘
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on suppose a. plus grand que l'unité, la somme contient des éléments imaginaires et devient elle-même imaginaire, mais elle reste déterminée. On peut la calculer pour la valeur particulière a — a.
On a
r’dxni-i) __ r'dxH i .r) r*dxj[i-x\ _ t a ('•‘dxlu-x i
i — x étant toujours négatif dans la dernière intégrale, remplaçons t! i — x. par /(— i) (j? — i) = l[ — t) -4- l{x — ■ j = 7r y — i + / (.r — i), nous aurons
('*dxl(i — x) i - /** dx f'dxltx-i)
Jo Jx b ./, x J, *
= - g*' + « + J’ J [/x + #(. - jj
Posons dans la dernière intégrale ' = v, nous aurons
mais
et enfin
?(») + ?(£) = - y -+- e la ^
Si l’on fait «= a, il vient enfin, à cause de la valeur trouvée pour f (^)< (3a) — +
2T3. L’intégrale
Jf** * ix ^ î -( x „ ix ï-x
puut aussi s'obtenir pour certaines valeurs de la limite x.
Posons
On a
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*(*>= fisam.
T IX \~x
XX I — X
tix
par conséquent
/lui: Y
\ 2 JT 1 — X 1
En faisant .r = i, on voit (173) que la constante est égale à (j- On a donc
,33, . . *(*i++(ï=f) = S + z'*lr^r
Si l’on donne à x une valeur telle que
c’est-à-dire
l’équation (33) donne c’est-à-dire
, d. t.i + x r.' ti.t ,
(34) / T'r^ = ï-^',Vl",'J’
* := ya — I = y.
27 i. - -*-'■) fi.r.
Cette intégrale est indépendante de a, car elle ne change pas de valeur si l’on attribue à ce paramètre une autre valeur b. La différence des deux intégrales est en effet
C' x-'—x * • . t" . »•““ • — xu ‘ .
Jo >~x J0 >-x“
et en posant dans le second terme x“ = v. il devient identique au premier, et In différence est par conséquent égale à zéro.
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L’intégrale étant indépendante de a, on peut, sans changer sa valeur, y supposer a = i; elle devient alors
Mais on a
ff— ),/, I ' — \
el par conséquent, en remarquant que pour .r = i
/ ' I— — - ) ilx-ln .
Jo — x 1 — x"!
et aussi
I ‘ ( - nr-— - In.
Jo \l — r 1 — x")
Formule de Frullnni.
275. Frullani a lait connaître une formule très-générale qui, malgré quelques restrictions auxquelles elle est soumise, contient un nombre infini de résultats particuliers.
On a, quelle que soit la fonction y.
Posons
Jo X a
Si l’on fait ax = zt on aura
u étant indépendant de a conserve la même valeur si celte constante est remplacée par uué autre, b par exemple, et l'on a
c j ° •' ,/r n{hx)-^d* *
Jo * Jo *
et par conséquent
36 rS!SL>dr- f 5 f *-(-°J<Ar = rKïîrfr = , (•)/*. A * .'o * Jo * A * A * “
Le premier membre peut s’écrire
«far - / ^'.Ar,
et si l’on suppose A infini, on a enfin
3,) * /*"l(f£)-liêï)'<b==?(.)‘/*.
c'est la formule tic Frullani.
La démonstration est fondée, on le voit, sur ce que A devenant infini, fin tégrale
<Ar.
dont les deux limites deviennent infinies; se réduit alors à zéro. Il en est quelquefois autrement, car çcs limites, infinies toutes deux, sont infiniment écartées I'uro de l’autre. Il y a donc, dans chaque cas, un examen il faire avant d'appliquer la formule.
Soit encore L’intégrale (Ï'J
i ' * sin px sîn qx ^ \ ^ p g
9(4:)= l{p V qe-'). ■
• flîit±X^}dx Jt x
ne tend pas vers zéro lorsque h augmente, x ne recevant que de très-grandes valeurs, / [p -t- qe~ix) diflèr» très-peu de //>, et l'intégrale (3<)j peut être remplacée par
On a donc, en rétablissant dans la formule (3y) le terme i|uî a été supprimé,
,, > l'X j(p ■+• q*~h) , / ,« il , >l\
Considérons encore l’intégrale
I — (arc langojr — arc tangna ).
La formate de Frullani lui assigne une valeur nulle; mais elle est en défaut, parce que, pour des valeurs croissantes de h, l’intégrale
‘“arc langA.r
n’a pas pour limite zéro. On a» en effet, en intégrant par parties
rare lanc hxilx . . . /* rfr f .r
£ = arc tan gfcr Ix - b J
et
l'1’ arclang bx <!x h h b h pk i/r Ir
- - .\r <■ taiiR/i / T arc lanc — / b I - •
Jh x b a a ./* 1 -t- b'x'
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I, 'intégrale ijui forme le dernier terme du second membre a évidemment pour
Jiinite zéro. Quant aux deux premiers termes, on peut les écrire
lanj,’// (/ g — / ^ ) -t- / ~ (are taiig/i -- arc lang
c’esf-à-dice
arc ions ht T — / - arc ta ne 7— j— ♦
Le premier terme a pouf limite -ly et le second tend évidemment vers zéro, lorsque h augmente.
On a donc enfin, en Suivant la méthode et non la formule de Frullani,
I . — ( srr tQiigojr *- arc tang&r) ~/î
279. Le mode de démonslraiion de Frullani s'applique à des cas analogues. On peut, par exemple-, calculer l'intégrale
dans le eas, bien entendu, ,oti elle a une valeur finie.
Soit • • .
On en conclut (217
du yinx) . K,[l)\ -
dn “•''-Tr-
op, d'après la formule .("36/, dans laquelle on suppose h — i ,
donc
I ' 2l?f. ,h I - t' ,/■ „)la.
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u t=n I ~~~~ dx — $'( o){ a la — a) — ^ + C;
en changeant a en b et retranchant membre à membre le» deux équation».
r o ( nx ) dx r * 9 ( b x ) ilx
. , rk y’(x) dx , . ,,, , (A — si)q(A)
= (a — o) | - — — -r- y (o) (« /a — b Ib + b — n ) -h ^
Le premier membre équivaut b.
tîS
“ ^ f a JT ) — 9(4*}
dx
_ r*îi*£j
Jl x*
dx.
Si clone on suppose h infini, en admettant que la seconde de ces intégrale? se réduise alors à zéro, on aura
= (a — 6) I ? ^ dx ^'(o) (« la — b Ib *+• b — «} 4- {b — a) Il
lim.
Soit, par exemple, ç (x) = cosx. On aura
*cos<ix — cosAx , , . , C sim . r. ,
dx = (A — o I - — — dx — b — a .
c’est-à-dire
sm xsm
dx = î i 6-— «);
et en posant p =
r® sin /ii siny.r ^ _ r.q
y étant te plus petit des deux membres p et y, car a et A sont supposés positifs.
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281 . La formule (/ja) ne fail d'ailleurs que ramener une difficulté à une autre, et il est quelquefois plus aisé d'obtenir l'intégrale proposée par une recherche directe.
Soit, par exemple, à calculer
que l'on obtient en faisant dans la formule
L'expression (41 i) «si finie et déterminée, quoique les deux intégrales dont elle est la différence soient l’une et l'autre infinies. Pour la calculer, cherchons d'abord
Ou a identiquement, comme ou le vérifie aisément.
par conséquent
En posant ax = a, la seconde et la troisième intégrale coïncident. On a donc f 241 )
par conséquent, en changeant successivement x en as, puis en fis.
et, en retranchant Ips deux dernières équations l’nne de l’autre.
rdJ.{ i p ki 3-,
Théorème rte Cauchy.
282. Si l’on connaît pour toute valeur entière de n l’intégrale :4b) J' ■*” F (x' ; <tx = A„,
on peut en déduire l'intégrale
' 47) F[(jr — î) J d* .= Ci..
On a en effet, d’après l'équation 1 (G .
| i* F *’ rfz = a Apposons
Z — JC — — •
Aux limite? — x et » de s correspondent les limites o et x de .r, et nous aurons
/In a d'ailleurs
car le premier membre devient identique au second si l’on y remplace je par ~t pour mettre ensuite .r à la place de y. On en conclut
| (ïn-4-i)an . (an'-+-4 an 4- a)an(an — a)
n ■+-« « = cos« i *+- — sin’w-f- ~ — 1 sln'n a I-
Mais on a
MR
Si l’on fait
ros( 2« + i)u — »
L’intrgrale
X*sin«j .
y a- <ix
sm.r
se présente dans plusieurs théories importantes, et la limite vers laquelle elle tend
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lorsqùe a. augmente indéfiniment est remarquable à la fois par sa loi me simple et par les conséquences qui s’en déduisent. .
Si l’on pose aie = v, l’inlégrale proposée devient
■ • /•*»( sj*?*. ■ . :.v
Jo x tfln •-
- , st .
'/ augmentant indéfiniment» on peut remplacer sin par ^ et ?('~x) par s fo \ el l'expression devient ainsi
/ *'” o o sin v</>‘ C
La démonstration précédente est loin d’étre rigoureuse. Pour qu’il soit permis en effet de remplacer sin par il faut que l’arc i soit très-petit, et, comme y
varie entre les limites.zéro et aA, ~ prend toutes les valeurs comprises entre zéro et h. En ne considérant que les éléments pour lesquels il est très-petit, on supprime une partie de l’intégrale sans avoir nullement prouvé qu’elle soit négligeable. La substitution de f o) h ?('^| repose sur une méprise toute semblable, et la démonstration, réduite aux termes simples adoptés plus haut, n’a par conséquent aucune force.
Le résultat est exact pourtant, pourvu que A ne sut passe pas ^ Supposons d’abord avec Dirichlet, qui le premier a démontré ce théoième en toute rigueur, que la fonction ç (x) soit continue, finie et constamment décroissante entre les limites de l’intégration.
Partageons l'intégrale proposée
. i5F’UP'*f-;
en plusieurs autres prises entre les limites zéro et - ■> - et — •• — et ’• .
1 1 at x a # . a x 7l
et A; rr' étant le plus grand multiple de - contenu dans A, on aura évidemment
, / * sin’k.r , / sm«r . , / sinar .
5n I -j x ax — I - - - - o x ax -f- I - . — v x dx -x ■
sinx r sinx T J smx
/•* sin xx . i *Sin»x ,
- / — - a, .r </xHr I ï x rfx.
J sinx T f sinx- r
' Les intégrales qui forment les termes «lu second membre sont alternativement positives et négatives, car// étant moindre que et toujours positif par hypothèse, le facteur reste constamment positif, et le signe est celui de sin a.r
qui reste invariable et alternativement positif cl négatif entre les limites de chaque intégrale; ces intégrales, de plus, vont en diminuant, et chaque terme du second membre de (5o) est, en valeur absolue, moindre que le précédent. Considérons, en effet, deux termes consécutifs
^ ni
' * sin a J- ,
— 9 J itr
silix
et
Posons dans le second il deviendra
/' * sinaa- ,
r — - -f- r, oc
în *(*"*" /* r ’ sin a >■ fit \ ,
/ sin ( - +- ri
dr.
oii l’on peut remplacer v par .r, et la proposition devient alors évidente, car les limites sont les mêmes, et la fonction ç ayant été supposée décroissante, pour une même valeur de la variable l’élément de l’intégrale (5a) est plus petit que celui de (5i).
Cela posé, si nous faisons
X* sinax ,
— i O. Xlfl.r = ± H, ,
on aura
/"‘sin**- . " /‘''sinax .
(5! I — ; a r dx = »/,— «, -I- «, — / — Z x dx.
Jo S'»r r Jri Sinx
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«Il
Uuns b formule
ç x dx
posoos ax = s, nous aurons
sin z I z\ dz
sin al
a augmentant indéfiniment, 9 ( ~ ) a pour limite 9 (o), et a sio “ peut être remplacé par î. Lorsque a augmente indéfiniment, u„ peut donc être remplacé par
et l’erreur commise est une partie infiniment petite de sa valeur.
La somme des n premiers termes de (54) peut être remplacée par
rsin
.in z dz
qui, lorsque n est très-grand, diffère aussi peu que l’on veut de (j 9 o . Quant aux termes suivants
c * sinst-r , .
Jln+.u «n*
comme ils sont alternativement positifs et négatifs, et qu'ils vont en diminuant, leur somme prolongée autant qu'on veut est moindre que le premier d’entre eux, qui étant égal h
/i\sini di
diffère infiniment pçu de
?<■•** ’slnarf* ? o /
et tend vers zéro lorsque n augmente. Il en est de même du dernier terme de ' 54 . et l’integrale considérée a enfin pour limite " 9(0).
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28."». Le théorème étant démontré pour une fonction constamment décroissante et positive est vrai, par cela même, pour une d'onction quelconque. Si la fonction ?(x) en effet étant toujours décroissante cesse de rester constamment positive, on pourra trouver une constante C assez grande pour que f, + f'x) soit toujours positive lorsque x varie de zéro à A; le théorème étant vrai pour celte fonction nouvelle ainsi que pour une fonction constante et égale à C l'est, par cela même, pour la fonction décroissante ç (x) quel qu’en soit le signe. Si une fonction j(x) est constamment croissante, — f[x) sera une fonction décroissante à laquelle s'appliquera le théorème qui, évidemment. alors, s’applique aussi à f[x).
Supposons actuellement que la fonction soit constamment croissante ou constamment décroissante entre deux limites g et A de la variable, comprises toutes
deux entre zéro et la limite de l'intégrale
f * sinax
J. slnar
itx
sera nécessairement nulle. Si l’on forme en effet une fonction F(») égale à <f(x) pour les valeurs de x comprises entre g et A et constamment croissante ou constamment décroissante depuis x = o jusqu’à x= A, les deux intégrales
smacr
simr
* sin x.r sinx
V(x)dx,
F(x)dx,
auront la même limite ^ ?(*»), et leur différence est par conséquent nulle.
Si l’on considère enfin une fonction quelconque alternativement croissante et décroissante, on partagera l’intervalle compris entre zéro et A en intervalles pkis petits tels, que dans chacun d’eux la fonction varie dans le même sens, et l'application -îles théorèmes précédents donnera dans tous les cas
.. Ch smax , tï . ,
lim. I * — 7- — e, x dx — -,o o .
.. ,/„ sln.r 1 . 2
286. Il est naturel de se demander ce que devient l’intégrale
■ ÿ JC -i f/l’,
lorsque, a Croissant indéfiniment, A est une constante positive quelconque.
Soitnn le plus grand multiple de r. contenu dans A, l’intégrale proposée est la
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Jr"3 sinzx , r*sinax .
» smx Y' Jua smx Y
Décomposons la première en an autres prises entre les limites zéro et (j et r., it et — -—it et ntt, et dans ces intégrales posons successivement
x — y, x — x — y, xxziz+y, x = as — y,..., x =- un — y.
Les limites relatives à la nouvelle variable v seront alternativement zéro ut - et
zéro, de sorte qu’en changeant le signe de toutes celles d’ordre paie, on pourra les supposer toutes prises entre les limites zéro et ~ De plus, si a. est un nombre entier impair, -* se change en et dx alternativement en •+- dy et en — dy,
en sorte que l’intégrale proposée devient
/‘’sinav,
L su, ylw
+ Ç‘Tt—y)+<f,it+j")-t-... + y{
r"sh
~Jmx Sl
*sln«x
slllx
y ( x } dx.
Le premier terme a pour limite (285 ,
^ (ç(o) -t- açfr) + + . ..+ — i)ît + 9(ni:)].
Quant au second, il devient, en posant x = ntt +y,
— sina r" , , .
Si h — n,t r ne surpasse pas ^ tr, il a pour limite
Si h — ni: est compris entre ^ a et s, on décomposera l’intégrale en deux autres :
l’une prise entre zéro et qui convergera vers f (ntt ), et l’autre prise de ^ tt à I. Cale. tnt. 3o
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h — ntt, qui devient, en posant y = r. — s.
r~‘ sin*; ,
sin: T
et elle a ( 285 pour limite zéro.
En résumé, on a
-t- 1 ) tt — z J z ,
(56) liin. J ç(j)</je = Tr^?(o)+9(jt)-*-ŸÎa^)-i-... + Ÿ(n —
lorsque a est un nombre entier impair, indéfiniment croissant, nu étant le plus grand multiple de tt inférieur à h.
On a (236 j
cosa/n xe~ * ' dx = - - e a*
Si l’on fait successivement m — o, m = t = n, et que l'on ajoute les équations ainsi obtenues après avoir multiplié la première par *> on aura
J ■ ( j + cosax -e cos4x 4- . . .-t- eosawx^ e~**' dx
Le premier membre est évidemment égal à
« sin(an 4- i)x
- I 1 e dx;
a Ja siil-r
et si l'on suppose que n augmente indéfiniment, il a pour limite 286 .
On a donc
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Si l’on pose a.T. — a, = b, celte équation devient, en remplaçant iî par sa va-
leur ab,
tja |i + t-' + e-“' + . . = v b Q -+■ e-*'4- + .y
a et b étant liés par la relation nb = n, formule remarquable donnée pour la première fois par Cauchy.
Supposons que a devienne très-petit. Ileprésentons-le par dx, h sera égal à e~ e~tb\... deviendront négligeables, et en multipliant les deux membres par \dx, on aura
dx I — f-
ce qui équivaut évidemment i>
formule bien connue, dont le théorème de Cauchy' se trouve ainsi la généralisation.
On a identiquement
C*sinajr , , . /** sinx , , sinax ,
J, —*wdx=Jm —
et comme, pour x = o, la fonction se réduit à-ç(o), on a. en supposant
h plus petit que •
(58) lim. j - — - — <?( x)dx = - 9(0).
La formule s'étend d'ailleurs sans changement à toutes les valeurs de h, parce que la fonction çfx] étant nulle pour x — r., ar=ajr,..., les termes qu’il faut
ajouter en vertu de la formule (Ü7) sont tous égaux à zéro. Si l'on substitue à zéro et h deux limites positives quelconques a et b, l’intégrale
'sinax , , /’^sinaax , , C"sinax , , .
9(x)dx- I — — - ?(x)rfx — I — — — ç>(x)rfx J O do *
a évidemment pour limite zéro, quels que soient a et b. Mais il n'en est plus de même quand ils sont de signes contraires.
Considérons l’intégrale
X" sinaj- , a et b désignant deux nombres positifs, on a
r* sinarx , , /'“sinat.r , , , /’*sinax ,,
J * ?(*)dx=J —j— <f(x)dx + J —^—<f{x)dx.
Mais on a, en posant x = — y,
/“ sinax , . f* sinar , . ,
■ -x -<f[x)dx—j —7 -ç(-r)»r*
Lorsque a augmente indéfiniment, les deux termes de (5(>) ont donc la même limite - ç (o), et par conséquent
f -*-v(x)dx=7if(o
Si les deux limites sont négatives, on verra facilement, en changeant a- en — _y, que l’intégrale a pour valeur zéro, et que
„ f*- *sln*x .
Ion. / -f(x)ax — o,
quels que soient les nombres positifs a et b.
O VO
“ ?(“) = f du f
cosmx du ~ L y(o), h
a(x)cosuxdx.
où A désigne un nombre positif quelconque et a un nombre indéfiniment croissant. 290. On peut déduire des résultats précédents, quels que soient la fonction o [x)
LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES, et les nombres a et fi, la limite île l’intégrale
(fi»)
J cos lu dit I o{x)cosmx dx.
Lorsque a augmenle indélinimenl, elle devient en effet, en changeant l'ordre des intégrations,
/■* , , . T* „ , i f’*sina(.r — /) , * /’*sin*(x-M) , . .
I o(x)dx I cos iix ros iiti/li— - I - ç{.r ; dx+ - I — - <ptx)dx,
ou, en posant dans la première intégrale x — / = s, et dans la seconde .t h- / = ;,
i /•‘-'sinon: , . /** * ' Sim
Lorsque a augmente indéfiniment, la limite de chacune de ces intégrales nous est connue; mais il importe de distinguer plusieurs cas.
Les deux intégrales (fia) sont nulles lorsque les deux limites sont de même signe, et, dans le cas contraire, il suffit, pour les obtenir, de multiplier n par la valeur que prend la fonction ç lorsqu'on y fait z — o. ,
Si donc a et fi sont positifs et que l soit compris entre eux, on aura
(63) - ç(r) = lim. Ç cos tu du Ç <p(x) cosux dx = I cos Indu I y x ) cos ux dx,
® do J a ,0
ot si t n'est pas compris entre a et fi, on a
o— J cos lu du I <?'.x )cosnx dx.
Si l’on suppose a = t, la première des intégrales (fia) se réduit à et l’on a
r • r* rl
j 9 / — ! cos lu du I o x c osuxdx.
4 ,/« Jt
Les limites a el fi dans la formule (G3) étant assujetties à la seule condition de comprendre t entre elles, on peut, en supposant toujours / positif, les remplacer par zéro et », et l’on a
(65) ~ g ' / ) — J cos lu du j g x casuxdx.
Soit par exemple ç (a;) = e'", nous aurons
mais
donc
cos tu du
cos M.r dx;
rosier dx — ;
a’ + li*
a Cils tu du a‘ -+- u' ’
formule déjà obtenue ''203).
291. Des considérations toutes semblables aux précédentes fournissent la limite de l’intégrale
I s\ntudu I ç(i-)sin uxdx,
lorsque a augmente indéfiniment*. Elle devient en effet, en changeant l’ordre des intégrations,
sin/K slnuar rf«.
et, en remplaçant le produit des deux sinus par la différence de deux cosinus, on voit que l’expression ne diffère de (62) que par le signe de la seconde intégrale, qui est nulle lorsque a, b et t sont positifs. On a donc, en supposant toujours t compris entre a cl b.
-o(<)= / sin ludu I f(x'j
%} o va
sin «.r <ix%
et, en prenant a = o, b = * ,
sin tu du
sin «x dx.
Les différentielles intégrées dans les formules (65) et (67) sont évidemment des fonctions paires de u; en étendant à — » et » les intégrations relatives à ces
LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES, variables, le résultat sera par conséquent doublé. On a ainsi
in
rc?(0= / cos tu du
*9 (l)=f siu tu du J — x «
et ces formules supposent seulement t positif.
Si l'on remplace f{x), qui est une fonction arbitraire de x, par x), on aura
Xse /»» />» /» o
cosludu I 9(— x) cosux dx = — I cos Indu I 9(x)cos uxdx,
s[9(/)— 9(— /)J= / cosludu I <ji[x)cosuxdx— I I 9(x) Costa costix du dx. Ou trouvera de même, en partant de la formule (Gy),
THÉORIE DES INTÉGRALES EILÉRIENNES
Définition de la Jonction T (n).
dont la valeur dépend du seul nombre n, a été nommée par Legendre intégrale Eulérienne de seconde espèce, et les géomètres ont adopté presque unanimement la dénomination de Pfn) par laquelle il l'a représentée. Gauss, il est vrai, dans un de ses Mémoires a désigné la même intégrale par II ( n — i), mais la notation dé Legendre a généralement prévalu.
L’intégrale (i) devient infinie et n’a plus de sens lorsque « est négatif, l’équation de définition ne s’applique donc qu'aux valeurs réelles et positives de n; c’est l’élude des propriétés de la fonction I’ qui nous permettra d'étendre à d'autres cas la signification de r(/i).
Quelques propriétés de la Jonction P.
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cl par conséquent, à cause de l'équation (a), nn a. cii supposant n entier,
204. L’équation (a) prise comme définition donne une signification à la fonction rfn) lorsque la .variable est négative. On a par exemple
r(-!)=-H-;Hr(;)'
F.es valeurs entières et négatives de n se rattachent par la formule a il la valeur zéro, et comme la formule (a), applicable quelque petit que soit n, donne
r(— i), T(— a r( — /») sont aussi infinis quel que soit le nombre entier p.
On a
sm/ir
Cette formule est fondamentale dans la théorie des inlégndcs Eulériennes, et Ton en a donné un grand nombre de démonstrations.
On a '
En multipliant les deux membres par et"'1 du et en intégrant entre les limites zéro et x , on en déduit
Jn Jo J o ' ■+■ *
Le second membre est égal ft it) à . “ quant au premier, en lui appliquant la règle d'intégration sous le signe j et remarquant qu’en posant u.r — j9 on a
il devient
/ >ia r:»)
I e ** du = / « é a—' — — J >
Jo •*"
T[m) f x-v = T i— ni.
Si dans celte formule on fait n = -, on a
' ' sin-x a
ci pflr conséquent
La démonstration directe est facile; on a, par définition,
rÜ) ~f
Posons
l’intégrale deviendra
rfe)-r^-vt
297. Le théorème précédent conduit h une formule célèbre donnée pour la première fois par Kuler. On a, quel que soit l'entier n,
Si l’on renverse en effet l’ordre des facteur,* dans le premier membre de cette équation, puis qu’on le multiplie par lui-même, on obtiendra son carré sous la forme
r(i) r(—:) ni) >■(-;)••• n-~) n-~y
c’est-à-dire, d’après la formule { 3 j .
, jr . an n — i n
sut- sin sin
Pour calculer celte expression, écrivons l'identité
fan — »!i r
: cos 1- x’ ) ■
l 4 TT „ \ /
i — a x cos — x* J
i — a* cos - h- jrM • • •
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En y faisant successivement x = i et x = — i et remplaçant le premier membre par sa vraie valeur n, on trouve
n=(asin“) (a sin — \ •• ■ (a sin — — —) »
\ an/ \ 2 n] \ 2 n /
« = ( 2 cos — - ) l a cos J " ) • • ■ (2 cos ” — 1 ) ,
v an/ \ an/ ' an /
et en multipliant ces deux équations membre à membre et extrayant la racine carrée,
. , e , se .(n — 1 ) Jt
n = 2* ' sin - sin — •••sm — n n n
En déduisant de celte équation le déuominaleur de (5), on trouve
Valeur approchée de T ( n ) lorsque n est très-grand.
298. Nous avons donné (I, U7) la valeur approchée du produit i.a.3... n pour de très-grandes valeurs de n, la formule s'applique, quel que soit n, à la fonction
On a
r n hij= I e~‘x'dx.
Le maximum de e~* x" correspond il la valeur x — n et ou peut poser par conséquent
Aux limites zéro et x de x correspondent les limites — x et x de t, et l’on aura
b»+i) = «,e"‘l e~’' dx.
SC
Il reste à exprimer dx en fonction de t et de dl.
Posons
x -- n -+- fl :
l’équation Gj devient
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et, en prenant les logarithmes,
t' — ~- ni i ■+• 7 4- 0 = 5— , -I- 7— ; —
\ «/ a « An' 4 n
d'où, par la méthode des eoeflicieuts indéterminés.
5 = lya» + Tl>+ — j
par conséquent
et
r/0 = llx — Jt v'a/l | I + ; +■ y. h ■ • -
c’est-à-dire 1 5 1 j
7) f «h- i zzn,-*'e + - ‘ H )t
et à cause de a ,
On pourrait, en poussant plus loin le développement en série, obtenir un plus grand nombre de termes de (8y dont nous obtiendrons plus loin la loi générale.
29U. Cauchy a rattaché élégamment à la formule d’approximation précédente la démonstration d'une formule remarquable qui peut être regardée comme une généralisation de (/|) et qui a lieu rigoureusement pour toute valeur grande ou petite des variables qu’elle renferme. On a, quel que soitx et le nombre entier n,
r.x,r(* + £) r(* + 2j...WjrH- — ?“) ’ »■ n-** T(nx).
Pour démontrer cette formule, écrivons-la sous la forme
L’équation
r nx
montre que le premier membre de (r>) ne varie pas lorsqu’on fait croître x d’une unité; il ne variera donc pas non plus si l'on ajoute à x autant d'unités qu'un
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voudra et si par ce moyen on fait croitre x au delà de toute limite, on pourra alors remplacer chaque valeur de la fonction r par l’expression approchée réduite au premier terme de (81, et le premier membre de (9) deviendra, après des réductions évidentes,
et si l’on a égard à la formule
on trouvera, pour les valeurs infinies de x,
Il I H — I Il 2
et
lin substituant cette valeur de I’ dans l’expression (toj, 011 obtiendra le second membre de la formule (9} qui se trouve ainsi démontrée.
La formule
f'jr r|jr+ jJ". + njr) «-** an * «'
permet, lorsqu’on y fait croitre n indéfiniment, de calculer l’intégrale
Xj-ei
/ r x ) Jx.
On a en effet (a), en posant ndx—i,
J IT\x dx = lim.i/x j lT\x) -t-/r(4f -I- Jx) + . . . + 1 r[* + (« — i)</x] j, c’est-à-dire
I IV x) dx = lim.i/x /j T x) T{x + Jx + . . .+ TJ-Jf-r- n —
Mais puisque dx = f la formule ( ç> donne
r{*> r(x + </jr). . . r[x + ( » - =r(»w »—(»- ’
par conséquent
IT'x) dx = lim.rfx /T nx -nxtn-i- " ' /arr + ' In •
Mais on a, à cause de ndx— i,
lim. dx n -- /a fr= - /an, a a
lim. - dx In = oj
d'ailleurs, n étant infini,
r (nx) — \fi- e ~" { nx >,
/ = / vas — »x -t- ( nx — ^ / nx,
I T[nx i — nx In — I \ 'an — nx -t- nx Ix — ~ Ix — i In, lim.</-r [/ T[nx) — nx ln) = — x + x Ix,
et par conséquent enfin
(il) J I T(x ) dx = - /an -t- jr Ix — x.
Expression de ]’(«) sous forme de produit infini,
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lorsque a croil indéfiniment; r(n) est par conséquent celle de
F-' /' (' -^) dz.
ou, en posant z>i= y, celle de
f *"/* (' - dy.
c’est-à-dire (150 i, p étant entier.
n In -y i). . . (n -+- p)
lorsque le nombre entier p augmente indéfiniment. Cette expression, indiquée déjà par Euler comme une généralisation du produit i.a.3... (n — i), a été prise par Gauss comme définition de la fonction qui nous occupe; elle a l'avantage de présenter une signification déterminée, quelle que soit la valeur positive ou négative,
réelle ou imaginaire de n. Si l’on fait par exemple n = \ on a
rQ)=iim.v/jIî
i . 7. . 3 . . . fj a . 4 .6. a \"u
2 fJL -4- I
r(-V=lim. ■ 4a,
\*/ J. 3.5. . . (ap -l- i}(ap -F- 1) ”
. Au
où l'on reconnaît le produit de ^ - par l'expression connue dont la limite
est ^ (I, 416). On a donc, comme il a été dit (296),
La formule plus générale
sin nr.
• se démontre aisément de la même manière. Si l'on remplace en effet les deux
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facteur* du premier membre par les produits dont ils sont les limites, on a
Il II \ I .
où il faut faire croître /x indéfiniment. Le second membre peut s’écrire
(— f H'-fF-T-?)’
et, lorsque p augmente indéfiniment. - — ^ a pour limite l'unité, et cette expression devient (I, iOi) ~ J(--
303. On peut déduire enfin de la mémo forme de la fonction F la démonstration de la formule déjà vérifiée (200).
Posons
Il rX, -T —
(X+li'T + »•).
en sorte que, d'après la formule (la).
■ ix -h n i ‘
Il ss,.r) = ,rr(.r)-r'T + i , on vérifiera aisément l’identité
n“ Il f i, x II (i iâ.x — ~ V-- II ( p, x — n n ' j
Il n ru
1 1 . ?. . 3 . . . p ■ n"’ (1.1.3... Mutu
en sorte que le premier membre est indépendant de .r; et comme on a
Il 'JL, O =1,
il peut être remplacé, quel que soit x, par l'expression
à laquelle il se réduit pour x = o. Si ilonc on fait croître p indéfiniment, la limite de (i/|), égale à celle du premier membre de (l't). sera, d’après les formules (4) et (ta).
tir.) ‘
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et l'un a enfin
/ ' ni
nx r 1 ;
(an) ‘
ce qui, à cause de la furmule
T, x -i- i , — x f( jc).
équivaut à la formule !
Développement de I P (/< 4- 1 ) en série convergente.
30i. L'expression de I' n) sous forme de produits permet de calculer celle de /r(n-Fi) en série ordonnée suivant les puissances de n. On a, en changeant « en n -+- 1 dans la formule (laj,
T( n -F 1 ) — fi”*1
et comme, u étant infini. a pour limite l'unité, on peut écrire
• (n -F ij « 4- aï. . . (n -F p,
d'où l’on déduit
(l5) /r(« -F I) — nia — /l I -F «) — / | I -F ^ ) — ••• — / ( I -F " ) >
en supposant toujours, bien entendu, que le nombre entier u augmente indéliniment
n étant supposé moindre que l’unité, on peut développer les logarithmes qui figurent au second membre en séries ordonnées suivant les puissances de n, et la formule devient
CVf/r
ÏSO
el en posant, pour une valeur infinie de u,
S. -- Uni. ( i -t- -- -t- ~ -t i- ~ )
el
ii i ,
(.= !-+■ -4-, -+-•••-!- — lui,
( 16; / T ; i H- « = — Cn - S, — 5 S, «' -i- ' S, — . . . .
Les premiers coefficients C, S», S,,... ont élé calculés très-exactement, et l'on a
même donné (I, 411) l'expression exacte de S2, S,-, S,
On peut d'ailleurs éliminer les sommes dont l’indice est pair en remplaçant le développement par un autre plus convergent. On déduit de la formule (I, 404)
/ = S, «' -t- 1 S, /i* -f * S. nM . . . ,
cl pur suite l'équation (16) devient
/T(i + ». = 'i (en •+■ jS,ii‘+ 5 S, n*-*-. . .V
2 sinnn \ 3 5 /
La convergence augmente encore en ajoutant au second membre l'équation iden tique
et l'on a enfin
-t-nd — C) +-r i-S, - — n 3
I — Si + ...
En remplaçant les coellieients par leurs valeurs numériques, on a enfin
i i-) IV i + ii “ — - / ' ^ " + o ,4m;843 n - o,o$;3S3oa'
' 2 sinnn a 1 — n ‘ '
— o,w]3855ni — o,ooi 194711' — o,«HHiaa3i n’,
série extrêmement convergente pour les petites valeurs de n. Il est clair d’ailleurs que la relation
permet de ramener le calcul de toutes les valeurs de !’(#») ii celles pour lesquelles n est moindre que 1 .
Calcul numérique do la fonction r.
La formule
montre que, pour calculer la fonction I" pour toute valeur de la variable, il sulüt de la connaître lorsque celle-ci est comprise entre zéro et l’unité.
I/équaiion
MllîtX
donnera d'ailleurs f*(x) pour toutes les valeurs comprises entre ^ et i quand on le
connaîtra pour celles qui seront comprises entre zéro et
Les autres relations entre diverses valeurs de la fonction V permettent de réduire plus encore l'intervalle dans lequel il est nécessaire de la calculer directement. On a (299), en faisant n = 3,
(*8) r(*)r(i +*j = *Vir(ax).
Si dans l a) on remplace x par ^ (1-4- x), et dans (181 par * en éliminant ensuite
* ( ' ~)’ 0,1 trouve
fi r(ïX)
co)
’ cos r r( — )
Lorsque x varie de ^ à le second membre de ( içj) ne contient, sous le signe I', que des valeurs de la variable comprises entre A et auxquelles pourront par conséquent se ramener toutes celles qui sont comprises entre ^ et Pour y ramener également celles qui sont comprises entre zéro et g- on fera usage de la formule ( 1 8),
a fi r(»i)
x étant compris entre zéro et -+- x le sera entre ^ et et réductible par conséquent it l'intervalle considéré. Quant à ax, il peut se présenter deux ras : nu
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bien il surpasse -, et alors le problème est résolu, ou il est moindre que ~ • et pour le calculer, on emploiera la même formule ( 1 8), en y remplaçant a- par iar; si !\ x est plus grand que ' ■> le problème sera résolu, sinon la même formule ramènera l’(4x) à r(8.r), et ainsi de suite.
Il est donc prouvé que r x) étant connu pour les valeurs de .r comprises entre ^ et on peut le calculer pour les valeurs comprises entre zéro et et pour celles
comprises entre - et -, et la fonction sera connue pour les valeurs moindres que
et par conséquent pour celles moindres «pie l’unité, dont on peut déduire toutes les autres.
Sur In fonction 4(-t’) = /r(.r).
On a trouvé
.3 • • tJL
en supposant que, dans le second membre, le nombre entier u augmente indéfini ment.
On en conclut
/T(x) =s xtfi -|- f(i.a.3. . . g) — Ix — 4- i). . . — /(x-f- p),
dtT(x) _ , . _ i_ i i »
<tx ‘ P X *+ I X H- ï X+ fJ.
Kuler a calctdé très-exactement la limite de
Lorsque jx augmente indéfiniment, cette limite est égale à — o,5-^?.i 5004<)oi53a 8O060.
C’est la valeur de tj/(i).
307. Gauss a montré très-élégamment que la fonction | fx) peut se calculer sous forme finie toutes les fois que x est un nombre rationnel.
Remarquons d’abord que l’équation
SII1ÎTX
donne
ITlx) -4- / T{ i — x) =: tr. — ! sinrx,
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et, en diiïérenliant,
(ao) ij/' jr) — tj,(i — j-) — — lï eolr.r.
lin prenant les logarithmes des deux membres et difiérenliant ensuite par rapport à .r, la formule (r)) donnera de même
+ ^ + • ••+ ‘i ( r -I- n n - ) « 4<{ «jr ) — n lu.
Cela posé, considérons la fonction ^ P et q étant deux nombres entiers et p plus petit que q.
ij/fa:) est la limite de l’expression
lorsque fi croit indéfiniment. Or celte expression peut s'écrire de la manière suivante :
li
La série se prolongeant indéfiniment puisque u doit croître sans limite, si Ton
remplace x successivement par 1 . * - — on aura
l \ij/ ' « -t- i * jo + i 3 3o + i 4
■xq + q-y
lL(l)=r—
T a -ji 3
Posons — = 'u, '/
aura
et soit ? l’un quelconque des angles u, au... | i = rosqa — cosîij? = Cos 3 y -r =r . . . ,
■ 1) «, on
■ cos? = cos{ q -+- 1 ) 9 = cos( » 7 -+- 1 ) 0 — . . . . ’ eosç -t- cos3ç + eos(? — 1) ? -t- 1 =o,
cl les équations (»i) peuvent d'après cela s'écrire de la manière suivante :
0039-9 j = — q cosç 4 cos 9 /a -2— cos( J4 i) 9 4 0059 /| — . .
cosaç’]» J ~ — ® 011339 + 00339 /a cos( q 4 a) 9 4- cos *9 I— — • ■ • «
cos39iJ; ( -J = — | ros39 4- cos39 /a — -JL- cos(9 + 3) 9 -1- cos3 9/? —
cosfÿ — i)9<|i (®— — )
= — q ~i cos(^ — 0? ■+• cos(y — 1)9/*
cos(af — 1)9 4- cos(j — 1)9/ - -
et en ajoutant toutes ces équations membre à membre :
coS9<|f^^ 4- 00539-9 j 4- h cosffl — 1)99 — -'j -4 9(>
ros o -1 — cos a o 4 x cos 3 ® 4 a 3
Il est clair en clfct que tous les logarithmes disparaissent dans la sommation, et que les termes de la forme ? cosÆf se trouvent une fois chacun, quel que soit le
nombre entier désigné par k ; la première équation contenant ceux pour lesquels k est un multiple de q augmenté d'une unité; la seconde, ceux pour lesquels il est de la forme mq 4- a, et la dernière, a cause de cos q 9 = 1. ceux pour lesquels k est un multiple de q.
.Mais on a ( I, 382)
l( i-ax COS9 4 x' ) — — a ( r COS9 4 ^ *'00539 4 ^ x*cos3o 4 • • • j ;
par conséquent
0059-9 4 ros a 9 <9 j 4 ■ • ■ 4 eosfÿ — t) 9-9 ^ = — q»( 1 ) -4- — 9 /{•* — a cos 9).
Si dans celle équation on fait successivement, comme on en a le droit, 9 = «a, 9 = ç = (ÿ — i)«, on obtiendra q — 1 équations du premier degré entre
les inconnues
ces équations sont faciles b résoudre.
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Pour calculer 41 il suffira «le multiplier ces équations respectivement par cos/»'«i, cosa/iw cosfy — et Je les ajouter ensuite en leur adjoignant l’équa-
tion (ai), dans laquelle on fait a.- = - ■* n—q, remarquant enfin que l’on déduil aisément de la troisième équation (a3)
i o- cos /loi cos/i m -I- cosaÿoi roso/roi 4- ... 4- cos{y — i)pm cos(i/ — 1 ) k u =: o.
k désignant un des nombres 1, a, 3...., q — 1, à l’exception de p et de q— p, pour lesquelles la somme est 1 q, on trouve, après avoir divisé par -»
( *4 ) Y S- 'Y 1 ) — l'1 4-eos/i'.i/(a — acos«)4-cos2/iw/(ï —
ros( q — 1 )/io> /[?. — 1 ros( q — 1 )w
acosa«|-
Le dernier terme du second membre est égal à cos/n» /( a — acos'u), l’avant-dernier à cosa/j'ji /(a — acosaw). en sorte que les termes sont égaux deux à deux, excepté le terme du milieu si q est pair; ce terme
!Ï/io./( a-i
est égal à a/a ou — a/a, suivant que/i est pair ou impair.
L’équation (ai), jointe à celle que l’on déduit de (aoj en y faisant x — ,
permettra de calculer Y\^~q P ) et i |) )’ d0,'l ün t'on,,a*t ainsi la somme et la différence.
On trouve de celle manière
±'>ii
Développement en série de la Jonction %{. (x) .
Eu posant
iji(fl + x) = a + pj + yr(x — i) + ir[x — i ) ( jr — 2) + ....
on peut déterminer a, fi, y par la méthode dos coeflicicnls indéterminés. En
changeant x en x -t- 1 , et désignant par le signe Aç(x) l'aceroisseinent (|ui en résulte pour une function quelconque j (x), 011 a
A^(rt-t-x)— (J<(a + x-*-i) — i{i(«-+-x)= ^/T{«4 x4-i) — /r(a-t-x)— t{a+x)— ^ •
Ax — i, Ax(x — i) — ix, Ax(x — i)(x — a)r= 3x(x-r- 1),. . .; par conséquent
= 3 -4- ■>.■! x 4- 3ôx(x — 1 ) -t- 4 ix \ x — 1 :(x — a) + • • • -
En faisant x= o, on en déduit
Eu prenant de nouveau les accroissements des deux membres, on aura
2/ 4- 2. 33 x 4- 3.^ix{x— 1) + . . .,
A* — a. 3. 4î 4- 2.3.4.5ïjx- 4- ...,
et, en faisant x = o,
<1 a (« 4" i) (a 4- 2) a(a4-i)(a4-a)(fl4-3
la loi est évidente, et l'on a
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Si l’on donne à n une valeur entière et positive, le second membre ne contient qu’un nombre limité de termes, et la formule permet, connaissant tyla), de calculer <!f(a -+- n), quel que soit l'entier n. Le problème est d’ailleurs bien facile à résoudre à priori, car l’équation
l’(.e -P 1} — ar r(.r )
donne
r(n + n) = a (a -p i )...(« -p n — i) r(.r). et. en prenant les logarithmes, puis les dérivées par rapport à a.
Il (t 4- I
La comparaison des deux formules donne un théorème d'algèbre aisé à vérifier.
309. La fonction i^(x) peut servir à sommer. plusieurs suites remarquables. Considérons la somme
an n n
b 6 -P c b + ac + "+" 17 ~ ne
On a évidemment
et par conséquent
tl
La différence
ne changeant pas d’après celte équation quand ou y change n en « -P i , est Dépendante de n, on a donc
et par conséquent
I* Cale. int.
i'ix
On aura, par exemple,
XC
b 4- c 4- 2jrr
ut par conséquent
b 2t ht
0 — ’t'l H i ) — . — ■ — - 'M — •+- 4-XJ4 -M — “ -t — | ’
' 2 C T ’ / U 4* C 2 C Mît* 2 / 2C \2C 2/
ou, un réduisant.
fie <i , j6 + 3fi f/ ( . b
/ ft4-2C, j
Kn supposant x in ti ni « on aura
et par conséquent
i i i c i r,/ft4 3ii - /6 + ic\*|
b b 4- c 6 4- n1 A(A + ç) + îc|/\ 2t* / ’ \ ac 'J
Soit b = i , c = I ,
Soit /> — i , c = a,
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On a tnfin (I, 400)
SÙ19 ~ 9 9 — 7r 9 -i- r ' 9 — 9 4- a:: 9 — 3r -
Or en faisant b = ç, c = — k, puis b — 9 4- ir. c = rr. nn peut ralruler, par les formules précédentes, les deux sommes dont la différence figure au second membre, et l’on a
sin9 9(r — 9) (9 4- *r)(? + ai:)
Soit 9 = mit.
«1) (ni 4- i)(ni 4- a)
Oll
, en posant -- = .r cl remarquant que <[i(i -h .r) = ^ -4-
*> - +<*> + +(î ■ + x) - n; - *) = siüVb*
théorème facile à vérifier. On a, en cffel,
smrx
Va / ' a 1 i i i costtx
s.nr( - 4-.r)
par conséquent
/!•(*) 4- /r(i — x) -- tr. — I sintrx,
IT | ^ 4-x) 4- /I' ( ^ = /rr — / cos“.r,
et en prenant les dérivées
... , , . ITCOS1TX
, / 1 \ , / 1 \ • nsini:
MO
et par conséquent
Ki
fl
tt $inr.r cosïïx
31 1 . La formule démontrée 308 , donne
COS 77 X 3Î
sinrrx sinar-r’
•]>(|-hrt)— t^(l )-»-/! —
« ala — » ) a a
i «(zi— i)(a — ?}(<? — 3j 4 a. 3-4
mais
donc
(i — xf = t-
t — (I — rY _a_ 0(0— 0 x + o(o— i)fo — a) ^ x i.a a. 3
el par conséquent
i -4- n) — I tlx -4- \]/{ i ).
Posant i — .r = y%
Cette formule peut se vérifier plus directement. On a (306 ;
di(jr} = /fx — -
en supposant que dans le second membre fi désigne un nombre indéfiniment croissant.
Mais on trouve, en effectuant la division.
dz — “ -4- — — + • •
et l'on a '274)
donc
j roéi-üs)*-'-
Lr=T-',: + Um Jn (rxî -£=£)*•
Le second terme est indépendant de x. Si l’on y change, en effet, x en x -4- a.
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âfil
r l-~~~ s^' * = rr-f-o dtt
• o I •. t n ZI
dont la valeur est nulle évidemment lorsque /x est infini. On a donc enfin
En faisant x — i, on aura
et l'identité avec la formule (aG; est évidente.
On reconnaît d’une seconde manière que si x est rationnel, <|> fa-) — i|ifn peut se calculer sous forme finie. On a. par exemple,
et en posant y = -
Tl (»
+(s) = +(0 + sjT ~ *' <1* - 3 /o ' zrJ~ * = +f ' ) -» 3-
On déduit de la formule 'aG
(*7) / — — — rfz — . (|l(l -I- 6) — <]<(l -Kl);
par conséquent
— — rfz = 4*( * -♦- *» } 'Hl— O),
c’est-à-dire (307)
f2®) f dz — -- — r coton.
En multipliant les deux membres par da et intégrant à partir de a = o, on
aura
1 — a dz j ti j i J a-
z /z sinair ~ ~ siinit
Soit a — -•
En posant z = .r3.
i r tlx i r
Soit encore a =
En posant z — y*.
(i -*-y')iÿ
tir — I — - • a y a
313. On peut enfin exprimer <ji '.r) par une intégrale sans introduire la transcendante numérique <|>{|).
On a trouvé (311)
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Posons encore z * = u, il viendra
— lim. I I : — — — J - «* an,
c'est-à-dire
'}{ X ) r: lilll.
Mais lorsque u. croit indéfiniment, le produit u(i — «**) a pour limite — lu, u* devient égal à l'unité, et par conséquent
(35) ¥x)=- £ (j.+ -^éu.
314. Nous ferons connaître une autre expression souvent utilisée de la fonction •} (jr).
On a
Jr*»
e-‘z‘ 'dz,
flA,
dx Jo
mais (2 il ),
**• Jo Jo *
En changeant l'ordre des intégrations
</r;jr) /■*</« r* , rx , t
—t — = 1 — e I e-'z'-'dz—l I,
d* Jo 1 L Jo Jo .1
c'est-à-dire
que l'on peut écrire
£i.ïï.,rir* — *—
V Jo 2 L +- */J
En intégrant les deux membres par rapport à x entre les limites i et x , on en
déduit, en remarquant que /P(i = o.
fr(*) = J £(■* — <)*■
Si l’on l'ail x = a, on a
et par conséquent
rfa,
et, en relranehanl celte équation de la précédente, après l’avoir multipliée par x — i ,
lîn posant
cette équation devient (3t>) ir(x)
I -r et — c1', a = — i
dx — e' f/i',
fA’
et Ton en déduit, en diflerenliant par rapport à x.
dx
dv.
Eu posant c-* = s, l’expression (3l>j devient
r1 Zi — 34 1 \ dz
\~r-z -x + ,)Tz •
315. Kn remplaçant e par «, ce qui est évidemment permis, on a
le second memhre peut se partager en deux parties, dont l'une se calcule sous forme Unie et l’autre tend vers zéro avec x.
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Si l'on pose
on aura (3*1)
^ ali — e — )’
/r(x)=J (P + Qe—Jrfa.
Si l’on développe Q suivant les puissances ascendantes de ce, les termes qui renferment des exposants négatifs sont
(4») F (*)— J (P + Re— ')«/* -J jj* - i - 7"'—.) e~* + (l< 4 i) e'"\ (40 ra(x)= £ (Q-K)fi— </a=jT (~ï=*- ;)<
dx
on aura
/T(x) = F( r) + w(jr).
Or, on peut aisément calculer F(x) sous forme finie cl s'assurer que st(x) tend vers zéro lorsque x augmente.
Montrons d’abord que et peuvent se calculer exactement. Il sullit évidemment de calculer puisque leur somme qui représente /r(^) est
égale (206) à ^ In.
On a
et, en remplaçant a par a a,
D’autre part, on a identiquement
I. fti/r. Z/i
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mais, en posant x = i dans la formule (4i).
et en remplaçant z par 2 a
par conséquent, en retranchant les deux équations (43) cl (44) l’une de l’autre.
et en retranchant (45) de (4a)
c'est-à-dire (241 ) On en conclut
] étant connu, on peut obtenir F(*, , en calculant la différence F (x) — F ) :
on a
ce que l’on peut écrire de la manière suivante :
dx- f- I dx,
et, par conséquent (2il j.
F(jr)“F (;)=-* + £+(*-£)/*,
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par conséquent
(4'>) / r ( JT ) = (x — ~ j /x — X -t- i /xî: + ■(*),
et l'on on déduit
2ti7
(4*) r(x)“<*"'x ’ ^ xt:
Lorsque x est très-grand, ep’,r| diffère fort peu de l’unité, car on a ^298) pour valeur approchée de rfx)
r[.T) — t ~*x ’ v'Jir,
et bt x) a par conséquent pour limite zéro.
316. En remplaçant dans l’équation (46) o(x par sa valeur et remarquant que l’on a
on trouve
(48) IT[x + i)= - /xir-t-(x 4- Ix — x+- f ~( — - —
Cette formule peut être transformée en une série fort importante dans la théorie qui nous occupe.
On a (I. 413). en désignant comme d’hahilude les nombres de Bernoulli par B,, B,,.. .
B, „ , flB,„,<*"
SC
0 étant un facteur moindre que l’unité.
D’ailleurs
I e— 'a’i-r/ar — -
* f 0 e -'•a?Hdai — 9, -- «
JT**4"’
et l’équation (48) donne par conséquent
/r(x + i x+ x+ -\lx+- - H ; -, : —
a \ %) i .xx 3.4X1 ( an -+- 1 ) ( x« -t- x) x"*-'
Cetto série présente une particularité extrêmement remarquable. Elle est diver-
gonte, cl le terme complémentaire augmente sans limite, les termes de la série augmentant eux -memes indéfiniment, comme il est aisé de s' en assurer en rem plaçant les nombres de Bernoulli par leurs valeurs approchées fl. H2). Le développement est cependant fort utile et peut servir au calcul numérique de lT(x -+- 1), parce que le terme complémentaire, quoique très-grand avec», est extrêmement petit pour des valeurs peu considérables de ce nombre.
Soit, par exemple, x — 10, on aura, en se bornant aux trois premiers termes.
aux quatre premiers, aux cinq premiers, et aux six premiers, exact k dix décimales.
/ T( 1 1 ) — I G, 0908 >on<)f>,
/T( 11) — 16, 1044» 250*12, /T{i 1 ) sz 16, inj 1 ia5G3i,
Théorème de Bernonli
3t7. Le terme général de développement du binôme [p-ï-q)* est, comme on sait,
n . 1 . 2 . 3 . . . ni r
OU
rfq-t-i) , .
m et n étant deux nombres entiers dont la somme est égale à p.
Lorsque m, n et a sont fort grands, le calcul d'un tel terme serait en quelque sorte impossible, même avec l'aide des logarithmes. La substitution des valeurs approchées de chacune des fonctions T donne au contraire un résultat fort simple. En posant
H n -t- 1 } — «• •»." v's r(m + r ) = r-m inm yim r,
la formule devient
e~ " n* y antre-" m" y 2 m r
Le rapport d’un terme au précédent est, comme on sait
Le plus grand terme de développement est évidemment celui qui est à la fois plus grand que celui qui le précède et que celui qui le suil; on déterminera donc son lang n par les deux inégalités
c'est-à-dire
p il ■+• i
n doit donc être la partie entière du quotient de (p-t- 0? Par (/> + ?)! l'exposant m serait de même la partie entière du quotient et, par consé-
quent, lorsque u est très-grand, les exposants de p et de q, dans le terme le plus grand, sont à très-peu près dans le rapport même de p à q. Si donc on veut que l’expression (49) représente la valeur approchée du plus grand ternie, il fnut y supposer a— -P -i 6= — - — et elle deviendra
(5o) toi--
vr, u y a /«/
319. Lorsque p et q représentent les probabilités de deux événements contraires, la somme p + q est égale à l'unité, les termes du développement de [p- 1- qfreprésentent les probabilités respectives des diverses combinaisons qui peuvent survenir sur p épreuves dans la succession des événements considérés. L'événement le plus probable est celui dont la probabilité est représentée par la formule (5o);
c'est celui pour lequel les deux événements arrivent un nombre de lois proportionnel à leurs chances respectives. La probabilité, quoique la plus grande de toutes, tend évidemment vers zéro avec le nombre des épreuves.
320. Les formules d'approximation qui nous occupent permettent d’exprimer simplement la valeur approchée du groupe de termes qui, dans le développement, suivent et précèdent le terme le plus grand, c’est-à-dire la probabilité pour que les nombres d’arrivées des deux événements contraires ne s'écartent pas au delà d'une limite donnée du nombre correspondant nu maximum.
Soit
(5') — , rf
i.a.3. . . ». i.a.3 . .ni ' '
le terme maximum;
le terme placé k rangs avant lui.’ On aura approximativement
T . 2 . 3. . . fX — e~* y* \ 2VfA,
i.2.3. . .(m -f-/r) ~ e~mk( m -f- A)""*4 -+- A ),
et le terme (5a) devient
(531 Fjk f'" ‘
On peut poser, puisque le terme (5i) est le plus grand.
n pfi.
et la formule (53) devient par celle substitution
Posons
On a
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fc - - U - « - ( — + *' + *— + • V
\ lJ\piÂ Ttp'U* Sp'fX.1 J
Supposons p très-grand par rapport à lt3f on aura, en négligeant ~ et — 4>
s — — •+- 1 ti + - J - i ’,»
pu \ 2/ pu ■* p1 (JL1
ou, à cause de n = pp%
ip p \ 2 n /
ifi-*.-)
On Irouveru au mémo ordre d'approximation
V FV/
et, à cause do -t- q = i. la formule (5/j) devient
— : - e~ ÿ * f * > ■ r 1 ^ ~ 1 — -T- -■ _ ‘ffi [ I .(/,•( — W |.
v7' VV yjtjivf v1/ * . 2 o 2»i/ J
Le terme placé à égaie distance du terme maximum s’obtiendrait en changeant dans celui-ci k en — k ; leur somme est par conséquent
Si l’on pose
ou a
a. — - e ‘rrf.
/■■ , lu pq ’
/. = / y^au /!</ .
cjl étant très-grand, la variation d’une unité sur le nombre k correspondra à une
variation très-petite de t , égale b — _J • La somme des termes compris entre le
Va u /»</
plus grand et ceux qui dans un sens ou dans l’autre sont placés k k rangs de lui
pourra elle remplacé par l'intégrale
_a_ HV
expression ircs-simplc de la somme demandée qui leml vers l’unité (153 ) lorsque p augmente indéfiniment.
Intégrales Eulcrienncs de première espère. 321. Legendre a nommé l’intégrale
x?-' ( i — x)i~' dx
intégrale Eulirienne de première espèce. Suivant une notation adoptée par plusieurs auteurs, nous la désignerons par 1! p, q).
La fonction B: /j, q) se ramène aisément, nous allons le montrer, aux intégrales de seconde espèce désignées par 1’.
Remarquons d’abord que H p, q) est une fonction symétrique des deux variables p et q. Si l’on pose en effet x — i — y, l'intégrale ( i j devient
I rf-(i -yY'dy= b;#/, />;.
et l'on a, par conséquent, Si l'on pose dans (i j
H(<l,p) = tHp,q).
on a
JC x
. ïT+7r*ds’
et par conséquent aussi, à cause de la symétrie démontrée,
On déduit des formules (a; et (3)
I /'x if-' -4-
On a
On a en effet
I ar-'e-"rfa = ÎÎ£].
.-rr
comme on s’en assure aisément en posant a.r Par conséquent
mais
et, en remplaçant J - par sa valeur déduite de (6),
T{q)= ï^) | e-’ Hx j xr-'t—‘dx,
c’est-à-dire, en chassant le dénominateur et changeant l'ordre des intégrations, *"(/») T (q)=f a'-'ttxf xr*t-e-i*»»dxssf —^—dxT{p + q),
et enfin
l 'P-M! Jo (• -h aeje-v r v
323. On peut ramener aux intégrales Eulériennes de première espèce et par conséquent aux fonctions Y l'intégrale
xm }?■"* dx.
I . Cale . inf
27t DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL.
Si l’on pose en effet
— I X” f* — )■)*-' dr —
ni J
elle devient
On a, par exemple,
f Ax ("< r (ï ) r(» )
(7) / -7=== = / (i-x •)’ dr - — .-37
j0 v>— * irl-l
i/o v 1 — eo
et. en multipliant ces deux équations, on en conclut celte relation due à Euler
rfiWrV ri
/” ^ dx _M4TW _ v xQ ...»
Jo v< — •r‘ X v1'— ** ,br(^ + i) 4
L’intégrale
x cos,_,:r dx
se ramène à la fonction Eulérienne. En posant en effet
sinx — y,
on trouve
sin*“'x cos’-'x tir
r ' - dr
Jo y 1 —y
- y—'(' -r’)’ Jy
En faisant m — n, on en déduit
, /•> , f* Va/
— | sin”-1 -xx dx— — I — —
i“*Vo a- a 1 ( m )
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on en conclut
J’ sin—1 z <tz — iJ' sin— ’ ; tlz,
Mais la formule {9) donne, en faisant n = 1,
I sin m~lxdx —
par conséquent, en rem
|>iacuut rQ)
par la valeur
ce qui s’accorde avec la formule (299), dans laquelle on suppose x = n — 2. 325. Les intégrales
/**rns/*r , /"*QOsîn/»r ,
I — dx, I dx
se ramènent aussi aux intégrales Euléricnncs.
On a
i =rk "T j4!
par conséquent
/‘“cosAr , 1 /•“./** , ,
I — dx = =r. — ; / cosbx I e-"z“-'th,
Jo x' Tln)J„ J„
/’* sin br 1 /** . rx
I — — dx = =- — - | sin bx I e—z—'dz,
Jo x r [n)JiI
et, en changeant l'ordre des intégrations,
/‘“rosAjr j r /** , . /,ao . .
I f/x = r; I Zn 1 dz I C~**CoSOxdx,
Jo X' Jo
r*<\nbr . . rx , rx • , , ,
I dx — P : I Z‘~ liz I t~" sill bx dx,
Jo x ll“)Jo Jo
c’est-à-dire (138)
rns/rr . i rx s" .
/,x sin /<r , i /'* 6i"~' ,
J 0 —~,lx=~-YW)\a FT7',,Z-
Mais on déduit de la formule démontrée (14-4). en posant z1 = b'lu,
/'* s* . îtt*"1
/ «■» — — i n compris enire o et i,
ïCOS -
/ ■* . irA"-1
I TT—! ; «3 = > n
L b‘ + i‘ . nz
asm -
i compris entre o et 2.
Donc
IO
t ,ct rosbx
dx ~
Jo ~*m~~
U( « j nz
l*x sin br
r(/i) . /ir
2 Sllt
La première de ees formules suppose n compris entre o et i et la seconde le suppose compris entre o et a. Pour toute autre hypothèse les intégrales seraient infinies.
Si dans la formule (i i) on suppose « = i , on a la formule tant de fois démontrée
*x sin h.r
dx = — »
En faisant n = on trouve les formules déjà obtenues (249)
SOI U
Si l'on lait a = o, on
et p — b.
f cos bxx*~'dx =
VO
~C — COS y - ,
f sill bx x*-1 dx =
rfy) .
ce qui, eu ayant égard à (295), s’accorde avec les formules { i o; et (i i).
Comme on a
b = a lang 0,
a' -x b’it -h col’O) . , -, r sin'fl
les formules (la) et (i3) peuvent s'écrire
i: “ cos bx x*-‘dx— -j~r~ sin1* 6 cosyO
(17) / . e~" sin bx x1*-1 dx = - ' ’ sin1* 0 sin iifl
Jo b
3*27. Soit n un nombre positif moindre que l'unité et plus petit en même temps que a. Multiplions les deux équations précédentes par
b*~ ■ db — u" iang*'’6 —
0 cos'5
et intégrons depuis b = o jusqu’à b=o c , et par conséquent de 6 = 0 à 5 =
rfy)
= cos'S cosuS,
af
rfy) . , „
— cosf 9 sut y 9.
ou aura, en changeant l’ordre des intégrations dans le premier membre,
* jr
C» /•* i'( (Jl| r 1
(18) | ar'-le itx j b“-' cosbxdb — — _n I eos'~“-‘ 0 Mn"~‘ 0 cos uO itO ,
J O * O 11 va .
* ' iv u) C‘
xf~'e~"ilxj t>" ' sin bx iib — — l eos:‘"*”'Ci sin""1 0 sin «5 </9.
Mais on a >326)
T(«l irz
I /»' ' cos9.t «7» — ----- cos — >
Jo •** »
I li" • sin /».t- <//> - - — " ' sin — •
Les premiers membres de ( 1 8 et 119 sont doue rospeelivement
r(p — »)r(»i)cos—
r(«)eos -/ e— <tx ~ ,
r(u-«)rin)sin
r(n) sin - j ar'-*-1 e~"‘ <lx =
et par conséquent
{ jo)
(ai)
j cos*-“~‘0sin‘~'0cosu0 dO — — ^ cos —
Jo U.“) a
ir
/*’ , . , . FU — n)rt«) . nir
I cos*-"-’!/ sin"~'$ sm pü dO =. -!-
0*7 — . — sin ■
fut
Si l’on suppose « — u. — 1 , r({* — n) = 1, r(«) = — — — » on aura
J[aa)
jsin|,”,J 9 cos «9 dO = — - — sin
ÎT
(a3) | sin"1 0 &\n pù dû — — —J — - ros ^ ■
n dans les formules (ao) et ( ai) est moindre que l’unité; si on le suppose égal à la
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limite i . on »
cos—’O cosu5 r/0 = o.
I ' oos—’O si
0 sin uri iIO —
328. On peut également ramener à la fonetion H />, q), et par conséquent à la fonction T, l'intégrale plus générale
Que l'on pose en effet celle-ci devient
Jo (*+«r>
rv —, <.t dy-,
.'o (o +«jr + «l J
( i 4- a) y — az.
et en posant l’intégrale (a4) devient
“f \> + a) Jn (é+îr ' ■ — «Ml 4- «)*
Si l’on suppose a -t- jS = i , on n
n«)ro-«)
siortîr «—•(< 4- «)*
En posant enfin, dansfaij). .» = cos55, elle devient
. . f ’ eos»- 0 sin’^5 = r(«)r(g) i _
1 ‘ (« 4- cos’ 5 J—5 r(«4-|i) «Mi4-«)*
Si l'on remplace a 4- cos5 5 par (a 4- i ; cos5 S 4- a sin* 9 et que l'on pose a 4- 1 = mk, a = nk, m et n étant deux nombres arbitraires, on trouvera
cos'— '5 sin'> ‘9 iffj _ r(æ) r(|3) _ i
( m cos’fl 4- n sin1 9 J— l ' 1 f( z 4- p) m*n»
32!t. Nous terminerons ce chapitre en indiquant une méthode très-élégante due
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à Cauchy pour le calcul des intégrales de la forme
cosaatar sin”x ^
oii m désigne un nombre enlier et a et a deux nombres arbitraires dont le premier doit être plus petit que m.
En suivant la marche adoptée (253 , mais en ne supposant plus que l'exposant de j soit entier, on remplacera par la valeur
L'intégrale ( 29} devient par suite
(3o) trr~ — : / eoss«4rsin“xrfr / e-“zm(lz
— — I z’ilz I e '1 rns»a.r sin".r rf.r.
1 irt-t-i)
Mais on a (220), lorsque m est pair,
cos^a-r sin".r — — - ATosj?* — m)x,
et, lorsque m est impair,
cosaajr sin“x — - — ' — A’ statua — m ! -r, om
la dittérence étant prise par rapport à ce et correspondant à un accroissement égal à l'unité.
On peut, d’après cela, remplacer la formule (3o) par l’expression équivalente
{ 3 1 ) — — I s* riz I e~“ 3* cos(a* — /» ) xtlx
si m est pair, et
(3aJ - , I z’ilz I e~’ A"sin(aa — m)xitx
si m est impair.
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Nous supposerons, pour achever le calcul, m pair ci a > renvoyant au Mémoire «le Cauchy l'élude plus complète du problème ( Journal de l'École Polytechnique, I. XVII).
On a évidemment
JP» /•*
e~“ A“ ros(»at — m) xdx = A" i «■“ cos( jj — m)xdr — A" o J o
(la — a’
et, par conséquent, l'expression (3i) devient, cil remarquant que z * peut entrer sous le signe A'",
-£4- /‘“a- tL_rfî.
Soit maintenant u — ï -h X étant le plus grand nombre entier contenu dans a, lus fonctions
et
(a a — tu + *’
étant entières, la première lorsque X est pair, et la seconde quand X est impair, on a, dans le premier cas, à cause de w» > X.
(îa-m
cl, dans le second cas,
(n-mj’+î1 1 ' (2z — m)' 4- î*
et par conséquent l’intégrale (39) devient, lorsque X est pair,
et si X est impair,
I. Cnit . tnt
(— ») ’ f* y- (aa-my** dj
l> + i'J„ “ ii-ml'H-:’
t-V{a + i}Ja “ {ta — ui)'+ z* ' "
On déduit d’ailleurs de ( 144), en posant z1 = (a te — mj1 u,
I j*-ia i1+l É ît ,»s
I pi -z'dz = ij-m •;
en remplaçant X -4- “ par a et remarquant que
quand X est pair, et
. a K - . UK
SU! =1—1 ’ SIll
. nr. , - ■ uk
sm = (— i , 1 cos; a a»
dans le cas contraire, les formules (33) et ( 34) se réduisent l'une et l'autre à
I — II’ 1T
— — — — A“iaa— ni \
I ( a -l- 1 1 sm
et l’on a par conséquent
/**cosaaa:sin“x , ",
a_*T;n+ i ) sin
A“{ ut — m
et cette formule suppose seulement que le nombre entier m soit pair et que « soit plus grand que
Soit, par exemple, a = a, m = a et a = y on aura
Jf*cos4xsin’x , ir
I dx = - - -, — A’{aa a) .
« *■> ,cr ( i j «inü
t> V i A ) sin 1
On a, d’après la délinition des différences, et a étant égal à a,
A'( aa — a)' = (8 — a)’ — a (6 — a)! + (4 - a Y = (6/- a(4 )> + a;=6v'6-8^4 + .
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Calcul numérique des intégrales En/ériennes.
330. Soit donnée l'équation d’une courbe rapportée à des coordonnées rectilignes a et y : .
e— x’- 1 dx .
les abscisses représentant la variable a et les ordonnées l’intégrale I' correspondant à l’argument a.
Si a est positif, la fonction r(«) est également positive; par conséquent la courbe n’a que des ordonnées positives depuis a = o jusqu’à a = oc .
La courbe est formée par deux branches infinies dont l’une CN a pour asvmplote l’axe des ordonnées et dont l’autre CM a pour asymptote la courbe transcendante dont l’équation est y = ( * j l/*, ■
Le minimum de r (a) a lieu pour a— i,/|Gi63at et est égal à o,855(io3a. A partir de ce minimum, si a diminue, la valeur de P (a) augmente et devient infinie pour a = o; si a augmente, la valeur de T (a) augmente également et devient infinie pour a = oc .
La Table qui suit donne les logarithmes vulgaires à sept décimales de l'intégrale l’(a) pour toutes les valeurs de l’argument a, depuis a = i jusqu'à a = a. Comme à l'aide de la formule P(a-t- i) = aP(a) on peut ramener toutes les intégrales r à des fonctions de même nature dont l’argument soit compris entre r et a, on pourra évaluer toutes les intégrales Eulériennes de la première et de la seconde espèce, ainsi que toutes les intégrales définies que l’on peut ramener aux fendions Eulériennes.
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Entre les limites a = i et a — a, la valeur <le la fonction T' est comprise entre i et o,853Go3a; par conséquent les logarithmes de 1' contenus dans la Table seront négatifs et compris entre o et (j.çj'iyaifp.
Tous les logarithmes de la Table correspondent à des ordonnées contenues dans la partie ombrée de la ligure; cette partie est comprise entre les ordonnées T(ij et Tfa) et forme un quadrilatère mixtiligne ayant trois côtés égaux entre eux et égaux à l’unité; l’ordonnée BC correspond au minimum de T a).
La différence première est d’abord négative et va en diminuant depuis aoo3 pour a = i jusqu’à zéro pour a = 1,4616..., puis elle devient positive et va en augmentant jusqu'à a=aoii elle est égale à 1 835.
La différence seconde est toujours positive entre a = i et u = 2 et va en diminuant depuis a = 1 où elle est égale à 7 jusqu'à a = a où clic est égale à a ou 3.
Il en résulte que l’erreur provenant de l’interpolation par parties proportionnelles sera au plus d’une unité du septième chiffre décimal.
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Application de la Table.
Si l'argument a se trouve exactement Hans la Table, celle-ci donne directement le logarithme de l’intégrale.
Par exemple :
logT ( i ,61 4 ) = ij.<pi 9048 r(i,6i4) = 0,895 i685
Si l'argument a est compris entre 1 et 2 et qu.’il contienne plus (je quatre chiffres, on déteriftine le logarithme de l'intégrale par interpolations par parties proportionnelles.
Par exemple, logr(i,Gi4&6 j :
donc
et
AT = 60. 0,86x601 =5iti,9
logEf), 61486) 9,951 9565
On voit que l’intervention de la différence seconde ne modifie en rien le résultat.
Enfin si l'argument n’est pas compris entre les limites 1 et 2, ou trouve le logarithme au moyen de la formule
l’(i -t-n) = «r(rt).
Exemple 1. On demande r(/|,6i/j8G; :
0,208 >348 9.95 1 9565 logr(4, 6(486)= 1, >35 63)3 r(4,6)486)= 13,66568
Exemple II. Ou demande r(o,6i48(i):
T (i,6)486) = 0,61486 xT (o,6)486).
logr(i,6)486) = 9,96) 9565 Iogo,6i486 -- 9,788 7762 logr(o,6i486)=;o,)63 )8o3
Exemple III.
Exemple IV.
Exemple A'.
Exemple VI.
dx =
log T (i, 563) - 9,949 3344 1.563 x log3 = o,745 ;4o5
log z = 9,203 Sc|3c) z — 0,1 59 8©63
O.ftTK
r ( 1.678) x T (2.359) r(4.oî;)
logT ( 1,678) - : <j,t)56 48i5 log T( 01,359) = o,o8x 7446 C log T ( 4.o37 ) = 9.0*01 58oî
log; — g,x4o 8073
s = 0,174 to34
v x . dx <• + *>"*
r;i,»)xr|i,55)
logr(i,*) 9,9601 9^5(5 logr{i,55) = 9,948 8374 C' log 1 ,75 ■ ; 9.756 96010 ( )' log r(i,75)^ o,o36 654>i
• log; — 9,705 3768
ÎT
logy r = ©»‘-*48 5;49
C* log 2 = 9,698 9700 logl (.,ia5) = 9,973 93a3 C* log r ( 1 ,6a5 ) = o,«47 4 * ^7
logs = 9,968 8909 z — 0,930 8740
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Exemple VH. : — I cos’arsin-r' d.r,
r( »,5>x rto.8-5? r(i.5;x r{i.8;5)
a IN' 1.375 ) i,75xi,37'>xr(i,Î75j'
iogi {i,5) d.94: 544;i
log r ( 1 ,875 ) = 9.979 ag6o C‘ log 1,76 ~ 9, 7 5li 96m C* log 1,375 — 9,H6i 6973 r.< log n 1,375) — o.oSi i4«5 ,
log: — 9,596 C4»>7 z — 0,395 o‘l<)fi
Exemple VIII. Déterminer la surface totale «le la courbe dont l'équation en coordonnées polairi's est
(s* ” sin’fti cosv.
Celle courbe présente la forme d’un rhilTre N incliné, composé de deux boucles parfaitement «'■gales et placées l’une dans le premier, l’autre «luns le troisième quadrant; le rayon vecteur atteint son maximum à tio et à ai<> degrés.
La partie de la surface d’une courbe comprise enlre l’axe polaire et un rayon vecteur quelconque étant déterminée par l’expression
la surface du premier quadrant sera
r — - I sinw’ eosoi’ </« =
JÎI»)
par conséquent la surface totale de la courbe sera égale h ~ F ) rQ|:
On a
donc
IortM rT 9,957 3in logT =9,963 345i log 5 = 9.8*3 90R7 logiï = «>744 57.49
•j: — o,555 3fx>4 surface louile de la courbe.
INTÉGRALES PRISES ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES
Définitions.
331. L'introduciion des expressions imaginaires dans le calcul intégral est déjà fort ancienne. Euler et Laplace, invoquant seulement la généralité de l’analyse, ont souvent remplacé par des valeurs imaginaires des constantes supposées d’abord réelles, et obtenu ainsi des formules importantes dont la démonstration plus rigoureuse n’était pas parfois sans difficulté. Nous avons rencontré déjà (326) et (240) quelques exemples de ce genre de considérations, en les présentant seulement comme un précieux moyen d’induction. Cette théorie n'a pris une forme rigoureuse que depuis les travaux de Cauchy, où, pour la première fois, le sens précis des intégrales imaginaires a été nettement fixé.
L'extension pure et simple de la définition des intégrales réelles au cas des fonctions et des limites imaginaires conduirait très-souvent à un résultat mal déterminé.
Si l’on pose en ellèt, comme définition.
f ç'fîjrfa = y(c 4- d f— 1)~ t (o ■+■ * V~ • it
le second membre de cetle formule représentera en général plusieurs expressions distinctes, enlre lesquelles rien n’indique la manière de choisir. On a vu (I, 373) que la plupart des fonctions imaginaires ont, en effet, plusieurs valeurs différentes, qui ne peuvent être distinguées qu’en faisant croître la variable d’une manière continue et suivant une loi déterminée.
Ecrivons par exemple
/c-t-rf y1 — i /_ _
— =l(c + dx‘-i) — l(a + bf-i);
chacun des logarithmes qui forment le second membre est indéterminé, et l'on peut ajouter à l’intégrale, définie de celte manière, un multiple arbitraire de
ittt
air V— i. Une remarque semblable s'applique à l’équalion
I — ~ = \c-t-d V— i — Va -+- 0\ — 1 .
+ av-
dont le second membre représente quatre valeurs entre lesquelles on reste indécis. L’indétermination, il est vrai, ne se présente pas toujours. On a, par exemple,
• d-t-Ay1—*
^ * — .V , ' — il ___ gmt riy' — |1 I
et le second membre est parfaitement déterminé; mais de tels cas sont exceptionnels, et une définition générale et précise est indispensable.
332. Poisson, dans un Mémoire publié en i H 1 1, avait rencontré cette difficulté et fait un pas vers la solution. En appliquant à l’intégrale définie
dx
JC’
la formule générale qui sert de définition, il avait trouvé
(lx
et cependant l'élément — est constamment positif!
La même difficulté se présente pour toulc intégrale de la forme | i dans la-
/"*■' ilr
■ ' , les éléments passent,
dit- il, du positif au négatif et les parties inlinies peuvent se détruire; mais alors il semblerait que l'intégrale devrait être nulle, el, au contraire, elle est égale à la quantité imaginaire /( — i); ce logarithme a, comme on sait, une infinité de valeurs comprises sous la forme (an + ij ir > — 1 • «étant un nombre entier positif ou négatif, et it représentant toujours le rapport de' la circonférence au diamètre. On ne voit pas d’abord, dit Poisson, comment la somme des éléments qui sont tous réels peut avoir plusieurs valeurs, et encore moins comment ces valeurs sont imaginaires.
Nous avons rencontré la même difficulté (4j, et pour l'écarter, il uous a suffi de remarquer que la définition des intégrales définies considérées comme sommes de leurs éléments, suppose essentiellement que ceux-ci ne deviennent pas infinis.
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et que, par conséquent, les formules employées ne sont pas applicables au* cas dont il s’agit.
Poisson ne s’en tient pas à cette raison sommaire qui supprime la difficulté. f(x) étant la dérivée de F(x), on a, dit-il,
Des la naissance du calcul intégral on a regardé l'intégrale définie comme exprimant la somme des valeurs de la différentielle et ces valeurs comme les éléments de l’intégrale; et c’est pour cette raison que l'on a indiqué les intégrales par la
lettre^ > initiale du mot somme. Depuis, ou a senti que cette notion de l’intégrale
était un véritable théorème qui a besoin d'étre démontré. Ou prouve donc maintenant, dans le calcul intégral, que la quantité F {b) — F (a) est la somme des valeurs de f{x)dx, lorsque x va de x = a à x=b par degrés infiniment petits, chacun de ces degrés étant exprimé par dx. Celle proposition a lieu quels que soient les changements de signe de f(x)dx entre les limites a et b. Elle subsiste aussi lors même que celte différentielle passe par des valeurs imaginaires ; mais la démonstration qu’on en donne suppose essentiellement qu'entre les mémos limites, /(x) demeure une quantité finie, et quand, au contraire, elle passe une ou plusieurs fois par l’infini, il y a des cas dans lesquels cette proposition cesse d’avoir lieu. Dans ces sortes de cas, l’intégrale définie n’a plus aucun rapport nécessaire avec la somme des valeurs de la différentielle comme le prouvent les exemples cités
plus haut, de f 'y, J -*■
Nous allons faire voir, ajoute Poisson, que l’on peut ramener ces cas d’exception à la notion ordinaire des intégrales regardées comme les sommes de leurs éléments, ce qui fera disparaître l’espèce d’anomalie qu’elles présentent.
Il suffit, pour cela, de faire en sorte que la variable x passe de la limite a à la limite b par une série de valeurs imaginaires. Alors /{x) ne deviendra plus infinie pour aucune de ces valeurs intermédiaires, et l’intégrale définie reprendra sa
signification ordinaire. Ainsi, relatrvemcnt à l’intégrale J ' prise depuis x = — i jusqu’à x = -t- i , je fais
x = — (coss -F y— isinsj,
et j’intègre par rapport à :, depuis : = o jusqu'à : = (3/1+ i)s, n étant un nombre entier quelconque positif ou négatif. Les valeurs extrêmes de x seront toujours
mais en allant d'une limite à l'autre, çetle variable ne passera plus par la valeur
ar = o, qui rendait infinie la quantité ~ ■ Nous aurons alors
ttx=z (situ — ^ — icosx) dz =— y— i(cosj ■+- voisin z)dz,
J"-*- =JV— = 3 <f— i + e,
et l'intégrale définie
r^'dt _ , —
I ÿ-i«J=|>»+l|it v — * •
Ce passage très-remarquable de Poisson contient la définition précise des intégrales imaginaires, qui ont joué depuis un rôle si important; mais satisfait d'avoir écarté une difficulté* singulière qui l'avait un instant étonné, il n’a suivi aucune des conséquences de son ingénieuse explication, en laissant à Cauchy l’honneur de créer la théorie nouvelle.
333. La définition de Cauchy est conforme à celle de Poisson. L’intégrale
est la limite de la somme des valeurs que prend la différentielle <f(z)dz, lorsque a passe dea-t-év^-1 »c+t( v — 1 » e» recevant des valeurs intermédiaires qui se succèdent suivant une loi continue. C’est précisément d'ailleurs, on le voit, la définition donnée pour les intégrales réelles, lorsque la variable, sans cesser d'être réelle, passe de la limite inférieure à la limite supérieure. On voit que l'intégrale change de signe, comme dans le cas des limites réelles, lorsque, les deux limites se changeant l'une dans l’autre, la série des valeurs intermédiaires reste la même, et est représentée par la même courbe parcourue en sens inverse.
Mais sous l'identité apparente des deux définitions, subsiste une différence essentielle : lorsque z passe de la valeur réelle a à* la valeur réelle b, les valeurs intermédiaires réelles qu’elle doit prendre sont entièrement déterminées; il n’en est pas de même lorsqu'une variable imaginaire doit passer de la valeur initiale a ■+■ b v — i à la valeur finale — >• Les expressions imaginaires étant représentées, comme
on l'a dit, par les points d'un plan, si P et Q sont les points correspondants aux limites de l'intégrale, on peut les réunir par une courbe quelconque et attribuer successivement à z les valeurs représentées par les points de cette courbe, dont la orme arbitraire introduit dans la définition une indétermination réelle, mais heuu-
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coup moindre cependant que l’on ne serait porlé à le croire à première vue. Si la courbe, en effet, se déforme d'une manière continue en conservant les memes points extrêmes qui représentent les limites données, l’intégrale ne varie pas continuellement avec elle, et c’est seulement lorsque.la courbe franchit certains points particuliers, nommés points critiques, qu'elle change brusquement de valeur.
33i. Considérons, en effet, l’inlégrale
Si la définition de f { a) la rend susceptible de plusieurs valeurs, on doit se donner celle qui correspond au point P, et la loi de continuité suffit alors, comme on l'a expliqué (1, 373), pour déterminer celles que prend ensuite successivement la fonction. Soit
M et N étant des fonctions données de ar et dey. On aura, en posant z — x -f- y y — i ,
91' s )dz = CM + N^-i,l(i/.r + ity Y — 1 ) = M tir — N rfy + V-i ; M rfy -1- N dr\, et
(1) Aifî) ds — f(Mdx — Nrfy y — 1 j ( M dy ■+■ N tir).
I.a lettre j représente, dans le second membre, une fonction arbitraire de x, et la courbe dont les points ont pour coordonnées les valeurs successives de ,r et de y est entièrement arbitraire; les points extrêmes seuls sont donnés par les limites
de l’inlégrale [f(z) dz. Supposons que cette courbe, le long de laquelle on intègre,
se déplace infiniment peu. et que la fonction y subisse un petit changement et devienne y -4- y, ,y, étant nul aux deux limites, le second membre de (1) changera de forme; mais nous allons prouver qu’en général il ne change pas de valeur.
Kn désignant par y' la dérivée dey, le second membre de (1) peut s’écrire
(a) + j ( Mr’-t- N ) ilx.
Si l’on remplace y pary-t- y,, y, étant infiniment petit, l’accroissement de (a) est évidemment
... f/rfM d N , M ,\, , — f/rf.M , „ , rfN \,
13) J \Wr,~ <irr •r,-N>'1)rfx + v_l J \Wr,r + Mr,+ rfFr’) :
2!Hi deuxième partie. - CALCUL intégral.
mais on a, y étant une fonction de .v.
,,x = .Nr- - j ri (S + ijr’) **'
/Mr • dx = M-n -.A' (S + ,/r-
et l'expression (3) devient, en remarquant que y, est nul aux deux limites. •
et comme on a (I, 360)
</M dS _ ,1 N rfM
fty + <ix i/y dx °'
on voit que le changement de l’intégrale (a) est égal à zéro.
Plusieurs remarques sont nécessaires. En calculant le changement de l'intégrale (a), nous avons négligé les infiniment petits du second ordre, et par conséquent la démonstration précédente prouve seulement que y recevant une variation infiniment petite du premier ordre, la variation correspondante de l'intégrale (a) est du second ordre, tout au plus. Mais on sait qu’alors fl, 2) celte variation est rigoureusement nulle, et qu'un changement fini apporté à la fonction y n'en peut apporter aucun dans l'intégrale.
La démonstration reste soumise cependant à une restriction importante; elle suppose évidemment la continuité des fonctions M et N, et par conséquent celle de la fonction ?(s)- S'il en était autrement le résultat ne serait plus exact, et l’intégrale
j ' p(a) d : pourrait changer de valeur. Si donc la courbe qui dirige l'intégration se
déforme d’une manière continue, l’intégrale reste, en général, invariable; mais il peut arriver qu'elle change brusquement de valeur si la fonction ç(i) devient infinie ou acquiert plusieurs valeurs égales pour une certaine valeur de z, lorsque la courbe le long de laquelle on intègre, en se déformant d’une manière continue, franchit le point qui correspond à cette valeur de z.
333. Le théorème précédent servant de hase à toute la théorie, il ne sera pas superflu d'en donner une seconde démonstration, qui conduira d'ailleurs à des conséquences un peu plus étendues.
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Considérons sur le plan un contour fermé quelconque A MP A, et une fonction
continue <p(z) déterminée pour chaque valeur de la variable z, représentée par un point intérieur au contour. Je dis que l'intégrale j'f[z)dz étendue à la circonférence AMP est égale à zéro.
Soit, comme plus haut,
Décomposons la surface AMPA en éléments infiniment petits, compris entre des parallèles aux axes des coordonnées; multiplions chaque élément «Lct/ypar
</.M </N — idM d N\
. dy + 7x v 1 l dx dy j '
La somme des produits ainsi obtenus, c'est-à-dire
est évidemment nulle en vertu îles deux équations (I, 360)
diS ,/N
dy * dx ~0’
dû d N
dx Hy ~~
On peut décomposer la première intégrale de la manière suivante : fj^dxdy+ffÿdxdy;
mais nn a
JÏ%^r=Mpr.
En supposant que, pour la valeur considérée de x, la parallèle à l'axe des y coupe le contour aux points i , a, 3, /«, et nommant M,, M„ M„ M, les valeurs de M qui y correspondent, on aura
dy = M, - M, M,- M„
I. Ca/c. int
ÎÏW
et par conséquent
I I dX J} ~ M'~ M,):
mais si l'on élend l’intégrale | M dx k la circonférence entière du contour APMA,
on verra que pour une même valeur de dx, celle intégrale comprend précisément les quatre éléments M,<£r, — M,dx, M3<£r, — M,dx, en sorte que l’équation peut s’écrire
) i ^dxdr=iMdx;
l’intégration étant étendue au eontour entier. On verra, de même, que
J J Srfx^'=-/Nrf*
fj Sr Jxdr= -J "<>■ ffd3pd*Jr=fti‘t*-'
et par conséquent l’expression (4) qui est nulle se réduit à l’intégrale
j ( M dx — N dy) -t- y — | j ( M dy -t- N dx),
c'est-à-dire à j <?(t)dz étendue à la circonférence du contour proposé.
La démonstration suppose, il ne faut pas l'oublier, que la fonction ? ( s J soit finie, continue et bien déterminée par les points qui correspondent à l'intérieur du contour.
336. Le résultat précédent ne diffère pas essentiellement de celui que nous avons démontré (334). Si l’on considère en effet deux lignes AMB, ANB, réunissant
es points A et U, l’intégrale jf(sjdz, prise le long du chemin AMB,
sera
égale
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et de signe contraire il la même intégrale prise le long du chemin H. MA . et par conséquent l'intégrale prise pour le contour entier ANBMA est égale h la différence des deux intégrales prises le long de ANB et de AMB; cette différence est donc égale à zéro et les deux intégrales sont égales, comme nous l'avions prouvé (334 .
337. Les deux démonstrations supposent essentiellement que, dans l’intérieur du contour considéré ou dans l’espace contenu entre les deux chemins qui dirigent l’intégration, la fonction ç si soit tinie et continue. Si celle condition n’est pas remplie, le théorème cesse d’être exact, ainsi que nous pouvons des à présent uous en assurer sur un exemple fort simple.
Soity(s)=^-
Calculons l'intégrale j autour d’un cercle de rayon B, ayant pour centre l’origine des coordonnées. C'est l'exemple choisi par Poisson '332).
Les coordonnées d’un point de ce cercle sont
x : H cosy, y R sin y;
et l’on a
j = x 4- _r v — i = R cos y -t- y — i sin y ; , i/c — H f — sin y ■+• y — i cosy ) il y. il: _ </y 1 sin y + -y — i cosy' _ ^
1 ( cosy + y— i siny ,
Si l’on parcourt la circonférence de cercle dans le sens où les valeurs de y sont croissantes, y varie de zéro à a?r, et l’on a par conséquent
valeur différente de zéro, et le théorème démontré (335 ) se trouve en défaut, parce que la fonction - devient infinie pour z = o.
ano
338. Supposons en second lieu 9 ' z) = cl cherchons l’intégrale
En étendant l’intégration à la circonférence de cercle de rayon H. décrit de l’origine comme centre, on aura
z — R(ros^ -t- v'— i sin^), y s = v'K j^cos 2 -i- y/— i sin |
(h = K — sin o + y— i cosyji/s = R y — i cosa +■ y^— i sin 9) </a,
^ = ylî v ( cos ^ -s- y — -T sin ? ) d?.
I =y/R y’ — 1 ; sinr — a sino) — ay — 1 (cosi: — coso)j = — 4 y K;
et le théorème est ici en défaut, non plus parce que la fonction intégrée devient infinie, i\iais (I, 375) parce qu'elle n’est pas et ne peut pas être bien déterminée dans l'intérieur du contour.
330. Lorsque la fonction 9 :) n’est pas continue, finie et déterminée dans l'intérieur du contour considéré, on peut quelquefois la rendre telle en entourant chaque point critique d'un contour fermé, et. adjoignant alors la circonférence de chacun de ces contours à celle de la ligure primitive.
Soit par exemple le contour KMN, dans l’intérieur duquel se trouvent, pour
la fonction f'z). deux points critiques A et 11. Entourons ces points par les cou-
tours PQR, STL, et l'intégrale / 9';] dz, prise le long des trois contours KM N, PQR.
STE, parcourus dans le sens indiqué par les tiédies, sera dans le cas supposé égale à zéro. Il suffit, pour le démontrer, de réunir chacun des contours intérieurs à la circonférence KMN, par deux traits parallèles infiniment voisins a, fi,, a, fi„ y, .
I.IYHK l’IlEMIEIl. - INTfe;ilA!.ES DÉFINIES KT INDÉFINIES. 3UI
y.d,. On peut alors considérer le contour continu *, fi, PQR *,*»•/, tf, STU<?,ya M.N comme renfermant une portion déterminée du plan, dans l’intérieur de lai|uelle
ne se trouve aucun point critique. L’intégrale I ’j z ds, prise le long de ce ron»
tour, est donc égale il zéro; mais les éléments relatifs à a, jî,, y, <>,, thy, si* détruisent évidemment, et le théorème est par conséquent démontré.
340. Nous pouvons, dès à présent, justifier par les considérations précédentes quelques démonstrations dans lesquelles les intégrales imaginaires ont souvent été introduites sans examen sullisant.
Nous avons trouvé 133
(5» ‘ I * tr''dz=it?..
Si dans cette formule on pose
elle devient
c’cst-B-dire
eos?*.r — y — i siniaxj dx
et par conséquent
e~‘‘ cos a x x dx = er~*: y'r.
n~‘' si il a ax ilx = o.
Ces formules sont-elles sunisamincnt démontrées?
Pour nous en assurer, remarquons que supposer r = x -+- a y1— i , puis faire varier * de — » à ■+• x , c’est tout simplement faire mouvoir le point représenté par s. sur la parallèle à l’axe des X menée à la distance a; et qdYn admettant la transformation de l’intégrale f 5 . où z est réelle, en l’expression (6), nous
admettons simplement que l’intégrale j" c~l'd ; reste la même lorsque l’on dirige
l’intégration suivant l’une ou l’autre des lignes indéfinies — XX. — PP. Or il est clair que si l’on adjoint k ces lignes deux parallèles k l’axe des v, situées de part
cl d'autre à une distance infinie, on obtiendra un contour fermé, dans l'intérieur duquel la fonction e~‘ est continue et bien déterminée. L'intégrale totale relative à
ce contour est donc nulle, mais les portions relatives aux deux parallèles il l’axe des j sont évidemment nulles; car en posant
on a
r,.r,v-i = + < (eosur,^, - <J- 1 sina.r, j-,).
qui est évidemment nulle lorsque, j-, étant infini, y, est compris entre o et x. On peut donc dire que l'intégrale relative à — XX, ajoutée à celle relative à — PI*, donne une somme nulle, et que par conséquent les deux intégrales relatives à — XX et à — PP sont égales entre elles.
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Cette démonstration manque évidemment de rigueur, est-il possible de la rendre exacte?
Remarquons, pour nous en assurer, qu'eu posant
z=x+xv
!— i — « | eos ^ -F- y — i sln ^ J >
x — ii cos ", ,
y — usin •!;
et par conséquent le point dont les coordonnées sont x et y déerit une ligne droite issue de l’origine, et inclinée à 45 degrés sur l'axe des X.
..JL,, _ j_
Transformer l’intégrale (7) en (8), c’est donc admettre que l’intégrale prise le long de OP soit égale à celle prise le long de OX. Si du point O comme centre, avec un rayon infiniment grand, on décrit un arc de cercle PX, on verra (334) que l'intégrale prise le long de OPX est égale à celle prise le long de OX; car, pour tous les points du plan la fonction e~‘' est continue et bien déterminée. Or on a pour un point de PX, en nommant R le rayon OP,
j = x + i = Rf coso ■+■ v — 1 sin?),
g- ••._ g — S' (eu. a -r -t- <f- I sili if}'
e— dt = K (cos? + sjll?)>
ef comme le produit Rc~R'cu',:lf est infiniment petit lorsque R devient infini, pour toutes les valeurs de ? comprises entre oet l’intégrale prise le long de XP est
nulle. La transformation se trouve donc légitime à cause de deux circonstances fortuites en quelque sorte, et auxquelles on n’aviril nullement songé en la faisant.
342 Considérons eu fi n la formule
fao
- VF
i*-' ch = T(n).
Nous avons pose (326)
et elle est devenue
(loi f a-*****-11* («4- fi yf— i )mu’-'da = !'(«),
c’est-à-dire, en posant
a = pcosD, P — psinS,
f*' (cosjiu — v^— i sin?n) b—' du =
rt»j
P* ( cosnS 4- v— •
d'où l’on a conclu
in)
e“*"C0Sj3 uu"~‘ du = e~"" shlj3u u*-1 du —
I’(n)rosn9 f ’ F ( n ) soi n 0
ou zi désigne un nombre positif quelconque entier ou fractionnaire. Pour savoir si la transformation est légitime, remarquons qu'en posant
t = x 4-_r y' — * = (a 3 v — i ) u = pu (cos 6 4- y — i sinff).
le point dont les coordonnées sont x et y1 est assujetti à parcourir une ligne droite partant de l’origine, et faisant avec l’axe des X un angle 0.
Soit OP cette ligne. Notre transformation revient U admettre que l’intégrale prise le long de OP est égale à celle prise le long de OX; il sullit, comme dans le cas précédent, que l’intégrale prise le long d’un arc de cercle PX, de rayon infiniment grand, qui réunit les deux lignes soit égale à zéro; or sur les points de cet arc on a
x - It cos g 4- V — i sin ç , .
et la différentielle à intégrer contient le facteur e ~ 11 c"“ f qui la rend nulle lorsque R est infini, pourvu que 5, qui est la limite de f, soit inférieur à c'est-à-dire pourvu que a et /3 soient positifs.
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V ariation brusque d'une intégrale imaginaire.
343. Cherchons la variation de l'intégrale j'^[z)dz lorsque, les limites reslnnt
les mêmes, la courhc le long de laquelle on intègre franchit, en se déformant, un point auquel correspond pour <?{:) une valeur infinie. Soit A ce point; comparons
les valeurs de l’intégrale j ?(z)dz, prises successivement le long des contours PMQ,
P.M'Q. qui comprennent entre eux le point critique A.
Considérons les deux chemins PI Kl' Q cl PIKTQ, qui réunissent l’un cl l’autre les points extrêmes P et Q en présentanl deux parties communes PI, l'Q, el ne dillé-
rant l’un de l’autre qu’en ce que, dans le premier chemin res deux parties sont réunies parla demi-circonférence infiniment petite IKI’qui a son centre en A, et qui se trouve remplacée dans le second par l’autre moitié IKT de la même circonférence.
L’intégrale prise le long du chemin PMQ est la même que le long du chemin PIKI'Q, car le premier peut se déformer et coïncider avec le second sans traverser le point A. De même l’intégrale prise le long de P.M'Q est égale à celle qui correspond au chemin PIKTQ; la variation cherchée est donc la différence entre les valeurs de l'intégraleJ'ç(s)</j, prise le long des chemins PIKI'Q. PIKTQ. Ces deux chemins ont les parties communes PI. l’Q; si donc la fonction ?(î) ne change pas de forme quand on passe de l’un à l'autre, les deux intégrales ne diffèrent que par la substitution de la partie relative à IKT à celle relative à IKT; et comme les intégrales relatives à une même ligne parcourue dans les doux sens sont évidemment égales et de signes contraires, cette différence est la somme des valeurs de l'intégrale I ?(*)dz prise le long de ces deux demi-circonférences parcourues successivement dans le même sens, c'est-à-dire tout autour du cercle infiniment petit IKT K.
344. On peut, dans un cas très-général, calculer cette intégrale qui, d’après les explications qui précèdent, représente le changement brusque de lffz)dz.
I. Cale. ini
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ruMi
Soient en effet « et [i les coordonnées du point A, et par conséquent a-H — i la valeur île ; qui rend çf s) infinie. Supposons qu’il existe un nombre entier n tel, que le produit
ne soit ni nul ni infini quand on y suppose s = a -t- /3 \ — i ; posons
et admettons enfin que I' z\ soit développable en série ordonnée suivant les puissances de z — a — fi y' — i , en sorte que l'on ail
?( : ■ à ; ; [ A.+ Ai (a ~ — (î 7} Ai ( : — a -t- $ \ — t )‘+ . . . j ;
on en conclut
ij</î = A. j
toutes les intégrales étant supposées prises autour du cercle infiniment petit décrit du point A comme centre. Toutes celles dont l’élément ne contient pas s — a — fi\ — i en dénominateur sont évidemment iufiniment petites, car la différentielle ne devient pas infinie. Bornons-nous donc à calculer les intégrales de la forme
En nommant p le rayon du cercle, la valeur de s relative à l’un des points du cercle est évidemment
Hz
x - 1- £ y'— i -t p ( cosy ■+• i sin ç
et pour faire décrire au point correspondant la circonférence du cercle, il faut faire varier f de zéro à as: l'intégrale est donc égale à
* P f — sin? -t- v’ — i cosç ) '.‘(cos O -h
- 1—1 coso , I /'**
Y Jn
i cos{/, —1)9 — y — 1 sin(/. — 1 j 9] 1/9.
Lorsque k est différent de l’unité, cette intégrale est nulle, mais, en supposant
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On a donc
A„_, étant le coefficient de —
X'irt
y — 1 </? = aîT v' — '•
J 9 f î )r/z = arA„_i y/— i
i dans le développement de la fonction * — * — ?V — i
?(s), c’est-à-dire (I, 434) le résidu de 'i(z) relatif à « 4- (5^—1.
Si le point qui représente z parcourait la circonférence en sens inverse, l'intégrale (i) sérail égale à — ait\ — i. Dans chaque application du théorème précédent, il faut tenir compte de cette remarque en examinant dans quel sens doit se faire l’intégration qui représente la différence cherchée.
345. Nous avons exclu, dans la démonstration précédente, le cas où le contour qui dirige l'intégration passe par l’un des points critiques pour lesquels la fonction est infinie. L'intégrale, dans ce cas, n'a pas en général de valeur déterminée, Cauchy y applique néanmoins scs théorèmes en remplaçant l'intégrale par la valeur qu’il a nommée (130; la valeur principale.
Soit O le point critique; la valeur principale de l’intégrale prise le long du contour POQ est, d’après la définition de Cauchy, la limite de la somme des deux
intégrales prises le long île l’I et le long de l'Q, lorsque les arcs égaux 10, 01' décroissent indéliniment. Elle diflerc donc de l'intégrale prise le long du contour l’ISIf'Q par l’intégrale prise sur la demi-circonférence IMF, c’est-à-dire (344; n\^ — i, moitié de la variation totale an A y’ — i, qui se produit quand le contour en se déformant traverse le point critique.
Détermination (le quelques intégrales définies.
340. Considérons, pour appliquer les résultats précédents, la différentielle
<-*■> 'itz T‘+Z> ’
où a désigne un nombre réel et positif.
Intégrons d'abord entre les limites : = — », ; = -t-», le long d'un cere.lc de
rayon infiniment graud ayant pour centre l'origine des coordonnées. Il faut poser
Z = .r -t-/^— I, x — Rcoso,
H sino,
et faire varier ç> de la valeur - à la valeur zéro. L’intégrale sera
^TT
o<.«Hco.yt/-.e-«RrinP |!vr_; f OOS? -t- y/— , sill y ; f/ .
b' 4- R’fcosa? ■+■ y — 1 sinsç)
a étant positif ainsi que sinç, l’exponentielle e—"R,iBr devient nulle pour les valeurs infiniment grandes de R. Le module du produit des fractions qui le multiplient n’étant pas infini, l'intégrale est évidemment nulle.
L’intégrale prise pour les valeurs réelles de c'est-à-dire le long de l'axe des X, est égale par conséquent à l'intégrale prise autour du cercle infiniment petit décrit autour du point qui correspond à la valeur
pour laquelle la différentielle est infinie. Or on a
(a 4- — bf— ï )'
le résidu correspondant à la valeur b \ — 1 de z est ici
tr*
ib\'~ 1
I.IVBE l’HKMlfitt. - ISTfiCnAI.ES DÉFINIES ET INDEFINIES, el l'intégrale éjçalc (3-i-i) il anA \ — i est
On a donc
et, en
séparant dans le premier membre 1;
l'x msn:
C* sin a;
l.a seconde de ces Ibrfnules est évidente et la première a été démontrée (250 . 347. Considérons en second lieu la différentielle
on verra, comme dans le cas précédent, que a étant positif l’intégrale est nulle le long de .la demi-circonférence de rayon infiniment grand décrite de l'origine comme centre et du côté des y positifs. Si l’on intègre le long de l’axe des X, en remplaçant seulement par une demi-circonférence infiniment petite la partie qui contient le point critique placé à l'origine, on aura donc le même résultat, el l'on peut écrire
Jr
i ix = o.
ti
Remplaçons dans la première el la troisième intégrale «■"■'V-' par la valeur cosax -t- y'1— i sinar; remarquons que les deux intégrales réelles sont évidemment
égales et de signes contraires, et que — ~ n'étant pas infini avec a-, la supprcs-
/SI [1 flJT • #%• • •••
- dx le long du diamètre infiniment petit AB est insignifiante, et nous aurons
tlx
rh = O.
Mais pour les points du cercle AMB on peut écrire = i, et par consé-
quent 331 )
donc enfin
comme il a été précédemment trouvé.
348. La méthode précédente, qui est extrêmement féconde, constitue une des belles découvertes de Cauchy. Donnons-cn encore une application.
jO-l ,/j
Considérons la différentielle — a désignant un nombre positif moindre que l'unité. La valeur initiale de s étant réelle et infiniment grande — R; prenons
(— R = R*-1 f cos{ n — 1 5 TT -H - 1 sin(a — i)irj,
R*-1 étant réel. Si le contour suivi ne pénètre pas au-dessous de l'axe des .r, ou verra aisément que, pour les valeurs réelles et positives de z, s*-' sera réel.
L’intégrale prise le long de la demi-circonférence de rayon infiniment grand R sera, celte fois encore, égale à zéro.
La différentielle présente deux points critiques qui correspondent à a = — i et à 2 = o, mais il nous sera inutile d'avoir égard au second qui ne sera pas franchi, parce que l'intégrale relative à un demi-cercle infiniment petit qui serait décrit autour de lui pour l’éviter est évidemment infiniment petite. Le demi-cercle de rayon infini peut donc èlre réduit à l’axe des X, dont une portion infiniment petite seulement sera remplacée par un demi-cercle décrit autour du point dont l'abscisse est — i .
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L’intégrale
f Z" dz,
prise le long de la ligne — XAMBX, qui se compose de la portion XA de l'axe
desX, du demi-cercle infiniment petit AMB décrit autour du point dont l'abscisse est — i et de la ligne BX prolongée jusqu'il un point infiniment éloigné X, est
donc aussi égale à zéro, et l'on a
(ia) / </.r -f f dz + I — — — dx + I dx — o.
1 + X ,! l + l Jff I + x Ja t + X
Si dans les intégrales j et f on remplace «qui est négatif par — x, et *•-' par
■t*-1 cos a — iitt-*- y — i sin a — i'7r|,-
la somme de ces intégrales prendra la forme
h [cosi a — t)n + ^—i sln: a — • : jr],
k étant un facteur réel que nous n’avons pas besoin de connaitre. L’intégrale
r AMB .
I z-dz
est égale ( 3 i5 ) à
— i [cos u — i)j: + y — i sin(a —
et l'on a par conséquent
i3) /. cos a — i)r 4- i sin « — 1 1 irj
— r. y1 — i feosi a — ic+^-isin'«-i ”!-+-/ * dx — a.
Multiplions par [cosf— an) + \ — i sin(— nrr) | . il viendra
— k + s v* — i -I- [eos(— an + sin(— an)] f — — dx = o,
DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL, et, en égalant les parties réelles et les coefficients de y — i ,
TT . = O
sin ar.
lailgMTT
k est . on le voit aisément, la valeur principale (130) de l’intégrale infinie
f° — — dx — Çm dÜl dx.
Nombre des racines d’une équation dans l’intérieur d’un contour donné.
349. Soit p(î) une fonction bien définie de la variable 2 qui devienne infinie pour n valeurs de z correspondant aux points A,, Aa A* intérieurs au contour
fermé MNP. On a vu (339) que si l’on calcule l’intégrale f f(z ; dz \c long du
contour MNP, puis le long de n contours de forme et de dimensions arbitraires
décrits autour de chacun des points A,, A, et n’en contenant chacun qu’un
seul, la somme de toutes ces intégrales sera nulle, pourvu que les contours intérieurs soient parcourus, comme l’indiquent les flèches de la figure, dans uu sens opposé à celui du contour total qui les contient.
Les intégrales relatives h deux contours parcourus en sens opposé étant égales et de signes contraires, on peut énoncer le théorème en disant que l'intégrale relative au contour MNP est égale à la somme des intégrales relatives aux contours intérieurs pris dans le même sens que lui.
Appliquons le théorème à l’intégrale / ^ ~ dz, F; z) étant le premier membre de l’équation
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dont nous voulons compter les racines et <|tic nous supposerons seulement bien déterminée, finie et continue ainsi que sa dérivée pour toute valeur de s. Les seuls
points pour lesquels la (onction p— ‘ peut devenir infinie sont ceux qui correspondent aux racines de F(a) =o, et réciproquement à chaque racine correspond un tel point. Soit en effet s = a -+- p y— i une racine de degré de multiplicité p, c'est-à-dire supposons que l'on ait
o [z) étant une fonction finie et continue, ainsi que sa dérivée, pour la valeur z = a ■+- jî y' — i , nous aurons
p< z — a — pj— i/-' 9 2 : + (2- a — 3 y'-i)'’ 9'is ,
et, en divisant le premier membre par F(îj et le second par le produit qui lui est égal.
Vu) 2 - * - 3 v-7 ?
Pour calculer l'intégrale autour d'un cercle infiniment petit ayant pour centre le point qui correspond à z = « -t- (9 y — i , on peut négliger la fonction qui
est finie, et l’intégrale est par conséquent (344) égale à a np y — i ; hi somme des intégrales prises le long des petits cercles qui entourent les points correspondants aux racines est par conséquent égale au produit de as yV i par 1e nombre total des racines, dans lequel la racine de degré de multiplicité p est comptée p fois; et par conséquent enfin le nombre des racines correspondant à des points intérieurs au coutour est représenté par
l’intégrale étant prise le long du contour MNP.
Pour faire usage de ce théorème très-remarquable dû à t-nichy. il nous reste à examiner le moyen de calculer cette intégrale.
On a •
cl en posant
IV
IV z)
-/{P’ + Q + y — i arctaogy-
Le terme ^ /(P* 4- Q’) étant bien détermine pour chaque point du contour, et
reprenant la même valeur après un tour accompli, donnera évidemment zéro pour résultat. Pour calculer la portion de l'intégrale qui correspond au terme
V — i are tan g . partageons le contour total en un certain nombre d’arcs dans l'intérieur de chacun desquels ^ ne devienne pas infini, en prenant pour points de
division ceux pour lesquels on a Q = o. dans chacun de ces intervalles, passera de 4- ao à 4- oc , de — » à — » , de - » à + œ ou d« + x à — oo ; dans les deux premiers cas, l'accroissement de arc tang - est évidemment nul; il est - dans
le troisième et — n dans le quatrième. La moitié de l’excès du nombre des arcs de la troisième espèce sur ceux de la quatrième représente donc le nombre des racines.
350. Supposons, par exemple, que le contour soit un cercle de rayon infiniment grand p décrit de l’origine comme centre, et soit
Fi j) = a"-+- A, a*— '4- A, . .4- A»,
A,, A,, \„ étant des constantes réelles.
(In a
P = p'cosmw 4- A,p““'cos ni — i|U+...+ A.i Q = p“*in«iftt 4- A, p*-' sin(«i — i)m -h. . A.-.psinu,
cl p étant infiniment grand, les deux seconds membres peuvent être réduits à leurs premiers termes, et par conséquent Q est nul pour les valeurs de w infiniment
peu différentes de o, -■>*-»•••, -* — - jt,. . . , — — Jt ; et l’on a ainsi a m inter-
* ni n i m m
valles dans chacun desquels passe de — ac à 4- * . Le nombre des racines est par conséquent égal à m.
Intégrales des fonctions susceptibles de plusieurs valeurs.
351. Les différentielles considérées dans les exemples précédents n’avaient qu'une seule valeur possible pour chaque valeur de la variable, et lorsque le chemin qui règle l'intégration en se déformant d’une manière continue franchit un point critique, la variation de l'intégrale, due tout entière aux cléments qui dans
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un intervalle infiniment petit uni acquis une valeur infinie, est égale (344) à l'intégrale relative h un cercle infiniment petit décrit autour du point. Mais les choses, dans certains cas, se passent tout autrement. Soit l'intégrale
les limites a et b correspondant aux points P et Q. Supposons que la courbe le long de laquelle on intègre traverse en se déformant un des points critiques relatifs à la fonction 9 (s), et cherchons quelle variation en résultera pour l’intégrale.
Le problème est très-différent de celui qui a été résolu (344). La valeur de <flz) n'étant plus pour chaque valeur de ; unique cl indépendante de la route suivie par le point qui représente z, une cause nouvelle de changement se produit pour altérer bien plus profondément le résultat. Dans le cas traité (344 , l’intégrale
pouvait, par un choix nouveau de la courbe le long de laquelle se fait l’intégration, recevoir un accroissement constant dont nous avons calculé l’expression, mais la forme de la fonrlion reste, à cela près, toujours la même. Les éléments des intégrales correspondant à deux contours voisins diffèrent infiniment peu les uns des autres, et si les contours, après s'être séparés, se réunissent dans une portion de leur cours, les éléments relatifs à la portion commune sont les mêmes dans les deux cas. Il en est tout autrement dans l'hypothèse actuelle. Si l'on considère deux contours infiniment voisins, tels que PMINQ, P.Ml'NQ, comprenant entre
>■ s > T fl
eux le point'erilique A, les deux intégrales, identiques pour la portion qui correspond à PM, different non-seulement parce que dans l'une les éléments relatifs au contour MIN remplacent ceux qui dans l’autre sont relatifs à Ml 'N, mais encore parce que, entre les points N et Q, les valeurs de la différentielle f[z)dz sont, dans les deux cas, très-différentes.
352. Considérons, par exemple, l’intégrale j \ 1 — z3 dz, et soit A le point critique correspondant à s = 1, pour lequel les deux valeurs de la fonction \ 1 — z’
mil' XI KM K PARTIR. - calcul intégral.
sont égales et peuvent se changer l'une dans l'autre. Soit B le point correspondant
à : = a, et considérons les deux intégrales relatives aux deux contours OPIQB, OPI'QB; elles ont la partie commune
Mais il résulte des explications données (I, 373) cju’en suivant à partir de P les deux chemins PIQ et PI'Q polir parvenir en Q, on y trouvera pour le radical deux valeurs égales et de signes contraires, en sorte que l’intégrale
v i - z' tlz ,
Jot)
qui forme la partie imaginaire des deux expressions considérées, aura dans l’une et dans l’autre des valeurs égales et de signes contraires. Quant aux portions relatives aux contours PIQ, PI'Q, elles sont infiniment petites et négligeables si le cercle PIQ1' est infiniment petit.
353. Pour étudier les valeurs diverses de l’intégrale / <?(zd: dans le cas où
Jn
la fonction ? (s) est mal déterminée, M. Puiscux a proposé une classification ingénieuse et fort utile des divers chemins qui, entre les deux points qui représentent les limites a et z, peuvent donner lieu à des intégrales distinctes.
Soient A et Z les points extrêmes qui représentent les limites de l’intégrale et C,, C3 C„ les points critiques dont la rencontre peut faire naître un change-
ment dans l’intégrale, lorsque le contour qui réunit A à Z franchit l’un d’entre eux en se déformant. M. Puiscux nomme contour élémentaire le contour parcouru par un point qui, partant de A, se dirige vers un des points critiques, décrit autour de lui un cercle infiniment petit, et revient en A en suivant la ligne qui l’a amené. Il est aisé de voir que tout contour commençant en A et finissant en Z peut être remplacé par la réunion de plusieurs contours élémentaires successivement parcourus, auxquels on adjoindra, pour terminer, la droite OZ. et qu’une telle substitution peut se faire sans qu’il en résulte de changement pour l'intégrale.
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Considérons en effet un fil flexible dont une extrémité soit fixée en A, et qui, plié suivant la ligne qui dirige l'intégration, aille passer dans un anneau placé eu Z. On peut, on le sait, changer la forme de ce fil sans altérer l'intégrale, pourvu que, conservant les memes extrémités A et Z, il ne franchisse en se déformant aucun des points critiques. On peut aussi adjoindre au chemin considéré, quel qu'il soit, un chemin quelconque deux fois parcouru en sens opposé partant de l’un quelconque des points du contour et y revenant, pounu qu'il introduise dans l’in- * tégrale des éléments qui se détruisent deux à deux.
Ceci étant rappelé, supposons que l'on implante sur chacun des points critiques
C,, C C„ une tige matérielle qui empêche le fil de la franchir, cl que l’on tire
ensuite celui-ci à travers l'anneau Z, de manière à le raccourcir autant que possible en le réduisant à une série de lignes droites réunissant les points critiques ou seulement quelques-uns d’entre eux, autour desquels il pourra faire un nombre quelconque de circonvolutions. Supposons qu’à partir de A le chemin ainsi réduit se dirige d'abord vers le point critique C, ; deux cas peuvent se présenter : ou il s'appuie sur lui simplement, ou bien, avant de le quitter, il fait autour de lui un ou plusieurs tours. Dans le premier cas, le chemin ayant la forme AC, C, peut être
remplacé par un contour élémentaire décrit autour du point C,, suivi d’un chemin direct dirigé vers C, et laissant C, à sa gauche. Si le fil avant de quitter C, fait autour de lui n circonvolutions, on peut remplacer la portion AC,C, par n -t- i contours élémentaires, suivis d’un chemin direct qui va de A vers C, en laissant C, à sa gauche. Et j'entends par là que ces deux chemins peuvent être réduits l’un à l’autre, comme l’on s'en assure à la simple vue, sans qu’il y ail nécessité de faire franchir à l’un d’eux, en le déformant d'une manière continue, aucun des points critiques C, et C,, et en évitant, bien entendu, la rencontre des autres points critiques qui peuvent se trouver sur le plan.
Le fil, sc dirigeant ensuite vers un troisième point C,, pourra être remplacé de même, dans la portion AC,C,, par un certain nombre de contours élémentaires décrits autour de Cît suivi d'une ligne sc rendant directement vers C, et laissant C, et C, à la gauche, sans comprendre entre elle et AC,C9Cj aucun autre point critique.
L’application répétée de cette méthode permettra, comme on l’a annoncé, de remplacer le chemin proposé, quel qu'il soit, par une série de contours élémentaires auxquels on adjoindra un dernier chemin allant directement de A en Z.
35t. Suivons les conséquences des considérations précédentes dans l’élude de l’intégrale
I — = arc suie.
Admettons que pour la valeur initiale s = o on prenne y'i-s'sfi; si, * partant de l’origine des coordonnées, le point qui représente z suit une courlte donnée quelconque, les valeurs successives des radicaux sont déterminées (I, 373) par la loi de continuité. Les points critiques correspondent ici aux valeurs z = ± i et sont tous deux situés sur l’axe des X de part et d’autre de l’origine.
— -/tS /7\
Les contours élémentaires sont AIKIIA et AGLG’GA. Lin eliemin quelconque partant de A et se terminant en Z peut être remplacé par une série de contours élémentaires successivement parcourus, auxquels on adjoint, pour terminer, la droite AZ. Lorsque, partant du point A, en adoptant pour le radical la valeur -t- i , le point qui représente z parcourt la droite AI, si l’on nomme e le rayon de cercle C,I, la valeur du radical lorsqu'on arrive en I est évidemment -t- y'i — e- : mais quand en faisant tourner le point directeur autour du petit cercle on l'aura ramené en I, le radical aura pris la valeur — y/ 1 — s1. On a, en effet,
yG — a’ = y t — 2 t/i + ;j
les deux valeurs de y i ■+■ a n’étant pas infiniment voisines ne peuvent évidemment pas s’échanger l’une dans l’autre par suite du chemin infiniment petit qui a été parcouru: mais celles de yi — s au contraire s’échangent à la suite de la rotation du point qui représente z autour du point critique G,. Le point directeur partant de I pour revenir en A et achever le contour élémentaire, le radical ayant pour valeur initiale — y r — e* et variant d'une manière continue, sera constamment négatif et aura pris, lors du retour en A, la valeur — i , égale et de signe contraire à celle qu’il avait au départ. Le parcours du contour élémentaire correspondant au point C» change également et pour les mêmes raisons lo signe de la fonction. Il résulte de là qu'un même contour, parcouru successivement un nombre pair de fois, n’amènera dans l’intégrale que des éléments qui se détruisent deux à deux,
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et comme la fonction -retrouvera en A la valeur primitive, les autres éléments resteront les memes et ces contours élémentaires pourront être supprimés.
Dans le chemin le long duquel on intègre, on doit, d’après cela, supposer que les deux chemins élémentaires soient toujours alternativement parcourus, chacun d’eux pouvant l’être un nombre quelconque de fois, mais jamais deux fois de suite.
Cherchons la portion de l’intégrale relative à l'uu de ces contours. La portion relative à Ai est évidemment
arcsin(i — s — arcsino;
elle diffère infiniment peu de celle qui se rapporte au contour du cercle infiniment petit est elle-même infiniment petite. On a, en effet, pour un point de cercle
; = i + s (cos? •+■ v — i sinç), i/î = « y — i rf? (cos? -t- y1— i sin?),
/’ ilz Ç"* 1 (cos? -r vf— i sin?) J
J t/1 — *’ J—w y [a + e(cos? ■+■ \l— i sin?)] (— e) (cos? -+- y— i sinç)
et l’on voit que l’élément de l’intégrale contient v'î en facteur.
L'intégrale relative à IA est égale enfin ‘a celle qui se rapporte à AI et de mémo
signe, puisque les facteurs dz et -^=== changent de signe en même temps quand
on passe de l’une des intégrales à l’autre.
L’intégrale relative au premier contour élémentaire est, d'après cela, égale à n, lorsque la valeur initiale du radical est -t- i; elle serait — n dans le cas contraire. L'intégrale relative au second contour est — n daus le premier cas et -+- n dans le second.
Cela posé, si l'on commence à faire parcourir, au point qui représente z, n fois chacun des deux contours élémentaires, en passant alternativement de l’un à l’autre, l’intégrale relative à l’un de ces contours sera ± vmr, selon qu’on aura commencé par celui de droite on par celui de gauche; et si l’on prend n -+- t fois le premier et n fois seulement le seeond, elle sera ± ( a n ■+- i ) n. En nommant u l'intégrale prise le long de AZ, lorsque la valeur initiale du radical est -t- i, et — «, par conséquent, lorsque celte valeur est — i, ce qui aura lieu après le parcours de 2/1 -l- 1 contours, les valeurs que peut prendre l'intégrale sont
±(l« + l)lt — H,
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ce qui est précisément l'expression générale îles arcs, dont le sinus est égal il sinu.
La fonction arc sine, considérée comme l'intégrale
1 rt:
est, on vient de le voir, une fonction mal définie qui, pour chaque valeur de s, peut acquérir une infinité de valeurs distinctes. Mais si l'on considère u comme lu variable, la fonction inverse
z = sinu
est au contraire bien définie. Il importe d'en expliquer la raison. Les variables z et u recevant simultanément des valeurs représentées par deux points du plan, il faut, pour étudier leur dépendance, suivre leurs mouvements simultanés. Rappor-
lons-lcs, pour plus de simplicité, à des axes différents OY, OX pour pour u. L'équation
montre que les points critiques de la fonction z, s'ils existent, doivent correspondre à s = =fc i , et par conséquent, d'après l’élude faite précédemment, à n — <-jtk -+- i) - . Soit, par exemple,
représentés respectivement sur la figure par les points F’ et Q. Supposons que le point qui représente ; tourne autour de P sur un cercle infiniment petit de rayon (. : cherchons le mouvement correspondant du point qui représente u. Nous devons
poser
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nii
J = i+p foosç 4- v — I SUI9), d:—p y — i (eosç -f- y — « sinçj do,
et, puisque p esl infiniment petit, en remplaçant i 4- z par a,
« — S’ = (l — l|(l + !):: - ïp'COSÇ 4- y'— i sin 9} — »p COS(9 4- îr) 4- ïsiii 9 4- *)] ,
du = 7^7, = 7i [cos (v 7 " ) + f-* sin ("ï" )] d9<
et par conséquent
u = y'ap J7in -- V~ * cos (?^)] + Cl
la constante C est évidemment égale à Il est clair que f, variant de zéro à an,
le point qui représente u décrit une demi-circonférence de rayon \'ap autour du point Q; et l'on voit que : reprenant sa valeur primitive après avoir fait un tour entier, u ne reprend pas lu sienne, et c’est pour cela que « est une fonction mal définie. Mais si, au contraire, u fait un tour entier sur le cercle de rayon y 2 p, le point qui représente z fera deux tours sur le cercle de rayon p, et z, considéré comme fonction de u, reprend sa valeur primitive lorsque « tourne autour du point Q, qui, par conséquent, n’est pas un point critique.
Système de représentation de H ici nanti.
356. I.’étudc des fonctions imaginaires et de l'influence du contour adopté sur le résultat de l'intégration est fondée tout entière, comme on l’a vu, sur l'examen aies diverses valeurs qu'une même fonction peut acquérir pour une valeur donnée de la variable. Le système adopté par Cauchy et les développements de M. Puiscux sur les contours élémentaires forment un ensemble aussi clair que satisfaisant. Un géomètre d’un rare mérite, trop tôt enlevé à la science, M. Ricmann, a proposé cependant un mode de représentation nouveau, qui, dans plusieurs recherches importantes, a été préféré depuis et dont nous devons faire connaître le principe.
La représentation d’une fonction ç (z) doit fournir pour chaque valeur de z la valeur correspondante de la fonction, et comme, d'après les conventions de Gauss et de Cauchy adoptées aussi parRiemann, chaque valeur a + iy-i de ; est représentée sur un plan par le point dont a et b sont les coordonnées rectangulaires, on doit concevoir qu'à chaque point du plan soit attachée en quelque sorte la valeur correspondante de la fonction. Si cette valeur est unique et bien déter-
I. Cale. int. -\ I
3îi
9 DEUXIÈME PARTIE. — CALCUL INTÉGRAL, minée, il n'y a aucune ililïicullé, mais si la fonction par sa définition comporte plusieurs valeurs, leur application pure et simple à chaque point du plan ne donne plus un renseignement suflisant, car il reste à décider dans chaque cas quelle est celle qu’on doit choisir pour ne pas rompre la continuité. Les méthodes de Cauchy et de M- Puiseux donnent pour chaque chemin adopté le moyen simple et élégant de résoudre le problème. Ricmann a voulu faire un pas de plus en représentant d’avance, et matériellement en quelque sorte, la solution relative à chaque cas.
Considérons, pour prendre l’exemple le plus simple, la fonction v'*, qui, pour chaque valeur de s, peut recevoir comme on sait deux valeurs. Concevons, pour la représenter, qu’un plan dont les points sont rapportés à deux axes de coordonnées rectangulaires soit recouvert par un second plan identique, dont chaque point reste cependant distinct de celui qu’il recouvre, sans qu’on puisse regarder comme possible le passage direct de l'un à l’autre. Les deux surfaces planes ne sont pas pour cela complètement séparées; elles sont réunies tout le long d’une ligne arbitraire OP passant par l'origine et s'étendant indéfiniment, en se croisant en quelque sorte, de telle façon qu'un point qui, se mouvant sur la surface supérieure, rencontre la ligne OP doit, en la franchissant, passer sur la surface inférieure, et réciproquement.
ù il 1
La ligne OP forme, on le voit, comme un pont entre les deux surfaces. Il est aisé de voir qu'en choisissant arbitrairement en un point quelconque, en M par exemple, qui correspond à z — 1 , la valeur attachée au plan inférieur, qui sera par exemple — i, et celle qui répond au plan supérieur qui sera +1, la continuité donnera, pour un point quelconque de l'un des deux plans, une valeur unique et déterminée qui pourra y être attachée d'avance, indépendamment de la route suivie pour y parvenir, le problème à résoudre dans chaque cas n'étant plus de savoir quelle valeur on doit prendre, mais quel est celui des deux plans sur lequel on se trouve, c’est-à-dire si l'on a traversé la ligne OP en nombre pair ou impair de fois. Il est clair en effet que si l’on reste sur le même plan, c'est-à-dire si l'on ne franchit pas la ligne OP, les contours suivis ne pouvant envelopper le point critique O sont transformables les uns dans les autres sans avoir à le franchir et sont par conséquent équivalents. Il est clair aussi que dans cette même hypothèse, à deux points infiniment voisins du même plan pris de part et d'autre de OP, G et G'
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par exemple, correspondent deux valeurs égales et de signes contraires de \ s, Car sans cela, en adoptant en M une valeur de \!z allant de M en G sans franchir UP, puis directement de G en G' et revenant de là en M, encore sans franchir OP, on retrouverait en M la valeur primitive de \î, ce qui ne peut pas être puisque le contour ainsi défini enveloppe une fois le point O. Il est évident enfin que pour les points superposés des deux plans les valeurs sont égales et de signes contraires; elles le sont en effet au point de départ M. et si deux points parlent ensemble de M, l’un sur le plan supérieur, l'autre sur le plan inférieur, en suivant d'ailleurs la même route, il est clair que les valeurs du la fonction correspondant à leurs positions successives resteront comme au départ ëgale%et de signes contraires. Cela posé, si un point part de M sur le plan inférieur par exemple, la valeur correspondante de étant + i, tant qu’il restera sur ce plan, c'est-à-dire tant qu’il ne franchira pas OP, les valeurs de la fonction correspondant à ses positions successives se succéderont d'une manière continue, et, si la route suivie vient traverser OP, il faudra d’une part, d’après notre convention, que le point passe d’une surface dans l'autre, et d’autre part, pour la continuité, que l’on adopte précisément pour \ 'a la valeur relative à la surface nouvelle sur laquelle le point a passé. Les mêmes changements se faisant en même temps à chaque fois que la ligne OP est franchie, il y aura toujours harmonie entre la situation du point, celle des deux surfaces sur laquelle il se trouve et la valeur* correspondante de la fonction.
Considérons eu second lieu la fonction
“ = \[z~— <tj(ï — ê)(* — cj,
a, b, r étant trois constantes correspondant aux points A, B, C du plan.
•Nous supposerons encore deux plans superposés dont les points correspondants sont considérés comme entièrement séparés. Ün suppose de plus une ligne arbi-
traire allant de À en B, puis de B en C, et se prolongeant indéfiniment à partir de C. Commençons par étudier les valeurs de la fonction u, lorsque le point qui représente z parcourt un des deux plans sans franchir cette ligne ABCK. Comme il est impossible, en s'imposant celte restriction, de décrire un contour qui enve-
DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL, loppe un des points critiques A, U, C, les chemins possibles pour parvenir d'un point donné à un autre sont tous équivalents, et en prenant en un point arbitraire de l’un des deux plans une valeur déterminée de u et la valeur égale cl «le signe contraire pour le point superposé, on aura pour chaque point de chaque plan une valeur unique et déterminée de la fonction, les valeurs qui correspondent aux points superposés étant évidemment toujours inégales. H est aisé de voir de' plus, d'après les explications données (350), que, pour un même plan, les valeurs relatives à deux points infiniment voisins situés de part et d’autre de la ligne de séparation sont égales et de signes contraires sur AB, «‘gales au contraire et de même signe sur B(’., et égales cl de signe contraire au delà «le C. Si deux chemins partant «le M conduisent par exemple, l'un en G, l’autre en G' sans quitter l’un des plans, et par conséquent sans franchir ABCK, ils ne peuvent faire prendre à la fonction des valeurs infiniment voisines, car sans cela, en parlant de M, suivant le premier contour pour arriver en G. puis passant directement en G' et revenant en M par le second contour, on y retrouverait la valeur primitive, ce qui ne doit pas être puisque le contour fermé enveloppe le seul point critique A et l’enveloppe une seule fois. Des considérations toutes semblables montrent que la continuité n’est pas rompue le long de BC et qu’elle l’est au delà de C.
Nous admettrons d’après cela que nos deux plans sont réunis et comme soudés l’un à l’autre, en se croisant en quehjuc sorte le long des lignes AB et CK, de telle sorte qu’on ne puisse traverser une de ces lignes en se mouvant sur l’un des plans sans passer sur l’autre au moment où on la franchit. Grâce à cette convention, on peut considérer la fonction u comme représentée sur ce double plan, de telle façon qu’à chaque point de la double surface corresponde une valeur de u et une seule, et qu’un mouvement quelconque d’un point sur le plan, dans lequel il passe d’une surface à l’autre, quand nos conventions l'exigent, lui fasse trouver pour la fonction u une série «le valeurs qui soient toujours celles qu’on doit adopter pour respecter la continuité.
358. La méthode de Riemann suppose, on le voit, que pour chaque fonction on détermine préalablement le nombre des valeurs dont elle est susceptible en chaque point, pour concevoir un nombre égal de feuilles superposées sur lesquelles on le représente,en établissant entre elles «les soudures qui, lorsqu'on les rencontre, forcent à passer d’une feuille sur l’autre suivant «les règles «|u’il faut assigner chaque fois et dont l’étude de 1a fonction, faite suivant les principes de Cauchy, rendra la recherche facile.
Considérons par exemple la fonction
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qui, pour chaque valeur «le s, a trois valeurs distinctes u,, au,, a *«,, K étant la racine cubique de l'unité; il faut, pour la représenter, concevoir trois feuillets superposés. Soient A et li les points qui correspondent à z — a et z = h, et que Cauch v nomme les /toints critiques ; on suppose une ligne ABK de direction et de forme arbitraire allant de A en B et s’étendant ensuite de B jusqu'il l'infini.
e- ir
Si l'on s'interdit d’abord de franchir cette ligne, on ne pourra tourner autour d’aucun des deux points critiques; toutes les routes qui réunissent lieux points sur une même feuille sont par conséquent équivalentes, et en se donnant par conséquent en trois points superposés choisis comme on voudra les valeurs u„, au0, a' u0 que l’on veut adopter pour chacun d'eux; les valeurs correspondantes h un point quelconque de l'une quelconque des feuilles seront déterminées sans ambiguïté et, en chaque point, ces trois valeurs pourront être représentées dans le même ordre par u,, au,, a3«,. Considérons deux points voisins G et G' situés de part et d’autre de AB et soient en G sur les trois feuilles u, au, a3u les valeurs de la fonction u, les valeurs en G' devront, pour chaque surlace, être multipliées par a et seront au, a1 u et u. Il est clair en effet qu’en partant du point initial G pour aller en G' sans traverser ABK, on tourne autour du point critique A (en négligeant l’espace infiniment petit GG'), et il est aisé de voir que celle rotation, que l’on peut remplacer par un cercle infiniment petit, décrit autour de A, multiplie par a la valeur de u. On verra de môme que pour passer de H à H' il faut tourner autour des deux points critiques et que la fonction reprend la même valeur sur une même surface. La soudure doit donc être établie le long de AB seulement, et de telle sorte qu’en traversant AB on soit forcé de passer de la surface i à la surface 3, de la surface 3 à la surface a, et vice versâ. Cela étant convenu, et h chaque point d’une même surface correspondant une seule valeur de u, la fonction sera complètement représentée, et en suivant un chemin quelconque à l’origine duquel correspond une valeur représentée sur celle des surfaces où l’on se trouve, on se trouvera toujours en chaque point sur celle des trois surfaces à laquelle est attachée la valeur convenable de la fonction.
359. Lorsqu’une fonction se trouve ainsi représentée sans ambiguïté h l’aide des feuilles superposées de Ricmann et des soudures suivant lesquelles elles se croisent et se réunissent mutuellement, la fonction peut être considérée comme n’ayant plus qu’une seule valeur, et il n’en correspond en effet qu’une seule à chaque point de l'ensemble des feuilles sur lesquelles elle est représentée. L'intégration dans ce cas peut cependant ramener les valeurs multiples et une ambiguïté
ïîili DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL,
nouvelle que Riemann Fuit disparaître par une décomposition ingénieuse de surfaces qui forme un des points essentiels de sa théorie.
Il faut d'abord établir un leinnve important sur lequel la méthode est fondée.
On a vu (335 j que si une fonction ?(*) est continue, finie et bien déterminée ainsi que la dérivée pour les valeurs de a qui correspondent aux points intérieurs à un contour fermé, l'intégrale
prise tout autour de ce contour est égale à zéro. I.e théorème est vrai pour un contour tracé sur les feuillets juxtaposés de Riemann et pouvant appartenir à plusieurs feuilles différentes, pourvu qu'il contienne dans son intérieur une portion finie cl déterminée de surface, telle que par aucune route suivie conformément aux conventions adoptées sur la manière de passer d'une surface à l’autre, un point placé dans l'intérieur ne puisse en sortir sans traverser le contour. Celte condition demande qu'on l'éclaircisse par un exemple.
Supposons que la fonction considérée soit y i — =*; elle sera représentée, sur deux feuilles réunies et croisées suivant la ligne AU qui joint le point critique — i au point critique -+- 1 .
Le contour MNPQ situé sur l'une des deux feuilles ne doit pas être considéré comme fermé parce que, en partant du point K situé dans son intérieur, on peut aller trouver la soudure AB en un point I, la traverser, passer sur l'autre feuille et s'éloigner indéfiniment sans rencontrer MNPQ.
La démonstration du théorème est toute semblable il celle qui a été donnée (335J. Soit
et
ç( i)rfï = (P ■+■ Q i ) 1 ilx +■ Jy y — i ) = Vdx — Qrf|‘+ 1 (Qdx 4- P </*•); les intégrales
étendues à tous les éléments de la surface considérée sont évidemment nulles.
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dy dx
dQ d P _
dy dx
Mais en partageant la surface en bandes parallèles à l’axe des X correspondant sur les divers feuillets aux valeurs de y convenables pour qu’aucun élément ne soit oublié, on aura, en nommant sur l’un des feuillets l,, kIt k„ kt les intersections de l’une de ces bandes, soit avec la portion de contour qui y est située, soit avec les soudures,
i I !u dxi?'~ I dr I di dx— I d.y (Q« - Q> + 0»— 0. .
et, en laissant de côté les éléments qui se rapportent aux points situés dans les soudures, cette intégrale (335) équivaut à f'Qdy étendue au contour entier. Quant aux éléments négligés, ils se détruisent deux à deux, car chaque point de soudure se trouvant à In réunion des deux feuillets, s’il termine la portion de parallèle à l’axe des X située sur l’un des feuillets dans l’intérieur de la ligne considérée il sera le point de départ de celle qui appartient à l’autre feuillet, et 1rs deux éléments relatifs à ce point figureront par conséquent avec des signes contraires. Quant à la valeur de Q, elle est la même sur les detix feuillets des deux côtés de la soudure qui a été établie précisément pour que cette condition soit remplie relativement à la fonction ?(s) ou P -t- Q v'— «•
La même démonstration s'appliquera comme f 335 j aux trois intégrales
JS%dxâr' Jfw'lx,,r' Jls**
et l’on verra que l’expression
ffdxdr [fy + 2) + 't-\ffdl,t-'Xddy- - Tx)
peut se réduire à
Ç Pdx — Qdy -ey— i ÇiPdy+Qdx : d:,
étendue au contour entier et que celte intégrale, comme nous l’avions annoncé, a par conséquent une valeur nulle.
360. Si deux points A et B situés sur un même feuillet ou sur des feuillets différents sont réunis par deux chemins différents, formant à eux deux un contour
fermé comprenant enlri* eux une portion déterminée et finie de surface, l'intégrale relative à ce contour sera nulle, et par conséquent on verra comme (336) que l’intégrale I v(z)dz a la même valeur pour les deux chemins.
Cela posé, la méthode de Riemann consiste à établir sur l'ensemble des feuillets des coupures ou barrières infranchissables et telles, qu’en les respectant deux chemins quelconques qui réunissent entre eux deux points donnés forment un contour fermé contenant dans son intérieur une portion finie de surface. L'intégrale
I f[s)d; devient alors complètement déterminée et a, pour chaque valeur de z,
une valeur unique.
Considérons par exemple la fonction '■ On sait que l’intégrale j" est mal
déterminée et admet, lorsque ; est donné, une infinité de valeurs différentes. Ces valeurs multiples, comme nous l’avons exposé, sont dans l’essence de la fonction logarithmique, et il ne faut pas songer à les faire disparaitre : Kiemann parvient seulement à les séparer nettement les unes des autres. Concevons pour cela, dans le plan unique dont les points représentent les valeurs de une coupure 01* partant du
point 0 et s'étendant indéfiniment dans un seul sens et dans une direction d’ailleurs arbitraire. Cette coupure sera considérée comme infranchissable, de telle sorte que les points M, et M,, quelque rapprochés qu'ils soient géométriquement, ne seront plus considérés comme voisins et qu’aucun chemin ne pourra plus traverser OP.
Aucun chemin dès lors ne pourra envelopper le point 0, et l'intégrale / --
aura eu chaque point du plan une valeur unique et déterminée. Celle valeur sera différente pour les points M, et M„ ce qui n’empéehe pas la continuité, puisque ces points ne sont plus voisins. Il résulte des explications données (337) que la différence de ces valeurs, égale à l'intégrale prise le long d'un contour qui, partant du point M|t aboutit en M, sans avoir franchi la coupure, est any — i. L’interdiction de franchir la coupure, ayant d'ailleurs été imposée arbitrairement, en peut considérer ensuite les intégrales relatives â des contours quelconques qui en sont affranchis, et l’on voit aisément qu'à chaque fois qu’on la traverse il faut ajouter ou retrancher as \ — i au résultat que l’on aurait obtenu si depuis le dernier pas-
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sage on l’eût constamment respectée. La fonction Iz peut de cette manière être augmentée, pour une même valeur de d’un multiple quelconque de tn \ — i .
361. Considérons en second lieu la fonction 1 > représentée, suivant la mé-
tbode de Ricmann, sur une double feuille dont les deux parties sont soudées suivant la ligne PQ qui joint les deux points qui correspondent aux valeurs s= i, î=— i, de telle sorte qu'on ne puisse traverser cette ligne sans passer d’une feuille sur l’autre.
L’intégrale j *— n’est pas déterminée, et en un point donné de l’une des
deux feuilles, quoique le radical Vi — -1 n’ait plus rien d’arbitraire, l’intégrale dépend du contour suivi pour la calculer. Deux contours partant de O et aboutissant en un même point de la même feuille ne renfermeront pas en effet (35!)) uno portion déterminée de surface. C’est encore à l’aide d’une coupure que Riemann
ramène l’intégrale J avoir une valeur unique et déterminée pour chaque
valeur de s correspondant k un point donné de l’une des feuilles.
Convenons de dessiner en traits pleins les lignes tracées sur la feuille supérieure et de ponctuer celles qui appartiennent k la feuille inférieure. Supposons qu’un
cercle, dont les dimensions doivent croître indéfiniment, limite sur l’une cl l’autre feuille les points que nous voulons considérer. Ricmann suppose dans l’ensemble des deux feuilles une coupure représentée sur la ligure par GKH, GK séparant es deux parties de la feuille supérieure par une barrière infranchissable, et 1IK remplissant le même rôle sur la feuille inférieure; il devient impossible, en respectant cette coupure, de tracer sur les deux surfaces un contour fermé qui ne renferme I. Catc. int . /|3
pas dans son intérieur une portion déterminée du double plan, et le long duquel
par conséquent l’intégrale ne soit pas nulle. La
fonction I
acquiert alors
une valeur déterminée et, quelles que soient les deux routes suivies sur la double feuille, en respectant la coupure, pour unir le point i au point 2, les deux intégrales auront la même valeur puisque l'intégrale prise le long du contour, qui est nulle, est égale à leur différence. Les points tels que M, et M2 situés de part et d’autre de la coupure, quelque rapprochés qu'ils soient géométriquement sur la même feuille, ne sont plus considérés comme infiniment voisins, et l'intégrale qui se rapporte au point M, est autre que celle qui se rapporte au point Ma. Leur différence est évidemment l’intégrale prise le long d’un contour qui partant de M, aboutit en M, sans franchir les coupures, comme serait par exemple M, R Ma: l'intégrale prise le long d'un tel chemin est (354) égale à ait, et les valeurs de l'intégrale en M, et en M, diffèrent de 21t. en sorte que si l’on supprime les restrictions, on doit ajouter à l'intégrale autant de fois ait que la coupure GK aura été franchie de fois.
Nous n’insisterons pas davantage sur cette théorie de Kiemann qui, nous devons le dire, a servi déjà de base à de très-importantes recherches. La notion des contours élémentaires nous parait présenter plus de netteté, cl le choix seul et la justification du système de coupures à adopter dans chaque cas peuvent présenter des difficultés laissées jusqu'ici à la charge de celui qui voudra tenter une application nouvelle.
CALCUL NUMERIQUE DE LA VALEUR APPROCHÉE DUNE INTÉGRALE DÉFINIE
Méthode des trapèzes.
302. Lorsqu’il n’est pas possible de déterminer exactement la valeur d’une intégrale définie, on doit recourir à des méthodes d'approximation pour en calculer la valeur approchée. C'est à l’exposition de ces méthodes que nous consacrons ce chapitre.
Une intégrale définie
I 9 (x)itx J n
représente faire comprise entre l’axe des y, la courbe dont l’équation en coordonnées rectangulaires est y — -({x), et les ordonnées qui correspondent aux abscisses a et h. Pour évaluer cette aire approximativement, on peut d'abord substituer à la courbe un polygone inscrit et remplacer la surface cherchée par une somme de trapèzes.
Supposons que l’on partage l'intervalle b — a en n parties égales, et que par les points de division on élève les ordonnées y,, y-,, ... , v„_,; la somme des trapèzes, dont les ordonuées sont les côtés, sera, en nommant /„ et y„ les deux ordonnées extrêmes,
( 0 -jjp (y. + v’-' ■+■ r- ).
et celle formule donnera une valeur d'autant plus approchée que le nombre n sera plus grand.
Méthode d' interpolation de Cotes.
363. La connaissance des ordonnées y„, y permet, en général, d'obtenir
un résultat plus approché que le précédent. En substituant à la fonction f{x) une fonction entière de x qui coïncide avec elle po.ur toutes les valeurs calculées, ces valeurs étant au nombre de n -+• i, la fonction nodvelle sera de degré n. On
l’intégrera aisément; et si n est suffisamment grand, l’erreur commise sera le plus souvent extrêmement petite.
Les calculs auxquels donne fieu la méthode précédente peuvent être notablement simplifiés par la détermination préalable des résultats communs à tous les cas et leur réduction en formule.
On peut d'abord, quelle que soit l’intégrale, ramener les limites aux valeurs fixes zéro et i . Soit, en effet,
En posant
aux limites a et b de x correspondront les limites zéro et i de t.
Celte transformation n’est pas applicable, il est vrai, quand l’une des limites est infinie, mais on peut la remplacer par une infinité d’autres qui conduiront au même but. Si l’intégrale proposée est
/ ?(x )dx,
on pourra poser e--' = j, et aux limites zéro et x de x correspondent les limites i . et zéro de v. S’il s’agit d’une intégrale de la forme
dx,
on pourra la partager en deux autres
f <?(x)dx+l f{x)dx,
J— ta J o
puis poser dans la première e* = y, et dans la seconde e -* = z. Occupons-nous donc seulement de l’intégrale
dx.
Soient y», y,. .... y„ les valeurs que prend la fonction /{x quand on y suppose
•l- — O , «2* —— “ y JC — — JC — — — ■* t JC — — I .
Si l’on pose
nx(nx — i). . . ( nx — n)
nx — p
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et que Mf désigne la valeur que prend X, pour x = gré n
la fonction entière et de de-
se réduira évidemment à v, pour la valeur x — et elle pourra, par conséquent,
dans l'intervalle considéré, remplacer la fonrtion f{x) avec laquelle elle a n 4- 1 valeurs communes.
\p et étant, pour chaque valeur de n et de p, indépendants de la forme de la fonction f fa:), on peut calculer à l’avance l’intégrale
et l'on aura alors
et la méthode se réduit, par conséquent, à multiplier les ordonnées v0. y v„
par des facteurs numériques calculés à l'avance et qui sont les mêmes dans tous les cas.
Ces valeurs sont les suivantes :
Pour n = i,
pour n = a, pour n — 3, pour n — 4.
pour n — 5,
pour n = 6,
SU
pour n = 7,
pour n = 8,
pour n = 9,
35tt_
A,_A,~ 8ÿW
56oo ’
aiiBt)
pour n = 10,
•“ '“ 598751’ A'~A,~7fy688’ A'~A‘- 7^84’
A, = Aj =
364. Pour donner une application de la méthode précédente, considérons l’intégrale
la valeur connue du résultat à obtenir nous apprendra le degré d'approximation. Appliquons d’abord la méthode des trapèzes. On a, en supposant n — 10,
?(«)=°’7,<a9, K-oi^0’66667’ ?(")=°’625,
et en appliquant la formule (1), on trouve pour valeur de l'intégrale
L'erreur porte, on le voit, sur la quatrième décimale.
Prenons pour second exemple l'intégrale
Je *-*-*' »
En appliquant la méthode des trapèzes dans l'hypothèse de n — 10, on trouve pour valeur approchée
et l'erreur commence à la troisième décimale.
Si l'on emploie la méthode de Cotes, en faisant seulement n — 5, on a
A3?(|)=°»oS99984»
avec trois décimales exactes.
366. On peut d’ailleurs indiquer d'une manière générale l’ordre de grandeur (fe l'erreur commise dans chaque cas.
Supposons, en effet, que la fonction ÿ(-r) soit développable en série convergente
Si l’on calcule les valeurs de f (x) correspondantes à x = 0, x = *=
jc — 1, et qu’on applique ensuite la méthode de Cotes à la détermination de l’in-
tégralc
f <fl x)dx, Jo
le résultat sera évidemment le même que si l'on avait appliqué successivement celte méthode à chacune des intégrales
Ja.dx, I a, xilx,. . , I z,x“dx, I a„, x“+' dx, . . . ,
pout*ajouler ensuite les résultats obtenus. Or les n ■+■ i premières intégrales seront ainsi calculées sans aucune erreur. On sait en effet que la méthode d'interpolation au moyen de laquelle on substitue à une fonction donnée un polynôme de degré n donne identiquement la fonction proposée elle-même toutes les fois que celle-ci est entière et de degré inférieur à n-t-i; l'erreur commise sera donc la somme des erreurs commises dans l'évaluation des intégrales
f (t,+,x"~'dx, f ■ ■ ,
et elles sont respectivement égales aux produits des coefficients aM+1, a„+ des nombres invariables que l'on peut calculer une fois pour toutes. Soit e
commise dans l'évaluation de f x"+' dx , on trouve
. . par erreur
pour n = i ,
pour n — 2, pour ti~3, pour zi = /|f pour 7i = 5, pour 7i = 6,
525oo* ’ iSooo'
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pour.n = 7, pour fi = 8.
pour fi — 9, pour fi r= 10,
£‘ io588jio li a352g8o'
t>H 1 35 J*ju8 vi 1 >4791250
a4KM|37 '>80927
l3ti5uOOOOOOÜ '2 1 OOOOOOOOO
Si l’on suppose
o( jr) I — X 4- -T* — X* -4- X* — .. f
l’erreur commise pour fi — io sera la somme des erreurs commises sur les intégrales des termes — arH, +a;',t — x'* Les trois premiers termes sont
leur somme est
280927 1 iÜSoooooooo
2 I OOOOOOOUi)
U ,'HJtlO I 2(l2 ,
qui surpasse l’erreur totale «lu septième environ «le sa valeur.
Formule de Simpson.
3(>7. Lorsque l'un suppose n — 1, c'est-à-dire quand ou se contente de calculer l'ordonnée v, correspondant à n ' > les deux ordonnées extrêmes étant désignées par j„ et j„ la furmnle de Cotes devient
1,3) ) vi •« + -j 'tf — S'O*-*' O'» +>'*>•
Cette formule s'étend aisément ail cas où les limites sont quelconques, et l'on en déduit
(4) I <j>(jr )«/* = — g— 4 J’i-t-t.).
Cuti. int
v0, y, cl v, désignant les valeurs de f 'xj correspondantes à x — a, x — " ^ ^ et
x = b : il suffit en effet, comme on l'a dit 363 , pour réduire la formule 3; à la forme (4). de poser
et alors aux valeurs zéro, et i de t, correspondent les valeurs a, - et b de x.
Mais la formule approchée (4) est d'autant plus exacte évidemment que l'intervalle b — a est plus petit, et c'est pour cette raison qu’avant d’en faire usage il est bon de partager l'intégrale en plusieurs autres à chacune desquelles on l’appliquera successivement.
Soit l’intégrale
j ?{J e)Jx.
On a, n désignant un nombre entier,
f/j+ I 9(2* dx -4- I 9l jr )dx
et en appliquant à chacune de ces intégrales la formule (4). après avoir préalablement calculé, comme elle l'exige, les valeurs de la fonction qui correspondent
aux abscisses — -t — »• • > * ' > on trouvera, après des réductions évidentes, en
nommant j* la valeur de la fonction correspondant à x = »
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— 0,Ï1)00<)->*7Î01 y\ r a,3455f)oç)o3t), .
* ( r. -t- y, ■+■ r, -4- y, T y. + y„ ) 3,n3i884gi86:
iraillcnrs
et la fornnilfi'f 5) donnera
dx = 04*7110 1*457
avec trois rbiffres exacts seulement, c'csl-ii-dire le même nombre que par l'emploi de la formule de Cotes, lorsqu'on y supposant n=. 5, on a à calculer un nombre moitié moindre d’ordonnées. Les multiplicateurs, il est vrai, sont plus simples dans la formule de Simpson; mais il est rare que cet avantage compense l’inconvénient d'une moindre exactitude ou, ce qui revient au même, la nécessité d’accroître le nombre des ordonnées pour obtenir une approximation suffisante.
Méthode de finit ss.
369. Gauss a remarqué fort ingénieusement qu'il y a avantage à substituer aux ordonnées équidistantes considérées par Cotes des ordonnées dont les abscisses se succèdent suivant une loi qu'il a fait connaître et qui, dans le plus grand nombre de cas, assure, pour un même nombre d'ordonnées, une approximation beaucoup plus grande.
Considérons une intégrale de la forme
J <f{x)dx.
à laquelle on peut, comme on l'a vu : 363), ramener toute intégrale prise entre
deux limites finies a et b. Soit
?( x ) — a, -f- n, x 4- «, x’ 4- . . . ■+■ ii, x" 4- n^,, x“ 1 •+ . ■ ■ .
Supposons que l’on calcule n -t- î valeurs de ç xj correspondant aux abscisses
xB, x x * comprises entre zéro et l'unité, et que l’on substitue ensuite à 9 .r
la fonction entière de degré n qui coïncide avec elle pour ces valeurs choisies de
la variable, l’erreur commise sera nulle, quels que soient .r„. x x„, si la
fonction flx) se réduit à un polynôme entier de degré inférieur à#+t. Gauss se propose de choisir ces abscisses de telle sorte que le degré du polynôme puisse s’élever jusqu'à an sans que l’erreur cesse d'étre nulle, et si alors la fonction f (a?) est représentée par une série convergente en la concevant comme composée de deux parties, les an- 1- 1 premiers termes d’une part, et la somme de tous les autres d’autre part, c'cst sur l’intégrale de la seconde que portera l'erreur, qui sans cela aurait été commise à partir du (n-t- 1 "w terme.
Soient xB, x, x„ les abscisses qui remplissent les conditions énoncées, et
En nommant f{x) un polynôme de degré inférieur à an -t- 1, (J le quotient de la division de ce polynôme par ’x) cl H le reste, Q étant un polynôme de degré n — 1 et R un polynôme de degré n au plus, on aura
!{x) — Qt}i .r) -r R.
Or la méthode d’interpolation revient dans ce cas à remplacer f{x) par le polynôme R qui lui est évidemment égal pour les valeurs .r», x x„ de .r qui annulent l’erreur commise est donc
et pour être assuré que cette erreur est nulle, il su Hit de déterminer tytx) par les conditions
I ÿtx) i/.r r= o. / x ’li x )ifx n, ... I x • 1 •\i(x)il.r _ a.
On y satisfait en prenant
au
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On a en clfel, en intégrant par parties,
j xe i|q x ) dx .V j 'ji(. r)dx — [> j' rf ’ i/x j'-l x dx
i' j ■]. ( r dx — p.rr " j dx dx + plp — i) ÇxP 'tix j dx j <Ji(x)i/x
xffty\x}dx — px? ‘ j dx j ’(i(.r' dx -+- p p — i )xr-’ Çdx j'dxj^(x)dx — p p — i )! p — *) J x*' 'dx j'd.rj'dxj',li(x'dx:
la loi est évidente; en continuant jusqu'à épui«er l'exposant île x, et en représentant. pour abréger, par
f $(x)dxl
l'intégration k fois répétée f dx f dx j- ■ <j,Er d.r, on a
I ri'<\i(x)dx — xr f ÿ[x dx — pxl—' f tytxi dx' ■+■ p{p — il Ç ty(x)dx' -h... dt i.a.'l. . ./> j 'lflx)dx>
Mais/» -+- i jetant au plus égal à n, toutes les intégrales indiquées peuvent s'effectuer, car ty(x) est une dérivée (n 4- el donnent pour résultat des polynômes qui, contenant à chaque terme un facteur x et un facteur i — x au moins, sont tous nuis aux deux limites; on a, par conséquent, comme il a été annoncé.
xr-if x)dx o.
Toutes les racines de l'équation (6) x"*'(i — x)**‘ = o
sont réelles, n -+- i d'entre elles égales à zéro, et les n -I- i autres égales à l'unité, et, par conséquent, d'après un théorème très-connu d'algèbre, toutes les racines des dérivées successives, et en particulier celles de la [n- 1- i sont réelles aussi et comprises entre zéro et i.
I,a forme de l’équation '(> montre que les racines de l'équation ty!x) = o ont ilcux à deux pour somme l’unité, et. quand leur nombre est impair, l'une d’elles
par conséquent est égale à -•
ali DEUXIEME PARTIE. — CALCIL INTÉGRAL.
En adoptant ces valeurs pour.r,,, x l'intégrale proposée sera remplacée
par
I lUr.
R, étant un polynôme de degré n qui devient égal à f (x) pour les valeurs .r„. x de la variable, est délerminé par celte condition et égal à
y" ?' r,.'. (x — x,!(x — x,). . . (x — x. ) éa» x x,
qui la remplit évidemment si l’on prend
Tr = • • (x, — x,_,)(x, — x,*,)... (x, — x.L
La valeur approchée de f <f(x tir prend d’après cela la Forme
') I K ilx r:A, 5 x.j H- A, ÿ(*i) A. o ; x»).
Nous donnons ici les valeurs de .r0 , ,r, x„ et les logarithmes des Facteurs
correspondants pour les cinq premières valeurs de n :
Pour n = o,
x, — o.éi A, — i
Pour n — i , .
log - 9.4*98 9700
Pour n = a.
x, •=■= 0, 1 1 17 oif>5
log ~ 9,84? 8175
Pour n = 3,
x. = o,33oo <m) |8
A* A, -- 0,173 *|t»74 A,r*. Aj — o,3a(î 0776
log 9,xjo 368l log 9,5 1 3 3 1 43
Xr o,(i(iqt) t
x, ot«)3o'ï (>8t(»
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Pour n = 4.
log 9,073 5834
log 9,378 9687
log - 9,453 9975
Pour n = 5,
log
— 0, i(hj3 953i
log
— 0, 38o6 qo4 1
A» Aj 0,^33 9.570
371). Appliquons la méthode île Gauss à l'intégrale
Voici, on supposant n = 4. lu détail du calcul :
logy(x, 9,980 0906.1 logA, - 9,073 5H J35 9, «53 67197 A,y(x.) 0,1 1 3 1 3532
iog &(■*.; 9.901.1 8247
logA, 9,3781(689 9,288 7934
A, y(x,) o,i(){j 43îo
logy(x,) — 9,87.3 1(08741 logA, = 9,453 99745C 9,277 906197 A,o(x,) 0,1896 2965
logy (x, ) 9,752314c
lugA,= 9,378^)687 9, i3i i833 A,y(x,j o,i35*6433
logy(x.) 9.7092778 logA, 9.073 5843 0,782 8621
Prenons pour second exemple l’intégrale
I / r/ tix= £ Il ~ 0,7*2 1 0 82612 87950,
cl soit n = 4* on aura ? = ~
logfl 4- x)
log if ( x ) — 8,6(>o 3 1 88 logA — 9,07.3 5843
À 9 ( X ) = O, Oü54 1 880
xx — 0,2307 (»534
log •-(*,)
logA, - 9,378 4)687 8,673 7396
A 1 if l x% ) — 0,0 ( 71 7801
Jï — o,5
log^Xj) — «|,5 1 1 0435 log.4,=: 9,453 9975 8,965 o4 l o
AJc;(«rij 0,0922 658o
x» zx 0,7(192 346(t
— îJ.554 4’4U
log A. — 9.378 9687 8*933 3947
logO(X4 I = 9,545 0289 log A, =19,073 5843
0,0922 658 j 0,0857 61 32 o,»4i5 54o4 0,27 1 1 <)8oi
l'ar conséquent J -J, dae = o.vjmÀ\ <)8oi, exact aux
six premières décimales.
l'onnule d'Euler.
372. Nous avons donné I, 333 une série due à Maclaurin donl Euler a déduit une funnule élégante et souvent employée pour le calcul approché des intégrales définies.
On a, quelle que soit lu fonction ç .1.
(8) f(x + h) — ç,'x } — h'f'\x) -h ^ [y'(x -4- A) — y'(x)j — [y"(x 4 /< — y'ix)J
B Ji" , .
B, désignant le nombre de Hernoulli.
Mais celte formule ayant été déduite de la méthode des eoellicienls indéterminés, les conditions de convergence et d'exactitude ont etc absolument laissées de côte, il est donc indispensable d'en donner une démonstration plus rigoureuse et plus précise.
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Nous commencerons par démontrer de nouveau la formulp de Taylor, en donnant à l’expression du reste une forme nouvelle.
On a identiquement, quelle que soit la fonction •} r .
ft.r + ii-i'r)' I o‘(s d:.
et en posant s = .r -I -h — ir
z'x + ti\ - Ot x) J ç'Ij
t -*■ h — «i tfn.
En intégrant par parties et faisant successivement porter l’intégration sur du, u du, «Vu...., on trouve
I &'(ar -i- A — u) du | «o"( x + h — n)du,
XA é* /'* #i*
«9"'( x -+- fi — «) du - —?'’(*■!-*- J ^ 9p(jf + h — u)du,
I — 9”;* •+■ /i — « 1 tfn - — — = <9—( ,e ) -t- I — - «'"{.r ■*•/» — «J du, * i,*.J ï.i
et ainsi de suite.
On en conclut
ho'ix ) + ^ - o'(r) ■+■ r s'(4T) -I- ■
H 5 f Xi-hl 3 o '"(x Il — ll)dll.
T JJ, 1.2.3.../* T
C’est précisément la formule de Taylor, dans laquelle le reste qui complète les n-M premiers termes est exprimé par une intégrale définie.
373. Pour déduire de celte formule le développement rappelé plus liant, dans l’équation
(g) o( x -H h ) — ç>(.r ) — hf’{x) + - - »'(jr) i
+ , si"(r|+ I , s“*'(x H- A — u) du,
i.i.3...iat J i.a.3. ..a «'
remplaçons successivement la fonction ç far) qui reste arbitraire, par s'f.r), j'fx)
y"~' f*), et diminuons à chaque fois d’une unité le nombre arbitraire des termes conservés dans le second membre, de telle sorte que la fonction f5"’’1 («H- h — u)
I, Cale. inl. 44
beuxièsik partie. - calcul intégrai..
ri*r,
figure dans tous les derniers termes sous le signe d’intégration, nous aurons
i.a.3...(an— i) I ,/n i. a. 3. — i) T
i.a.3...(an — a)
Jf*A u«-l
„ t.a.3...(aR — a) r
Posons, conformément à la notation habituelle,
Of(x 4- A) — oF(x) = Ao'(i),
et ajoutons les équations précédentes, au nombre desquelles il faut comprendre
l'équation ( 9 , après les avoir multipliées respectivement par 1, A, A, A, A*
A„_, Aa"-' en choisissant les constantes A,, A, A,„_, de manière à faire dis-
paraître du second membre les dérivées 9" x ;, 9"' x . yw(x),..., f7n(x'j, on aura
(10) Aç(*) + A, AAo'(ar) 4- A,h’A<?~(x) + . . .4- A,._, A"-' A?1** ’(*■ )
= A^'far) -t- f 4- A — h) F(«) </«.
En posant
an — a
et Téquation (io) devient par conséquent
Aç(.r) — - h Ao'(j-) h — — B, /r A?" (x ) + ■■• +
i.a.3 . . (an — a)
— llfy' JC) W / 9’*+,(x -+- II — u)Ÿ{u'j(Jtl,
F lu) désignant la fonction ( 1 1) i|uc l’on peut écrire
iM*"' B, /
ri (s)’"1” - (î)' îîFi] •
Le facteur placé entre parenthèses est précisément le polynôme qui exprime la somme des puissances an — i desn — i premiers nombres entiers dans lequel n
est remplacé par j- En adoptant la notation fl, 349), on a par conséquent
374. Le développement indéfini donné {I, 333 ; n'est par conséquent légitime que si le reste
I (lu
tend vers zéro, lorsque n augmente indéfiniment; u variant de zéro à h, varie
de zéro à l’unité, le facteur f2„_, ( ne change pas de signe (I, 352), et nous
pouvons, par conséquent faire sortir l’autre facteur ç***1 {x ■+■ h — u) du signe d'intégration, en le remplaçant par une valeur moyenne fx-t- Oh j, en sorte que l’intégrale qui exprime le reste est égale à
an — i i Mais on a I
"(x + Oh) j
du.
:iw
donc
c'est-à-dire, la fonction ?« ( ^ ) «tant nulle ' I, 352 pour « = h cl « = o,
et le reste de la série de Maelaurin, quand on la termine au terme en A®’""’ x/t est par conséquent
(iï) — —s — o^qjr + ah jB„.
Les nombres du Hernoulli (I. 412) grandissent si rapidement avec », que la formule de Maelaurin, prolongée indéliniinent, est eu général inexacte. Elle peut même alors cependant, par une anomalie singulière, rendre de grands services dans les calculs d’approximation. Le terme complémentaire, lors même qu'il grandit avec n, est en effet fort petit pour des valeurs peu considérables de n. L'expression (i a j pourra donc être, et sera dans le plus grand nombre des cas, négligeable pour certaines valeurs de n, et la formule, bornée à un petit nombre de termes, nu laissera subsister qu'une erreur insignifiante. On a, par exemple,
= U.OUUÜU UOUUO OUUOO 'J 1-40.
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un trouve
/ 1' x i Ix -- ht T (;
- AA/rix}-^ B, A’ A —
tlx
,i'ir .r] </x*
En posant A = 1, x — o, on a
A/r:x) - /r.x 1) — /ri*j = u-, . ttlY(x) I A 1 Ix " “ X '
llx‘ x'
</’/l'(x) _ 1 A “ dx-~~x''
el ainsi de suite; d’ailleurs '300
/r(x)</x = lir. -4- xlx — x;
par conséquent
M’.X) — - /a TT — x ■+■ (x — - ) Ix — - -- — 3 '3/ 3 X
ce qui s'accorde avec la formule 315 .
376. La formule 03 . très-employée dans le calcul des intégrales définies, est mise habituellement sous hue autie forme. Elle est évidemment d'autant plus exacte que la valeur de A est plus petite, et c'est pour cette raison qu'avant d'en faire usage, 011 partage souvent une intégrale en plusieurs autres dont les limites soient plus resserrées.
On a, en posant A — a — //A,
A i*ll-f jAl *
rj{x)dx -- J 9(a?)i/ï+ 1 9( jr) dx 4- * ♦ • ■+ I 9 (x)dx,
« du 44 -f- A */«■+•(« — i;à
et en appliquant la formule (i3) à chacune des intégrales qui composent le second membre, on trouve, après des réductions évidentes,
•4) / ç(x)tfr — A|ç(a)+ ç(n -i- A) +... + n/»)] A vC + ?(« ]
du ^
Si l’on fait n — i , on a
(i5) I t?{x]dx = - [t?(à + ?;«]-
IL : A — rt
•*".^73:4 [b lu)l- +
et déduisant ÿ(b) — ~/((i) de cette équation pour le substituer dans l’équation Ci 4,. on trouve, en remarquant que (b — a) = n/i.
(16) <f[x)dx= — 9(0 4- Ut) +■ (« - i)[^{6) 4-
- —"3-4 !?"(* - + ~^'si 6 (*• - • )I *•(*)-?•< « )1-
En disposant du nombre arbitraire /i et combinant entre elles les formules obtenues, on peut former un grand nombre de résultats intéressants.
En posant b — a — p = $0 et faisant successivement 11 — 2, n = !\, « = 8, on obtient les trois formules suivantes :
'7) J <»(x)dx= +
B,(/> — «)• . , . . 5B,fA — «;• . .
a)l+ .677.a7374T5.ûlî(i)-»(aJl
~ 76777Ï7M t? (6) _ ? (rt)3 + 55ü7?7T3747576 [? (t>~ ?
(19) J* y{*)dr=*^|jp |«6[?(« + 6) +9(«-i-*0)-t- ÿ(« + 3S) + 76)) j
IM 6- 64 • i . a • 3 . 4
65iB,(t— a)‘ . . .
En combinant ces équations pour éliminer 9 b) — . on trouve
(20} J 9 [x)dx ~ - “ j:l ?(«) + ?(6)I -+- 3a[<?(« + 9(« + 66)] -+- i*9(« -+- 4 3 J '
(ai) /* o{r)dx = -^ j 77 • v(rt) -h 9(6)| «+• 3au| 9 (a -f* 0) 4- ?(<? + 30) -f 9(114* 50) 4*9(<i •+• 7®)] |
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et en éliminant — Ÿ'\a > et ,,
{**) I v(x)dx — gg— ai7[o{a) 4-9(6)] H- 35a[o{(i+a5)-l-p((i-(-69)] + 486?(<i + 4®) !
377. Appliquons ces diverses formules à la recherche de l’intégrale
dx = ^ — o, 8**48 7°334 1 .'
On a, dans ce cas, a = o, b = i el p = i ; donc
9(n) = 9(o) = t, 9 ( g^ = o,94**8 4’85, 9^^—0,89*574*05, 9 °,849*o çtgüo,
9^|') — o,fiio<}3 o*i6, 9(^=0,77681*505, 9^^ = 0,746154384,
La formule (17) réduite ii son premier terme donne J * - ^ rfx — - g £9(0) 4- 9( 1)4*49^ g J J — g i * ,6c)3i5 4- 3,*437*) = o,**88i,
et l’erreur porte sur le quatrième chiffre.
En partageant l’intégrale en quatre autres prises entre les limites zéro et '»
^ et ^ et 7. y et 1, et appliquant à chacun la formule (17). on trouvera
Ç r ' j/x — 4 — 3, *86 6;)G6 4- * X *,4491*588 4- * ,fi<)3 *47* = *9.739 *5*3,
d’où
I ' l[' ± T^dx — o.Baa 4688, Jo X
et l'erreur ne porte plus que sur le sixième chiffre.
La formule (an) réduite au premier terme donne
9» / 'lL±S) «fa- = 7 X 1 ,693 1473 4- 3» X 1 ,638 7786 4 1* x 0,810 930* = 74,0** 5077, J O *r
et par conséquent
! dr — 0,822 4- 12,
Jn X
avec quatre chiffres exaets.
En décomposant l'intégrale en deux autres / -t - / , on a * do J y
180 f -- — r/jr — 7 X ■ 1 if -181 4- 2a X 2,18669 6636 + 1» X 1,6387 *85<i
t'tt X
r'est-à-dire %
I rfr ’ 0,81146-1x1(1,
résultat exact à sept décimales.
La formule (2a) donne enfin
— - — - dx — n 17 x 1,69314 ; 181 4- 1024 X 3,?86f»t) f>63i 4- 35a x 1,63872 85%
ÉVALUATION DES AIRES PLANES ET DES ARCS DE COURBE
Expression d'une aire plane.
378. Lorsqu'une courbe plane est rapportée à des coordonnées rectangulaires *• et jp, l'aire comprise entre cette courbe, l’axe des X et «leux ordonnées correspondant aux abscisses a et b est représenté par l'intégrale
fh y dx.
J tfm
Toute intégrale définie représente doue une surface, et les exemples traités dans le premier livre pourraient tous, avec un simple changement dans l'énoncé, trouver plaec dans ce chapitre.
Il faut remarquer que la formule qui représente l’aire suppose l'ordonncc positive pour tous les points de la courbe dont les abscisses sont comprises entre a cl b-, si l’ordonnée j est négative, l'élément ydx de l’intégrale est lui-méme négatif, et l'intégrale, somme de ces éléments, représente l’excès de la surface située audessus de l’axe des X sur celle qui est au-dessous.
Il est également bien entendu que la limite supérieure b surpasse la limite inférieure a; s'il en est autrement, l'inlégvale est égale et de signe contraire à celle que l'on obtient en renversant les limites, et par conséquent, lorsque l'ordonnée est positive, l’intégrale représente l’aire changée de signe.
379. Pour évaluer la surface comprise dans l'intérieur d’une courbe fermée telle que celle que représente la figure, on doit déterminer d'abord les tangentes MP,
I. CVifr. i»f
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NQ parallèles à l’axe des y, cl considérer la surface comme la différence «les aires
MKNQP cl MK'N’QP, dont chacune est représentée par une intégrale, et en nommant y, et r, les deux ordonnées Kll et K' H, l’aire est égale à
or
380. La même formule, dans certains cas, doit être modifiée. Soit à évaluer par exemple l’aire enfermée dans l’intérieur d’une conrlic telle que M.M'M'M" qui
admet plusieurs tangentes MP, M'P', M*P', M'P" parallèles à l’axe des v. On a évidemment, en nommant A l’aire cherchée,
A = PMKM P' — P" M" M' P’ 4- P" M ' K' M* P” - PM N" M” P”,
et chacune des intégrales qui figurent au second membre s’exprime par une intégrale unique.
381. Il est souvent avantageux d'appliquer une formule qui, en exprimant l'aire quelle qu’en soit la forme par une intégrale unique, dispense de recourir aux décompositions que l’on vient d’indiquer.
Soit par exemple à évaluer l’aire de la courbe représentée par la ligure. Les or-
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données infiniment voisines MT, M'T\ ilont la distance est dx, coupent le contour en des points dont nous représenterons les ordonnées par v,, y2, vc,, v,, v0 ; et l'élément de surface correspondant est évidemment
i y, — )\ -+- .»•, — .v, -+- y, — v. dx.
lin nommant ds,, ds,, ds,, ds , , ds , , d les petits arcs dont la projection commune est TT' ou dx, et a,, a,, a,, a,, «„ les angles formés par Taxe des y avee la normale extérieure à chacun d'eux, on a
dx — ds, cos x, = — ds, cos*, — ds, cosa, = — ds, cos*, -= ds, cos*, = — ds, cos*„
et la somme des expressions telles que i est par conséquent représentée par
* j y ds cos *.
J. 'intégrale devant s'étendre au contour entier, quelle qu’en soit la forme; la démonstration, qui est générale, repose sur re principe évident que lorsqu'une droite rencontre en plusieurs points une courbe fermée, elle forme avec la normale extérieure un angle obtus en tous les points par lesquels elle pénètre dans lt contour, et un angle aigu en tous ceux par lesquels elle en sort.
382. Lorsqu'une ligure plane est rapportée à des coordonnées polaires, on peut aisément exprimer les portions de son aire comprise entre les deux rayons vecteurs. L'aire comprise entre un rayon vecteur tixe correspondant à l'angle a. et le
rayon variable qui correspond à l'angle si, a en effet pour différentielle (I, 116)
fd d'n, et l'aire elle-même, qui s'annule pour = a, est représentée par l’intégrale
en supposant toutefois a moindre que ai.
• Pour évaluer l’aire d’une courbe fermée à laquelle l’origine est extérieure, un euinmenccra par mener du pèle deux tangentes OM, OM' à cette courbe, et l’on
remarquera que la surface demandée est la différence des deux aires OMKM',
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O.MK’.M', qui chacune s’évalueront à l’aide de la formule précédente, lin nommant p, et p, les deux rayons vecteurs qui répondent à une même valeur de u, celte aire sera
les limites de l’intégrale étant les valeurs tic qui répondent aux rayons extrêmes
om, osr.
St la courbe n'est pas convexe, on peut être obligé, comme dans le cas des coordonnées rectilignes, à décomposer la surface en un plus grand nombre de parties comprises chacune entre deux tangentes issues tic l’origine et l’arc que leurs points de contact interceptent sur la courbe.
383. On peut, en employant toujours les coordonnées polaires, représenter l’aire d’une courbe fermée par une intégrale unique qui convient à tous les cas. Si deux rayons vecteurs voisins coupent la courbe aux points M,, Ms, M,, M,, dont les rayons vecteurs soient p,, p ,, p,. p,, l’élément de surface compris entre ces deux rayons vecteurs est évidemment
En nommant c/s,, ils,, ils ,, ils , les éléments de contour compris entre les rayons considérés et si,, «3, u, les angles formés par les mêmes rayons avec les normales extérieures aux divers éléments, on a
ils, rosa, Pi
ils, rosx, ?•
lis, cos SC,
lis, cos X,
et l’aire est exprimée par l’intégrale
I p ils r os y ,
étendue à tous les éléments du contour.
On peut remarquer que le produit p cos« est égal h la perpendiculaire /rabaissée du pôle sur la tangente à l’élément ils, et l’expression peut s’écrire par conséquent
Mais, en lui donnant celle forme, on perd l’avantage de n’avoir pas ii se préoccuper du signe des éléments que l’on doit ajouter.
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Quelques applications .
384. Aire ilu cercle. — Soit x' -+- v* — H’ l'équation d'un cercle.
L'aire AOMP est représentée par
I > (/-t — — / i/x yR: — X — — arc sili fm 4- '
• Jn 2 Ha’
rH-
Kn faisant x — H. on obtient le quart du cercle ", ■
On obtient le même résultat en posant
et par conséquent
x — R rosy, y lt sin y.
yilx — R' siu’y «/y.
Les extrémités du quadrant correspondent à o, et le (ptarl de cercle a
par conséquent pour expression
I — R1 sin'y</y = R1 I sinyr/y •
385. Développée de l'ellipse. — La développée de l’ellipse a pour équation I. 527
On peut poser, pour un point quelconque de la courbe,
x — x cos* y, dx -- — Sx eos-o siny i/y,
}'=,Ssiu*y,
XS8
el comme on obtient le quart du contour en faisant varier a de - h zéro, le quart de la surface a pour expression
It
/ ydx — / — 3ot£ sin‘9 cos’9 dy = / sln^ i-wn’^ 1/9-
Jo J* »'o 42
el l’aire totale est égale à * y—
386. Aire d'un secteur elliptique. — Soit BMA un quart d'ellipse, F le foyer. Calculons le secteur +'MA dont l'expression est utile dans l’elude du mouvement des planètes.
L’équation de l’ellipse rapportée au foyer F pris pour pôle et à l’axe FA pour axe polaire est
e eosw
Soit MP la perpendiculaire abaissée du point M sur l’axe et N le point où elle coupe la circonférence décrite sur le grand axe comme diamètre. Désignons l’angle NOA par u, on a, d’après les propriétés connues de l’ellipse.
ti — a — ex . 11 1 — e cos « , y cos'» — a cosu — ne.
El remplaçant p par sa valeur 3
i — e1 cossi rosu — e < ■ — e ( ■ +- cosu
ras u — e =
i 4- e cos*»
COSf.) —
e rosi*
i +- cosu = —
1 — t COS #4
tang ^ &> — ^
j I — cos fl)
/ 1 -h COSft»
y. - »'ang
do 1
l -• r du
cos- m
ros' -
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dn _ /■ -f- e du
-I- cosm y 1 - * 1 + cos n '
par conséquent
, . , , „ /i4-e du i-f i+cos«i , ,
V un <r I — r COSM ’ 4/ — «’ y' I — e> ■ — e COS II du
V i — « i ■+- cosm i — e cos u
el
- ! p’ d u — - a’ J i — e‘ u — e sin u .
'Jo *
387. Aire d’un secteur parabolique. — Soit y5 = l\ax l’équution de la parabole.
• ri r
x, y les coordonnées du point M, x\ y' celles du point M\ F étant le foyer, calculons le secteur MF.M’. On a, comme on sait par les éléments,
(>MP = xy.
OM' P* | x' y\
et par conséquent
S- MFM' \ x'y' - 5 xy — PMF — P'M'F~: ? ;gy - xr - r ^ - rix' 1
= ^y’-'xr)+‘j£^LLK
Mais on
par conséquent
y' 'ifax', y—z^ax,
— x1 \/x' — x yx -I-'3m y’x' — yx) — ( V'x ' — y x ) [x‘ + x + y xx' + 3a).
Le second membre s'exprime élégamment, comme l'a montré Lambert, en fonction
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de la somme p-t-p' des rayons vecleurs MF, M'F ei de la cordc MM' que nous désignerons par o.
On a
fj — ii 4 x. '/ - n — x, r> j + p' — >n 4- x 4-
li »’—')• — y' ,’4- r — x' 1 4« \.r — y'.r' / 4- x—x’)’ = )Tf' ' — 4 ^xx‘ ’•
Les équations î et i’6 vont nous fournir les valeurs de .r et de x'. Posons
les équations vj et <>. deviendront
.r 4- x' — ni + n — »rt, il 4- yxx' ^ mil .
On cil déduit
yx' — >Jx)' — ni 4- n — * y' ni n \ni — y'n ;
par conséquent
_ yin — v'" i y'iii — \’n j' + i yinii y'/n — ^7i ni + N + ^inn tir V«
cl eiitï n
c’est le théorème de l.ainhert.
388. l-'olium île Descanes. — L’équation du folium de Descarles est
,rJ — 3«x)' -i- K* “ u,
et en coordonnées polaires
3 n sinu cos w
cos5'.»» -4- sin’o»
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. r sin’&i eos1'»» d’>\ I lan^ ’* co sOJt
lp’aM = gtrl , — . , • =<ut* I — ,
./ • J cos*&» -p sin’f.) ' ■' ,/ !i +■ Ullg’W;'
et, en posant i -t- lang’fü = z.
La lioucle du folium s'obtiendra en faisant varier <*> de zéro à et par conséquent z de l'unité à l'infini. La surface «le celle boucle est par conséquent ^ a2.
380. Aire de la cycloïde.* — Les équations d'une cycloïde étant
x ~ ~ a , u — sin u , y n i — cos tt ,
on a
. ) dx - rtJ i - ■ cos u 3 tin — .{//'* sin* - u <ht,
La surface totale correspondant à un tour entier du cercle générateur s’obtiendra en faisant varier « de zéro à k; elle est donc
4 u’ I sin* u du 8 «’ l sin* - « tin = 3zu‘.
J a 3 Jo 3
390. .1 ire de la cardioïde. — On a désigné sous le nom de cardioïde la eourbe lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d’un point de la circonférence d’un cercle sur ses tangentes. Celte courbe a pour équation, en coordonnées polaires,
p ; R i K ros',i.
H étant le rayon du cercle et le pôle placé au point d'où l'on abaisse les perpendiculaires. La surface totale est
i /”* i /•** 3rR*
- I r,1 d.i — - I II* -t- '•.U rossi -e K: cos*m dt* — - ;
clic est par conséquent la moitié de l’aire de la cycloïde engendrée par un point du cercle roulant sur Une de ses tangentes.
Théorème de Steiner.
391 . Le résultat précédent est un cas très-particulier d’un théorème élégant dû à. Steiner.
I. Cuit', mi. 4b
Lorsqu’une courbe fermée roule sur une île ses tangentes, la roulette engendrée par un point du plan qui se meut avec elle en lui restant invariablement uni a une surface double de celle de la courbe, lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point donné sur les tangentes à la courbe qui roule.
On entend par surface de la roulette engendrée par un point du plan, l’aire comprise entre la courbe décrite par le point, la droite sur laquelle elle roule et les deux rayons vecteurs extrêmes qui, au moment du départ et après une révolution complète, unissent le point décrivant au point de contact de la courbe qui roule.
Soit M le point décrivant dans l'une des positions de la roulette, A le point de contact correspondant, M' le point voisin de M et A' le point de contact correspondis
danl. La distance AA' étant égale, comme on sait, ii l’arc AA, qui dans le roulement s’applique sur elle, le point A, dans le mouvement qui amène M en .M', ne se déplace que d’un infiniment petit du second ordre, et l’on peut regarder MM' comme un arc de cercle dont A est le centre et dont l’angle, égal à celui dont la ligure a tourné, est l’angle de contingence de AA,. Or la surface élémentaire MAA'BI' peut être considérée comme la somme de deux autres
MAM'-t- M'A A'.
Si l’on nomme rie rayon vecteur AM et t l’angle de contingence, on a
MAM
Quant à M'A.V on peut, en négligeant les infiniment petits d’un ordre supérieur au premier, le remplacer par MAA,, et la somme des éléments analogues formera évidemment la surface totale S de la courbe qui roule. La surface totale de la roulette telle qu’elle a été delinie plus haut est donc
Considérons actuellement la courbe lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point M sur la tangente à la ligne donnée qui, bien entendu cette fois, reste
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fixe. Soient MP, MP' les perpendiculaires abaissées sur les tangentes aux points
infiniment voisins A et A'. En nommant e l'angle do contingence correspondant à l'arc AA’, on a. en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier.
(9) MPP' — ~ MP't,
et eD nommant I le point de rencontre des tangentes
PIP' -Pis.
Mais si l’on nomme X l’aire de la courbe lieu du point P et S l’aire de la courbe AA', on a évidemment
par conséquent ti3)
X=£ MPP ,
X = S+y PIP ;
x = s/MP‘*
et on en déduit en ajoutant
(i5) = J(MpVAP’)* = S-t- ^ J r’i,
et cette formule, comparée à (H), démontre le théorème de Steiner.
392. La somme J r*i, qui figure dans les expressions 8; et (t5), est la seule
partie des deux surfaces considérées qui varie avec la position du point M sur le plan de la courbe donnée à laquelle il est lié. Les lois île variation de celte expression sont fort simples. Elles peuvent se rattacher à une propriété très-connue du centre de gravité. Que l’on attribue en effet à chaque élément de la courbe
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une densité inversement proportionnelle à son rayon île courbure, de telle sorte
que la niasse de l'clément t/s soit égale à » ou, ce qui revient au même, à l'angle
de contingence t : la somme Ç r2e est la somme de ces masses élémentaires multipliées chacune par le carré de la distance au point M; or on sait qu'une telle somme est minima quand le point M est placé au centre de gravité G de l'ensemble des masses, et que la valeur relative à tout autre point M est égale à cette
valeur minima augmentée de la masse totale | i, c’est-à-dire 4», multipliée par.le carré de la distance GM.
Il résulte évidemment de cette remarque que le lieu des points qui sur un plan, dans le roulement d'une courbe donnée, engendrent des roulettes de même aire est un cercle dont le centre engendre la roulette d’aire minium.
Il est aisé de prouver directement que, quelle que soit la forme de la courbe donnée, le lieu des points tels que le lieu des pieds de perpendiculaires abaissées sur les tangentes enferme une aire donnée est un cercle dont le centre est indépendant de la valeur de cette aire.
Soient AHKI la courbe donnée et MP, MP' les perpendiculaires abaissées du
point M sur deux tangentes voisines, l’aire de la courbe Ply est évidemment
j MP’e.
g désignant l'angle des deux perpendiculaires MP, MP', égal à celui des tangentes. Soit 0 l'angle de l'une des tangentes avec l'axe des X, son équation est de la forme
x sinfi — y cos 0 = o,
p étant une fonction de 0. Soient a et j3 les coordonnées du point M, on a
MP = a sin9 — Jî eosO />,
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ün a
{ x sin 0 — 3 cos 0 H- p )3 d 9
sin 0 cos 0 i/0
/»■»» /**ir
— «* / sin1 0J0 -4- 3* / cos *0d0 — I s J O «/o Jn
J fin /»»x
' p'sinOdû — ifi j p cosG d9 + I p’dO.
O v O vo
sln’Orf® = n, ros ’OdO ~ e, sin® cosOdO o.
et par conséquent l’aire chercliée, considérée comme fonction de a et de fi, est exprimée par un polynôme de second degré, dont les termes tlu second degré se réduisent à «a1 + nfi7. el en l'égalant à une constante, on aura par conséquent l'équation d'un cercle.
Théorème de M. ffolditch.
303. Si dans une courbe fermée on inscrit une corde de longueur constante c-t-c\ le point qui la divise en deux segments c et c’ décrit une courbe dont l’aire est égale à celle de la courbe donnée diminuée du produit ncc\ en sorte que l’aire comprise entre les deux courbes, dont l'une est entièrement arbitraire, est exprimée exactement par ncc\
Soient AB la corde dans l'une de ses positions el P le point décrivant, de telle sorte que l’on ait AP = c, BP = c". Soit Q le point d’intersection de la corde avec
sa position infiniment voisine, c’est-à-dire (I, 101) le point de contact avec son enveloppe. Soient [A] l’aire de la courbe donnée, [PJ et Q] celles des courbes engendrées par les points P et Q, AQ = r, BQ == c + c' — r.
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On a évidemment
et aussi
[A]-[Q] = i f ’%'de
[A] — [Qi rprfS:
dQ désignant l’angle de deux eordes voisines, on en conclut
vft J O
et, en supprimant le terme commun,
et par suite
Je™
rd9 — (c + e')» / dit,
ft i/fl
Mais on a évidemment aussi
[P1-(Q]= ’ f"(c-r)'dû;
<lom\ h cauw» île (i6)*
[ A | — [P] = — / ( 2cr — c^tfS — c I rr/5 — îr<r’,
cl, à cause de (17),
[A] — [PJ = rr|r-f-e') — re’= r.cc,
ee qu’il fallait démontrer.
longueur d’un arc de courbe.
394. On a donné (I, 118) diverses expressions de la différentielle d’un are de courhe, chacune d’elles ramène évidemment la détermination de l’an- au calcul d’une intégrale.
Arc d’ellipse. — Soient « et b les arcs d’une ellipse dont l'équation est
On »
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,/J= dx i fi Z~7,*r~ = £ a/®E§?,
V A’rt'ta' — Jt'J « y «'— *
ou, en posant
da : dx
et le ealeut de s exige une intégration qu'il est impossible d'effectuer sous forme finie; l’arc d'ellipse, en effet, dépend de fonctions transcendantes auxi|uelles on a donné, pour cette raison, le nom de fonctions elliptiques.
Si l’on pose
x — a cos y, y = « sin y,
on trouve
ds‘ — dx'+ <ly‘ — (/y’(«’ cos’y + sin'y ), ou, en adoptant la notation déjà indiquée,
da — u d y \li — e' sio’y,
18 a — n I //y v i — «' Sili’y,
39(i. Arc d’ hyperbole. — Soit l'équation d'uue hyper-
liole. On en déduit, en posant — = e-.
et, par conséquent.
/ tf‘Xl
On satisfait à l'équation
cri posant
_ _ a isinç
COS 9 '* cos 9 ’
(Poil Pon déduit celle seconde expression
Posons encore
ils = — v- v't’ + fl’ sin’o .
cos’ 9 *
s ----- I , A- -t- «’ sm'o.
J cos' a
.» -- - langç»,
c désignant, comme plus haut, la distance du rentre au loyer y a3 -+- h7 , on déduira de l'équation de la courlic
• n ' c ' . Il — —
x il— - sm’v — — il — e’sm’o
cos 9 \ n‘ eus 9
et
ils — \'ilx‘ -+- <(r‘ — - . - </o,
c CO s* 9 y i — e'sin'9
l>: j’ <h c J cos’a — e1 sin'9
Celte intégrale peut être ramenée à deux autres plus simples. On a en effet identiquement, comme on s’en assure par des réductions évidentes,
</ 'iaogV y 1 — »’ sin’ç ) = il 9 y'i — e’ siii’9 ■+• — il9 — ■ — — — — - — — 7-= 1/9,
y'i — e'sin’o cos’9 y 1 — e’ sin’9
et par conséquent, comme b 7 = a7[e 7 — 1),
(ai) « = - [e-— i)l — ~ = - lang9 y 1 — e’ sin’ç
e _l cos’9 yi — f' si 11 ’ 9 e
a /*, , .—7-, n C do
~ ~ d çv 1- e’sin’9 -f-- I 7~~rTv' ’ j e J y* — .«* su»1®
et si l’on prend les intégrales entre les limites zéro et 9, l’arc commencera au point pour lequel 9 = o, c'est-à-dire au sommet de la courbe.
Si Pon calcule la perpendiculaire abaissée du centre sur la normale, ou, ce qui revient au même, la distance de l'extrémité de Parc considéré à la projection du centre sur la tangente, on la trouve égale à
tango y 1 — e’sin’o,
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et par conséquent la différence des deilx intégrales qui forment les derniers termes de ' av) représente l’excès île l’arc d'hyperbole sur celle portion de la tangente. Si
l’on fait 9 = les deux intégrales nul une valeur finie, et leur différence représente, si l’on vput s’exprimer ainsi, l’excès de l’are infini de l’hyperbole sur son asymptote, le sens précis de cette locution incorrecte étant suffisamment indiqué par le théorème général.
3tt7. Arc de parabole. •— L’équation d’une parabole étant
y’ — dpx,
on en déduit l’expression de la différentielle de l’are.
f/j = dy y i -4-
et l’arc compté à partir du sommet a pour expression
I . Cntr int
ayj-t /*a ,/ç 2 .la ^cosç
et l'on voit que le périmètre de la lemnisealc peut servir h représenter la transcendante numérique l' G j •
M. Serrct a généralisé ectle remarque de la manière suivante.
39!). Considérons la eourbe dont l'équation est
o“=a" rus in m.
Cette eourbe est formée de m boucles fermées toutes égales entre elles; désignons par le périmètre total de ces m boudes, la moitié de l’une d'elles a pour longueur
ÎT T
Z”»? M — . ! W | /»» —wml
m I cos'n m m d * a — 2 "* - / fcos©)** do
./„ m Jo ‘
c'est-à-dire (321
un r/j\
Le périmètre total nIH étant égal à a m fois cette expression, on en conclut
r(rL-)='r-V/"r(s)-
Si l'on remplace m successivement par les différentes puissances de a, on aura la série de formules
'(à)-*saa.
400 .Ire r/e cvcloide. — Les équations de la cycloide sont a{u — sinu), r — n(i — cosu).
On en conclut
dx -.= o( i — rosff J du, dy — fisin udn, ds’ — dx’ + dy' = a fi’( i — cos « ) du1 — 4 a’ sln’ - « dit'-.
O COS
ce qui s’accorde avec le résultat trouvé 'I, 20 ,
401. Arc de cardioïde. — I. 'équation île la canlioîde est !389)
p — a + a cosùi.
La différentielle de son arc est par conséquent donnée par la formule dt ’ -- dt>' -+■ &' d u’ ! «' cos’ - d w\
dt =. U COS " </»>, a
et l’on a
t -- .a sin L.
Si l’on compte les arcs à partir du point pour lequel on a ’o — o. la constante est nulle et l’on a
j — la soi •
Pour oj = jr, on a
et la circonférence totale de la courbe est 8a.
t Théorème de Steiner.
402. La longueur totale de la cardioïde est égale à celle de la cycloidc engendrée par un point du cercle considéré, lorsque celui-ci roule sur une de scs tan-
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geôles. La coïncidence n’est pas fortuite, elle est la conséquence nécessaire d’un.
théorème élégant dû à Sleiner :
lorsqu'une courbe quelconque roule sur une de ses tangentes, la longueur de la roulette engendrée /><tr un point du plan lié invariablement à cette courbe est égale à la portion correspondante de la ligne lieu des pieds des perpendiculaires abaissées de ce même point sur les tangentes à la courbe mobile
Soit M la position du point décrivant au montent où la courbe mobile louche en A la droite sur laquelle elle roule. Lorsque le point voisin A' vient par suite du
roulement se placer au contact de la tangente fixe, on peut regarder le point M comme tournant autour de A d’un angle égal à l’angle de contingence de l’arc AA', cl l’arc qu’il décrit est égal, aux infiniment petits du second ordre près, au produit du rayon AM par cet angle de contingence «; mais si l’on abaisse du point M des perpendiculaires sur les deux tangentes de la courbe supposée fixe, l’élément PP' coupe les taugentes AP, AP' (I, 14; sous un angle égal à MAP. Cet clément l’P' a par conséquent pour expression
cos MAP
MA.r,
et il est égal à celui de la roulette décrite par le point M.
Longueur totale d’une courbe jermee,
403. Considérons une courbe fermée quelconque AMM'A, et à partir d’un point fixe A pris sur son contour, l’arc arbitraire AM, la tangente en M et la per-
pendiculaire OP abaissée d’un point fixe O sur celle tangente. La longueur AMP, composée de l’arc AM et de la droite MP, est une fonction de la position du point.M.
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et lorsque ce point, faisant le tour entier de la courbe, revient à sa première position, la portion MP reprenant évidemment sa valeur primitive, l'accroissement total de AMP est égal à la circonférence entière de lu courbe considérée. Pour évaluer celle circonférence, il sullil donc d’intégrer la différentielle île AMP égale évidemment à
(ij rfAM -+- </MP.
Le théorème démontré (I, 21 } donne l’expression de (/.MP, qui, pour le déplacement MM' du point M, lorsque MP devient M'P’, est
— MM' -s PP'cosPF.SF, et l’expression (i) est égale par conséquent à
PP' cos P P ' , MP,
c’est-à-dire, évidemment, à l'are de cercle décrit du point O comme centre avec OP pour rayon et compris entre OP et OP'.
Si l’on nomme /> la perpendiculaire OP abaissée du point O sur la tangente cl e l’angle de contingence de l’arc MM', égal évidemment à l’angle P'OP, la différentielle de AMP est d’après cela pi, et la longueur totale de la courbe
c’est-à-dire, en nommant f le rayon de courbure,
l’intégration s'étendant au contour entier.
Théorème de Pascal.
40t. Les géomètres, en étudiant la reelitication des courbes, ont souvent obtenu des relations simples entre des arcs de forme Irès-dill'érente qui, pris isolément, ne pourraient être rectifiés.
Pascal, le premier, en a donné un exemple très-élégant en démontrant que la longueur de la courbe engendrée par un point attaché à un cercle qui roule est égal à la circonférence d’une certaine ellipse.
L'expression des différentielles des arcs permet de démontrer bien simplement ce théorème de Pascal.
Soit M lu poinl décrivant de la roulette allongée Mil', en nommant r le rayon
de cercle, « l’angle dont il a tourné pour parvenir dans la position C, A,, et a lu distante MC; les coordonnées .r, et y, du point M' sont évidemment
x, — ru — a sill/4,
y , — r — a cos u,
cl Tou at eu nommant ds la différentielle de l'arc,
f/s* = dx\ -4- djr] r- du1 [( r — acosh)’ ■+■ a1 sin*ri] sz {«'-+■ r1- :t«r cos <*/</{<'
ds — du y { a -4- r)* — 4 «r cos* - u ,
et en posant u = r. — a-p
ds — — 2</<p y(« -f- /• )*— 2«rsin*9,
et la longueur totale de la courbe est représentée par l'intégrale
TT
7 a/ </& y (« + /•)' — ("'wio'V.
ce qui (3!Hj représente la circonférence d’une ellipse.
Théorème de Jacijues Bernoulli .
•iO.j. Jacques Bernoulli, le nrcmier, a assigné sur une même courbe des ares non superposables dont l’égalité se démontre sans qu’il soit possible d’évaluer leur longueur commune. C’est par là sans doute que la voie a été ouverte à Fagnano, dont le beau théorème sur les arcs d’ellipse a révélé à Euler le principe fondamental de la grande théorie des fonctions elliptiques.
I.a courbe considérée par Bernoulli est nommée par lui spirale parabolique ; i Ile
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a pour équation en coordonnées polaires
p et R désignant des lignes données. Si l’on nomme s l’are de cette spirale, on a iis1 = dp* 4- p' <1 = il p? 4- p1 ~ - dp1.
F.n posant
l’expression île ds devient
et l’arc compris depuis le point correspondant U p' — o jusqu’à celui qui correspond à p' = I est représenté par
l’arc compris entre les points correspondant à p’ = o et p — — l est représenté
Os «leux intégrales ont précisément la même valeur, car les deu , éléments qui correspondent à des valeurs égales et de signes contraires de p' sont évidemment égaux. I,e point qui correspond à p = o, c’est-à-dire à p = — • est donc le milieu
de l’arc pour les extrémités duquel on a p' = / et p' = — /, c'est-à-dire p = — 4- /
et p = — — /, et l'on peut assigner d’une infinité de manières sur la spirale parabolique des arcs dont l’égalité est démontrée quoiqu’ils ne soient pas superposables.
Théorèmes de Tognano.
40(5. Dans le tome IX du journal / letierali italiani, Fagnano proposait aux géomètres le problème suivant :
Trouver sur la courbe dont l'équation est
deux arcs dont la différence soit rectifiable.
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Aucune solution n'avant été donnée dans le terme d'une année qu'il avait assigné. Faguano publia la sienne en l’accompagnant do plusieurs théorèmes analogues avec l'indication de la méthode qui les lui avait fait découvrir.
Soit une intégrale
o{x)dx.
Si on la transforme en substituant à x une variable nouvelle s qui lui soit liée par une relation connue, il peut arriver que, loules réductions l'ailes, <f x )dx se transforme enjjsjrfi en conservant la même forme, de telle sorte que, par le changement de variables, les limites seules aient été changées; on a alors une équation de la forme
J <?(x)d. t— J <?(z)dz.
Dans d'autres cas, l’expression çi'ar dx se transforme en — y (t ) dz, et l’on a
Xb /»</
o[x)dx x- I -y[:)dz = o,
les limites c et d étant, comme dans le cas précédent, liées à a et à b par la formule de transformation.
Si l’intégrale considérée représente un arc de courbe ou l’excès de la longueur d'un tel arc sur celle d’une ligne droite connue, les formules précédentes feront connaître sur cette courbe des arcs égaux ou des arcs à différence rectifiable. Considérons par exemple l’intégrale
En posant .r = -• on a
,lx
r* dx
dz
et par conséquent
dx r* dz d;
J» V'TVÏ* J I \ I -r- =* .1 /T+l*
Fagnano déduit de celte remarque un théorème élégant relatif aux arcs de la
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courbe dont l’équation est x* = 3/. Eu nommant s l'arc de cette courbe, on a
ilt — ijdx' + dy' — dx -f- x' .
I.a longueur i de la tangente MT comprise entre le point de contact et l'axe des X est
par conséquent
, tlx — a x' dx . idx
al — -- vi + i'+ - _____ — dx y i x'
3 J|/i + e 3 yi -ex*
et par conséquent
Si l’on pose x = ^ et que l'on nomme s, et t, l’arc et -Ja tangente relatifs au point dont l'abscisse est z, on aura
a dz a dx
ds, — dl, — ;
ÿl 4- i’ 3 y/ï -l-X*
et par conséquent
ils, — dl, -s- ds — dl — a,
J, — /,+ J — I COIlSt.
Si donc on prend deux points correspondants A, et A', ayant pour abscisses x,
cl -, et deux autres points A, et A's ayant pour abscisses x , et —, l’excfcs do la
I, Ctl/i . ira.
DEUXIEME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL, somme des arcs terminés en A, et en A', sur celle des tangentes correspondantes est égal à l’excès analogue relatif aux points A, et A',.
On a donc
La différentielle
dx
se eliangc en mie autre de même forme quand on pose
< In a en effet
Fagnano a déduit de cette remarque un théorème fort célèbre qui permet d’assigner des arcs de même longueur sur la courbe nommée lemniscale.
La lemniscale a pour équation
X 4- )■' II y 2 y X'—
On peut obtenir les différents points en posant
On a, en adoptant « pour variable,
ils = y dx’ 4- dy‘
a iln y a y« — n‘
et, en nommant s l’are compté à partir de l’origine,
a du y 2 y n — n
Si l’on pose
on aura
Mais le second membre représenle l'arc de Icmniscatc compris entre les points <|iii correspondent h « = j ^ et à u = i. Si donc on considère sur la courbe, qui a la forme représentée sur la figure, deux arcs OM, AM', terminés aux points M et M’
jl î
qui correspondent aux valeurs c et | | de la variable u, ces arcs auront même
longueur; cl un arc quelconque étant donné à partir du point O, on peut assigner un arc égal porté à partir du point A.
Si l’on pose
les points M et M' se confondent et leur position commune divisera en deux parties égales le quart AO de la leraniscate.
La variable adoptée par Fagnano n’est pas celle dont l'emploi est le plus élégant. L’équation de la Icinniscate en coordonnées polaires étant
p = « V'icosk»,
les points M et M’ où se terminent les arcs égaux correspnndcnl aux arcs et >at qui satisfont à la condition
cosw, cosw, =
•408. On doit également à Fagnano un théorème élégant sur la comparaison «les ares d'ellipse.
Si l’on cherche sur un quart d’ellipse un point >1 tel, que la distance comprise entre ce point et la perpendiculaire OP abaissée du centre sur la tangente soit égale
à une ligne donnée /, on trouvera deux solutions et par conséquent deux points M et M' tels, que MP = M'P' = /.
A et II étant les extrémités des deux axes, on a
arc B.M — arc AM = I.
Pour le démontrer, considérons l’équation de l’ellipse
On a
MP* = *> + y’- —
Si l’on pose MP = /, xs-t-v’ = rJ, on trouve aisément, en prenant r’ pour inconnue,
Si donc r\ et r\ sont les rayons vecteurs de deux points M et M', on a
et par conséquent
( A ) c, ilr, + r, rtr, — I il! .
Or on a, pour une courbe quelconque,
tir
. dr ns = r . :
l’équation (A) peut donc s’écrire
c'eBt-à-dire
dr, dr. „ r, -y- + r, — — <11.
ds, -4- ils , • </!.
ds, et ds, étant les déplacements infiniment petits des points M et M' lorsque / augmente de dl; mais dr, et dr , sont évidemment de signes eontraires, et il en est de même de ds, et ds% considérés comme comptés à partir d’une même origine, en sorte que
donc
ils, — il BAI , ils, — - il AM1 .
il BM - rf AM' ■- .//,
et en intégrant, comme KM et AM' sont nuis en même temps que /,
B\l — AM' = 1,
ce qui est le théorème de Fagnano.
Théorème de I/. Cliaslex .
409. Euler a résolu sur les arcs d’ellipse un problème plus général que celui de Fagnano. Il a donné le moyen d'obtenir une infinité d’arcs dont la différence avec un arc douné quelconque soit rectifiable, sans qu'il soit nécessaire, comme dans le théorème de Fagnano, que les arcs se terminent aux sommets de l'ellipse.
Nous donnerons seulement ici la solution élégante de M. Chasles qui repose sur le Icmmc suivant :
Deux ellipses homofocales étant données, si par un point de l'une d'elles on mène deux tangentes à l'autre, ees tangentes font des angles égaux avec la normale au point d'où elles sont issues.
De cette proposition très-aisée à vérifier, M. Chasles déduit le théorème suivant :
Si par un /roint M de l'une des ellipses on mène à l'autre des tangentes MT, MT’,
la différence MT -+- MT* — TT' entre la somme des deux tangentes et l'arc qui sépare leurs points de ronlact est constante, quel que soit te point M.
Pour prouver ce théorème, il suffit de faire voir qu’en substituant au point M le point voisin M,, la différentielle de MT -t- MT' — TT' est égale h zéro.
Lorsqu’cn effet MT devient M, T, el MT', M, T', , en nommant 5 l’angle que ces droites forment avec MM,, on a fl, 21
</MT =MM, cosO — TT,, i/MT' = - MM, cos0 -f T, T',;
donc
(/MT + d M' ï' = T, T', - TT, = dTT ,
el par conséquent
il MT i MT' — TT' —o.
La différence MT -+- MT'— TT' est donc constante, et la différence de l’arc TT' avec tout autre arc compris entre les points de contact des tangentes issues d’un point quelconque de l’ellipse M est par conséquent rectifiable.
Méthode de M. Talbot.
410. M. Talbot a déduit d’une méthode fort simple un grand nombre de formules analogues à celles de Fagnano.
On a, quelle que soit la relation entre x et v,
• j‘ x dy -t- j y dx — xy -+- C,
si les deux variables sont liées par une équation symétrique qui donne
x=sçiy;
ç désignant la même fonction; on a, par conséquent.
J"?' X* ^ + f ?(*'} dx = xy
ce qui donne une relation entre deux intégrales de même forme que souvent ou ne saurait exprimer ni l’une ni l’autre sous forme finie.
Soit par exemple
on aura
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exy+C^Jdx y -lTrr +J dy y/ -, — :
c'est une relation (394) entre deux ares de l'hyperbole dont l'équation est
ara
Soient OP et OQ deux abscisses liées par l'équation i ) qui équivaut h «-**) i — j,'
OF et OQ' un autre système de solutions, M, N, M', N' les points correspondants
fit
o f r q- q * “ jf
de la courbe, on aura
MM - NN' - OP.OQ - OP'.OQ'.
412. On peut, par un procédé semblable, trouver une relation entre trois intégrales. Soient .r, y, z trois variables liées par une relation symétrique telle que
xy = rf(Z , xt — tfly). yz = g{x).
On a identiquement
xydz -t- yz dx H- xz dy — dxyz ;
par conséquent x, y, z, x,,y„ z, désignent deux systèmes de valeurs des variables
• xyz — x,y,z,= f g(x)dx+l g{y)dy+f g [z)dz.
• . J x \ Jy% J r,
Soient, par exemple, les équations
r+y + ! = o, xr xz + yz
On en déduit
et
Mais on a
i"" 7^--? = çf-n
jf? ( x ; <lx -+- I z(y)tty -+- j zl,:)th = xyz -4- C.
et l'équation devient
3 2 I — : — rfi + i </)• -t- 2 I i/r H 1 4- - = xyz ■+■ C.
Mais la seconde des équations i j donne
par conséquent, en nommant jc, y, a, a;,, y,, z, deux systèmes de solution des équations 'i).
l’intégrale
représente l’are de l’hyperbole dont l’équation est
xy _ i ,
et par conséquent la formule !\, exprime la somme des trois arcs convenablement choisis sur une hyperbole équilatère, et qui isolément ne pourraient pas être calculés.
h 13. M. Talbot a lait connoitre d’autres formules, en grand nombre, dans lesquelles une somme de différentielles, dont aucune n’est intégrable, peut s’exprimer aisément par la théorie des fonctions symétriques, en permettant ainsi. d’évaluer la somme de leurs intégrales.
' I.IVBE SECOND - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS. Considérons, pour en donner un exemple, l'équation
X' — vx +1 = 0,
et soient ar, et ses deux racines. On a
par conséquent
Or
donc
et
Jx, s/' ~*r' + Jx’ ~ + '/x,)
X, 4- X, =r v, Jx I 4- Jx, = Jv ;
Jx, 1 + Jxi y/ ‘ ^ X| = Jv y'e
f dx' l~^*1 + / ,/x> \J =J'*' = 3 e34- C = | (x,4- X,)’ 4- C,
ou, en posant x, = Z3, x, = u3,
/3 et u3 étant les deux racines de l’équation liées évidemment par la seule relation
et l’intégrale exprimant (406 ) l’are de la courbe
Cette équation établit une relation entre deux arcs d’une telle courbe et équivaut, il est aisé de le voir, au théorème de Fagnano démontré (406).
I. Cale. ini
donne
/x, 4- Ix, — o,
dx, dx,
donc
dx, dx,
et, en intégrant,
arc tang or, + arc langx, — consl.,
conséquence évidente de la relation i,r, = 1, qui montre que la constante est égale à -•
415. L'inconvénient de cette méthode est évidemment de faire connaître des théorèmes dont la lorme plus ou moins curieuse ou intéressante semble produite par une sorte de hasard, qu’il est aisé néanmoins de diriger dans une certaine mesure.
Supposons, par exemple, que l’on veuille obtenir une propriété de l’arc de parabole représenté par l’intégrale
I dx y* ■ 4- x' .
Égalons y^i 4- x’ à un polynôme entier contenant un paramètre arbitraire, et posons, par exemple,
( 4 ) y 1 4- x* = x' 4- vx 4- 1 .
L’équation est du troisième degré et admet trois racines a-,, x,, x,\ on a évidemment
dx, y i 4 x| 4 dx, y 1 4- je ; 4- dx, y 1 4 x; = \ x’i/x 4 xdx 4 ^ dx,
et par conséquent
j'dx, v'i 4 x| 4 j*t r/x, y 1 4 xi 4 Ç dx, y I 4 x; — ^ ^-4 f x dx 4^x.
Mais l’équation (A) débarrassée du radical est
x’ 4 acx!4(c!4 i).r 4 je — o:
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par conséquent
> y x' ~ sw* — a, > xdx — xvdv,
tad A o . . .
f x dx = j iv’dv = > V x = - a».
On a donc
Ç dx i y I -t- x [ ’+' f tx‘ V 1 +*J+ j'dx, y'i +ij=;-jii + C,
et il en résulte une relation entre trois ares de parabole. Si l'on prend en effet deux valeurs v , et e3 de v, et que x, , x3, x3 x', , x,, x3 soient les racines correspondanles de (A), on aura
Xdx^t + x’+j dxyi+x’+f dx^i +x’ = a(e, — v,).
relation entre trois arcs de la parabole dont l'équation est
416. Cherchons enfin une relation entre des ares d’ellipse, cl posoni pour cela
I/équation équivaut à
r, + (iT*? v'-')x- v='
et, à chaque valeur de e, correspondent trois racines x,, x3, x3.
On a évidemment
, .h — e*x; . /i — t‘xl , / 1 — e'xï a V * V j
,/jr< v r-x": + 'Ar‘ v + ’ V . - *T = dx-
Mais la théorie des fonctions symétriques donne
y x’ — — — v’ -t- a, y x dx = v r/c, y x — — r,
_< a émi *
\*rfx=— i/e, ^ ^ x i/x dx = e1 dv.
Cj . /i — «“xi . ,.'i — e’xj /*. . /« — «'xJ , ,
J y +J rfr* V + J 4x% V t=st = e * + c’
et en donnant deux valeurs à v et faisant les intégrations entre les racines qui leur
correspondent, on obtient ainsi une relation entre trois arcs d'ellipse.
Si l'on pose plus simplement
cette équation équivaut à
Vt-t=w'
te + e‘ , i .»■' x’ 4- . = o .
Soient xJ, xij les valeurs de x’ que l’on déduit, on a
e( x, rt.r, •+■ x, il. r, ) ,
mais évidemment
et
+ = — ZT- •
x, ilx, -4- x, il. r, — — rfe e’
ce qui donne une relation entre deux arcs d’ellipse dont les points extrêmes ont pour abscisses les valeurs de x, et x, correspondant à deux valeurs de v ■ choisies arbitrairement.
ÉVALUATION DES SURFACES COURBES
Surfaces de révolution .
418. lui portion d'une surface de révolution comprise entre deux sections perpendiculaires h l’axe est représentée par une intégrale simple. On peut en effet assimiler la surface comprise entre deux cercles parallèles infiniment voisins à un tronc de cône engendré par l’élément de la courbe méridienne tournant autour de l’axe.
Si l’on suppose que l’arc de courbe plane MN situé dans le plan YOX tourne au-
tour de l’axe desX, le tronc de cône engendré par l’élément ds a pour expression
?~y ds,
et la surface engendrée par MN est représentée par
ai: J y ds,
les limites étant telles que tous les éléments de l’arc MN figurent dans l'intégrale.
4-1 'J. Surface de la sphère. — Considérons la sphère engendrée par la révolution autour de l’axe des X du demi-cercle dont l'équation est
On a
ds = dx y/. + (%)' = dx y/. + = 5 dx.
et par conséquent la surface de la zone comprise entre deux sections correspondant aux abscisses a et b est
Rrfr = îrR b — a ,
produit de la circonférence d’un grand cercle par la hauteur de la zone.
420. Surface de l'ellipsoïde de révolution. — Considérons l'ellipsoïde engendré par la révolution autour de l'axe des X de l’ellipse qui a pour équatiou
On a
ils = ax i / i -4- —
et par conséquent la surface comprise entre les sections qui correspondent aux abscisses p et y est, en posant a 3 — tr = c* et ^ = c%
Cl \ t— j izhe f**1 f { (t\* .
— J[ = —J' y (-) x’ dx
r lie / fijp a ’ . ex\>
- — Ui — — *' h — - aie sin — ] •
a V Ve1 e' a /,
Si l’on prend pour limites zéro et a, on obtient, [tour la surface du demi-ellipsoïde,
. / arc sin<?\
r.ab I , i — e’ -t-
421. Surface engendrée par une cycloide. — Les équations de la ejeloïde sont
x — aiu — sin n , y — a i — cos u .
On en déduit
ils — i« sin — « du,
et la surface cherchée est
cos u i sin 1 « du = 8na' j sin’ a .1 a
u du.
Pour avoir la surface engendrée par la demi-cycloïde, il faut faire varier a entre
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et par conséquent la surface totale engendrée par la cycloïdc est j rra3. . Evaluation d'une surface quelconque.
422. Pour évaluer une surface quelconque, il faut la décomposer en éléments infiniment petits dont la courbure soit négligeable et que l’on puisse par conséquent calruler comme s'ils étaient plans. On doit, dans chaque cas, commencer par projeter le contour-limite de la surface à évaluer sur un plan qui sera, si l'on veut, celui des XY. I.a surface de cette projection sera décomposée en éléments infiniment petits. Soit du l'un d’entre eux et do la portion correspondante de la surface courbe: si y est l'angle formé par le plan tangent de do avec le plan des XY, on a
d 7 dis y = </,,!,
Si la surface à évaluer est donnée par son équation
. dz dz
on a, en posant = p, jy— 1-
cos y = — i
et si l'on prend pour l’élément d'» le rectangle dxdy compris entre deux parallèles à l’axe des X distantes de dv et deux parallèles à l’axe des Y distantes de dx, on aura
do — dx dy y l + p’ - 1- </’,
et la surface sera la somme des éléments do correspondant à l'intérieur du contourlimite.
On peut, pour sommer les éléments, réunir d'abord ceux qui correspondent h la portion du plan des XY comprise entre deux parallèles h l’axe des X dont les ordonnées sont y et_y dy. Celte somme est évidemment exprimée par l'intégrale
simple
dy I dx y' i -V- p: 4- 1]\
dans laquelle on prendra pour limites les deux valeurs de x qui, dans l’équation de la courbe qui sert de projection il l'aire cherchée, correspondent à la valeur choisie dc j. Le résultat de celte première intégration sera le produit de dy par une fonction de la seule variable v. et on devra l'intégrer entre des limites correspondant aux valeurs extrêmes de v.
Soit AMNB la projection de la surface à évaluer, AR, BS les tangentes extrêmes parallèles à l’axe des X, de telle sorte que OR = a et OS = b soient les valeurs
entre lesquelles peut varier Y, l'expression de la surface projetée sur AMPN est, d’après ce qui précède,
I dy I dx \!i + p' +
, \ ’ JPM
Dans la première intégration relative à a,-, y est traité comme constant et les limites sont des fonctions dey; la seconde intégration se fait par rapport à y entre des limites constantes.
On pourrait évidemment renverser les opérations et sommer d’abord les éléments compris entre deux parallèles à l'axe des Y, et faisant pour cela une intégration par rapport à y entre deux limites fondions de x, puis, h l'aide d'une seconde intégration par rapport à x, réunir les tranches ainsi obtenues, et la surface sera expr imée alors par
■ •OH ,.Qt
| dx I dy y I -r p1 -+- q'.
-'OH Ji) F.
123. Le rhoix des éléments est entièrement arbitraire. Il est rommode quelquefois d'employer des coordonnées polaires et de décomposer la projection
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considérée en éléments compris cuire deux riiyous vecteurs faisant entre eux l’angle rfw et deux cercles de rayons p et p -+• dp décrits de l’origine comme centre. I n tel élément a évidemment pour mesure
P du dpi
l’élément correspondant de est
L'intégration de ces éléments peut se faire de deux manières. On peut d’abord intégrer par rapport à p en considérant <■> comme constant et réunir tous les cléments <|ui correspondent à deux rayons vecteurs infiniment voisins; la somme des tranches ainsi obtenues, dont chacune contient d>a en facteur, s'obtiendra par une seconde intégration. Un peut aussi intégrer d’almrd par rapport à <u en laissant p constant et obtenir ainsi l'expression d’une zone projetée entre deux cercles infiniment voisins, puis, par une intégration relative à p, obtenir la somme de ces zones.
OA, Olî étant les tangentes extrêmes, «a, les angles qu’elles forment avec
OX, fa surface projetée sur AP11Q est ainsi représentée par
on encore, eu nommant p, et p, les rayons des cercles décrits de l'origine comme centre et tangents à la courbe APBQ»
■ xox
f pd'i I ih.i y i (- s' i q\ J?, ' .'MOX
OP et OQ étant dans le premier cas des fonctions de cl MOX, XOX dans le second des fonctions de p.
Lorsque la projection de la surface à évaluer comprend le point O dans son in-
I. Catr. tnt
lérieur, l’expression change de forme cl la surface est évidemment représentée par
/•»* rK .
/ dm I a </p v ' •+■ />• -+- </’,
R désignant le rayon vecteur qui correspond à l’angle u.
V24. Problème de Viviani. — Soit ABA'B' le grand cercle qui termine un hémisphère. Si sur deux rayons opposés OA et OA' comme diamètres on décrit des
cercles, les cylindres droits ayant ces cercles pour base détacheront de la demisphère des portions que nous allous évaluer pour démontrer, conformément à un énoncé célèbre de Viviani, (|ue la portion restante, exactement carrable, est égale au carré du diamètre. La portion de surface sphérique projetée sur le cercle dont OA' est le diamètre a pour expression
.va oi*
dm / p</p^i 4- p’+ q
do do
\ i + /d -r >/2 , inverse du cosinus de l’angle formé par le plan langent à la sphère
avec le plan de la Biture, est égal à -• On a d’ailleurs
OP — R cosu,
et l’intégrale (i) est par conséquent
ir ît
/»’ a /s R fostt .j, u /»î
7 I (/il I ' * I It d il (— V U’"”— p'J„
do V'R'-P’ do
rx
• -a j R(/i)[R — H smhm)= jtR’ — »ll’>
do
la surface projetée sur les deux cercles est évidemment double, elle est donc a ïï R2 — jR*, et si on la retranche de la demi-sphère, il reste 4R!.
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425. Surface d’un triangle sphérique. — Soient ABY l’intersection d’une sphère de rayon R ayant l'origine O pour centre par le plan des XY, PB un arc de grand
cercle perpendiculaire à AB, et AC un grand cercle passant par les points A et C. Nous allons évaluer le triangle rectangle ABC Le coté BC se projette sur le rayon OB, et AC sur un arc d’ellipse dont les axes sont R et R cos A, et l'équation
H1 + R1 cob’ A '•
La surface du triangle projeté sur AKB est représentée par
p \OK p OH p AOK p OU R ,
/ do, pdpy/l +/>,+ î’= / do, | -g===,/p.
Jo /or. /n /or, V o P
On a évidemment
OH = R
et, d'après l’équation do l’ellipse,
II* cos’ A
R’ sin'w + K’ cos’A cos'w
f -J*— d?~- R VR’-P'.
J tfà’ — p’
rOH R? , / R'cos’A _ R’sinwsinA ^
Jog vît’— T’ " V R’ sin'w R’ cos’À cos’w ~ vi — cos’w sin’ A *
p aob /«on go p aoh slnwsln A
/ ,/„ / -- L = R. / — -'J. — ,to, : - R’ arc sin ( cos w sin A )“•
Jo J oc, v K’ — p Jo y i — cos’w sin’ A
.Mais on a
arc sin (cos o sin A) = A,
So.
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et, d'après une propriété connue îles triangles sphériques rectangles,
arc sin(ros AOB siuA ! — arc sin-eosC) ~ — C.
L’intégrale qui représente la surface du triangle se réduit par conséquent il
MM
c’est-à-dire
ce qui s’accorde avec l’expression connue. Un triangle quelconque pouvant se partager en deux triangles rectangles, ce cas particulier équivaut évidemment au cas général.
Emploi de coordonnées curvilignes.
-S2fi. Le choix des variables qui représentent les points d'une surface peut être «varié à l’infini. La surface étant considérée comme connue, il faut, pour y déterminer la position d’un point, assigner les valeurs de deux cordonnées u et e, dont la définition peut être d’ailleurs absolument arbitraire. A chaque valeur de l’une des coordonnées correspond alors sur la surface une ligne déterminée, et le point qui correspond à deux valeurs assignées de u et de e se trouve ainsi défini par l’intersection de deux lignes. I.a distance de deux points infiniment voisins est, comme on l’a vu (I, 12.‘1). donnée par une formule de la forme
( h ) d.V - ■ A du’ -r 1 tî du dv -t- C dv',
A, 11. C étant des fonctions de u et de v faciles à déterminer dans chaque cas.
Prenons pour élément de la surface le parallélogramme MNM'.V compris entre les courbes qui correspondent aux coordonnées u, u -t- du, e, c -+- dv, u et c étant
les coordonnées du point M, et u -4- du, v + dv celles du point N': les cotés MN, .MM' correspondant, l’un à la variation du de u sans que e varie, l’autre à la variation dv
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de v sans que u varie. Ils sont représentés, en vertu de la formule (a), par du y A et dv\ (i. Le parallélogramme infiniment petit MNM'.Y, douldo du triangle MNN', est par conséquent représenté par
il 3 — y AC tlu ih- sin N .
Pour calculer le sinus de l’angle N. menons la diagonale MM', et remarquons que I’oii*i dans le triangle MNN'
AI V — AIN’ 4- NN’’ — s AIN NN' rosN.
En remplaçant MN et NN' par leurs valeurs
AIN' = A du’ + C ih' ’ — i \ AC cos N du dv,
et la comparaison avec (a) donne
V AC cos N- B,
cos N ... — ,
V AC
et l’aire d<; est par conséquent
(1) </» — rfo i/e y AC — B".
Pour intégrer l’élément <! c, il faudra faire d’almrd une intégration par rapport à «, [mis par rapport il e, en adoptant des limites qui dépendront de la forme de la ligne qui limite le contour à évaluer.
427. Lorsque l’équation d'une surface est donnée sous la forme
et que l'on veut prendre p et </ pour variables, il n’csi nullement nécessaire de cal culcr l’élément r/s1 d’une ligne tracée sur la surlaee, et l’on peut plus directement obtenir une expression équivalente île l’élément de surface, complètement identique d’ailleurs quand on développe les calculs.
Considérons trois points infiniment voisins correspondant aux valeurs p, q-, p + dp, q\ p, q -t- dq des variables. I.es valeurs correspondantes de x, v, : seront
dx .
dp dp'
dy , dz ,
y+ ttjdp, z 4- ^ dp.
dx , dq d1'
dy . dz.
-V + dq d,l’ Z+dqd'l'
et le triangle formé par les trois points a pour projections sur les trois plans coorifonnés
r j il.r tir ; '• i/ji dq
Ht dr\ . , dq dp) , p “h
i , il) il; 1 \ llp dq
dy dz
dq llp
i ( d z d. v ■x \ ilp dq
Le triangle lui-même, égal, d'après un théorème bien connu, b la racine carrée de la somme des carrés doses trois projections, est représenté par
i . . ,dx dy dx rfr'i' (dy dz dy d: (dz dx d z dx\'
x ' p< 1 y ' dp dq dq dp I * \ dp dq dq dp ' 4 ' dp dq dq dp I
Le parallélogramme formé par les quatre lignes infiniment voisines qui correspondent aux valeurs p, p •+- dp, q, q -y dq des deux variables est évidemment double de ce triangle, et l’aire d’une portion de la surface est enfin
Ç f . . (dx dy dx dry (dy d; dy ds\ * / d: dx dx d) y
J J I 1 V dp dq dq dp) ^ * dp dq dq dp) ' ' dp dq dq dp)
428. Surfaces sphériques. — Ün détermine très-habituellement les points d’une sphère par l’intersection d’un méridien avec un parallèle. Les deux coordonnées sont alors l'angle ^ que le méridien correspondant forme avec un méridien fixe et l’angle 5 qui mesure la distance au pôle. On a trouvé (I, 122) dans ce système de coordonnées
dy — Rc rf 6’ -t- sin’ 9 </<]»*)•
et l’élément de surface compris entre deux parallèles et deux méridiens infiniment
MI
voisins est par conséquent
1/7 -■ R1 sin 5 f/0 rfrjf.
Appliquons celte formule à lu recherche de l’aire d'un triangle sphérique.
Prenons pour pôle l'un îles sommets P du triangle PBC. Soit I l'intersection de BC avec l'équalcur, et supposons que le méridien principal, à partir duquel on
compte les angles et qui est arbitraire, coupc l'équalcur à un quadrant de distance du point I, l'élément de surface étant
H’ slnCu/0 r/vp.
Intégrons d'abord par rapport à 0, entre les limites indiquées sur la ligure, 6 — 0, 0 = PG. On a
(4i / R’ sio£i </5 dty = R’ </-{di — cos PG ) = R* — sinGK ).
Telle est l'expression de l’aire infiniment petite comprise dans l'intérieur du triangle entre deux méridiens infiniment voisins PG, PG’. La surface du triangle est par conséquent, en nommant i{/0 l’angle BPA et <}». -t- P l'angle CPA.
»— I R*</ij((i — sinGK) = R’P — / ll'r/^ sinGh Ji. Jj,.
mais le triangle rectangle GKI donne
sinGK sinIK _ cos']/
sinl sin G sin G ’
rosG = coslK sinl - - sin 14 sinl, Kn différeutiant la seconde de ccs équations, on a
— sinG rfG = cos'4 sinlrfi|<.
el les deux équations f<>) et d.i donnent
sintîk —— ilG ;
la formule (5) devient par conséquent P
S= IUP — / K'dG = R’j P — ( - — B — C ' = R’( P -t- B C — r:), ce qui est la formule connue.
.429. Surface cartable sur la sphère. — L'expression d’une aire sphérique étant
I I IU sinOi/ü d'},
on peut toujours effectuer la première intégration, el l’on a I 1U sin 5 </ 3 = — R’ cos 0 + G,
les limites étant deux fondions de <|i que la courbe qui termine l’aire cherchée faii connaître. Kn prenant, pour représenter celte courbe, l’équation fort simple
on trouve un résultat remarquable.
Si PA est le méridien principal cl PAIi un triangle triroetangle, la portion de
courbe comprise dans l’intérieur de ce triangle étant P.MB, l’aire comprise entre elle et le côté PB a pour expression
“ TT
pi pi pi -ni
I R’rf'W sinOd&=/ R!</i{i( i — ros-i) = - — R“,
et si l’on reproduit la même ligure dans les quatre triangles trirectangles qui
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elles laissent donc en dehors d'elles la surface rnrrablc '\ R1. C’est sous une autre forme le théorème de Yiviani, et il est très-aisé de montrer l'identité de la courbe dont l’équation est 3 = tj< avec celle qu't (424) se projette sur l’équateur suivant un cercle de rayon R.
430. Surface de ï ellipsoïde. — La détermination de la surface de l'ellipsoïde est impossible sous forme finie explicite. On peut seulement effccluer une des deux intégrations auxquelles conduit la méthode générale. Les géomètres sont souvent revenus sur cette question dont nous donnerons plusieurs solutions.
Soit
l’équation d’un ellipsoïde. On peut déterminer les points de la surface par les valeurs de deux variables 9 et telles, que
. * — usiné cos<|»,
4to) • jr — èsinéslntj',
( z — c rosG.
Ces variables, dans le cas où l’ellipsoïde devient une sphère, coïncident avec celles que nous avions adoptées (428;, et il faut, comme dans le cas de la sphère, pour obtenir tous les points de l’ellipsoïde, faire varier 0 de zéro à n, et de zéro à an. On déduit des équations (io
il. r — a cos 5 cosi </0 — a sinG sin ^ «/'J'ily - b cosG sin •]> dO •+■ b sio G eos'Ji </•{<, ih c sin 9 </G,
ti.C — ilx' 4- il)’ + tlz’ = d 6‘ [ a’ cos’9 cos; H- b’ cos' G sin’ 4 -+■ c1 sin’ G !
4- il\i’(u' sin’G sin’i)/ -+- b’ sin’ 9 cos'']/)-*- ad 9 il!) [{b'— n ) sin 9 cos 9 sin \}> cos<|'),
et l’élément de surface de est par conséquent
di = d*> v [co**6 «‘ron1 } -t- j , -t- c 1 «in’fr] «in1 0 [<•* «n1 f — «')* »inl£ <-o»,ÿ sin*^ cos* ^ y
ou en réduisant
île — uhc sin G f/G </'4< —
I. Cuir. inr
G sin’ Gros’ '4
sin’G sin' '4
cl par conséquent la surface totale S est représentée par
_ . C~ . . ,, , . /cos’O
S t — nbe I J slllO <10 il']) y/ c~
sin"iros!'i sin-' 0 sin’i
et l’intégration par rapport à 5 peut aisément s’cITecluer.
431. Si nous adoptons pour coordonnées les paramétres des surfaces homofocales, hypcrholoïdc à line nappe et hypcrboloîde à deux nappes, qui passent par chaque point de l'ellipsoïde considéré, en adoptant la notation (I, 128 ,
et par conséquent la surface de l'ellipsoïde peut être représentée par
et pour représenter le huitième de La surface, il faut étendre les intégrations par rapport à p de zéro à b et par rapport h v de b à c.
Emploi des coordonnées sphériques pour une surface quelconque.
432. On peut, pour évaluer une surface quelconque, décrire de l'origine des coordonnées comme eeutre une sphère de rayon égal à l'unité, et la décomposer, comme (428), en éléments dont l'expression générale sera sin5rf5rfti: en prenant pour élément correspondant de la surface considérée l'élément intercepté sur elle par la pyramide ayant pour sommet l'origine et l'élément sphérique pour hase, l'expression de ret élément est évidemment
v sinî <10 «/>{< eosy
y étant l’angle formé par le rayon vecteur p avec la normale à l’élément de surface.
Cette méthode a été employée élégamment à la détermination de l’aire de la surface, lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d'un point lixc sur les plans tangtmis d'une surface donnée.
On a vu (I, 17, que le plan tangent d’une telle surface est le même en chaque point que celui d'une sphère ayant pour diamètre le rayon vecteur r mené de
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l’origine au point correspondant de4a surface sur les plans tangents de laquelle
on abaisse les perpendiculaires. La fraction ^ qui ligure dans l’expression de
la surface élémentaire, peut être, par conséquent, remplacée par le produit pr, et l’élément de la surface cherchée est représenté par
prsinO diilty,
5 et ij, désignant les coordonnées angulaires du rayon vecteur p.
Supposons, par exemple, que la surface donnée soit un ellipsoïde ayant pour centre l'origine des coordonnées; en nommant les axes a, b, c et p, v les angles formés pur la normale au point dont les coordonnées sont x, y, z, on trouve aisément
pr^= ^ n' cos'). +- /<’ cos’ul -4- e'cos’v: c’est-à-dire, en introduisant les angles 5 et •},
pr v'#i< cos‘5 -+ •;/>' siiéi H- c*cos'^ ;sin'0, et l’aire totale de la surface proposée est, par conséquent ,
Ç sini i/Oi/'j. v'n‘cos’5 -t- (i'sin'ij/ + c*cosJ'j/)»in’S,
« O Vfl
c’est-à-dire ' -430 ; précisément la surface de l'ellipsoïde dont les axes seraient
ne ab et — b c
Introduction des rayons de courbure dans /'expression de la surface.
433. On peut, pour représenter les points d’une surface, adopter les deux angles qui définissent la direction de la normale en ce point. Menons par l'origine des coordonnées rectangulaires une parallèle à celle normale. Soit 5 l’angle qu’elle forme avec l'axe des Z, et l'angle dièdre formé par le plan des ZX avec le plan conduit par elle et par l’axe des Z. L’élément de la sphère de rayon unité évalué au moyen îles angles 5 et | est ( t28) sin 0 dO d <|i. Le rapport de cet élément à l'élément correspondant de la surface considérée est (I. 722) la courbure jj-jr de cet élément. en nommant R, et R, les deux rayons principaux de la surface. L'élément
tic surlace est donc
K, lt, sinü tlcj ill.
et la surface totale est représentée par
j I K, R; si n0t/6i/'p,
la double intégration s'appliquant à toutes les valeurs de 5 et île 4* 'lu' répondent aux points de l’aire considérée. S'il s’agit d'une surface fermée et convexe, on devra, pour l’avoir tout entière, intégrer entre les limites 0 = o, 9 = r, <|i = oî <{< = as.
434. Appliquons la formule précédente au calcul de la surface totale d’un ellipsoïde.
On a (I, 631), en adoptant les notations habituelles.
rt — i'
L'équation de l'ellipsoïde est
On en déduit
par suite
II. R
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lu;.
Remarquant que p1, q 1 et i sont proportionnels à
-, et 31 on en déduit te c*
, / g1 , \ 4r,ir*
wj'c' T n'f'/ . b't ' b-c*) ii'h •
ou, en remarquant que
)’ tpb'î' |
et, comino en nommant p la distance du centre au plan tangent, on a
et la surface totale S de l'ellipsoïde est représentée par
S= | j RiRiSin ù i/6 d']i — a’b’c’ J J -y
c’est-à-dire, en remplaçant p par sa valeur en fonction de 0 et de ij<.
S = a’b’c' I I ri
Jo J o [fl cos
sin5
t-(6'cos-^ -f- c1 stn*^) sin’Ô
et, à cause du partage de l'ellipsoïde en huit parties symétriques :
S = 8 a'b'c* ['f. - si"S 6
t/# J0 [rt’cos’O -b [b3 cos*<J/ -4- c*hin,^)sin,&J*
MU
on » '230
par conséquent
/” _ ■ ij_ + ■ v
/„ Inrsin i *. n’cos'lji )’ SOI'/
JQ [a’cos’O -¥■ (^cos1^ -r- c’slij’ÿ jsin'O]’
. r rf*
,/# («H-os G 4- 6’sin!(3jcos,i}. -*-(«’ co»‘0 4- c’sin’éjsin’ij/
f id’cos’ 9+61 sln’û)1 (n’cos'O-hc'sin'O}' (<t,cos,0-t-ô,siO,0)<(fl’CO8,fl4-c3sin,0)ï]
la surface S est donc exprimée par la somme de deux intégrales simples, et l’on a
aa’A'c* I
sinOdO
Ja (n’cos O 4- A5 sin’ 0 )J (rt’cus’0 4- c,sill!/), sin 0 il 0
cos’5 4- /('sin'OJ’fd’cos’S 4- c’sin’5)’
Théorème rte Gauss .
435. Considérons une surface fermée de forme quelconque et un point O situé dans son intérieur. Un cône infiniment petit ayant son sommet en O et dont l’angle mesuré par la surface interceptée sur la sphère concentrique de rayon unité est représenté par dut, interceptera sur la surface un élément di mesuré par la formule évidente
, r’ dur
COs N r
où r désigne la distance du sommet O à l'élément d<7 et NK l'angle formé par les génératrices du cône avec la normale à di. On en déduit
! (G cos N r
et comme la somme des angles du, étendue à la sphère entière du rayon unité est
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égale à 4ir, on a
l'intégration s'étendant à tous les éléments de la surface.
Le théorème ne souffre aucune exception. Si le cône prolongé du même côté du sommet O coupe la surface en plus d'un point, le nombre des intersections sera nécessairement impair et les éléments correspondants de l'intégrale, égaux alternativement à d'a et à auront toujours, dans l’intérieur d’un même cône
élémentaire, une somme égale à dut.
43G. Lorsque le point O est extérieur à la surface fermée, l'intégrale qui forme le premier membre de (A) se réduit à zéro; le cône d’ouverture d<.i coupe en effet dans ce cas la surface un nombre pair de fois, et les éléments correspondants de l’intégrale étant alternativement — d u et -*-<■/',>, leur somme est égale à zéro et l’on a
437. Considérons par exemple un ellipsoïde dont les axes sont a, b, c, et soient a, fi, y un point quelconque extérieur ou intérieur, on a, en adoptant les notations du n° 430,
, . ros’5 Sin’O COs!,L sln‘0 sin‘-i
i/ç abc sm rJ db <11 \ -+- + , — — •
Les cosinus des angles formés par la normale avec les axes sont
sinîcosi
cos 0 sin'6 cos’tji
mm Siléiji
sin!/sin|
/eos’G sln’Gcos’d*
sin’G sin’tG
cos&
/co^O üiii'Ücos1^
sin'G sin’G
c* H îë~~
et les cosinus des angles formés par le rayon r avec les axes
HW
On a par conséquent
COSlN /
COS ) cos i
/ros‘0 sin!6cos''i sin'O sin!,i \ ar
lr
-f- Z—.- ? sinO sin 6 -+- * - eos& U
or 1 c*r /
et par conséquent, en ayant égard aux valeurs de <r,j% s (430 j, l'intégrale
est égale à zéro ou à suivant que le point dont ar, fi, y sont les coordonnées est situé à l'extérieur ou à l'intérieur de l'ellipsoïde.
DÉTERMINATION DES VOLUMES
Décomposition en cylindres infiniment //et il s.
138. La méthode la plus souvent employée pour évaluer un volume eonsisle à le déromposer en tranches par des plans parallèles infiniment voisins et à obtenir ensuite par une intégration la somme de ces Iranrlies, dont chacune peut être assimilée à un cylindre ayant pour base l'aire île la section et pour hauteur la distance infiniment petite des plans parallèles. I.c choix des sections élant arbitraire, on devra, dans chaque cas, les choisir de manière à rendre aussi facile qu'il se pourra l'évaluation de chacune d’elles el ne la calculer par une intégration que lorsqu'il ne semblera pas possible d’en apercevoir immédiatement l’expression.
S'il s’agit par exemple d'un solide de révolution, on adoptera des sections perpendiculaires à l’axe qui sont des cercles dont l’expression s'obtiendra immédiatement. Supposons qu'une courbe donuée située dans le plan des XV tourne autour de l'axe des X, le plan perpendiculaire à l’axe situé à la distance X coupe le volume suivant un cercle de rayon y dont la surface est ny’: le cylindre compris entre celte section et la section infiniment voisine a donc pour expression
ity’ ilx,
et le volume compris entre les deux sections qui correspondent aux abscisses a et b est
Considérons l'ellipsoïde dont l’équation est
Le plan parallèle à celui des YZ mené il la distance X le coupe suivant une ellipse I. Cale. in/. 5 a
Jf
»•* <lx.
un
dont les axes sont b t i — — et c y i — — et la surface
rhc (, _ ,/*.
Le volume entier est donc représenté par l'intégrale
T.bc (■ — dx = | raie.
i 40. Soit à évaluer le volume d'un conoide. On nomme comme on sait conoide la surface engendrée par une droite parallèle à un plan fixe qui rencontre constamment une droite donnée et une courbe donnée que nous supposerons fermée. Cherchons la portion de volume comprise entre la courbe directrice qui sert de base et la portion de directrice rectiligne sur laquelle les génératrices vont se rejoindre deux à deux. Les plans parallèles au plan directeur coupent évidemment un tel
volume suivant des triangles, et si l'on nomme T le triangle correspondant au plan dont l'ordonnée est z, l'expression du volume est
JW
Supposons le plan de la base parallèle à là directrice rectiligne, et soit y l'angle qu'il forme avec le plan directeur, c la corde AB interceptée sur la base par le plan sécant dont l’ordonnée est a, p la hauteur du conoide, h celle du triangle ABQ dont c est la base et s enfin la distance de la corde c à la corde infiniment voisine déterminée par le plan sécant dont l'ordonnée est z -+- dz, on aura
et par conséquent
siny
dz = e siny.
T ' eh ' SE •
ï a sur/
frdz = lp fci.
(Il
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et comme J" ~e est évidemment ta surface de la base, on voit qu'un conoide dont
la directrice est parallèle au plan de la base a pour mesure le produit de sa base par la moitié de sa hauteur.
441. Considérons enfin le volume délini île la manière suivante: ABC, A' BT' sont deux triangles quelconques situés dans des plans parallèles; par les quatre côtés de ebariin des quadrilatères ABA'B', ACA'C, BCB'C' on fait passer un paraboloïdc hyperbolique. Ces paraboloides et les deux triangles servent de faces au volume considéré. Prenons pour plan des XY celui du triangle ABC, les (dans
parallèles aux deux bases ABC. A' B'C' étant parallèles à deux génératrices de chaque paraboloïde les couperont suivant des lignes droites et par conséquent donneront pour sections des triangles. Si l’on nomme T la surface de relui qui correspond il la section dont l’ordonnée est z cl h la hauteur du solide, c’est-à-dire la distance des deux bases parallèles, le volume cherché a pour expression
Tdi.
I.c triangle T, étant parallèle au plan des XY, se projette en vraie grandeur sur ce plan, et comme les équations des droites AA', CC', BB' sont du premier degré, les coordonnées des trois sommets sont des fondions du premier degré de a; la surface du triangle est donc elle-même, d’après la formule bien connue qui la représente, une fonction de la forme
A, A' et A" étant trois constantes, le volume est représenté par l’intégrale d’un trinôme entier du second degré. La formule donnée ( 367 ) comme exprimant approximativement sa valeur est donc dans ce cas rigoureusement exacte, et si l’on nomme
B, b, M les surfaces des deux sections extrêmes et de la section faite par un plan équidistant des deux bases, on aura
Va.
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442. Le résultat précédent peut être généralisé. Considérons sur le plan desXY un polygone quelconque P et par chacun de ses sommets une ligne droite. Si nous coupons le faisceau de droites par un plan parallèle à celui des XY, nous obtiendrons les sommets d'un polygone de même nombre de côtés que P. Recouvrons, comme dans le cas précédent, par des paraboloïdes hyperboliques chacun des quadrilatères dont les côtés opposés sont les côtés correspondants des deux polygones, le volume enfermé entre eux et les surfaces des deux polygones pourra s’évaluer par une formule identique à celle qui termine le paragraphe précèdent. La surface de la section faite par un plan parallèle aux bases et mené à la distance ; de l’une d’elles sera encore en effet une fonction entière et du second degré de z, et c’est sur celte circonstance seule que reposait la démonstration qui s'applique à tous les cas pour lesquels elle se présente. Le polygone P pouvant avoir un nombre quelconque île côtés peut évidemment être remplacé par une courbe fermée quelconque, et l’on peut énoncer le théorème suivant :
Si une surface réglée es I telle, que deux /dans parallèles la coupent suivant deux courbes fermées de surfaces B et b et que la section faite à égale distance de chacune il' elles ait pour surface M, te volume compris entte la surface et les deux bases B et b, dont la distance est h, a pour expression
R ■+ AM ■+■ b .
443. La démonstration de la formule précédente suppose seulement que la section parallèle à la base et menée à la distance a soit une fonction entière et du second degré de z, et cette condition est remplie dans un grand nombre de cas. lorsque le volume est compris par exemple entre une surface quelconque du second degré et deux sections parallèles de forme elliptique; la mesure d'un tel volume est doue le sixième du produit de la hauteur par la somme de ses deux bases ajoutée à quatre fois la section faite à égale distance de chacune d'elles.
f'inwloi d'une double intégration.
444. La décomposition d'un volume eu cylindres infiniment minces à bases parallèles peut s’appliquer à tous les cas, mais il arrive le plus ordinairement que l’expression de la section qui sert de base il l'un de ces cylindres, au lieu d'être connue A priori, doit elle-même étrp déterminée par une intégration préalable. Le calcul du volume exige alors deux intégrations successives, et son expression est une intégrale double. Considérons le volume compris dans l'intérieur d’un cylindre parallèle à l’axe des Z, entre le plan des XY qui lui sert de base et une surface connue qui remplace l'autre base. Les plans parallèles à celui des ZY délermine-
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ront dans un (el volume des sections terminées par trois droites et un arc de courbe. Si B désigne la surface de l’un de ces quadrilatères formant la section dont
l’abscisse est .r, le volume considéré a pour expression • V ~ / B,/ r’
l’intégrale étant prise entre les abscisses extrêmes a et h de la courbe qui sert de base au cylindre. La surface B est une aire plane QPMN qui s’obtiendra clle-niémc à l’aide d’une intégration, ti l’équation de la surface qui termine le volume est
Celle équation, si l’on y considère r comme constant, représente la courbe qui limite la section B, et l'on a, en nonima’nt r„ et y, les deux valeurs de y représentées sur la ligure par IP el IQ el qui se déduisent de l'équation de la courbe île base :
B =■ I ' zdy.
On en conclut
V = I B </.r I ilx I zdy.
Ja *.rt
L'ordre dans lequel se succèdent les opérations est indique par la démonstration même. On doit d’abord intégrer stlr par rapport à y en y considérant .r comme constant el entre les limites y„ et y, qui sont fonctions de .r; le résultat de celle première opération est une (onction de x que l’on doit multiplier par d.r pour l'intégrer ensuite entre lesdimiles constantes a et b.
L’expression du volume, que l'on écrit souvent
jj'.dxdy.
ill DEUXIÈME PARTIE. - CAUIUL INTÉGRAI..
peut être considérée sous un autre point de vue qu'il importe de connaître. On peut regarder le produit zdxdjr comme l’expression générale de l’un des éléments dont la somme forme le volume cherché. siirrfvcst en effet, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au second, la portion du volume cherché détachée par un parallélipipède parallèle à l’axe des z ayant pour base le rectangle infiniment petit dxdy, dont les côtés d.r et dy sont respectivement parallèles à l’axe des X et à l’axe des Y. Le volume total est la somme des parallélipipèdes analogues dont les hases composent la base donnée du cylindre. On peut, pour faire cette sommation, réunir d'abord tous les parallélipipèdes compris entre deux plans iulîi) i ment voisins parallèles à ZY et ayant pour abscisses r et x + dx. Celle première somme, qui constitue la tranche cylindrique considérée dans la démonstration précédente, est
f/.r j z dy,
les limites élanl’données par les valeurs extrêmes de y qui correspondent à l'abscisse a-; pour faire la somme de ces tranches, on intégrera ce premier résultat entre deux limites constantes représentant les valeurs extrêmes de x, et l'on retrouve ainsi la formule
446. Lorsque la base du cylindre et la surface qui le termine prennent des -formes plus compliquées, la formule précédente doit être quelquefois modifiée. Nos démonstrations supposent en effet qu'à chaque abscisse x correspondent deux points seulement de la base. Si, par exemple, une parallèle à l’axe des Y coupe la base du cylindre en quatre points P, Q. R, S ayant pour ordonnées y, , y,, y,, y ,.
il faudra, pour obtenir tous les éléments de la somme cherchée, faire deux intégrations; la première dey, à y,, la seconde dey, à y, . Si l'on avait six intersections, il y aurait trois intégrations à faire et ainsi de suite.
447. La détermination d’un volume de forme quelconque est implicitement comprise dans ce qui précède. Quelle que soit en effet la forme de la surface limite dont nous supposons l'équation connue par rapport à trois axes rectangulaires, on
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commencera par déterminer le cylindre circonscrit parallèle à l'axe des Z el dont la base sur le plan des XY nous fera connaître la portion de ce plan sur laquelle se projette le volume cherché qui deviendra la différence de deux des cylindres dont nous avuns étudié l'expression. L'équation de la surface étant
les points de contact avec le cylindre circonscrit sont ceux pour lesquels la normale étant perpendiculaire à l'axe des z, on a
L'élimination de ; entre les équations (it cl (a donnera l'équation du con tour apparent qui sert de base aux deux cylindres dont la dilîérence est le volume cherché. En nommant i, et z, les valeurs de ; qui correspondent aux coordonnées .r et y, on a évidemment
les limites étant déterminées d'après la forme du contour apparent, comme il a été dit (4*3).
Si les parallèles à l’axe des : coupaient en plus de deux points la surface qui limite le volume, les intersections seraient toujours en nombre pair. Soient s,, z,. j)t s,, leurs ordonnées, l’élément de volume serait alors
( z. — r, -i- î, — 3, 4- z, — s, i ilx dy,
el l'intégration se ferait de la meme manière que dans le cas précédent.
448. Le choix îles surfaces élémentaires dans lesquelles on décompose la projection du volume sur le plan des XY est entièrement arbitraire, et les éléments rectangulaires dxdy peuvent être remplacés par d'autres qui. dans certains cas. donneront lieu à des calculs plus simples.
Il est souvent commode par exemple d’employer des coordonnées polaires. En menant par l’origine dans le plan des XY une série de rayons vecteurs coupés orthogonalement par une série de cercles, l’élément infiniment petit compris entre les rayons vecteurs correspondant aux angles tu cl « -t- d',> el les cercles correspondant aux angles p ■+ dp a pour surface
p d r.i do.
Lu volume du parallclipipède dont il est la hase est donc
(3) ! Si — Ii I 0 l/'.l lit,.
Eu nommant j, et s, lus ordonnées des deux points où la parallèle à Taxe des 7, menée par un point de cet élément rencontre la sulfure qui limite le volume, ou intégrera l’expression (H; par rapport à s en considérant comme constant et entre deux limites qui seront les valeurs de » qui, dans l'équation de la courbe limite, correspondent à la valeur considérée de '•>. On obtiendra ainsi
i^otJ “i — "• f* dp»
et celle expression, qui ne contient que la variable u, sera intégrée entre deux limites constantes qui sont les valeurs extrêmes de ecl angle.
449. Considérons, pour y appliquer la méthode précédente, le volume détache dans une sphère par un cylindre droit ayant pour base un petit cercle décrit sur l'un des rayons comme diamètre.
Soit 0 le centre de la sphère et OB le rayon qui sert de diamètre au cercle de
base du cylindre dont nous prendrons le plan pour celui des XV. L’élément p </'.» e/p est évidemment la base d’un parallclipipède dont la portion comprise dans la sphère a pour hauteur i y R2— />’, et l’élément du volume cherché est par conséquent
WR’ — p’pt/pt/e».
Intégrons d’abord par rapport à p. Si désigne l’angle du rayon vecteur avec le diamètre OA, les limites seront évidemment o et R cosu; ou a donc pour la partie du volume cherché qui se projette sur le secteur POP' :
/iReOfcu r _ 1 K <o. . ,
ai/oi J y R’— o’pdp = d&> J^— j ; R’ — p’)'J = | (R*— R'sin‘w)f/w.
R ‘ sin1'» remplace ici I y R2 — R1 cos2 s>) ‘ et doit être pris en valeur absolue.
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Lors donc que pour trouver tous les éléments nous ferons varier ta de — ï à -+-
sin’u devra être changé de signe dans les parties de l'intégrale pour lesquelles w est négatif; mais on peut se dispenser d’avoir égard à retic remarque, en inlé-
granl entre les limites o et î, ce qui donne évidemment la moitié du volume cherché, que l’on doublera ensuite. I.e volume V est donc
V= \ ( ‘ ( R’ — A’sin'Mlf/*) = I rR’— 8- R’.
Si l'on considère un second cylindre égal au précédent et de même direction, ayant pour base le cercle décrit sur le rayon OR' prolongement de OR, comme diamètre, le vojume des deux cylindres réunis sera
et ce qui reste de la sphère quand on les enlève est par conséquent
Emploi des coordonnées polaires.
450. Supposons que l’on adopte, pour représenter ta position d'uu point, les trois coordonnées polaires p, 0 pt dont nous avons fait plusieurs fois usage.
OX, OY, OZ étant trois axes rectangulaires, la coordonnée p est la distance OM du point considéré à l’origine, 5 l’angle de OM avec l’axe des Z. et 41 l'angle dièdre du plan MOZ avec ZOX.
Pour évaluer un volume dont la surface est rapportée à ce système de coordonnées, il convient de le décomposer en éléments infiniment petits compris entre deux sphères lieux des points correspondant aux rayons p + dp, deux plans lieux des points correspondant aux angles | et 4 -+- d\, et deux cônes lieux des points I . Cntr int . 5 3
correspondant aux angles 6 el 6 -t- f/5, Cel élément, dont les faces se coupent deux à deux à angles droits, peut être assimilé à un parallélipipède rectangle ayant pour arêtes (1, 121 ) dp, p sin5f/ti et pdO ; il a par conséquent pour mesure
p’sinSdpdSrf'.jf.
Le volume total est la somme des expressions analogues relatives à tous les volumes élémentaires qui le composent. Nous supposerons, pour faire cette sommation, que deux des coordonnées restant constantes on fasse varier la troisième entre deux limites qui dépendent de la forme du corps et des valeurs attribuées aux deux coordonnées constantes. Si, par exemple, 5 et 4» restent fixes, ainsi que dO et dÿ, les éléments qui répondent aux diverses valeurs de p seront compris dans l’intérieur d’une même pyramide h base rectangulaire, ayant pour sommet l’origine, el leur somme sera
sin5 f/0 rf<j< f P’dpt
l’intégrale devant être prise entre les limites K, et Ra que fournit, en fonction de 0 et de i|/, l’équation de la surface qui limite le corps. Cette première intégration peut toujours s’effectuer el donne
s_inOrfO^(R,_R;)
En faisant varier ([*, 5 restant constant, on obtiendra la portion du corps comprise entre deux cônes infiniment voisins, ayant pour angles 5 et 5-t-r/5; cette portion est
les limites de l’intégrale étant les valeurs extrêmes de ■.}<. et -i, qui dépendent de l’angle 5. Il faudra enfin intégrer, par rapport à 5, entre les valeurs extrêmes S, et 5, de cet angle, qui sont des constantes, et le volume est
Dans la première intégrale <]<,, II, el Rg dépendent de l’angle 5, qui est traité comme constant; dans la seconde, 5, et 5, sont deux limites constantes.
Lorsque l'origine des coordonnées est située dans l’intérieur du corps, les angles 5 el q» peuvent prendre toutes les valeurs, el, pour embrasser toutes les
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directions possibles, p élunl supposé essentiellement positif, il faut évidemment faire varier | de o à arr pour obtenir tous les points d'un plan passant par l'axe des Z, puis 0 de o à *r seulement, pour que, dans ce plan, le rayon vecteur prenne toutes les positions possibles.
I.e volume d’une sphère de rayon II, ayant pour centre l’origine, sera, par exemple,
Emploi d'un système quelconque tic coordonnées.
•151 . Si l'on adopte, pour représenter les points de l'espace, les valeurs îles trois paramètres a, fi, y, définis en fonction des coordonnées rectangulaires x, y, z,
? = <fAx,y.s).
à une valeur donnée de l'un des paramètres correspond une surface, et les points se trouvent définis par l’intersection des trpis surfaces qui s’y croisent en découpant l'espace en parallélipipèdes infiniment petits, il faut, pour évaluer un volume, adopter pour élément le parallélipipède infiniment petit compris entre les surfaces correspondant aux valeurs *, « 4- rf«, |5, fi + dfi, y et y -h rfy des trois paramètres, et dont il faut d'abord trouver l’expression.
Soit MNPQ ce parallélipipède, la face MPQ appartenant à la surface qui répond à la valeur a du premier paramètre, MQN à celle qui correspond il /3, et MNP à
celle qui correspond à y. Les trois laces opposées correspondent aux valeurs a rfa, -i- rfjS, y -t- rfy des trois paramètres; le parallélipipède étant iufinimenl petit et la courbure de ses faces insensibles, on peut le traiter comme un parallélipipède à surfaces planes égal évidemment à six fois la pyramide, dont les
sommets sont M, N. P. Q : ces sommets ont pour coordonnées
dx ,
x H — j- ti x, dx
dz .
Z -4- -T— d x, dx
rfï .
j + t- rfy.
rfy '
et par conséquent, d’après une formule bien connue qui exprime le volume d'un tétraèdre en fonotion des coordonnées de ses sommets, l’expression du volume MISPQ est égal à
dx
dz
rfa’
dx
rfa rf jl rfy
dx
dr
dz
rfp’
' rfg’
rfP’
dx
dr
dz
dy 1
rfy’
dy'
c'est-à-dire (1, 71} au produit de
par le
déterminant fonctionnel de x.
v, s, considérés comme fonction de a,
ou, ce qui revient au même.
à divisé par le déterminant de
y, considérés comme fonctions
de x, y, z. Le parallélipipède égal à
six
fois le tétraèdre s’obtiendra en suppri-
manl le diviseur 6.
Pour sommer les éléments qui composent un volume donné, il faudra, comme dans le cas précédent, faire varier successivement les trois variables. On intégrera d’abord, par exemple, par rapport à a, en considérant |? et y comme constants, et l’on obtiendra ainsi la portion de l'espace formant un canal infiniment petit, à section quadrangulaire, compris entre les surfaces qui correspondent aux paramètres^, fi -h dp, y, y H- rfy. Les limites de celte première intégration seront deux valeurs de « exprimées eu fonction de t3 et de y Le résultat sera de la forme
</3rfy F(J3, y).
On intégrera, en second lieu, par rapport à /S, en traitant y comme constant, et l'on obtiendra ainsi la portion de volume comprise entre les surfaces correspondant aux valeurs y, y-*- rfy; les limites seront des fonclious de y, et le résultat sera de la forme
rf-/r[y).
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Ou intégrera enfin pour avoir le volume- total entre deux limites égales aux valeurs extrêmes de y, et l’on aura
V=fd*dpdy
, dx
dr
dz
\ rf*’
dx'
dx
dr
dz
dp'
dp'
dp'
dr
dz
' dY
dy'
dy
152. Nous indiquerons encore uno formule très-générale pour l'évaluation d'une classe nombreuse de volumes.
Considérons sur une surface quelconque un contour fermé dont les points soient définis par deux variables |3, lices suivant une loi connue à leurs coordonnées orthogonales x, v, z. Considérons le solide pyramidal ayant pour base cette portion de surface et pour sommet l'origine O dus coordonnées. Prenons, pour l'évaluer, comme volume élémentaire, la pyramide ayant pour sommet le point O, et pour base le parallélogramme compris entre les courbes infiniment voisines qui correspondent aux valeurs a, a + de/., fi, jS +- dp des variables « et |3. Cette pyramide est, comme il est aisé de le voir, le double du tétraèdre ayant pour sommet le point O d'une part, et d'autre part trois points infiniment voisins de la sur-
dz
rJ”'
lace, dont les coordonnées sont x.
dx , dy .
dxda' y+ Txd*' î +
*+%dt 7+ $4*. * +
l'expression d'un tel volume est
dxdp
dx
Tx'
dy
dx'
dz
dit'
dx
dy
dz
dp'
dy
en sorte que le volume cherché est
dz
dx'
dx'
Tx'
dx
dy
dz
dp'
dp’
dp'
les intégrations devant s'étendre à toutes les valeurs de « et de jS qui correspondent à l’intérieur du contour. Si la surface considérée est fermée, on aura le
volume Iota! en élemlanl les intégrations à loules les valeurs de a et de /î qui correspondent il ses divers points.
Introduction de l'élément de. surface dans l'évaluation des volumes.
•153. (ïauss a fait connaître une formule remarquable dans laquelle l’expression de l' élément de surface s'introduit utilement dans le calcul d’un volume.
Supposons qu'un volume terminé par une surface quelconque soit projeté sur un plan, sur celui de xy par exemple, et que cette projection soit décomposée en éléments infiniment petits, dont l'un soit d'ü. Le prisme parallèle à l’axe des ;, ayant d w pour base, coupera la surface fermée en un nombre pair de points; nommons r, s,, a,, r,. ï„ leurs ordonnées: l’élément de volume est
(2, — I, +■ 2, — j, + J, — a, ) dt*i.
Soient du,, du,, du, du,, du,, du, les éléments interceptés par le prisme sur la surface qui limite le volume considéré, et y,, y3, y,, y,, y», y, les angles de l'axe des z avec la normale extérieure à ces éléments, on voit aisément que y,, y,, y„ qui correspondent aux points où les arêtes pénètrent dans l'intérieur du volume, sont des angles obtus, et que y3, y,, y, sont obtus; on a donc
du = — du, cos y, = -t- du.cosy,— — du, cosy, = 4- d u, cos y, = — du,cosy, = + du,cosy„ et l’expression de l’élément de volume devient par suite
z, du, COS», -I- Z, du, cos», a- s, du, cos 7, -+- s, du, cosu, -t- Z, du, COS U; 4- î, l/ï, COS 7„
et la somme de tous les éléments, c’est-à-dire le volume total, est évidemment l’intégrale
f z ducosy.
étendue à tous les éléments du qui composent la surface, y désignant toujours, bien entendu, l'angle de la normale extérieure avec l’axe des
454. L’emploi des coordonnées polaires conduit à une formule analogue. Considérons un volume en dehors duquel soit située l’origine des coordonnées; si de l’origine comme centre on décrit une sphère ayant pour rayon l’unité de longueur, on peut i' 4-28 J la décomposer en éléments dont l’expression générale est sinO </$ f/y. La pyramide, qui a pour sommet l’origine et pour base un de ces éléments, coupe la surface qui limite le corps en un nombre pair de points. Supposons, pour fixer les idées, qu’il y en ait six dont les rayons vecteurs soient f,,, p,, p„ p», r,„; -.i
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l’on nomme de,, de,, dos. d 7,, . </?„ les éléments île surface interceptés, la
portion du volume comprise dans l’intérieur de la pyramide a pour expression
sin9rf6</tl, , , , , , , .
— 3 — mp:-p: + p:-p;+p;-p:>.
y,. ya, y„ y4. ys, y, étant les angles formés par le rayon vecteur avec la normale extérieure à chacun de ces éléments, on aura
</», cosy, du, cosy, __ i/t, cosy, da, cosy, rfe, rosy,
p? - pT “ p; ” p:— ~~ pî
da, cos y, .
= cî = sin 6 rf9 </■{■,
et par conséquent l'expression devient
j (p. dj, cosy, ■+■ pi rfu, cosy, -+- p, de, cos y, 4- p.tfç.cosy, +• p, </?. cosy, +0, di. cos y,),
et la somme des expressions analogues est évidemment
^ j' 01/7 cosy,
étendue à tous les éléments de de la surface.
Application à l' ellipsoïde. — Considérons l'ellipsoïde représenté par ré'quation
En adoptant, pour représenter les points de la surface, les variables p et </ liées aux coordonnées .t, y, z par les équations
x — usinp cosij, y = b sinp sin q , 2 — tre osh,
l’élément de surface est exprimé ( 430 ) par
, . , , /siii’ocos'o sin’usitLi/ cos'/i
abc smp dp dq y + t.,#-
L'anale de la normale extérieure avec l'axe des 2 a pour cosinus
cos/ ---
c* cos//
fV >’ j1 . sin1 o cos o Sllt*psll)*0 cos 7/
V c- + 4 „• CV « - + V +
ai
deuxième Parue. - calcul intégral.
cl l'expression <lu volume
devient, pi- conséquent.
<h cos y
alir f f sili/) cos’/) dp dq — abc Ç sill p cos /) dp f dq — ^ r. abc .
«'O s'il ♦'O eO
455. Cherchons de nouveau, à l’aide de la même formule, l’expression du volume de l'eUipsQÏde, en rapportant les points de la surface aux coordonnées elliptiques de M. Lamé.
L'ellipsoïde ayant pour équation
un point de sa surface sera défini (I, 128 par les paramètres v et p qui satisfont aux équations
{>’ p* — £»« pf —
et tels que l’on ait ja’ > v’ > p*.
La distance de deux points infiniment voisins étant exprimée (I, 128) sur la surface de l’ellipsoïde par
jfi _ ,1^ WjZJt'W. T-*.’) + ,is P*)fV—
p (p'-é-Kp’-c’) (v-6>)(v*-e*>
l’élément de surface est
*= w-vs/r*
On a d’ailleurs fl, 128)
et
COS y r
pC — c*
qui, d’après les valeurs «le x, y, : I. 128,, devient
co sy —
h •! V ë> — lie -•/')( U? — c1
v( y.1 — •ji ) ( uo — p3) c’tr ( c1 — 6")
cl l’expression de l’élément du volume zdo est par conséquent
Il faut, pour avoir le huitième du volume total, intégrer entre les limites o et b pour p, b et c, pour v, et, en égalant le volume à l’expression connue
| api ^fX' — l>- y U3 — c3.
on obtient la formule
-p’)VÏ^
" trc’(v’ — b’).
150. L’application de la formule (451) nu volume d’un ellipsoïde fournira la valeur d’une autre intégrale double, qui, de même que la précédente, ne serait pas aisée à calculer directement.
En adoptant les mêmes coordonnées orthogonales que dans le calcul précédent et gardant les mêmes notations, l’élément de surface <i~ est encore représenté par la formule
tf*’
p’K>*’— y*) p3)(v3— fc’)(c3— >■)"
Le produit peosy, qui dans la formule trouvée (451 j multiplie </o, est la perpendiculaire abaissée de l’origine des coordonnées sur le plan laDgent: elle a pour expression
+ (fé-c1)3
et l’on a, en remplaçant x, y, ; par leurs valeurs,
I . Cale. int
V(pé — - c’)u«
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L'élément de volume est par conséquent
i dodviy1 — p’ ) u — t*)(pL* — c1)
et le volume de l'ellipsoïde
V = f f f u y u' — b- y'u’ — c’dpdv — — — . -!
3 J0 Jh ' y(f — p’)(c’ — p')(v’ — b‘)(c‘ — *’)
mais on a
V = ^ z/jt y/*1 — b’ yji‘ — c’ ,
et par conséquent ' . .
f* f i,’~P' _ rfprfv = -
Jo Jt v( P') ( «* — p’ ) ( »’ - b‘ ) ( c» — v* ) a
formule due à M. Lamé, et dont on a donné de nombreuses démonstrations.
CALCUL DE L ATTRACTION DES CORPS SOLIDES
Loi générale de l' attraction.
457. Nous n’avons pas à exposer ici comment l'attraction mutuelle des corps est devenue l’une des lois les mieux établies de la science; deux molécules matérielles, quelle que soit leur position dans l’univers, exercent l'jane sur l'autre une action proportionnelle au produit de leurs masses et inversement proportionnelle au carré de leur distance.
Un corps solide étant décomposé en éléments infiniment petits, chacun d'eux exerce sur une molécule donnée une action connue, et les règles de la statique permettent de les ramener à une force unique; mais les sommations k faire sont évidemment des intégrations, et c’est par là que l'étude de cette question trouve naturellement sa place ici.
Expression des composantes de l’attraction.
458. Rapportons le corps attirant k trois axes de coordonnées x, y, z, et soient a, /3. 7 les coordonnées du point attiré: l’élément infiniment petit du corps attirant dxdy d;, en nommant D sa densité, aura pour masse D dxdydz, et si p est la masse du corps attiré, la force d'attraction suivant la droite qui joint les deux points, dont les coordonnées sont x, v, z, sr, p, 7, est
fO p dx dyds
j étant la constante qui représente l'action de l’unité de masse sur l'unité de masse k l'unité de distance.
Les trois composantes de la force (1), parallèlement aux axes de coordonnées,
sont
fOulx— a)
, dxdydz,
J t= /Mr^p) , dxdydz,
z= dxdydz.
Pour obtenir les composante» totales A, B, C de l’attraction d’un corpS sur la molécule pi, il faut faire la somme de ces composantes en l’étendant à tous les éléments du corps attirant. Pour obtenir les élément» qui correspondent à un parallélipipède formant une ligne parallèle b l’axe des x et compris entre quatre plans respectivement parallèles aux plans des ZX et des YX, il faudra intégrer par rapport è X, en considérant * et dydz comme des constantes, les limites étant des fonctions dey et de z fournies par l’équation de la surface qui limite le corps. On réunira ensuite les composantes relatives aux filets compris entre deux plans parallèles à celui des ZX; et pour cela on intégrera par rapport h Z, en laissant y et dy constants. Les limites de celte seconde intégration sont fonctions de y et fournies par l’équation de la courbe sur laquelle se projette le corps sur le plan des YZ. Une troisième intégration par rapport à y fournira enfin la composante relative à la somme des tranches qui composent le corps, et celte intégration sera prise entre des limites constantes qui sont les valeurs extrêmes dey correspondant aux plans tangents menés à la surface parallèlement au plan des ZX.
Il va sans dire que l’ordre des intégrations est arbitraire, et l’on pourrait, par exemple, intégrer d’abord par rapport à z, puis par rapport à a% et enfin par rapport h y.
459. L’expression des composantes est, d’après ce qui précède.
y Du(x - a)
[(*- «O’-My- P)’ /D.<*(X— P)
/DgU-y) [(x — a)!-i-(y—
r)=lS
dxdydz.
dxdydz,
dxdydz.
les intégrations pour s’étendre à la masse entière du corps attirant étant prises entre les limites qui ont été indiquées.
Lorsque la deusilé U est supposée constante, l’une des trois intégrations peut
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s'effectuer dans tous les cas, et les composantes A, B et C dépendent chacune d'une intégrale double. Considérons, par exemple, la composante parallèle il l’axe des X,
on a
-- — -1 j dxdyds.
dx =
[(* — «l'+ir-fl'+l’-rlT
Si donc on suppose que le parallélipipède parallèle à l'axe des X, dont la base est dydi, coupe la surface qui limite le corps en- des points i , a, A, 4, 5, 6, la portion de l’intégrale relative à ce parallélipipède sera, en nommant r ,, ra, r„ r,, rt, r, les distances de ces points d’intersection au point attiré,
c'est-à-dire, en nommant dz,, rfs-,, dza, dst, rfc5, dz, les éléments de surface interceptés,
- ros(N„ X) - ~ cos (N» X)- ^ coskN„ X) - y* cos( X„ X,
- ii'3' cos(N„X) — rf~cos(N„ X).
(N,, X), (Nj, X),... étant les angles que la normale extérieure forme avec la partie positive de l'axe des X; et la composante de l'attraction, parallèlement à l'axe des X, est enfin
dz étant l'élément de la surface et r la distance de cet élément au point attiré.
4 00 L'emploi des coordonnées polaires fournil .une autre expression qui sera utile.
Plaçons l'origine au point attiré, et considérons un cône intimaient petit d’angle d'j> ayant son sommet en .M cl coupant la surface du corps attirant en quatre points, par exemple, que nous nommerons i, a, 3, t j . L'action exercée sur le point M, par la portion du corps située dans l’intérieur de ce cône, est évidemment
f Dp j dr n/Ü» Cdudr = (r, — r,4- r,— r, )</&>.
Mais, eu nommant de,. </;„ dz,, dz, les éléments interceptés sur la surface, ou
eos>; N,, K }rl<7 _ cos; N,. R) </g; ^ cos^N., R;rfg, _ _ ^ cos(N,, R)</g, _ j
La somme décomposée parallèlement à l'axe des x est par conséquent (5) r^cos(N,R)cos(R, X),
(N, R) et (R, X) désignant l'angle du rayon vecteur avec la normale extérieure et avec l'axe des X.
461. Quand le point attiré fait partie de la masse attirante, on ne doit rien changer aux formules précédentes. Un facteur infini s'introduit, il est vrai dans ce cas, dans l’expression de certains éléments de l’attraction, mais la somme de ces éléments est négligeable et sans aucune influence sur le résultat.
Considérons en effet un cône d'angle infiniment petit du et ayant pour sommet le point attiré, la portion de cône comprise entre deux sphères de rayons r et
r + dm pour expression *
r’dm dr.
et, en nommant D la densité, son action sur un point de masse t* placé au sommet est
Du du dr.
Le cône tout entier, terminé à la sphère du rayon a. exerce donc une action
/ Du dot dr = Hua dot,
qui devient infiniment petite avec a.
462. Il résulte évidemment de la remarque précédente que lorsqu’un corps de densité finie agit sur un point de sa masse, la portion infiniment voisine du point attiré produit un effet négligeable. En ajoutant en effet les actions produites par les cônes ayant leur sommet au point attiré et formant une sphère de rayon infiniment petit a, on trouverait pour somme 4 itjsfl. La résultante de ces forces est donc à fortiori infiniment petite, et, de quelque manière qu'on, les combine, les résultantes partielles le seront également.
Solide de /dus grande attraction.
463. L’attraction d'un corps sur un point matériel étant toujours, d'après ce qui précède, d'intensité finie, on peut chercher la forme d'un corps homogène de
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masse donnée, pour laquelle son attraction sur une molécule donnée sera la plus grande possible.
Il est évident d'abord que la surface du corps attirant doit contenir la molécule attirée, car on pourrait sans cela détacher de cette masse un élément et le transporter au contact du point attiré, de manière que son action s'exerçât dans le sens même de la résultante de tous les autres en l’accroissant évidemment plus qu’il ne pourrait le faire dans sa position primitive. On aperçoit également que deux molécules de mémo masse, placées toutes deux à la surface du corps attirant, doivent exercer sur le point attiré des actions dont la composante, dans le sens de la résultante totale, ait la même valeur. S’il en était autrement, on pourrait accroître la résultante en enlevant la molécule correspondante à la moindre composante pour la transporter sur l'autre, sans changer ainsi la masse totale attirante.
La remarque précédente fournit pour équation de la surface qui limite le solide cherché
cos 8 P*
p étant la distance au point attiré pris pour pôle, S l’angle du rayon vecteur avec l’axe dirigé suivant la résultante totale, et k une quantité constaute.
Cherchons d'abord quelle valeur de k correspond a un volume donné |ira*. Le volume enfermé dans la surface dont l’équation est (A) a pour expression '
s»i /vit /»4yco*$ /»3 /» 4 y cor 9
Il I p’sin 9t/0 dÿ dp = 21? I 1 p* sinûdOdp J O J O J Q J O J O
TT
(cos9j'sin5rf8=
* a /il y cor 9
On doit donc poser
Pour calculer l’action exercée, considérons le volume élémentaire p*sin5d0dpdty. En nommant D la densité, on aura peur expression de son action sur la molécule de masse [i placée k la distance p
ul) sin 8 dp dOdty,
dont la composante dans le sens de l’axe, direction évidente de la résultante, est
ul) cos8 sinS dpdid^.
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et l’action totale est paè conséquent
ÏT
AJir /*4\'c <ysO
f*D I I I cos 9 si n iilpdOtlty.
J o Jit J O
En intégrant d’abord par rapport à <}, puis par rapport à p, enfin par rapport à 0,on trouve
c’est-à-dire, en remplaçant k par sa valeur,
g uDltll y/5.
Telle est la plus grande attraction que puisse exercer sur une molécule de masse / x une masse homogène de densité D et de volume égal à une sphère de rayon a.
Attraction d'une sphère.
464. Cherchons l’attraction d’une sphère pleine homogène de rayon R et de densité D sur un point de masse p situé à la distance a de son centre. Si le point attiré est situé sur l’axe des X, la composante A, dans le sens de cet axe, est évidemment la seule à calculer, et les deux autres sont nulles à cause de la symétrie. On a trouvé (459)
A=-pD
r désignant la distance de la molécule de de la surface sphérique à la molécule attirée p, et XN l’angle de la normale, c’est-à-dire du rayon qui aboutit à l’élément de, avec la partie positive de l’axe des X. On a
de =
cos NX =: cos 9,
et l’attraction A est par conséquent
• A — — ;/DR' r ,.n.,rr ^
J o J o *’ J o J o yo’-f- R’— a«R cos 9
c’est-à-dire, en effectuant l’intégration par rapport à <{i.
-r~» r *n6eo*9 ^
Jo »a'+ K’ — au U cos 9
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i suivi
si»5 cosO
i « R cos 0
JO
«•08 fJ ii*
a U \a7 h K‘ — a a II cos 9 4- t K J sinO^u’a-R*— loKcosOrfO
cos S
-g- Y"’-*- U’— aaRcosO— j -g, (ns+ R — mRcosO,''
L'intégrale prise entre les limites 5 = o, 5 = n est ^l*!, el l'on a enfin
4 TT R3 1) IX \ — — — r-c.
La sphère pleine homogène attire par conséquent une molécule extérieure comme si sa masse entière était réunie a son centre.
465. Lorsque le point attiré fait partie de la masse attirante, le résultat précédent n'est plus applicable. Le radical y'"1 -t- R3 — aaH cosî représente en effet une distance toujours positive ; quand on y suppose 0 — o, il faut, lorsque It est pins grand que a, le remplacer par R — a cl non plus par a — R; il en résulte une différence dans le résultat, et la force d'attraction est
- I rixDo.
Elle est indépendante de R, et par conséquent une sphère de rayon R attire un point situé à la distance a de son centre, 'comme une sphère concentrique de rayon a, et une couche sphérique homogène est sans action sur les points intérieurs.
466. Les résultats précédents peuvent être aisément établis par des considérations géométriques.
Considérons une couche sphérique homogène infiniment mince, que nous regarderons comme une surface attirante, suivant une loi telle, que l'action d’un élément do sur une molécule je, située à la distance r. soit 1 f " ■ line telle couche est sans action sur les points intérieurs; il est aisé de le démontrer.
Soit, en effet, 0 la position du point attiré; considérons deux cônes opposés
par le sommet ayant pour angle du, I. Cak. ini.
c’est-à-dire interceptant une aire du sur
la
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sphère Je rayon unité, décrite Ju point O comme centre: les éléments intercepté»
sur la surface attirante aux points I’ et Q sont respectivement
rfw OP dtûOQ
eos(OP, Nj’ cos;uy, Nj'
(OP, N), (OQ, N) désignant les angles formés par les rayons OP et OQ avec les normales à la sphère aux points P et Q; ces angles sont égaux, et les attractions
D f/ fl f>> D J il ht
cos( OP, N ) ’ cosi Ôy, N }
exercées sur le point O par les éléments PP’, QQ’ sont par conséquent égales et se détruisent; toutes les forces d’attraction exercées sur le point O se détruisent ainsi deux à deux, et leur résultante est nulle.
Considérons en second lieu l’action de la couche sur un point extérieur situé en O': prenons sur le diamètre CO' un point O conjugué de (V, et tel, que CO .CO' = R’.
Considérons ce point O comme sommet d'un cône infiniment petit d’angle da> , et cherchons la composante suivant O'C de l’action exercée sur la molécule de masse [X placée en O' par la portion PP' de surface sphérique interceptée par ce cône. L'élément PI*1 est
rfwOI»’ cosOt’Ü '
l'action sur O', décomposée suivant O'C, est par conséquent
, i/nOP cosPO C
Uu — i
eosOPC.UP
mais les triangles CPO, CPO' sont semblables, les angles OPC, PO’C, sont donc égaux, et le rapport est constant cl égal il l’action élémentaire est donc représentée par
R ’Jo,
lia - -j-
RJ
ccv‘
La eouclie sphérique agit doue comme si elle était concentrée à son centre. Le théorème démontré pour une couche infiniment mince s’étend évidemment à une couche d’épaisseur quelconque et à une splicre pleine.
Attraction d'un ellipsoïde homogène.
4t>7. Soit
l'équation d’un ellipsoïde homogène de densité égale à l'unité. Si l’on nomme de l'élément de surface, la composante parallèle ii l'axe des.r de l'action exercée sur un point de masse p. est ( 459 J
Mais en posant
A=//°osf vy,h
x = a cos/», y — bsinp rosy, z = csln/>sin</.
d* = abcdpdqSinp y/îfiî -l- -I. *in‘i‘?nX
cos(N,X) =
COS p
/cos'p sln'wros'y siii'p sin'a
et la composante A de l'attraction est par conséquent (6) -
La même composante est, en vertu de la formule (5) , 4 60 ; ,
(7) * - -//** I. - *) ['--/tî + tî^Üi H. tfcJÜJ] dpi,.
Supposons actuellement lyie l’on fasse varier les axes a, />, r en laissant constantes les différences de leurs carrés — h2, a 3 — cJ, de telle sorte que les sec*
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lions principales do l'ellipsoïde conservent les mêmes foyers, le rapport pourra alors* être considéré comme une fonction de a, b, c, ou, si l’on veut, de l’une qut'lcnn<|iic de ces variables dout la valeur, d’après notre supposition, détermine les deux autres. L’équation
A /’3!t s'inprosp
abc Jo Jo ar
dp dq
montre que, a, b, c croissant indéfiniment, ^ déeroil sans limite, et s'annule A
quand a est infini. Posons ^ =£, et différenlions l’équation (8) après l’avoir multipliée para; />, q pouvant être traités comme des constantes, car il est permis île comparer, dans les deux intégrales, les éléments qui se rapportent aux mêmes valeurs de ces quantités. On aura donc
l^Ua^-rr^Pdpdqd,
Mais on a
En y considérant x,v. z comme des fonctions de /», de q et de a, et faisant varier a seulement, on a
r tir ~ — !tx — x ) dx — : 3 — yji/y — (y — *)</«,
c’est-à-dire
rdr — — ( x — x) cos p da — ( 3 — y ) sinp cosç db — ( y — j j siny» sim/ de, et, à cause de a’tla = b db = edr,
rdr—? — (a — X ) X da — (3 — y) ^ db — (y — s J tir
d'^x + *--ïy.+ 7-rs)t
et l'équation (ç>) devient, en remplaçant «cos/i par a-,
adl + lda - tiaj f *'!£ x x ’ y+ Y s) dpdq.
Retranchons l'équation (7) multipliée par aous aurons
" ,n = rf"j0 i * s'n/' rr * + " * ** + 7 > : :) *
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et le sgcond membre csl égal ( 457 j à zéro ou à
, «, /3. 7 est extérieur ou intérieur.
Considérons d'abord le premier eas. I/équalion
suivant que le point
prouve que % reste constant lorsque l'ellipsoïde attirant croit ou décroît en conservant des sections principales de mêmes foyers, et, par conséquent, on peut remplacer l'ellipsoïde attirant par un autre dont la surface passe par le point attire; les deux corps exerceront des actions dont les composantes divisées respectivement par le produit des axes seront les mêmes, et, les deux résultantes dirigées dans le même sens, seront proportionnelles aux masses des deux ellipsoïdes.
Ce théorème remarquable a été aperçu par Maclaurin, qui l'a démontre seulement dans le cas particulier où le point attiré est situé sur l’un des axes.
Considérons, en second lieu, le cas où le point attiré fait partie de la masse attirante; on a alors
, „ 4 TT* llll
«’Or
mais
k 2 et k 11 étant des constantes. En remplaçant b et c par ces valeurs, il vient
dj = .— -J-x*a—-, k’^a' — k’’
et, comme | est nul pour une valeur infinie de a,
Jm k‘^a’ — k '*
Pour éviter la confusion entre la lettre a, qui sert de limite inférieure et qui est l’axe de l’ellipsnide attirant, et 1a lettre par rapport a laquelle un intègre, qui représente les axes successifs des ellipsoïdes liomofocaux, remplaçons cette seconde lettre par u et posons
nous aurons
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Mais
A’= o’ — te. l/lzxtO — c1;
donc
_ 4 ica /’ 1 t‘dt
el la composante de l'attraction est
et par des changements de lettres on obtiendra les deux autres composantes dont l'expression dépend des fonctions elliptiques. On voit cependant que, dans l'interieur de l'ellipsoïde attirant, les composantes de l'attraction parallèlement aux axes sont proportionnelles aux coordonnées a. J3, y du point attiré, et que les trois intégrales à calculer pour connaître l’action d'un ellipsoïde sur uu point de sa masse sont les mêmes, quel que soit ce point.
Définition du potentiel. ■
468. Lorsque l’on divise la niasse de chaque élément d’un corps par la distance de cet élément à un point fixe, la somme des quotients ainsi obtenus se nomme le potentiel relatif ou point fixe S’il s'agit d’un corps solide dont l'élément dxdvdz ail pour masse Ddxdvdz , le poteuliel relatif au point dont les coordonnées sont a, fi, y est exprimé par l'intégrale triple
dxdrdz,
étendue à la masse entière du corps attirant.
L'étude du potentiel est liée intimement à la théorie «le l'attraction cl s’y rattache par le théorème suivant :
l.a dérivée du potentiel V par rapport à l'une des coordonnées «, jS, y dont il dépend est la com/tosante de i attraction du corps parallèlement à l'a.vc correspondant.
On a en effet, en différentiant sous le signe d’intégration, ce qui évidemment est permis, puisque les limites sont indépendantes de a,
dx dydz.
ce qui est précisément la composante de l’attraction.
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Le théorème précédent n'applique lors même que le point attiré fait partie de la masse attirante; mais ce eas doit être examiné à part. L’un des éléments de l’intégrale V devenant alors infini , on doit craindre, en ellèt, en la traitant comme la somme de ses éléments, de rencontrer des résultats inexacts.
Détachons de la masse attirante un solide infiniment petit M,, qui comprenne le point attiré; nommons V, le potentiel relatif à celte partie du corps, V3 le potentiel relatif il tout le reste de la masse; on aura
et, si l’on partage de même la composante de l’attraction en deux parties A, et Aa relatives à ces deux portions de la masse attirante, on aura
On a sans difficulté
De plus, A, est infiniment petit cl s'annule avec la masse M,; s’il en est de même de ^ 1 * le théorème sera évidemment démontré. Pour faire voir qu’il en est
ainsi, supposons que le solide M,, qui est arbitraire, soit une sphère de rayon r ayant pour centre le point attiré. En nommant o la densité de celle sphère, le potentiel V, est, comme on le calcule aisément, anse’; si le point attiré subit un déplacement </a infiniment petit par rapport à r, on pourra considérer la masse M, comme composée d'une sphère de rayon r — du ayant pour centre le uouveau point attiré, dont le potentiel sera
arp( r — </«)'— ir.pr’ — 4 irprrfa,
et d’une couche dont la masse, étant de l’ordre r'-dx, cl la distance au point attiré égale à r, donnera un potentiel de l’ordre rdx. Rcprésenlons-le par kr do., k étant fini: la différence des deux potentiels, </ V , , est
</V, — faprda -1- krdx,
et le rapport il doc est infiniment petit avec r.
I,’ équation
équivaut par conséquent à
rfV,
dV,
dx
c’est-à-dire a
La formule précédente, qui sc trouve démontrée dans tous les cas, peut être énoncée sous une forme équivalente, dans laquelle n’intervient plus le choix des coordonnées : Si V désigné le potentiel en tin point et V -4- d\ en un //oint voisin
situé à lu distance i, est la com/iosanlc de l' attraction dans te sens de ta distance 6.
469. Le théorème précédent permet de calculer l'attraction lorsque le potentiel est connu, ou réciproquement d’obtenir le potentiel quand l'attraction est connue.
Considérons, par exemple, une sphère pleine, de rayon K et de densité D: l’attraction qu’elle exerce sur un point de masse p situé à la distance a du centre est, en supposant a plus grand que H ! iC-S-j,
4* rit’ D*
et celte attraction est dirigée suivant la ligne qui joint le point au centre. Les composantes sont donc, en nommant a, fi, •/ les coordonnées du point attiré,
4 rR'Dji «
4 ttIPD .u g 3 te a
De l’équation on déduit
_ 4 rR‘Pf. y 3 a n
a* H- jî1 +- y’ — a ’
tin a t/n ,3 dit •/
dtx a d/i a dy a
et la fonction V, dont les dérivées sont égales aux expressions fi), (4). : .r>), est évidemment
v | irRJV + c o a
Lorsque la distance est infinie, le potentiel V doit s'annuler; la constante est, par conséquent, égale à zéro, et l'on a enfin
„ 4 irR*D;jt
•JVRE SECOND. - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS. Ail
Lorsque a est moimlre que R, l’allraction, toujours dirigée vers le centre, est égale à
elle a pour composantes :
— 5 rcDfxa,
-|nDr/,
qui sont les dérivées du
— |î:D)i(a'+ (î’-4- •/’) -t-C — — ^ jrD ««’-(- C.
Tour déterminer la constante, remarquons que le potentiel relatif au centre est évidemment
I — - =4-0;/ I ri/r = a rr/x DR’.
C= aîr/xDR*
On a par conséquent et
(T) V=Df» GîtR’— |jr«’V
Si l'on suppose a — R, on a
V — I rR’>
ce qui s’accorde avec la valeur fournie dans le même cas par la formule (6,.
Propriétés du potentiel.
470. On a, quelle que soit la forme et l'hétérogénéité du corps attiré, en désignant par Y le potentiel et par a, fi, -/ les coordonnées du point attiré,
d*' + dp + ~df~ °’
pourvu, toutefois, que le point atliré ne fasse pas partie de la masse attirante. I. Cote. tnt. 50
Du l'équation
r v'i*— «r-Mr— Pr+I* — y)’’
on üéiluit, un effet, par la différentiation et après dus réductions évidentes,
mais on a par dutinition
</*' dp- dy- ’
et, comme a, fi, 7, tic figurant que dans -, les limites un soûl indépendantes, on en conclut
d‘V dx‘ +
471. Lorsque le point attiré fait partie de la masse attirante, l’équation (8) n’est plus exacte; on a, en nommant I) la densité du corps attirant au point où se trouve la molécule attirée,
da- + dp- + dy- 4rU’
Décrivons, en effet, autour du point attiré une sphère infiniment petite de rayon r et dont le centre ait pour coordonnées x, y, z, et détachons du corps attirant la masse de densité D contenue dans cette sphère. On pourra partager, comme au § 408, le potentiel V eu deux parties V, et V, relatives aux deux parties de la niasse, et l'on aura
V, étant le potentiel relatif à la petite sphère et V, celui qui se rapporte au reste du corps, ün a (470)
T* 'dp + Hj' ~ °*
puisque le point dont les coordonnées sont a, /3, 7 ne fait pas partie de la masse attirante. D’après les résultats obtenus (469),
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et par conséquent (»»)
ila‘ + d J3’ + dy'
• En ajoutant les équations (■ i), (i a) et ayant égard à (io), on obtient l’équation (9).
472. On déduit des équations (8) et (9) un théorème remarquable, dont les conséquences sont considérables.
Si l'on considère une surface fermée quelconque contenant dans son intérieur tout ou partie du corps attirant, que l'on multiplie chaque élément par la composante normale à la surface qui serait exercée sur une molécule de masse-unité placée en ce point, la somme de ces produits, représentée par une intégrale double, est le produit de f\K par la portion de masse attirante située dans l’intérieur de la surface donnée.
L’intégrale triple
étendue au volume intérieur à la surface donnée, est évidemment, en vertu des équations (8) et (9), égale à — 4eM, M étant la portion de masse attirante comprise dans l'espace qui limite les intégrations. Mais chacun des (rois termes
placés sous le signe f J peut être intégré une fois, le premier par rapport
à x, le deuxième par rapport à y, le troisième par rapport à z, et l’intégrale ( 1 3 ) se ramène ainsi à une intégrale double dont la valeur est — 4eM.
On a, en supposant que la parallèle à l'axe des X coupe la surface aux points 1,
Mais, en nommant de, de,, de,, de,, de, les éléments de surface interceptés par le parallélipipède dont la base est dydz, on a
dydz^= — de, e os{N,. X) =7 </r,ros(N,, X) = — </ff,cos(N„ X) — de, cos(N„ X),
(N,, X). (N,, X),... étant les angles des normales extérieures avec l’axe des x. D’après ces formules, l’intégrale devient
J decos(N, X)£,
la somme s'étendant à tous les éléments de la surface. En transformant de même
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les deux autres termes de (i3), l’expression deviendra
I da cos N, X; + ^ oos{N, Y) 4- cos(N, Z ; | ,
et, comme le multiplicateur de dz est évidemment la composante suivant la normale extérieure de la force dont les composantes sont la compa-
raison de celte formule avec l’expression trouvée — 4jiM démontre le théorème énoncé. Si l’on prend pour direction positive celle de la normale intérieure, les composantes changent de signe, et l’intégrale est 4nM.
On peut, dans l’expression du théorème précédent, désigner la composante sui-
vaut la normale intérieure (468) par et écrire
(.4) . /Srf'=s4wM’
Surfaces de niveau.
473. Le potentiel V relatif à un système de masses est une fonction des coordonnées du point attiré, et le lieu des points pour lesquels il a une valeur constante est une surface que Don nomme surface de niveau. Une surface île niveau est normale en chaque point à la résultante de l'attraction.
L'équation
V = consi.
d'une telle surface donne en effet
</V , dV : d\ .
dïdx + df-tl) + dldl=Q'
et l'on en conclut que la direction de la résultante qui forme avec les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels à ^ . yr» est perpendiculaire à
celle d’une tangente quelconque de la surface de niveau formant des angles dont les cosinus sont proportionnels à dx, dy, dz.
474. Les surfaces de niveau relatives à l'attraction d’un corps sont des surfaces fermées dont les unes lui sont intérieures, les autres In traversent, et les autres enfin, qui grandissent indéfiniment en s'approchant de la forme sphérique, le contiennent tout entier dans leur intérieur.
Ces surfaces jouissent de propriétés remarquables. Nous rapporterons les plus élégantes et les plus simples qui ont été découvertes par M. Chasles.
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Si l’on suppose sur une surface de niveau la densité en chaque point égale à l’intensité de l'attraction qui serait exercée en ce point sur une molécule de masse unité, on forme une couche infiniment mince de masse finie dont nous allons étudier l'attraction sur les points de l’espace.
La masse d'une telle couche est égale au produit de /|?r par la masse de la portion du corps attirant qui lui est intérieure. Cela résulte évidemment du théorème (4-72), dans lequel, par la nature de la surface de niveau, la composante normale de l'attraction se confond avec l’attraction elle-même. Toutes les couches qui enveloppent le corps ont par conséquent même masse.
475. Si de chaque point d'une surface de niveau on fait partir une ligne qui coupe toutes les surfaces à angle droit, et que l’on nomme points correspondants sur deux surfaces ceux où clics sont coupées par une de ecs lignes, chaque élément de l'une des couches aura sur toute autre couche un élément correspondant détaché par le canal lieu des courbes orthogonales issues des poirtls de contour qui' limite l’élément considéré. Les portions correspondantes de deux couches extérieures au corps attirant ont toujours une même masse, et, lorsque les deux couches comprennent entre elles une portion de la masse attirante, la différence des masses de deux portions correspondantes sur deux couches différentes est égale au produit de 4s par la portion de masse attirante comprise dans l'intérieur du canal orthogonal aux couches de niveau qui les réunit.
Pour démontrer ce théorème dont le précédent, relatif aux couches extérieures, est évidemment un cas particulier, il sullit d’appliquer le théorème (472) au volume compris entre les deux portions considérées de surface de niveau et le canal qui les réunit. Les forces d'attraction étant, tout le long du canal, tangentes il ses génératrices, les éléments de l’intégrale qui se rapportent à cette portion de la surface sont égaux à zéro, et il ne reste que ceux qui se rapportent aux deux bases dont la somme représente évidemment la différence des masses des portions des couches correspondantes. Cette différence est, d’après le théorème (472), égale au produit de 4ît par la portion de masse attirante comprise dans l’intérieur du canal, et à zéro quand les deux couches sont extérieures à la masse attirante.
476. Si l'on divise par4n la densité de ehaque élément des rouelles définies (474), les énoncés précédents prennent une forme plus simple. La masse de chaque couche est égale à celle de la portion du corps attirant qui lui est intérieure, et les masses des deux portions correspondantes ont pour différence la masse de la portion du corps attirant intérieure nu canal qui les réunit.
En adoptant cette modification à la définition des couches, nous pouvons démontrer le théorème suivant :
Une couche quelconque exerce sur les points inU:rieurs une. attraction éçalc et de
signe contraire à celle de la portion du corps attirant qui lui est extérieure, et sur tes points extérieurs une attraction égale à celle de la portion du corps attirant qui lui est intérieure. .
Soit en effet C l’une de ces couches et M un point situé dans son intérieur; le.
potentiel U relatif à l'action de celte couche sur le point M est
dm désignant la masse de l’un des éléments de la surface de niveau, en lui suppo-
saut une densité égale au produit de par l'attraction ^ exercée par la masse
attirante à laquelle elle se rapporte. Cherchons l'accroissement de ce potentiel U lorsque, le point M restant fixe, la couche C est remplacée par la couche infiniment voisine qui l’enveloppe. Il faut, pour former U + rfU, remplacer chaque élément dm de la couche par l’élément correspondant de la couche voisine, c’est-à-dire l’accroître (475} de la portion dm, de la masse attirante comprise entre les deux couches. On a par conséquent
d est égal à — ~ dr, c'est-à-dire, en nommant dn la distance normale des deux couches et o l'angle du rayon vecteur avec la normale.
On a donc
— — cos 9 dn.
dv=fd™' -f 'r,limdn
et, en remplaçant dm par sa valeur — ÿr remarquant que d\ est constant,
I _ J ’ ,lm'
c’est-à-dire (457)
rfV,
MT
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et comme f est le potentiel de la portion de mas.se comprise enlre les deux couches de niveau, on en conclut, en nommant U, et U, les potentiels relatifs à deux couches extérieures au point M,
W étant le potentiel relatif à la portion du corps attirant compris entre les deux couches. Si les couches sont toutes deux extérieures au corps attirant, W est nul et l'on a
ii6 U.-U.^V.-V,,
et comme Ua et V, s'annulent eu même temps quand la couche s'éloigne à l'infini, on en conclut
Le potentiel li, relatif à faction d’une couche extérieure au corps attirant sur un point de sou intérieur est donc égal à Y,, quelle que soit la position de ee point, les dérivées par rapport aux coordonnées du point attiré sont par conséquent nulles, et la couche est sans action sur les points qui lui sont intérieurs.
Si l'on considère actuellement deux couches comprenant toutes deux le point M . dans leur intérieur et dont l'une soit extérieure au corps attirant tandis que l’autre en contient une portion seulement, en leur appliquant I équation (t5) et avant égard à l'équation {17} qui a lieu pour la première, on aura pour la seconde
et comme V, est indépendant de la position du point M, on en conclut que les dérivées de U, sont égales et de signes contraires à celles de W, et que par conséquent la couche qui coupe le corps attirant exerce sur les points intérieurs une action égale et de signe contraire à celle de la portion de masse attirante qui lui est extérieure.
477. Considérons en second lieu le potentiel U d’une couche par rapport à un point extérieur M.
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et en nomimint c/U l'accroissement de U lorsque la couche est remplacée par la couche infiniment voisine extérieure, on trouvera comme (476) et en adoptant la même notation
c’est-à-dire (457)
d’où en intégrant
W' étant le potentiel relatif à l’action de la portion de masse comprise entre les couches C, et C, auxquelles se rapportent les potentiels U, et U,. Si C, passe par le point M, on a (476)
W étant le potentiel relatif» l’action delà partie du corps extérieur à la couche On a donc
et par conséquent
d’où l’on conclut, en prenant les dérivées par rapport aux coordonnées du point M, que l’action de C, sur le point M est égale à l’action du corps qui est la dérivée de V, diminuée de l’action de la portion comprise entre C, et C,, qui est la dérivée de W', et de l’action de la portion extérieure à C,. qui est celle de W, c’est-àdire enfin à l’action de la portion du corps intérieure à C,.
Principe des images de M. Thomson.
478. Lorsque l’on connaît le potentiel d’un certain système de masses par rapport aux divers points de l’espace, on peut en déduire celui d’un autre système dépendant du premier suivant une loi simple que M. Thomson a indiquée.
Soit P un point appartenant au premier système et m la masse de ce point, le
potentiel relatif au point A contiendra le terme • Suit O un point lixe, rempla-
çons le point P par un point Q déduit de P par la transformation, dite par rayons vecteurs réciproques, et telle que
OP.OQ =
LIVRE SECOND. - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS. k étant une constante, et soit B le point déduit de A par la même transformation, de telle sorte que l'on ait OA.OB = k t. Le potentiel de la masse m, placée en Q
sur le point B est ^ mais les triangles semblables OAP, OBQ donnent
Si l'on suppose
on aura
OA
QB ~ PA’
et les deux potentiels seront égaux.
Un système quelconque de masses étant donné, si l’on en déduit par conséquent un autre dans lequel chaque élément du premier soit représenté et ait en quelque sorte son image obtenue suivant la loi indiquée, le potentiel du second système • sur le point désigné par B sera égal à celui du premier sur le point A.
t A79. Appliquons ce principe au cas oit le corps attirant donné est une couche sphérique homogène. Une telle couche agit sur les points extérieurs comme si elle était réduite h son centre, et son potentiel, par rapport à ces points, est celui d’une masse égale et c^ui serait placée au centre; le potentiel de la couche transformée sur le point transformé d’un point extérieur sera donc le même que celui d'une masse placée au point qui est l'image du centre.
Quel que soit le pôle de transformation O, la surface transformée d’une surface sphérique est, comme on sait, une sphère, mais la couche n'est pas homogène. Soit eu effet dt. 7 un élément de la surface donnée située en P, dont nous supposerons la densité égale à l'unité et la masse par conséquent représentée par du, l'éléméht correspondant de la masse transformée située en Q a pour surface
da.QQ'-
Ot»
et la niasse, d'après la convention,
du. OQ
A étant le point attiré dans le premier système.
OP
OQ.OA'
OP’.OQ' — A‘.
cl par conséquent la densité f iç)) est égale à
UA.OQ*’
et en raison inverse «lu culte de la distance au point O. •
Nous voyons par conséquent qu’une couche sphérique dont la densité est inversement proportionnelle au cube de la distance à un point fixe O attire comme une masse concentrée en un point convenablement choisi. Si le centre de transformation O est intérieur à la couche donnée, les points extérieurs à cette couche auront pour transformés les points intérieurs à la couche transformée, le centre aura pour transformée un point extérieur; et, par conséquent, une couche sphérique dont la densité en chaque point est inversement proportionnelle au cube de la distance à un point fixe attire les points intérieurs comme le ferait un point matériel isolé placé convenablement en dehors d'elle.
Si le pôle O est extérieur à la couche donnée, les points extérieurs il celle-ci auront pour transformés les points extérieurs à la transformée, et le centre se transformera en un point intérieur; par conséquent, une couche sphérique dont la deusité est inversement proportionnelle au cube de la distance à un point fixe attire le» points extérieurs comme le ferait un point matériel convenablement placé dans son intérieur.
Il n'y a pas lieu de distinguer ici le cas où le point dont la distance règle la densité est intérieur ou extérieur à la couche, car les points intérieurs et extérieurs à une sphère sont, on le sait, conjugués deux à deux de telle sorte que le rapport de leurs distances à un point quelconque de la sphère est constant. La densité inversement proportionnelle au cube de l’une l’est donc aussi au cube de l’autre.
Démonstration directe du théorème précédent.
A80. Il serait fort aisé de suivre jusqu'au détail les conséquences de la théorie des images en indiquant avec plus de précision la position des points intérieurs ou extérieurs dont l'attraction peut remplacer celle d’une couche sphérique héléro-
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gène suivant la loi indiquée. Il sera plus intéressant du traiter la question directement en rapportant la démonstration élégante donnée par M. Thomson lui-même.
Considérons une couche sphérique infiniment mince dont la densité en chaque point soit inversement proportionnelle au cube de la distance au point P, de telle
sorte qu’un élément d<; placé en II ait pour masse > ). étant une constante, et que son attraction sur un point de masse >4 placé en M soit représentée par
PU üm‘
Prenons dans l’intérieur de la couche un point K situé sur la droite MP prolongée et tel, que le produit PK.P.M soit égal au produit constant k 3 des segments de deux cordes quelconques de la sphère qui se croisent en P. Pour décomposer la couche eu éléments dont les actions sur le point M devront être réunies ensuite, nous procéderons de la manière suivante :
Par le point K menons une droite quelconque qui coupe la surface sphérique en K et en F; joignons EP et FP, ces lignes prolongées couperont la sphère en G et en H, et il est clair que si à EF on substitue un cône d’ouverture infiniment petite t/c», ayant son sommet en K, les points F et E seront remplacés ainsi que G et H par des éléments superficiels. La méthode de M. Thomson consiste à prendre pour action élémentaire celle qui est exercée par les deux éléments G et 11; cette action, résultante de deux forces dirigées suivant GM et 11M, est toujours dirigée suivant MP, et la sommation relative à toutes les positions du cône EF s’elTeeluc ensuite sans aucun calcul.
Pour évaluer l’action de l’élément II sur le point M, il faut chercher la masse de
cet élément et pour cela multiplier sa surface par la densité — s • L’élément de
PH
surface sphérique intercepté en F sur le cône d’ouverture d c» est évidemmeul égal au prodbit c/m.KF divisé par le cosinus de l’angle formé par KF avec le rayon de la sphère, c’est-à-dire à
c/m KF . R
EF
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Mais les éléments F cl G élan! détachés sur la sphère par un même cône qui a son sommet en P et qui évidemment la coupe à l'entrée et à la sonie sous des angles égaux, la surface de l'élément II est
f/.,KF’. a H Pli’
A. EF
PM
et les deux forces que nous devons composer sont entre elles, par conséquent, comme les lignes PF et PE. La similitude des triangles EPK, PMG, IIPM, PKF montre d’ailleurs que l'angle EPF est le supplément de HMG. Nous avons donc un triangle PEF dont les côtés PE et PF, proportionnels à nos deux forces, forment un angle supplémentaire de celui de leurs directions. Le troisième côté EF est donc proportionnel à la résultante qui forme avec MH et MG des angles égaux aux deux angles PEF et PFE et est, par conséquent, dirigée suivant MP. La grandeur de cette résultante s'obtiendra en remplaçant dans (22} PF par EF. On obtient ainsi
, , / f ‘j. dr.\ . 2 It 1
PM
et pour faire la somme relative à toutes les directions du cône EF autour du point K,
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4rJ/«iB i
PM
elle est dirigée vers le point P et inversement proportionnelle au carré de la distance à ce point. La couche attire donc les points extérieurs comme le ferait une masse
(aC)
4tt >.R
concentrée en P.
Celle masse, il est facile de le démontrer directement, est précisément celle de la couche. Il est impossible d’ailleurs qu'il en soit autrement, car si l’on éloigne à l’infini le point attiré .M, toutes les forces agissant dans la même direction, leur résultante est égale à leur somme et doit être représentée par la masse de la couche divisée par le carré de sa distance au point M.
Lorsque le point attiré est intérieur à la couche, on peut reproduire la même démonstration en se servant du même texte avec une figure nouvelle dans laquelle le point P devra être extérieur et le point M intérieur, le produit P.M.PK étant' alors égal au produit d'une sécante issue du point P par la partie extérieure. L’action représentée par la formule (a5) sera dirigée vers le point P, et la couche pourra être remplacée par une masse concentrée en ce point. Mais cette masse, toujours représentée par l'expression (a6j, n’est plus égale à celle de la couche; il faut, pour l’obtenir, multiplier celle-ci par un facteur égal à la distance du point P au centre divisée par le rayon de la sphère.
THÉORIE DES INTÉGRALES MULTIPLES
Définition d’une intégrale multiple.
481. Nous avons été conduits, par l'évaluation des volumes et par celle des surlaces courbes, à considérer des intégrales qui ont été nommées intégrales doubles et dont le calcul exige deux intégrations successives. Nous allons, dans ce chapitre, étudier ees intégrales indépendamment des problèmes géométriques auxquels elles doivent leur origine et en généraliser la notion analytique en considérant des intégrales d’ordre quelconque, c’est-à-dire dans lesquelles tigure un nombre quelconque d’intégrations.
. Considérons un nombre quelconque de variables a:,, x,,..., x„ indépendantes les unes des autres et assujetties à une ou plusieurs conditions d'inégalité de la forme
analogues a celle qui. dans le cas où le nombre des variables est deux ou trois seulement, leur impose la condition de représenter les coordonnées d’un point intérieur à une certaine courbe ou à une certaine surface. Les systèmes des valeurs accessibles aux variables peuvent être partagés en groupes dont chacun comprenne
toutes celles pour lesquelles les variables x,, x, x„ sont comprises chacune
entre deux valeurs infiniment voisines qui seront pour X/
Xi cl x. H- dxt.
Si nous multiplions une foncliou
par te produit
tlx T, dx . . dxM,
la somme des valeurs de ce produit, étendue à tous les groupes, est l'intégrale multiple
(«fi» •*■*»»• • -, x. </x, (/x,. . . dxny
dont k* limite* sont (klinics par l'inégalité i,.
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On peut d'ailleurs substituer à rette inégalité toute autre condition ou système de conditions indiquant avec précision quelles sont les valeurs qu’il faut accepter pour les variables; la définition reste la même.
482. Pour calculer une intégrale multiple telle que l’a), on devra commencer par sommer tous les éléments qui correspondent aux mêmes valeurs de n — i variables x„ x,,..., x„ par exemple, et leur somme
rfx, rf.r,. . . rfx, Ç F' x,, x, x.'i rfx,
s’obtiendra par une première intégration dont les limites seront, en général, des fonctions de xs, x,,..., x„ que l’on calculera h l’aide de l’inégalité (i) ou des conditions qui la remplacent. L’expression de cette première somme étant obtenue et égale à
x„. . ., x.' rfx, rfx,. . . rfx.,
on réunira toutes celles qui correspondent aux mêmes valeurs de x,, x,...., x., et leur somme
li.r. rfx, . . . rfx.
„ j ' rfx,
, .r, 1 = rfx, rfx, . . . rfx,
J rfx,/,
rfx, O X„ X, X.)
s’obtiendra par une intégration prise par rapport à x, entre des limites qui dépendent de x,, x, x* seulement. On continuera de même en faisant varier
successivement les n variables, et la dernière intégration aura pour limites deux constantes qui sont les valeurs extrêmes de x„ lorsque les n — t autres variables sont entièrement indéterminées.
L’ordre dans lequel les variables x,, x,,..., x„ sont choisies dans les intégrations précédentes est absolument arbitraire, et l’on peut, dans le calcul d’une intégrale multiple, changer l’ordre des intégrations, pourvu que l’on change en conséquence les limites successives de manière à embrasser, en somme, les mêmes systèmes de valeurs de toutes les variables. La possibilité d’intervertir les intégrations repose sur ce principe évident qu’une somme reste la même quel que soit l’ordre dans lequel on ajoute les parties. Le théorème a pourtant des cas d’exception lorsque certains éléments deviennent infinis, et nous en avons donné un exemple (225,;.
483. Calculons, d’après les définitions' précédentes, l’intégrale
x‘- 1 rfx, rfx, . . . rfx,.
DEUXIÈME PARTIE. - CAIXUI, INTÉGRAL, étendue aux valeurs positives des variables pour lesquelles on a
Supposons d'abord qu’il n’y ail qu'une variable: on a
S’il y a <leux variables, l’intégrale est
I dx, J x1,1 x \* _1 dxt.
La première intégration s’effectue immédiatement, et l'expression est ramenée à l’intégrale simple
c'est-à-dire (322) (5)
■ H Tlk,)T(k,)
Dans le cas de trois variables, l'intcgralc triple est
I x\‘~' il. r, I x\'-‘ <ix, I x*/ - 1 t/x, .
•.'O vO v O
11 est clair en effet que la somme x, + Xj-i- .r, ne devant pas surpasser l’unité, si dans la première intégration a-, et x, sont constants, a-, ne peut pas surpasser i — x, — x,: dans la seconde, x, reste constant, et x, ne doit pas surpasser t — x, : la troisième enlin doit s'étendre à toutes les valeurs dex,, c’est-à-dire de zéro à i.
La première intégration s’effectue de suite, et la formule (6) devient
r^iix.r-^--^-^\ix,
Jo J O "»
Pour effectuer l'intégration par rapport à x2, posons
On aura
x,-*,)'.tAr,— f — »}‘,(i — X, A.*-*.
T[kt 4- /• ï -+* i •
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Tlhmh+i) „ ,1+l . _ T(k,)T(k,+ ,) T(t,)Tlh+k,+ ')
k,r(k;+ktH -i)J„ • 1 '“fr/rj/, •,+ *,+ .)
T{ Jt\ -4- ki 4* ki 4- 1 )
La méthode est générale; faisons encore, pour la mettre en évidence, le calcul de l'intégrale
• /• I /•! — or, /%% — x,— JPt /*» — jr,— .rt — r,
(8) / .rÇ-' th\ I x‘‘~'dx, I **» 1 rfjr, I r*.-'
.rt ,*o ■ n «t>
En effectuant l'intégration par rapport à ,r,, on transforme cette expression en
Pour effectuer l'intégration par rapport à a-,, posons
Nous aurons
I x\'~' 1 — x, — Xi— XiŸ' dx, = I é'l(i — (* *. ( r — xi— X, )V
et l'expression (9) devient
Pour cfl'eeluer l’intégration par rapport à on posera
• dv
et on aura
J' — X, — Xi dxi — J «*■-' ( 1 — u ( 1 — x,f>
*** T\k,)nki+k.+,)
et la formule (10) devient
Cale int
On a, en général,
( i») f /*••• j . ..tJ*-1 il dx,...dx,
les limites étant définies par la condition quc.r,, à l'inégalité
r i,>r{ r</..i i't ii, -+- 1 ■, -t- . . . -t- A.-+- 1 )
,-r, x„ étant positifs satisfont
.r,+ jt, -t-- . .4- x.< i.
48i. La formule précédente comprend l’intégrale plus générale 1*3) j f . . j x*’ 'dx,dx,...dx„
les limites étant telles que x,, x,,..., x„ étant positifs satisfassent à l'inégalité
Que l'on pose en effet
les variables u,, ... u„, toutes positives, seront assujetties à l'inégalité
mais, dans les intégrations que nécessite le calcul de la formule (i3), on peut
remplacer x,, .r, x„ respectivement par u2, ... et, comme il s'agit à
chaque fois d'une intégrale simple, celle substitution ne fait nailre aucune dilliculté; l'intégrale deviendra
sd'
ilu, du,. . . </«„,
c’est-à-dire t*4t
Considérons, par exemple, l'intégrale
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Elle est égale à
.r ; -t- j; -i- . . . -4- xi R1.
iü'.i
Pour n = 2, elle représente le quart du cercle de rayon R, et l'on a en effet
R' ^(â) _ itR’
Pour n=3, elle représente le huitième de la sphère de rayon U, et l'on a en effet
Si l’on veut étendre l’intégrale (i5) à toutes les valeurs de x,, x, x„ qui satis-
font è l'inégalité (16), il faut multiplier le résultat précédent par a". Il est aisé de voir en effet que le signe de chaque variable étant assigné, l’intégrale, quelle que soit la combinaison choisie, aura la même valeur, et le nombre des combinaisons est a".
(17) / / ••• / ar*' 1 x*'-1 , . .xJ"-1 éx, dxt. . . tlxm
étendue aux valeurs positives de x, , x,,..., x„ pour lesquelles
est égale (484) à
a*.**, +••••**. r fin,)... r< k.
r (k, -+- Ar, 4- . . . +- A„ + 1)
L’intégrale étendue aux valeurs de x,, x.. x„, dont la somme est comprise
entre h et h d/i, est par conséquent
(A-, - 1- k, k.)hl<+*<+—*t*-'dh r (k, ) Tk,...Tk,
1 ki -P k 1 -4- . . . -4- A „ -4- 1 )
t,1.**. <ti, nk, -, r Ai). . . r< a.
r ( A*, -4- ki -4- ... -i- Ai)
M. Liouville a déduit de cclto remarque une formule de réduction pour l'intégrale
{19) J J "J xl' ~' • • • *i’-1 dx, dx,. • • dx, F ( x, -t- x, 4- . . . 4- x,
étendue à toutes les valeurs positives «le x,. xa x„, pour lesquelles on a
,r, -+- x, -t- - . -4- x„ < fi.
L’intégrale relative aux valeurs de xtt x,,..,, pour lesquelles la somme est comprise entre A et h 4- dh étant en effet
F(à) r(fri) rii-, , . . . r/ù
t{lr, + h+... + k.) ’
la somme totale est évidemment
ra, rié,,. r
— fV/i rii.+f^ . + i. t/„
et l'intégrale multiple est ramenée à une intégrale simple.
On en conclut, par un changement de variables, la réduction de l'intégrale
(2,) / j- j^r ?[(^y,+ {%y+ - - + (£)''y*'dx,...dx..
Pour les valeurs positives de .r,. xt... a-,, telles que
elle est équivalente à
ta»)
r(§)r(sV
"rU) r\ ,llhk'k
par exemple, l'intégrale
fl'-f
KI
pour n = a, on a
et l’intégrale, égale à représente alors le huitième «le la surfaec d’une sphère de rayon unité.
Formule (le Poisson.
487. Poisson, dans un de ses .Mémoires, a transforme très-élégamment en une intégrale simple une intégrale double à laquelle l'avait conduit la solution d’un problème important.
Quelle que soit la fonction désignée par F et les constantes a, h, c, on a (j5) I f F(r<cos0+ 6sin0cos<(> -t-csin0sim|*)sin0</5r/t]* = a;r / F(Ri<)f/«
OÙ
. R = qa' 4- 6* -4- c’ .
Pour démontrer cette formule, regardons-!! 5 et <|i comme les coordonnées polaires des points d’une sphère de rayon unité; si n 5 r/5 <!■} (428) est l'élément de la surface de cette sphère. Pour donner une signification à l'expression
(ifi ) n cos O ■+- 6sin5 cosij/ -+• csinOsini|>,
en iionunant R,/>, q les coordonnées polaires du point dont les coordonnées rectangulaires sont a, b, c. un aura
n— Rcos/i,
/»— Rsin /«eus#/.
o=E sin p sinq,
cl l'expression (a6) est le produit de R par le cosinus de l'angle formé par les directions que définissent les angles 5 cl t|i d’une part, p et q d’autre part, tin notn-
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inant cet angle u>, cl < l’élément de la surface sphérique, l’intégrale devient
J F( R rosr,>j ils.
le signe f indi(|uant une intégration qui s’étend à la surface entière de la sphère de rayon unité.
Prenons pour pôle le point où le rayon vecteur R perce la sphère, 5, et tji, étant les coordonnées polaires d’un point de la sphère, on aura
oi - O. ,
ils ~ sinfl, r/5, </■{,, ,
et l'intégrale (27) devient
nsin 5, F( R cos 0, ) r/5, r/ }, .
L'intégration par rapport à ij<, s'effectue immédiatement, et l’intégrale double (25) est ramenée à l’intégrale simple
Si l'on pose l’intégrale devient
2z f slnS, F{ R cosfl, ) r/3,.
VO
cos 5. = «, slnO, t/0, =— r lu,
îîtj F(Rrr)t/rr:
c'est le théorème de Poisson.
Réduction par 1‘ augmentation du nombre des intégrations.
488. Nous avons calculé plusieurs intégrales simples (247) en les ramenant à des intégrales doubles. Il arrive souvent aussi que la détermination d’une intégrale multiple se simplifie quanti on remplace l’un des facteurs qui y figure par une intégrale équivalente, en augmentant ainsi pour les rendre plus simples le nombre des intégrations à effectuer, dont il est permis ensuite île changer l’ordre.
Soit à calculer l’intégrale
1 1 • * ’ Jx, llx,
VU «-'O if
Jn Jo
/•ît /**
X / x1/ le'lW*,rfj,... i x‘-
toutes les intégrations s'effectuent à l'exception de la dernière, et l'on trouve
la, -b a, î‘». . . a. +-
dz.
Méthode de Dirichlct.
480. Dirichlct a appliqué fort ingénieusement aux intégrales multiples la méthode employée (250) pour le calcul d’une intégrale simple, et qui consiste à introduire un facteur égal à l’unité dans les limites des intégrations et à zéro en dehors des mêmes limites, de manière à pouvoir ensuite prendre pour toutes les variables les limites — » et » .
L’intégrale
i /’xsino ,
- I ■ cosÿstfy
est (255) égale à l’unité lorsque r/ est moindre que i et à zéro dans le cas contraire. Si donc une intégration doit être faite entre des limites définies par l'inégalité
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on pourra multiplier l’élément à intégrer par
3 si n
T — cos 9 ¥\Xf)\ z d9
et intégrer entre les limites ? = o, ? = * , en substiluani ainsi à l’intégrale proposée une intégrale nouvelle dans laquelle les variables x.y, z n’auront plus pour limites que - * et =c , car les éléments pour lesquels F(x0-, z) est supérieure il I unité et qui ne doivent pas figurer dans la somme, sont multipliés par l'intégrale
sin?
I — cos<?¥(x, r, z)dç Ja y
qui est égale à zéro. Les autres sont multipliés par l’unité, et le résultat n’est pas changé.
Appliquons celte méthode h l'intégrale
!3°) //'" ■ <-"dx,dx,...dx,
prise entre les limites définies par l’inégalité
(îY+(ZT+~+($r<:
oii x,, a- sont supposés positifs.
Cette intégrale est égale, d’après la remarque de Diriclilet, à
o.. ir r '
x ,k va o v o
X "H (j) + (£) '+• • + . dx.d^:
elle est la partie réelle de
sino 5ir~îr(r)''‘-,-(J-'y’'~ ••f-M'’"]
< 9~e '■ '*• rtr. dx,. . . dx.df.
En intégrant d’abord par rapport à .r,, il faut calculer
va
Posons
l'intégrale deviendra
cl on aura de même
rv^-v. ». r(J) _i. .1
• / — T (— i )'P> du = ■ - P ' aÇ 9
r gr-***, » ifê)
et l'intégrale (3a) devient
ci r(-)
rf-V-- ri
*i , /**sîn9
a*1 a4,*. . . aj- ( — i )*p« */*• ***• i — - doy Vi r* #•«/.
P*lh -P'
Mais on a (325), en supposant pi compris entre i et 2, “ sin 9
en sorte que l’intégrale demandée est la partie réelle de
ar(tt) sin - fiir,
swa
(Èi
|sin^-|
Ur on a
/ v rr tt / fr. il-, AA , — , t/ h, lr,\
( — !)■'’• ’P’ ,',» = C0S-( 1 h •■•-+-- ) +/—> S1II - (
a \p> p< p.j *\p< pj
D'ailleurs
sin - 7r 1 1 -+- ■ — 1- • ■
— cos - î: [ 1- • ■
I . Cale. inr
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et l’intégrale est enfin égale à
comme on l'a trouvé (484 .
490. La démonstration précédente repose sur la formule f34) cl suppose par conséquent
fi + fi
tf. .
Si cette condition n’est pas remplie, l’intégrale (33) est infinie. L’intégrale (3o) est cependant finie, et la formule trouvée est encore applicable. La démonstration île Dirichletest alors en défaut, et nous devons en chercher la cause. Il n’est pas toujours permis, nous l’avons dit, d’intervertir l’ordro des intégrations, et on ne doit le faire que dans le cas seulement où l’intégrale peut être considérée comme la somme de ses éléments infiniment petits, peu importe alors dans quel ordre ils sont réunis. Mais lorsque les éléments ne sont pas tous de mémo signe et que la somme des valeurs absolues (ou, .s’il s’agit d’expressionsimaginaires, la somme des modules) est infinie, l’ordre dans lequel on les ajoute peut exercer une influence sur la somme, et l’inversion de l’ordre des intégrations peut changer (225; complètement le résultat.
Dans l’exemple qui nous occupe, l’intégrale calculée d’abord
devient infinie pour ç = o, et la méthode fondée sur l’inversion de l’ordre des intégrations ne doit pas être considérée comme rigoureuse.
491. Dirichlet, en signalant lui-même la dilliculté, a indiqué le moyen île la faire disparaître. Il considère pour cela l’intégrale
(36) Ç I ••• I e' *;*,+», ■*-•■•+**) x\' 1 1 . . . jrJ' 1 tlx, tl.r,. . . dx„
étendue aux valeurs positives de .r,, x2 .r„, pour lesquelles on a
et dont il déduit aisément celle qui vient de nous occuper.
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L'intégrale peut être remplacée, comine dans le cas précédent, par
X dx, dx,. . . dx„ ^ c$o(r, ■+■ x,-r . . . + x,)dtf s
et celte fois, a désignant un nombre positif, les intégrations prises par rapport à l’une quelconque des variables donnent un résultat fini. L’expression est la partie réelle de l'intégrale
/»» /»» /*ce
/ •• / e^‘ */o vo v'o
X x\- 1 x\* ' 1 . . . xj-_l — — dx 1 <ixi . ♦ . ifxmrhf.
On a
H x*--' rfx, = 7 Î^L-, •
On peut donc effectuer les intégrations par rapport à .r,, .r.,, . . , x„, et l’on Ironie
Mais la même méthode de transformation montre que
est la partie réelle de
1 4 * J - r( /»•, + A, + . . .+ k.) f — " ' f/ 9 — -TTV » ♦777+f ’
et l'intégrale (36) est par conséquent égale à
Cetle formule étant démontrée quel que soit a, Dirielilel y suppose « = o, et on a enfin
j j' | .rÇ~' 1 . . . xj” “ 1 dx, dx, dx„
_ rçir.)r</h)...r(i-.) Ç' x r(«-,)m,)...r(A„ri^'i+L+iM+L) J, r(t,+ i’,+...+ a.)
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les intégrations étant toujours étendues aux valeurs positives de x, , x,,..., ,r„.
pour lesquelles on a
Il faut remarquer enfin que, dans l'équation (^a), l'hypothèse a = o est légitime, car les éléments qui la composent sont tous positifs.
Changement de variables dans les intégrales multiples.
Soit
U— f I ■■•J <?(*„ x,)dx, dx,. .. dx.
une intégrale multiple dont les limites soient définies avec précision. l’roposons-
nous d'y subslituer aux variables .r,, x,,..., x„ des variables nouvelles u,, », u„
qui en soient des fonctions connues. La solution implique évidemment (rois recherches distinctes.
i® La transformation de la fonction çfx,, a*, x„); a" la détermination du
nouveau système de limites; 3° la recherche de l'expression qu’il faut substituer à dx,, dx,,..., dx„. La solution des deux premières questions est purement algébrique, et nous nous occuperons seulement de la troisième.
Supposons d'abord que l’on change une seule des variables et qu'à x„ on substitue écrivons l'intégrale proposée de la manière suivante :
I dx, j'dx1... I dx.., I if(x„ x,,.. , x.)dx,.
Dans la première intégration à effectuer par rapport à x„, cr,, x„ .r„_, sont des constantes; pour remplacera.» par il suffit d’exprimer x„ en fonction de », et
dx
de x„ x,,..., , et de remplacer dx„ par du„. On a donc, en nommant
ÿ,(a?,, x„ x„_,, u„j ce que devient la fonction ç,
9 — Ç j** ’ ■ x„ . . . , x.-» ». ) ^ ■ dx , dx, , '. . dx, . . . du » .
Dans l’intégrale qui forme le second membre, changeons l'ordre des intégrations et écrivons-la comme il suit :
f dX'j'dx, ... j dx,., I du. j' 9, ( x„ x, ». ) -gp </*_,.
Celte fois, dans la première intégration indiquée, x„ x,,..., x„.„ u„ sont des
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constantes. Pour remplacer x*_, par il suffit donc d'exprimer x„_, en x,, x,,..., x*_j, u„, i et de remplacer </x„_, par l’intégrale proposée
devient ainsi
U— J J" ■ • • j ?,(x„ x, x, il.) ^ d,i^— dx.dx,, . . dx.^,du^,du..
En continuant ainsi et remplaçant successivement chacune des variables x,,x,,...,x„ par uai..., u„, l’intégrale proposée deviendra
//'•/ «» Un
liXn dXm.
dum thi„-
du, du j . . . du„,
du,
a*) élanl ce que devient la fonction 9 lorsque les variables sont remplacées par u,, ut u„ et ■ • • > (/ll > qui n’ont de sens (I, 51) qu’autant
que l'on indique les variables qui, da'ns le calcul de chacune d'elles, doivent rester constantes, sont définies, comme cela résulte de la démonstration, de la manière suivante :
Dans x. est considéré comme fonction de u « et de x,, x, x«_,, qui res-
tent constantes dans la différentiation.
jx ,
Dans x„. , est fonction de et de x,, x,,.. , x,_, et u„, qui restent constantes dans la différentiation.
Dans ^"'i x„_, est fonction de et de x,, x, x„_,, qui restent
constantes dans la différentiation.
dx
Et ainsi de suite jusqu’à r-'- > oùx, est considéré comme fonction don,,»,
Le produit ainsi défini,
(Ê)(fe)-(£:)-
est égal (I, 77) au déterminant du système des variables anciennes x,, x,,..., x„ par rapport aux variables nouvelles u,, u,,.. , u„, et l’on doit enfin, dans la transformation d’une intégrale multiple, remplacer
par
dx, ilx, . . . dx .
du, du,. . . du. ^ x" x”
493. Le résultat est d’accord avec ceux que nous avons trouvés (451) pour
l'évaluation des aires et des volumes, et en cherchant l’expression des intégrales
ff**
J f f dxdydz,
quand on adopte un système quelconque de variables, on retrouve les formules données (451 .
Cherchons l’intégrale
sin5 (10 dô
, COS1 fl \ «’
n '0 sin’jA 1 «* ' /
qui, représentant 450 le triple du volume de l’ellipsoïde dont les axes sont a, b, c. est égale, on le sait d'avance, à !\r,abc\ remplaçons 0 et (ji par deux angles nouveaux p et (j définis par les équalions ,
« COS/l
| 4 sin/i cos <i
| csin/i siui/ =
cos 6
sin’0 cos’il + +
sin 'j ros-Ji
sin7 fl sin ? v c*
/cos1 6
sln' 0 cos1 '4
sin7 A sin1*}»
sin 4 sin ‘4
/cos'Ô
sin’8 ros:'4 : ' |
sin fl sin1'}»
qui évidemment sont compatibles, puisqu'on ajoutant leurs carrés après les avoir divisées par a, b, c respectivement, on trouve l'identité i = i. Un en déduit aisément
cos* fl
sinJA cos5<}»
sin* 9 sin’
VU* cos *p 4- b sin i> cos’ ^ t sin*/> sin*^ — i ,
et par conséquent
cos fl = sin Acos^ =• sin A siii'}é -t
n tOSD
\ a* eus- p •+■ b' sin* p cos2 q ■} c1 sin5/» sin’</. b sinpcosq
cos1/» -f- 6* sin7/» cos7»/ -+* c3 sin /» sin5»/ c sin p sin»/
\< f COS 9p • b sin p t os’»/ -4- r: vin p sin »/
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d’où l'on déduit
(46) ung^= -h tangft
■A étant exprimé en fonction de q seulement, le déterminant par lequel on doit multiplier dpdq pour remplacer didO se réduit à
rfj» <10
On déduit des équations (45) et (46) ,
dty _ bc
</(/ ” b‘ cos’ç -h c’ si n’y ’
. . <10 «( b' cos’u ■+■ c’ sln’o) sino
SI n ^ - — r
1 («’ cos’/i 4- //’ sin’/i cos-q + c’sin’/» sin’y)’
l.es limites, on le voit aisément, sont d'ailleurs les mêmes pour/i et c/ que pour S et <|(, et l'intégrale se réduit à
pii fi*
«(ici I sin p dp </</ — 4 ~ «bc.
495. Nous indiquerons comme seconde application la démonstration élégante donnée par Jacobi d’une formule fondamentale dans la théorie des intégrales Euléricnncs.
On a, par définition,
r (lr)= f er,xt-'dx,
r /)= I e-rjr*-' rfy.
On en conclut
car il sullît d'effectuer les intégrations indiquées (47) pour voir que l'intégrale double est le produit de deux intégrales simples.
Remplaçons les Variables x et y par deux variables u et v, liées aux premières par les relations
x — uv, y=u( 1 — w).
Les limites seront o et oc pour u, o et 1 pour c, et l’on devra remplacer d.vdr par
. , fdxdy dx dy\ , ,
<r« itv -, ; , = « au ,/c;
\ üv du du dv }
et par conséquent
d'où
et enfin
T{ A >r(/J= j ” C ' e- !*+<-' v>-'(i — v f-' du dv,
• T[k)t{l) = T[k + l)£'v‘-(i-vf-'
ce qui s'accorde avec la formule connue '322).
496. M. Schlomilch a élégamment généralisé le calcul précédent pour exprimer à l’aide de la fonction T une intégrale plus générale que l’intégrale Eulérienne de première espèce.
On a
, , , rr a )
x*-' e-"Jx = -T-*
et l’on en déduit 48) f°°
Posons
x = ne, y = « ( ■ — v ).
(Acrfy dans l'intégrale double devra être remplacé comme (495) par
. « du dv,
et le premier membre de (48) deviendra
ni
( i — v v4-' du dv ,
c'est-à-dire
et par conséquent
r(fr + /) J
[é(i — v) + av]1-*'
■Ki dv<
r , _r(iqrn I
LIVRE SECOND. - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS. Si l’on pose i — v— z, elle devient
I" *'-(1 — z f • . _ r /. ) rr /i >
et. en posant y— = t.
/** l'-'dl T( * ) T{ /) i
Ja bt-¥aK'' T (A-*-/) «' b‘
Considérons comme second exemple l’intégrale
//fr
dans laquelle ih désigné l'élément d'une surface fermée quelcont|ue et RR’ le produit des rayons de courbure. On a, en adoptant des coordonnées rectilignes orthogonales.
tl<i — dx dy yi -t- /<’ + </’, i ri — s’
KK
p, q, r, s, t désignant les dérivées partielles du premier et du second ordre de z par rapport à x et à y, conformément aux notations adoptées (1, 034;.
Substituons h x et à jr les deux variables p et q : dxdy doit être remplacé par
dp dq {df- t1 - ** Æ-, - M ,
* \dp dq dq dp J dp dq dp dq ri — s3
dx dy dy dx
dp dq
et l’intégrale proposée devient
dp dq
tt +p'+ q’,’
les limites correspondant à toutes les directions de la normale définie par les valeurs de p et de q qui correspondent à la surface entière. Mais il est aisé de voir que p et q, dans une surface convexe, prennent deux fois chaque système de valeurs, savoir aux points pour lesquels la normale est parallèle. L'intégrale précédente doit donc être écrite
On voit qu’elle est indépendante de la forme de la surface considérée.
I* Calr. int . tio
Pour la calculer, posons
• P uni g ■ i m.
En adoptant ainsi la transformation par laquelle on passe dans un plan des coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires, dpdq devra être remplacé par pdod'a, et l’intégrale par
p dp
La géométrie rend d’ailleurs ce résultat évident : ^ représente en effet (I. 722
la eourbure totale de l’élément dv, c’est-à-dire la partie correspondante de la sphère de rayon unité, dont la surface totale est représentée par l'intégrale qu’on vient de calculer.
498. La transformation de coordonnées rectilignes en coordonnées polaires qui transforme le produit dxdydz en p* sin6 dp dQdty, a été généralisée par Jacobi. Soit une intégrale d’ordre n effectuée sur les variables x,, x,,..., ,r„. Posons
x, — p cos9„ x, = psinO, cos9„
.r, = p sin 0, sin 9, cos 9„
d’où il résulte
x, = psinO. sin 9,. . . sin9„_„ x\ -t- x) -t- . . . -t-vxj = p’.
En élevant ces équations au carré et remplaçant p1 par sa valeur, elle»prcnnenl la forme indiquée (I, 77), et qui change le déterminant en un produit. La première en elfel devient
ou
la seconde
x] = (*! -t-xj-t-. . .-t- xi)cos’9, x | sin’9, = (x) 4- xJ 4- . . . 4- xj lcos’9,;
x} = (x;-t- xj-t-.. . 4- xj}sin’9, cos’9, (x) h 4-xJ)cos’9„
a:; sin’9, = (xj-t-x; 4-. .. 4- xJ)cos’9„
et de même
xJ sin’9, = (x’ 4- x) -t- . . . 4- xi) cos'9„
xi-, sln*©._, = xi cos’9,_„
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el le déterminant est alors (I, 77)
dx dx, dx, _ dx, i d[x\) d(x\) d\x’„
dO, dô, (10,-, du v x,x,. . . x, dO, dO, ■ do
Chacune îles lettres x,, x devant être considérée comme constante dans les
dérivées de celles qui la précèdent, et en remarquant que
x{ -t- xJ -f * . 4- x„' = p1 sin’O,,
XÎ4-XJ+.. 4- xJ = p’ sin’ 0, sin'0, x| -i-.. . 4- xl — f' stn’O, sin'0, sin’0„
x’_i 4- xi = p’ sin’0, sln'0,. . . sin’0..,, xi = p’sln’0, sin'O,.. . sin’0._„
on trouve, après des réductions faciles, la valeur de dx, dx2 . . . dx„ p"-'(sin0,)*-,(sin0l . . sin0,_, dp rf0, d$,. . . </0_„
qui, dans le cas de n = 3, se réduit à
p’sin0i</0,</0„
Différentiation et intégration sous
le
signe J ■
309. Une intégrale multiple qui contient un paramètre dont les limites sont indépendantes peut être difTércnliée par rapport a ce paramètre, et la règle est la même, aussi bien que la démonstration, que dans le cas d’une intégrale simple.
M. Liouvillc en a déduit la valeur d’une intégrale multiple dont il fait élégamment l'application à la démonstration d'un théorème célèbre.
Considérons l'intégrale
On a
dx, dx, .
s—'rr*”***
• • - I t/x, dx,
xtxt
Substituons à la variable .r, une autre variable y en posant
<?’ a 1 ^ dx,
yx, x, x, * * x,
dr
(ki.
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Les limites de y sont » et zéro, et on a par conséquent
tin
e’esl-à-dire
d’où l’on déduit
./lt
; lt.
RasCe **.
dx, dy.
En posant « = o, C se réduit évidemment à l'( ^ ) 1(3 )’ c* on a onlin
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on it enfin
501. M. Liouville a déduit de eelle formule la démonstration du théorème de Gauss démontré déjà 29!» et (303 ;
r(5)r(«!)...r(r-,^!)_^lw'rr(,!. '
Le produit qui forme le premier membre est égal en effet, comme on s'en assure en effectuant les intégrations successives, à l'intégrale multiple
Substituons à .r, une variable a en posant
>xnt x" ...x„
Jx, t/x,. . . dx„i
On en conclut
JT, X, . . Xm »
J— « . na*~*dtt
x, (tx, - - —
Le résultat de la substitution peut s’écrire
« ! Rtf1*-1 //rt,
%fO
c’est-à-dire, d’après la valeur de R.
n* us: ’ j e-"1 a*-' <la — n' ,(îr) * T y}, J O
ce qui démontre la formule de Gauss.
Théorème de Georges Green.
502. Nous devons placer ici, comme l’un des résultats les plus élégants et les plus féconds à la fois dans la théorie des intégrales multiples, un beau théorème de Georges Green relatif aux intégrales étendues à l’intérieur d’un volume quelconque. Si l’on désigne par U et par V deux fondions quelconques de trois coordonnées rectangulaires x, y, z, assujetties seulement à rester finies, ainsi que leurs coefficients différentiels, dans l'intérieur d'un volume terminé par une surface
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fermée, considérons l’expression
<iy'
^'jdxdydz+J’jdeV
dn '
dans laquelle la première intégrale s’élend à tous les éléments du volume, et la seconde, où du désigne l’élément de surface, à la surlace qui le termine, et où
enfin désigne comme (472 ; le rapport de l'accroissement infiniment petit dX
correspondant à un déplacement dn effectué sur la normale intérieure, à la longueur dn de ce déplacement.
La somme (t) ne change pas quand on y permute les deux fonctions U et V, cl elle est égale par conséquent à
Pour le démontrer, consid(>rons l’intégrale
If fdxdydz(l
d U dX dx dx
dU d V dy dy
rfü dX \ dï d; )
étendue à tous les éléments du volume considéré. Désignons par les indices
i, a, 4, \ an les intersections, au nombre de deux si elle est convexe, de la
surface qui limite le corps avec une parallèle à l’axe des X. L'intégration par parties donnera
f f fdxdydz
dV dX ilx dx
=ffdydz( -ff fdxdydz
dx
dx
Mais, en nommant de,, de,, ... deln les éléments de surface qui se projettent sur
le rectangle dydz, cl a,, a3 a2„ les angles de la normale extérieure avec l'axe
des X, on a
dydz ~ cosa,«</7,. — cosa„_, den , — — de, cos a, .
et la première intégrale du second membre de (4) devient
f de V ~ cos x.
On a donc
J J rfx £ =J £ C0S3t -J J f‘lx<r<u U £ •
On trouverait de même
</li dV
dx dy dz U ~ i dr1
J J SJx 'h'd: <A dJr =J d° 15 <(»• f0S? ~J J /'
J jfdxdyd: J? £ £ cos'-fj f<l*<rdi U £ et, en ajoutant, l'expression (3) se trouve transformée en
r. ,,/rfv </v _ rfv \
J daV[dx cos* + ap cos^ + ai «"/J
Mais on a évidemment, en nommant x-t- dx, y -+- dy, z -+- dz les coordonnées de l’extrémité de la normale intérieure dn.
dx
dr
dz
cos« = — -, t cos 5 = — , cos y — — . -
dn dn ' du
et par conséquent
rfv rfV . rfV rfV
3SC0#“+ rfrcos?+ dzcos'f = -
dn
L’expression (5) ne diffère donc de (i) que par le signe, et puisqu'elle est égale à (3j, évidemment symétrique par rapport aux fonctions U et V, on peut y changer aussi ces deux fondions l'une dans l'autre.
On peut remarquer que dn désigne dans (i) l’élément de la normale intérieure. Si l’on veut le remplacer par l'élément de normale extérieure, il suffit de rfV
changer le signe de j-t et par conséquent celui de la seconde intégrale.
503. La démonstration précédente suppose aux fonctions U et V, ainsi qu’à leurs dérivées, des valeurs finies dans l'intérieur du volume considéré. Cette condition est indispensable, et si elle n'était pas remplie, les intégrations par parties sur lesquelles repose la démonstration ne seraient plus légitimes. Supposons, par exemple, que la fonction V restant finie et continue ainsi que scs dérivées, la fonction li, dans le voisinage d’un point intérieur P, puisse être considérée comme égale
à l’inverse - de la distance à ce point. Décrivons une sphère infiniment petite de
rayon a autour du point P comme centre. Le théorème est applicable évidemment
à la portion du corps extérieure à celle sphère, et comme on a
dx ’ 4 dy' f th ' —
l’intégrale triple
ffr. , , ,./</» U rf’li </> l!\
j J Jdxdrdz\(Tx, + -(r. + </;•)
peut cire étendue au volume tout entier. Il en est de même de
fffdxdydsvfg+^+ÿ;),
qui évidemment est pour l'étendue de la petite sphère un infiniment petit de l’ordre a1. L'intégrale
étendue à la surface de la sphère est également infiniment petite, de même ordre que le rayon a\ le seul terme à ajouter est donc
étendue il la surface de la petite sphère. On a
du dr r1’
c’est-à-dire, pour les points de la surface, — et par conséquent
f "*'■ dn = " \f‘l’ = ~ V- = " V”
VP désignant la valeur de la fonction V au point P, et l’on a enfin
(6) J J fdx dvd : ü (~ H- ’ÿ, + ) + fd* C ÿn
=/ // v (£? + If + ï“) + //* v S - v-
C'est le théorème de Georges Green.
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501. Parmi les applications du théorème de Green, nous devons citer immédiatement la démonstration très-simple des propriétés des surfaces de niveau démontrées directement (476) d’après M. Chasles, qui les a trouvées indépendamment de lui, mais postérieurement à la publication de l'illustre géomètre.
Soient V, cl V, deux fonctions finies et continues des coordonnées x,y, s d’un point de l'espace* la première donnée pour les points intérieurs à une surlace fermée S, et la seconde pour les points extérieurs. Supposons que pour les points mêmes de S les deux fonctions soient égales, et que de plus on ait
dx’ dy' dz’ °’
i/’V, rf*V, d‘\,
dx' ' dy * dz' °*
Admettons enfin que, pour les points situés à une distance infinie, V, soit .infiniment petit de même ordre que l’inverse ^ de la distance il l’origine, et les dérivées -j; de même ordre que yt\ un peut attribuer à chaque élé-
ment clcr de la surface S une masse pda telle, que le potentiel de la surface sur les points extérieurs soit égal à V„ et le potentiel sur les points intérieurs égal à V, ; la valeur de p qui remplit cette condition est
i ( dV, dV,\
P=~ 'F:\~dn + ~dn )'
V, et V, désignant ce que deviennent les fonctions V, et V, pour les points de la
surface S, et les dérivées
est pour la première une portion infiniment petite de la normale intérieure, et pour la seconde une portion infiniment petite de la normale extérieure.
Pour démontrer ce remarquable théorème, appliquons d’abord la formule de
GrecD, en y supposant V = V,, U = r étant la distance à un point M intérieur
ayant la signification indiquée (472), où dit
à S, et étendant les intégrales triples à la portion de l'espace intérieure à S; comme on a, par hypothèse,
d<\, d'V , d'V, dx' + dy' + dz’
et (470)
dx' dy' dz'
I. Cale. int. (H
■Wi
l'équation (6) se réduit à
-jr- du — 4ir\", ,
V, désignant ce que devient V, pour les points de la surface S, et V, la valeur que prend celte fonction au point M.
En appliquant le même théorème à la portion de l’espace comprise entre la surface S et une sphère de rayon infini, et remplaçant cette fois la fonction V par V5,
on aura, en remarquant que ne devient pas infini,
rfV,
du
car la portion de l’intégrale relative aux éléments de la sphère de rayon infini est évidemment égale à zéro.
Si l'on ajoute les équations (7} et (8), en remarquant que V, = V,, et que les
éléments du étant pris dans des directions opposées, les valeurs de sont égales et de signes contraires, on aura
/(ït + Ï)t .<*T"
•.XI- . ' /'rfV, , </V,\
c est-à-dire, en posant - ) = P<
ce qui montre que le potentiel de la couche de densité p sur le point quelconque M de son intérieur est égal à la valeur V”, que prend en ce point la fonction V,.
On prouvera absolument de même en plaçant le point M à l’extérieur, que le potentiel de la même couche sur les points extérieurs est représenté par V,.
505. Considérons actuellement une masse attirante quelconque et une de ses surfaces de niveau S sur laquelle le potentiel ait une valeur C. Soit V' le potentiel de la portion de masse extérieure à S, et V" celui de la portion intérieure, on aura
et, pour les points de S,
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Appliquons le théorème précédent, en prenant
les deux fonctions V, et V, satisfont évidemment aux conditions supposées (504 ). et par conséquent, en prenant
• __ i (dV, dV,\ i fd\! d\i\
4tt \ dn + dn )~fa\dn dn )'
on obtiendra une couche dont le potentiel sur les points extérieurs sera V", et sur les points intérieurs C — V'; celte couche attirera par conséquent les points extérieurs comme la portion de masse qui lui est intérieure, et son action sur les points intérieurs sera égale et contraire à celle de la portion de masse qui lui est extérieure.
Dans la différence
dn dn
il faut remarquer que l’élément dn de la normale a dans les deux termes une direction opposée; si l’on veut adopter pour les deux dérivées la direction de la normale intérieure, l’expression (i i) devient
dV’ dV _ dV dn dn dn '
et la densité de la couche, égale à
1 rfV 4* dn ’
pst, on le voit, proportionnelle à l’intensité de l’attraction en chaque point.
Théorème de AI. Crofton.
506. Nous indiquerons, pour terminer ce chapitre, un théorème d’une rare élégance découvert par M. Crofton et dont l’ingénieuse démonstration accroît singulièrement l’intérêt. Quoique l’auteur ait su la rendre indépendante du calcul des probabilités, c’est en s'appuyant sur les premiers principes de cette doctrine qu'on peut lui donner, je crois, la forme la plus simple et la plus nette.
Concevons sur un plan une série de lignes parallèles équidistantes et supposons que l’on projette au hasard sur ce plan un disque de forme convexe de dimensions
assez petites pour ne pouvoir pas rencontrer «leux lignes à la fois. Quelle est la probabilité pour que ce disque en rencontre une et la recouvre en partie? Indépendante de la forme du disque, comme l’a ingénieusement remarqué M. E. Barbier, elle est la même pour tous ceux qui ont même périmètre. Il est clair, en effet, que le disque étant jeté au hasard, les éléments infiniment petits qui composent son contour ont chacun la même chance de se trouver sur l’une des parallèles. Si un avantage était attaché à la rencontre, celui qui l'attend pourrait équitablement vendre à prix égaux les chances relatives à chaque élément de longueur ds et suivant un tarif tel que la somme totale dès prix représentât le double de la somme promise en cas de rencontre, car, d'après la forme du disque', s'il y a un élément gagnant, il y en aura nécessairement deux, ni plus ni moins.
Cela posé, la distance des parallèles étant sa, si le disque est un cercle de rayon r, la probabilité pour qu’il y ait rencontre est évidemment -i car il faut et il suffit pour cela que le centre se trouve à une distance moindre que r de l’une des parallèles entre lesquelles il est tombé, et que, par conséquent, sur une distance sa dont tous les points sont également possibles, le centre du cercle se place dans une portion dont la longueur totale est sr.
Si l’on nomme L le périmètre de la circonférence, on a
L = sitr,
et la probabilité demandée est par conséquent
Telle est la formule relative à une courbe convexe quelconque de périmètre L. Une ligne droite ou aiguille de longueur / doit être évidemment considérée comme une courbe fermée de longueur si.
507. La formule (t) suppose an disque projeté une forme convexe qui ne permette pas à son contour d être coupé en plus de deux points par une ligne droite. Si l’on calcule au lieu de la probabilité p Yespérance mathématique E d’un joueur qui, pour chaque intersection du contour du disque avec une des lignes tracées sur le papier, recevrait une somme égale h un, on aura évidemment, dans le cas du disque convexe.
mais cette formule s’applique alors k une courbe de forme quelconque que l'on projette sur l'ensemble des lignes parallèles. En nommant L sa longueur totale cl supposant que chaque intersection avec l’une des parallèles soit payée un franc.
Il est clair, en effet, qu’à chaque élément correspond une espérance mathématique indépendante de sa liaison avec, les autres, et que l’espérance totale dépend par conséquent de la seule longueur L.
508. Supposons que la figure projetée sur l’ensemble des parallèles se compose de deux courbes convexes invariablement liées l'une à l'autre et cherchons la probabilité pour que toutes deux soient rencontrées par une même ligne, en admettant que, d'après l’écartement des parallèles, la rencontre simultanée avec deux d’entre elles soit impossible.
Menons aux deux courbes les tangentes communes croisées P, P,, P, P,, et supposons que l’on projette la figure P, MP, P, NP, P,. En nommant X sa longueur
totale et supposant que chaque intersection avec l'une des parallèles soit payée un franc, l'espérance mathématique relative à une épreuve est
«ir
Les sommes éventuelles auxquelles se rapporte cette espérance mathématique comprennent toutes celles que l’on pourrait toucher s'il était convenu qu’il sera payé quatre francs chaque fois que les deux courbes seront simultanément rencontrées par une des parallèles, mais elles en contiennent d'autres aussi, et il est aisé de voir que ces dernières sont distinguées par celle circonstance qu’elles correspondent à deux intersections seulement de contour P, MP, P,NP, P,, tandis que les lignes qui rencontrent à la fois les deux courbes données coupent nécessairement ce contour en quatre points. D’un autre côté, il est évident aussi que les lignes qui rencontrent ce contour en deux points seulement coupent aussi en deux points le contour T, T, NT, T, MT,, formé par les deux tangentes T, T,, T, T, et les arcs T, MT,, T, NT, qui réunissent leurs points de contact, les positions pour lesquelles le premier contour P, MP, P, NP,P, offre quatre intersections, en
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fournissent également deux pour le second, de sorte que si de l’espérance mathématique relative au premier on retranche celle qui se rapporte au second, on aura l'espérance mathématique d'un joueur qui devrait recevoir deux francs à chaque fois que le système des deux courbes serait rencontré par une des parallèles. Si donc on nomme es la probabilité de cette double rencontre cl Y la longueur du contour T, MT, T, NT,, on aura
X - Y aan
509. Supposons que l’une des courbes soit remplacée par une droite infiniment petite X et cherchons d’après la formule précédente la probabilité pour que le système composé d’une courbe de longueur L cl de la droite infiniment petite PQ = X
*fr:
étant projeté sur le plan recouvert des lignes parallèles, une de ces parallèles coupe à la fois la courbe et la droite PQ. Soient PT,, PT,, QT,, QT, les tangentes menées à la courbe par les extrémités de la droite PQ, la probabilité est 1508)
T. T, -h T, T, +- PT, - QT, + PT, - QT, -t-aPQ . aair
Mais (1,21 , en nommant a et P les angles PQT, et PQT,,
PT, — QT, = — T, T, — PQ eosa,
PT, - QT, = - T, T, — PQ cos|3;
et la probabilité est par conséquent * aPQ — PQ cos* — PQ cosjî
GJ :
ia r
510. Les résultats qui précèdent vont nous permettre de résoudre le problème suivant :
Une courbe comcxe riant donnée, on y considère deux cordes choisies au busard.
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quelle est la probabilité / tour qu elles se rencontrent au dedans de la courbe et celle pour quelles se rencontrent au dehors dans un espace déterminé?
Commençons par définir avec plus de précision ce que nous entendons par corde choisie au hasard.
Je suppose que, la courbe soit projetée sur le système de parallèles défini plus haut et qu’on recommence l'épreuve jusqu’à ce qu’il y ait intersection. La corde détachée par celle des lignes qui est rencontrée sera pour nous la première des cordes choisies au hasard; la seconde s'obtiendra par une autre épreuve renouvelée, s'il est nécessaire, jusqu’à ce qu'elle ait donné un résultat.
Toutes les cordes d’une courbe, d'après cette définition, ne doivent pas être considérées comme également probables, et si par exemple la courbe a la forme
tt
indiquée sur la figure, les cordes parallèles à CD auront une probabilité plus grande que les cordes parallèles à AB.
Cherchons, en général, la probabilité pour qu’une corde prise au hasard soit comprise entre deux directions données faisant entre elles un angle infiniment
petit dO. Lorsqu'on projette la courbe sur le système des parallèles, toutes les directions que ces parallèles peuvent avoir par rapport à la courbe sont également probables, mais la chance pour que l’épreuve soit efficace et donne une intersection dépend de la distance h des deux tangentes parallèles à la direction considérée. La probabilité d'une telle rencontre, lorsque l’on sait que les deux tangentes
ont pris la direction des lignes parallèles tracées sur ‘le plan, est évidemment — ,
et la probabilité pour qu’on obtienne une corde inclinée sur les tangentes T et T', et dans un sens assigné, d’un. angle moindre que dô, esl
dO h r sa’
car il faut, d'une part, que l'on tombe sur la direction demandée, ce dont la pro-
habilité est _ , et d’autre part qu’il y ail rencontre.
Mais en nommant o la probabilité cherchée, il faut évidemment, pour que la courbe projetée au hasard soit coupée suivant une corde ayant la direction donnée, en premier lieu qu’il y ait intersection, ce dont la probabilité, en nommant L le
périmètre de ta courbe, est — — > cl en second lieu nue la direction soit celle assignéc, ce dont la probabilité est ta; on a donc •
L _ fi HO 207 2 ait
Telle est la probabilité pour qu’une corde prise au hasard soit comprise entre deux directions données faisant l'angle dû ; elle est proportionnelle à la distance h des tangentes parallèles à ces directions.
Nous pouvons faire ici une vérification. Si l’on considère successivement toutes les directions possibles, il faut nécessairement que la corde coïncide avec l’une d’elles, et par conséquent, pour une courbe quelconque dont le périmètre est L, on doit avoir
corollaire facile du théorème démontré (407 j.
511. Lorsqu’on sait qu’une corde prise au hasard est parallèle à une direction donnée, toutes les distances aux deux tangentes entre lesquelles elle est comprise sont également probables, et si l’on nomme dh un élément de la distance h île ces langeâtes, la probabilité pour qu'elle traverse cet élément est par conséquent
Hh
La probabilité pour que la corde soit parallèle à la direction donnée et passe par l’élément dh est par conséquent
h d 0 il h HO d h
Cela posé, la première corde étant AB, cherchons la probabilité pour qu'elle soit
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rencontrée par la seconde; en nommant x celle probabilité, il est clair qu’en pro-
jetant la ligure (racée sur le système des parallèles, la probabilité pour que AB
soit rencontrée (506) est une probabilité composée; il faut d’abord en effet que la courbe le soit et suivant une corde qui coupe AB; on a donc
AU _ I, ht. xttT.
La probabilité pour que la première corde soit AB et qu’elle soit rencontrée par la seconde est par suite
a AB d/i dO a AB d/idO
et la somme de toutes ces probabilités, étendues à toutes les valeurs de dh et de 6 est la probabilité cherchée. .Mais en nommant Q l’aire de la courbe, on a
la probabilité est donc
I'aVJA = Qi
aQ r .. arcQ
— | rf0= -jjj.
512. Cherchons enfin la probabilité pour que les deux cordes prises au hasard se rencontrent dans l’intérieur d’une surface infiniment petite d<j occupant sur le plan une position donnée extérieure à la courbe ü. cette probabilité, pour un point donné du plan, est évidemment proportionnelle à di, cl nous pouvons donner à cette petite surface la forme qui nous sera le plus commode; supposons-la un petit cercle de ravon r. .
I. Cille. int
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Considérons d’abord la direction qui forme avec une droite donnée un angle compris entre î et S + dO; la probabilité pour que la première des cordes menées au hasard ait une telle direction csl
h ilO
l. désignant toujours le contour de la courhc et h la distance des tangentes parallèles à la direction considérée. Toutes les cordes parallèles à cette direction ayant le même degré de probabilité, la probabilité pour que celle que l’on prend au hasard rencontre le cercle dont le diamètre est ar est évidemment
et par conséquent la probabilité de la rencontre des deux courbes par une corde ayant la direction assignée est le produit 4 > cl la probabilité pour que la reneonlre ait lieu dans un élément dr du diamètre perpendiculaire à PQ est
Soit ABPQ une telle corde. In probabilité pour que la seconde corde coupe la première dans l'intérieur du petit cercle de rayon r est la même que celle pour qu’elle coupe la ligne infiniment petite PQ. Or si l’on projette la figure sur le plan • couvert de lignes parallèles, la probabilité de la rencontre d'une de ces parallèles avec la courbe cl avec la petite droite csl :50!)j, en nommant a et fi les angles formés par PQ avec les tangentes menées à la courbe par un de scs points,
2 PQ — PQ cosa — PQ cos fi 7nr.
La probabilité de la rencontre avec la courbe est 500
a nr.
Mais pour la double rencontre dont la probabilité est un événement composé, il faut d’abord que la courbe soit rencontrée et que la corde ainsi détachée au hasard rencontre PQ. Soit a- In probabilité de ce dernier événement, on aura
a PQ — PQ cos a — PQ cos fi _ L
— . • xr
PQ
r — -p a — cosa — rosp .
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l.a probabilité pour qu’il y ail renconlre, l’une des cordes établ PQ, esl le produit des probabilités (A) et (B) :
PO drdO
cos* — cos£ ;
et la probabilité pour qu’il y ait une rencontre dans l'intérieur du petit cercle est évidemment l’intégrale de cette expression lorsque dr et 5 prennent toutes leurs valeurs; l’intégration par rapport à dr se fait immédiatement, l.a somme
est précisément l’aire du ccrclu que nous nommerons n, et le résultat île celle première sommation est
adO ,
-p I 2 — COS* — COSjv .
Soit « l’angle sous lequel la courbe est vue d’un point do cercle infiniment petit, on a
jï = oj — a et dS = dx. ■
La probabilité demandée est donc enfin
fcj' [* — cos* — cos oi — x ' da —
2 ff
-p oi — slnoi).
La probabilité pour que les deux cordes sé coupent en dehors de la courbe est l’intégrale de celte expression lorsque du coïncide successivement avec tous les éléments du plan extérieur à la courbe, et comme il faut que les cordes se coupent à l’extérieur ou il l’intérieur de la courbe, la probabilité (a} ajoutée à l'expression trouvée '511; -doit donner pour somme l’unité. On a donc
c’est-à-dire
o) — sinon — i,
I du o> — sinon =
du désignant un élément quelconque du plan extérieur à une courbe convexe dont l’aire est il et la longueur !;, et o> l’angle sous lequel celle’ courbe esl vue d'un point situé sur l'elémeul du.
C'est le théorème de*M. Crofton.
CALCUL INVERSE DES INTÉGRALES DÉFINIES
Indétermination du Problème.
513. La recherche d'une intégrale définie de valeur donnée est un problème essentiellement indéterminé. Parmi les solutions en nombre infini, il en est souvent de fort utiles pour les transformations analytiques. Nous en avons déjà, eu
indiquant les applications de l’intégration sous le signe Ç i cité quelques exemples
élégants. Nous en réunissons quelques autres dans ec chapitre, en y joignant la solution de quelques problèmes dans lesquels la forme assignée d'avance à l’intégrale cherchée fait disparailre l'indétermination.
Proposons-nous, par exemple, de remplacer la fraction ^ par une intégrale définie. Il suflit évidemment de chercher une fonction o[x) qui, s’annulant pour x = st, soit égale à ^ pour x = /3, et en nommant ç'(x) la dérivée de cette fonction, on aura
-= 9'ixjrfa-,
On a, par exemple, >
" Jo
et les solutions sont évidemment en nombre infini.
I < ** dx =r Ç
cos nx dx .
Transformation du ne série numérique en intégrale définie .
511. Donnons immédiatement quelques applications de ce genre de transformation. Considérons la série
3 5 7 9 ii bn i b/i h- 3 b/i-f-5 8/n- 7
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an ' •/„
PKI
et par conséquent
/'* I 4-\rJ . 7T ^2
On trouvera, par une transformation semblable.
et tic même la série
1 1 C ' 1 — r‘ . * 1 -4- Jï.
' . . -4- _ ■■ ■ — ' • ' I : itX — *7 »
8m — 1 8b + i ,/0 1 — jc 4 a
1 . 3 . 5. « . an — • 1 an -1 1 2 . 4 • 6 . . . a /i a n •+• 4
est égale îi
X * (*’• ~ î 3æ> + H 5' *’ ~ rpl ■ • •) = f ~ dX, ; = ^ + \fi - ’•
IJ
c’est-à-dire à
qui devient, en posant c fx = z.
2 J" di
Li» J
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Pour appliquer celle formule, proposons-nous le problème suivant :
Transformer la sérié
en une autre série ordonnée suivant les puissances de x.
En développant les différents termes et supposant bien entendu x moindre que l’unité pour que les développements soient convergents, on voit que le coellicicnt de xr est
c’est-à-dire précisément la somme 'i) changée de signe dans laquelle m est remplacée par n-\- -2, p par a et n par r — i ; on en conclut
ix a x' 3-4 JT*
Si l’on pose
jr^sin’5,
= tang’5,
cette équation devient
i tarin' û lanR'fi lant'fl
i sin’5 asin'9 a.4sin‘9
Si l’on fuit /» = i, d'après la formule connue
. . tanc' 0 la nu* 5
0 = laug5 -ÿ — I- —y
ta ne 5
sin’0 3SÎii‘9 3-4 aill‘9 3 t. S
51 (i. Cherchons encore à représenter la fraction
On a 293 Mais '322
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4Bf>
r i)ir(# + n „ ("
- — B /», n 4- i | i — x •*/’-' dx .
r{n + p+, ' Ja
Le problème est donc résolu par la formule
==■ / Il — x)mxf~'dx,
p p ■+- ij. + n l n + i}Ja
à laquelle on pourrait, bien entendu, en substituer une infinité d’autres. Proposons-nous, pour appliquer la formule précédente, de sommer la série
on aura
S==— — ■ f\i-x'r{xr-< + xr*—< + ...)dx = ^ f(- dx,
rin+i Jo l.a.3 ...nj0 i - x-
ct de eette formule on peut déduire la sommation d’un grand nombre! de séries
— S — > z "I* H — 7; = — j - — dx — li — • ,
a. 3.4 "T 4*5.6 + 6.7.3 !*" â Ja 1 — x’
dx — i — / 2,
Considérons la série très-célèbre
et, en la supposant convergente, proposons-nous de la convertir en intégrale
définie.
On a 293;
r. a -I- I) 1 rt« ’
nj + it
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et le coefficient il u IcrriiR général de la série est par conséquent
Tig + n r.p-t-nïriy Tfa-t-in l'y f j-wi -F' y — (3 :
■ rtp) +»! riaifin-m r p’'i\y — pl riy+m
c’cst-à-dirc (322)
ri a n T y Ç
ra r « -h i r > r y — p
el par conséquent, en faisant entrer j. ^ \ , sous 'P signe f > la série (a) esl
égale à
r i y 1 (" " I r « + ii ra-t-atn’x1
r p riy-p X L • T'a r a I.a
La série placée entre parenthèses sous le signe d'intégration est égale à
i -1 1- «’ aR H 3 «* x1 H
Elle représente le développement de (i — ux r*: on a donc enfin
a^ aia + c ^ 3 _ T;X
1 i.y i.a.yiy-t-i
ripSy-p J0
Si l'on suppose x = i , il vient
a. p afa-t-i p p i)
i.a. y y-t-ij
r.piIVy-pi ly-pjTy-a
celle formule n'étant exacte, bien entendu, que lorsque le premier membre est une série convergente, c'est-à-dire lorsque ! 1 , 212 a -h jS esl moindre que y 4- i . On a (322)
— l'y Il
par conséquent la formule (3) peut s’écrire
| — ii an» Hn
i.y i.a. yty-t-. r>
I «>-' i — H 1 ml
On a
Dans la série
i.3.5... a 11 — 1 an — 1 1
— - I r—‘x*dx.
où jfx) désigne une fonction i|uclconquc, remplaçons chaque coefficient par sa valeur déduite de la formule précédente
1 * 1.3... an — 1 a" a’" 1 f* , ,
— — _ — - — J e-‘x”dx,
i.a.3 ...n i.a.3...an a* 1 .a .3. . . an »'_x
elle deviendra
« 1 /’* , , f (a«jr)'o"<o aax ” 1
Vîr ./-* r '•* 1 .a. 3. . . an T |
cl comme on a, quel que soit l'entier n,
I e-‘‘x"‘+,dx o.
on peut ajouter, dans la série qui multiplie e--*1, les termes qui complètent le dé-
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veloppemenl de ç i«.r , el l'on a enfin
S—~ Ç (■''f lM-.l/l.
vft J-
En remplaçant et par v«. multipliant les deux membres par Jet el intégrant entre les limites et = o, a = I, on en conclut
5 <> -i ^ " -f ■ • • H — y— H - ' / c-'‘(/.r/ o ?.r \ x tlx.
Si l’on pose, par exemple,
O X ! — COSX,
~ 77* * T±ï- - ' = ÿj :£le ‘,rfxJ0 cos(a;r vi) rfa
La série <|ui forme le premier membre est égale il i — c ' = • Quant au se-
cond membre, on peut le réduire à une intégrale simple. On a en effet
f ' cos(a* fi) dx = f dot (, - + a' - ...)
a‘ jr"
sînax i cosa r .rsinix — sin’x
x 2xl ai* xî
et par conséquent
linur sin’jp . e — i x 1 e
et en remarquant que la fonction intégrée étant paire on peut prendre o et *. pour limites et doubler l'intégrale, on en déduit
r stn — sur*’ , e — i
-'r~ uX l “■
520. Cherchons encore à exprimer, par des intégrales définies, le plus grand coefficient de la puissance an d'un binôme, c’est-à-dire
a « an — i ... n -t- 1
Ce coefficient est évidemment le terme indépendant de e*' ' dans le développe»
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ment de
En réunissant les termes également distants des extrêmes, ce développement prend la forme
A. + A, cos a a + A, ens4a -t-. . . -t- A. eos*n x,
cl A, est précisément le eoeflicient que nous voulons calculer.
On a, quel que soit le nombre entier k.
par conséquent
on en déduit
I cos a k x <1 x = o ;
•jf+l Z'1
A, - — | COS" X(/x, 77 Jn
et le problème est ainsi résolu.
521. Poisson a résolu, en suivant une marche analogue, un problème beaucoup moins simple qui s'est présenté à lui à l’occasion du calcul des probabilités. Considérons le produit
G; (up, + vq, )(*/>, 4- vÿ,i. . . upf + vqt I.
I.e coefficient de y représente la probabilité pour que, sur p épreuves assignant à deux événements contraires A et B les probabilités successives p,, q,, p ,,
q, p„, q„, le premier arrive m fois et le second n fois.
Pour transformer ce coefficient en une intégrale définie, posons
le produit umva deviendra et tous les autres termes renferment des expo-
nentielles différentes, car la somme m -+- n est la même pour tous et égale b fi. Si donc on désigne par X ce que devient le produit (6) après la substitution f 7), le coefficient cherché U est égal, on le voit aisément, à
Xe-(— )•»'- dx.
On a, en effet, pour toutes 1rs valeurs inégales de m cl de m.
cl pour m — m\
j r. e"'» -• Jx =n ilx = n.
La formule H) donne donc une solution du problème : on peut en éliminer les imaginaires.
On a, à cause de p, +ÿ,-= i.
Soit
Pi -+- y, e-*é -■ cos j -+- i
cos’x -t- p, — qt sin'x r- 0;
COSX = cos»„
sinx — sinç,.
p. — q. \l~ i sinx.
i — 4 Pi </à sin'x.
il en résultera et si l'on fait
«p, H- ci/,- = a, eî
le produit désigné par X deviendra
X — Ver.' 1,
et l’expression (8; du coefficient cherché est par conséquent
i r* .ci, /•■
a__ j Y cos [ )• — ' m — « x </x 4- -- _ | Y sin v — m — n xjrfx.
La seconde intégrale est nécessairement nulle puisque le coefficient U est réel. On peut voir qu’en effet elle se compose d’éléments égaux deux à deux et de signes contraires, et l’on a colin, pour l'expression cherchée,
îl
(ti) 0= ' | Y cos' r — ni — h x ilx - I Y COS r — ni — Il x]ilx,
et l’intégration pourra s’effectuer par les règles les plus simples du calcul intégral.
SOI
Dons 1rs ras simples et lorsque les facteurs sont peu nonibreux, il serait plus aisé de faire la multiplication directement, mais il en est tout autrement lorsque leur nombre est très-considérable et que l'on veut seulement calculer le résultat par approximation. Si /x en effet est un très-grand nombre, les fadeurs dont le produit est égal à Y étant tous plus petits que l'unité et en différant notablement toutes les fois que x n’est pas très-petit, tous les cléments pour lesquels x a une valeur finie sont négligeables, et I on peut par conséquent poser, sans erreur sensible,
pl 1 — 4 p. y, sin’ x — i — 4 pi y, x', c’est-à-dire, x étant très-petit,
pi — ■ — >.p, (/, x 1 .
L’erreur commise est en effet insignifiante lorsque x est très-petit, et, lorsqu’il ne l’est pas, l’élément de l’intégrale est négligeable aussi bien que celui qu’on lui substitue. On aura alors, en regardant toujours x comme très-petit,
Ipi = — a p, t],x
io l\ — — x’ >/<, y, -+- \p, (/, + ...+ a pf qr) = — jjl k' x‘,
en posant
c’est-à-dire en nommant X'1 la valeur moyenne du produit L’équation fioj donne
On a aussi, en négligeant x*,
X = ?■ + ?■ + • • • -t- 9r — x p, ■+- pi -t- . . . 4- p, ï — x y, 4- y , 4- . . . qf ),
et, en nommant p la valeur moyenne de pt et y celle de y,,
X — pxyp — y ,
cos jy — m — n w] = rosa’ [a p — y — m — n ,
et on pourra prendre enfin a /•»
(ti) I! — - / e-i*»,*,cosar[ft(|» — yï — (m — i»)l <lx.
Car les éléments de cette intégrale pour lesquels x n’est pas très-petit sont évidemment négligeables à cause que fxX1 est un grand nombre, et les deux expres-
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siotis (<)) et (ii) coïncident approximativement pour lotis les éléments dont l’in-
lluenee est sensible. On a enfin ff82)
fr Vîîf »
ce qui, dans le tas où />, cl ig sont ronstanls, s’accorde avec l’expression donnée 320) pour la valeur approchée d’un terme de (p -+■ qf.
Transformation île la fonction \„ en intégrale définie. 522. On a (199), en désignant par A et U deux nombres réels, i“~ dot _ i /•’’* dut arc
',3! J, A -H B V1 — * cosm A J ;+Jvï:7c0SW Ay/,+1
VA+B
Posons
A — i — a roso, B — «si no.
la formule (i3) donnera
, -J i dut
i — »a cos? -4- a’ r- I — —z
airJ o (i— aeosç) + asiiiçy — i cosw
Développons les deux membres suivant les puissances de a. Le coefficient de a" dans le premier membre est ce que devient la fonction X„ quand on y lemplaee x par cosç; nommons-le P„. En l'égalant au coefficient de oc" dans le second membre
facilement obtenu en développant en série la fonction placée sous le signe J ' > on trouve
I cosy — \ — 1 sinçcosu fditt.
Si l'on pose eosy = x, cette formule devient
(■4) \. — — I (x— \'x‘ — I coSm)"(/m= _ / x— \ x' — 1 Costa l’dot.
O11 peut en conclure aisément que, pour chaque valeur de x moindre que l’unité en valeur absolue, X„ tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. Si, en effet, dans l'intégrale (14), on remplace chaque élément par son module, le module
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NM
X, < - j [x'+(i — a-’)ros'6i]'(/w,
et tous les éléments üti second membre tendent vers zéro lorsque « croit indéfiniment.
523. Dirieblet a donné une autre expression de On a, en adoptant les notations précédentes,
( 1 5 ) ( i — i * eos? -+- *’ ) ‘ - I', 4- I’, a 4- P; a' +- ... H- P. a” ■+■ ... .
Posons
nous aurons
i — ae'i 1 rosy 4- e’’*"') P, 4- P, cosfl 4- . . . 4- P, cosnfl 4- . . .
y'— i P, sinfl -4- . . -I- P, sinn
Si donc on pose
1 — afc'v-1 cos? 4 ertv'-i j ‘ :G + H y'— I ,
on aura
(■«) (i = P, 4- P, COS 9 4- P, COSlO 4 ... 4- P, COS «0 4- . . ,
( ■ 7 ) II P, sinfl 4- P, sln a fl 4- ... 4- P.sinnfl 4-
Les expressions de G et de II sont faciles à former; niais elles changent de forme avec la valeur de 5 et ne sont pas les mêmes, suivant que cosfl est plus petit ou plus grand que cos?. On a identiquement
• i — cos? 4- = *f *'■ 1 cos 9 — cos?.
Si donc eosS > cos?, ycosî — cos? est réel et l’on a
fl . fl
-i -V-.-’ - ' C0Si ~ ’ 1 S,n 3
i — a*cos?4-*’j ’-r 1 a 1 (cosfl — cosy ’ — -
V'afcosS- cos?
Mais si l'on a au contraire cos6 <cos?, il faudra écrire
, fl 6
• i — a a cos ? 4- a- - i
y ai cos? — cosfl
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et par conséquent, dans le premier ras, cos5 élant plus grand que cos s, on a
cos 6
ti —
Il =
V ? cos Ci — cos 9 )
— sin - 5
y » cos 8 — cos ç
et, dans le second ras, lorsque cos5 est plus petit que cosç,
(ao)
{ ai
sin - 6
y a cosy — cosO cos 1 0
y a cosÿ — ros&
Ajoutant les équations 18 , (19;, après avoir multiplié la première par sin ~ 5 et la seconde par cos - 5, on aura, en supposant cos 5 > cosç.
(aa)
o 1’, sin - 0 -l- U, sin - 9 -t- , . . 4- 1*. sin
et, en supposant cos 9 < cosç, les équations ao et (ai) donnent
- l’.sin -8 — P soi 8 4 . i- P, sin - 9 -t . . . .
y a cosç — COS0 a a a
De même, en retranchant les équations (18) et (19), après avoir multiplié la première par eos^ 5 et la seconde par sin ' 9, nous en déduirons, en supposant cosô > cosç,
— 1’. cos 0 4- P, cos - 4- P, cos 4- ... a- P. ros 84-...,
y a cos 8 — cos 9 ) a a a a
et, en supposant cos9< cosç, ao) et (ai; donnent
o = P, cos - 5 4- P, cos 4- P, cos a a a
„ a« 4- 1 ... 4- P. cos 6
L’équation (16) donne évidemment, lorsque n est different «le zéro.
P,— _ I (ï cos/i 9 d9
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On déduit aussi de (17
P„=? f 'llsin«5rf9.
et, en remplaçant dans ees équations G et II par leurs valeurs, ou a les deux expressions de P„ :
1/ cos-Ocosni C sin-OcosnO
«e o ^2(cos6 — coso) v'i(cos9 — cosO)
I f sin- 0 sin nO Ç eos'flsinnü
[P.=-a I rfü+ï / -,rf9.
\ fci-'o vaicosO — cosol c yïjcosip — cosO;
La valeur de P„ serait donnée par la première de ees équations, dans laquelle, après avoir fait n — o, il faudra diviser le second membre par 2.
Solution d'un problème plus général.
524. Laplacc a résolu un problème plus général et indéterminé comme le précédent :
Exprimer par des intégrales définies te coefficient de x " dans te développement suivant les puissances de x de /'expression
{«,4- a, x 4- a, x' 4- . . . 4- am x")r.
Posons
(«,4-H|i4-«,i'+. .4a,jJ,)f=;}',+j',r4/,i'4...4)'1s,4...|
prenons les logarithmes des deux membres et égalons les dérivées par rapport à x : nous aurons
j*( a, 4- ia, x 4- , . 4 -mamx“-') y, 4- -s- . . . 4- ny. x"-1 4- ..
«,+ «ii + ii,r' + . . 4- a. xm ~~ y, 4- y, x 4- y, x’ 4- . . . 4- y. x" 4- . . .
En chassant les dénominateurs et égalant le coefficient de x"-1 dans les deux membres, on trouve la relation
I 1 na.y.-b (n — i)«,/„-,4-...4-(n — m) = p(«,.tV-i 4- 7a,y.„,-t- ... 4- nui.y.
I. Cnlc Int _
SOt!
cl celle équation permettra de calculer le coefficient ym lorsque les précédents seront connus. Pour y satisfaire, posons
ri
= I x—'q{x)dx,
et cherchons à déterminer les limites p et q ainsi que la fonction s(»), de telle façon que l'équation soit satisfaite.
Cette équation devient, lorsqu'on y remplace y,, r, y„ par leurs valeurs
Jri ri ri
dx 4- ; n — i)a, J x" tp(jr) tlx -t- . . ■+• n — m)a. I -r*-*-' ?(x)rf.r
i pi
— pi <f[x‘ dx[a, x'-' ■+■ ia,x“~'-i ma. x"-"-1).
Jr
En intégrant par parties les intégrales qui figurent au premier membre, on transforme celte équation en
?(x )\a,x'x- n, x*-1 -+-. . . -I- a. x*-”)f — i x) dx (a, x" -t- a,x—' + . . . + a.x“ m )
' Jr
— f il <f(x)dx(a i x’~‘ -l- an,x*-* + . . . -+•
et cette équation sera satisfaite si l'on pose
(a6 o — f'{x,(a, x“ + a, x"-' -t-, . -» -a.x’ " 4- pf .r) («, x”-! 4 ...-t ma.x
et en même temps
j(>J t ?(p){a.pr + a,p*--4- . . . + a.p'-) — o,
De l'cquation (a6), on déduit
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Les racines de l'équation 9 (x) = o sont au nombre de m ; de plus, et c'est ce qui fait le succès de la méthode, elles sont, de même que la fonction indé-
pendantes de n. En les nommant a,, a,,..., a,,, on pourra les adopter pour valeur des limites p et q. Les équations (27) seront satisfaites, et l’on aura
(28) y, — J' x'-' z(x)dx,
et on pourra prendre plus généralement
(ip) y.~ A, J" x~-'qlx)dx+A,J' x’~' q[x)dx + ... + A.J' x’-'qix'dx,
A,, A,,..., A„ étant des cocllicients arbitraires que l'on déterminera de manière à faire coïncider, pour n = 1, n = 2,..., n = m, l’expression (29) avec le coefficient correspondant du développement; et l’équation (34 } étant satisfaite, la formule (29) représentera alors, quel que soit n, le coefficient de la série.
‘Expression des racines d'une équation.
Soit
ç(x) — x~+ A, x“~' -+- A, xm~> -t-. . . A, = 0
une équation algébrique dont les racines rangées d'après l’ordre de grandeur de leur module, sont a,, aa,..., am. Nous allons exprimer par le moyen d’intégra|cs définies la somme
< + H- . . . -L af,
i étant un nombre quelconque inférieur à m. et p un exposant entier arbitraire. Il est clair qu’en changeant « en 1 + 1, on aura une expression nouvelle dont l’excès sur la première sera a fl,.
On a
(3°) ?( •*) = (*■ — *.)(x— a,). . .(* — Xm),
et par conséquent
( 3i) ltf(x) — l(x — <x,) + t[x — a,) + ... -t- l(x — xm)-
.Soit k un nombre compris entre le module de «, et celui de Posons
Les 1 premiers termes du second membre de (3i seront développables suivant les
MW
puissances de | . el les suivants suivant les puissances de h. On aura, exemple,
x ai* Sx*
par
Si l’on développe de celte manière tous les termes du second membre de (3i } en y remplaçant successivement r parie-'”' et par , el faisant la somme et la
différence des résultats obtenus, on aura
ly[kem'f-') -4- )
COS M
cos a o» 4
/«î— COSU - , C0936» +« m
ly’ke*^*) «— /ç>(Ae
V *- • aj .
= /6> -f- > . S I II 61 4 . Ï»in2«
«mI i fr a A *
-- sin <o4 - Sina w 4 ....
xa a an
Multiplions les deux membres de ces équations respectivement par cos /*<■»</<<> el par sin pu du, et intégrons entre les limites u» — jt et « = + jr, nous obtiendrons, en ayant égard aux formules 138 ,
— I | /s ' ‘ 4- ltp( e~ *-v~' ) : cus/ju </cu
îjr J—z
pki + ~p
**— / — /ç (<?“**• Vy-* J J sifID&u/bl
arv — * J— ir
ppk' P \*ï+, «i\.
et, de ces deux formules, ou déduira les sommes
exprimées chacune au moyen d'intégrales définies.
.Nous n'insisterons pas sur ces formules plus curieuses qu'utiles, données par Jacubi dans l’un de ses premiers Mémoires.
SUS
Fonctions génératrices d' Abel.
526. Abel a résolu plusieurs problèmes de la nature de ceux auquel est consacré ce chapitre en substituant à la recherche d’une fonction inconnue celle d’une autre fonction que, suivant une analogie déjà signalée par Laplace, il nomme la fonction génératrice.
Si l’on a
F(s)i Iz,
Ffs) est nommée la fonction génératrice de o x ; . ?'.r) est la déterminante de F(s).
Abel ne s'est nullement occupé de rechercher s'il est vrai qu'à tonte fonction correspond une fonction génératrice, ni à plus forte raison comment une fonction étant donnée, on peut en trouver la fonction génératrice.
Un géomètre anglais, Murphy, a donné de ce problème une solution qui, malgré les cas d'exception très-nombreux qu’elle présente, mérite d’être rapportée.
Si l'on a
?(*) = I e~"F(s)ds,
en posant e~* = t et nommant ti({t ce que devient F(s), on en conclura
9 tx)—.f n-'ty{t)dt.
Murphy énonce le théorème suivant :
La fonction est le coefficient de ^ dans le développement de <f(x) t~x en série ordonnée suivant les puissances de x.
Supposons, en effet, que f’x, soit développable en série de la forme
On a identiquement
/*— dt
dt
?(rt) _ x — a
Développons les deux membres suivant les puissances de ' et égalons les coeffi-
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cienls de -■ On aura, en nommant T le coefficient de ^ dans le développement de
NO
mais, par hypothèse.
et
T /*’■' tif — cocfT. dr - dans - — ' ;
gf/?} r- 1 h
par conséquent, en multipliant,
coeff. de - dans — — = — -f — -f- — 4- • • • = x),
et par suite
I T <*-rfl = ÿ(x).
où Test le coefficient de - dans ou, ce nui revient au même, le coefficient a i • 1
de - dans - •
527. Quoique l'ingénieuse solution qui précède soit évidemment soumise à bien des restrictions, elle peut être utilisée dans un grand nombre de cas. Cherchons par exemple à déterminer la fonction i| i[tj telle, que
fm
r-uh -
On a, dans ce cas.
fl J) _ > ‘
Or
/-* = e ’> = i — xll -+■ — •
et, par la multiplication, on voit que le coefficient de , dans le produit
x -I- ni
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MI
est
On a, en effet ,
:e-/#= tm.
/• /*-■ di = — —
528. Cherchons encore à déterminer <J//) par la condition f <llt)t,-‘dl -t — - — -•
Ja. (-r + *r
<Sf(t) est, d’après le théorème de Murphy, le coefficient de - dans le développement
de ■ Or, on a
(x -t- af xm \ x) x**' ”+' l.a i**1
I,e coefficient de - est
(-jrior-: /,+„«+ + ...) = 4^ J,
et l’on a
f ' 'üf
En remplaçant le produit i.a.3... m — t) par r(/rc;, on obtient une formule exacte quel que soit m.
Solution de quelques problèmes.
529. Problème I. — Trouver une fonction q[t) telle, que Ton ait , pour toutes les valeurs entières de n inférieures à un nombre donné m,
( q(l) t* dt — o.
Jo
l.e problème étant indéterminé, nous pouvons supposer à la fonction f (tj une
forme particulière
ç( /) ■= I -4- Ai / A*/*,
en y introduisant, pour rendre la solution déterminée, un nombre m de coefficients précisément égal au nombre des conditions à remplir.
On a
« 4- ni 4- i
l.e second membre est une fraction rationnelle ayaht pour dénominateur
(n4-i){«4-a) . . (n 4- ni 4- 1),
et, comme il doit s’annuler pour n = o, n = i,..., n = m— i, il faut que le numérateur soit de la forme
Cnfn — i). . . (n — ni 4- 1).
Posons donc
il 4- i n 4- a n 4- m 4- 1 (#4- i|(n + i).. |» + m + i
et, en décomposant le second membre en fractions simples, on obtiendra, par
l'identification du résultat avec le premier membre, les valeurs de C, A,, A,
Am, savoir :
„ , . m(ni4-i) . m(m — i )> ni 4- 1 1 1 m 4- j)
U=( — i;-, Ai — — ■» A • ~ l • »
#«{m — i)(ni — a) (m 4- i)(m 4- a) (m 4-3) i . a . 3 i . x . 3
en sorte que
w(m-H)) fn(m — i) (m 4- »)( m 4- a 1 (t i . i i.a i.a
m ( m — i ) ( ni — a ) ( m 4- 1 m 4- a ) ( m 4- 3 )
et l'on reconnaît dans le second membre la dérivée m'*’"' du produit
ml ni — i )
/" i — m/4 -zfc/-
i </" /-fi — » )■
i . a 3 . .ni «fi*
ce qui s’accorde avec (369;.
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Si l’on pose t = . on en déduit
i i — / < = , dt = il j'
et l’expression de ç ' l) devient, on le vérifie aisément,
i ■ t rf”( i — j»*)“
a” a . 3. . .m dx~
ee qui (I, 288^ est l’expression de X„. Les limites o et i de t eorrespondant aux limites — i et -t- i de x, on voit que le résultat précédent équivaut à ce théorème très-important dans la théorie des fonctions X,„ :
Pour toute valeur de l'exposant p inférieure à m, on a
x'Xmdx = o;
on en conclut que, p désignant un nombre entier quelconque moindre que m ,
I X, X, dx = o,
cette équation s'applique évidemment toutes les fois que les indices m et p sont inégaux, car l'un des deux alors est plus grand que l'autre.
530. Problème II. — Trouver une fonction f x) parla condition
Jo («—*% _ • . •
Soit (2 = i — n, on trouvera
Jo (•— yr‘ * ri« + i-»j
d’où l'on tire, en faisant y = “>
ra r*)r(i-«: •
On a 322
i . i_, . rfa.ro ,
I. Cale, int
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En multipliant par ( el prenant l’intégrale depuis a = o jusqu'il a = x,
un trouvera
f <in r* »— . r:'a)r(<-«) r* o*~
V< (■* — o)1-" J0 (a~zT rc* + » — a) Ja (X — a)' -
En faisant a = xy, on aura
doue
r* tia Ca z—' x*
I , — — î^. / t dz — — r(n)r(i — #t).
Jo (a -z)* a
En multipliant par d% et intégrant par rapport à « entre les limites o el se , on trouve
fr da I L-/q
Jo (* — «)*-• \a — z y
I ÿ! “) aî*"' dx I
J a. IV n 1 P
• J: = Tf/i î Tfi — n ) j 9(a x’dx.
Soit
On lire en dilféfentianl
J?(a) x'da-f(x).
I ®( a ) jjt'"' tlx = f{x), J O
I 9t'a </sc = ru j,
par eouséquent
Jo r{n) r(' -
c'est-à-dire (2U5;
(A) rx)=sinnr f-
Revenons à l’équation proposée
9(a)^ Ç* -1 *' 'dx.
Jo .« - a
QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE
" Théorème de Taylor.
531 . L’étude des intégrales imaginaires conduit à une démonstration du théorème de Taylor par laquelle les conditions d'exactitude et de convergence énoncées (I, 380 sont immédiatement mises en évidence.
Soit f : une fonction de la variable imaginaire s; supposons-la finie, continue et bien déterminée pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur à une limite 1t. On entend par là, ainsi qu'il a été expliqué (I, 380}, que pour toute valeur de z de module inférieur à R la fonction est finie, qu'elle n'a qu’une seule valeur, et que, de plus, pour un accroissement infiniment petit dz attribué à z, le rapport . de l'accroissement de la fonction à celui de la variable est déterminé et indépendant de z.
Soit « une constante de module inférieur à R, la fraction
a, d'après nos hypothèses, une valeur finie et déterminée pour toute valeur de z de module inférieur à R. Le numérateur est en cITcl toujours lini, et, si l'on suppose z = a, la fraction se réduit à ç' * .
D’après cela, l'intégrale
(O j'ïüli-*!*: Hz. '
prise.aulour de la circonférence du cerclé île rayon R ayant l'origine pour centre, est égale à zéro (335 . et Pon a
Les intégrations étant effectuées autour de la même circonférence. Le second
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et par conséquent
sir v — * ?(*!•
L’équation a donne par conséquent
an V — i
Pour tous les points du cercle le long duquel on intègre, le module de z est égal à R et plus grand par conséquent que celui de a. On peut donc remplacer _ ' par la série convergente
et l’équation (3, devient
Si l’on pose par conséquent
l’intégrale, prise le long d’une circonférence pour aucun des points de laquelle la fonction ne devient infinie, est évidemment linie et déterminée, et l’on a
La fonction f'a est ainsi développée en série convergente ordonnée suivant les puissances de «.
La possibilité du développement étant démontrée, la méthode des coefficients indéterminés devient légitime. En faisant a = o successivement dans l'équation ((> et dans ses dérivées prises par rapport à tt, on trouve
' I .3.3. . . tt
cl enfin
(8) ?(«j= ?(«) ■+• «ÿ'(°) ■+• “ ç'Io) ■+■ — *- 7.7737777 **!°! ■+ *
C’est la formule de Taylor qui se trouve ainsi démontrée pour toute valeur de la variable dont le module est inférieur à celui pour lequel la fonction peut devenir infinie ou mal déterminée.
532. La comparaison des équations (5) et f 7 j donno la formule
9"(o; _ 1 r<f(zds
où l’intégration est effectuée sur le contour du cercle de rayon R, ayant l'origine pour centre.
La démonstration précédente suppose que la fonction
ne soit pas infinie pour a = et et que par conséquent la dérivée 9' v. ne devienne pas infinie. Cette condition sera toujours satisfaite, et quand une fonction est bien définie, finie et continue, la valeur de la dérivée est toujours finie.
La série (6j est démontrée en effet pour les valeurs de * qui ne rendent pas 9' % infini. Mais les deux membres de l’équation (6 , sont (I. 207 . des fonctions continues de a et ne peuvent être égaux pour les valeurs de st infiniment voisines de celles pour lesquelles l’exception est à craindre sans l'étrc aussi pour celles-là. Le développement est donc applicable à tous les eus, et l’on en conclut que la dérivée 9'faj ne peut pas devenir infinie.
Théorème (le Laurent.
534. Lorsqu’une fonction devient infinie pour la valeur 2=0 de la variable, elle ne peut pas évidemment être développée en série ordonnée suivant les puissances entières de z, mais on peut quelquefois remplacer ce développement devenu impossible par un autre dans lequel figurent les puissances positives et négatives de a.
Soit 9 '») une fonction continue, définie sans ambiguïté pour chaque valeur de z et restant finie ainsi que sa dérivée lorsque le module de : est compris entre deux limites R' et R”. Soit v. une constante dont le inodtde soit compris entre les mêmes
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limites. I» fraction
e-t finie et continue pour tes valeurs Je : qui correspondent aux points du plan compris entre les deux circonférences de rayon IV et H' décrits de l’origine comme centre. L’intégrale
fi Ls±Z?l’Jjz
a par suite la même valeur quand ou la prend le long de l’une ou de l’autre de ces
rR /•R"
circonférences. En désignant par / et j los intégrales relatives à ces deux con-
tours, on a par conséquent
et, en transposant
I ■ »' ?(»)-?(«) th _ _ r*’ ?(»>- »(») Jz '
f -9la) dz - f 91 *J dz = f îili dz - r
R” étant plus grand que R', le seul point par lequel la différentielle ^ * dz
devienne infinie est intérieur au cercle R” et extérieur au cercle R'. On a par conséquent
<lz — o.
Le premier membre de (11) se réduit donc à an y — i f(«). Pour transformer le second membre, remarquons que pour les valeurs qui correspondent aux points du cercle de rayon R", le module de z étant supérieur à celui de a, on a
Pour les valeurs qui correspondent aux points du cercle de rayon R', le module de s est inférieur au contraire à celui de a, et l’on a
Remplaçons dans chacune des intégrales qui forment le second membre de (11)
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1 par la série convergente qui lui est égale, et la formule devient
II) 1 TT V
i rR i /,R
•+-/ ♦(*)*•+■ l-a; / »|l)rfl + --
La fonction ®(s. °é devenant infinie pour aucune valeur de s correspondant au contour de l’un ou de l’autre cercle, les coefficients de cette formule sont finis et l’on voit que <y(«) est développable en série ordonnée suivant les puissances positives ou négatives de la variable.
La démonstration n’impose à a qu’une seule condition, celle d’avoir un module compris entre R' et R". Si la fonction considérée ne devient infinie pour aucune valeur de 2 de module inférieur à R', l’intégrale
I s—‘<f(t)dz
est égale à zéro, et l'on retrouve le développement suivant les puissances positives de la variable.
Quelques propriétés des fonctions bien définies.
535. La possibilité de développer en série convergente toute fonction fiuie et bien déterminée d’une variable entraîne des conséquences très-importantes dont l’influence sur l’étude générale des fonctions et sur l'ensemble du calcul intégral devient chaque jour plus considérable. *
Nous indiquerons dès à présent quelques-uns de ces théorèmes et dont nous aurons à signaler plus d'une conséquence.
Lorsqu’une fonction f (s) d'une variable z s’annule pour une valeur z — a de la variable, a est une racine de l'équation
et si la fraction
, prend pour z = a une valeur finie, le degré de multiplicité de a est m.
Quand la fonction ç z , est bien déterminée, le degré de multiplicité de chaque racine est toujours un nombre entier.
Décrivons en effet autour du point qui correspond à s = « un cercle assez petit pour que la valeur de j's) relative à aucun point de son intérieur ne soit infinie.
posons
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f|i) = ç(i + : - ot).
Nil
et développons cette fonction suivant les puissances de a — a, nous aurons, puisque
(i3) ç(i) = 9'(a)(* — aH-ç'fa)1--— °! H rf- <?*(a) ~ -*
et la série est convergente (531 , pour toutes les valeurs de z qui correspondent aux points de l’intérieur du cercle. On en conclut évidemment que. si f'(a') n’est
pas nul, a une valeur finie pour z — a, et que a est une racine simple. Si
SX m
vis) • o” ‘ X ' , •
ç'(ar) est nul, . rzî x ** réduit pour z = a à ■ et « est une racine double. Si
ç"(a) est nul, ."~a se réduit pour z = a à et a est une racine triple, lin
général, si les m — i premières dérivées de ç(zj s’annulent pour z = a, le degré de multiplicité de la racine est précisément égal à m.
Il est impossible d'ailleurs que toutes les dérivées soient nullcs à la Ibis, car le second membre de la formule (i3j se réduirait à zéro, et l'on aurait, pour toute valeur de z, f(z) =o.
536. Le théorème précédent, pour être bien compris, ne doit pas être séparé des explications données (I, 373, sur la définition d’une fonction bien définie. On peut aisément former en effet des équations dont les racines aient un degré de multiplicité fractionnaire ou même infiniment petit. Ainsi, par exemple, a. est racine do
et le degré de multiplicité est ^ dans le premier cas et infiniment petit dans le
second. Mais notre théorème ne s’applique plus ici, parce que les fonctions y s — ce et l(z — a) ne sont pas des fonctions bien définies.
537. Si ce,, a,,..., a„ sont racines simples d’une même équation 9(z) = o, ou aura évidemment
<ji( s) étant une fonction bien définie qui ne s'annule pour aucune des valeurs a,, a,,..., a„ de la variable.
Le théorème s'étend au cas où les racines sont multiples, pourvu que l’on rc-(
I. Cale. tnt
garde une racine du degré de multiplicité m comme la réunion de m racines égales entre elles, et le facteur ( x — a\m étant alors remplacé par m facteurs égaux ii x — a.
538. Lorsque la fonction f (zj devient infinie pour une valeur z —a de la va^ rialde, a est racine de l’équation
et le degré de multiplicité de cette racine est un nombre entier. Si nous le désignons par rn, la fraction
aura pour z = a une valeur finie, et par conséquent le produit
?(*)(* — af
prendra lui-mème une valeur finie pour z — a, et comme il est évidemment fonction bien déterminée de z, il sera développable en série convergente ordonnée suivant les puissances de : — a, représentant exactement la fonction pour toutes les valeurs de s qui correspondent à l’intérieur d’un cercle suffisamment petit. Soit
p(î)(ï — a " = A. •+ A,( : — «) -t- A,{i — a A. (i — ap
on en conclura
(s — ajr~' ■
t y zj étant une fonction bien déterminée qui ne devient pas infinie pour z = a.
539. Toute fonction bien déterminée devient nécessairement infinie /mur une valeur finie ou infinie de la variable.
Soit f(s) une fonction bien déterminée et supposons que pour toute valeur finie ou infinie de z son module soit inférieur à une limite finie M.
Décrivons un cercle de rayon arbitraire K ayant pour centre l’origine des coordonnées. La fonction ç (s) est développable eu série convergente ordonnée suivant les puissances de z et applicable à toutes les valeurs (531) qui correspondent à l'intérieur du cercle. Un en conclut (532)
o*(o) i To(z)dz
i.a... n~ asV— i •'
l'intégrale du second membre étant prise le long de la circonférènce du cercle île
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rayon R. Mais on a pour ces points
z = R f cos« 4- v'— i sini») = Ren'-*, itz — v^— i dut,
et la formule (9) peut s’écrire
ill= ' r%(
et puisque par hypothèse le module de f iRe“'“') est inférieur à M, celui de e-nt*y/-i étant l'unité, le module de l'intégrale
/*sir
/ 9 Rr-v^)*— “Ve*
est moindre que
Mrfw = arM,
et par conséquent le module de | ^ " ' est moindre que
et sa valeur est zéro puisque R est arbitraire et peut être pris aussi grand qu’on le voudra. ç"(oj étant nul, la série qui représente la fonction a tous ses termes nuis à l’exception du premier çfo) auquel la démonstration ne s'applique pas, et la fonction est par conséquent une constante. Dans tout antre cas, il est impossible que le module reste inférieur à une limite, si grande qu'elle soit, et le théorème est par conséquent démontré.
On déduit du théorème précédent que toute équation
dont le premier membre est une fonction bien déterminée , a nécessairement une
racine au moins. Si en effet la fonction ç a; est bien déterminée, — — l'est néces-
sairement aussi et il peut donc devenir infini 539), et par conséquent <p z) peut devenir nul.
541. Les racines d’une équation peuvent être en nombre infini, mais elles ne peuvent jamais former une suite continue correspondant il tous les points d’une
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courbe tracée sur le plan. S'il existait en effet une telle courbe, la racine a qui
correspond à l’un de ses points serait évidemment de degré infini, car.
serait nul quel que soit m pour une valeur de s aussi voisine de a. que l’on voudra et correspondant à un point voisin de la courbe qui représente les racines, et cette hypothèse (535 ) ne peut pas être admise.
542. Lorsque deux fondions bien définies <f{z) et ’Sf' z ) sont telles que les équations
'jqz) = o,
aient les mêmes racines avec le même degré de multiplicité, le rapport esl égal à une constante.
Si en effet le rapport n’est pas constant, il est lui-même une fonction bien
définie de z qui doit nécessairement devenir nulle et infinie. Mais cela ne peut avoir lieu évidemment que pour les valeurs de s qui sont racines des équations ( 1 4)* et, pour celles-là, le degré de multiplicité étant par hypothèse le même pour les
deux fonctions, le rapport t- a une valeur finie.
Il faut bien remarquer que le théorème précédent ne s'appliquerait pas si les fonctions f(z) et tj» s) devenaient nulles ou infinies pour des valeurs infinies de la variable. La fonction e* par exemple ne devient nulle ou infinie que pour des valeurs infinies de z, et par conséquent, si l’on ne tient pas compte des racines infinies, les deux fonctions f dz) et e'çfs) deviendraient nulles et infinies pour les mêmes valeurs de =, et leur rapport cependant n’est pas constant.
Série de Lagrange.
5V3. Soit l’équation
(«5) u = x-i-af(n).
Nous avons donné (I, 313) le développement de l’une de scs racines en série ordonnée suivant les puissances de a. Nous pouvons maintenant préciser davantage les conditions de convergence de la série et le caractère de la racine représentée par le développement. Si nous posons u — x= z, l’équation (t5) devient
(il») t = -*-*)•
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Nous démontrerons d'abord le théorème suivant, sur lequel M. Rouclié. profitant habilement des belles recherches de Cauchy sur le même sujet, a fondé une démonstration très-simple et très-nette de la formule de Lagrange.
Si la constante et est telle, que. pour toute valeur de z dont le module est égal à r, la fonction
ait un module moindre que l'unité, et que de plus <f(x -+- z) soit finie et bien déterminée pour les valeurs de z dont le module est inférieur à r, l'équation (iti), où l'on considère s comme inconnue, aura une racine, et une seule, de module inférieur (t r.
Soient en effet s,, s, i„ les racines égales ou inégales dont le module est
inférieur à r, on aura 537)
{17) Z — x <f!x ï) = I*— J, i(z— S,).. . !i — J,) ij-tï), .
<j/(s) étant une fonction bien déterminée et finie et qui ne s'annule pas pour les valeurs de s dont le module est moindre que r.
On déduit de là
(18) / SH - /<{,(*)= Hz - *.) -*- /(* - a.) +. . .+ /(*
et en différentianl
, d xo(x -4- z)\ 1/ 1 1
Zm) — II,
Attribuons à s l’une quelconque des valeurs dont le module est r, ayant par hypothèse un module moindre que l'unité, est déve-
loppable en série ordonnée suivant les puissances croissantes de — *- ~ . et
comme q (x-hs) a été supposé fini et continu pour les valeurs de z dont le module est moindre que r, il est lui-même développable en série ordonnée suivant les puissances de s, et par conséquent
donnera une série ordonnée suivant les puissances entières, positives ou négatives de »,
<!<fs) étant aussi fini ri bien déterminé pour les valeurs de s dont le module est inférieur à r, /^(a; est développable (531) en série ordonnée suivant les puissances entières et positives de z, la fonction dont la dérivée forme le premier membre de (19) étant développable en série ordonnée suivant les puissances de s.
sa dérivée ne contient pas de terme en ' • et le coefficient de ' dans le développement du second membre doit par conséquent être aussi égal h 7.éro; mais z,, s,
zm ayant par hypothèse des modules inférieurs à celui de s, les fractions qui figurent dans le second membre sont développables en séries convergentes, et l’on a
Le coefficient de ^ dans le second membre est donc, égal à m— 1, et, puiqu’il est nul, on doit avoir
544. Les conditions du théorème précédent étant supposées satisfaites, si l’on désigne par z, la racine unique de l'équation (if>; dont le module est inférieur à r, et par F(a--t-a) une fonction bien déterminée, finie et continue pour les valeurs de s dont le module ne surpasse pas r, Ffar-t- z,) sera développable en série convergente par la formule
(ïo)
F(x-4-i,) = F j- ) + - F' x fi x)-td—'
-+- -r—, [F'urWljr ]’ -t- ••••
lIX—' T 1
Puisqu’il n’existe qu’une seule racine z, de module inférieur il r, l’équation (18 ; du numéro précédent devient en effet
/ _ î2i£±fJ] _ / *{,) = / (, - fj ;
d’où, en multipliant par F'(:r-t-sj,
(ai) F'(» ■+■ j)/£i — _ F'iar-t- * )/<|»(a) = F'(x + t)l
Si nous donnons à z le module r, les deux membres seront développables en série ordonnée suivant les puissances de Calculons les coefficients de ^ pour égaler leurs valeurs.
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Le coefficient Je ÿ dans le premier membre provient seulement du terme
r. i T *■ -+• zi |
(»»t F x-t- z I II — T •
car le second terme étant fini cl bien déterminé pour toutes les valeurs de z de module inférieur k z, est développable en série ordonnée suivant les puissances de z.
Le module de *■$— z étant plus petit que l’unité, l’expression (aa) peut s'écrire
— F* • X -h J ) fi X 4- Z f *mt + ~ <j»( X -+- Z )• + • • • j >
et le coeflicient de 4 dans le terme général est 1e produit de ^ par le coellicicut
de z"~' dans le développement de F'tx-hz) ç(x-t -z) "- Le coeflicient de - dans le premier membre de (ai j est donc représenté par la série
(a3) -[yF’l*/? — ^.F':.x(L9(x;]'h
+db£ri*|^+-}
Dans le second membre de (ai) les deux facteurs sout développables, et l’on a
F'(x + Jj/ji — —— (y H ) [V x + y F"(*)-t- F*(x) s J.
Le coefficient de 1 forme la série
qui, puisque le module de z est inférieur k r, est convergente et représente
Telle est donc la somme de la série zi), et l’on a ( ) Fia- -t- z, i= F1 x -+- aF:x) çtxj + F'tx <?:.x ]’-)-•••
-+- -r- F'(*j[9tJrj]*-t
i .2... « ax"~'
Si l'on prend la fonction F(*4 -z) égale à la variable, on aura le développement de x + z,, c’esl-à-dire de la racine « de l'équation (i5), qui se trouve ainsi distinguée de toutes les autres.
Séries trigonométrjques .
Nous avons rencontré déjà plusieurs séries de la forme
A, 4 A, sinx 4- A, sinax 4- . . . 4- A„sinnx 4, . . ,
mais les conditions de convergence et d’exactitude n'ont pas été discutées, et la démonstration fondée sur l’emploi d’expressions imaginaires n’aurait pu être rendue rigoureuse qu’en anticipant sur quelques-unes des théories exposées dans ce volume.
Nous allons reprendre dans sa généralité cette théorie importante et démontrer le théorème suivant :
Une fonction réelle <flx) peut toujours être représentée pour les valeurs réelles de x comprises entre —r. et -t- n par une série de la forme
A, 4- A, sinx- 4- A, sin a.r 4- . . . 4- A.sin nx + ...
4 B, cosx 4- B, cosix 4- • . . 4- B„ cosnx 4-
Commençons par admettre la possibilité du développement, nous déterminerons, dans cette hypothèse, les coeflicieuts des différents termes pour prouver ensuite l’exactitude de la formule obtenue.
Soit donc l’équation
( 25) <j;(x) = A. 4 A, sinx 4- A, sin ax 4 . . . 4 A.sin nx 4- . . .
4 B, cosx 4 B, cosax 4 ... 4 B, cosnx 4 . . . .
Multiplions les deux membres par sinnxdU- et intégrons entre les limites x = — x = !+•», on a, quels que soient les nombres entiers m el n,
I sinitx sin mxdx = u,
| sinnxrosmx dx = o, I sin’nxi/x = r;
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Sift
Ç çf i ) siniu* dx = ït A».
En multipliant les deux membres de (afi. par eus nx dx et intégrant entre les limites x — ■— n, x = -+■ n, on trouvera de même
I ç( x ) COS ne rlx — rr B, .
Le coefficient A„ s’obtiendra enfin en multipliant par iiv les deux membres de l'équation (a5j et intégrant ensuite entre les limites — 7r et -t-rc, on aura ainsi
dx = xts A.,
et par la substitution des valeurs trouvées pour les coefficients, l’équation 'a5, deviendra
(»6) tp{x) = -î- f <flx)dx J-x
-t- i £ sin xj çfxjsin xdx-t- sin j ç(x)sin xxdx -i- •••
-4- eos xi y(x)nosxdx + casxx I <f{x)cos tx dx + ••• I-
546, L’emploi des coefficients indéterminés est une simple méthode de recherche, et il est indispensable de prouver à posteriori l’égalité des deux membres. Remarquons d’abord que les intégrales définies qui figurent dans le second membre
de (aG) sont indépendantes du nom donné à la variable placée sous le signe f :
il est donc permis d’y remplacer x par une nouvelle variable «, et cette substitution permettra de réunir celles-ci en une seule après avoir introduit sous le signe intégral les facteurs indépendants de « qui les multiplient. La formule 'aG, devient ainsi
(*7> ?(■*) = £ f. ?(a)rfa -+- cos(« — jr) -i- eôsa(a — x) ■+■.. . 4- cosnf* — x) -+- ... J-
Pour en prouver l’exactitude, nous allons calculer le second membre et constater que sa valeur est égale à f (x;.
Supposons d’abord que la série qui sous le signe d’intégration multiplie ç (a) dx
I* Cale. int.
soit arrêtée au terme cosn'a — x), on pourra la réduire à l’aide de la formule
connue
sin In -t- - J (a — x)
- ■+- cos(x — x ; -i- cos 2 (a — x) -t- ... -t- cosn (a — x) = ' — — — - j
asm - (a — x) a
et le second membre de 27 , est par conséquent la limite de l’intégrale
sin |n-t-M(a — x)
rfa — -ï
asin - (a — x
lorsque n augmente indéfiniment.
xélant par hypothèse compris entre — n et -f- it, on peut partager l’intégralé «n deux autres, l’une prise entre les limites -*■ n et t, l’autre entre .r et ir; en posant dans la première « = t— a!i et dans la seconde « =«-t-aj3, l’intégrale ( 38) devient
if.
jH ?(x + »?)</?
sinfan -+■ 1) sin gl
' (n -t- t et ^ (n — x) étant l’un et l’autre compris eutre zéro et n, chacune de ces
intégrales 28i, a pour limite ^<p(x), et l’expression (a;)), qui est leur somme, a pour limite irj/x . ce qui démontre l’exactitude de la formule (27).
5V7. Lorsque, pour la valeur considérée de t, of'x} est discontinue et passe brusquement d’une valeur à une autre de telle sorte que, t étant infiniment petit, <f[x — t) et 7 T-t -e; ne soient pas égaux à la limite, la première des intégrales (ag) est le produit de par la fonction flx — a/3 j. dans laquelle on suppose JS — o, et
la seconde le produit de “ par la fonction j (x-t- 2,?;, dans laquelle on fait la même hypothèse; /5 étant positif dans les deux cas avant de s'annuler, on voit que la somme ( agj est égale au produit de jr par la demi-somme des valeurs de la fonction jt, et que par conséquent la série représente dans ce cas la demi-somme des valeurs de <ptx).
518. Le cas où x est égal à l’une des deux limites — rc et -)-n doit être examiné à part. La seconde intégrale est alors égale h zéro et la première devient
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il résulte de la démonstration donnée f286) qu'elle a pour limite, lorsque n augmente indéfiniment,
^ Trfç(7r) -t- çf — ir)]:
L’équation (37) n’est donc applicable aux valeurs limites que dans le cas 0(1 l’on a
• 9(ir) =**(-*). .
Il était évident d’ailleurs à priori que dans toute autre hypothèse la série prenant la même valeur aux deux limites j- = — - jr, x = -t -s, 11e peut dans ce cas représenter la fonction. Elle représente, on le voit, la demi-somme des valeurs correspondantes à ces limites.
5V9. On pourrait, dans la démonstration précédente, substituer aux limites — j: et -+- rr deux autres limites « et a -t- an différant de air. La série représenterait la fonction entre ces deux limites, qui seraient alors celles des intégrales qui expriment les coeflicienls. La fonction étant arbitraire, on peut la supposer nulle lorsque la variable varie entre certaines limites et restreindre les intégrations qui servent à exprimer les coefficients aux limites arbitraires a cl b entre lesquelles on veut représenter la fonction, la différence de ces limites étant nécessairement moindre que 27t.- Pour les valeurs de la variable comprises entre b et a -t- arr, la série sera alors constamment égale à. zéro.
Il est évident, enfin, que pour substituer aux limites — n et + ir deux autres
limites — a et -t- a, il suftit déconsidérer'"' comme étant la variable; les termes
de développement seront alors de la forme A, cos et I5„sin ""* > et l'on aura
?(■*■)= - J' -t-^cos ni£.Z.*) r |,
où l'on pourra enfin, aux limites — a et -+- a, substituer deux autres limites quelconques dont la différence soit égale à aa.
550. Lorsque la fonction 9 (<r) est impaire, c’csi-ii-dire quand on a
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est égale à zéro. Les coefficients îles cosinus sont donc nuis dans le développement, et la série ne contient que des sinus. On voit de même que le développement d’une fonction paire ne contient que des cosinus.
551. Développement de ^ x. — La série qui entre les limites x=~ tt elx—-+-n représente ' x, ne doit contenir : 550; que des sinus.
i x sin/i-r dx — ( — i )* — t J—Tt »
et par conséquent
- x — siiu sinax + = sin3x — -, sinjx -i- •
Pour x = tx, le second membre se réduit à zéro. Il représente en effet (548; ' (— ir -t- w et l’équation (3i) n’est pas exacte.
En changeant x en n — .r, on a
rr — x -= sinx -4- - sinax -t- ■= sîn3x -t .
et en ajoutant membre à membre
^ z — » ( stnx -i~ j sin3x -t- ^ sin5x -t-> • • j ■
Cette équation suppose x et t: — x compris tous deux entre — ir et -t-rr; x doit donc être compris entre zéro et ir sans atteindre l'une des deux limites.
Pour obtenir directement l'équation (33), il suffit d’appliquer la formule générale de développement à une fonction tf'x, égale à pour x compris entre zéro et -
et à — - pour x compris- entre — ir et zéro.
552. Le développement trouvé (551) est le seul de cette forme qui entre les limites — jt et -t-tr puisse représenter x, mais on en peut former une infinité
d’autres qui représentent celle même fonction dans une partie seulement de l’intervalle.
tin supposant par exemple ç(x; = ' x lorsque x est compris eutre — - et -+-
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et y(x') = o lorsque x est compris entre — r et — ^ ou entre “ et r, on trouve
(34 - = ' (sinx — 1 sin3x-t- sinSx — sin^x h ]■
Si l’on lait x = le second membre devient a
Il représente la demi-somme des valeurs ^ et zéro, c’est-à-dire et l’on a
TT* 111
comme on l'a trouvé (I, 414.
Supposons 9 (x) ss ^ lorsque x varie de zéro à «, <p{x) = 2 lorsque a: varie de a
à 7t — a et ç»(jr) = “~-x quand x varie de «— a à r; ajoutons enfin que l’ou suppose la fonction impaire et l'on trouvera aisément
o x . = - | sinx sina -+• - sin3x sin3a -+- -i sin5x siiiSa +
Si l'on fait x = -> ou a
- = - (sina — - sin3a -+- -= sin5« -I — •)>
2 fi \ g 25 J
ce qui s’accorde avec la formule (3/j .
553. Pour représenter la fonction ^ x par une série qui ne contienne que des cosinus, il suffit de supposer y(*) = ^ .r lorsque x varie de zéro il r et ç(xj = — 1 lorsqu’il varie de — r il zéro. On a alors
et tous les sinus disparaissent du développement. On trouve alors
,,, x r 2/ cos3x cos5x cos(2n-»-i x \
(35) cosx -4- ! H 1 J 1 )•
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Si l’on fait x = o, on retrouve
TT = I 'h r -y
55 i. Développement de si n Mtr et de cosmx. — On trouve aiscuient, n étant entier et m quelconque,
/** . . , minlmt: -n**1
I si noix siu iix dx ~ -,
n1 — ni'
si noix cos «x - o.
On en conclut (36) s
I si
•> . / sinx asinvix 3sin3x \
: — - sinmr — , — — - -t ) ■
r. \ i — m1 4 — ni’ 9 — ni’ ]
On trouvera de même
„ i l i m cosx nieosix ni cos 3 x \
(37) cosnix = - sinnir | - ■+• , — ,-- - . -t- . — ...).
1 " r. \i.m i — ni' 4 — m o — ni* /
Dans cette dernière équation on peut supposer x = -, car la fonction a la même valeur aux deux limites x = — n, x = ît, et l’on a par conséquent
cot ni
_ i / i m m ni \
" r Vani i m' 4 -m’ «i — ni'
555. Développement de e** -t- c”. — Dette fonction étant paire, son développement ne conticut que des cosinus. On a
. 2 SC COS n 77
-+- e~ml COSHX dx ~ , *?** — e~*' ,
et
7 m ( ' X COSX «C0S2X \
Z 1 -r a 4 -ha* /
On trouverait de même
. sinx -isinix 3sin3x > ' i -t- oc 4 + *' 9 ■+■ a'
556. Développement de cosx. — Considérons une fonction égale à cosx lorsque x est compris entre zéro et a et à — cosx lorsqu’il est compris entre — ~ et zéro. Cette fonction étant impaire, le développement ne contiendra que des sinus. Si un
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XK
J" <f'x{ sinnx i/x — ij eosxsin nxdx.
Cette intégrale est nulle si n est impair, et égale à a” j si n est pair; on en conclut
(40 eosx = ^ sinax ■+■ 3^5 sin4x 4- g— sinGx +
557. La formule (.27) (546 contient implicitement le développement de toutes les fonctions eu séries ordonnées suivant les sinus et cosinus des multiples de la variable. Dans certains cas cependant il est plus aisé de trouver directement le développement qui fait connaître alors la valeur des intégrales qui représentent les cocftioicnts.
Développement de /sinx. — On a identiquement
cosx = cosx — cos3x 4- cosîx — cos5x 4- cos5x — C0S7X 4- ros7x — . . c’est-à-dire, en réunissant les termes deux à deux.
cosx — asinx sinax 4- si«4x 4- . . . 4- sinanx 4- e'osfan 4- i)x, et par conséquent
cosx , , cos’in4-i x
= a sin?x 4- * sinix 4- • • • 4- a smjnx 4 — •
sinx smx
Multiplions les deux membres par dv et intégrons depuis la limite x jusqu’à la limite - • nous aurons
— / sinx = ; t 4- cosax) 4-
eosa n n
(- \ + cos4x) 4- (5 4- î cos3x)
ros a « -f- 1 x
on a
Si dans cette équation on fait croître n indéfiniment, en remarquant que
‘ 1 cos ii n -4- i)x
, . , cos4x cos6x
/sinx = — /a — eos ix — — —
• — Iim.
dx,
roe
l'intégrale
COS î» -+- I X
tir
a pour limite zéro. On peut la partager en effet en intégrales partielles prises entre des limites telles que les éléments soient alternativement positifs et négatifs, et la différence de deux éléments consécutifs est infiniment petite par rapport h la somme de leurs valeurs absolues. Or la somme de toutes les valeurs absolues est finie, car elle est moindre que
dx sin x
.L'intégrale (4a) a donc pour limite zéro, et l’on a enfin
(43) fsinx /a — eosax — jj cos4x— ^ cos6x — ■ • •
Cette formule se trouve démontrée ainsi pour les valeurs de x comprises entre .zéro et -i mais elle est évidemment exacte lorsque x varie de ~ à ît, car le second
membre ne change pas non plus que le premier quand on y change x en n — x.
La comparaison de l'équation (43) avec le théorème (545) donne aisément
Jl Sinxdxrr — - fa,
I cosanx /sinx dx — — ■
Jo 4»
558. Développement de — M. Kummer a très-élégamment associé la mé-
thode des coefficients indéterminés avec l'emploi des formules générales pour développer fr'x) en série ordonnée suivant les sinus et cosinus des multiples de airx. Posons
(46) /T(x) = A, -+- aA.cosacx-i- 3.A,cos4t:x -+- . . .
•+• iB, sin itjr -4- a B, sin 4rrx + . . . ,
la formule s'appliquant f 549 ) aux valeurs de x comprises entre zéro et l'unité. On a (295)
(4;) /T(x)-i-/r(i — x) = /r(x)r(i — x) = /a!t — /(asimrx).
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D’ailleurs 557
(48 — /aslnsar 1= eosarx -t- — cos4?:x -i- 4 cusôkx -+• ■ • ••
En remplaçant lY'x et /r(i — x par leurs développements déduits de ( iti) cl /2sin7rx par la formule |8 j, nous aurons
a A, -l- 4 A, eosanx -t- |A, cos 4 *■* -r • ■ ■
— fan ■+* cosarx-j-, cos.inx H - cosnrx-f-
d’où l’on déduit
A. -/ as, A. ; ■ a
Les coefficients des cosinus étant connus, nous aurons recours, pour calculer les autres, à la formule générale 519
On a '314,
par conséquent
H„ — I /r xjsinannx dx.
Jo
,r"*=jL' (t—ï" i
L- n*} 4/i‘r. ’ *«nj h
anr,/„ \i #* / /
KM
Si l’on fait n = i ,
et
™Jo \' + <’ ) <
c'est-à-dire 2 VI)
■a TT
et tous les coefficients B„ se déduisent par conséquent du premier B,
B, lui-même peut se déduire d'une intégrale dont la valeur numérique trèsexactement calculée joue un réle daq^ plusieurs recherches.
Posons
C = j' ™ j ~ = o,577ai5664(),
nous aurons, d’après la valeur de B,,
a TT ar Ja I -4- !
'Il
c'est-à-dire (2VI)
th
ar as air JQ 4- /’ i + tj t
Mais l’intégrale qui forme le dernier terme du second membre est égale à zéro; si l’on y change en effet t en j-> elle se transforme en une expression identiquement égale et de signe contraire qui doit lui être égale.
On a donc enfin
an a -
/ r{ x) = ^ / ( t* ar ) + - cosairx -l- ^ cos4ttx -+•
-4- ^ (C -t- /an} ( sinarx -t- ^ simjnx -+- • •
-t- - ( /i sinarx 4- 1 /a sinqTtx -t ^ 13 smiCttx -+-■•• J- 559. On peut aisément rattacher à cotte formule la propriété de la fonction r(jc
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démontrée 289 et '303). On a, comme on sait, lorsque l’entier k n’est pas un multiple de n,
cosaAjrx 4- cosaAr |
• 4- cosaAz |
sin aAzx 4- sin a kr. \
• 4- sin aAn j
Si l’on suppose A — un, tous les termes deviennent égaux, et l’on a ■ cosaArrx -t- cosa Ai: ^x 4- j j 4- • • • 4- cosaArr^x 4- — \ =. a cosa Arx,
sin aArrx + sin a An ( x -t- ^ 4- ••• -t- sin -«Ait ( x 4- " ^ — nsin aAcx.
Cela posé, en remplaçant dans l’équation (4<)) x para-, x 4- ^ ■ x 4- ■ i x -t- " ^
et ajoutant les résultats, on trouve
(5oj /r(xj + /r(x + j) + — ^/r(x4-"--')
i . i /cosa nr.x cos4«t:x cos6/i7rx
— n tir. -4- n •+• — -t- =
a a \ n an 3 n
n . , /sin a /ira* sin4«~a* sinô/trr \
-4-~(C + /ar h f- 5 1
« / In . Izn . , \
I smanrar-i smi/irx
qui s’applique lorsque x est compris entre zéro et 1 • afin que a*, x-t- 1 «.
x-b- ----- soient tous compris entre zéro et l’unité.
Si de l’équation f 5c» on retranche IT(nx) développé au moyen de la série ' '19,. on a
/r(x) + fr|i+ij + — ^/r^x 4- " ^-j — irinx) tn i
= -(ii-i)/îïï4 ( sina/irx 4- - sininirjr -+- • • a r > 2
c’est-à-dire { 551
/ ■ — — - — - ( /i — t) tir. H — (1 —
T{nx)
- ( 1 — an x) /n,
îtKI
et
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Digression sur tes fonctions nommées Y„.
560. La fonction qui représente l’unité divisée par la distanee de deux points joue un grand rôle dans un grand nombre de problèmes de Mécanique. Kilo contient évidemment les coordonnées de ces points et peut s'exprimer par exemple au moyen de leurs coordonnées polaires p. 9, «J», p’. 5'. «j»'. La distance r de deux points ainsi définis est donnée par la formule
r’ -- o’ •+■ p'* — app' ros V.
Y étant l’angle des deux rayons vecteurs. On a d’ailleurs
rnsY cos 9 cos 9’ •+■ sin9 sin9' cos( 'i — )•
et par conséquent
' I p’’ — *pp' cos 0 cos 0' + sin 9 sin 9' cos ni — «j»' ] -t- p’ ; 1
Prenons pour unité la plus grande p' des distances p et p', on aura
!t — ap 'cos9 cos9’ -t- sin9 sin 9' eos -i — -y ï] 4- p’! 1
Cette expression peut se développer au moyen de la série étudiée fl, 354). et l’on aura
P„ étant ce que devient X„ quand on y fait
x = cos 5 cos 5' -+- sin 9 sin 9' cos $ — 'J/r.
561. Le coefficient P„ est une fonction entière et de degré n de cosS, cos9", sin9. sinî' et cos'-)/ — •■}■' . Considéré comme fonction de 5 et «le ÿ seulement, il satisfait à -une équation différentielle que nous allons former.
En nommant .r. y, x', y'. z‘ les conrdonnt'es rectilignes des deux points cou-
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sidérés, on n
On on déduit, aisément
et en posant
p-t-tr— r* »’ + (* — *' ’
d' - il' d' r r r
dx' ~t_ dr‘ ^ dz'
x — a sin 9 ros^, * > — j» sin 9 sin <|i.
i a ros 9,
Ml
cette équation dpvient 'I, (82;
-, \ AT. + <’olî — 7 J fi’ \ d 0 a 9 /
<5a> p \WF col°
! 7 ai “H ,
p'Mirv dp* p <to
En multipliant cette équation par p* et remplaçant ' parson développement ffit .
l’équation obtenue ayant lieu quel que soit p exigera (|ue le coefficient de chaque puissance de p soit nul. On aura ainsi
rf'P.
rf9-
cot
rfP„
sin'9 rfiji'
que l'on peut transformer, en posant cos5 = ;x, en .T , rfP.I rf’P.
T'-" rf.ol 7*- „
du
La fonction P«, qui satisfait à cette équation, est parfaitement définie et ne conserve rien d'arbitraire, mais elle n’en est pas la seule solution qui soit une fonction rationnelle et entière de degré n de cos0, sin5 cosiji et sin§ siniji. La solution la plus générale de cette forme, et dont P„ n’est qu'un cas très-particulier, a été nommée par Laplacc la fonction Y,.
Commençons par prouver qu’une telle fonction existe en en donnant la forme générale.
Si l'on pose en effet
l." = x xy -4- JJî ",
en supposant
on aura évidemment
d' U rfH I d' U _
dx* + dy< ~ ~d:‘ ~ o;
et si l’on pose
ar = pcosfl, y — psînS cos|, s r= pslnfl sin^.
la fonction transformée sera le produit s" par une solution de l'équation '53), et la somme de an -+- i lermes pareils multipliés par des constantes réelles ou imaginaires satisfera à la même équation et pourra être prise pour expression générale de Y„.
502. Les fonctions Y„ jouissent de deux propriétés importantes dont se déduit la possibilité d’un développement en série souvent employé par les géomètres et qui doit trouver place dans ce chapitre.
Y„ d’après sa définition, est une fonction homogène et de degré n des trois quantités cos5, sin5 cos-ji, sii>5 sin^et le produit (" Y. satisfera il l’équation (52),
dont le premier membre en effet, quand on y substitue ce produit à -» devient le
produit de p"~’ par le premier membre de l'équation qui définit Y,.' Si donc on pose
V = peY.,
la fonction Y, exprimée en .c, y, z, satisfera à l'équation
<lx‘ + dy ! "+" dz’ ~ °‘
Appliquons le théorème de Green (503) à cette fonction Y et à la fonction '•
qui représente l’inverse de la distance du point dont les coordonnées sont ar, y , z, à un point A situé dans l'intérieur d'une sphère de rayon K, nous aurons
dx' dy T dz 1
et. en avant egard aux équations (55) et (56 .
L’intégrale qui figure au premier membre étant prise pour tous les éléments de de la surface de la sphère de rayon K et Y, désignant la valeur de la fonction Y au
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point A, on a, d’après la valeur de V,
On a donc (58)
Mais, en développant j en série, la formule (Si, dofme, en désignant par a la distance du point A au centre.
D’ailleurs /h est la dérivée de ( lorsque 0 cl t| >, qui figurent seuls dans P„, restent constants, et l'on a pour les points de la surface sphérique
r P. a<iP,
dn R> R7 S^> '
L'équation (58j devient donc, en remplaçant V par sa valeur »" Y„ et de par Ra sin5 dO dÿ,
4ir«‘V’ = R* / J Y„ RJ slnOd®di|( ^ j
- R" / | I ' > 11 2j ~R- +2j R" IsinO </8 i/ij;,
et, en égalant les coefficients des mêmes puissances de a dans les deux membres,
(59) 4*Yi = (»« -t- 1) IJ Y, P, sinü</9</i}>,
Y’ étant ce que devient la fonction Y„ quand on y remplace 6 et <4 par les coordonnées 0' et t|»' du point A qui figurent avec Oc 16 dans l’expression de P., et les intégrations s’étendent h toute la surface de la sphère, c’est-à-dire aux valeurs de 5 comprises entre o et r et à celles de entre o et an.
Slt
Développement d'une Jonction de deux variables.
563. Toute fonction <le deux variables 0 et <j< peut être représentée par une série de la forme
Y„ désignant une fonction hoyiogëne de cos 5, eos5 cosiji cl sinO simji, qui satisfait à la condition énoncée plus baul.
La série est toujours convergente et le développement s’applique aux valeurs de 5 et de i{i représentant toutes les directions.
Ou a donné de ce théorème un grand nombre de démonstrations; la suivante, due à M. Darboux. nous parait de beaucoup la plus simple. Commençons, comme nous l’avons fait ( 5-i5 . par admettre la possibilité du développement, et aptes avoir cherché l’expression du terme général Y„, nous prouverons que la somme de la série représente bien f (0, .
Multiplions les deux membres de 6i par P„ sin5 d'j dty el intégrons entre les limites zéro et n pour 5, zéro el sr. pour P„ désignant ce que deviènl la fonction X„ quand on y remplace x par
eosS rosi' -t- si n 6 sin 6' cos( <[> — },
nous aurons, d’après les équations (Sg el Goj,
et celle formule fait connaitre Y’ , c’est-à-dire ce que devient Y„ quand on y remplace 6 par 5' el t}< par i|/; on aura par conséquent Y„ en changeant dans le premier résultat 5 et en 5' et et réciproquement. La série Gi devient ainsi
1 ~W Jo
sinO’ i/5' Ç
P.o 9*. it'jdif'.
Nous allons déterminer la somme des n premiers termes cl montrer que. n croissant indéfiniment, la limite de celte somme est eu elfèl f 5, | .
Les variables 0 et ^ peuvent être considérées comme des coordonnées polaires déterminant la position d’un point sur une sphère de rayon unité, 0 désignant la distance à un pôle lixc et <ji l’angle formé par le rayon vecteur 0 avec un arc de cercle fixe passant par le pôle et pris pour origine.
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Changeons de coordonnées et prenons pour pôle le point de la sphère dont les coordonnées sont 9 et <j/. Soieni 9, et tj., les coordonnées nouvelles qui remplacent 9 et 4-- On a évidemment
cosS cosé' -+- sin 9 sin 0' cos( 'J. — A' ) - rosé,.
De plus, l'élément de surface sphérique sin V dV dÿ sera remplacé par sin9,<f9, dty,, et l’on aura
(63) rr PM sinO' b{Q\ <]/ ) dV dty LT P.(cos9,)v(9„ -iiî sin 9, i/S.f/ij'.,
P„(cos9, } étant ce que devient X„ quand on y remplace x par cos9,. En effectuant . l'intégration par rapport à et posant
Ç 9(9,, •{'.Jdij., = •xr. F(cos4,),
en sorte que F l' cos 9 , ) puisse être considéré comme la valeur moyenne de ?f9,, i}>,) sur le cercle situé à la distance 9, du pôle, l’expression (t>3; devient
cos 9,) F (cos 6, } sin 9, <I0„
et, en posant eos9, = .r.
X, F ( x ) tlx .
La série (>a( est par conséquent réduite à
Lj ' F(x)f/x[ X.-t- 3X,-t-. .. -t- (•*»-*- i) X„|.
c’est-à-dire fl, 358
~Sx
dx
et c’est celte expression dont il faut chercher la limite lorsque n croit indéfiniment. On a, en intégrant par parties,
fn x)Jx ('-g” + d ) - i F( 'M X- + > - ; f F'(at) dx(X.+ X„, }.
Aux deux limites x = — i et x = + 1 , X„ et X*„, deviennent respectivement (— i)" (-t- i}* et (— i}"+l (+- 1 j"-+* , le terme intégré
I. Cntr. inl. (j
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donne done entre les deux limites
lF(.)(. + i)=F(i),
Quant il l'intégrale
f ' F'x 'X.-rX,., <tx,
elle tend évidemment vers zéro, puisque, lorsque n augmente, X. tend vers zéro pour tonte valeur de .r (522;. La limite de (6/j est done enfin F i . e'est-i»-dire
pour cos9, ■■= i, c'est-à-dire 9, =o; mais, pour 9, = o, la fonction ç 9,. iji,) est indépendante de ij< et devient précisément la valeur de ç. ; 5', Y correspondante à la nouvelle origine, dont les coordonnées primitives sont 5 et i|<. L’intégrale
i*J0 ?!î" +,)rf+'
se réduit donc à celte valeur de y 9, tj>), qui représente par conséquent la somme de la série.
Développement d’une Jonction d’une seule variable.
564. Pour appliquer les formules précédentes au développement d'une fonction d'une seule variable, il faut supposer que la fonction <s 9, devienne indépendante de ^ et ne contienne que la seule variable 9. Désiguons-la par ç 'eos9 t, on aura
(65) 9(cos6) V.-t- Y, -f- Y, -t-. . . -t- Y, -t-. . . .
Les fonctions Y„, Y, dans ce cas. dépendent de la seule variable 8: on
a en effet f 563 )
Y. — — ^ ‘ J J' V (cosS'J sioO'ï/O' d’V P,.
P, désignant une fonction de la somme
cosO cosfi' -+- sin 8 sin6' cos( ^ — JL ).
Or l'intégration par rapport à Y donnera un résultat indépendant de ijé, parce que
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l'on a, quelle que soit la fonction F (cosij> — i|/),
F cos( ij» — y)] </i{. -- / F(cosu)</u = j F i eus II } (ht ;
car les éléments de l’intégrale correspondant aux valeurs de la variable comprises entre o et <j/sont évidemment les mêmes que ceux qui correspondent aux valeurs comprises entre 2 ?r et a k -i- i|>'.
L’équation différentielle qui définit Y* est, en pusanl eosû = x.
tix d il1
dx 1 — x'
Elle se réduit, lorsque Y„ est indépendant de <[1, à
</( 1 — x’ dx
dx
On peut trouver aisément la solution générale de celle équation. On y satisfait (I, 357; en posant Y„ = AX„, A étant une constante. Pour trouver la solution la plus générale, posons
C-*’)*- dx
,, dX. v
dx
J dx^°’
c’est-à-dire
dx
dx
dx
~xT
dx ~~ "• Xj(i — *)■’
v~c~cfï!ir-x)-
DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL, et la solution de l'équation (66) étant VX„. la seule solution entière et rationnelle en x est évidemment G'X„, en sorte que le développement (65; devient, en posant cos û = x,
dont la possibilité se trouve ainsi démontrée.
Pour calculer le coefficient A„. multiplions les deux membres de 67 ; par X„t/x et intégrons entre les limites x = — 1 , .r = -+- 1 .
Nous avons i'529j
(68) j X,X„tlx o.
On déduit d’ailleurs aisément de la formule (60;, en y supposant Y* = P„. 5'=o, <j/ = o,
(6r)) ( X4 dx — — -1— i
et par conséquent
A » — j X.o(x) dx.
565. Le développement qui nous occupe jouit d’une propriété remarquable. Dans la série qui représente ç 'x . un nombre quelconque n de termes, pris à partir du premier, forme un polynôme Z qui, parmi tous ceux de même degré, donne à l'intégrale
une valeur ininiuia.
Pour le démontrer, cherchons directement à déterminer Z par la condition de rendre l'intégrale 70] ininiuia. Il faut que la dérivée de U par rapport à chacune des constantes qui entrent dans Z soit égale à zéro, ou, ce qui revient au même, en nommant dZ la différentielle de Z prise par rapport à ces seules constantes, on doit avoir
171; J ZjoZe/x — o.
Or, quelle que soit la fonctiou Z, ou peut la mettre sous In forme
Z t,+ VX,+ .. + J,\..
LIVRE SECOND. - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS. SID
A., A,,..., A„ étant des constantes convenablement choisies, on a alors
et comme <?A„. t?A, c?A„ sont arbitraires, l'équation (7 1 j exige que l'on ait,
pour toute valeur de /> non supérieure à n,
Z; X,rf.r o,
et en remplaçant Z par sa valeur et appliquant la propriété exprimée par les équations (68) et ' G«> , on en déduit
£ ,ip\ , V
et l’expression de Z coïncide par conséquent avec les « premiers termes du développement.
('et élégant théorème a été énoncé pour la première fois par M. Plarr.
CHAPITRE VIII
lNTfXiRABlLlTf: DES FONCTIONS DIFFÉRENTIELLES.
Intégration des différentielles i/ui contiennent /dusieurs variables indépendantes .
566. La différentielle d’une fonction de deux variables x et y est de la forme li) Mdx ■+
51 et N désignant des fonctions de x et de j. Intégrer l’expression ij c’est former la fonction dont elle est la différentielle; le problème se ramène aisément, quand il est possible, à l'intégration des fonctions d’une seule variable, mais il ne l’est pas toujours, et il existe une condition d’intégrabililé que la méthode même d'intégration va nous faire connaître.
La différentielle
M dx -t- N dy
étant donnée, la fonction primitive F, si elle existe, doit avoir pour dérivée par rapport à x le coefficient M de dx. Posons donc
on en déduit (3
M dx 4- i|/ ! y .
x. étant une constante arbitraire et <}■ y) une fonction de la seule variable y qui doit être déterminée de telle sorte que l'on ait en outre
dy
Cotte équation 4 . devient, en ayant égard à 3 .
dx •+ <V y).
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c’est-à-dire
« +"r' = N — £ d™. dl-
et la condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse en déduire i) >'y , est évidemment que le second membre de (6 ne dépende que de la seule variable y, c’est-à-dire que sa dérivée par rapport à x soit égale a zéro; on obtient ainsi pour la condition d’intégrabilité
JN JM
dï~dr=°-
En la supposant satisfaite, l’équation (6 devient 8;
ou. en désignant par N0 ce que devient N quand on y fait x = x„,
9 sf>' ,jr) — N — N-MaR,;
d’où l’on déduit
et
+(r>= / N.rfy + C F f Mdx +/ N. </>• +- C.
Celte équation io donne la solution du problème et F est l’intégrale de Mdx + Ndy lorsqu'on suppose toutefois la condition d’intégrabilité satisfaite.
5(57. La méthode précédente s’étend aisément aux différentielles qui contiennent un nombre quelconque de variables indépendantes. Soit à intégrer
ii Mdx -4- Ndy -+- Prf;,
l’équation
équivaut à
dF — Mdx ■+■ N J>- P dz
dx
JF
De la première des équations i i on déduit
'4 Fsf Mlfe+Oil'.i,
et celle expression de F. dans laquelle çj^v, : est une fonction entièrement arbitraire de j et de z, comprend toutes les fonctions dont la dérivée par rapport à .r est égale à M.
Il faut, si cela est possible, déterminer ç de manière à satisfaire aux deux dernières équations fil;, et l'on doit avoir
. f* d M . dz
N J,. dr'h+dr'
. ilr + ; i d; dz
c'est-à-dire ■ 5)
*•' (/M . dz dr <lx' dz
dz
L*a condition nécessaire et suffisante pour que ees équations soient compatibles est que les seconds membres étant des fonctions de yel de : seulement, satisfassent à la condition trouvée 566 , c’est-à-dire que la dérivée du premier par rapport à z soit égale à celle du second par rapport à x. Pour que les seconds membres dépendent de y et de z seulement, il faut que leurs dérivées par rapport à .r soient égales à zéro, et l’on trouve ainsi
,b dx ~ dy'
d P rfM
1 ’ dx dz
Ln remarquant que Jy(h = (/. (/).<
la troisième condition se réduit à
d N ./P dz ~ dy ’
cl les équations fit* ,17 . f 1» 1 expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que l’expression (11 soit intégrable.
En les supposant satisfaites, on a
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N», et P„ étant cc* que deviennent N et P quand on y remplace x par x, : les équations ( 1 5 ; deviennent alors
d’où l’on déiluit 566
> — | N»<(r+ f t'-.»// c +tH •'>. J*.
P„ , désignant ce que devient P„ quand on y remplace y par y,, et l'on a enfin, en se reportant à l'équation (i4).
F = j' M Jx •+■ J H.dy+f V. ,.d;.
Si la différentielle donnée était
X, Jx, + X. f/.r, -l X, Jx.,
la condition d'inlégrabilité qui s’obtiendrait exactement de la même manière serait exprimée par l'équation
JX ,
Jx,' Jx, ’
qui doit être satisfaite pour toutes les valeurs des indices < et <\ et l'intégrale, lorsque cette condition est remplie, est exprimée par la formule
X,Jx,-b r*‘xrJx,+ ...+ f "Xî-'rfi. + C,
* j J *-rM
ar®, 4-5 j® étant des constantes arbitrairement choisies, et XJ, XJ1’,...,
X® ““““ ce que deviennent les fonctions X„ X, X„ quand on y remplace x,
par x”, x.t par x° x„ par .v".
569. Lorsque les coefficients des différentielles arbitraires, au lieu d’être donnés explicitement, sont définis par des équations non résolues, les conditions d’intégrabililé prennent une forme remarquable dont nous aurons à faire d'importantes applications.
Soient d’abord deux équations , . .
(ao F.{ q„ g„ p„ pi) = o,
(ai' F>(Ç.. p> =0.
Cherchons la condition pour que les fonctions />, et pt que l'on eu dpdnit soient
I. Cuti-, inl
telles, que
/», </</, -t- y», dq,
soit une différentielle exacte.
O11 déduit de 20
et (21 , en les differentiant par rapport
r/F', r/F, dp, ^ r/F, r/p, _ ^
rfy, r/y», rfy, rfy», rfy,
r/F, r/F, rfp, r/F', r/p,
rfy, rfy», rfy, dp, dq,
rf F’, rf F’, dp, d F', dp,
t/y, dp, dq, dp dq, *
r/F; dp, dp, r/F, r/p, _
r/y, dp, dq, dp, dq, ~
(as) et (s4) donnant la valeur tle ’!j-\ et a3; et 1 a5 crlle de 'lJ>\ et l'on a
r/F, (/F; r/F, </F\ r lp, _ t h J, dp dq, dp,
dq, r/F', r/F- r/F', rf F',’
r/y», r//l, r/y», dp
rfp, _ r/ry, dp, dq, dp,
dq, ~~ r/F, r/F', _ r/F', r/F',’
r/y» , dp, dp, dp,
et la condition d’intégrabililé est par conséquent
r/y», r/y, t/y, t/y», r/y», r/ry, r/y, r/y»,
570. Considérons le cas plus général où les fonctions /»,./>, p„ sont définies
par n équations qui les lient aux variables indépendantes y,, y, y.. Soient
(*•) • çlfli, y»- • , y.. p>, p p.) = o.
deux de ces équations.
La condition d’intégrabilité exige que l'on ail, quelles que soient d'ailleurs les n — 2 équations adjointes à f 27 et ( 28 ),
r t J il 'Il dq r/y d y ,/■}, r/-, d J, d y r/'l r/y r/ y
r/p, rfy, dq, dp, dp, dq, dq, dp, dp, dq, dq, dp.
En désignant en effet par i et t deux des indices 1 , 2, 3,. . ., «, on trouve, en diffé-
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rentiant l’équation 137; par rapporta q, et l’équation par rapport à q
do V do dpi
1 + ; r r =°' diji £4 djn dq,
d-\, + ypd,, j =o
. «7» ému dpi <l*i a
En multipliant l'équation f îo par ^ et 1 3i par ^ , et faisant la somme des résultats obtenus, en donnant k i dans le premier produit et à k dans le second les valeurs successives 1, a, 3 n, nous aurons
y y" dty J 9 dpt y dty d ?
smU dp, dpi, d*ji ^ dpi dqL *
ici lit II
\ Y f/+ ifi Jx" d* (/+ „
_ tfp, dp, dq, </y n i/i/i
k = I l=| kszt
En retranchant ces tégrnhilité connues
il reste (34)
équations l’une de l’autre et ayant égard aux conditions d’in-
dp, dpi
dq, ~ dq,'
^ du d’Sf du d'Sf ^
_i dpi dqi dq, dp,
ce qui est précisément l'équation (19).
Lorsque n équations sont données entre les fonctions p,, p, p„ et les variables q„ 1 y, q„. l'application du résultat précédent à ces équations considérées
lieux à deux fournira des conditions en nombre égal à celui des conditions d’intégrahilité et qui peuvent les remplacer.
57 1 . Dans les questions que nous venons de résoudre, les variables qui figurent dans la différentielle donnée sont supposées indépendantes. Dans un grand nombre de cas, on est conduit à considérer une expression de la forme
Xdx + \dy+ Idt,
dans laquelle v et : sont des fonctions de x. L’expression peut être mise sous la forme q x d. r; elle est toujours intégrable, mais à la condition que y et s soient effectivement donnés en fonctions de x. Si l’on se borne à dire qu'ils en dépendent
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sans dire suivant quelle loi, l'intégration ne peut a' effectuer que si les conditions
d'intégrabilité trouvées (5(57 . sont satisfaites.
572. On peut généraliser le problème et chercher la condition pour qu'une expression de la forme
(35) s ï ,y, y' 'far.
dans laquelle y désigne une fonction de .r et y' la dérivée dey, soit intégrable sans qu'il soit nécessaire de particulariser la fonction v.
Soit F .r, y) l'intégrale, on a
ici , /</F »/F A .
,/F(jr-^ = (s +
Pour que celle dilïéren licite soit égale à f 35;, indépendamment de toute hypothèse sur la forme de y, il faut que la fonction s soit du premier degré en y'. En la représentant par
on doit avoir
fli
il F
et par conséquent F est l’intégrale de M dx -+- N dy qui doit satisfaire à la condition d'intégrabilité trouvée (566
rfM _ ./N
dy dx
573. Considérons l'expression plus générale 1 36 ) Fl .V, y, y*, y _*•<*>, dx.
dans laquelle y', y”, .... y("> sont les dérivées successives île la fonction indéterminécy; cbcrchons la condition pour qu'elle puisse s'intégrer sans parliculariscry. Soit
Ç' F[x, y, y', y" y'*'] dx = ^ [x, y, y', .... y<*-,,J 4- C,.
On en déduit, en désignant para cl b deux limites quelconques,
,3 7) I F[x, y, y' yi*’]rfx ss <]. l>.,n.y\ y‘~' — o.y.,y'„ y';-'
ym. y», ÿ, , y], .... étant les valeurs de y, y’,... quand on attribue à x la valeur a ou la valeur b.
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Dans le cas où la différentielle es! intégrable indépendamment de toute liypopothèse sur la forme de y, l'intégrale (i~) dépend seulement, on le toit, des limij.es a et b et des valeurs de y et de ses n — i premières dérivées correspondant à ces deux limites. Si donc on change la forme de y sans changer aucune de ces valeurs extrêmes, l’intégrale restera la même. Pour faire ce changement, remplaçons y par v-t-as, a étant une constante infiniment petite et z une fonction arbitraire assujettie à s’annuler ainsi que les n — i premières dérivées pour les valeuis a et b de la variable x. D'après ce qu’on vient de dire, on aura alors
(38) I F[jr, y + az, y'+ as’, • . ., «*••>! dx = / F [.r, .r, t)->] rfx;
mais a étant infiniment petit, on a
F[x, y+ xi, ,r'-(- xz',. . 4- ai'" ]
U- , [ il F </F , il F 1
= F !*■ r> r r" ] + « | * + jp * + - ■ ■ + jçw | •
et l'équation (38) devient par conséquent
I F rf F
-i*1 l — o, ilyu> I
qui doit avoir lieu quelles que soient les fonctions : et y, sous la seule condition que ; devienne nul aux limites ainsi que ses n — i premières dérivées.
On a, en intégrant par parties et supprimant les ternies qui sont nuis aux limites,
f- £ — r- i (Sh-P £ (Sh=-f* £ (SK
fl ,u . , ,h I d*:\,,r
L’équation r üçj ; devient par là
/** . rrfF il (/F il' f/F
* 1 L rfy ilx rfc’ 1 i/x’ rfr
f/j-** lif-c'
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Le racleui' placé entre parenthèse» étant indépendant de la fonction s. qui. entre les limites a et b, est entièrement arbitraire, l’équation f 'jo exige évidemment que l’on ait identiquement
</F _ ,1 r/F . d" il F
dy dx dy' ' 1 ilx" dy("‘
574. L’équation (40. nécessaire pour que la différentielle F dx soit intégrable, est en même temps suffisante. Cette équation exprime en effet que l’intégrale ne change pas lorsque y reçoit un accroissement infiniment petit quelconque a:, qui laisse invariables ses valeurs extrêmes et celles de ses n — i premières dérivées. Or un accroissement fini quelconque de y peut toujours être considéré comme la somme d’une série d’accroissements infiniment petits successifs, et si le changement produit par chacun d’eux est infiniment petit du second ordre, le changement total, égal à la limite de la somme des changements élémentaires, sera évidemment égal à zéro. On peut donc changer arbitrairement y; si l’on n’altère ni ses valeurs extrêmes ni celles de scs dérivées, l’intégrale ne changera pas, et elle ne dépend par conséqiieut.que des deux limites et des valeurs correspondantes de v et de ses dérivées.
On a d’après cela, en prenant pour limites x, et x,
(4*) f è’l*> ,r. y' dx = v, y1. .... y>-‘3 x.,y. .r1,**1'].
4» désignant une fonction déterminée des -jii- i- a quantités dont elle dépend. En différentiant par rapport à x les deux membres île l’équation 4 a . on en déduit
cl il existe une fonction déterminée <j- dont la dérivée est égale à F indépendamment de toute hypothèse sur la forme dey. Il est clair d’ailleurs que x,, y, y,"-’ ,
ne figurant pas dans le premier membre de f V3 , doivent, d’elles-mèmes, disparaître du second.
575. Lorsque la condition d'intégrabilité est satisfaite, on peut exprimer l’intégrale par une formule élégante qu'l est due à Poisson.
Considérons la fonction
Posons
dy
il F
•If
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Dans l'intégrale
(44) I F x, y, y' /<*>] dx,
remplaçons y par iiv, a étant indépendant de .r, nous aurons J Ff a:, y ii, y' ii, ■ . - , yM « ] dx.
Mais on a identiquement
du + F, = F.+ I du N.( i Xy‘ N. y • ].
F„ désignant ec que devient la fonetion F quand on y lait « = », c'est-à-dire
et vu étant toujours substitue à u dans les fonctions N, N,, Ns l’intégrale
cherchée devient d’après cela
Î45) I F[x,yu,y'u rf"u]dx
= f Vtx, n, o, o,. . . . o) dx + I dx I du [N J' + ... -I- N»,)-'*' j.
Si l’on change l’ordre des intégrations, le second terme du second membre peut s’écrire
I du I dx [ N y -4- N, y’ -+- . . . 4- ;
mais, en intégrant par parties, on a
jXy dx = Xy- J y'l£dx,
dx r i/*n
I N ,y’dx - S, y’- y +Jy dx,
et, en substituant dans l’équation ($5 , |Ffi,y«,...,yi''ii dx = j F(x, c, o, o,...,o) dx
r/N, d’h, dx + dx’
(N’ ~ dx 1 "
dx + dx'
■M-^;)dx:
SM
mais le dernier lerme est nul en vertu de l'équation identique qui subsiste quand on remplace y par ni, et il reste
j'r[x, rn, y « , y"'' « ] d x ^/Y(x, o, o, o....)dx+ j
d N, dx
et pour obtenir l'intégrale cherchée, il suffit de supposer u — t, ce qui se fera dans le second membre, en remplaçant par l'unité la limite de l'intégrale par rapport à u qui y ligure.
576. Les calculs nécessaires pour vérifier l’intégrabilité d’une fonction sont parfois pénibles et ne facilitent en rien l'intégration qu'il faut faire ensuite. Aussi trouve-l-on presque toujours avantage à employer une méthode théoriquement moins élégante, mais qui conduit a des calculs plus simples. C’est en intégrant l’expression donnée qu'on s'assure qu'elle est intégrable, et lorsqu’elle ne l’est pas, on en est presque toujours averti dès le début du calcul, qu’il est inutile de continuer.
Soit à intégrer
(46) F [x, rfx.
On remarquera d’abord que l’intégrale, si elle existe, étant de la forme
on doit avoir
dx
tir } +
il lit
dp •’
Le second membre étant du premier degré par rapport à r1*’, il doit en être de même du premier, et, si cette condition n’est pas remplie, il est inutile de tenter l’intégration.
Supposons donc que la fonction K soit de la forme
I* + Qyf’j
l‘ et Q étant tous deux indépendants de v'", on doit avoir
et par conséquent
dy
I ï — j Qdj ■ 1 -t- li.
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G étant indépendant dey'**-1'. Soit
l'intégrale effectuée j' Qcfy " '\ on devra avoir
En supprimant les termes Q_y[* et ytH> qui se détruisent, on déduit de là
et cette équation ramène la détermination de G à l'intégration d’une fonction différentielle d’ordre n — t seulement. Cette fonction doit évidemment ètrr du premier degré en j1"-11; si cette condition n'cst pas remplie, le problème est impossible, et il est inutile de continuer les opérations; si elle l’est, on opère pour
l'expression de comme on l’a fait pour la fonction F, en ramenant le problème à l'intégration d'une fonction différentielle d’ordre n — a, et ainsi de suite.
577. Considérons, par exemple, l'expression (49) y -h i x -j- iy)y' + y’’ + *y' xy" ;
on a d'abord
J îy'xdy' = xy”-h ü,
G ne devant contenir que x et y, et l'équation '48; devient dans ce cas
(,7~) =/+(* + vi/+r'-r',=f+ii + *y)y'-
Cette expression étant de premier degré en_y', il y a lieu de chercher si elle est intégrable; pour cela, intégrons <x + a y, par rapport à y, nous aurons
G = x -t- a y) dy — xy -t- y* -t- G, ;
G, étant fonction de x seulement, égalant à d G la différentielle du second membre, on trouve
d Gi = o,
et l'intégrale de (49) est par conséquent
b?'1 4- xy H- y\
I • Cale. int. 7 *
Soit encore
vir.r.y.r’i- r“
Le coefficient tle y“ est ici ” x , > et son intégrale par rapport k y'
C’est k cette expression <|u’il faut ajouter, pour résoudre le problème s’il est* possible, une fonction G de x et de v; mais, en posant
Ll±/2T r-Jx = + de.
rr’+* v^+r"
on trouve d G = o, et l’intégrale cherchée est
Quoique l’intégrabilité de la fonction
soit exprimée par la seule équation
1 c/> c/j: c/p’ ÛG> c/p" l 4 1 c/x” c/r1*' ’
le nombre des conditions nécessaires est en réalité beaucoup plus grand el l’équation (5i, peut se décomposer en plusieurs autres, qui sont toutes nécessaires. Supposons, par exemple, n = a, l’équation devient
* 3p c/x Wp "** </x! c/ÿ"
Si la dérivée ^ contenait v", ^ contiendrait un terme en y'\ qui , ne pouvant se réduire avec aucun autre, rendrait la condition impossible. Posons doue
F - P + Or".
P et Q ne contenant que x, y, y’. Si nous développons les divers termes de {5a,,
SB
nous aurons
dy
dr '
il.i d) '
r/> d F r/x1 dy"
,d Q dy'
... rfQN
rfj \ Âp
tl’Q
dxdy‘
</rrfP+-V
dy '
r/v'rfr
dy }
jflQ. ...
. rf’Q V.X-
dydx ^
dydy"
+ rfr^ +
et, comme les fonctions P et Q ne contiennent ni y", ni y", on devra égaler à zéro le coefficient de y", qui se trouve identiquement nul . celui de y "a, celui de y" et le terme indépendant de y".
579. Joachimstahl a fait une étude détaillée et intéressante de cette décomposition de l'équation (5t) dans le cas le plus général.
Il fait voir d'abord que la fonction considérée F étant, comme il est évidemment nécessaire, de la forme
F = P -t- Qrf’>,
le premier membre de l’équation / 5 1 ) ne contient pas la dérivée d’ordre an — i,
yl*»-').
Que l’on pose, en effet.
on aura évidemment
. r/F d d F ./■ dit
dy t*-'1 d.r dy l'~‘> dx' i /y.t"ï
dy” “ r/x dr’"1' * dx’ dy <*-•> dx' dy'"1 ’
r/r r/x r/r' r/x1 r/, 1 ' dx" dy1" ’
sr.4 DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL.
el /„ = « est par conséquent In condition d’intégrabilité (5i). Or on a. d'après
l'équation (53).
rfP ,IQ , .
-O dyl‘~' > '
' dy''~
dx
di) , dQ
dy dy
dQ yW
r-_ '19 r._ . . . _ _!Q_ r(.-„ _ rf9
f/.ï‘ dy ■ dy J dy l*-’> • dy<‘~'> ’
y'"’ ne ligure donc pas dans et par suite ne figure pas dans /,, ni j1*4-11 dans /, ni^'(,"",i dans /„.
On voit d’ailleurs aisément que /3, /, I„ sont respectivement de la forme
suivante :
/_,= a’+ b"yf> + b\ y •+• é' y!**-” + ...+ Al_,y O*-*) 4-
/,_, = rf -4- A’yi*i 4. i', re+o + . . . +. A'„_,y<— •> + j-i*— » -t-
/. = o- 1- Ar*1 b, y 4- A. r^’' -+- • . -t- >: 4. 4- /,
où les coefficients désignés par les lettres a et 6 contiennent y et ses n — 1 premières dérivées, cl les termes t, l\ les produits ou les puissances des déri vées d'ordre supérieur à n — 1.
l>e l'équation
, rf[P + Qr<->] (dl.-,\
' dy \ dx )'
qui définit on déduit 1
, db\
db'. ,
db .
db'
~ ~dx
-dfr-
dy
- oyîiür''
dh\ ‘ dx
db\
db'
~ dÿ r —
dj (•— »> '
db'. -,
db ,
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dérnnt successivement les équations (54 J à partir de la dernière. On verra de même, en écrivant les équations qui lient les coellicients de à ceux de ceux de /„_t à ceux de etc., que l’on doit avoir
Quant aux expressions désignées par t‘, t, il est aisé de voir que
les coefficients des produits de dérivées qui y figurent sont les dérivées partielles des coefficients désignés par la lettre b.
On a, par exemple,
L <#<■-«> db<n~r 1
rw + 3R^; - -dr '
. * | tir M~" * iÇfi— » z ’ J ü
I,es diverses expressions s’annulent, par conséquent, en même temps que les coefficients désignés par b , et, pour que l’équation soit satisfaite, il suffit par conséquent d’écrire
Considérons la fonction u définit*, par l'équation
équivalente évidemment à
u — arc sin*, x= sinw.
En adoptant l'équation (i) comme définition de sinu, on peut en déduire aisément la propriété fondamentale qui exprime le sinus de la somme des deux arcs.
Pour exprimer, en effet, que la somme de deux ares dont les sinus sont x et y est constante, il faut écrire
■ dx dr
yi— — y’
on eu déduit
(3) dx^i — y' -t- dy y'i — x' — o, et, en intégrant par parties,
(4) x y 1 — y' -t- | — ' - | - ‘ -r- dx = consi.,
c'est-à-dire, én ayant égard à l’équation (3),
xv',~.r!-t-rv'i — ■*’ = const.
Si donc on nomme « et v les arcs dont x et v sont les sinus et a leur somme supposée constante, l’équation
équivaut à
(6) x y i — y* -t-y/T— x' = const.,
c’est-à-dire à
(■]) sin«/i — siiiV-L sine y i — sin’» = const.
Mais en faisant v — o, l’équation (5) donne’»=«, et cette double hypothèse introduite dans l’équation (jj montre que la constante qui forme le second membre est égale à sin», c’est-à-dire à sin(u -+- v . et l’on a entin
stn (u -t- c) — sin» y i — sin’e ■+• sine y i — sin*«.
Étude de l’équation
dx
dr
581. On peut pressentir, d’après ce qui précède, l'importance attachée par les géomètres à l'intégration de l'équation
dx <h
di ' — x*H' — ) y'{ « — /* ) ( « — Vÿ*)
qui conduit à la formule fondamentale de la théorie des fonctions elliptiques, de la même manière absolument que l’intégration de l’équation ( a peut conduire à la formule fondamentale de la trigonométrie.
Fagnano a remarqué que de la relation
on déduit
et l’on a ainsi une solution de l’équation
dx dy
<Ji — x' y'i — y
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Euler fut naturellement conduit à se demander s’il en existe d'autres: la solution évidente a- = — y se présente tout d’abord; mais la plus générale doit contenir une constante arbitraire, si l’on pose en effet
Jo V'--^
L’équation (9; exprime que la somme F.fx) 4- F (y) est égale à une constante indéterminée qui doit figurer évidemment dans l'équation équivalente qui lie x à y. Après quelques tâtonnements et en essayant de généraliser les solutions connues, Euler a obtenu la relation suivante
ar’-l-y’-«- c!-r’ y*= r* — axv 1 — c*.
qui entraine, quelle que soit la constante c, la relation (9). La vérification est facile et n’offrirait aujourd'hui aucun intérêt.
Euler, par uqg devination plus remarquable encore, a trouvé la relation algébrique équivalente à l'équation plus générale
-t- nx'+ px' \ ni -+■ ny'- h py'
à laquelle on peut ramener, par les transformations indiquées (67), la relation plus composée
, j dx ^ dy __o
/À + Br + Cr'+ 0^"+ Ei1 i/Â-t-By + Cy’-+- Dy’-t- Ey‘
Un grand nombre de méthodes ont été proposées depuis pour atteindre le mémo but, et l'importance du sujet nous engage à indiquer quelques-unes des plus importantes.
Méthode de Lagrange.
I. Otite. IHt
d’où résulte
dr iç di=-^-
En élcvanl les deux nombres au carré, prenant les dérivées par rapport à / et supprimant dans la première équation le facteur commun et dans la seconde
on trouve
a — B -H a'C.r -t- 3Da-'-l- 4 Bar',
a ^ = B H- aCr -4- 3 Dr' + 4 E> ‘
Posons
les équations (i
/l) et (i5j donneront, par addition et par soustraction
+ + £( p'+3pq>).
3j7 = Cï + ^ PI ■+■ f (3p'g -t- ),
et, comme
Tt S = (w)’- (%)'= + + ? + '/■ + i 'rt+M1 .
on en conclut
d’p dp dq D , , „
dl‘ dl dl > ' 1 1
ni p
Les deux membres étant multipliés par— r» cette équation peut s'écrire
d I i /i/pVl d „ _
&lï(dï)\ = dt{1>f, + EP1)-
et par conséquent
où a est une constante arbitraire. On en déduit
dp rsz wi~ —
-jl —<i s up -t-Ep'+a.
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Substituant à -jf’ sa valeur y X — y Y, et k p et q x -+- y et x — y, on a enfin
( 18) yX — y y = (x — r) V “ ■+■ D(J -+- vj -+• E( a- + * )’,
qui est l’intégrale cherchée.
Méthode de M. Darboux.
583. Parmi les nombreuses méthodes proposées pour intégrer l’équation d’Euler, équivalente au fond a celle de l.agrange, l'une des plus élégantes est celle de M. Darboux.
Considérons l'équation
Posons
(ao)
et par conséquent
(ii)
dx dy
dx
dt
En élevant chacune de ces équations au carré et prenant la dérivée par rapport à t, un trouvera, comme dans la méthode de Lagrange,
t — — ( i -t- k’)x + li'z1,
r -dfi - x - a k'xy{x>-y' J.
et, par la combinaison de ces équations, (*3)
Mais les équations (ao; et (ai) donnent
(i4) r'^di) ~ T’{%)
et, en combinant les équations (a3) et fa4). on »
d'x d‘y . ! dx dy\
■rJy-xdr _ _ ^ + x d,)
dx dy i — k'x'y'
r dî~x Si
Les intégrales des deux membres s’aperçoivent immédiatement, et l’on trouve en les égalant
l(rvt-x<i£)=,ci,-k'x'r')-
C désignant une constante arbitraire. L’équation fatîj peut s’écrire
dx
dy
,U dl -r t — k’.i’y’ ’
ou, en remplaçant et par leurs valeurs.
jrV( 1 +x$t — -y’) fi — *•' j'*)
relation algébrique entre x et y équivalente à l'équation (19).
Représentation géométrique de l' intégrale.
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première hypothèse et supposons les angles 9 et ^ aigus; pour intégrer 1 équation
do
V 1 — h1 sln‘9
Vi — k' sin’^
c’est-à-dire pour obtenir sous forme finie la relation équivalente cnlrc 9 et 1}/, considérons un triangle sphérique CAB dont les côtés CA et Cil représentent les angles 9 et supposés l’un et l’autre moindres qu’un quadrant. Nommons [x le troisième côté AB; si ce côté reste constant, ainsi que l'angle opposé C, et si l’on a en outre
sin’C si 11 ’ jn
les arcs 9 et <Ji, dont l’un reste indéterminé, seront liés, nous allons le prouver, par l'équation fai) . Çoinmençons par chercher quelles conditions sont imposées, par nos hypothèses, aux angles du triangle ABC; nous reconnaîtrons aisément que l'un de ces angles doit être obtus et les deux autres aigus.
Supposons en effet que l'angle C soit aigu, soit PQ l’arc de grand cercle décrit du point C comme pôle entre les côtés de l'angle C; on a, comme on sait, PQ = C,
kt
. et par conséquent é’ étant moindre que l’unité, smp doit être plus grand que sinPQ. Donnons-nous la position du sommet A et menons deux ares de grand cercle AG et AH, le premier perpendiculaire à CQ, le second à CP; tous deux évidemment seront moindres que PQ, qui mesure la plus grande distance des arcs (IP et CQ; on devra donc, pour que AB soit plus grand que PQ, s’interdire de placer le sommet B entre les points G et H. S'il est entre C et G, l’angle A sera aigu et l'angle B obtus, et s'il est entre H et G, l'angle A, au contraire, sera obtus et l'angle B aigu. Le triangle aura donc, dans les deux cas, un angle obtus et deux angles aigus.
Supposons, en second lieu, que l’angle C soit obtus, et soit encore PQ l’arc de grand cercle décrit du sommet C pour pôle entre les côtés de l’angle C. Quelle que sojt sur CP la position du sommet A, les arcs qui le joindront aux divers points
île CQ formeront avec AC îles angles aigus, car le grand cercle perpendiculaire va
rencontrer l’Q en un point I tel, que PI soil égal à un quadrant, et compris par
conséquent entre P et Q. L’angle A est donc nécessairement aigu; il en est de même de l'angle B, et le triangle a encore un angle obtus et deux angles aigus.
Cela posé, supposons que l’angle obtus soit C, et soient A'B’ et AB deux posi-
tions infiniment voisines du côté a. La condition A'B' = AB donne fl, 554
AA' cos V — BB' cos B;
mais
AA' = </9, BB'^=— itty,
cos A — ifî— sin’Â a|/i — /•’ sin’îji, cos B — v i — siu'B = y i — b‘ sin’ç.
par conséquent
c’est-à-dire
d<f y i — A* sin’ij/ 1- </>|i y i — AJ sin'tp = o.
_ày + «*_<!>
y'i — Â'sin'v yfi — Pstn,<{/
C’est précisément l’équation 29 .
O11 en conclut
= const.
Ja y'i-Psin’o y 1 — A’ sin’i La constante est évidemment ce que devient l’une des deux intégrales lorsque
U VUE TROISIÈME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, l'autre est égale à zéro. Mais pour ? = o, on a ^ par conséquent
A'sin’
— h' Sill’?
les trois limites ?, (J>. f* étant liées par l’équation
cos fi — : cos? cos | 4- sin? sinj/ cosC,
et comme l’angle C est obtus, on a
cosC = — y i — sin’C = — ^ i — h' sin’it,
et par conséquent
(3a) cosu — cos? cos'{> — sin? sin']1 qi — siu’u,
et celle relation entre », ij» et ft équivaut à l’équation il).
Autre interprétation géométrique.
585. Jacobi a substitué au triangle sphérique proposé par Lagrange une construction non moins simple qui n’est pas sujette aux mêmes restrictions
Considérons' deux cercles dont les centres sont C et CM et dont le premier, de
rayon R, contient l’autre dont le rayon est r. Soient AA' le diamètre commun et PP, une corde du cercle C tangente au cercle C, ; posons
AP
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Si la corde PP, se déplace, en restant toujours tangente au cercle G,, on aura, en désignant par k une constante dont la valeur dépend des éléments de la ligure.
d rj d
VT — A‘sin'9 — ï'sin’^
Soit en effet P'P', une tangente infiniment voisine de PP,, on a évidemment
PP’ drJ
Mais en nommant I le point d’intersection des droites PP,, P'P',, on a, en considérant P, P', et PP" comine de petites lignes droites,
P,P\ _ PJ PP' “ IP' ’
et, comme le point I se confond à la limite avec le point de contact M de la tangente PP,,
rf'} _ MP, d<f ~ MP ’
mais on a
MP, = ^6?îi-c*,
MP =\Zc7p’ — r>.
D'ailleurs, eu désignant la distance CC, par a.
C, P, -R' + zr + jutt cosa'J/— (K + ci)1 — 4a R sin'ip, C, P : R’h- a’-P 20 R cosaç — = ( R -t- o j5 — 4*R sin’9.
et par conséquent
et en posant
Si l’on pose ,34
d ï y(R +o)’— r’— 4«Rsin,f
f/Cr
<tjt
tfi-l’â»1? y i — A'sin’t!»
' Jo V'I — /-*sin>9
Je V — i’sin>4-
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la différence des deux intégrales u et v sera constante, i|iielle que soit la tangente PP,. Cettfc différence constante est évidemment la valeur que prend la seconde lorsque la première est égale à zéro, c’est-à-dire, en nommant aa l’angle correspondant à l'arc AT détaché sur le grand cercle par la tangente au petit cercle issue du point A, à *
J„ — sin’ç
Si du point P, on mène au cercle C une seconde tangente P, P,, puis de P, une troisième tangente P3P3, et ainsi de suite, eu nommant a^2,... les angles
correspondants aux arcs AP,, AP3 il résulte du théorème précédent que les
intégrales
Ç* i/o r* </y i *< rfç
Ja V*.— sin'? — J*sin’9 J0 V I — /•* sin-
formant une progression arithmétique dont la raison est
X v' — é’sin’9.
Pour que le polygone PP, P, P,... se ferme, et que le ’ n + i ,limr sommet coïncide avec le premier, il faut et il suffit que l'angle 2’}„ soit égal à 29 augmenté d’un multiple de air, et que l'on ait par ronséquent
35 1 - /vrfv — r-4— .
Ju v' — *’-*l",9> Jo v 1 — é’sin’ç J„ v' — /’sin’o
c'est-à-dire
n+m’ j 9 =nr j<t_
Jr 1 — /l'sin’o J0 v ' — ' sio'q
Le premier membre, à cause de la périodicité du sinus, est évidemment indépendant de ç. Si donc l'équation (36) est satisfaite pour une position du point P, elle le sera pour toutes les autres, et nous avons la démonstration d’un beau théorème dû à Poncelet :
Si deux cercles sont tels t/tt'il existe un polygone île n côtes inscrit dans l'un et circonscrit à l'autiv, il en existe toujours une vifinitc.
I. Cale. Oit
STB
Théorème d' Abel.
586. Le beau théorème d’Euler, généralisation d’un résultat obtenu par Fa- • gnano, n'est lui-même qu’un cas particulier d’un autre théorème dû à Abel et dont nous ferons connaître ici un cas fort étendu, susceptible cependant encore do nombreuses cl importantes généralisations.
Posons, pour abréger,
Ax = y'm -+- nx’-t- px‘.
Nommons f x) et f'.Xj deux fonctions entières de x, l’une paire et l’autre impaire, dont les coefficients soient supposés variables.
Si l’on décompose la fonction
/(x}’-?(x)>(Ax)-
en facteurs de la forme x1— x;, en posant
/(*)’— ?(x)’(Ax)’ = A'x’ — xî)(x’ — xj)...{x’ — x„)\ où A est indépendant de x, et posant
on aura
C étant une constante indépendante des coefficients des deux fonctions ç x et /(*;•
En désignant par'x l’une quelconque des racines x„ Xj x,,, on a en elTet
(38) fx)'— ^(x)’( Ax)’ — o,
et par conséquent
(3p) , /(x)-t-ç(x)Ax=r O,
où le radical Ax doit recevoir un signe déterminé par ceux de / xi et de •p 'x . Posons
'M*) =/{*)’— o(x)s( Ax)>.
x désignant l’une quelconque des racines x,, x,,...,- x,,. En nommant J.r le changement infiniment petit que subit la racine x lorsque les coefficients de f 'x et
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ceux de fisc) varient infiniment peu, et ij/fx) étant la dérivée de ty'x) par rapport à x seul, on aura
• (4°) (}/{x)ôx •+• if[x)Sf{x) — *<f(x)i<?(x)(\x)' = a. ■
Il est clair en effet que devant conserver la valeur zéro, sa variation est nulle; or elle se compose de la différentielle if’ x â.r correspondant au seul accroissement de x, les coefficients restant les mêmes, et de la variation due au changement des coefficients qui forme les deux derniers termes de 1 4o).
L'équation (3r)) donne
/(•*)= — o(x)Ax;
par conséquent
?(jr)(iï)'=-/ x) Ax,
et l'équation f 4° J devient
^|’(X Sx = aAi[?(*)i/(») — /(x)âç(*)].
On en conclut
ox al?(x)ô/(x) — f{x)i<f{x)]
Ax — ' +‘(x)
Attribuons successivement il x les valeurs x„ x,,..., .r,, et ajoutons les équations qui correspondent à ces diverses hypothèses. En posant
? x)if(x)— /(x)«9(x) = 6(x),
nous aurons
Sx, Sx, ixji . f 6(x, ) 9(x,) 9(x,) ]
Ax, Ax, Ai, U'(x.) ^(x.) •}'(x,)J
MaisS xj étant une fonction entière de x de degré inférieur à celui de ^'(x), le second membre, en vertu d’un théorème très-connu d'algèbre est égal à zéro, et l'on a
Sx, Sx, Sx,
Ax, Ax, "1" + Ai,
Si les coefficients de f\x) et de <p[x) variant d’une manière continue, les racines x,, x,,.,., x^ deviennent x\ x.f , on aura, en intégrant l'équation (4a),
dx, " i ’ jl* dx, r* i* dx.
Âï Âxi H h J,,. Ai,-°’
et, par conséquent, si l’on pose
f'ilx
(44)- F{x.) 4- F(x,)4-. • .+ F ar») = F(jr',')-t-F{x,,)+...-t-F(x|,),
et la somme F x,) + Ff.r,) +... +• Ff.r,, conserve constamment la même valeur.
.r>87. Le théorème précédent, à cause du choix arbitraire des polynômes f[x et ç (x), comprend un grand nombre de résultats particuliers. Un peut se donner arbitrairement les racines .r,, x et déterminer xf en fonction algébrique
de ces quantités arbitraires, de telle sorte que les deux membres de l’équation f '\!\ soient égaux à zéro.
Posons en effet
f x = tin 4- «. x' a, x' -+• . . . a, , x’""‘ ■+■ x'", 9 x xxx i, -t- 6, x1 -e 6, x‘ -4-. . . 6, X1”"* î.
on peut sc donner arbitrairement les racines .r,, .r, x.„_, et en déduire
a U»-,. ô„, é,,..., ô„-2, à l’aide des équations
/lx,)4-9(x,)Ax, = o, /(*,) + 9(x, Ar, = o,
+ 9 x,,.,1 Ar,.., = o.
où les radicaux Ai,, A.r Ax* seront pris avec les signes que l’on voudra
choisir. Ces équations du premier degré par rapport aux inconnues étant résolues, les coefficients de l’équation (38) seront tous connus, et le produit des racines étant égal au dernier terme, on déterminera la dernière racine x1K par l’équation
qui donne
X, X,. . . Xs„-,
On choisira le signe arbitrairement, cl la valeur correspondante de A-r3„ satisfaisant à l’équation
/(j„)+6(x„)(Ai„)-=o,
et l’on aura
Ax, Ax.
,/.r„ </x„ Ax..-, Ai»
xtm étant une fonction connue des variables indépendantes x,. .r, ,r,„
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x,„ esl nul, il est aisé de le voir, quand on suppose en même temps x, = o, .r, = o,.... x2n.,T=r>. Pour que l’équalion ''18, admette en effet an— i racines
nulles, il suffit d’y faire a, = o, a, — o = o, b,= o i„_, = o, ce qui
la réduit à
dont toutes les racines sont nulles. En intégrant l'équation 48 j on peut, d’après cela, faire commencer toutes les intégrales à la limite inférieure zéro, et l’on trouve
588. Pour obtenir une équation semblable dans laquelle les termes du premier membre, toujours arbitrairement choisis, soient en nombre pair, il suffira de poser
?(x) = b. -t- 6, r*-t-. , . -t- fr,.,x,*-,<
cl si l’on pose
/(*)’ — ?(*)’(' —**)(! — b — — x;)(x’— x,’).. . (x* — xJ.H*1 — x*.*,},
on pourra sc donner arbitrairement x,, .r,,..., xa„ et déterminer n„, a a„_,,
bt, b, Z>„_, par des équations du premier degré de la forme
/(•*■.)+ «plxdAxi — o,
où le signe du radical Axy sera choisi arbitrairement; .iç,,*, étant alors déterminé par l’équation
= êj,
on aura
Jif,... Xim •
On prendra le signe pour lequel l'équation
donne pour Aa;3„+1 une valeur négative, et l'on aura
tlx, tlx, i/x„ </x ,»*,
Ax, Ax, Axa* Ax„+1
où est une fonction connue des variables indépcndsntes x,, x xt„. On
verra, comme dans le cas précédent, qu’en faisant r, = o, x3 = o,..., ,r,„ = o, il en résulte x,.+, =o, et que l'on a par conséquent
L'équation
(5i) F(*,)+F(*,) + ..4-F(r,..)=F(jr,),
dans laquelle .r^ est une funclion déterminée de.r,, x équivaut au fond
à l'équation d'Euler relative au cas où le premier membre se réduit à deux termes. Si l’on sait en effet résoudre l’équation
el calculera- en funclion de a?, et de .r„ on pourra évidemment, par l’applicalion répétée de la formule, former la fonction égale à la somme de trois fonctions données, puis de quatre, [iuis d’un nombre quelconque, el comme le problème est évidemment déterminé, les résultats obtenus par des méthodes différentes ne peuvent différer que par la forme.
Réciproquement, l'équation (5i), quel que soit le nombre des termes du premier membre, peut fournir la formule relative à l'addition de deux fonctions seulement, el il sullil pour cela d’y supposer a;, = o, a-, = o x,,_, = o : le premier
membre se réduit alors à ses deux premiers termes, et la formule fait connaître la fonction égale à la somme des deux autres.
Supposons dans les formules précédentes
on aura, pour déterminer n, el />„,
n,x, -t- *| -t- b, Sx, = o,
' a, x, -t- x\ ■+- b, Sx, ii>.
On en déduit
• xl Sx, — x‘ Sx,
x,Sx, — x,Sx,
. x , x] — x, xJ
x, Sx, — x, Sx,
el la troisième racine x, est
* x,x, x,Sx, — x,Sx,'
c'est-à-dire, en multipliant les deux termes de la fraction par x, Sx, 4- x, Sx,, et supprimant le facteur xJ — x;,
x, Sx, + x, Sx,
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et sops cette coédition on a
dx, dx, _ (/.i ,
ce qui s’accorde avec le résultat obtenu 583 .
Théorème (le M. Clebsch.
591. M. Clebsch. dont les beaux travaux sur celle théorie se sont étendus beaucoup plus loin, a donné au théorème d'Abel une forme géométrique très-élégante. Considérons la courbe dont l'équation est
( 5a ) y* = a -t- bx •+• ex ' -t- dx‘ 4- ex',
et cherchons l’intersection de cette courbe avec une autre courbe quelconque ayant pour équation
on pourra, par le moyen île l’équation 5a ;, éliminer de (53) toutes les puissances de v supérieures à la première, et l’ordonnée de l’un quelconque des points d’intersection sera exprimée par une fonction rationnelle de l’abscisse
l’équation qui donnera les abscisses des points d’intersection est par conséquent
( 54 ) y ( x ) = P‘ — Q’ ( a bx -+ ex ’ ■+- d. i s •+■ ex' ) = o.
Supposons que dans cette équation on fasse varier d’une manière quelconque les coefficients de l’équation (53), les racines de (54) varieront, et si les variations considérées sont infiniment petites, on aura pour chaque racine
55 ?’(*) dx 2P ôp — 2y<3Q(«-eft.r-t- ex' -t- <lx‘ -+- ex 1 ) = o.
le signe & se rapportant à la variation subie par les polynômes P et Q lorsque leurs coefficients changent infiniment peu. On déduit de (55), en multipliant par
et tenant compte de l’équation (54) qui a lieu pour toutes les racines,
0 , OôP-l’ôQ
B dx -I- 2 = O.
Or il est aisé de voir que QifP — PdQ est d’un degré inférieur de deux unités au
Ml
moins il relui de ç on trouvera
DEUXIÈME l’ABTIE. - CALCUL INTÉGRAI..
; si donc on ajoute les équations relatives à chaque racine,
V 0 Hx
c'csl-à-dire, d'après l'èquation r>4j.
tlx
± \ il + bx + ex’ + ilx' - f- ex'
et l'on voit que la somme des intégrales
J a \ a -+- bx -4- ex' •+• i/x' -I- ex'
dans lesquelles on prend successivement pour limite supérieure toutes les racines de l’équation f 54), c'est-à-dire les abscisses des points d’intersection des courbes considérées, restera la même lorsque, la courbe (5a) restant fixe, la courbe f 53 j changera arbitrairement en conservant le même degré.
On peut démontrer le même théorème sans aucune modification en remplaçant la courbe du quatrième degré '5a) par une autre courbe ayant une équation de la forme
/ \x) désignant un polynôme entier quelconque.
Posons
Ja V ' — é’sin'o .
V i — 8'sin!9
On dit que f est V amplitude correspondant à Y argument u, et l’on écrit (i) 9 — amu.
Si l’on pose
l’intégrale (i) devient
et l’on a On en conclut
smç = x, dx
x = sinon) «.
V) — x'~ cos «ni u.
et l’on pose, en outre,
( 4 1 y'i — k‘x’ — banni:
sin amu, cosamu, A amu sont, comme nous le verrons dans ce chapitre, trois fonctions parfaitement déterminées pour chaque valeur réelle ou imaginaire de la variable, et la fonction Atimu elle-même, malgré la présence du radical dans l’équation (4) qui la définit, ne conservera aucune ambiguïté.
Addition des arguments:
593. On sait quelle est, en Trigonométrie, l’importance des formules qui expriment les sinus et les cosinus de la somme de deux arcs en fonction des sinus et des cosinus des arcs eux-mêmes. I.c théorème d’Euler, démontré'dans le chapi-
I. Cale. int. a (y
tre précédent, équivaut à des formules analogues relatives aux trois fonctions qui nous occupent, et qui jouent dans leur théorie un rote non moins important. Soient o et deux angles quelconques. Posons
et
9 = am », tji = am v,
(6) a = im(« + f',
c’est-à-dire, supposons que l’on ail
(7) r d<f— + fp--. = r **
J o v^^’sin’? Jo ^i — k'sin’ç Jo y 1 -Psin'f
Si l’on suppose que fi, et par conséquent la somme u + v soit constante, on aura, en différentiant,
d’où résulte 584)
y'i — /,'sin’? y^i - A'sin’tp
cosft = cosy cos'Ji — sino sin^ v 1 — A’sin’fjt;
le triangle sphérique dont les côtés sont ç>, $ et jx donne de même
, ( coso^ cosu cos^ -+■ stny siii'è y * — A'sin'ç,
* cos 'jt = cos u cos 9 +stnaiisinf ^i-Psin'i|i;
et d’après les équations (5j ' 6 , ces équations peuvent s’écrire
cosnm { u +- v} = cosamu eosame — sinamit shiamv Sam(a -4- e), (il) ! rosnffiH = cosani !u + v) cosam v ■+- slnw(n + e)sin«mc Anm u,
I cos am v = cos«m[/i -+- v) cosamu +■ sinnm (« + v ) sin amu \nnur.
Les deux dernières donnent
. . cos'amv — cos’amu
sin am H + CI = . — ; . ; ,
SI n amu cos a me A am v — si liante cos ion u Samu
que l'on peut écrire
sinamfn -1- c) =
; sin’um a — sin’nmcl (sin am u rusante Sam» -b sin «me cosamu Sam ni sin' amu eus’ «nie A ‘am e — sin1 «me ros’uni n A 'nm n
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le üénomiDalcur est, on s'en assure aisément, identiquement égal au produit
[ sin' am u — siri’am e)( i — Ar’siii'am » sin’ ame ),
el l'on a, par conséquent,
(ia) sinam(n-n>):
sin nm u cos am v A«m v -t- sinami'COMMRtt Samu i — A'sin ’nmii siii'amc
Cette relation pourrait d’ailleurs sc déduire immédiatement de l'intégrale donnéé(583). ,
Les deux dernières équations 1 1 donnent aussi
, si nom u cosamitSamv — sinnmecosam v Anm u
COsam( « -4-1= . . . :
sinamii cos amv Sam v — sin «m e cosamu a am»
et en multipliant le numérateur et le dénominateur de cette fraction par la somme des ternies dont la différence forme le dénominateur, et supprimant ensuite le facteur sin ’o/iiu — sin’ame commun aux deux termes, on a *
, ,, cosamu cosamv — sinamu sin «ni f Aamu Samv
1 3 ) cosam (u + v)= •
i — A’sin'amii siii'ame
La première des équations :'i i donne enfin
sinamusinamr Aam(u -4- v) — cosamu cos amv — cos am[u -f- v), et eu substituant à cosam [u-hvj sa valeur fournie paé l'équation { 1 3) . on trouve
A am («+c|r
Sam u Samv — A 1 sin am» sinnm v cosamu cosamv i — A1 sin’ «mn sin’amv
Généralité des formules.
594. Les équations fia), (i3), (i4) sont les formules fondamentales de la théorie des fonctions elliptiques, elles sont démontrées seulement pour des valeurs des variables, qui, d'après la formule de définition, doivent être réelles, et ne pas dépasser certaines limites imposées par la considération du triangle sphérique, dont les eûtes sont 9, i}> et fi. Les trois formules néanmoins s'appliquent à tous les cas; mais, pour le démontrer, il est nécessaire d’étendre et de préciser les définitions données au commencement de ce chapitre.
Reprenons l'équation
Jo v
dtp _
yri — A’sin’o
qui lorsque <p est réel et positif, k étant moindre que l'unité, ne présente aucune
ambiguité. On en conclut
</i y'. — /l'sin'o "" Samu'
et. par conséquent, y étant égal à amu.
ilam u
. = A «ni i±
au •
On en déduit
i/sinamn J amu .
, —cosam u —, - = cosamu aam u,
du du
d cos am u , d am u . .
— —, - - — — sin amu , = — sin amu garnit,
du du
d&amu d . - ...
— j- — = y- y i - k‘ sin'om u — — A 'sut am u cos am u.
Ces trois formules, considérées comme toujours exactes, seront prises pour équations de définition dans les cas où les définitions précédentes laisseraient subsister un doute sur la valeur précise des radicaux qui y figurent, et elles permettent de démontrer, pour tous les cas, les équations (i a), (i3j et(i4).
Posons, en effet,
U si n «ni» cosamv Aamv ■+- sinnmc casamu Aamu
i — h ‘siu‘ amu siu’ame
nous trouverons, en représentant le dénominateur par D,
rfll cosamu&amucosamv Aamv — sin amestn amu A’amu —1,’sinamveos’amusinamu
dü~ ' D
a (sin amu cosam v Aamv-bsinamvcosamu Aamit)lt,s\n’nm vsinamncosamu Aamu
+ - Xh
Celte expression de ^ est symétrique par rapport aux lettres u cl v. On s'en
assure eu la multipliant par I)3, qui est symétrique, supprimant les termes dont la symétrie est évidente, et constatant que la somme de ceux qui restent est égale à
— sin amu Sina»it'( y amu A'amv -+- 1 ‘ cos'- am u cos'amv).
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r/R _ r/R du dv
On en conclut
«H = <i(i -4- dv r= ^ au 4- tlv
ne peut élre identiquement nul, car ^ le serait aussi, et R ne contiendrait ni u ni e. La condition nécessaire et sullisante pour que r/R soit nul, est donc
c’est-à-dire
r/« 4- tlv — o.
« s- v — ronst.
La fonction K et la somme u -+- o sont par conséquent constantes ensemble et variables ensemble, et R est une fonction de u -+- v, mais pour e = o, R se réduit à sina/nu cl l'un a, par conséquent,
R = sina;ji[ u-t- v).
Les formules (i3j et (i4) se démontreraient de la même manière.
595. On peut en déduire un grand nombre d’autres, dont l’usage est très-fréquent, nous citerons seulement quelques-unes des plus élégantes, qui peuvent d'ailleurs se vérifier immédiatement. On a
siiinm i« —
cos amiti ~
A nota u —
2 sin am u COS am u A nm u i — It'sin'amu
cos’am u — sin’aor u A'rrm « î — /r'sin‘amu
A’noiri — /.’sin'nm rr cos'nm « i — />!sin‘rjflii<
a sin am P ’ ^ cosam P-
Aooi P- — ^ a
(ai) sinamp ■+• sin<una = — — — - — ■ —
* * n -) - fi n
i — li’ sin’aoi - - sin’uot - —
(aa) cosam p + cosam q
a cosam *■ — — 1 cos am ’
— A'sin’a/ii P sio'nrn P î
N'.KI
(23) sin amp — sinon) q —
asin am ^ — cosam ' ■ Anm
i — /l'siii’fl/ii r- — 1 sin’/iw r- — 1
a4 cosam p — cosam r] —
asinom T— ’ sinam Sam 1 Sam -
i — /i’sin’n/H ^ ^ sin’nm ^ ^
(a5 Samp + Samqzx.
2 Sam t-+- ^ A<im P a a
i — /r’sin’nm P i sin’nm ^ —
2 A’ si n «ni ® - sinom ^ cosom — — ^ cosam ^
ati) ' Samp — Stim q —m
i — A’sin’nm ^ sin’nm f ^
596. Revenons aux trois fonctions sinomu, cos «nu, A mu, que nous pouvons maintenant calculer pour toutes les valeurs de la variable u.
Si l'on pose
_ çx dx
Jo vl 1 —
k étant moindre que l’unité, en faisant
on a
dx
Jo \ ( i — x1 ; i,i — A‘x' }
sinnniM = i.
et pour les valeurs réelles de « comprises entre o et w, la fonction sinamu définie sans ambiguïté, varie entre zéro et l'unité. Lorsque x augmente et varie de
l'unité à y les éléments de l'intégrale deviennent imaginaires. En posant
f * dx , J—
SOI
Périodicité des fonctions .
597. Les fonctions sina/nu, cosa/nu, Samu admettent chacune deux périodes, qui sont: pour sina/nu, 4“ et au'y — i; pour cosa/nu, 4u et au 4- ai» V — i; pour Aa/nu, au et 4“' y'— i, c’est-à-dire que l’on a, quelle que soit la valeur de u,
sin am ( u -t- 4 « — si il am u, sin am u -*- a w' y' — t j = stn am «, cosnm'u -+- 4«) = cosam ».
cosam (« -t- au -+■ au' y — i ! = cos amu,
Sam(u -t- 5u) = Sam n,
Sam f « -t- 4 u' y — i ; = S am u.
Les équations (i8j, (igj et (ao) permettent en effet de calculer sina/nau, cosa/nau, Aa/nau, elles donnent
| sinam au = o,
( 3 1 ) ■ : cos am i <a = — i ,
^ Sam an = -t- 1.
On en conclut, à l'aide des formules (la), (i3) et (i4j.
| sinnm(« -t- 1») = - siunmu,
(3i) ■: cosam(n + >«) = — cos amu,
I Sam[u +ia) = 4«m#,
et les deux premières donnent, en y changeant u eu « 4- au,
sinam(« -4- 4'<>) — sinamu,
• cos am (u ■+■ 4*>) — cos amu.
On déduira aussi de ( r8;, '19) et (20
. sinmu îm + 1 V y — 1 / = o,
• cosmn 26> 4- 26>' y' — ij=4-i,
A mil ! 2 6) 4- 26)' y’— 1 ) = — 1,
ei les formules fia), i3; et (i4j donnent
| sinmu (11 -1- 2 6) 4- 26)' y — 1 ) — — sinumu. (33} < cosom K + 26)-t-26i'y — »j=cosflm«,
Afl/ll (il H- 2 6) -4- 26)' y —I j 2= — Aflm II.
L’addition de 26>4-26>V— 1 à la variable change donc le signe de sinamu, et comme il en est de même de l’addition de au, au' y1 — 1 ne change rien et est une période de sinamu; au 4- aw'y — 1 en est une de co.sumu, et la troisième des équations 33 j montre enfin que ata 4- ata'V— 1 ajouté à la variable change le signe de Garnit, et comme au esl une période, l’addition de au'y — 1 changerait également le signe de \amu, et celle de 4 '•> y' — 1 rétablit la valeur primitive.
598. Les résultats précédents, il est aisé de le voir, permettent de calculer sans ambiguïté les trois fonctions sinnmu, cos amu, A am u pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de la variable. Le sinusd'amplitude est défini, en effet (596), pour les valeurs réelles de la variable comprises entre zéro et 6). L’équation (ai
2 sin am P ^ cos am — — ^ Aam P — 2 2 22
si » am p 4- sin am q •
i — A’sin’nm - ’ ^ sin’om
donne
sin am 11 4- sin am (— u ; — o,
et la fonction est définie par conséquent pour les valeurs de la variable comprises entre — 6) et -t- 'a. L’équation '3a)
sin nml.it 4- 26>) — — sinnmu
achève enfin île la définir pour toutes les valeurs réelles de u. I/équation (a4)
a sin am
cos am p — co s «m r= •-
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. cos am u — cosani { — « )>
et la fonction cos arnu est définie par conséquent pour les valeurs de u comprises entre -uet+41; l’équation (3a)
cosam (h -i-a6)) = — cosam «
achève de la déterminer pour (ouïes les valeurs réelles de u.
L'équation (36} donne enfin
. A am u — -T- \ am ( — u),
et A am u étant defini par les valeurs comprises entre o et tu, et ayant pour période 2'u, se trouve déterminé, ainsi que les deux autres fonctions, pour toutes les valeurs réelles de la variable.
599. Nous avons délini (590; les valeurs de sinamu, lorsque u étant de la forme ta 4- z y' — 1 , z varie de o à cosam (w 4- z y — 1 ) et A am (tu 4- z y' — 1 ) sont également définis sans ambiguité : si na/n (*> 4- z y'—T ) étant, en effet, réel et plus grand que l'unité, cosam (w 4- zy — 1) est imaginaire de la forme j3y — 1 et j3 varie de o à y' 1 — k7-, Aam(w4-zy — 1) est réel, au contraire, et varie de y 1 — k1 à o.
On déduira de ce qui précède si nam z y'— 1, cosa/n z y — 1 et A amz\j — 1 pour les valeurs de z comprises entre o et <u'\ la formule (13; donne,
sinamz y — 1 =r sinaui ( tu 4- z y — 1 — w )
cosam (fti 4- z^— 1 ) A am(tu 4- * y — 1 ) cosam (<u 4- z V— 1)
1 — A’sin’am ( tu 4- z y' — 1 ; A am (tu 4- «y — 1 )
Sin am (u 4- z y— 1 ) étant réel et compris entre 1 et ^ > cosam (ta 4- zy — 1 )
est imaginaire et de la forme j8 y — 1; mais A am I/o 4- z y — 1) est réel, et sinamzy — 1 est par conséquent imaginaire, sans partie réelle. Si l'on fait z = tu, on a
, , , cosam(w4-«'y — 1)
sinamii, y — 1 = — . ,
A am (u 4- tu' \ — 1 J
et, comme A am('u 4- tu y — 1) est égal à zéro, si n orna,' y — 1 est infini.
Sinamzy — 1 se déterminera enfin pour toutes les valeurs réelles de z, à l’aide
I. Cuir. int
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des relations et
si 11 nm — z y — i = — si nom Z y — i $inom(: -t- a tu' ) y — i = sln am z ^ — i .
Sinamsy — i étant imaginaire, sans partie réelle, eosamiy'— i et A arn z y — i sont réels et ne s’annulent jamais; leur valeur est déterminée sans ambiguïté.
On pourra enfin, quelles que soient les valeurs réelles de x et de /, calculer sino//i{x H-.Vy — i ), cosam(.r+-jy — i) et barn(x -t- v\ — i ), en faisant dans les formules fia), (i3) et fi4i
Démonstration directe de la double périodicité.
Reprenons l’équation
Jo v( i — 2’)(i — If’z’)
équivalente, par définition, à
2 = siiiom «,
et cherchons, d’après les conventions et la méthode exposées (353), les diverses valeurs de u qui correspondent à une valeur donnée de z correspondant au point M.
Les points critiques de la fonction intégrée sont ici les points A, A', H, H', placés sur l’axe des X dont les abscisses sont ± i, rt •! ,"et les contours élémentaires
fi
sont, par conséquent, au nombre de quatre; les intégrales correspondantes sont, on le verra en raisonnant connue i 354 .
2to, — 261, 2« + I, — 2'.! — 2w'v’ — I,
et, si l’on nomme J l’iulegrale relative à ce chemin OM, on obtiendra, eu faisant
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précéder ce chemin de l’un des quatre contours élémentaires,
a» — J, — au — J, au au' l/—î — — au — ao/y' — i — J,
et l’on en conclut que par l’adjonction successive d’un nombre quelconque de ces contours l’intégrale peut prendre l’une quelconque des valeurs exprimées parla formule
anw -S amu + amu' y — i -+- ( —
ce qui s’accorde parfaitement avec les résultats obtenus précédemment.
Étude des infinis et des zéros de sin omit, cos am u , A amu.
601. On a vu (542) quelle est dans l’étude d’une fonction l’importance des valeurs de la variable qui la rendent nulle ou infinie, et du degré de multiplicité qu’il faut attribuer à chacune d’elles. Nous devons donc chercher les valeurs qui rendent nulles ou infinies les trois fonctions sinamu, cos amu. A amu. Résolvons en premier lieu l’équation
Soit
x et y étant réels, on a
( 35) sinam (x +X\r~ 1
sinani x cosam y\f—i A amy^ — i •+- sin amyv1 — i rosa/nx Aam x i — A'sin’amx sin’a/n r\'— i
I.e dénominateur de cette expression est réel f599 . ainsi que le premier terme du numérateur; le second est de la forme B \ — i, B étant réel, et l’équation
sinam ! x -+- /V— 1 ) = «
se décompose par conséquent en deux autres
sinamxeosam^-y- i A amy\ — i =o, sinam vy — i cosam x \amx = o.
Cos amy\j— i et A amy\— i ne pouvant pas être nuis (599), on doit avoir . sinam.r = <»,-
sin am u — o.
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et par conséquent
,r — Tinta,
n étant un nombre entier quelconque.
Sinnm.r étant nul, eos<jm.r et Aamx ne peuvent pas l'être, et la seconde équation se réduit à
sin amy^ — i = o,
par conséquent
r = t tnta ,
m étant entier.
Les solutions cherchées sont donc renfermées dans la formule
u = 2nta ■+■ im ta' ^ — i .
Nous les avons obtenues en égalant à zéro le numérateur de (35). Il est aisé de voir qu'en rendant le dénominateur infini, on n'annulerait pas la fraction; sinamy\ — i, cosarnytj — i et Aamyyj— i deviennent, en effet, infinis en même temps et sont des infinis de même ordre; le numérateur de (35) devient donc infini en même temps que le dénominateur, et leur rapport ne s’annule pas. Toutes les racines de l'équation
sill a tu u = o
sont des racines simples. On a, en effet,
d sin ai» u ,
3 = cosnm « Aam u. .
du
et la fonction sin«/n« ne s’annule jamais en même temps que sa dérivée.
602. En procédant absolument de la même manière, nous trouverons que les racines de l’équation *
co sam u — o
sont données par la formule
et celles de par la formule
« = (»M-4-l)«l-+- Iffld'l1 — i,
Aam u — a
et toutes les racines sont des racines simples.
Résolvons enfin l'équation (36) sinam « = oc
dont les racines sont évidemment les mêmes que celles des deux autres équations
on a (505) (37)
cos nm « = ao .
Sam u = ao ;
sin am 3» =
3 sinam u cos am u S nm »
i — -ï* sin' amu
Sin amu, cos arnu, Samu deviennent infinis en meme temps et leurs modules sont de même ordre; toute valeur qui donne sin a/nu = œ doit donc, d’après l'équation (3^), donner sinam au = o, et il faut chercher les racines de l'équation (36) parmi les valeurs de l’expression
- fanw +- a mm' y — i ),
et l'on s'assure bien aisément que celles qui sont de la forme
5)IU + (j}+l)llV-l sont les seules qui satisfassent.
Résolution des équations sin arnu = si nama, cos amu = cos am a.
603. On sait quelle est, en Trigonométrie, l’importance des formules qui font connaître les arcs répondant à une ligne trigonométriquo donnée. Le problème analogue ne joue pas, dans la théorie des fonctions elliptiques, un rôJe moins considérable.
Considérons d'abord l’équation
(38) sin am u — sinam a,
que l’on peut écrire
sinamu — sinama=;o,
c’est-à-diré (595)
3 sinam cosam A am
. U 4> a U — OC
• i — k ’ sin*am sin’am
Pour que le second membre soit nul, il faut que le numérateur soit nul ou le
dénominateur infini, et les résultats précédemment obtenus donnent très-aisément
( u — « = 4»oi + îm r, l' v — > ,
* « + * = (ijn + j)si + jmii/v’—i,
et l’on voit que la différence « — a doit être une somme des multiples des périodes ou la somme » + a égale à au augmenté d’une somme des multiples des périodes.
t>04. L’équation
(4a) cosam u = cosama
est tout aussi facile à résoudre; on a
a si nom
cosnm « — cosnm a — — —
Anm - An/n
A ' sin’nni sin’am
et l’on en conclut que les solutions de l’équation (4o) sont données par les formules
« -H a = 4m<.> -t- an (w -t- /.>' y/ — i ),
et l’on verra d’une manière toute semblable que les solutions de l’équation
(4a ) Anm u = An/» a
sont
j Il — l=rjmM + 4'l“' — i .
* u -i- a = amoi -+- 4»u'V — >.
m et n désignant des nombres entiers quelconques.
Expression de si nam («-(-«/ y — i ).
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conséquent
i = h 1 sin’om ( U + — ‘J sin’flfli «,
d’où l’on déduit
sino/n f « -i- uV— i ) = , . *
Asmuniu
Si l’on fait a — le premier membre devient j- < et sinamu étant égal à l'unité,
il faut adopter le signe 4-, qui convient dés lors dans tous les cas; car on peut passer du la valeur u = o a telle autre valeur que l’on voudra choisir, sans que dans l'intervalle la fonction sinon» u devienne nulle ou infinie.
Sur les fondions doublement périodiques.
60ti. Toute fonction qui admet deux périodes a et fi n’est pas pour cela doublement périodique; elle ne doit prendre cette dénomination que lorsque les périodes sont distincte
Deux périodes dont le rapport est imaginaire sont toujours distinctes.
Soient en effet a et fi deux périodes dont le rapport “ est imaginaire; suppo-
'fi
sons, s'il est possible, qu’on puisse les remplacer par une période unique cr. Les seules périodes que l’on puisse déduire de la période sr sont les multiples de sr et si l'on avait
miD ~ «, nm s |3,
tn et n étant entiers, on en conclurait
et, contrairement à notre hypothèse, le rapport * serait réel.
Deux périodes dont le rapport est réel peuvent toujours au contraire être remplacées par une seule.
Supposons d’abord en effet que le rapport “ des deux périodes soit commensurable et égal au rapport de deux nombres entiers p et <y, on aura
et en nommant a la valeur couimuue de ces deux rapports, il suftira qu’une loue-
lion ail pour période u pour qu’elle ait aussi pu, c’est-à-dire a, et qu, c’est-à-
dire /S.
Supposons enfin que le rapport ? soit un nombre incommensurable t; la fonction dont a et fi sont les périodes a aussi pour période
ma — n(J = [3 (mt — n),
m et n désignant des nombres entiers quelconques. Or on sait, par la théorie des fractions continues, trouver des nombres entiers tels, que la différence mt — n soit aussi petite qu'on le voudra. La fonction a donc une période dont le module peut décroître indéfiniment, et par conséquent elle ne change pas quand la variable s'accroît infiniment peu; sa dérivée est par conséquent égale à zéro et elle-même se réduit à une constante.
Représentation géométrique de la double périodicité.
607. Considérons une fonction <p[s) ayant pour périodes a-{-b\!— t et a'+b'\ — i. Les points pour lesquels, en vertu de cette double périodicité, la fonction reprend la même valeur, sont les sommets d'un réseau de parallélogrammes égaux et juxtaposés qui recouvrent entièrement le plan. Supposons en effet la variable : représentée par le point M; si nous lui ajoutons la période a + b y — !, la somme i + fl + iv-' correspond au point M’ obtenu en portant, à partir du point M, une parallèle à l'axe des X égale à a, et par l'extrémité de celle-ci une parallèle à l'axe des Y égale à b, c’est-à-dire (car évidemment cela revient au même} en menant par le point M une droite de longueur y a2 h- b1 faisant avec l'axe des X un angle dont la tangente soit Celle droite peut d’ailleurs
être portée dans les deux sens opposés et un nombre quelconque de fois. On obtiendra ainsi une rangée de points équidistants et placés en ligne droite, et la fonction, pour les valeurs de la variable qui leur correspondent, aura la même valeur. La seconde période a' -t- b' y — i permettra de former une seconde ligne
COI
UVRE TROISIÈME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, analogue à la première et différemment inclinée, et comme pour chaque point de chacune des deux rangées on peut répéter ce qu'on a dit du point M, on obtiendra deux séries de parallèles équidistantes décomposant le plan en parallélogrammes pour tous les sommets desquels la fonction aura la même valeur.
Le point M qui sert d’origine au réseau a été pris arbitrairement, en sorte que les côtés des parallélogrammes étant déterminés en grandeur et en direction, il reste permis de les déplacer arbitrairement en les laissant parallèles à eux-mêmes et en conservant les mêmes distances. Il est évident qu’une fonction périodique prend, dans l'intérieur de l’un des parallélogrammes du réseau, toutes les valeurs dont elle est susceptible, et que ces valeurs se reproduisent exactement les mêmes aux points correspondants de tout autre parallélogramme.
608. Deux périodes a et jS étant données, on peut en déduire deux autres
ma -+- «|3, m'a-+-rifi, m, n, m', ri désignant quatre nombres entiers arbitraires, et ces deux périodes nouvelles fourniront, comme les premières, un réseau de parallélogrammes aux sommets desquels correspondent des valeurs égales de la fonction. Deux cas peuvent se présenter : ces nouveaux parallélogrammes ont les mêmes sommets que les premiers, sans qu'aucun ait disparu, ou bien ils ne reproduisent qu’une partie seulement de ces sommets. Il est évident que dans aucun cas ils n'en peuvent donner de nouveaux. La condition nécessaire él suffisante pour que les deux réseaux aient les mêmes sommets est que leurs parallélogrammes élémentaires aient même surface. Si l’on considère en effet dans le plan une surface de forme arbitraire, un cercle ppr exemple, de dimensions infiniment croissantes, le nombre des sommets qui s'y trouve renfermé est égal à celui des parallélogrammes; car en négligeant les parallélogrammes coupés par le contour, dont le nombre relatif est infiniment petit, à chaque parallélogramme correspondent quatre sommets et à chaque sommet quatre parallélogrammes. La surface d’un parallélogramme est donc la limite du rapport de la surface indéfiniment croissante au nombre des sommets qu’elle renferme, et pour que deux réseaux déduits l'un de l’autre aient les mêmes sommets, il faut et il sullil que les parallélogrammes élémentaires aient même surface. *
Impossibilité d'une troisième période.
609. Une fonction bien définie ne peut admettre plus de deux périodes distinctes. Soient en effet a, fi, y trois périodes non réductibles à deux; nous allons prouver que la fonction se réduit à une constante. En combinant en effet les trois périodes deux à deux, et prenant pour origine un point arbitraire, on formera trois séries de parallélogrammes dont chacun couvrira le plan et pour tous les
I. Cale. Int
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sommets desquels la fonction aura la même valeur; chacun de ces sommets pourra de plus être pris pour point de départ de trois réseaux semblables, et l’on formera un nombre infini de réseaux h tous les sommets desquels doivent correspondre les mêmes valeurs de la fonction. Soient, parmi tous ces sommets, P, Q et R ceux qui forment le triangle de moindre surface. En formant un réseau de parallélo-
grammes ayant pour côtés QP, QR, tous les sommets de ce nouveau réseau seront des points déjà obtenus; car en portant à partir d'un point quelconque une ligne égale et parallèle à PQ ou à PR on ajoute à la valeur de la variable qui correspond à ce point une somme de multiples de trois périodes. Aucun point déjà obtenu ne pourra d’ailleurs se trouver dans l’intérieur des nouveaux parallélogrammes, car, sans cela, contrairement à l'hypothèse, il formerait avec deux des sommets un triangle de surface inférieure à PQR. Tous les sommets déjà obtenus appartiennent donc à un seul et même réseau, et les trois périodes sont réductibles à deux. Il faudrait, pour qu’il en fut autrement, que la surface du triangle PQR se réduisit à zéro, et ta fonction ayant la même valeur pour tous les points du plan serait alors une constante.
Propriétés des fonctions doublement périodiques bien définies.
610. Les fonctions auxquelles se rapportent les théorèmes que nous allons démontrer sont supposées bien définies; elles doivent, pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de la variable, prendre une valeur unique et déterminée, et l'on a vu (535) que, par une conséquence nécessaire, une telle fonction, si elle devient nulle pour une valeur particulière s = a de la variable, est de la forme
p étant entier et 4> f ce) n’étant ni nul ni infini. Lorsque la fonction devient infinie pour la valeur z = elle est de la forme
ni al
q étant entier et rs\ (3) n’étant ni nul ni infini. On dit, dans les deux cas indiqués, que la fonction s’annule p fois pour ; = « cl qu’elle devient q fois infinie pour s=/3.
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611. Nous avons vu ('539; que toute fonction bien définie devient infinie une fois au moins, line fonction doublement périodique se reproduisant identiquement la même dans l’intérieur de chaque parallélogramme (607; doit devenir infinie une fois au moins pour une valeur correspondant à un point intérieur de l'un quelconque des parallélogrammes élémentaires; mais une seule valeur infinie, nous allons le prouver, serait impossible, et toute fonction doublement périodique devient infinie deux fois au moins dans l'intérieur de chaque parallélogramme 'élémentaire.
Il résulte en effet du théorème ( 539) que la fonction doublement périodique fis) doit nécessairement devenir intinic pour une valeur de s au moins dans l’intérieur de chaque parallélogramme. Soit s = a cette valeur, on aura
ayant une valeur finie k; car si le dénominateur élait d'un degré p supérieur au premier, la fonction serait considérée comme devenant p fois intinic.
Calculons l'intégrale j <p [s] dz le long du contour du parallélogramme élémentaire qui contient le point correspondant à z = «. Si celte valeur est la seule qui rende la fonction infinie, on aura ( 349 J , (344;
(45. j'f{s) dz =ilce .
Mais les éléments de l’intégrale relatifs à deux côtés parallèles se détruisent évidemment deux à deux, et l'on a par conséquent
i4*>) Jf[z)dz — o.
Les deux équations (45) et (46j étant contradictoires, l’hypothèse dont elles résultent est inacceptable, et la fonction f(s) doit avoir deux infinis au moins.
612. L'équation f (a) = o admet aussi deux racines au moins dans l'intérieur de chaque parallélogramme, et le nombre total de ses racines est précisément égal à celui des valeurs infinies de la fonction fis).
Considérons en effet la fonction ; celle fonction, qui est doublement pério-
dique comme la fonction proposée f[z), n’admet que des infinis simples. La fonction considérée ne peut évidemment devenir infinie que quand fis) est nul luirnème ou infini (533). Soit
p étant entier {535} et <(»(*) ayant pour z = a une valeur finie. On en déduit
et
et comme (533; est finie ainsi que i|i(s) pour z = a, a est, pour la fraction ■ un infini simple dont le résidu est égal à p.
Soit en second lieu
il i
étant fini ainsi que sa dérivée pour z = a, on a
et
f .ij 3 —a; ,i
et la valeur infinie qui correspond à z = a est encore un infini simple dont le résidu correspondant est égal à — q.
L’intégrale de la fonction ' “ dz autour du parallélograinmc est, d’après ee -qui précède, égale à
et comme 611 , elle doit être nulle, on en conclut
c’est-à-dire que le nombre total des zéros est égal à celui des infinis.
613. On doit faire cependant une remarque importante au sujet des valeurs correspondant à des points situés sur le contour du parallélogramme élémentaire qui rendraient la fonction nulle nu infinie. Le raisonnement précédent ne s’y applique pas, mais l’un des sommets du parallélogramme pouvant être choisi arbitrairement, il sera toujours aisé d’éluder la difficulté, quand elle se présentera, par un déplacement des côtés dont la grandeur et la direction sont seulement données.
J, * - . «A. JL
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On peut d'ailleurs étendre le théorème à ce cas :
Soit l’ un point situé sur le contour du parallélogramme pour lequel la fonction . devenant infinie, ait un résiiiu égal à k\ le point P,, placé symétriquement sur le contour opposé du parallélogramme, présentera le même caractère, et si l’on calcule Ç le long du contour AÜCD. en réduisant l'intégrale à la
valeur principale, les résidus relatifs aux points P et P, devront être multipliés seulement (345 par ny -i, en sorte que les deux points P et P, donneront dans l'intégrale ait: y'— i , comme si, en employant la formule géuérale, on ne comptait que l'un des deux seulement.
Supposons enfin que la fonction devienne infinie pour le sommet A du
parallélogramme élémentaire, et par conséquent aussi pour Jes trois autres sommets pour lesquels elle aura le même résidu k. On trouvera aisément, en suivant la
même marche que (345), que, dans le calcul de l’intégrale J eh, il faut multi-
plier le résidu relatif à chaque sommet par le produit de y — i par l'angle correspondant à ce sommet, en sorte que la somjne des quatre termes sera ikr, \ — i , précisément la mente que si, en adoptant la formule générale, on n’avait compté qu’un seul sommet. Nous pouvons donc étendre à tous les cas les résultats précédemment obtenus en convenant de ne compter qu'une seule fois les infinis et les zéros de la fonction relatifs aux points symétriquement placés sur le contour du parallélogramme élémentaire.
Théorème de M. Liouvillc.
614. Toute fonction bien définie ayant pour périodes au et /ju'y — i est exprimable rationnellement en fonction de sinamu et de sa dérivée
Ce théorème est un corollaire presque immédiat du principe démontré (542) : Quand deux fonctions bien définies ont les mêmes zéros et les mêmes infinis, leur rapport est une constante.
Soit F(u) une fonction doublement périodique ayant pour périodes 4'o et
GOG
a <ii' y — i , et, dans l’intérieur d’un même parallélogramme élémentaire, a,,
«„ a„ les zéros et f. i ,. j3a /3„ les infinis toujours en même nombre (612) de
la fonction. Posons
(47) çi u) = F( u) -t- F{ au — «).
La fonction ip(u) étant égale «), les zéros et les infinis peuvent être
représentés par a, et a u — a\, a2, au — a',,..., et 3« — a, et fh\ et 3«i — jS',, (S1, et in- pi, ,... , psj et lu — . qui sont précisément ceux de l’expression
{sinamu — sinam «',)(sinom u — sinama',). . . (sinam « — sinam a j)
(sinoni « — sinamp', ! (sinam u — sin uni p,} . . . (sinam a — sinam ) ’
dont le rapport à <p[u) est par conséquent constant.
Posons en second lieu *
a sin am « du
cos amuAamo
on a
ip ( « ) = tp ( a — u ) ;»
car, en remplaçant u par au — u, le numérateur et le dénominateur de (48) changent tous deux de signe : on peut donc représenter les zéros et les infinis de respectivement par-/,, m- y,, y2, au — y,,..., y„, au — y„ et d,,
au — d d„, au — d„, et par conséquent
_ „ : sinam a — sinam y, )(sinama — sinam •/,) ...{ sinam» — sinomy.) 49) t( ) [sinamu — sinam i,). . .(sinamu — si nam 3,,)
C étant une constante.
çi («) et 4> (ic) étant des fonctions rationnelles de sinamu, on déduira des équations ; 47) et (48) les valeurs de F(u; et de F(au — u), l'une et l’autre de la forme
où M et N sont des fonctions rationnelles de sinamu.
Il résulte évidemment de la démonstration que, si l’on avait
F(aw — u) — F u),
le cocllicicnt de serait nul dans l’expression de F(ii). Si, au contraire.
on avait
MULTIPLICATION ET DIVISION DE L'ARGUMENT
Calcul direct de sin amnu, cos am nu, Aarnnit.
615. Les formules qui expriment les sinus et cosinus d'amplitude d'une somme permettent de calculer successivement le sinus et le cosinus d'amplitude du double, du triple, etc., d'un argument donné. En faisant, par exemple, u = v dans les formules d’addition, on trouve
sin dm a»
a sin am a cosam u \am u i — k’ sin'dm u
ros’«m a — sin’nm n A' dm «
cosdm lit — > — — - ,
t — A 1 sin'dmu
A’ dm « — k’ sin'dm « cos’ dm «
A dm a» — — .. • •
i — *’ sin’dm u
En remplaçant dans les mêmes formules u par iu et se servant des résultats précédents, on trouvera, en posant pour abréger sinumu — x.
sin dm 3 u
3 jr — 4 ( 1 “A" />') jt* ■+■ 64 ’jt* — k'x' t — dk'x'-t- 4 A ’(| -t-
On pourrait évidemment calculer ainsi le sinus ou le cosinus d’un multiple quelconque de l'argument; mais cette méthode n'indique pas 1^ loi de formation des numérateurs et des dénominateurs, elle n'en fait pas même connaître exactement le degré; car des facteurs communs s'introduisent dans les deux termes des fractions obtenus. On peut les éviter en suivant une autre voie qui mène plus rapidement au but. En multipliant les valeurs de sinaw(«-t-p) et de sinnm (u — v) (■593), on trouve
sin dm (d H- c) sin om{« — c) =
sin’dm n — sin’nm »
i — k‘ sin'omn siii’nmr
Si dans cette formule on remplace « par (p -t- >)« et v par pu, on obtiendra la suivante :
sin am u sin am [if +i]«-
sin 'ami p + i )« — sin’ am pu i — A’ sin’dm ( p sin’dm pu
Mais on a
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asilt am pu cosam pu \am pu •unanmpu ' — r — .
' i — h'sin'timpu
Si donc on pose, en désignant par/; un nombre impair quelconque,
cl par suite
sinon* pu — ,
rosn/H pu = v'Q; — P/- ,
àampu= \/QJ— A’ Pji ,
on aura, en désignant sino/nu para-,
Pt. »P.Q„ érOr- P»;:: Q„ - ’lftl) Q>. ' Q; /.P.;
On pourra donc poser
P, „.h* = P; ,Q-_ PiOi...
6) ) Q«.. = QiOî+.'-*,P.’P* .„
i P.„ a p. q, v 0- - PiHOT^^Pi),
Q. .=QJ-/.P;.
F^c radical qui Figure dans l’expression de P,„, et qu'il est. impossible d’en faire disparaître, n'esl pas cependant irréductible.
Si l’on pose, en eff'el,
sinaniu x,
sin am nu ■= y r_- - .
f ,iy ■ n r dx
... V'".* ' /•’.>• VI r l
d'où l’on déduit
I. Cuir, int
««— r’)(i — A’r’} V< • — jc» h * —
mais
et
o P 'LO,
dr </ P. V“ dx r" dx
dx dx Q,
— k’r') = Q= v'(0.i -Pi! «K - **Pi
l'équation (8 i devient donc
rfP._ p dQ,
dx ' dx «
v'foT^Pi ) (Q; - ï fP: ) *'ô • /■ - < ï
et l’on a
vifiB-pj)«K-*n\î) = j v'V> - - *’*•') (q. dJ; - p* f2")-
Si donc q' est rationnel, g” ne contiendra que le seul radical \ t — a?a, t — k2x2),
et l’oti voit, en outre, que les carrés PJ„, Q|„ seront rationnels.
En partant des valeurs
on formera successivement P2, Q2. P,, Q3,...i et l'on voit aisément que, pour les valeurs impaires de n, P„ et Q„ sont des fonctions entières, la première de degré ri2, et la seconde de degré n2 — t; P„ d'ailleurs ne contient que des puissances impaires et Q„ des puissances paires de .r seulement. Si l’on pose
il existe entre les coefficients du numérateur cl ceux du dénominateur des relations faciles à obtenir. Si l’on change, en effet, u en u w'\ — i, sina/«u ou x se change (605; en et sinam/m nu v en j- - L’équation ;)j doit donc être
telle, qu’en remplaçant a; par ^ > v devienne ^ • Ou en conclut aisément
A, tt, /, ’ , A. ,.. ., A,„ 1
D’ailleurs, pour une valeur infiniment petite de .r, y est égal à /u-; par eon-
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séqucnl
Si l’on chasse le dénominateur de l'éqnation <) j pour ordonner ensuite par rapport aux puissances de x, l’équation -prendra la forme
et il résulte des relations précédentes que la somme des racines est (10)
et leur produit
Division des fonctions elliptiques.
01 fi. Les formules 'i) qui expriment sin«/« au, vosarn au, àain au donnent immédiatement
(ia)
sim uni = z
1 / 1 — - A am n
Tf\ i -t- cos am 11
/ i — ros am u V « + A am u 9
u . , /cos antu -+- A amu \ — AT 1 — A omit
cosam -- di t r = ± 4 / — =- ■ \ / x *
2 y 1 -t- àamu \ A* V A am tt — cos amn
. n } cosam a \anui , , i — cos amu
A am àz\/ — -+- y i -A1 4 '
2 y i -4- Ciiximtt \ A a mu — cosam u
Ces formules ne donnent que deux valeurs, mais on y suppose cos amu et Aamu connus; si l'on donne seulement sinami/, le cosinus et le A ont chacun
deux valeurs, et la formule {\ a) donne huit valeurs pour sinam": on trouve , // ti + A siu am m±^i — A sin am n
*'MWr/// -_^rrr===rr
* ±: y i — sin f/m «±vm- sinam a
On s’explique aisément ces huit valeurs. Tous les arguments auxquels correspond
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un sinus «l'ampliunie donné’sont' représentés par la formule
( — l)“î(+ 5«IM+ 2 n *A V — I ,
dont les moitiés sont
( — i y* -h m m -f* n ta* \ — i ,
et le sinus d'amplitude a huit valeurs égales deux à deux et de signes contraires, répondant aux arguments
Applications géométriques.
617. Si l’on coupe par une droite la courbe du troisième degré dont l'équation est
( 1 5 1 ) * — o -+ bx -4- ex' -+- dx',
la somme des trois valeurs que prend l’intégrale
bjT
dx
lorsque l’on prend la limite x égale successivement aux abscisses des trois points iTintcrseetion, a une valeur constante (591 ) pour toutes les droites du plan.
Soit
a'x. bx -+• rjr’-r- dx' — d\x — «) (* — j 5)1 x — y).
Posons
.r = |3 siti’nm « a- y eos' am u ;
on aura
/ x — a - ( y — a ) -+- { |î — y) sin’am u,
|i- |S = (y — p) cos 'am n,
I x — y = ijî~ yjsin'UHiK,
dx - i 3 — y )sin amu casamtt Aamu du.
LIVRE TROISIÈME. - THEORIE DES PONCTIONS ELLIPTIQUES, el par conséquent '
djr a A oui u du
Jd[x — «)( JC — 3 ){* — '/) t, : . / 3 — / , ,
’ ' y </{ , — y) y/ I — £ — -L sin’niHH
Si l’on suppose que le module de sinamu soit ~ y on aura
Vf — - - - sin 'amu Samit,
tlx a du
\/dJx — *)(* — P](x — yj vrft * — y)’
l'intégrale (i6j est par conséquent proportionnelle à u.
Les équations f 1 7 j donnent d'ailleurs dans cette hypothèse
y’.= d(x — a)(jr — 3),.v— y)~ — rf(y — *Hy — 3)'sin’<ï«iKCOS’H/n« A ‘amu,
et par conséquent
y — ( 5 — y) \d[a — y) sin am h commit Sam 11 :
x et y s'expriment donc rationnellement par des fonctions elliptiques de u, de telle sorte qu'à chaque valeur de u correspond un seul point de la cuurhe, mais la réciproque n’est pas vraie, et toutes les valeurs de u qui donnent le même sinus d'amplilude et le même produit cosamuSamu correspondent au même point. La somme de trois des valeurs de u qui correspondent à trois points en ligne droite est constante.
Si par le point qui correspond à la valeur a de u on veut mener des tangeutes à la courbe, en désignant par u, lu valeur de u pour le point de contact, on aura
(19) i«, + j C 4- 4*nu 4- anu' y — ■;
C étant la somme constante supposée connue, à laquelle on doit évidemment ajouter un multiple arbitraire des périodes, on obtiendra u, en divisant en deux parties égaies la différence C — a, et parmi les huit valeurs indiquées 1 61 (1 l'équation (igj n’en fournit que quatre.
• 4- au,
ce qui fait quatre points de contact, et l’on obtient les sinus .d'amplitude correspondants (61 1 ) sans extraction de racine cubique.
Considérons la droite qui joint deux des points de contact, par exemple, ceux qui correspondent aux arguments
et la droite qui joint les deux autres points. Ces deux droites iront se couper sur la courbe, car les arguments qui répondent à leur troisième point d'intersection avec la courbe sont respectivement
« C — st L. — a ,
équivalents l’un et l'autre, en supprimant les périodes, à a — au, et correspondant au même point de la courbe. On retrouve ai nsi ce théorème de Maclaurin. qui, étant projectif, s’applique à toutes les lignes du troisième degré :
Si d'un point pris sur une courbe du troisième degré on mène les quatre tangentes autres que celle qui louche ta courbe en ce point , les droites qui joignent deux à deux les quatre points de contact se coupent sur la courbe.
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Un pourra calculer sin«m(S, •+- S, , el le rayon p' du point I milieu île M, M, sera si nu/n — — — , qui évidemment, d'après ce qui précède, se déduira de p, et p,
par des formules où ne figurent que des radicaux, du second degré, que l'on pourra construire avec la règle et le compas.
On peut, pour évaluer l'arc <!• lemniscatc el résoudre le problème précédent, adopter une autre variable qui permet d'éviter les intégrales à module imaginaire. L’équation de la leinniscate étant en effet
les coordonnées a/ et y peuvent être représentées par les formules
et l'on en déduit
en sorte que l'on a
x =.a cos? 4/ 1 — ^ sin’o»
y — sin? cos?,
Va . „
? = — siilnw S,
le module étant y/^i el les formules précédentes permettent de calculer la valeur de <j> qui correspond à l'arc ' quand on connaît celle qui correspond à l’arc S.
Division en un nombre quelconque de put lies égales.
619. Lorsque, sin amu étant connu, on veut calculer sinom — . + °u pourra
d’abord à l’aide des formules données 616 , calculer sina/» ~ » et le problème sera
ramené à la division de l'argument par un nombre impair 3« + 1.
Posons
smom « = r, sm uni * — x.
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n ('tant impair, nous aurons G15) une relation «le In l’orme
, , A,.r -+- A, xJ-4- A,jr‘-t- . . -+• A, _, J ”'
A n ~ » ' «ut *
I -4- if, X * A- . . . -+- X
dont le degré est égal à n'. m •
Il est aisé d'expliquer les n 1 valeurs île x qui correspondent a i liaque valeur dey.
Les arguments qui répondent à un même sinus d'amplitude y sont compris dans la formule
— lj*’X + îü«-f 3 1 tjto' y' — I,
et la partie est par conséquent exprimée pur
Il sullit évidemment dans cette formule d’attribuer à p les valeurs inférieures à an, et à q les valeurs inférieures à n. on obtiendra ainsi an1 valeurs de l'argument; mais elles en fourniront n- seulement pouf le sinus d'amplitude, car ces valeurs groupées convenablement deux à deux donnent pour somme a *>. Les valeurs distinctes qui sont les racines de l’équation (ao sont comprises dans la formule
Mil r/m | - +• ' H — — - |,
où l’on donne ii /> et à q n valeurs consécutives, par exemple, o, i , a n — i .
Les n1 racines de l'équation ao sont inégales. Considérons en effet deux quelconques d’entre elles
sui uni I * — s )»
iût 4 p» w 20, &/*/— i \
siii uni \ •+- ” - ~ - )■
\ il « /
Il faudrait pour qu'elles fussent égales, que la différence des arguments se composât d'une somme de multiples des périodes et au’v'— t, ce qui ne peut avoir lieu, ou que leur somme lût égale à au, augmenté d'une somme des mêmes multiples, et il faudrait, ou le voit aisément, que a fut pour cela de la forme
(a A i)u -t- qw! q — î,
Abel a démontré le théorème suivant
L'équation de degré n' de laquelle dépend la division de l'intégrale elliptique en n parties égales, peut être résolue par radicaux pourvu que te problème ait été préalablement résolu dans le cas des intégrales complètes l\ <u et îu'y - i .
Désignons en effet par x une racine quelconque
^ r sino/nz,
ou aura deux autres racines
.r, si nam I
c’est-à-dire 503
/ \ Fi : Sinuffll a + ’
xcosam ■+■ sin am v(i — x*
i — k'x' sin’om i a>' v1' — i , ? m' \T— i
xam -4- si nom - v ( • — •*")!< — *'.r’
i — e’x’sin’rrm —
Le radical y i — x1 i — Px1 , peut être exprimé en fonction rationnelle de a- et dey. Si l’on a en effet
P et Q désignant deux fonctions entières de x = xi nam et v la valeur tle si nam u, on en déduit ,
Qrfp _ p^9 ,
'/■ r </x ity I — rM; I — t>\r
Q’ <tx y'j,-
et celle équation donne \ ( i — jc*j ( i — Px'‘ en fonction rationnelle de x. On aura donc
x, y,(jr).
- I. Cuir* nu, -g
©, et désignant deux fonctions rationnelles de x. On a d'ailleurs
r / Si r / O . ( aw’ J — | \
g, x — q, y,( x ) — sin /7m I a -4- h — u
et ces conditions su lïisent, en général, pour que l'équation soit résoluble algébriquement, en supposant, bien entendu, connus les coefficients de ç, .r et de qui
• . . . . . im' y — *
contiennent ici s\nttm et sina/n — n n
Considérons l’expression
|~ ^ sfè sin fini |
" + 4 ta H
h » fi
où a et fi désignent deux racines quelconques de l’équation
.r" — i rrn;
et supposons que a et ,3 restant invariables, la somme s'étende aux valeurs o, i, 2. ... « — i de p et de </, en sorte qu’elle se compose de n 2 termes; l'expression 2i i restera invariable lorsque u y sera remplacé par l'expression
« + 4 Am 4--*A'*i' , — i ,
où A et A' désignent deux nombres entiers quelconques; le terme général devient en effet
y' nm I
4(£+A)m a(y4-A')fj
et en posant p 4- h — p' . q 4- A' = q
p' et q’ devant recevoir les valeurs A. A 4-1 . ... h 4- n. A', A'-t- i A' 4- n, équivalentes évidemment aux valeurs o, i. 2 n — i, que dans l’expression (ai ) on
devait donner à p et à q; la somme placée entre parenthèses dans l’expression ai)
ne diffère donc de 2(5) que par le facteur cl il cause de «"= i, (3*-=: i les
deux sommes ont même puissance n'rmr. Si doue oii représente l’expression (ai par t
celle fonction de u admet les mêmes périodes que sinomu; elle est donc exprimable (614) en fonction rationnelle de sin amu et de sa dérivée, et elle est de la
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forme
. 1/ sin nm u
lin
D'ailleurs F' u, a, fi ne peut devenir infinie que si l’un îles termes de la somme dont elle est la puissance ntimr devient lui-même infini, c'est-à-dire si l’on a
n ^ 4pw 2 j»' y — i _ ,
3 /il».
d’où l’on déduit, n étant impair,
n — n !»' v — i ■+■ 3 n/i u — 4p&> — > i/i,i v— i — «' y — i -+- *A',i 4- imilliple des périodes.
La fonction a4 admet donc les mêmes infinis que sinu/iiu, l. doit être par conséquent remplacé par une constante, et l'on a
. n d sin mu n
Un, a, p). P + O- ju i
P et Q désignant deux polynômes entiers en si n am u . On a donc
y a! fil sin an, ( " + + V -» ) , ^ p + Q
d sinmnn du '
Donnons à a cl à fi toutes les valeurs possibles, et ajoutons les équations ainsi formées; quelles que soient les valeurs de /> et i/, si elles ne sont pas nulles toutes deux, le coefficient de
I Il 4 n ',1 30 r, l'y — I
slo uni I T - J-
, ( “ + *pb
sera égal à zéro, car il est le produit de la somme des puissances /> des racines de l’équation binôme par la somme des puissances!/; le premier membre se réduira
donc à n’siniim " ? et l’on aura «
■ ! « V ."/» d sin uni II V . „ -J4
ii* sin «m - V *" ^ /„ - t v " •+■ Q eos uni n A mn n,
et l'on a l’expression d’une racine quelconque par une somme de radicaux. I.e nombre de ces radicaux est — i , et non pas n1. car en prenant a = fi = i la fonction
\’ „ . I « 4 Pi» aqm'd — i \
■ Sin uni I -+- “ -U ’ — " )
sc réduit h la somme des racines, c’est-à-dire '615) à nsinamu, et l'on a par conséquent
^ si n nm u -f. >
t- > , V P- -+- Qm COSOOI U à tint U.
621 . Les fondions P„ et Q„, pourront être calculées comme il suit. On a
(a6) P, -t- y. cosnnid Ak/iim =rX' se 3» siu am ( - -i- ' \ j ,
chaque valeur de m répondant à un groupe de racines a, f>. Or on peut par la formule d'addition (593) exprimer sin<i/n^ -4- -t- 1 ^ en fonction ration-
nelle de sina/n^: par conséquent, le second membre de a6) est une fonction rationnelle de la racine sina/a ^ = x\ mais il ne change pas quand on y remplace u par
«'+ 4* u -t- j/iVy - i, c’est-à-dire x par une autre racine quelconque, et par conséquent, en nommant x,, x2 x„. les racines, il est égal à
fonction symétrique que l’on pourra calculer en fonction des coefficients dc^ 'xy, et de ceux de l'équation.
La marche suivante donnera plus rapidement le résultat
Considérons les deux sommes
acj3»sinrt/n(|| -t- -’-YI — 1\ a'^»sini/m( ” — — 1 ;
la première est une fonction impaire de x , elle a les mêmes périodes que sin amu, elle ne change pas quand on change u en au — «, elle s’exprime donc en fonction, de sinamu par un polynôme impair aP,„, qui évidemment sera de degré n. La séoonde est paire, elle change de signe quand on change u en au — u, et elle est de la forme (61 i) aQm ^ On en conclut, en ajoutant les deux sommes.
F(«, a, ià) = P„-(-Q,
il sin uni u
et en les retranchant, rcinarquanlquc le changement de/> et q en — p et — q équi-
V .'Pin am ( " -e ') V ' sin«m
r \n n n JsZjx'fr \n n n J
y' Pi -+- Q.i cos’n»i« A'iiuii» .
Mais le premier membre considéré comme lonrtion de u a les mêmes périodes que sin amu, il n’a d'ailleurs que les infinis de siuamu. et les infinis sont doubles; pour chacun d'eux enfin, le rappocl à sin3nm« est l'unité, et (614) il est par conséquent de la forme
SHl'a/fJM — M1.
a étant une constante.
On a doiie
ÿ Pi, — Q', cos’om « Viim h - - sin:«»i» —
Si nous posons sin om u = y. les polynômes P,„ et seront déterminés par l'équation
•>: ) . Pi — Qi ( i — y' H' — h ) i/3 — «! j*.
Si l'on prend par exemple « 3, l’équation il résoudre est 615
3x — 4 ( * ■+• 4 ’ ) jP ■+■ 6A ’.t * — A 1 x"
•’ i — lih'x'-t- î A ' ( » -t- k']*'— 3/i‘x’
(jr‘ 4- i)-)1 — c’( I — y' i — k'y’) — {y* — «’ ’i
on aura
(’ît)
on en déduit, en identifiant les cocllicients.
(3oj
cette dernière équation est précisément celle qu’il faudrait résoudre si l’on avait
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y = o. La formule ( al donnera
(33 1 x= | +-V ~ y/ y'%jr — — — 3- +«*(/(■— /•*)(! — /■ :r ! ).
la somme s'étendant aux valeurs de « données par l’équation Tli,.
Points d' inflexion des courbes du troisième degré.
623. La droite tangente à un point d'inllexion d’une courbe du troisième degré coupe la courbe en trois points confondus en un seul, el si l'on désigne par u ; 617) la valeur de l'intégrale qui correspond à l’un de ces points, on aura
3«i = C -+- 4 *»» ■+- snoi'V— 1>
et l’on voit une liaison très-intime entre la reeberebe des points d'inflexion et la
reeberebe de sinom connaissant sinnmC. On aura pour valeurs distinctes de u
ce qui indique neuf points d'inflexion. La somme des trois valeurs de u, qui ne se trouvent ni sur une même ligne horizontale, ni sur une même ligne verticale, est égale à C, et les trois points correspondant sont par conséquent en ligne droite. Il en est de même si l’on prend les trois valeurs de u situées dans une même ligne ou dans une meme colonne.
EXPRESSION DES FONCTIONS SOTS FORME DF. PRODUITS
Première recherche ries formules.
62i. Pour transformer sin.r en un produit <l’un nombre infini de facteurs, nous avons pris I, 40 i i pour point de départ l'expression de sinn.r en fonction de sinar qui forme un polynôme entier; les racines, lorsqu'on y considère sina; comme inconnu, sont données à priori par les propriétés des lignes trigonométriques. Une marche toute semblable conduira à la décomposition de sina/nar en produit d’un nombre infini de facteurs.
On a trouvé fît 5*
ft) <inam[ip -H i) x ~ qx
P et Q étant deux fonctions rationnelles de siuumj-, la première de degré {xp -+- ■ j5, el la seconde de degré -xp -+- i 1 — i; les racines de l'équation P = o sont les valeurs de* si n am .v pour lesquelles on a sinam xp -+- i x = o : il est aisé de les calculer.
On doit avoir
(a/# 4-i)jr = imi -+- xnw'y — i,
m et n désignant des nombres entiers quelconques. On a par conséquent
, , / 7 ni '.i am. i'V-* i \
ia) smiMir sino/w l - — + — • 1-
Pour obtenir les valeurs distinctes exprimées par cette formule, il sullit de faire varier m de i à 4/> -+- 2. et n de 1 à xp - 1- 1 , car l\ '•> cl aw' t étant des périodes, l'addition de 4 p -I- 2 à la valeur de rn ou île xp -4- 1 à celle de n 11c change rien à la valeur de l'expression 2 . Le nombre total des combinaisons ainsi formées est a( xp -t- 1 j*; mais le nombre des valeurs de sinffmx est moitié moindre.
Le nombre des valeurs distinctes exprimées par la formule ' x ) est donc !ip ■+- 1 et pour les obtenir toutes, il est aisé de voir qu'il suffit de faire varier m et n chacun de — p à -i- p.
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La fonction P est. d’après cela, de la forme
f.sin/r/HA-
sin/imj: — suwrm
?. rfi m -h 2/1 m*
C désignant une constante, et le signe indiquant le produit de tous les fnc-
leurs obtenus quand on attribue aux nombres entiers m et n les valeurs comprises entre — p et -t- p , et supprimant seulement celle qui correspond à m = o, n — o.
qui a été séparée et écrite en dehors du signe JT-
On verra d’une manière toute semblable que le dénominateur Q. qui doit s’annuler quand sin tvn a/> -t- i ).v est infini, est de la forme
cn:,[*»
s i n mu x — si n f/m
en supprimant toutefois dans le dernier produit, qui sansicela serait de degré f 2p -h i), le facteur correspondant à m = o, n . = p . qui a une valeur infinie.
On a par conséquent
(5) siiuu»i(?ji
Up ( , . 2 m w -4- 2 n bt* d — t \
I sin/7m.r -sinam - — ■ I
sin «ni .r sinnni
mu.) -t- 1 an +- i)w' y ■>P-
Pour déterminer le rapport ' > supposons x infiniment petit; sino/n : ip -+- i x
pourra être remplacé par [jtp 4- 1 j x, si nom x paV .r. et les facteurs binômes du second membre seront réduits à leurs seconds termes; on a donc, en supprimant le facteur x.
(li
ir
p întM + 7. n 0) v — i
sin/////
p yP±i
in nm +
La formule ' 5) devient enfin
(7) siiwtm
ni/-
sin nmx
2 m w-r 2/1 oi' y — 1 2 p -4- 1
sin/.
slnffffur
.1 -4- ( 2 « -4- 1 ) rj/ y1 — 1 2 p -4- 1
LIVRE TROISIEME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELU ETIOLES. On en déduit, en posant ( ip -t- i; x — s.
IJ
(Hj sin«m5— ?./>*+•» ) si mtm — —
•in w V — * \
sm a nt —
' | sin ttm |-
2fflU 4-(2« -f- I :«V-I
: restant constant, faisons croître p indéfiniment : si nom pourra être remplacé par ^ ( , le rapport
Miuim
7 ' /i ’ sin fini
a# quel que soit h , ~ pour limite, et l'on a ainsi
snwimc z
[ am « 4* ( */* 4- 1 )g»' S—
m et n devant prendre toutes les valeurs entières positives et négatives, à l'exception bien entendu des valeurs m =<>.« = o qui doivent élrc exclues au numérateur.
625. Nous devons faire observer immédiatement, comme nous l’avons fait (1, 404), que la formule précédente n’est pas rigoureusement démontrée, elle repose en effet sur la substitution du rapport de deux arguments à celui de leurs sinus d’amplitude; or celle substitution n’est permise que quand les variables sont infiniment petites, et l’expression
ne tend vers zéro lorsque// augmente que dans le cas où m et n restent tous deux finis; ces nombres devant varier l’un et l’autre de — p à -t-//. notre démonstration cesse de s’appliquer pour des facteurs dont le nombre est infiniment croissant, et il est indispensable, comme dans le cas où il s’agissait d'un sinus (I, 404), de démontrer à posteriori l'exactitude de la formule obtenue. s
Nous remarquons d'ailleurs que pour obtenir par induction la formule (9), ou ' I . Cntc int. 79
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peut assimiler, à priori, si n am z à une fonction rationnelle dont le numéraleur et le dénominateur se décomposeront en facteurs correspondants à leurs diverses racines C’est par des considérations semblables qu'Euler a dé-doit pour la première fois l’expression de siux en produits, et que nous aurions pu écrire de suite la formule (9), sauf à en démontrer ensuite l’exactitude.
Contentons-nous de octle méthode rapide pour écrire les formules
cos ami — JJ*
him; = J"J
( 2 JM -h 1
i)m -f- Sfftt'V — 1
( am -4* 1
imt 1 -t-(»n -I- iJ'ji v — 1
où m et n doivent prendre toutes les valeurs positives ou négatives.
626. Avant de démontrer les formules précédentes, il importe de remarquer que dans les produits tels que ceux qui forment les numérateurs et les dénominateurs des seconds membres dans les formules (9), (10) et (1 1), on doit préciser l’ordre dans lequel sont appelés les facteurs, et la limite peut varier avec celui que l'on adopte. C’est une remarque analogue à celle que nous avons faite à l’occasion des séries (I, 218 ), qui peuvent en restant convergentes changer de valeur avec l’ordre dans lequel 011 écrit leurs différents termes.
Considérons d'abord un exemple fol-l simple analogue à celui qui nous occupe.
On a (1, 401,
et l’on peut dire, sans ajouter aucune explication, que sins-r est représenté par le produit
dans lequel il faut attribuer à n toutes les valeurs entières de a à x , et le produit est convergent quel que soit l’ordre des facteurs. Mais si l'on écrit
(-SH-ï)O*:)-
LIVRE TROISIÈME. - THÉORIE DES FONCTIONS F.U.1PT1QUES. le produit deviendra
.T ( I — JT )( I -4- X
que l'on peut éerirc
le nombre entier m variant de — ao à ■+■ » . Mais sous celle forme il faut préciser l’ordre des fadeurs : le produit n’est plus convergent indépendamment de l’ordre qu'on leur attribue. Les facteurs correspondants aux valeurs positives de m ont un produit infini, il en est de même du produit correspondant aux valeurs négatives, et si l'on écrivait par exemple
l’expression n’aurait plus de sens. Il faut, en cherchant la limite du produit (i4), égaler toujours le nombre des facteurs qui correspondent aux valeurs positives el négatives de m, et si l'on procédait autrement la limite serait altérée.
Supposons en effet que dans le produit (i4 .i on lasse varier m de — p à ■+ -kp, k étant un nombre fixe et p croissant indéfiniment . La limite obtenue en faisant varierai de — p à -t - p étant évidemment Mnj:Jr, 1(! résultat sera
ri-, ,.rv-(-r
Cherchons donc la limite du produit
c’est-à-dire, puisque/) croit indéfiniment, en négligeant les termes infiniment petits par rapporl à ceux que l'on conserve.
Pour trouver la limite de la somme
liiS
considérons l'hyperbole dont l'équation est_y = I-es divers termes de ^17) représentent les rectangles ayant pour base l'unité, cl inscrits dans l'aire comprise entre cette courbe, l'axe des x, et les ordonnées qui correspondent aux absrisses p et kp.
Elle représente aussi les rectangles de base unité circonscrits à l'aire comprise entre les ordonnées qui correspondent aux abscisses p -+- 1 et kp ■+- 1 , elle est donc comprise entre
r'Jx = n,
et
ri**' <i£=,pk±i
Jp*., x P*'
La limite lorsque p augmente indéfiniment est évidemment égale à Ik. L’expression {1 7} a par conséquent pour limite x Ik, P tend vers k*, et la limite de l'expression (i5) est
/i'sinr.r
où k est arbitraire.
C27. Une remarque semblable s’applique au produit
TT (m * — )’
4 1 yni'iiA- >«(■>'>' — 1 /
où m et n doivent prendre toutes les valeurs entières de — » à -+• * .
La limite d’un tel produit n'est pas déterminée, elle dépend de l’ordre dans lequel on y fait entrer les facteurs qui le composent. Soient en effet U la limite obtenue en multipliant tous les facteurs pour lesquels les points dont les coordonnées sont m et n se trouvent dans l'intérieur d'une courbe dont les dimensions grandissent indéfiniment, et U' la limite relative à une autre forme de ce contour limite entourant de toutes parts le premier contour, et grandissant indéfiniment avec
UVRE TROISIÈME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, lui. On aura évidemment
> 1 * \ jmo+jnu'y-i/
le produit J J s’étendant cette fois à toutes les valeurs de m et n qui représentent les coordonnées d’un point situé entre les deux contours. On en conclut
/U' — /Il
an» v — i /
c’est-à-dirp, en remplaçant chaque logarithme par la série qui le représente.
w_m=» y. -*-yr ; „-+....
— < a m m ?/( '.i' y — i a •j'î/nM+î«6ily — 1/
Si les conlours limites ont constamment pour centre l’origine des coordonnées, la somme qin multiplie : est nulle comme composée de termes égaux deux à deux, et de signes contraires: celles qui multiplient s’, s*,... sont dans le même cas; les coefficients de sont négligeables, parce que le module de la puis-
sance — 4 de rn',1 -4- n<* y — 1. est infiniment petit par rapport à celui de la puissance — a. On aura donc en général
A étant indépendant de on en déduit
et par la manière d’effectuer le produit on peut par conséquent multiplier ou diviser la limite par un facteur de la forme
Étudions actuellement la fonction
en y faisant varier m entre deux limites — M et -4- M, et n entre — N et -4- N, M et N croissant l’un et l’antre indéfiniment de telle sorte que le rapport ^ devienne lui-méme infini.
La fonction f[z) ainsi définie satisfait aux deux équations
i -*- a<ul = — f(î),
( ç^î-l-ao>V— ij — — 9(a)c * f
On a en effet
9(i -i- i#i = |j -t- in) JJ ^
Mais on a identiquement
2mw + 2fl«y — | \
a (m 4- i)w -+- înu'v'-i
a(m + i)u -4- anm' y — i ) imu-MimV-i
D'ailleurs, pour m = : — i , n = o, on a
iMH + aw'ÿ— i •*
dont le produit par s -i- i'.\ est
\ au/
et l'on a
<f[z + iu)=-
La limite de l’expression
I l r a ( m -4- i )oi + mu'/-! I
*■*[ imu + Uii'if-i J
a (m -i- i)o> -+- a nu'
V' — ' J «idu+umV-i
intfii + a ntii
est indépendante de z ; nommons-!» A, nous aurons
On en conclut
(ao)
?|l + au) ?(*)
^ 2 /// 6i 4- 2 tlW y — i
Lorsque m varie de — M à -+- M, et n de -Nil + N, les produits qui tigurenl au second membre île ' ao ont un grand nombre de facteurs communs; il reste, en les supprimant.
it|.+ 1 — =1
•**\ — iMu + iAsi'ÿ—i/
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les produits étant formés par les facteurs qui correspondent aux valeurs de n comprises entre — N et -+- N. Mais N étant par hypothèse infiniment petit par rapport à M, les deux produits ont évidemment pour limite l’unité, et l’on a
<j,(a -+- îiw)= — A s
l’our déterminer A, supposons ; = — u, nous aurons (ai) — <•>);
et comme le changement de s en — - ne fait que changer les uns dans les autres
les facteurs du produit e3t U|ie fonction impaire de :, et l’équation (ai)
1 * donne A =* i; on a donc enfin
629. Remplaçons en second lieu z par ; ata'y' — t,on trouvera, absolument comme ( 628 ,
. r- TT «+ — , -. Tr - II i«m + î(»»+i)»V-i.
2 nito -4- 1/16» ÿ
Dans le second quotient qui ligure au second membre, on ne doit pas supposer au numérateur m = o, n — o, ni au dénominateur m = o, « = — i , et pour tenir compte de cette restriction, il sufiit de supprimer le signe — , qui est détruit par
le rapport = — i; on a donc, en supprimant les facteurs communs,
— Ub/ y — 1
sji + j»' y1 — i )
i)m' v — * J ri
2»lM+î(N+l )«' \ — I
TT \ —
m variant entre les limites — M et h- M qui sont infiniment grandes par rapport U N, dont la valeur fixe doit elle-même être considérée comme intinic.
Or on a
2m a *f «(N + i)»1 v amM + *(N -f i)«a'^-i
i z a m ta — 7 N ta1 ^ — i
a m ta — 7 N ta* v'— i
2 m ta
Z — 7 No»' J — 1
2 mot
et pour m = o
a(N-+-Qwÿ— i 7 N &»' ^ — I
s(N + l)w' V — • 3 — a No»' y — i
et par conséquent
9 ' 3 -f- ar./ v — < )
c’est-à-dire (I, 404)
: -e a ( N ■+■ i )«' V— • J ZI
s + nN+ i)>.iV—
(î — aNo>-v~,Ol
z — -iN'.iV- i '
/ . ■ — siu 3 -4- a ( N •+* i )&/ v — i -
gin ' s — a N «' ^ — 1 ) — ao»
ou, en remplaçant les sinus par leur expression exponentielle.
9 z H- ar./ y — i J e
«ÜM'v'-i 3-, S .V-i
e ** e * — fi « “
e * devient nul à la limite, et Ton a
oi 3 -b 7tpt’ ^ — il
(aa
ce qui est la seconde formule (i«i annoncée (028;. 630. Kn considérant de même l'expression
4(i) = TT['+ * —,—r - 1*
1 * L 2»IW + (î« + l)« I — IJ
dans laquelle m varie de — .M à -t- M, et n de — N à -t- N, M et N grandissant indcliniment de telle sorte que le rapport ^ soit iiitiniment grand, on trouvera par
LIVRE TROISIÈME. - THÉORIE DBS FONCTIONS EI.UPTK.IIFS. ries calculs loul semblables
^ 4 iu'i/ — i) — (|/(*)c“c “ .
031 . Les fonctions ç ' z el $(z) sont |i«>rio<li(|tif>s, et elles ont pour période commune 4&>. ï)e plus, d'après les équations fit)} et (a3), le rapport | “ n’est pas
altéré quand on augmente s de aw'y — i . et ce rapport a les deux périodes 4» et a«'v —i comme la fonction sinamz. De plus, ce rapport est nul [tour les valeurs de la forme
!=>mii + an «■' y — ■ ,
et inlini pour
J = î/Wm + ( ift -4- I } W y — | ,
m et n désignant des nombres entiers quelconques. Les deux fonctions J- ' j et si nam a, toutes deux doublement périodiques et toutes deux bien définies, ont donc les mêmes périodes 4 a* et a ai' y'— i ; elles deviennent milles et infinies pour les mêmes valeurs de la variable, et ne peuvent par conséquent '542) différer que par un facteur constant, en sorte que l'on a
sinant : =C ■— C •4(3)
ni 1-t- * )
ni- -
aniat -t-(an + i)u' y— T J
cl le rapport -nn”'a devenant égal à l'unité pour ; = o, on a enfin C = i . Il no
faut pas oublier que dans le second membre de f a4 ) les produits doivent s'étendre aux valeurs de m comprises entre — M et -t- M, et à celles de n comprises
entre — Net ■+■ N, M et N augmentant ensemble suivant une loi telle que ^ devienne infini.
Les formules ho), h i ^ qui représentent cos arn : et A aniz se démontreraient absolument de la même manière.
Transformation des produits doubles en produits simples.
632. Reprenons la formule (a4) que l'on peut évidemment écrire
TT(, - — _
\ ■+• a /if.» ^ — i /
1 * l am<w -Man -t- 1)*/ y— i J
I. Cn/r. int
Dans te produit qui forme le numérateur réunissons 1rs facteurs qui correspondent
à une même valeur de n, n = />: ces facteurs sont
\ npui y— 1/\ «+■ tpfû ’y — \ / \ am&> -4- 2|>6» y — i /
( ^-T7 ')-( 2-rr-V-
\ — a&i-e apoi ÿ — i / \ — — 1/
On a
_ _/J+ apu'J—i — *\
i»' y — I \ 7 ru m
et le produit des valeurs que prend celle expression lorsque m varie de — M il -+- M, M croissant indéfiniment, est (1, i(H), en y comprenant les facteurs qui correspondent h m = o.
sln ' a »>.)' v'— i — —
' au
sin »_£^ËJ
as»
Le produit des fadeurs correspondants à « — — p est
(afi>
sin ' ip'.i y — ■ -+- j i
•Jtr,)
Le produit des deux expressions (a/>) et est
. . pn r. y — i . ,r: .
sin2 f sin* sin1 —
. _ /»o/rr v — i . Dvf.itf— i
sm,r — — sin’ £
Le produit des facteurs qui correspondent à /? = o est, y compris le (acteur z. ~ sin et le numérateur île si n am z est par conséquent
7 6) . ÏT 3 /
— sin - (
. r. t,i J sin*
, ajjw i — i
sue -
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On transformera de meme le dénominateur en
En réunissant de même tous les facteurs qui dans le développement de cos amz correspondent à une valeur // de «, on aura
'■i/n -Hlju' + a /*'•>' y
nt
ljptt' v1— > —
Or on a
cos ( apo»' J — i — z) — 1 - cos ' — j i — z , - -
pwV — » r — p6»' v — * “
r>nc C : me • ’
. 06) * — • , . TTi
eus* r z — sm* -
k, pyL'Eii-
et le numérateur de cosam: se réduit à
le dénominateur est le même que celui de sina/i<a, et l'on a
Ho
On trouvera de même
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on obtient les formules suivantes
Si nam
sAm . i.i -a^coitax 4» «y* H i — ,v/*ro s >.r f- 1/"). .
r (I— ■* qv\t s -ï • 7', ; i - I^COSIJT t -?ç*COsax t 1/“ ...
?M.r cosam
g (• *4- *7 iM»s».r 1- </*)(» - 1 q' POS'JX * q' )f r 4- '.'i/’ros.ir
i xq ci»*.* - 7- i - a»/ :cü5 y .t -r- 7 , i — 2 ryv cos v».ar 4- 7" ,l . .
ç (l 4- 27 posa r +- 7‘ 1 1 27’ po: -h 7* 1 * lifCOS»# — 7" I . .
' ( 1 — 27 cos?* -* 7' * — 90* cos?* -r 7V 1 1 — 7'ros2.i' -1- 7'* ; . .
63<i. Si dans la troisième des formules (3o) on fait x ~ ' • le premier membre devient Aamu, c’est-a-dire (596) \ i — A*a. Ou a donc
Li'+ï)(' + ci... I
par conséquent (3i)
Si ilans la première îles formules (Ho) on fait la même hypothèse x = le premier membre devient égal à l’unité, et l’on a
i A«i Ht -t- f*)(i + 9*)(i + y*).- . 1’ îAm C aAirtyT — Jt*
it L Ô -*-'/)(• + ?*>••• J r. B " 5 B
par conséquent (3 a)
Pour calculer A posons e‘v * = «; si l’on change a- en a: -t-"’" ' 1 , use change
eu u \q, el si nom 2 — devient 005
/ iiir \ i
Simon +ii \ - i r
\ ~ , . üM.r
/. sut ton
En remplaçant sina? el cosa.r par leurs expressions exponentielles, et remarquant que i — aquco*2X + — tf'ti1 )< l — q"ir‘ on a
,,,, . lux A ta ii —
(33) siiui/n
JT ÎT V-
et en eliangeanl x en x
JCl l(<— — ?'««*)• ■ .1[(« — g’ — y**»-»)
-7 . ■ — </“ 1 1 — — î«"Ki — f*~'}
_ ' itû ' ’ e* Par conséquent u en «y y.
. . aux
h SI II (//N
TT
Au H\ 7 — w~' \ q
j(<— ••][■— gn~*)(i — 7*“"' ) .J
L(«— -ît* — «_3)( « — .
en multipliant membre à membre les équations (33) et (34) el remarquant que
u y q — u-' \jq~' = - — ^ -î_ > u — ir ' = u [ I — u'1 ,
- “Vv
ou
On en conclut
et en remplaçant A, B et C par leurs valeurs (3i), (35 et (36),
, 2MX
siiinm
i ayy sili.r(i — tq’c osjjr ç')(i — 27‘c os-sx 4- 7*)(i — ï</‘cosia- 4- <j"). • ■
0 — »7COsajr ■+■ q‘j(i — aq’cosix 4- </‘)(i — a 7 ' cos a x 4- 7" . . .
coso/n
JT
7.' aÿçcosxf 1 4- a(/‘eos2x 4- </“)!■ 4- 2 y1 COS2X4- y" >( 1 4- ayVosax 4- y"). . . y /, (T— -.*.7 nis-ix » </■ (1- lÿmu ' 7 I 27 nis.>.r 4- 71-). . .
Sain
aux
p (14- a#/ co» a j:
( 1 — ■ a g cosax
^ji i -r a^*co»ax -t- y/4) 1 4-a</‘cosax ü*}'! — 2ÿJL'U3Ju +i/' 1 — a r/ Posa.i
±JC
LIVRE TROISIÈME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
f>35. Les expressions obtenues pour A, B et C permettent d’exprimer élégamment le module Xen fonction de la quantité q , « “,'et par conséquent du rap-
port des périodes.
On a
rt * </*.'{• 9*>. .
tli + jKi + t'Hi + t’!.
et en divisant
par conséquent
1 tJ,
q étant égal à e "est plus petit que l'unité, et toutes ces formules sont extrême ment convergentes.
RiO
CHAPITRE V
PONCTIONS ll(.r) RT m(.p | DR JACOBI.
<>3fi. Reprenons la formule obtenue '031
i ) soi nm — r.
i . - sinxfi — i q* cos 34T-I- </*)(* — iq'cosir -+- q' )(i — ïi/*cosa x ■+■ qn .. jjf*'* ( i — cosa.r +■ q,){ i — 2 q* cos ? .r -t- — iq'ros u -f- f“) . . .
Le numérateur et le dénominateur du second membre ont été considérés séparément par Jacobi qui les a désignés par des notations particulières en donnant à leur théorie qu’il a créée, une importance égale à celle des fonctions elliptiques elles-mêmes.
Posons
(a) — rqcosir -i- </’)(i — iq'r.asix -s ç‘)(i — iq'rosir -+- q”). . .,
(3) Il ( J -îC y 1 sinx( I -iq'c ossx -t- <j‘ ; I — o.q' rosir -t- q‘ } i — iq‘ rosir + q‘ .... C étant une constante dont la valeur sera ultérieurement choisie; nous aurons
, 1 MX
sînnm
et, en remplaçant para-.
siniMU =
' Il i t
yfït B(x)
Les fonctions cosom.r et A amx s'expriment aussi par les deux fonctions nouvelles; on a (634
(t>) ros/wi
- f" a y'i/c os.r( 14 cos a x q : r — ? #/' ros ? .r -+- q% i 1 -4- ru/V os 4 x -+- q '* ) .
V k ( 1 — >q fOMt -4- V 1 - ?■!/•< os -4- r/' 1(1 — vq'cosvz’ 4- i/’*) . .
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c’cst-k-dirc
et par conséquent
On a enfin (63tj
r os fini
cos am x
P a ot
RII
a«x ij-f ( i 4- %</ cosax -4- g’ )(l 4- aÿ'eos ix -+- </•)( i 4- aç“cos*x 4- fl’*). . .
T. *’ ( I - 21/ ros ' .1 J- (/' I — 2</! COS2X 4- I/' ( I — a^’CUS'JX C Ij" )• • •
c'est-à-dire
tu)
Si l’on pose
A «ma
(ta) H( x -t- <*•) — 11, (x),
( ■ 3 ) 0(x- -i- si) = H, (x),
les trois fonctions elliptiques se trouvent exprimées par les formules
sin amx —
i H i x ) >jk 0 (*)’
(") ros«.»* = Y/jf- Wiy,
C'fi) = •
Les équations identiques
sin;/i/».r ■+■ cos? amx — i, A* sin’tf/Ax -t- S1 amx = i
donnent entre les quatre fondions les deux relations algébriques
(17) H'(x) -b A'IIJ(x)= AB’fx),
(18) /,Hî{«)-t-/./0?(x) = 0î(j:).
I . Cair. int
037. Les fonctions Hfx) et 0'.r) peuvent se ramener aisément l’une à l’autre. On a par définition
= aC, osin —
/ , 7TX A
TTX , „\
^5N7.COS_4.rj
1 — ay’cos -- -+-</• )
ir* (
— a«*cos t- <j’*= \i — </"e “ y \
fs)
-UÏÜ5\
. nx e ** — c *“ ^ tz~
et par conséquent
(ao) H(jr) = (:; qr - V-|\| <■ " / V — 7 '■ " H' - f* " )
En changeant .r en or ■+■ ij— 1 , et se rappelant que e “-=17, on en déduit (ai) I1(jt+mV- i)
_ 1 «*V~ / « j -r'v~i\( VjSV * * \
= Ci] ke ’** \r— i\i — qe *• ** /\tfc7l* ** / \* — <|5 e? “
et en réunissant deux à deux les facteurs conjugués
( aa ) H r + <■>' >’ — ■ j
/ rx \ .
^_s,cos_.+î.ji
X (1 — ai/’cos ~x
ou enfin, d’après la formule (a),
(i3) H x ta' y -l) = y — 1 </ ‘r 0(.r).
On trouvera d’une manière toute semblable
. « — «fV «
(a4) B(x + u’y/-i) = v-iî 'e •* H{-r),
et ces formules ramènent évidemment l’une à l’autre les fonctions H et 8.
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ti»3
638. Si dans les formules (a3) et ( a'i ) on remplace ,r par .r -+- «'y'— i, on trouve, comme on devait le prévoir (628 ;,
(î5) 0(*-t-a«'VC:ï’)= — -e_ “©(*)“- e“ 0(x),
(a6) Il { j -4- iu' v — 1 ) — — -* " H(x) = — k“ H{x).
Les formules (i) et (a : donnent enfin immédiatement
(a8) II'x-4-au) = — H(x).
La comparaison de ces quatre formules avec les expressions (i/J), (i5), (iG) met en évidence la double périodicité des fonctions elliptiques, ün voit, par exemple, par les formules (i.'ij et(a5), que x augmentant de au' y'— i, le numérateur et le dénominateur de sinam.i- sont multipliés par un même facteur, et que leur rapport ne change pas; l’addition de au à l’argument change au contraire le signe du sinus d’amplitude sans en changer la valeur.
Développement en série (les fonctions 0(x) et H(.c).
639. La fonction 0(x) ayant pour période au peut être considérée comme une
fonction bien définie de e “ . Si l’on pose en effet
A chaque valeur de s correspond, cela est évident, une seule valeur de (S, et un nombre infini de valeurs de a différant les unes des autres par un multiple de au, et par conséquent une seule Valeur de la fonction 0(x) qui peut être regardée comme une fonction bien déterminée pour toutes les valeurs de s, à l’exception des = o et de s = ac , elle peut donc (534} se développer en série ordonnée suivant les puissances positives et négatives de z, c’est-à-dire ( car cela revient évidemment au même) suivant les sinus et les cosinus des multiples de Posons donc
nu
0(.r) est une fonction paire qui ne change pas lorsque .r se change en — ,r, on en conclut
Si dans l'équation (t»5j on remplace les deux membres par leur développement déduit de la formule (ag), on obtiendra la relation suivante, qui doit avoir lieu quel que soit x.
I tw«V- ' e
et en égalant les coefficients de e u dans les deux membres
c’ est-h-dire, it cause de e " = q,
Ions les coellieients s’expriment donc en fonction de A0. et l’on a
***y~3 _ ItirV-t \
— (je - -4“ q* p - —q*e - •+•.../,
c’est-à-dire
, ...../ TTjr . îüi 3 r.x , ânx \
(3o) 0(x) = A. ( i — aocos — + 10 ’cos ao c os l-ao''cos ...)•
On trouvera de même, en remarquant que H(xJ est une fonction impaire,
, . / ! . tx ; . 3rrx it . 5ttx -/ . ^tx \
(3i i II ,r i = B, o* sm n sin 1- o sm — q sm ~ h . . . ) ;
' ' aw ' xh> 9w aw J
les constantes A0 cl J30 restent seules à déterminer, et comme l’une d'elles est arbitraire, à cause de la constante C introduite dans la définition des fonctions II cl 6, il sullit de déterminer leur rapport.
C’est la formule (a3)
qui nous permettra de le déterminer. Si, en effet, dans cette formule on remplace
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les fonctions II (x + >o\ — i ) el fc* x par leur développement en série ordonnée
suivant les puissances de e *” qui se déduisent des formules (3o) el itj, en y remplaçant le sinus el le cosinus par leur expression sous forme d'exponentielles, on aura
Vu'
el, en remplaçant x par x 4- a' y — l. remarquant que e “ = q.
Il x -J- '«V— i ) =Y — — *( — 1
* • »l* ♦ lie x V -
et la comparaison avec a i i donne
A0 reste arbitraire : nous le prendrons égal à l'unité, et nous aurons enfin les deux séries toujours convergentes pour les valeurs réelles ou imaginaires de ,r,
, ex , arx . 3sx
( 34 ) fc)(x) = 1 — iq ros — 4- a q‘ ros 2 </ cos 1- . . . ,
W 4l bï
.1 ■ ■ /ii îtr ! ■ 3îtx V . 5rx \
(35) H x)— j « sin a sm - 4- q sln
V a'" 2m ' au /
640. Nous devons chercher quelle valeur l’hypothèse A0 = 1 impose à la constante désignée par C '636j. Si l'on désigne cette constante par f (q), nous aurons,
en égalant les expressions (1) et (a) de j el h(2*'1 j aux séries (44,
el ’fÜ;. oii l'on remplace x par-—'1 ■
, 3C| q(q )(i — *q COS2X4- y*)( t — aj’cosax 4- y*)(i — ai/'cosax -1- fl'*). . .
— 1 — itj eosax 4- ay‘ cos4x — iq’ cosCx + nq'“cosSx — . .
( 37 ) 9(^) sinx(i — ■i.q’cosi.x 4- q‘)(i — iq' cosax -4- q')(i— tq‘ coS2x -4- q"). . .
— sinx — f'sin3x -t- q‘ sin5x 4- ... -4- ( — i rq*'**'1 sin(an 4- i)x . .
En multipliant ces deux équations membre à membre, un a, après avoir rem-
ou;
placé q par q1,
( 3B) [?!'/’);' sinjr(i — a q' eosax 4- </‘)(i — tq'eosix 4- q’)[ •— iq‘ cosix + q" j . . .
— (i — a q' cos a j- + tq‘ <os.j x — . . . )'sin a: — q‘ sin3ar -I- q" sin5 .r — . . .
et, à cause de (I7), le premier membre peut être remplacé par
f Ç/( tf* il*
(39) y( ~) is*n;l — 7' si® 3* + 1 )•//">"*" sin(a» 4- ij* -+- . . .].
En effectuant, dans le second membre de (18), les multiplications indiquées, et remplaçant les produits de la forme cos 2/) ,r si 117.1- par des sommes de sinus, on obtiendra une série de même forme que celle du premier membre, et dans laquelle le coefficient de sin.r devra élre ^ , cherchons ce coefficient. On a
s(— i)"+" j,",+”(*+llC0!iîn, a:sin (an 4- i)x
= ( — 1 )“'*'* 7",+1*<"4'',sin ( am 4- an 4- i)x — sinfam — an — i)x,
ce qui ne donne de terme en sin-r que pour rn = n, m = n 4- 1 . Ces termes ont donc pour coefficients q‘t',liH'-'' et Lorsque n est nul les deux termes en
sinx deviennent asinx et iq% sinx, mais il ne faut prendre que la moitié du premier, parce que dans le premier fadeur du second membre le terme général iq’1"' zwinx doit être réduit à l’unité pour n = o; le coefficient de sinx est donc
et l’on doit avoir
( 4o ) q (q) - 1 + 7’ + 7* + • • • + qKr*' > 4- ... ;
mais la formule (I7 , donne, quand on y fait x = (|,
et des équations (4o) et (4 ■ ) un déduit
Si l’on fait
on aura
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lit.
On en déduit, cetle équation ayant lieu quel que soit q,
F(q) _ Ff £) _ Ffî'J _ F(?“J _
Or q étant plus petit que l’unité, la limite de ces fractions est c'est-à-dire
l'unité, et l'on a
FJ l) _ ,
On en conclut
et par conséquent
(4;) j =0 - 9’)(,— 9* K* — g' açcosa jc -+- ÿ“)[r — zq'cosix -4- q’i
Si l’on fait x = o.
mais on vérifie aisément, en chassant le dénominateur, et après des léductions évidentes, que q étant plus petit que l'unité, on a
donc
c’est-à-dire ;634,.
L’équation (a3j donne
t) = ^îq ' &{o) = \l—i q
641 . Connaissant 0(o), il est aisé d’en déduire 0(«) et H(«). Ou a en effet (636;
. ,r, 0(je -+- Mi
ilamx =iA — 7^7 — : — 4
cl en taisant a- = n, Sanu tlevienl égal à l'unité, cl par conséquent
I,' équation
cos tint j
donne également en taisant x =t o
H(jt -4-
çr~r ’
II(m) = I
On peut calculer aussi la valeur de la dérivée H'(a-, quand on y fait x = o. On a
Mil >!»(.*= .Ti—’
par vonséquenl
(53) ll(j,)=^'sinirauH(j).
et en prenant la dérivée des deux membres
( 54 ) H'(jr)= y A cosrtwjr \amx 0 i) + y I siniimA0'|A .
En faisant x = <>.
(55) ll'(<>) — yÀH(o;.
Quelques propriétés de deux Jonctions 0(j?) et H(x).
642. La méthode suivie pour développer en série les fonctions H'.rj et H .>■ est susceptible de généralisation. Soit 9 Ça-) une fonction de .1 satisfaisant aux deux équations
(56) ’i(x ■+ xr.< = ç(x),
On peut, sans autre définition, la développer en série ordonnée suivant les puis-
sances de e " , et dans laquelle resteront seulement deux coefficients arbitraires Si l’on pose en effet
* f_4_l 1HA-Ÿ-*
?(jr) = A. -4- A, e N +À:f “ +...+ A„e “
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t-ii exprimant eonime <>39 ) que le développement satisfait à l'équation (57), on trouvera que les coefficients s’exprimeront tous par deux d'entre eux, et que par conséquent la fonction hien définie qui satisfait aux équations (5G). (57} ne contient dans son expression générale que deux constantes arbitraires. Mais, d'après les propriétés des fonctions 0 .r) et H '.r ,
! 58 9[.r) = Afi(.r)'+ BH(jr)'
est, quelles que soient les eonstanles A et B, une solution du système des équations (56) et [57), dont elle est par conséquent la solution la plus générale.
Toute fonction qui satisfait aux deux conditions (56) et '57) est donc nécessairement de la forme f 58).
Les fonctions B'f'x) et ll*(.r ; gonl évidemment dans ce cas, et l'on doit avoir par conséquent
(5çj 0, (*)’— A 0(x}'+ Bll(x)',
{<*>) It,(.r)»= A’0{.r)>-> B' Il (•r,1,
comme l'ont montré déjà les équations {17 et (18) qui font connaître les constantes A. H, A’. B'.
IU3. Le produit H'x + — a) satisfait, 011 le déduit aisément des équa-
tions ( 36) et ( 38 , aux deux équations < 56) et (57). On a donc
(61) ll(x — n) H{ar -t- a) = AH(.r J’-e B0(jt)!,
A et B étant indépendants de x.
En faisant successivement x — o, x = a, un en déduit
on a donc
et par conséquent
- tl>»= B0*(o),
0 = AH>(u)+ B0>(«);
_ H>(*) 0’]<O 0]fn) 0*( o) ’
H’(jr) 0!( 11) — 0’i>) tl’( a)
En changeant dans cette formule x en x ■+■ m'v' — 1, I. Cale. lut.
en ayant égard aux for-
mules f a3) et (a/J). on en déduit
0(jt 4- a)0(jr — a)
Si l’on fait a — x, on trouve
0(axl —
0'(x) — II*(j ' H o
Introduction de 0(x) dans l’expression de deux intégrales importantes.
(>4i. L'intégrale j r/ç\ i - k‘ sirr? a été nommée par Legendre intégrale elliptique de seconde espèce.
Si nous posons
Ç? _ rfç (J
o V 1 — i’sin’o
nous aurons f 592 j
cl par conséquent
y - aniit.
tlv
ilu
V'i — A’sii^ y,
i Gti) I d sy i — A'sin’& = / </«( i — /.!sin’^) = f du{ i — A’sin ’mh|
= « — A1 / sin’o/n «</«.
do
La fonrtion elliptique de seconde espèce que Legendre nommait E çj se ramène donc à l’intégrale I sin 7amudu, que nous allons exprimer à l’aide de la
fonction 0.
Reprenons les équations ! aô) et (37)
0(i + su) — 0(.r ),
H t + ju y — 1^ = — e “ o(xi.
ün en déduit . en différentiant par rapport à x après avoir pris les logarithmes, et
LIVRE TROISIÈME. - THÉORIE DES PONCTIONS BLUPTIQI'ES. C.M
désignant par 9''a-, la dérivée de 8'x,,
0’ x -I- a m' i } 0' ( x tt — i
0 (x -l- lu'ÿ — i) 0(x) &>
en surir que la fonction ^-r a la période a et qu'elle augmente de — -
quand un ajoute aw’y — i à la variable. La dérivée
</_ 0' ( x | tlx 0 {x )
admet dune les périodes a et a»*' v — i , et si l’on pose
V(x)=eqx)^|',^)) = 0,x)0'(x)*-0"(x).
ç(ar) satisfera aux deux équations
et par conséquent (642} on a
{67 ) ?(x)=0(x)B'(x)- 0'(x)‘ A9(*)’+ BHix)’.
A et B étant indépendants de .r. Si l’on fait .v = o, il vient
d'où l'on déduit J 68)
et en faisant x = «' \ — 1
Mais l'équation (24
donne
0(jr + ta' ^ — 1 j = ^ — 1 q ‘e
_ _ rr — I —
et en faisant -r = o
ft'fwV— i ) = v — 1 '/ ’H'io).
et
0' 1 ( fc>' — I J — — q 1 H’'(0).
D’ailleurs la formule (a3; donne
lWô,'vCi) = -9';e*{o).
On déduit donc de l’équation (6g)
c'est-à-dire El l'on a
On eu déduit
9(x,=e»(x,^|(£? = |;^e.(4?,-AH.(x).
| i tl(x)-|»_ r 0*(o) _ i T/ 0 (x [ v J 0(x) J — A* 0(o) ï’rfx0(x)’
le premier membre est égal (536/ à sin^fl/ux, et l’on troufe en intégrant
ce qui résout le problème proposé.
L'ihtégrale
(/XSU|-rt«IX= T- X . . —T '
A1 0|oJ A’ 0(x)
J a (i — c sin’ol^i — A’sin’o
(i — csin’?)^i — A‘sln'<j> a été nommée par Legendre intégrale elliptique de troisième espèce, Si l’on pose
et par conséquent cette intégrale devient
tlq
\ i - - h 1 siri1 o
Pour l’exprimer à l’aide de la fonction 0 reprenons l’équation lit
... ... 0'i'x 0J(<i) — H’(xjH’(«)
0(X - «) 0( X + „ i = — L - 01[oy- ±-Li
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que l’on peut écrire, d’après la relation (5;.
fi'sili ’nni.r sinimitt d 0 (« i B .r— «| i 0(;r-*<r
— ïT~i — 7 ■ — 7 , SIIKI/II/I — ... - . -, ri
i — /l’sin dJiixsinVi/Md du H n ) 2 0 jr — iv a H , x -i- n
(-) r — n B .< -t- « i - — ^ : i — A’sm'r/m.r sirt’amo i.
, . .. , B ix — a : B x -t- a )
i — A’sui'nni.t sin‘<wi« B'io — — *
B*( x)to'(a )
— lit — A' si n1 «/h .r si n’ iitiin)— — a/0 o) + a/0{.r)-F- iIG.a) — 10' x •+• «) —
el, en dilïérenlianl par rapport a n.
en multipliant par de et intégrant entre les limites o et x.
On en déduit
, i'x l,‘ <iit-amx sUtamitdx t ! B' « i ,0(ï-«]
(73 I rr^ , r <Aaama = x rr — : 4-
1 — K’stivamx sinvima «ri H, n) 7, H .r -4- a
Mais on a
t'slli'doir siinimu 1 — /, sin’rtnirt sin'wma
sinomn 1 — h 'sin’flijijr siit’omn
Par conséquent l’équation 7'i. devient
d sin 11m it d sin uni it
du d/l i ‘ ' d r
siiwnnff slnanta J0 1 Ptlii-mii sin’am.è
B' n i ,0( .1 — « 1 B n) ï B; x -t- nj
el si l’on pose l’intégrale
il 'sill’rimrl ii
dr
TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
Transformations du premier degré.
646. Lfls fonctions si n amx, cosamx, A tint x . considérées dans les chapitres précédents, ne dépendent pas de la seule variable x, elles contiennent en outre le module k, à chaque valeur duquel correspondent des formes différentes. C’est ainsi par exemple que pour k — o, si nam. r et cos amx se réduisent à sin e et à eosx, et A amx » l’unité.
Les résultats importants auxquels ce chapitre est consacré sont relatifs à la comparaison des fonctions qui correspondent à des modules differents.
Considérons l’intégrale
On a
x — sinu/ii n.
Posons
(al
nous en déduirons
vO -.*•’)(< — 0,!)
et si l’on pose
(4) (i-x'Ki-A»*’)
le second membre de (3) deviendra
ii/: v
i/fl — X’)(| -
- a' X) l 3'+ ?.*’ ) ( ' + jà'— ).*' ) ’
* Hh 3 .V
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il y t dx
v( vO — x‘),i —
et comme pour x = a on a v= , i
Çf ily _l“ dx
* Jm V(i — >-,)0 — il v'i I — X' • ! —
En posant donc
CfS.%
J a v(i — r’io — X'.r’)
I djr
Jo V ' .» '
on aura
el l'équation ( aj est une relation entre sinamu (moi), k et si nom 'tu -+- a) (moi). X).
647. On trouve aisément toutes les solutions de l'équation \ ) en écrivant que les deux membres s’annulent pour le/ mêmes valeurs de x, et l’on est ainsi conduit aux solutions suivantes :
X = ± Ir, y~ ± .r. » t = :fc i ;
* = ± jv— * > +
X — ±^» y ± Ax,
y — ± -» e = zt h :
, i — y A- i ±ryi-
H yA' 1 Tfl X y A
, i -+• y- A i ± rv
Hr-^-
. i — yA — A i ± x y
On voit que le module transformé cqrrespondent deux formes de la for
X a six valeurs différentes à chacune desquelles dion y.
tCïti
BiS. L'intégrale
UT
se transforme utilement par la substitution
-('-** )rV
On en déduit
et Comme* pour y = o, * = l , et pour v = i . .r = , ,
T *'r l" ’lr\ — I
*/' J ***’j VÏ> r ’
U par consi quent la saleur de u relative au module complémentaire . 1 _ & est égalé a celle de relative au module k.
019. On peut également, pour transformer le module k en v . - k\ poser d'abord
•** = sino,
ce qui met l’intégrale c'Gj sous la forme
puis ensuite
• ». 1 1 - i’sln’o '
On en déduit
SlllO = t/— i laogije.
et
ros-ir
•h v'-l tfl|»
v « - *>sin’? v cos-ij, + v'.ZTT- ’
Échelle de modules de L
a grange.
miner une ^ ^ k ^
•« des r.1. Ji ";r les unes
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Soient AB le diamètre d'un cercle dont 0 est le centre, ? l'angle formé par le rayon vecteur AM issu du point A avec le diamètre AB, et l’angle formé avec, le
même diamètre par le rayon vecteur KM mené au même point M d’un point fixe K situé sur AB. Posons OA = R, OK = a; soit M' un point infiniment voisin de M : le triangle MKM' donne
MM sinMKM MK sinMM’K
Mais MM' est égal à aKr/f, et MKM’ il rfiji; on a par conséquent
D’ailleurs
1 II i/ , tll
MK cos O M K
donc
MK = R’4- ii! + 2<iW cos 2 o = 'R 4- a)’cos!9 -t- Il — u)sin’9, It’cos:OM'K — IP — R’sin’OM'K IP — n,sin,'j<;
nilo _ ilfy
y(R •+■ o 'cos’9 + lR — « ’sin’y ytp — ii'sin'tji
ce que l’on peut écrire
Si l’on pose
il O
b- , sin-
i rf'è
a , fit R
celte relation devient
B ■+■ « y i — h- sin;y \ i — - / î sin - Li
Et en intégrant les deux membres et remarquant que 9 et q» sont nuis en même temps, on en déduit
do, ’R-
É +°»'o v'i — i'ain’ç Jo ^1 — /■ sin:,ji
I. Cille, int
9 et i!< étant liés par la relation
que la ligure rend évidente.
Si l'on pose
sln(is — '}'} __ « _ »
si n } " R ~ ”
on en conclura
J o v >— Ajsin’tji
J a v> — A’Sin'9
sin -i =-• sin nm u ( moi!, /r, ), sinç = sinnme (mod. A),
et l'équation 'nj établit une relation entre les sinus et cosinus d’amplitude relatifs aux modules différents /• et /•,.
On a
sin (a? — +) = Ar, sin^,
et l’équation (i i) devient
sin 9 cos( \ — y) — cos ? sinftj/ — y}= A, sin? cos( — y,-*- A-, coso sin (tp — <?;.
tang? — tangi^ — ?) = A , tang? ■+■ Ar, lang\i|/ — ?),
c’est-à-dire (•*)
et cette relation équivalente à ' 1 1 doit être considérée comine plus simple.
tang( {i - v i = f— lange,
652 Les deux équations
donnent
4aB
fn-HR,
H- Af, ’
telle est la relation qui lie les modules k et k, que la formule précédente permet de ramener l’un à l’autre.
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653. Quel que soit le module initial X,, ceux qui s'en déduisent successivement tendent rapidement vers l'unité. Pour le démontrer, construisons la courbe dont l'équation est
élL_L;.!
qui passe évidemment par l'origine des coordonnées, et par le point M dont les coordonnées sont x= i,y=\. Prenons sur celte courbe un point Q dont l'abscisse OP" soit égale à X,, l'ordonnée QP représentera X; en menant par le point Q une parallèle à l'axe des x. son intersection avec la bissectrice OM donnera un point dont l’abscisse OP, est X-, et auquel correspond l'ordonnée P, Q, égale au module qui se déduit de X; celle-ci, par la même construction, donnera un quatrième module PjQj, et la limite est évidemment l'ordonnée du point M, c’està-dire l’unité.
Si l’on se donnait d'abord le module X, pour en déduire X,, puis que de X, on déduisit par la même formule un troisième module X,, et ainsi de suite, les divers modules ainsi obtenus s'approcheraient rapidement de zéro.
651. I.es relations qui licnf les modules successifs et les intégrales correspondantes peuvent prendre une forme plus simple.
Posons
X, = tang’2.
on en déduira
lUlOR-
X = ;-?^=slnO.
i H- lana’ -
La relation (la deviendra
i — long* -
lang{|— ç)= tangif — cos&tangç,
< -+- tang’-
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et l’on aura enfin
i -+- i;uigi
y cos’-'
Le théorème peut done s'énoncer comme il suit : Si l'on pose
/. =sin5, h, — lang1
lang ; 'i —
y) — cos 6 tango.
on aura
/'■ rff
i Ç * dty
• o i i — A'sin’ç
2 cos1 - ‘ ° V'- /■! sin’îj'
En posant ensuite
on aura de même
, — sin5„
A > — lang’ ^ .
tang(<|>, — rè ) cos9, lang-ji,
> o v i — A ! sin1 è
os’ 4’*'® \ i - /'i'iii’i
En continuant la même transformation et posant en général
on aura
A. — si o 5,,
— tang’ — .
lang J/. — ) cos 9. long<J/._
Ç*-> <)1 , ri
‘ " V -*ïsiït,+ ,„w.6 X
v'i - /•«_ , sin’ tp
et par conséquent
Çr *9 < r*- rf<|i
h »«cos’- nos’— •••cos’— *fn’+
LIVHK TROISIÈME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, et si A„», esl suffisamment petit, on pourra prendre
\’i — ki .sin’ij'
D'après les relations qui lient les angles 0,0 0„, on a
. / 0 JeosO
* eos 9. = 1/ i - tang‘ - = —j,
* rn«’-
et île même
GGI
cos’-
cos9, =
yVosO,
cos5.+, =
L cos 6,
par conséquent
d'où l'on déduit
cos 9, cos 0i. . . COS0.+, : - - —
y rosO rosO, . . . rus 6.
Cj fj
cos’ - cos’ ' ■ • • cos’ -a a a
rus' cos1 — • • cos’ — aa a
ycos9, cosO,... cosO, ... cos'O.+i 0» y/cosO
et la formule (i4) pourra s’écrire
, j i‘f y/ cosO , cosO,. ■ . cos’êw
Jo ^i — /t’sin'9 y'côsO a*
655. Lorsque le module est devenu très-petit, le calcul des modules suivants peut se simplifier. Soient
A.= sin9„ .
on a identiquement
et par conséquent
A.+, — tang’
(tT\~ , X
U) C°Si
I A.*, — / * " — 4 / cos •
Wii
Mais
cos ~ ^ N1 -+- sin 0, 4- \ i — sin 0. , .
Oo en déduit, en développant et négligeant la quatrième puissance de sin0„.
On a donc
a / cos sin’S,.
Calculons par exemple l'intégrale
J v/,_îsln,?
Nous poserons
et nous aurons
sin'5 — -i a
loglang- — y, 61735.43,
log/i, — log sinS, — log long’ ^ — y,?3444 66, 0, — y” 5?.' 4 5", 4 1 ,
log lang — S,y$665 o(>.
log 4, — - log sin G, = log wng= — 7 ,67330 1 a ;
et l'angle 0, est assez petit pour que nous puissions faire usage de la formule (iG).
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fi63
nous aurons
log A ■ = 7,87330 ta a log A, = 5, 74680 a4 c'log4 — 9,3971)4 00
logA, = log
log =9,33675 log A?; — 5,74660 5, o8335
ma;
• — 0,00001 ai
les valeurs numériques île k, k,, kx, k3, sonl
• Va
Pour calculer les limites successives des intégrales, on a
log langï = 9,761439.4 log cos 3 - 9,8(948 5o
logtang 7,-7 =9,6109344
7, — 7 = aa” ia' 77', 558
7, = 5a" ia' 77', 558 log long?, =o,no43 "5 log eos 0, — 9,9935 1 1 8
log lang( 7, — ?, ) = o, 10394 93
7, = io4" o' o",i45 log tango, = o ,6o3a2 76 log cos 9, = 9,99998 79
log lang(7, — 7,) = o,6o3ai 55 7, — 9, - . 1 o4° o' 1 5o
7, = ao8" o' i",645
^ = 93600, ai
log — 4,97|a;6« logi * — 4»685>- 49
log |=9.65<i85 .7
Calculons enfin le multiplicateur
on a
cos 6, cosü, cos 8,
V cos 6
log cos 8 = îo,
logcosS, = ;),9gï5i 18, log cos 8, = 9,99998 79,
et eos5, peut être regardé comme égal à l'unité; donc
par conséquent
/eosfl, cosfi, -
,OKV -côs-0— ==o’°'ao073!
, 9, . ros8, cos 8,
,0*8 V cosO ~ =9>73®^’9°>
et
V 1 a sin’ç
valeur exacte à sept décimales.
| /coa9;co?0.= 5356a
8 V cos 8
657. L’élégante construction par laquelle se trouve représentée la transformation de Landcn est duc à Jacobi. Gauss, dans l’un de scs Mémoires, a présenté sous une forme intéressante un résultat équivalent au fond à celui que nous venons d’obtenir.
Considérons la différentielle
rf9
— A’sin’ij
que l’on peut écrire
V COS’9 ■+- ( i — h' ) sin’9
à laquelle nous substituerons la forme évidemment équivalente
' V,nr’cos,9 -L n’sin’y
l’osons
n 1 ■+■ 11 i'os* l -h Tin si 11’ 9
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ou en déduit
v'm’cos'ç -4- n'sin‘9 * oi';siii's ■+■ n'‘sin’y
II y «<«.
et la formule donne le moyen de transformer la fonction elliptique dont le module est
/nr - 1
en une autre dont le module est
m 1 — n ‘ ni n
et la relation entre A et A', est encore
Lorsque o varie de o à an; <]/ varie aussi de <> à a/r; un a. par conséquent,
J U y //I* COS ü -H
\ ni' *■ nyj/- A',sill,l|l
el si l*oii forme une série de nombres définis par les relations
on aura
m - . u ~\nm, ni — » n \ in it , ....
z*’* </? r* «fç
. .. vQiécos’y t-w’sln’y ... vm/lcosJv 4- «psiu’y
Lorsque p augmente, et //,, convergent ver* l’égalité, et si l’on nomme p la limite commune, le dénominateur du second membre tend vers la valeur constante u.. el la limite est par conséquent "■ la limite p se trouve ainsi 'connue, et l’on u
V^m’cos'i -t- n’sin;9
I. Cale, mt
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l'Iiroric générale de Jae.ohi.
ti.îN. La différentielle
rf.r
v \ + li.i • Ci* • Dr • K i 1
peu I d'uni- infinité Me manières se transformer par un changement de variables en line autre de la fprme
v'.W «’r+Cv’-r l» r* -+■ E'r'
Posons, pour obtenir cette transformation*
IJ et V désignant des fonctions entières de v: on aura
, «/»■ tf r
PO
, A -r i* i - »:.«• *- d.i - En 1 ^ itt;\ a \ - oo»v *- n
Le polynôme en v. q u i dans le second membre de cette équation ligure sous le radical, est d'un degré quadruple de celui île l’un des deux polynômes U et V. il faut, pour qu'il se réduise au quatrième degré, que tous les facteurs linéaires soient doubles et puissent sortir du radical, à l'exception de quatre seulement. On doit donc avoir
AV'+BÜV* + t:i'*V*H-Dt V ■+• El*' T V + It.i + CV+ Ili’+E r. T étant mi polvnome lationnel en v. L’équation fi deviendra alors
li jr
th
Ej
dy
V + Br
tir
et la transforninlion annoncée sera évidemment effectuée, si la fraction
dS
tir
se réduit a une constante. Or nous allons montrer qu'il en est nécessairement ainsi
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lotîtes les fois que les degrés <i< s polynômes U et Y sont égaux, on different seulement d'une unité.
Soit en effet
(3{ i A -F Br + Cjt* s- I)x* -t- E.r* : - Kf x — x) f.r — j3j x — y x — o .
On en conclut
(35! A Y* ■+■ BUY* -t- CU* V'-t- DIP Y -t- Eli' — E(ll — et A U - |3V : U - y Y)(tî _ ÔV).
Or on ne peut rencontrer (Ions ce produit d'autres facteurs doubles que ceux
qui figurent deux fois dans un même binôme l' — stV. U — JSY Il n'est pas
possible en effet <|ite deux binômes différents, li a Y, lî — fi Y par exemple, aient un facteur commun du premier degré en y. car ce facteur appartiendrait à f
et à Y, et en le supprimant dans les deux termes de la fraction * > on aurait une
transformation équivalente et de forme plus simple.
Cela posé, on a identiquement
fi y
V - xi -V '!- (V- xV
tly tfy
et par conséquenl tout fadeur double de V — ceV divisant la dérivée ^ ( V — : «U), divisera le premier membre de ; >(>, . Les facteurs du polynôme désigné par T appartiennent donc tous à cette différence Y — U . cl par conséquent le numérateur de la fraction
tir
est divisible par le dénominateur. Mais d'après la supposition faite sur les degrés de U et de Y, le quotient est de degré zéro, c'est-à-dire indépendant de y. Si en effet U et Y sont tous deux de dégré />, ou l’un de degré p. l’autre de degré p — i , les deux termes de la fraction (’i'j) sont l’un et l’autre de degré a/< — a; leur quotient est par conséquent une constante comme nous l'avions annoncé.
Ainsi donc pour transformer la différentielle (28 J en une autre de même forme avec des coefficients différents, il suffit de choisir pour L et Y deux polynômes de même degré, ou dont les degrés diffèrent d'une unité seulement, et tels, que les * fadeurs de l'expression qui figure sous le radical du second membre de '!îi) soient égaux deux à deux, à l'exception de quatre qui doivent rester simples, relie eon-
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ililion peut être remplie d'une infinité île manières, et à eliaqne valeur adaptée
pour les degrés des polynômes ( et V, correspondra une solution.
Considérons fournie exemple la différentielle
àx
J ' I li'-l
et posons, pour la transformer,
Il faut que le produit
_ « ‘ by’
(4o) (n h- by’— y)(a -t- />>•* 4- »•)(<! -t -by1 — by n 4- by ’ 4- by)
contienne deux facteurs doubles. Si de plus on veut avoir une transformée de la forme
il faut que le produit 1 4°) soit de la forme
T désignant un polynôme du second degré en v. Si nous posons
on devra avoir
T f(i + »»>•) i ■+■ ny ),
n + by’ — y a‘ i — y)(i — t’y), I a -I- by' +y-' rt(l 4- rj(i 4- b'y), ! o 4- by' — by o(i 4 tnyy, a 4- by1 4- by — o(i4 ny *.
Le changement de v en — y changeant l'un dans l'autre les premiers membres des deux dernières équations, on doit avoir m = n : les quatre équations se réduisent alors à deux
( n 4- by’ — yrz fl(i — y)(i — b'y),
I n 4- by — by — o ( i 4- my)\
On ronelut de la première, en faisant y = 1 , et remarquant que le produit des racines du premier membre est
c'est-à-dire
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d’aprcs la seconde des équations 'j ’î J . le trinôme a -+- bv* — ky doit être un carré parfait. On en conclut
et
la racine - est égale à v/y c’est-à-dire à y ■ et l'on trouve
dx (X ' + i ) dy
et comme y et ,r s'annulent en même temps
% ( ■ — jc’ ,1-k‘x') Jo >-k',r i
les modules X- et k' étant liés par l'équation ( \- identique à relie olilenue Oi52).
Théorie {V 4 bel.
CitiO. Abel a rattache très-ingénieusement la théorie de la transformation au principe de la double périodicité, en montrant qu’on en peut déduire, à priori, en quelque sorte, la connaissance îles cas dans lesquels rlle-esl possible, la forme des équations qui y conduisent et. en suivant jusqu'au bout les conséquences des principes, Information complète des équations elles-mêmes.
Considérons l'équation.
-t- hl ,r> o ’
où les polynômes P el Q sont supposés premiers entre eux. A,, et n'étant pas tons deux égaux il zéro, nous dirons que la transformation exprimée par l'équation I i59J est de degré (u.
A cIi»(|hc valeur de.r. d'aprcs la relation fit) . correspond une valeur de v. mais il chaque valeur de v correspondent a valeurs de a- généralement inégales. Soient j> et .iv deux quelconques de ces racines, elles doivent toutes deux satisfaire à l'équation
(i — y‘ (■ — î.’r' i — jt%(i — **jt»j*
et l’on a par conséquent
dxr dz f/ty
V { f — jr/ ) ( I — /« 1 J’;' I y i » — Xr>) » — /. : .r ]
Si donc on pose et par conséquent
on aura aussi
xe — si nam u ( moü. !» .
. dr*
•lu -
i i xl i - k'xl
et par conséquent
•ty — sinonc jiii|,
rj. étant une constante.
On peut écrire simplement
car si l’on prenait on pourrait écrire
.«y- si n n/n (« -i- a).
.ty ~ sinnm a — n .
x?-- sinnmfau — » -4- «)= siiinmfn -+- a' . a! étant une constante égale à »'.> —
On voit donc qu’en exprimant l’une quelconque des valeurs de x parla formule
,r sinnm n.
lotîtes les autres seront de la forme
sinnm [ n -f x .
l’argument u étant bien entendu une louetion de v, et * conservant pour chaque racine une valeur ronslanle qui n’en dépend pas.
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On aura par conséquent, quel que soit y.
y - i(sinrtiHH). -I sinarnf» -+- */’,
et par conséquent
t}>{sin<imr<) — j<(sin«mi{ h -i- a) .
Cette équation étant satisfaite quel que soit a, on peut y changer « en u + a. en u 2a On aura donc
•j/(sinam«) •!; sinn/nf« ai — '}/ sin<(/»(« sa — . - y sin nnt[ u + jix )],
el. par suite, quel «|uc soit le nombre entier />.
ii sin«i»i n ' — sinom(« + /<a' .
Les racines de l'équation
étant en nombre fini, it faut nécessairement que pour une certaine valeur h du nombre />, on ait
sin «un (# + ij)::sin mil u.
cette équation devant avoir lieu quel que soit n. h y. est une période 597
j Hl M I- 2 II (il' \ — I ,
et l'on a par conséquent
Si li est le plus petit nombre entier pour lequel cette condition soit remplie, on aura pour chaque valeur de y, h valeurs distinctes de .»•
x, :: sin «min, x, — sin mu « -I- a ;,
jj =• sin.mi u -+• £ A — i a .
Si le nombre h est égal à l’équation y .j. x n’a pas d’autres racines. Si au contraire h est moindre que u, on pourra prendre une racine «■', distincte des précédentes, et si l’on pose
x, sinon/»',
on aura les nouvelles racines
x’, - sin «on (n' -b x x', — sin um[ n* -1 .• x ).
. j‘A = simiMi t n' r- 1 A — i)at
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Os h racines sont distinctes des précédentes, car si l’on avait
sin nm(u' -Y- q' — gin am it-t-qz),
on en déduirait, en négligeant les multiples des périodes.
li s'obtiendrait donc en ajoutant à u un multiple de », et miia/hh' ferait partie du premier groupe.
Si a h est égal il a, on a trouve toutes les racines; sinon on formera un troisième groupe de h racines, puis un quatrième, etc., cl l’on voit que h doit être un diviseur de a.
661. Nous ferons connaître suffisamment l’esprit de la méthode, en nous bornant à examiner le cas où l’on a h = pt, en supposant en outre que fi soit un nombre impair 2/1 ■+■ 1.
L’équation
, , A, •+■ A, x -s . . -h A»xi* y— Vl-rJ— j, + B,ar"+.. .+
a dans ce cas pour racines
où
r, — sinam u, x, - sin ttiu h + x).. . . xf — siinun «- t-(u — i)*j.
4 mu -t- mut y — 1
Cette équation peut s’écrire
Le produit des racines est
X, . . Xji*
On 1» ti définît pour v une expression de l:i forme
«' -f fl.r, i’, . jr4 U -+ /#x,x,. . . x.
Le second membre peut s'exprimer en fond ion de la seule racine a*, : on a en effet, u.y. étant une période,
x^, = sin am ( tt ■+■ f>z),
xK />4., =; sinon* [ f# -t -{{/ — p)a] =: siiutw {/< —•//*},
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sinvmi u — sin ‘ttmpa
i — A’smVmi/f sm amp z
el comme si na/ww esl égal à «r,, en posant suxampa = <
^Vw #+t / , *
et
r, ^ { ï'e^O = *{Xt)’
par conséquent
^ rt'+fly(X|) P
x, désignant ici l'une quelconque des racines, l'équation ;'5a), si l’on y remplace x,
par x, r pour solutions x,, x, r,,, et l’une quelconque des racines étant
représentée par sinamu, les autres sont
sin«m(« -+• *1, sina«/( « -+• iz] sineoi | u ■+■ ( fx — i;»;
si la première était sinamfu ■+- et). les autres seraient
sin am («-*- **), sin«m (« + 3al sinnni « + (« — i)a] el sinii«i(s -s ujssinmiin;
il n’y aurait donc rien de changé.
662. Il reste à déterminer les constantes a . b. a.', //, de manière à satisfaire à toutes les conditions du problème.
Pour que la substitution
donne
</>• tix
on doit avoir, comme le montre la substitution directe,
/„'/0 „</PV
et par conséquent le produit
F. Cale. int.
( AUXI. INTfir.lUL.
•;ti
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doit être divisible par i — x3 i — l'a-'- ; H donner pour quotient un carré parlait. Cette condition est d’ailleurs su II i sa nie : on peut le prouver en reproduisant la démonstration île Jaeolii donnée fi58 : nous avons donc seulement à déterminer a, b, a', b‘ de telle sorte ipi'ellc soit satisfaite.
L’équation
ayant pour racines
on doit avoir
I* — Qy = Afx— r,)[x — .r,). ..(x — xf).
A étant indépendant de x et égal au coellicient « — by de la plus liante puissance de cette variable dans le premier membre. Mais on a
(P -Q’iO’P*— Q!) : p — Q) (P -+- 0)().p — 0)i>p •+• y).
Ce produit doit être divisible par (i — x*) i — A’x3 , et s’annuler par conséquent pour x = ± i , .r = ± } ■ Si nous remplissons celle condition en faisant en sorte
que P — 0, f‘ -t- Q. /.P — y cl XP -I- Q soient divisibles respectivement par i — x, i -t- x, i — Ax . \ + kx, c’est-à-dire en faisant en. sorte qu'aux hypothèses
v = i . y = — t, y — y — dans l’équation (54.;, correspondent pour x,
les valeurs ■ , — • * 7 ’ — /, ' ces conditions détermineront a, b, a', b’. L'équation (5a,. donne en effet, en remarquant que ^{x} est une fonction impaire,
- O j II
i io(T)’
et
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On en déduit aisément
a' b' — rtbÿi t ) — o4 a' b' — ah ç>(j|)=o.
D'ailleurs f’ fi ! et sont inégaux, sans i|iioi les équations (55) donneraient
X = de t, ec qui est inadmissible. Il (suit donc supposer .
( 36) tib — o, n' b' - o.
Prenons par exemple
rt'“0, h~rr O,
les équations f.55) se réduisent à
D’ailleurs
. ('—«“)(■ ~ ÇÎL ■ .(i ■ ■ eî i
i /.v- i - k’eï)'
/ I \ i (i — /.’>■’ i — /f'ej). . ,(i - I, 'eyi i
9{f/~ l**' (I — i e’t.n.- eD /r»*lo(i)'
et ( 57) donne
a, b, à , b' et X sont donc connus. Pour avoir t. il suffit de remarquer que d’après les formules précédenles y est nul en même temps que .r, et la dérivée y’ > égale à }- pour a- = o, sc réduit d'après l’équation VI J as. On trouve ainsi en faisant usage de la valeur (5a de y, simplifiée par les résultats précédents,
l.e problème est résolu. Mais il reste h prouver que la solution obtenue, dans laquelle tout est maintenant déterminé, satisfait à celles des conditions qui u'ont pas été exprimées, et que le quotient
qui d'après les valeurs choisies pour <1, b, b' est entier, se réduit à un carré par-
ItiO *■ DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉliKAL.
Reprenons en rITel l'équation { :’>4 )
(P — Q.» ■ ) — ( « — by)l j; — x, )(x — x,). . .(x — x,).
Si l’on y fait successivement x, =ï ± i, .r, = dr J * et, par suite, d'après les valeurs adoptées polira, a', b, b', y = ± i ,y = ± v. nous aurons
P 4- Q =(« -+- b){x + I ) F, t Jt- ),
P_| _(„_*) (J-+j )FJ(x).
et par conséquent
(•"-0 ) Q' — >*P»J — («> — — >.»«*)(»— je») i -ü’x’j '^»(*)F^£)t
F, l.r , F j .c), F, (x), F, (x désignant le produit
{x — x2 )(x — x, ). . . ( x — xr)
correspondant respectivement aux quatre valeurs adoptées pour x,.
Or les quatre fonctions sont des carrés parfaits, et il en est par conséquent de même de leur produit. On a en effet
x, ■ sin tint u,
et les quatre valeurs de ± i, ± j attribuées à .r donnent
COSAM I* Am» U — O,
et par suite
les facteurs
.r, A mu p x r os mu p x r ' ’ i — /, i sin mu p -j
(.r — jy,,». fx —
sont par conséquent égaux, et le produit
composé de facteurs égaux deux à deux, est un carré parfait.
lin résumé, pour résoudre le problème de la transformation, on peut procéder de la manière suivante :
LIVRE TROISIEME. - THÉORIE DES FONCTIONS EIXIPTiyLES. Suit a une racine de l'équation
sinon» (in -F i Ja = o.
Celte racine n'appartenant à aucune autre équation de la forme
siu um h x r= o.
dans laquelle h soit un entier inférieur ii an + i . si l’on détermine une fonction y, un module un coefficient s, par les formules
on aura
(Gu
h“* ■ x(x' — sin'oma) fx’ — sln’itm»). • ■(x1 — sin'nmna) v> (■ — A’^’sin’nmaiO — /.‘.r'siii'wmia). . (i - A’x'sin’nnuia)
(i — siii’irnaKi — sinnma*). . .(i — sin’nnm *)
yX — / " ’
[ i — h’sîtTam x) i ■i'sin’inu»! . (i — l'sia'smaa) e — ^ sin'ama sin'aniaa. . . sln’anm x,
rfy
(il>3. Considérons par exemple le cas de /» = i .
Si l’on pose
si il uni y. — e,
l'équation
sinu/»3x = o
donne (615)
e[3 — 4 *"’ ( » + h‘) + fi/f’e' — é'e*] o.
I.a racine e = o doit être rejetée, mais les autres peuvent être adoptées, parce que sinon» a# n’est pas nul.
On aura
Ci)
It ’e’x’
titii. La formule de transformation peut être mise sous line forme plus dégante. Considérons la somme
y r_ si n um u -F sin uni ( il -F x) -F si n uni II - F '? x ] -F . . . 'F si II an. ;» -F (u — i)x],
où «a désigne une période quelconque de sin on» u, et n est un nombre impnii quelconque.
On a f 595)
?in am { « + x ) + sin am [«*♦-(« — i ) x
— sin am («-+-*}-+- siimm( u — x) —
7 sin crm u cos am u A am u r — !. 5 sin’<Mt u si d’oui x
sinow{#i -+- aa) -4- sino/n ! n + (» — a) a ] = sin am [u ■+■ ïx)+ sin am[u — 7x)
7. sin am n cos am ?. x \am x x i — Z»1 sin1 am a sin <11/22 z
2 Sin fim» cos am aA am — x
». * -, zi — i
i — k'stnamu sin1 am «
et l'on voit que y est une fonction rationnelle de sina/nt/, dont le dénominateur est évidemment
i — A’sin’amtt sin*«ma { i — A’sin’a/nit sin’/im a«). . . ( i — A’sin’amu sin 1am
Le numérateur est de degré n. Or l'équation y = o, quand on y considère inconnue, a pour racines, on le vérifie aisément,
«-±3t, U — Zl 2Z, . , 71 — ± — x;
l(lH — « ) + SIIKï/7/ I « *4 aj=-
car en faisant u = pet, quel que soit le nombre //, les termes dey deviennent précisément ceux de la somme
si n <!/// x + sin am 2 x -4- ... -4- sin am 1/ x.
Or on a, net étant une période,
sin«////ii — o,
. sin/ïwa -4- si n am {n — 1 )* — n,
sin am 70c + sin am ( n — * ) x — »,
Sin<I/K| X j + Slll <1771 | ^ XJ — ».
et la somme se réduit à zéro.
LIVRE TROISIEME. - THÉORIE DES KoNCTlOKS EI.I.IITlyl'ES. D'après cela, en posant sin «ni « = .r, on a
Cx(i- . )(l- . J' )•••/'- J’ \
' sur mu x 1 si n amsx I . , « — I I
\ sin’nm — • x J
(i — A’x’sin’a/iiaRi — A’x’sin’n/niaO. . . i —
X'x’sin’am I
qui ne diflère île la relation (58) que par un facteur constant et par lu valeur attribuée à n.
Nombre de transformations de degré premier (an -f- 1).
ti<>5. Kn désignant par 2/14-1 un nombre premier impair, il faut, pour appliquer la méthode de transformation, choisir une racine île l’équation
sin a/n( 2» 4- 1 ) x = o.
Cette équation est de degré (2/1 4- 1)’, mais elle admet la solution sin ama =0 qu’il faut rejeter. Il reste donc
racines. Mais à toutes res racines ne correspondent pas de transformations différentes. Remarquons en effet que, pour chaque valeur de a, l’expression des racines est donnée par les formules
x, slnaniH,
x, — si n a/n ( « -e 2},
x„+, ~ sin am(n 4 a/iaj.
Si donc on y remplace a par //«, // étant inférieur à an 4- 1. les racines ne font que se permuter, et l'on oluient la même transformation.
Il faut donc diviser par an le nombre total des racines, ce qui donne en tout
SK + "I — Il -r- I
transformations distinctes. Ht comme on peut à chacune, sans changer son degré, appliquer les six transformations du premier degré, le nombre de transformations d’orilie ix, ix étant premier, est (Sa 4- (i.
«ISO
Influence de Ut transformation sur le rapport des périodes.
Si nous posons
x_sin«m(i {mod. A),
/ = sin<ïniv (mod./.),
lu formule générale de Ira nsformalion équivaut h
* V = £tt + C,
et la relation obtenue entre y et x est telle (660 J que, u augmentant de a, y reste invariable; sina/nc admet doue pour période ta, et il admet en outre, cela est évident, le produit par t de toute période de sin amu ; il est clair en efTet que, u augmentant d'une période, ,r conserve la même valeur, et il en est par conséquent de même de y.
Toutes les périodes il'un sinus d’amplitude étant réductibles à deux (597 J, nous voyons qu’après la transformation l'une d'elles est multipliée part; mais l'autre es
est multipliée par > , puisque « est la an -t- \Ume partie d'une période; on peut donc dire que le rapport de deux périodes a été divisé par an 4- 1 .
667. Le résultat précédent peut être généralisé. Quelle rpie soit la relation algébrique qui lie deux sinus d'amplitude correspondant à deux modules différents, le rapport des périodes relatives aux deux modules est commensurable.
Soient en effet sina/na (mod. k) et sinam(m« -t- «) (mod. t) les deux sinus , d'amplitude entre lesquels existe une relation algébrique. Lorsqu’on donne si n «ni», « peut avoir l'une quelconque îles valeurs comprises dans les formules
p, q. p 1, 7, étant des nombres entiers. La somme mu -t- 't est donc de la forme
mu -t- « -t- ;j piwn -I- "xqn tm’ \ — I ,
* -t- a «un — mu -t- 4 mp, m a»»;, «’ V — 1 .
Ces dernières expressions doivent donc donner pour leur sinus d’amplitude (mod. f), et quels que soient les nombres entiers //, q, />,, q,, un nombre limité de valeurs distinctes, et il faut pour cela qu’en les représentant par des points du plan, suivant la méthode adoptée pour les expressions imaginaires, les sommets îles parallélogrammes ainsi obtenus se trouvent tons parmi ceux des parallélo-
LIVRE TROISIÈME. - THÉORIE DES PONCTIONS ELLIPTIQUES. «H
grammes qui reprêsentenl les périodes relatives au module k'. Ces derniers peuvent d’ailleurs être en plus grand nombre, et les parallélogrammes dont ils sont les sommets, former des parties aliquoles des précédents, de telle sorte que les côtés qui représentent deux périodes soient respectivement représentés par la n,imt et la i»""*' partie de ceux de l'autre, c'est-à-dire tic deux périodes relatives au module k respectivement multipliées par le facteur m \ et le rapport de lieux périodes convenablement choisies relatives au module serp par conséquent égal au rapport de deux périodes relatives au module )., multiplié par la
fraction commensuralde ” •
CALCULS NUMÉRIQUES
('aïeul <le la (juautité »/.
068. Nous avons désigné (633 ] par la lettre q l’expression e “ qui dépend seulement du rapport des périodes, et qui joue dans la théorie un rôle fort important.
Nous donnons h la fin de ce chapitre la table des valeurs numériques de celte quantilé correspondant à celles du module k, représenté par sin5.
Il est aisé d’obtenir, pour le calcul de celte table, une formule extrêmement convergente. L’équation (630)
A amx r- yf, '
où k’ représente y1 1 — k2, c’est-à-dire cosO. donne en y faisant x = o, et remplaçant la fonction (-) par son développement (630 ;,
. rosü = ‘ “ ’î+lî'- M’+ ’fi -e ’xq 4- *</*-+- 2 if -t- *</'• + .
En effectuant la division, on trouve
(al y cos 9 — i — 4? 8 j’ — iGi/1 3 a </■ — 56ç'-i- 96./“ — . . . .
L’ensemble des cinq premiers termes peut être représenté par
On en déduit
formule exacte aux termes près de l’ordre q‘.
^ ros ’J
1 1 — vrosü ^ 1 -e yfcos 0
iif -+- ij
d'où l’on tire, par la méthode des coefficients indéterminés,
I B I Q 17 V 45 fl
il — i lang’- -+- ■. lang' •+- , lang" - h ^ lang"- -c. . . .
1 4 a )(> a Sia 2 2o.|8 a
et
(5) l«pç = 2loglang - — log4 -+- M ( -j lang* - •+• lang’ - -4- 3(J, lang" a + . ..j«
M étant le module des logarithmes vulgaires. Si l’on pose
0 0 0 0 ,0 6) log»/ = a log lang - 4- 9,39794 oo ■+■ a lang‘ — *• ft lang' ^ ■+ clang" - -+- « lang’*- 4-.. . ,
on aura
logu — 9,0357243.
logé ^ 8,6445a, loge =8,4i5i8.
logrf = 8,25283
Lorsque 0 esl moindre que /J5 degrés, la série (G) est très-convergente, et pour obtenir sept décimales exactes, il suffit d’employer deux lermes au plus.
Soit 9 = io° aT 46*, on aura
a log lang - = 7, 9 1768 {2
c> log 4 = 9,39794 °o
logÿ - 7,3)563 16
4 log lang ^ = 5,835 logo — 9,o36
a lang1 ~ — 0 ,00000 74^
et les sept décimales sont exactes.
Lorsque 9 approche de % lang 1 diffère peu de l’unité, et la série est peu convergente, mais deux modules complémentaires peuvent (649) être ramenés l’un à l’autre, et si l’on nomme p ce que devient q, lorsque 5 se change en son compléta.
ment, on trouve aisément
On en eonclul
(8) log log | - ) = M‘t:’= i ,861 52 28349, et
log •+• log log = 0,1698683680,
par où l’on déduira p de q.
Soit par exemple 5' = 79° 36' 1 <V’, 0,1 vient de trouver
logy = 7,3i563 16,
donc
log log ^ — 0,43884 11,
et on en déduit
log log - = 9,84107 63,
• Iogp = 9,3o653 2i.
Calcul ( le la période eu.
Nous avons trouvé
et (641 ;
Mais ( 639 )
iï , , , ex
01 x) = 1 — 2,1 cos — • -+ 111‘co s1 — — 20' cos’ — ■
fi) fit Cl)
en déduisant de cette Formule 0(o) et 0(*»)f l'équation (ioj donne
f ?.ùt
ü> sr - (1 *+- acy -+- 2c/' -f- y.ç/‘-4- ...)*♦
et, eu ajoutant les équations (9) et (10), on obtient
(11) w=a(7^jp )(t + *q‘+ •■■}’-
LIVRE TROISIEME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELUI’Tlyl’ES. Pour 0 = 45 degrés, on a
log q = — 1 ,364,
et par conséquent
log2ç"= 22,471,
et l'oa peut, sans erreur sensible, réduire la parenthèse à deux termes. Soit 9 = i9°3o', on a
logy = 8,6356^ 36,
« = ^ ( 1 -+- -iq ■+■ 2</' 4- . . . ]’,
log(i -+- ) = o,oo6366o ' Table 11}.
2 log(i— 1- aç) = 0,01273 20
•og ^ = o, *9^' 1 99
logea = 0,20865 19 ca = 1 ,6i5io 1
La formule (1 1) conduit au même résultat; elle donne
On a
et par conséquent
ti) =
!T ^ 1 -+• yCos9^ ’
log cos 9 = 9,97434 66 log v cos9 = 9,987 1733 1 -t- v'cosO = 1 ,97089 73
logea = o,2o885 19.
Quelques applications.
671 . Déterminer l'aire du quadrant infini de la courbe représentée par l'équalion
ttW DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL.
Elle est égale à l’intégrale
dx
Soient
Jo V
j i sin’o
x = lanp -, dx=x -*» i + ,
a ros' - eos
r“ <ix _ i r* »/9 _ />» ,/9
X v i + jr' 2 / / “77 / ,
X V,_»sin’? X V,_isin’
On a sin55 = fi = 45 degrés. La formule (i ij
« = - (« + y cos 0 J~’(i -f- iq' + . . . )’
donne
c’est également la longueur du quadrant de la circonférence de la lemniscate dont l’équation est
(>72. Soit l’intégrale
/' 1 ilx
déjà calculée (330) par le moyen des fonctions P. Posons
où il faut prendre le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que x‘ est plus grand ou plus petit que ' ■
On aura
dx _ dz
vf* aV' — >
LIVRE TROISIÈME. — THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. «S
pour les deux limites x = o el ,r = i , on a : = o, mais la variable z varie de o à l'unité, puis de l’unité à <>, et elle est égale à i , pour x* = .' •
Il faut donc, pour faire usage de la transformation, partager l'intégrale cherchée en deux parties, l’une correspondant aux limites x = o, x = et l’autre aux
limites x = y^> x = i ; on aura
J a v i — ■* y 2 Jo \ l — Z‘
J . <1 Vf-* ) v * — 1
V ( ! — **)* Jn \l - l‘
Soit maintenant a5= 1 ■</; = — z'vdv. On trouve
et
ih
dy
Pt
<■' il: _ /** dy
Posons enfin
r = v'3 une -t,
dy= 1 ;3--2-,
IOS
i -4- y! +- ~ -=zi + i cos a 6 tant!1 ^ ■+■ lang'
où eos a 5 = ^ 5 = 1 5°,
( i +■ r' f ) cos' - — cos1 - -t- asin - cos’ ^ posa S -+- sin* J — i — sin’Ssin’s. \ 3 la a a a a
L’intégrale cherchée devient
TT
ay3,/0 — sin’i5“sin’9 y 3 v'i — sin,i5*8iii,ç
et à l’aide de la table des valeurs de &>, on trouve
j log4 = o 1 20068 67
r' ' log3 = 9,8807 1 97 logw = o,2o36i 54 logu = o , a85oa 18 u = 1 ,9276a a
résultat déjà obtenu (330).
Si l’on pose
on a (636)
Calcul de l’intégrale f * — — ~=
P Jo Jt — A'sin'ï
u=f'^jL9
J a y'i — /r'sin’o
A am u = y' 1 — lr’ sin*9 ~ »
c’est-à-dire, en posant x = — = 7-.-“— ,
■ w fc)’(ni)
j j Anmu _ 1 4- mq cosax -t- aç*cos4x -t- aÿ*cos6x -1-. . .
flp I — ?.q cosax — 2 q‘ cos 4 x — a^’cosGx -+-...
Posons
nous aurons
A am u ,
|i3) i _ ung«s-- lie,,
COI a H- 1 1 -f- q'(4 cos’ax — a)
et dans une première approximation très-souvent su Disait te
iang(45°— ).)
cosax = — .
iq
LIVRE TROISIEME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
Après avoir ainsi obtenu la valeur approchée de x, on calculera les termes multipliés par qk et </' dans la formule (i3), et l’on obtiendra, en la résolvant par rapport à cosax, une valeur aussi exacte qu’on puisse le désirer.
Soit par exemple
/i=sinio", y=j5".
On a, dans ce cas,
logÿ = 7 ,281849g,
et, d'après la série (684 9(u) = i -t- ay-t- 29*-+-.... on en déduit
logé)1 (<.i) = o,oo33i 79,
logA flflitt = log/ï — sin'io'sin’iS” = 9,99881 ;4-
^ log/.’ = - log cosio":-r 9,99667 58,
, lama , ..
log _ = 0,00215 10
log col). — ooü5
45»- ). = 8' 3o" log long ( 45" — )) — 7 , 3g3 1 5 log 2 q — 7,58288
log cosax = 9,81027
ax = 4g" 45' 20'
En portant celle valeur approchée de x dans les termes négligés de l’équation ( 1 3) , on trouve
c'est-à-dire
donc
logx = 4 ,g5i32 5.{ logfe)’r,>) = o,oo33t 79
logK = 9,64021 82 « = 0,4367252
valeur dont les sept chiffres sout exacts.
t- V»7 ■+■ (• — v*7)sin
— A’ sin' 9
le module k étant égal à 2 — \j'5, et les limites de y étant 6 et par conséquent
JT
— A-,sln,9
On a (641 } pour valeur de la première intégrale
JT
r rfy
•'o ^1— A’sin’9
et la seconde intégrale se calculera comme dans l'exemple précédent. Voici le détail du calcul
A = i — y 3 = 0,16794 S)'9* logé- = log sin 9 = 9,42805 i5,
On en déduit
q = ',ii68o5 04,
y (m) = 1 ,00931 280, log0 1 ra) — o,oo4oz5U.
LIVRE TROISIEME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQI-ES. (Î9I
Pour obtenir la valeur «le x, en adoptant les notations de (673),
IogA«/»« = 9,99887 77 ^ log ros6 — 9,99191 07
log eolX — 0,0069670
45' — X = i654'»394 log 1654, 394 = 3,ai863go
log 1'= 4,68557 49(‘)
2 c‘ log cos (.{5° — X ) — 0,0000093
logtang 45“ — X) = 7,9043a 3a logaÿ = 7 ,g6<jo8 04
log cosax = g,g35i4 a8
nx — 3o“ 3a' a5',ot>
x — i5" itV 11", 53, valeur approchée de x.
Eu la portant dans l’équaliou ( 1 3), on obtient ta valeur exacte de x,
^ — X aG8 047”, 834
loga68 047,834 -5,4a8ai a8 log 1'= 4,68557 4g
~ log sinO = 9,7140262
logB*( w) zz o, 0080a 58
log 11 = 9,83583 97 n =s 0,88523 5a
(•) Lorsqu'on cherche le logarithme du sinus ou de la tangente d’un angle moindre que 2" 4V, on peut de préférence aux Tables trigonométriques employer les formules suivantes :
log siny — logy* + ^ cJ log cosy, n ~ logi*= 4.6855; 4g,
logtang y =? logy"-*- /n- ^ c* log eosy, b » c* a =? 5,3i44i5i.
logcoly = — log y* + b — * c’ log easy.
I«ti DEUXIEME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL.
Cherchons encore l’intégrale
H- rf? — »
Jo v i — A'sin’s
en supposant k = sin44°- On a dans ce cas
log</ = 8,61 368 4"
0(w) = 1 ,08*17 5o3 I o g O-’ ( 6i ) = o , 06859 56; logi = log y'i — sin'44" sin’60" = 9,90*44 ol log k' = ~ log cos44"= 9,9*846 70
log coi X = 9,9*397 3 1
L’angle 2* est donc dans ce cas plus grand que 90°; on a
X — 45»=6i;6',946 log6i7(>, 946 = 3,79077 38 log i'= 4,68557 49
j e1 logcos(X— 45“) =^0,0001299
logUnglX — 45“) = 8,47647 86 log*ÿ = 8,91471 4° logcosax = 9,5617646
ix = 1 1 1“ aa' 4g'
En substituant cette valeur dans les termes négligés de l’équation ( 1 3), on obtient la valeur exacte
x = 200.484", 4 1 log 100484,4 1 =5,3o*o8o6 logi” = 4,6855; 99
log.r — 9,98765 55 Iog0’(u) = o ,o685g 5;
log« : 0,o56»5 12 (1 = 1,1 38*8 55
LIVRE TROISIÈME. — THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
676. Pour donner un exemple de la solution du problème inverse, soient
Cherchons la valeur de l’amplitude définie par l’équation 11=1,368407= j T —r- — - — — -
J 0 yi — sin,38°sln>^
Nous avons (673)
et A am u — yA
on en déduit
log? = 8,47341 87 Iog0’(«) = o,o5oig55 logu = o, i36n 53
logx = 0,0860 1 98
logé), (x ) = 9,97983 G8 logfc){x) = 0,0191687
Mais
g,p6o568i log = 9,9481661 x = 69" 5o' 46", 1 1 log A «m « = 9,9088341
i'amu = 1 — A'sin’v.
On en déduit, d'apres la valeur trouvée pour A,
et en posant A = sin)., Or
A’sln’y = 1 — A’,
k sin 9 = cos/, log sinA = 9,90883 4a IogcosA = 9,76754 83
log A = 9,781(34 ao log sin 9 = 9,97810 63 9 = 71"
Evaluation de V intégrale f < I $ A^sin1^.
Nous avons trouvé (644), en posant 9 = amu
Jda \i 1 — A'sin’ç = « — A’ f sin’am 11 du
itx siiCam.r
Par conséquent
I — Â,sin,? = « —
er«r
On a (639;
0(«) = I — 11/ c os "
-t- an1 cos —10* cos t-...,
tv, , . JT I, , TU o . . **« . . 3îtj< \
0 («)= — l iosin — oo'sin H-iao”»»!
, JT’ /o TU , 21T U 3: TH \
B (“)=4^(8?,'OS'ïr_339 COS_^ +T>q’toa—
6'jo) _ 2Jt’ x ÿ — 4?1-*- 9?*— ifly'*+- ■ •
0(o) oi1 I — iq + iq‘ — 7q’ -r
. .i: « cl. iru . . 3jt«
... , iiosin - — oo'sin + 12g sin t-...
01 11 >01 X ira i - 1/ 3 7:1/
1 — 2 q cos 1- 2 q' cos 2 g* cos
Cette dernière formule peut être remplacée par une autre plus simple. On a '639,
î q cos — -+- q1 j ( 1 — q 1 cos - -t- q‘
et par conséquent
4? sin "
4v’sin!
tu 1 ru
1 — 2 q cos — -t- q’ 1 — 2 q’ cos’ h q'
Mais on a
q sillet
1 — 21/ cosot -t- 1/
et l’on en déduit aisément
- _ g sin oc + q’ sinï ot ■+• </ s i 1 » 3 x
4 </’ sin
LIVRE TROISIÈME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
En désignant celle valeur par Z, nous aurons
J l/ç y I h‘ sin'9 = M II -0^y -4- L.
Pour ç = - i « = » e t Z = o, l’intégrale devient donc
c’est-à-dire
et comme (641 ), (042)
(■6) £ <l<? yl i - *■ stn1 ? =: ^ «■{ ») - < tf ~ 4 9‘ + 9«* - 16 V + • ■ •
Nous désignerons cette intégrale complète par Ç.
Quant à l’intégrale / rfj y i — /'“sin’y, nous avons, en la désignant par .
GSKS
et par conséquent
/. -u , . ïjtm , , 3r« , / osin — i/'sin - — o*sln
U? 2JT j * 61 * u ' »>
et q, 'a, u, Ç et f-)fo) se calculeront comme il a été dit.
Ün demande Ç = J d?\ ’i — 4-isinaç pour A = siu
La formule (16) donne, en remarquant que 0(o) = ^8(41) [641 j.
On a d'ailleurs
logÿ = 7, 84523 8261 log ^ = o, 19611 988
Iog0(6i) = o,oo6o3i)8gA log0’!M} = 0,01207 97®
Ing'.i = 0,20819966 u= 1 ,6151009
iog4î’=4, 13777,
log(i — 4?’) = — M x 0,00000 1373 = — 0,000000596;
M étant le module des logarithmes vulgaires. On a donc, en désignant par /> le second terme de (17).
log4c= 1 ,0992099 logç = 7,84523 83
cllog0'(o>)= 9,g8i88o3
-c'Iogcos6= o,oi2i65o
iog(i — 4?’)— — 0,00000 06
log/l SS 8,9384929 p = 0,0867946
Ç = 1 ,5283o 63 logï = 0,01821 «4 exacts au dernier chiffre.
679. Évaluer l'intégrale s = j df sJ 1 — 4’sinç1 pour 6 = 190 et 7 = 37°. La formule (17; donne
En posant comme (673)
ir 11 , A uni u
x — — et col / = — - -,
LIVRE TROISIÈME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, la valeur approchée de.r se déterminera au moyen de l'équation
on trouve
ary cüS2X — liing(45° — X),
ix — 52°4*' 4° ♦
en remplaçant dans l'équation i3, x par la valeur que nous venons de trouver, on obtient
log ros'ü* — 9,7822882 2x = 5if^î' 3", 91
log 1" = 4 ,88557 4*1 log-r = 9,66280 43
Il reste à trouver la valeur de
logÇ- 0,01842104 (078.)
c*log ^ = 9, 80 388 01
log — - 9,05089 4S
4 /(/sillïar i/’sin4-»‘ H’{«)\ I — q1 + I —<l‘
</‘siii6.r
Les logarithmes des dénominateurs des fractions entre parenthèses sont négligeables à l'exception du premier qui est log^ 1 — q' . = — 0,00002 i3;
log q — 7,84523 83 log sinsx = 9,90072 82 e1 log( 1 — q' ) o , 00002 1 3
7,74598 7H o,oo557 1702
logy' = 3,5357 1 logsin(i.r — 9,5706g
3, loiijfn 0,0*1278
valeur exacte au dernier cliiffre
080. Uectijicaiion de l'ellipse. — Liant donnes les demi-axes de l'ellipse a — 4* b = 40“, délerniincr la longueur du quadrant de l'ellipse et l’arc correspondant a l’amplitude ^ = i5“.
Nous avons trouvé (304 que l’arc de l’ellipse est égal uni rfj v 1 — i’sin’ç,
et comme 0 = 4 > • t> = 4°, 0,1 a
/. = sin$ -
dont-
log</ -7,4894: '53g logBi — 1 ,oot»t7 3075 log M r O , 02 I 46 5'»6 ‘•i - 1 ,59024 9^
Pour trouver la valeur de Ç = 'o — ï 1 -f- a <y -+- 6^ + ,..;, on ;\
lüg{ I -f- 21/ i-...; =rO,OOj(î8|)l
donc
LIVRE TROISIEME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
IKIO
f/y V i — i'sin'y -- 61-, 6196.8
longueur du quadrant fie l'ellipse.
Pour déterminer l’are x, posons '673)
d’où
i — A’sln’y
lit
roi/, et
rossa- — lo ne! |5"— >. i.
Ion cos? x -- i),(|3r)oT>n{
* x - 29* 38' 5*', 58 Iorj: =<)) 4>>8f >9* log — logo 9,4 iHiS-'lo
Butin, pour évaluer z, nous avons f 695
on trouve
'il
le ealeul de la série qui représente Z donne
tlone
el
Z 0,00606 5oîiH,
az io“, 72^514»
longueur de l'arc répondant à l'amplitude 1 V\ compris entre l'extrémité «lu petit axe et le point dont l'ordonnée est io cos 1 j”.
681. Heclificalion de l'hyperbole. — Soit le demi-axe Iransvcrse a = 9", son conjugué b = jo"*, déterminer l'arc fie l'hyperbole corrcspouilant à l'amplitude
Soit c = \'aJ -+- b1, distance du centre au lover, et k = sinS = ” son excentricité, nuus avons trouvé pour valeur fie l'arc 368
cJo cos’y V* — A’sin'y
On a identiquement en désignant y i — k1 sin’ç par A et > Ç rfp A par u et
r? dtjt h lang; A — z
Jn cos’9 A
donc
« — — t- étangs A — <•;:
et comme le module et l'amplitude sont les mêmes que dans l’exemple précédent, on a
log« — 9,41818 -3
log tang? = 9,4*805 15 log A — g, 80
log; = 9,41771 5a
lüg — = | ,59133 Ü1
loge = 1 ,61178 39
loge — 1 ,61278 3<>
log j 1 00952 34
loges = 1 ,o3o4<)«)i
— 10*",3>3tl"0<>
r lang? A? = iu",968 177
rz io'",^^5i4
et par suite
longueur de l'arc de l’hyperbole.
682. Calculer la surface de l’ellipsoïde à trois axes : ^ 4- j- ^ — 1 .
En désignant par S la surface totale de l'ellipsoïde, nous avons déjà trouvé { iOfi
S r1 sinfltff
(n’cos’S 4-ft*sin,5)’(«,cos'04-c,sln,0)’
/■3 sinOrfO
Ja ( a' cos’O 4- b' sin’O )' n* cos’fl 4- c- sin’O ) '
il ne s'agit plus que de ramener ces deux intégrales aux fonctions elliptiques. Soient
et
(«’cos’S 4- 6,sln,0) = 4’ ^1 — ‘ cos’O^ — l>’ i — sin’^ cos’O , («’cos’S 4- c' sin’6 ) r= c' j 1 — ros’0^ t'’(i — sin’çcos’C),
COS O
sin 9 cos 0 = sin À, et $in^co$0= A sinX,
i — sin* 9 cos*0 — cos3)., i — sin*'} cos*0 m — A7 sin* A =r( A \ — sin 9 sin$ #/0 = cosXf//.,
. _ sin* i — COS’ÿ c* h- — ri-
sin3g i — rus'-g b 1 <• — a1
Les limites de correspondant a 0 = o, 0 = -* sont - cl 9, donc
8 bc sin ç 3 a
cos A A
et
sin 9 pcosirf),
ws*/ A (
8*CS!?i=i. f5, rfV +c'/”r'/Ÿ;
J0 Acos Jv A A'
, en désignant / par //, et / r/9 A par s, on trouve aisément
XrA-'i? = A"(Aun^-4-A""-= •
/’l’rfs 1 / A’sino cosc, ,
Â- ïH3 A t;
tlonc
“‘ff-T*'’ = I>’(Atangs h- A=„ - «) + c’ (, - *lsin]cos?) = «(*- 6=)+ W« + **A tangç -
Mais
r* — A1 — — :c'—a,) — b'b,‘Uing1y,
et
A’Atangç — * I' sin^ cosy A’A’eos’ç — c’A’ros’ç) l - -«iU’ungçî
doue
et
Soit
AcA sin ? g _ fri', lungy H 4. b-l'’; + nb A’Mangtp,
" MW + scolv + j,
S = an1:: -t- a«Ar{ 11 tango -+■ : colç ).
on a
rosç — ~ * eos’9=r- -! unig'9 — 8, langç = v8> jo"îi'^î',6i,
4”=^, sin’6 = |Â. 0 = 00" 4*' 53", 57.
ia s- - / /
Nous donnons plus loin (085) le détail du calcul, déduit de l’emploi de l’échelle des modules.
Emploi r/r Icrhrlic tirs modulrs.
083. Lorsque le 'module d’une intégrale elliptique diffère peu de l’unité, les séries employées dans les calculs précédents sont peu convergentes, et il est avantageux de recourir à la transformation des modules exposée au Chapitre VI.
Si l’on pose
J„ v> — A’sin’9 Jo \i — «J Sln’ç
tang(o, -r- v)=4,tango, •
on aura ; 05 i)
lîn répétant un nombre quelconque de fois la même transformation, on obtient
Considérons l'intégrale plus générale
P = f fu+ Bain’ç) - '/?
Si, après avoir posé A — sin5, nous luisons comme (654)
A , = wng1 >J ,
lang '!/ — ®}— eosO langy, relie dernière équation étant équivalente à
sin(2 ç> — = A, sin|.
on en déduira
\i — A'siu’ç, * v'i — AJsin,i]i i sin-'9 = i -t- A , sin‘4< — eos'J/ v’i — A J sin’ij/.
Par conséquent
.. ' + Ai r 'rf<V 1 + A, B . .
I* — I (A, + H, sln’ti - — siniji,
2 V * — A ; sin’^i 2 2
où A, = A + - , et II, = I.’inlégrale I’ est ainsi ramenée à une autre de
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même l'orme, lin désignant celte intégrale nouvelle par P,, on a
et, eu répétant la même transformation, on aura
P-' — '^-‘(P^fcsln*,),
On en déduit
— B siinj^i - B, sin^i(n-A,)(n- — sin'},(M- A-i) ( ■ -t— A» : ( 1 —4— A'^)— 1—
-h B,_,sin !{>„-,( 1 -t- A. ) ( 1 + A,)., .{i + A»)l-
(ilierclions maintenant la valeur limite île P,„ lorsque n croit indéliniment. Nous avons
LIVRE TROISIÈME. - THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, par conséquent
P.= f A. tlf. = A. 9„_,.
Le premier terme de la valeur de P devient donc
u désignant comme précédemment la valeur de l'intégrale
J o y'i — ïr’sin’ç
Ou peut donc écrire
P = A* " ~ 5 [ B sin + + B' sin,i'' (^‘) {-*-) -*- •■]•
Mais
y, ay i -r- A, vA.
irr ~ — ~k '
et en remplaçant H,, B B„ par leurs valeurs, on aura
P = A, u — sint|< ^ \ lir. A,sinj/, H- y'A, /ï, A, sin<j/, -t-.. . j-
Soient A = i , B = — A*. On aura
Je ?
rfyy'i — A’sin’y,
et
X*/ kt A'iAj /ft/i'iki \
par conséquent,
(20) J dtf v 1 — /i’sin'ç = A. it -t- ^v'A, siR'}' + j VAi A,siny|r, -+- ^ /AfATA", sint]/, . Y
Soient 9 s= -, |
jt, ij/, = air, iji, = 4>r. On aura
I. Cfl/r. f>rf. 8f
et par conséquent, représentant par Z le second terme de (20),
Z'sin’o ss — + *•
qui est semblable à la formule (17), (677). 685. Soient 0 = 89° et 9 = 85°. On aura
donc
log/ =9,999934 log Z' = 8,34186
log<, =9,98484 log/,', - 9,4*444
log/. = 9,76916 log Z, = 9,oi3Jo log/,, = 7,44716 log/, = 4,39127
log/', = 9,90799 log/', = 9,99757 log/l', = O
log/,-'= 8,24186
Iog0‘(w) = 1 ,07814
IOg0’OlJ =0, 53907 log - = 0,19612
log (il = 0,73519 01= 5,434<)
Ç=/ •*?t/,-ïr»i"*Ç = «- '"f (.+ *
donc 1 -+- ^ Z, + ' /, /,-)-... = 1 ,63224
log i J =0,21278
logea :
log/’; C* log 2 :
. wA*( log —
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En désignant par ç, <p,, les amplitudes successives, on a
=48» 4', sa
donc
-g- = 5i»4a',aa ■
Ja
— - 3ioi 66 lng3ioi ,66 =; 3,4pi5i)
logi' = 6,40373
et
logx = ;i,i)553a logO’(w) =: 0,53909
l°g« — °r4oi3‘l
11 = 3,i ai 70
Enfin pour avoir la valeur de l'intégrale z — - — h X, on a d'abord
logï = o,ooo3a 5 log« = 0,49439 Cl log'x» = 9*26481
iog"" =9,759525 0}
1= ^ ^sin?, y A, 4- ^ slnç, yA, A, + -j sin^yA, A,A~ 4- • ■ • j
sin9,vT, = + 0,97679
^ sin9, ifk, A, = — 0,18408 ^ sin 9, y A, k, k, = + 0,04927 ÿ sintp, ^A, A, A, k, = 4- 0,001 55 donc o,84353
Iog A= 9,99993 cl loga = 9,69897 Iog o ,84353 = 9,9361 1 logZ = 9,Ga5oi
et
ou
x = 0,99652 valeur île l’intégrale.
686. Nous avons trouvé (682), en donnant à u et à : la signification adoptée (673) et (679), pour l’expression de la surface de l’ellipsoïde dont les axes sont 1 , a et 3,
Pour trouver l’échelle des modules décroissants, on a la formule (683)
mais
donc
cosfl, = r, = ^,
logAJ = 9,59691 ooi3oo8o56 logé’, = 9,9548a a 1 678. 27610 log/r',r -9,9994 1 28071 54889 logA^ 9, 99999 99007 Sgijoî
log*',— 9,9099999999 99997 logtr',— o
sin 0, == h\ — — jpi
k = sinfi = y/|2,
logA = 9,9631068929 19541 logé, = 9,6368881 171 583o3 log A , ^ 8,71571 9689.4 70801 log A , = 6,82996 63819 786 logA, — 3,06787 287186,) log ki — 5,5i368 67624 — 2.0
La formule qui donne les amplitudes successives équivaut à
on a
donc
langui, =(1 + AJ)
tangy
1 — AfJ‘lang,y ’
tangy = vd.
log tangy =0,451544993495972 log tangy, = 0,26129 63664 63i3i log tangy, — 0,23885 {246592.412 log lang y, = o , 2.3856 067(19 7988° log tangy, = 0,23856 06273 5<j833 log tangy, = 0,23856 062735,(831
log sin y =9,97.442,3738776309 log siny, = 9,9429953140 67846 log siny, = 9,93760 3999791 io5 log sin y, = 9,93753 0644 1 log sin y, = 9,9375306317 log sin y, = 9 ,93753 o63 1 7
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Os logarithmes étant connus, on obtient «l’abord la valeur de « :
log^ =0,1961 1 98770 3oi53
log yj—lr^ =0,178661431367177 logu = 0,37478 i3o83 9733o
L'angle limite x est égal à & (684); mais le logarithme de tnngç, est précisément la moitié du logarithme de 3; donc
tango,=^3, y, = 1910° et ~ = * = 60" = !j,
par conséquenl,'
L’intégrale £ étant égale (684j à
on a
le second terme est égal à 1 . m»3 68607 9965 1
donc . ï-t, «4794 84«34 !)6455
Enfin, pour avoir la valeur de s = -t- Z, on trouve
d'où 1=1,001000918716196
On a donc
^1= i , 4 <4al 356*3 73095 il— i ,'>801*356*864071
log(^a 4- « 4- 8i)= 1 ,041485*382 537393
logn = « ,497 >4 98726 94 1 33 9
log v'a = o, i5o5i 49978319906
et
logS = 1 ,68916 o 1 087 79863 8
S =48,8821*85475 7065 exact à 16 chiffres.
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II. — Table des logarithmes des Jonctions elliptiques (suite).
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TABLE ANALYTIQUE
H- dn JJ
Abel. — Théorème d Abel sur la forme possible
do I
intégral cj]ydx
lorsque £ fonc-
tion algébrique de x
— Forme des intégrales exprimables par les
fonctions algébriques et logarithmiques..
— Formule générale d'intégration définie ....
— Fonctions qu'il a nommées génératrice* , . .
— Théorème général sur les sommes d'inté-
grales
— Solution du problème de la division de l’ar-
gument dans une fonction elliptique
— Solution du problème de la transformation.
Aires planer (Calcul des). — Formules générales |2S à
— Applications 384 à
— Théorème de Steiner sur la surface des
roulettes
— Théorème de M. Holditch
Approximation des quadratures .... lüz à
— Méthode des trapèzes
— Méthode de l ûtes
— Méthode de Simpson
— Méthode de Gauss
Iù6
ni
aoG
5'jG
GiO
GG
aai
3qq
3Gi
N<» des $$
Approximatiom des quadratures. — Formule
d'Euler 322
Arc dp. courbe (Ixincueir d’un)..*. 334 à 4^2
— Théorème de Steiner. 4»a
— Formule relative i» une rourbe fermée .... 4o3
— Théorème de Pascal 4üi
— Théorème de Jacques Bernoulli ^o5
— Théorèmes de Fagnano 406 à 408
— Théorème de M. Chasles 403
— Méthode de M. Talbot,... 4 10 à 4»7
Attraction des corps solides. — Livre II.
Chapitre IV £5; à
— Expression des composantes de l'attrac-
tion 458 à 4 Go
— Solide de plus grande attraction 403
— Attrac tion d'une sphère 404
— Atlmclio^d un ellipsoïde homogène 462
— Théorème général de M. Chasles sur l'at-
traction de certaines couches 422
— Théorème de M. W. Thomson 42®
— Ai traction d'une couche sphérique dont la
densité est inversement proportionnelle au cube de la distance à un point fixe 480
— Démonstration de G. Green 5»r>
Bernoulli (Nombres de). — Expression des nombres rie Bernoulli sous forme d’intégrales définies 120 et
— Théorème de Bernoulli sur le calcul des
chances 3 1 7 à 3n>
Bernoulli (Nombrils de). — Découverte de» deux arcs égaux en longueur sur une même courbe ior>
Calcul inverse des intégrales définies. —
Chapitre Vil, Livre II iii à i3u
— Expression par une intégrale définie de
l’un des coefficients du binôme ûao
— Expression de la fonction X, par une inté-
grale définie 4ii
— Autre expression de la même fonction .... üil
Calcul inverse des intégrales dépinies. — Expression du coeflicienl de x" dans un développement en série 5a4
— Expression des racines d’une équation. . . . dai
— Quelque» problèmes résolus 5™* et
Cauchy. - Ce qu'il a nommé valeur principale
d'une intégrale
TABLE ANALYTIQUE
7 in
Cauchy. — Formule générale relative aux intégrales définies uth
— Démons! ration d’une propriété de la fonc-
tion *>99
Délinition d'une intégrale prise entre do* limites imaginaires 333
— Théorie de ces intégrales 33 1 à 335
— Démonstration de la formule de Taylor
d’après Cauchy 53i
Chasi.es. — Théorème relatif aux arcs d’ellipse. 409 I
— Théorèmes relatifs à l’attraction ......... 477 |
Ct.BBsr.11. — Théorème relatif aux intégrales
elliptiques et ultra-elliptiques fyi
Cooudovnées curviligne*. — Emploi d’un système quelconque de coordonnées dans l’expression d’un volume 45i
— D’une surface . . ; 426
Coordonnées elliptique*. — Leur emploi dçns
la recherche du volume de l’ellipsoïde. . . 455
Cnorro*. — Théorème relatif à une intégrale
double ...» 5o6
Darroux. — Démonstration de la formule qui exprime le développement d’une fonction de deux variables en série dont les termes
sont de la forme Y-.. 561
— Démonstration de l'intégrale de ( équation
différentielle d'Euler 583
Décomposition de sin tux et de cos mx en produits
— De
cosè-r
ro-'x
sinwjr'
cos h.t ros arjr
— Application au calcul de j
do f Jo
Dipeérentiation sous le signe J* • — général
cosAi1 su» nx ro// sin'x
fractions plus simples 90 à g5
— Décomposition d une intégrale en partageant
l’intervalle qui sépare les limites 201
; sinx .
— - rlr et
Théorème
Dippkhkntiation sous le signe j . — Intégrales
déduites de la différentiation .... 227 à
— Extension aux intégrales multiples
DtftiCHLKT. — Méthode pour la réduction dos
intégrales multiples .....
— Transformation de X. en intégrales définies. Discontinuité des intégrales
/( 1 — 2 * co sx + a* ) ilx .
Jf*x cos/>x sin nx ^ o *
J(r**gin//xsinéx .
JC * sin*x cosux . “ ?—*-
Jf® sin1* sinour .
. ** , JC ’ ’
Elliptiques (Fonctions). — Bédiu lion de» intégrales elliptiques à la forme type. 67 à 70
— Irilioduclion îles ligne» irigonomé trique*. . 71
— lies où le polynôme placé soys le radical e»t
du troisième degré . 72
— Réduction de quelques intégrales .1 la forme
elliptique 76 à 79
— Théorème d’Abel 586
— Théorème de M. Clebsch 591
— Notation de Jacobi 592
— Périodicité des fonctions 697
Étude» des infinie» et des zéros G01
— Multiplication et division de l’argument...
— Expiession des fonctions sous forme de pro-
duits 624 à 635
— Transformation des fonctions elliptiques. .
Elliptique* (Fonctions). — Calcul numérique
des fonctions elliptiques 668 à 686
Klliptiqi es ( Fondions de deuxième espece).
— Leur expression au moyen de la fonction (H) 644
Elliptiques (Fonctions de troisième espèce).
— Leur expression au moyen de la fonction (H) 645
Équation. — Expression des racines d'une
équation fier une intégrale définie 5a5
— Nombre des racines d’une équation corres-
pondant aux points extérieurs à contour
donné 349
Euler. — Équation différentielle intégrée par Euler sou» forme algébrique. — Analogie avec la formule fondamentale de la Trigonométrie 58 1
— Méthode de Lagrange 58a
— Méthode de M. Darboux
— Emploi d'un triangle sphérique
Interprétation géométrique donnée par Jacobi *
— Expression du théorème avec la notation de
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