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AVERTISSEMENT
Ce volume, qui fait suite au Traité de Calcul différentiel publié il y a six ans déjà, en i864, contient la première Section du Calcul intégral. liCS intégrales définies et indéfinies y sont étudiées avec le développement que m'a paru comporter, sur ce sujet presque illimité, un Livre qui, pom- les Géomètres, doit rester l'exposition élémentaire des principes. Mon intention, en effet, je tiens à le répéter, n'est pas de remplacer, par la lecture d'un seul (3uvrage, l'étude laborieuse des œuvres originales qui ont créé la science : une telle tâche beureusement serait impossible. Si je puis enseigner à ceux qui me prendront pour guide ce que j'appellerais volontiers la grammaire et la langue des hautes mathématiques, et accroître, loin de diminuer, le nombre des lecteurs des Lagrauge, des Gauss, des Abel, des Jacobi et des (^ucli> , j'aui-ai rendu à la science un service très-modeste mais de réelle importance.
J'avais espéré, en commençant ce long travail,'y joindre l'histoire sommaire des théories qui y sont exposées. J'ai reculé, je l'avoue, devant des difficultés de plus d'une sorte. L'histoire d'une science est trop complexe et trop délicate souvent à aborder, pour ([ii'on puisse d'une manière incidente trancher les questions en quelques lignes. Une indication incomplète est souvent ime injustice, et le silence est presque toujours préférable. Il y a de graves inconvénients, d'ailleurs, à introduire les noms réellement illustres dans l'oidre et dans la mesure seulement où les appellerait l'exposition didacti(|iie des théories systématiquement enchaînées. J'ai été frappé depuis longtemps de la singulière impression qui en résulte et qui parfois subsiste chez les lecteurs souvent hitelligents qui n'ont pas occasion de la rectifier ailleurs. Combien ai-je vu d'anciens candidats à l'Ecole Polytechnique (jui, coimaissant fort bien lui Traité d'Algèbre classique et n'ayant
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rien lu an delà, ignoraient les noms d'Euler et de Bernoulli, et mettaient -4:. sur un même plan dans leur souvenir Newton et Bezout, Descartes et Bu-
dan, Moivre et RoUe, Gauchy et Sarrus, dont les noms leur rappelaient chacun l'énoncé d'un théorème et une démonstration de quel([ues pages. J'ai été vivement frappé, il y a un grand nombre d'années déjà, en entendant tm savant estimable, connu par de bons travaux de Physique expérimentale, parler très-légèrement du mérite de Newton comme Géomètre. IMon étonnement l'ayant forcé de s'expliquer, je m'aperçus, qu'à ses yeux, Newton était surtout l'inventeur de la formule du binôme, qui pour lui, bien entendu, n'avait de sens que dans le cas d'un exposant entier et positif. Ge souvenir, peut-être, a exercé quelque influence sur la rédaction d'un Traité d'Algèbre dans lequel le savant et spirituel Terquem s'étonnait de voir subsister deux noms, celui de Descartes et celui de l'Auteur.
Je n'ai donc nullement cherché à introduire dans le texte l'histoire abrégée des progrès du Galcul intégral. Gette histoire, si je tente de l'écrire, formera une œuvre à part qui pourra être i-éunie à l'Ouvrage dont je donne ici le second volume, mais qui doit en rester distincte.
Je ne puis terminer cet Avertissement, si rapide qu'il soit, sans adresser mes sincères et vifs remercîments à M. Darboux et à M. Thoman dont l'affectueux concours gracieusement offert m'a été extrêmement utile. M. Darboux, dont je n'ai pas à rappeler la pénétration et le savoir, a bien voulu revoir toutes les épreuves et substituer, aux corrections typographiques que j'attendais seulement de lui, des observations judicieuses sur le texte même, et plus d'une fois la rédaction nouvelle d'une démonstration difficile remplaçant avec grand profit celle que j'avais essayée moi-même.
Les calculs et les Tables numériques^ sont dus à M. Fédor Thoman, qui joint à l'habileté d'un calculateur sans égal le savoir profond d'un Géomètre judicieux et inventif.
DIVERSES MÉTHODES POUR L'INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES
Définitions .
t. Le Calcul intégral est l'inverse du Calcul différentiel : le but que l'on s'y propose est de déterminer une fonction d'après une relation connue où figurent ses différentielles. Dans le cas le plus simple, auquel nous nous bornerons d'abord, la différentielle est connue et l'on chercbc la fonction correspondante.
A toute différentielle donnée d'une fonction d'une seule variable, correspond une fonction primitive; l'aire comprise entre la courbe qui a pour équation y=.(f{x) et deux ordonnées, dont l'une est fixe et l'autre a pour abscisse la variable x, a en
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effet pour différentielle [I, 1 14 (*)] (f{x) dx, et la fonction primitive de cette différentielle, dont rien ne limite la généralité, représentée par une surface bien déterminée, existe par conséquent dans tous les cas. L'ordonnée fixe qui limite la surface étant indéterminée, on peut, en la déplaçant, ajouter au résultat une constante arbitraire. Il est évident d'ailleurs, à priori, que si F (a;) a pour différentielle 9 (a;) <ir, F (a;) -i- C a la même différentielle quelle que soit la constante C. Aucune autre fonction d'ailleurs ne partage cette propriété, car deux fonctions dont la différentielle est la même diffèrent par une constante.
2. La fonction dont la différentielle est f{x)dx se nomme Vintégrale de <f{x)dx; on l'indique en plaçant le signe / à la gauche de la différentielle;
désigne ainsi, d'une manière générale, toute fonction de x dont (s^[x)dx est la
différentielle. Ce signe / n'est autre que la lettre S, initiale du mot somme, et
l'expression (1) se lit : somme de (p{x)dx. Ce nom et cette notation rappellent un point de vue important sous lequel l'expression peut être considérée. L'intégrale étant considérée comme on vient de l'indiquer, par l'aire d'une courbe, elle est évidemment la limite de la somme des rectangles infiniment petits inscrits dans cette courbe, dont l'expression analytique est, en désignant par a la première abscisse,
(2) <f{a)dx-\-'^{a-{-dx)dx -\-(f{a-{- 2dx)dx-\- . . .-t tf[a-\-{n — i)dx]dx,
Il étant un nombre entier tel, que
a -4- ndx = X.
On peut d'ailleurs être conduit à celte expression sans aucune considération géométrique. Soit F (a;) la fonction dont (^[x)dx est la différentielle; lorsque j; varie d'une valeur quelconque oc à la valeur voisine x -\- dx, l'accroissement de Yix) est (1, 46), en négligeant les infiniment petits du second ordre, (f[x)dx', or en faisant passer la variable de la valeur a à la valeur a-\-ndx=x par des accroissements successifs égaux à dx, la somme des accroissements successifs de la fonction sera l'accroissement total, c'est-à-dire la différence F (ccj — F (a). Cette expression se nomme l'intégrale définie de <^{x)dx prise entre les limites a et x.
(*) Nous indiquons ainsi, dans tout le cours de ce volume, par I, le renvoi au tome I", le chiffre placé à la suite indiquant le paragraphe invoqué.
et l'on écrit
(3) f o{x)dx = ¥{x) — ¥{n).
Il importe de remarquer que dans l'équation (3), la lettre x qui sert de limite
supérieure à l'intégrale et celle qui figure sous le signe 1 sont entièrement dis-
tinctes et indépendantes l'une de l'autre. On peut leur donner des noms différents et écrire
<f{x)dx=:¥{l)) — Fia),
Y{x) désignant toujours la fonction primitive de oioc). On a évidemment d'après cela, quelles que soient les lettres x et z.
1 (f{x)dx = j <f{z]dz.
et une intégrale définie n'est pas une fonction de la variable par rapport à laquelle on intègre.
3. F(a7) désignant toujours l'intégrale de y [x) dx, la formule
(S({x)dx — Y{h) — Y{a)
ne suppose nullement la limite supérieure h plus grande que la limite inférieure a\ le premier membre est la somme des accroissements infiniment petits de F (a;) lorsque x varie de la valeur a à la valeur h : peu importe que les accroissements désignés par dx soient positifs ou négatifs. On a d'après cela, quels que soient a et /^
(f{x)dx=r- — I ^{x)dx, Jh
et, en renversant les limites d'une intégrale définie, on change le signe du résultat.
4. Il faut, dès à présent, signaler un cas important dans lequel les définitions précédentes sont en défaut, c'est celui où entre les limites de l'intégration la fonction primitive Y{x) devient discontinue, ce qui a lieu en général lorsqu'elle passe par l'infini. Il n'est plus permis, dans ce cas, de regarder l'accroissement total comme la somme des accroissements infiniment petits correspondants aux accroissements successifs de la variable. La formule générale que nous avons donnée pour exprimer l'intégrale ne représente dans ce cas ni l'aire de la courbe,
ni la somme des accroissements de la fonction. Pour bien faire comprendre celte remarque importante, supposons que la fonction ¥{x) soit égale à ; elle a
pour différentielle —^^ et la formule générale donne, en adoptant pour limites — i et + I , entre lesquelles est comprise la valeur zéro,
( ) et ( ) désignant ce que devient lorsqu'on y suppose x égal à i
ou à — i; on aurait donc
dx
L'élément — est cependant toujours positif, et la courbe dont l'équation est
a la forme suivante
dont l'aire totale comprise entre les ordonnées qui correspondent aux abscisses — i et + I ne peut évidemment pas être égale à — 2. La formule employée n'est donc pas applicable et nous en avons dit la raison.
Si l'on demande quelle est l'expression de l'aire totale qui d'après la règle générale serait représentée par
il est aisé de voir qu'elle est infinie. Si l'on considère en effet les deux intégrales £ étant un nombre positif très-petit, l'application de la formule générale ne pré-
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dx I
Ç— lîx
et ces deux intégrales augmentent toutes deux sans limites lorsque s tend vers zéro.
En général, si l'on désigne par a un nombre compris entre les limites a et b, on a
I (j>(.r)f/.r = / '^[x)d.v + / 'j^{x)dx,
et on le vérifie aisément, car en nommant F(a;) la fonction primitive de î>(a:) dx, on a
r o(x)</.r = F(i) — F(rt),
rcf{x)dx = F{oc)-¥{a), f o[x)dx = ¥{h) — ¥{a).
Mais la formule devient fausse lorsque, F(a) étant infini, les deux intégrales partielles deviennent infinies, et les expressions considérées ne présentent plus alors aucun sens déterminé.
On a par exemple, comme on le vérifie aisément par la différentiation,
r dx 11-+-^
On en conclurait, d'après la formule générale,
résultat évidemment absurde et qui s'explique parce que la différeirtielle — — ^ étant infinie pour a7= i, la formule d'intégration n'est pas ici applicable.
Intégrales que l'on obtient immédiatement.
5. La moindre habitude du calcul suggère immédiatement les intégrales do certaines différentielles. Citons par exemple les formules suivantes, qui sont toutes
évidentes et dans lesquelles nous nous dispenserons d'ajouter au second membre
la constante qui doit le compléter :
a^dx=^
Ix,
r dx J "^
/, sin mx cosnixdx:= 1
/, cosmx sm mx ax=: -, m
/, rsinxdx ,
tnnexdx = i =r — Icosx, J coso;
/, r cosxdx , .
cotxdx = I — : ^=lsinx, J smx
dx
= arcsina:,
J \li — x'
r dx
J -^r^j=arctangar,
r dx
I , =lang^,
r dx
I . . =: — cota
J sm' X
On pourrait à ces exemples en joindre beaucoup d'autres, mais nous nous bornons ici aux cas les plus simples.
6. Nous ferons une seule remarque sur l'une des formules qui précèdent: on a, quel que soit m,
( I ) \ X^dx=:
Le cas où w = — i fait exception : on a alors
et la formule (i) donnerait
/dx
' r dx
Il est aisé cependant de" déduire de la formule (i) la valeur de / — On sait qu'il est permis d'ajouter au second membre une constante arbitraire; cboisissons-la de
telle sorte que celui-ci s'annule pour une valeur déterminée de ce, x = a: on est assuré alors qu'il ne peut plus devenir infini. On a
X'" dx = •
et si l'on fait tendre m vers — i, l'intégrale prend la forme --, mais la véritable valeur (1, 451) est Ix.
Différentes méthodes d'intégration.
7. Lorsque la seule inspection d'une différentielle n'en fait pas connaître l'intégrale, on doit pour la trouver recourir à des artifices dont le choix est suggéré par l'habitude du calcul, mais qui, dans le plus grand nombre des cas, se rattachent à un petit nombre de principes simples qu'il importe de connaître.
8. Une première méthode, celle d'intégration par décomposition, consiste à partager la différentielle considérée en plusieurs autres plus simples dont on réunit ensuite les intégrales.
Cette méthode se justifie d'ell«-méme : nous aurons à en faire de nombreuses applications; bornons-nous à donner ici quelques exemples simples.
C , h-^x , z" .r-i-T , C xdx C dx I
I t/ ■ dx— l -== «,r = I + j , = — v'i — ^ -+- arcsma?,
J \ i — x J ^,_^i J y/lTT^^ J ^i—x-'
/, r 1 -h ro^^.x , C dx \ C 1 XI. COS'xdx ^^ I «JC== I 1 I COSIXaX := \--ySlli2X, J 2 J 2 1 J .?. 4
r dx r dx r dx
\ -7— .— = / -r-:; h \ — - = taUg^ — COt X.
J sin^a:cos'.r J sin^a: J nos' x °
9. Une autre méthode, dite d'intégration par substitution, consiste à exprimer la différentielle proposée à l'aide d'une variable nouvelle choisie de manière à en simplifier l'expression.
Soit <f{x) dx la différentielle donnée. Posons a- z^f[z), z étant la variable que l'on veut substituer -à x\ on aura
dx ^=^J'{z)dz, <,{x)dx = <f[f{z)]f'{z)dz,
et si l'on peut intégrer 9[f{z)]f'{z) dz, eu remplaçant dans le résultat :; par sa valeur en x, on obtiendra l'intégrale de (f{x)dx. La différentielle d'une fonc-
tion reste la même en effet, quelle que soit la variable à l'aide de laquelle on l'exprime.
Nous nous bornerons ici, pour cette méthode comme pour la précédente, à en indiquer quelques applications choisies parmi les plus simples.
En posant i + /a? = s, on a
/ — ^ïT'ix — / rfz v^ — ^ 2= = 2 ( iH- /jc y.
En posant x = coss, on a
=: — COS^ Zdz,
et par conséquent (8)
2 2 =: arc cosa: —
/x'dx C . I z 1 . -— =z= = I — cos' zdz = -T sm sji-x' J 2 4
Si l'on pose e^ = j, on a
== I — —^ = arc lang r- = arc langue*.
10. Les deux méthodes précédentes peuvent souvent être réunies et successivement appliquées à la recherche d'une même intégrale. Considérons par exemple la différentielle
dx
on a
dx
dx dx cos'^
cos2a? ~ cos'j; — sin'x i — lang'a:'
et en posant tanga;
dx dz dz 1 \ I \
C0S2ar 1 — 2' 2 \l+2 I — z]
donc
r dx C dz r__^_ — 1 / /l±_!\-
par conséquent
/dx 1,1-1- tanea: i , [tt == - / 2_ — - l tang [-7 + X cos2^ 2 I — tanga: 2 ° \4
11. La môthode dite (Y intégration par partie est fondée sur la formule
dm' r= uffv + vdii, dont on déduit évidemment
iH' T= I «//(' + 1 i'r/ii,
et par conséquent
(i) |«rA'=»(' — 1 i"fu.
Si donc on sait intégrer la différentielle vdu, oh pourra, par cela même, intégrer udv.Une différentielle étant donnée, on pourra par conséquent, pour la transformer, la décomposer en deux facteurs dont l'un soit intégrable immédiatement, et, après l'avoir mise ainsi sous la forme udv, on appliquera la formule (i) qui ramènera la détermination à celle de l'intégrale de vdu. L'habileté du calculateur consiste à choisir de la manière la plus avantageuse les deux facteurs dans lesquels il décompose la différentielle donnée.
Nous nous bornerons, comme nous l'avons fait pour les méthodes précédentes, à donner ici quelques exemples.
Soit à chercher
x'ix dx.
Posons
la formule (i) donne
X' X^ dx :=</-,-= (/f
Ix = II,
f , , , X' , Cx' dx .r< , X' I xuxdx = ^ Ir — I := -j- Ix ij-
Soit encore à chercher
arc smxdx.
Posons
x^ X dx = d — = dv,
arc sin.r ^ m.
la formule (i) donne
r , . X' . r x^dx
l xdxa,rc?,\x\x T= — arc %\nx — I — =^=
./ 2 Ja^I — X'
L Cnir.
c'est-à-dire (9)
I xdx
arc sin^r = — arc siwx + -= arccos^r — -; V' — x'. 2 4 4
Considérons enfin l'intégrale
' xe^ dx
r xe' dx
Posons
dx
x)- \i-hx/
xe' = II, la formule (i) donne
C xe' dx xef C , — xe'
I -, t; = f- I dxe' = • h e
J I -hx)- l-i-X J I -{-X.
12. On peut généraliser de la manière suivante le procédé d'intégration par partie. Supposons que dans une fonction <f{x) de la variable x on remplace d'une manière arbitraire celte lettre œ par l'une ou l'autre des lettres x' et x", de manière à transformer (p{x) en une fonction /(a;', a;") qui reprendra la forme primitive (p{x) lorsqu'on supposera x' = x" ^^x,...; l'introduction des lettres x' et x" peut être faite d'ailleurs d'une manière entièrement arbitraire. On aura
(2) l'^{x)dx = ff{x', x")dx' — Çdx r^, ff{x', x") dx'^ ^ ^_ ■
La première intégration indiquée dans le second membre est relative à x' seulement, et l'on y traite x" comme une constante; quanta la seconde, il faut d'abord,
pour l'effectuer, former / /{x', x") dx' en considérant x" comme une constante,
prendre la dérivée du résultat par rapport à x" et remplacer ensuite x' et x" tous deux par x avant d'intégrer par rapport à cette lettre.
Il est bien entendu d'ailleurs que dans la première intégrale x' et x", après l'opération, sont tous deux remplacés par .r.
Pour démontrer ce tbéorème, il suffit de prouver que les deux membres de l'équation (2) ont même dérivée par rapport à .r; la dérivée du premier est o{x). Pour calculer celle du second, remarquons d'abord que l'intéga-ale
ff{x',x")dx',
dans laquelle on fait après l'intégration x' =zx" =^x, peut être regardée comme une fonction de x' et de x", qui l'une et l'autre ont leur dérivée par rapport à x
égale à l'unité; on a donc
ff{x',x").ix'=~j'f{x', x")Jx' + j^ffi^'' ^")dx'
= f{x',x")+'^^,^f{x',x")dx\
xf et x" devant toujours être remplacés par .r; mais la dérivée du second terme du second membre de (2) est précisément
et par conséquent la dérivée du second membre de (2) se réduit à /(a;', a?"), c'est-à-dire à <p(a;j.
13. On peut simplifier l'expression écrite du théorème en convenant de ne distinguer les lettres x' et x" de la lettre x qu'elles remplacent que dans les opérations relatives à x' seul ou à x" seul, et se dispenser alors d'indiquer qu'on doit dans le résultat remplacer x' et x" par x.
La formule (2) s'écrira ainsi
( 3 ) r/("P', x" ) dx ^ ff{x', x" ) dx' - fdx -^, \ Cf{ x', x" ) dx'\
si l'on suppose
¥' étant la dérivée d'une fonction désignée par F, la formule ne diffère pas de celle qui indique l'intégration par partie.
Quelques sommations réduites a des intégrales. 14. L'intégrale définie
9 ( X ) dx
est, coinme on l'a vu (2j, la limite d'une somme d'expressions infiniment petites
<i[a) dx -\- ';f[a -^ dx) dx -^ (Sf[a -\- idx) dx -{-... -\- v)[a + ndx)dx,
le nombre n augmentant lorsque dx diminue, de telle sorte que l'on ait toujours ndx — b — a.
Cette formule permet de représenter par des intégrales définies certaines sommes qui semblent à première vue se rattacher à des problèmes tout différents.
Soil par exemple à calculer la limite de la somme
lorsque le nombre entier» augmente indéfiniment. Posons n— -j--, et la somme deviendra
dx dx dx dx
a a -h dx a -h 2ax 2 «
dont la limite est évidemment
Soit encore la somme
/t=+l IÛ-+- 2' 211'
dans laquelle on suppose que le nombre n augmente indéfiniment. Posons
dx
la somme devient
r dx dx dx dx "j
li + {dxy "•" I +{2dxY ■^•••+ i^[[n — i)dx]' i + {iidxy]'
ndx étant par hypothèse égal a l'unité, la limite de cette somme représente l'intégrale
dx
r' dx
I ■ ~ arc lang 1 — arc lango :
Cherchons enfin la limite de la somme
II. ^fil _ , ^;j2 _
,ln'-
Posons
dx
cette somme devient
, dx dx
dx H — ■+- -. h .
dx
sli~dx' \Ji — {2dxy \li — [{n—^)dxY
et puisque {n—\)dx est comme ndx, égal à l'unité à la limite, cette somme
représente l'intégrale
* dx . r
. = arc sin i — arc sin o =: - •
Sur les fonctions hyperboliques.
15. 11 sera utile d'indiquer, on terminant ce premier Chapitre, la définition de quelques fonctions dont l'usage, sans apporter aucune ressource essentiellement nouvelle, fera ressortir dans diverses occasions des analogies qu'une autre notation laisserait inaperçues.
On a trouvé (1, 367]
CCS j; = —
sm j: =
on en conclut
coso; v'— I =
ih\X y* — 1 :=
coSiT y'— I , qui est réel, est appelé souvent le cosinus hyperbolique de x et l'on écrit
ti-'+f'^ ■ —
(3) cos liyp. X =: =z cosx sj — x .
Le produit -^::l_:; sina; <^— i se nomme de même le sinus hyperbolique de x, et l'on a
( 4 ) sin hyp. j;' = = sin x sj — i .
Le quotient -; '-—^ se nomme, par une convention analogue, la tangente hyper-
bolique de X, et l'on ii
(5) tang tiyp. x = ^ '^^ = -L^ tangx- yj- 1 ■
Ces définitions, en montrant l'analogie des fonctions nouvelles avec les lignes trigonométriques, donnent l'explication de leurs principales propriétés. On a par
exemple évidemment, comme on peut d'ailleurs le vérifier directement,
t cos'hyp.x — sinMiyp.x =: I, (6) I cos hyp. (.r + j) = coshyp.^ coshyp. j+ sin hyp. X sin hyp./,
' sin hyp. {x + y) = sin liyp. ^ coshyp.7 + sin hyp. j coshyp. x.
16. La dénomination de fonctions hyperboliques a son origine dans l'analogie du cercle avec l'hyperbole équilatère. Si l'on considère, en effet, l'hyperbole équilatère dont l'équation est, en coordonnées rectangulaires,
et en coordonnées polaires,
le secteur S, compris entre la courbe et les rayons issus du centre faisant de part et d'autre avec l'axe l'angle w, a pour différentielle (I, 116)
ao=: p'doy =
ces 2 0)
et par conséquent (10)
par conséquent
et
b = / =: - / tang 7 + f- -,
J_,^ 2 CCS 2 0) 2 ° \4 ;
tang
tang&) =
lango)
^iS
tangco
,nS
-- tang hyp.
17. Les fonctions inverses des fonctions hyperboliques analogues aux fondions inverses des fonctions circulaires se transforment dans celles-ci lorsque la variable devient imaginaire.
Si l'on pose
u = ces hyp. X,
{,' =^ sin hyp. x, w:= langhyp. x, on en conclut
^ = sect. (ces -hyp. ii),
a: = 5601. (sin hyp. v), X =: secl. ( tang hyp. (c).
On peut d'ailleurs aisément exprimer ces fonctions sans recourir à aucune notation
nouvelle. Les équations (3) et (4) peuvent s'écrire, en effet.
e' -he-
pX _I fir-X
En les résolvant par rapport à a:, on a
ar = sect. coshyp. u^l {u -h sju'— \ ), .r = sect. sin hyp. v:=l [v -^ \li + f'),
X = sect. tang hyp. «' = - /
Mais l'emploi deç notations nouvelles a, comme nous l'avons dit, l'avantage de mettre en évidence certaines analogies. On a, par exemple,
: arcsma-,
r dx
/-=^:^. =1 1 [x -\- ^ i -^ x^) =^ sect. sin hyp. x, sji + X'
^ ■=il{x + six'' — I ) = sect. cos hyp. x,
r dx
arciangx,
C dx \ , / 1 -h x\ ,
j j—j^ rr. - / {^-^z~^j = secl. lang hyp. x,
r dx ,
INTÉGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES
18. Pour intégrer les différentielles de la forme —| — dx, où F{x) et (f{x) sont
F( r ) deux fonctions entières de x, il faut en général décomposer la fraction -~~ en une
somme de fractions plus simples dont la détermination exige le calcul préalable des racines de l'équation <f(x) = o. Lorsque l'on a, en effet, obtenu par la division la
partie entière d'une fraction rationnelle -4^' la fraction restante, dans laquelle le
degré du numérateur est moindre que celui du dénominateur, peut se décomposer en une somme de fractions simples de quatre formes différentes :
Celles qui correspondent à une racine réelle simple et qui sont de la forme ——- •,
Celles qui correspondent à deux racines imaginaires conjuguées simples et qui
sont de la forme p-^^^-^ ;
Celles qui correspondent à une racine réelle multiple et qui sont de la forme B
Celles enfin qui correspondent à deux racines imaginaires conjuguées multiples et qui sont de la forme ^^^^ _ ^y_^f^,y-
Quoique la manière de faire cette décomposition soit exposée dans les Traités d'Algèbre, il n'est pas inutile de la rappeler ici.
19. Supposons d'abord les n racines de l'équation yfa?) = o inégales, et soit
(t>{x] —{x — n}{x — h). . .[x — li){x — !].
Posons
En multipliant les deux membres par çf^c), on a
Si dans les deux membres de cette équation, qui doit être identique, on suppose x = a, tous les termes du second membre disparaissent à l'exception du premier qui se réduit à Ay'(a), et l'on a
donc
?'(«)■■ On aura de même
et ces valeurs rendent l'équation (2) identique, car les deux membres qui sont des polynômes entiers en x, de degré n — i au plus, sont égaux pour n valeurs de la variable.
Si a et è sont deux racines imaginaires conjuguées a -+- ^ sj— 1 et a — /3 sj— i , les formules (4) donnent pour A et B des expressions imaginaires conjuguées P -+- Q y/— ' et P — Q v^— I , et la somme des deux fractions correspondantes est
p _|_ Q v^ _ p — Qy/HT _ ^V[x-x ) — 2Q[3
20. La méthode est évidemment en défaut lorsque l'équation (f{x) =0 admet des racines multiples, et la forme (i) devient impossible; car en supposant, par exemple, la racine a multiple, le second membre de (a) deviendrait nul pour x= a, tandis que le premier se réduit à F(a) qui est différent de zéro. Soit p le degré de multiplicité de la racine a, et
(p(a;)=r(x — a)i' 'i^{x), on posera
9(x) x—a [x — a)' "' [x ~ ny '^[x]
Pour déterminer A,, Ao,..., A^, en multipliant les deux membres par '^{x), nous aurons
(6) Y[x) = k,^{x)[x —a)P-' + k,']^[x){x — a)P'-' + ...->rk,,^{x)+ Y,{x)(x — uy.
En faisant x — a dans l'équation (6) et dans les [p — i) premières dérivées, on formera p équations du premier degré dont la première fera connaître A^,, la seconde Ap_,,.. , et la dernière enfin A,. La méthode s'applique au cas où la racine est imaginaire, mai§ il est plus simple, dans ce cas, de chercher directement les
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fractions simples qui correspondent aux deux racines conjuguées. Si l'on suppose
on posera
Tjx) _ A,.r + B, A,^ + B, A,,.r + Bp F,{x)
''^ <f{x)^ ix-txr + ^''^{{x-^.y+^'f~^'"'^ ïï^—ccy + '^'Y'^ <\i(x)'
En multipliant par ç>{x) les deux membres de cette équation, on a
(8) ¥{x) = {A,x + B,]'\>{x)[[x-acy-+^'\p^-'+{A,x + B,)'])(x][{x-xr+p'\'"-'+... + {A,,x + B^) '^{x) + F,{x][{x - ay + ^'Y,
et les coefficients Ap, B^, A^, ,, B,,^(,..., A,, B, se détermineront successivement en faisant a; = a + |3 v'—i dans l'équation (8) et dans les/?— i premières dérivées et égalant les parties réelles des deux membres et leurs parties imaginaires.
On peut d'ailleurs, pour effectuer la décomposition d'une fraction rationnelle en fraction simple, employer plusieurs méthodes qu'il est inutile d'exposer ici; bornons-nous à rappeler celle qui est fondée sur le calcul des résidus qui a été indiquée ([, 441).
21. L'intégration des fractions rationnelles se trouve réduite, par ce qui précède, à celle de quatre différentielles plus simples. On a
rkdx
- kl[x — a], Kdx I
X — a]" Il — I (x — «)""'
Ces deux formules sont évidentes, et les différentielles qui y figurent sont du nombre de celles qui s'intègrent directement. Pour intégrer la troisième fraction type
Ax + B .
dx.
posons
dx = dz, on aura
Ajt + B , vAs + Aa+B , Azdz (Ax + B)di
dx = dz •■
(jr-«g'-f-j3' ■ z'+^' 'z'+^' Z-+P'
On a évidemment
nAa + 'B)dz _
Azdz A,
{Aa + B)dz Aa + B z
— arctang-5
(3 "■—■■.,(3 et par conséquent
j(T^^7T^^^=^['(^-«)' + Pn + -^-arctang-^.
Considérons enfin la quatrième différentielle élémentaire
Si l'on pose x— c/. = z, elle devient
On peut la partager en deux autres
dx.
dz.
Azdz ,. ,. , dz
On a évidemment
Si
Azdz A I
[z' + ^'y " ~ 9.(n— i) (z' + (3^)"-' ' et
, . r dz _ ^ r dzi^'+ z' — z') _ _i_ r dz i^ r z^dz
Mais l'intégration par partie donne
r_2'dz _ _ r zdz „ r . r i "i
rt'z
2{n — i)(z=+(3=)"-' 2(rt— I) J (z^+ p--')"'et l'équation (9) devient, si l'on réunit les deux termes semblables,
dz z I
r dz _ (2« — 3) r
cette formule ramène l'intégrale cherchée à une autre de même forme dans laquelle l'exposant n est remplacé par n — i . La même formule de réduction per-
mettra de substituer à n les exposants successifs /i — 2 , n — 3,..., et enfin
l'unité; le Problème sera alors résolu, car on a
r dz . .
dz I z
parctangp.
dx
La même méthode de réduction s'applique évidemment à / — . ,„
22. L'intégrale j r ,-^ov.- peut aussi s'obtenir par une méthode indirecte qu'il
sera utile de mentionner.
On a évidemment
/dx I X
^ =: -^ arc tang --=,
et cette formule équivaut à
On en déduit, en prenant n fois la dérivée de chaque membre par rapport à /3,
^ ' — ' -- arc tang -= h
{^^x-'-r dxdp-'\^ «^[3
r dx __ ( — 1 )" d'-' / i X \
j (jT^ -. .2.3. ..(«-.) ^fi- \^;^l "'■'' ''"S ^IJ*
Appliquons la méthode à quelques exemples
Soit à calculer
Ç dx
p désignant un nombre entier quelconque. On trouve aisément
i _ I h r a" gp-' rt 1
x{a+bx)i'^ a^ x~ ai'+' i[a + bxy {u + bx)'"' '" a + bxj
et par conséquent
/dx i . a + bx -^ I
xïa+Jxy ~"~ aP X '" ^ ïp — k)a^{a + bxy'-'' '
Soit encore
r dx
J a + bx+ ex'' '
on a
dx dx
[a + bx + CX') ( , by ^ac — b-
et (21)
/dx 2 7.CX-\-b , r= arc lang - — a + hx + ex' ^l^ac — b' ^^nc—b'
Cette formule, il faut le remarquer, est applicable à tous les cas, et, lors même qu'elle est compliquée d'imaginaires, elle peut donner, par les transformations connues, l'expression réelle de l'intégrale.
Il est plus simple pourtant, lorsque 4ac— b- est négatif, de décomposer le trinôme a + bx -^ cx'^ en ses deux facteurs réels et la fraction à intégrer en fractions simples correspondantes. On trouve ainsi
dx I 2CX-\-b — y//>' — 4
/dx _ I .
n + bx + ex' "~ Jb^ — Aac
ac
+ bx + ex' y/b' — !\(w 1CX + 6 + ^b'— ^ae
1 , icx + b — db^ — ^ac
log
ijb^ — l\ac \/a+ bx + ex'
L'identité de ces formules avec la formule (i i) est aisée à établir. On trouve aussi, en adoptant les notations indiquées (16),
dx — 2 . , o.ex + b
1 T-^ = ,_ — ^ sect. col hyp.
Ja+bx + ex' Jb' — Aae
+ ex' ^1,2 _ ^ ae \/b' — /^ac
et sous cette forme l'analogie des deux cas devient plus évidente.
Si dans les formules précédentes on suppose a = i . c = i , 6 = a cosç, on trouve
dx I X + cosc = — — arc tan g — . ■
\ + 9.x COS<f + X' 810 9 SI"?
Soit à intégrer
x"'^' dx I -f- X'"
m et n étant deux nombres entiers tels, que 2« soit plus grand que m. Les racines toutes inégales de l'équation
sont données par la formule
cos ^ '— ± J— I sin * -' z,
■in 2rt
OÙ il faut attribuer à k toutes les valeurs entières depuis i jusqu'à n. On a. par
conséquent,
X'"-' _ -Ti A*
i+^r^"^ ^ (a/r— i)7r , . (?./f— iirr
y/_I sin — -
/•=! X — cos
X — COS h \j — I sm
où l'on a (19:
cos (m — i) h V — I sinim — I —
2« 'in
*~ r (27t — l)(2/,'— 1)7: I . (2« — I)(2/C — iIttÏ
2re cos h v'— I sin '^ — ■
I r mT[{7./f — i) , . mr.iik — i)T
= -cos ^ ' + J—\ sin ^ U
cos ( m — I ) î 1/— I sin OT — I ) ^ '—
"~ (" (2w — i)(2/r — 1)71 , . (2re — i)(2/r — i)7T
2w cos 5^ V— 1 sin —
L 2« ' in
I r WTrfaA- — i) , . /n7r(2/i- — 1)~| ^
= cos J—\ sin ^ h
et, en réunissant les deux fractions écrites sous le signe ^^
W7:(2/.— i)r (2A-— 1)7:"] .^ (2/1 — 1)7: ^.^ »?7:(2yf — i)
in^
sin sin
.r™""' IV^ 2« 2/1 2/1 271
/=! hp — cos + sin' —
in in '
et par conséquent (21)
/x-'-'dx I v^ 7n7r(2A- — i) , r ■ (2* — ijt: , = > cos ' l \ i — '>x cos ^ ~ h X- I + x'" m '^ 2/1 1 2/1
' = " , , . ar— cos
sin
- > sin arc lang — -, , —
/t ■<" m . [ik — i,7r
On trouvera de même, et en supposant toujours m < 2/î,
( — 0""^' v^ hniT. , i k- \
+ — - > ces / i4-2^cos hx'l
'7.n Zrf « \ n
'="-1 , X + ces
A=în+l
rx"-'dx —1'"+' I -^ m:: 2/r — 1 , a/r — i t: , 1
I r-r-,— — ll+x) — > ces — -^^ -'/ I — aarcos' ■+x'\
(2/f— Or
* = !« + ! a: — CCS —
2 v^ . m-AiK — I 2/1 + 1 H • > sin ; arc lang —-. t ,
2/1+1 ^Ld 2/1+1 ° . 2A-— I 77
*=j sin ;
fx"-'dx I ,, , (—1)'"+' ^ /n-(2/r — i),r (2/c — i):: 1 / Tx; = l{i—x)+^ '- — > ces — - 'l\i + 7.xcos- ' — hxM
J 1 — X'"+' 2«+I ^ ' 2/1 + 1 ^ 2/t + I L 2rt+I J
'— ' , ' ^ + cos^ = ^-')'^
2(_i"'+i —, _ mizi-ik — i) in >, sin arc tang -, — ,
2/î + I JiJ 2/t+I . 2/(-— I
* = ! sin —
Simplification de la méthode dans des cas particuliers.
25. La méthode générale suffit dans tous les cas pour intégrer une différentielle rationnelle, mais il est souvent plus simple d'éviter la décomposition en fractions simples et d'opérer directement sur la différentielle proposée.
Soit par exemple l'intégrale •
En posant x'- = z, elle devient
xdx
-arc tang 2,
et par conséquent
/xdx ; = arc langer'
I + ir'
26. On peut, dans un grand nombre de cas, appliquer des formules de réductions successives analogues à celles qui nous ont permis de calculer
r dx
Considérons la différentielle
x"-' dx(a+ bx"]i',
qui, lorsque m, ii, p sont des nombres entiers positifs ou négatifs, appartient à la classe des différentielles rationnelles qui nous occupe actuellement. Il existe pour la réduire dans tous les cas des formules qui, lors même où elle est rationnelle, , permettent de l'intégrer plus simplement que par l'application des méthodes générales. On a
I x"^ ' dx {a + bx")!' = I X'"-" x"~' dx{a+ bx" y,
et en remarquant que a;""' c?a:;(a+èa:^'/ est la différentielle de -j~ — — {a-^-bx")'''^' , on a, en intégrant par partie,
/^m—n YYl ïl C
a;"'-' dx{a-\- hx")? = -;-; : [a + bx"y^' j- — r / x'"-""' [a + bx")''-^' dx. ^ ^ ^ nb[p-\-iy nb{p-hi)J
Remplaçant dans le second membre {a -+- hx^'f* ' par (a + bx")'' a + (a -+- bx")''bx" et faisant passer dans le premier membre l'intégrale semblable à celle qui s'y trouve déjà, on trouve
1 / x^-'dxia + bx'-)!'— — ^'--^i: — ' . j \ X"'-"-' {a + bx")Pdx.
J {m + np}b m + np b J
On a aussi évidemment
(2) i x"-' dx [a + bx")i' ^ a lx''-'dx[a -\-bx'')F-' + b j x'-^"-' dx{a + bx")P-\
et en appliquant à la seconde intégrale du second membre la formule de réduction (i), on trouve
(3) fx—' dx(a + bx")r=: ^'L±J^^1 + _^/i_ T^».-. dx{a + bx")''-' dx. J in + np m + np J
Les deux formules (i) et (3) résolues par rapport là l'intégrale qui figure dans
LIVRK PRESIIER. — INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES. 28
le second membre donnent, par un simple changement de lettres,
x°'-'in + bx")Pdx= — (m + n + np) — l x''+''~'{a+ bx")i' dx,
ma '^ ' ma J ■
(5) Cx'-'ia-,-bx^ydx = -^l^^±^'r- + "l±^^lP±lï fx^-'ia + l,x^y^'dx.
Si l'on applique les formules de réduction (i) et (3) à l'intégrale qui figure dans les seconds membres des formules (4) et f;')), on trouve
(6) l X"—' {a + bx")Pdx — ~ [n + bx")!' ^ i x"-<-'-' (a -{- hz" ]■■'-' dx,
r ., 7 17 x''-'''a + bx" )!'''' m — n /* , , ■
7 1 x'"-'(fi+ bx")Pd.r~ j' — — l x"-"-" (n + bx")''-^'.
' J hn[p-i-i) i,n{p+i)J ^ ^ '
Les applications de ces formules sont exlrèmcment nombreuses. 27. Supposons d'abord tz = i , en posant a-h h.x ^=-- z, on aura
et cette formule, dans laquelle la seule valeur zéro est interdite à m, permettra de simplifier le calcul d'un grand nombre d'intégrales. On a. par exemple,
, , fjl^ _ _ ' _ '^ r<^^
J x'"'^' z aiHx" a I X'" z
et, en remarquant que
r dr
,} xz '
on en déduit
rdx ^ / ^ • ^ X- z a' X nx
r dx h' , z * h I
J x' z a- X a' X a nx'
J x* z a' X «" X 3. rt' X- 3 ax^ '
Ç dx____b' z b' b' b I
,/ x'-z a' X a'x 7.0," x- "id'x^ l^ax'^
Ç dx _b^ ,z b^ h' _h' b
«■•.r y.u'x' 3n'x' /^a'x' 5ax'
et ainsi de suite.
I. Cii/r. int
Lorsque l'exposant m -\- i du dénominaleur se réduit à l'unité, la formule (8), dans laquelle figurent des termes infinis, devient illusoire. Pour réduire l'intégrale
r z''dsc
on l'écrira de la manière suivante
z^-'' dx
, , Czi'dx r zi'-' [a + bx] , zr r zf-- (
lo I — / '- dx = h rt I
et par l'application répétée de cette formule l'exposant p sera réduit à l'unité.
Si l'on y change p en — p, on en déduit, en résolvant par rapport à l'intégrale qui figure au second membre,
r dx I 1^ r
J xzi'^' apz'' a J .
28. L'équation (8) donne d'ailleurs, en y supposant « = i , en changeant;» en — p eXTfi en —m, la formule de réduction plus générale
r dx — I gP Ç dx
J X"-'-' zP ~ (m + pjx'" zi' ni -\- p J X"'-*-' zP-*-''
d'où l'on déduit
r dx _ I m + p r dx
J J"*' 2'+' ~ apx'" zP ap j x"-^' z~î' '
29. Si nous supposons n — i, en faisant a + hx- — z, nous aurons
,, r dx X np — i r dx
J zP-''' -j-apzP 2tip J zi'
Cette formule, dans le cas de a -- b, ne diffère pas de celle qui a été donnée (21);
on en déduit
/dx X 1 r dx
z' -j.az 7.a J z
rdx _^ X 3x 3 rdx-
rdx X Sx Sx S Çdx
,, z' 6az^ i^à' z- iba-z t6a\' z
On a aussi
^ r x"-^' dx _ x" " r ^''~' ^^
J 2''*' ibpzP ^bp J zP
et
rx"+' dx _ 1 rx"-{a-hbx')dx n r x"-' dx _ x^ _ a f ^ ' '{^ ^ ' ■ j ~~7~'bJ a + bx' 7>J"~z~^ bn bj 'z ''
On en déduira
' dx
/x- dx _ X n r
/x' dx x'' ax a- f t
/x'' dx _ X' ax' à' X (€■ Ç dx ~~z~ " 56 ~ Z'b' "^ "P" ~ T'j T'
/x' dx x' ax' a^ x-- a^ x a* f dx ~r" ~^b~ sF~^ T6~ ~ IT' "^ T'J T'
/x' dx X I r dv
z' ibz 7.h J z ^
/as' da: ctx x 3« r dx '^J^ '^^ TWi "^ ¥' ~ ^l?j ^2 '
et ainsi de suite. On a d'ailleurs
■ rdx r dx I /b
I — =: I T— ^ = -,:=.- arc iansx i/ -^
J z J a + bx' ^ab ^ V «
et, dans le cas où le coefficient de x- est négatif,
/dx 1 , Ja + X Jb 1 , . /b r— , = — }^' l- - ^-. — -7= sect. lang ny|)..r 1/ -• a-bx' ay/^fc ^a — xsjb \/ab "^ V«
On a évidemment
/x"-'dx _ r x"--{a + bx-) , r x"-'dx . Cx'dx
par conséquent,
, -, rx-dx i /*ar"-'</.r a Cx'-'dx
C^) j-zr-bj -^---bj -^-
On en déduit, en ayant égard à (i3),
/x'dx X X i r dx
"¥" ~ ~ p? "^ 8âbz "^ 8a6 J "z '
/,z;'</.r rt.r 5.r 3 T
"^^ "^ pTz^ " Wb'~z "^ 8/7^ j
/x^dx _^ X X X t r dx
z' ~~ ~ 6bz' "^ ^âbz" "*" Tôa'bz "^ i6a"6 J T
/x'dx ax ']x ,__^ 1 r dx
"V " bFï' ~ 246' s» r6a6^ z x'oab' J z
et ainsi de suite.
dx
On a enfin, :; désignant toujours le binôme a+ bx
. . r dx _ — I b(n+ -xp) Ç dx
' J x"+''zi'+' "" anx" zf «/i j x'-' zi'+' '
on en déduit
[' dx_ T b Çdx
J x' z ax a J z ^
r dx I h b' r dx
j -r- = — i — T + -,- + —. I — ' J x' z ôax' a' X aj z
r dx .1 _6_ /)= b> Çdx
J X" z 5ax^ 'ia^x^ a' x a'J z
et ainsi de suite.
Et en ayant égard à fi3),
l'dx _ bx I _ 3b rdx
J x'' z- aa' z ci' X ^n'J z
/'dx __ b-x _ I r>.b 5b' Tdx
X* z- 7.a? z 'ia- x' a' x ^a'J z
Çdx _ ¥x I 7.b 3 6' ']b' Çdx
J x'^ z' 2(1' z Sii'x' Sn'x'^ a" X 2a*J z
/' dx bx ']bx I i5b Çdx
X- z^ /\.a' z- 8a^z a' z èa' J z
Çdx __ b'x iib'x 3b i_ 35b^ Ç dx
J x'z'~ /ia'z'^ Ha' z ~^ ~a'x "~ 3a' x" "^ 8â*"J T ' Çdx _ b'x i5b=x 6b' b i 63b' Çdx
cl ainsi de suite.
33. Si dans les formules (7) on suppose n= 3, on a, en posant a 4- bx^ = z,
. o, Çx''dx _ x"*' w — 3/7+1 Ç X" dx
' j 'zP+'' "" 3apz> 3âp J zi' '
.. Ç dx I n + 3p — i Ç dx
^ J X" z''+' """ 3apx"-' zf Sôyô J X" zi''
On trouve d'ailleurs directement, par la décomposition en fractions simples, en
posant k = Ù jf
Çdx Ir ( i , [x + kf ,- a7v/3 \
j T = 3^ U ' ¥^k^TL' + ^^ ''' ''"^ iF-x ) '
/^dx I /i , {x-hf,-y- ,7-. x\j3 \
/x'dx I
ZP+' '~~ 3bpzi''
et l'on déduit des formules de réduction
et ainsi de suite.
On a aussi
dx dx
/x^ dx X ^ r
/x' dx _ x' a r X
/x'dx i , , ,
/x' dx X* ax cC Ç I ~1~~ - P ~ "F + 6^ j "
/x' dx x''. ax' a- r
/* dx .r 2 /' dx
J z'' 3az ^(i J s '
rxdx X- I r xdx
z' 3az 3«j z
/x' dx i
/x' dx x i r ~z~ ~~ Uz'^ U J
xdx
dx
C dx i . x^
xz Za z
/dx I b rxdx x'z ax a J z
J x'z 2ax' a J
rdx__ J ^~z~'
dx
5ax^ ia- X-'
dx
/dx I b h' rxdx
X'Z ^ax' a'x ci'J z
34. Si l'on suppose enfin n = 4, en posant a + bx' — z, on aura les formules
dz 'dx ' dx
(le réduction
( 20 ) / X" ZP dx — ^J!LZ! Ij' I ^'.+ . ;;/. I (/^.
(21) Çx-dx ^ X-+' ^p-n-i rx-i
J zP^' \apzP ^ap J z'
, > , C X' dx x<--' n — 3rx"-'d
J ZP+' ibpzi- ^bp J zP
, ,. r X" dx X" ^ a rx"-'(
, r dx _ X 4^—1 Çdx
r_dx_^. çjix _b r_d.
' .Jx"zi'-^' a J X" zP ajx""*.
, c, r dx i , rdx
J xzP*' ^apzP aj xzP On trouve d'ailleurs, en supposant '. positif et posant i/'r — k,
/dx k ( , x'' + kx v/2 + h ' kx Jt,
— = I / = 1- 2 arc lang 7——^ — •s ^a\li\ x- — kx\ji-hlt^ k'—x-^
CxUix h' /,x' — kx\J2 + k' kx)/7.\ I = --; l l -= h 2 arc tang y- :
J -z 4« V2 \ X- + kx \h. + II" h'^x-J
et lorsque ^ est négatif, en posant V/ ~x =^ •
rdx k' /.x + k' x\
fx^dx k" 1 ,x + k'
I T=: y- [l -7 — ?, arc tang
La formule (24) donnera
rd£_ ^ 3 rdx
/dx _x I 1 7 \ 21 r dx
rdx _ X /__i \i 77 \ , 77 Ç
J 2' a\i2Z=' 9602^ 384a=2,i i28aV
r^-^/'_L_ 5 ^ 55 ^ 385 \ ti55 r
J z' ^rt \i62' 64«2-' 5i2«'2' 2o48a"2/ ao48a'J
et ainsi de suite;
' dx
r dx i^ _ft r^r
J X' z ax a J
rdx I bx' Sb r X- dx
x'' z' ax ^a' z ^a- J z
r dx _ I Ax' / I i3 \ ^Sb r x^dx
J x' Z' a- X a' \hz- Siazl ^la' J
z 67 \ 1 95 6 r x' dx
r dx _ I bx' / \ 7 67 \ 1956 r
./ x^ z^ a'' X a' \\iz^ Zïaz- ii^ia'zj laba'J
et ainsi de suite.
35. Il existe des formules de réduction analogues pour les différentielles dans lesquelles figurent les puissances d'un trinôme. L'intégrale
1 x"*^ dx[n + bx + cx-)i'
peut être réduite à d'autres de même forme dans lesquelles l'exposant de x est moindre.
On a, en effet.
-,- x'"(a + bx ->r ex'')!' -- mx"' ' [a + bx ->r cx')i' + px'" {b -i-9.cx){a + bx + ex')''- ' T- max"~'{a+ bx + ex'')'"' -h {m-\- p) bx"'{a + bx + rx^)P''' + {m + ■2p)(:x"'-^' [a + bx + cx')''^',
et par conséquent, en posant, pour abréger, a ■+- hx + ex- := z,
x" z'' ^ ma j x"'- ' zi' ' dx + {m + p) b l x" zi"' dx -i- (/n+ 9./;) c /x"'+' ;''~ ' dx,
OU, en .résolvant par rapport à l'intégrale qui figure dans le dernier terme du second membre et changeant /» enp-h i,
, , r ^. J x"' zi'+' am r , b(m + p + j) r ,
( ?.7 / x"'+' zi' dx = / X"'-' zidx -r ■ 1 x'" zp dx.
J c(/n + 2/> + 2) c{ni+2p + i)J c[in + 7.p+n)J
Si l'on remplace /7 par — p — \ , cette formule devient
rx"-* ' dx _ x"' a" r X"- ' dx b{m — p) Ç x" dx
2'--*' e{m— ■}.p)zi' r[m — 2p)J zi'-'' c{m — 7p}J zi"^'
Mais on a
"-'dx_ r x''-'{a-i- bx -ir ex') . [' x'" . C x"+' dx
r X"-' dx {' x'-'la-i- bx + ex'] , , [' x"' , t"
al -^ ■ — I fJx — 0 I — - dx — c l
zf-*-
En ayant égard à cette équation et faisant passer dans le premier membre l'intégrale semblable à celle qui s'y trouve déjà, on trouve
■ Q. r ^mLÉ^ ^ _ __^"' "' r x""' dx b r x" dx
J •2'"^' ~" 9.CJJZI' y<P J s'*' ~ 7.C J Zl'*^- '
L'intégrale
dx
+ hx-\-cx')i'
peut elle-même se réduire à une autre de même forme dans laquelle l'exposant/? est moindre d'une unité. On a, en effet.
hx ■
et en posant a- H = J' 'a différentielle prend la forme de celle qui a été
traitée (21); la même formule de réduction y est donc applicable et l'on trouve, en remplaçant J par la valeur en fonction de la variable primitive x, et désignant le trinôme a-i-b.v -\- ex" par z,'
/dx b + 7.CX 7.c[}.p — \) r dx
Jr^' ~^ pz'{^ac— !>■) "^ p{^nc — h') J 11' '
En remplaçant dans la formule (27) m par — n, on trouve
/zf dx _ zP+' an P zp dx b{p — n + x) r zp dx
et en résolvant par rapport à la première des intégrales du second membre,
Ç zr dx _ zP*' h(p — n + \) r zP dx c{ip — n + -î) Ç zp dx ^ " J ic"+' anx" an J x" an J x"~'
L'hypothèse n — o rendrait les termes du second membre infinis et ne doit pas être faite immédiatement. Mais si l'on multiplie les deux membres par n, on peut supposer ensuite n = o, et l'on a
' 3o o — ! ^ rLJZ^J I zP dx -+- - — -f- I xzP dx.
ax"
-^— ^-^ j zP dx -+- - — -f- I XZP dx
L'intégrale
r zPdx
qui ne peut être réduite par la formule (29), peut l'être de la manière suivante :
rzPdx rzP-'ia + bx + cx') j C zf' dx .T, T
/ -^— = j ' dx = a j h b j ZP-' dx + c j xzp-' dx,
et en remplaçant la troisième intégrale du second membre par la valeur déduite de ( 27 ) , où l'on changera d'abord p en p — i, il vient
rdxzi' zi' 6 r „ , , rzp-'dx
39. On déduit des formules précédentes, en posant toujours a-\- bx -\- ex- = z et ^ac — b' =^ k,
/dz _ 7.CX + b ic Çdx z^ - kz ^17 j T'
/dx_icx + bl I 3c\ 6c' fdx
z'' "~ k \IY' '^ b)'^ "FJ T'
/dx ■îcx + b I I 5c ioc'\ 20c' r dx
"F~ Tt \3l^"^3l?"'"Fï/ "^"I^J T'
/dx _ icx-\-b / I 7c 35c^ SSc'X 70 c' /"
z' ~ k \Jz''^&kz'^M^''^~k^]'^~k^j
dx
el ainsi de suite.
On trouve aisément
rxdx_j_ , _ b r dx
J z ~ 2C ic J z ■
rx'dx _x b^ b' — 2ac r dx
J z ~ C 2fc' ^~'" 2C' J T'
rx'dx X' bx b'—ac, 3ac — b',rdx
/x'dx X' bx' b' — ac b'—zac,, T.a' c" — &abc' + b' f dx = -H — - X — blz -\ j z Se 2C' C' 2C' 2C' J Z
La décomposition en fractions simples donne enfin
fdx _ _i_ .x^ *. C — -
J xz 2a a za J Z ^
I. Ctilc. in t
on en déduit
' dx
/dx b . x'' I b- — lac C t
X'' z 2 a- z ax ïoI' J
J x' z a' X lax' \in' 2a'')' z \2a' ^n^ ) J -2
r dx _^ b' — 2ac.x' I b /*' _ iL\ 1 ■> n' c' — ^jib' c -\- b< T dx
J X* z 2«' Z Sax' 2a''x' \a' a') x aa* J z
/dx .
-- ■. à laquelle toutes les autres se trouvent ainsi réduites, a été
donnée (23). On a
r dx 2 2CX -\- b
I i ; == arc tane
Ja + bx + cx' sl^ac — b' \/iac ~ b'
2 , 9.CX + b — \/b^ — âac
log
V'fr' — 4 «c \/a+ bx + ex''
1CX -'n b
secl. hyp. col
slb^—^^ac \lb'' — ^ac
40. On peut former des formules de réduction analogues pour les différentielles dans lesquelles figurent les puissances du trinôme {a -\- bx" .-h cx^"). On a identiquement
(i) -.— x'"{a+bx"+cx'"')'' = mx"'-'{a + bx"+cx"'y+px'"{nbx"^ '+2ncx''"-'){a+bx"+cx^"y'-' = max"'' {a + bx" + cx^'')p-' + {m + np) bx"'+"-' (a + bx"+ cx"')p~' + [m + 2np)cx"'->-"-'{a + bx" + cx''")p-'.
En intégrant les deux membres et posant, pour abréger, a + bx" + ex-" = z, X"' zfr^ ma j X"'- ' zP ' dx + {m + np)b j x"'+"'' zf-' dx + {m + ■?.np)c j x""^'"-' zi'~' dx. On en déduit, en remplaçant/? par/? + i,
{2} fx--' zr dx = ^ Z"-' - y^+ZLii+Z» r^™-.» -, ,. dx
^ ' J arn ani J
_ c]n^+2n{^+p)] r^, ^^ ^^^ ain J
et en posant m + 2n=^ ni et p — i = p', résolvant par rapport à la seconde
intégrale du second membre et supprimant les accents,
r ; x'"-'" a(m— inp) C -, , j
J c{m+ 7.np) c{m -{- inp] J
c{m + 2np) J
On peut d'ailleurs vérifier directement, par la différentiation des deux membres, les deux formules analogues et plus simples
(4) / x'"^' zP dx — — zf ^ / x""^"-' zi'-' dx — — -~2 / x"'+'"--' zi"' dx,
(5 / X'"-' zP dx = ; 2/-+' -, : I x""-'"-' zi'+> dx — — I X'"-"-' zf dx.
J ivn(p+i] ■>.cn{p+j]J 2c J
L'équation (3), résolue par rapport à la première des intégrales qui figurent dans le second membre, donne
I x"'^-"-' zi'+' dx — ii- '- I .r"' ■' zi' dx -— l x'"-" ' zi' dx. ■
J m — inp m — -inp J m — 2up J
Mais on a
x"-"-' , . , bzP azi-
x"^' 21' — [a + bx" + cx^"] zP x'"^"^' — ■» — x"-'"-'.
Remplaçant x'""^ z^ par cette valeur dans la première intégrale, posant m -h 2/1— i — m' et p + \ = p' el supprimant les accents,
6 / X'"- ' zi' dx = zP -\ I X'"-' zi'- ' dx
J m — inp -\- i m — inp + i J
bnp
m — inp +
il--' dx.
Si l'on résout par rapport à la seconde intégrale du second membre, en posant m' + n = m" et p' — i = p" et supprimant les accents.
7 I X"-' zf dx—— ,—7 : zi'^' H ■ / ^ , ■ I x"'"-' ZP+' dx 1- / x"'-"-' zi' dx.
J bn{p + i) bn{p+i) J bj
41. Si l'on suppose n— 2 et par conséquent a + bx'--\- ex'' = z, on trouvera, à l'aide des formules précédentes, des formules qui permettront de ramener les inté-
, rdx rdx , rxuix , , rdx
gralesj -^,j ^,--.aj _- et aj --
/dx r x^ dx — 1 I ; auxquelles les autres se ramènent, devront être
calculées directement par la décomposition en fractions simples.
On a, en posant m = ^— -, n = >
dx i / « XI ^ \
- arc tang arc lang — >
bx^ 4- ex' Jq \n n m
et si b'- — 4«c est négatif, en posant ^ = v/ -1 cos2<p = ^^
/«/a? I f , x''+2kx cos (SI + k'' , . . 2kxs\ncf>\ 1 = n—, l --. 7 i-., + 2 cet o arc tang -.- ^ ■ a+bx' + cx* 8eA'C0S<p\ a;'— 2/fa7COScp + A' ' h^ ~ x^ )
On a enfin Ç xd^
J a + bx'
I , b -\-icx'' — \lq I . 6 + 5 cr' / ^ = -^=.= arc ♦"""
sjq b -\-icx'' + \jq sj—q
dx I / X ^ x'y
-Jr ex' ■2.\jq b -\-2cx' -i- \jq \/—q ^— Ç
m arc tang n arc tang
ex' \Jq \ " "^ " "
I /, x''—'ikx cosQ -\-k' . , a/i-rsinç
= 5-r log -^ , J——,- 4- 2 cet 9 arc tang -y- ~
SA-ccostpV " ar'+ 2/fa:C0S9 4-/f ° h' — x^
Le cas où i* — (\ac = o fait exception, et l'on a
i = r 1 — =:= arc tang a: i/ -1
+ bx'' -\- ex' b(2a + bx-
/x^dx _ 2« / I ./b x_ Y
a+bx'-^cx'~ T\Jt^^^'^ ^"^^^ \ ia la+bx')'
Toutes ces formules s'obtiennent par la décomposition en fractions simples, qui n'offre aucune difficulté.
42. Donnons enfin un dernier exemple de transformation simple et élégante. Soit à calculer
r dx
Posons
on aura
{i — zy
dx
(— lY^dzii — zy—''
et, après avoir développé le numérateur, on intégrera immédiatement la différentielle composée d'une somme de monômes.
INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES ALGÉHRIQUES IRRATIONNELLES
43. Lorsque l'expression d'une différentielle contient des radicaux, il est le plus souvent impossible d'en obtenir l'intégrale. Nous énumérons dans ce chapitre le petit nombre des méthodes qui peuvent y conduire et des cas dans lesquels on peut les appliquer.
Différentielles qui contiennent [ax -hb)'' .
44. Lorsque le radical dont la présence rend l'expression irrationnelle porte sur un binôme de la forme ax -h b, on peut toujours faire disparaître l'irrationnalité par un changement de variable et intégrer ensuite par la méthode exposée dans le chapitre précédent.
Soit, en effet, la différentielle
F \^x, {ax-h b}^\ dx,
dans laquelle le signe F désigne une fonction rationnelle de x et de [ax -+- b)^\
en posant
{ax-hb)'f = z,
on aura
, Z1-' dz dx T=q ;
la substitution de z à a; rend par conséquent la différentielle rationnelle et permet de l'intégrer.
Il est évident que si l'expression contient plusieurs radicaux portant sur le même binôme ax + b, on pourra les réduire au même indice et rentrer ainsi dans le cas précédent.
45. Lorsque la différentielle à intégrer contient une expression de la forme
ya+vma?4-«, on peut la rendre rationnelle et par conséquent intégrable en posant
a -+- y'ma? + n = s',
dx =
et la substitution de ces valeurs rendra la différentielle rationnelle.
On peut évidemment traiter de la même manière toute expression algébrique rendue irrationnelle par la seule présence d'un radical de la forme
Va + "^px + q; on posera
a -f- "Ij px -h q =: z",
P dx=^ — [z" — a )'" "' z"-' dz ,
et la différentielle exprimée en fonction de z deviendra ainsi rationnelle.
Cas oii la différentielle contient \Ja + bx H- cx'^ .
46. Lorsqu'un radical ne porte pas sur un binôme du premier degré, le seul cas étendu dans lequel on sacbe intégrer l'expression dans laquelle il figure est celui où il se réduit à la racine carrée d'un trinôme du second degré.
On peut toujours intégrer une différentielle de la forme
(i) Y {x, sja-h bx + ex') dx,
le signe F désignant une fonction rationnelle quelconque de x et du radical \Ja-h bx -\- ex' .
Plusieurs transformations permettent, en effet, de rendre l'expression (i) rationnelle et de l'intégrer par conséquent au moyen des méthodes exposées au chapitre précédent.
Supposons d'abord que sous le radical le coefficient a de x- soit positif: on peut le réduire à l'unité en faisant sortir du radical le facteur \/a. Occupons-nous donc
d'abord de la différentielle
F {x, \/\. + Bx-hx^} dx.
Pour la rendre rationnelle, posons
^A-l- Ba? + x' =^x -\- z;
A + Bx = 1XZ 4- z\
X = ij 1
B — iz
2(2'— B2 + A)rf2
dX = p5 TT 5
et la substitution de ces valeurs rendra la différentielle rationnelle. On atteint le même but en posant
On en déduit, en effet.
V'A + Ba; + x^ — xz -h y^A.
B -\- X = 2Z \/A ■+■ xz', 2zJA-B
, z's/l — Bz-^s/Aj dx — 7. — ^— — dz ,
\/ A. -\- Bx + X' =
z'V^ — Bz-H ^A
On doit remarquer toutefois que dans le cas où A est négatif cette transformation a l'inconvénient d'introduire des imaginaires dans le calcul.
Une troisième mélbode consiste à décomposer le trinôme A -+-Bx + x^ en facteurs du premier degré, (x — a) {x — /3), et à poser
on en déduit
Q -xz' X = ~ — ■ — — »
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La différentielle devient donc encore rationnelle. Cette transformation, comme la précédente, introduirait des imaginaires dans le calcul si les racines a et /3 n'étaient pas réelles.
47. Lorsque le coefficient de x"^ sous le radical est négatif, la différentielle peut être mise sous la forme
F \x, v/Â+~Ba7 — .r^j dx.
On peut la rendre rationnelle en posant
y/A + Bx — a?^ = V'-'^ + 072.
Lorsque A est négatif, cette transformation introduit des imaginaires; on devra alors remplacer le trinôme par le produit (« — œ) [x — j3) et poser
Cette transformation le rendra rationnel.
S'il arrivait que A étant négatif les racines « et |3 fussent imaginaires, les deux méthodes indiquées introduiraient Tune et l'autre des imaginaires qui sont alors inévitables, car le radical y/A -4- Ba? — a?^ est imaginaire pour toute valeur réelle de X.
48. Nous donnerons quelques exemples des transformations précédentes. Cherchons l'intégrale
dx \ r* dx
V'A-hB.r + Ca;^ V^C / /A B
Posons, conformément à la première des méthodes indiquées.
/A B on en déduira
dx idz
et
C dx 1 , /B \ ' , /'B , . /A , B \ ;\
J slk + \ix + Ç.x- sjÇ. \^ I ^C \^ V L L )
En remarquant que /a= — /- et supprimant une partie constante, cette intégrale
prend la forme
( 2 ) --^ ' ( H- a: VC H- VA-t- lij;--f-La?'
Lorsque C est négatif, la formule est encore applicable, mais elle est compliquée d'imaginaires; on peut la transformer à l'aide des formules (1, 37Q) ou clicrcher directement un résultat réel de la manière suivante. On a
dx I dx dx
"" ''-"^^^=1^" >'=-v-^^-(-fcy
B B-4AC
el, en posant ic-i- ~ . = z, — ^^^ — = m; ,
dz
dont l'intégrale est
— =r arc sm — ■ V'-C "'
On a donc
/* rfx ■ . I . / 2C^4-B \
./v^A+Bor + Cr' V- <^ V v/B'-4AC/
On peut remarquer que la formule (2) équivaut à
I , . aCa^ + B
sect. riyp. sin
Si l'on suppose A = a-, B = 2acosç) etC = i, on trouve
I —rrzr. — -:= = =: log {x -\- û COS 9 + Va' 4- 2a COS (p + X' ) .
. ] \à' -+- 2 «.r COS 3 -h x^
v/a' -t- 2 ax COS 'f + x 49. La différentielle
dx
xyjk + Mx + Cx'
se ramène à la précédente. Si l'on pose - = 2, on a
, dz
ax := 1
z' dx dz
;cVA+Bx + C«' /Aa'+Bz + C
AC
■\/Bx + Cx-'
dx
{x + 6) y/A -t- B,r + Cr'
peut évidemment se ramener a la précédente, il suffit de poser
x + 9=x- Si l'on fait
A' = A — B9 + Ce\
B'=:B-2CÔ,
on aura
r dx _ I /yA' + y/A + Bjc 4-Ca;' B'
j {x + e) v/Â+ Bar -+- tî^' ^ ^A' "^^ V ^ + 9 2 y/ A'
r dx I . B'(x + 5) +2A'
I = - arc sin — ^ =i=== »
J(ar + e) y/A + Bay + Ca-' y/— A' (^ + 9) y/B" — 4AC
et lorsque A' est égal à zéro
r dx _ _-2s/A + Bx -\-Cx''
j{x-h6)^A + Bx-hi:x' ~ B'{x + e]
On a par exemple
f dx I I -f ôx I , i + 9x I = -^= arc ces -,,- = = sect. hyp. ces ^^
/• </ar I .14-9^: I .. i -h9x
i == = - arc sin — ~ sect. hyp. ces — —7- )
J{x + B)s/i — x' slB- — i ^ + & y/l— &^ •^ + &
et lorsque 6 est égal à l'unité, les formules deviennent
/dx /■^ — ' [x 4- i) y/*^-V. "" V *■ ^- ' ' /' dx /i — X ^
On trouvera aussi en faisant 0 = — i,
J ix — i)\/x' — i \ X—î
51. Les différentielles rendues irrationnelles par la présence d'une expression de la forme \/-7- — r, rentrent dans la classe précédente. On a, en effet,
On peut d'ailleurs les rendre directement rationnelles en posant
■/ nx -+- b
(tX -\-
2{ab' ■
ba' ) z dz
ce qui rend évidemment la différentielle rationnelle.
La même méthode s'applique à toute différentielle rendue irrationnelle par la
présence d'une expression de la forme y 4~ — r/' en posant
'• / ax -^ b
\a'l^^b'-^'' on en déduit
ax -+- h
Kl = ^^
, n (ab' — ba' ) 2"-' dz
Simplification de la méthode précédente.
52. Les transformations que l'on peut faire subir a une même différentielle pour la rendre intégrable sont extrêmement variées, et la réduction à une formule rationnelle n'est pas toujours la méthode la plus simple.
Considérons par exemple l'intégrale
.1 X sj \ — x^
Jxsji Posons
X = sintp,
dx ^ 008 9^9, \j i — X- ^ COS9;
on aura
J X \ji—x' ~J sîn9 ~ / 2C0S
J tant
log lang - 9.
COS-'tO) " "2
lang { 9 53. Soit encore la différentielle
dx
Posons
(a + bx) \J i ->t- x^
dx = — df — 1
dx dr
(a-hbx) sftTx' ~ b-h-xay— 6j' '
et par conséquent
r dx _ r "(r L ; ^ ~ 6j + \Ja' + 6'
j {a + bx) ^Ji+x-" ~~ ^ J ^ + 2«/ — h" ~ sJaT+T^ a—~by — v'«M^é'
La différentielle
dx
{a-{-bx) y/i— :c' devient rationnelle par une transformation analogue; en posant
on a
dx
{a->r bx) sji
Si a = 6, on a
dy I . y/a + 6 -\-y \^b — a
{a-^-b) + [a—b)y'' ^b' ~ a' sja+ b — y s/b — a,
/" dx _ Il — X
J[\-\- x)sjl^^'~ V'+-'^
Considérons enfin la différentielle
dx
Posons pour 1'
intégrer
elle deviendra
x-'z=y, I dy
En posant
^r-y^yu.
l'intégrale dev
iendra
du -I
=: — arc 1
Ji-f-r^ + H' V'i + r' v'' + '"'
et l'on a par conséquent
r dx I Ji — x- I ^ xv'i + /"'
j y = Y—:-^ arc tang -^-p..^- = -7=^ arc tang —-. ^- •
J (\-ir r'x'')^\ — x' Vr+r- xsji + r- \li-\-r'' sj\—x-
Différentielles binâmes,.
55. On donne le nom de différentielles binômes aux différentielles de la forme
x"' dx{a-^- bx")i',
m, n, p désignant des nombres quelconques positifs ou négatifs dont nous supposerons que l'un au moins ne soit pas entier, car sans cela l'expression serait rationnelle.
La différentielle binôme peut s'intégrer dans deux cas que nous allons faire connaître.
Posons d'abord
on en déduit
a -+■ bx" = z ;
dx :
nb \ b
et par conséquent
[a -t- bx"]!' -" ( -
, , ; Z — U\ « dz
x" dx ( a -t- bx"]!' -" ( — ï — I " h^''
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Si donc 5 ou, ce qui revient au même, si est un nombre entier
positif ou négatif, l'expression ne contiendra plus d'autre irrationnelle que z'' et pourra être rendue rationnelle comme il a été dit (43). Si l'on a p = -, \\ suffira de poser z = j'^.
56. Le second cas d'intégrabilité se déduit du premier; on a, en effet,
X'" dx{a-\- bx")'' = x"'+"i'[ax-" -\-b)p dx.
En appliquant à cette seconde forme ce qui a été dit de la première, on voit qu'elle sera intégrable si — — "^ — ^ est entier, c'est-à-dire si la somme
est un nombre entier; on devra poser dans ce cas
ax^" -^ b ^zz z.
57. Lorsque l'une des conditions d'intégrabilité est satisfaite, il est presque toujours plus élégant d'intégrer la différentielle binôme sans changer de variable, et à l'aide des formules de réduction démontrées (26), qui s'appliquent quels que soient les exposants m, n, p, entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs.
En posant a+ bx" = s, on a trouvé
(i) x"'-' zP dx = -, rT y I x'"'"-' z'' dx.
J [m + np) D m + np 0 J
Si — est un nombre entier et que n soit positif, l'application répétée de cette formule ramènera l'exposant m—i à la valeur n—t, et l'intégration sera alors
immédiate, car on a
la-+- bx"]i'+'
X"-' dxfa + bx")i' 3=
nb{p + i}
Lorsque m est de signe contraire à n, on fera usage de la formule
/' x*" zi''^^ b / *
a?" ' zt dx =z Im-h n + np) — | x"'+"- ' zp dx, ma ^' ma J
dont l'application répétée ramènera l'exposant m— i à n— i, en supposant toujours, bien entendu, que — soit un nombre entier.
Il faut, observer toutefois que les formules (i) et (2) deviennent illusoires, la
première lorsque m -h np = o, et la seconde lorsque m=: o, et il faut par conséquent que ces conditions ne soient remplies pour aucune des intégrales successives auxquelles conduit l'application de la formule. Si par exemple on avait l'intégrale
bx',
l'application répétée de la formule (2) ramènera successivement l'exposant de x qui est — 10 aux valeurs — 7, —4 et — 1; mais arrivé là il sera impossible de passer à l'exposant + 2, car la formule (2) ne s'applique pas au cas où m = 0; et pour intégrer la différentielle
dx y/a + bx^
il faudra la rendre rationnelle.
Considérons la différentielle
x''dx{a+ bx)!" \/a+ bx
où n désigne un nombre entier. On peut (43) la rendre aisément rationnelle, mais il est plus élégant de l'inlégrer par des réductions successives. On a, en posant a+ bxr=z z,
(3 \x"z'^ 'dx=T — V \x"-'z'^ ' dx,
J b in + ip + \ b 2n-{- ip -\- i J
et comme on a évidemment
n zP dx _izi' \l'z
on en déduira
/xzP dx 2zP - / z a \
^2 ~ b' ^^\o.p-Jri ip-hi)^
/^'' zf dx 22'' ,- / z^ 2az a' \
x'zPdx izP -I z» 'àaz^ 3a'z a'
/x'zP dx _2Z^ - / i' _ 4«2' 6(1' z' ^a' z a' \
y/z ~ b" ^ \ip + 2 2/; + 7 7.p-Jt-é 7.p-\-Z 2/;-t-i/
et ainsi de suite.
Lorsque n est négatif, la formule (3) résolue par rapport à l'intégrale qui est dans le second membre permettra de substituer à l'exposant n — i l'exposant n qui est plus simple. On trouve ainsi, par un changement de lettres,
C zP dx zi' <Jz ip — in + i b fzi'dx
J x»^' sjz ^ anx" 2/t a J x" sjz
et l'application répétée de cette formule ramènera l'intégrale à
' zi- dx
r zf dx
sans qu'on puisse l'appliquer plus loin; car la formule (4) est en défaut dans le cas
où n = o. Pour réduire l'intégrale
f' zp dx
j xfz' remarquons que l'on a
zP dx zP~'(ax -hb) , , „_i , zp-' dx
:r = ^ ■ dx =:adx Z'^ i -h 0 p- )
et l'on en déduit, en intégrant,
ip dx izP C zP-' dx
C zP dx izP rzP-'dx =.- = p + a j =- ;
J x\jz {ip— i] \lz J X <^z
par l'application répétée de cette formule, lorsque p est entier, l'intégrale sera
ramenée à
rdx 1 , dz — Ja 2 I z — ~ = — ^ / ^ '— = — ^= arc tang i / ^ x\jz \la y'z-h v'^ \l—a V "
On trouve ainsi
fdz dx C dx -
X J xslz
/z \fz dx „ C '/■*■ /- / -2 \
fz' \jz dx , C dx r /■z' az \
X J xsjz \5 3 ,/
('^dx^a^C-^^.
rz* \lz , C dx r /•z' fl^ — ï— dx=: a^ I ~ + 2 i/z i
,- / z'' az' a'z .
Iz ^ \7 5 i '
z^ az' a' z- a^ z
La formule (4) donnera
/zPdx _ zf sjz ip ~ \ b r zf dx x^ ^'z~' ax 2 » J xs/'z'
/zP dx _ _ zi' \j'z i i ip — 3b\ y ~ 21 Y ~ 2) h-' I X' Jz '^^■^ \^ 2 a) .1.2 a? \
/z''dx _ z/'v'ï I 2;» — 5 b y^7.)Y~2Jb'\
x' J^ 3ax i X- 2 2ax 1.2 a-J
= dx,
6' r zi' , o —, I — = dx,
a'Jxs/z
et ainsi de suite.
59. Lorsque l'exposant p est négatif, la formule (4) doit être résolue par rapport à l'intégrale qui figure au second membre, et l'on aura la formule de réduction
,^. I dx _ \Jz {2n + 2p—\)b C dx
r dx _ sjz {2n-\-2p—\)b Ç
j x'-^' zP fz ~ nax"ze 2 an j x"
ZP yZ
qui est en défaut seulement dans le cas où n = o. On devra alors, pour réduire l'intégrale, faire usage de la formule suivante, qui se déduit de (5) en changeant/» en —p,
Ç dx _ 2 \_ Çdx
J xzP*' sjz {2p+i)azP \fz "■ j xz'' \l^
par laquelle on sera ramené à l'intégrale
dx
X \Jz
dont l'expression a été donnée (58] On trouve ainsi
C dx 2 \ r dx
J xz \Jz a\Jz ''■ J X sjz
i'X ainsi de suite.
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On déduira d'ailleurs de l'équation (6)
/' dx t/z ip + i b r d.z x^zi'sjz^ axzr 2 a j ^zf <fz
r dx _ _ fz n _ 2;> + 3 b\ [P'^lj l^-^â) h^ r dx ^
Jx'zi's/z^ 2axzi'\x 1 aj 2 a\) xzi' sj'z
r dx _ _ fz _i _ 3/>+5 6_ _^ (^"^2) \^"^â) b^ ] X* zP d'z 3axz'' \_x' 1 7.ax 1.2 a'J
^ + 2 j 1/^+2; (^ + f) 6^ Ç dx
•2-3 «'Ja^zz-v^'
et ainsi de suite.
Considérons encore l'intégrale
(7) I x"dx{a + bx]'"^' ,
OÙ ^ et n désignent des nombres entiers. On a
r ,,- , 3x"z''-^'^ I 3an " C , . ^r , ■ I X" zi' yz dx = ^ -^ --, T — ^ — ^ ;—. j I *■" ' z'- \jz dx,
et l'application répétée de cette formule ramènera l'intégrale (7), lorsque n est entier et positif, à
Dans le cas où n est négatif, on emploiera la formule
ÇzPdxTz zr+' 3- / /i\ b C zP'jl. ,
J .r"+' «.r" V ^ V^ i/anj x"
dont l'application successive ramènera l'intégrale à la forme
/zf Ijl dx -^-'
que l'on réduira elle-même par la formule
/zflJldx Zzp\lz Czf-'Vzdx i -=-r. i- +« ■> X 3/>+I J X
et l'on sera conduit enfin à
que l'on intégrera (43) en posant y/z = y'a + bx =y.
On a
/' dx -- == arc sm a?.
Par l'application des formules du n° 57 on en conclut, en posant \/i — x' = z, r X' dx I
' dx I . xz arcsina; >
/""^ = -^ arc sin x — ^-^ xz — y x' z.
X ' dx 1.3 . 1.3 I
— T arc sm x r xz — -y .
djT 1.3.5 . t. 3. 5 '-5, i.
: arc sin x 7-73 xz — -7—^ x^ z — -xx' z.
r X'' dx I
jsli-x^~^
/' x'dx I.3.5.T . 1.3.5.7 1.5.7, '-7 '-
TrzT^, = i4:68^'''= ''"^-^4:6:8 "^-4X8^^- 678 ^'^-r'^'
et ainsi de suite.
La formule
r dx , <p
où siny =x, donne de même, en posant toujours \/i — x- = z,
r dx I Ç5 z
J' rf.r 1.3 tp i.3z li
x' \Ji — x^' ~ 2.4 2 2.4 a;= 4 .r''
/" rf.r 1.3.5 9 i.3.5z i.5 3 i^
On trouve enfin directement, en posant par exemple x = cos(i>,
Jx'^i
C dx _ z
} X' Ji — x' ^
et l'on en déduit
dx % z i z
dx 2.42 1-4 2 I z
dx 2.4.6 z 1.4 6 z 1.6 z I z
et ainsi de suite.
Quelques intégrales auxquelles ne s appliquent pas les méthodes
précédentes.
65. Non-seulement la différentielle d'une expression algébrique est toujours algébrique, mais les fonctions qui contiennent des logarithmes et des lignes trigonométriques inverses peuvent, dans un grand nombre de cas, avoir une différentielle algébrique. Le nombre des différentielles algébriques intégrables est par conséquent infini, et la différentiation est un moyen d'en former autant qu'on le voudra. Une telle méthode, on le comprend, n'aurait rien d'instructif, et nous nous bornerons à indiquer quelques cas simples dans lesquels des transformations élégantes, mais toutes spéciales, permettent l'intégration dans des cas auxquels ne s'appliquent pas les règles précédemment indiquées. Soit la différentielle
dx{i+ x^]
Posons avec Euler
on en déduit
(i — X'') \J\ -\-x* X Jl
, dx <Ji[i+x'') dp = — , »
dp dx{i + x") v'a
y'l+/>- (l — x'')^l-'rX''
et par conséquent
Soit encore la différentielle
dx{\ — x''
on en déduit
• Vi
dp.
dx (i — x') ^2.
dp
dx{i — x') y'a
sjv—p- {i + x-)^i+x''
et enfin
C dx(i — x''] I . I . X di
■ I ^ — — = -7^ arc sin « -= arc sin
. Réduction des intégrales elliptiques.
67. Quoique l'on puisse former de nombreux exemples analogues à celui qui précède, l'intégration des différentielles qui contiennent sous un radical un polynôme de degré supérieur au second est en général impossible. Les intégrales de cette forme ont donné lieu cependant à des travaux considérables, et les géomètres les ont réduites à un petit nombre de types dont l'étude approfondie a créé de nouvelles fonctions simples acceptées de plus en plus dans le calcul, et avec grande raison, au même titre que les sinus et les logarithmes, et réduites de même en tables numériques très-étendues et très-exactes.
Si l'on désigne, pour abréger, par R le polynôme du quatrième degré
a.-\- <^x -^yx^ + àx^-\- zx\
les puissances paires de y/R étant rationnelles et les puissances impaires contenant yR en facteur, toute fonction rationnelle de x et de y/R peut être mise évidemment sous la forme
P + Qs/R
où P, Q, P', Q' sont des fonctions rationnelles de x. On peut d'ailleurs, en multipliant les deux termes par P' — Q' y/R, rendre le dénominateur rationnel et mettre l'expression sous la forme
L'intégrale 1 Mcte peut toujours se calculer sous forme finie, et l'intégrale à étu-
(lier est par conséquent
idx
le produit NR désignant une fonction rationnelle de x.
68. Nous montrerons d'abord comment une substitution rationnelle peut transformer la différentielle précédente en une autre dans laquelle ne figurent plus sous le radical que les puissances paires de la variable. Le polynôme R peut toujours, onle sait, se décomposer en deux facteurs réels du second degré. Soit
Posons
R = [(x - mr + Nlf( J7 - |Ul)-' + v]
X — m r — sy
X — fj.~~ p — ly
Pour que dans chaque facteur de l'expression de R le terme du premier degré en j disparaisse, il faut et il suffit que
pa(m— i>.)'' + [p — r)(5- — *) y =: o; on en déduit immédiatement
En divisant la première des équations (3) par pc- et la seconde par rs, puis remplaçant le produit - • - par sa valeur (4), on trouve
r 4_N + v+(/n — juif
Connaissant la somme et le produit des deux rapports - et -? on en déduit leur différence, et en posant
[N4- V + (m— f/.)']' — 4Nv = A,
on a
iï-'^'
Pour que - et - soient réels, il faut et il suffit que A soit positif; or on a identiquement
A = [(/n — p.)'+ V — N]" + 4(ot — f/.)-N = [( w — |a )■' + N — v]- + ^[m— a)- v.
Si N et V sont tous deux positifs ou que l'un seulement le soit, l'une de ces
lormes montre que cette expression est positive et que par conséquent - et -
sont tous deux réels. Ces deux cas sont ceux où deux racines au moins de l'équation R = o sont imaginaires.
Considérons enfin le cas où N et v sont tous deux négatifs; on a identiquement
A= Rm— p.)=+N + v + 2 y'Nv] [( m — fjL )-' 4- N + v — 2 y/Nv], OU
A= [(m-f;i)''-(v/-N-f-V-"^j'j[(m-f/.)'- ^-N- V^iM-
Mais en nommant a, /3, 7, è les racines de l'équation R = o, on a
et par conséquent ,
c'est-à-dire
a et jS étant les racines du premier facteur de R et 7 et ^ celles du second. Comme ces quatre racines sont réelles, on peut les grouper comme on veut pour former les deux fadeurs du second degré et faire en sorte, par un choix convenable, que A soit positif.
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Si par exemple a, /3, y, è sont rangés par ordre de grandeur croissante ou décroissante, les quatre facteurs de (5) seront de même signe et A sera positif; il y a d'ailleurs d'autres solutions, et l'on peut voir que A sera positif toutes les fois que, les racines étant rangées par ordre de grandeur, a et /3 se trouveront placées immédiatement à la suite l'une de l'autre. De l'équation (i) on déduit
/ {[x— m)[r — sr)
; [r~p+{:f+s)xY
Les équations (3) donnent d'ailleurs
N — rs
■ {m — u.}' (p — r)((7 — s) V — ap
d'où l'on déduit
{m — ixY (p— r)((7 — «) /■'(m — ^)' + N(p — r)' _ , ^ ra — sp
fj —
- sp
-sY^
sp —
' + (ff-
-sfv
sp~
par le moyen desquelles la différentielle
dx
sl[{x — mY -\--^][{x — IJ.Y + v] devient
dy-
et suivant le signe des coelficients le radical pourra par conséquent être ramené à l'une des formes
\J{^—r''){i^k^--'), \l{i — rM'(i ■^i(^], v'(i -I- j''Tr'"-W^l-
69. Quoique la transformation précédente ne soit qu'un cas très-particulier I. Cdk. il II. 8
d'une théorie plus générale sur laquelle nous aurons à revenir, elle a néanmoins une assez grande importance pour que nous nous arrêtions au détail des calculs dans les différents cas.
Supposons que les quatre racines de l'équation R = o soient réelles et soit
la transformation (i) établit entre x Qi y une relation de la forme
r ■+ sy
Pour que le polynôme R soit remplacé par (i —y-) [i—k^y'^), il faut que les quatre -^facteurs aient respectivement pour numérateur \+y, ' — J, i + ^/ et I — ky. Posons donc
on en conclut
ix~oc = k^-^^-, x-&^^-^ ^,
\ r -\- sy ' r + sy
\ /■ + sy r + sy
-^_D i — hy
— y ~ C I + /ij '
En faisant dans la première de ces identités a; = (? et a; = y, et dans la seconde a; = p, a; = «, on en déduit, en ayant égard aux valeurs correspondantes de j qui
sont évidemment j= + p j = — ^, y = H- 1 et 7 = — 1,
(3 — y~Ci+/r a — y~Ci— /r ct par la combinaison de ces équations deux à deux,
-■BV^_(a-(3)(y-[5)
— X) [y — oc)
Cy (p_y)(«_y)
et l'on pourra toujours choisir l'ordre de grandeur de or, |3, 7, (?, qui évidemment est arbitraire, de manière à rendre les seconds membres positifs et par conséquent
les rapports ^? pr j réels. En adoptant pour -j- -, et k les valeurs déduites
de (12), les deux équations (10) fournissent la même valeur de x pour les quatre
hypothèses v = ± r , y = ± ^, et l'on en conclut aisément qu'elles sont identiques.
La troisième des équations (12) donne
On pourra, en adoptant le signe + ouïe signe —, avoir à volonté X- < t ouX-> r. Les équations (10) donnent, par la différentiation,
En multipliant les équations (i3) membre à membre et divisant leur produit par celui des équations (10), il vient
^ ^' 4/r (a: — a)(:r — (3)(a; — y)(ar — ô)~ (i — r')(i — /f'j')'
et la différentielle
dx
\j±(x—a) ( X — P)(x — y)[x—^) se trouvera ainsi ramenée à la forme
M est une constante, et le signe + du facteur sous le radical convient au cas où (/3 — a)(c? — 7) est positif et le signe — au cas contraire. On pourra d'ailleurs disposer comme on voudra du signe de ce produit en choisissant l'ordre de grandeur des racines désignées par a, /3, 7, <?. Si, par exemple, a et |3 sont les deux plus petits et 7, d* les deux plus grands, les formules (12) montrent que les seconds membres de (i3) sont réels et les signes des différences ^ — ce, â — y restent arbitraires.
70. II résulte des paragraphes précédents que la différentielle
dx
OÙ R désigne un polynôme du quatrième degré, peut dans tous les cas être remplacée, à l'aide des substitutions réelles, par une autre de la forme
dr
v'(L-Mj')(L'-M'r)
On doit, suivant les signes de L, M, L', M', distinguer plusieurs cas : Lorsque L et M sont de mêmes signes ainsi que L' et M', on peut poser
LM
ML
et la différentielle deviendra
dz
71. Les trois différentielles (i5). (iG), (17) peuvent d'ailleurs être ramenées à
une forme unique; il suffit de poser dans le premier cas
z = sin <f, dans le second
2 = COStp,
et dans le troisième
z = tang(p.
On a alors
dx d(f
\/{i — x'){i — K'x') v'» — K-'sin'9
dx d(f rftp
V I + K' dx , rf9 rf<p d(f
^(t-hx'){i-hK' x^) COS9 v'' -'-K-'tang'o ^cos'9 -1- K'sin'cp v'i — (' — K'jsin'cp
de sorte que la différentielle est ramenée dans tous les cas à la forme unique
d<f ^i — c^sin'y
Lorsque le multiplicateur du radical dans les formules précédentes est imaginaire, on doit considérer les différentielles
dx dx dx
On posera dans le premier cas
dans le second
COSIp
et dans le troisième
k CCS 9
On aura ainsi
dx
dcf
sJ{x'—,){T+/,'x') fl + /(■'/"
1/ I y- sm=cï)
V i + lt'
dx 1 df
<i/{j + x-')(k'x'—i) <Ji + /,\ 7 k'
dx ^9
^{x'—i){i — 'k'x') V I — <■'' siiï' 9
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72. Le cas où le polynôme R se réduit au troisième degré doit être particulièrement signalé : l'une des racines, â par exemple, doit être alors considérée comme infinie; la seconde des formules (12) montre qu'il en sera de même de D et les deux autres deviennent
y -ce' a-y
dr
et enfin (i/|) devient
■0L)dx-
et la formule de transformation est
73. On peut d'ailleurs, dans tous les cas, ramener une différentielle dans l'expression de laquelle figure la racine carrée d'un polynôme du quatrième degré à une autre où le radical porte seulement sur un polynôme du troisième.
Considérons la différentielle
F[x v^ — a.)(x — P)(x — y)[x — è)\ dx. On a
Posons
& — OCZ , {& — cx.]dz S — a X = ■ 1 dx = — ' X — a.^ 1
\l[x-a)ix-p)(x-y)(x-t]^ ^ -~-,\/ z^^ ■' " '—^-^-^ ^-^ '-^,
et l'on voit que la différentielle exprimée par rapport à s ne contient plus sous le radical qu'un polynôme du troisième degré.
74. L'intégrale générale considérée au § 67 ayant été mise sous la forme
où 0) (x) désigne une fonction rationnelle, les transfca-mations indiquées (68) et (73)
pourront s'y appliquer sans que le multiplicateur du radical dans l'expression nouvelle obtenue cesse d'être en fonction rationnelle de la variable. Examinons donc l'intégrale
J ^/A+Bz'
Si la fonction tj; {z) est entière, on peut décomposer cette intégrale en une somme de termes de la forme
/'• z" dz
j ~^k-hBz'+Cz'
Lorsque z est impair, on intégrera en posant z'- = u; s'il est pair, en posant
z" dz
s/A + Bz-'+Ci
On a la formule de réduction, facile à vérifier par la différentiatiou des deux membres
Z-+' ^'A + Bz^ + G 3' =: A ( « + I ) 9 ( M ) + B ( « + 2 ) cp (h + 2 ) + C ( « -H 3 ) 9 ( « + 4 ), par laquelle toutes les intégrales de la forme rp (ji) se ramèneront à
.|Wo)=j
^ JA + Bz'+Cz'
I CP 2 = I
[ J ^A + Èz'+Cz*
La formule de réduction est applicable lorsque n est négatif, et comme on a
I /-; iï 7^ — . /" dz „ r z'dz
-<JA+Bz'+Cz*^—A i ; -^ 4-C =^,
•z J z'\/A + Bz' + Cz' J \/A + Bz-'-hCz'
les intégrales de la forme
dz
.-hBz-'+Cz>
peuvent, quel que soit le nombre entier pair n, être ramenées à la forme (A).
75. Lorsque la fonction (p [z) n'est pas entière, on peut se borner à examiner le cas où elle est paire et ne contient que z'-. On a en effet identiquement
,W ri — 't'(2)+^?(--Z) , 9(^)-?(— ■Z)
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et l'on voit que toute fonction est la somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire; si on les désigne par ij>, (z) et ^i{z), «l'af^) sera égal évidemment à z\\i^ [z), tj^s (z) désignant une fonction de z^, et l'intégrale
Z'\i3{z)dz
s'obtiendra sous forme finie en posant z- = u,
La décomposition de la fonction ij;, {z) en fractions simples permettra de remplacer
r '\i,{z)dz
J V^A + BT» +"CT< par une somme de termes de la forme
et l'on aura la formule de réduction aisée à vérifier par la différentiation des deux membres
v/A + Bz=+Cz«_^^2_2„)P(„_2)_,_2(,t_i)(3C-B;F{n-i
-h(2n — i){2Bz — A—'iCz')F{n) + 2nz{A — Bz + C2=)F(/t + i);
l'emploi de cette formule permettra de ramener toutes les intégrales de la forme
,., r dz
J \/A + Bz'+Cz'
J {o:^z')^A+Bz-'+Cz' -,, , r dz C z-'dz
Jv^A + Bz^ + Cs< J VA-4-Bz'+Cz' En sorte que toutes les intégrales considérées sont ramenées aux trois forjnes
dz
r dz r z' dz r
J V/A + Bz'+Cz'' J v'A+Bz^+C^' J(
Quelques intégrales qui se ramènent aux fonctions elliptiques.
Soit la différentielle
V{x)dx
\Ja + hx + ex' + dx' 4- ex* + hx'' -\- ax^
OÙ V{x) désigne une fonction rationnelle de x. Le radical qui se trouve au dénominateur peut être mis sous la forme
et si l'on pose
X = - (z± \fz- — /{),
la différentielle proposée prend la forme
x' ^a{z^—3z) + h{z- — f.) + ez + d = x'' \fV. On a d'ailleurs, comme on le voit aisément,
\,/x + i/ - = \Jz + -Î, v/.r- y/i =^z-2, ■
par conséquent et en différentiant.
dx <lz dz
La substitution de la variable sala variable x met d'ailleurs la fonction F(a;) sous la forme
où P et Q désignent des fonctions rationnelles de z, et la différentielle proposée est par suite ramenée aux deux suivantes :
et
Q</z v/z± 2 _ Q(z±:2) dz
et comme U est un polynôme du troisième degré en z,\][z± i) est du quatrième, et la différentielle rentre dans la classe précédemment étudiée.
Soit encore la différentielle
T(x)dx
)/a + hx' + cx^ + bx^ + ax^ où F(ir) désigne encore une fonction rationnelle de a;, on a
• vi^^ Flx) + ¥{-x) T{x)-F{-x)_
le premier terme du second membre est pair et par conséquent de la forme <f (x-), le second est impair et de la forme xi]){x^). On en déduit, en désignant le dénominateur par \JR,
¥(x)dx o{x'') dx x<\/{x'')dx
/R ~ \/lÂ. VR
La substitution x" = z fait rentrer le second terme du second membre dans la classe des différentielles elliptiques, et ramène le premier à la forme étudiée (76). dans laquelle il suffit de supposer a = o.
78. Citons enfin quelques différentielles dans lesquelles figure un radical d'ordre plus élevé que le second, et qui peuvent pourtant se ramener aux différentielles elliptiques.
La différentielle
¥{x)dx
\ja + hx + ex'' + dx'
est dfins ce cas, F(a7) désignant, comme précédemment, une fonction rationnelle de a;.
Posons, en effet,
X étant une racine de l'équation
a-\-h'k+ cl- + dl' = o ; la différentielle prendra la forme
^/aj 4- p j' + yr'
Posons
on en déduit '
, _ — (3 dz y/^— 4 «y + 4 «z'
La différentielle ne contient plus d'autre radical que \//3^ — 4a7 + 4«-^- 79. Soit enfin la différentielle
sja + bx' + car'
OÙ F(x) désigne toujours une fonction rationnelle de x que l'on peut, connue ou l'a vu (77), mettre sous la forme xt^ [x- ^ -+- (j< {x- j. La différentielle devient alors
X(o{x']dx ^{x')dx
y/a + bx' + ex* y/ a + bx- + ex' Pour transformer le premier terme, posons
'y/a + bx^ + ex* = z.
— 6 ± y/6' — 4ac + 4<'-^'
et a; cte étant la différentielle de x'\ l'expression
(f{x')xdx (/« + bx' + ex*
ne contient plus évidemment d'autre irrationnelle que y/b'- — ^ac -+- ^cz\ Pour transformer le second terme, on posera
(i) ^a+ bx'^ -h ex' =^ xz,
^_ — b±y[b' — ^ae + 4aa'
En différentiant la formule (i), après l'avoir élevée à la quatrième puissance, on
trouve
dx -ix'z'dz -îx'z^dz
xz~'b + 2x'{e — z*)~ ^JT— 4«c +Jâz'''
et la différentielle est ramenée à la forme annoncée.
INTÉGRATION DES FONCTIONS TRIGONOM ÉTRIQUÉS ET EXPONENTIELLES
80. Les méthodes employées pour intégrer, lorsque cela est possible, les différentielles qui contiennent des fonctions Irigonométriques et exponentielles sont extrêmement variées.
L'intégration par parties peut servir à faire disparaître la fonction transcendante et doit être essayée toutes les fois que celle-ci figure comme facteur et que sa différentielle est algébrique.
Les applications les plus remarquables de cette méthode sont contenues dans une formule générale que nous allons faire connaître.
Soit à intégrer la différentielle VQ" dx, P et Q désignant des fonctions connues de X. Posons
on aura, en intégrant par parties,
ÇvQ"dx::^l\Q"-n ip,Q"-''-^dx,
Tp, Q" ' ^dx=P, Q"- - _(„_,) l'p, ^ Q«-^ dx,
fp. Q"- ''^ dx = P, Q" ^ - ( « _ 2 ) Tp^ ^ Q" -^ dx,
et ainsi de suite : on en conclut
(i) j PQ" dx = P,Q'' — nP,Q'-' + n{n — i) P, Q'-^ — . . . ± f .2.3. . . «P„+,.
Appliquons cette formule à quelques exemples. Soit P = a;'"-', Q = /a;, on a
n r^. , I ^"' n r •* '" dx X'" -, C X'" dx , .7.'"
P,-= \x"'->dx— —, P, = I ^ = — , P, = I — — ——■,■■■■,
J m J m X ni' J m' x /?*■'
et
{la:)-'m
(Ix)'-
j x"-' ( Ix]" dx= — \ ( Ix)" — «
et en faisant 7^ = 1,
l{lx}"dx = x[{lxy— n[lxY'' -\-n[ii~ i}{lx)"-''— . . . ± i .2.3. . . «].
Soitjencore P= i, Q = arc sina?, on a
P, = \ dx =^ X,
Jyjl-x^ V^^-f^^fi^^-x,
C xdx 1
J^Jy-x'
et l'on voit que P,, P.j, P^,... forment une suite périodique. La formule (1) devient donc
/dx ( arc sinx )" = Ne h ~ — nia — \) L arcsm.r
'arcsina;)-
(arc sina;)'
(arc sin.z-)".
81. l/intégration par parties donne aisément les deux intégrales (2) I e"cosbxdx, j e'"'sinbxdx.
On a en effet, en remarquant que e"-^ est la différentielle de — >
/, , e"cos6.r b T ... b"cosbxdx = 1 — I e"sinbxdx, a aj
/e^^si
... e" sin bx b C . ,
swibxdx =i I e" cou bxax,
et de ces deux équations on déduit
/' , , n f os6.r + h sin hx e"'cosbxdx z=^ , c".
/',,., , as\nbx — bcosbx e" sin bxdx = = e".
Ces formules peuvent d'ailleurs s'obtenir plus directement de la manière suivante On a évidemment
^(a.«V^l). _,,,-. ■(«-As/-,)
g(.a+6^— c Jl fj^ _- g{a-+li^—l )x
a-hb v/^ ~ «' -^- *'
mais
e^''+''\^'^'z=(^' [cosbx -t- ^—1 sinbxj,
et en égalant les parties réelles et les parties imaginaires des deux membres, on retrouve les formules précédentes.
82. L'intégration par parties permet de réduire les expressions plus générales (3) j e" cou" bx dx , j e" sin" bxdx;
elle donne en effet
/e" cos" bx dx — cos* bx h ■ — I e"' cos'—' bx s'inbxdx. a a J
Une nouvelle intégration par parties donne
/<""' b r e" cos""' b'x sin bx dx ^^ — Ci)S"-'bx sinbx I e"'[cos" bx— {n~ 1)005"^'- bx sin- bx]dx,
et, en remplaçant sin^Aj:- par i — cos'-bx,
^— cos"~' bx sin bx \ e" cos" bx dx -\- [ n — 1) - 1 e" cos" ' x dx ,
a a J ' aj
e"' cos"~' bx sin bx dx
et, en substituant dans la première équation,
r , , a cos bx -i- nb sin bx , n(n — 1), T ,» /
I e"' cûs"bxdx:= e"' cos"' ' bx -+- ■-- -,- 0- 1 e"'cos" -bxdx.
Un calcul tout semblable donnera
/. , , nsinbx — nbcosbx . , nln-r- 1) , T . .
e°'sin" oxax:= j p"'sin"-'/>.r H ,~ 6' I e'^sm"-' bxdx. a^-\-n'b' a'-hn^h^ J
L'application répétée de ces formules permettra de réduire l'exposant n à zéro ou à l'unité, et d'effectuer par conséquent l'intégration.
Les deux intégrales (3) pourront d'ailleurs être immédiatement ranienées aux précédentes, en remplaçant cos" bec et s\a"bx par leur expression en fonction des sinus et cosinus des multiples de hx.
On a par exemple .
e"sin^xdx:= -j («sinar — 2 dosx) H --, -,
e"%\n^xdx^ («sinj;— 3cosx) H (rtsin.r — ros.r),
e"''cosj:rf:r == («cosar + sina:),
/',, , J C"COS^, . , 2C €f" ç.o's? x dx =1 — (flcos^r-i- 2sin.r) H , 4 + «' ^ ' rt(4 + «^)
/' ^^ ces' X 6 e"' e^CO%''xdx:= (acosa: + 3sina;)+ ; (â!COS.r 4-sina:).
83. Toutes les fois qu'une différentielle contient en facteur l'exponentielle e', on peut faire porter au choix sur l'autre facteur la différentiation ou l'intégration, de manière à obtenir la réduction la plus avantageuse.
Il est aisé d'intégrer ou de réduire de celte manière les différentielles de la forme
(4) e'^[x]dx,
OÙ F [x) désigne une fonction rationnelle.
Si d'abord F (a;) est une fonction entière, la différentielle se compose d'une
somme de termes de la forme
x" e' dx, et l'on a
I x" e' dx :=e'x'" — m j x'" •' e' dx; l'application répétée de cette formule réduira l'intégrale à
l f^dx - e'.
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Si la fonction F (a?) est fractionnaire, on la décomposera en fractions simples, et l'intégrale se réduira à une somme de termes de la forme
L'intégration par parties donne
Ç eJ' dx _ ^ \ r e'dx
et l'application de cette formule nous ramènera à la transcendante
'dx
dont l'expression explicite n'est pas connue, mais qui elle-même, si l'on pose X — a := z, se réduit à
ou encore, en posant e'^ = j, à
* dz e'
Les différentielles de la forme
(5) siW" X cos" X dx
peuvent aussi s'intégrer, lorsque les exposants m et n sont entiers, a l'aide de réductions successives. On a, en intégrant par parties,
\ sm"" X cos" X dx z= \ cos"~' xç,osxs\r\'"xdx
= cos"-'.rH I s.\n'"^''xQO?,"-''xdx;
mais
sin"'+'.r = sin'"x ( I — ces' j? ),
et la formule devient
rsm"'^cos".y^.r^^'"'"'^''^'^"^""''^ + ^^-^ fsin"xcos''-'xdx-^l^ fsin-xcos"xdx; J . . 771 + 1 m-j- 1 J m -h i J
en faisant passer le dernier terme du second membre dans le premier, et supprimant le facteur > il vient enfin '
{ A) (7?i + 7i) I sin'"a?cos".rr^a; = sin'"+'^cos"-'a: + (7j, — i) j sir\''x cos"--xdx.
Cette formule permet de diminuer l'exposant n de deux unités. Il est bien entendu que si n est négatif, n — 2 étant plus grand que n en valeur absolue, on devra résoudre la formule par rapport à l'intégrale qui figure au second membre.
En dirigeant autrement l'intégration et mettant la différentielle sous la forme
sin"'-'.r sinx ces" .r^/.r,
on obtiendrait, par un calcul tout semblable,
,,., r . , sin"'~'.r cos"+'x m — r /* .
B \ s\n""x cos"xdx = -\- \ s\n''-^xcos"xax.
J _ ni-\-n m + n J
Les formules (A) et (B) permettent de réduire h volonté l'un des deux exposants de deux unités; en les appliquant successivement, on trouve
/ . , • sin"-'a:cos"~'x / . m — i \
/ sm"'j; cos"xdx = sin a-
-T i sin"''''xcos"~-x<lx.
Toutes ces formules, ainsi qu'il a été dit, augmenteraient les exposants négatifs, et l'on doit, quand ce cas se présente, considérer comme inconnues les intégrales qui figurent au second membre; on obtient ainsi, avec un léger changement de notation, plusieurs formules dont la vérification directe est facile, et que nous nous bornerons à écrire :
/sin'"j; , sin'""'.r m -— ^ /"sin" ^r , dx = , r ; I ax, cos"x (rt — t)cos"'"'x n — ij cos"~'x
/cos".r , — 005"-'^: « — I /'cos"-'x , —. dx := :—. I -; dx, sin'"^ {m — i)sin'"~'j; m — \j sin"'^^.r
/dx I m+ n— 1 r dx
sin"j7 cos°j7 [m — i)sin"'"':ccos"'''a7 m — i j sin'"~^j:cos''.r'
/dx I m + n — 2 r dx
sin'"a; cos".r (re — ijsin^^'ar cas"~'x n — i J sm"'x cos"~'a?
Les formules précédentes deviennent illusoires dans le cas où les dénominateurs /n— I et n— i sont nuls. On devra dans ce cas avoir recours aux formules (A) et (B) qui donnent
/sin"'r , sin"'-'ar fsin''-'xdx dx= h , cos.r m — I J cos^
roos".r , cos"""'.r rcos"~'xd.
—, dx = h j ; smj; n — I J sinx
dx
I —, ax = h I ; —
J sxnx n — i J sinj;
L Cale, in t. 10
L'application successive des formules précédentes permettra de réduire dans tous les cas les exposants de sina; et de cosa;, en ramenant l'intégrale 1 sin'"j: cos". rdx à l'une des suivantes
j dx = .T, ■=. .
1 da:sinx = — cosx,
I dx cos *• = sin x,
/* dcos^ .', X ,' — lang V X
/dx (^ dx , (t. x\ , (t.
J* dx r dx ,
—. = 2 I — . r=; lianex, sin^cosa;- j sina^ °
/lang-.r,
dx sm X ,
cosa:
('cosxdx
l sin:
sîn^c
85. En appliquant la formule (B) au cas où l'exposant n se réduit à zéro, on obtiendra l'intégrale 1 siQ'"xdx dont l'expression générale est, en supposant bien entendu l'exposant m entier, lorsque m est pair et égal à 2k,
/. i , cosx r . ,, 2/1—1 . ,, (2/1— I (2A-— 3) sin'^xdx = j- sin'*-'.r H , sin^' 'a; + f— j ^7— 5 t\ 2/r L 2/(— 2 (2/1— 2) 2/i— 4)
— sm'*~'J:: +. .
^ ' sin.r H y^ ï— ^ X,
et, lorsque m est impair et égal a 2k-\- \,
A- — 2 ^""^ j^ 2.4.. .2/r sina: r . ih ,. , 2.4...2A
/, . , sina: r . 2A- ,, , 2.4...2fr 1 .
2/f + iL 2*-— I i.3...(2/r — i)J
86. L'application répétée de la formule (C) donnera, en y supposant m = n, dans le cas où m est pair et égal à nk,
r . , tang»* 'a: tang'*-'j; , u , .,
I tang^'ar dx — — ^— ^_ +...-+-(— I )*- ' tang.r -h{—iYx,
et, lorsque m est impair et égal à 2^ + i,
tang='+'xc?a?= — 5 ^ H. . .-f- — i *^' — 2 ^ _ , t+i /eos^.
On trouvera aussi
/dx , a;
I ■ , =— cota:, J sm'.r
/' dx cos.r , ar
-T—— = r- h- log tang - 5 sin^x 2 sin'.r ° ° 2
J sm'x 3 \sin^x /
r dx I / I 3 \ 3 , X
I -T-T- = — 7 cota: — ^ 1 : + ô log tang
J sin^a: 4 \sin'a? 2Sin.r/ 0 " "2
et ainsi de suite; •
/co^ = '°s^"8(i + f)'
r dx
I — — = tangar,
/dx sina: , [ti x\
— — = h log tang 7 + - »
cos-'a; 2 ces-' a; ° " \4 2/
r dx' ï / I \
I r- = n tanga; ; 1- 2 ,
J ces' a: 3 ° ycos'x /
r dx 1 / I 3 \ 3 , fi: x\
et ainsi de suite. ^
87. L'intégration des différentielles de la forme sm'" x c.o&" x dx peut, dans des cas très-étendus, se faire plus simplement que par l'application des formules de réduction. Si, par exemple, l'un des exposants w et n est un nombre entier positif et impair, l'autre étant quelconque, l'intégration directe est très-facile. On a en effet
|sin"'a: cos'""^':r rfj: = I sin"a7(i — sin-a:)''rfa:cos^,
et, en développant la puissance de fi — sin'' j?), tous les termes deviennent intégrables à l'aide de la formule
• „ j sin/'^'x smi'x cosx ax =: ;
on intégrerait de même
cos" X sin^'"'^' X dx en la mettant sous la forme
cos"jr(i — cos .r)'" s'mxdx.
COS'X
I -f- lang'a; cos'""''"x = {i + lang=x)'', et l'intégrale devient «
' tang"'a:(i -+- lang'jr)''"' É?langx; et, en posant tanga;
^"(1 + z-y -'dz,
qui s'intègre immédiatement.
89. Il est commode, dans un grand nombre de cas, d'exprimer les puissances de sina^etde cos a; en fonction des sinus et cosinus des multiples de x, de manière à n'avoir plus, dans l'expression réduite, que les premières puissances des lignes trigonométriques.
On a (1,385)
, , . , 2.2/1 ( 2 A- — i) , , ,. (?.cosa:f' = 2COS2/f .r -+- 2.2/. cos{2/. — 2)5; h cosi, 2/1 — 4):r •
2/f(2/,- — l)...(fr-(-l)
(3COS.r)'*+' = 2COS(2/f + i)ar + 2(2^- + i)cos(2/r— i).r -t-. . .
-+■ 2 ^ r cos^,
et par conséquent
I rsin2A-.r sin(2/i- — 2).r 2/»(2/r — i) sin(2/.- — 4).r
/, I rsin2A-.r , sin(2/i- — 2 cos-^xax=: — r— 1 1- ^k -, 2-*-' I 2/1 2/r — 2
■îk(2k—i)...{k-4-i)
I cos=* ' X
, 1 r'sin(2/(-H-i).r , , ^ s\n(ik—i)x dx=--\ W '- +[->.k + \]
2* I ik -\-\ ' ^' ' 2/t- — 1
{2k + i){ik—t) sin(2^-— 3)x
On trouverait de même
sin'*.r </x = -r-^ 7 -2/1-
i)'Tsin2/i.r , sin(2A^ — 2)x 2/f (aA- — 1) sin(2A- — 4)^
^j^ 2k [2k — i). . .{k -\- 2) sin2^
,. 2k [2k — i). . .{Il -\-\] X
.f/r + i) xl /^ 2J'
is\n''-^'x
•Ix :
-'- ces
On peut aussi simplifier certaines différentielles en décomposant ^\nmx el cos7n.r en produits.
On a trouvé (I, 404)
sinfa/f + i)^=:^C'sin^(sin-a: — sin' -,— — l(sin'.r — sin' — >— ^^ — )•• (sin'jr — sin' -7^" — \, \ 2/r + i/\ 2/1-1-1/ y 2k-\-\}
C étant une constante aisée à calculer. On a en effet
sin(2Ar 4- 3)j:= 2 sin(2/i-M)a; cos2x — sin(2/c — i)x
= 2sin(2/i- -I- i).i{i — 2Sin'jr) — sin (2/r — \)x.
et par conséquent, si dans le développement de s'\n{2k + j)x le coefficient de
sin^**'a; est C dans celui de sin(2^ + 3)x il sera — 4C', et comme pour A; = i ,
sinSx =: 3 sinar — 4sin=^,
il en résulte, quel que soit k,
par conséquent
sinfa/r -t- i).r = ( — i)'^'* sinx ( sin'.r — sin= —j-^ — | (sin'.r — sin- — ; )• • •
A-TT
et comme on a
sin'.r — sin-a = cos'a — ces' a:,
sin(2/r + 0ar = a''sin^(cos'a:— cos' -r- — 1 (cos^a: — cos= — ; 1 ■•( cos'.r — ces' ,'
^ ' \ i/f-^ij\ -i/f + il \ 2/1-1-1
on a aussi
sin9./i-^= a'* ' sinar cosa: (cos'a; — ces' -^1 ( cos'.r — ces' — r ) • • •
:(cos'^
XI cos'^— ces'
Il suffit, pour le démontrer, de remarquer qu'en vertu de la formule précédente et
de l'identité
sin?. A" a; = ?, sin(2^ — i)x cos^ -f- sin(9./f — 2) a:.
S'il est démontré que sin(aA — 2)x est exprimable par une fonction de la forme sinxF(cosa;), F étant une fonction entière de degré ak — 3, sin 2^0; sera exprimable par sina;F| (cosa?), F, étant une fonction entière de degré ik~ï. On peut
donc écrire
sJnaA- j: =: si|>a:F, (cos^),
et comme les racines de l'équation
sin 2 /r.r
sin^ sont
cosar = ±cos — Tî
cosa;=rt CCS — r»
, (/r-i)7r cosa; = ± ces ; ?
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on aura
sin2
kx:= C, s\ax cos,r ( cos';r — cos' — V ) icos-x — cos'— 4^ 1 • • • X cos':c — cos- j — •
On trouvera eutîn d'une manière toute semblable, et quel que soit l'entier m, pair ou impair,
/ t: \ / 3t: \ r (im — i]t,"\
cosmr =: 2'""' cosar — cos cosx — cos — • • • • cos*- — cos — .
\ 2/n/ \ 2m/ |_ im J
90. Les formules précédentes permettent de décomposer les fractions de la forme
005/" .r cos'':c cos-'' a:
cosnx smi.nx sin(2«-i-i]a:
en fractions plus simples. En supposant dans la première n >/>, dans la seconde 2/i >>^ 4- I, et dans la troisième 2/t >/>, on a
sm ^ — cos'' ■
cos/'a; i ■^^ , , 2« in
COS a; — cos
cosnx M ^ ^ (2^--i-i)7r
in
— X / — f U->-i cin^ cos • — ' -*-
— . — > (— i)'+'sm' —
<.nx insmx ^^ in
sin2raj7 2«smx ^mà ■ ' m m \ Icii Irr^
cosa? — cos^ — cos.r + cos —
= ■— — --. — > — !)/'+' sm-
>.n + i)x {in + i)s\nx ^d ^ 2/1 •+• i
cos'
r ' ^ (-iK-^' ~i
I cos :r — cos cos a: + cos I
Si les inégalités admises n'étaient pas satisfaites, on pourrait toujours remplacer dans les fractions considérées le dénominateur par le produit qui le représente, cl, laissant de côté le facteur sinx, effectuer la division du numérateur par le polynôme en cosa?, de manière à décomposer l'expression en un polynôme entier multiplié
par -7—1 plus une somme de fractions simples de la forme — — ; 1 ; •
'^ &mx '^ '^ s\nx[a + bcosx)
L'intégration d'une différentielle de la forme
/COS/'ar cosnx
dx
se ramènera, d'après ce qui précède, à une somme de fractions simples, telles que
dx
ces a + cosar
dont l'intégration est facile.
On a en effet
X + a. X — a ces a + cosa: = 2 ces ces ?
. X -\- OC X — « . X — a X -\- a. sino: = sm ces sm ces 1
et par conséquent
. X — a. X + at. . X -h a x — a , , sin ces — sin ces
dx — fIX 2 2 2 2
cosa -f-COSJi; 2 sin a
/ X + a\ l X — «\ cos^-^-jcos(^---)
et
, ces ' I 4- tang - tang -
dx I . 2 __•__/ 2 2
cosa + cosa: sma x -\- a. sina x a.
CCS I — tang - tang -
= -. — sect. hyp. tang - tang -
sma •'' \ "2 * 2
92. Les différentielles de la forme --^-'- dx se décomposent en fractions simpies, telles que
sina; (a + hç.Q%x]
dont l'intégration est facile. On a en effet identiquement
6' sina; a — bzQ%x
sina;{a + 6cos.r) (a^ — '^^[(a + 6 cosar) («=—6») sina;
et par conséquent
Ç dx _ — * r h%\nxdx a Ç dx b^ rcosxdx
J sina;(a + 6 cosa;) "^ a-~ b' j â+'bcosx a'—b'J sina; d'—b'J sina;
-A.^^ l[a + b cosa;) + -^-^, / tang f + ^
smx — X cos.r, \smx dx z^ix sin^ — f.r' — 9.) cosx.
93. L'intégration par parties permet de réduire successivement les différentielles de la forme x"" ûwxdx, x'" cosjcdx, x'" a'' dx, on a
I x"' sin X dx = — x'" cosar 4- m j x""^' cosx dx,
fx.cosrdx = x^sU.x-mfx^^'s.nxdx,
x"" cfdx z= — — 1 x"'^-' a' dx.
Lorsque m est entier, l'application répétée de ces formules ramène les intégrales cherchées à l'une des suivantes :
I sinxdx:= — cosa:, / cosjrrfa? = sina;, ja'dxz^r-- On trouvera par exemple :
1 xs'inxdx^: sir / .r=.sir
/x3sin.rf. = (3.= -6)sin.-(.-6.)cos., I x' sinxdx = (4^'— 2^x) sin^ — {x'— i-ix^+ 3.4) cosar,
et ainsi de suite;
I X cosar dx = cosar + x sina:,
I x'cosxdx = 2a:cosar+ (a;'— 2)sinx,
/ a:'cosa:rfa: = (3ar'— 6) cos.r + (x^— 6a:) sin. r,
1 a:' cosx dx = (4-^' — 24ar) cosar + (a;* — i?.ar^+ 24) sin. r,
et ainsi de suite.
94. Parmi les formules analogues aux précédentes, nous citerons celle qui permet d'abaisser l'exposant n dans l'intégrale
/xdx sin'x On a
d nxcosa: + sina: «'ar sin'a:— re (n + i)a:
dx sin"+'j? ~~ sin"+»a? '
Cale. int. I I
et par conséquent, en intégrant les deux membres et transposant,
/xdx nx co?,x -\- s\ï\x n r x dx
sin"+'ar n{» + i^in"+'x n + ij sin"x'
■^^„+,^ se réduira, suivant
/x dx • ■ • »
- — 1 qui -n'est pas exprimable explicitement, ou a
/— := — arcota7+ I cotarrf.r =3 — xcol.5? 4- /sinar. sin'.r J
On trouverait de mênie
/xdx «a;sinar— cosa; n r x dx
cos"'*"'a7 n{n + i) cos"+' a; n + i J ces"*- '
par laquelle l'intégrale pourra être réduite, dans le cas où n est pair, à
X dx
= X lansx + / cosar.
ces' X ^
On a par exemple :
'xdx
et ainsi de suite; ' X dx
= — .r cot.r + ^ sina:, sin'x
xdx sinar'+ aarcosx 2, , • ,
— = 7^-^—, :;r (^COla^ — I Sinx),
sin'ar Dsin'a: 3
xdx sinar + 4^cosx 4 sinx 4- 2.r cos.r 8 , . i ■ \
sin^x 2osin'ar 5 osin'x i5
CCS- 37
X langj; + l cosx.
/xdx 2.rsin.r — cosj? 2, , ,
• — -— = 7i -, h ô (artangx + /cos.r), ces* X b cos'x 3
/xdx 4-^sinar — cosa: 4 2a:sina; — cos.r 8 , , , , ,
cos'x aocos'J? 5 bcos^a: i5
et ainsi de suite.
95. On peut réduire par décomposition les différentielles de la forme
cosnxdx cosnxdx
cos''a^- sin''j:
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cos nx 2 cos ( « — I ) .r C03 ( w — 2 ) .r
cos''.r cos''^'^ ^ cos''jr
cos nx 3 sin [n --\)x ros( n — i) x
sin^A-
sin''-'x
sin ''a;
et par conséquent
rcosnxdx r co«,(n — \) X dx /*cos(n. — o.) x (
cosPx J cosf-'x J COS/'^F
/ cos nxdx rsin{n — \)xdx rcos{n — 2)
sin/'j; ^ J sin''-' a: J sïni'x
sin/'a; On trouvera de même
/s'innxdx P s'inin— i)x , Ç" siT\{n~ i)x
cosi'x J cos''-'.r J cosi'x
/sinnx rcos{n — i)x . l'sinl n~ i)x ,
sini'x J sin''-'.r j sin''j; '
et l'application répétée de ces formules facilitera l'intégration des différentielles auxquelles elles se rapportent, en les réduisant à d'autres de même forme et de plus en plus simples.
96. La méthode d'intégration par substitution peut aussi s'appliquer avec succès aux fonctions transcendantes.
Toute différentielle de la forme
F (sinjT, cosa;) dx,
dans laquelle F désigne une fonction rationnelle, peut être rendue rationnelle par rapport à x. Si l'on pose en effet
lang- X ^=: z,
OD a
sma:
cosj; = —
dx
dz
et la substitution de ces valeurs rendra la différentielle rationnelle par rapport à z.
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97. La méthode précédente est générale, mais on peut souvent recourir à d'autres artifices plus avantageux.
Soit, par exemple, la différentielle
dx
asin'x + bcos-x
On peut l'écrire
dx_
aung^x + b'
et, en posant
tanga? = z,
elle devient
dz
az' + b'
qui s'intègre aisément.
La différentielle
dx
a + b ces a:
s'intègre de deux manières différentes, selon l'ordre de grandeur absolue des paramètres a etb : lorsque ^ est en valeur absolue moindre que l'unité, on peut poser
T = cosa, et l'on a
r dx _ I r dx
J a + bcosx~bJ cosa + cosj?'
et l'intégrale a été donnée (91). Elle s'applique à tous les cas; mais il vaut mieux ne pas l'employer lorsque cosa est plus grand que l'unité, parce qu'alors « est imaginaire.
Lorsque t surpasse l'unité, on peut poser - = cosa, et l'on a
dx 1 dx
a+bcosx a i + cosa cosa:
Mais
I i + cosacos^ 1 + cosa cosa;
-t- cosa cosa? (i + cosa cosa.)' i + 2 cosa cosa; + cos'a cos'a;-
I + cosa cosa; 1 + cosa cosa: _ (cosa + cos.r)'
'cosa-f-cosarl^+sin'asin'a; sin'asin^a; '
(cosa + cosa:)'
mais on a
, sinasinar . i + cosacosar ,
a = sin a clx ,
cos«4-cosx (cosa + cosa;)'
par conséquent
/dx I sinasina; 2 . f . ^ « = -: — arc tane = —. — arc tang lang - tang i4-cos«COsar sina cosa + cos.r sin« \ ° 2. "1
L'expression plus générale
dx
a + b cosa; 4- c sina:
se ramène aisément à la précédente. En faisant
-=COta,
elle devient en efl'et
dx
a + )/b- + c' cos(.r — a) et en posant x — a = z, on rentre dans le cas précédent. 100. Citons encore les deux formules
r dx
J sina + sina;
. x-\- X sin
ces a X — a cos^ ■
/——--; -. — = — — arc tang tang ( 7 + - ) lang ( 7 — - ) U
qui peuvent se déduire des précédentes ou s'obtenir directement par des moyens semblables.
La différentielle
dx
[a H- bcosx]"
peut s'intégrer par des réductions successives. Posons en effet
/dx Asin^c /" B-f-Gcosx ,
[a + bcosx)"~ {a + bcosx)--^' J {a + bcoux)"-' '
A, B, C étant trois constantes, que nous déterminerons de manière à rendre les deux membres identiques. En différentiant les deux membres de l'équation, et
idenlifiant les résultats, on trouve
1 = Acosa;(a + 6cosx) + (« — i)Afesin-.ï- + (B + C cosx){a + b cos.r);
en remplaçant sin'-a; par i — cos^o;, et remarquant que l'équation doit avoir lieu quel que soit cosa;, on en déduit
(« — i) A6 + Ba = i,
Aa + Bb + Ca = o,
A— (« — i)A + C = o, et par conséquent
A—- T- -; D=— nr' t,=
a'' — b^ Il — i b^ — a}
et la formule de réduction est
/dx I h sina^
[a-\-b cosa:)" n—id'—b^[a + b cos^ )"-'
I I r{n — i]a — {n — 7.)bcosx .
n—i a'—b'j [a + bcosxf-'
On a d'ailleurs
(n — \) a — [n— i)b cosx —(n — 2) (2/1 — 3)a
{a + bcQsx)"-' [a + b cosx)"-' [a + bcosx]"-'
et la formule devient
dx bsinx n — 1. C dx
r dx fcsinj; n — i Ç
j {a + bcosx)" "~ ~ (« — i'H»'— b') {a + b cosj?)"-' "^ (« — i){a= — 6=) J (a + b cosa; )"-'
(2/1 — 3) a r dx
{n—i)(a' — b')J(a + bcosx]"-'^
et par l'application répétée de cette formule, quel que soit l'exposant entier n, on le ramènera à l'unité.
On trouve ainsi
/dx isin:r n r dx
{a + b cosa;)' ~ {b'— a'){a -\- b cosx) a-— b' J a -h b cos^
r dx I r{b'—à-)bs\nx Sabslnx H 2a' + b' Ç dx
J [a + bcosxy ~~ (6- — a-]' \_2{a+bcosx]' a{rt + 6cos.r)J 2(6' — a'fj a + bcosx
et ainsi de suite.
L'intégrale
/dxcoix ^cosnx
peut être ramenée, comme il suit, à celle d'une différentielle rationnelle. Considérons la différentielle
(cosx + ^— I sina;) dx
y/cosna:
et posons
cosa? ■+- \J — I sin;r '^cosnx on en déduira
cosnx -h J — isinn^r ,
= I 4- J— i Unsnx = n"
cosnx * "
tangrex = v^— 1 (i — f<"), ndx{\ + tang^nx) = — nu"~' y/— i du, ^^^-sl—.w-'du
dx =
lU" — M'"
— V^ — I du
l'expression .
Udx :
(cos^ + v^— I sina:) dx
ijcosnx est donc transformée en une différentielle rationnelle
On devra, après l'avoir intégrée, remplacer u par sa valeur, et le coefficient de I sera
y cosnx
Soient encore les différentielles
ces px dx cosnx
s\n pxdx cosnx
où n et/? désignent des nombres entiers. La première est la partie réelle et l'autre le coefficient de V— i dans
cospx -h \/ — I sin/>ar .
cosnx
On a identiquement, en multipliant les deux termes par cosnx+ \/—i sinnx,
cosp.v + \/ — I siny?^ cos{p + n)x+\/ — i sin{p + n)x
cosnx , _|_ cos -2 wa: + v' — isina/ia:
Si donc ou pose
cosa: + v'— I sinar = z,
dx{ — sin.r + y'— • cosa^) =z \/—t d.r = dz, on aura
cospx -h ^ — I sin/>^ , OidzzP-*-"
cosnx ~~ z v'^(n-z-")'
et le calcul est ramené par conséquent à la recherche d'une intégrale rationnelle.
104. Un artifice analogue permet d'intégrer les différentielles
CCS px dx
s\nnx
s'\n pxdx sinna:
qui se déduiront évidemment de ,
/cospx -+- y/ — I s'mpx , sinn.r
Or on a, en multipliant par cosna; — s/ — i sinna;,
cospx + v'— I sin px — [cos(p — n)x -h ^—i s'injp— n)x] \/— i
sin«.r I — cos2«.r -I- y/— I sinanr
Si donc on pose
cos.r -t- y/— I sina: = z, et par conséquent
, dz
dx =
on aura
cospx -h \J—i sinpx . — z''-"dz z '">-"-' dz
sinnx ~~ / i \ ~ i — z"'
et l'intégration est ramenée par conséquent encore à celle d'une fraction rationnelle.
SUR L'IMPOSSIBILITÉ DE CERTAINES INTÉGRATIONS
105. Le nombre extrêmement, limité des différentielles que l'on sait intégrer ne s'est pas accru d'une manière notable depuis les premières études sur le calcul intégral, et tout porte à croire que la plupart des intégrations sont impossibles à l'aide du petit nombre de signes analytiques choisis pour représenter les fonctions arbitrairement nommées fonctions simples. Plusieurs Géomètres, en étudiant cette question, ont obtenu des résultats remarquables dont les plus simples font l'objet de ce chapitre.
Théorème d'^bel.
106. En désignant par y une fonction algébrique de la variable x, c'est-'a-dire une fonction définie par une équation rationnelle
si l'intégrale
•dx
est elle-même une fonction algébrique de x, elle est exprimable par une fonction entière de y dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de x.
Admettons en effet, ce qui évidemment est toujours permis, que la fonction Ffx,j) = o, qui définit la fonction r, soit irréductible, c'est-à-dire du moindre degré possible par rapport à j, posons
^ydx.
y désignant une fonction qu'il faut considérer comme parfaitement déterminée entre les limites de l'intégration et qui devra être distinguée par des indications suffisantes des autres solutions de l'équation (i).
Admettons qu'il existe entre x,y et u une relation algébrique
Catr. itit
que l'on peut toujours, comme on sait, supposer rationnelle et irréductible par rapport à u.
On en déduit
(3) ^ ^il^ + 'll^~o;
dx dy dx du dx
l'équation (i) donne d'ailleurs
^^' dx dy dx
En éliminant entre ces deux équations la dérivée -j- et remplaçant --r- par sa valeur y, on obtiendra une relation de la forme
L'équation (2) étant irréductible, il résulte d'un théorème bien connu d'algèbre, que les équations (2) et (5) ne peuvent être satisfaites par une même fonction u, sans que toutes les solutions de (2) satisfassent également à l'équation (5). Mais j étant toujours la fonction déterminée de x dont l'intégrale est représentée par u, si u^ désigne une racine quelconque de l'équation (2), on aura
et par conséquent
rfcp ddf dy d(o dUi
dx dy dx du, dx
L'équation (5), à laquelle satisfait «,, équivaut à
d(f rfcp dy dcf
dx dy dx du, ' '
dont la comparaison avec la précédente donne évidemment
du,
dx
Toutes les racines de l'équation (5), et par suite celles de (2), ont donc même dérivée par rapport à x, et par conséquent deux quelconques d'entre elles ont une différence constante. L'une de ces constantes étant considérée comme connue, on peut, en l'introdufsant dans le calcul, abaisser le degré de l'équation (2), qui, contrairement à l'hypothèse, ne serait pas alors irréductible, et il faut, pour échapper à la contradiction, qu'elle soit de premier degré en u.
107. La seule forme possible de l'intégrale u est, d'après la démonstration précédente,
/, et/i désignant deux fonctions entières de x et de y. Quelles que soient ces fonctions, l'équation
à laquelle satisfait y, permet de transformer l'expression de u en éliminant/ de son dénominateur.
Soient y,, y., j„ les diverses racines de l'équation (i) et j, celle à laquelle
se rapportent l'intégration et la forme de l'intégrale que nous étudions, on aura
_ f,(x. r, ) _f,{x,x,)f,{x,Xi)-- • M^^Xn)
^ fA^, r')~~ f'i^, r')fA^> r-')- ■ ■ fi^^' r-}'
et le dénominateur, fonction symétrique de y,, y.,,..., y,i, est exprimable rationnellement en x; quant au numérateur, on remarquera, pour le transformer, que J2. ya,-.., y„ sont les racines de l'équation rationnelle
dont les coefficients contiennent x ely,. Le produit
peut donc s'exprimer en fonction entière de x et dey,, et, par conséquent enfin, u est une fonction rationnelle de x et de y^ entière par rapport à j, . Il est clair d'ailleurs que si l'équation (i) est de degré n en j, on pourra s'en servir pour éliminer de u, y" et les puissances supérieures de y qui se déduiront de l'équation (i) elle-même et de celles que l'on obtient en la multipliant par y, y-, j'
en sorte que la seule expression possible de l'intégrale u est, lorsqu'on la suppose algébrique,
Po, P|,. ., P„_, étant des fonctions rationnelles de x que l'on pourra chercher par la méthode des coefficients indéterminés, qui, dans l'immense majorité des cas, montrera l'impossibilité d'une intégrale algébrique.
108. La démonstration précédente suppose essentiellement la présence de la fonction j dans l'intégrale que nous avons désignée par u, et il ne semble pas, par
conséquent, qu'elle puisse rien apprendre sur la forme des intégrales exprimables en fonction de x seulement; mais cette difficulté n'est qu'apparente, et un peu d'attention suffit pour le montrer. Lorsque l'on a, en effet,
on peut, d'une infinité de manières, déduire de ces deux équations une relation entre 07, j et u, et comme cette introduction de j peut se faire sans changer le degré par rapport à u, la condition d'avoir une équation irréductible par rapport à cette inconnue, c'est-à-dire de moindre degré possible, peut évidemment être remplie pour une relation de la forme qui a été admise dans la démonstration précédente.
Considérons, pour premier exemple, l'intégrale
' dx
rdx
égale, comme on sait, au logarithme Népérien de x, et cherchons, s'il est possible, de l'exprimer algébriquement. Comme on a ici
l'intégrale u, si elle est exprimable algébriquement, doit être, d'après le théorème précédent, une fonction rationnelle de x, et l'on doit avoir par conséquent, dans cette hypothèse,
<f{x) et f{x) désignant des fonctions entières de x : une telle identité est évidemment impossible. Si l'on y suppose en effet x infini, on voit que les deux membres
O i jc\ • ■» •
ne peuvent pas être des infinis de même ordre, la fonction ^r- > devenant infinie
avec X, est, en effet, au moins comparable 'à x, ei Ix est infiniment plus petit.
110. La démonstration précédente suppose que l'expression de Ix soit applicable à toutes les valeurs de x. On pe.ut se demander s'il est possible qu'elle soit exacte entre certaines limites seulement, mais une telle supposition n'est pas admissible. Si l'équation
était exacte en effet pour les valeurs de x comprises eutre deux limites données, les
dérivées des deux membres seraient égales, et l'on aurait, entre les mêmes limites,
Cette équation algébrique, ayant lieu pour un nombre infini de valeurs de x, est nécessairement identique. Les deux membres de (8) ont donc même dérivée, quelle que soit x, et diffèrent par conséquent par une constante, qui, évidemment, est ici égale à zéro.
Soit, en second lieu, l'intégrale (lo) idx"^X
X désignant une fonction rationnelle de x. On a, dans ce cas,
et si l'intégrale est algébrique, on aura (107)
(12) Çdx 7x = p„ + p, 7x + p. (7X)= + . . . + p,,,-, (7x )"•"',
Po, P|,---' P/H-i étant des fonctions rationnelles de x.
On peut prouver que toutes ces fonctions sont nécessairement nulles à l'exception de P,.
L'équation (12) donne en effet, par la différentialion, en y remplaçant yX par/.
dK
" dx
, dP,
+ ^' dx
dx
dx
déduit
de (11)
dr
dx~
dX dx
iny"- '
l'équation (i3) fournit une relation rationnelle entre x et y, qui, d'après un tbéorème bien connu d'algèbre, doit admettre, quand on y considère y comme inconnue, toutes les racines de l'équation (i 1). On a donc le droit d'y remplacer _/ parja, a étant l'une quelconque des racines m'""" de l'unité, et l'on aura par conséquent, en intégrant les deux membres après les avoir multipliés par dx,
« I jrf^ = P. + P, «)•-+- P, a\r' -f . . . -f- Pm- , a"-')-"-';
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multipliant par a'"^' et faisant la somme des équations analogues relatives aux
m valeurs de a, en remarquant que, pour toute valeur de p inférieure à m, on a
nous aurons
(i5) m I ^dx = mV^y,
et, par conséquent, tous les termes du second membre de (12) sont nuls, à l'exception du second P, j.
112. M. Liouville, qui a obtenu le. résultat précédent, a prouvé en outre que l'intégrale supposée possible sous la forme trouvée, peut être ramenée à ne contenir pour inconnue qu'un polynôme entier.
Reprenons l'équation
(i6) (""^/Xdx^P/'^X,
où X et P, représentent des fonctions rationnelles de x. Posons
M et N étant des polynômes entiers, on a
Vn 7mF^ 7t'
On pourra poser de mémo
7T ô étant une fonction rationnelle de x. Soit donc
M et T étant deux polynômes entiers donnés, et 0 une fonction rationnelle inconnue.
On trouve par la différentiation, après avoir chassé les dénominateurs,
l ) MT — T — — — 9 -— •
' ' dx ni dx
En considérant dans cette équation Q comme inconnue, on peut prouver que les
seules solutions rationnelles sont entières. Supposons en effet
U et V étant des polynômes entiers. Nous ferons voir que V ne contient pas .r, en démontrant qu'il ne peut être divisible par aucun facteur linéaire de la forme (x -h a). Posons en effet, s'il est possible,
W étant, bien entendu, un polynôme non divisii)le par^r-ha; nous aurons
rfe aU Wj-uw'
et l'équation (17) devient
(18) W'MT(x + «)« = -;^^^^ + (WU'— UW')T- -UW?-
{x -i- a) m dx
Cette équation prouve que le produit TUW doit être divisible par x -\- a, et comme ce binôme ne peut diviser ni U, qui est premier avec V, ni W, il est nécessaire qu'il divise T. Faisons donc
R étant premier avec x + a.
On aura
^ = (" + '^)^rfï+/^^(" + '^)'' •
En substituant les valeurs de T et de -^ et divisant par [x -+- ay, l'équation (18) devient
* m dx \ m / X -h u
égalité absurde, car elle exige que UWR soit divisible par a: + a, qui, d'après nos suppositions, ne divise ni U, ni W, ni R. Il est donc enfin prouvé que l'intégrale
Mdx
OÙ M et T sont des polynômes entiers, si elle est exprimable algébriquement, est nécessairement de la forme
6 étant un polynôme entier.
Le degré du polynôme ô doit être, lorsqu'il existe bien entendu, inférieur d'une unité à celui de M. On doit avoir, en effet,
de di
M dx \ dx
et si dans cette équation on fait croître x indéfiniment, on voit que les deux
dT
membres ne peuvent être de même ordre que si -,- et 0 -^r-f tous deux évidem- '^ ' dx 1
nient de degré inférieur d'une unité à celui de 0, sont de même degré que M.
D'après cette remarque, la méthode des coefficients indéterminés permettra de
trouver l'intégrale, si elle est algébrique, ou de prouver qu'elle est impossible
sous cette forme.
Cherchons, par exemple, si
dx
est exprimable algébriquement.
L'intégrale algébrique, si elle existe, doit, d'après ce qui précède, être de la forme
ax' -\- br'' -T- ex -h d
\/i -+- x" et l'on doit avoir
3aar'+56a? + c 2 a:' ( ajr' + 6ar' + cr -+- </)
et
, , , ix^iax'' +hx''-\- ex -^ d) I = iax^ 4- ?.0T + c — ■ ^ -,
égalité évidemment impossible, car elle exigerait qu'un polynôme de troisième degré fût divisible par i -|-ir*.
Intégrales exprimables par les fonctions algébriques et logarithmiques.
114. Quelles que soient les fonctions algébriques désignées par t, u,v,...,w, la différentielle de
/ + A log M + Blog (^ -t- . . . + Clog w,
où A, B,..., C représentent des constantes, est évidemment algébrique. L'équation
/ ydxi^ t -\- AlogM +Blogf +. . .+ Clog«',
où V, t, u,...,w sont des fonctions algébriques, est possible, par conséquent, dans un nombre infini de cas.
Abel a prouvé que, lorsqu'elle a lieu, t, u, ç,...,w sont toujours exprimables rationnellement en fonction de oc et y, et par conséquent (107) en fonction entière de j.
Quelles (|ue soient les fonctions t, u,..., w, on peut toujours trouver une fonction algébrique X telle, qu'elles puissent toutes s'exprimer en fonction de x, de y et del.
t,u, v,...,w sont en effet chacune racine d'une équation rationnelle qui la lie à oc, et l'on formera, par la multiplication de ces équations diverses, une équation nouvelle à laquelle toutes ces fonctions satisferont. Si l'on pose alors
c, c',..., c'" étant des constantes, on pourra, par un théorème connu de Lagrange, exprimer en fonction rationnelle de X et des coefficients de l'équation, toute fonction semblable des mêmes racines, et par conséquent toute somme formée comme X, en multipliant ces racines par des constantes inégales, et l'on obtiendra ainsi des équations du premier degré en nombre suffisant pour calculer /, u, v,..., w.
La fonction X sera racine elle-même d'une équation algébrique dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de x. Supposons plus généralement qu'ils contiennent x et j. Soit V = o cette équation et [j. son degré. Si l'on différentie l'équation
(>) lydx ^t + AlogM H- Blcgf -H. . .-I-Clogw
après avoir réuni tous ses termes dans le premier membre, on obtiendra une équation
ip =:0.
Cnlr. iiil. l
(f, étant une fonction rationnelle de x, y, t, u,...,w, peut s'exprimer en fonction rationnelle de x,y et X, et si l'on suppose l'équation
Vz=o irréductible par rapport à X, l'équation nouvelle
devra nécessairement admettre toutes ses racines, et l'on aura, par conséquent, I y dx z= t + AlogM + Blogc -I-... + ClogH',
quelle que soit la valeur de X, pourvu qu'elle satisfasse à l'équation irréductible V := o, qui lui sert de définition.
Soient t,, t<,,..., t^, u,, u^,...,Uy, c,, v^,..,, v^j,,..., w,, çva,..., w^ les valeurs des fonctions t, «, ç', . . . , tv qui correspondent aux diverses valeurs de X. L'équation
j ydx=t + Alogu + 'B]ogv +. . . + C\ogw
donnera, pour le premier membre, qui reste toujours le même, p. expressions de même forme, et l'on aura, en les ajoutant,
fx I ydx=:^t, + 1, + . . ■+ tfi-h AlogM, Ui. . ■Uix + Blogf, f j . . C/, -t- . . . + Clogcv, w,. . .w^.
Mais, par la théorie des fonctions symétriques,
u, Ui. . . M,/, V, V,. . . Vjj.,
IV, (Vj . . . CV/t
peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de x et de j, et par conséquent si \ ydx peut s'exprimer par une somme de la forme (i), les diverses fonctions qui y figurent peuvent être remplacées par des fonctions rationnelles de x et dey.
1 15. M. Liouville est allé plus loin encore, eu prouvant que y étant une fonction algébrique de x, si l'intégrale \ ydx est exprimable explicitement sous forme finie à l'aide de signes algébriques exponentiels et logarithmiques, il sera toujours
permis de supposer
ydx^=t + AlogM + BlofCf' 4-. • .+ C logtv,
A, B,..., C étant (les constantes et t, u, v mc' des fonctions algébriques de x.
Nous nous bornerons à rapporter la démonstration relative au cas où l'intégrale est supposée exprimable par une fonction appartenant à la classe de celles que que M. Liouville nomma fonctions transcendantes de première espèce, et dans laquelle les signes relatifs aux opérations transcendantes (logarithmes et exponentielles) ne portent que sur des fonctions algébriques.
Soit donc supposé
\ ydx=f{x,e",e',..., log «',...),
U, V, ..,w,... désignant des fonctions algébriques de x, et le signe /une fonction algébrique des diverses quantités sur lesquelles il porte. Nulle relation algébrique ne peut évidemment exister entre x, e", r",..., logM^,..., car on pourrait sans cela considérer l'une d'elles comme fonction algébrique des autres et la supprimer, \ y dx
étant exprimable alors en fonction algébrique d'un moindre nombre d'expressions simples.
D'après cette remarque, si l'on trouve une relation algébrique, telle que
F(.r, ««, e',. ..,log«^...) = o,
elle ne pourra contenir e", e",... qu'en apparence, et devra être satisfaite indépendamment des valeurs de ces fonctions, c'est-à-dire quand bien même on les remplacerait soit par d'autres fonctions de x tout à fait arbitraires, soit par de simples lettres indéterminées.
Ce principe étant admis, on peut démontrer d'abord que l'expression de l'intégrale j ydx ne peut contenir aucune exponentielle. Soit, en effet, e" = 6, une des
exponentielles que l'on suppose devoir y entrer; et, pour la mettre en évidence, écrivons simplement
(3) j'rdx=cf[x,e},
la fonction <f{x,0) pouvant contenir algébriquement des exponentielles autres que ô et certains logarithmes qu'il est inutile de désigner explicitement. La différentiation de (3) donne
r=^'jx,e) + <f'g{x,6)ôu',
relation algébrique entre les transcendantes monômes que 9 [ce, 0) renferme, et dans laquelle on pourra, par conséquent, d'après ce qu'on a vu, écrire f/.9 à la place de d, (x étant une constante arbitraire. La nouvelle valeur de j qui résulte de ce changement doit être égale à l'ancienne, et l'on a, par conséquent,
<f'Jx, 1x9) -{- (f'^oi^' F-^)F-^"' = 9!,.(^. ^) -1- 9'o'^^' ^) «'S' et en multipliant les deux membres par dx et en les intégrant,
(4) (p(^, .ae) = 9(^,5) + c.
Pour chaque valeur numérique de fx, la constante C a une valeur déterminée, et l'équation (4). qu' est algébrique, doit avoir lieu, quel que soit 0 et indépendamment de sa liaison avec x; on a donc identiquement, en remplaçant G par ^ (fi,),
Dans cette équation, qui a lieu indépendamment de la relation qui lie xaB, on peut considérer x comme une constante, ainsi que les autres transcendantes qui n'ont pas été explicitement mentionnées. Posons, pour mettre cette supposition en évidence,
on aura
Dans cette équation, Q étant arbitraire, on peut le remplacer par l'unité, et l'on en déduira
etj par conséquent,
F{fxe)=:F(,a) + F(e)-F(.).
Il est aisé de déduire de cette équation la forme de la fonction F : en différenliant, en effet, par rapport à /j., puis par rapport à (5, on en déduit
Le produit BY' {0) est donc une constante C indépendante de la variable S, etF'(5)
est égal à -r.\ d'où l'on conclut
et en remplaçant Q par la valeur primitive e"
F(9) = Cm + C',
en sorte que l'exponentielle e" n'entre pas réellement dans la fonction F et la transcendante B n'entre pas réellement dans l'expression de / ydx.
116. L'intégrale explicite d'une fonction algébrique, lorsqu'elle est une fonction transcendante de première espèce, ne peut donc contenir que des logarithmes, et nous allons prouver qu'ils n'y peuvent figurer que sous forme linéaire.
Soit, en effet, 0 = lu un de ces logarithmes. Posons, pour le mettre en évidence,
(5; l ydx = o(x, Q).
On en déduit
équation dont le second membre ne doit plus contenir 0 qu'en apparence, car elle serait sans cela une relation algébrique entre les diverses transcendantes (115) qui n'en peuvent avoir. 11 est donc permis de remplacer Q par [j.-\- Q, ij. étant une constante arbitraire, et l'on aura
d'où l'on tire, en intégrant,
(8) 9(;p, f/. + 9) = 9(x, 9) 4- const.
Cette relation étant algébrique, elle doit, pour chaque valeur de u., avoir lieu identiquement; mais la constante peut changer avec u.. Posons C — ({'(f/.), et, comme dans le cas précédent, posons
en considérant x comme une constante, ce qui est permis, puisque la relation (8), étant algébrique, a lieu indépendamment de la relation qui lie x \\ 0. On aura alors
F(,x + 9) = F(9) + ^(^.), et en faisant 6 = o
pnr conséquent,
F(fx + 9) = F(/j.)-i-F(9)-F(o).
En différentiant par rapport à p., puis par rapport à ô, on en déduit
La dérivée F'(ô) est donc constante et F (6) de la forme
ce + c,
C et C étant indépendants de 9, mais pouvant renfermer a? et les autres transcendantes. Posons donc
Si l'on remplace, comme il est permis, 6 par 9 4- fx, on devra avoir
ydx = {e + ^)F,{x) + F4x),
et cette équation n'est compatible avec la précédente que si F, {x) est une constante.
Il est donc prouvé enfin que la transcendante 6 = logM ne peut entrer dans la
valeur lydx que sous forme linéaire et avec un coefficient constant A, en sorte
que l'expression de cette intégrale, si elle est possible explicitement par une fonction transcendante de première espèce, est de la forme
ydx = / + Alogi< + Blogf + . . . + Clogw,
A, B,...,C étant des constantes, et/, u, v,..., »> des fonctions algébriques. Il reste à
prouver, pour compléter la démonstration du théorème, que l'intégrale i ydx d'une
fonction algébrique ne peut être exprimée par aucune fonction transcendante d'espèce supérieure à la première.
117. Nous indiquerons suffisamment la marche à suivre dans tous les cas en faisant voir que cette intégrale ne peut être une fonction transcendante de seconde espèce.
En supposant, ce qui est permis, que les transcendantes monômes de seconde
espèce contenues dans \ ydx aient été réduites au moindre nombre possible, en
sorte que nulle équation algébrique ne puisse les lier ensemble et avec des transcendantes d'un ordre inférieur, on prouvera absolument, comme (115), que, m, désignant une transcendante de première espèce, l'intégrale \ ydx ne peut pas con-
tenir dans ses expressions explicites e"', et que si /m, y figure, ce ne peut être que sous forme linéaire et multiplié par une constante. Posons donc, s'il est possible.
i fdx= ti -(- Alogw, + Blogt'i +. . . + Clog(Vi,
t,, u,,..., w, étant des fonctions transcendantes de première espèce, et A, B,...^ C des constantes.
Or nous allons prouver que ces transcendantes prétendues ne peuvent contenir ni exponentielles ni logarithmes et sont par conséquent des fonctions algébriques. Soit en effet 9 = e", u étant algébrique, et supposons que Q figure dans les expressions de t,, u,,..., w,; posons pour la mettre en évidence
t,=f{x,B), M, = F(a;, 9), c, = cp(a7, 9),. . ., w, = ^[x,Q),
\- et, par conséquent,
l (lo) rrrf.r =/{.r, 9) + AlogF(^, 0)+... + Clog4/(a;,0);
on en déduit, par la différentiation,
F' {x,0) + Y'Jx, 6)6u' (.,) j=.f'ijr,e)+f^{x,B)9u' + A- ^^^ ■+....
Cette équation, qui ne contient plus de transcendante de seconde espèce, est nécessairement identique par rapport à 6. Elle permettrait en effet, sans cela, de considérer 0 comme une fonction algébrique des autres transcendantes de première espèce qui figurent dans (9), et d'en réduire par conséquent le nombre. Le second membre de (11) est donc égal à l'expression qu'on obtient en y remplaçant 6 par iJ.6, et si l'on intègre les deux membres de l'équation ainsi formée, on en déduira, en désignant le second membre de (10) par 7: (6),
ue) = t:(0) + const
la constante étant une fonction de^i, égale évidemment à 7r(|u,) — 71(1). On a donc enfin
et cette équation prouve, comme (115), que rr (6) est de la forme A-logS, k étant indépendant de 6; mais, d'après la valeur e" de 6, \ogO est algébrique, et l'exponentielle considérée ne figure donc pas véritablement dans l'intégrale.
Considérons en second lieu un logarithme et posons
iQgM = e,
u étant algébrique. Soit, s'il est possible,
(12) l'fdx=f{x,6) + X\0g¥{x, e) + Blogcp(:c, 6)+...+ Clog^{x, 0).
En différentiant les deux membres, on obtiendra encore une relation algébrique entre 0 et les autres transcendantes, qui, pour la raison déjà plusieurs fois indiquée, devra être identique par rapport à 6. On y pourra, par conséquent, remplacer 6 par p. -+- 0, et en intégrant les équations obtenues en égalant les deux valeurs ainsi formées par j, on verra qu'en désignant parTrfô) le second membre de (12), et traitant 0 comme une variable indépendante de x, on a
e) = 7rl&)4-C
la constante variant avec la valeur de fji, et devant être évidemment égale à
7î {p.) — n{o). Or l'équation
7r(a + e) = 7r(;ji)+7:(e)-7:(o)
montre que ^{d) est de la forme kd, k étant une constante; c'est-à-dire, d'après le point de vue où nous nous plaçons en représentant l'intégrale par n {$) une fonction de a: indépendante de 0, on aura
ydx — ke+fix),
k eif{x) ne contenant pas 9. Mais comme il est permis, d'après ce qui a été dit, de remplacer Q par Q -\- p/xX faut nécessairement que k soit une constante, et enfin 6 ne peut figurer qu'au premier degré et multiplié par une constante, il ne se trouve donc sous aucun signe logarithmique, et sa présence dans l'intégrale ne rend pas la transcendante de seconde espèce.
119. Lorsque l'intégrale d'une différentielle algébrique j «/a; est exprimable explicitement à l'aide des fonctions simples précédemment considérées, elle est nécessairement de la forme
ydx = < 4- Alogi< + Blogc + . . .-f- Clogw,
A, B,..., C étant des constantes, et/, u,..., wf des fonctions algébriques. Si l'on suppose que les logarithmes qui figurent dans le second membre aient été réduits
au moindre nombre possible, le rapport de deux des constantes A, B,..., C ne peut être rationnel. Si l'on suppose en effet
A = Br,
r étant rationnel, il en résulte
A loga 4- B logf = B log </«"■,
et l'on peut par conséquent réduire à un seul les deux logarithmes logu, logi».. Il est permis en outre de rejeter comme impossible toute relation de la forme
A« + B6 + . . .-!- Cc=:o,
a, b,..., c étant des nombres rationnels; on en déduirait en effet
Bft Ce
et par suite
i)dxr=t-^B\o^,\vu " j 4-...4-Clog\a'K "/ ,
et le nombre des logarithmes contenus dans l'expression de \ ydx pourrait, contrairement à notre hypothèse, être diminué d'une unité.
La formule
/ 4- A logM -I- Alogi' + ...-+- Cloga'
i ydx = ,
étant réduite, comme nous l'avons dit, au moindre nombre de termes possible, Abel a démontré, par des raisonnements analogues à ceux qui ont été rapportés (114), que chacune des fonctions t, u, t',..., tv est exprimable rationnellement en fonction de x et de j.
Imaginons, en effet, comme (114), une fonction X telle, que toutes les fonctions ^ m, f,..., «^ se puissent exprimer rationnellement en X, X et y, 1 étant une fonction algébrique et satisfaisant par conséquent à une équation dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de x. Nous les supposerons rationnelles en x et en y, ce qui simplifiera le raisonnement.
Soit
l'équation en X, et [x. son degré. Supposons, ce qui est permis, que X ne puisse èlre racine d'aucune autre équation de même forme et de degré inférieur à ]u,.
I. Calr. int. l
Différentions l'équation (A) / yclx — t — AlogM — Blogf — . . .— Clog«'=:o,
nous obtiendrons une relation de la forme
où f est, d'après ce qui précède, une fonction rationnelle de x, y et /, et si cette équation y =: o est satisfaite, l'équation
j jrdx — t 4- AlogM + Blogc + . . . + Clogt
le sera également. Mais l'équation ç = o étant algébrique en X, il suit d'un théorème connu qu'elle sera également satisfaite en mettant au lieu de X une quelconque des racines de l'équation irréductible V = o, et l'équation (A), où t, a,..., w sont des fonctions de x, y et X, aura lieu par conséquent quelle que soit la valeur de X, pourvu qu'elle satisfasse à V = o.
En remplaçant successivement X par les f/ valeurs X,, Xa,..., X„., on obtiendra jx équations de même forme qui, ajoutées membre à membre, donnent
fi j fdx = t, -h l^ + . . . + t/;, + AlogM, «2- • .M/i + Blogc, fj. . .f/i-i-. . . + ClogWi (Vj. . .w^/,
et, par la théorie des fonctions symétriques, on peut évidemment exprimer le second membre sous la forme
T + A logU + B logV + . . . + C log W,
où T, U, V,..., W sont des fonctions rationnelles de x et de j.
Considérons en particulier l'intégrale
Pdx
où P et R sont des polynômes entiers quelconques, y étant égal ici à — ? toute
fonction rationnelle de x et de y est évidemment de la forme a + |3 y/R . ou, si l'on
û veut, ïj + -::=• «, p, ïj, 6 étant des fonctions rationnelles de x, l'intégrale (i), si VR
elle est exprimable par une fonction explicite, doit être de la forme
(2) r^=-/î + -|=4-AIog(« + (5vAR)+plog(y + ô/R)+...+ Clog(p + «rv/ÏÏ).
J vR vR
L'équation obtenue en différentiant les deux membres de (2) devant être identiquement satisfaite, et yR n'étant pas par hypothèse exprimable rationnellement, il faut que son coefticient soit nul ainsi que la somme des termes indépendants du radical, et l'on peut, par conséquent, dans l'équation ainsi obtenue, et par suite dans (2), changer ^R en — \/R; on aura ainsi
(3) - ^^■=■fl__L+Alog(«-[3^/R)+Blog(y-oVK)-^-..•,
J vH vR
et, en retranchant membre à membre les équations (2) et (3),
z^ == -^ + A log ^-^ H- B log ^ V
—^ lorsqu'elle est exprimable explicitement.
122. Abel a cherché, dans un Mémoire fort élégant, dans quel cas l'intégrale peut se réduire à un seul terme. On a alors
P rf.r _ a -t- p v'R
j VR «-(3v/R
a, p et R étant, de même que P, des fonctions entières de x. Posons
z — log ^-^ :
on a
dz — ^f_±_^Nj \ da.-d{i^sP^) ~ a + (3/R «-(ây/R
ou
. _ (« - e y/ Rj [rfg + 6^((3 vTR)] - (a + (3 yAR) [(/« - rf ((3 yl)] ^~' «'-(3»R '
c'est-à-dire
, _ 2a</((3VR) — 2(3^1 (/« — a^ - (3' R
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Or
donc
et en faisant
d{py/R)=^Kd^ + ^^j.,
. «(3rfR + 2(arf|3- j3rf«)R.
az — ;=- — •
on aura
dz = ,__ .
Ny/R
log '^
Mdx az =
et par conséquent l'équation
rvdx J VR ""°a-Pv'R
est satisfaite si l'on prend P = rr-
En différentiant l'équation
on obtient
d'S = 2ocdoc^2^d^R-^'dR,
et, en multipliant par a,
«rfN = 2a^rf« — 2a[3fl(i3R— ajâ^rfR,
et, en remettant pour oc* sa valeur N + |3'-R,
«rfN;=:2N(/«4-2p2c?aR-2a(3rf{3R-a|3»rfR,
et, d'après l'équation qui définit M,
ou
SM= 2N j a j— '
OU
M I / rfa rfN
^7- I a -1 et
N fi \ dx Ndxf
et, si l'on veut que j^soit une fonction entière P,
V. -rr-j- doit donc être une fonction entière de œ. En faisant
N = (.r + rt)'"(x + «,)"''.. .f^ + rt,,)"",
on aura
îidx X + a X + a, ' ' ' x + a„
donc
X + a X -k- Ui
doit être une fonction entière, ce qui ne peut avoir lieu, à moins que le produit
{x + a) {x + a^) . . .[x -\- a„) ne soit facteur de a, et l'on peut écrire
oi:={x + a)(x -\- ai). . .[x + an)a.i,
où a, est une fonction entière.
Or
donc
(.r -+- a)'" (x + «,)'"'. . .{x +a„)"'' = 3i.'\{x-\- aY{x + ai]\ . .(x + a„)^ — {3^R,
comme R n'a pas de facteurs de la forme [x ■+■ a)* et que l'on peut toujours supposer que Cf. et jS n'aient pas de facteur commun, il est clair que
R = { « H- rt ) ( a: 4- a, ) • • • ( •«' H- «« ) Ri .
OÙ R, est une fonction entière, et N est par conséquent facteur de R. En substituant les expressions de a et de R, dans les équations qui définissent M et N, on aura
«;N-i3'R,=:i, M „rfR (dp adoc\^ ,,
La première de ces équations déterminera la forme des fonctions a,, ]S, N etR,, et celles-ci étant déterminées, la seconde donnera enfin la fonction P.
La résolution de l'équation
afN-(3'R, = i,
où a,, |3, R| et N sont quatre polynômes inconnus, est un problème d'analyse indéterminée algébrique fort élégamment résolu par Abel, et pour la solution duquel nous renverrons à son Mémoire.
CALCUL DIRECT DES INTÉGRALES DÉFINIES
Passage de Vintégrale indéfinie à l'intégrale définie.
123. Lorsqu'on connaît l'intégrale indéfinie d'une différentielle, on peut en déduire l'intégrale définie prise entre des limites données quelconques. Si l'on a
il en résulte
(2) f cf{x)dx = 'F{b)-~F{a).
Ja
Cette intégrale représente, comme on l'a dit (2), l'aire comprise entre la courbe dont l'équation est j = ç (a;) et les deux ordonnées perpendiculaires qui répondent aux abscisses a et è.
La formule (2) suppose, bien entendu, que la fonction o [x) soit déterminée pour chaque valeur de a;; et si, par sa définition, elle comporte plusieurs valeurs, il faut adopter celle dont la dérivée est F {x).
Quant à la fonction F(j:), elle doit être supposée continue, car sans cela son accroissement total ne serait pas égal à la somme des accroissements infiniment petits qu'elle reçoit successivement, et la formule (2) serait en défaut.
Cette dernière remarque est fort importante. Elle indique, dans certains cas, le choix à faire entre plusieurs valeurs qui, se présentant ensemble, donneraient pour une intégrale bien définie un résultat en apparence indéterminé.
On a, par exemple, en vertu de la formule (2),
/-<-' dx ; = arc lang i — arc tang — i .
La fonction arc tanga? est mal déterminée : à une même tangente correspondent un nombre infini d'arcs difiérents. Les deux termes du second membre de (3) sont donc séparément indéterminés, mais leur différence ne l'est pas; elle représente l'accroissement d'un arc qui varie d'une manière continue depuis la valeur pour
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laquelle la tangente est — i jusqu'à celle pour laquelle elle est + i . Le premier de ces arcs a pour expression ku — 'ji k étant un nombre entier arbitraire; mais ce nombre étant une fois choisi, on ne doit plus le changer lorsque l'arc augmente jusqu'à la valeur ^7: + 'ji dont la tangente est +i. On a par conséquent, sans aucune ambiguïté.
Considérons encore l'intégrale
■' sin X dx I -H cos^a:
On a évidemment
sin X dx I
arc tang
cos^x cos^
et par conséquent, en appliquant la règle générale,
^ %\Vixdx I I ( r\ — - = arc lang r. arc tang = arc tang — 1/2 1 — arc tang i ,
l-+-C05^J? 6-11 ^ COSO o\ V / o
ces -7-
Pour savoir quel sens il faut attribuer ici aux expressions mal déterminées arctang(— v^a) et arctangi, considérons la fonction arc tang — — d'où elles proviennent, et prenons arbitrairement pour a; = o
arc tang =arctangi = 7-
° coso ° 4
X variant de zéro à -•, la fonction augmente de -7 à ^5 et il n'y a aucune difficulté;
mais si l'on franchit la valeur xr= -, la fonction, qui représentait un arc dont la
tangente est très-grande et positive, représente un arc dont la tangente est trèsgrande et négative. 11 faut, par la continuité, prendre cet arc positif et un peu
plus grand que -•, de sorte que x continuant à croître, on devra, pour x = -^, 2 4
prendre
1 / ,-, St:
arc tang ^— = arc tang ( — y'a j = -7-1
ces -7- ^
et l'on a enfin
^ sinxdx 3;; tt tt
I + cos'x 4 4 ~ 2
125. Lorsque la fonction intégrale est discontinue et devient infinie entre les limites de l'intégration, l'intégrale définie n'a plus de sens. Dans ce cas, la fonction intégrée (f{x) passe elle-même par l'infini; car lorsqu'une fonction devient infinie pour une valeur finie de la variable, sa dérivée le devient également. Mais la réciproque n'est pas exacte : la dérivée peut devenir infinie lors même que la fonction demeure finie; l'intégrale ne cesse pas alors d'avoir une signification déterminée.
On a, par exemple.
et cette formule, dont les deux membres sont parfaitement déterminés, reste exacte, lors même que 6 et a étant de signes contraires comprennent entre eux la valeur zéro de a?, pour laquelle la différentielle est infinie. Si l'on considère en effet les deux intégrales
Ja 4x
Je J/^ '• '
i et e' désignant deux nombres positifs, il n'y a pour cbacune d'elles aucune difficulté. Lorsque ces nombres tendent vers zéro, les deux intégrales ont respective-
3 - 3 ment pour limites a' et - èS et leur somme tend évidemment vers
dx
a yj X
ce qui démontre la formule (5).
126. Lorsque la fonction intégrale Y [x] devient infinie entre les limites de l'intégration, l'intégrale définie, somme des accroissements infiniment petits de F (a;), n'a plus de signification déterminée et doit être, à moins de définition nouvelle, absolument bannie des calculs et des raisonnements. Il est donc important de savoir décider dans quels cas une intégrale devient infinie en même temps que sa différentielle. La règle suivante est souvent applicable.
L Cnlc. in t. l5
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Soit
dx
l'intégrale considérée. Supposons que pour la valeur x = a., comprise entre a et b, 05 {x) devienne infinie, et que l'on ait
(}/ (a?) restant fini lorsque x est égal à a. Si n est égal ou supérieur à l'unité, les deux intégrales
r'''i^{x)dx r'''\>{x)dx
sont infinies toutes deux, et leur somme est infinie ou indéterminée.
Soient en effet « — s et a -t- e' deux limites assez voisines de « pour que, dans chacune des intégrales
r« ^{x)dx r" <i^{x)dx
la fonction '\> {x) reste finie et toujours de même signe, et soient M et N les valeurs maxima et minima; les intégrales sont évidemment comprises, la première entre
(6 M / ; et N /
et la seconde entre
et dans l'hypothèse adoptée, n étant supérieur ou égal à l'unité, toutes ces limites sont infinies.
Si l'on suppose au contraire « moindre que l'unité, les intégrales (6) et (7) sont finies et leur somme ne présente aucune ambiguïté.
La même conclusion s'applique à fortiori au cas où, n étant moindre que l'unité.
la fonction tj; {x) est nulle pour or — a. Par exemple, l'intégrale
a une valeur finie, parce qu'on peut l'écrire
x^ Ix dx
et comme, quel que soit l'exposant positif k, le produit x'' Ix est nul avec x, si Ton prend k qui est arbitraire compris entre zéro et -i la règle précédente est applicable et montre que l'intégrale est finie. Soit encore
/ sxnx dx;
on peut l'écrire
' .r* Ismxdx
Quelle que soit la valeur positive de ^, le produit x''lûnx devient nul avec a?, et par con.séquent, en donnant à k une valeur moindre que l'unité, on voit que l'intégrale a une valeur finie.
127. Lorsque l'une des limites de l'intégration est infinie, des considérations analogues aux précédentes permettent souvent de décider si l'intégrale a une valeur finie.
La question ne peut être douteuse que si la fonction intégrée ç [x) devient infiniment petite pour une valeur infiniment grande de la variable.
Soit
<i{{x) ayant une valeur déterminée pour une valeur infinie de x. Si l'on suppose qu'à partir d'une valeur x^ de x, tj; {x) reste constamment inférieur à un nombre M, l'intégrale prise entre les limites x^ et qo sera moindre que
et sera par conséquent finie si n est plus grand que l'unité. Lorsque n étant moindre
que l'unité, 4- [oc) a une limite différente de zéro, l'intégrale
<]/ {x)dx
est évidemment infinie.
128, Il peut arriver que l'intégrale
Jf^ 00 (f{x)dx a
soit finie, lors même que la fonction f{oe) devient indéterminée pour une valeur infinie de la variable, mais il faut pour cela que cette fonction change de signe un nombre infini de fois.
Considérons par exemple l'intégrale
s'mx'dx.
Lorsque x devient infini, sina;^ devient indéterminé, et cependant l'aire totale de la courbe, dont l'équation est
j = sinx%
est finie et déterminée, parce qu'elle se compose évidemment d'une somme de termes alternativement positifs et négatifs et de plus en plus petits, représentant des segments dont la hauteur est constante et égale à l'unité, mais dont la base diminue indéfiniment.
Soit encore l'intégrale
'" s'\nx dx
l'exposant n étant compris entre o et 2. Cette intégrale peut s'écrire
Jf'sin.rrfjc r'^^ smx dx Ç^'^ s\nx dx 0 ~^^^x ^^^j.. --^+---'
elle se trouve ainsi changée en une série dont les termes alternativement positifs et négatifs décroissent indéfiniment.
Nous devons supposer n moindre que 2, parce que l'on a
sm.r sma; i
et si n — I était égal ou supérieur à l'unité,
J" sinxdx ...
serait infinie.
129. Lorsque la fonction intégrée devient pour les valeurs infinies de .r infiniment plus petite que toute puissance négative de x d'exposant constant, l'intégrale a, à fortiori, une valeur finie; telles sont par exemple les intégrales
/ e~'dx, I e--'x"dx, l e~' cosx dx.
f^aleur principale d une intégrale.
130. Cauchy a considéré souvent et introduit dans l'énoncé de plusieurs théorèmes des intégrales qui, d'après les règles et les explications précédentes, seraient indéterminées, et auxquelles, à l'aide d'une convention particulière, il donne cependant une signification précise.
C'est ici le lieu de faire connaître cette convention qui, malgré le défaut qu'elle présente de sembler absolument arbitraire, a été très-souvent utile. Soit l'intégrale
cp ( .z- ) dx ,
dont l'élément devient infini pour la valeur a de x comprise entre a et b. Si, de plus, la fonction (f {x) change de signe en devenant infinie, Cauchy nomme valeur principale de l'intégrale la limite de l'expression
J[ o{x)dx+ I (f{x)dx.
lorsque la lettre £, qui a la même valeur dans les deux intégrales, devient, infiniment petite.
Soit par exemple l'intégrale
On a
X-'dx^_ I I , X
C'dx I I
Jj X^ 2 2£"
La somme des deux intégrales est nulle, et par conséquent l'expression (i), qui en elle-même est indéterminée, a pour valeur principale zéro.
Calcul direct de quelques intégrales définies.
131. Le moyen direct de calculer une intégrale définie consiste à former l'intégrale indéfinie correspondante pour y substituer les deux limites et retrancher l'un de l'autre les résultats obtenus.
On a par exemple
(i) i , = -. — ■ arc lane
J i -\-ix coso + x^ smcp
X -f- CCS o
Jo ' + 2^
dx I I + CCS o I ces o 0
= -: — arc tang — ; : — arc lang -; — - =
coscp4-.*' sinç sincp sinç 3109 2sin9
C^ dx ' I I T. 2.
^,g i + 2xcos<^+x^ smç sin9 ' 2sin9 sin9 sin9
% 132. On a
. OCX + [3 dx a! X + ^'
et par conséquent
/•* dx _ a'(3
Si l'on suppose ~ = ^-, l'expression (3) se présente sous la forme-; mais la règle
ordinaire en fait connaître la véritable valeur, et l'on a, en supposant les deux rapports égaux à l'unité,
f"^ dx _ 1
X [ccx + f^y- cc^'
résultat facile à vérifier directement.
x cos.r -I
dans laquelle le radical est considéré comme ayant une valeur positive. On a
/sina;</.r i , ■
= = - yi — aacos^r -+- «S VI — 2acosa: + «' ^■
et par conséquent
Jf s'inxdx I r I , 1
I ■ — - [y/i -t- ?.g -4- g' — ^/i — ag -t- a'J.
« étant un nombre positif, on a
/Th- 2a -t- a^ = I + a,
le signe + devant être adopté lorsque a est moindre que l'unité, et le signe — dans le cas contraire.
On a par conséquent dans le premier cas
r^ sinxdx
2« COS.r + a-
et dans le second
*" sinxdx
Lorsque a est plus grand que l'unité, la différentielle considérée passe par l'infini ;
mais le facteur qui s'annule au dénominateur étant élevé à la puissance -^ il n'en
résulte aucune indétermination.
Nous trouverons de nombreux exemples analogues de discontinuité dans la valeur des intégrales définies qui varient parfois brusquement non-seulement de forme, mais de valeur, lorsqu'un paramètre dont. elles dépendent varie d'une manière continue.
On a par exemple
/•" cos.r dx __!/"" r (!+.«') 1 ^^^
J^ 1 + oc'— 2XC0SX aaJo Li -t- a'— aa COS.r J '
c'est-à-dire d'après la formule (4)
r^ cosxdx t: (!+•«') _7î_ ^ TT ( 1 + a' ) 7r_
le signe ■+■ correspondant au cas où « est moindre que l'unité, et le signe — au cas contraire. L'intégrale est, dans le premier cas, ^^ ^^ et ,"_ dans le second.
Les intégrales
cosmx cosnx dx. I sinmx s'mnx dx, I slnmx cosnx dx, 0 Jo Jo
où m et n désignent des nombres entiers quelconques, se présentent dans une théorie importante : leur valeur est très-aisée à calculer; en transformant chaque produit en une somme, l'intégration se fait immédiatement, et l'on trouve, lorsque m et n sont différents, que les trois intégrales ont pour valeur commune zéro. Si l'on suppose m = n, on a.
l / ces' inx dx := I — ' / sin' mx dx r= 1
cos 2 mx , 7r
— cosa/xx
dx = -•
On a
r . , e"'(aç.09,hx -\- bs\nbx]
/. . , e°'(— asinbx -h b cosbx e"' SI n bx dx = — i =— •
par conséquent en supposant a négatif
1 C'^' —a 1 / e" ço?,bx dx = .
/ / e" sin bx dx = r-
Cii/r. int
140. Parmi les intégrales en nombre presque indéfini dont la valeur peut s'ol»tenir directement, nous devons citer comme une des plus importantes et des plus célèbres
où OT et n sont deux nombres entiers quelconques satisfaisant à la condition m < n, sans laquelle l'intégrale serait infinie. •On a trouvé (24), en supposant n pair,
/ k\ fx^-^'f/x I .r, w(2/r— i)-,| , (2/f — 1)7: I
( A) / =- > ces — 5 r-^ l\ «» — 2x ces h I
, , , X — ces ( 2 /r — I ; -
-\ — > sm arc tang ,
sin ( 2 /r — I n
la sommation s'étendant à toutes les valeurs positives et entières de k moindres
que-.
Quoique l'intégrale cherchée ait une valeur finie et déterminée, les différents termes de l'expression (A) deviennent infinis avec x. De là dans le calcul de l'intégrale définie une petite difficulté facile à éluder.
Supposons d'abord que m — i soit pair, aussi bien que n; substituons à l'intégrale cherchée l'expression évidemment équivalente dans ce cas
1 i"^x'"'dx
- Nous pouvons regarder cette dernière comme la limite de
' "*"* T'"-' dx
lorsque h augmente indéfiniment. Or, en substituant à x les valeurs — h et -+- A dans l'un des termes affectés des signes logarithmiques et retranchant l'un de l'autre les deux résultats, on trouve
, , , I — 2AcOS(2/( — i) - + /«"
I 2 A- — I mj: . w
CCS ' — - l —- ;
1 + ■?.li CCS 2 /r — I — I- '« n
et lorsque h devient infini, cette expression se réduit à zéro, comme contenant en fadeur le logarithme de l'unité. Les termes de ce genre sont donc sans influence
sur le résultat. On a d'ailleurs pour une valeur iofinie de x
et pour .ce = — oc
X — cosCaAf — i)-
arc tartg - r—, r = -•
sin ï 7!—
X — cositik — i) -
n Tt arc tang -— ^ =
. ( 2 /f — I TT 2
sin ~
La différence de ces deux résultats est n, et l'on a par conséquent
t r^ x"-' dx îT ■v' . , ,• , /WTï -r . mr. . Ziinz, . («— ilmTr"]
- / = - > sin(2/.— I = - sin l-sin h- •-!- sin \i
2 J_a) 1 + ^" n -^^ rt n L « n " J
c'est-à-dire
r* x-"-' dx _r. I —
cosmTT
m — I étant pair, coswti est égal à — i, et l'on a enfin
f"^ x"-' dx _ 2Tr Ç"^ X"-' dx _ tt
J—-r I 4-.r" ~ . mit: ./„ \ -\' X" . rrnz
nsin " «sin
Si l'on pose x" = z, la formule précédente devient
" ' dz
. ott:
sin
et SI i on pose — = a,
(.4) rf!_:^ = .^,
J„ i + z sinaT:
la restriction imposée aux nombres m — \ et n, qui ont été supposés pairs, n'en
impose aucune au rapport — qui est un nombre quelconque moindre que l'unité,
et la continuité évidente de l'intégrale permet de le supposer incommensurable.
Si l'on pose dans la formule précédente
nz"-' dz = du,
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elle devient
*'^ du a-K
et en posant - = n,
l smaix o \ + u"
(.5) r^^^^jL^,
nsin n
n désignant un nombre quelconque plus grand que l'unité. 143. Si l'on pose
la formule précédente devient
^o \ ^ "^ nsin n
On a par exemple
Je ' dx n TT o V' •* 6sin^
6 sin , o
144. On peut de la formule (i4) déduire d'autres conséquences importantes. On a
' x^-<dx /" .r°-' dx r* X'-' dx
f"^ x'-'dx _ r'.T"-'dx f""x—<dx
En posant dans la seconde intégrale du second membre a; = -, les limites de z deviennent i et o, et l'on a
r'^x^-'dx _ r°z-<-dz _ rx-'dx
J, l-hX ~ J, 1 + z ~J^ I + JT '
par conséquent
r'^x'-'dx r'x^-' + x" , n
Jo ^-^^ Jo i-hx sman
Cette dernière formule est démontrée, comme celle dont elle est déduite, pour les valeurs positives de a moindres que l'unité. Le premier membre d'ailleurs deviendrait évidemment infini si cette condition n'était pas remplie.
145. Chaque intégrale définie peut, par des changements de variables, se transformer d'une infinité de manières. Nous citerons quelques-unes des formes que l'on peut donner ainsi au résultat précédent.
Si dans la formule (i4) on pose x = tang-'y, elle devient
(i8) / Jolang'"
En posant
•2sina7ï
on en déduit
dz
i + bz}{i — z)" {\ — bfsinaT:
où a désigne toujours un nombre compris entre zéro et l'unité, et b doit être tel, que i -f- è; ne devienne pas nul entre les limites de l'intégration; l'intégrale (19), dans ce cas, n'aurait plus de sens, et la transformation qui y a conduit cesserait d'être permise'.
En posant en effet
il est, dans tous les cas, exact de dire que pour z:= o, x devient nul, et que pour :; = I, il devient infini. Mais il n'en résulte pas toujours que, z variant de zéro à l'unité, X varie de zéro à l'infini. Dans le cas qui nous occupe, à des valeurs de z comprises entre zéro et l'unité correspondent des valeurs négatives de x, et l'intégrale dont (19) est la transformée, est
dx( — x)'-'
qui n'a pas de sens.
lie. Si l'on pose x = z", l'intégrale (i4) devient
f- z"'"'dz n I
sin«7r
et en posant na ^^ n — k,
z"~''~'dz 7r ■ 7r
\-\- z" . n — If , ftr,
n sin 7: n sln -
dz
du
En transformant de nouveau cette intégrale et posant
on aura et
Simplification de quelques formules de réduction.
147. Nous avons calculé un grand nombre d'intégrales indéfinies à l'aide de formules de réduction qui les lient à d'autres intégrales de plus en plus simples, dont la dernière s'obtient immédiatement.
La même métbode est applicable aux intégrales définies, mais on doit remarquer que souvent il est avantageux de faire la substitution des limites dans la formule de réduction elle-même, qui par là se trouve notablement simplifiée.
On a trouvé, par exemple,
0 X'" dx ,—; , fx"'"dx
On en conclut
r' x'"dx , , r ' X"—'' dx
et l'application répétée de cette formule permet, lorsque m est entier, de calculer
J^ ' x" dx - en la réduisant à l'une des deux suivantes : 0 sji — x'
dx 71
On trouve ainsi
JÇ^ X dx
ir' x^" dx
i /• I ^M+l dx _ 2
(an -t-
Des deux intégrales précédentes on déduit aisément
X'" dx y'i — x^ .
On a
/*' , , {"x^—x'-^'j f" x°'dx r"x"-^'dx I {" x'»dx
I X"'dX^l—X'^= I d.T =Z I -, I -^^ir^i^^ = I .
149. La comparaison des formules précédentes conduit à une expression célèbre (lu nombre n, que nous avons déjà obtenue par une autre mélbode. Si l'on pose
Je' x'-dx I ^-== =}■'•■<
on a (I47j
j-i,, _ r [i.3.5. . . (are — i)"p(2« + i)
2re -4- 2
Mais le premier membre, évidemment compris entre— '=1 et ^^ =
devient égal à l'unité pour une valeur infinie de n; il en est donc de même du second membre, et l'on en conclut
litn
(2.4.6. .are)^
(r.S 5. ..(2re — i)j'(2re+i) '
c'est le théorème de Wallis. •
150. Si dans les formules (1) on posea^^siny. elles deviennent
l / sin-"aq)= ,
1 Jo 2.4
Considérons l'intégrale
Jdx ( cC — x' )".
On trouve aisément
C, , , x(à'—x''Y ina? C , ,
et par conséquent
dx ( a} — x- )" = I dx ( (C — x- ]" '
et l'application répétée de cette formule donne
En supposant a— 1,
/*' , , .,, 2.4- are
^^' • Jo 1.3... 2«+I
152. La formule précédente mérite une mention spéciale. C'est en partant d'un résultat qui lui est équivalent, quoique antérieur à l'invention du calcul intégral, que Wallis a été ingénieusement conduit à l'expression du nombre n sous forme de produit infini.
Sa méthode consiste à transformer le second menibre de (/|) en une expression dans laquelle il soit possible d'attribuer à n une valeur fractionnaire, et à admettre alors, sans preuve sulfisante il est vrai, que la formule démontrée pour les valeurs entières quelconques de n est par cela même identique et applicable a» cas même où n est fractionnaire.
La formule (4) peut s'écrire
^ ' * Jo 2/1 + 1 1.3.5. .. (•2«-;r- 1)
Or le second membre est la limite de
lorsque k augmente indéfiniment.
En supprimant en effet les facteurs communs, on réduit le produit à
I (2A- + 3)(2A-4-5). . .(2^- + 2re-+-i) 1.2.3. ..«
mais lorsque k devient infini, on a
•}.k + 3 aA- + 5 2/f -(- 2/H- I
et la formule (A) peut être remplacée par conséquent par le second membre de l'équation (5).
En acceptant ce résultat comme applicable au cas où n n'est pas entier, on a. en
faisani n = - ,
C/ -^^i_ ' s^- • ■ (^/r-i-a) __!_ _2_ If
Jo ^'^ V ' - -^ - - ,.3...(2/r+.) /3\ /5\ ■ ■ ■ 7^F+T\"'
et comme l'intégrale est égale à j-.
7r 224 2^ 2 A" ■ik -\-i
en supposant, bien entendu, que k augmente indéfiniment.
L'intégrale
/•°° dx
. Jo [a' + x-'Y
s'obtient aussi aisément que les précédentes. On a
r dx I X in — Z r dx
J (a'-^ x^Y "" {2n — 2)a' (a»-(- a;')"-' ( in —'2 ) a' J (a'-f- a:^)"-' '
et comme le premier terme du second membre est nul aux deux limites
f"^ dx __ 2ra— 3 /"°° dx
X («'4-x')-""(2«-2)rtVo (a'-f-^-')»-''
L'application répétée de cette formule donne
g f"^ dx _ _i_ (271 — 3)f2n — 5)...i t:
Jo («'4-x-)" "" a""^' (2«— 2)(2n — 4)- . 22' I. Cille, int. I
idù . DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL.
Si l'on pose x = — i, cette formule devient
/dz _ I (2« — 3)(2/i— 5).. .1 TT
En faisant a = \ et supposant que n croisse indéfiniment, cette équation devient, à cause de la formule de Waliis,
(■;) / dze-'-^-^n.
L'intégrale
considérée comme fonction de n, joue un rôle important en analyse. Les géomètres, qui l'ont désignée par T («),' en ont fait une étude approfondie. Nous nous bornerons ici à donner sa valeur lorsque n est entier. On a
i« 'x''-^^dx=: — e- '.r" '+ (w — i) / c 'dr"~= e?.r,
par conséquent
g~x ^,,1 clx = {n — t) i e.' x"-^' dx,
et l'application répétée de cette formule donne, lorsque^ est entier,
(9) 1 e-'x'-' dx~Y{n)^-\.-}..Z...{n~\).
L'intégrale
I X'" '(i — xf-^ dx, Jo
dont nous aurons à nous occuper dans le cas général, se calcule très-aisément lorsqu'un des nombres m et n est entier.
Remarquons d'abord que cette intégrale est une fonction symétrique de m el de n. Si l'on pose en elTet i — x=y, elle devient
- f r"'(' -r)'" " dr= f r-f'-r)'"" dy-
On peut donc changer les lettres m et n l'une dans l'autre sans altérer le résultat, et si l'un des exposants est entier, il est permis par conséquent de supposer que ce soit celui de a;. ^
Cela posé, on a
Ulxi
[\ — xYx"'
' ( I — X ]" dx.
et par conséquent, m — i et ra étant positifs,
/ x"- ' dxli — X '"' =^ I X"'
Jo « .'o
' dx[\ — x]
Puisque m est supposé entier, l'application répétée de cette formule ramènera
l'intégrale à
et par conséquent
(lo) / X--'
Xi I — xY'+" - dx = ' .
■Ixi
et cette formule ne suppose pas que n soit entier. D'après la symétrie remarquée, on a aussi, lorsque n est entier et quel que soit m,
[n — i)(rt — 2) . . I
»i ( m -+- I ) . .(m + n — 1 ) 157. En posant ^ = sin'çp, l'intégrale (10) devient
I sin"-'(p CCS"- 'yrfo, • o
dont la valeur est par conséquent connue, pourvu que m soit entier,
On a .
C ' , (m— i)(ot — 2). . . I
(13) sin""-' 9 cos-"-' 9 dx --- —, .- -, — ~ 7 •
^ ' Jo n{n + i)...{n + m — i)
L'intégrale
I sin'"a7 cos"^c?x
peut d'ailleurs se calculer directement, quels que soient lès exposants entiers m et n.
On déduit de la formule de réduction démontrée (84)
s\n"'x coi."x dx=^ / sin"'.r cos"-'.r rf.r,
m + fiJo
et l'application répétée de cette formule donne, si n est pair,
' ■ \ sin'".rcos»jrrf.r = , -^-^.-— '^ — r.;rrT\ / sin'"a: </.x-,
J^ {ni-hn){m + n — 2)...{m + 2)Jg
et si n est impair,
/ siir.r cos"j: (/x = , — --r-, t' , --5-J sin'"jccos.r<te.
Mais on a, si m est pair,
, 3 . 5 . . . ( /?i — I ) îT
/•■^ . , , ..3.5. ..(i Jo 2.4.6..
et si m est impair,
Jg 1.3. 5.. .m
Dans les deux cas d'ailleurs
,1^— 2 4-^ • • ('" — Jj
Jsitr'.T
cos.r f/.*'
et l'un trouve par suite, en mettant en évidence la parité ou la non-parité des exposants,
Vx cos"'*'xdx ■■
I sin
Jo
(li) / sin""jroos^"j:rfx = ,
Jo 2.4. .{7.in+9.n)
i5) / sin'"+'.rcos"'xrfjr = —
.3.5...(2m + i)(2m + a)(2OT + 4)-.- (2 m 4- 2»)
(16) / s\n""+' X cos'"-^' X dx — ; -•
Jo 1 . 2 . . . ( m + « H- I ) 2
On a trouvé
: dx =: - ,
/ CCS'/
Jo
/ sin'^/njc dx = - ■ / . 2
On en déduit aisément les intégrales
I cos'".r cos2n.r (/jT, l coii-"'^'x cosi'zn + 1) x dx. o J o
On a en effet (I, 386)
( I ) 2""-' cos""j; = cos 2 wjf + lin cos( 2111 ~ i)x + ■ ■ ■ +
(2) 2"" cos""'^' j: = cos(2/n + i)x -\-{im + i)cos(2m — i) x 4-. . .
H 5 cosx.
En multipliant les deux membres de (1) par t'.o?,inxdx, et ceux de (2) par cos(2rt+ \)xdx, et en intégrant entre les limites o et u, on trouve, en ayant égard aux formules (138),
, I o.miim — I ) . . ( «i -)- « -I- 1 1
• ces inxdx ^^ ir^
[, (17) / cos*"a:i
, o, /'" , ^. , ,1 • (2ni H-i) 2m. . . (m -(- rt + 2)
(18) I cos""+-'xcos(2n + i)x(/.r — ^ ' '■
Si l'on suppose m = n, on trouve de même
(ig) I cos"".r cos2/nr rfx =; — ^— r
J' cos''"'+' X (
Lorsque m et n sont de parité différente, on a évidemment
On a (I, 386)
2""( — i)'"sin""jr = 3 cosamjT — i -xin cosfaw — 2)0:+..,, 2(»+i)(_ i)"'sin'""^'.r = 2 sin(2w( + ijj;— 2 (2 m -1- i) sin(2/H — i)*- +. .
et on en conclura
I 7.in{im — I ) . . . { m + M + I ) TT
(20) / cos'"+'jrcos(2m + i).r </^ =: — ^-
cos"'x cosiix dx =z o.
/ s\ïi""x
CCS 2 na: (Ix =- ( — I )"
ot
22 I sin'"'+' X six\[-}.n + \) X dx = {— i " — - ^ ^ , — '■ ; - •
^ ' Ja 2"" 1.2.3. . . (m — n) 2
Ces résultats se retrouveront d'ailleurs comme conséquences d'autres formules plus générales qui seront démontrées ailleurs.
159. Les fonctions cos"".r cosa/ia;, cos-'"*"'^cos(2« + i)a;, sin^"'a7COS'2/ia-, sin^'""^'ir sin(an -k-i)x, prennent chacune des valeurs égales quand on y fait successivement a; = - — a et a; = ~ -t-a. Si donc, dans les intégrales (17), (18), (21)
et (22), les limites sont réduites à zéro et -' la valeur de chacune d'elles deviendra
moitié moindre.
Les intégrales
1 cos'" X cos nx dx ,
Jcos"' X s\n nx dx
peuvent d'ailleurs se réduire aisément à l'aide de l'intégration par parties. On a, en
considérant cosa^tir comme la différentielle de sinj^,
/ces-"., cosn^d. = ces"-. cos«. sin. ^ («. - o/cos"-^. sin^r co.n.d.
-{- n j cos-'-'x sinx sinnxdx.
En intégrant de nouveau par parties la seconde intégrale du second membre, où
cos^^'a^sino^rfiT est la différentielle de ^ remplaçant dans la seconde sin-a-
par I — cos'-a;, réduisant les termes semblables et remarquant que le terme intégré disparaît aux deux limites, on trouve
(B) I cos'" ~'x cosnxdx =z / cos°'.r cosrtarf/a:.
Si dans cotte équation on suppose m ^ n, puis successivement m = n — 2, m = n — l\,..., m^^ n — ik, k étant un nombre entier quelconque, on en conclut
ces" *xcosnx(7x = o.
Mais, par une discontinuité remarquable, qui n'est pas rare dans la tliéorie des intégrales définies, cette formule cesserait d'être exacte si le nombre k était négatif.
et l'intégrale
cos""^"*x CCS nx dx
est différente de zéro. On a trouvé (158)
zo%"x cosnxdx =
Si l'on fait dans l'équation (B) m = n-\- -2, m = n -h It,..., m=^n + y.l,, on trouvera
, -. /•■■' . , 7r (w + 2/.-)(« + a/,- — !)...(« -l-/r-l-i) (3.3 / cos"+'*\r cosn^ dx — -j— ^ ' . 5 — -, — •
Cette formule s'applique, ainsi que l'équation (19) dont on l'a déduite, au cas même où n n'est pas entier; mais nous ne pouvons en donner la démonstration dans ce cba pitre.
161. La formule de réduction (B) permet de calculer l'intégrale
J cos"'x cas nxdx
toutes les fois que m est un nombre entier. En l'écrivant en effet sous la forme
/ cos"" X cosnx dx z= 1 cas" ■ x cos nx dx ,
on pourra ramener l'exposant m à la valeur zéro ou à la valeur i, en réduisant l'intégrale à
sm — cos nx dx = 1
n ou a ' >
COS - -
ç.O'&nxdx ■■
\ cosa;
pourvu toutefois que n ne soit pas un nombre entier de même parité que m et moindre que lui, car alors, le dénominateur de l'une des formules de réduction étant nul, la mélbode serait en défaut. On trouve ainsi
j ^ • ini[im — i). . . a .1. sm(2/t + 1) -
j^ cos-'".rcos(2n + 0 ^ = j^,., (2„+ ,).]-[4._ (^^ + .[.jTTTRVn'- {^n +-^f (i^TIT^)'
J'*' -, (am 4- 1) a/n(2/n — i). . . a.i .cos«7r 008="'+' .r cosinx dx — y--— .-—- ,- ; — ^^^ — >— --, •
L'intégrale
I cos"'xsm
nx dx
peut aussi se réduire à l'aide de deux intégrations par parties. On a, en considérant cosxdx comme une différentielle,
1 cos".r sin/ix dx = sinar cos"'~'.r sin«:r + (m — i) / cos'"^'a: sin^o: s\rtnx — n I sinx cosnx cos'"~'x dx.
Intégrant par parties la seconde intégrale du second membre, remplaçant dans la première sin^a:; par i — cos'a?, réduisant les termes semblables, et remplaçant
enfin dans les termes intégrés x par les limites o et -> on trouve
5r ît
I cos'"~^xs\anxdx^i — ; I cos'"xsinnxdx -\ ; ^,-
Jo m[m — i)J^ m{m—i)
Si l'on suppose m = n, on en déduit
cos'"^' x sin mx dx -.
163. L'intégration par parties autrement dirigée peut fournir une autre formule de réduction pour l'intégrale
Jcos'":r
%\nnxdx.
On a, en considérant ûnnx dx comme une différentielle exacte,
/, cosnx m r . ,
cos'" X i\ntix dx ■= cos'"j? \ ç.os"'-'x smx cosnxdx, n n J
et, en remplaçant le produit sina; cosnx par smnx cosa; — sin (n — i ) a; et réduisant les termes semblables,
{m + n) I cos" X sin nxdx = — cos^^pcosna: + m j ces"'-' a? sin ( n — \)xdx,
d'où l'on déduit
ir
cos^x sinnx dx^ 1- — / co?,"'-'xs'm[n — i)xdx.
L'application répétée de cette formule donne, en supposant n = m et m entier et positif.
J^^ I / 2' 2' 2"\ cos^a: sin mx dx = — — 2-1 l--s-4--''H • 0 2""+' \ 2 3 OT /
164. La même méthode de réductions successives s'applique à un grand nombre d'intégrales, dont il est bon de citer quelques-unes.
On a trouvé
/. e-""sin"-'.r , . ,n{«— i)/* .,.
e-""s\n''xdx =: {— ms\nx — n ces a; ■+- 1 e-""s\n"~-x dx. m'' +11' ^ ' n'+ni' J
On en conclut
\ e-"" sm" X dx =z -^ • | e-'"'s\n"-''xdx.
L'application répétée de ces formules ramènera l'intégrale considérée, suivant que n est un nombre pair ou impair, à l'une des deux suivantes :
e^"" dx = ^1 m
e^"' sinx dx =
m'-i- I et l'on en conclut
Jrtcc e-"" sin'"-^' X dx :
I e-'"'s\{\'"xdx =
Les intégrales
J/>QO g-mx cos"'+' X dx, o
e-'"'co'i'"'xdx
s'expriment moins simplement. On a (82)
/' , „ j e-"" coi"~'x(ns\nx — mcosx] n{n—\) f ,
e-""cos''xdx= i- ; H ! -' I €"""005"-' xdx, n'-h m' m^+ n' J
par conséquent
I e-"' cos" X dx = -— H ^ : / e-""cos"-^xdx,
et l'application répétée de cette formule ramènera l'intégrale à l'une des deux suivantes :
e~"" cosx dx =
e-"' dx = — •
Jo
On a ainsi n e--' cos=«.r dx = - \- ; ^•■^■•■■i-Ti — ^"j
f m» , m;(w^ + 4) mHm2-l-4)...[/n' + (2« — a)»]l
0 m (/n' + i)(/n^-l- 7). ..[ot' + (2« + 1)"]
On pourrait obtenir le même résultat en remplaçant la puissance de cosa; par la somme qui la représente (I, 385),
2"-'cos'"j; = cos2na:+2«cos(2n-2).rH +1 =»" (an -')■■•(«-+- 0^
2'"cos'-+'x = cos(2n4-i)a:-f-(2/i-+-i)cos(2n-.)xH ^(2ra + i)2/t...(ra4-2)^^^_^
et comme on a
Je^"" CCS kx dx = y- • , „ k'-hm'
on retrouvera les formules équivalentes aux précédentes. Si l'on prend pour limites — - et + -5 l'intégrale
fe--cos^xdx peut se déduire aisément de la même formule de réduction. On a
7t TT
/ e-""cos'xax =^ — 1 e-"" cos"-' x dx ;
et comme on trouve directement
n iriTT mn niTZ
■3 ~~^e~ acoshyp. -^
e-°" cosxdx = ■ = ■ >
TT friTT m-K lïlTZ
, ^— _^-— 2sinhyp. — e-"" dx = = ,
e— cos"+'xrfx = ; 1.2.3...(2« + l) ^L~^g ~] .
167. Lorsque dans l'intégrale j e~'"''co&"xdx, on remplace w par m\J-~ 1 , elle devient
I (cosma;cos"x + y/— 1 sinma:cos"z')rfx.
Le coefficient de y^— i étant une fonction impaire qui change de signe sans changer de valeur lorsqu'on y remplace x par —x, elle donne, entre les limites
— ^ et 7» une intégrale nulle; la partie réelle au contraire ne change pas quand
on change a; en —a;, et l'on peut par conséquent remplacer les limites par zéro
et - et doubler le résultat. On peut retrouver ainsi les formules déjà obtenues (160)
et (161).
T-ffiT» 0»<l Mi ■
EMPLOI DES SÉRIES DANS LE CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES
Quelques développements en séries connues.
168. On peut obtenir un grand nombre d'intégrales définies en les transformant en séries dont la somme soit connue.
J"^' Ixdx
On a, pour toute valeur de x moindre que l'unité,
(i) =lx{i-^x + x^ + . ..-i-x" -h. ..).
D'ailleurs (164)
par conséquent (I, 410)
/" Ixdx f l l \ TC'
Jo ' — ^ \ 4 9 / É»
J"^ Ix dx peut s'obtenir de même. On a
(3) r !^^= r ixdx{\-x-\-x'-x'+...)
On a aussi
£ Tzr^. =j^ /xrfx(. + ^' + ^< +...) = -(.+ ^ + ^, +■• .),
c'est-à-dire (1, 414)
C Ixdx v:^
LIVBE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉnNIES. Hd
Cette troisième intégrale pourrait servir à calculer les deux précédentes. Soit, en effet,
En posant x- = z, on aura
4Jo i-^-"^'
et par conséquent
En ajoutant les équations (4) et (5), par conséquent
TV
et
/" Ixdx _ TT^
Jo ' — * ~ 6 ■ De même, en retranchant (5j de (4),
r dxlx{i — x) _ r dxlx __
Jo i—x' ~Jg l+X~'
J^^ i Ix V"^ ' dx ^ — ' peut se calculer de la même manière. 0 ' '^
nj^ï^:^=rdxiix)
Jo ' ■^ Jo
On a
Ç'ilxy-'dx ^ rrf.r{/^)"'-'(H-.r-t-.r' +...). Jo ' ■^ «/o
Mais (164)
/ xP z Y"-' dx = ; -—: ■ ;
r'dxiixY'-' , , ,/ I I
m DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL.
c'est-a-dire (I, 410)
il) / ;' ' ^-^7r'"B„,
B„ étant le n"""' nombre de BernouUi.
Si l'on pose a; = e'^, l'intégrale précédente devient
r" e-' dz 25"--' _ /"" 2^"-' di et par conséquent
= -Tr'-'B».
Si dans cette formule on pose x = sny, on trouve
Ou peut rattacher au résultat précédent l'intégrale
r"" sin mx dx
En développant, en effet, sinmx en série on trouve, à l'aide de la formule précédente et du développement (I, 347),
J^"" sin mx dx i / i i i \
Jf"' itx)''"~' dx On a
c'est-à-dire (164)
r'(ixY"-'dx _ , . / 1,1 I ^ \
Mais on a (I, 410)
' LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES, par conséquent
et
d'où l'on conclut
Jo I+X 2«
Et en posant x^e~^, on en déduit
*' Z'"^' rfz 2'"-' — I
I. Caic. inl
im DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL.
développements de -, , ^,--- dont nous avons fait usage deviennent
inexacts lorsque x atteint la limite supérieure des intégrales considérées, qui est l'unité. Mais on doit remarquer que, pour a; = i, ne devient pas infini et que
[IxY' ' ' ' . , ,
— — — est uul. Le dernier élément de l'intégrale sur lequel porte la difficulté est
donc sans influence sur la somme et par conséquent toute difficulté disparait.
175. La valeur de la série qui représente l'intégrale cherchée ne s'aperçoit pas toujours aussi immédiatement. Soit par exemple à calculer
dx Ix
o v' 1 — ^" Posons v'i — •3^^=/- a: = y/i — y*, dx ^ --t^zt- ■: /a: = -/( i —j"), nous aurons
Jo \ji—x^ Jo ^\i — X
par conséquent (147)
/•■ dxlx _ r. Il 1.3 1.3.5 \
Jo v^T^:^ ~" ^ U^ ^ 2.4' -^ 2:4.6-^ ^ ■ •;■
Pour sommer cette série, remarquons que l'on a
et par conséquent
J^^ dxlx TT r'
On a
et
donc enfin
si l'on pose œ= sinœ, cette formule devient
TT
(17) I /sincprfcp = — - /2.
Cette dernière intégrale pourrait d'ailleurs s'obtenir directement. On a (I, 382)
- / 4 Sin^ - q; r= — I ces 9H C0S2!p + ...|-
En posant - ç? = a;,
(.8) Or on a
donc
/sinx^ — Il — C0S2X cosix — -^ cos6a; — .
là
1 CCS 2 mx dx = o ;
dx := ^ / 2.
Jl sinx dx = — 1 /a 0 «■'0
La formule (18) permet d'obtenir l'intégrale plus générale
cosimx Isinx dx = —
OÙ ffi désigne un nombre entier quelconque, et que l'on démontre immédiatement
en intégrant les deux membres de (18) entre les limites zéro et--» après les avoir multipliés par cos2»za;.
jy-^^cc-œ
On a
x^ = e^''' — i + ^lx +
ot'jlx)' 1 .2
^'{Ix}'
et comme (164)
dx{lx)'' = {~ ly.i .1.3... n,
c'est-à-dire
Si dans cette formule on fait « = m \/—i, fi = n\/ — i, elle devient
J"' cosmlx — cosnlx -h s/—i {sinm Ix — sin«/^) , i -\-m\/—i
et, en séparant les parties réelles et les parties imaginaires (I, 370), r ' cosOT Ix — cosre Ix , i , \ + m'
(21) / j ax =: - t , )
fainmlx — sin « te ,
(22) I T aa; = arclang/M — arclangrt.
Si dans la seconde de ces formules on fait m = o, on a
" s'inn Ix (Ix
Toutes ces formules pourraient d'ailleurs se démontrer directement sans l'intervention des imaginaires en développant les fonctions placées sous le signe d'intégration en série ordonnée suivant les puissances de x.
Jo {i+x)lx
On a, en remplaçant par son développement,
""'' '~^ ^ = x"-' - x"" - ix'-'- - x'-'-") -f- (.r'-'-t-' - x-'-'^) - . . . , l-h X \ / \
et par conséquent, en ayant égard à la formule (aoj,
I — r-, dx = / / h /
Jo [i + x]lx 1 — a 2 — a
_ a:(a:+2)(g + 4)...(?. — ii:)(4— a).. — ' (i — a)(i.+.a)(3-a)(3 + a)...
c'est-à-dire (I, 404, 405, 416)
178. La méthode précédente permet évidemment de transformer en logarithme d'un produit l'intégrale plus générale
/•■ x^ — xi^ X xlxii + x")''^-
et l'on trouve
/" x'^- — X'^ , ,a& + na-\-2n
I r-j- dx =1 l-^ ~ „ • . ■ .
Jo x(H-ar")/ar ^ a 4- n (3 -H 2«
Si l'on pose a = i , ^ ^ 2, n = r , il vient
j^ [i-\-x)lx ^ 2 2.4.4 6. .. ""„ 2
'e ''sinr.r , dx.
On a
e-i's\nrx l r' x' r' x' \
mais (155)
r c-^'T-dx-'-^-^---" ■
Jo ' Q"-^'
Donc
C^ e-i's\nrxdx r i fr\'' 1 / r\' r Jo - =-9 3U)-^5y ---eiang-
Si l'on fait «7 = o, on a la formule très-connue (27) / =
Jo ^
JC^ dx ' /(i +^cosa:).
k étant plus petit que l'unité, on a
' ;, , , , , /i^r-n.s.r /,'po.s'jc
cosx
i + Il posx) = /r f
Nous avons trouvé ( 1 50) l'intégrale / sin'"y dis : en posant y = - — a;, on en dé-
TT
duira / co?,-"x dx, dont la valeur est précisénnent égale et qui se double évidemment quand on prend pour limites zéro et n. L'intégrale
/ COS'"+'X J o
dx
est d'ailleurs évidemment nulle, comme composée d'éléments qui se détruisent deux à deux, et l'on a par conséquent
l[i + k cosx)=:v: ( k H- ;— ^ -t- • • ■ ) = tt arc sin/r.
0 COSX \
jrvj C" X S\X\X dx
On a
I — CQS'.r + cos'.r— .
I + cos^.r
L'intégration par parties donne, en remarquant quel cos^""^' a; (/a; est évidemment nulle, -
I xsxnx cos^"x ax= •
Jo an 4-1
Donc
r" a:sina? , / i i \ tt'
— ; -— dx=i: [ i — ^ -\- - + •■■] = -f- ^ „ 1 + cos^ X \ 3 5 / 4
r^ri
On a, pour .les valeurs de x moindres que l'unité,
et par conséquent
,, , r'x"'-'dx I I T
Jo ï + •^ "î m + n m -\- in
Lorsque a? est plus grand que l'unité, on a
et par conséquent, en supposant m — n — \ négatif, ,__, r^ x"-^ dx III
j, i + X" n — m -in — m in — m
et en ajoutant membre à membre les équations (32) et (33) Ç'^ x^-'dx _ I
Jo l-ir X" ~ n.
m an — m m -\- ni n — m n + m 3n — m
c'est-à-dire (I, 409)
I ,,,, r'^x'-'dx T. ( nm mT.\
i — lacosx -h a.'^) dx
On a, en supposant « moindre que l'unité ( I, 382),
/(i — 2acos:r 4- a') = — 2 (a cosx -\ — «' ces a a; + ^ a:'cos3:r +•■•)'
(36) f l{i — 2txcosx + x'') dx=zo.
Lorsque a est plus grand que l'unité, on a
l ■}. I ^ /(i — 2a cosa; + «M^ ^aM • ■ cosa:^ H ]■>
\ a. cc'l
et par conséquent
J/(i — 2a cosa: + «M Jar=: 2 / dxlx+l dx t ( \ CCS a: H
c'est-à-dire, d'après le résultat précédent, .
(87) / l{i — 1 oc cosx -h x^)dx:^7.z la = t: la'.
cosmx II 1 — 2a cosx + «^) dx
En remplaçant le logarithme par son développement et faisant usage des for-
mules (i38), on trouve, m étant entier.
[37) / cos/n:c/(i — 20: cosa; + a')<i'^ = —
jg_ /*" cosmxdx ' Jo I — 2«cos,r+a'
On a (I, 386)
I + 20CCOSX -+- aa'coS2jr +. . .,
I — 2 a cosa? -+- «'
par conséquent (138)
,0 , r " ces mx dx r.ot.
Jo ' -
. r'^ .rsinar
* Jo > — aacos
On a (I, 386)
ix -h a-
I — IXCOSX + a'
Et comme on a
ocsinx . , .
=: «sinar + cf.'smix + . . .
, TTCOsmTr
sm mx dx = —
Jf*Tt a: si 0 '"
on en conclut
,, > C^ xsinxdx 7:/ a' a' \ r. , ,
^ ^ Jo I — 2acosar -I- «2 aV 2 3 se
Jo ' ~ ^ctCOSX + a'
Le même développement donne, en supposant m entier.
Ir
'^ s\nx smmx dx tt
2acosx+ «^ 2
Si dans cette équation on pose a = i 1 A étant un nombre positif, et a? = - >
elle devient
. z . , m sin — smzdz , , , ,,,_,
li'+ 4*"' sin» 4 "'A sin' ■ —
I. Crt/r
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et, en faisant croître m indéfiniment, msin — tend vers z, msin'' — • vers zéro,
lim^ sin- — ■ vers z'^, ( i '-] vers c'', et l'on a
L'équation
cos mxdx
2 oc ces X + x'' i — oC donnerait, par une transformation toute semblable,
0 h' -hz' 1
Nous retrouverons ces formules, qui sont importantes, par des méthodes plus rigoureuses que l'indication précédente, qu'il serait aisé cependant de compléter.
/ s\nxco\.-xdx
/, I — la cos:ï: H- <y?
On a, comme on le vérifie aisément, quel que soit le nombre entier n,
OC
COs(a« + i) -
cet- x^= 2(sinj7 H- sin 2.r 4-. . . + sinnj;) H >
sin -
%vt\xco\,- X -^ . , cos(2re-f-i)-
2 , , ^ C ^\v^xdx 2
(te = 7:(i-f-o: + a' + ...4-«"-'H-
par conséquent, en ayant égard à la formule (4o).
^0 sm -
Lorsque n croît indéfiniment, le second terme du second membre tend vers zéro, comme on s'en assure en le considérant comme une série à termes alternativement positifs et négatifs.
^«-' sin^rrfx cos(2„ + ,)- -^ ^.^^^^^ cos(2n + .i:
/•'"^' %mxdx ""^^""^'S. _^ r^"+' sin^r/.r
Jo I — 25; COS.r + a' . x J ^ i — 2aC0S^+a'
sin- - " •^ sin -
La somme de tous les termes pris en valeur absolue serait finie, car ce serait l'inté-
grale
■ sin'a:cos'(2« + 1)-
2 a COS a: 4- a- )' . ^x
dont aucun élément ne devient infini. Or la différence de deux termes consécutifs est infiniment petite évidemment par rapport à chacun d'eux, et la somme de ces différences, infiniment petite par rapport à une somme finie, a nécessairement pour limite zéro.
On a donc enfin, en remplaçant la série i + a-f- a^ + ... par sa valeur,
Jf •ixvi x dÇtX. - X dx \ 2 71
0 1 — aacosx-t-a^ (i — ol)
/" I sin^ tang-^rfx ^^ ,.
I — 2acosar + a^
On a, quel que soit l'entier n,
sin In -^-\x
lang - ar = afsinar— sxviix -^ sinSx — . . .) zfc ^^ --->
ces -
et l'on en déduit, en raisonnant comme précédemment,
su
sinar tang- xdx
' " 2acosj;-f-a" (i + a) En ajoutant celte formule à la précédente, on a
dx 71
lacosx -t- a' I — a'
résultat compris dans la formule (38).
ig2 ' sin'^cdjc
: cosjr + a')(i — 2(3 COSJ? + (3') On a
sin'ar sin^
; -— -. 3~ = , (sina;4-psm2a; + S'sin3a; + . . ),
(i — 2«cosx-l-a')(i — î^cosar + P') 1 — 2acosa7 4-«^
et par conséquent, en ayant égard à la formule (4o),
a et /3 étant, bien entendu, plus petits que l'unité.
, — '■ — -. l(\ — ixcosmx -\- a^).
On a, en supposant a plus petit que l'unité,
/(i — aacos/nx + «') = — 2 (a cosw.r H cosy. inx + -j- cos3w^ + • ■ • !•
D'ailleurs (189) donc
cospmx , TT
£^ — — dx =z - e-P"' ;
, / , r*/ I — 2acosmx4-aM , 47) / -^^ i ax— — T.
Trae-'"— r - e-"— . . . = 77 /(i — ae-").
Si dans cette formule on fait a = i et a = — i successivement, et que l'on retranche les résultats obtenus, on trouvera
- mx
«sin - m.
l CCS - m
//tang-m,
(49) / . , ^. dx=^~l -,
! - rnx
( 5o ) / dxz= — l
'"•l'iTT^KT
rf^
+ 2«cos/nx + «^)
On a
,1 — 2a cos/n.r 4- 2a' cosama; + . . .); '
I + 2 a ces OTjr -f- a' i — a'
dx I / 7r 2 a?: ,. , , n
Ja f H-^')(' + 2aC0sma; + a') i — a^\2 2 2
TT ^ i^ote-
2(1 — a'j \i + ae
X sin mx dx
J""" xsmmo.
2aC0S/n.r4-a
On a trouvé (I, 386)
\-\-iaL cosmx + a.
par conséquent (190)
- = a sinma: — a'sinamjr + a'sinSma: — ... ;
xsvdmxdx TT
i4-^^)(i + 2acosma:-)-a') aa '
2(n-ae-'") 2(a + e'")
sin/wjîrfa;,
e~"^^ étant plus petit que l'unité, on a
et de même
^— = e— (e-'^+ e-3:r^+ e-57rx_^ _ _•!_
Mais, lorsque k est positif,
Jr*" b
par conséquent
sin mx dx = > f-, r, ; + 7 r,
0 e^-^-e--""" ^[[■y.n-i)T.~aY-\-nf ^[(are
[(are — i)7: + «]'H-m'
« devant recevoir toutes les valeurs entières et positives. Mais on a trouvé (I, 408)
2(1 + cos«)
L (7r-«rjL {7r + «rJ
En différentiant les deux membres par rapport à m, après avoir pris les logarithmes, on trouve
Zâ r(2«— 1)7: — al"+m" ^ [(2« — Or + aJ' -l- m' '
e"+acosa + e-" ^ [(2«— 1)7: — aj"+ m" ^ [(2« — ijr + «J
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et par conséquent
r°° C'-he-"' , l f,m_g~m
f 53) / smmx ax ■= »
* ' Jg gîr^_ g — WJ; 2 6"+ 2C0Sa + e-'"
où il faut supposer a<7:, afin que la formule (K) soit applicable lorsque /:=a—7r. En remplaçant dans celte formule m par « \/— i , elle devient
•^(e°^4-e-")(e''-^'— e""-'^) , _ sina
cosa + cos«
et en remplaçant ensuite a par m\l— i
(54) I -î^ -cosmxdx—
En faisant m = o, on a
(55) î— "^f dx= ^ •
Si dans la formule (53) on fait a = o, elle devient .
J"" sin m^crfa? i e'"
et en faisant a = n
(î>7J 1 axs\nmx:=-
197. Développons les deux membres de l'équation (56j suivant les puissances de m. Nous aurons (I, 388), en remarquant que
m rn
= — 5^^— lang — V— 1 >
et en égalant les coefficients des mêmes puissances de m
/»«> x-n-'dx _ 2'"— 1
198. Les formules des paragraphes précédents permettent de calculer des intégrales analogues, dans lesquelles figure en dénominateur sous le signe / la somme de deux exponentielles.
Si, en effet, on remplace successivement dans (53) a par a -i- 7 et par a '-■,
on trouve, en retranchant l'une de l'autre les équations ainsi obtenues,
(e'"—e~'") . , afe" — e-") sina
sinmxaxz=
e="'-t-_a cos2rt 4- e-""
On déduit de (54), par un artifice semblable,
,a , I r"" (e'-^+e""-'') , (C+e-'Icosa
(00) - 1 ^ '- cos mx fix =: -~
2 / 7r.r _ TT^ e'"+ 2C0S2a 4- e~
En faisant m = o dans les équations (60) et (54), on trouve
■nx itx
lang- a.
En faisant dans (61) e ^ = z", -^^ —m, et dans (62) e-'^ trouve
TZ.r — ~«
/z "' — z ~"' dz t: mr. ^ — lang „ Z"— Z-" z in in
Jo 2"
'+ Z-'" dz r
z 2 « niTt COS
in
En faisant n = -, m ^ a
m, on
Û?Z = r COlaTT.
On peut de cette formule déduire la suivante, déjà démontrée (141),
Jo 1+^
dx :
sinaTT
Dans la formule (65), remplaçons z par z^ et a par -, nous aurons
,ii ^ [" 2"'— Z'-" , rr I (07) I — dz = - coi - a-K ;
en mettant 1 — a au lieu de a
et en ajoutant les formules (67) et (68) ce qui équivaut (144) à
dz = -r-^ )
Z' sm«7r
r'^Z'-'dz _ TT
Jg 1 -t- z ~ sina-K
L'intégrale
^"^ ' Jo I — A cosa? — B si
aisée à calculer directement, est égale à
sin.r
en supposant toutefois que A^4-B* étant moindre que l'unité, le dénominateur de la différentielle ne devienne jamais égal à zéro. Si A et B désignent des constantes imaginaires, la formule est-elle encore applicable et quelle est la valeur de l'intégrale?
Le développement en série est nécessaire pour distinguer les différents cas.
Soit
A = « + a'v/-^> B = ft + 6'v/ — I,
le dénominateur ne s'annulera que si l'on a en même temps
a cosx +,b sinx = j, a' COSX + b'smx=:o.
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c'est-à-dire
équations contradictoires si l'on n'a pas
(ab' — ba'Y = a'' + b".
Nous supposons que cette condition ne soit pas remplie et que l'intégrale soit par conséquent finie et déterminée. Posons
A = a6'-ia';
on peut toujours supposer A positif, car, en changeant x en an — a;, les limites restent les mêmes et les signes de b et de b' sont seuls changés. On a identiquement
(71) ; iT—. =- ;::^;^ 1 =H =— l|»
I — Acos^ — Bsinar n — n' ^ — i \j — Ce^^' 1 — C'e-'N^ /
ou
A-Bv/^
A + Bv/^
Le signe du radical v'i — A^ — B^ étant arhitraire, nous supposerons que n soit positif.
Avant de développer la fraction (71), il importe d'examiner si les modules de C et de C sont plus grands ou moindres que l'unité. Ou a
QQ, _ ' — » + «' \/— ' ^ I + /t — n! y' — I dont le module est
évidemment moindre que l'unité, et l'un des modules au moins est par conséquent moindre que l'unité.
I. Cale. int. ai
Ces modules sont respectivement
et puisque A est positif, c'est le second qui est le plus petit. Le module de C est donc moindre que l'unité; celui de C peut être plus grand ou plus petit que l'unité suivant des cas qu'il faut distinguer.
Le produit des carrés des modules de C et de C est
I + «' + «'»— 2« _ (fl'+ a"+ 6'+ 6'')' — 4A' 1 -\- n^ ■+■ n"+ïn~ (i + n' + «'' + 2/1)= *
On a, par conséquent,
{a' -h a"+ 6» + 6'')2 — 4A' = (i -+- n'-hn"y — ^n\
et l'on voit que suivant que A sera plus petit ou plus grand que n, à^+a'''-hb^ + b'^ sera en même temps plus petit ou plus grand que i -i- n' -\- n'^ , et, à fortiori, a^ 4- a'^ -t- 6* + 6'* + 2 A plus petit ou plus grand que i + «' + ra'^ + an, et le module de C est par conséquent plus petit ou plus grand que l'unité, suivant que A est plus petit ou plus grand que n. Mais on a
et par suite
ft' — n" = I — a' + a'
nn' = aa' + bb' ;
d'où l'on conclut, à cause de la valeur de A%
d'où résulte que A est plus petit ou plus grand que n, suivant qu'il est plus petit
ou plus grand que \la'^ + b''\ et la condition cherchée est par conséquent la suivante :
Le module de C est toujours moindre que i;
Celui de C l'est seulement lorsque ah'—hd est plus petit que \ja'^ + b'''. Le module de C étant moindre que l'unité, on a, dans tous les cas,
et, suivant que le module de C est moindre ou plus grand que l'unité,
'—^ — =—i—Ce'^'+C'e"\/-'-h..., I — Ce'v-
OU
I — Ce'v'-i
et par conséquent, lorsque {ab' — a'b)^ est plus petit que a'' -h 6'', on a
n — n' y/ — i I— (a 4- a' ^^Y cosx — {b + b' \/— ij'sina:
= I +Ce^v'=^ + C'e"v'^+ . . . + C e-'>/-' + C" e-"\/^' +
Mais
e'"'^' dx = o, et / e-''*"'/-' dx^o;
par conséquent, dans ce cas,
r'" dx 27r _ ^^ .
'^ Jo ' — A cosa; — B sina: " „ _ „' y/Z:7 "~ y/, _ a' — B'
Si l'on a au contraire
{ab'—ba'y:>a"+b",
on doit
écrire
ri
COSar —
sinz
et dans
ce cas
Jo
r" dx ^
Jg i — A'cosx — B sinx ~
On voit, par cet exemple, combien, avant d'employer les développements en séries, il importe de s'assurer de leur convergence.
200. Presque toutes les intégrales définies précédemment obtenues par le développement en série ont été choisies parmi celles dont l'intégrale indéfinie corresk pondante n'est pas connue explicitement. Le développement en série peut s'appliquer élégamment à d'autres cas pour simplifier les calculs ou l'expression du résultat. Nous en donnerons un exemple emprunté au Cours d'Analyse professé par
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M. Hermite à l'École Polytechnique. Cherchons l'intégrale
F{x)(ix
où F (a;) désigne un polynôme entier quelconque. Les réductions successives indiquées (63) montrent que l'intégrale indéfinie est de la forme
rF(x)dx , ^ . , K r (f^
J \/> — ^' ' J \Ji—x'
9 (a;) étant un polynôme entier en x et A une constante. On en déduit évidemment
/•-*-' T{x)dx , r+' dx
/ , = A / , = Att,
et toute la question se réduit à déterminer la constante A.
Or cette constante, facile d'ailleurs à calculer directement dans chaque cas, est égale au terme constant dans le produit de F(a;) par le développement
/ i\ ^ 'I '-3 I 1.3.5. ..(are — i) i
Reprenons en effet l'égalité '
rF(x]dx , , . , r dx
et développons dans les deux mcmhres, suivant les puissances décroissantes de x, les fonctions placées sous le signe intégral, ainsi que le terme algébrique tp[x) \/ï — x^; il faudra pour cela les écrire sous la forme
VI— x^ ^ v' — ' ^ ■*'
F (a;) étant supposé de degré a, on aura a^, a^,_i,..., a',... étant des constantes.
En multipliant les deux membres par — ;= el intégrant, on formera le déve-
loppement
t de 1 , - sous forme d'une série contenant dans un nombre fini de
^ rF{x)dx J \/i—x'
termes les puissances positives de x, un terme de la forme -p^= Ix, et des termes
en nombre infini contenant les puissances de -• Le produit (p{x) \/i — x'^ traité de
la même manière donnera un développement purement algébrique, et l'intégrale
— '= {ï — x^) ' donnera pour premier terme -4= Ix, tous les autres étant
ary/— . • y/— I
algébriques; en sorte qu'en égalant les coefficients des deux termes logarithmiques, on aura
c'est précisément le théorème énoncé, dont la démonstration directe résulterait d'ailleurs aisément des formules (63).
201. Plusieurs intégrales se transforment en séries par décomposition en un nombre infini d'intégrales partielles, dont les limites embrassent, à elles toutes, l'intervalle compris entre celles de l'intégrale cherchée.
Soit, par exemple, à chercher
J'"^ s'mx (ix On a évidemment
J^'^s'inxdx r^ s'xnx dx Ç'^'^s'xnxdx r^ s'mx dx
Si l'on pose
on aura
'{■in-\)
et, en posant a; = (an — \)n — y,
<''"-')^s\nxdx
'{■in--i)
par conséquent
J"'"" smxdx _ C'^ — sinr .,
r<^-'"-')^sinxdx _ T^ smrdr
c^sxRxdx r . -, / ' ' ' ' \
Jo ^ . Jo \T.—r ■r-+r ^1^—r stt+j /
c'est-à-dire (I, 409)
(74) J — x^^âj sinjtang-jrfr=j sin'-jrfr^--
La formule précédente déjà obtenue (179), et que nous retrouverons par d'autres méthodes, peut se rattacher à la formule
r. ( . sinScp sinSœ \
- = .(^sm9 + -^- + -3--f.]
donnée (I, 382). Soit en effet (f=^dx, on a
t: j fs'mdx sinSdx sinSdx
2 \ dx 3dx 5dx
Le second membre est la somme des rectangles inscrits dans la courbe dont l'équation est
sinx
et ayant pour base 2dx. La somme de ces rectangles est évidemment, lorsque dx est infiniment petit,
r"' siaxdx Jo ^
^^^ r-cosxdx
Jo «' + -^-'
On a évidemment
r°° cosxdx _ r''"' cosxdx r^^cosxdx r^^"^-')''cos.rrfx ,
Mais en posant
on a
ri^''+'^)^ cosxdx _ r"" cosy dr
. Jmn «'+^' ~Jo «' + (2/171 +jrr
et, en posant x = (an -h 2) n — y,
i^"-t-^-)^ cosxdx _ C^-^ cosxdx
r(^"+V^cosxdx _ r''_ J2n„ a' + ^' ~Jo «'
par conséquent
^2/i,t a'-hx'^^J^ a'-+-{im:+xy'^'^Jo «M- [ara + 2)7:
et
On en conclut, en différentiant la troisième formule (I, 408), après avoir pris le logarithme des deux membres,
J^'^cosxdx _ I r'^'^ {e'— e-'jcosxdy 0 fl' + JC' ~4«Jo e" — 2 003/4-6-°
Maison déduit de (1, 386)
= I + 2e-° cos/ + 26""'" C0S2J 4- 2e-'° cos3_;'- + . . .,
pa z>— o
e" — 2 cos j + e
d'ailleurs
cosrajcosjrfy = o, o
COS'j dr = TT,
et par conséquent enfin
Soit enfin l'intégrale
On a
J^'^xzn^xdx r^tangxdx r^vangxdx /* ' tangar 0 ^ ~Jo ^ ^x ~~^ ^x ^
En posant x = nn ~y.
dx
/•"" tangx
rfa:
devient
Jr^ langyrfr.
0 nr-j '
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et en posant x = nn -+-y.
lang^ ax
devient
tangj(/r
/•Ma
L'intégrale cherchée est par conséquent égale à
f\,ngrdr[j + :;^
■+J' 27r-|-J TT — / 271 — X
c'est-à-dire (I, 414)
/ tang7colj</j=: / «(r=^- On a donc enfin
Formule générale de Poisson.
204. Désignons par F(«) une fonction donnée de la variable a, soit œ un angle quelconque, et faisons cosa; + \/— isinx = y; si le théorème deTaylor est applicable à la fonction F, nous aurons
, „, . dF{x) ^q' d'Fiac) q' d'F(a) ,
^ ^' ^ ' ^ doL 2 da? 2.3 ax
En changeant le signe de sj— \ , on aura une autre équation qui se déduira de celle-ci en y mettant - à la place de q; en ajoutant et retranchant l'une de l'autre les deux équations, et en ayant égard à la valeur de q, on aura
If./ '\ >r./ , T^, ^ f/F(a) CQsix d'Y(oL) , 1
F « + - -l--F(«4-fl =:F a +cosa: — j^— ' -) -—t
^ ' 2\ q / 1 ^ ' dx 1.2 dx' ^
2 ^ F «+ - — ^^^— F a + fl = sina: — 7^— ' H ■ . , H
^' 2\a/2^ aa 2 da'
Mais on a (I, 386)
,- * I — pcosx
3 ) = i -h p cos X -i- u' cos 2x + • •■ ,
^ 1 — ip cos a;~\-p' ' '^
//, psina; . . . ^
(4) — ^^ = wsinx + p-sin2^ + «'sin3.r 4- ■• •
\ — ip cos X + p' "^ ^ ^
Multipliant l'équation (i) par l'équation (3) et l'équation (i) par l'équation (4), multipliant ensuite les produits par dœ et intégrant entre les limites o et n, on trouvera
,■ — r"\F {x + -] — F{x + (i)\s\nxi/x /> y/— 1 I L \ qj _] (IF{a\ p' d'F(or.)
- Jo I — 7.p COS^ -f- p' ~ ^ ' (Ix "ï da~ '
c'est-à-dire
(") SJ„ ^ i-.pcosx+p^^—^ 'dx = F(x^p] + Fix),
^' ' t: J„ I— 2/>cos^+P' ^ '^' ^ '
La fonction F reste indéterminée, et ces résultats ont par conséquent une grande généralité; mais il ne faut pas oublier que les séries dont on fait usage doivent être convergentes, et que, sans cela, la démonstration n'a aucune force; p par exemple doit être plus petit que l'unité, sans quoi les formules (3) et (4) seraient inexactes.
Soit par exemple
ax" -\- 2x + a
dans laquelle a est une constante donnée; supposons de plus qu'on fasse a = o, on aura
2 I + a cosar)
Le premier membre de l'équation ( 78) est donc nul et le second se réduit à F ip); cette équation est donc inexacte.
I. Cale. int
L'équation (77) devient dans ce cas
I r^ dx{i — pcosx] p '
t: Jo {i — ip cos^ -h p''){i + a cosjt) ap'+ ip -\- a
équation inexacte, comme il est aisé de s'en assurer par l'intégration directe.
Il est aisé de voir en effet que les séries (1) et (2) ne sont pas dans ce cas convergentes. Soient h et k les deux racines, évidemment réelles si a est moindre que l'unité, de l'équation
On en déduit, pour la valeur particulière « = o,
d"'V{a.) _ 1-2. 3.. -M ^ _ da" ~ a{li-l{) ^ >'
et en observant que hk = i, les séries (1) et (2) sont dans ce cas :
——T j— [(/( — /,) cos.r + {à'— fi') cos'î*- + ...],
• il [h — ff }
— -T — -.; [{/i — Il jsinx -\~ {h'— /,-)sin2x +. . .],
l'une des racines A et k étant plus grande que l'unité, ces séries sont évidemment divergentes.
205. Soit encore F («) ~ oc", eu faisant a = i, et supposant l'exposant a positif, les séries (i) et (2) ne sont plus divergentes et l'on a
,, / /-: , / , — - . ,« X I ax , (IX
t ( 1 + e'v-i ) = (1 + COS.Z- + v^— I smx! -— 2° cos" -- ces h J~i sin —
et l'on déduit des équations (77J, (7^^, en retranchant de la première la formule obtenue par l'hypothèse/? = o et mettant ix à la place de ,r,
2(1 — pM r- cos"xcosaxdx /i-i-p\"
(rn) !^- j =z: l i- ,
t: Jo i -— 2pcos2x -i- p' \ 2 y ^p r^ cos'x sinaxsinixdx /i-t-pY 1
^ ' 71 X l — -ipCOS^X -{- p-
Si l'on développe les deux membres suivant les puissances (]e p et qu'on égale de part et d'autre les eoetficients de p", on aura
o t 1 j a ( rt — I ) . . . ( « — /( + I ) r
oi - / cos'xcosaxcos-inx dx =z —^ '
- I cos°x(
a , ^ T' „ ■ ■ j n{a — j)la — ■?.). .{n — n + i) 1
02; / cos'x sm (IX H\n 7. nxdx^=—^ ^ ^ ^ — — »
et, en prenant la somme et la différence de ces résultats,
01 '■ r^ „ , s J a(« — i). . .(rt— 77 + t) I
\oi] - / cos".r cosfrt — 2H)xrtjr = —
84; / cos"x cos(rt 4- 2« ).r cfx = o
Un
n peut désigner un nombre entier positif quelconque, le cas de n = o doit être exclu. Mais en faisant dans (79) ^ = o, on a
'85 - / cos''^cosflxr/^= —
JCOS"^ (
Formule d' Ahcl.
206. Soit Y [x -^ a] une fonction développable suivant les puissances de e. — ", et
et en supposant le développement étendu aux valeurs imaginaires de a
F(x -i- a; y'— 1 I -H F(ar — a< V^') = 2A + 2B, ces a/ + 2B, cos2a/ +. . . , on en déduit (202)
Soit par exemple F (x) = -? on a
r* dt ^ T^
ce qui est exact, comme on s'en assure par l'intégration de la fraction rationnelle. Soit encore ç {x) z= —, on aura, en posant o-t = z sin <^, x = z cosip,
= Z-" COSrtW,
et comme, d'après les hypothèses,
, — at
z^=^x'-]-(x'l', o = arctang — ,
la formule (86) devient
J^°° dt
cet cosrearc tane —
Si l'on veut prendre qs pour variable au lieu de t, on a
langcp,
dt
XX dcf
«'cos'tp -\- x^ sin' 9
cosnarc
tang
— = COS/lcp,
COS"q)
et la formule (87) devient
,„Q. a r^ cos"9 cosre9 c?9
^ ' X"-' Jg .r'sin'9 4- a' ces'
Si l'on fait a = x, on en déduit la formule (85)
Cp 2[X + «}
I cos"çp cosnipacp =-;;:;:, •
Formule de Jacobi.
207. On a trouvé (157), (160), en nommant m ci n deux entiers positifs tels que m^ n.
J^''' . , (im — i)i-}.m — 3)... I .f'" — i)(2/i— 3)... I
JCOii^"X C0S2nxdx^=(~ l)" j I 0 «/o
• cos2nxdx^=(~ \Y I sin'""x cos 2 nxdx
Jsir
cos='""*"'xcos(2« -\- \) X dx ^^ [— \)' I sin^"^'jrsin(2« -4- i)xdx
I (2m + ij2m. . . (m 4- re+ 2) TT
les deux dernières sont comprises dans la formule plus générale
cos'.r ces ix dx =
iP
qui suppose seulement que la différence p — i soit un nombre pair. Cette formule peut s'écrire encore
r \o^Px cosix dx = PlP^lhAE^ltl) (/>-/-. )(^zi';-3)-'-(^'7')(^^-3)^i n Jo i.3...{2i — I) 2.4.6... (/> + «) 2'
qui, à cause des formules (i), donne
(2) i eosP X cos ix dx = ^P — — ' v ^ 'l sin^'xcos''-'xdx.
Jo 1.3...(2/— 1) J^
Cette équation suppose que la différence/» — i soit un nombre pair. Si l'on double la limite supérieure, les deux membres doubleront et resteront égaux, et comme
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ils sont tous deux égaux à zéro, lorsque la différence p — i est impaire, la formule
ainsi modifiée
(3) / cosrTCoai.TfJx— f--^ '4^" ,^ ■ — '~r-^- ( sW x co^p^' x dx .
Jo I.3..3...(2Z- I) .^
a lieu pour toutes les valeurs entières des nombres p et f', tels que l'on ait p — / > o.
208. Jacobi a déduit des résultats précédents une formule très-générale pour la transformation d'une classe d'intégrales définies.
Soit y (z) une fonction développable suivant les puissances entières de s et
cp(^) = Â„4- A,z -h Aj^'-f-. . . -(- A/, z/' + . . • .
En désignant par œ' [z) la dérivée d'ordre i, on a
i[z)^-^p{p-^)...{p-i-\-^)kfZP->.
et d'après l'équation (3) on en conclut immédiatement
<d{cosx) cosixdx=:z'\ An I cosPxcosixdx= -^ — ; — ; ; j dxsin'-'xa'i
0 ^ ^ Jo ï.3...(2«-ijX
cos^l
Cette formule déduite du développement en série est vraie d'ailleurs dans tous les cas et applicable au cas même où la fonction n'est pas développable. On a trouvé en effet (I, 143), en supposant cosx=:z.
Il — I
d'-' (j— z'] ^ , sin/.r
dz'-' ^ ' i
Mais une intégration par parties i — \ fois répétée donne, quelle que soit la fonction f{z).
X+i . /*"^' d'il a'I 9'(z)(.-2') ' dz = {-iyj^^ ^(^)-"— rf^r dz.
Si l'on pose z — coscc, cette formule devient
(89) I <f'{cosx)sin''xdx=:3.5. ..{vti — i) j <f>{cosx) cosix dx.
Je, Jo
Formule de M. Kummer.
209. Soit <^[x) une fonction quelconque à laquelle soit applicable le théorème de Taylor, en sorte que
, > do[x) y? (l''o(x]
Posons
ce qui donne
X zrzxe'"'»'-'.
.V + OC = X [i + cos2f H- ^ — I siiiai') = ■ix cosi'e''v'-'; par conséquent
o {-ix cosve'^-' ) = o{x) + xe'-"v- '9'(x)H e^'^'-^' ç" (x) -+-
Multipliant par e*""^' ' civ et intégrant les limites ^' = ;r et v' = ^ 7:, on trouve
o\ ?.x cosfe'V-i) dv=: sin/iTT — ; '^Ix) h cs"i'.z-) — .. . .
, ^ > L " (rt-i-i) ^ ' ' i.a.(/t + 2} ■ ' ' J
De même, en posant a = — xw, on a
(f)[x — xn'j = cp(x) 9 (•«■) + 9 (.r) — • • • .
Multipliant par»'"-'^/n^ et intégrant entre les limites tr = o et (v = 1 , on trouve la même série exprimée par cette autre intégrale
I iv"-'a{x — xw)da> = - a{x) — — ^ 9'{x) H -, <a"(x) ■
el en égalant les deux expressions de la même série
90- / <f{ixcosve"i^')e''""J-'dv = s\nnr.i <v'—'^(x — xa')div.
Si l'on pose w ^ i — u
(91) / (f{2Xcosve"^'-')e'"'^-'dv = s\nn7i / {i ~ u)"-' (f(xu)dit.
Soit f {x) =:x'". Cette formule donne, quand on a cliassé les imaginaires et divisé par x'",
(92) I {iCQS>v)"' cos{m + in)vdv =:s\nm: 1 u°'{i — 11)"-' du.
^ TZ t/O
210. Lorsque dans la formule (91) on attribue à n une valeur entière k, sin/în devient nul, et le premier membre est en général égal à zéro. Je dis en général, car il faut excepter le cas où l'intégrale qui figure au second membre serait infinie. Lorsque cela n'a pas lieu, divisons les deux membres de (gr) par sinnTT, puis donnons à n la valeur entière k; le premier membre, d'après ce que
nous venons de dire, prendra la forme -, et l'on aura, en le remplaçant par sa véritable valeur, égale au rapport des dérivées.
2 ^/_, f' pi
Si l'on h\i k^= i,
(9^) — r^^ l o{ix cosve'^'-') e""^-^ vdv=^ \ olxu)du.
Soit çi (ic) = a;""', on aura
— 7-;-=^ / (2C0SC)"-' e("-^''V-' c<fc= -, et en faisant disparaître les imaginaires
(94) / (2 cosc)"-' sin(n 4- i)i't/f = -r--
211. M. Kiimmer a fait connaître d'autres formules qui, en établissant des relations entre certaines intégrales définies et la somme de séries qui s'en déduisent, permettent de calculer les unes lorsque les autres sont connues. Soit
f Vf{u,k)r/n
une intégrale définie dans laquelle U désigne une fonction quelconque de u; supposons que, par un choix convenable de cette fonction, on ait trouvé une relation de la forme
Vf(u, k)du = Bi, Uf{ii,o)du,
B;t étant une fonction connue de k.
Posons
Ao/(«, 0)4- A,/(«<, i) + Aj/(«, 2)+...= cp(tt),
et supposons que ç («) soit une fonction connue.
I (p(M)U^M= Ao / /(m, o)Ufi?M + A, / f{u,i)Vdii-\-- ., et d'après la relation (a) qui a été supposée
J/*b nb
Vcf{u)du= I Vf{n, o)du{X„B,-y- A,B, -+-. . . + A„ B„ a •y a
c'est-à-dire
I u Cp ( M ) rfw
f \Jf{u,o)du
M. Kummer a employé élégamment cette formule pour la détermination de plusieurs intégrales définies.
L'intégration par parties donne
Posons donc dans les formules précédentes
du.
Posons par exemple dans la formule précédente
cp (?<) = cos(m tangx).
On aura
A„ = i, Ai = o, Aî = — , A3=o, A4 =: ^V^'---'
.2.3.4 et par conséquent
-^ tang'.r H ^ '-^ -— ,^-! '- tang'ar ■
g_u j^«— I çoj;/,^ lang a:) du
Mais l,e premier membre est le développement de {cosx)" costax; le dénominateur du second membre a été désigné par r (a), par conséquent
e-" u'^~' cos(« tangx) du = r{a)(cosa?)°' cosaar.
En posant
<j) ( « ) =: sin( « tang.r ),
on trouverait de même
/ e~" u''~' sin{ulaingx)du:=:T{(x){cosx)''sinixx. 213. Prenons encore
9 ( M ) =r COS ( 2 Jxu ) = I ^— XU -\ ^7—7 X'U^— . . . ,
nous aurons
Ao=I, A, = — 5 A,:
et par conséquent
OCX se { oc ■+- l ) x'
e ~" M '"' ' CCS ( 2 \^/xuj du .
Si l'on prend a— -, le premier membre devient le développement de e •^; on a d'ailleurs
donc
e~" u ^ cos[i \Jxu) du=^ \Jti: e-'
Si l'on pose u^= v"^, x = z-.
I e-' C0S2. zi' av = ;
ce qui s'accorde avec le résultat obtenu (182)
DIFFÉRENTIATION ET INTÉGRATION SOUS LE SIGNE C
214. La valeur d'une intégrale définie ne dépend pas de la variable par rapport à laquelle s'effectue l'intégration, mais elle est fonction des paramètres indépendants de cette variable qui peuvent figurer dans la fonction intégrée et que l'on considère comme des constantes dans l'opération. On peut différentier ou intégrer une intégrale définie par rapport aux lettres dont elle dépend de cette manière, et il existe pour cela deux règles importantes dont les applications font le sujet de ce chapitre.
Dijférentiation sous le signe ( •
Soit une intégrale
(i) u^= \ <!f{x,a.) dx,
a et i désignant deux limites données indépendantes de a. Cherchons la dérivée -y- •
Si l'on change v. en a -f A a, on a, en nommant Au l'accroissement correspondant de u,
(i) u-{-Au:=l (f{x,x-hA«)dx,
et par conséquent
Au := j [(f{x,a + Ax) — ':f{x,a)]dx,
Au _ r*9(jc, a-t-Ao:) — cpfar, a) .
et en passant à la limite '^
du r'' da(x, a) , ^ ' doL J^ dx
216. Il est important de signaler une difficulté que laisse subsister la démonstration précédente et qui explique certaines anomalies que l'on rencontre dans l'application du théorème.
La fonction
., 9(ar, at4- Aa) — (p(jr, x)
a pour limite, quelle que soit la valeur attribuée à œ, la dérivée _î_i^^i5i, piais il
peut arriver qu'à chaque valeur de Aa correspondent des valeurs de x assez grandes pour que la différence entre la fonction (4) et sa limite soit aussi grande qu'on le voudra. Soit, par exemple,
rnsa.r dx.
On trouverait, en appliquant la formule (3),
d^u f"^ .r'cosa.r ,
d' u et -j-^ .serait par conséquent indéterminé, puisque, pour une valeur infinie de jc,
la lonction — ^ est évidemment indéterminée. Le théorème est donc en défaut, et cela tient à ce que, quelque petit que soit A«, la différence
sin( X + Ace) X — siiiaa;'
X ^ ~ x' C0Sa:.r
peut, pour certaines valeurs de x, devenir aussi grande qu'on le voudra, quoique, pour toute valeur de x, elle tende vers zéro avec Aa.
217. Lorsque les limites a et 6 dépendent du paramètre x, la règle de différenliation est moins simple. Posons encore
M =: I 0(X, x)dx.
Si l'on attribue a a l'accroissement Aa, a et è se changent en a -+- Aa et en è + Ai,
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on aura
9(x, a + Ac()dx, ' cp(*-, a + Aa)c?.r — / c!f[x,a)dx;
mais on a identiquement, quelle que soit la fonction désignée par P,
Jr^b-^\b nb i^a-i-Aa /^b-t-Ab
Pdx= Pdx- Pdx+ Pdx.
Lorsque A« tend vers zéro, les limites des deux dernières intégrales se rapprochant indéfiniment, chacune d'elles peut être remplacée par un seul élément, et l'on a, à la limite,
,c- (iii r''do{x,(x] , , ^ da ,, dh
f^ariationjinie d'un paramètre.
218. On a quelquefois considéré utilement la variation produite par le changement fini attribué à la valeur d'un paramètre en faisant usage d'une formule, complètement évidente d'ailleurs, qui peut être considérée comme la généralisation
du théorème de la différentiation sous le signe / •
Si l'on pose
/.* M= / (p(.r, 'a.)dx,
les limites a et i étant indépendantes de a, on aura, en désignant par le signe A l'accroissement qui résulte d'un accroissement A a attribué à a,
(6) Au= I A(o{x,x}dx.
On a, par exemple,
-^/ e-'"'dx.
Si l'on attribue à a un accroissement égal à l'unité, on en déduira
A -^ = --■ — - = / ^ e-''-'U-^-y)dx,
et l'application répétée de la même formule donnera
^" e" '^■' dx,
c'est-à-dire, en supprimant le facteur commun 1.1.3. ..n,
Considérons les deux intégrales
I e" ''008(9. a — m) X dx
i2(x— inY+ li-
C^ I. ■ , V j IX— m
I e-'''sm(2x — m)x ax = r- ■
Si l'on donne à a un accroissement A«, et que l'on égale les différences, c'est-à-dii'c les accroissements des deux membres, on en conclura
Jo
- '"^ A cos ( 2 a — m)x dx = A
( 2 a — m)- + It'
J"" 1 A . / , » A ICC — m e~*' A sin (2 (X — m)x dx ^= Il , j- •
L'application répétée de la formule donne
roc /. e-'" dx A" cosf 2 a. — m) X = \" —, r-> [ix-mY+h^
J"* 2 a m e-'" dx S.' s\ï\{r>.x — ni ) .r = A" ; >- • (2a -/n )>+/.»
220. Si l'on suppose m entier et égal à n, et Aa égal à l'unité, ces formules prennent une forme remarquable.
Supposons d'abord n pair égal à 2/j, on a
A''' cos(2a — ip]x^= C0S(2a + 2p)x — y.p cos(2a + 9.p — t.)^ -h . . -t- cos(2a — ^■p)x,
c'est-à-dire
A'''cos(2a — 7.p)x=: cos2a^ cosi.px — 7.pcos{ip — 2)x
H — f-^ — '- icos(2^ — 4)-^ -+-• ■ • + cos^px .
— sin2ax[sin2/>ar — 7.psin{7.p — t.) x +. . . — sin^px].
Le coefficient de cos9.a,^;, dans lequel les termes se doublent deux à deux, est égal ([, 385) à {— i )P 2^'' s\xi^''x, et celui do sinaaaîà zéro, parce que les ternies également distants des extrêmes se détruisent; on a donc
A'/" cos(2a— 2p)x = {— 1)'' yy cosaa.r sin'^x,
et par conséquent
( 7 ) / e~'* cos 2a.r sin'i'xdx =rz — A'/- ^ 7- •
•" Jg f.'P [9.cx — 7.p)-'+ h'
Si l'on suppose n impair et égal à 2p + i , on a AV"*"' sin(?. a — ip — 1) x =r. sir\{nx-\- 7.p -{-\)x — (2/) -)- i) sin(9, a -f- 2/? — \] x
-f ^-i- — ~ sin(2a + 2/> — 3)x — . . .— sin(2a— 2/J — i).r,
^i/>+'sin(2s«— 2/> — i)j? = sin2o:*'[cos(2;> + i)x — (2/7 + 1)008(2/?— i)x+... — cos(2^-f-i)^]
+ cos2a.r sin(2/j + i)x — ?.psin{'îp — j)x
sin['?.p — ^)x—...-hsix\{7.p + i)x •
Le coefficient de sinaao; est nul, car les termes à égale dislance des extrêmes se détruisent, et celui de cosaaa? est égal (J, 835) à (— \)p s'^''-^' sin^''+'a;, et l'on a
J""" , , (— 1)'' . 2a — 2n — I e-*'C0S2ax sm^P-^'xdx = ^ '- Av+' i—- ~.
^ 2'''-^' {ix— ^p — iY+ k'
La différence indiquée dans le second membre étant prise par rapport à a et correspondant à un accroissement égal à l'unité. On a
Av
(2a — 2/>)=-+- /l' L(2«4- 2/))-+ /(^ {■j.oc + rf.p — iY-\- !(■'
ip{2p—\)
(2a + 2/> — 4f 4- A-' {y.a — y.pf + fi'J
Si l'on suppose oc = o, les termes à égale distance de celui du milieu deviennent égaux, et la somme devient égale à
comme l'on s'ea assure aisément en décomposant cette fraction en fractions simples. On a donc
On trouvera de même, en faisant « = o dans la formule (8),
comme on l'a obtenu (I65).
Intégration sous le signe j ■
Considérons de nouveau l'intégrale
(1) . u= I cf[x,x)dx,
Ja
dont les limites a et 6 sont supposées indépendantes de a. On a
(2) \uda.=.\ \ I 9(a-, a) r/a rf.r. En effet, d'après le théorème démontré (215),
-j- 1 j <f[x, c()dx\dx = 1 9 (r, a)(/x = «,
et par conséquent le second membre de (2), ayant pour dérivée par rapport h a la fonction u, est égal à / m da,.
222. Si l'on substitue à l'intégration indéfinie par rapport à a une intégration définie entre deux limites c/.o et a, l'équation (2) devient
/ udx^j I (^{x-, x)dx\dx,
et les deux membres sont égaux, car ayant même dérivée par rapport à a, ils sont nuls tous deux pour a = Xo-
223. Les deux membres de l'équation ( 3) résultent l'un et l'autre d'une double intégration effectuée sur la fonction o [x, a).
Quelle que soit la fonction bien définie
on a (I, 360)
dx dy
(JP__dQ_ dy dx'
par conséquent, en nommant a, ]3, a et h des limites quelconques, on a
La première intégration pouvant s'effectuer immédiatement, on aura ainsi des relations parfois importantes entre des intégrales de formes très-différentes. Soit par exemple
cp [x -\-y y' — I J =:: e~^'-*-^\^-'^' ^^ &-■'' eJ'' (c0S2ay — y/' — i sinax^-).
On a
P z= «-■'' ey- cos 2 xy,
Q = — e~'^ ef' 'àVis.T.xy.
L'équation (5j devient
■ /** I dx{e~''e^ CO?<i^x — c-^'e" cosaax)
= — I dy[ eJ' e~'' sin i by — e^' e^"' sin 2 ay).
Soit a = o, a = o et /!* = 3C , le second membre deviendra nul, et l'on aura I (e"'-''e'^'cos2Sx — c-'')dx^^^o,
/ e--''cos2[3x- rfx = / e-f'dx,
ce qui s'accorde avec les formules (153), (182).
par conséquent
, • ce
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Cas remarquable â' exception.
225. II faut toujours (4) excepter le cas où les différentielles que l'on intègre passent par l'infini clans l'étendue des intégrations. Les intégrales, dans ce cas, n'ont pas toujours de signification déterminée, et les théorèmes dans lesquels elles figurent, n'étant pas suffisamment démontrés, peuvent conduire a des contradictions.
On n'a pas, par exemple,
parce que, pour « = o, l'intégrale
r ' loi}~x')dx ' X [oc^-^x-'f,
devient
r'dx
= oo ■
L'application pure et simple des règles ordinaires aux deux membres de l'équation (i) donne en effet un résultat absurde. On a
(x'—x')dx
{x'-ha')'' x'-hx'
(a} — x']dx I
et
On trouverait de même
et les deux membres de f r) sont par conséquent inégaux.
226. Réciproquement, si en renversant l'ordre des intégrations d'une intégrale double on obtient deux valeurs différentes, on peut affirmer que la fonction intégrée devient infinie pour des valeurs des variable» comprises dans les limites de la double intégration.
Gauss s'est servi Irès-ingénieusement de cette remarque pour prouver que toute équation algébrique à coefficients réels admet une racine de la forme a 4- ^y — '•
Soit l'équation
(2) .r"'+ AiX^-'-f-Aj.r^-^ -(-... + A„=o.
Posons
x^: p (cosw + ^—1 sint.)).
Le premier membre deviendra
ou
P ^p" ces m 01 -f- Aip"-' ces (m — i)« -f-. . .-)- A„,
Q =: p" s\n m',^ + A, p"-' sin(;n — t) « +. . . -f- A„,-, psinoi.
Posons
on aura
= arc tan
rtC)
doi~
dp
dp
dp
et la dérivée — — - a pour dénominateur (P° + Q'')^. Si donc nous prouvons qu'elle
devient infinie, P et Q devront s'annuler en même temps, et l'équation aura une racine.
Écrivons l'équation
(3) i ffp I — — T-dr,)= I dbi j ■ dp,
d' V qui est exacte nécessairement, quel que soit R (223), pourvu que ne de-
vienne pas infini. Nous allons calculer les deux membres en supposant la valeur de R très-grande, et nous verrons qu'ils sont inégaux.
On a
r d'Y j dY
f d',\ =rr -— .
,/ ilptir,) dp
Si l'on remplace w par zéro et par 277, les valeurs de -j- sont égales; par conséquent,
quel que soit R, le premier membre de (3) est égal à zéro. Calculons le second membre.
On a
J (Ipdf.) ° ^ dM '^ P'+Q'
Q et P ^ sont nuls tous deux pour p = o, et pour /î = R, puisque R est supposé
très-grand, on peut les réduire, ainsi que P et Q à leurs premiers termes. On trouve ainsi
r^ rf'V _ mR""(cos'm« + sin'ww) __
Jq dpdw^ ^ ~ R2'"(cos=ww + sin'ww) "" '
X"-X"li^--
Les deux membres de (3) sont donc inégaux et il faut en conclure que
dpdbi
devient infini; que, par conséquent, P et Q deviennent nuls en même temps et que l'équation (2) a au moins une racine.
Intégrales déduites de la différentiation sous le signe j ■
227. La différentiation d'une intégrale définie par rapport à un paramètre qu'elle contient permet d'obtenir des formules nouvelles dont la détermination directe serait quelquefois moins facile.
On a, par exemple.
Je-" dx =: -■
On en déduit, en différcntiant n fois de suite par rapport a a.
formule déjà obtenue.
La formule
i ('-■"'■ffx= - k/ -
donne de même, par la différentiation n fois répétée par rapport à a.
( 9. ) / .r '" e-"- dx = ■ —■—' )/ir.
On a (182)
/ e-'' co?,-}.kxdx ^ - \Jt: e-''' . On en déduit, en différentiant par rapport à k,
e-^\v sin o.kx dx ^rr ~ /,- y/7r e-^' ,
et, en différentiant de nouveau n fois de suite,
(4) re-x-sin(..y;x + ^;rW^ = iï^
Si l'on fait, par exemple, « = 1,^ = 1,
(5) i e-^ .r'cos2arrtjc = — -;— •
Jo 4 e
La formule
, . r'^x'-'dx ;ra— '
./o a + x sinrtTi
s'obtient immédiatement en posant (141) x = «z.
On en déduit, après n différentiations par rapport à oc, et faisant a = i,
, g . /*" _ x"-' dx _ ( — 1 )" ff (a— i)(fl— a)...(rt — « )
Jg (i-H^)"-'' sin«7r 1.2.3...»
L'intégration par parties donne, en supposant m<^n-h i, la formule de réduction
r^ x-'dx _ m r=° x"-' dx
et, par conséquent.
- Vi-t-i
c'est-à-dire
iyj
Jo (•
_l_ ^jj,.+j sinaTT 1.2.3. .. (2/1 + i) 230. L'intégration directe donne
^ a'cos=x + (3'sin'j; "^ 2 5!(3 On en déduit» en différentiant par rapport à a,
/"^ ces
ces' J? </a:
La différentialion par rapport à ^ donnera de même
et en ajoutant les formules (i3) et (i4), on a
Jg [x'cos'x + ^'sin'xY 4a(3 \a= (37 Eu opérant sur cette formule comme nous l'avons fait sur (12), on en déduira
n dx _ '^ ( ^ , ^■■|.^_\
'^^ X (a'cos-':c + P'sin=.ï-)'~ 16 UP' ?^' «'l^v'
et de celle-là
Jo {«'<
dx
cos'x + jâ'sin^x)' Sa \«|3' ^a' x'^" a'P'
231 On a (99)
1 1l ces
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On en déduit, en différentiant par rapport à m.
La formule (198)
, . mi:
■k' sin — • f.n
4«^cos'
/" .r" '"— x"-^'" dx TT mn
•in donne de même
En fiiisant /tz = o, elle devient
4«'cos2
2rt
dx Ix — — 5^- •
232. La différentiation sous le signe 1 permet quelquefois de déterminer une
intégrale inconnue en la rattachant à sa dérivée car rapport à un paramètre.
Soit, par exemple,
r^ dx arc tans;/-.!:
On en déduit
du /" dx 71 I
di" Jo (i ■^-r'x'')\j\—x' 2 y/ , _^ ,.'
et par conséquent, u étant évidemment nul pourV = o,
- C dr T. ,, . -.
Si l'on fait par exemple r=; i, on aura
/"' dx nrc, tane.r
J' dx arc tane.r t: , , ,- ,
J^"" arc tans rz 0 X{l+X'
r^ dx
I -j- rtft
/ -^, ~dx = r.\ r = y/(n-rtA.
235. La méthode suivie dans le paragraphe précédent revient évidemment à une
intégration sous le signe / > appliquée à une intégrale que l'on forme de manière à
obtenir le résultat désiré. Il arrive quelquefois que la dérivée n'étant pas connue, non plus que l'intégrale primitive, on aperçoit entre elles une relation qui sert à les déterminer toutes deux.
Soit, par exemple.
= l e ^' dx.
On a
et en posant - = z,
On en conclut
du r
da Jo
« -^-j,dx
'^« Jo
e ^ dz = — 2 «.
du
T= — ida.
lu ^= — 2 a + r,
c' étant indépendant de a. Pour « = o, on a (153)
Soit encore l'intégrale plusieurs fois considérée déjà
e-°'^'C0S9.(3.r rfr.
On a *
du n . , ■ a ^
et, en intégrant par parties,
rf(3 On en conclut
du ("^ i& . , -, 1&U
Jo «" «'
du __ ?.(3rf|3 M a'
lu=-^
Pour ]S = o, on a
2 V a et par conséquent, dans le cas général,
u= l"" e-"''-cos-^xdx=^^/le ""
Intégrales définies déduites de l'intégration sous le signe j . 237. L'intégration directe donne
e-'°'s\nbxdx^ ■
Multiplions lés deux membres par da et intégrons entre les limites a = u, a = ]S. Nous aurons
/ sino.rcf.r =:arc tang^ — arc tang T-
Si l'on suppose se nul et ]S infini, celle équalion devient
résultat déjà obtenu (i79), et qui suppose seulement b positif; dans le cas contraire, en effet, arc tang ? serait égal à — -• 11 est évident, d'ailleurs, que l'intégrale (a6) change de signe sans changer de valeur absolue, quand on y remplace b
par — b.
238. Si l'on multiplie les deux membres de (26) par db en intégrant entre les limites/? et 9 de Z», on en déduit
(27) J^ L^ 'i-dx=-{q-p).
On a évidemment
/ x'"dx =
On en déduit, en multipliant par dm et intégrant par rapport à m entre les limites m =z ex, m := |3,
Ix a + 1
Multiplions l'équation (28) par rfjS et intégrons entre les limites |3 et 7. Nous
{28) / •^' , ■" dx = l
aurons
Par des changements de lettres, on en déduit
X ' '^'^~''''~Uxr''~'^^''' dx=[^. + i)l{oc + .)-(y + .) /(y + .)-(«-y) [. + /(P-t- 1)],
Ajoutons ces trois équations après les avoir multipliées, la première par a, la seconde par /3 et la troisième par 7, nous aurons, en ayant égard à l'équation (28),
Soit, par exemple, y = 2, a = i, j3 ;:= o. On aura
pour y = 3, a == r , p = o :
La formule
p—x'^j ,(3-1-1 dx = l- — —
est équivalente à celle qui a été donnée (176). Posons en effet
a.^= n \l — I , 'x^ = x"^-' =: «'"'■' v'-î =. CCS mlx -\- y/— i sin m Ix, .r''=:ji7"v'-'== e"'*v'-'=: cos/t Ix -H v/— I sin7i/.r,
et nous aurons
( cos OT Ix — ces « te ) -t- y/ — I ( sin m te — sin « te- )
te
dx
. iH-my/ — I . I -1- mn -+- [m — n) \l — i
~ I -f- rt v'^ ~ I 4- «'
et, en séparant les parties réelles et les parties imaginaires,
, , r ' cos m te — cos n te . _ i . ( i -t- mn )''+{m — nf _ i [i -\- m'')
^' J„ te ^~% {i + n'Y ~2 ~mF'
, „_ /* ' sin m te — sin « te , 777 — n
[ii] l dx. = arc tang = arc tang 771 — arc tang n,
ce qui s'accorde avec les formules (176). ^
On a
Jo «
On en déduit, en multipliant les deux membres par da et les intégrant ensuite
entre les limites a. et p,
~ dx^l'^— la.
Si l'on multiplie l'équation (34) par rfa et intégrant entre les limites x et y, on trouve
(35) J^ ^ - ^- J rf,r = (y - «) /{3 - y /y + « /a + y - «.
Si l'on fait, par exemple, a — i , /5 = 2, y = 2, on aura
et, en faisant a = n, fi ^ i , y = -,
(37) / I " '- 1 ^ — \ ilx = - 1-2 -h II In -\ n.
On trouve directement
dx T.
o i+a'lang'j; 2(1 -h a)
Multiplions les deux membres par dx et intégrons entre îc = o et a = a. Nous aurons
TT
(3!3 / arc lang{« langx)= - /(i + a).
,/^ tangx "^ ° ' 2
Si l'on fait a = 1 ,
En intégrant par parties, et considérant - comme la différentielle de /sina;,
ValiSX
/ /sin.rÉ?x= 11,
Jo 2
résultat déjà obtenu (HS).
On a (98), a étant moindre que l'unité
/•" dx I / /T^ I N
4 1 / = -,- arc lang 1 i / tang - a •
Jo acos^c + i ^/, _a= "Wi+a ^2 J
En multipliant par du et intégrant entre les limites zéro et k, on a ('î^) / t!^. '(^''Cus^+') = 2 / -=^ arc laug ( i /l
- lang - a
Soit a = -)
/ < /f cos^r -I- I = 3 / : arc tang t /
Pour calculer le second membre, posons « = cos«. On aura
dûc
arc lang i / = - m,
> A j „ /■; 7 /> arc cos A
/ -=^^=; arc tang i / = — / m Ja = - -7- — arc cos/r M»
et par conséquent
J^' dx 1 fr' T
On a trouvé
dx ^ y l{i -\- ah]
I — n ;— ^ dx^ y I
Posons a; = -> il vient
et, en posant a = y,
1 ^k4T'r = ln^-^^f»^
Multiplions cette équation par o.hdh, et intégrons entre les limites zéro et k, nous aurons
ou
En effectuant l'intégration par rapport à b dans le premier membre et remplaçant le second par sa valeur,
Soit r = X) ^ = -î il vient
I -. / ,^ ^,. = / arc tangco — arc lang - 1 dx
J"'^ arc tangjr ^^^ ^^^ a:
arc tang y dx.
Le second membre est égal à
On a donc
/""arctang^ .r j-r7(,_f-/,) / -^— arc tang y rfa; = - -!— , i + /
Si I on pose ce — -, k = y-,
^"arctangJarctangr^ = f[i/(, + î) + l/(,-.ê)J. Si l'on pose a = jS = i ,
247. L'intégration sous le signe / , appliquée d'une manière moins immédiate,
conduit à des résultats importants. On a déterminé un grand nombre d'intégrales simples en décomposant la différentielle placée sous le signe d'intégration en deux facteurs, dont l'un est remplacé par une intégrale définie prise entre des limites constantes par rapport à une variable nouvelle; l'intégrale simple devient ainsi une intégrale double, dont le calcul devient quelquefois facile par le changement d'ordre des intégrations équivalent, comme il a été dit, à l'intégration sous le
signe / •
m .,.,„ Mais on a (165), si n est pair
z""-' dz I e-"s'm"xdx.
Jo
e~" sin" X dx ==:
et si n est impair
{z'-hi){z'+(^)...(z'-hn') '
L'intégrale (55) sera donc réduite, dans tous les cas, à l'intégrale d'une fraction rationnelle que l'on pourra calculer.
Soit, par exemple, n = i. m = 2. On aura
r'^sln'xdx C^ , r"^ . , , r-^ dz
Jo •*'' Jo Jo Jo -Z'-l-'
ce qui s'accorde avec la formule connue, démontrée (237) cl (179). L'intégration par parties donne en effet
sin:rcosare?ar
/sin^xdx I . . /•sin:rcoi = sm'ar -4- 2 1 X' X J X
sm
s\n9.xdx
et par conséquent
/"^ sin^jt-r/x _ r* s'mo.xdx _ - Si l'on pose n = 3, m= i , on aura
Cette formule peut, comme la précédente, servir de vérification. On a, en effet
h'w'x = y sina; — y sin3.r,
Jo ^ ^ ^ 4 Jo ^ ''^ 4 Jo •^ ^ ~ 4
Si l'exposant m n'était pas entier, la même méthode serait applicable; mais le résultat nécessite l'intervention des fonctions appelées r, et nous en renverrons le détail à un autre chapitre.
Posons, pour indiquer une dernière application
e^''(tx = If.
La valeur de k, déjà obtenue (153), peut se déduire, de la manière suivante, du procédé d'intégration sous le signe / •
On a, en posant x = y yr.
Jo \l r
En multipliant les deux membres par e~' dr,
dr I e -'■<'+/■) dy=l( :;- •
Ju ' \/r
Intégrons par rapport à r entre les limites r = o, r = ce , nous aurons
dr _^.r^-"dr_
Jo '-+-J -'o V'
rr '
LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES, mais en posant /■=: 2-, on a
I - =: 9. I e-- az^=: 2 If
par conséquent
et
Exemple remarquable de discontinuité 255. On a identiquement
* cos6.r sinrtx
_i r'"s\n{a-\-b)x . i /** sin(« — 6)ar ,
Lorsque (a -h b) et (a — i) sont positifs tous deux, on en déduit (237)
.^o, /"* cos />.r sin a^i; , 7: ( 00 ) / ilx = - ;
mais, s'ils sont de signes contraires,
"" cos6.r sln«x
Jo
dx = o.
L'intégrale (Sy) change donc brusquement de valeur au moment où b, variant d'une manière continue, vient à surpasser la valeur a.
256. On a utilisé cette singularité d'une manière fort ingénieuse pour transformer certaines intégrales et en obtenir la valeur. Posons
°° cos6.r smax
u est nul pour les valeurs de a moindres que b, et égal à - lorsque a est plus grand que b. On a donc
JM e-" da= l - 0 Ji '■
■ e-° da= - e-'.
Il e"" âa est égal à ' - „
I ax I s\r\ ax e-" (la = I dx;
et par conséquent
J""^ cosbxdx TT _j „ ~J+X' ~ ï " '
résultat déjà obtenu (202).
Reprenons la formule
C'-^ , sinax , (bi) ut= I coshx ax,
Jo ^
u est nul lorsque h surpasse a, et dans les autres cas égal à -• On en conclut, en supposant b plus grand que a,
r* jt Tra r"^ s\nax , T* , ,, r^ s\nax sinbx , I iido = — =1 dx I cosbx db = ( -^ ax,
Jo ^ t/o •*' Jo Jo ^'
et cette formule s'applique seulement lorsque h est plus grand que a. Si h est moindre que a, on a, d'après la forme de a,
1 udb = — ; Jo '■
et par conséquent
'^ smaxsinbx , Tib - dx =^ — - •
On voit que l'intégrale (G2) est égale au produit de - par le plus petit des deux nombres a et b.
L'intégrale
f"^ sin^x_C(
cos ax , - dx
se déduit de la précédente et présente comme elle une discontinuité remarquable. On a
J^*sin'a;cosrta: , C^- s\nx ^ . , . . , , t i ^ dx^ f ^ [sin(n- rt)-^ 4- sin(i — a)x\dx. 0 •^' Jo '•■^'
Si (i -ha) et (a— i) sont tous deux plus grands que l'unité, c'est-à-dire si a est plus grand que 2, le second membre est nul (257); si au contraire a est positif et inférieur à 2, on a
J'"" sinxsin(a ~h >)x , r.
J^^sinxsinfrt — ■\)x . r. ,
et par conséquent
(63 / dx = -.[7. — a).
et cette intégrale, qui s'annule pour a = 2, conserve la valeur zéro lorsque a surpasse cette limite. •
Posons
J"^ sin'x cos«.r , dx.
Intégrons les deux membres par rapport à a entre les limites zéro et a; si a est plus grand que 2, on a
Juda ::^ j -^ ( 2 — a) du =^ -• 0 Jo 4 2
L'intégrale du second membre est
/"^ sin^x , /'" , /'=°sin^rsin«.r ,
1 ^— dx j cos ax da ::^ / ~ • dx,
Jo ^ J u Ja ^
et par conséquent
,c, /*" sin'j; sin«.r , r.
(64j j^ ^^ rfx = -,
lorsque a est plus grand que 2.
Si a est moindre que 2, on a
1 u da = I 7 ( a — a ] da ^= r.— >
Jo Jo 4 2 »
et par conséquent, dans ce cas,
QUELQUES INTÉGRALES DÉFINIES OBTENUES PAR DES MÉTHODES DIVERSES
Nous réunissons dans ce cluipitre quelques intégrales définies obtenues par des artifices fort simples qu'il serait difficile de rattacher à aucune théorie générale.
>. / /sina;. Pour calculer celle intégrale déjà obtenue (175), posons
(i ) ■ u = f l sina: ilx.
En posant x=^ - —y, on a
U = 1 — / cos >^- dj' =: / / cosjr df,
et par conséquent
TT
(2) U ^ I l cosjc dx.
Jo
En ajoutant les équations (1) et (2), on a
3M=: I {l sinx + l cosx) dx = i l - — '--— dx = j Is'inixdx — / li.dx.
Jo ■ Jo Jo Jo
En posant 2x=^z, on a
I Isinixdx^^- I ls\i\zdz=^- 1 Isinxdx.
Jo ■^Jo "^Jo
La courbe dont l'équation est j=sina; étant symétrique par rapport à une parai-
lèle à l'axe des v, dont l'abscisse est -■> l'intéerale de Is'wxda:, entre les limites
zéro et tt, est double de celle dont les limites sont zéro et -» et l'on a par conséquent
111=: Il — I
dx h. =■ u 11,
c'est-à-dire
xlsmxdx
Jo
En posant x = t: —y, on trouve
' x^lsïnxdx=j {t: — y-y I s'il] j-dy,
0 Jo
et en remplaçant y par x dans le second membre, et supprimant les termes communs,
o =: tt' / Isinxdx — zt: j xlsinxdx.
Mais on a
Jls'inxdx T= i j Isinx dx=:T:l -■ 0 Jo 2
Par conséquent
Jr*T III xls'mxdx =^-1:^1 - i^ -'I2.
262. Si l'on fait croître x au delà de la limite n, sina; devient négatif et ls\ax imaginaire. Mais l'intégrale
x/sin'^(
est toujours réelle, et nous allons en calculer la valeur. On a : pour n = i,
xlsiu^x dx -■=:i t xls\nxdx=. — ~'/2;
I. Cale. int
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pour « =: 2,
xls\n''xdx=i I xls\n''x dx -^ j xlsio''x dx.
0 Jo Jo
Faisons, dans la seconde de ces intégrales, x =^n + y, elle deviendra
(tt -^ y)ls\n''ydy=: 2ti 1 l siny dy + 2 / flsinydf=z— 2-'/2 — 71^/2 =— 3Tr'/2,
0 Jo J 0
et par conséquent
a;/ sin'.r f/j? = — 4n'/2.
On a en général
xls\n^xdx^= I xlsWx dx + l xlsin'x dx + . ..+ l xls\ït''xdx
0 J 0 Jo t-'[n — I ):t
xlsin'xdx-hi (7:]4-j)/sin'jv/j -+- 1 [21: -h y)l sin- y dy -h .. .
-h I [(n — i)~ -h y]l»in^y dy,
et a cause des formules (3) et (4), en remettant pour chacune des intégrales sa valeur,
;iZsin'.r dx=:— n'^rJ/i.
f'^lE
J^ H-cos'.r
En posant x = n — y, on trouve
r^ xsinxdx _ r^ {n —y)smydy T" s'mydy f"^ ys\t\ydy
Si l'on fait passer dans le premier membre le second terme du second après y avoir, comme cela est permis, remplacé/ par x, on en déduit
J(^^ xsinxdx C^ smydy , , „ . \ ''' = 7; / ~ — -— = — 7:(arclangcos7; — arc tangcoso)= —, g n-cos».r J„ i + cos=r " 2
et enfin
J""^ x%\nx dx Ti' g I + cos'x ~ 4 '
résultat déjà obtenu (181). •
x?,in"xdx, n étant entier.
En posant dans cette intégrale comme dans les deux précédentes x^n — y, elle devient
/ (tt— j)sin"j</7-.
Si donc on désigne sa valeur par A, on aura
■!:s\n"ydy—\ ysm" y dy ^ r. \ ^\n"ydy — A,
et par conséquent
aA = 7: 1 sin"jÉ/y.
On aura donc, si n est pair et égal à 2m,
,„, . C^ . , ttM .3.5. . . (am — i)
(8) A= / xsW"xdx= ^ ^ '
et si n est impair et égal à 2/?i + i ,
0 1 .3.5. . . {im-\- i)
En posant a;— tang^, on trouve
i — 2 oc cosx + a'-) dx
Cette intégrale offre un exemple remarquable de discontinuité; elle est nulle lorsque « est moindre que l'unité et égale à nlc/.^ quand « surpasse l'unité. Pour le démontrer, posons
(p(a)=: I /(i — -îcK cosx + a.') dx.
En faisant x = n — y, on trouve
Cf(a}=l l{i + la COS j + a- ) df.
Jo
Remplaçons y par x dans la seconde intégrale et ajoutons les deux valeurs de 9 (a), nous aurons
/(i — 2a cosx + a')(i + 2a cos.z- -h x'')dx^: I l{i — 2a'C0S2x + a')</jr,
et en posant sx = z,
i(fi{(x):=- j lli — la.^ cosz + a')dz = j l{i — 2a.'' cosz -\- a') dz = <f>{x'),
et par conséquent
On déduit de cette relation, qui a lieu quel que soit u,
Mais si « est moindre que l'unité, oc^" a pour limite zéro, et comme (p(o) est évidemment nul, on a dans ce cas
Le cas où a. est plus grand qile l'unité se ramène au précédent. On a
(f{x)= I /(i— 2a cos.r ^ a=) dx =^ j /a' ( — cos.r i- i\ dx ^ j Ix' dx+ ? ( - )'
et o (- j étant nul,
(12) cp ( a ) = / Ix- dx ^-^r.l x'.
En intégrant par parties, on trouve
/ / (r — 2 a COS.r -\- a'') dx = xl {\ —loi. COS.X' + a') — 2 a I ^
X sinar dx 2a cos.r 4- a'
On en conclut, en supposant « moindre que l'unité, et prenant les intégrales entre les limites zéro et -,
o = -/{i+a)' — 2al
et on le supposant plus grand que l'unité,
^ x%\nxdx
Q . 2a cos.a; + a?
, ,, / x%\x\xdx
t:Ix-^=t:1[i + xV — 2x I ■•
J I — 2acosxH-a'
On a donc, lorsque « est moindre que l'unité,
C'^ X s\n xdr
.,'„ I — 2a C0Sar4- a^ ""
a COSar 4- a-" . 2a
et lorsque « est Hiftw4fc que l'unité.
, ,. r^ xsinxdx Tz ,,
( I il ) I = — / 1 I
Jg I — 2acosar4-a'
Si l'on fait a= i, les deux formules s'accordent ot donnent
^^ .rsin.r.w/.r /'^ xdr
J' " .rsin.r.-«.r f^ xdr r. , , , — = / =; - /4 = 7r/2, „ 2(1— COS«) / X 2 . " ' J 2lang-
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et en posant - = J,
(ib) / ; — - /a,
formule déjà obtenue (242).
Si dans l'équation (12) on fait « = — i, elle devient
/ l[i + -2. co^x)dx =^0, Jo
c'est-à-dire
(17) / l[l -\- Q.OSX)dx^=: — T.l'i.
En faisant a = i , on trouverait
(18) / /(i — cosx)c/x=; — Tr/a,
et en ajoutant les équations (17) et (18), puis remplaçant lûn'-x par 2/sina;,
/ /sin.rÉ^ar= — Tt/a, i/o
formule déjà obtenue (175).
Considérons l'intégrale
Jo
dont la valeur est finie et déterminée, en supposant, bien entendu, a et p négatifs,
parce que, pour a; ^ o, la différentielle placée sous le signe 1 ne devient pas infinie.
Si nous remplaçons la limite inférieure zéro par s, l'intégrale variera infiniment peu; mais cela suffira pour qu'on ait le droit de la partager en deux autres qui, sans cela, seraient toutes deux infinies, et on l'écrira sous la forme
r^^izL^dx-.r^^^=^^dx.
Je ^' J, ^
Mais l'intégration par parties donne
Le terme intégré, lorsque e s'annule, se réduit à |S — «, l'intégrnle est donc
égale a
^e^-^-gf^^+fg-lB)
et l'on a par conséquent (241 («9)
dx
dx,
n = p-cc-^V
Cherchons encore l'intégrale
el'^'—e'-'-''—{^—(x)xe'''-' ([3— a)'.r»e°
dont la valeur est finie et déterminée, en supposant toujours s: et j'î négatifs, parce que, pour a7 = o, la différentielle ne devient pas infinie.
En remplaçant la limite zé:o par la limite infiniment petite s, l'intégration |)ar parties donne
/ dx =: h I dx,
dx =
* ^fe/5.t;_ ^g«a-
I Pe/'-'-ae''^'" i /"^^ |3'e/5-'^— aV=''^
dx,
et l'intégrale cherchée devient
(a— ;5)e" le''-— «''•= I (3e''-— ae'-^'
(a — SPe"-'' + - S^e''-"-' - - a^e'
dx;
en développant les exponentielles qui figurent dans les trois premiers termes, faisant £ = o et réduisant l'expression placée sous le signe d'intégration, l'intégrale proposée devient
:20) „=-,-«' 4- ^ P'_ afi + / ^~ 1_ dx=^OC'+y^^-OC^^^I^,
et Fon trouverait de même l'intégrale
En posant x = i — y, on trouve
Jo ^ •/!— « ' T Jo ^ y Jo
c'est-à-dire (168)
{il) I — l[i — x)+f •' ■ — — --■
Mais l'intégration par parties donne
Par conséquent, le produit lyl{i —y) étant nul, comme il est aisé de le voir, pour j= o,
Jo '-J Jo r- •
Si donc on pose
J '"^'(' — ^) = '?(^')' l'équation (21) devient
(22) ç(a)4-cp(l— a)— /« /(i — «) = — ^, 1^
et, si l'on fait a = -^
271. La même intégrale peut être calculée pour deux autres valeurs numériques de la limite supérieure.
Posons
dx
^\i — x) [\ — x)'' ■ \i~-xj x[\ — x) \ l — Xj X[l — X) \ — x
par conséquent
(,5) of-^)=r_/^,-^=ri^/-^-^r^^^/^-,
■\i — x} J„ x[\—x) i—x Jy J.- i-a; Jo I — .r i — .r
et il n'y a pas de constante à ajouter parce que le premier membre s'annule comme le second en même temps que x.
En ajoutant les équations ( 2/1) et (aS), on a
Dans cette équation, remplaçons x, qui est arbitraire, par • Nous aurons
On a d'ailleurs
ou
r-" dx ,, , /'■-'■ , / X x'
par conséquent
9(x) + ?(- .r.-; =- ^ (.^'+ ^ + |J + • • -j =: ^ 9(^')- I. Cdlr. inl. 28
L'équation (26) peut donc se mettre sous la forme
Donnons à x une valeur telle que l'on ait
c'est-à-dire «
On aura
cp((3^)-9(P)=-[/(. + [3)]',
c'est-à-dire, à cause de ]S^ = 1 — p et 1 -h jS = -^î
On a d'ailleurs, en vertu de l'équation (22),
et l'on déduit des équations (28) et (29)
.?(>-(3) = -^+(log(3jS
c'est-à-dire
Lorsque dans l'intégrale
Jo ^
on suppose a. plus grand que l'unité, la somme contient des éléments imaginaires et devient elle-même imaginaire, mais elle reste déterminée. On peut la calculer pour la valeur particulière a = 2.
On a
/•== dxl{\ — x) _ r ' dxl{j — x) /"" dxl{i — x) __J^^ /•" dxl{i-x)
I — a; étant toujours négatif dans la dernière intégrale, remplaçons /(i — x) par
l{— i]{œ — i) = l{— 1) -h l{x — \) — 'n\J— 1 -h l{x — i), nous aurons
ndxi{\ — x) I , , — r" dx r'dxKx-,) Posons dans la dernière intégrale - = y, nous aurons
mais
rf'"--^'-x'f"-'-rf'<-«--s-(=
et enfin
Si l'on fait «=2, il vient enfin, à cause de la valeur trouvée pour <p (-)'
,0 ^ , , ndxl{l-x) I , . ,
L'intégrale
dx .1 + X
pout aussi s'obtenir pour certaines valeurs de la limite x.
Posons
On a .
^ ix 1 — X
d_ t\ — x\ ■_ _ 3 , , /i — ^\ __ Ix . dx'^\\+x)~' {\ + xy'^ \\ -^ x] \—x''
par conséquent
En faisant a; = f , on voit (173) que la constante est égale à ■^• On a donc
Si l'on donne à x une valeur telle que •
c'est-à-dire
l'équation (33) donne
c'est-à-dire
/5/\ r^''"' dx , i + X n' « r,/' r U'
Jo V — x i — x-J
Cette intégrale est indépendante de a, car elle ne change pas de valeur si l'on attribue à ce paramètre une autre valeur b. La différence des deux intégrales est en effet
Jf* ' x° — ' x^^' /* ' ^'"^~' x''^~^ dx — n I dx,
et en posant dans le second terme x" =y, il devient identique au premier, et la différence est par conséquent égale à zéro.
L'intégrale étant indépendante de a, on peut, sans changer sa valeur, y supposer fl = i; elle devient alors
Mais on a
Jo V-^ i-x"!
et par conséquent, en remarquant que pour x = i
et aussi
Jo \i — -^ I— x'7
Formule de Friillani.
275. Frullani a fait connaître une formule très-générale qui, malgré quelques restrictions auxquelles elle est soumise, contient un nombre infini de résultats particuliers.
On a, quelle que soit la fonction 9,
Si l'on fait ax = z, on aura
^^^r''^[ax)-^{o)j^^
Jo ^
Jo ^
u étant indépendant de a conserve la même valeur si cette constante est remplacée par une autre, b par exemple, et l'on a
p 9(a^)-9(o) ^^ ^ r * ^{bx)-^{o) ^^^^ Jo ^ Jo *■
et par conséquent
,36) rii^^^x-r'ii^w=.r2ii)rf.-rîi^)^x=r^^x=,(o)/^.
Le premier membre peut s'écrire
Jo ^ Jh ^
et si l'on suppose h infini, on a enfin
C'-^ (D[ax) — m[bx) j , ,,h
( 37 ) j ^^—^--^-^ dx=^[o)l-;
c'est la formule de Frlillani.
La démonstration est fondée, on le voit, sur ce que h devenant infini, l'intégrale
dont les deux limites deviennent infinies, se réduit alors à zéro. Il en est quelquefois autrement, car ces limites, infinies toutes deux, sont infiniment écartées l'une de l'autre. Il y a donc, dans chaque cas, un examen à faire avant d'appliquer la formule.
Soit encore L'intégrale
o(x)=:= l{p -\- qe- ').
ne tend pas vers zéro lorsque h augmente, x ne recevant que de très-grandes valeurs, l {p -+- qc~'"') diflère très-peu de Ip, et l'intégrale (39) peut être remplacée
par
On a donc, en rétablissant dans la formule (Sy) le terme qui a été supprimé,
C'^^ Ap + qe-'") dx ,, ,,h , ,n ,/ q\,b
(4o I l-^ — = l{p + q)l- +lplj=l[i + J-\l--
^ ' ' J^ p -h qe-" X ^' "a ' b \ pj a
Considérons encore l'intégrale
I — - (arc tangax — arc langoo:).
La formule de Frnllani lui assigne une valeur nulle; mais elle est en défaut, parce que, pour des valeurs croissantes de h, l'intégrale
h ("*arc tangôj? .
/'"arc tanj Jk ^
n'a pas pour limite zéro. On a, en effet, en intégrant par parties
/arctangéxJj: , , , , /' dx /x ï^! = arc lang bx Ix — b | j— - , X J ' + b'x'
et
Jarclanefta;rfa: , ,//. hb , k , C dxlr ■ — ^^^ = arc tang li l -r — arc lang — / ht rr— , ' / X ° b ''an J, 1 -t- b'x'
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L'intégrale qui forme le dernier terme du second membre a évidemment pour limite zéro. Quant aux deux premiers termes, on peut les écrire
arcunghll -r — /- j +/- (arctang/t — arctang — J, c'est-à-dire
arc tang/i/ -r — / - arc tan
Le premier terme a pour limite -^t' et le second tend évidemment vers zéro
lorsque h augmente.
On a donc enfin, en suivant la méthode et non la formule de Frullani,
/ (l.TC 7t d
(40 I -^ (arc tanga.r — arc lang6.r) = - /t--
279. Le mode de démonstration de Frullani s'applique à des cas analogues. On peut, par exemple, calculer l'intégrale
Jo ^'
dans le cas, bien entendu, où elle a une valeur finie.
Soit
Jo ^'
On en conclut (217j
(tu f" (o'(ax) , o(li] ax -
(ia Jo X II
Or, d'après la formule (36), dans laquelle on suppose h = i,
r^^^-^dx=r^^--^à.ix--Jio)ia,
Jo ^ Jo ^
donc
,ht r''9'{x) 9(/o
et en intégrant par rapport à a
ï^ rfx- 9'(o)(«/a- «) - '■^' + C;
a(ii(h)
en changeant a en 6 et retranchant membre à membre les deux équations,
r"(if{ax)dx r''(f{bx)dx Jo ^' Jo ■^'
— [a — b] I 3U — '. ^ <f'{(i){ala — blb + b — a) + ^ ''' ■
Le premier membre équivaut à
Jo •^^ Jk ^'
Si donc on suppose h infini, en admettant que la seconde de ces intégrale? se réduise alors à zéro, on aura
(4.) r9ia^)-9it>x)'^^ Jo •*
— {a-b) ["" '^^ dx + <f' {o){ala— b Ib ^ b - a) + (6 — «) lim.îj^^
280. Soit, par exemple, ç (a;) = cosa;. On aura '^ cosaa; — cosbx
dx = (b
dx = ~{b — a],
c'est-à-dire
. rt + 6 . b — a sin X sin X
-. dx=: -yib— a);
a -\- b b — a et en posant/* = 'y= >
q étant le plus petit des deux membres p et q, car a ei 0 sont supposés positifs, I. C«/(. i/it. 29
281. La formule (/p) ne fait d'ailleurs que ramener une difficulté a une autre, et il est quelquefois plus aisé d'obtenir l'intégrale proposée par une recherche directe.
Soit, par exemple, à calculer
que l'on obtient en faisant dans la formule (42)
L'expression (44) f^st finie et déterminée, quoique les deux intégrales dont elle est la différence soient l'une et l'autre infinies. Pour la calculer, cherchons d'abord
Jo ^ W-e-- On a identiquement, comme on le vérifie aisément,
x\t' — I X 1 j x\e-' — I ix 2 /
par conséquent
r-^dx/ X i\
Jo X-' \e'—e'' 2/
I r'^dx, ^ ,, /"=^dx/ i I I \ C'^dx/ i II'
2J0 ^ Jo ^ ye^—i X 2 j Jo X \e"— i IX 2
En posant ix = s, la seconde et la troisième intégrale coïncident. On a donc (241j
Jo ^'' \C''—e-' 2/ J,, X ' par conséquent, eu changeant successivement a^^ en az, puis en pz,
fif — ^- — ■-V^=--'=.
Jo z ye'yz _ ^- ^.z 2z} 2
ru . p .-----^^-.1^/2,
LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉHNIES. et, en retranchanl les deux dernières équations l'une de l'autre.
Théorème de Cauchy.
282. Si l'on connaît pour toute valeur entière de n l'intégrale
on peut en déduire l'intégrale
(47) C x-^-'y\[x -'-"]], dx^ii,„.
On a en effet, d'après l'équation (4^),
2"'F(2')rf2 = 2A,„.
Aux limites — ce et ce de z correspondent les limites o et oo de x, et nous aurons
On a d'ailleurs
car le premier membre devient identique au second si l'on y remplace x par -i pour mettre ensuite x à la place de y. On en conclut
dx
Mais on a
cosi 2« 4- 1 M = ces M I -1 — sm'« -I- ^^-^ TT-, — ^ sm'« -f--
Si l'on fait
SinM=:
cos« =
on aura
^in+i \ ^y ^ I . 2 \ xj
r / I \ ^ ~i dx
Si l'on multiplie les deux membres par F [a; j — et que l'on intègre entre
a; = o et iT = -30 , on aura
iu2n — -A 0 ~f~
L'intégrale
Jr''sinaa7 , , I (s>\x] dx 0 sm.r ^
se présente dans plusieurs théories importantes, et la limite vers laquelle elle tend
lorsque a augmente indéfiniment est remarquable à la fois par sa forme simple et par les conséquences qui s'en déihiisent.
Si l'on pose OLX=y, l'intégrale proposée devient
^ sm ■a
c. augmentant indéfiniment, on peut remplacer sin- par - et ?('-) par 9(0), et l'expression devient ainsi
■" cp(o)sinrrfr tt , ,
La démonstration précédente est loin d'être rigoureuse. Pour qu'il soit permis en effet de remplacer sin - par -> il faut que l'arc - soit très-petit, et, comme y
varie entre les limites zéro et ah, - prend toutes les valeurs comprises entre zéro
et h. En ne considérant que les éléments pour lesquels il est très-pelit, on supprime une partie de l'intégrale sans avoir nullement prouvé qu'elle soit négligeable. La substitution de 9(0) à <?['-) repose sur une méprise toute semblable, et la démonstration, réduite aux termes simples adoptés plus baut, n'a par conséquent aucune force.
Le résultat est exact pourtant, pourvu que h ne surpasse pas - Supposons d'abord
avec Diricblet, qui le premier a démontré ce théorème en toute rigueur, que la fonction f (x) soit continue, finie et constamment décroissante entre les limites de l'intégration.
Partageons l'intégrale proposée
sina^ sinj?
(i^(x) dx
en plusieurs autres prises entre les limites zéro et -, - et — • ■•. et — > —
' ' x a. x </. X or.
et h; — étant le plus grand multiple de - contenu dans h, on aura évidemment
_ , /'*sin«x , , /'"sina.r , , , /' " sinar , , ,
5o , / — ; m(x)dx =^ I —. <f[x)ax-\- / —- o(x)dx -\
Jo sin.r ^' ' X S'n^ J, sin.r ^'
rit
/"■ sinaa: , , , T^sinaa; , , , -^ (5){X)dx-\- I —; '~B{x)dX.
Les intégrales qui forment les termes du second membre sont alternativement
positives et négatives, car h étant moindre que -» et <p [x) toujours positif par hypothèse, le facteur v— ^ reste constamment positif, et le sisne est celui de ûxvux
qui reste invariable et alternativement positif et négatif entre les limites de chaque intégrale; ces intégrales, de plus, vont en diminuant, et chaque terme du second membre de (5o) est, en valeur absolue, moindre que le précédent. Considérons, en effet, deux termes consécutifs
(5.) et
(n-¥iy.
sinaj?
sin.r
or.
sinar
(n + On-
sinj;
Posons dans le second
il deviendra
sma 1 — \- X
sin g + j)
9 (y^ +r^dx-
smax
sm
où l'on peut remplacer y par x, et la proposition devient alors évidente, car les limites sont les mêmes, et la fonction ç ayant été supposée décroissante, pour une même valeur de la variable l'élément de l'intégrale (Sa) est plus petit que celui
de(5i).
Cela posé, si nous faisons
vniT
Sina.^ sinx
[x) dxz^± u„,
on aura
JC''s\nax , , r''s\na.x , ,
0 smx ^ ' J^^ sina;
Dans la formule
(n-t-OTT
, r '■'■ s'in OCX ,
± i<„= / — ; oixjdx
posons ax = z, nous aurons
'î"+'>sin^ (z\dz_
. z ^ \x) X sin- «
a augmentant indéfiniment, ? ( 7 ) a pour limite f (o), et a sin - peut être remplacé par z. Lorsque a augmente indéfiniment, u„ peut donc être remplacé par
("+')" sin zrfi!
et l'erreur commise est une partie infiniment petite de sa valeur. La somme des n premiers termes de (54) peut être remplacée par
qui, lorsque n est très-grand, diffère aussi peu que l'on veut de - y o) . Quant aux termes suivants
J"- sin «a; , , .
— : a{x)dx 4- . . . , („+0s smx ^
comme ils sont alternativement positifs et négatifs, et qu'ils vont en diminuant, leur somme prolongée autant qu'on veut est moindre que le premier d'entre eux, qui étant égal à
diffère infiniment peu de
r("+^)^s\azdz
et tend vers zéro lorsque n augmente. 11 en est de même du dernier terme de (54), et l'intégrale considérée a enfin pour limite -y(o).
285. Le théorème étant, démontré pour une fonction constamment décroissante et positive est vrai, par cela même, pour une fonction quelconque. Si la fonction ({i{oc) en effet étant toujours décroissante cesse de rester constamment positive, on pourra trouver une constante C a.ssez grande pour que C-j-(û{x) soit toujours positive lorsque x varie de zéro à h; le théorème étant vrai pour cette fonction nouvelle ainsi que pour une fonction constante et égale à C l'est, par cela même, pour la fonction décroissante y (a;) quel qu'en soit le signe. Si une fonction (}{x) est constamment croissante, —(p{x) sera une fonction décroissante à laquelle s'appliquera le théorème qui, évidemment alors, s'applique aussi à (p{x).
Supposons actuellement que la fonction soit constamment croissante ou constamment décroissante entre deux limites ^ et A de la variable, comprises toutes
deux entre zéro et -> la limite de l'intégrale
sina^ sinx
?[xi
dx
sera nécessairement nulle. Si l'on forme en effet une fonction Y{x) égale à if[x) pour les valeurs de x comprises entre g et h et constamment croissante ou constamment décroissante depuis a; = o jusqu'à x=^h, les deux intégrales
sina^ sinx
s\not.x sin^
Y{x)dx,
F{x)dx,
auront la même limite -f{o), et leur différence est par conséquent nulle.
Si l'on considère enfin une fonction quelconque alternativement croissante et décroissante, on partagera l'intervalle compris entre zéro et h en intervalles plus petits tels, que dans chacun d'eux la fonction varie dans le même sens, et l'application des théorèmes précédents donnera dans tous les cas
lim
X* sinax , , —. 9[X)
rfx=-9(o).
286. 11 est naturel de se demander ce que devient l'intégrale
smaa:
sina:
x]dx,
lorsque, a croissant indéfiniment, A est une constante-positive quelconque. Soit nn le plus grand multiple de ;: contenu dans h, l'intégrale proposée est la
somme de celles-ci
Jf""''siiia.r , , r sina.r ,
— . 9 (x ] (tx + / — . o(x) dx
Décomposons la première en 2« autres prises enlre les limites zéro et 7) - et ;:, n et —■> • • • > — ^— n et nn, et dans ces intégrales posons successivement
x=:y; x^=T. — X, X = r. + y, x=^it. — y,---, x^=.m: — y.
Les limites relatives à la nouvelle variable y seront alternativement zéro et -■> - et
zéro, de sorte qu'en changeant le signe de toutes celles d'ordre pair, on pourra les
supposer toutes prises enlre les limites zéro et - De plus, si a est un nombre en-
^\nxx , siiiaK . 7 1. ^' . j » /.,
tier impair, — r — se chance en -~. — - et dx alternativement en + dy et en — cly, ^ sm.r " suij "^
en sorte que l'intégrale proposée devient
Le premier terme a pour limite (285)
Quant au second, il devient, en posant x=^nn-\-y,
/•''-"^sinar , ^ , ,
Si A — nn ne surpasse pas - ;i, il a pour limite
^9(rt7:).
Si h — nn est compris entre - 71 et tî, on décomposera l'intégrale en deux autres : l'une prise entre zéro et -•, qui convergera vers - '^{Tin), cl l'autre prise de - t: h
L Cdir. i,/f. "O
h — nn, qui devient, en posant j = 7: — z,
— viin -\- \)T- — z az ,
et elle a (285) pour limite zéro.
En résumé, on a
'—. 9(^)(/x=7r-9(o)+<ï>(7T) + cp{27I)^-...^-9(« — i)7: + cp(«7r)»
0 sinor |_2 j
lorsque a est un nombre entier impair indéfiniment croissant, m: étant le plus grand multiple de tî inférieur à h.
On a
Si l'on fait successivement m = o, m = i, . . . , m = n, et que l'on ajoute les équations ainsi obtenues après avoir multiplié la première par -/on aura
/ f — h cos2;r + cos4.* +. . .-f- cos2«.r ] e~"''^' dx
=^[i+r(yVr6)+...+a-fâ1.
Le premier membre est évidemment égal à
sin(2« + ,)^^_,=,..^^.
sm.r
et si l'on suppose que n augmente indéfiniment, il a pour limite (286)
On a donc
Si l'on pose an = a, - = è, cette équation devient, en remplaçant tt par sa valeur ah,
(57) \[a (--f-e-''*--f-e-"'-+. . . J = y'è^- -(-e-'''4- e-*''-i-.. Ai
a et b étant liés par la relation ab = n, formule remarquable donnée pour la première fois par Cauchy.
Supposons que a devienne très-petit. Représentons-le par dx, b sera égal à ^» e-*', e-'*',... deviendront négligeables, et en multipliant lès deux membres par \Jdx, on aura
ce qui équivaut évidemment à
Jl dxe-''^= - sjr.,
formule bien connue, dont le théorème de Cauchy se trouve ainsi la généralisation.
On a identiquement
r*sina.r , , , r''sinx , , sinaa^ ,
et comme, pour a- = o, la fonction ^— se réduit à ç>(o), on a, en supposant
h plus petit que -»
(58) lim. / 9(a?)ax = - 9(0).
La formule s'étend d'ailleurs sans changement à toutes les valeurs de A, parce que
la fonction 9(0;) étant nulle pour a; = tt, xz=i-k,..., les termes qu'il faut
ajouter en vertu de la formule (57) sont tous égaux à zéro. Si l'on substitue à zéro et h deux limites positives quelconques a et h, l'intégrale
X*sinaa: , , , r*sin2a.r , , , /"'sinaa; , . ,
——<sj[x)dx=\ — ----^{x)dx-J —-^^{x)dx
a évidemment pour limite zéro, quels que soient a et h. Mais il n'en est plus de même quand ils sont de signes contraires.
Considérons l'intégrale
r*sina:.r
I — olx) dx.
a et b désignant deux nombres positifs, on a
,_ , r* sinax , , , r° aincx , , , r*sinax , , , (5g) / cp(.r)rtx= I (f{x)a.T+ j (a(x)ax.
Mais on a, en posant .X = —J,
X° sinax , , , r" sinar , > ,
-a •'■ Jo J
Lorsque a augmente indéfiniment, les deux termes de (Sg) ont donc la même limite
- ç(o), et par conséquent
r" sxnoLx ,
I — - - cf{x)ax = T:(f{o]
Si les deux limites sont négatives, on verra facilement, en changeant a; en — y, que l'intégrale a pour valeur zéro, et que
,. r sinajr , , ,
quels que soient les nombres positifs a et h.
On a
sina.r C"- , = / cosiixaif,
^ Jo
et lu formule (58) peut s'écrire par conséquent
9 ( .r ) (/x I cos i(x (lu = ~ (f{o), • '() ^'
(6o) -tp(o)= I J» / (f{x)cosuxdx,
^ Jo Jo
où h désigne un nombre positif quelconque et a un nombre indéfiniment croissant.
290. On peut déduire des résultais précédents, quels que soient la fonction o {x)
et les nombres a et h, la limite de l'intégrale
(6i) / coslndu I (f{x)cosux dx.
Lorsque a augmente indéfiniment, elle devient en effet, en ehangeant l'ordre des intégrations,
/**,/*" ,1 /"''sinaf.r— n , , , , I r''s\na.{x + l) , ^, / (f{x)dx costixcosutdu= - j ^3-^ <f{x)dx + -^j — ^3^7^ — cp(.r)f/,r,
ou, en posant dans la première intégrale x — i = z, Gi dans la seconde x -\-t — z.
- / c,[z + l)dz + - \ &{z — t)dz.
Lorsque « augmente indéfiniment, la limite de chacune de ces intégrales nous est connue; mais il importe de distinguer plusieurs cas.
Les deux intégrales (62) sont nulles lorsque les deux limites sont de même signe, et, dans le cas contraire, il sulFit, pour les obtenir, de multiplier n par la valeur que prend la fonction 9 lorsqu'on y fait c = o.
Si donc a et h sont positifs et que t soit compris en(re eux, on aura
costitdul o(x) cosux dx ::= 1 costitdu I o{x)costix dx,
et si / n'est pas compris entre a et h, on a
cos/M du l <^{x) cos'/ar dx.
Si l'on suppose a — f, la première des intégrales (62) se réduit à '■f{t), et l'on a
(64) j(f{t)= j cos/n du j o(x) cosux dx.
Les limites a cl b dans la formule (G3) étant assujetties à la seule condition de comprendre t entre elles, on peut, en supposant toujours t positif, les remplacer par zéro et =0 , et l'on a
(65) -(p(<)=/ cos lu du j o{x,
cosMjr dx.
Soit par exemple y (a,) = e-"'', nous aurons
-e-°'=: I costudu I e-"' cosux dx\
noais
e.-" cosux dx ^
a' + H' donc
J^^ a cos tu di 0 «' + "'
formule déjà obtenue (203).
291. Des considérations toutes semblables aux précédentes fournissent la limite de l'intégrale
sin tu du I <:f>{x)s\nux dx,
lorsque a augmente indéfiniment. Elle devient en effet, en changeant l'ordre des intégrations,
(fi(x)dx i sin tu s\n ux du,
et, en remplaçant le produit des deux sinus par la différence de deux cosinus, on voit que l'expression ne diffère de (62) que par le signe de la seconde intégrale, qui est nulle lorsque a, b et t sont positifs. On a donc, en supposant toujours t compris entre a et b,
(66) -<f{t)= I sin tu du l <f>{x)s\nux dx, et, en prenant a = o, i = 00 ,
(67) -(p(/)= I sin tu du j <çi{x)sinuxdx.
Les différentielles intégrées dans les formules (65) et (67) sont évidemment des fonctions paires de u; en étendant à — 00 et qo les intégrations relatives à ces
variables, le résultat sera par conséquent doublé. On a ainsi
ces tu du j 9 ( X ) ces ux dx_
OO
(69) 7r<p(0=/ s'm tu du I cf(x)sinux dx,
et ces formules supposent seulement t positif.
Si l'on remplace '^{oc), qui est une fonction arbitraire de a?, par (s^[— x), on aura
7r<p(— ;)=/ costuduj <f{— x)cosuxdx = — I costudu j (f{x)cosux dx,
et par conséquent
7r[9(0— 9(— 0]= / costuduj cf{x)cosuxdx= j j (f{x) cos t u cou ux du dx.
On trouvera de même, en partant de la formule (69),
'èvatudu I (^ [x] sin ux clx == j j <^{a!)smtus\nux dada:,
et, en ajoutant ces deux équations,
(7*^) 27:9(^)= / / <p(^) cosm(; — :r) rfuc?^.
C'est sous cette forme que Fourier a donné sa formule.
L'intégrale
e" X"'-' dx,
dont la valeur dépend du seul nombre n, a été nommée par Legendre intégrale Eulérienne de seconde espèce, et les géoinèlres ont adopté presque unanimement la dénomination de T{n) par laquelle il l'a représentée. Gauss, il est vrai, dans un de ses Mémoires a désigné la même intégrale par Ii{n — i), mais la notation de Legendre a généralement prévalu.
L'intégrale (i) devient infinie et n'a plus de sens lorsque n est négatif, l'équation de définition ne s'applique donc qu'aux valeurs réelles et positives de n; c'est l'étude des propriétés de la fonction r qui nous permettra d'étendre à d'autres cas la signification de T{n).
Quelques propriétés de la fonction Y.
On a, quel que soit n
(2) r(« + i)===Hr(«).
En effet, par définition,
e-" X" dx,
et en intégrant par parties on en déduit, eu remarquant que e~-^.r" est nul aux deux limite.s.
e" " x"~' dx ::= nT{n).
L'intégration directe donne
et par conséquent, h cause de l'équation (2), on a, en supposant n entier,
294. L'équation (2) prise comme définition donne une signification à la fonction r(n) lorsque la variable est négative. On a par exemple
^(-l)-lf{-j)=fnï)-
Les valeurs entières et négatives de n se rattachent par la formule (2) à la valeur zéro, et comme la formule (2), applicable quelque petit que soit n, donne
• r(o) = oo,
r(— i), r(— 2) T{ — p) sont aussi infinis quel que soit le nombre entier/?.
On a
sin«7:
Cette formule est fondamentale dans la théorie dos intégrales Eulériennes, et l'on en a donné un grand nombre de démonstrations. On a
En multipliant les deux membres par a"-' da et en intégrant entre les limites zéro et ce , on en déduit
«/o Jo «^0
Le second membre est égal (141) à -^'^; quant au premier, en lui appliquant la
" ^ ' sin«- ' '
règle d'intégration sous le signe / et remarquant qu'en posant aa7 = |3 on a
Jo Jo ^ ^
il devient
x-" e-' dx = r{re) r(i — n),
L Cale. int. ■ 3ï
et l'on a, par conséquent^
sin/»7T
296. Si dans cette formule on fait n = -, on a ei par conséquent
sin- T
La démonstration directe est facile; on a, par définition,
Posons
l'intégrale deviendra
297. Le théorème précédent conduit à une formule célèbre donnée pour la première fois par Euler. On a, quel que soit l'entier n,
Si l'on renverse en effet l'ordre des facteurs dans le premier membre de cette équation, puis qu'on le multiplie par lui-même, on obtiendra son carré sous la forme
c'est-à-dire, d'après la formule (3),
. 7r . 27r . (re — i)7r
sin- sm sin^ —
Pour calculer cette expression, écrivons l'identité
'— ^" / 27: \ / 4:: \ / (are— a)7r
' — •* \ 2» /\ are / \ are
En y faisant successivement a; = i et x = — i et remplaçant le premier membre par sa vraie valeur n, on trouve
M = ( 2 sm — ] I 2 sin — I • • • ( 2 sin ) >
— • • • 2 sin
«/ \ in j
TiV' f 27:\' / i'« — 1)7:\'
« ^ 2 ces — 2 ces — • • • 2 ces J
\ inj \ inj \ in J
et en mullipliant ces deux équations membre à membre et extrayant la racine
carrée,
„ , . 71 . 3 t: . ( 71 — I ■) tt
n = 2"- ' sm - sm sm
En déduisant de cette équation le dénominateur de (5), on trouve
rU)M« ■•■ri^>==(='^^^ ^'
Valeur approchée de r{ri) lorsque n est très-grand.
298. Nous avons donné (I, 417) la valeur approchée du produit i.2.3...n pour de très-grandes valeurs de n, la formule s'applique, quel que soit n, à la fonction
On a
e-' x" dx.
Le maximum de e "" x" correspond à la valeur x:=n et on peut poser par conséquent
Aux limites zéro et ^o de a; correspondent les limites — ce et co de /, et l'on aura
/•oo
T[n+ i) = n"e-" I e-'" dx.
J ûO
Il reste à exprimer dx en fonction de t et de dt.
Posons
l'équation (Gj devient
et, en prenant les logarithmes,
\ ni III on' 4'*
d'où, par la méthode des coefficients indélerminé.s.
par conséquent
(10 = dx =z (Il JTn ( I H —_^ + y. 1
et
r(« + i; = n" e-" I e-''- dl y/a/i ( » + ;;
c'est-à-dire (154)
et à cause de (2)
a\^in o«
lin
On pourrait, en poussnnt plus loin le développement en série, ohtenir un plus grand nombre de termes de (8) dont nous obtiendrons plus loin la loi générale.
299. Cauchy a rattaché élégamment à la formule d'approximation précédente la démonstration d'une formule remarquable qui peut être regardée comme une généralisation de (4) et qui a lieu rigoureusement pour toute valeur grande ou petite des variables qu'elle renferme. On a, quel que soit a; et le nombre entier n,
•Pour démontret cette formule, écrivons-la sous la forme
I{x)T(x^-\---Tix ""'
^' Y{nx) ^ '
L'équation
montre que le premier membre de (9) ne varie pas lorsqu'on fait croître x d'une unité; il ne variera donc pas non plus si l'on ajoute à x autant d'unités qu'on
voudra et si par ce moyen on fait croître x au delà de toute limite, on pourra alors remplacer chaque valeur de la fonction r par l'expression approchée réduite au premier terme de (8), et le premier memhre de (9) deviendra, après des réductions évidentes.
^IO) (27:) ne
Si l'on fait
nxj \ nx
nxj
\ nx j
et si l'on a égard à la formule
/ iH = ••■,
\ nx / nx
on trouvera, pour les valeurs infinies de x.
et
En substituant cette valeur de P dans l'expression (10), on obtiendra le second membre de la formule (9) qui se trouve ainsi démontrée.
X.C-l-1 lT{x)dx
On a en effet (aj, en posant ndx = 1,
lT[x)dx — \im.dx\lY{x) + ll[x + dx) +. . .+ IY:[x +{n— i)rfx]{,
c'est-à-dire
/ lT'x)dx — Wm.dx l\Hx) Kx + dx) + . . .+ T\x + [n — 1) dx] j.
Mais puisque dx — -■> la formule (g) donne
T{x)T{x + dx)...T[x + {n--i)dx] = T{nx)n-"'(iT:) ' n, par conséquent
Jr^'^' r w — I I "I
lT(x) dx = l'im.dx IT(nx) — nx In -\ /avr H — In • L 2 2 J
Mais on a, à cause de n cte = i ,
Wra.dx /27r = - Io-t:,
lira. - dx In ^^o;
d'ailleurs, n étant infini,
T{nx)=\jTT:e-'^{nxf'~^,
lT{nx) = l v'Ïtt — nx -i- inx j Inx,
ITinx) — nx ln=: l Ji-k — nx + nx Ix Ix In,
Mm. dx[lT{,nx) — nx In] == — x + x Ix, et par conséquent enfin
(il') I lY(x)dx z^- liTi -h X Ix — X.
Expression de T{n) sous /orme de produit infini. 301. On a, par définition.
dx.
Soit
nous aurons
''""=x'('ïr*-
Mais / - est, comme on le vérifie aisément, la limite de
IJ.\1 — z'').
LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES, lorsque a croît indéfiniment; T{n) est par conséquent celle de
p."-' / \i — zi^) dz, ou, en posant s/' = y, celle de
c'est-à-dire (156), pi, étant entier,
I .2.3. .. fi
n{n + i).. . {n + ix)
lorsque le nombre entier y. augmente indéfiniment. Cette expression, indiquée déjà par Euler comme une généralisation du produit 1.2. 3... {n — i),aété prise par Gauss comme définition de la fonction qui nous occupe; elle a l'avantage de présenter une signification déterminée, quelle que soit la valeur positive ou négative,
réelle ou imaginaire de n. Si l'on fait par exemple n := -) on a
- 1.3.3. ..fJt ^ 2.4.6. . . 2jM.2 \/fi
où l'on reconnaît le produit de ^" par l'expression connue dont la limite est - (I, 416). On a donc, comme il a été dit (296),
La formule plus générale
sm/iTT
se démontre aisément de la même manière. Si l'on remplace en effet les deux
facteurs du premier membre par les produits dont ils sont les limites, on a
OÙ il faut faire croître [j. indéfiniment. Le second membre peut s'écrire
p. + I — rt ,
et, lorsque pt. augmente indéfiniment, ^'_ a pour limite l'unité, et cette ex-
pression devient (I, 404) -•
303. On peut déduire enfin de la même forme de la fonction T la démonstration de la formule déjà vérifiée (299).
Posons
Uiy.. x) = J^:^:^-_UL ^x.
^^ (a:-+- i)(j: -h 2). .. (x + ^jf^ '
en sorte que, d'après la formule (12),
'R{cr> , x)-= xT{x)~.Y\x -\- x), on vérifiera aisément l'identité
TV'U[i>.,x]\i.ip,x— ^j...nu,a:— -- 'j
n(n|:x, nx)
(l.2.3...fx)"»"^ ^
(1.2.3. . . nii.) fj.
en sorte que le premier membre est indépendant de x; et comme on a il peut être remplacé, quel que soit a;, par l'expression
à laquelle il se réduit pour œ = o. Si donc on fait croître p. indéfiniment, la limite de (i/j), égale à celle du premier membre de (i3), sera, d'après les formules (/|) et (12),
et l'on a enfin
T{nx + i)
ce qui, à cause de la formule
équivaut à la formule (9^
T{x+ i) — xT{x),
Développement de lT[/i-\- i) en série convergente.
304. L'expression de T{n) sous forme de produits permet de calculer celle de /r(«-+-i) en série ordonnée suivant les puissances de n. On a, en changeant n en n -)- I dans la formule (12),
T{n+ i) — ix"+' 7
(rt 4- i)(« + 2). . . {« -4- f;i 4- 1)
et comme, ;j. étant infini, a pour limite l'unité, on peut écrire
d'où l'on déduit
(rt-+-l)(/H-2)...(« +^)'
fr
/r(rt + l) = «/jH — /(l +rt) — / (l+ -) / ( 1-+- "
en supposant toujours, bien entendu, que le nombre entier p. augmente indéfiniment-
n étant supposé moindre que l'unité, on peut développer les logarithmes qui figurent au second membre en séries ordonnées suivant les puissances de «, et la formule devient
lT{n-^ i) = — H ( I - + '- n' (
I. Cale. int
et en posant, pour une valeur infinie de fjt.,
et
on aura
S„ = lim. (i + '^ + ^H i- -,
C=lH h-^H 1 lu.,
/ r ( I + rt ) = — C H -f- - S. «' — 4 S, n' + 7 S, «' — . . . . •234
Les premiers coefficients C, Sa, S3,... ont été calculés très-exactement, et l'on a même donné (I, 411) l'expression exacte de Sa, S^, Sg,....
On peut d'ailleurs éliminer les sommes dont l'indice est pair en remplaçant le développement par un autre plus convergent. On déduit de la formule (I, 404)
/ -r— - = S2 n? + 1 S4 7J< + ^ S« «« + ... , smwTT 2 i
et par suite l'équation (16) devient
/r(i + n) =. - / -^ fc/i + ^ Sa «= -h ^ Si n'
2 sin/îT: \ 3 5
La convergence augmente encore en ajoutant au second membre l'équation identique
1 , I + ra I , I ,
o =• /. H « + TT «' 4- -F « + ■ • • ,
et l'on a enfin
/r(. + «) = i / ^^i^ - i- / "--^^ -t- «(I - C) + ^ (i - S3) + ^" (I - so + . . . ■
' 3 smwTV 2 I — rt 3 5
En remplaçant les coefficients par leurs valeurs numériques, on a enfin
(1-7) lT[i + nj = - l - — ' / h o,ii7.']8i'in — 0,0673530/1'
— o,oo73855n" — 0,001 fQ'27«" — o,ooo223i«',
série extrêmement convergente pour les petites valeurs de n. Il est clair d'ailleurs que la relation
T{n + i)=nT{n)
permet de ramener le calcul de toutes les valeurs de T{n) à celles pour lesquelles n est moindre que 1 .
Calcul numérique de la fonction T .
La formule
montre que, pour calculer la fonction r pour toute valeur de la variable, il sulFit (le la counaitre lorscjue celle-ci est comprise entre zéro et l'unité. L'équaiion
donnera d'ailleurs T{x) pour toutes les valeurs comprises entre - et i quand on le connaîtra pour celles qui seront comprises entre zéro et -•
Les autres relations entre diverses valeurs de la fonction Y permettent de réduire plus encore l'intervalle dans lequel il est nécessaire de la calculer directement. On a (299), en faisant « = 2,
Si dans (2) on remplace x par - (1-+- x), et dans (i8j par - en éliminant ensuite r[ )) on trouve
-KX -^ l — X
cos
Lorsque x varie de ^ à ^> le second membre de (19) ne contient, sous le signe Y, que des valeurs de la variable comprises entre tt et , ' auxquelles pourront par conséquent se ramener toutes celles qui sont comprises entre ^ et -• Pour y ramener également celles qui sont comprises entre zéro et-r- on fera usage de la formule (18),
X étant compris entre zéro et ^< - -h a- le sera entre - et ^) et réductible par conséquent à l'intervalle considéré. Quant à ix, il peut se présenter deux cas : ou
bien il surpasse -r' et alors le problème est résolu, ou il est moindre que -r- et pour le calculer, on emploiera la même formule (i8), en y remplaçant x par 2 a-; si ^ix est plus grand que -r? le problème sera résolu, sinon la même formule ramènera r(4ir) a r(8a;), et ainsi de suite.
Il est donc prouvé que F (a;) étant connu pour les valeurs de x comprises entre
-T et -' on peut le calculer pour les valeurs comprises entre zéro et p» et pour celles
comprises entre ^ et ^^^ et la fonction sera connue pour les valeurs moindres que -■,
et par conséquent pour celles moindres que l'unité, dont on peut déduire toutes les autres.
LSf/r la Jonction '^{iv) ■= ~j- lT[x).
On a trouvé
en supposant que, dans le second membre, le nombre entier [x augmente indéfiniment. ■
On en conclut
lY{x)^ xlfj. 4-/(1.2 .3.. .f/.) — Ix — /(d? + i)... — l{x + ij.),
ClX TV/ r ^ X-t-I X + 2 X -{- IX
Euler a calculé très-exactement la limite de
Lorsque [x augmente indéf'niment, cette limite est égale à
C'est la valeur de '^'(i).
307. Gauss a montré très-élégamment que la fonction 'i^[jr) peut se calculer sous forme finie toutes les fois que x est un nomlire rationnel. Remarquons d'abord que l'équation
SmTTX
donne
/r(^)-l- /r(i — .r) = /7:— /sinTT.r,
et, on (liiïérenliaiit,
(20) i|;(x)— <^(i — .r) — — TTCOlTT.r.
En prenant les logarithmes des deux membres et différentiant ensuite par rapport à .r, la formule (9) donnera de même
f^lix) + Ûl[.T + -
n^{nx) — n In.
Cela posé, considérons la fonction ^y-Y p etq étant deux nombres entiers elp
plus petit que q. I
^{x) est la limite de l'expression
lorsque /jl croît indéfiniment. Or cette expression peut s'écrire de la manière suivante :
La série se prolongeant indéfiniment puisque (j. doit croître sans limite, si l'on remplace x successivement par
^ î -■> on aura
-^li-
. A(l)=r- I-;- /2- -+/--iH
Posons -^ = w, et soit 9 l'un quelconque des angles oa, 2^^,..., [q — \) m, on
aura
I = ces g 9 = C0S2/JIÇ = cos3gcp =. . ., coso = cos(g + 1)9 = 005(27 + 1)9 = . . ., ' ces 9 -f- COS29 4-. . .4-cos(g — 1)9+1=0,
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et les équations {0.2) peuvent d'après cela s'écrire de la manière suivante :
cos94'(~ ) =~ î COS9 + coso Iq. ^ cos{q-h i) <p + costp/ • • -,
cosaçd'l ~ 1 = — COS2C0 + COS29 /a " — cosfo +2) œ + cosaoi / -,
cos3ot]j
I cosS© + cos39 11 -i— - cos((/ +3)9 -(- cos3o/ • -,
cos[q— ij9({; f -
cos(ç — 1)9 + COS(</'— 1)9/2 L_ C0S(2^— 1)9 4- C0S((7 — 1)9/-
iL i)= — 1 + /2 h/ ^
et en ajoutant toutes ces équations membre h membre :
cos9 4'( - ) + ces 291}; ("•) + ■■■ +cos(7 — i) 941 (--
^— q ( COS9 H — COS29 -+- - cosSffl + •
11 est clair en effet que tous les logarithmes disparaissent dans la sommation, et
que les termes de la forme j cos^y se trouvent une fois chacun, quel que soit le
nombre entier désigné par k; la première équation contenant ceux pour lesquels k est un multiple de q augmenté d'une unité; la seconde, ceux pour lesquels il est de la forme mq + 2, et la dernière, à cause de cos^ 9 = 1, ceux pour lesquels k est un multiple de q.
Mais on a (I, 382)
/(i — 2j;coS9 + x')^ — a (rcos9 H — a:' ces 2 9 + :^.r^cos39+ ■ par conséquent cosçij' ("") + CCS 2 9 4^ (-) + •••+ cos{q — 1)941 ( ) =— 4'(") + - 7/(2 — 2 ces 9).
Si dans cette équation on fait successivement, comme on en a le droit, 9 = w,
ç) = -2 w, . . . , ç = (^ — 1) w, on obtiendra q — i équations du premier degré entre
les inconnues '}(-)' «J/f-)'---? '\i[~ — -) ' ces équations sont faciles à résoudre.
Pour calculer <!'()' il suffira de nniltiplier ces équations respectivement par cospcû, cos2/>M,..., cosfy— i)/?oo, et de les ajouter ensuite en leur adjoignant l'équation (21), dans laquelle on fait ^r = -1 n-=q, remarquant enfin que l'on déduit aisément de la troisième équation (aS)
. I -1- cos/?&)COs/i&) + C0S2ÛW cosi If M +. . . + cos((/ — i)pMCos{q — i)/rf.> =0.
fi désignant un des nombres 1 , 2, 3 q — i, à l'exception de/» et de q—p< pour
lesquelles la somme est - q, on trouve, après avoir divisé par -■,
(24) 'M J 4- 'M t- I =1'\i{l)—?.lq-hC0Spùtl{l — -iC0Srj^)-^C0S2p(,)l{2~9.C0S2rj))-i-...
+ COS(g — l)/;&)/[2 — 2 cos(ç — I )coJ.
Le dernier terme du second membre est égal à cos/>w/(2 — 2cosw), l'avant-dernier à cos>./7w/(2 — 2C0S2w), en sorte que les termes sont égaux deux à deux, excepté le tenue du milieu si q est pair; ce terme
COS - pw / 2 — 2 cos -
est égal à 2/2 ou — 2/2, suivant que/> est pair ou impair.
L'équation (24), jointe à celle que l'on déduit de (20) en y faisant x= ^-,
>5, *(^)-Hf) = "°'f-
permettra de calculer ^(^-r^) ^^ 'M")' '^""^ "" connaît ainsi la somme et la différence.
On trouve de cette manière
Développement en série de la functlon '\[x).
Eii posant
<]j[a-\-x)^=o!.-\-px-\-yx[x — i) -\- èx(x — \){x — 2)+...,
on peut déterminer a, /3, y, . . . , par la méthode des coefficients indéterminés. En changeant x en x + i, et désignant par le signe Açfa?) l'accroissement qui en résulte pour une fonction quelconque f{x), on a
A4'(«-t-.ar) = ij>(a-ha7 + i) — i];(« + x)=-7-/r(« + x + i) — /r(aH-x)= -^/(« + x)= ;>
(IX ilX cl —\~ X
Ax=i, ^x{x — i)=^ix, ^x{x- — i){x — 2) = 3x(x — 1),...; par conséquent
En faisant x — o, on en déduit
En prenant de nouveau les accroissements des deux membres, on aura
A =^o.y -{- i.Zè X -\- "i .Lz X (x — 1]+...,
A' — ^ — = 2.3â H- 2.3.4eA' -t-. • -, a-^- X
e + 2.3.4-5ïî.r
et, en faisant a; 3= o.
^•^•"^^ - ^' a ~ "^ a (« + !)(«-+- 2) ~ «(« + i)(a+2)(a-4-3r la loi est évidente, et l'on a
^(rt+^)_ +(«) + -- 2«(«^,)+3«(«^_,)(« + 2) 4a(« + .)(« + 2){a + 3)''
Si l'on donne à n une valeur entière et positive, le second membre ne contient qu'un nombre limité de termes, et la formule permet, connaissant <}(«), de calculer <i^[a + n), quel que soit l'entier /i. Le problème est d'ailleurs bien facile à résoudre à priori, car l'équation
donne <V
et, en prenant les logaritbmes, puis les dérivées par rapport à a.
La comparaison des deux formules donne un théorème d'algèbre aisé à vérifier.
309. La fonction '^{x) peut servir à sommer plusieurs suites remarquables. Considérons la somme
b b -{- c b -\- ic b -\- ne
On a évidemment
\ — hi — 1-2 — \- n
et par conséquent
ou
La différence
ne changeant pas d'après cette équation quand on y change n ea n + i, est indé pendante de n, on a donc
fi , I f> \ o u , Ib \ a a , (b \
et par conséquent
\. Cale. int. 33
On aura, par exemple,
Soit encore
ï b + c b + ic b-h'ic b-i-{2.x + ijc
On a
b b -V- 2.C î+4c b + 7.XC \h -\- c b-hc-{-2c' 'b + c + 2xc
et par conséquent
n n , ( b \ a , I h \ ii n , l b 3 \ n , 1 k 3 >
3•x = 7^ — <^\ — \-x + i] J/ — hi— i 4^ — h — y-x]-^ — -|— +-
b 0.C ^ \lC I 2C ' \2C / b -\- c 2C ^ \2C 2 / 2 C ^ \2 C 1j
OU, en réduisant,
ne a , /b-h3c\ n , /b-^^c\ a ,lb-\-f.c. \ a ,fb-i-3c
°'—knr-. — î-i '^ ^ -1 — I ^^] 4*
b[b-lrC) IC \ 2C J 2 6- \ 2 c / 2 C \ 2 f / 2 C ' \ 2 f
En supposant x infini, on aura
et par conséquent
b~ b + c "^ b + 7i(: — •• — 6{6 + f) "*" 2C [^V 2f j ~ "^ \ 2c ) }' Soit 6 ^ I , c — 1 ,
Soit 6 = 1 , c = 2,
-5+5-,--=s+4*(f)-ïnî)=r
On a enfin ^1, 409)
sinç 9 cp — 7r cp I I
9 — 27: 9-1-27: 9 — St:
t-7t-t-7: 9-fT:-f-t>.7r
Or en faisant è = (p. c = — tt, puis 6 = -p -1- 71, c = ;:, on peut calculer, par les formules précédentes, les deux sommes dont la différence figure au second membre, et l'on a
sjn9 9(7: — 9) (9 -f- 7:)(9-t- 2-j
•iu
Soit 05 = m~.
siiiz/tTî m(i — m) (m H- ')(»i -t- 2 ) ou, en posant — = .r et remarquant que dif r 4- .r) = — f- '^{co),
'l^{^ — x)— <]^{x) -h <ij{- + x\ — 'hi- — x] — . ^'^ -,
théorème facile à vérifier. On a, en effet, par conséquent
La formule démontrée (308) donne
mais
donc
li — xY = j — ax-^ ! '- x^ ^^ '-^ ; a;'-l- ...,
I — (I — :rr_ «(a— !)«(«— i)(a--2)
et par conséquent Posant I — a; = J,
(26) 4.(l + «)= r-^"^rfj+^;(,).
Cette formule peut se vérifier plus directement. On a (306)
^x) — lli.
en supposant que dans le second membre fx désigne un nombre indéfiniment croissant.
Mais on trouve, en effectuant la division,
/ dz = \ 1- • • • H >
jg 1 — 2 X X -i- I X -^ IJ. — l
et l'on a (274)
X'ir^~S)- = "-
donc
Le second terme est indépendant de x. Si l'on y change, en effet, x en .r + a.
l'accroissement qui en résulte est
dz
I^x+'^-lf^..
dz.
dont la valeur est nulle évidemment lorsque fji, est infini. On a donc enfin
dz.
En faisant a? = i , on aura
et l'identité avec la formule (26) est évidente.
On reconnaît d'une seconde manière que si x est rationnel, t|* (a?) — tj; (i) peut se calculer sous forme finie. On a, par exemple,
dr
Vr
et en posant j= s',
On déduit de la formule
J^ ' z' z' rfz=::|(l + 6)->J;(l-4-«); 0 ' ~^
par conséquent
f ?— :!-- rfz= A(I + a)— lj;(l - rt)= - -f- ij;(fl) - (1.(1 - rt),
c'est-à-dire (307)
dz= 7: COlrtTT.
En multipliant les deux membres par da et intégrant à partir de a = o, on
aura
J^' z°-h z-"— 2 dz . Il .1 .ai:
g I — z tz sinrtTT îT sina;:
Soit « = -'
En posant z = .r-.
z'-hz '—o-dz 2 _ . 7^
I — z IZ .71 2
sin- ■j>.
i- X' Ix Jo ' -^- ^
( 3 1 1 / -— dx= I -—=/-.
Soit encore a= y,
TT
«•'o I — z Iz . TT a i/o.
sin - '^
En posant z = j\
313. On peut enfin exprimer (|i(.t) par une intégrale sans introduire la transcendante numérique «}'(')• On a trouvé (311)
(34) '>(^'=X ^Tir^ ''- + "'"• X (t31 - r=^) ''^'
lorsque /x augmente indéfiniment. Faisons dans la première intégrale :: =y^, elle devient
et en remplaçant y par s, ce qui ne change rien, et supprimant le terme commun avec la seconde intégrale de (34),
LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES. Posons encore z^ = u, il viendra
'4>{ jt) = lim
Ut l" \ I
u' du,
c'est-à-dire
du.
.Mais lorsque p, croit indétîniment, le produit ,u.\( — uy-j a pour limite —lu, «i^devient égal à l'unité, et par conséquent
^(")— .r(/.î+fs>^"-
314. Nous ferons connaître une autre expression souvent utilisée de la fonction -^ [x).
On a
mais (241),
dx
-a ^— or
dx.
dT{x) r
dx
= 1 e-z'-'dz\ dx.
En changeant l'ordre des intégrations
dT[x) _ i"^'dc dx
c'est-à-dire
que l'on peut écrire
dTjx) dx
dlTlxi
' Vo « L {■-*-«)'J
Vo L ' ('+«)']
En intégrant les deux membres par rapport à x entre les limites i et a-, on en
26i DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL,
déduit, en remarquant que /r(i) = o,
si l'on fait a; = 2, on a
r(2 =1, /r(2 =0, ï '- ^ '— =:{i-har',
et par conséquent
J„ La /{H-a)J
et, en retranchant cette équation de la précédente, après l'avoir multipliée par
En posant
l{i + a) — v, -i + cc — e', X =:; e' — I, dx = e' dv, celte équation devient
(36) lT(a:) ^£ [(x - ,)e-- "'^Z^I"] y'
et l'on en déduit, en différentiant par rapport à x. En posant e^" = ^, l'expression (36) devient
dlT{x-)_ i'-~- (e- . ^^^_
315. En remplaçant v par a, ce qui est évidemment permis, on a
tx
le second membre peut se partager en deux parties, dont l'une se calcule sous forme finie et l'autre tend vers zéro avec x.
Si l'on pose
P = Lr — I
{P + Qe—'jrfa.
Si l'on développe Q suivant les puissances ascendantes de «, les termes qui renferment des exposants négatifs sont
Posons
(4o) F(a:)= r*(P-t-Re-")rfa== r^'f'l'x-
(4>) nT(^) =^" (Q - R)a-"./a ^jf" (^-i^, - ^ - ^) «-" ^' on aura
Or, on peut aisément calculer F(a;) sous forme finie et s'assurer que ■ns\x') tend vers zéro lorsque x augmente.
Montrons d'abord que F (-) et 57 (-) peuvent se calculer exactement. Il suffit
évidemment de calculer Kr(-). puisque leur somme qui représente ^r(-j est
égale (296) à -Wt:.
On a
I i\ --«-doL
et, en remplaçant a par ia.
D'autre part, on a identiquement
I. Cale. int
mais, en posant x — i dans la formule (40»
et en remplaçant a par 2 a
par conséquent, en retranchant les deux équations (43) et (44) l'une de l'autre,
dot.
et en retranchant (45) de (42)
c'est-à-dire (241)
F( - ) étant connu, on peut obtenir Y{x), en calculant la différence r(a;) — F (-
on a
ce que l'on peut écrire de la manière suivante
■i^+o,(x-iy-^
2 Jo
fi — «* , p
dx,
et, par conséquent (241 ),
Vix)-F(^]=-x--h'--+-(x-^]lxi
(46) lT{x}=lx— ^\lx—x+ - lin -h^(x).
et l'on en déduit
{4?) T[x) = e-'^x' ' \/iTre'°t^'i. ■
Lorsque x est très-grand, e"''' diffère fort peu de l'unité, car on a (298) pour valeur approchée de T{x)
et Ts{x) a par conséquent pour limite zéro.
316. En remplaçant dans l'équation (46) n[x) par sa valeur et remarquant que l'on a
IY[x+ i) = lx-hlT[x),
on trouve
/r(x -^,)=Li^n + ix + -]ix-x+ f^^ (— ' ~-~
Cette formule peut être transformée en une série fort importante dans la théorie qui nous occupe.
On a (I, 413), en désignant comme d'habitude les nombres de Bernoulli par B|, Bo,.. ,
x \ 1 — e~' ac 2/ 1.2 1.2.4.4
0 étant un facteur moindre que l'unité. D'ailleurs
et l'équation (48) donne par conséquent
ir, , , I , / 1 \ , Bi I Bj I- 9B,H
/r(a:4-i)= - /27: — *• + Lr-4- - /.r -f ' » . "-*
2 \ a/ 1.2 ar 3.4^' {2n +i){9.n + 2) x"^'
Celle série présente une particularité extrêmement remarquable. Elle est diver-
gente, et le terme complémentaire augmente sans limite, les fermes de la série augmentant eux-mêmes indéfiniment, comme il est aisé de s'en assurer en remplaçant les nombres de Bernoulli par leurs valeurs approchées (I, 412). Le développement est cependantfort utile et peut servir au calcul numérique de /T (a; + i), parce que le terme complémentaire, quoique très-grand avec n, est extrêmement petit pour des valeurs peu considérables de ce nombre. Soit, par exemple, x = lo, on aura, en se bornant aux trois premiers termes.
aux quatre premiers,
aux cinq premiers,
et aux six premiers,
exact à dix décimales.
/r(ii) = i6, io44i5343o,
/r(l l) := 16, lo44l2565?.,
/r(i i) = 16, io4i i2563i,
Théorème de Bernoulli.
317. Le terme général de développement du binôme [p -t- qY est, comme on
sait,
OU
r(/n-i)r(OT + i)^ ^ '
m et n étant deux nombres entiers dont la somme est égale à p..
Lorsque m, n et [x sont fort grands, le calcul d'un tel terme serait en quelque sorte impossible, même avec l'aide des logarithmes. La substitution des valeurs approchées de chacune des fonctions r donne au contraire un résultat fort simple. En posant
r (|un- 1 ) = e-i^ f/.!* s/T^ ,
la formule devient
e-"n" y/2«7r«~"'m'" sfô^r:
c'est-à-dire, à cause de m + n = p..
n" m" si % nin ^r.
Si l'on pose n = a/x, m = /3^y., a et j3 étant deux fractions dont la somme est l'unité, cette expression devient
Le rapport d'un terme au précédent est, comme on sait
Le plus grand terme de développement est évidemment celui qui est à la fois plus grand que celui qui le précède et que celui qui le suit; on déterminera donc son rang n par les deux inégalités
q fj^
c'est-à-dire
{tj. + i]q>n{p-hq), {lA-hi)q<:{n + i}{p-
n doit donc être la partie entière du quotient de -{i-i-h i)q par {p + q)\ l'exposant m serait de même la partie entière du quotient — -i et, par conséquent, lorsque |x est très-grand, les exposants ùq p et de q, dans le terme le plus grand, sont à très-peu près dans le rapport même de yo à ^. Si donc on veut que l'expression (49) représente la valeur approchée du plus grand terme, il faut y sup-
= — ^, fi = — - — -, et elle deviendra
poser «
s/ny-s/^p^
319. Lorsque p et q représentent les probabilités de deux événements contraires,- la somme p + q est égale à l'unité, les termes du développement de {p -+- qY représentent les probabilités respectives des diverses combinaisons qui peuvent survenir sur /x épreuves dans la succession des événements considérés. L'événement le plus probable est celui dont la probabilité est représentée par la formule (5o);
c'est celui pour lequel les deux événements arrivent un nombre de fois proportionnel à leurs chances respectives. La probabilité, quoique la plus grande do toutes, tend évidemment vers zéro avec le nombre /ji des épreuves.
320. Les formules d'approximation qui nous occupent permettent d'exprimer simplement la valeur approchée du groupe de termes qui, dans le développement, suivent et précèdent le terme le plus grand, c'est-à-dire la probabilité pour que les nombres d'arrivées des deux événements contraires ne s'écartent pas au delà d'une limite donnée du nombre correspondant au maximum.
Soit
le terme maximum;
D't—kyj m-^-h
le terme placé k rangs avant lui.
On aura approximativement
PI
s/iTi^ sfp \,lq
pp.
h = ik
PU
On a
Supposons p. très-grand par rapport k k'\ on aura, en négligeant ^ ot -^j
h' / i\ If nlr' Iz— 1- « + - 1 j— ,.
PH- \ ^■ipiJ- ■^py'
ou, à cause de n ^^pi-i-,
■^Ij.p \ inj
On trouvera au même ordre d'approximation
'■ql et, à cause de /* + «y = i, la formule (54) devient
<il iT,u. \l p \l q y/aTTp \Jp \lq L \2« 2/h/ J
Le lerme placé à égale distance du terme maximum s'obtiendrait en changeant dans celui-ci k an. — k; leur somme est par conséquent
Si l'on pose
\JiT:[j.sJp^q
iixpq
/i = / \lii).pq.
[J. étant très-grand, la variation d'une unité sur le nombre Â" correspondra à une
variation très-petite de t, égale à La somme des termes compris entre le
\l-3.^pq
plus grand et ceux qui dans un sens ou dans l'autre sont placés à k rangs de lui
pourra être remplacé par l'intégrale
Il Jo
expression très-simple de la somme demandée qui tend vers l'unité (153) lorsque jjL augmente indéfiniment.
Intégrales Eulériennes de première espèce. 321. Legendre a nommé l'intégrale
(,) / xf'-'{\ — x)i-'dx
Jo
intégrale Eulérienne de première espèce. Suivant une notation adoptée par plusieurs auteurs, nous la désignerons par B(/j, q).
La fonction B{p, q) se ramène aisément, nous allons le montrer, aux intégrales de seconde espèce désignées par r.
Remarquons d'abord que B(/?, q) est une fonction symétrique des deux variables p et q. Si l'on pose en effet a; = i — j, l'intégrale (i) devient
et l'on a, par conséquent,
Si l'on pose dans (i)
1 + 2 on a
et par conséquent aussi, à cause de la symétrie démontrée,
(3) Bip,g)=£^j^^dz._
On déduit des formules {2) et (3)
I r'-^ zP-' -^ Z1-' , I r'zP-' + z'i-' , I /""z/'-' + 3î-' ,
Si dans la seconde intégrale, on fait z = -- elle devient
Les deux termes du second membre de (4) sont donc égaux, et l'on a
On a
dz.
On a en effet
comme on s'en assure aisément en posant ax = z. Par conséquent
aP-'e-^'cia;
mais
J'^ °° /* =° dx
xi-' e-' dx — I .r ?+/-' e-' — ,
et, en remplaçant — par sa valeur déduite de (6),
r(g)==î-— / xP-*-i-'e''dx I aP-'e-"dx,
c'est-à-dire, en chassant le dénominateur et changeant l'ordre des intégrations,
T{p)T[q)=J'" ocP-'dan xP-^i-'e-^^-^'>'dx=f ^'~' dxT{p + q),
et enfin
T(p)Tiq] r°° gP-' ^ ^, .
323. On peut ramener aux intégrales Eulériennes de première espèce et par conséquent aux fonctions T l'intégrale
/ xP-'{i — x'')i-'dx.
L'intégrale
Jsin"'-'a: cos""'.* <^x o
se ramène à la fonction Eulérienne. En posant en effet
sin X =y, on trouve
/•î f" ^ dy
(9) / sin'"-'.rcos"-':rrfa: = / y'"-<[j —y^) ■' .
Jo Jo ' \/t—f''
Jo
En faisant m = n, on en déduit
I sin"'-' 237 e?.r = — | s\n'"-'zdz—-
arfm)
LIVRE PREMIEK. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES, et comme on a évidemment, à cause de sin(7t — 2) = sins,
J. siu"""' zdz^^i j sin"'~' z dz, 0 «/ 0
on en conclut
s'in"-' zdz = -„->—'<- 2" r(m)
Mais la formule (9) donne, en faisant n= \,
par conséquent, en remplaçant rf- j par la valeur
- v/Vrr(m),
ce qui s'accorde avec la formule (299), dans laquelle on suppose x — —> n — 2. 325. Les intégrales
I dx, I dx
se ramènent aussi aux intégrales Eulériennes. On a
— =: ( Z"'' €-'■' dz :
r^msft.r , I f" , /•=» , ,
I dx =^ =-, — r I Q,osbx \ c" z"-' dz,
Jo ^" r(«)J„ j,,
et, en changeant l'ordre des intégrations,
/ dx — T. I z" ' dz I e~"cosbxdx,
Jo ^" 1{«)J„ Jo
Jo •^" r(rt)Jo Jo
z""' dz j £-" siii 6.r dx, 0 Jo
c'est-à-dire (138)
I clx = 7^- — - I -j ■ dz,
C^ s\nbx , I C^ bz"-' ,
Mais on déduit de la formule démontrée (144), en posant z^ — b^u,
r^^ z" . Ttb'-'
f TnL — i "^ = ' « compris entre o et I,
*^0 « nr\c
2 ces
ftz"-' , ■Kb"
dz =
° 2sin —
) n compris entre o et 2.
Donc
Tin) rni
, , C^ sin bx , b"-' tt
2sin
La première de ces formules suppose n compris entre o et r et la seconde le suppose compris entre o et 2. Pour toute autre hypothèse les intégrales seraient infinies.
Si dans la formule (i i) on suppose « = i , on a la formule tant de fois démontrée
Jo '
bx , TC
— dx =z -■
En faisant n — -, on trouve les formules déjà obtenues (249)
["^ cosbx , ("^sinbx , /V
Jo \/x Jo s/x V 26
326. Les intégrales (10) et (11) sont comprises dans les expressions plus générales
x^~' e"" cosbx dx,
^i^-i e—'^sinbx dx,
obtenues par Euler de la manière suivante. On a
^-'dx^^^^'
Posons ff.^= a+ b \l — i , il viendra
I e-'^x-"-' [cosbx — \J—i sinbx) dx — -, ' ' . = ' , j^ -.
Jo {a + b^-if [a' + b'f
Soit a = (5 cosC, i = j3sin5, cette formule donne, en séparant la partie réelle de la partie imaginaire,
(12) / e-" cosbx x'--' dx:= -^— co%u.Q,
Jo P''
(i3) / e-" sin bx X''-' dx = — ^sin/y.5,
Si l'on fait a = o, on a 0— - el p = ù.
Jo ' "
I sm bx .r ■'"' dx = —r^ — sin u. - > Jo l^' 2
ce qui, en ayant égard à (295), s'accorde avec les formules (10) et (11] Comme on a
a tango
p' = 6'(i 4-COl^0)= —
si 11^ e
les formules (12) et (i3) peuvent s'écrire
e-" cosbx x'^-' dx = -r — sin^' 0 cosuô =; — — cos^'Ô cosliQ, (17) / e-'' s'in bx X'"--' dx = -i^ sin'''- 9 sin p.$ = — — cosi^S sin aô.
327. Soit « un nombre positif moindre que l'unité et plus petit en même temps que a. Multiplions les deux équations précédentes par
^ dO b""' db = a" lanc"-' 0 ^ ,
et intégrons depuis è = o jusqu'à è=oo , et par conséquent de 6 = 0 à 5= -1
on aura, en changeant l'ordre des intégrations dans le premier membre,
r'"° /"" Via] r*
(i8) / x'^-' e"'"^ dx \ h"-'cosbxdb — j cos'-'-"-' 9 s'in"-' 9 cos aO d 0 ,
Jo Jo a''-"Jo
Jf.» /.oo -p^,^^ ,-.2
Xi'-' e-"" dx I b"-' sin bx db =■ -^;z:;; j cos''-"-' 6 sin"-' 9 sin p.9 d9.
iAIais on a (326)
/ b"-' cou bx db z:= COS ;
Tin) nr.
COS
("^ , . , J. T{n] . «TT / b"~' S]n bx db = ^ sin
Jo •^" ^
Les premiers membres de (i8) et (19) sont donc respectivement
T( Il ) COS — 1 X'---"-' e-" ^ Jo
OD
r{7î)sin — 1 X''-'"^' e^"' dx =:
T{[j. — 7i)r{«)cos — ■ dx = )
T{[j!. — w)r(/i)sin —
al'-"
{ 20 ) f COS!'-"-' e sin"-' 0 cosaQ ofô = '[_(!:_ n)T(n) ^^^^^
Jo r(fx] 2
r"^ ,« • ,0 • « j« r(u — «)r(w.l . nn
21 1 cos''-"-'g sin"-'gsinfji9</0=: " ^, \ — sin —
Jo r(fx) 2
Si l'on suppose n — u. — i , r(|x — n) = 1, r(/t) = _' > on aura
Sin ^ ;
(22) I si ni'--' 9 cosa9 d9 =^ —
Jo ^
(23) I sini'-=G sin a9c/0 =: cos--- •
^ ' Jo p.-l 3
n dans les formules (ao) et (21) est moindre que l'unité; si on le suppose égal à la
limite i , on a
/ cos^-'O s'in U.0 flO = —
328. On peut également ramener à la fonction B(jo, q), et par conséquent à la fonction r, l'intégrale plus générale
Que l'on pose en effet
celle-ci devient
Jo [(l+«)j + «r? ■^'
et en posant
{•I + a)y=:az, l'intégrale (24) devient
Si l'on suppose « 4- p = i , on a
(26) f ^^^ __ r(«)r(.-aj ^ TT
Jo (i — ^)"^'~°{x-!-«) " «'-"(i+a)" sinaTra'— (i +«)»" En posant enfin, dans (24), ^ = cos-6, elle devient
TT^T— T
^ CCS"-' e sin'^-' g _ r(«]r((3) i_
Si l'on remplace a + cos^C par (a+ i)cos*9 + asin^9 et que l'on pose a-\-i = mk, a= nk, m et n étant deux nombres arbitraires, on trouvera
g ^ n cos-'gsin-^-'e , _ r(«)r(p) __i_
' Jo (mcos'0 4-nsin»ô)'+? r(a + (3) m' n'''
329. Nous terminerons ce chapitre en indiquant une méthode très-élégante due
à Cauchy pour le calcul des intégrales de la forme
(29) J^ ^ÏT, da:,
OÙ m désigne un nombre entier et a et a deux nombres arbitraires dont le premier doit être plus petit que m.
En suivant la marche adoptée (253), mais en ne supposant plus que l'exposant
de - soit entier, on remplacera — ^, par la valeur
~II7 = îTT ; I e-"z'dz.
L'intégrale (29) devient par suite
(30) =-; r / tosiax s'm" X dx i e"" z' dz
= =r r / z'dz j e-" cosioLX sm^x dx.
Mais on a (220), lorsque m est pair.
C0S2aa;sin'"a; == A'" ces (2a — m)x,
et, lorsque m est impair,
( — 1]~=~ cosaa::» sin^x = — A'"sin(2a: — m)x,
la différence étant prise par rapport à a et correspondant à un accroissement égal à l'unité.
On peut, d'après cela, remplacer la formule (3o) par l'expression «équivalente
(3i) — =7 — - — r / z" dz I e-" A" cos(2x — ni]x dx
si m est pair, et
(32) -TT,— ^ ; / z" dz I e-''A'"sin(i(x — m]xdx
si m est impair.
Nous supposerons, pour achever le calcul, m pair et a > — i renvoyant au Mémoire de Cauchy l'étude plus complète du problème [Journal de l'École Polytechnique, t. XVII).
On a évidemment
e-'- A'" cos( 2 a — m) x dx = A'" / e- ''■ cos( la. — m)xdx=^ A" 0 Jo
(aa — m)' 4- z'
et, par conséquent, l'expression (3i) devient, eu remarquant que z" peut entrer sous le signe A'",
2"'r(«-(-i) J„ (2a — mf+2'
dz.
Soit maintenant a = 1 -\-^-, X étant le plus grand nombre entier contenu dans a, les fonctions
et
(2 a— ot)'+ 5»
étant entières, la première lorsque X est pair, et la seconde quand X est impair, on a, dans le premier cas, à cause de m > X,
[7.x — m)'-\- z' (■îoi.— m)''-\- z'
el, dans le second cas.
et par conséquent l'intégrale (29) devient, lorsque X est pair.
et si X est impair.
'-° ^-' . (2a— m)'+' , z" A'", ,..': — .dz.
(34) I z" A'" dz.
IV
dans le cas contraire, les formules (33) et (34) se réduisent l'une et l'autre à
rtlT
rym-t-l
r(«-f- i)sin
et l'on a par conséquent
. — :^ _rf^^(_,). ^A'"(2«-«)",
2'"+'r(«4-i)sin^ ' 2
et cette formule suppose seulement que le nombre entier m soit pair et que « soit plus grand que — ■
Soit, par exemple, a = 2, m = a et a == :, » on aura
Jf""cos4^sin^.r , ' V d^ = 0 -3
.6r(|)si„î
A'faa— 2)\
On a, d'après la définition des différences, et a étant égal à 2,
Calcul numérique des intégrales Eulériennes.
330. Soit donnée l'équation d'une courbe rapportée à des coordonnées rectilignes a et y :
les abscisses représentant la variable a et les ordonnées l'intégrale r correspondant à l'argument a.
Si a est positif, la fonction F (a) est également positive; par conséquent la courbe n'a que des ordonnées positives depuis a = o jusqu'à « = ce .
La courbe est formée par deux brancbes infinies dont l'une CN a pour asymptote l'axe des ordonnées et dont l'autre CM a pour asymptote la courbe transcendante dont l'équation est j =(- ) y —•
Le minimum de T{a) a lieu pour a = i,46i632i et est égal à o,8556o32. A partir de ce minimum, si a diminue, la valeur de T{a) augmente et devient infinie pour a = o; si a augmente, la valeur de T {a) augmente également et devient infinie pour « = » .
La Table qui suit donne les logaritbmes vulgaires à sept décimales de l'intégrale r(a) pour toutes les valeurs de l'argument a, depuis a = i jusqu'à a = 2. Comme à l'aide de la formule T{a-{- ï) = aT{a) on peut ramener toutes les intégrales r à des fonctions de même nature dont l'argument soit compris entre i et 2, on pourra évaluer toutes les intégrales Eulériennes de la première et de la seconde espèce, ainsi que toutes les intégrales définies que l'on peut ramener aux fonctions Eulériennes.
Entre les limites a^i et a = 2, la valeur de la fonction T est comprise entre i et o,8556o32; par conséquent les logarithmes de F contenus dans la Table seront négatifs et compris entre o et 9,9/172392.
Tous les logarithmes de la Table correspondent à des ordonnées contenues dans la partie ombrée de la figure; cette partie est comprise entre les ordonnées r(i) et rfa) et forme un quadrilatère mixiiligne ayant trois côtés. égaux entre eux et égaux à l'unité; l'ordonnée BC correspond au minimum de T{a).
La différence première est d'abord négative et va en diminuant depuis 25o3 pour a = i jusqu'à zéro pour a= 1,4616..., puis elle devient positive et va en augmentant jusqu'à a = 2 où elle est égale à i835.
La différence seconde est toujours positive entre a = i et a = 2 et va en diminuant depuis a ^ I où elle est égale à 7 jusqu'à a = 2 où elle est égale à 2 ou 3.
Il en résulte que l'e-rreur provenant de l'interpolation par parties proportionnelles sera au plus d'une unité du septième chiffre décimal.
LIVRE PREMIER. — INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES. Table des logarithmes de Y {a).
Logr(a).
o3io8
.S3oi4
4ioi3
ii5o5
SogCo
6oq52
5ooiq
33oi6
12188 non
oi532
oo5.4
8ooo3
Table des logarithmes de T{a].
Logr(
8ioi5
*oo35.
Il 569
i3So4
83oo9
gSi^i
*oi74o
556oG
oSogS
5io55
»Ol62l
♦o33oo
Application de la Table.
Si l'argument a se trouve exactement dans la Table, celle-ci donne directement le logarithme de l'intégrale.
Par exemple :
logr(i,6i4) = 9,95i 9048 r(i,6i4)=: 0,895 i685
Si l'argument a est compris entre i et 2 et qu'il contienne plus de quatre chil'tVes, on détermine le logarithme de l'intégrale par interpolations par parties proportionnelles.
Par exemple, logr(i,Gi486) :
Ar = 6oi
0,86 X (Joi
donc et
logr(i,6i486)^ 9,951 9565 r(i,6i486) = 0,895 2751.
On voit que l'intervention de la différence seconde ne modilie en rien le résultat. Enfin si l'argument n'est pas compris entre les limites i et 2, on trouve le logarithme au moyen de la formule
Exemple I. On demande r(4,6i4H6) :
o,558 0915 0,417 4485 0,208 1348 9,951 9565 logr{4,6i486)= i,i35 63i3 r( 4,6 1486)= r 3,66568
Exemple II. Ou demande r (0,61486) :
r(i,6i486) = o,6i486xr (0,61486).
logr{i, 61486) := 9,951 9565
logo, 61486 = 9,788 7762
logr (0,6 1 486 ) — ^63 i8o3
Exemple 111. == T'e-»^^»-"' f/;r = ■'^t^*?^ :
logr(.,563)^ 9,949 3344 1,563 X log3 = 0,745 74o5
log2 = g,2o3 5939 5 = 0,159 8063
Exemple IV. z= f x"-'"' [i - cc)''''^ dx =.^^^'^^^^^^4^— Jo r{4,o37)
logr(.,678) = 9,9564825
logr('2,359) ^ 0,082 7446
C'logr( 4,037) = 9,201 58o2
logz = 9,240 8073 z = 0,174 io34
„ -, , tjx.<f:r r(i.2)xr(i,55)
Exemple \ . 2 = ' —
iogr(i,2) = 9.962 9225
Iogr(i,55) = 9,948 8374
C log 1 ,75 = 9,756 9620
(;'logr(i,75) = o,o36 6549
[ûnxj' dx =^ I [cosxj^dx, 0 1 0
— 1 /^r ^^ll^l^^
logy'^TT = 0,248 5749 c log2 = 9,698 9700
iogr(i,i25) = 9,973 9323
Ologr( 1,625) = 0,047 4 '37
logz = 9,968 8909 z = 0,930 8740
Jf2 _ 3
r( 1,5) xr (0,875)
r(i,5jxr(.,875)
iogr(i,5) = 9,947 5441,
logF (1,875) =: 9,979 2960
CMogT,76 = 9,756 9620
C log 1 ,375 =-- 9,861 6973
C'Iogr(i,375) = o,o5i i4o5
legs = 9,596 6407 z = 0,395 039(5
Exemple Vlll. Déterminer la surface totale de la courbe donl l'équation en coordonnées polaires est
p' = sin'o) cos'.>.
Cette courbe présente la forme d'un chiffre 8 incliné, composé de deux boucles parfaitement égales et placées l'une dans le premier, l'autre dans le troisième quadrant; le rayon vecteur atteint son maximum 'a 60 et à 240 degrés.
La partie de la surface d'une courbe comprise entre l'axe polaire et un rayon vecteur quelconque étant déterminée par l'expression
la surface du premier quadrant sera
z=- I sinw^ coso)' t/û par conséquent la surface totale de la courbe sera égale ^ w r (^ j r( |):
On a
iogr(^j =9,957 3211 logr l£j = 9,963 345.
logj = 9,8289087
logaz = 9,744 5749
2 3 = 0,555 36o4 surface totale de la courbe.
INTÉGRALES PRISES ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES
Définitions .
331. L'introduction des expressions imaginaires dans le calcul intégral est déjà fort ancienne. Euler et Laplace, invoquant seulement la généralité de l'analyse, ont souvent remplacé par des valeurs imaginaires des constantes supposées d'abord réelles, et obtenu ainsi des formules importantes dont la démonstration plus rigoureuse n'était pas parfois sans difficulté. Nous avons rencontré déjà (326) et (240) quelques exemples de ce genre de considérations, en les présentant seulement comme un précieux moyen d'induction. Cette théorie n'a pris une forme rigoureuse que depuis les travaux de Cauchy, où, pour la première fois, le sens précis des intégrales imaginaires a été nettement fixé.
L'extension pure et simple de la définition des intégrales réelles au cas des fonctions et des limites imaginaires conduirait très-souvent à un résultat mal déterminé.
Si l'on pose en effet, comme définition,
(<f'{z]dz = 9(f+ d\j—i)— (^{a -h b v'^^),
le second membre de cette formule représentera en général plusieurs expressions distinctes, entre lesquelles rien n'indique la manière de choisir. On a vu (I, 373) que la plupart des fonctions imaginaires ont, en efl'et, plusieurs valeurs différentes, qui ne peuvent être distinguées qu'en faisant croître la variable d'une manière continue et suivant une loi déterminée.
Ecrivons par exemple
chacun des logarithmes qui forment le second membre est indéterminé, et l'on peut ajouter à l'intégrale, définie de cette manière, un multiple arbitraire de
arr \/— i • Une remarque semblable s'applique à l'équation
-^ = sjc -+- d \j— \ — \!a -irb y/— I ,
dont le second membre représente quatre valeurs entre lesquelles on reste indécis. L'indétermination, il est vrai, ne se présente pas toujours. On a, par exemple.
e^'-dz = — Te'" '<■+'' v'-''— e»''"^-W-'' 1,
et le second membre est parfaitement déterminé; mais de tels cas sont exceptionnels, et une définition générale et précise est indispensable.
332. Poisson, dans un Mémoire publié en i8ii, avait rencontré cette difficulté et fait un pas vers la solution. En appliquant à l'intégrale définie
J-, ^' la formule générale qui sert de définition, il avait trouvé
et cependant l'élément — ;- est constamment positif!
/(/ji: — „,' dans la-
quelle m est un nombre pair. En calculant de même / - ; les éléments passent,
dit-il, du positif au négaiif et les parties infinies peuvent se détruire; mais alors il semblerait que l'intégrale devrait être nulle, et, au contraire, elle est égale à la quantité imaginaire /(— i); ce logarithme a, comme on sait, une infinité de valeurs comprises sous la forme (2«-i- i) tî V — i. «étant un nombre entier positif ou négatif, et :r représentant toujours le rapport de la circonférence au diamètre. On ne voit pas d'abord, dit Poisson, comment la somme des éléments qui sont tous réels peut avoir plusieurs valeurs, et encore moins comment ces valeurs sont imaginaires.
Nous avons rencontré la même difficulté (4), et pour l'écarter, il nous a suffi de remarquer que la définition des intégrales définies considérées comme sommes de leurs éléments, suppose essentiellement que ceux-ci ne deviennent pas infinis,
el que, par conséquent, les formules employées ne sont pas applicables aux cas
dont il s'agit.
Poisson ne s'en tient pas à cette raison sommaire qui supprime la difficulté. f{x) étant la dérivée de F(a;), on a, dit-il,
dx—Y[b) — Y{u).
Dès la naissance du calcul intégral on a regardé l'intégrale définie comme exprimant la somme des valeurs de la différentielle et ces valeurs comme les éléments de l'intégrale; et c'est pour cette raison que l'on a indiqué les intégrales par la
lettre i » initiale du mot somme. Depuis, on a senti que celte notion de l'intégrale
était un véritable théorème qui a besoin d'être démontré. On prouve donc maintenant, dans le calcul intégral, que la quantité F(è) — F(a) est la somme des valeurs de f[x)dx, lorsque x va de a' = a à x = b par degrés infiniment petils, chacun de ces degrés étant exprimé par dx. Cette proposition a lieu quels que soient les changements de signe de f{x)dx entre les limites a et h. Elle subsiste aussi lors même que celte différentielle passe par des valeurs imaginaires ; mais la démonstration qu'on en donne suppose essentiellement qu'entre les mêmes limites,/(a;) demeure une quantité finie, et quand, au contraire, elle passe une ou plusieurs fois par l'infini, il y a des cas dans lesquels cette proposition cesse d'avoir lieu. Dans ces sortes de cas, l'intégrale définie n'a plus aucun rapport nécessaire avec la somme des valeurs de la différentielle comme le prouvent les exemples cités
plus haut, dej ^, j —■
Nous allons faire voir, ajoute Poisson, que l'on peut ramener ces cas d'exception à la notion ordinaire des intégrales regardées comme les sommes de leurs éléments, ce qui fera disparaître l'espèce d'anomalie qu'elles présentent.
Il suffit, pour cela, de faire en sorte que la variable x passe de la limite « à la limite b par une série de valeurs imaginaires. Alors f[x) ne deviendra plus infinie pour aucune de ces valeurs intermédiaires, et l'intégrale définie reprendra sa
/dx — ■■ prise depuis
x^= — \ jusqu'à a; = + I , je fais
X =: — (cosz -I- v'^i sin^),
et j'intègre par rapport à z, depuis 3 = 0 jusqu'à ;;=(2rt+i)7T, n étant un nombre entier quelconque positif ou négatif. Les valeurs extrêmes de x seront toujours
mais en allant d'une limite à l'autre, cette variable ne passera plus par la valeur
■r = o, qui rendait infinie la quantité -• Nous aurons alors
dx =: (sin2 — v' — 1COS2) dz ^^— y/— i (cosz + \l—i'imz)dz, j ~ =j sl^^idz = z v'— 7+ c,
et l'intégrale définie
J—i "■ Jo
fj— I dz ={-2n-i- i)Tl y^ 1
Ce passage très-remarquable de Poisson contient la définition précise des intégrales imaginaires, qui ont joué depuis un rôle si important; mais satisfait d'avoir écarté une difficulté singulière qui l'avait un instant étonoé, il n'a suivi aucune des conséquences de son ingénieuse explication, en laissant à Cauchy l'honneur de créer la théorie nouvelle.
333. La définition de Cauchy est conforme à celle de Poisson. L'intégrale
_ ^{z)dz
est la limite de la somme des valeurs que prend la différentielle o{z)dz, lorsque z passe àe a-+- b \J— 1 à c + d\/ — i , en recevant des valeurs intermédiaires qui se succèdent suivant une loi continue. C'est précisément d'ailleurs, on le voit, la définition donnée pour les intégrales réelles, lorsque la variable, sans cesser d'être réelle, passe de la limite inférieure à la limite supérieure. On voit que l'intégrale change de signe, comme dans le cas des limites réelles, lorsque, les deux limites se changeant l'une dans l'autre, la série des valeurs intermédiaires reste la même, et est représentée par la même courbe parcourue en sens inverse.
Mais sous l'identité apparente des deux définitions, subsiste une différence essentielle : lorsque z passe de la valeur réelle a à la valeur réelle b, les valeurs intermédiaires réelles qu'elle doit prendre sont entièrement déterminées; il n'en est pas de même lorsqu'une variable imaginaire doit passer de la valeur initiale a-h b \/— i à la valeur finale c -h d\/— 1 . Les expressions imaginaires étant représentées, comme on l'a dit, par les points d'un plan, si P et Q sont les points correspondants aux limites de l'intégrale, on peut les réunir par une courbe quelconque et attribuer successivement à 2 les valeurs représentées par les points de cette courbe, dont la orme arbitraire introduit dans la définition une indétermination réelle, mais beau-
coup moindre cependant que l'on ne serait porté à le croire à première vue. Si la courbe, en effet, se déforme d'une manière continue en conservant les mêmes points extrêmes qui représentent les limites données, l'intégrale ne varie pas continuellement'avec elle, et c'est seulement lorsque la courbe franchit certains points particuliers, nomméa points critiques, qu'elle change brusquement de valeur.
Considérons, en effet, l'intégrale
o{z)dz.
Si la définition de (p{z) la rend susceptible de plusieurs valeurs, on doit se donner celle qui correspond au point P, et la loi de continuité suffit alors, comme on l'a expliqué (I, 373), pour déterminer celles que prend ensuite successivement la fonction. Soit
(p{x -+- Jv'— i) = M -4- N v'— I ,
M et N étant des fonctions données (\ex etdej. On aura, en posant z = .x -hy\/— t,
(p(z ) rfz r= (m -(- N sf^) {dx-hdx sj—lj = Mdx — Nrfj + s/— ^ [Mdf -h Nrf.r ), et ( I ) f(s{z)dz— f{yidx — Nrfj^ -4- y'— Y f{Mdx-h ^dx).
ILa lettre j représente, dans le second membre, une fonction arbitraire de x, et la j courbe dont les points ont pour coordonnées les valeurs successives de x et de r ■ est entièrement arbitraire; les points extrêmes seuls sont donnés par les limites
de l'intégrale j (p{z)dz. Supposons que cette courbe, le long de laquelle on intègre,
se déplace infiniment peu, et que la fonction y subisse un petit changement et devienne j-hj, ,j, étant nul aux deux limites, le second membre de (i) changera de forme; mais nous allons prouver qu'en général \\ ne change pas de valeur. En désignant parj' la dérivée de y, le second membre de (i) peut s'écrire
) j(M — 'N/)dx-h)J—il{Mx'+'H)dx.
Si l'on remplace j parj^ j,, r, étant infiniment petit, l'accroissement de 2) est [évidemment
I,,. r/du rfN , ■ ,\ , , — r/dM , „ , rfN \ ,
29(î DEUXIÈIME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL,
mais on a, j étant une fonction de x.
j N j', dx = N r, — / r, ( ^i- + "j^ j' ) (fr,
rfN d^ dx dy ■
JMy\ dx -^ Mj, - J j-, ^-^- + j^ r'^ dx,
et l'expression (3) devient, en remarquant quej, est nul aux deux limiles,
C ;dM û?N\ , r- r /^N dM\ ,
et comme on a (I, 360)
dM ^_ . d]^_d]^_ dy dx ' dy dx '
on voit que le changement de l'intégrale (2) est égal à zéro.
Plusieurs remarques sont nécessaires. En calculant le changement de l'intégrale (2), nous avons négligé les infiniment petits du second ordre, et par conséquent la démonstration précédente prouve seulement que j recevant une variation infiniment petite du premier ordre, la variation correspondante de l'intégrale (2) est du se'cond ordre, tout au plus. Mais on sait qu'alors (I, 2) cette variation est rigoureusement nulle, et qu'un changement fini apporté à la fonction j n'en peut apporter aucun dans l'intégrale.
La démonstration reste soumise cependant à une restriction importante; elle suppose évidemment la continuité des fonctions M etN, et par conséquent celle de la fonction <p(z). S'il en était autrement le résultat ne serait plus exact, et l'intégrale
I (p[z)dz pourrait changer de valeur. Si donc la courbe qui dirige l'intégration se
déforme d'une manière continue, l'intégrale reste, en général, invariable; mais il peut arriver qu'elle change brusquement de valeur si la fonction ç(z) devient infinie ou acquiert plusieurs valeurs égales pour une certaine valeur de z, lorsque la courbe le long de laquelle on intègre, en se déformant d'une manière continue, franchit le point qui correspond à cette valeur de z.
335. Le théorème précédent servant de base à toute la théorie, il ne sera pas superflu d'en donner une seconde démonstration, qui conduira d'ailleurs à des conséquences un peu plus étendues.
Considérons sur le plan un contour fermé quelconque AMPA, et une fonction
continue f[z) déterminée pour chaque valeur de la variable z, représentée par un point intérieur au contour. Je dis que l'intégrale l(D{z)dz étendue à la circonférence AMP est égale à zéro.
Soit, comme plus haut,
Décomposons la surface AMPA en éléments infiniment petits, compris entre dos parallèles aux axes des coordonnées; multiplions chaque élément dxdy par
, ' dy dx ^ \ dx dy j
La somme des produits ainsi obtenus, c'est-à-dire
est évidemment nulle en vertu des deux équations (I, 360)
dm dti
dy dx dM </N
dx dy On peut décomposer la première intégrale de la manière suivante :
dM
mais on a
fj'^dxdy-^jf'^dxdy;
En supposant que, pour la valeur considérée de œ, la parallèle à l'axe des}' coupe le contour aux points 1, 2, 3, 4. et nommant M,, M.,, Mj, M^ les valeurs de M qui y correspondent, on aura
du
-rfj =:M.-M,+ M,-M,,
I. Cale. int
et par conséquent
mais si l'on étend l'intégrale I Mdcc hlâ circonférence entière du contour APMA,
on verra que pour une même valeur de dx, cette intégrale comprend précisément les quatre éléments M4c/ir, — Msdx, M.,dx, — M^dx, en sorte que l'équation peut s'écrire
l'intégration étant étendue au contour entier. On verra, de même, que
JJ'^dxdy^-f^dr,
j f^dxdr=f^dx; et par conséquent l'expression (4) qui est nulle se réduit à l'intégrale
{Mdx — Nûfj) + v'^ [{Mdf -+-^dx),
c'est-à-dire à jf{z)dz étendue à la circonférence du contour proposé.
La démonstration suppose, il ne faut pas l'oublier, que la fonction o(z) soit finie, continue et bien déterminée par les points qui correspondent à l'intérieur du contour.
336. Le résultat précédent" ne diffère pas essentiellement de celui que nous avons démontré (334). Si l'on considère en effet deux lignes AMB, ANB, réunissant
les points A et B, l'intégrale j(p{z)dz, prise le long du cliemiii AMB, sera égale
et de signe contraire à la même intégrale prise le long du .chemin BIMA , et par conséquent l'intégrale prise pour lo contour entier ANBMA est égale à la différence des deux intégrales prises le long de ANB et de AMB; cette différence est donc égale à zéro et les deux intégrales sont égales, comme nous l'avions prouvé (334;.
337. Les deux démonstrations supposent essentiellement que, dans l'intérieur du contour considéré ou dans l'espace contenu entre les deux chemins qui dirigent l'intégration, la fonction (p{z) soit finie et continue. Si cette condition n'est pas remplie, le théorème cesse d'être exact, ainsi que nous pouvons dès à présent nous en assurer sur un exemple fort simple.
Soit
Calculons l'intégrale / -^ autour d'un cercle de rayon B, ayant pour centre l'ori-
gine des coordonnées. C'est l'exemple choisi par Poisson (332). Les coordonnées d'un point de ce cercle sont
et l'on a
x=^ Rcos(j/, j = Rsincp;
ar + j v'~ ' = ^ l cos cp + y/ — I sin 9 j ,
Jz = R ( — sin 9 4- v/— I cos<p ) (/9,
dz _ </9(-siny + v/— 1COS9) __ ,— ^, ^ ( COS9 + y/—! siny)
Si l'on parcourt la circonférence de cercle dans le sens où les valeurs de 9 sont croissantes, ç varie de zéro à in, et l'on a par conséquent
dz
valeur différente de zéro, et le théorème démontré (335) se trouve en défaut, parce que la fonction - devient infinie pour 5=0.
338. Supposons en second lieu 'p(z) = —, et cherchons l'intégrale
En étendant l'intégration à la circonférence de cercle de rayon R, décrit de l'origine comme centre, on aura
z = R(cos9 -(- v^i sin^), v'2; = v'tt ( cos 2 -1- ^/_. I sin - 1 5
rfz = R(— sino 4- \/— I CCS 9)*/ 9 = Ry''— i ^coso 4- y^— i sin9)f/9, dz
= =:^R i/— I (ces ' -+■ \—i s\n-]do,
dz I — / r -
— rz = yR y — I ! l'a sinr — ■>. sino) — ay ~
-I (ces- — roso)j = — 4 yR;
et le théorème est ici en défaut, non plus parce que la fonction intégrée devient infinie, mais (I, 375) parce qu'elle n'est pas et ne peut pas être bien déterminée dans l'intérieur du contour.
339. Lorsque la fonction ^(z) n'est pas continue, finie et déterminée dans l'intérieur du contour considéré, on peut quelquefois la rendre telle en entourant chaque point critique d'un contour fermé, et adjoignant alors la circonférence de chacun de ces contours a celle de la figure primitive.
Soit par exemple le contour KMN, dans l'intérieur duquel se trouvent, pour
la fonction ^[z), deux points critiques A et B. Entourons ces points par les contours PQR, STU, et l'intégrale r(p(z) </z, prise le long des trois contours KMN, PQR,
STU, parcourus dans le sens indiqué par les flèches, sera dans le cas supposé égale à zéro. Il suffit, pour le démontrer, de réunir chacun des contours intérieurs à la circonférence KMN, par deux traits parallèles infinimenl voisins a, (5,, u.^ fi.,, y, (?,,
'/jcJ'j. On peut alors considérer le contour continu «n'S.PQRj'BsaoyiO*, STUo^Val^lNa, comme renfermant une portion déterminée du plan, dans l'intérieur de laquelle
ne se Irouve aucun point critique. L'intégrale / 'f{z)dz, prise le long de ce contour, est donc égale à zéro; mais les éléments relatifs à a,/3,, /S^^o, 7, 5,, cJ'o 70 se détruisent évidemment, et le théorème est par conséquent démontré.
340. Nous pouvons, dès à présent, justifier parles considérations précédentes quelques démonstrations dans lesquelles les intégrales imaginaires ont souvent été introduites sans examen suffisant.
Nous avons trouvé 153
Si dans cette formule on pose
elle devient
c'est-à-dire
et par conséquent
(cosaaar — y — 1 sin23;.rj dx =: \^t:,
e~'' cos "ixx dx ;= e~""' y';:,
e~'' sin % oLX dx = o.
Ces formules sont-elles sulfisamment démontrées?
Pour nous en assurer, remarquons que supposer z = x -^a\^—\, puis faire varier a; de — 00 à -f- 00 , c'est tout simplement faire mouvoir le point représenté par z sur la parallèle à l'axe des X menée à la dislance a; et qu'en admettant la transformation de l'intégrale- (5), où z est réelle, en l'expression (6), nous
admettons simplement que l'intégrale / e-^'rfz reste la même lorsque l'on dirige
l'intégration suivant l'ime ou l'autre des lignes indéfinies — XX, — PP. Or il est clair que si l'on adjoint à ces lignes deux parallèles à l'axe des 7, situées de part
et d'autre a une dislance infinie, on obtiendra un contour fermé, dans l'intérieur
duquel la fonction e~"' est continue et bien déterminée. L'intégrale totale. relative à
ce contour est donc nulle, mais les portions relatives aux deux parallèles à l'axe des j sont évidemment nulles; car en posant
on a
: 2.i-,_r,v 'e-^'^=^e ■*'"'"•''' (cosîXij, — v'—i sinax.j,),
qui est évidemment nulle lorsque, a-, étant infini, j, est compris entre o et a. On peut donc dire que l'intégrale relative à —XX, ajoutée à celle relative à — PP, donne une somme nulle, et que par conséquent les deux intégrales relatives à — XX et à — PP sont égales entre elles.
Dans l'intégrale
supposons
nous aurons
e—-' (h = - v/tt,
= u y/ — I = jt 1 CCS y -H v'— I sin -^
(8) / e \ - ^ ««( cos -^ + V — I sm -^
_ / e-"'-y'~' duii-h v/^) ~ = - v/tt ;
d'où, en remplaçant e""'^"' par cosu^ — \/ — i sinw^, nous conclurons
%j . cos«-'</« = ^^
Cotte démonstration manque évidemment de rigueur, est-il possible de la rendre exacte?
Remarquons, pour nous en assurer, qu'en posant
■ X -hy y/— I = M ( ces T -+■ y/— I sin j
on a
X= U CCS -, )
X— MSin y-,
et par conséquent le point dont les coordonnées sont ce et y décrit une ligue droite issue de l'origine, et inclinée à 45 degrés sur l'axe desX.
Transformer l'intégrale (7) en (8), c'est donc admettre que l'intégrale prise le long de OP soit égale à celle prise le long de OX. Si du point 0 comme centre, avec un rayon infiniment grand, on décrit un arc de cercle PX, on verra (334) que l'intégrale prise le long de OPX est égale à celle prise le long de OX; car, pour tous les points du plan la fonction e'^' est continue et bien déterminée. Or on a pour un point de PX, en nommant R le rayon OP,
2 = a; -hj-^—i = R (coso + ^--i sin 9),
et comme le produit ^e~^ ''"*^''' est infiniment petit lorsque R devient infini, pour
toutes les valeurs de f comprises entre o et ji l'intégrale prise le long de XP est
nulle. La transformation se trouve donc légitime à cause de deux circonstances fortuites en quelque sorte, et auxquelles on n'avait nullement songé en la faisant.
30i DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL.
Considérons enfin la formule
e-'z''-'dz = T{n).
Nous avons posé (326)
z = {x + p y/— 0 M, et elle est devenue
(lo) j e-''+Pv'=''«(« + (3 v/^)"«'-'(/m = !'(«),
c'est-à-dire, en posant
« = pcos9,
(3 = psinÔ,
J'^ GO "P / fï 1 e-'" (cos^M — y/— I sin^w) m"-' «?« = — .J » 0 p" (cosnô + v'""' sinn6j
d'où l'on a conclu
(il) I e '"cos|3m?<"^'«m = — ^^ — ^-^ ,
Jo P
/•".„,, r(n)sin«Ô (12) / e-'" s\n ^ u H"-' du — ——'-^^ ;
OÙ H désigne un nombre positif" quelconque entier ou fractionnaire. Pour savoir si la transformation est légitime, remarquons qu'en posant
z = ^ + X^—i = (a + (3 v^— i) u = pu (cosO 4- y/— isin(9),
le point dont les coordonnées sont a; et jest assujetti à parcourir une ligne droite partant de l'origine, et faisant avec l'axe des X un angle 6.
Soit OP cette ligne. Notre transformation revient à admettre que l'inlégiale prise le long de OP est égale à celle prise le long de OX; il sulfit, comme dans le cas précédent, que l'intégrale prise le long d'un arc de cercle PX, de rayon infiniment grand, qui réunit les deux lignes .soit égale à zéro; or sur les points de cet arc on a
a: = R feos^ + V*— ' sin»), et la différentielle à intégrer contient le facteur e-'^<">^ï qui la rend nulle lorsque R est infini, pourvu que 0, qui est la limite de ip, soit inférieur à -> c'est-à-dire pourvu que a et j3 soient positifs.
Variation brusque d'une intégrale imaginaire.
343. Cherchons la variation de l'intégrale j(p{z)dz lorsque, les limites restant
les mêmes, la courbe le long de laquelle on intègre franchit, en se déformant, un point auquel correspond pour 9(5) une valeur infinie. Soit A ce point; comparons
les valeurs de l'intégrale / 9(2) dz, prises successivement le long des contours PMQ,
PM'Q, qui comprennent entre eux le point critique A.
Considérons les deux chemins PIKI'Q et PIK'I'Q, qui réunissent l'un et l'autre les points extrêmes P et Q en présentant deux parties communes PI, l'Q, et ne diffé-
rant l'un de l'autre qu'en ce que, dans le premier chemin ces deux parties sont réunies parla demi-circonférence infiniment petite IKl'qui a son centre en A, et qui se trouve remplacée dans le second par l'autre moitié IKT de la même circonférence.
L'intégrale prise le long du chemin PMQ est la même que le long du chemin PIKI'Q, car le premier peut se déformer et coïndider avec le second sans traverser le point A. De même l'intégrale prise le long de PM'Q est égale à celle qui correspond au chemin PIK'I'Q; la variation cherchée est donc la différence entre les valeurs de l'intégrale lf{z)dz, prise le long des chemins PIKI'Q. PIK'I'Q. Ces deux
chemins ont les parties communes PI, l'Q; si donc la fonction ip(z) ne change pas de forme quand on passe de l'un a l'autre, les deux intégrales ne diffèrent que par la substitution de la partie relative à IKI' à celle relative à IKT; et comme les intégrales relatives à une même ligne parcourue dans les deux sens sont évidemment égales et de signes contraires, cette différence est la somme des valeurs de
l'intégrale 1 ç(z)rfz prise le long de ces deux demi-circonférences parcourues
successivement dans le même sens, c'est-à-dire tout autour du cercle infiniment petit IKT K. ^
344. On peut, dans un cas très-général, calculer cette intégrale qui, d'après les explications qui précèdent, représente le changement brusque de j(f{z)dz.
I. Cale. int
Soient en effet a et ]3 les coordonnées du point A, et par conséquent a + j3 y/— i la valeur de z qui rend (f{z) infinie. Supposons qu'il existe un nombre entier n tel, que le produit
(2_a_(3yCr7)»<p(2)
ne soit ni nul ni infini quand on y suppose z — a -f- |3 v^ — i ; posons
et admettons enfin que F(2) soit développable en série ordonnée suivant les puissances de z —a — /3 v'— i , en sorte que l'on ait
on en conclut
I (f{z}dz = A„ l ^ — , . + A, I -, , ,, , +... ,
toutes les intégrales étant supposées prises autour du cercle infiniment petit décrit du point A comme centre. Toutes celles dont l'élément ne contient pas z — a — |3 \/— I en dénominateur sont évidemment iufiniment petites, car la différentielle ne devient pas infinie. Bornons-nous donc à calculer les intégrales de la forme
r dz
En nommant (5 le rayon du cercle, la valeur de z relative à l'un des points du cercle est évidemment
^ = a + (3 ^— I + p (coscp -f- \/—i sinip),
et pour faire décrire au point correspondant la circonférence du cercle, il faut faire varier y de zéro a zn; l'intégrale est donc égale à
/"" p(-sincp4- v/— icosç) , I f^" , — r^^,. ^ . . ,, ^ -, ,
Jg p*(cos9 4- V— ' smtpj P Jo
Lorsque k est différent de l'unité, cette intégrale est nulle, mais, en supposant
LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES. ^•= 1 , elle se réduit à
On a donc
^— I d<f == 27ry' — I.
A„_, étant le coefficient de
dans le développement de la fonction
f{z), c'est-à-dire (I, 434) le résidu de ç(z) relatif à a + P V— i-
Si le point qui représente z parcourait la circonférence en sens inverse, l'intégrale (i) serait égale à — arry — i. Dans chaque application du théorème précédent, il faut tenir compte de cette remarque en examinant dans quel sens doit se faire l'intégration qui représente la différence cherchée.
345. Nous avons exclu, dans la démonstration précédente, le cas où le contour qui dirige l'intégration passe par l'un des points critiques pour lesquels la fonction est infinie. L'intégrale, dans ce cas, n'a pas en général de valeur déterminée, Cauchy y applique néanmoins ses théorèmes en remplaçant l'intégrale par la valeur qu'il a nommée (130) la valeur principale.
Soit 0 le point critique; la valeur principale de l'intégrale prise le long du contour POQ est, d'après la définition de Gauchy, la limite de la somme des deux
intégrales prises le long de PI et le long de l'Q, lorsque les arcs égaux 10, 01' décroissent indéfiniment. Elle diffère donc de l'intégrale prise le long du contour PIMI'Q par l'intégrale prise sur la demi-circonférence IMI', c'est-à-dire (344j nA y/— I, moitié de la variation totale 2nA\J— i, qui se produit quand le contour en se déformant traverse le point critique.
Détermination de quelques intégrales définies. 346. Considérons, pour appliquer les résultats précédents, la différentielle
e-V-' dz
où a désigne un nomhre réel et positif.
Intégrons d'abord entre les limites £ = — co, 3 = 4-co, le long d'un cercle de
rayon infiniment grand ayant pour centre l'origine des coordonnées. Il faut poser
a: = Rcos<p, j=Rsin<p,
et faire varier <p de la valeur rr à la valeur zéro. L'intégrale sera
OgflR cosjjV'- I g— «R sinp p ^^Y (
COStp
6' -4- R'(cos29 + v'— I sinaç;
a étant positif ainsi que sinip, l'exponentielle e—"'^'*'"? devient nulle pour les valeurs infiniment grandes de R. Le module du produit des fractions qui le multiplient n'étant pas infini, l'intégrale est évidemment nulle.
L'intégrale prise pour les valeurs réelles de z, c'est-à-dire le long de l'axe des X, est égale par conséquent à l'intégrale prise autour du cercle infiniment petit décrit autour du point qui correspond à la valeur
pour laquelle la différentielle est infinie. Or on a
le résidu correspondant à la valeur b \f^ i de z est ici
LIVRE PREMIER. - INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES, et l'intégrale égale (344) à 271A \i— i est
Vf-'
On a donc
et, en séparant clans le premier membre la partie réelle ot la partie imaginaire.
cosaz
sin«j
b'-hJ'
dz =: O.
La seconde de ces formules est évidente et la première a élé démontrée (250). 347. Considérons en second lieu la différentielle
dz,
on verra, comme dans le cas précédent, que a étant positif l'intégrale est nulle le long de la demi-circonférence de rayon infiniment grand décrite de l'origine comme centre et du côté des j positifs. Si l'on intègre le long de l'axe des X, en remplaçant seulement par une demi-circonférence infiniment petite la partie qui contient le point critique placé à l'origine, on aura donc le même résultat, et l'on peut écrire
gaiy^-l
dx ■
dx = o.
Remplaçons dans la première et la troisième intégrale e"-^^-' par la valeur cosax + \/ — I amojc; remarquons que les deux intégrales réelles sont évidemment
nax ,., , ■ p
égales et de signes contraires, et que n étant pas iniini avec x, la suppres-
/c J ri /TT -p dx le long du diamètre infiniment petit AB est insignifiante, et nous aurons
tn\ -■ / — r^^ slnax , /•AMB^^.^rr
Mais pour les points du cercle AMB on peut écrire e"''v'-' = i, et par conséquent (334j
/AMB „,./i:i -—— c/z = -;rv'-i;
donc enfin
/•* sin<
comme il a été précédemment trouvé.
348. La méthode précédente, qui est extrêmement féconde, constitue une des belles découvertes de Cauchy. Donnons-en encore une application.
Considérons la différentielle -— ^ .- » a désignant un nombre positif moindre que
l'unité. La valeur initiale de z étant réelle et infiniment grande — R, prenons
(— R)''-' = R'"-' [cos(a — i)7r H- y/— isin(a — i)7i:J,
R""' étant réel. Si le contour suivi ne pénètre pas au-dessous de l'axe des x, on verra aisément que, pour les valeurs réelles et positives de ;;, z"-* sera réel.
L'intégrale prise le long de la demi-circonférence de rayon infiniment grand R sera, cette fois encore, égale à zéro.
La différentielle présente deux points critiques qui correspondent à z = — i et à z = o, mais il nous sera inutile d'avoir égard au second qui ne sera pas franchi, parce que l'intégrale relative à un demi-cercle infiniment petit qui serait décrit autour de lui pour l'éviter est évidemment infiniment petite. Le demi-cercle de rayon infini peut donc être réduit à l'axe des X, dont une portion infiniment petite seulement sera renijdacée par un demi-cercle décrit autour du point dont l'abscisse est — I .
L'intégrale
dz.
prise le long de la ligne — XAMBX, qui se compose de la portion XA de l'axe
des X, du demi-cercle infiniment petit AMB décrit autour du point dont l'abscisse est — I et de la ligne BX prolongée jusqu'à un point infiniment éloigné X, est donc aussi égale à zéro, et l'on a
/ dx 4- / — ; — dz -+- I dx + \ - dx = o.
Si dans les intégrales / et 1 on remplace x qui est négatif par —x, et af-* par
j^-'[cos(a — i)7r-t- y/— I sm(a — i)7r],
la somme de ces intégrales prendra la forme
A-[cos(a — 1)77 -t- v'— I sin{a — i)?:],
k étant un facteur réel que nous n'avons pas besoin de connaître. L'intégrale
AMB „_
/ - — dz J 1 + 2 est égale (345) à
— TT sj—i [cos(a — 1)7: -1- v^— i sin(a— 1)7:], et l'on a par conséquent
{i3) A- [cos(a — i)7r H- ^— i sin(a — i)7r]
— ■K V—' Lcos(a— i)7r-t- V— I sin(a— i);:! + / dx = o.
Jo '+^
Multiplions par [cos( — a?:) + \/ — i sin( — arr)], il viendra
— k + t: \/—i + icos(— an) -h \/—i sin{— ai:)} I dx = o,
Jo ^+^
et, en égalant les parties réelles et les coefficients de \J — i,
/ aX = -; ,
Jo \ -h X sinaT:
, COSaTT
Ar + TT -. = o.
sinoTr
tangaîr' k est, on le voit aisément, la valeur principale (130) de l'intégrale infinie
I ax = I dx.
Nombre des racines d'une équation dans l'intérieur d'un contour donné.
349. Soit f{z) une fonction bien définie de la variable z qui devienne infinie pour n valeurs de z correspondant aux points A,, Aj,..., A„ intérieurs au contour
fermé MNP. On a vu (339) que si l'on calcule l'intégrale l o{z)dz le long du
contour MNP, puis le long de n contours' de forme et de dimensions arbitraires décrits autour de chacun des points A,, Aa,..., A„ et n'en contenant chacun qu'un seul, la somme de toutes ces intégrales sera nulle, pourvu que les contours intérieurs soient parcourus, comme l'indiquent les flèches de la figure, dans un sens opposé à celui du contour total qui les contient.
Les intégrales relatives à deux contours parcourus en sens opposé étant égales et de signes contraires, on peut énoncer le théorème en disant que l'intégrale relative au contour MNP est égale à la somme des intégrales relatives aux contours intérieurs pris dans le même sens que lui.
=— - dz, ¥{z) étant le premier membre
do l'équalion
(loiit nous voulons compter les racines et que nous supposerons seulement bien déterminée, finie et continue ainsi que sa dérivée pour toute valeur de z. Les seuls
points pour lesquels la fonction =— peut devenir infinie sont ceux qui correspondent aux racines de F{z) = o, et réciproquement à chaque racine correspond un tel point. Soit en effet z = « + |3\/^i une racine de degré de multiplicité p, c est-à-dire supposons que l'on ait
cp{z) étant une fonction finie et continue, ainsi que sa dérivée, pour la valeur z=.7.-\-^^ — I, nous aurons
W{z)=p{z - a - (3 sT—^Y'" <p(z) H- (z - a - f3 sf^i)'' <f' [z),
et, en divisant le premier membre par ^{z) et le second par le produit qui lui est égal,
Pour oalculer l'intégrale autour d'un cercle infiniment petit ayant pour centre le point qui correspond à z = c< + (3 \j — i , on peut négliger la fonction -?~-~ qui
est finie, et l'intégrale est par conséquent (344) égale à inp \f— i ; la somme des intégrales prises le long des petits cercles qui entourent les points correspondants
aux racines est par conséquent égale au produit de 271 yj— i par le nombre total des racines, dans lequel la racine de degré de multiplicité /j est comptée/? fois; et par conséquent enfin le nombre des racines correspondant à des points intérieurs au contour est représenté par
l'intégrale étant prise. le long du contour.MNP.
Pour faire usage de ce tliéorème très-remarquable dû à Caucliy, il nous reste à examiner le moyen de calculer cette intégrale.
On a
'F'fzl
et en posant
F(z) = P + Qs/^,
/F(z)=-/(P'-+-Q')-f- V—' arctang^-
[, Cale. iiil. /|0
Le terme - /(P'+ Q^) étant bien déterminé pour chaque point du contour, et
reprenant la même valeur après un tour accompli, donnera évidemment zéro
pour résultat. Pour calculer la portion de l'intégrale qui correspond au terme
v/— I arc tang^5 partageons le contour total en un certain nombre d'arcs dans
l'intérieur de chacun desquels ^^ ne devienne pas infini, eu prenant pour points de
division ceux pour lesquels on a Q = o. p. 5 dans chacun de ces intervalles, passera
de+ooà+co, de — ooà — 00, de — ooà+oooude+coà — qo; dans les
deux premiers cas, l'accroissement de arc tang^ est évidemment nul; il estn dans
le troisième et — tt dans le quatrième. La moitié de l'excès du nombre des arcs de la troisième espèce sur ceux de la quatrième représente donc le nombre des racines.
350. Supposons, par exemple, que le contour soit un cercle de rayon infiniment grand p décrit de l'origine comme centre, et soit
F{z) = z"'-hA.,z"'-'-h\,z'"-^+. . . + A„,
A,, A2 A„ étant des constantes réelles.
On a
p =: p"'COS/«C.J -+- A,p"'-'cos(/?i— i)w+... + A,„,
Q = p^sinww -f A.p"-' sin(m — i) w +. . . + Am_ipsinw,
et p étant infiniment grand, les deux seconds membres peuvent être réduits à
leurs premiers termes, et par conséquent Q est nul pour les valeurs de w infiniment
j-cc . 1 7:27: m ■ — t (ini — i) ,,, ..
peu diiierentes de o, — > -,■ ••, n,. .., -n; et Ion a ainsi 2m inter-
valles dans chacun desquels ^ passe de — =0 à + 00 . Le nombre des racines est
par conséquent égal à m.
Intégrales des Jonctions susceptibles de plusieurs valeurs.
351. Les différentielles considérées dans les exemples précédents n'avaient qu'une seule valeur possible pour chaque valeur de la variable, et lorsque le chemin qui règle l'intégration en se déformant d'une manière continue franchit un point critique, la variation de l'intégrale, due tout entière aux éléments qui dans
un intervalle infiniment petit ont acquis une valeur infinie, est égale (344) à l'intégrale relative à un cercle infiniment petit décrit autour du point. Mais les choses, dans certains cas, se passent tout autrement. Soit l'intégrale
(^{z)dz.
les limites a et 6 correspondant aux points P et Q. Supposons que la courbe le long de laquelle on intègre traverse en se déformant un des points critiques relatifs à la fonction (p(z), et cherchons quelle variation en résultera pour l'intégrale.
Le problème est très-différent de celui qui a été résolu (344). La valeur de <f{z) n'étant plus pour chaque valeur de z unique et indépendante de la route suivie par le point qui représente z, une cause nouvelle de changement se produit pour .altérer bien plus profondément le résultat. Dans le cas traité (344), l'intégrale
iz) dz
pouvait, par un choix nouveau de la courbe le long de laquelle se fait l'intégration, recevoir un accroissement constant dont nous avons calculé l'expression, mais la forme de la fonction reste, à cela près, toujours la même. Les éléments des intégrales correspondant à deux contours voisins diffèrent infiniment peu les uns des autres, et si les contours, après s'être séparés, se réunissent dans une portion de leur cours, les éléments relatifs à la portion commune sont les mêmes dans les deux cas. Il en est tout autrement dans l'hypothèse actuelle. Si l'on considère deux contours infiniment voisins, tels que PMINQ, PMI'NQ, comprenant entre
eux le point critique A, les deux intégrales, identiques pour la portion qui correspond à PM, diffèrent non-seulement parce que dans l'une les éléments relatifs au contour MIN remplacent ceux qui dans l'autre sont relatifs à MI'N, mais encore parce que, entre les points N et Q, les valeurs de la différentielle ^[z)dz sont, dans les deux cas, très-différentes.
352. Considérons, par eiiemple, l'intégrale / V i — z'^dz, et soit A le point critique correspondant à z = i, pour lequel les deux valeurs de la fonction y' i — ^'
sont égales et peuvent se changer l'une dans l'autre. Soit É le point correspondant
pVÂya
à 3 =r 2, et considérons les deux intégrales relatives aux deux contours OPIQB, OPI'QB; elles ont la partie commune
.op
'dz.
Mais il résulte des explications données (I, 373) qu'en suivant à partir de P les deux chemins PIQ et Pl'Q pour parvenir en Q, on y trouvera pour le radical deux' valeurs égales et de signes contraires, en sorte que l'intégrale
OB
I y/i — z' dz ,
./OQ
qui forme la partie imaginaire des deux expressions considérées, aura dans l'une et dans l'autre des valeurs égales et de signes contraires. Quant aux portions relatives aux contours PIQ, Pl'Q, elles sont infiniment petites et négligeables si le cercle PIQI' est infiniment petit.
353. Pour étudier les valeurs diverses de l'intégrale / Œ>{z)dz dans le cas où
la fonction (p{z) est mal déterminée, M. Puiseux a proposé une classification ingénieuse et fort utile des divers chemins qui, entre les deux points qui représentent les limites a et z, peuvent donner lieu à des intégrales distinctes.
Soient A et Z les points extrêmes qui représentent les limites de l'intégrale et C, Cj,..., C„ les points critiques dont la rencontre peut faire naître un changement dans l'intégrale, lorsque le contour qui réunit A à Z franchit l'un d'entre eux en se déformant. M. Puiseux nomme contour élémentaire le contour parcouru par * un point qui, partant de A, se dirige vers un des points critiques, décrit autour de lui un cercle infiniment petit, et revient en A en suivant la ligne qui l'a amené. "Il e«t aisé de voir que tout contour commençant en A et finissant en Z peut être remplacé par la réunion de plusieurs contours élémentaires successivement parcourus, auxquels on adjoindra, pour terminer, la droite OZ, et qu'une telle substitution peut se faire sans qu'il en résulte de changement pour l'intégrale.
Consitiérons en effet un fil flexible dont une extrémité soit fixée en A, et qui, plié suivant la ligne qui dirige l'intégration, aille passer dans un anneau placé en Z. On peut, on le sait, changer la forme de ce fil sans altérer l'intégrale, pourvu que, conservant les mêmes extrémités A et Z, il ne franchisse en se déformant aucun des points critiques. On peut aussi adjoindre au chemin considéré, quel qu'il soit, un chemin quelconque deux fois parcouru en sens opposé partant de l'un quelconque des points du contour et y revenant, /^our^-u qu'il introduise dans l'intégrale des éléments qui se détruisent deux à deux.
Ceci étant rappelé, supposons que l'on implante sur chacun des points critiques C|, Co, . . . , C„ une tige matérielle qui empêche le fil de la franchir, et que l'on tire ensuite celui-ci à travers l'anneau Z, de manière à le raccourcir autant que possible en le réduisant à une série de lignes droites réunissant les points critiques ou seulement quelques-uns d'entre eux, autour desquels il pourra faire un nombre quelconque de circonvolutions. Supposons qu'à partir de A le chemin ainsi réduit se dirige d'abord vers le point critique C, ; deux cas peuvent se présenter : ou il s'appuie sur lui simplement, ou bien, avant de le quitter, il fait autour de lui un ou plusieurs tours. Dans le premier cas, le chemin ayant la forme ACiCj peut être
remplacé par un contour élémentaire décrit autour du point C,, suivi d'un chemin direct dirigé vers Cj et laissant C, à sa gauche. Si le fil avant de quitter C, fait au- * tour de lui n circonvolutions, on peut remplacer la portion ACiC, par n -f- i contours élémentaires, suivis d'un chemin direct qui va de A vers Co en laissant C, à sa gauche. Et j'entends par là que ces deux chemins peuvent être réduits l'un à l'autre, comme l'on s'en assure à la simple vue, sans qu'il y ait nécessité de faire franchir à l'un d'eux, en le déformant d'une manière continue, aucun des points critiques C, et C^, et en évitant, bien entendu, la rencontre des autres points critiques qui peuvent se trouver sur le plan.
Le fil, se dirigeant ensuite vers un troisième point C3, pourra être remplacé de même, dans la portion AC2C3, par un certain nombre de contours élémentaires décrits autour de Cj, suivi d'une ligne se rendant directement vers G3 et laissant C, et Ci à la gauche, sans comprendre entre elle et iVCiCoC., aucun autre point critique.
L'application répétée de cette méthode permettra, comme on l'a annoncé, do remplacer le chemin proposé, quel qu'il soit, par une série de contours élémentaires auxquels on adjoindra un dernier chemin allant directement de A en Z.
354. Suivons les conséquences des considérations précédentes dans l'étlide de l'intégrale
r' dz
Jo \/ï — Z'
arcsinz.
Admettons que pour la valeur initiale z = o on prenne y/i — z^ = + i; si, partant de l'origine des coordonnées, le point qui représente z suit une courbe donnée quelconque, les valeurs successives des radicaux sont déterminées (I, 373) par la loi de continuité. Les points critiques correspondent ici aux valeurs .z = ± i et sont tous deux situés sur l'axe des X de part et d'autre de l'origine.
Les contours élémentaires sont AIKI'IA et AGLG'GA. Un chemin quelconque partant de A et se terminant en Z peut être remplacé par une série de contours élémentaires successivement parcourus, auxquels on adjoint, pour terminer, la droite AZ. Lorsque, partant du point A, en adoptant pour le radical la valeur + i, le point qui représente z parcourt la droite AI, si l'on nomme s le rayon de cercle C,I, la valeur du radical lorsqu'on arrive en I est évidemment -+- ^i — e'^; mais quand en faisant tourner le point directeur autour du petit cercle on l'aura ramené en I, le radical aura pris la valeur — ^J — £* • On a, en effet,
les deux valeurs de y^i -i- z n'étant pas infiniment voisines ne peuvent évidemment pas s'échanger Tune dans l'autre par suite du chemin infiniment petit qui a été parcouru; mais celles de y/i — ^ au contraire s'échangent à la suite de la rotation du point qui représente z autour du point critique G,. Le point directeur partant de 1 pour revenir en A et achever le contour élémentaire, le radical ayant pour valeur initiale — y/i — e" et variant d'une manière continue, sera constamment négatif et aura pris, lors du retour en A, la valeur — i, égale et de signe contraire à celle qu'il avait au départ. Le parcours du contour élémentaire correspondant au point Ci change également et pour les mêmes raisons le signe de la fonction. Il résulte de là qu'un même contour, parcouru successivement un nombre pair de fois, n'amènera dans l'intégrale que des éléments qui se détruisent deux à deux,
et comme la fonction retrouvera en A la valeur primitive, les autres éléments resteront les mêmes et ces contours élémentaires pourront être supprimés.
Dans le chemin le long duquel on intègre, on doit, d'après cela, supposer que les deux chemins élémentaires soient toujours alternativement parcourus, chacun d'eux pouvant l'être un nombre quelconque de fois, mais jamais deux fois de suite.
Cherchons la portion de l'intégrale relative à l'un de ces contours. La portion relative à AI est évidemment
arc sin(i — .e) — arcsino;
elle diffère infiniment peu de -; celle qui se rapporte au contour du cercle infiniment petit est elle-même infiniment petite. On a, en effet, pour un point de cercle
z = I -I- £(cos<p -4- y/— 1 sln9), dz = e y/— i rfcp (cosç -f- sj—i sincp), dz /• + ir g ^ — I (cos9 -f- ^^i sinç)
r dz _ r-^''
\l[-2. -+- ê(cos9 + v^— I sintp)] (— s) (coscp + y/— i sin9)
et l'on voit que l'élément de l'intégrale contient sjz en facteur.
L'intégrale relative à lA est égale enfin à celle qui se rapporte à AI et de même
signe, puisque les facteurs dz et -=:;= changent de signe en même temps quand
on passe de l'une des intégrales à l'autre.
L'intégrale relative au premier contour élémentaire est, d'après cela, égale à n, lorsque la valeur initiale du radical est + i ; elle serait — n dans le cas contraire. L'intégrale relative au second contour est — n dans le premier cas et + tt dans le second.
Cela posé, si l'on commence à faire parcourir, au point qui représente z, n fois chacun des deux contours élémentaires, en passant alternativement de l'un à l'autre, l'intégrale relative à l'un de ces contours sera ± ^nn, selon qu'on aura commencé par celui de droite ou par celui de gauche; et si l'on prend n -\- i fois le premier et n fois seulement le second, elle sera ±: (2n+ i)7r. En nommant u l'intégrale prise le long de AZ, lorsque la valeur initiale du radical est + i, et — u, par conséquent, lorsque cette valeur est — i, ce qui aura lieu après le parcours de 2« + i contours, les valeurs que peut prendre l'intégrale sont
ce qui esl précisément l'expression générale des arcs, dont le sinus est égal à
s'inu.
La fonction arcsin:;, considérée comme l'intégrale
'2 dz
est, on vient de le voir, une fonction mal définie qui, pour chaque valeur de z, peut acquérir une infinité de valeurs distinctes. Mais si l'on considère u comme la variable, la fonction inverse
z = sinw
est au contraire bien définie. 11 importe d'en expliquer la raison. Les variables z et u recevant simultanément des valeurs représentées par deux points du plan, il faut, pour étudier leur dépendance, suivre leurs mouvements simultanés. Rappor-
tons-les, pour plus de simplicité, à des axes différents OY, OX pour z, O'Y', O'X' pour u. L'équation
montre que les points critiques de la fonction z, s'ils existent, doivent correspondre à z = =t I, et par conséquent, d'après l'étude faite précédemment, l\u = {^k-h i) -• Soit, par exemple,
représentés respectivement sur la figure par les points P et Q. Supposons que le point qui représente z tourne autour de P sur un cercle infiniment petit de rayon p ; cherchons le mouvement correspondant du point qui représente u. Nous devons
poser
z =z i -h p (cos9 4- v'— I sinç),
dz = p y/— I (coscp + v/ — I sin9) dcf, et, puisque p est infiniment petit, en remplaçant i + z par 2,
i — z-^(i — z){i-\- z)=— 2p(cos(p + v'— ' sin9) =: 2p[cos(9 + tt) -f- v^— I sin:
et par conséquent
« = ^7.p I sin
y/— I ces
I — rr
la constante C est évidemment égale à -• Il est clair que f, variant de zéro à 27:,
le point qui représente u décrit une demi-circonférence de rayon \/2p autour du point Q; et l'on voit que z reprenant sa valeur primitive après avoir fait un tour entier, u ne reprend pas la sienne, et c'est pour cela que u est une fonction mal définie. Mais si, au contraire, u fait un tour entier sur le cercle de rayon y/ap, le point qui représente z fera deux tours sur le cercle de rayon p, et z, considéré comme fonction de u, reprend sa valeur primitive lorsque u tourne autour du point Q, qui, par conséquent, n'est pas un point critique.
Système de représentation de Riemann.
356. L'étude des fonctions imaginaires et de l'influence du contour adopté sur le résultat de l'intégration est fondée tout entière, comme on l'a vu, sur l'examen des diverses valeurs qu'une même fonction peut acquérir pour une valeur donnée de la variable. Le système adopté par Cauchy et les développements de M. Puiseux sur les contours élémentaires forment un ensemble aussi clair que satisfaisant. Un géomètre d'un rare mérite, trop tôt enlevé à la science, M. Riemann, a proposé cependant un mode de représentation nouveau, qui, dans plusieurs recherches importantes, a été préféré depuis et dont nous devons faire connaître le principe.
La représentation d'une fonction (p(z) doit fournir pour chaque valeur de z la valeur correspondante de la fonction, et comme, d'après les conventions de Gauss et de Cauchy adoptées aussi par Riemann, chaque valeur a-\-b \J—i de z est représentée sur un plan par le point dont a' et h sont les coordonnées rectangulaires, on doit concevoir qu'à chaque point du plan soit attachée en quelque sorte la valeur correspondante de la fonction. Si cette valeur est unique et bien déter-
I. Cale. in'.. 4l
minée, il n'y a aucune difTicuIté, mais si la fonction par sa définition comporte plusieurs valeurs, leur application pure et simple à chaque point du plan ne donne plus un renseignement suffisant, car il reste à décider dans chaque cas quelle est celle qu'on doit choisir pour ne pas rompre la continuité. Les méthodes de Cauchy et de M. Puiseux donnent pour chaque chemin adopté le moyen simple et élégant de résoudre le problème. Riemann a voulu faire un pas de plus en représentant d'avance, et matériellement en quelque sorte, la solution relative à chaque cas.
Considérons, pour prendre l'exemple le plus simple, la fonction sjz, qui, pour chaque valeur de z, peut recevoir comme on sait deux valeurs. Concevons, pour la représenter, qu'un plan dont les points sont rapportés à deux axes de coordonnées rectangulaires soit recouvert par un second plan identique, dont chaque point reste cependant distinct de celui qu'il recouvre, sans qu'on puisse regarder comme possible le passage direct de l'un à l'autre. Les deux surfaces planes ne sont pas pour cela complètement séparées; elles sont réunies tout le long d'une ligne arbitraire OP passant par l'origine et s'étendant indéfiniment, en se croisant en quelque sorte, de telle façon qu'un point qui, se mouvant sur la surface supérieure, rencontre la ligne OP doit, en la franchissant, passer sur la surface inférieure, et réciproquement.
La ligne OP forme, on le voit, comme un pont entre les deux surfaces. Il est aisé de voir qu'en choisissant arbitrairement en un point quelconque, en M par exemple, qui correspond à z:= i, la valeur attachée au plan inférieur, qui sera par exemple — i, et celle qui répond au plan supérieur qui sera +i, la continuité donnera, pour un point quelconque de l'un des deux plan?, une valeur unique et déterminée qui pourra y être attachée d'avance, indépendamment de la route suivie pour y parvenir, le problème à résoudre dans chaque cas n'étant plus de savoir quelle valeur on doit prendre, mais quel est celui des deux plans sur lequel on se trouve, c'est-à-dire si l'on a traversé la ligne OP en nombre pair ou impair de fois. Il est clair en effet que si l'on reste sur le même plan, c'est-ii-dire si l'on ne franchit pas la ligne OP, les contours suivis ne pouvant envelopper le point critique 0 sont transformables les uns dans les autres sans avoir à le franchir et sont par conséquent équivalents. Il est clair aussi que dans cette même hypothèse, à deux points infiniment voisins du même plan pris de part et d'autre de OP, G et G'
par exemple, correspondent deux valeurs égales et de signes contraires de \z, car sans cela, en adoptant en M une valeur de \Jz allant de M en G sans franchir OP. puis directement de G en G' et revenant de là en M, encore sans franchir OP, on retrouverait en M la valeur primitive de \lz, ce qui ne peut pas être puisque le contour ainsi défini enveloppe une fois le point 0. Il est évident enfin que pour les points superposés des deux plans les valeurs sont égales et de signes contraires; elles le sont en effet au point de départ M, et si deux points partent ensemhle de M, l'un sur le plan supérieur, l'autre sur le plan inférieur, en suivant d'ailleurs la même route, il est clair que les valeurs de la fonction correspondant à leurs positions successives resteront comme au départ égales et de signes contraires. Cela posé, si un point part de M sur le plan inférieur par exemple, la valeur correspondante de \/z étant + i, tant qu'il restera sur ce plan, c'est-à-dire tant qu'il ne franchira pas OP, les valeurs de la fonction correspondant à ses positions successives se succéderont d'une manicMe continue, et, si la route suivie vient traverser OP, il faudra d'une part, d'après notre convention, que le point passe d'une surface dans l'autre, et d'autre part, pour la continuité, que l'on adopte précisément pour \/z la valeur relative à la surface nouvelle sur laquelle le point a passé. Les mêmes changements se faisant en même temps à chaque fois que la ligne OP est franchie, il y aura toujours harmonie entre la situation du point, celle des deux surfaces sur laquelle il se trouve et la valeur correspondante de la fonction.
Considérons en second lieu la fonction
a, h, c étant trois constantes correspondant aux points A, B, C du plan.
Nous supposerons encore deux plans superposés dont les points correspondants sont considérés comme entièrement séparés. On suppose de plus une ligne arhi-
traire allant de A en B, puis de B en C, et se prolongeant indéfiniment à partir de C. Commençons par étudier les valeurs de la fonction u, lorsque le point qui représente z parcourt un des deux plans sans franchir cette ligne ABCK. Comme il est impossible, en s'imposant celle restriction, de décrire un contour qui enve-
loppe un des points critiques A, B, C, les chemins possibles pour parvenir d'un point donné à un autre sont tous équivalents, et en prenant en un point arbitraire de l'un des deux plans une valeur déterminée de u et la valeur égale et de signe contraire pour le point superposé, on aura pour chaque point de chaque plan une valeur unique et déterminée de la fonction, les valeurs qui correspondent aux points superposés étant évidemment toujours inégales. Il est aisé de voir de plus, d'après les explications données (356), que, pour un même plan, les valeurs relatives à deux points infiniment voisins situés de part et d'autre de la ligne de séparation sont égales et de signes contraires sur AB, égales au contraire et de même signe sur BC, et égales et de signe contraire au delà de C. Si deux chemins partant de M conduisent par exemple, l'un en G, l'autre en G' sans quitter l'un des plans, et par conséquent sans franchir ABCK, ils ne peuvent faire prendre à la fonction des valeurs infiniment voisines, car sans cela, en partant de M, suivant le premier contour pour arriver en G, puis passant directement en G' et revenant en M par le second contour, on y retrouverait la valeur primitive, ce qui ne doit pas être puisque le contour fermé enveloppe le seul point critique A et l'enveloppe une seule fois. Des considérations toutes semblables montrent que la continuité n'est pas rompue le long de BC et qu'elle l'est au delà de C.
Nous admettrons d'après cela que nos deux plans sont réunis et comme soudés l'un à l'autre, en se croisant en quelque sorte le long des lignes AB et CK, de telle sorte qu'on ne puisse traverser une de ces lignes en se mouvant sur l'un des plans sans passer sur l'autre au moment où on la franchit. Grâce à cette convention, on peut considérer la fonction u comme représentée sur ce double plan, de telle façon qu'à chaque point de la double surface corresponde une valeur de u et une seule, et qu'un mouvement quelconque d'un point sur le plan, dans lequel il passe d'une surface à l'autre, quand nos conventions l'exigent, lui fasse trouver pour la fonction u une série de valeurs qui soient toujours celles qu'on doit adopter pour respecter la continuité.
358. La méthode de Riemann suppose, on le voit, que pour chaque fonction on détermine préalablement le nombre des valeurs dont elle est susceptible en chaque point, pour concevoir un nombre égal de feuilles superposées sur lesquelles on le représente, en établissant entre elles des soudures qui, lorsqu'on les rencontre, forcent à passer d'une feuille sur l'autre suivant des règles qu'il faut assigner chaque fois et dont l'étude de la fonction, faite suivant les principes de Caucby, rendra la recherche facile.
Considérons par exemple la fonction
qui, pour chaque valeur de z, a trois valeurs distinctes m,, a«,, «'«,, a. étant la racine cubique de l'unité; il faut, pour la représenter, concevoir trois feuillets superposés. Soient A et R les points qui correspondent à z = a et s = 6, et que Cauchy nomme les points critiques; on suppose une ligne ABK de direction et de forme arbitraire allant de A en B et s'étendant ensuite de B jusqu'à l'infini.
Si l'on s'interdit d'abord de franchir cette ligne, on ne pourra tourner autour d'aucun des deux points critiques; toutes les routes qui réunissent deux points sur une même feuille sont par conséquent équivalentes, et en se donnant par conséquent en trois points superposés choisis comme on voudra les valeurs u^, «.Uq, u} «^ que l'on veut adopter pour chacun d'eux, les valeurs correspondantes à un point quelconque de l'une quelconque des feuilles seront déterminées sans ambiguïté et, en chaque point, ces trois valeurs pourront être représentées dans le même ordre par «,, «a,, «^«,. Considérons deux points voisins G et G' situés de part et d'autre de AB et soient en G sur les trois feuilles u, au, ar u les valeurs de la fonction u, les valeurs en G' devront, pour chaque surface, être multipliées par a et seront au, a? u et u. H est clair en effet qu'en partant du point initial G pour aller en G' sans traverser ABK, on tourne autour du point critique A (en négligeant l'espace infiniment petit GG'j, et il est aisé de voir que cette rotation, que l'on peut remplacer par un cercle infiniment petit, décrit autour de A, multiplie par a. la valeur de u. On verra de même que pour passer de H à H' il faut tourner autour des deux points critiques et que la fonction reprend la même valeur sur une même surface. La soudure doit donc être établie le long de AB seulement, et de telle sorte qu'en traversant AB on soit forcé de passer de la surface i à la surface 3, de la surface 3 à la surface 2, et vice versa. Cela étant convenu, et à chaque point d'une même surface correspondant une seule valeur de u, la fonction sera complètement' représentée, et en suivant un chemin quelconque à l'origine duquel correspond une valeur représentée sur celle des surfaces où l'on se trouve, on se trouvera toujours en chaque point sur celle des trois surfaces à laquelle est attachée la valeur convenable de la fonction.
359. Lorsqu'une fonction se trouve ainsi représentée sans ambiguïté à l'aide des feuilles superposées de Riemann et des soudures suivant lesquelles elles se croisent et se réunissent mutuellement, la fonction peut être considérée comme n'ayant plus qu'une seule valeur, et il n'en correspond en effet qu'une seule à chaque point de l'ensemble des feuilles sur lesquelles elle est représentée. L'intégration dans ce cas peut cependant ramener les valeurs multiples et une ambiguïté
nouvelle que Riemann fait ilisparaîire par une décomposition ingénieuse de surfaces qui forme un des points essentiels de sa théorie.
Il faut d'abord établir un lemme important sur lequel la méthode est fondée.
On a vu (335) que si une fonction <p(z) est continue, finie et bien déterminée ainsi que la dérivée pour les valeurs de z qui correspondent aux points intérieurs à un contour fermé, l'intégrale
[z)dz,
prise tout autour de ce contour est égale à zéro. Le théorème est vrai pour un contour tracé sur les feuillets juxtaposés de Riemann et pouvant appartenir à plusieurs feuilles différentes, pourvu qu'il contienne dans son intérieur une portion finie et déterminée de surface, telle que par aucune route suivie conformément aux conventions adoptées sur la manière de passer d'une surface à l'autre, un point placé dans l'intérieur ne puisse en sortir sans traverser le contour. Celle condition demande qu'on l'éclaircisse par un exemple.
Supposons que la fonction considérée soit \Ji~ z^; elle sera représentée, sur deux feuilles réunies et croisées suivant la ligne AB qui joint le point critique — i au point critique -+- \ .
Le contour MNPQ situé sur l'une des deux feuilles ne doit pas être considéré comme fermé parce que, en partant du point K situé dans son intérieur, on peut aller trouver la soudure AB en un point I, la traverser, passer sur l'autre feuille et s'éloigner indéfiniment sans rencontrer MNPQ.
La démonstration du théorème est toute semblable à celle qui a été donnée (335). Soit
et
(f{z)dz=. (P + Q y/^) (dx 4- df y/^) = Vdx — Qdy+\/—~ï{Qdx' + ?dr);
les intégrales
étendues à tous les éléments de la surface considérée sont évidemment nulles.
puisque (l, 364) l'on a
dV dO
dv
dQ
dy
dP dx
Mai.s en partageant la surface en bandes parallèles à l'axe des X correspondant sur les divers feuillets aux valeurs de / convenables pour qu'aucun élément ne soit oublié, on aura, en nommant sur l'un des feuillets ^i, k^, k^, k^ les intersections de l'une de ces bandes, soit avec la portion de contour qui y est située, soit avec les soudures,
JJ^dxdr=Jdrf'^dx=priQ>~Q^ + Q'~Q',
et, en laissant de côté les éléments qui se rapportent aux points situés dans les soudures, cette intégrale (335) équivaut à j Qdy étendue au contour entier. Quant aux éléments négligés, ils se détruisent deux à deux, car chaque point de soudure se trouvant à la réunion des deux feuillets, s'il termine la portion de parallèle à l'axe des X située sur l'un des feuillets dans l'intérieur de la ligne considérée il sera le point de départ de celle qui appartient à l'autre feuillet, et les deux éléments relatifs à ce point figureront par conséquent avec des signes contraires. Quant à la valeur de Q, elle est la même sur les deux feuillets des deux côtés de la soudure qui a été établie précisément pour que cette condition soit remplie relativement à la fonction o{z) ou P + Q \/ — i-
La même démonstration s'appliquera comme (335) aux trois intégrales
fj'i'^'r, ff''^.<^-<r, fffx'^'r.
et l'on verra que l'expression
peut se réduire à
I ( Pdx — QJj j + \/^ / (Pdy + Qdx, = j <p( z ) dz,
étendue au contour entier et que cette intégrale, comme nous l'avions annoncé, a par conséquent une valeur nulle.
360. Si deux points A et B situés sur un même feuillet ou sur des feuillets différents sont réunis par deux chemins différents, formant à eux deux un contour
fermé comprenant entre eux une portion déterminée et finie de surface, l'intégrale relative à ce contour sera nulle, et par conséquent on verra comme (336) que l'intégrale / 9(5) dz a la même valeur pour les deux chemins.
Cela posé, la méthode de Riemann consiste à établir sur l'ensemble des feuillets des coupures ou barrières infranchissables et telles, qu'en les respectant deux chemins quelconques qui réunissent entre eux deux points donnés forment un contour fermé contenant dans son intérieur une portion finie de surface. L'intégrale
/ <f[z) dz devient alors complètement déterminée et a, pour chaque valeur de z,
une valeur unique.
Considérons par exemple la fonction -■ On sait que l'intégrale / ~ est mal
déterminée et admet, lorsque z est donné, une infinité de valeurs différentes. Ces valeurs multiples, comme nous l'avons exposé, sont dans l'essence de la fonction logarithmique, et il ne faut pas songer à les faire disparaître : Riemann parvient seulement à les séparer nettement les unes des autres. Concevons pour cela, dans le plan unique dont les points représentent les valeurs de ^, une coupure OP parlant du
point 0 et s'étendant indéfiniment dans xin seul sens et dans une direction d'ailleurs arbitraire. Cette coupifre sera considérée comme infranchissable, de telle sorte que les points M, etMa, quelque rapprochés qu'ils soient géométriquement, ne seront plus considérés comme voisins et qu'aucun chemin ne pourra plus traverser OP.
Aucun chemin dès lors ne pourra envelopper le point 0, et l'intégrale 1 -^
aura en chaque point du plan une valeur unique et déterminée. Cette valeur sera différente pour les points M, et Mj, ce qui n'empêche pas la continuité, puisque ces points ne sont plus voisins. Il résulte des explications données (337) que la différence de ces valeurs, égale à l'intégrale prise le long d'un contour qui, partant du point M|, aboutit en Ma sans avoir franchi la coupure, est insj—i. L'interdiction de franchir la coupure ayant d'ailleurs été imposée arbitrairement, on peut considérer ensuite les intégrales relatives à des contours quelconques qui en sont affranchis, et l'on voit aisément qu'à chaque fois qu'on la traverse iH'aut ajouter ou retrancher it: y — i au résultat que l'on aurait obtenu si depuis le dernier pas-
sage on l'eût constamment respectée. La fonction Iz peut de cette manière être augmentée, pour une même valeur de z, d'un multiple quelconque de 2Tt\j — i.
Considérons en second lieu la fonction
-■> représentée, suivant la mé-
tliode de Riemann, sur une double feuille dont les deux parties sont soudées suivant la ligne PQ qui joint les deux points qui correspondent aux valeurs :;^ i, s:=— I, de telle sorte qu'on ne puisse traverser celte ligne sans passer d'une feuille sur l'autre.
J"^' dz r- n'est pas déterminée, et en un point donné de l'une des n V I — z=
deux feuilles, quoique le radical y/i — :;- n'ait plus rien d'arbitraire, l'intégrale dépend du contour suivi pour la calculer. Deux contours parlant de 0 et aboutissant en un même point de la même feuille ne renfermeront pas en effet (359) une portion déterminée de surface. C'est encore à l'aide d'une coupure que Riemann
à avoir une valeur unique et déterminée pour chaque
valeur de z correspondant à un point donné de l'une des feuilles.
Convenons de dessiner en traits pleins les lignes tracées sur la feuille supérieure et de ponctuer celles qui appartiennent à la feuille inférieure. Supposons qu'un
cercle, dont les dimensions doivent croître indéfiniment, limite sur l'une et l'autre feuille les points que nous voulons considérer. Riemann suppose dans l'ensemble des deux feuilles une coupure représentée sur la figure par GKH, GK séparant les deux parties de la feuille supérieure par une barrière infranchissable* et IIK remplissant le même rôle sur la feuille inférieure; il devient impossible, en respectant cette coupure, de tracer sur les deux surfaces un contour fermé qui ne renferme
I. Cale. int
pas dans son intérieur une portion déterminée du double plan, et le long duquel
J""^ dz ' acquiert alors I V I — 2
une valeur déterminée et, quelles que soient les deux routes suivies sur la double feuille, en respectant la coupure, pour unir le point i au point z, les deux intégrales auront la même valeur puisque l'intégrale prise le long du contour, qui est nulle, est égale à leur différence. Les points tels que M, et M2 situés de part et d'autre de la coupure, quelque rapprochés qu'ils soient géométriquement sur la même feuille, ne sont plus considérés comme infiniment voisins, et l'intégrale qui se rapporte au point M, est autre que celle qui se rapporte au point M2. Leur différence est évidemment l'intégrale prise le long d'un contour qui partant de M, aboutit en Mj sans franchir les coupures, comme serait par exemple M, RM2; l'intégrale prise le long d'un tel chemin est (354) égale à arr, et les valeurs de l'intégrale en M, et en Mj différent de 2n, en sorte que si l'on supprime les restrictions, on doit ajouter à l'intégrale autant de fois 27: que la coupure GK aura été franchie de fois.
Nous n'insisterons pas davantage sur cette théorie de Riemann qui, nous devons le dire, a servi déjà de base à de très-importantes recherches. La notion des contours élémentaires nous paraît présenter plus de netteté, et le choix seul et la justification du système de coupures à adopter dans chaque cas peuvent présenter des difficultés laissées jusqu'ici à la charge de celui qui voudra tenter une application nouvelle.
CALCUL NUMÉRIQUE DE LA VALEUR APPROCHÉE D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE
Méthode des trapèzes.
362. Lorsqu'il n'est pas possible de déterminer exactement la valeur d'une intégrale définie, on doit recourir à des méthodes d'approximation pour en calculer la valeur approchée. C'est à l'exposition de ces méthodes que nous consacrons ce chapitre.
Une intégrale définie
cfi{x)dx
représente l'aire comprise entre l'axe des y, la courbe dont l'équation en coordonnées rectangulaires est y^(p[x), et les ordonnées qui correspondent aux abscisses a et b. Pour évaluer cette aire approximativement, on peut d'abord substituer à la courbe un polygone inscrit et remplacer la surface cherchée par une somme de trapèzes.
Supposons que l'on partage l'intervalle b — a en n parties égales, et que par les points de division on élève les ordonnées y,, y^, ■ . . , Yn-i', h> somme des trapèzes, dont les ordonnées sont les côtés, sera, en nommant y^ et y„ les deux ordonnées extrêmes.
et cette formule donnera une valeur d'autant plus approchée que le nombre n sera plus grand.
Méthode d' interpolation de Cotes.
363. La connaissance des ordonnées jo.Ji Jn permet, en général, d'obtenir
un résultat plus approché que le précédent. En substituant à la fonction (p{x) une fonction entière de x qui coïncide avec elle pour toutes les valeurs calculées, ces valeurs étant au nombre de n -+- i , la fonction nouvelle sera de degré n. On
l'intégrera aisément; et si n est sutrisamnient grand, l'erreur commise sera le plus
souvent extrêmement petite.
Les calculs auxquels donne lieu la méthode précédente peuvent être notablement simplifiés par la détermination préalable des résultats communs à tous les cas et leur réduction en formule.
On peut d'abord, quelle que soit l'intégrale, ramener les limites aux valeurs fixes zéro et i . Soit, en effet,
nb
En posant
aux limites a et ^ de a? correspondront les limites zéro et i de t.
Cette transformation n'est pas applicable, il est vrai, quand l'une des limites est infinie, mais on peut la remplacer par une infinité d'autres qui conduiront au même but. Si l'intégrale proposée est
Jf* QO
dx.
on pourra poser e~^ =^y, et aux limites zéro et oc de a; correspondent les limites i et zéro de y. S'il s'agit d'une intégrale de la forme
J QO
on pourra la partager en deux autres
/•O /'•oo
/ (^[x)dx-^ 1 (f{x)dx,
J — 00 Jo
puis poser dans la première e^ =y, et dans la seconde e'""— s. Occupons-nous donc seulement de l'intégrale
, .i- ) dx.
Soient j„, y,, . . . , j'„ les valeurs que prend la fonction /(a?) quand on y suppose
== o, iC = -!
n Si l'on pose
a; = o, iC = -? X ^:= -,■•■■, X =^ , X = i
Y nx{nx — i). . .[nx — n)
' nx — p
et que M^ désigne la valeur que prend X^ pour a; = -» la fonction entière et de degré n
se réduira évidemment à j^ pour la valeur a;= -î et elle pourra, par conséquent,
dans l'intervalle considéré, remplacer la l'onction /(a;) avec laquelle elle a « -+- i valeurs communes.
Xp et Mp étant, pour chaque valeur de n et de p, indépendants de la forme de la fonction ^[x], on peut calculer à l'avance l'intégrale
et l'on aura alors
et la méthode se réduit, par conséquent, à multiplier les ordonnées Vo, fi, ■ • • , y,, par des facteurs numériques calculés à l'avance et qui sont les mêmes dans tous les cas.
Ces valeurs sont les suivantes :
Pour « = I,
Ao i\i ^
pour /i = 2, pour n = 3, pour n = 4»
pour n = 5, pour n — €,
Al ^^^ Al ^^ ^? Al ^= :^ î
Ao:=A.i = ^i A, = A2
Aj — A4 — '^ t A 1 — A3 — 'Te ' -^^ "
IQ 25 QîS
Aa ^^^ As ;^^ 00 ' ^' *"" A* ^^^ « > Aj ^i^ A3 ^^ 7-7 * 200 gb I 44
A| — As — "^î -Aï — Al
pour rt = 7,
pour n = 8,
pour /t = 9,
2857 l5'74l 2*7 A|,= As=S— E ' A,=:Ab = ô"-2 ' A2;=A9 = 7-5
89000 89DOO 2240
A3=: Ali = ly^ » A) = As =
56oo * ' 44^00' pour «= 10,
364. Pour donner une application de la méthode précédente, considérons l'intégrale
la valeur connue du résultat à obtenir nous apprendra le degré d'approximation. Appliquons d'abord la méthode des trapèzes. On a, en supposant n= 10,
<p(o)z=i, (fi — 1 = 0,90909, (})( — 1=0,83333, <fi — 1 = 0,76923,
<?(—) = 0.7 '429. 9^— ] = o.66667, cp^— j = o,625,
cpl'^W 0,58824, 9 (-^Wo, 55556, 9^^") = 0,52632, 9(1) = 0, 5;
et en appliquant la formule (i), on trouve pour valeur de l'intégrale
L'erreur porte, on le voit, sur la quatrième décimale.
La méthode de Cotes donne, pour la même hypothèse n = 10,
et l'erreur ne commence plus qu'à la septième décimale. 365. Prenons pour second exemple l'intégrale
(Ix =: -^ /2 = 0,2721082.
En appliquant la méthode des trapèzes dans l'hypothèse de n= 10, on trouve pour valeur approchée
et l'erreur commence à la troisième décimale.
Si l'on emploie la méthode de Cotes, en faisant seulement /i = 5, on a
Ao <p(o) =0.,
A, cp(-| = 0,0456534,
(p I ^ I = o,3584o65, A< cp 1 ^ j = o,o93335o, 9 (i) =0,3465736, Ai <p (i) =r 0,0228642,
avec trois décimales exactes.
366. On peut d'ailleurs indiquer d'une manière générale l'ordre de grandeur de l'erreur commise dans chaque cas.
Supposons, en effet, que la fonction ^(ic) soit développable en série convergente
^{x)T=a,-i-a,x + n,x^-\-...-ir a„x''+n„+, a:"+' + a„+, ar"+' -f- . . . .
Si l'on calcule les valeurs de <p{x) correspondantes à 07 = 0, ce = -,•••, œ= ^^» jc=i, et qu'on applique ensuite la méthode de Cotes à la détermination de l'in-
tegrale
le résultat sera évidemment le même que si l'on avait appliqué successivement
cette méthode à chacune des intégrales
Ja^dx, j a^xdx,.. , i v.nX"dx., j a,,^, x"'*'' dx , . . . ,
pour ajouter ensuite les résultats obtenus. Or les n -t- i premières intégrales seront ainsi calculées sans aucune erreur. On sait en effet que la méthode d'interpolation au moyen de laquelle on substitue à une fonction donnée un polynôme de degré n donne identiquement la fonction proposée elle-même toutes les fois que celle-ci est entière et de degré inférieur à n-t-i; l'erreur commise sera donc la somme des erreurs commises dans l'évaluation des intégrales
M/j-j-l X llX f I f^^ii+i X uX J . ■ . ^
et elles sont respectivement égales aux produits des coefficients «„+,, a„+o, . . . par des nombres invariables que l'on peut calculer une fois pour toutes. Soits^ l'erreur
commise dans l'évaluation de 1 a;"+' clr, ou trouve
pour n = I ,
pour n ^= 2, pour n = 3, pour n = 4.
pour n= 5, pour n = G,
El — — 2;5 t, — — -71 El — — ;
Si = 5 £i = ■ TT ;
1 1 SaSoo
I 5ooo '
pour
pour n = 8,
pour n = 9,
pour n — 10,
io5884io ' 2352980'
i73oi5o4 ' 3145728
365oooooooo
Si l'on suppose
Y^'i 'Y'i I -yl _
l'erreur commise pour n = 10 sera la somme des erreurs commises sur les intégrales (les termes — x", + x^-, — x^^, .... Les trois premiers termes sont
260927 i365oooooooo 210000000U0'
leur somme est
(jui surpasse l'erreur totale du sep'tième environ de sa valeur.
Formule de Simpson.
367. Lorsque l'on suppose «= i, c'est-à-dire quand on se contente de calculer l'ordonnée j, correspondant à « = -, les deux ordonnées extrêmes étant désignées par j„ et J2. la formule de Cotes devient
J cp ( a; )-dx := --^ -I- vj y\ -t- -^ =-- s ( }\ 4- ^)\ + „v, ).
Cette formule s'étend aisément au cas où les limites sont quelconques, et l'on en déduit
<^{x) dx = ^—^[r. + f\y\ + T-0-
L CaU-. i/tt.
Jo' Ji 6t fi désignant les valeurs de 153 [x] correspondantes à a; = a, x = et
x= b : il saftit en effet, comme on l'a dit (363), pour réduire la formule (3) à la forme (4). de poser
et alors aux valeurs zéro, - et i de t, correspondent les valeurs a, et b de x.
Mais la formule approchée (4) est d'autant plus exacte évidemment que l'intervalle 6 — a est plus petit, et c'est pour cette raison qu'avant d'en faire usage il est bon de partager l'intégrale en plusieurs autres à chacune desquelles on l'appliquera successivement.
Soit l'intégrale
On a, n désignant un nombre entier,
rt \ r\n r^ll /•« /> r
/ (fi{x)clx=:j a{x)dx-i-j (f{x}(/x-hl o(x)dx -t- . . .+ j (f[x)dx,
Jo Jo J \ t/2 ^J n — 1
et en appliquant à chacune de ces intégrales la formule (4), après avoir préalablement calculé, comme elle l'exige, les valeurs de la fonction qui correspondent
aux abscisses — ? — »• -j ? on trouvera, après des réductions évidentes, en
2 n 7.11 are '^
k nommant y,, la valeur de la fonction c(5rrespondant à a? = - >
(5) I cf,{x)dx = g^[4(j-.+.r3 + .-.+r.»-i) + 2(jo-Hj\ + ...4-r,„)-jo-j=,-].
Appliquons cette formule à l'intégrale
' l{\ -i- x] , Ti u r- 1
ria::= 3/2 = 0,27219 09.0 1 à .
On a, en supposant n — 10,
et
et
d'ailleurs
4(7.4-73 + 75+7,4- Ja) = 5,4807260440;
7o + 7in = j,„ = o , 34657 35903,
et la formule (5) donnera
dx = 0,27220 12457
avec trois chiffres exacts seulement, c'est-à-dire le même nombre que par l'emploi de la formule de Cotes, lorsqu'en y supposant n = 5, on a à calculer un nombre moitié moindre d'ordonnées. Les multiplicateurs, il est vrai, sont plus simples dans la formule de Simpson; mais il est rare que cet avantage compense l'inconvénient d'une moindre exactitude ou, ce qui revient au même, la nécessité d'accroître le nombre des ordonnées pour obtenir une approximation suffisante.
Méthode de Gauss.
369. Gauss a remarqué fort ingénieusement qu'il y a avantage à substituer aux ordonnées équidistantes considérées par Cotes des ordonnées dont les abscisses se succèdent suivant une loi qu'il a fait connaître et qui, dans le plus grand nombre de cas, assure, pour un même nombre d'ordonnées, une approximation beaucoup plus grande.
Considérons une intégrale de la forme
J9(^) dx, f)
à laquelle on peut, comme on l'a vu (363), ramener toute intégrale prise entre
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deux limites finies a et h. Soit
9( a; ) -^ a, + «, .r -t- rt, ^' + . . . + rt„ X" + a„
Supposons que l'on calcule n-\-\ valeurs de <p(.r) correspondant aux abscisses a;^, a;,,..., x„ comprises entre zéro et l'unité, et que l'on substitue ensuite à ^[x) la fonction entière de degré n qui coïncide avec elle pour ces valeurs cboisies de la variable, l'erreur commise sera nulle, quels que soient ^i,, ir,,..., x,„ si la fonction y (a;) se réduit à un polynôme entier de degré inférieur h 7i+ i. Gauss se propose de choisir ces abscisses de telle sorte que le degré du polynôme puisse s'élever jusqu'à in sans que l'erreur cesse d'être nulle, et si alors la fonction ç(a;) est représentée par une série convergente en la concevant comme composée de deux parties, les 2n+ i premiers termes d'une part, et la somme de tous les autres d'autre part, c'est sur l'intégrale de la seconde que portera l'erreur, qui sans cela aurait été commise à partir du [n + i)"''"'^ terme.
Soient ir„, x , x^ les abscisses qui remplissent les conditions énoncées, et
En nommant/(a:;) un polynôme de degré inférieur à 2«+ i, Q le quotient de la division de ce polynôme par ■i^ix) et R le reste, Q étant un polynôme de degré n — \ et R un polynôme de degré n an plus, on aura
/(.r)=:=Qij>,.r) + R.
Or la méthode d'interpolation revient dans ce cas à remplacer /(.r) par le polynôme R qui lui est évidemment égal pour les valeurs x^^x^,..., x„ de x (|ui annulent '^{x), l'erreur commise est donc
Q ip ( ."P ) dx.
et pour être assuré que cette erreur est nulle, il suffit de déterminer 'i^{x) par les conditions
/ >l^(.r) rf.r = o, / x-^- x)(1x — (i,. .., \ x"-' 'l^[x)dx — o.
On y satisfait en prenant
(ix"+'
On a en effet, en intégrant par parties.
=^ xP l ^{x)dx — px!"^' i dx l '^(x)dx -\- p( p — i) / xi'--dx j dx j <\i{x)dx - rP j <\i{x)dx — pxP-' I dx j 'li{x^ dx + p' p — i)xP-^ j dx j dx j ']i{x]dx -P'P-'XP- .)fxr-U,xfdxfdxf^ix) dx :
la loi est évidente; en continuant jusqu'à épuiser l'exposant de x, et en représentant, pour abréger, par
I 'b{x]dx'' l'intégration k fois répétée 1 dx j dv j • ^(.x) dx, on a
I xP<\i(x)dx= xP I <\i{x) dx — pxi'-' I ']i{x)dx'' -h p{p — i) xP-' I '\i{x)dx' -h . . .
±1.2.3. . p j <\i{x)dxf+'.
Mais/) + rjétant au plus égal à n, toutes les intégrales indiquées peuvent s'effectuer, car <i^{x) est une dérivée {n-\- ij'""*, et donnent pour résultat des polynômes qui, contenant à chaque terme un facteur x et un facteur i — a; au moins, sont tous nuls aux deux limites; on a, par conséquent, comme il a été annoncé,
/ XP Ûl{x)dx ^rz O.
Toutes les racines de l'équation
sont réelles, n-+- 1 d'entre elles égales à zéro, et les « + i autres égales à l'unité, et, par conséquent, d'après un théorème très-connu d'algèbre, toutes les racines des dérivées successives, et en particulier celles de la {n-h i)'^"'«, sont réelles aussi et comprises entre zéro et i.
La forme de l'équation (6) montre que les racines de l'équation ^{x) = o ont deux à deux pour somme l'unité, et. (|uand leur nombre est impair, l'une d'elles
par conséquent est égale à -•
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En adoptant ces valeurs pour a:-,,, x^,..., x„, l'intégrale proposée sera remplacée par
f\dr,
R, étant un polynôme de degré n qui devient égal à çfar) pour les valeurs a7„, .-r,,..., Xn de la variable, est déterminé par cette condition et égal h
" (f{Xi,) [x — X)){X — x^). . . [x — x„)
qui la remplit évidemment si l'on prend
Y p — [ OC p OCsi j [ X p ■ jC\ ) . . . y Xp X p — I j \ X p X p^\ j . . . [ X p X,i j
rme
La valeur approchée de / f{x) dx prend d'après cela la fo
7) / R(/.r = A„ç(ar„) + A, 9(^,) + . . . -t- A„<p(a'„).
Nous donnons ici les valeurs Ae x^, x^ a?,, et les logarithmes des facteurs
correspondants pour les cinq premières valeurs de n : Pour /* =: o,
Pour n — i.
Xa = 0,21 l3 2487
Pour /2 = "2,
ar„ = 0,1 127 01 65
Ao = A,= ^
Pour « = 3,
log = 9,698 9700
log = 9'443 6975 log = 9,647 8175
^„= 0,0694 3l84 Ao=r A3 := 0,173 9274 log =: 9,240 368 I
^, = 0,33000948 A, = Aj = 0,326 0726 log ^= 9, 5i 3 3 143 x-i = 0,6699 9052 X3 r= o,93o5 6816
Pour n — l\,
Xi = o,o46g ioo8 Xi = 0,2807 6534 x, = 0,5
Xi ;= 0,7692 3466 Xt := o,g53o 8992
Ao = A, = o, 1 18 4634 A, = A3 ^ 0,239 3 143
log = 9,073 5834 log "- 9,378 9687 10fe'^= 9,453 9975
Pour n = 5,
^•j = 0,0337 6524 Xt —- 0,1693 9531 X2 ^= 0,3806 9041 X3 -= 0,6193 0959 Xi = o,83o6 0469
Xi =: 0,9662 3476
A» = As = o,o85 6622 A , =; A, ^ 0, 1 80 38o8 Ai = A3 =: 0,233 9570
log -■= 8,932 7895 log - 9,256 1903 log = 9,369 i36o
Appliquons la méthode de Gauss à l'intégrale
/*' dx
Voici, en supposant « = 4, le détail du calcul :
log9(^„)=^ 9,980 09062
logA„= 9,073 5S435
\i,(fi{x„)=-- o, ii3i 5532
log<p(jrj)=i 9,823 908741
logAï = 9,453 997456
logcp(.r,)= 9,909 8247 logAi = 9,378 9689 9,288 7934 ^1 (f{xt)-= 0,1944 435o
logo(.r3)= 9,752 2146
logA3= 9,378 9687
A, cp ( .Tj ) =:: 0,1 352 6433
log9(.r,)=: 9,709 2778 logAj :- 9,073 5843 0,782 8621 0,0606 54375
A, w{Xi
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Prenons pour second exemple l'intégrale
/ log(i + x) , et soit n = 4, on aura 9 = — ^^ et
log&(.r) = 8,66o3i88 logA ^9,073 5843
Aœ(x) =: o,oo54 1880
Xi =::: 0,23o7 6534
log9(^,)== 9,294 7709 logA, = 9,378 9687
x-2 ^= 0,5 logç(x2) = g,5i 1 0435 logAj = 9,453 9975
8,965 o4io Aj o{x2) = 0,0922 658o
.^3 =: 0,7692 3466 logcp(^3)z=9,554 4240 log A, = 9,3789687
o,oo54 1880 0,0471 iSoi 0^0922 6584 o,o4i5 5404
o,2'j/^i 9801 Par conséquent / :/ dx= 0,2721 ()8oi, exact aux six premières décimales
X, =; 0,9530 8992 logû(.r,) := 9,545 0289
logA, =9,073 5843
Ai o{x.,) '-= 0,04 T 5 5404
Formule d' Eulcr
372. Nous avons donné (I, 333) une série due à Maclaurin dont Euler a déduit une formule élégante et souvent employée pour le calcul approché des intégrales définies.
On a, quelle que soit la fonction (f[x),
(8) 9{x-+-/0-9(.r) = /i9'(a;)+ - [<sf'(x + li) - (if'{x)]— ~[(f"{x + h- c^"{x)\
B„ désignant le n"""" nombre de Bernoulli.
Mais cette formule ayant été déduite de la méthode des coefficients indéterminés, les conditions de convergence et d'exactitude ont été absolument laissées de côté, il est donc indispensable d'en donner une démonstration plus rigoureuse et plus précise.
Nous commencerons par démontrer de nouveau la formule de Tavlor, en donnant à l'expression du reste une forme nouvelle.
On a identiquement, quelle que soit la fonction 'S'(or),
r.r -+- Il <f'{z)(/z,
et en posant z = .r -h // — ii
) du.
En intégrant par parties et faisant successivement porter l'intégration sur du, Il du, irdii,..., on trouve
l o'{x + h — u) f/n-=t ho'{x) -h i no"[.T -y- h — u)ihi,
r'' /(' r'' II'
j uo''{x + h —u)(hi=i — '^"{x)+ \ - 'j"'(x+ /) — n}dii,
/ - 5"'(.r + // —■u),/n = -—.^ 9'"(.r ) + / — „ 9- [x + h - u] du, ./„?.' 1.2. a J^ ï.S
et ainsi de suite.
On en conclut
of.r -(-/()- cp(.r) T^ Iiq':,x) + — - o"{x) H '^ o"'{x) +
- I 0"+ 'Ix -h /i — u]
Ju '•2-3...«^
©"', x) -f- / ^ 0"+' [x -h- Il — it] du.
C'est précisément la formule deTaylor, dans laquelle le reste qui complète les n + i premiers termes est exprimé par une intégrale définie.
373. Pour déduire de celle formule le développement rappelé plus liant, dans l'équation
^ ©■'" ( .X- ) 4- / 5 9="+' {x + h — u) du.
remplaçons successivement la fonction o{x) qui reste arbitraire, par (^'{x), v/'[x),.,.,
fi-"~*(x), el diminuons à chaque fois d'une unité le nombre arbitraire des termes
conservés dans le second membre, de telle sorte que la fonction (f.^"*^' (a; -1- h — u)
I. Cfili-. inl
figure dans tous les derniers termes sous le signe d'intégration, nous aurons
[x+ h) — (sf''\x) = li(a"'{x)^ (p"(a;) +
"^"'+X\.2.3."Xn-2)^""(" + ^'-"^^"'
(^■"'-'{x -{-h]— f-'{x) — li(f'"'(x)^ j ua'"'+'(x -h h — u)du. Posons, conformément à la notation habituelle,
et ajoutons les équations précédentes, au nombre desquelles il faut comprendre l'équation (9), après les avoir multipliées respectivement par i, A, A, A^A-,..., AjH-, A^""' en choisissant les constantes A,, Aj,..., Aj,,-, de manière à faire disparaître du second membre les dérivées (^"{x), '^'"{x), y"'(a;),..., (p^"(a7), on aura
(10) A(p(a:) + A,/iA9'(.r) + Aj/(2A9"(^) +. . .+ A,„__, /t'"-'A9="-'(a:-)
En posant
m'" liu"'-~'
n 1.2.3. ..(an — i
les coefficients A,, Aj,..., k^n-t étant déterminés par les équations
AjH 1 ^=0,
A Aj,—! Aî„_3 J
et en nommant B,, Bj..-., B„ les nombres de Bernoulli, ces relations sont salis-
faile.s (I, 347) en prenant
Ai =: 5 Aj=:-B,, A3 = O, A, = ,t—jB,, Aj = O, . . . ,
et l'équation (lo) devient par conséquent
Ao( J7) - - hAo'ix) + — B, /«^•A9"(arl -f- • •• H J^,-- , B„_, Ao'«-^(.r)
= /j9'i>)+ / 9=^"+'(.r + A — m)F(m)(/m, F(«) désignant la fonction (i i) que l'on peut écrire
h'" [h) i/uY"-' B, /«\^"-' , , >„ fu\'in — i
Le facteur placé entre parenthèses est précisément le polynôme qui exprime la somme des puissances 211— i des n — i premiers nombres entiers dans lequel n
est remplacé par j- En adoptant la notation (I, 349), on a par conséquent
I . 2 . 3 . . . ( 2 « — I ) ' \/lJ
374. Le développement indéfini donné (1, 333) n'est par conséquent légitime que si le reste
tend vers zéro, lorsque n augmente indéfiniment; u variant de zéro h h, j varie
de zéro à l'unité, le facteur ^2n-t{j) ne change pas de signe (I, 352), et nous
pouvons, par conséquent faire sortir l'autre facteur ç"""^' (ir + A — m) du signe d'intégration, en le remplaçant par une valeur moyenne f^"'*''{x+ Oh), en sorte (jue l'intégrale qui exprime le reste est égale à
du.
in
(^■'"+'{x- + Bh)B„.
Les nombres de Bernoulli (I, 412) grandissent si rapidement avec n, que la formule de Maclaurin, prolongée indéfiniment, est en général inexacte. Elle peut même alors cependant, par une anomalie singulière, rendre de grands services danslescalculsd'approximation.Le terme complémentaire, lors même qu'il grandit avec n, est en effet fort petit pour des valeurs peu considérables de n. L'expression (12) pourra donc être, et sera dans le plus grand nombre des cas, négligeable pour certaines valeurs de n, et la formule, bornée à un petit nombre de termes, ne laissera subsister qu'une erreur insignifiante. On a, par exemple,
Si l'on pose
on aura
/■(*■) dx,
et la formule (8) donnera
/ f[x)dx^hf[x)-\- ^-h\f[x)— -B,/t'A/'(a;}-H-_-^— 7B, A'A/"'(x)
Si l'on applique celte formule à la fonction
on trouve
dlT{x)
d'ITix)
iTix) jx = /,/r(x; + ^ hMTix) - -; B. h^^ -g^ + -—3-^ b,a< a -^—
En posant /* — i, a; = o, on a
A/r(j;)= ITix + i) — lY(x) -^Ix,
dlT{x) I
dx '
d'ITix)
dx^
d'lT(x)
dx'
et ainsi do suite; d'ailleurs (300j
lT{x) dx ^^ ~ l iTz + X Ix — X ;
■X I ' ■}. X 3 . 4 ^^ 5 . 6 JT'
par conséquent
lV\x) ----- - lir. — X -\~\.x \\:.
ce qui s'accorde avec la formule f315j.
376. La fbrinule (ù^j, très-employée dans le calcul des intégrales définies, est mise iiahituellenient sous- une autie forme. Elle est évidemment d'autant plus exacte que la valeur de h est plus petite, et c'est pour cette raison qu'avant d'en faire usage, on partage souvent une intégrale en plusieurs autres dont les limites soient plus resserrées.
On a, en posant h — a — nh.
(^(x)dx --- j (j>{x)dx+ I (f{x) dx + ■ • • -h 1 <B{x)dx,
et en appliquant la formule (i3j à chacune des intégrales qui composent le second membre, on trouve, après des réductions évidentes,
14 ) / o(,jr)(/jr = /t[©{a) + 9(rt -4- A) +• . ■ + 9(rt + /t/i)] /' «fl^) + ?(«)]
B.Anç'l*) -?'(«)]
Si l'on fait ti ■■= i, on a
et déduisant f'{b) — y' (a) de cette équation pour le substituer dans l'équation (i4). on trouve, en remarquant que [b — a) ^= nh,
(.6) j cf{x)d.r= ^~—-^^9.n 2 cp(«+M)4-(«-i)[9(6) + cp(a)]|
En disposant du nombre arbitraire n et combinant entre elles les formules obtenues, on peut former un grand nombre de résultats intéressants.
En posant b — a =p^= 8Q et faisant successivement n = 2, n = /\, n = S, on obtient les trois formules suivantes :
(17) J cp(.^)ûf.r=-g-^j4[cp(«-h49)4-cp(a)+<?(<>)];
(p(.r)f/^=-^=-^ J8[9(« + 26)-t-9(a + 4e) + cp(a + 6S)]J4-3[9(a) + (p{6)J
-.6.,...3.4^^'^^~^^'^^^ + 756.....3.4.5:6^^^^^-y^^^^' (19) / cf{x)dx::= — -- j i6[cp(a + 6)-(- (p(a + 2Ô) + 9(« + 35) + . . . + 9(a + 79)]j
En combinant ces équations pour éliminer <p "(6) — ?"(«). on trouve
-64:T^&-ii^-^^(^)-^^(«"'
(21) / <r,{.x)dx = -^ j 77[9(«) + 9(6)] +33o[9(«+e)+9(fl + 30) + 9(a +■ 5Q) + 9(0 + 76)]
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(22) f cf{x)clx=-^\ 2i7[9{a) + <p(6)]-f-352[(p(« + 2e)-f-9(rt-h6e)] + 486<B(rtH-4e)j
Ja 0070
-+- 'qJ [?(« + 9)+(p(rt + 36)-f-9(rt-f-59) + 9(a+75)]. 377. Appliquons ces diverses formules à la recherche de l'intégrale I ax =: — =0,02240703341.
Jo ^ 12
On a, dans ce cas, a = o, 6 = 1 et/; = i; donc
?(«) = ?{o) = i, 9|g) = o,94226 4?,85, of-j— 0,89257 4205, 9 ( g j = 0,84920 9950, 9( g 1 = 0,81093 02j6, 9 (g|=: 0,77681 25o5, 9 (g j = o,746i5 4384, ?(g) = 0,71840 9896, 9(i)=-:o,693i4 7181.
La formule (17) réduite à son premier terme donne
^'Z(l^_^Jrf^ = ^|^<p(o) + 9(,) + 4cp^|^j=^(,, 693,5 + 3,24372) =0,22881,
et l'erreur porte sur le quatrième chiffre.
En partageant l'intégrale en quatre autres prises entre les limites zéro et y,
7 et -) - et T' 7 et r, et appliquant à chacun la formule (17 j, on trouvera
54 1 '1L±1] dx = iix 3,286 6966 + 2 X 2,449 <'^588 -f- 1 ,693 1472 = 19,739 25. 3,
d'oïl
r' ^il±J?i dx = 0,822 4688, Jo •*
et l'erreur ne porte plus que sur le sixième chiffre. La formule (20) réduite au premier terme donne
J^' l{i -h x) ' rfjr = 7 X 1,693 1472 -+- 32 X 1,638 7286 -I- 12 x 0,810 9302 = 74,022 5077,
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et par conséquent
1 ^ rta^ = 0,822 47' '■•
avec quatre chiffres exacts.
En décomposant l'intégrale en deux autres / -f- / , on a
,80 r ' '1L±_-^) dx = 7 X 1,69314 7181 + 33. X 3,28669 6636 4- 19. X 1,6387 2859
-)- 14 X 0,81094 o?,i(), c'est-à-dire
résultat exact à sept décimales.
La formule (22) donne enfin
56,0 r' 'illt^' û'.r^ 217 X 1,6934 7181 + 1 024 X 3,9.86696631 + 352 X 1,63879 8589 H- 436 X 0,8 1 og3 02 1 6
OU
r ' (li±_:îL^ dx ^ 0,82246 7078, exact encore à sept décimales.
ÉVALUATION DES AIRES PLANES ET DES ARCS DE COURBE
Expression d'une aire plane.
378. Lorsqu'une courbe plaue est rapportée à des coordonnées rectangulaires x et j, l'aire comprise entre cette courbe, l'axe des X et deux ordonnées correspon- .dant aux abscisses a et 6 est représenté par l'intégrale
(Ix.
Toute intégrale définie représente donc une surface, et les exemples traités dans le premier livre pourraient tous, avec un simple changement dans l'énoncé, trouver place dans ce chapitre. ^
11 faut remarquer que la formule qui représente l'aire suppose l'ordonnée positive pour tous les points de la courbe dont les abscisses sont comprises entre a et b; si l'ordonnée/ est négative, l'élément ydx de l'intégrale est lui-même négatif, et l'intégrale, somme de ces éléments, représente l'excès de la surface située audessus de l'axe des X sur celle qui est au-dessous.
Il est également bien entendu que la limite supérieure b surpasse la limite inférieure a; s'il en est autrement, l'intégrale est égale et de signe contraire à celle que l'on obtient en renversant les limites, et par conséquent, lorsque l'ordonnée est positive, l'intégrale représente l'aire changée de signe.
379. Pour évaluer la surface comprise dans l'intérieur d'une courbe fermée telle que celle que représente la figure, on doit déterminer d'abord les tangentes MP,
\. Crilr. iiii. 4 5
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NQ parallèles à l'axe des y, et considérer la surface comme la différence des aires
'--nR'
MKNQP et MK'NQP, dont chacune est représentée par une intégrale, et en nommant j, et jî les deux ordonnées KR et K'R, l'aire est égale à
QQ
{y, — y\]dx.
380. La même formule, dans certains cas, doit être modifiée. Soit à évaluer par exemple l'aire enfermée dans l'intérieur d'une courbe telle que MM' M" M' qui
admet plusieurs tangentes MP, M'P', M"P", M'"P"' parallèles à l'axe des j. On a évidemment, en nommant A l'aire cherchée,
A = PMKM' P' — P" M " M' P' + P " M" K' M " P ' - PMN " M " P",
et chacune des intégrales qui figurent au second membre s'exprime par une intégrale unique. %
381. Il est souvent avantageux d'appliquer une formule qui, en exprimant l'aire quelle qu'en soit la forme par une intégrale unique, dispense de recourir aux décompositions que l'on vient d'indiquer.
Soil par exemple à évaluer l'aire de la courbe représentée par la figure. Les or-
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données infiniment voisines MT, M'T', dont la distance est dx, coupent le contour en des points dont nous représenterons les ordonnées par r, , y.,, y^, y^, y^, Vg; et l'élément de surface correspondant est évidemment
jv-
n -*- Yi — y',]dx.
En nommant i/s,, (/s.,, dsj, ds^, di\, ds^ les petils arcs dont la projection commune est TT' ou dx, et «,, a.,, a,, «4, a^, c,, les angles formés par l'axe des y avec la normale extérieure à cliacun d'eux, on a
dx =: dse ces a,, = — dsi ces «5 =^ ds, cosai
dsi coso;, " dsi ces a,
dst cosa,,
et la somnie des expressions telles que f i) est par conséquent représentée par
1 ydscosac.
L'intégrale devant s'étendre au contour entier, quelle qu'en soit la forn)e; la démonstration, qui est générale, repose sur ce principe évident que lorsqu'une droite rencontre en plusieurs points une courbe fermée, elle forme avec la normale extérieure un angle obtus en tous les points par lesquels elle pénètre dans le contour, et un angle aigu en tous ceux par lesquels elle en sort.
382. Lorsqu'une figure plane est rapportée à des coordonnées polaires, on peut aisément exprimer les portions de son aire comprise entre les deux rayons vecteurs. L'aire comprise entre un rayon vecteur fixe correspondant à l'angle a et le rayon variable qui correspond à l'angle w, a en effet pour différentielle (L 116)
- /i^ dro, et l'aire elle-même, qui s'annule pour oi = a, est représentée par l'intégrale
en supposant toutefois a moindre que ',>.
Pour évaluer l'aire d'une courbe fermée à laquelle l'origine est extérieure, on commencera par mener du pôle deux tangentes OM, OM' à cette courbe, et l'on
remarquera que la surface demandée est la différence des deux aires OMKM',
OMK'M', qui chacune s'évalueront à l'aide de la formule précédente. En nommant p, et p2 les deux rayons vecteurs qui répondent a une même valeur de w, cette aire sera
les limites de l'intégrale étant les valeurs de 'o qui répondent aux rayons extrêmes OM, OM'.
Si la courbe n'est pas convexe, on peut être obligé, comme dans le cas des coordonnées rectilignes, à décomposer la surface en un plus grand nombre de parties comprises chacune entre deux tangentes issues de l'origine et l'arc que leurs points de contact interceptent sur la courbe.
383. On peut, en employant toujours les coordonnées polaires, représenter l'aire d'une courbe fermée par une intégrale unique qui convient à tous les cas. Si deux rayons vecteurs voisins coupent la courbe aux points M(, Mj, M3, M,, dont les rayons vecteurs soient p,, p^, p^, p^, l'élément de surface compris entre ces deux rayons vecteurs est évidemment
'-d(,){p] — pi + pi- p] .
En nommant ds,, ds^, ds,, ds^ les éléments de contour compris entre les l'ayons considérés et «,, «2, «3, a^ les angles formés par les mêmes rayons avec les normales extérieures aux divers éléments, on a .
, f/ij cos«, _ dstCOSa.1 ^ ds^ cos 1x3 _ ds,coscCi
et l'aire est exprimée par l'intégrale
(2; " i P dscosx,
étendue à tous les éléments du contour.
On peut remarquer que le produit p cosa est égal à la perpendiculaire p abaissée du pôle sur la tangente à l'élément ds, et l'expression peut s'écrire par conséquent
^Jp^"-
Mais, en lui donnant cette forme, on perd l'avantage de n'avoir pas à se préoccuper du signe des éléments que l'on doit ajouter.
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Quelques applications.
384. Aire du cercle. — Soit x^ + y- = R' réqualion d'ua cercle.
L'aire AOMP est représentée par
Jydx = i (Ix JW — X' ~ — aie siii r t v'R' — x\
Tr\{'
En faisant x = R, on obtient le quart du cercle '^ On obtient le même résultat en posant
et par conséquent
*■ := Rcoso, y =: Ksin 9,
ydx = — R' sin^9 do.
Les extrémités du quadrant correspondent à » = '', ç- = o, et le quart de cercle a par conséquent pour expression '
— R^ sin-9 (/(^ = RH sin-'cpJp- -y-' 385. Développée de l'ellipse. — La dévelop|tée de l'ellipse a pour équation ! I, 527^
On peut poser, pour un point quelconque de la courbe,
X =: (X cos'9, dx — ia COS-9 sin9 d<^, y ~- (3 sin^ 9,
et comme on obtient le quart du contour en faisant varier © de - à zéro, le quart de la surface a pour expression
ydx=^\ — 3a(3 sin'9 cos'9 ^9 = 3a(3 / sin'cp (i — sin'9 W/9 =
3Tr«P -32"'
et l'aire totale est égale à -~^-
386. Aire d'un secteur elliptique. — Soit BMA un quart d'ellipse, F le foyer. Calculons le secteur FMA dont l'expression est utile dans l'étude du n)ouvemenl des planètes.
L'équation de l'ellipse rapportée au foyer F pris pour pôle et à l'axeFA pour axe polaire est
rt ( 1 — e' ,
i + ecosM
Soit MP la perpendiculaire abaissée du point M sur l'axe et N le point où elle coupe la circonférence décrite sur le grand axe comme diamètre. Désignons l'angle NOA par u, on a, d'après les propriétés connues de l'ellipse,
p :=^ a — ejc = a ; I — e cos m ;, 0 COS6) = a cos M — ae.
Et remplaçant p par sa valeur (3j (I — e') cosw
cosM— e ( I — e)(i + cosM)
cos M — e = ' '- 5 cosw = ) 1 H- COSM :=
i+ecosM I — ecosu t — ecosK
tang
1 _ /i — cosw __ /i
2 ^ y I + cosw y I
cos' - w
cos 01
e du
- lang-M,
cos' - «
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3ri9
I + COSW
du
e I 4- cosM
par conséquent
- / j , . /i+e du (i — e)(H-C0SM)
0- Il M = a' i — e cosu l' \/ T^T'Z^IT. i ^W^^,', = « yi — eM i — e ces m) du,
I — e i + cosM I — ecosM
et
- 1 p^d(.> ^=: ~ n^ \/i — e' {u — esinu). 387. Aire d'un secteur parabolique. — Soit y- = f\ax l'équaliou de la parabole,
X, y les coordonnées du point M, x', y' celles du point M', F étant le foyer, calculons le secteur MFM'. On a, comme on sait par les éléments,
OMP=:^.rj,
OM'P'=^x'x',
et par conséquent
S = MFM' :-^ I ^' r' - I xr - PMF - F M' F = § ix'r' - xr) - ^^^ ' "^^ - -"^-'-^ — ■-
; Ix' y' — xy) 4-
Mais on a
par consé^juent
y' ■— 1 {âx', y ^ ■?. \/ax.
-^ = x' ^x' — X ^x + 'ia f v'j:' — sjx) = {\fx' — \Jx) {x' -^ x + yjxx' + 3a).
.e second membre s'exprime élégamment, comme l'a montré Lambert, en fonction
;mil DEUXIÈME l'ARTlK. — CALCUL INTÉGRAL.
de la somme p + p' des rayons vecteurs MF, M' F cl de la corde MM' que nous désignerons par (7.
On a
p = rt + X, rj :^ n — X, .
(5) p -+- p' = art + .r -h x' ,
[6) (7' = {y— y' ? + [x—x' )= = 4a ( \j~x — s/x'Y + (x - x'Y= ip + p' )'— 4 (" -+- \/-x^' ;'• Les équations f .')) et (6) vont nous fournir les valeurs de x et de x'. Posons
les équations (f)) et (6) deviendront
X -\- x' = m + 11 — 2«, a + v'^a:' =: \/mii
On en déduit
par conséquent
•.\/'x' — V'^.-)' — Hi + H — 2 yZ/nn — (^m — y/raj";
-= := (v^ — \/n) f(V'» — V"" J' + 3 s/mn\ = (y/w — \/n) (m + « + v'w/t)
et enfin
c'est le théorème de Lambert.
388. Folium de Descaries. — L'équation du folium de Descartes est
x^ — Zaxy -\- r' = ".
et en coordonnées polaires
3rt sinw cosw cos'u + sin^oj
J^ -^ J (COS'W
sin't.) cos'w dbi
tan g' 6) — ~ cos'w
(i-t- lang'o))^
et, en posant i -i- taug-'c) = z,
La boucle du folium s'obtiendra en faisant varier w de zéro k-î et par conséquent z
de l'unité à l'infini. La surface de cette boucle est par conséquent - a^. 389. Aire de la cyclotcle. — Les équations d'une cycloïde étant
X = a{ii — sin u , y = a{i — CCS u ,
on a
y'dx^=: a'(i — ces m/ du =:^à- sin' - u du.
La surface totale correspondant à un tour entier du cercle générateur s'obtiendra en faisant varier u de zéro à 2n; elle est donc
4 a' I sin' - udu=^ 8a' j sin' - m du = 3-a'.
390. .4tre rfe /a cardioïde. — On a désigné sous le nom de cardioïde la courbe lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d'un point de la circonférence d'un cercle sur ses tangentes. Celte courbe a pour équation, en coordonnées polaires,
p = R + R coso).
R étant le rayon du cercle et le pôle placé au point d'où l'on abaisse les perpendiculaires. La surface totale est
- / p.' dw = - I ( R' -I- aR COSO) ■+- R' cos^o)) rft» :
^ Jo ^ Jo
SttK'
elle est par conséquent la moitié de l'aire de la cycloïde engendrée par un point
du cercle roulant sur une de ses tangentes.
Théorème de Steiiier.
391. Le résultat précédent est un cas très-particulier d'un tbéorème élégant dû à Stcincr.
I. Cale. iiii. l\(j
Lorsqu'une courbe fermée roule sur une de ses tangentes, la roulette engendrée par un point du plan qui se meut avec elle en lui restant invariablement uni a une surface double de celle de la courbe, lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point donné sur les tangentes à la courbe qui roule.
On entend par surface de la roulette engendrée par un point du plan, l'aire comprise entre la courbe décrite par le point, la droite sur laquelle elle roule et les deux rayons vecteurs extrêmes qui, au moment du départ et après une révolution complète, unissent le point décrivant au point de contact de la courbe qui roule.
Soit M le point déerivant dans l'une des positions de la roulette, A le point de contact correspondant. M' le point voisin de M et A' le point de contact correspon-
dant. La distance AA' étant égale, comme on sait, à l'arc. AA, qui dans le roulement s'applique sur elle, le point A, dans le mouvement qui amène M en M', ne se déplace que d'un infiniment petit du second ordre, et l'on peut regarder MM' comme un arc de cercle dont A est le centre et dont l'angle, égal à celui dont la figure a tourné, est l'angle de contingence de AA,. Or la surface élémentaire MAA'M' peut être considérée comme la somme de deux autres
MAM
Quant à M'AA' on peut, en négligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur au premier, le remplacer par MAA,, et la somme des éléments analogues formera évidemment la surface totale S de la courbe qui roule. La surface totale de la roulette telle qu'elle a été définie plus baul est donc *
(8) s+'^frU.
Considérons actuellement la courbe lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point M sur la tangente à la ligne donnée qui, bien entendu cette fois, reste
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fixe. Soient MP, MP' les perpendiculaires abaissées sur les tangentes aux points
infiniment voisins A et A'. En nommant s l'angle de contingence correspondant à l'arc AA', on a, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier,
MPP' = - MP=£,
et en nommant I le point derencontre des tangentes 10)
Mais si l'on nomme X l'aire de la courbe lieu du point P et S l'aire de la courbe AA', on a évidemment
(0) (12) par conséquent
x^Vmpp',
:S+y PIP';
MP
X=S + ^ TaP^e,
et on en déduit en ajoutant
(i5) 2X = S-h^ r(MP'VÂp')£ = SH--^- Cru,
et cette formule, comparée à (8), démontre le théorème de Steiner.
392. La somme i r^i, qui figure dans les expressions (8) et (i5), est la seule
partie des deux surfaces considérées qui varie avec la position du point 31 sur le plan de la courbe donnée à laquelle il est lié. Les lois de variation de cette expression sont fort simples. Elles peuvent se rattacher à une propriété Irès-connue du centre de gravité. Que l'on attribue en effet à chaque élément de la courbe
une densité inversement proportionnelle à son rayon de courbure, de telle sorte
que la masse de l'élément ds soit égale à — -, ou, ce qui revient au même, à l'angle
de contingence s. : la somme 1 r'^s est la somme de ces masses élémentaires multipliées chacune par le carré de la distance au point M; or on sait qu'une telle somme est minima quand le point M est placé au centre de gravité G de l'ensemble des masses, et que la valeur relative à tout autre point M est égale à cette
valeur minima augmentée de la masse totale I s, c'est-à-dire 4", multipliée par le
carré de la distance GM.
Il résulte évidemment de cette remarque que le lieu des points qui sur un plan, dans le roulement d'une courbe donnée, engendrent des roulettes de même aire est un cercle dont le centre engendre la roulette d'aire minima.
Il est aisé de prouver directement que, quelle que soit la forme de la courbe donnée, le lieu des points tels que le lieu des pieds de perpendiculaires abaissées sur les tangentes enferme une aire donnée est un cercle dont le centre est indépendant de la valeur de cette aire.
Soient AHKI la courbe donnée et MP, MP' les perpendiculaires abaissées du
point M sur deux tangentes voisines, l'aire de la courbe PP' est évidemment
£ désignant l'angle des deux perpendiculaires MP, MP', égal à celui des tangentes. Soit 6 l'angle de l'une des tangentes avec l'axe des X, son équation est de la forme
X sinO — fC0s6 -h p = o,
D étant une fonction de Q. Soient « et |S les coordonnées du point M, on a
MP = a sin 9 — (3 ces 9 -+- />, t — dO,
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{asine — ^cosB + pfdO
sin9 cosOdO
la I p
Jf^lTZ fin
pcoii9d0+ / p'dO.
sixiOdQ — 23 / pcosOdO 'o
On a
/ s\n'6de — Tz,
j cos'Ode — i:,
Jet
Jsin0cos9r/9 = o,
et par conséquent l'aire cherchée, considérée comme fonction de a et de /3, est exprimée par un polynôme de second degré, dont les termes du second degré se réduisent à ncr -k- n^- , et en l'égalant à une constante, on aura par conséquent l'équation d'uA cercle.
Théorème de M. Holditch.
393. Si dans une courbe fermée on inscrit une corde de longueur constante c -+- c' , le point qui la divise en deux segments c et c' décrit une courbe dont l'aire est égale à celle de la courbe donnée diminuée du produit ncc', en sorte que l'aire comprise entre les deux courbes, dont l'une est entièrement arbitraire, est exprimée exactement par tt ce'.
Soient AB la corde dans l'une de ses positions et P le point décrivant, de telle sorte que l'on ait AP = c, BP = c'. Soit Q le point d'intersection de la corde avec
sa position infiniment voisine, c'est-à-dire (I, t04) le point de contact avec son enveloppe. Soient [A] l'aire de la courbe donnée, [PJ et [Q] celles des courbes engendrées par les points P et Q, AQ = r, BQ = c -h c' — r.
On a évidemment
(.6) . [A]-[Q]=1 r"rV/S
et aussi
[A]-[Q]=; r^ie + e'-rrde;
d9 désignant l'angle de deux cordes voisines, on en conclut
r-de= {c + c'- i-yde,
et, en supprimant le terme commun,
rdO — {c-\- c'y \ dB, et par suite
rde^TTin-i-c').
Mais on a évidemment aussi
[P]-[Q]=; f^\c-rydô; ■^ «/o
donc, à cause de (i6),
[A] — [P]=-/ iicr~c')d6 = c rdO — r.c',
et, a cause de (17),
[A] — [V] = -Kcic + c' ) — r.c^ = r.cc ,
ce qu'il fallait démontrer.
Longueur d'un arc de courbe.
394. On a donné (I, 118) diverses expressions de la différentielle d'un arc de courbe, chacune d'elles ramène évidemment la détermination de l'arc au calcul d'une intégrale.
Arc d'ellipse. — Soient a et 6 les arcs d'une ellipse dont l'équation est Ji
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On a
, , / b'x" dx /a* — c^x' ils=dx \/ 1 + -, = — \ / 5
V bUi'{à'~x'] a V a-—x^
OU, en posant :; — = — = e-,
e'x' ds ^^dx '
et le calcul de s exige une intégration qu'il est impossible d'effectuer sous forme finie; l'arc d'ellipse, en elïct, dépend de fonctions transcendantes auxquelles on a donné, pour cette raison, le nom ào fonctions elliiniques.
Si l'on pose
j;=:acos9, j = «sino, on trouve
ds' =: dx' + dy' = dvf''{a' ces' 9 + 6^ sin' 9 ),
ou, en adoptant la notation déjà indiquée,
ds^ a d'^ v^i — e' sin'9, a I d(f ^
18 s= a I d(» Ji — e^sin'9,
396. Arc d'hyperbole. — Soit ar y'^ — b^ x'- ^^ — ar b'- l'équation d'une liypcrhole. On en déduit, en posant ^ — ^ — = é-.
re-x' ds = dx ^
et, par conséquent.
le'x^
On satisfait à l'équation
en posant
a ^sino
COS(}> COS
d'où l'on déduit celte seconde expression
ds =■ — ï- \I\P + a' sin^
CCS
(20) *=/ — Y" v^6' + «'sin»<B.
Posons encore
r= - langcp,
c désignant, comme plus haut, la distance du centre au foyer va^ + b^ , on déduira de l'équation de la courbe
V/ I ■ ■ sin^o =: V ' — «' sin'œ ' a' ^ costjj ' ^
et
ds =: ^dx^ -I- (/j' = d(f,
V CCS' 9 V I — ^' sin^ 9
ces' 9 ^i — e''sin'9
Cette intégrale peut être ramenée à deux autres plus simples. On a en effet identiquement, comme on s'en assure par des réductions évidentes,
I — eM , [i — e'
(/(tang9 v'i — p'sin"9) = </9 yi — e'sin»9 + = ^9 — =d<^,
y/i — e'sin'-'9 cos'9 y/i — e'sin'9
et par conséquent, comme b- — a^(e'^— i),
a , , r do a I , — . — —
(21) ,v=-(e^— i)( ^ -■- = - tang9 y 1 — e^ sm^y
** J cos'9 VI — «'' sin'9 *
- i rfo) Vi — e'siii'9 H — I ,
e^ sm^'œ
et si l'on prend les intégrales entre les limites zéro et 9, l'arc commencera au point pour lequel y = o, c'est-à-dire au sommet de la courbe.
Si l'on calcule la perpendiculaire abaissée du centre sur la normale, ou, ce qui revient au même, la distance de l'extrémité de l'arc considéré à la projection du centre sur la tangente, on la trouve égale à
- lang9 ^i — e"sin^9,
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et par conséquent la fliffétencc des deux intégrales qui forment les derniers termes de (21) représente l'excès de l'arc d'hyperbole sur cette portion de la tangente. Si
l'on fait 05 = -, les deux intégrales ont une valeur finie, et leur différence représente, si l'on veut s'exprimer ainsi, l'excès de l'arc infini de l'hyperbole sur son asymptote, le sens précis de cette locution incorrecte étant suffisamment indiqué par le théorème général.
Arc de lemniscate. — L'équation de la lemniscate est
çr = là' C0S2f,).
On a
et, par conséquent.
ds- — dp'' + p' </r,)' = 1 a'
ces ■?.'.)
- r Jw
./ v'cosar,)
le quart du périmètre est représenté par
r r' dM
Jo \/C0S2'»
si' c'est-à-dire (324). en posant 20) = 'f.
a\li fdy _ a ^'U/ _ « ^'(4)
L Cti/r in t. f\n
et l'on voit que le périmètre de la lemniscate peut servir à représenter la transcendante numérique Tijj-
M. Serret a généralisé cette remarque de la manière suivante.
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ds= 2.a sin - u du,
s^ — 4« cos - M + C.
Si l'on fait commencer l'arc s au sommet où u = n, lorsque u augmente de zéro à 7T la différentielle ds est négative; il faut donc changer le signe du résultat, et comme la constante, dans ce cas, est évidemment nulle, on a
S = ift COS - M,
ce qui s'accorde avec le résultat trouvé (I, 20).
401. Arc de cardioïde. — L'équation de la cardioide est (389)
p = « + « COSO).
La différentielle de son arc est par conséquent donnée par la formule
ds' = dp' -+■ f dh9 -r- 4 ce ces' - </o)',
ds ^ 3, a cos — d(jt,
et l'on a
* = 4«sm — h C.
Si l'on compte les arcs à partir du point pour lequel on a w = o. la constante est nulle et l'on a
asm -■
Pour ',) ■= n, on a
et la circonférence totale de la courbe est 8a.
Théorème de Steiner.
402. La longueur totale de la cardioide est égale à celle de la cycloide engendrée par un point du cercle considéré, lorsque celui-ci roule sur une de ses tan-
gentes. La coïncidence n'est pas fortuite, elle est la conséquence nécessaire d'un
théorème élégant dû à Sleiner :
Lorsqu'une courbe quelconque roule sur une de ses tangentes, la longueur de la roulette engendrée par un point du plan lié invariablement à cette courbe est égale à la portion correspondante de la ligne lieu des pieds des perpendicLlaircs abaissées de ce même point sur les tangentes à la courbe mobile.
Soit M la position du point décrivant au moment où la courbe mobile touche en A la droite sur laquelle elle roule. Lorsque le point voisin A' vient par suite du
roulement se placer au contact de la tangente fixe, on peut regarder le point M comme tournant autour de A d'un angle égal à l'angle de contingence de l'arc AA', et l'arc qu'il décrit ei't égal, aux infiniment petits du second ordre près, au produit du rayon AM par cet angle de contingence s; mais si l'on abaisse du point M des perpendiculaires sur les deux tangentes de la courbe supposée fixe, l'élément PP' coupe les tangentes AP, AP' (I, 14j sous un angle égal à MAP. Cet élément PP' a par conséquent pour expression
MA
et il est égal à celui de la roulette décrite par le point M.
Longueur totale d'une courbe fermée.
403. Considérons une courbe fermée quelconque AMM'A, et à partir d'un point fixe A pris sur son contour, l'arc arbitraire AM, la tangente en M et la per-
pendiculaire OP abaissée d'un point fixe 0 sur celte tangente. La longueur AMP, composée de l'arc AM et de la droite MP, est une fonction de la position du point M,
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et lorsque ce point, faisant le tour entier de la courbe, revient à sa première |)Osilion, la portion MP reprenant évidemment sa valeur primitive, l'accroissement total de AMP est égal a la circonférence entière de la courbe considérée. Pour évaluer cette circonférence, il suOll donc d'intégrer la différentielle de AMP égale évidemment à
(i; dÂM-hdUP.
Le ibéorème démontré (1, 21) donne l'expression de ^MP, qui, [)our le déplacement MM' du point M, lorsque MP devient M'P', est
— MM'+PP'cosPF,MP,
et l'expression (i) est égale par conséquent à
ri'cosPF.MP,
c'est-a-dire, évidemment, à l'arc de cercle décrit du point 0 comme centre avec OP pour rayon et compris entre OP et OP'.
Si l'on nomme/» la perpendiculaire OP abaissée du point 0 sur la tangente et £ l'angle de contingence de l'arc M.M', égal évidemment à l'angle P'OP, la différentielle de AMP est d'après cela/js, et la longueur totale de la courbe
jp^,
c'est-à-dire, en nommant p le rayon de courbure.
l^cts,
l'intégration s'étendant au contour entier.
Tliéorhme de Pascal.
404. Les géomètres, en étudiant la rectification des courbes, ont souvent obtenu des relations simples entre des arcs de forme très-di lié rente qui, pris isolément, ne pourraient être rectifiés.
Pascal, le premier, en a donné un exemple très-élégant en démontrant que la longueur de la courbe engendrée par un point attaché à un cercle qui roule est égal à la circonférence d'une certaine ellipse.
L'expression des différentielles des arcs permet de démontrer bien simplement ce théorème de Pascal.
Soit M le point décrivant de la roulette allongée MM', en noiniiiant r le rayon
de cercle, u l'angle dont il a tourné pour parvenir dans la position C, A,, el a la distance MC; les coordonnées a?, et j, du point M' sont évidemment
Xt = ru — a sin u, y\ = /■ — a cos u,
et l'on a, en nommant ds la différentielle de l'arc,
(/«':= dx] -t- dy] = du^ [('' — ncosu)'-h «' sin' m] :={«"+ r'— 2.ar cos u)duou
ds :
r)'— 4«/cos=- a,
■ ^= du i/ [a ■
et en posant u = r. — 2<p
ds=z— 'i.d<^ V(« -t- l'f — 2«/-sin''(p,
et la longueur totale de la courbe est représentée par l'intégrale
(7::- 2/ d(f^{a + !•)'' — ^ar sin''(f.
ce qui (394) représente la circonférence d'une ellipse.
Théorème de Jacques BernouUi.
405. Jacques BernouUi, le premier, a assigné sur une même courbe des arcs non superposables dont l'égalité se démontre sans qu'il soit possible d'évaluer leur longueur commune. C'est par là sans doute que la voie a été ouverte à Fagnano, dont le beau théorème sur les arcs d'ellipse a révélé à Euler le principe fondamental de la grande théorie des fonctions elliptiques.
La courbe considérée par BernouUi est nommée par lui spirale parabolique ; clic
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p = R — sj-ip^M, p et R désignant des lignes données. Si l'on nomme s l'arc de cette spirale, on a
ds^ = da' + p' rfci' — rfp' + p' ' P ~ ^ do--.
I r ri pij^-i
En posant
l'expression de ds devient
et l'arc compris depuis le point correspondant à /5' = o jusqu'à celui qui correspond à p' = / est représenté par
^j;Vy/,.«.- (,.-«:)■,
l'arc compris entre les points correspondant à p' = o et ,o' = — / est représenté par
Ces deux intégrales ont précisément la même valeur, car les deux cléments qui correspondent à des valeurs égales et de signes contraires de a' sont évidemment
égaux. Le point qui correspond à p' = o, c'est-à-dire à p = — > est donc le milieu
de l'arc pour les extrémités duquel on a p' = / et p' = — /, c'est-à-dire p -= h /
et p = /, et l'on peut assigner d'une infinité de manières sur la spirale parabolique des arcs dont l'égalité est démontrée quoiqu'ils ne soient pas superposables.
Théorèmes de Fognano.
406. Dans le tome IX du journal I letterati Italiani , Fagnano proposait aux géomètres le problème suivant :
Trouver sur la courbe dont l'équation est
deux arcs dont la différence soit rectifiabic.
>L>-eVt^
376 DEUXlfîMR PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL.
Aucune solution n'ayant élc donnée dans le terme d'une année qu'il avait assigné, Fagnano publia la sienne en l'accompagnant do plusieurs théorèmes analogues avec l'indication de la méthode qui les lui avait fait découvrir.
Soit une intégrale
Si on la transforme en substituant à x une variable nouvelle z qui lui soit liée par une relation connue, il peut arriver que, toutes réductions faites, <s^[x)dx se transforme tw(!^[z)dz en conservant la même forme, de telle sorte que, par le changement de variables, les limites seules aient été changées; on a alors une équation de la forme
i^{x)dx = I cf(z)dz.
Dans d'autres cas, l'expression o{x) dx se transforme en — 'f (z) dz, et l'on a
(f{x)(!x -+■ I (D{z]dz^zo,
les limites c et rf étant, comme dans le cas précédent, liées a a etl\ b par la formule de transformation.
Si l'intégrale considérée représente un arc de courbe ou l'excès de la longueur d'un tel arc sur celle d'une ligne droite connue, les formules précédentes feront connaître sur cette courbe des arcs égaux ou des arcs à différence reclifiable.
Considérons par exemple l'intégrale
dx
En posant a- — -■- on a
dx dz dz
et par conséquent.
Ç^ dx _ _ r dz _ Ç" dz
Ja \'T+x'' J\ \ll -+- Z' .'■ V^I-f-2'
Fagnano déduit de cette remarque un théorème élégant relatif aux arcs de la
dz 1 dx
ds, — dt. ~
et par conséquent
ds, — dti-h ds — dt = o, .$,— /, + 5 — / = const.
Si donc on prend deux points correspondants A, et A', ayant pour abscisses x,
et -5 et deux autres points Aa et A'j ayant pour abscisses x.^ et —i l'excès do la I. C(iU\ iiit. /(8
somme des arcs terminés en A, et en A', sur celle des tangentes correspondantes est égal à l'excès analogue relatif aux points A^ et A'g. On a donc
OA', + OA,- A, T, - A, T, = OA; -h OA, - A.T, - A;t;,
c'est-à-dire
A', A'j — A, Aj = A, Ti + A'i ï', — A2 Tj — A'j T'j .
La différence des arcs A', A'^ et A, yij est donc rectifiable, quoique chacun d'eux pris isolément soit représenté par une intégrale que l'on ne sait pas calculer.
La différentielle
dx
\jx — x^ se change en une autre de même forme quand on pose
On a en effet
dx dz
\/x— x' \fz — z^
Fagnano a déduit de cette remarque un théorème fort célèbre qui permet d'assigner des arcs de même longueur sur la courbe nommée lemniscate. La lemniscate a pour équation
x'^ -\- y"- zz^ a \^ 2. ^ X'' — y' .
On peut obtenir les différents points en posant
X =^ a \Ju + H"- , X ^= a VM — «■ .
On a, en adoptant u pour variable,
a du
ds= ^dx''-\- df'
^2 \/u— u' et, en nommant s l'arc compté à partir de l'origine,
f'' a du . ., \Ji Ju — M
LIVRE SECOND. - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS
Si l'on pose
I + Ui
on aura
_ r'+'= du, _ r' du,
Jt y/w, — ^<f Ji — c^u, — i
Mais le second membre représente l'arc de lemniscate compris entre les points qui
correspondent à M = et à m = i. Si donc on considère sur la courbe, qui a la
forme représentée sur la figure, deux arcs OM, AM', terminés aux points M et M'
qui correspondent aux valeurs c et de la variable u, ces arcs auront même
longueur; et un arc quelconque étant donné à partir du point 0, on peut assigner un arc égal porté à partir du point A. Si l'on pose
les points M et M' se confondent et leur position commune divisera en deux parties égales le quart AO de la lemniscate.
La variable adoptée par Fagnano n'est pas celle dont l'emploi est le plus élégant. L'équation de la lemniscate en coordonnées polaires étant
p= a y/2 CCS 2 w,
les points M et M' où se terminent les arcs égaux correspondent aux arcs '<j, et wj qui satisfont à la condition
y/2 COS'.), C0SW2=: — •
408. On doit également à Fagnano un théorème élégant sur la comparaison des arcs d'ellipse.
Si l'on cherche sur un quart d'ellipse un point M tel, que la distance comprise entre ce point et la perpendiculaire OP abaissée du centre sur la tangente soit égale
à une ligne donnée /, on trouvera deux solutions et par conséquent deux points M et M' tels, queMP = M'P' = /.
A et B étant les extrémités des deux axes, on a -
arc BM — arc AM = /.
Pour le démontrer, considérons l'équation de l'ellipse
On a
Si l'on pose MP — /, .r^ + r^ = /■^ on trouve aisément, en prenant r^ pour
inconnue,
;•» ^ /■■-•(rt^ +/>' -f- Z^ )+...= o.
Si donc / j et ri sont les rayons vecteurs de deux points M et M', ou a
/•^ + /i = «'+/»'+ /% et par conséquent
( A ) ^ i\ (h\ H- /-j di\ = / dl.
Or on a, pour une courbe quelconque,
' ds
as =^ r ^ \
'équation (A) peut donc s'écrire
c'est-à-dire
rf/-, dr, ,,
i\ -j- + i\ -T- = dl,
dst -+- ds, = dl,
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dSf et ds^ étant les déplacemenls infiniment petits des points M et M' lorsque / augmente de dl\ mais dt\ et dr^ sont évidemment de signes contraires, et il en est de même de ds^ et ds.^ considérés comme comptés à partir d'une même origine, en sorte que
*, = f/BM, (h,.^ ~ dkW.
donc
</BM - f/AM' = dl,
et en intégrant, comme BM et AM' sont uuls en même temps que /,
BM - AM' = /,
ce qui est le théorème de Fagnano.
Théorème de M. Cliasles.
409. Euler a résolu sur les arcs d'ellipse un problème plus général que celui de Fagnano. Il a donné le moyen d'obtenir une infinité d'arcs dont la différence avec un arc donné quelconque soit reclifiable, sans qu'il soit nécessaire, comme dans le théorème de Fagnano, que les arcs se terminent aux sommets de l'ellipse.
Nous donnerons seulement ici la solution élégante de M. Chasies qui repose sur le lemme suivant :
Deux ellipses homofocales élant données, si par un point de l'une d'elles on mène deux tangentes à l'autre, ces tangentes font des angles .égaux avec la normale au point d'où elles sont issues.
De cette proposition très-aisée à vérifier, M. Chasies déduit le théorème suivant : Si par un point M de l'une des ellipses on mène à l'autre des tangentes MT, MT',
la différence MT + MT' — TT' entre la somme des deux tangentes et l'arc qui sépare leurs points de contact est constante quel que soit le point M.
Pour prouver ce théorème, il suffit de faire voir qu'en substituant au point M le point voisin M, , la différentielle de MT + MT' — TT' est égale à zéro.
Lorsqu'en effet MT devient M, T, et MT', M, T'i , en nommant d l'angle que ces droites forment avec MM,, on a (I, 21)
dWï =MM, cose-TT„ <iMT' = — MM, cos(3 -hT.T',; donc
dMT+ dW T = T, T', - ÏT, = ^Tï',
et par conséquent
(/(MT + MT- TT' =:o.
La différence MT + MT'— ïT' est donc constante, et la différence de l'arc TT' avec tout autre arc compris entre les points de contact des tangentes issues d'un point quelconque de l'ellipse M est par conséquent rectifiable.
Méthode de M. Talbot.
410. M. Talbot a déduit d'une méthode fort simple un grand nombre de formules analogues à celles de Fagnano.
On a, quelle que soit la relation entre x et j,
/ X dr + i fdx ^ xy -\- C, si les deux variables sont liées par une équation symétrique qui donne
9 désignant la même fonction; on a, par conséquent,
I (f,{j-)dx+ I (f{x)dx=:xx-hC,
ce qui donne une relation entre deux intégrales de même forme que souvent on ne saurait exprimer ni l'une ni l'autre sous forme finie.
MM'— NN' =: OP.OQ - OP'.OO
412. On peut, par un procédé semblabi^, trouver une relation entre trois intégrales. Soient x, y, z trois variables liées par une relation symétrique telle que
•*^r=9(2'. xz=(f{j,-), yz = a(x)
On a identiquement
xf dz + yz dx + xz dy = dx) z ;
par conséquent x, y, z, x,, y,, z, désignent deux systèmes de valeurs des variables
xyz — x,x,z,= l (f{x)dx+j ({'{x)dy+l (f{z)dz. Soient, par exemple, les équations
fil
■*-+-/-)- -S = o , xy -\- xz -k- yz =:
On en déduit
l-hx
rz — — - — = olx],
et
Mais on a
et l'équation devient
(f{.v)dx-+- jc»{x)dr+ j<f{z)dz — xxz-hC.
dx = — - )
Mais la seconde des é(iuations (i) donne
par conséquent, en noniiiianl x, y, z, a-,, r,, z, deux systèmes de solution des équalionf (i),
l'intégrale
représente l'arc de l'hyperbole dont l'équation est
xy'=i,
et par conséquent la formule '4j exprime la somme des trois arcs convenablement choisis sur une hyperbole équilatère, et qui isolément ne pourraient pas être calculés.
413. M. Talbot a t'ait connaître d'autres formules, en grand nombre, dans lesquelles une somme de ditï'érentielles, dont aucune n'est intégral.le, peut s'exprimer aisément par la théorie des fonctions symétriques, en permettant ainsi d'évaluer la somme de leurs intéttrales.
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Considérons, pour en donner un exemple, l'équation
x'' — f ;r -f- I = o, et soient x^ et x., ses deux racines. On a
par conséquent
3Ci
Or donc
et
dXi \J ^ + dx., i/-î —- \fv{dxi + dx,).
Xi 4- Xi = V, dx, -h dx2 = dv ;
dx, \/'~^^ + dx, i/'-^^^ = dv v't
ou, en posant Xi = /-, x.^ = u^,
i dt\Ji -!- t''-h I du^fi+~u' = ^{u'+ fy -hC, t^ et u- étant les deux racines de l'équation liées évidemment par la seule relation
et l'intégrale exprimant (406) l'arc de la courbe
Cette équation établit une relation entre deux arcs d'une telle courbe et équivaut, il est aisé de le voir, au théorème de Fagnano démontré (406).
I. Cnlr
/fit.
donne
Ix, + Ix, = o,
donc
et, en intégrant,
dxi dx, ..
dxi dx-,
arc tangx, + arc langxj = const.
conséquence évidente de la relation x, 0:^ = 1, qui montre que la constante est
égaie a -• " 2
415. L'inconvénient de cette méthode est évidemment de faire connaître des théorèmes dont la forme plus ou moins curieuse ou intéressante seuible pioduite par une sorte de hasard, qu'il est aisé néanmoins de diriger dans une certaine mesure.
Supposons, par exemple, que l'on veuille obtenir une propriété de l'arc de parabole représenté par l'intégrale
j dx y/i + x^
Égalons \/i -h x^ k un polynôme entier contenant un paramètre arbitraire, et posons, par exemple,
( Al ) \/ 1 + .r^ = .r' + i>x -t- I .
L'équation est du troisième degré et admet trois racines a?,, ajj.a-j; on a évidemment
dx, ^i + .r J -f- dx, \Ji + xl + dx, \/'i + xl=^\ x^ dx + v\ x dx +\ dx, et par conséquent
{ dx, v/i + a:? -+- i dx, \Ji -\- x\^ I dx,^i + •^s=\'3" + / ''/, ^'^^ '^y.^' Mais l'équation (A) débarrassée du radical est
x' -+■ 2 vx' -!- ( f ^ + I ) .r 4- 2 c = O ;
par conséquent
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y — ^ — — ) >^'=i2C' — 2, y X ax =: 2 c dv, I v\ X dx =^ 17. v'dv = — , \ .r :
On a donc
/ dx, v'i -+■ ^{4- / dxi\J i -\- x\+ l dx, y/i + xl=z— iv + C, 1-' t- */
et il en résulte une relation entre trois arcs de parabole. Si l'on prend en effet deux valeurs ç», et ^2 de v, et que x,, x^, x^ x\, x\, x^ soient les racines correspondantes de (A), on aura
dx \/ 1 -\- X' -+- I dx ^i + x^-h I dx ^i +X'' = i{v, — i',],
relation entre trois arcs de la parabole dont l'équation est '
416. Cherchons ei'ifin une relation entre des arcs d'ellipse, et posons pour cela
L'équation équivaut à
a?' + vx^ ■+• ( — -y — f ' — i] X — f = o,
et, à chaque valeur de i>, correspondent trois racines a?,, x.^, x^. On a évidemment
Mais la théorie des fonctions symétriques donne
> a;' = v' +2, > X (/a; =r V dv, > a: = — f ,
\ rfj; = — rff , -/ X d-^ + / dx:= e' dv,
donc
Tj ./' — «'^Î Tj /i — e'ar' r, Ix — é'x
et en donnant deux valeurs a v et faisant les intégrations entre les racines qui leur
correspondent, on obtient ainsi une relation entre trois arcs d'ellipse.
Si l'on pose plus simplement
/i — e'x^ V-7^^ = "-^' celte équation équivaut à
Soient x^, x\ les valeurs de x'^ que l'on déduit, on a
dx, i/^î ^-4^ -h dx2 V/ ^^ = ''(^1 dx, + x,dx^),
mais évidemment
Xi dXi -f- Xi dx2 ~ -
et .
ce qui donne une relation entre deux arcs d'ellipse dont les points extrêmes ont pour abscisses les valeurs de a?, et x^ correspondant à deux valeurs de v choisies arbitrairement.
ÉVALUATION DES SURFACES COURBES
Surfaces de révolution .
418. La portion d'une surface de révolution comprise entre deux sections perpendiculaires à l'axe est représentée par une intégrale simple. On peut en effet assimiler la surface comprise entre deux cercles parallèles infiniment voisins à un tronc de cône engendré par l'élément de la courbe méridienne tournant autour de l'axe.
Si l'on suppose que l'arc de courbe plane MN situé dans le plan YOX tourne au-
tour de l'axe des X, le tronc de cône engendré par l'élément ds a pour expression
o.Tiy ds, et la surface engendrée par MN est représentée par
2r I yds.
les limites étant telles que tous les éléments de l'arc MN figurent dans l'intégrale.
419. Surface de la sphère. — Considérons la sphère engendrée par la révolulioTi autour de l'axe des X du demi-cercle dont l'équation est
x-'+y-'—Vi\
On a
J, = rf^V/l + (|j)' = f/.*y I+^a-^'^*'
et par conséquent la surface de la zone comprise entre deux sections correspondant aux abscisses a et b est
produit de la circonférence d'un grand cercle par la hauteur de la zone.
420. Surface de l'ellipsoïde de révolution. — Considérons l'ellipsoïde engendre par la révolution autour de l'axe des X de l'ellipse qui a pour équation
a? y" + ¥ X- — a' b\ On a
/ Ti—, b K / a' — {a' ~ b') —
dsz= dx \^ \ -^ — — ^ = —
V «' y ay
dx.
et par conséquent la surface comprise entre les sections qui correspondent aux abscisses p et q est, en posant a- — b^ =: c'^ et - = e,
r.bef la} a} . e
= [xi/ ^ H — -.arc sm -
Si l'on prend pour limites zéro et a, on obtient, pour la surface du demi-ellipsoïde,
, / , arc sin(?\
nab ( y'i — e' H 1 •
421. Sur/ace engendrée par une cycloide. — Les équations cjeia cycloïde sont
On en déduit
x= a{u — sin u),
y 7^ a{l — f.OSU^;.
ds = 2a sin - u du,
et la surface cherchée est
47ra' / (' ~ cost4)sin - udu=^ 87r«' / sin'- udu. Pour avoir la surface engendrée par la demi-cycloïde, il faut faire varier a entre
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1 s'in^ - u du = 2 j sin'tprf<p:
et par conséquent la surface totale engendrée par la cycloïde est -^na
Évaluation (V une surface quelconque .
422. Pour évaluer une surface quelconque, il faut la décomposer en éléments infiniment petits dont la courbure soit négligeable et que l'on puisse par conséquent calculer comme s'ils étaient plans. On doit, dans chaque cas, commencer par projeter le contour-limite- de la surface à évaluer sur un plan qui sera, si l'on veut, celui des XY. La surface de cette projection sera décomposée en éléments infiniment petits. Soit d(A l'un d'entre eux et cIg la portion correspondante de la surface courbe; si 7 est l'angle formé par le plan tangent de da avec le plan des XY. on a
dacosy =; </&>, et par conséquent
, dùi da =
ces y
Si la surface à évaluer est donnée par son équation
= tp(^, j)
, dz dz
on a, en posant ^ = /), ^. = (/'
cosy =
et si l'on prend pour l'élément d'o le rectangle dxdy compris entre deux parallèles à l'axe des X distantes de dy et deux parallèles à l'axe des Y distantes de da-, on aura
d<7 = dx dy y/i -\- p^ -\- gf%
et la surface sera la somme des éléments d<j correspondant à l'intérieur du contourlimite.
On peut, pour sommer les éléments, réunir d'abord ceux qui correspondent à la portion du plan des XY comprise entre deux parallèles à l'axe des X dont les ordonnées sont j et j-i- dy. Cette somme est évidemment exprimée par l'intégrale
simple
dy I dx \l
dans laquelle on prendra pour limites les deux valeurs de x qui, dans l'équation de la courbe qui sert de projection à l'aire cherchée, correspondent à la valeur choisie de j. Le résultat de cette première intégration sera le produit de dy par une fonction ^de la seule variable r, et on devra l'intégrer entre des limites correspondant aux valeurs extrêmes de y.
Soit AMNB la projection de la surface à évaluer, AR, BS les tangentes extrêmes parallèles à l'axe des X, de telle sorte que OR = « et OS = & soient les valeurs
entre lesquelles peut varier Y, l'expression de la surface projetée sur AMPN est, d'après ce qui précède,
dy j dx \Ji
PM
Dans la première intégration relative a ce, y est traité comme constant et les limites sont des fonctions de y; la seconde intégration se fait par rapport à / entre des limites constantes.
On pourrait évidemment renverser les opérations et sommer d'abord les éléments compris entre deux parallèles à l'axe des Y, et faisant pour cela une intégration par rapport à y entre deux limites fonctions de x, puis, à l'aide d'une seconde intégration par rapport à x, réunir les tranches ainsi obtenues, et la surface sera exprimée alors par
J^OH /.QF
dx j dy \/i +p' + q\ OK Jqe
423. Le choix des éléments est entièrement arbitraire. Il est commode quelquefois d'employer des coordonnées polaires et de décomposer la projection
LIVRE SECOND. - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS
considérée en éléments compris entre deux rayons vecteurs faisant entre eux l'angle Jw et deux cercles de rayons p cl p -{-dp décrits de l'origine comme centre. Un tel élément a évidemment pour mesure
p dcù dp;
l'élément correspondant do est
p f/w dp y' I + p'' + ^'.
I.'intégration de ces éléments peut se faire de deux manières. On peut d'abord intégrer par rapport à p en considérant w comme constant et réunir tous les éléments qui correspondent à deux rayons vecteurs infiniment voisins; la somme des tranches ainsi obtenues, dont chacune contient d'j) en facteur, s'obtiendra par une seconde intégration. On peut aussi intégrer d'abord par rapport a w en laissant p constant et obtenir ainsi l'expression d'une zone projetée entre deux cercles infiniment voisins, puis, par une intégration relative à p, obtenir la somme de ces zones.
OA, OB étant les tangentes extrêmes, ',>,, o)., les angles qu'elles forment avec
OX, la surface projetée sur APBQ est ainsi représentée par
•M. /»OQ
'f/w / pdp\/i + p' + q';
w, ^OP
ou encore, en nommant p, et p., les rayons des cercles décrits de l'origine comme centre et tangents à la courbe APBQ,
/ pdp j f/w v'i + p'-hq\
lOP et OQ étant dans le premier cas des fonctions de 'jj, et MOX, NOX dans le second des fonctions de p.
Lorsque la projection de la surface à évaluer comprend le point 0 dans son in-
!• Cale. inl.
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térieur, l'expression change de forme et la surface est évidemment représentée par
R désignant le rayon vecteur qui correspond à l'angle w,-
424. Problème de Viviani. — Soit ABA'B' le grand cercle qui termine un hémisphère. Si sur deux rayons opposés OA et OA' comme diamètres on décrit des
cercles, les cylindres droits ayant ces cercles pour hase détacheront de la demisphère des portions que nous allons évaluer pour démontrer, conformément à un énoncé célèbre de Viviani, que la portion restante, exactement carrable, est égale au carré du diamètre. La portion de surface sphérique projetée sur le cercle dont OA' est le diamètre a pour expression
J(*1 /.DP
^d(à \ prfpy/i 4-/>'4-g'; 0 t/O
Vi -\- p'^ + q'^ , inverse du cosinus de l'angle formé par le plan tangent à la sphère
avec le plan de la figure, est égal à •■ • On a d'ailleurs *^ » ' ® y/R'— p'
OP = Rcos6), et l'intégrale (i) est par conséquent
= 2/ Rf/6)(R— Rsinco)=7rR=— 2R=; Jo
la surface projetée sur les deux cercles est évidemment double, elle est donc 27rR^ — 4R^> et si on la retranche de la demi-sphère, il reste 4R^-
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425. Surface d'un triangle sphérique. — Soient ABY l'intersection d'une sphère
de rayon R ayant l'origine 0 pour centre par le plan des XY, PB un arc de grand
cercle perpendiculaire à AB, et AC un grand cercle passant par les points A et C. Nous allons évaluer le triangle rectangle ABC. Le coté BC se projette sur le rayon OB, et AC sur un arc d'ellipse dont les axes sont R et RcosA, et l'équation
R= R'coB^A La surface du triangle projeté sur AKB est représentée par
J^AOB /»0H /.AOB ^OH Rp
(/w p do ^, + p'+q-== rfo) / -p==, dp .
o JoG Jo JoG V" — P
On a évidemment
et, d'après l'équation de l'ellipse, R' cos'A
OH = R
OG
R' sin'&j + R' cos'A cos't.)
Rp
dp—— Rv^R'— pS
VR' - p' r"" Rp / „ . /n. R'co
cos'A
R'sinojsinA
cos'A cos'w y/i — cos'&jsin'A
.AOB /.OH Rp
/.im Kp C
^^^ siiiwsinA
^i — cos't.) sin'A
lais on a
arc sin{coso sinA) = A,
R' are sin (coso) sinA)J".
et, d'après une propriété connue des triangles sphériques rectangles,
arc sinfcosAOB sinA) = arc sin(cosC) = - — C.
L'intégrale qui représente la surface du triangle se réduit par conséquent à
c'est-à-dire
A+C-t-^-7:)RS
ce qui s'accorde avec l'expression connue. Un triangle quelconque pouvant se partager en deux triangles rectangles, ce cas particulier équivaut évidemment au cas 'général.
Emploi de coordonnées curvilignes .
426. Le choix des variables qui représentent les points d'une surface peut être varié à l'infini. La. surface étant considérée comme connue, il faut, pour y déterminer la position d'un point, assigner les valeurs de deux cordonnées u et v, dont la définition peut être d'ailleurs absolument arbitraire. A chaque valeur de l'une des coordonnées correspond alors sur la surface une ligne déterminée, et le point qui correspond à deux valeurs assignées de m et de t» se trouve ainsi défini par l'intersection de deux lignes. La distance de deux points infiniment voisins est, comme on l'a vu (I, 123), donnée par une formule de la forme
(a) ■ • ds'' = kdiû+i^dudv + Qdv\
A, B, C étant des fonctions de m et de ^ faciles à déterminer dans chaque cas.
Prenons pour élément de la surface le parallélogramme MNM'N' compris entre les courbes qui correspondent aux coordonnées u, u-+- du, v, v + dv, u^iv étant
les coordonnées du point M, et a-l- c?«, (^ + fi?i' celles du point N'; les côtés MN, MM' correspondant, l'un à la variation du de u sans que v varie, l'autre à la variation dv
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de i> sans que u varie. Jls sont représentés, en vertu de la formule (2), par du y/À et dv^C. Le parallélogramme infiniment petit MNM'N'. double du triangle MNN', est par conséquent représenté par
</t = ^AC A< ^A' sinN.
Pour calculer le sinus de l'angle N, menons la diagonale MN', et remarquons que l'on a dans le triangle ^INN'
MN'' — MN'+ NTÏ'' - 2MN NN' cosN.
En remplaçant MN et NN' par leurs valeurs
MN' = A diû 4- C f/c ' — 2 v'AC cos N du dv, et la comparaison avec (2) donne
y/XC cosN = B,
cosN == -^z^ 1 v/AC
sinN = -^ v'Âtr^^BS
v'AC ■
et l'aire dç est par conséquent
(3) f/(7 = </«</cv/AC — B-.
Pour intégrer l'élément d(r, il faudra faire d'abord une intégration par rapport à M, puis par rapport à v, en adoptant des limites qui dépendront de la forme de la ligne qui limite le contour à évaluer.
427. Lorsque l'équation d'une surface est donnée sous la forme
et que l'on Veut prendre p q\. q pour variables, il n'est nullement nécessaire de calculer l'élément ds'^ d'une ligne tracée sur la surface, et l'on peut plus directement obtenir une expression équivalente de l'élément de surface, complètement identique d'ailleurs quand on développe les calculs.
Considérons trois points infiniment voisins correspondant aux valeurs />, y; p + dp, q; p, q + dq des variables. Les valeurs correspondantes de x,y, z seront
dx , dy . dz ,
^+^dp, r+j^dp, z + ^-^dp,
dx , dy , dz ,
^+d^dg, r+j-^dq, z+^dq,
et le triangle formé par les trois points a pour projections sur les trois plans coordonnés
I f dx dy dx dy\ , ,
ï7ld-p)''P'^'i^
2 \(/^ dq dq I [ dy dz dy d
-,df,)dpdq.
2 \ (/p dq dq
1 /dz dx dz dx\ , , 3.\dp dq dq dp) ' ^'
Le triangle lui-même, égal, d'après un théorème bien connu, à la racine carrée de la somme des carrés de ses trois projections, est représenté par
ldx_dy dx dyY Idy dz dy dzV / dz dx dz dxX
2 ' ^ y \dp dq dq dp) \dp dq dq dp) \dp dq ~ dq dp )
Le parallélogramme formé par les quatre lignes infiniment voisines qui correspondent aux valeurs p, p + dp, q, q -\- dq des deux variables est évidemment double de ce triangle, et l'aire d'une portion de la surface est enfin
dx dy dx dy\- ^ dy dz dy dzV' (dz dx dx dy\'
dp dq dq dp) \dp dq dq dp/ \dp dq dq dp
428. Surfaces sphériques. — On détermine très-habituellement les points d'une sphère par l'intersection d'un méridien avec un parallèle. Les deux coordonnées sont alors l'angle (|/ que le méridien correspondant forme avec un méridien fixe et l'angle 0 qui mesure la distance au pôle. On a trouvé (I, 122) dans ce système de coordonnées
ds'> — 'R?[de'-\-sWBd<]f-'), ^
et l'élément de surface compris entre deux parallèles et deux méridiens infiniment
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voisins est par conséquent
Appliquons cette formule à la recherche de l'aire d'un triangle sphérique.
Prenons pour pôle l'un des sommets P du triangle PBC. Soit I l'intersection de BC avec l'équateur, et supposons que le méridien principal, à partir duquel on
compte les angles et qui est arbitraire, coupe l'équateur à un quadrant de distance du point I, l'élément de surface étant
K'ahiOdB d^.
Intégrons d'abord par rapport à Ô, entre les limites indiquées sur la figure, Ô = o, e = PG. On a
J^PG R^ sine de rf^l^ = R' d'],{i — cosPG) = R= d']i{i — sinGK). Q
Telle est l'expression de l'aire infiniment petite comprise dans l'intérieur du triangle entre deux méridiens infiniment voisins PG, PG'. La surface du triangle est par conséquent, en nommant tj/f, l'angle BPA et iJ/„ + P l'angle CPA,
S— i R'J(i;(i — SinGK )=:R'P- I R'rf|sinGK;
mais le triangle rectangle GKI donne
sinGK _ sinIK cosij'
-pr>
sini sinG sinG ' cosG = cosIKsinI = sin| sinl.
En différentiant la seconde de ces équations, on a (8) — sinGc?G = cosi|'Sinlrf4'>
et les deux équations (6) et (8) donnent
sinGK(/'J;=- JG;
la formule (5) devient par conséquent
S=R=P— / R^<^G = R'[P-(7r — B-C)] = R=(P + B-t- C-tt),
ce qui est la formule connue.
429. Surface carrahle sur la sphère. — L'expre.'sion d'une aire spliérique étant
f fvi' sine clOd']>,
on peut toujours effectuer la première intégration, et l'on a
jR' smQde — — R' CCS B + C,
les limites étant deux fonctions de f\i que la courbe qui termine l'aire cherchée fait connaître. En prenant, pour représenter cette courbe, l'équation fort simple
on trouve un résultat remarquable.
Si PA est le méridien principal et PAB un triangle trirectangle, la portion de
courbe comprise dans l'intérieur de ce triangle étant PMB, l'aire comprise entre elje et le côté PB a pour expression
f R'd'^if sinef/6= r'R=f/<];(i-cos|)='^'-RS et si l'on reproduit la même figure dans les quatre triangles trirectangles qui
LIVRE SECOND. - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS. m
forment l'iiémisphcre, l'aire comprise entre les courbes PiMB sera
27rR'— 4R%-
elles laissent donc en dehors d'elles la surface carrable 4R^- C'est sous une autre forme le théorème de Viviani, et il est très-aisé de montrer l'identité de la courbe dont l'équation est 0 = ^ avec celle qui (424) se projette sur l'équaleur suivant un cercle de rayon R.
430. Surface de l'ellipsoïde. — La détermination de la surface de l'ellipsoïde est impossible sous forme finie explicite. On peut seulement effectuer une des deux intégrations auxquelles conduit la méthode générale. Les géomètres sont souvent revenus sur cette question dont nous donnerons plusieurs solutions.
Soit
l'équation d'un ellipsoïde. On peut déterminer les points de la surface par les valeurs de deux variables 5 et ij; telles, que
;c ^-: «sinô cos<\i,
' y= bs'\n9 sirn]',
: = fCOsO.
Ces variables, dans le cas où l'ellipsoïde devient une sphère, coïncident avec celles que nous avions adoptées (428j, et il faut, comme dans le cas de la sphère, pour obtenir tous les poinis de l'ellipsoïde, faire varier 9 de zéro An,et<^ de zéro à 27r. On déduit des équations fio)
itx = a ces 0 CCS 'b (19 — a sin 6 sin ']> d'^ ,
dy = h cos9 sin ij/ dB H- b sinScosiJ; d'}^,
dz =— c&mO dB,
ds^ = dx^ + dj' + dz^ = (/6^(a=cos-5cos^4/ + 6-^ ces' 6 sin-' '1 + c'sin^ô)
+ </(|>'(rt=sin^9sin'4' + 6'sin"9 cos'4')+ -îdQ d']f[{b''— a'] sin 6 ces 9 sin 4< cosi|>)],
et l'élément de surface do est par conséquent
=^ do dp tJ[cos' e {a' coti' 'fi -f- A' sin' ^) -h c'ain'6] »in' 0[a' »in'/.-|- Î'cob'^] — (*'— a')' sin'ffcos'fi sin'^ cos'^,
ou en réduisant
d<7 = abc sin 0 d9 dà
I. Ca/r. i/lt
9 , sin»9 cos^ sin'0 sin'|
et par conséquent la surface totale S est représentée par
'6 siiTôcos'ij; sin'e sin'4^
et l'intégration par rapport a 0 peut aisément s'effectuer.
•431. Si nous adoptons pour coordonnées les paramètres des surfaces homofocales, hyperboloïde à une nappe et hyperboloïde à deux nappes, qui passent par chaque point de rellipsoïde considéré, en adoptant la notation (I, 128),
et par conséquent la surface de l'ellipsoïde peut être représentée par
JJrfprfv(v'-p')y/^^^
et pour représenter le huitième de la surface, il faut étendre les intégrations par rapport à p de zéro à b et par rapport à v de A à c.
Emploi des coordonnées spkériques pour une surface fjuelconrjue.
432. On peut, pour évaluer une surface quelconque, décrire do l'origine des coordonnées comme centre une sphère de rayon égal à l'unité, et la décomposer, comme (428), en éléments dont l'expression générale sera s\i\Q dû d^; en prenant pour élément correspondant de la surface considérée l'élément intercepté sur elle par la pyramide ayant pour sommet l'origine et l'élément sphérique pour base, l'expression de cet élément est évidemment
ces y
y étant l'angle formé par le rayon vecteur p avec la normale à l'élément de surface.
Cette méthode a été employée élégamment à la détermination de l'aire de la surface, lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d'un point fixe sur les plans tangents d'une surface donnée.
On a vu (I, 17) que le plan tangent d'une telle surface est le même en chaque point que celui d'une sphère ayant pour diamètre le rayon vecteur /• mené de
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l'origine au point correspondant de la surface sur les plans tangents de Ia(]uelle on abaisse les perpendiculaires. La fraction -^, qui figure dans l'expression de
la surface élémentaire, peut être, par conséquent, remplacée par le produit /->/-, et l'élément de la surface cherchée est représenté par
p/'sinQ dO d<i^,
5 et d/ désignant les coordonnées angulaires du rayon vecteur p.
Supposons, par exemple, que la surface donnée soit un ellipsoïde ayant pour centre l'origine des coordonnées; en nommant les axes a, h, c et >., [x, v les angles formés par la normale au point dont les coordonnées sont x, y, z, on trouve aisément
pr= y/a* ces' X -f- 6' ces- p. -l- c'cos'v; c'est-à-dire, en introduisant les angles 0 et ^,
pr = \/a* cos'9 -f { 6' sin^-^ + c' cos"]i) sin'O, et l'aire totale de la surface proposée est, par conséquent,
- j sin 9 dO rf| ^a' cos'9 + (b' sin^i); -Te' cos^iji) sin'ë,
Sr:=
c'est-à-dire (430) précisément la surface de l'ellipsoïde dont les axes seraient — »
ac (ib
T- et —
Introduction des rayons de courhnre dans l'expression de la surface.
433. On peut, pour représenter les points d'une surface, adopler les deux angles qui définissent la direclion de la normale en ce point. Menons par l'origine des coordonnées rectangulaires une parallèle à cette normale. Soit 0 l'angle qu'elle forme avec l'axe des Z, et ^ l'angle dièdre formé par le plan des ZX avec le plan conduit par elle et par Taxe des Z. L'élément de la sphère de rayon unité évalué au moyen des angles 5 et 6 est (428) sinS c?5 di^. Le rapport de cet élément à l'élément correspondant de la surface considérée est (L 722) la courbure .t-jt- de cet élé-
UKMit, en nommant R, et R, les deux rayons principaux de la surface. L'élément
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de surface est donc
et la surface totale est représentée par
TTr, Rosine rf&rf|,
la double intégration s'appliquant à toutes les valeurs de 0 et de t|^ qui répondent aux points de l'aire considérée. S'il s'agit d'une surface fermée et convexe, on devra, pour l'avoir tout entière, intégrer entre les limites 0 = o, Q —n, tj^ = o,
ij^ = 271.
434. Appliquons la formule précédente au calcul de la surface totale d'un ellipsoïde.
On a (I, 634), en adoptant les notations habituelles,
[i + jp-hq') rt — «'
L'équation de l'ellipsoïde est
On en déduit
ci' IP c'
pz
I P' zr a- & c'
zt
par suite
et
R.Rî
pq zs
Cr C'
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Remarquant que jr, q- et i sont proportionnels à ,',, et --■> on en déduit
io.-i
rt^c' rt'f-'/ \b
ou, en remarquant que
et, comme en nommant /> la dislance du centre au plan tangent, on a
a'o'cM — -{--, — I — »
pi _ ,
et la surface totale S de l'ellipsoïde est représentée par
c'est-à-dire, en remplaçant /j par sa valeur en fonction de Q et de (J;.
sind
„ Jo [«'CCS-
0 +(6'cos^i| + c'sin'ij/jsin'ô]
-^.-JBd^;
et, à cause du partage de l'ellipsoïde en huit parties symétriques :
./(. Jo [«'CCS'
sint
ces' ^1/ -»-c'sin'(l')sin
ded'i
par conséquent
X [a'cos'0 +(6^cos^| -t- c' sin' ij; ) sin^ 9 ]
COS-0 + b's'm^ô)cos'<b +{«=cos'Q + c'sin=Ô)sin"4i
in'0)^J
cos'6+6^sin'e)'(«=cos'9-|-c'sin^S)- {cficos'9+b^sin''e)''{n'cos'9+c^si la surface S est donc exprimée par la somme de deux intégrales simples, et l'on a
la^b'c' l
Jo («
Jo («'
cos- ô-hb-shVOy(a' cos= 0 -h C sin 6 )
sine</e
ces' 0 + i>' sin' 9 f ( «= ces' 9 + C sin= 9 )'
Théorème de Gauss.
435. Considérons une surface fermée de forme quelconque et un point 0 situé dans son intérieur. Un cône infiniment petit ayant son sommet en 0 et dont l'angle mesuré par la surface interceptée sur la sphère concentrique de rayon unité est représenté par Joj, interceptera sur la surface un élément da mesuré par la formule évidente
drs =: == t
cosNr
où r désigne la distance du sommet 0 à l'élément dG et NR l'angle formé par les génératrices du cône avec la normale a da. On en déduit
, d(j cosN V
et comme la somme des angles d<j\ étendue à la sphère entière du rayon unité est
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égale à [\n, on a
(1(7 COSN/"
/(la co
l'intégration s'étendant à tous les éléments de la surface.
Le ihéoi'cmc ne souffre aucune exception. Si le cône prolongé du môme côté du sommet 0 coupe la surface en plus d'un point, le nombre dos intersections sera nécessairement impair et les cléments correspondants de l'intégrale, égaux alternativement à d'j> et à —d'j), auront toujours, dans l'intérieur d'un même cône élémentaire, une somme égale à riw.
4-3G. Lorsque le point 0 est extérieur à la surface fermée, l'intégrale qui forme le premier meuibre de (A) se réduit à zéro; le cône d'ouverture dw coupe eu effet dans ce cas la surface un nombre pair de fois, et les éléments correspondants de l'intégrale étant alternativement — d<ji et + r/oi, leur somme est égale à zéro et l'on a
437. Considérons par exemple un ellipsoïde dont les axes sont a, b, c, et soient a, |5, 7 un point quelconque extérieur ou intérieur, on a, en adoptant les notations du n° 430,
rt6csin5 dO d'if I /
''cos^ô sin^ôcos'ij;
sin'ô sin'ij/ h'
Les cosinus des angles formés par la normale avec les axes sont
sinôcos'^
sindsin4'
/ces'
0 sin'0cos'4' sin'9 sin'di ces 6
cos'9 sin'Qcos^il' sin^Ô sin'd/
br
et les cosinus des angles formés par le rayon r avec les axes
i08 DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL LNTÉGUAL.
On a par conséquent
cosNr= — — cos6cos4>
■^ "^^ sinôsin^' H ;-7^ cos6 )?
br ^ VI
et par conséquent, eu ayant égard aux valeurs de x,y, z (430), l'intégrale
•TT /» 27r
est égale à zéro ou à liu, suivant que le point dont a, (i, 7 sont les coordonnées est situé à l'extérieur ou à l'intérieur de l'ellipsoïde.
DÉTERMINATION DES VOLUMES
Décomposition en cylindres infiniment petits.
^38. La riK'thode la plus souvent employée pour évaluer un volume consiste a le décomposer en tranches par des plans parallèles intiniinent voisins et à obtenir ensuite par une intégration la somme de ces tranches, dont chacune peut êtie assimilée à un cylindre ayant pour base l'aire de la section et pour hauteur la distance infiniment petite des plans parallèles. Le choix des sections étant arbitraire, on devra, dans chaque cas, les choisir de manière à rendre aussi facile qu'il se pourra l'évaluation de chacune d'elles et ne la calculer par une intégration que lorsqu'il ne semblera pas possible d'en apercevoir immédiatement l'expression.
S'il s'agit par exemple d'un solide de révolution, on adoptera des sections perpendiculaires à l'axe qui sont des cercles dont l'expression s'obtiendra immédiatement. Supposons qu'une courbe donnée située dans le plan des XY tourne autour de l'axe des X, le plan perpendiculaire à l'axe situé à la distance X coupe le volume suivant un cercle de rayon y dont la surface est ny'; le cylindre compris enire cette section et la section infiniment voisine a donc pour expression
■ny'' dx,
et le volume compris entre les deux sections qui correspondent aux abscisses a et b est
■K f y' dx.
Considérons l'ellipsoïde dont l'équation est
Le plan parallèle ii celui des YZ mené à la distance X le coupe suivant une ellipse
\. Cuir. int. 52
flont les axes sont ^ \/i— fi et c y i— ^ et la surface
dx.
Le volume entier est donc représenté par l'intégrale
Tibc ( I ^ j rfji- = - nabc.
440. Soit à évaluer le volume d'un conoide. On nomme comme on sait conoide la surface engendrée par une droite parallèle à un plan fixe qui rencontre constamment une droite donnée et une courbe donnée que nous supposerons fermée. Cherchons la portion de volume comprise entre la courbe directrice qui sert de base et la portion de directrice rectiligne sur laquelle les génératrices vont se rejoindre deux à deux. Les plans parallèles au plan directeur coupent évidemment un tel
volume suivant des triangles, et si l'on nomme T le triangle correspondant au plan dont l'ordonnée est z, l'expression du volume est
Idz.
Supposons le plan de la base parallèle à la directrice rectiligne, et soit 7 l'angle qu'il forme avec le plan directeur, c la corde AB interceptée sur la base par le plan sécant dont l'ordonnée est z, p la hauteur du conoide, h celle du triangle ABQ dont c est la base et i enfin la distance de la corde c à la corde infiniment voisine déterminée par le plan sécant dont l'ordonnée est s + dz, on aura
smy
. dz := E siny,
et par conséquent
r = - cA = — ~ , 2 2 smy
T dz =. - cpt,
J'ïdz = lpjc:,
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et comme jce est évidemment la surface de la base, on voit qu'un conoide dont
la directrice est parallèle au plan de la base a pour mesure le produit de sa base par la moitié de sa hauteur.
441. Considérons enfin le volume défini de la manière suivante : ABC, A'B'C sont deux triangles quelconques situés dans des plans parallèles; par les quatre côtés de chacun des quadrilatères ABA'B', ACA'C, BCB'C on fait passer un paraboloïde hyperbolique. Ces paraboloïdes et les deux triangles servent de faces au volume considéré. Prenons pour plan des XY celui du triangle ABC, les plans
parallèles aux doux bases ABC, A'B'C étant parallèles à deux génératrices de chaque paraboloide les couperont suivant des lignes droites et par conséquent donneront pour sections des triangles. Si l'on nomme T la surface de celui qui correspond à la section dont l'ordonnée est s et h la hauteur du solide, c'est-à-dire la dTslance des deux bases parallèles, le volume clierché a pour expression
Tdz.
I.e triangle T, étant parallèle au plan des XY, se projette en vraie grandeur sur ce plan, et comme les équations des droites A A', CC, BB' sont du premier degré, les coordonnées des trois sommets sont des fonctions du premier degré de z; la surface du triangle est donc elle-même, d'après la formule bien connue (|ui la représente, une fonction de la forme
Az' -i- A' z -h A",
A, A' et A" étant trois constantes, le volume est représenté par l'intégrale d'un trinôme entier du second degré. La formule donnée (367) comme exprimant approximativement sa valeur est donc dans ce cas rigoureusement exacte, et si l'on nomme
B, b, M les surfaces des deux sections extrêmes et de la section faite par un plan équidistant des deux bases, on aura
442. Le résultat précédent peut être généralisé. Considérons sur le plan des XY un polygone quelconque P et par chacun de ses sommets une ligne droite. Si nous coupons le faisceau de droites par un plan parallèle à celui des XY, nous obtiendrons les sommets d'un polygone de même nombre de côtés que P. Recouvrons, comme dans le cas précédent, par des paraboloides hyperboliques chacun des quadrilatères dont les côtés opposés sont les côtés correspondants des deux polygones, le volume enfermé entre eux et les surfaces des deux polygones pourra s'évaluer par une formule identique à celle qui termine le paragraphe précédent. La surface de la section faite par un plan parallèle aux bases et mené à la distance z de l'une d'elles sera encore en effet une fonction entière et du second degré de z, et c'est sur celte circonstance seule que reposait la démonstration qui s'applique à tous les cas pour lesquels elle se présente. Le polygone P pouvant avoir un nombre quelconque de côtés peut évidemment être remplacé par une courbe fermée quelconque, et l'on peut énoncer le théorème suivant :
Si une surface réglée est telle, que deux plans parallèles la coupent suivant deux courbes fermées de surfaces ^ et b et que la section faite à égale distance de chacune d'elles ait pour surface M, le volume compris entre la surface et les deux bases B et b, dont la distance est h, a pour expression
443. La démonstration de la formule précédente suppose seulement qfie la section parallèle à la base et menée à la distance z soit une fonction entière et du second degré de s, et celle condition est remplie dans un grand nombre de cas, lorsque le volume est compris par exemple entr(! une surface quelconque du second degré et deux sections parallèles de forme elliptique; la mesure d'un tel volume est donc le sixième du produit de la hauteur par la somme de ses deux bases ajoutée à quatre fois la section faite à égale dislance de chacune d'elles.
Emploi d'une double intégration.
444. La décomposition d'un volume en cylindres infiniment minces à bases parallèles peut s'appliquer à tous les cas, mais il arrive le plus ordinairement que l'expression de la section qui sert de base à l'un de ces cylindres, au lieu d'être connue à priori, doit elle-même être déterminée par une intégration préalable. Le calcul du volume exige alors deux intégrations successives, et son expression est une intégrale double. Considérons le volume compris dans l'intérieur d'un cylindre parallèle à l'axe des Z, entre le plan des XY qui lui sert de base et une surface connue qui remplace l'autre base. Les plans parallèles à celui des ZY détermine-
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ront dans un tel volume des sections terminées par trois droites et un arc de courbe. Si B désigne la surface de l'un de ces quadrilatères formant la section dont
l'abscisse est .r, le volume considéré a pour expression
\ = fBdx,
l'intégrale étant prise entre les abscisses extrêmes a et b de la courbe qui sert de base au cylindre. La surface B est une aire plane QPMN qui s'obtiendra elle-même il l'aide d'une intégration, ti l'équation de la surface qui termine le volume est
Z=:(fl{x, r).
Cette équation, si l'on y considère .r comme constant, représente la courbe qui limite la section B, et l'on a, en nommant jo et j, les deux valeurs de y représentées sur la figure par IP et IQ et qui se déduisent de l'équation de la courbe de base :
On en conclut
B= I ' zdy.
^dx^i dx zdy.
Il tJ a Jy„
L'ordre dans lequel se succèdent les opérations est indiqué par la démonstration même. On doit d'abord intégrer zdy par rapport à y en y considérant x comme constant et entre les limites v„ et y, qui sont fonctions de x; le résultat de cette première opération est une fonction de x que l'on doit multiplier par dx pour l'intégrer ensuite entre les limites constantes a et h.
L'expression du volume, que l'on écrit souvent
z dx dy.
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peut être considérée sous un autre point de vue qu'il importe de connaître. On peut regarder le produit zdxdj comme l'expression générale de l'un des éléments dont la somme forme le volume cherché, zdxdy est en eft'et, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au second, la portion du volume cherché détachée par un parallélipipède parallèle à l'axe des z ayant pour base le rectangle infiniment petit dxdy, dont les côtés dx et dy sont respectivement parallèles à l'axe des X et à l'axe des Y. Le volume total est la somme des parallélipipèdes analogues dont les bases composent la base donnée du cylindre. On peut, pour faire cette sommation, réunir d'abord tous les parallélipipèdes compris entre deux plans infiniment voisins parallèles à ZY et ayant pour abscisses x et x + dx. Celte première somme, qui constitue la tranche cylindrique considérée dans la démonstration précédente, est
dx I z dy,
les limites étant données par les valeurs extrêmes de y qui correspondent à l'abscisse x\ pour faire la somme de ces tranches, on intégrera" ce premier résultat entre deux limites constantes représentant les valeurs extrêmes de x, et l'on retrouve ainsi la formule
V=: f'dxr'zdf.
446. Lorsque la base du cylindre et la surface qui le termine prennent des formes plus compliquées, la formule précédente doit être quelquefois modifiée. Nos démonstrations sujtposent en effet qu'à chaque abscisse x correspondent deux points seulement de la base. Si, par exemple, une parallèle à l'axe des Y coupe la base du cylindre en quatre points P, Q, R, S ayant pour ordonnées j',, jj, J3, j,,
il faudra, pour obtenir tous les éléments de la somme cherchée, faire deux intégrations; la première de y, à jj» la seconde de ^3 à j,. Si l'on avait six intersections, il y aurait trois intégrations à faire et ainsi de suite.
447. La détermination d'un volume de forme quelconque est implicitenieiil comprise dans ce qui précède. Quelle que soit en effet la forme de la surface limite dont nous supposons l'équation connue par rapport à trois axes rectangulaires, on
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commencera par déterminer le cylindre circonscrit parallèle à l'axe des Z et dont la base sur le plan des XY nous fera connaître la portion de ce plan sur laquelle se projette le volume cherché qui deviendra la différence de deux des cylindres dont nous avons étudié l'expression. L'équation de la surface étant
les points de contact avec le cylindre circonscrit sont ceux pour lesquels la normale étant perpendiculaire à l'axe des z, on a
(IF dz
L'élimination de z entre les équations (ij et (2) donnera l'équation du con tour apparent qui sert de base aux deux cylindres dont la différence est le volume cherché. En nommant z^ et s, les valeurs de z qui correspondent aux coordonnées X et y, on a évidemment
V= fdx Çdyiz.-
les limites étant déterminées d'après la forme du contour apparent, comme il a été dit (443).
Si les parallèles à l'axe <les z coupaient en plus de deux points la surface qui limite le volume, les intersections seraient toujours en nombre pair. Soient z,, z^, :;,, z^, z^, ï„ leurs ordonnées, l'élément de volume serait alors
{Zf, — Zi -\- z, — z^ -\- Zt — z.) dx dy,
et l'intégration se ferait de la même manière que dans le cas précédent.
448. Le choix des surfaces élémentaires dans lesquelles on décompose la projection du volume sur le plan des XY est entièrement arbitraire, et les éléments rectangulaires dxdy peuvent être remplacés par d'autres qui, dans certains cas, donneront lieu à des calculs plus simples.
Il est souvent commode par exemple d'employer des coordonnées polaires. En menant par l'origine dans le plan des XY une série de rayons vecteurs coupés orthogonalement par une série de cercles, l'élément infiniment petit compris entre les rayons vecteurs correspondant aux angles w et w + </w et les cercles correspondant aux angles p + dp a pour surface
p rfw </p.
Le volume du parallélipipècle dont il est la base est donc
z,) p do) dp.
Eli nommant z.^ et z, les ordonnées des deux points où la parallèle à l'axe des Z menée par un point de cet élément j'encontre la surface qui limite le volume, on intégrera l'expression (3) par rapport à p en considérant w comme constant et entre deux limites qui seront les valeurs de p qui, dans l'équalion de la courbe limite, correspondent à la valeur considérée de w. On obtiendra ainsi
do) 1 [Zj —
z,)pdp,
et cette expression, qui ne contient que la variable oj, sera intégrée enire deux limites constantes qui sont les valeurs extrêmes de cet angle.
449. Considérons, pour y appliquer lainélbode précédente, le volume détacbé dans une sphère par un cylindre droit ayant pour base un petit cercle décrit sur l'un des rayons comme diamètre.
Soit 0 le centre de la sphère et OB le rayon qui sert de diamètre au cercle de
base du cylindre dont nous prendrons le plan pour celui desXY. L'élément pdr,) dp est évidemment la base d'un parallélipipède dont la portion comprise dans la sphère a pour hauteur 2 y'R^— p^ et l'élément du volume cherché est par conséquent
Intégrons d'abord par rapport à p. Si w désigne l'angle du rayon vecteur avec le diamètre OA, les limites seront évidemment o et Rcosoj; on a donc pour la partie du volume cherché qui se projette sur le secteur POP' :
XR COS M r- „ jl -I R COS II 2
v'R'-p'pt/p = û?« - -(R'_p')' =-(R'-R^sin'«)</w.
R'sin'w remplace ici (VR' — R^cos^w)^ et doit être pris en valeur absolue.
LIVRE SKCOND. - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS
Lors donc que pour trouver tous les éléments nous ferons varier w de '■»-+- -,
sin*w devra être changé de signe dans les parties de l'intégrale pour lesquelles o) est négatif; mais on peut se dispenser d'avoir égard à cette remarque, en intégrant entre les limites o et -, ce qui donne évidemment la moitié du volume cherché, que l'on doublera ensuite. Le volume V est donc
V=| / (R'— R'sin=w)rfw=:|;rR' R'
Si l'on considère un second cylindre égal au précédent et de même direction, ayant pour base le cercle décrit sur le rayon OB' prolongement de OB, comme diamètre, le volume des deux cylindres réunis sera
et ce qui reste de la sphère quand on les enlève est par conséquent
Emploi des coordonnées polaires.
450. Supposons que l'on adopte, pour représenter la position d'un point, les trois coordonnées polaires p, 6 et ij'. dont nous avons fait plusieurs fois usage.
OX, OY, OZ étant trois axes rectangulaires, la coordonnée p est la distance OM du point considéré à l'origine, 6 l'angle de OM avec l'axe des Z, et <]/ l'angle dièdre du plan MOZ avec ZOX.
Pour évaluer un volume dont la surface est rapportée à ce système de coordonnées, il convient de le décomposer on éléments infiniment petits compris entre deux sphères lieux des points correspondant aux rayons p -+- dp, deux plans lieux des points correspondant aux angles i|/ et (]; + d<\i, et deux cônes lieux des points
Cn/c hit
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correspondant aux angles ô et ô -h d6. Cet élément, dont les faces se coupent deux à deux à angles droits, peut être assimilé à un parallélipipède rectangle ayant pour arêtes (I, 121) dp, ps'\nôd<ii et pd9; il a par conséquent pour mesure
p's\n6dpd6d^.
Le volume total est la somme des expressions analogues relatives à tous les volumes élémentaires qui le composent. Nous supposerons, pour faire cette sommation, que deux des coordonnées restant constantes on fasse varier la troisième entre deux limites qui dépendent de la forme du corps et des valeurs attribuées aux deux coordonnées constantes. Si, par exemple, Q et <b restent fixes, ainsi que dd et rfif, les éléments qui répondent aux diverses valeurs de p seront compris dans l'intérieur d'une même pyramide à base rectangulaire, ayant pour sommet l'origine, et leur somme sera
s\n6dB
d']/! I pV/p,
l'intégrale devant être prise entre les limites R, et Rj que fournit, en fonction de 0 et de ij;, l'équation de la surface qui limite le corps. Cette première intégration peut toujours s'effectuer et donne
En faisant varier >|/, 6 restant constant, on obtiendra la portion du corps cornpiise entre deux cônes infiniment voisins, ayant pour angles 6 et 9 + dO; cette portion est
^''fd^iBl-l^:).
les limites de l'intégrale étant les valeurs extrêmes de ^, ^i et ({/j qui dépendent de l'angle 0. Il faudra enfin intégrer, par rapport à 0, entre les valeurs extrêmes 6, et O2 de cet angle, qui sont des constantes, et le volume est
/'"'sine r'^' Je. ^ Ji.
Dans la première intégrale i];,, >]/.,, R, et R2 dépendent de l'angle Ô, qui osl traité comme constant; dans la seconde, d, et û^ sont deux limites constantes.
Lorsque l'origine des coordonnées est située dans l'intérieur du corps, les angles d el i\i peuvent prendre toutes les valeurs, et, pour embrasser toutes les
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(lireclions possibles, p étant supposé essentiellement positif, il faut évidemment faire varier \|> de o à 271 pour obtenir tous les points d'un plan passant par l'axe des Z, puis 5 de o à n seulement, pour que, dans ce plan, le rayon vecteur prenne toutes les positions possibles.
Le volume d'une splière de rayon U, ayant |)oui' centre l'origine, sera, par exemple,
Emploi d un système (laelconquc de cooidvnnées.
451. Si l'on adopte, pour représenter les points de l'espace, les valeurs des trois paramètres a, fi, 7, définis en fonction des coordonnées rectangulaires x, y, z,
à une valeur donnée de l'un des paramètres correspond une surface, et les points se trouvent définis par l'intersection des trois surfaces qui s'y croisent en découpant l'espace en parallélipipèdes infiniment petits. Il faut, pour évaluer un volume, adopter pour élément le parallélipipède infiniment petit compris entre les surfaces correspondant aux valeurs 'y., c/.-\-dot, p, j3 + d^j, 7 et y -h dy des trois paramètres, et dont il faut d'abord trouver l'expression.
Soit MNPQ ce parallélipipède, la face MPQ appartenant à la surface qui répond à la valeur a du premier paramètre, MQN à celle qui correspond à /3, et MNP à
celle qui correspond à 7. Les trois laces opposées correspondent aux valeurs « + da, ft, -H- (/jS, 7 + d'/ des trois paramètres; le parallélipipède étant infiniment petit et la courbure de ses faces insensibles, on peut le traiter comme un parallélipipède à surfaces planes égal évidemment à six fois la pyramide, dont les
sommets sont M, N, P, Q : ces sommets ont pour coordonnées
dx ,
r-lfj-
dz
Z+ -rda.
dx ,„ dp^^'
dz
dx ,
Ty^y'
dy ,
dz dy
da.,
dr
da'
dz d'à
dr
dr
dz
dr
dz
dy'
dy
et par conséquent, d'après une formule bien connue qui exprime le volume d'un tétraèdre en' fonction des coordonnées de ses sommets, l'expression du volume MNPQ est égal à
dx
da
dad^dy dx
dx Ty'
c'est-à-dire (I, 71) au produit de ^ - par le déterminant fonctionnel de x,
y, z, considérés comme fonction de a, /3, y, ou, ce qui revient au même,
à ^P— divisé par le déterminant de a, /3, 7, considérés comme fonctions
de X; y, z. Le parallélipipède égal à six fois le tétraèdre s'obtiendra en supprimant le diviseur 6.
Pour sommer les éléments qui composent un volume donné, il faudra, comme dans le cas précédent, faire varier successivement les trois variables. On intégrera d'abord, par exemple, par rapport à a, en considérant /3 et 7 comme constants, et l'on obtiendra ainsi la portion de l'espace formant un canal infiniment petit, à section quadrangulaire, compris entre les surfaces qui correspondent aux paramètres/3, /3 + c?/3, y, yH-rfy. Les limites de celte première intégration seront deux valeurs de a. exprimées en fonction de j3 et de y Le résultat sera do la forme
d^dy^(Ç,,y).
On intégrera, en second lieu, par rapport à /3, en traitant 7 comme constant, et l'on obtiendra ainsi la portion de volume comprise entre les surfaces correspondant aux valeurs 7, 7-1- (h/; les limites seront des fonctions de 7, et le résultat sera de la forme
dyr.[y).
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On intégrera enfin pour avoir le volume total entre deux limites éj^alos aux valeurs extrêmes de 7, et l'on aura
= Çdxd'^dy
dx dy dz
de de/. do.
dx dy dz
dp" ^' ^'
dx dy dz
dy dy dy
452. Nous indiquerons encore une formule très-générale pour l'évaluation d'une classe nombreuse de volumes.
Considérons sur une surface quelconque un contour fermé dont les points soient définis par deux variables «, /3, liées suivant une loi connue à leurs coordonnées orthogonales x, y, z. Considérons le solide pyramidal ayant pour base cette portion de surface et pour sommet l'origine 0 des coordonnées. Prenons, pour l'évaluer, comme volume élémentaire, la pyramide ayant pour sommet le point 0, et pour base le parallélogramme compris entre les courbes infiniment voisines qui correspondent aux valeurs a, a -i- da., /3, /3 -f- (/jS des variables « et jS. Cette pyramide est, comme il est aisé de le voir, le double du tétraèdre ayant pour sommet le point 0 d'une part, et d'autre part trois points infiniment voisins de la sur-
face, dont les coordonnées sont x, y, z, x
dx j dy ,
-j- dot., Y + -f- dx, dx -^ dx
dx
dz
jôd^; l'expression d'un tel volume est
dadp
dx
Tx'
dy
Tx-
dz
Tx
dx
df
dy
df
dz
en sorte que le volume cherché est
fl?«,
dx dy dz
dx dx dx
dx dy dz
d^" dj' dÇ>'
les intégrations devant s'étendre à toutes les valeurs de « et de |3 qui correspondent à l'intérieur du contour. Si la surface considérée est fermée, on aura le
volume total en étendant les intégrations à toutes les valeurs de a et de /3 qui correspondent à ses divers points.
Introduction de l'élément de surface dans V évaluation des volumes.
453. Gauss a fait connaître une t'orniule remarquable dans laquelle l'expression de l'élément de surface s'introduit utilement dans le calcul d'un volume.
Supposons qu'un volume terminé par une surface quelconque soit projeté sur un plan, sur celui de xy par exemple, et que cette projection soit décomposée en éléments infiniment petits, dont l'un soit cIm. Le prisme parallèle à l'axe des :;, ayant </w pour base, coupera la surface fermée en un nombre pair de points; nommons z, 2,, z.^, z^, z^, z^, 3„ leurs ordonnées; l'élément de volume est
(St — Zi-h Zi — Zi + z-i— z,)do>.
Soient de,, de;.., da, dc^, da„, da^ les éléments interceptés par le prisme sur la surface qui limite le volume considéré, et 7,, 70, 73, 7,, 7;,, 7,, les angles de l'axe des z avec la normale extérieure à ces éléments, on voit aisément que 7,, 73, 7^, qui correspondent aux points où les arêtes pénètrent dans l'intérieur du volume, sont des angles obtus, et que 70, 74, 75 sont obtus; on a donc
(/w = — </o-, cosy, = + ^/o-ïCOsy. = — c? 0-3 00573= -1- (/o-, cosy, = — </(7iCOsys = + (/o-6Cosyc> et l'expression de l'élément de volume devient par suite
Zcrfo'cCOSO-c + Zsf/o-sCOSCTs + Zi (/ct, COS (7, + Z^ dry^ZOSI^ -4- 2-. (/t72COSO-2+ z, (/aiCOSff,,
et la somme de tous les éléments, c'est-à-dire le volume total, est évidemment l'intégrale
i z dacosy,
étendue à tous les éléments da qui composent la surface, 7 désignant toujours, bien entendu, l'angle de la normale extérieure avec l'axe des ;;.
454. L'emploi des coordonnées polaires conduit à une formule analogue. Considérons un volume en dehors duquel soit située l'origine des coordonnées; si de l'origine comme centre on décrit une sphère ayant pour rayon l'unité de longueur, on peut (428) la décomposer en éléments dont l'expression générale est s\n9 dS c?if • La pyramide, qui a pour sommet l'origine et pour base un de ces éléments, coupe la surface qui limite le corps en un nombre pair de points. Supposons, pour fixer les idées, qu'il y en ait six dont les rayons vecteurs soient p,, p., ps-, p*, Pi> f^c; f^'
LIVRE SECOND. - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS
l'on nomme d'7^, dc^, du^, da^, da„, r/c,, les éléments de surfa(!'e interceptés, la portion du volume comprise dans l'intérieur de la pyramide a pour expression
sin9rferf|
P«-P^+PJ-P3+P2-P;).
7i. Va. '/s. 7w V». Vg étant les angles formés par le rayon vecteur avec la normale extérieure à chacun de ces éléments, on aura
</a, cosy, rfffi cos/j du^ cosys rfs-i cosy, da^ cosys
PÎ " 9\ " Po "^ p' ~ p!
i= r--- = sui 9 a9f/'I/,
Pô et par conséquent l'expression devient
T {ped^eCOS'/e. + ps t/o-j cosyi H- ps (/t, cosy, -h pid ffsCOsy^ + p2(/o-2COsy. +p, rfo-, CCS y,),
et b somme des expressions analogues est évidemment
-5 /prfffcosy,
étendue à tous les éléments de de la surface.
Application à l'ellipsoïde. — Considérons l'ellipsoïde représenté par l'équation
En adoptant, pour représenter les points de la surface, les variables p Qi q liées aux coordonnées x, y, z par les équations
d? = rtsinj9Cos</, r = *sin/>sinr/, l'élément de surface est exprimé (430) par
ccosp,
'q sin'/Jsin'Y cos'o
ahc%xnpdpdq y/ '-^^— ■? ^ ^
L'angle de la normale extérieure avec l'axe des z a pour cosinus
cosy :=
cosp
/ z' r' X' /sin'pc
cos'</ sin';>sin'^ ces'/)
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et l'expression du volume
/ zdzcosy devient, par conséquent,
I siïi p cos^ p dp dq := ahc j slnpcos'pdp j dq^=^Tiabc.
455. Cherchons de nouveau, à l'aide de la même formule, l'expression du volume (le l'ellipsoïde, en rapportant les points de la surface aux coordonnées elliptiques de M. Lamé.
L'ellipsoïde ayant pour équation
un point de sa surface sera défini (l, 128) par les paramètres v et p qui satisfont aux équations
et tels que l'on ait |:ji.^ > v^ > p'\
La distance de deux points infiniment voisins étant exprimée (1, i28) sur la surface de l'ellipsoïde par
l'élément de surface est
On a d'ailleurs (I, 128)
~ ces y— ^-
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qui, d'après les valeurs de x, y, z (I, 128), devient
cosy = J>iJ.y/{c'-pn{c^-v'){!^'-c'J
\/{lj.'—v'){lJL'—p')c'b^c'—b') et l'expression de l'élément du volume zd<7 est par conséquent
Il faut, pour avoir le huitième du volume total, intégrer entre les limites o et è pour p, b et c, pour v, et, en égalant le volume à l'expression connue
^T.IJ.SJIJ.''— b^ sj IJ? — c"- ,
on obtient la formule
Jo Jb sl{b'-p')[y'-b') ^ 6
456. L'application de la formule (451) au volume d'un ellipsoïde fournira la valeur d'une autre intégrale double, qui, de même que la précédente, ne serait pas aisée à calculer directement.
En adoptant les mêmes coordonnées orthogonales que dans le calcul précédent et gardant les mêmes notations, l'élément de surface da est encore représenté par la formule
Le produit p cosy, qui dans la formule trouvée (451) multiplie da, est la perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur le plan tangent; elle a pour expression
Ix'' y' a'
et l'on a, en remplaçant x, y, z par leurs valeurs, .
\. Cale, in t. 54
L'élément de volume ^pda est par conséquent
1 dpdv{v^—p')iJ.iiJ(iJ!.'—b'){iJ.'—c')
et le volume de l'ellipsoïde
mais on a
V = î 7T|:x y/p' — 6 Vp' — C ,
et par conséquent
J' I " dp dv = -TT,
CALCUL DE L'ATTRACTION DES CORPS SOLIDES
Loi générale de l' attraction.
457. Nous n'avons pas à exposer ici comment l'attraction mutuelle des corps est devenue l'une des lois les mieux établies de la science; deux molécules matérielles, quelle que soit leur position dans l'univers, exercent l'une sur l'autre une action proportionnelle au produit de leurs masses et inversement proportionnelle au carré de leur distance.
Un corps solide étant décomposé en éléments infiniment petits, chacun d'eux exerce sur une molécule donnée une action connue, et les règles de la statique permettent de les ramener à une force unique; mais les sommations à faire sont évidemment des intégrations, et c'est par là que l'étude de cette question trouve naturellement sa place ici.
Expression des composantes de l' attraction.
458. Rapportons le corps attirant à trois axes de coordonnées x, y, z, et soient a, |S, y les coordonnées du point attiré; l'élément infiniment petit du corps attirant (Ixdydz, en nommant D sa densité, aura pour masse Ddxdydz, et si p. est la masse du corps attiré, la force d'attraction suivant la droite qui joint les deux points, dont les coordonnées sont x, y, z, a, |3, y, est
(,j fHitdxdfdz
(x-<xY+{y-pY+[z-yf
f étant la constante qui représente l'action de l'unité de masse sur l'unité de masse à l'unité de distance.
Les trois composantes de la force (r), parallèlement aux axes de coordonnées,
sont :
[{x-ay+{y-^y+(z-
-yrf
/Df^lr-P)
/Dp.(2-y)
' 2 ) / Y = ^^^^£^ ^ 1 dxdrdz,
z = f^i^i^-y} d,^ drdz.
Pour obtenir les composantes totales A, B, C de l'attraction d'un corps sur la molécule fx, il faut faire la somme de ces composantes en l'étendant à tous les éléments du corps attirant. Pour obtenir les éléments qui correspondent à un parallélipipède formant une ligne parallèle à l'axe des x et compris entre quatre plans respectivement parallèles aux plans des ZX et des YX, il faudra intégrer par rap- ' port à X, en considérant j, z ei dydz comme des constantes, les limites étant des fonctions dey et de z fournies par l'équation de la surface qui limite le corps. On réunira ensuite les composantes relatives aux filets compris entre deux plans parallèles à celui des ZX; et pour cela on intégrera par rapport à Z, on laissant/ et dy constants. Les limites de cette seconde intégration sont fonctions de y et fournies par l'équation de la courbe sur laquelle se projette le corps sur le plan des YZ. Une troisième intégration par rapport à y fournira enfin la composante relative à la somme des tranches qui composent le corps, et cette intégration sera prise entre des limites constantes qui sont les valeurs extrêmes dey correspondant aux plans tangents menés à la surface parallèlement au plan des ZX.
Il va sans dire que l'ordre des intégrations est arbitraire, et l'on pourrait, par exemple, intégrer d'abord par rapport à z, puis par rapport à x, et enfin par rapport à y.
4.59. L'expression des composantes est, d'après ce qui précède,
= Ç c f ZM^IZ") , dxdydz,
J JJ [{x-ccy+ir-^y + iz-yYY
,3, . i'^=fff • -^"^^^--^ -3^^^r^^,
J J J [{x-ay+ir-^r + i^-yyy
. fff JlAl^l) ^dxdydz,
les intégrations pour s'étendre à la masse entière du corps attirant étant prises entre les limites qui ont été indiquées.
Lorsque la densité D est supposée constante, l'une des trois intégrations peut
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s'cif'ectuer dans tous les cas, et les composantes A, B et C dépendent chacune d'une intégrale double. Considérons, par exemple, la composante parallèle à l'axe des X,
A =/Dp f f f ^-^^^^^ , dxdydz,
on a
dx ^= —
\ix — a)-'-^(X- ^Y-\-(z—yYy [(.r-«)' + (,r— P)'+(2 -y)M"
Si donc on suppose que le paraliélipipède parallèle à l'axe des X, dont la base est dydz, coupe la surface qui limite le corps en des points i, a, 3, 4. 5, 6, la portion de l'intégrale relative à ce paraliélipipède sera, en nommant r,, /-j, r,, r^, r^, i\ les distances de ces points d'intersection au point attiré.
dy dz 1 1 ;
\'-, r-, r, l'i r, Vc
c'est-à-dire, on nommant û?7,, dcj^y d'^i^ do^, di-^, da^ les éléments de surface interceptés,
cos N,, X cos N2, X ■ cos(N3, X ces N<, Xj
- ^^' cos(Ns, X) - — cos(N„ X).
(N,, X), (N2, X),... étant les angles que la normale extérieure forme avec la partie positive de l'axe des X; et la composante de l'attraction, parallèlement à l'axe des X, est enfin
da étant l'élément de la surface et r la distance de cet élément au point attiré.
460, L'emploi des coordonnées polaires fournit une autre expression qui sera utile.
Plaçons l'origine au point attiré, et considérons un cône infiniment petit d'angle d'j) ayant son sommet en M et coupant la surface du corps attirant en quatre points, par exemple, (|ue nous nommerons 1, 2, 3, 4- L'action exercée sur le point M, par la portion du corps située dans l'intérieur de ce cône, est évidemment
/Dp. I —J- dr^^fHp. I d(,)dr=z (r,— i\+ r,— i;)dw.
Mais, en nommant </a,, rfc,, dç^, dr:^ les éléments interceptés sur la surface, on
cos(N„R)rfo- , cos(N„R)f/(72 , cosfN^, Rlrfo-s , cos(N„R)rfa, ,
; = — «t>), =aw, ; = — aco, r^— ^ = aw.
r] ri ri r]
La somme décomposée parallèlement à l'axe des x est par conséquent
(5) r'^cos(N,R)cos(R, X),
(N, R) et (R, X) désignant l'angle du rayon vecteur avec la normale extérieure et avec l'axe des X.
461. Quand le point attiré fait partie de la masse attirante, on ne doit rien changer aux formules précédentes. Un facteur infini s'introduit, il est vrai dans ce cas, dans l'expression de certains éléments de l'attraction, mais la somme de ces éléments est négligeable et sans aucune influence sur le résultat.
Considérons en effet un cône d'angle infiniment petit c?w et ayant pour sommet
le point attiré, la portion de cône comprise entre deux sphères de rayons r et
r -{- dr A pour expression
r'ch) dr,
et, en nommant D la densité, son action sur un point de masse y. placé au sommet est
D|a rfo) dr.
Le cône tout eptier, terminé à la sphère du rayon a, exerce donc une action
Da rtfw dr=^ Dij.a dod.
qui devient infiniment petite avec a.
462. Il résulte évidemment de la remarque précédente que lorsqu'un corps de densité finie agit sur un point de sa masse, la portion infiniment voisine du point attiré produit un effet négligeable. En ajoutant en effet les actions produites par les cônes ayant leur sommet au point attiré et formant une sphère de rayon infiniment petit a, on trouverait pour somme l\n(>a. La résultante de ces forces est donc à /or^ion. infiniment petite, et, de quelque manière qu'on les combine, les résultantes partielles le seront également.
Solide de plus grande attraction.
463. L'attraction d'un corps sur un point matériel étant toujours, d'après ce qui précède, d'intensité finie, on peut chercher la forme d'un corps homogène de
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masse donnée, pour laquelle son attraction sur une molécule donnée sera la plus grande possible.
Il est évident d'abord que la surface du corps attirant doit contenir la molécule attirée, car on pourrait sans cela détacher de cette masse un élément et le transporter au contact du point attiré, de manière que son action s'exerçât dans le sens même de la résultante de tous les autres en l'accroissant évidemment plus qu'il ne pourrait le faire dans sa position primitive. On aperçoit également que deux molécules de même masse, placées toutes deux à la surface du corps attirant, doivent exercer sur le point attiré des actions dont la composante, dans le sens de la résultante totale, ait la même valeur. S'il en était autrement, on pourrait accroître la résultante en enlevant la molécule correspondante à la moindre composante pour la transporter sur l'autre, sans changer ainsi la masse totale attirante.
La remarque précédente fournit pour équation de la surface qui limite le solide cherché
... ces 9 I
p étant la distance au point attiré pris pour pôle, Q l'angle du rayon vecteur avec l'axe dirigé suivant la résultante totale, et k une quantité constante.
Cherchons d'abord quelle valeur de k correspond à un volume donné ^na'. Le
volume enfermé dans la surface dont l'équation est (A) a pour expression
TT TT
j j p' sine de d'\i dp = 2t: j p'sindd9dp
cos8)'sm9d6 = -^ttA'.
On doit donc poser
Pour calculer l'action exercée, considérons le volume élémentaire p^sin 5 (/ôrfprftj;- En nommant D la densité, on aura pour expression de son action sur la molécule de masse [j. placée à la distance p
nDsinô dpdOdi\i,
dont la composante dans le sens de l'axe, direction évidente de la résultante, est
fiD cosSsinô dpd6d<\i.
et l'action totale est par conséquent
\ I cos9sin9(/prf 9 </(]>.
En intégrant d'abord par rapport à i|>, puis par rapport à p, enfin par rapport à Q, on trouve
c'est-à-dire, en remplaçant k par sa valeur,
^p.DTray'^.
Telle est la plus grande attraction que puisse exercer sur une molécule de masse /x une masse homogène de densité D et de volume égal à une sphère de rayon a.
attraction d'une sphère.
464. Cherchons l'attraction d'une sphère pleine homogène de rayon R et de densité D sur un point de masse |x situé à la dislance a de son centre. Si le point attiré est situé sur l'axe des X, la composante A, dans le sens de cet axe, est évidemment la seule à calculer, et les deux autres sont nulles à cause de la symétrie. On a trouvé (459)
r désignant la distance de la molécule da de la surface sphérique à la. molécule attirée fx, et XN l'angle de la normale, c'est-à-dire du rayon qui aboutit à l'élément fl?(7, avec la partie positive de l'axe des X. On a
rf(T=R'sin9rf9rfi|/,
cosNX = cos9,
et l'attraction A est par conséquent
t^n, r" r'^^sinÔcosg ,, ,, T,u, r" r^" sin9cos9 ,„,,
A=— aDR= I dQd<h=— u.HK' \ \ -=^dBd<]j,
Jo Jû '■ T r j^^ j^ v'a^+R'— aaRcosô
c'est à-dire, en effectuant l'intégration par rapport à ij;,
■ni., r" sinecos9 ,.
— 27r,aDR= / ~^=r de.
Jo v^fl'-f- R'— 2aR cos9
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J y/a'+R'— aaRcosâ aK «R J V
cos6 "âR~
V^rt'-l-R' — 2aRcos9-
R'— aaRcosO)
L'intégrale prise entre les limites 5 = o, ô = ?: est ^*,5 et l'on a enfin
La sphère pleine liomogène attire par conséquent une molécule extérieure comme si sa masse entière était réunie à son centre.
465. Lorsque le point attiré fait partie de la masse attirante, le résultat précédent n'est plus applicable. Le radical y^a^-f- R*— aatl cos5 représente en effet une distance toujours positive; quand on y suppose 5 = o, il faut, lorsque R est plus grand que a, le remplacer par R — a et non plus par a — R; il en résulte une différence dans le résultat, et la force d'attraction est
— ^7rp.Da.
Elle est indépendante de R, et par conséquent une sphère de rayon R attire un point situé à la distance a de son centre, comme une sphère concentrique de rayon a, et une couche sphérique homogène est sans action sur les points intérieurs.
466. Les résultats précédents peuvent être aisément établis par des considérations géométriques.
Considérons une couche sphérique homogène infiniment mince, que nous regarderons comme une surface attirante, suivant une loi telle, que l'action d'un élément du sur une molécule pi, située à la distance r, soit ^—-7; — Une telle couche
est sans action sur les points intérieurs; il est aisé de le démontrer.
Soit, en effet, 0 la position du point attiré; considérons deux cônes opposés
par le sommet ayant pour angle û?w, c'est-à-dire interceptant une aire d(ù sur la
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sphère do rayon iinilé, décrite du point 0 comme centre; les éléments interceptés sur la surface attirante aux points P cl Q sont respectivement
cos(OP, N) cos(OQ, N)
(OP, N), (OQ, N) désignant les angles formés par les rayons OP et OQ avec les normales à la spht're aux points P et Q; ces angles sont égaux, et les attractions
c"Ôs"(0P7N)' cÔs[OQ, n )
exercées sur le point 0 par les éléments PP', QQ' sont par conséquent égales et se détruisent; toutes les forces d'attraction exercées sur le point 0 se détruisent ainsi deux à deux, et leur résultante est nulle.
Considérons en second lieu l'action de la couche sur un point extérieur situe en 0' ; prenons sur le diamètre CO' un point 0 conjugué de 0', et tel, que CO .CO' = R'-.
Considérons ce point 0 comme sommet d'un cône intiniment petit d'angle </w, et cherchons la composante suivant O'C de l'action exercée sur la molécule de masse /x placée en 0' par la portion PP' de surface sphérique interceptée par ce cône. L'élément PP' est
cosOPC' l'action sur 0', décomposée suivant O'C, est par conséquent
„ JwÔP'cosPO'G cosOPC.O'P
mais les triangles CPO, CPO' sont semblables, les angles OPC, PO'C, sont donc
égaux, et le rap représentée par
égaux, et le rapport T^p est constant et égal à t^; l'action élémentaire est donc
DfA-r=r CO'
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et la somme relative à toutes les valeurs de dh^ est évidemment
Dy
47rR'
La couche sphérique agit donc comme si. elle était concentrée à son centre. Le théorème démontré pour une couche infiniment mince s'étend évidemment à une couche d'épaisseur quelconque et à une sphère pleine.
Attraction d'un ellipsoïde homogène.
Soit
l'équation d'un ellipsoïde homogène de densité égale à l'unité. Si l'on nomme dij l'élément de surface, la composante parallèle à l'axe des x de l'action exercée sur un point de masse [i. est (459)
Mais en posant
x=^ acosp,
f = bsinp cosq,
z = csin^sing,
, I I j . /cos'p sin'pcos» da = abc dp dq s\np 1 / — ~- H —f-^
q sin'/jsin'ç c^
cos(N,X) =
cosp
, /ces'
p sm'pcos^q sin'/jsin'g
et la composante A de l'attraction est par conséquent
(6) f,=bcr r^j'^p^Pdpdq.
J o Ju ^
La même composante est, en vertu de la formule (5) (460),
I , A r r^'if^P / ^[{<x—x)x (5 — r)>- ly — z)z'\ , ,
Supposons actuellement que l'on fasse varier les axes a, h, c eu laissant constantes les différences de leurs carrés a^ — b^, a* — c^, de telle sorte que les sec-
lions principales de l'ellipsoïde conservent les mêmes foyers, le rapport —r- pourra
alors être considéré comme une fonction de a, h, c, ou, si l'on veut, de l'une quelconque de ces variables dont la valeur, d'après notre supposition, détermine les deux autres. L'équation
abc^j^ Jo ar ~ ^P ^
montre que, a, b, c croissant indéfiniment, —r- décroît sans limite, et s'annule
quand a est infini. Posons -T^ = S, et différenlions l'équation (8) après l'avoir
multipliée para; p, q pouvant être traités comme des constantes, car il est permis de comparer, dans les deux intégrales, les éléments qui se rapportent aux mêmes valeurs de ces quantités. On aura donc
(9) adl-^lda=-r T'^^^P^dpdqdr.
Jo Jo
Mais on a
r'=(a — ar)'+(j3— 7)'+(y — z)^ ■
En y considérant x, y, z comme des fonctions de />, de q et de a, et faisant varier a seulement, on a '
rdi'z=:—{a.— x)dx — {<^—y)dy-—[y — z]dz, c'est-à-dire
idr = — {a. — x)cosp da — {l^ — y) smp cosqdb — {y — z) s\np s'mqdc, et, "a cause de ada= bdb :^ cdc,
r dr = — (x — X ) ~ da — i^ — X) -r db — {y — z) - de
et l'équation (9) devient, en remplaçant acos/? par x,
adl+lda = da£ £ ^-^ x (^^ x + ê^ ^ + l^ zj dpdq. Retranchons l'équation (7) multipliée par -t-> nous aurons
la
et le second membre est égal (457) à zéro ou h — ^-^ — » suivant que le point
«, j3, 7 est extérieur ou intérieur.
Considérons d'abord le premier cas. L'équation
prouve que § reste constant lorsque l'ellipsoïde attirant croît ou décroît en conservant des sections principales de mêmes foyers, et, par conséquent, on peut remplacer l'ellipsoïde attirant par un autre dont la surface passe par le point attiré; les deux corps exerceront des actions dont les composantes divisées respectivement par le produit des axes seront les mêmes, et, les deux résultantes dirigées dans le même sens, seront proportionnelles aux masses des deux ellipsoïdes.
Ce théorème remarquable a élé aperçu par Maclaurin, qui l'a démontré seulement dans le cas particulier où le point attiré est situé sur l'un des axes.
Considérons, en second lieu, le cas où le point attiré fait partie de la masse attirante; on a alors
4iTarfrt
dl^-
cûbc
mais
:rt'— A-, C=
k'^ et k'- étant des constantes. En remplaçant b et c par ces valeurs, il vient
et, comme ^ est nul pour une valeur infinie de a,
Ju a'sjd'— k'sjd'—h"
Pour éviter la confusion entre la lettre a, qui sert de limite inférieure et qui est l'axe de l'ellipsoïde attirant, et la lettre par rapport à laquelle on intègre, qui représente les axes successifs des ellipsoïdes liomofocaux, remplaçons cette seconde lettre par u et posons
nous aurons
^__4_7ra
Mais
donc
/.-» =a'—b\ ft'' =a'— <;•' ;
t^dt
et la composante de l'attraction est 47ta6c
nxbc /* '
<2rf/
et par des changements de lettres on obtiendra les deux autres composantes dont l'expression dépend des fonctions elliptiques. On voit cependant que, dans l'intérieur de l'ellipsoïde attirant, les composantes de l'attraction parallèlement aux axes sont proportionnelles aux coordonnées «, /3, y du point attiré, et que les trois intégrales à calculer pour connaître l'action d'un ellipsoïde sur un point de sa masse sont les riiêmes, quel que soit ce point.
Définition du potentiel.
468. Lorsque l'on divise la masse de chaque élément d'un corps par la distance de cet élément à un point fixe, la somme des quotients ainsi obtenus se nomme le potentiel relatif au point Jixe. S'il s'agit d'un corps solide dont l'élément dxdydz ait pour masse Yidxdydz, le potentiel relatif au point dont les coordonnées sont a, /3, 7 est exprimé par l'intégrale triple
(i) y — Ç Ç Ç dxdrdz,
JjJ\/(^-«)'+(r-(3)'+(2-y)^
étendue à la masse entière du corps attirant.
L'étude du potentiel est liée intimement à la théorie de l'attraction et s'y rattache par le théorème suivant :
La dérivée du potentiel Y par rapport à l'une des coordonnées a, |3, 7 dont il dépend est la composante de l'attraction du corps parallèlement à l'axe correspondant.
On a en effet, en différentiant sous le signe d'intégration, ce qui évidemment est permis, puisque les limites sont indépendantes de «,
''" ijJtt-
D{ar — «)
— dx dydz,
ce qui est précisément la composante de l'attraction.
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Le théorème précédent s'applique lors même que le point attiré fait partie de la masse attirante; mais ce cas doit être examiné à part. L'un des éléments de l'intégrale V devenant alors infini, on doit craindre, en effet, en la traitant comme la somme de ses éléments, de rencontrer des résultats inexacts.
Détachons de la masse attirante un solide infiniment petit M,, qui comprenne le point attiré; nonimons V, le potentiel relatif à cette partie du corps, V2 le potentiel relatif à tout le reste de la masse; on aura
et, si l'on partage de même la composante de l'attraction en deux parties A, et A2 relatives à ces deux portions de la masse attirante, on aura
A = A, -t- Aj.
On a sans difficulté
Aj = , - • (la
De plus, A) est infiniment petit et s'annule avec la masse M, ; s'il en est de
même de ~,— i le théorème sera évidemment démontré. Pour faire voir qu'il en est
ainsi, supposons que le solide M,, qui est arbitraire, soit une sphère de rayon r ayant pour centre le point attiré. En nommant p la densité de cette sphère, le potentiel V, est, comme on le calcule aisément, aTTjsr^; si le point attiré subit un déplacement da infiniment petit par rapport à r, on pourra considérer la masse M, comme composée d'une sphère de rayon r — du ayant pour centre le nouveau point attiré, dont le potentiel sera
27rp(/' — da.y^ T.Txpr' — ^Tiprdx,
et d'une couche dont la masse, étant de l'ordre r'^da, et la distance au point attiré égale à r, donnera un potentiel de l'ordre rda. Représentons-le par ^rrfa, k étant fini; la différence des deux potentiels, d\,, est
dVt =^^T.çtrdix -+- hrdx,
et le rapport à doc est infiniment petit avec r. L'équation
, d\, A, = -jdx
équivaut par conséquent à
* A «'V, rfV,
Ai 4- Aj = —j 1 j — î
dot a<x
c'est-à-dire à
La formule précédente, qui se trouve démontrée dans tous les cas, peut être énoncée sous une forme équivalente, dans laquelle n'intervient plus le choix des coordonnées : Si V désigne le potentiel en un point ei V + dy en un point voisin
dy situé à la distance s., — est la composante de r attraction dans le sens de la distance 6.
469. Le théorème précédent permet de calculer l'attraction lorsque le potentiel est connu, ou réciproquement d'obtenir le potentiel quand l'attraction est connue.
Considérons, par exemple, une sphère pleine, de rayon R et de densité D; l'altraction qu'elle exerce sur un point de masse fi situé à la distance a du centre est, en supposant a plus grand que R (464),
et cette attraction est dirigée suivant la ligne qui joint le point au centre Les composantes sont donc, en nommant a, /3, y les coordonnées du point attiré,
De l'équation
on déduit
4 TrR'Df/. a
3 fl' «
_ 4 TiR^Df;. p
_4 TrR'Df/. y
(la oc da j3 da ^y
da a dp a dy a
et la fonction V, dont les dérivées sont égales aux expressions (3), (4), (5), est évidemment
Lorsque la distance est infinie, le potentiel V doit s'annuler; la constante est, par conséquent, égale à zéro, et l'on a enfin
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Lorsque a est moindre que R, l'atlraction, toujours dirigée vers le centre, est égale à
elle a pour composantes :
^■naDix;
— ^TrDfxa, -|7rDp.(3,
qui sont les dérivées de
— 1 7:Dfjt(a'4- (3'+ y^) -V-C = - I TrDf/a' -f- C
Pour déterminer la constante, remarquons que le potentiel relatif au centre est évidemment
0 *" Jo
On a par conséquent
et
(7) V = D^ (îttR»- |7r«=y. •
Si l'on suppose a = R, on a
ce qui s'accorde avec la valeur fournie dans le même cas par la formule (6).
Propriétés du potentiel.
470. On a, quelle que soit la forme et l'hétérogénéité du corps attiré, en désignant par V le potentiel et par a, /3, 7 les coordonnées du point attiré,
pourvu, toutefois, que le point attiré ne fasse pas partie de la masse attirante.
I. Cale. int
De l'équation
oa déduit, en effet, par la différenliation et après des réductions évidentes,
mais on a par définition
il il il
'doc' '^'d^'^ df~°''
dm r
et, comme a, [i, 7, no figurant que dans-» les limites en sont indépendantes, on en conclut
doc' "^ dp' ^ df ~J J J
dm\
û((3' dy
471. Lorsque le point attiré fait partie de la masse attirante, l'équation (8) n'est plus exacte; on a, en nommant D la densité du corps attirant au point où se trouve la molécule attirée.
Décrivons, en effet, autour du point attiré une sphère infiniment petite de rayon r et dont le centre ait pour coordonnées x, y, z, et détachons du corps attirant la masse de densité D contenue dans cette sphère. On pourra partager, comme au § 468, le potentiel V en deux parties V) et Va relatives aux deux parties de la masse, et l'on aura
V, étant le potentiel relatif à la petite sphère et Va celui qui se rapporte au reste du corps. On a (470)
puisque le point dont les coordonnées sont a, p, 7 ne fait pas partie de la masse attirante. D'après les résultats obtenus (469),
V, = D [sTrr'- I n{x, - a)'- (j. - (3)'-(z, - y)'].
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rf'V, rf'V, d'Y
'^=-47rD.
dx' d^'' df En ajoutant les équations (i i), (12) et ayant égard à (10), on obtient l'équation (9).
472. On déduit des équations (8) et (9) un théorème remarquable, dont les conséquences sont considérables.
Si l'on considère une surface fermée quelconque contenant dans son intérieur tout ou partie du corps attirant, que l'on multiplie chaque élément par la composante normale à la surface qui serait exercée sur une molécule de masse-unité placée en ce point, la somme de ces produits, représentée par une intégrale double, est le produit de !\u par la portion de masse attirante située dans l'intérieur de la surface donnée.
L'intégrale triple
étendue au volume intérieur à la surface donnée, est évidemment, en vertu des équations (8) et (9), égale à — 47:M, M étant la portion de masse attirante comprise dans l'espace qui limite les intégrations. Mais chacun des trois termes
placés sous le signe j l I peut être intégré une fois, le premier par "rapport
hx, le deuxième par rapport à j, le troisième par rapport à z, et l'intégrale (1 3) se ramène ainsi à une intégrale double dont la valeur est — ^nM.
On a, en supposant que la parallèle à l'axe des X coupe la surface aux points i, 2, 3, 4.
Mais, en nommant r/c-, ch,, du^, dv^, rfo-, les éléments de surface interceptés par le parallélipipède dont la base est dydz, on a
dfdz = — </(7, cos(N,, X)3=</(7,cos{N2, X) = — rf(73C0s{N3, X) = rfiT, cos(N,, X),
(N,, X), (Nj, X),... étant les angles des normales extérieures avec l'axe des x. D'après ces formules, l'intégrale devient
rfV
la somme s'étendant à tous les éléments de la surface. En transformant de même
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les deux autres termes de (i3), l'expression deviendra
p/o-r^cos(N,X) + ^cos{N, Y] + ^Jcos(N, Z)1,
et, comme le multiplicateur de da est évidemment la composante suivant la normale extérieure de la force dont les composantes sont -j—i -r-i —;-■> la compa-
^ dx dy dz '^
raison de cette formule avec l'expression trouvée — 4"M démontre le théorème énoncé. Si l'on prend poiir direction positive celle de la normale intérieure, les composantes changent de signe, et l'intégrale est !\i:'^\.
On peut, dans l'expression du théorème précédent, désigner la composante sui-
dy vant la normale intérieure (468) par -r-' et écrire
Surfaces de niveau.
4-73. Le potentiel V relatif à un système de masses est une fonction des coordonnées du point attiré, et le lieu des points pour lesquels il a une valeur constante est une surface que l'on nomme surface de niveau. Une surface de niveau est normale en chaque point à la résultante de l'attraction.
L'équation
V=: const.
d'une telle surface donne en effet
dN , dW , d\ ,
-j— dx H — j— dr -\ — — dz = o, dx dy •' dz
et l'on en conclut que la direction de la résultante qui forme avec les axes des
, , ,, . , ,. , . d\ dY d\ ^ j- , • -
angles dont les cosinus sont proportionnels a -t— » -r- , -r-) est perpendiculaire a
celle d'une tangente quelconque de la surface de niveau formant des angles dont les cosinus sont proportionnels à dx, dy, dz.
474. Les surfaces de niveau relatives à l'attraction d'un corps sont des surfaces fermées dont les unes lui sont intérieures, les autres le traversent, et les autres enfin, qui grandissent indéfiniment en s'approchant de la forme sphérique, le contiennent tout entier dans leur intérieur.
Ces surfaces jouissent de propriétés remarquables. Nous rapporterons les plus élégantes et les plus simples qui ont été découvertes par M. Chasies.
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Si l'on suppose sur une surface de niveau la densité en chaque point égale h l'intensité de l'attraction qui serait exercée en ce point sur une molécule de masse unité, on forme une couche infiniment mince de masse finie dont nous allons étudier l'attraction sur les points de l'espace.
La masse d'une telle couche est égale au produit de ^n par la masse de la portion du corps attirant qui lui est intérieure. Cela résulte évidemment du théorème (4-72), dans lequel, par la nature de la surface de niveau, la composante normale de l'attraction se confond avec l'attraction elle-même. Toutes les couches qui enveloppent le corps ont par conséquent même masse.
475. Si de chaque point d'une surface de niveau on fait partir une ligne qui coupe toutes les surfaces à angle droit, et que l'on nomme points correspondants sur deux surfaces ceux où elles sont coupées par une de ces lignes, chaque élément de l'une des couches aura sur toute autre couche un élément correspondant détaché par le canal lieu des courbes orthogonales issues des points de contour qui limite l'élément considéré. Les portions correspondantes de deux couches extérieures au corps attirant ont toujours une même masse, et, lorsque les deux couches comprennent entre elles une portion de la masse attirante, la différence des masses de deux portions correspondantes sur deux couches différentes est égale au produit de 4^ par la portion de masse attirante comprise dans l'intérieur du canal orthogonal aux couches de niveau qui les réunit.
Pour démontrer ce théorème dont le précédent, relatif aux couches extérieures, est évidemment un cas particulier, il suffît d'appliquer le théorème (472) au volume compris entre les deux portions considérées de surface de niveau et le canal qui les réunit. Les forces d'attraction étant, tout le long du canal, tangentes à ses génératrices, les éléments de l'intégrale qui se rapportent à cette portion de la surface sont égaux à zéro, et il ne reste que ceux qui se rapportent aux deux bases dont la somme représente évidemment la différence des masses des portions des couches correspondantes. Cette différence est, d'après le théorème (472), égale au produit de 4^ paï" la portion de masse attirante comprise dans l'intérieur du canal, et à zéro quand les deux couches sont extérieures à la masse attirante.
476. Si l'on divise par4îi la densité de chaque élément des couches définies (474), les énoncés précédents prennent une forme plus simple. La masse de chaque couche est égale à celle de la portion du corps attirant qui lui est intérieure, et les masses des deux portions correspondantes ont pour différence la masse de la portion du corps attirant intérieure au canal qui les réunit.
En adoptant cette modification à la définition des couches, nous pouvons démontrer le théorème suivant:
Une couche quelconque exerce sur les points intérieurs une attraction égale et de
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signe contraire à celle de la portion du corps attirant qui lai est extérieure et sur les points extérieurs une attraction égale à celle de la portion du corps attirant qui lui est intérieure.
Soit en effet C l'une de ces couches et M un point situé dans son intérieur; le
potentiel U relatif à l'action de cette couche sur" le point M est
dm désignant la masse de l'un des éléments de la surface de niveau, en lui supposant une densité égale au produit de 7— par l'attraction -j- exercée par la masse
attirante à laquelle elle se rapporte. Cherchons l'accroissement de ce potentiel U lorsque, le point M restant fixe, la couche C est remplacée par la couche infiniment voisine qui l'enveloppe. 11 faut, pour former U + rfU, remplacer chaque élément dm de la couche par l'élément correspondant de la couche voisine, c'est-à-dire l'accroître (475) de la portion dm, de la masse attirante comprise entre les deux couches. On a par conséquent
dm d ~
d - est égal à -^dr, c'est-à-dire, en nommant dn la distance normale des deux
couches et 9 l'angle du rayon vecteur avec la normale.
ces 9 dn.
On a donc
flfU:
- I — ' — / -:^dmdncos<!f, et, en remplaçant dm par sa valeur — ~ -j-, et remarquant que dY est constant,
rdm
c'est-à-dire (457)
rfU:
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el comme I — '■ est le potentiel de la portion de masse comprise entre les deux
couches de niveau, on en conclut, en nommant U, et Ua les potentiels relatifs à deux couches extérieures au point M,
W étant le potentiel relatif à la portion du corps attirant compris entre les deux couches. Si les couches sont toutes deux extérieures au corps attirant, W est nul et l'on a
et comme U2 et V.^ s'annulent eu même temps quand la couche s'éloigne à l'intini, on en conclut
Le potentiel U, relatif à l'action d'une couche extérieure au corps attirant sur un point de son intérieur est donc égal à V,, quelle que soit la position de ce point, les dérivées par rapport aux coordonnées du point attiré sont par conséquent nulles, et la couche est sans action sur les points qui lui sont intérieurs.
Si l'on considère actuellement deux couches comprenant toutes, deux le point M dans leur intérieur et dont l'une soit extérieure au corps attirant tandis que l'autre en contient une portion seulement, en leur appliquant l'équation (i5) et ayant égard à l'équation (17) qui a lieu pour la première, on aura pour la seconde
et comme V, est indépendant de la position du point M, on en conclut que les dérivées de U, sont égales et de signes contraires à celles de W, et que par conséquent la couche qui coupe le corps attirant exerce sur les points intérieurs une action égale et de signe contraire à celle de la portion de masse attirante qui lui est extérieure.
477. Considérons en second lieu le potentiel U d'une couche par rapport à un point extérieur M.
On a
dm
et en nommant dl] l'accroissement de U lorsque la couche est remplacée par la
couche infiniment voisine extérieure, on trouvera comme (476) et en adoptant la
même notation
„, rdm, dy rocs 9 ,
c'est-à-dire (457)
d'où en intégrant
dV
/dm,
W étarit le potentiel relatif à l'action de la portion de masse comprise entre les couches C, et Cj auxquelles se rapportent les potentiels U, et Uj. Si Cj passe par le point M, on a (476)
w étant le potentiel relatif à l'action de la partie du corps extérieur à la couche C,:
On a donc
V,-W + U, = W', et par conséquent
d'où l'on conclut, en prenant les dérivées par rapport aux coordonnées du point M, que l'action de C, sur le point M est égale à l'action du corps qui est la dérivée de Va diminuée de l'action de la portion comprise entre C, et C,, qui est la dérivée de W, et de l'action de la portion extérieure à C,, qui est celle de W, c'est-àdire enfin à l'action de la portion du corps intérieure à C,.
Principe des images de M. Thomson.
478. Lorsque l'on connaît le potentiel d'un certain système de masses par rapport aux divers points de l'espace, on peut en déduire celui d'un autre système dépendant du premier suivant une loi simple que M. Thomson a indiquée.
Soit P un point appartenant au premier système et m la masse de ce point, le
potentiel relatif au point A contiendra le terme p^- Soit 0 un point fixe, rempla-
çons le point P par un point Q déduit de P par la transformation, dite par rayons vecteurs réciproques, et telle que
OP.OQ = /,',
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k étant une constante, et soit B le point déduit de A par la même transformjition, de telle sorte que l'on ait OA.OB = k- . Le potentiel de la niasse m^ placée en Q
sur le point B est ç-r, mais les triangles semblables OAP, OBQ donnent
Si l'on suppose
on aura
PA QB
m, QB
OA OQ'
m PÀ'
et les deux potentiels seront égaux.
Un système quelconque de masses étant donné, si l'on en déduit par conséquent un autre dans lequel chaque élément du premier soit représenté et ait en quelque sorte son image obtenue suivant la loi indiquée, le potentiel du second système sur le point désigné par B sera égal à celui du premier sur le point A.
479. Appliquons ce principe au cas où le corps attirant donné est une couche sphérique homogène. Une telle couche agit sur les points extérieurs comme si elle était réduite à son centre, et son potentiel, par rapport à ces points, est celui d'une masse égale et qui serait placée au centre; le potentiel de la couche transformée sur le point transformé d'un point extérieur sera donc le même que celui d'une masse placée au point qui est l'image du centre.
Quel que soit le pôle de transformation 0, la surface transformée d'une surface sphérique est, comme on sait, une sphère, mais la couche n'est pas homogène. Soit en effet da un élément de la surface donnée située en P, dont nous supposerons la densité égale à l'unité et la masse par conséquent représentée par da, l'élément correspondant de la masse transformée située en Q a pour' surface
rfo-.OQ^
et la masse, d'après la convention,
OP
rfa.OQ "ÔA"'
A étant le point attiré dans le premier système.
I. Cale. int
La densité, rapport de la masse a l'élément superficiel, est par conséquent, pour la surface transformée,
(•9) Mais
OP
OQ.OA
OP . 00' = /.*, et par conséquent la densité (19) est égale à
OA.OQ'
et en raison inverse du cube de la distance au point 0.
Nous voyons par conséquent qu'une couche sphérique dont la densité est inversement proportionnelle au cube de la distance à un point fixe 0 attire comme une masse concentrée en un point convenablement choisi. Si le centre de transformation 0 est intérieur à la couche donnée, les points extérieurs à cette couche auront pour transformés les points intérieurs à la couche transformée, le centre aura pour transformée un point extérieur; et, par conséquent, une couche sphérique dont la densité en chaque point est inversement proportionnelle au cube de la distance à un point fixe attire les points intérieurs comme le ferait un point matériel isolé placé convenablement en dehors d'elle.
Si le pôle 0 est extérieur à la couche donnée, les points extérieurs à celle-ci auront pour transformés les points extérieurs à la transformée, et le centre se transformera en un point intérieur; par conséquent, une couche sphérique dont la densité est inversement proportionnelle au cube de la distance à un point fixe attire les points extérieurs comme le ferait un point matériel convenablement placé dans son intérieur.
Il n'y a pas lieu de distinguer ici le cas où le point dont la distance règle la densité est intérieur ou extérieur à la couche, car les points intérieurs et extérieurs à une sphère sont, on le sait, conjugués deux à deux de telle sorte que le rapport de leurs distances à un point quelconque de la sphère est constant. La densité inversement proportionnelle au cube de l'une l'est donc aussi au cube de l'autre.
Démonstration directe du théorème précédent.
480. Il serait fort aisé de suivre jusqu'au détail les conséquences de la théorie des images en indiquant avec plus de précision la position des points intérieurs ou extérieurs dont l'attraction peut remplacer celle d'une couche sphérique hétéro-
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gène suivant la loi indiquée. Il sera plus intéressant de traiter la question directement en rapportant la démonstration élégante donnée par M. Thomson lui-même.
Considérons une couche sphérique infiniment mince dont la densité en chaque point soit inversement proportionnelle au cube de la distance au point P, de telle
sorte qu'un élément d<j placé en H ait pour masse -^per' '^ étant une constante, et
que son attraction sur lin point de masse ;jl placé en M soit représentée par
"kfy.da
ph'. hm"
Prenons dans l'intérieur de la couche un point K situé sur la droite MP prolongée et tel, que le produit PK.PM soit égal au produit constant F des segments de deux cordes quelconques de la sphère qui se croisent en P. Pour décomposer la couche en éléments dont les actions sur le point M devront être réunies ensuite, nous procéderons de la manière suivante :
Par le point K menons une droite quelconque qui coupe la surface sphérique en K et en F; joignons EP et FP, ces lignes prolongées couperont la sphère en G et en H, et il est clair que si à EF on substitue un cône d'ouverture infiniment petite rfw, ayant son sommet en K, les points F et E seront remplacés ainsi que G et H par des éléments superficiels. La méthode de M. Thomson consiste à prendre pour action élémentaire celle qui est exercée par les deux éléments G et H; cette action, résultante de deux forces dirigées suivant GM et HM, est toujours dirigée suivant MP, et la sommation relative à toutes les positions du cône EF s'effectue ensuite sans aucun calcul.
Pour évaluer l'action de l'élément H sur le point M, il faut chercher la masse de
cet élément et pour cela multiplier sa surface par la densité =j- L'élément de
PH
surface sphérique intercepté en F sur le cône d'ouverture rfw est évidemment égal
au produit c?'i>.KF divisé par le cosinus de l'angle formé par KF avec le rayon de la sphère, c'est-à-dire à
</mKF'.2R
EF
Mais les éléments F et G étant détachés sur la sphère par un même cône qui a son sommet en P et qui évidemment la coupe à l'entrée et à la sortie sous des angles égaux, la surface de l'élément H est
dmKF\2B. PH^
et l'action de cet élément sur la masse [i placée en M est
fl?w Kf'^R Ph' J_ fjL^ ^* PF PH HM
Les triangles seniblahles PKF, PHM donnent
kf' _ 1 pf' . hm' pm'
On a, de plus,
j^PF PU ~ /.- '
et l'expression de l'attraction suivant HM est
(32) ■■' r PF.
L'action dirigée suivant GM sera de même
et les deux forces que nous devons composer sont entre elles, par conséquent, comme les lignes PF et PE. La similitude des triangles EPK, PMG, HPM, PKF montre d'ailleurs que l'angle EPF est le supplément de HMG. Nous avons donc un triangle PEF dont les côtés PE et PF, proportionnels à nos deux forces, forment un angle supplémentaire de celui de leurs directions. Le troisième côté EF est donc proportionnel à la résultante qui forme avec MH et MG des angles égaux aux deux angles PEF et PFE et est, par conséquent, dirigée suivant MP. La grandeur de cette résultante s'obtiendra en remplaçant dans (22) PF par EF. On obtient ainsi
(lA) lf!xd(ô.2R I .
PM
et pour faire la somme relative à toutes les directions du cône EF autour du point K,
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PM
elle est dirigée vers le point P et inversement proportionnelle au carré de la distance à ce point. La couche attire donc les points extérieurs comme le ferait une masse
AR k
concentrée en P.
Cette masse, il est facile de le démontrer directement, est précisément celle de la couche. Il est impossible d'ailleurs qu'il en soit autrement, car si l'on éloigne à l'infini le point attiré M, toutes les forces agissant dans la même direction, leur résultante est égale à leur somme et doit être représentée par la masse de la couche divisée par le carré de sa distance au point M.
Lorsque le point attiré est intérieur à la couche, on peut reproduire la même démonstration en se servant du même texte avec une figure nouvelle dans laquelle le point P devra être extérieur et le point M intérieur, le produit PM.PK étant alors égal au produit d'une sécante issue du point P par la partie extérieure. L'action représentée par la formule (aS) sera dirigée vers le point P, et la couche pourra être remplacée par une masse concentrée en ce point. Mais cette masse, toujours représentée par l'expression (26), n'est plus égale à celle de la couche; il faut, pour l'obtenir, multiplier celle-ci par un facteur égal à la distance du point P au centre divisée par le rayon de la sphère.
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THÉORIE DES INTÉGRALES MULTIPLES
Définition d'une intégrale multiple.
48t. Nous avons été conduits, par l'évaluation des volumes et par celle des surfaces courbes, à considérer des intégrales qui ont été nommées intégrales doubles et dont le calcul exige deux intégrations successives. Nous allons, dans ce chapitre, étudier ces intégrales indépendamment des problèmes géométriques auxquels elles doivent leur origine et en généraliser la notion analytique en considérant des intégrales d'ordre quelconque, c'est-à-dire dans lesquelles figure un nombre quelconque d'intégrations.
Considérons un nombre quelconque de variables a;,, ir^,..., a;„ indépendantes les unes des autres et assujetties à une ou plusieurs conditions d'inégalité de la forme
(i) ' tpfa;,, X;,. . ., r„)<o, .
analogues à celle qui, dans le cas où le nombre des variables est deux ou trois seulement, leur impose la condition de représenter les coordonnées d'un point intérieur à une certaine courbe ou à une certaine surface. Les systèmes des valeurs accessibles aux variables peuvent être partagés en groupes dont chacun comprenne toutes celles pour lesquelles les variables Xf, x^,..., œ„ sont comprises chacune entre deux valeurs infiniment voisines qui seront pour xi
Xi el Xi •+- dxi.
Si nous multiplions une fonction
par le produit
dxi dx- . . . dx,„
la somme des valeurs de ce produit, étendue à tous les groupes, est l'intégrale multiple
(a) / j ■■■ j F{x„ Xi,. . ., x„}dx,dx2. ■ . dx„,
dont les limites sont définies par l'inégalité (i-).
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On peut d'ailleurs substituer à cette inégalité toute autre condition ou système de conditions indiquant avec précision quelles sont les valeurs qu'il faut accepter pour les variables; la définition reste la même.
482. Pour calculer une intégrale multiple telle que (3), on devra commencer par sommer tous les éléments qui correspondent aux mêmes valeurs do n — 1 variables X2, ajj,..., x„ par exemple, et leur somme
dx, dxi. . . dx„ j F{x,, Xt, . . ., x„) dx^
s'obtiendra par une première intégration dont les limites seront, en général, des fonctions de x.2, X3,..., .r„ que l'on calculera à l'aide de l'inégalité (1) ou des conditions qui la remplacent. L'expression de cette première somme étant obtenue et égale à
t|/(jCj, ar, ,r„) dx, dx,. . . dx,„
on réunira toutes celles qui correspondent aux mêmes valeurs de x^, x,, , x„,
et leur somme
r/xj dx^ . . . dx„ j dxi tl^i Xi, Xi, . . . , x„ ) = dx^ dx, . . . dx„ j dx-, I dx, ç{x,, x„. .., x„ )
s'obtiendra par une intégration prise par rapport à x.^ entre des limites qui dépendent de ajj, a;,,..., x,, seulement. On continuera de même en faisant varier successivement les n variables, et la dernière intégration aura pour limites deux constantes qui sont les valeurs extrêmes de x„ lorsque les n—i autres variables sont entièrement indéterminées.
L'ordre dans lequel les variables a;,, x^,..., x„ sont cboisies dans les intégrations précédentes est absolument arbitraire, et l'on peut, dans le calcul d'une intégrale multiple, cbanger l'ordre des intégrations, pourvu que l'on change en conséquence les limites successives de manière à embrasser, en somme, les mêmes systèmes de valeurs de toutes les variables. La possibilité d'intervertir les intégrations repose sur ce principe évident qu'une somme reste la même quel que soit l'ordre dans lequel on ajoute les parties. Le théorème a pourtant des cas d'exception lorsque certains éléments deviennent infinis, et nous en avons donné un exemple (225).
483. Calculons, d'après les définitions précédentes, l'intégrale
x^" ' dx, dx,. . . dx„.
étendue aux valeurs positives des variables pour lesquelles on a
.r, + .Tî + . . . -4- .r„ ■< I .
Suppo.sons d'abord qu'il n'y ait qu'une variable; on a
(4) /'^•'"'''^' = ^" S'il y a deux variables, l'intégrale est '
dxi 1 x'\'~' x\'~^ dx,.
La première intégration s'effectue immédiatement, et l'expression est ramenée à l'intégrale simple
c'est-à-dire (322)
k, r{A-,-+-/r,+ i) r(/f,-t-/f.4-i) Dans le cas de trois variables, l'intégrale triple est
I x'\'~^dx, I x'!/~* dx, I
'o t/O VO
(6) 1 x*'~'c?a:i I .Tj'-'tiarj / x^'-^ dx.
Il est clair en effet que la somme x,-i- x^-h x^ ne devant pas surpasser l'unité, si dans la première intégration x^ et x^ sont constants, x^ ne peut pas surpasser I — x^ — a?,; dans la seconde, a;, reste constant, et x^ ne doit pas surpasser i — a?, ; la troisième enfin doit s'étendre à toutes les valeurs de a;,, c'est-à-dire de zéro à i.
La première intégration s'effectue de suite, et la formule (6) devient
Pour effectuer l'intégration par rapport à x^, posons
x,=:v{i — Xt ).
j ^c j=~ ' {i — X, — ^Tj )*3 dXi = I c*i~' ( r — f )*' ( I — ar, )*!+*3 </f
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et la formule (7) devient
h-^i)Jo ' ' ' ''^'-7r3r(/r,+ /f3+.) r(/r, + A-,+ A-3+.)
_ T(k,)Tik,]Tih)
La méthode est générale; faisons encore, pour la mettre en évidence, le calcul de
l'intégrale
J^l /» I — .T, pl — X, — Xj /• 1 — X, — X, — X,
x'^'-'dx, x\'-'dx, xl'-'dx, x\'-'dxt.
En effectuant l'intégration par rapport à x^, on transforme cette expression en
(9) Ky-^, r~^^-^.. r-^'-^'x'^i.-x-x.-x.y. ■
Pour effectuer l'intégration par rapport à x^, posons
dx..
Nous aurons
I — .r, — X2— X, )*< rfarj = | c*>~' ( i — f )*i ( i — ;r, — Xj)*»"*"*' (/c
et l'expression (9) devient
Pour effectuer l'intégration par rapport à a^j, on posera
et on aura
*•*' ~ ' ( I — 57, — Xi )*»+*< </a?j = i M*!--' ( I — M )*a+*4 ( j — a;, )*i+*s+^ c?M 0 «/O
et la formule (10) devient T{k,)T{k>)T{k>)
/.-2+/f3+ A-. + i) Jo
I. Cale inl
T{k,)T{k,)T{k,)T{k,) T{k, + h-hk, + k>-i-ï)
On a, en général,
JJ J ' ■■ " ' "■ ""r(/r, + /r. + ...4-/f„+i)
les limites éfant définies par la condition que x,, x., x„ élant positifs satisfont
à l'inégalité
484. La formule précédente comprend l'intégrale plus générale
(i3) C C.-. fx\'--'x'','-'K..xi"-'dx,dx,...dx„,
les limites étant telles que x,, x^,..., x^ étant positifs satisfassent à l'inégalité
(r-(î,)'-—(sr<'-
Que l'on pose en effet les variables «,, Mj,,.., u,„ toutes positives, seront assujetties à l'inégalité
«f + Mj + . . .+ M„<;i;
mais, dans les intégrations que nécessite le calcul de la formule (i3), on peut remplacer a;,, x^,..., x„ respectivement par m,, Mj. ••» "«> et, comme il s'agit à chaque fois d'une intégrale simple, cette substitution ne fait naître aucune difficulté; l'intégrale deviendra
="' ''^ ■ ■ • ""n ... uP' uP' ... uP" du, du,. . . du,,,
P,P2..PnJJ J
c'est-à-dire
(.4) ^ a^«^^'. ^{i)^{fy-'^{pù
p.p,...pn Y(r + 'll+t.' + ...+'^] \ P' P^ PJ
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étendue aux valeurs positives pour lesquelles
(i6) x]-hxl+...-hx^<:'R'-
Elle est égale à
Pour « = 2, elle représente le quart du cercle de rayon R, et l'on a en effet
Rj ^\2 y _ ttR'
Pour « = 3, elle représente le huitième de la sphère de rayon R, et l'on a en effet
R^ ^\ij ttR'
Si l'on veut étendre l'intégrale (i5) à toutes les valeurs de x,, x^,. . ., x,, qui satisfont à l'inégalité (i6), il faut multiplier le résultat précédent par a". Il est aisé de voir en effet que le signe de chaque variable étant assigné, l'intégrale, quelle que soit la combinaison choisie, aura la même valeur; et le nombre des combinaisons est 2".
486. L'intégrale (17) / I ■■• I x'i<-^ x^''-' . . .x^^"-' dx,dx2. ■ . dx„
étendue aux valeurs positives de a?,, x.^,-.-, x„ pour lesquelles
Xi-h X; + . . .+ Xn<^h
est égale (484) à
L'intégrale étendue aux valeurs de x,, x^,..., x,„ dont la somme est comprise entre A et A + dh, est par conséquent
, g (A-.-f- A-.4-. ■ .-f- /f„)A*.+*.-^--^*.-' dhT{k,)T{h). ..T{k„) '
r(/r,-f-/f, + ... + /r„-hi)
_ ^♦.+*:+- ••+'»-' JA T{k,)T{k,). . . r(/.-„)
T(k,-+-k2 + ...-{-kn
M. Liouville a déduit de cette remarque une formule de réduction pour l'intégrale
(19) / j ••■ l x'','~^ x\'''^ . . . x''^"'* dx,da:,. . .dx„F{a:, + X2-h . . . + x„)
étendue à toutes les valeurs positives de x,, x^,..., x„, pour lesquelles on a
X,-i-X:,-h- .-hXn<a. ,
L'intégrale relative aux valeurs de a;,, x^,..., x,„ pour lesquelles la somme est comprise entre h eih-+- dh étant en effet
la somme totale est évidemment
r(A-, + /fi+. ..-)-A-„) J„ ^ '
et l'intégrale multiple est ramenée à une intégrale simple.
On en conclut, par un changement de variables, la réduction de l'intégrate
Pour les valeurs positives de .r,, a?2,..., ^„, telles que
elle est équivalente à
Soit, par exemple, l'intégrale (23) C C--- C dx,dx\...dx„
JJ J v^i — •«•? — •»' — •■• — •^«' étendue aux valeurs positives des variables qui laissent le radical réel. Celle inté-
GI
pour n = 2, on a
et l'intégrale, égale à -■> représente alors le huitième de la surface d'une sphère de rayon unité.
Formule de Poisson.
487. Poisson, dans un de ses Mémoires, a transformé très-élégamment en une intégrale simple une intégrale double à laquelle l'avait conduit la solution d'un problème important.
Quelle que soit la fonction désignée par F et les constantes a, b, c, on a
/ ¥{acosd-hbs'm9cos^ + csir\9sin<\i)sin6d6d'\i — 2nj F{Ru)du
ou
Pour démontrer cette formule, regardons-y 5 et t(> comme les coordonnées polaires des points d'une sphère de rayon unité; sin5 M d']( (428) est l'élément de la surface de cette sphère. Pour donner une signification à l'expression
a ces â H- 6 sin 6 cos ^j> 4- c sin 6 sin ij;,
en nommant R,/>, q les coordonnées polaires du point dont les coordonnées rectangulaires sont a, h, c, on aura
a = Rcos/>, 6=:Rsin;>cos5, c = Rsin/7 sinç, .
et l'expression (26) est le produit de R par le cosinus de l'angle formé par les directions que définissent les angles 5 et t|^ d'une part, p et q d'autre part. En nom-
mant cet angle w, et d'y l'élément de la surface sphérique, l'intégrale devient
/ F(Rcoso))</<7,
ère
le signe / indiquant une intégration qui s'étend à la surface entière de la sph
de rayon unité.
Prenons pour pôle le point oii le rayon vecteur R perce la sphère, 5, et i}i, étant les coordonnées polaires d'un point de la sphère, on aura
w = 9, , et l'intégrale (27) devient
i " r"''sine,F(Rcos9,)rf9if?4'.-
L'intégration par rapport à ij>, s'effectue immédiatement, et l'intégrale double (25) est ramenée à l'intégrale simple
271 r sin6,F(RcosS,)e?0,.
Si l'on pose l'intégrale devient
c'est le théorème de Poisson.
COS0, = It,
sin9|û(9i =^—du,
in j F(R«
) du :
Réduction par l'augmentation du nombre des intégrations.
488. Nous'avons calculé plusieurs intégrales simples (247) en les ramenant à des intégrales doubles. Il arrive souvent aussi que la détermination d'une intégrale multijjle se simplifie quand on remplace l'un des facteurs qui y figure par une intégrale équivalente, en augmentant ainsi pour les rendre plus simples le nombre des intégrations à effectuer, dont il est permis ensuite de changer l'ordre.
Soit à calculer l'intégrale
/ . . . / -J— — l IIL^ dx, dx, . . dx,..
JO
toutes les intégrations s'effectuent à l'exception de la dernière, et l'on trouve
rfz.
Méthode de Dirichlet.
489. Dirichlet a appliqué fort ingénieusement aux intégrales multiples la méthode employée (256) pour le calcul d'une intégrale simple, et qui consiste à introduire un facteur égal à l'unité dans les limites des intégrations et à zéro en dehors des mêmes limites, de manière à pouvoir ensuite prendre pour toutes les variables les limites — co et 00 .
L'intégrale
2 /""sino j
- 1 — J-cosf/oao
est (255) égale à l'unité lorsque q est moindre que 1 et à zéro dans le cas contraire. Si donc une intégration doit être faite entre des limites définies par l'inégalilé
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on pourra muUipIier l'élément à intégrer par
2 sinç „, , ,
et intégrer entre les limites y = o, œ = ce , en substituant ainsi à l'intégrale proposée une intégrale nouvelle dans laquelle les variables x,y, z n'auront plus pour limites que — oo et co , car les éléments pour lesquels Y{x, y, z) est supérieure à l'unité et qui ne doivent pas figurer dans la somme, sont multipliés par l'intégrale
r^sincp _, , ,
j --— î^ CoscpF(.r,j, z)t/9
qui est égale a zéro. Les autres sont multipliés par l'unité, el le résultat n'est pas changé.
Appliquons cette méthode à l'intégrale
/ j ■ ■ ■ j x'i>~^ x\'' ' . . . ^*"~' ^/.r, dxf . . dx„
prise entre les limites définies par l'inégalité
où 07), ajj, . . . , Xn sont supposés positifs. .j^
Cette intégrale est égale, d'après la remarque de Dirichlet, à
/> oc /^ co /» co
(3i) - I / ••■ / ^1--'^^-'....rf;"-'
^ Jo ^0 i/o
X '- coscp (—'I '+(— ) H ^(~) "Id^'^id^i- d^ndcf-,
elle est la partie réelle de
ncc ncc /«co
En intégrant d'abord par rapport à x,, il faut calculer
Posons
-\=z— II.
l'intégrale deviendra
Jù
■\]^i>'du^i — -^^^a*'9 P' (—!)'/'>,
et on aura de même
C^ (JL'
VP".
et l'intégrale (32) devient
«*• «^=. . . !zf,"(— l)'/'' '/>'
Mais on a (325), en supposant p, compris entre i et 2,
»P» / 1- rfcpcp \P<. Pt Pn/_
2r(fi)sin-fi7r,
en sorte que l'intégrale demandée est la partie réelle de
)---r(^'^) «*•«*'. ..«!;"(-ir'"^'''="'
/»./..... />,r(. + ^ + ^' + ... + i")siniJ, + ^- + ^' + ... + ^"
V P' P» PnJ 2 \ Pi p, p.,
Or on a
(-ir''""' "'- = cos^f^ + ^^î + ... + ^')+^-.-sin^(
D'ailleurs
sin
I. Cale. Iril
et l'intégrale est enfin égale à
\pj VpJ \p„l <xV<x\'.
comme on l'a trouvé
\ P' P-: Pnl
■■Pn
490. La démonstration précédente repose sur la formule (34) et suppose par conséquent
p. p, Pn
Si cette condition n'est pas remplie, l'intégrale (33) est infinie. L'intégrale (3o) est cependant finie, et la formule trouvée est encore applicable. La démonstration de Dirichlet est alors en défaut, et nous devons en chercher la cause. Il n'est pas toujours permis, nous l'avons dit, d'intervertir l'ordre des intégrations, et on ne doit le faire que dans le cas seulement où l'intégrale peut être considérée comme la somme de ses éléments infiniment petits, peu importe alors dans quel ordre ils sont réunis. Mais lorsque les éléments ne sont pas tous de même signe et que la somme des valeurs absolues (ou, s'il s'agit d'expressions imaginaires, la somme des modules) est infinie, l'ordre dans lequel on les ajoute peut exercer une influence sur la somme, et l'inversion de l'ordre des intégrations peut changer (225) complètement le résultat.
Dans l'exemple qui nous occupe, l'intégrale calculée d'abord
devient infinie pour <p = o, et la méthode fondée sur l'inversion de l'ordre des intégrations ne doit pas être considérée comme rigoureuse.
491. Dirichlet, en signalant lui-même la difficulté, a indiqué le moyen de la faire disparaître. Il considère pour cela l'intégrale
(36) j ■■■ j e-<'i+'i+---+''n)x\'-'^xl--K. .x';;-*dx,dx,...dx„
étendue aux valeurs positives de a?,, cc2, • ■ ■ , a;„, pour lesquelles on a
x, + X2 + . ■ ■+ x„<^i, et dont il déduit aisément celle qui vient de nous occuper.
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L'intégrale peut être remplacée, comme dans le cas précédent, par
X </^i f^^i. • ■ dyr„ ï coscp(ar, + .Ti-F . . . -i- x„)d<f;
et cette fois, a désignant un nombre positif, les intégrations prises par rapport à l'une quelconque des variables donnent un résultat fini. L'expression est la partie réelle de l'intégrale
/ ... / g-oCJ,+i,4-...+x„; + (T,+i,+ ...+x„)fv/-i
X a;*'^' xi'~^ . . . xi""^ clx, dx,. . ■ dx„do.
On a
^-(«+îv/-i)^ar*'-' dx,
On peut donc effectuer les intégrations par rapport t^ x,, x.., . . , œ,„ et l'on trouve
sm9
^ïï^fT.wT, (h-
Mais la même méthode de transformation montre que (4o) / e-"'^*i+*i+---+*.-'rfz
est la partie réelle de
(4t) ^ r(/r. + /,-, + . . . + /.•„) r ^ rf<p ,—.,,,, ..,,
et l'intégrale (36) est par «conséquent égale à
■•••^■A■") Jo
"Cette formule étant démontrée quel que soit a, Dirichlet y suppose a = o, et on a enfin
ff...fx'i^-^x^-^...xfr^dx,dx..
r(/f,+A-,+...+/f„) Jo "" r(/<-,+/.-.+...+/f„)(/i-,-+-A-.+...-f-A-„)
-"dz
T{k,)T{Iu)...T{h}
^ T{k,)T{k,)..:T{k„) T{k,+ k, + ...-hku-hi)'
les intégrations étant toujours étendues aux valeurs positives de a-,, ajo,..., jr„, pour lesquelles on a
OC \ ""T" OCi —\~ • . • — r~ OCji <Z.^ I •
Il faut remarquer enfin que, dans l'équation (42), l'hypothèse a = o est légitime, car les éléments qui la composent sont tous positifs.
Changement de variables dans les intégrales multiples.
Soit
U= I \---i(Sf{Xx,x-i,..., x„)dx, dxi. . . dx„
une intégrale multiple dont les limites soient définies avec précision. Proposonsnous d'y substituer aux variables a;,, 0:2,. .., a;„ des variables nouvelles u,, u^,..., u„ qui en soient des fonctions connu.es. La solution implique évidemment trois recherches distinctes.
1° La transformation de la fonction 9(0;,, Xi,...,Xn)', 2" la détermination du nouveau système de limites; 3° la recherche de l'expression qu'il faut substituer à dx^, dx.^,..., dxn. La solution des deux premières questions est purement algébrique, et nous nous occuperons seulement de la troisième.
Supposons d'abord que l'on change une seule des variables et qu'à x„ on substitue m„; écrivons l'intégrale proposée de la manière suivante :
I dx, 1 dxi. . . j dx„-i i (f{xt, x„. . ., x„)dx„.
Dans la première intégration à effectuer par rapport à x^, x,, x^, x„_, sont des constantes; pour remplacer x„ par u„, il suffit d'exprimer x,, en fonction de u„ et
de X,, Xi,:.., X,,..,, et de remplacer dx„ par y-^ du„. On a donc, en nommant
ç!,(a7,, X2, x„^,, Un) ce que devient la fonction y,
U = 1 l---j(f,{Xt,Xi,..., *•„_,, M„ ) ~ dXi dx-i . . . dxn ■ . . du„ .
Dans l'intégrale qui forme le second membre, changeons l'ordre des intégrations et écrivons-la comme il suit :
j dxi j dx2. . . i dx„_, l du„ I 9,(^1, x„. .., ar„_,, u„) -j^ dx„^,. Cette fois, dans la première intégration indiquée, x,, x.^,..., x„_i, u„ sont des
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constantes. Pour remplacer x„_, par «„_,, il suffit donc d'exprimer x„_, en x,,
X2,..., x„^2, u„, ii„-i, et de remplacer dxn_^ par . """' <fa„_i ; l'intégrale proposée devient ainsi
U= / l ••• j 9'[^'J -^î; • • •> ^n-2, «n-l, t(„) ~ 7"^ '^^l '^■^^^ • • dXn-ldUn-i du„.
En continuant ainsi et remplaçant successivement chacune des variables x^fXn,.. .,x„ paru,, u^,..-, u„, l'intégrale proposée deviendra
dx„ dx„_t dxi dn„ dn„_i du.
du, du,. . . du„
f{u,, iii,..., u„) étant ce que devient la fonction y lorsque les variables.sont rem-
fi T* fi 'Y' fi ir
placées par m,, Mj,..., «„ et y— > . ""'?■••> -.~i qui n'ont de sens (I, 51) qu'autant
que l'on indique les variables qui, dans le calcul de chacune d'elles, doivent rester constantes, sont définies, comme cela résulte de la démonstration, de la manière suivante :
Dans -7""> Xn est considéré comme fonction de u^ et de a?,, x.,,..., x„_f, qui restent constantes dans la différentiation.
Dans ■ "~S x„., est fonction de «„_, et de ic,, x.,,.. , a;„_2 et u,„ qui restent constantes dans la différentiation.
Dans , "~') iP„_2 est fonction de f/„_2 et de .r,, x^,..., x„_^, «„_,, u^ qui restent constantes dans la différentiation.
Et ainsi de suite jusqu'à -7-^5 où a;, est considéré comme fonction de i/,,M2. •••,«,!
Le produit ainsi défini,
tdxA fdxn-,\ _ Jdx, \du„) \du„^,) \dui
est égal (I, 77) au déterminant du système des variables anciennes it,, x^,..., x„ par rapport aux variables nouvelles w,, u^,.. , u,„ et l'on doit enfin, dans la transformation d'une intégrale multiple, remplacer
par
du, du,. . . du„
dx, dx, . . , dx„
493. Le résultat est d'accord avec ceux que nous avons trouvés (451) pour
l'évaluation tles aires et des volumes, et en cherchant l'expression des intégrales
j I dx dy, Il I dx dfdz,
quand on adopte un système quelconque de variables, on retrouve les formules données (451).
Cherchons l'intégrale
I I /ces'
s\n9ded^
'6 ^ sin'0cos't|i sin'ôsin^t^y
qui, représentant (450) le triple du volume de l'ellipsoïde dont les axes sont a, b, c. est égale, on le sait d'avance, à ^nabc; remplaçons Q et <^ par deux angles nouveaux/? et q définis par les équations
a cosp =
ces 6
/cos'6 sin'ôcos^J/ sin'ôsin'ij;
b sinp cosq
b' sinô cosi];
/ces'
9 sin'Ôcos'di sin^Ssin'A
csinpsmq =
sinôsinij; cos^Q sin'9 008^4' sin'0sin=4'
/cos^Q
qui évidemment sont compatibles, puisqu'on ajoutant leurs carrés après les avoir divisées par a, b, c respectivement, on trouve l'identité i = i. On en déduit aisément
/cos'9 sin'ôcos'A sin'ôsin'J; /—, , i^r^-, i — ; — ^^—, — -—i-
1 / — 1 j- — 3- H — i V« cos'/» + b'sm-p cos'q ■+- c'sin'/>sm'<jr = i,
cosy =
sinGcosi]; = sin6sin4' =
a cosp
\Ja'
cos'p
sin'/>cos^(/ + C b sin/jcos^
sin
sin
\Ja}
cos^p
sin'pcos'q + c' cs'mpsinq
sin
\Ja' ces'/? 4- b^ sW-p cos'(/ + c' sin'y? sin^7
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d'où l'on déduit
langtj/= ^ tang7;
t{* étant exprimé en fonction de q seulement, le déterminant par lequel on doit multiplier dpdq pour remplacer d'indu se réduit à
dq dp
On déduit des équations (45) et (46)
bc
smt
</0 dp
dq ^'cos'^ + c'sin'^'
a{b^cos'q -f- c' sin'^) siap
[a'cos'p + 6' sin'/> cos'q + c'sin'j9 sin'g)"
Les limites, on le voit aisément, sont d'ailleurs les mêmes pour/; eiq que pour 0 et <i^, et l'intégrale se réduit à
/•7r /TiTT
abc j I sinp dp dq = /[-abc.
495. Nous indiquerons comme seconde application la démonstration élégante donnée par Jacobi d'une formule fondamentale dans la théorie des intégrales Eulériennes.
On a, par définition,
e-^x'-'dx,
Jrtcc
On en conclut
(47) T{k)T{l)=: f^ f e-(^+/)*-*-'j*-'</arûf/;
car il suffît d'effectuer les intégrations indiquées (47) pour voir que l'intégrale double est le produit de deux intégrales simples.
Remplaçons les variables x et j par deux variables u et i', liées aux premières par les relations
Les limites seront o et 00 pour «, o et i pour c, et l'on devra remplacer dxdy par
. , 1 dx dy dx dr\ ,
'^"'^'\T.du-d~ud'.) = '''''"''''
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et par conséquent
d'où
r(/f)r(/) = !(/,- + /) f\''-'{i-v)'~'dv,
Jo
et enfin
ce qui s'accorde avec la formule connue (322).
496. M. Schlomilch a élégamment généralisé le calcul précédent pour exprimer à l'aide de la fonction r une intégrale plus générale que l'intégrale Eulérienne de première espèce.
On a
rfA-)
*-' e-"' dx = ■
j'-' e-*/ dy =
et l'on en déduit
( 48 ) r * r "" a;*-' j'-i e-("+'/' dx dy = ï^
Posons
Considérons comme second exemple l'intégrale
• ££lè'
dans laquelle d<j désigne l'élément d'une surface fermée quelconque et RR' le produit des rayons dtï courbure. On a, en adoptant des coordonnées rectilignes orthogonales,
<la =rz dx df \/ 1 + p'' -\- q' ,
I _ rt — s'
p, q, r, s, t désignant les dérivées partielles du premier et du second ordre de z par rapport à ir et à y, conformément aux notations adoptées (I, 634).
Substituons à a; et à j les deux variables p aiq : dxdy doit être remplacé par
^ " \dp dq dq dp j dp dq dp dq rt — s''
dx dy dy dx
et l'intégrale proposée devient
Ik
dp dq
p'-hq'
les limites correspondant à toutes les directions de la normale définie par les valeurs de p et de q qui correspondent à la surface entière. Mais il est aisé de voir que p et q, dans une surface convexe, prennent deux fois chaque système de valeurs, savoir aux points pour lesquels la normale est parallèle. L'intégrale précédente doit donc être écrite
dp dq
On voit qu'elle est indépendante de la forme de la surface considérée.
I. Cale. iiit
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Pour la calculer, posons
I) lang- =M.
En adoptant ainsi la transformation par laquelle on passe dans un plan des coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires, dpdq devra être remplacé par p dp dij), et l'intégrale par
La géométrie rend d'ailleurs ce résultat évident : ^rrr; représente en effet (I, 722)
la courbure totale de l'élément da, c'est-à-dire la partie correspondante de la sphère de rayon unité, dont la surface totale est représentée par l'intégrale qu'on vient de calculer.
498. La transformation de coordonnées rectilignes en coordonnées polaires qui transforme le produit dxdydz en p'^ûnQdp dOd']^, a été généralisée par Jacobi. Soit une intégrale d'ordre n effectuée sur les variables Xy, x., x„. Posons
.ri=:pcos9i,
j;î=: psinô, cosôj,
^3 = p sin 01 sin 0, ces B„
x„^= p sin9i sin 02. . . sin0„_i, d'où il résulte
x] -hx]-i-. . .-i-Xn = p\
En élevant ces équations au carré et remplaçant p^ par sa valeur, elles prennent la forme indiquée (I, 77), et qui change le déterminant en un produit. La première en effet devient
x'',={xl-hxl-h...-i-x'f,)cQS'6,
ou
x] sin'0, = {xl + xl-h. . .-h xf,)cos^6r,
la seconde
xl = {x] + xl+. . . 4-.r^)sin'0, cos=02 = (^j -I-. . . 4- j;')cos'0:, x] s\n'e^ — {xl-\-x]-i-. ..-{-xl)cos^B„ et de même
x] sin'' 9^ = l x'', -h x'I -\- . . . + xl) cos'0„
ar^_isin'0„_, = xl cos^0„_,.
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et le délerminant est alors (I, 77)
dx, dx-i dxn-i dx„ i d(x]) d{x\) d{xl)
dQ,dQ, 56„_i dp i''XtX2. . ■ x„ rfG, dQ^ dp
Chacune (les lettres x^, x^,..., x„ devant être considérée comme constante dans les dérivées de celles qui la précèdent, et en remarquant que
xl-hxl-^ . . . + x'„ — p''sin^O„
xl + xl + .. -h xf, = p'sin'e,s\n^6,
x]-h... + x^ = p' sin' 0, sin» 0, sin'63,
x'_i H- j:^^ := p' sin' 9, sin^ 01 . . . sin' 0„_2, xf, = p2sin'0, sin'0j. . . sin'0„_,,
on trouve, après des réductions faciles, la valeur de dx, dx^. . . dx„
p"-'(sin9,)"-'(sin0,)"-'. • • sin0„_, t/p rf0,</0,. . .f/0„_„
qui, dans le cas de /i = 3, se réduit à
p'sin0,É/0,rf0,.
Dijférentiation et intégration sous le signe j ■
499. Une intégrale multiple qui contient un paramètre dont les limites sont indépendantes peut être différentiée par rapport à ce paramètre, et la règle est la même, aussi bien que la démonstration, que dans le cas d'une intégrale simple.
M. Liouville en a déduit la valeur d'une intégrale multiple dont il fait élégamment l'application à la démonstration d'un théorème célèbre.
Considérons l'intégrale
On a
dR
da
R=| je V '"*"'■"•'.■'=-' x^ 'xi, ' dx.dx,.
Substituons à la variable x, une autre variable j en posant
a' rx.
dx,
dy
(Jo.
Les limites de j sont oo et zéro, el on a par conséquent
rfR
da
r^ n--r^ -L.^^.+ j^\ :_, z_, ' 3 / I e ^ ■ y^' x', x' (Ix.df,
c est-a-(lire
d'où l'on déduit
En posant a = o, C se réduit évidemment à r [ ^ ] F (^ j^ et on a entin
^^rU r 3).-".
Soit plus généralement
On aura
Substituons à x, une autre variable œ„ en posant
on trouvera
a-.x,..x„/^« a:? ...^„" dx,dx,...d.r„,
c'est-à-dire
^ . da
On en conclut
R = Ce-"«,
et comme pour o = o, on a évidemment (297)
on a enfin
501. M. Liouville a déduit de celle formule la démonstralion du théorème de Gauss démontré déjà (299] et (303)
Le produit qui forme le premier membre est égal en effet, comme on s'en assure en effectuant les intégrations successives, à l'intégrale multiple
I ■•■ e ^ ' ■ U'; X," ....T„ " tlx,<l.r,...d.r,..
Jo Jo t/o
Substituons à .r, une variable a en posant
On en conclut
^-' , na'^'~'da x" dx, =
Le résultat de la substitution peut s'écrire
J<»QO Rai*-' da,
c'est-à-dire, d'après la valeur de R,
n^(27r) ' 1 e-"''a^-'da= n' "{21:}' rffi), ce qui démontre la formule de Gauss.
Théorème de Georges Green.
502. Nous devons placer ici, comme l'un des résultats les plus élégants et les plus féconds à la fois dans la théorie des intégrales multiples, un beau théorème de Georges Green relatif aux intégrales étendues à l'intérieur d'un volume quelconque. Si l'on désigne par U et par V deux fonctions quelconques de trois coordonnées rectangulaires x, y, z, assujetties, seulement à rester finies, ainsi que leurs coefficients différentiels, dans l'intérieur d'un volume terminé par une surface
fermée, considérons l'expression
dans laquelle la première intégrale s'élend à tous les éléments du volume, et la seconde, où da désigne l'élément de surface, a la surlace qui le termine, et où
enfin -r- désigne comme (472) le rapport de l'accroissement infiniment petit dy
correspondant à un déplacement dn effectué sur la normale intérieure, à la longueur dn de ce déplacement.
La somme (i) ne change pas quand on y permute les deux fonctions U et V, et elle est égale par conséquent à
Pour le démontrer, considérons l'intégrale (3) jj(da:drdz[f-
dV> dN <fU <fV rfU cl\\ dx dr dy dz dz j
étendue à tous les éléments du volume considéré. Désignons par les indices I, 2, 3, l\,..., 'in les intersections, au nombre de deux si elle est convexe, de la surface qui limite le corps avec une parallèle à l'axe des X. L'intégration par parties donnera
dx dr dz U --, — ■' dx'
Mais, en nommant da^, da^, .., t/cj,, les éléments de surface qui se projettent sur le rectangle dy dz, et a,, «o,..., ao„ les angles de la normale extérieure avec l'axe des X, on a
dy dz = cosa2„ da,,, ^^ — cosaj„_i da-^a-i = . . . = — r/o-, cosar, et la première intégrale du second membre de (4) devient
d<T u -7— cosa.
dx
On a donc
LIVUE SECOND. - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS
fffdx dy dz ^-^ ^^ =Jd. U ^ cos« -jfjd^ dr dz U ^^^
On trouverait de même
dy''
j j jdx dydz ^^ ^J ^jd<y U ^ cosy -fjjdx dydz U ^, et, en ajoutant, l'expression (3) se trouve transformée en
r^ ttMv dv . d\ \
(5) j daVl^j^ cos«+ ^cos(3+ ^ cosy)
- IJJrf. rfj ^. U (^ + 1^ + g) .
Mais on a évidemment, en nommant x -+■ dx, y + dy, z -+- dz les coordonnées de l'extrémité de la normale intérieure dn.
cos« :
dx . dy dz
-ri cosp = — -j~i cosy = — ^■> dn ^ dn ' dn
et par conséquent
dV
-f- cosa -\ — r- cosS + -j- cosy = , dx dy ^ dz ' dn
L'expression (5) ne diffère donc de (i) que par le signe, et puisqu'elle est égale à (3), évidemment symétrique par rapport aux fonctions U et V, on peut y changer aussi ces deux fonctions l'une dans l'autre.
On peut remarquer que dn désigne dans fij l'élément de la normale intérieure. Sï l'on veut le remplacer par l'élément de normale extérieure, il suffit de
changer le signe de -,— ■, et par conséquent celui de la seconde intégrale.
. 503. La démonstration précédente suppose aux fonctions U et V, ainsi qu'à leurs dérivées, des valeurs finies dans l'intérieur du volume considéré. Celte condition est indispensable, et si elle n'était pas remplie, les intégrations par parties sur lesquelles repose ta démonstration ne seraient plus légitimes. Supposons, par exemple, que la fonction V restant finie et continue ainsi que ses dérivées, la fonction U, dans le voisinage d'un point intérieur P, puisse être considérée comme égale
à l'inverse - de la distance à ce point. Décrivons une sphère infiniment petite de
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rayon a autour du point P comme centre. Le théorème est applicable évidemment
à la portion du corps extérieure à cette sphère, et comme on a
dx' dy" dz
'd^M rf'U d'M
■dzY
l'intégrale triple
jfjdxdr..^.^^^, , ^^^ , ^^,
peut être étendue au volume tout entier. Il en est de même de
fffd.drdzv^'^ + ^ + ^-^y
qui évidemment est pour l'étendue de la petite sphère un infiniment petit de l'ordre a". L'intégrale
étendue à la surface de la sphère est également infiniment petite, de même ordre que le rayon a; le seul terme à ajouter est donc
crV
dV dn
étendue à la surface de la petite sphère. On a
rfU ^7
dn dr r-
c'est-à-dire, pour les points de la surface, ^j et par conséquent
Vp désignant la valeur de la fonction V au point P, et l'on a enfin
dn
C'est le théorème de Georges Green.
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504. Parmi les applications du lliéorème de Green, nous devons citer immédiatement la démonstration très-simple des propriétés des surfaces de niveau démontrées directement (476) d'après M. Chasles, qui les a trouvées indépendamment de lui, mais postérieurement à la publication de l'illustre géomètre.
Soient V, et V^ deux fonctions finies et continues des coordonnées jc, y, z d'un point de l'espace, la première donnée pour les points intérieurs à une surface fermée S, et la seconde pour les points extérieurs. Supposons que pour les points mêmes de S les deux fonctions soient égales, et que de plus on ait
d'Y, dx'
dx'
df' d'Y,
dy'
dz'
d'Y, dz'
Admettons enfin que, pour les points situés à une distance infinie, Vj soit infiniment petit de même ordre que l'inverse - de la distance à l'origine, et les dé-
. . dY, f/V, dY, , . , I ♦ ,, 1 < 1 i-
rivees -r—, -^5 ~-r- de même ordre que — ; on peut attribuer a cbaque élément d<7 de la surface S une masse pda telle, que le potentiel de la surface sur les points extérieurs soit égal à Va, et le potentiel sur les points intérieurs égal à V, ; la valeur de (j qui remplit cette condition est
rfV, dY, dn dn
Y, et Va désignant ce que deviennent les fonctions V, et V, pour les points de la
dY' </V" surface S, et les dérivées -^? -— ayant la signification indiquée (472), où dn
est pour la première une portion infiniment petite de la normale intérieure, et pour la seconde une portion infiniment petite de la normale extérieure.
Pour démontrer ce remarquable tbéorème, appliquons d'abord la formule de
Green, en y supposant V = V,, U = -i r étant la distance à un point M intérieur
à S, et étendant les intégrales triples à la portion de l'espace intérieure à S; comme on a, par hypotbèse,
dy'
et (470)
dx'
dx'
dy
dz'
dz'
I. €atc. itil
(il
l'équation (6) se réduit à
V, (lésignantce que devient V, pour les points de la surface S, et V, la valeur que prend cette fonction au point M.
En appliquant le même théorème à la portion de l'espace comprise entre la surface S et une sphère de rayon infini, et remplaçant celte fois la fonction V par V^,
on aura, en remarquant qpe - ne devient pas infini,
J r ail J an
car la portion de l'intégrale relative aux éléments de la sphère de rayon infini est
évidemment égale à zéro.
Si l'on ajoute les équations (7) et (8), en remarquant que V, = Vo, et que les
éléments dn étant pris dans des directions opposées, les valeurs de-^- sont égales et de signes contraires, on aura
dn
dn
c est-a-dire, en posant — 7—
dn
47rV',,
dY, dn
ce qui montre que le potentiel de la couche de densité p sur le point quelconque M de son intérieur est égal à la valeur V'^ que prend en ce point la fonction V,.
On prouvera absolument de même en plaçant le point M à l'extérieur, que Te potentiel de la même couche sur les points extérieurs est représenté par Vj.
505. Considérons actuellement une masse attirante quelconque et une de ses surfaces de niveau S sur laquelle le potentiel ait une valeur C. Soit V le potentiel de la portion de masse extérieure à S, et V" celui de la portion intérieure, on aura
et, pour les points de S,
Appliquons le ihéorcme précédent, en prenant
les deux fonctions Vj et V, satisfont évidemment aux conditions supposées (504), et par conséquent, en prenant
__J_(d\, d\,\_ I ^dy d\"\ 4^^ \ '''* dn J 4^^ V dn dn /'
on obtiendra une couche dont le potentiel sur les points extérieurs sera V", et sur les points intérieurs C — V; cotte couche attirera par conséquent les points extérieurs comme la portion de masse qui lui est intérieure, et son action sur les points intérieurs sera égale et contraire à celle de la portion de masse qui lui est extérieure.
Dans la différence
dy
dn
d\" dn
il faut remarquer que l'élément dn de- la normale a dans les deux termes une direction opposée ; si l'on veut adopter pour les deux dérivées la direction de la normale intérieure, l'expression (i i) devient
dy dn
rfV' dn
dn
et la densité de la couche, égale à
dn
est, on le voit, proportionnelle à l'intensité de l'attraction en chaque point.
Théorème de M. Crofton.
506. Nous indiquerons, pour terminer ce chapitre, un théorème d'une rare élégance découvert par M. Crofton et dont l'ingénieuse démonstration accroît singulièrement l'intérêt. Quoique l'auteur ait su la rendre indépendante du calcul des probabilités, c'est en s'appuyant sur les premiers principes de cette doctrine qu'on peut lui donner, je crois, la forme la plus simple et la plus nette.
Concevons sur un plan une série de lignes parallèles équidisiantes et supposons que l'on projette au hasard sur ce plan un disque de forme convexe de dimensions
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assez petites pour ne pouvoir pas rencontrer deux lignes à la fois. Quelle est la probabilité pour que ce disque en rencontre une et la recouvre en partie? Indépendante de la forme du disque, comme l'a ingénieusement remarqué M. E. Barbier, elle est la même pour tous ceux qui ont même périmètre. Il est clair, en effet, que le disque étant jeté au basard, les éléments infiniment petits qui composent son contour ont chacun la même chance de se trouver sur l'une des parallèles. Si un avantage était attaché à la rencontre, celui qui l'attend pourrait équitablement vendre à prix égaux les chances relatives à chaque élément de longueur «/.y et suivant un tarif tel que la somme totale des prix représentât le double de la somme promise en cas de rencontre, car, d'après la forme du disque, s'il y a un élément gagnant, il y en aura nécessairement deux, ni plus ni moins.
Cela posé, la distance des parallèles étant 2 a, si le disque est un cercle de rayon r,
la probabilité pour qu'il y ait rencontre est évidemment -■> car il faut et il suffît
pour cela que le centre se trouve à une distance moindre que r de l'une des parallèles entre lesquelles il est tombé, et que, par conséquent, sur une distance 2a dont tous les points sont également possibles, le centre du cercle se place dans une portion dont la longueur totale est 2r.
Si l'on nomme L le périmètre de la circonférence, on a
et la probabilité demandée est par conséquent- , , r L
Telle est la formule relative à une courbe convexe quelconque de périmètre L. Une ligne droite ou aiguille de longueur / doit être évidemment considérée comme une courbe fermée de longueur 2/.
507. 'La formule (r) suppose au disque projeté une forme convexe qui ne permette pas à son contour d'être coupé en plus de deux points par une ligne droite. Si l'on calcule au lieu de la probabilité p Vespérance mathématique E d'un joueur qui, pour chaque intersection du contour du disque avec une des lignes tracées sur le papier, recevrait une somme égale à un, on aura évidemment, dans le cas du disque convexe,
ATT
mais cette formule s'applique alors à une courbe de forme quelconque que l'on projette sur l'ensemble des lignes parallèles. En nommant L sa longueur totale et supposant que chaque intersection avec l'une des parallèles soit payée un franc.
LIVRE SECOND. - APPLICATIONS ET nÈVELOPPEMENTS. l'espérance mathématique est, pour chaque épreuve,
isr;
Il est clair, en effet, qu'à chaque élément correspond une espérance mathématique indépendante de sa liaison avec les au'.res, et que l'espérance totale dépend par conséquent de la seule longueur L.
508. Supposons que la figure projetée sur l'ensemble des parallèles se compose de deux courbes convexes invariablement liées l'une à l'autre et cherchons la probabilité pour que toutes deux soient rencontrées par une même ligne, en admettant que, d'après l'écartemenl des parallèles, la rencontre simultanée avec deux d'entre elles soit impossible.
Menons aux deux courbes les tangentes communes croisées P, Pj, P, P,, et supposons que l'on projette la figure PjMPfPo NPjP:,. En nommant X sa longueur
totale et supposant que chaque intersection avec l'une des parallèles soit payée un franc, l'espérance mathématique relative à une épreuve est
Les sommes éventuelles auxquelles se rapporte cette espérance mathématique comprennent toutes celles que l'on pourrait toucher s'il était convenu qu'il sera payé quatre francs chaque fois que les deux courbes seront simultanément rencontrées par une des parallèles, mais elles en contiennent d'autres aussi, et il est aisé de voir que ces dernières sont distinguées par cette circonstance qu'elles correspondent à deux intersections seulement de contour P^MP, P2NP4P3, tandis que les lignes qui rencontrent à la fois les deux courbes données coupent nécessairement ce contour en quatre points. D'un autre côté, il est évident aussi que les lignes qui rencontrent ce contour en deux poinis seulement coupent aussi en deux points le contour T, T^ NT4 T, MT, , formé par les deux tangentes T/f,, T, T, et les arcs T, IMTa, T2NT, qui réunissent leurs points de contact, les positions pour lesquelles le premier contour P3IVIP, PjNP^P., offre quatre intersections, en
fournissent également deux pour le second, de sorte que si de l'espérance mathématique relative au premier on retranche celle qui se rapporte au second, on aura l'espérance mathématique d'un joueur qui devrait recevoir deux francs a chaque fois que le système des doux courhes serait rencontré par une des parallèles. Si donc on nomme zs la prohahilité de cette double rencontre et Y la longueur du contourT, MTaTjNT,, on aura
ira
an
509. Supposons que l'une des courbes soit remplacée par une droite infiniment pelile X et cherchons d'après la formule précédente la probabilité pour que le système composé d'une courbe de longueur L et de la droite infiniment petite PQ = >.
étant projeté sur le plan recouvert des lignes parallèles, une de ces parallèles coupe à la fois la courb* et la droite PQ. Soient PTj, PT,, QT3, QT^ les tangentes menées à la courbe par les extrémités de la droite PQ, la probabilité est (508)
_ T, T, + Ta T. + PT. - QT3 + PT, - QT, + 2PQ
aaTT
Mais (I, 21), en nommant a et jS les angles PQT3 et PQT,,
PT2 — QT, =: - T3 T. - PQ cosa, PT, - QT. = — T4 T, — PQ cos(3;
et la probabilité est par conséquent
2 PQ — PQ c^s« — PQjos (3
510. Les résultats qui précèdent vont nous permettre de résoudre le problème suivant :
Une courbe convexe étant donnée, on y considère deux cordes choisies au hasard,
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quelle est la probabilité pour quelles se rencontrent au dedans de la courbe et celle pour quelles se rencontrent au dehors dans un espace déterminé?
Commençons par définir avec plus de précision ce que nous entendons par corde choisie au hasard.
Je suppose que la courbe soit projetée sur le système de parallèles défini plus haut et qu'oi> recommence l'épreuve jusqu'à ce qu'il y ait intersection. La corde détachée par celle des lignes qui est rencontrée sera pour nous la première des cordes choisies au hasard; la seconde s'obtiendra par une autre épreuve renouvelée, s'il est nécessaire, jusqu'à ce qu'elle ait donné un résultat.
Toutes les cordes d'une courbe, d'après cette définition, ne doivent pas être considérées comme également probables, et si par exemple la courbe a la forme
indiquée sur la figure, les cordes parallèles à CD auront une probabilité plus grande que les cordes parallèles à AB.
Cherchons, en général, la probabilité pour qu'une corde prise au hasard soit comprise entre deux directions données faisant entre elles un angle infiniment
petit (/9. Lorsqu'on projette la courbe sur le système des parallèles, toutes les directions que ces parallèles peuvent avoir par rapport à la courbe sont également probables, mais la chance pour que l'épreuve soit efficace et donne une intersection dépend de la distance h des deux tangentes parallèles à la direction considérée. La probabilité d'une telle rencontre, lorsque l'on sait que les deux tangentes
ont pris la direction des lignes parallèles tracées sur le plan, est évidemment — »
et la probabilité pour qu'on obtienne une corde inclinée sur les tangentes T et T', et dans un sens assigné, d'un angle moindre que dO, est
T. 2rt
car il faut, d'une part, que l'on tombe sur la direction demandée, ce dont la probabilité est — 5 et d'autre part qu'il y ait rencontre.
Mais en nommant tz la probabilité cherchée, il faut évidemment, pour que la courbe projetée au hasard soit coupée suivant une corde ayant la direction donnée, en premier lieu qu'il y ait intersection, ce dont la probabilité, en nommant L le
périmètre de la courbe, est > et en second lieu que la direction soit celle assi-
gnée, ce dont la probabilité est ro; on a donc
L hdB
■ ro = )
hdB
Telle est la probabilité pour qu'une corde prise au hasard soit comprise entre deux directions données faisant l'angle dO; elle est proportionnelle à la distance h des tangentes parallèles à ces directions.
Nous pouvons faire ici une vérification. Si l'on considère successivement toutes les directions possibles, il faut nécessairement que la corde coïncide avec l'une d'elles, et par conséquent, pour une courbe quelconque dont le périmètre est L, on doit avoir
hdB—i,
corollaire facile du théorème démontré (407j.
511. Lorsqu'on sait qu'une corde prise au hasard est parallèle à une direction donnée, toutes les distances aux deux tangentes entre lesquelles elle est comprise sont également probables, et si l'on nomme dh un élément de la distance h de ces tangentes, la probabilité pour qu'elle traverse cet élément est par conséquent
La probabilité pour que la corde soit parallèle à la direction donnée et passe par l'élément dh est par conséquent
h de dh __ de dh
TT T ~ iT ' Cela posé, la première corde étant AB, cherchons la probabilité pour qu'elle soit
AB
La probabilité pour que la première corde soit AB et qu'elle soit rencontrée par
la seconde est par suite . .
zAB d/ide _ ikBd/i dQ L L ~ \J~ '
et la somme de toutes ces probabilités étendues à toutes les valeurs de dh et de Q est la probabilité chercbée. Mais en nommant Q. l'aire do la courbe, on a
la probabilité est donc
AB d/i = Q.;
fdO = ^-^.
512. Chercbons enfin la probabilité pour que les deux cordes prises au hasard se rencontrent dans l'intérieur d'une surface infiniment petite de occupant sur le plan une position donnée extérieure à la courbe Û, cette probabilité, pour un point donné du plan, est évidemment proportionnelle à dv, et nous pouvons donner à cette petite surface la forme qui nous sera le plus commode; supposons-la un petit cercle de ravon r.
I. Cri/c. in t
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Considérons d'abord la direction qui forme avec une droite donnée un angle compris entre 5 e\.S-\-dO; la probabilité pour que la première des cordes menées au hasard ait une telle direction est
hdQ
L désignant toujours le contour de la courbe et h la distance des tangentes parallèles à la direction considérée. Toutes les cordes parallèles h cette direction ayant le même degré de probabilité, la probabilité pour que celle que l'on prend au hasard rencontre le cercle dont le diamètre est ar est évidemment
et par conséquent la probabilité de la rencontre des deux courbes par une corde ayant la direction assignée est le produit — t^ ■> et la probabilité pour que la rencontre ait lieu dans un élément dr du diamètre perpendiculaire à PQ est
Soit ABPQ une telle corde, la probabilité pour que la seconde corde coupe la première dans l'intérieur du petit cercle de rayon r est la même que celle pour qu'elle coupe la ligne infiniment petite PQ. Or si l'on projette la figure sur le plan couvert de lignes parallèles, la probabilité de la rencontre d'une de ces parallèles avec la courbe et avec la petite droite est (509), en nommant a et j3 les angles formés par PQ avec les tangentes menées à la courbe par un de ses points,
aPQ — PQ cosg — PQ ces (3 aaTT
La probabilité de la rencontre avec la courbe est (506)
3Iais pour la double rencontre dont la probabilité est un événement composé, il faut d'abord que la courbe soit rencontrée et que la corde ainsi détachée au hasard rencontre PQ. Soit x la probabilité de ce dernier événement, on aura
aPQ — PQ ces g — PQ ces (3 _ L
PQ
(B) ■ x = -r- {i — cosa — cos(3\.
LIVRE SECOND. - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS
La probabilité pour qu'il y ait rencontre, l'une des cordes étant PQ, est le produit des probabilités- (A) et (B):
PQdrdS
(2 — ces a — ces {3);
et la probabilité pour qu'il y ait une rencontre dans l'intérieur du petit cercle est évidemment l'intégrale de cette expression lorsque tir et 0 prennent toutes leurs valeurs; l'intégration par rapport à fir se fait immédiatement. La somme
VQdr
est précisément l'aire du cercle que nous nommerons c, et le résultat de cette première sommation est
-^ (2 — cosa — cosp).
Soit rji l'angle sous lequel la courbe est vue d'un point du cercle infiniilient petit,
on a
j3 = &) — a et d9 = dix.
La probabilité demandée est donc enfin
- / [2 — cosa — C0S( w — « )] doc = j7 (,w — sinco)
La probabilité pour que les deux cordes se coupent en debors de la courbe est l'intégrale de cette expression lorsque da coïncide successivement avec tous les éléments du plan extérieur à la courbe, et comme il faut que les cordes se coupent à l'extérieur ou à l'intérieur de la courbe, la probabilité (2) ajoutée à l'expression trouvée (511) doit donner pour somme l'unité. On a donc
2Tri2 ■>■ r, , . , ■
-jy + p I rfa-(a) — smw)= I,
rfa(M — sina));
7rl2,
d<j désignant un élément quelconque du plan extérieur à une courbe convexe dont l'aire est 12 et la longueur L, et w l'angle sous lequel cette courbe est vue d'un point situé sur l'élément da.
C'est le théorème de M. Crofton.
m^Êtwmmr^
CALCUL INVERSE DES INTÉGRALES DÉFINIES
Indétermination du Problème.
513. La recherche d'une intégrale définie de valeur donnée est un problème essentiellement indéterminé. Parmi les solutions en nombre infini, il en est souvent de fort utiles pour les transformations analytiques. Nous en avons déjà, en
indiquant les applications de l'intégration sous le signe / > cité quelques exemples
élégants. Nous en réunissons quelques autres dans ce chapitre, en y joignant la solution de quelques problèmes dans lesquels la forme assignée d'avance à l'intégrale cherchée fait disparaître l'indétermination.
Proposons-nous, par exemple, de remplacer la fraction - par une intégrale définie. Il suffit évidemment de chercher une fonction '^[x) qui, s'annulant pour x^ a, soit égale à - pour a; = /3, et en nommant (f'{x) la dérivée de cette fonction, on aura
- = I <»'(*•) dx.
On a, par exemple,
-= / a:"-"' rf.z- — / e~"'clx^= I cosnxdx, .
" Jo Jo Jo
et les solutions sont évidemment en nombre infini.
Transformation d'une série numérique en intégrale définie.
514. Donnons immédiatement quelques applications de ce genre de transformation. Considérons la série ^
3 5 7 9 II 8rt -+- 1 8n-i-3 8m -+-5 Sn + 'J
on a
Considérons la somme
n{n — i) (re — 2) i.
m m + f/ 1.2 m + -xp
etle est égale à l'intégrale
c'est-à-dire à
qui devient, en posant c'"' =zz.
' m + np''
fr[;: +(.-.„]
mm
Pour appliquer cette formule, proposons-nous le problème suivant :
Transformer la série
en une autre série ordonnée suivant les puissances de x.
En développant les différents termes et supposant bien entendu x moindre que l'unité pour que les développements soient convergents, on voit que le coellicient de x'' est
c'est-à-dire précisément la somme (i) changée de signe dans laquelle m est remplacée par n-h 2, p par 2 et n par r — i ; on en conclut
Si l'on pose
X = sin'9,
^ = tang=9, cette équation devient
I langue lang'0 tang«5 n n -h 2 « + 4 « + 6
I sin'O 2sin'6 '2.4sin«9
n n -h 2 («+2)(n + 4) {n -h 2) {nr-\- ^) {n -i-6)
Si l'on fait n= i, d'après la formule connue
lang'6 tangue . G=3:iai!gG -^ ^ ^T~" '
on aura
0 sW6 2siu'0 3.4sin''0
tangO 3 3.5 3.5.7
LIVRE second: - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS
p{p-\-\)...{p-\-n) rire-h/j+i)
Le problème est donc résolu par la formule
p{p + i.)...(p^n) T{n-hi)J„ '
à laquelle on pourrait, bien entendu, en substituer une infinité d'autres. Proposons-nous, pour appliquer la formule précédente, de sommer la série
p(p-\-\). . . [p -\- n) {p-\-m){p-hm-hi)...(p-\-m-i-n)
on aura
l(«+'JJo I.2.3...«Jo I~X"'
et de cette formule on peut déduire la sommation d'un grand nombre de séries
= 1 r^-r^dx = i
yCy-h i
et, en la supposant convergente, proposons-nous de la convertir en intégrale définie.
y(y+,).-.,fy+«-.)=ïlil^,
et le coefficient du terme général de la série est par conséquent
T(oc-hn)T{l^-hn)T{y) ^ Tia + n] Tjy) r((3-t- w) r(y- (3)
i.2...nr(a)r((3)r(y-f-«) r(>)r(«-+-i) r(P)r(y-(3) riy-t-m "'
c'est-à-dire (322]
et par conséquent, en taisant entrer ^^^ — -^, — -. — sous le signe | :
5 la série (2) est
La série placée entre parenthèses sous le signe d'intégration est égale à
aux {a-hi)(x («4-2)(a + i)a
I H 1 — u? x^ + ■ —Pi — «' x' + • • • •
Elle représente le développement de (i — uxy^; on a donc enfin
Si l'on suppose a; = I , il vient
(4) . + î^-.^^-tl)m±l-^ + --
£•■'-■--•'r-■-■-'-W^mf^.i^
cette formule n'étant exacte, bien entendu, que lorsque le premier membre est une série convergente, c'est-à-dire lorsque (I, 242) a + ^ est moindre que 7 -I- i • On a (322)
par conséquent la formule (3) peut s'écrire
/ u^' {\ — u)-(-^" {\ — xu)-^ du J o
,1-?-' du
Catc. iiit
veloppement de (p{2o:.T), et l'on a enfin
\T: J—ao
En remplaçant a par \/ix, multipliant les deux membres par da et intégrant entre les limites <x = o, a= i, on en conclut
(B(o) + ^— —; + ... H J \ -H = -- / e-'\lx l (n[ix\l<x) doi.
'•a i.2.3...(/i + i) v/7rJ-« c/o
Si l'on pose, par exemple,
o\x) = cosar,
-= I e^'^dx! cosy^x \'x) dx.
La série qui forme le premier membre est égale à i — e~' = Quant au second membre, on peut le réduire à une intégrale simple. On a en effet
I cosiix Jx) dx= I dxii 1 :r-7 — • • • I
Jo Jo \ '-2 1.2.3.4 J
1.2 2 1.2.3.43 1.3.3.4.5.64 sin2a: 1 cos2.r o^sinaa; — sin'^r
X IX' nx''
et par conséquent
I /"^ .x%\y\ix — sin*.r ,
si'
et en remarquant que la fonction intégrée étant paire on peut prendre o et ac pour limites et doubler l'intégrale, on en déduit
J^" . xs\nix — s\x\''x , e — i ,- 0 X' ■ ie ^
520. Cherchons encore à exprimer, par des intégrales définies, le plus grand coefficient de la puissance an d'un binôme, c'est-à-dire
2ra(2n — i).. . (,«-(- i t .2.3. . . n
Ce coefficient est évidemment le terme indépendant de e"^'"' dans le développe-
inent de
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En réunissant les termes également distants des extrêmes, ce développement prend la forme
Ao-|- Al COS2 0! -+ Aj cos4a: +. • -t- A„ cosawa,
et Ao est précisément le coefficient que nous voulons calculer. On a, quel que soit le nombre entier k,
j COS-i/ra f/a = o;
par conséquent
on en déduit
e-'s/-'y"doc=^- Ao,
" Jo
cos" xclx.
et le problème est ainsi résolu.
521. Poisson a résolu, en suivant une marche analogue, un problème beaucoup moins simple qui s'est présenté à lui à l'occasion du calcul des probabilités. Considérons le produit
iiip, -+- vqt){up-, -+- vq,). . . (up^ -f- vq./,).
Le coefficient de ii'"('" y représente la probabilité pour que, sur p épreuves assignant à deux événements contraires A et B les probabilités successives/?,, y,, p^, q^,..., p„, q„, le premier arrive m fois et le second n fois.
Pour transformer ce coefficient en une intégrale définie, posons
le produit u'"v" deviendra e("'-'')^\/^, et tous les autres termes renferment des exponenlioUes différentes, car la somme m-h n est la même pour tous et égale à [x. Si donc on désigne par X ce que devient le produit (6) après la substitution (y), le coefficient cherché U est égal, on le voit aisément, à
On a, eu effet, pour tontes les valeurs inégales de m et de m' ,
I gmxs/-l e~mUsl-\ flj; -— o^
et pour m =; m'.
/ e -'"•^\/-i e''«\'-i dx — i dx =: ir..
La formule (8) donne donc une soUilion du problème : on peut en éliminer les imaginaires.
On a, à cause de />, + y, = i ,
Soit
pie'^-' -h qie-'^-' = cosx + {pi — ç,) y^— i sin.r.
cos^.r + ip, — qiY sin'.r = p? = i — 4/^,- qi sin=jr,
cos.r = cos<p„
— ( Pi — </i i sin ar = sin o,
il en résultera et si l'on fait
upi+ i<qi = Oie'i N^"',
le produit désigné par X deviendra
et l'expression (8) du coefficient cherché est par conséquent
I C'^ J^ f" ■-- I Y cos\y — ' m — n]x\dx -i | Ysinfr— f'" — «
)x] dx.
La seconde intégrale est nécessairement nulle puisque le coefficient U est réel. On peut voir qu'en effet elle se compose d'éléments égaux deux à deux et de signes contraires, et l'on a enfin, pour l'expression cherchée.
(()) U=-- I Y cos[;f — [m — n)x]dx=:- j Y cos[x — [m — n)x]dx,
et l'intégration pourra s'effectuer par les règles \es plus simples du calcul intégral.
LIVRE SECOND. - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS. 5(M
Dans les cas simples et lor.sque les facteurs sont peu nombreux, il serait plus aisé de faire la multiplication directement, mais il en est tout autrement lorsque leur nombre est très-considérable et que l'on veut seulement calculer le résultat par approximation. Si u. en effet est un très-grand nombre, les facteurs p,, dont le produit est égal à Y étant tous plus petits que l'unité et en différant notablement toutes les fois que x n'est pas très-petit, tous les éléments pour lesquels x a une valeur finie sont négligeables, et l'on peut par conséquent poser, sans erreur sensible,
p' = I — 4/?. qi sin'x = I — 4p- 7< x\
c'est-à-dire, x étant très-petit,
p. = I — 3/^, (Ji X'
L'erreur commise est en effet insignifiante lorsque x est. très-petit, et, lorsqu'il ne l'est pas, l'élément de l'intégrale est négligeable aussi bien que celui qu'on lui substitue. On aura alors, en regardant toujours x comme très-petit.
/p, =— ip,qix\
lY := — x" l 2/>, (j, -t- 2/?2 q,-\- .
en posant
Hh q.
ip2 q.
c'est-à-dire en nommant P la valeur moyenne du produit ^piqt. L'équation (lo) donne
On a aussi, en négligeant x-,
9, — (pi — q/)x,
X — o, + o, -h . . . -h 0., = X : p, -]- p., -\- . . . + p.,,) — x(q,-h qj + . . .-+■ q.,), et, en nommant/» la valeur moyenne de/>j et q celle de qt,
cos[j — [m — n]x]=:^ cos^ [i'-ip — q) — [m — «;],
et on pourra prendre enfin
fn) U=:- / e-^'''-'^co^x[i).{p — q) —[m — n)]dx.
Car les éléments de cette intégrale pour lesquels x n'est pas très-petit sont évidemment négligeables à cause que [j.k?' est un grand nombre, et les deux exprès-
sions (9) et (11) coïncident approximativement pour tous les éléments dont l'influence est sensible. On a enfin fl82)
[|i(;)-iy)-(»i-n)l-
ce qui, dans le cas où/;,- et q, sont constants, s'accorde avec l'expression donnée (320) pour la valeur approchée d'un terme de [p + qY-
Transformation de la fonction X„ en intégrale définie. 522. On a fl99), en désignant par A et B deux nombres réels,
A -t- B y'— I cos(
\l — I ces W
A = I — a C0S(p, B = a sin®.
la formule (i3) donnera
I — 2a cosc» -t-
21tJo (l-
: coscp) + a sin çv'-— I cosc
Développons les deux membres suivant les puissances de a. Le coefficient de a" dans le premier membre est ce que devient la fonction X„ quand on y remplace x par cosy; nommons-le P„. En l'égalant au coefficient de a" dans le second membre
facilement obtenu en développant en série la fonction placée sous le signe /> on
trouve
P„=: — I (cos© — 1/—1 sinocos&) )"«'''>•
Si l'on pose cosç — x, cette formule devient
(i4) X„= — / [x — dx'— \ cosm)' dMT= - 1 [x — \/x'— i cosMj'ci'j).
On peut en conclure aisément que, pour chaque valeur de x moindre que l'unité en valeur absolue, X„ tend vers zéro lorsque /i augmente indéfiniment. Si, en effet, dans l'intégrale (i4). on remplace chaque élément par son module, le module
"LIVRE SECOND. - APPLICATIONS ET DÉVELOPPEMENTS, de la somme, comme on sait, sera augmenté; on a par conséquent
+ ( I — a.-- ) cos'mT (/&),
et tous les éléments du second membre tendent vers zéro lorsque n croit indéfiniment.
523. Diriclilet a donné une autre expression de X„. On a, en adoptant les notations précédentes,
Posons
nous aurons
( I — 2 a COS9 -+- «•' )~ ■' = Pe + P, a + Pï «■-■ 4- . . . + P„ a" -t- . .
«= eV-
(i — 2e'v'-' COS9 + e''V-') ^— -P„4- PiC0s9 +. . .-I- P„ cosnS +. . .
+ v'^(P,sin3 +. . .+ P„sinA49 + ..;.
Si donc on pose
fi— 2eV"^cos9 + e'H/^j ' = G + Hv/— i, on aura
G := Po + P, cos 0 + Pî cos 3 0 4 . . . 4- P„ ces rt 0 -h. . ., H = P, sin 5 + Pî sin s 9 4- . . . 4- P„ sin M 9 4-
Les expressions de G et de H sont faciles à former; mais elles changent de forme avec la valeur de 0 et ne sont pas les mêmes, suivant que cosô est plus petit ou plus grand que cosy. On a identiquement
i — 2eV-' COS9 4- e'"^-' = 2e'v'-' (cosO — C0S9!.
Si donc cosô > cosç, y'cos^ — cos© est réel et l'on a
1 9 /-. , , cos V— I sm -
(1 — 2«cos9 + 3;'; ' := e ■ 2 ^(cosù — COS9) =
v'2(cos0— cos 9!
Mais si l'on a au contraire cos5 < COS9, il faudra écrire
— 2 5:roS9 4- «•) '' =
sin — h J—i cos- 2 ' 2
v'alcosç — cosôj
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et par conséquent, dans le premier cas, cosô étant plus grand que cosœ, on a
cos- 6
v/2(cos6 — costp)
sin- 6
\/ 2 [cos 9 — coscf) et, dans le second cas, lorsque cos9 est plus petit que cosç;,
sin- 6"
y/2 (cos 9 — cos 9)
cos- 9
V/2(C0S9 — COS
Ajoutant les équations (18), (19), après avoir multiplié la première par sin - 6 et la seconde par cos -5, on aura, en supposant cosO > cosç,
Tï • • /i 11 • 3 . _ . 2 /l 4- I ,,
o = P„ sin - e -t- P, sin - 6 + . . . -f- P„ sin 6 -f- . . . ,
et, en supposant cosô<cosç), les équations (20) et (21) donnent
' = P.sini 0 + P, sin - 6 -+- . . . 4- P,. sin ^^'-ti ô + . . . .
y/alcos^ — cosÔ) 22 2
De même, en retranchant les équations (18) et (19), après avoir multiplié la première par cos- Ô et la seconde par sin - 9, nous en déduirons, en supposant
COSS > COSiJ),
= Po COS -- 6 + P, cos 1- P2 COS 1- . . . + P„ COS 9 -h . . .,
v'2(cos6 — C0S9) 2 22 2
et, en supposant cos9 < cosy, (20) et (21) donnent
o = P„ cos - 6 -+- P, cos — -H P2 cos h • . . + Pn cos e + . . . .
L'équation (16) donne évidemment, lorsque n est différent de zéro,
p„= - focosHOt/e
SOS
et
Po
Gde.
On déduit aussi de (17)
P„= - / Rs\nn6de,
et, en remplaçant dans ces équations G et H par leurs valeurs, on a les deux expressions de P„ :
/cos-6cos«5 /
. v'2(cos6 — COS9) Tf t/ y
/sin-Ôsinnô /
„ i/2(cos9 — cosffl) '^ i/a
sin-e cosnS
V'2(C0S(p — cosô)
de,
ces- esmrec a ■
'f v^2(cos9 — cosÔ)
de.
La valeur de P„ serait donnée par la première de ces équations, dans laquelle, après avoir fait n = o, il faudra diviser le second membre par 2.
Solution d'un problème plus général.
524. Laplace a résolu un problème plus général et indéterminé comme le précédent :
Exprimer par des intégrales définies le coefficient de x" dans le développement suivant les puissances de x de V expression
Posons
( «0 + rt, X -t- «1 .T' + . . + rt„, X" Y = )\ -\- j\x + y\ a::' + . . . + j)-„ a;" + . . . ;
prenons les logaritbmes des deux membres et égalons les dérivées par rapport à X '. nous aurons
^.(a, + 2«ja: -)-. . . -f- /na„a;"'-') /,-(- aj^ar + . . . + n j„a:"-' + ..
a, -f OiX + tttx'' -\- . . . + a„ x"" y, + y^x + y-,x''-^. .. + y„x" -^ . . .
En chassant les dénominateurs et égalant le coefficient de xf~^ dans les deux membres, on trouve la relation
(24) na»j„-f-(M — i)«,j„,, +...-(-(« — m)rt„j„_„, = fjt(a,j„_, -1- 2flf,j„_j-l- ...-1- ma„j-„ .„), I. Cale. int. Q[\
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et cette équation permettra de calculer le coefiicient y„ lorsque les précédents
seront connus. Pour y satisfaire, posons
et cherchons à déterminer les limites p et q ainsi que la fonction o{x), de telle façon que l'équation (2/1) soit satisfaite.
Cette équation devient, lorsqu'on y remplace r,, jj,..., j„ par leurs valeurs
n«„ / ^"-' 9(ar) a.r + (h — i)«, I x''-''(if[x)dx -h . . . + [11 — m)cu \ x'-"-' !f{x)dx " p Jp J p
= !■>■ I <fi(,^)dx{a,x"-''-h ■}.aiX"-'-i- . ..-h ma^x"""-'). Jp
En intégrant par parties les intégrales qui figurent au premier membre, on traq^sforme cette équation en
9(;r)(aoa;"+rt,.r"-' + . . .H-rt„,ar"-"')^— 1 ^'{x)dx[a^x"+ a.x"-' -\- . . . + a„x"-")
— [>.{ cp(x; Jp
dx ( a, .r"-' + 2 rt, a:"-' + . . . + mam x"-"-' ]
et cette équation sera satisfaite si l'on pose
(26) 0= <i^'{x){a:,x"+a,x"-'-\-.. -h a^x" -"•)■+- [x(f,{x){a,x"-' + 2fl,x"-'-i- ...4- ma„x"-"-') et en même temps
De l'équation (26), on déduit
9'(^) _ 0,3:"-'+ 2aj.r"-'-4-. . -hmamX"
<f(x]~ '^ UtA-'-ha, X"-' + ... + «,„ x"-"
c'est-à-dire
d /a, a, o'ix) dx\x x'
Cf(X)
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Les racines de l'équation y (jc) = o sont au nombre do m; de plus, et c'est ce qui fait le succès de la méthode, elles sont, de même que la fonction y (x), indépendantes de n. En les nommant ce,, a„,.. , a,„, on pourra les adopter pour valeur des limites/? et q. Les équations (27) seront satisfaites, et l'on aura
et on pourra prendre plus généralement
x'-'<f(x)ilx + A-i I X"-' (f{x)dx -i- . . . -h A^ j X"-' (^{x)dx,
A,, Aj A„, étant des coefficients arbitraires que l'on déterminera de manière
à faire coïncider, pour n = i, n = 2,..., « = m, l'expression (2g) avec le coefficient correspondant du développement; et l'équation (24) étant satisfaite, la formule (29) représentera alors, quel que soit n, le coefficient de la série.
Expression des racines d'une équation.
Soit
cp(.r) = ^'"4- A, X"-' -i- A^x-'-''-^- . . .-I- A™ = 0
une équation algébrique dont les racines rangées d'après l'ordre de grandeur de leur module, sont oc,, «a,..., a,„. Nous allons exprimer par le moyen d'intégrales définies la somme
i étant un nombre quelconque inférieur à m, et p un exposant entier arbitraire. 11 est clair qu'en changeant i en j '+ i , on aura une expression nouvelle dont l'excès sur la première sera «{V,.
On a
(3o) _ cs^[x) = {x — a.x){x — a,). . .{x — (Xm),
et par conséquent
(3i) l(if[x)= l(x — a.,]+ l{x — x..)+. . .-\-lix — ot.„,).
Soit k un nombre compris entre le module de a, et celui de «,+,. Posons , x=ke"^-'.
Les j premiers termes du second membre do (3i; seront développables suivant les
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puissances de ji et les suivants suivant les puissances de k. On aura, par exemple,
/(.r — a,) = / I 'y+lx— Ix-
\ xj X -y.x^ ix^
Si l'on développe de cette manière tous les termes du second membre de (3i) en y remplaçant successivement x par ^e'"^"' et par ke'"'"'-* , et faisant la somme et la différence des résultats obtenus, on aura
:= lllt'-~ 2 > -,- COSW -1- ~, CCS 2 0) + •• + 2 > ^ ««« COSCO C0S2&, -1 )
^ai '<■ 2/1^ Aui-n 2 a„ la.;,
= /&)+> -- sinw + — ;- sin2w +■■•—> — sin ro H sinîw + ■ • ••
^1 « "i-li L.4i+i et.,, 2a,,
Multiplions les deux membres de ces équations respectivement par cos/;w</w et par sin/jw c?&), et intégrons entre les limites w = — t: et o) = + 7:, nous obtiendrons, en ayant égard aux formules (138),
— / L'?(«*"^~'j + ^ij?(e"*""v'-ijj cos/jw rfco
27rv/— i./— jr et, de ces deux formules, on déduira les sommes
a'; + ce'; -h . .
exprimées chacune au moyen d'intégrales définies.
Nous n'insisterons pas sur ces formules plus curieuses qu'utiles, données par Jacobi dans l'un de ses premiers Mémoires.
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Fonctions génératrices cV Ahel.
526. Abel a ré.solu plusieurs problèmes de la nature'de ceux auquel est consacré ce chapitre en subslituant à la recherche d'une fonction inconnue celle d'une autre fonction que, suivant une analogie déjà signalée par Laplace, il nomme Va fonction
génératrice.
Si l'on a
¥{z)dz,
F(z) est nommée la fonction génératrice de 'f(oc), ff{oe) est la déterminante de ¥{z).
Abel ne s'est nullement occupé de rechercher s'il est vrai qu'à toute fonclipn correspond une fonction génératrice, ni à plus forte raison comment une fonction étant donnée, on peut en trouver la fonction génératrice.
Un géomètre anglais, Murphy, a donné de ce problème une solution qui, malgré les cas d'exception très-nombreux qu'elle présente, mérite d'être rapportée.
Si l'on a
o{x)= I e -"F{z]dz,
en posant e~^ = / et nommant t|^(^; ce que devient F(z), on en conclura
a{x)--= 1 t'-' <\){t)dt.
Jo
Murphy énonce le théorème suivant :
. La fonction i|>(/) est le coefficient de - dans le développement de y (a;) f'^ en série ordonnée suivant les puissances de x.
Supposons, en effet, que (^{x) soit développable en série de la forme
, , A| Aï A3 ' ^ X x^ x^
On a identiquement
£lipt'-'dt-^<fia)£i'-^
dt
Développons les deux membres suivant les puissances de - et égalons les coelB-
cients de -• On aura, en nommant T le coefficient de - dans le développement de
fia] t"
mais, par hypothèse.
dt= coeff. de - dans "
, , Al A2 A3
et
I I / « fl' \
par conséquent, en multipliant.
„ , I , 9(a) A, A2 As coeff. de - dans ^ = 1 -H + • • = 9 x ,
et par suite
/ '\t'-'dt — (i{x),
où T est le coefficient de - dans — ^-» ou, ce qui revient au même, le coefficient de - dans —^ •
527. Quoique l'ingénieuse solution qui précède soit évidemment soumise à hien des restrictions, elle peut être utilisée dans un grand nombre de cas. Cherchons par exemple à déterminer la fonction ^{t) telle, (pie
On a, dans ce cas,
Or
X + m / ni\ X x' x'
et, par la multiplication, on voit que le coefficient de - » dans le produit —
est
On a, en effet,
i + ait
et l'on a
de
En remplaçant le produit i . 2 .3. . . fm — i) par r(/n), on obtient une formule exacte quel que soit m.
Solution de quelques problèmes.
529. Problème 1. — Trouver une fonction (f{t) telle, que l'on ait, pour toutes les valeurs entières de n inférieures à un nombre donné m,
I <f{t)t'dl = o.
Le problème étant indéterminé, nous pouvons supposer à la fonction (f{t) une
forme particulière
(f(t)=l-^ Atl -h \,t'-h. . .+ A,nt"',
en y introduisant, pour rendre la solution déterminée, un nombre m de coefficients précisément égal au nombre des conditions à remplir. On a
'J]t"dt .
Le second membre est une fraction rationnelle ayant pour dénominateur
et, comme il doit s'annuler pour n = o, n — i,..., n = in — \, il faut que le numérateur soit de la foî*me
Posons donc
Cn(« — i) . . . (rt — m -f- 1
;i + /n 4- I ( ra -h 1 ) ( re 4- 2 ) . . . ( « + m 4- I )
et, en décomposant le second membre en fractions simples, on obtiendra, par
l'identification du résultat avec le premier membre, les valeurs de C, A,, A,
A,„, savoir :
en sorte que
m(m + i),, m{m — i)[in + i)(m-^-i)
ni{ m.— I ) ( m — 2 ) ( m + i ) ( m 4- 2) ( m -t- 3 } 1.2.3 1.2 3
et l'on reconnaît dans le second membre la dérivée m"'"'' du produit
I r inim — i) ,1 I d"'ri\ — tr
ce qui s'accorde avec (369).
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l{\ — t]z= -~,~- , dl= ' dx,
cl l'e.xpression de (p U) devient, on le véritie aisément,
I I rf"'(i— .rM™
ce qui (I, 288) est l'expression de X„,. Les limites o et i de t correspondant aux limites — i et -l- i de x, on voit que le résultat précédent équivaut à ce théorème très-important dans la théorie des fonctions X,„ :
Pour toute valeur de l'exposant p inférieure à m, on a
/ xfXmdx =: o;
on en conclut que, p désignant un nombre entier quelconque moindre que m,
/ K,„\,,dx = o, <■' — I
cette équation s'applique évidemment toutes les fois que les indices m et p sont inégaux, car l'un des deux alors est plus grand que l'autre.
530. Problème II. — Trouver une fonction /[œ) par la condition
^ Jo {a-xy
On a(322j
Soit ,^ = 1 — n, on trouvera
r;a:)r(i— «) r(a -Hi — «)'
d'où l'on tire, en faisant _y= -■,
zf
I. Cale. int
da
En multipliant par "-^ût.,, et prenant l'intégrale depuis a = o jusqu'à a — x,
on trouvera
En faisant a — xy, on aura
I da^x" I -j—^- - — dr -
donc
r-^- da r" z«-' , ^' , _. ,
/ ; ; / dZ = r rt r{ I — n .
En multipliant par a(p(a) f/a et intégrant par rapport à a entre les limites o et ce , ' on trouve
Uo ^
dz
— T{n)Tii — n) j (f{a.]x''da.
Jo
Soit
<f{x] x'^dac:=f{x).
On lire en différentiant
tp(«)a2''-' dx=f'{z),
par conséquent
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Multiplions lès deux membres par zéro et x, nous aurons
et intéûrons entre les limites
71 X — rt)'-" "
sinw- r-^ 9(a) _ sinw77 T"' rfa /•" /'(^i
77 X {a; — fl)'-« *♦" 77 X !^— rt)'-"Jo (« — •^)" ■^'
donc, en vertu de l'équation (A),
^, sinwr T'^ œ(a) ,
Telle est la solution fort élégante qu'Abel a donnée de ce problème.
QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE
Théorème de Taylor.
531. L'étude des intégrales imaginaires conduit à une démonstration du théorème de Taylor par laquelle les conditions d'exactitude et de convergence énoncées (I, 380) sont immédiatement mises en évidence.
Soit ç>(z) une fonction de la variable imaginaire z; supposons-la finie, continue et bien déterminée pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur à une limite R. On entend par là, ainsi qu'il a été expliqué (I, 380), qucpour toute valeur de z de module inférieur à R la fonction est finie, qu'elle n'a qu'une seule valeur, et que, de plus, pour un accroissement infiniment petit dz attribué à z, le rapport de l'accroissement de la fonction à celui de la variable est déterminé et indépendant de z.
Soit a une constante de module inférieur à R, la fraction
a, d'après nos hypothèses, une valeur finie et déterminée pour toute valeur de r de module inférieur à R. Le numérateur est en effet toujours fini, et, si l'on suppose z == a, la fraction se réduit à <f'{o(.j. D'après cela, l'intégrale
ry(z)— y(«) j,^
prise autour de la circonférence du cercle de rayon R ayant l'origine pour centre, est égale à zéro (335), et l'on a
dz.
Les intégrations étant effectuées autour de la même circonférence. Le second
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membre de l'équation (2) .se calcule aisément. On a (344)
dz
et par conséquent
L'équation f -2) donne par conséquent
>ia):
Pour tous les points du cercle le long duquel on intégre, le module de :; est égal à R et plus grand par conséquent que celui de «. On peut donc remplacer par la série convergente
et l'équation (3j devient
Si l'on pose par conséquent
j -^i^ dz = A„,
l'intégrale, prise le long d'une circonférence pour aucun des points de laquelle la fonction ne devient infinie, est évidemment finie et déterminée, et l'on a
(tJ)
[ A„ •+• A, s: -1- A, yr -\- . . .-h A„ y." + ...).
La fonction <p{<x) est ainsi développée en série corwergente ordonnée suivant les puissances de a.
La possibilité du développement étant démontrée, la méthode des coefficients indélerminés devient légitime. En faisant a = o successivement dans ré(iuation {6) et dans ses dérivées prises par rapport à c(, on trouve
et enfin
(8) (p(aj = 9(o)-H«9'(o)+ ■^-?"(o)+ ^- ^2.3... ,^ ?"(«>) + ••••
C'est la formnie de Taylor qui se trouve ainsi démontrée pour toute valeur de la variable dont le module est inférieur à celui pour lequel la fonction peut devenir infinie ou mal déterminée.
532. La comparaison des équations (5) et (7) donne la formule
, , 9"(o) _ _2 f'fizjdz
^^' ■ 1.2.3. ..« 27rs/^=^J •z"^'
où l'intégration est effectuée sur le contour du cercle de rayon R, ayant l'origine pour centre.
La démonstration précédente suppose que la fonction
ne soit pas infinie pour z = a et que par conséquent la dérivée ç'(«) ne devienne pas infinie. Cette condition sera toujours satisfaite, et quand une fonction est bien définie, finie et continue, la valeur de la dérivée est toujours finie.
La série (6) est démontrée en effet pour les valeurs de a qui ne rendent pas 9' (a infini. Mais les deux membres de l'équation (6) sont (I, 267) des fonctions continues de a et ne peuvent être égaux pour les valeurs de « infiniment voisines de celles pour lesquelles l'exception est à craindre sans l'être aussi pour celles-là. Le développement est donc applicable à tous les cas, et l'on en conclut que la dérivée 9' (a) ne peut pas devenir infinie.
Théorème de Laurent.
534. Lorsqu'une fonction devient infinie pour la valeur 3 = 0 do la variable, elle ne peut pas évidemment être développée en série ordonnée suivant les puissances entières de z, mais on peut quelquefois remplacer ce développement devenu impossible par un autre dans lequel figurent les puissances positives et négatives de z.
Soit (p(z) une fonction continue, définie sans ambiguïté pour chaque valeur de z et restant finie ainsi que sa dérivée lorsque le module de z est compris entre deux limites R' et R". Soit a une constante dont le module soit compris entre les mêmes
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limites, la fraction -
est finie et continue pour les valeurs de z qui correspondent aux points du plan compris entre les deux circonférences de rayon R' et R" décrits de l'origine comme
centre. L'intégrale
a par suite la même valeur quand on la prend le long de l'une ou de l'autre de ces
et / les intégrales relatives à ces deux contours, on a par conséquent
dz^
dz,
et, en transposant,
(M) r'^?L«i dz - c î-i'^i dz ^ ri^ dz - r^^ d..
R" étant plus grand que R', le seul point par lequel la différentielle -?1^1 dz
devienne infinie est intérieur au cercle R" et extérieur au cercle R'. On a par conséquent
Le premier membre de (ii) se réduit donc à 271 V — i ^(«j- Pour transformer le second membre, remarquons que pour les valeurs qui correspondent aux points du cercle de rayon R", le module de z étant supérieur à celui de a, on a
Pour les valeurs qui correspondent aux points du cercle de rayon R', le module de z est inférieur au contraire à celui de >/., et l'on a
X. \ OL
Remplaçons dans chacune des intégrales qui forment le second membre de (11)
par la série convergente qui lui est égale, et la formule devient
+ -j 9(2)^^ + ---+^-,/ z'-'cfiz)d-z+----
La fonction ai{z) ne devenant infinie pour aucune valeur de z correspondant au contour de l'un ou de l'autre cercle, les coefficients de cette formule sont finis et l'on voit que ip(a) est développable en série ordonnée suivant les puissances positives ou négatives de la variable.
La démonstration n'impose à a qu'une seule condition, celle d'avoir un module compris entre R' et R". Si la fonction considérée ne devient infinie pour aucune valeur de z de module inférieur à R', l'intégrale
Z'-' cfi[z)dz
est égale à zéro, et l'on retrouve le développement suivant les puissances positives de la variable.
Quelques propriétés des fonctions bien définies.
535. La possibilité de développer en série convergente toute fonction finie et bien déterminée d'une variable entraîne des conséquences très-importantes dont l'influence sur l'étude générale des fonctions et sur l'ensemble du calcul intégral devient chaque jour plus considérable.
Nous indiquerons dès à présent quelques-uns de ces théorèmes' et dont nous aurons à signaler plus d'une conséquence.
Lorsqu'une fonction 9 (s) d'une variable z s'annule pour une valeur :: = « de la variable, a est une racine de l'équation
9(î)=o, et si la fraction
prend pour z = a. une valeur finie, le degré de multiplicité de a est m.
Quand la fonction c^[z) est bien déterminée, le degré de multiplicité de chaque racine est toujours un nombre entier.
Décrivons en effet autour du point qui correspond à s = îi: un ceicle assez petit pour que la valeur de o{z) relative à aucun point de son intérieur ne soit infinie.
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posons
et développons cette fonction suivant les puissances de z — u, nous aurons, puisque
et la série est convergente (531) pour toutes les valeurs de z qui correspondent aux points de l'intérieur du cercle. On en conclut évidemment que si 9'(«) n'est
pas nul, j''_2 a une valeur finie pour z—u., et (jue a est une racine simple. Si
(p'(a) est nul,
^ " - se réduit pour z = a à ' '^ , et a est une racine double. Si : )' ' 1.2
o"(a) est nul, , '^ '" -se réduit pour z — a a ' 5^» et a est une racine triple. En
général, si les m — i premières dérivées de ^(zj s'annulent pour z = a, le degré de multiplicité de la racine est précisément égal à m.
Il est impossible d'ailleurs que toutes les dérivées soient nulles à la fois, car le second membre de la formule (i3y se réduirait à zéro, et l'on aurait, pour toute valeur de z, (p{zj =0.
536. Le théorème précédent, pour être bien compris, ne doit pas être séparé des explications données (I, 373 i sur la définition d,'une fonction bien détinie. On peut aisément former en effet des équations dont les racines aient un degré de multiplicité fractionnaire ou même infiniment petit. Ainsi, par exemple, a est racine de
et le degré de multiplicité est - dans le premier cas et infiniment petit dans le
second. Mais notre théorème ne s'applique plus ici, parce que les fonctions \/z — u et l[z — a) ne sont pas des fonctions bien définies.
537. Si a,, a^,..., a„ sont racines simples d'une même équation ^(z) = o, on aura évidemment
<i({z) étant une fonction bien définie qui ne s'annule pour aucune des valeurs a,, a^,..., a„ de la variable.
Le théorème s'étend au cas où les racines sont multiples, pourvu que l'on re-
I. Cale. i/il
garde une racine du degré de multiplicité m comme la réunion de m racines égales entre elles, et le facteur [x — «)'" étant alors remplacé par m facteurs égaux à X — a.
538. Lorsque la fonction (f{z) devient infinie pour une valeur s = « de la variable, a est racine de l'équation
et le degré de multiplicité de cette racine est un nombre entier. Si nous le désignons par m, la fraction
aura pour z = a une valeur finie, et par conséquent le produit
prendra lui-même une valeur finie pour z = a, et comme il est évidemment fonction bien déterminée de z, il sera développable en série convergente ordonnée suivant les puissances de z — a., représentant exactement la fonction pour toutes les valeurs de z qui correspondent à l'intérieur d'un cercle suffisamment petit. Soit
on en conclura
(];(«) étant une fonction bien déterminée qui ne devient pas infinie pour s = a.
539. Toute fonction bien déterminée devient nécessairement infinie pour une valeur finie ou infinie de la variable.
Soit ç(z) une fonction bien déterminée et supposons que pour toute valeur finie ou infinie de z son module soit inférieur à une limite finie M.
Décrivons un cercle de rayon arbitraire R ayant pour centre l'origine des coordonnées. La fonction (f{z) est développable en série convergente ordonnée suivant les puissances de z et applicable à toutes les valeurs (531) qui correspondent à l'intérieur du cercle. On en conclut (532)
cp°(o) I r(sf(z)dz
l'intégrale du second membre étant prise le long de la circonférence du cercle de
n 27rRV
et puisque par hypothèse le module de y (Re"'^'"') est inférieur à M, celui de g-nuy/^ étant l'unité, le module de l'intégrale
est moindre que
Mrff.) = 27rM,
et par conséquent le module de — !— --^ est moindre que
et sa valeur est zéro puisque R est arbitraire et peut être pris aussi grand qu'on le voudra. tf"[o) étant nul, la série qui représente la fonction a tous ses termes nuls à l'exception du premier çfo) auquel la démonstration ne s'applique pas, et la fonction est par conséquent une constante. Dans tout autre cas, il est impossible que le module reste inférieur à une limite, si grande qu'elle soit, et le théorème est par conséquent démontré.
On déduit du théorème précédent que toute équation
dont le premier membre est une fonction bien déterminée, a nécessaiiement une
racine au moins. Si en effet la fonction œ(z) est bien déterminée, --— l'est néces-
sairement aussi et il peut donc devenir infini (539), et par conséquent 9(2) peut devenir nul.
541. Les racines d'une équation peuvent être en nombre infini, mais elles ne peuvent jamais former une suite continue correspondant à tous les points d'une
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courbe tracée sur le plan. S'il existait en effet une telle courbe, la racine a qui
correspond à l'un de ses points serait évidemment de degré infini, car
ou
serait nul quel que soit m pour une valeur de z aussi voisine de a que l'on voudra et correspondant à un point voisin de la courbe qui représente les racines, et cette hypotbëse (535) ne peut pas être admise.
542. Lorsque deux fonctions bien définies <f [z) et <if { z) sont telles que les équations
aient les mêmes racines avec le même degré de multiplicité, le rapport -rrA est égal à
une constante.
Si en effet le rapport ^— n'est pas constant, il est lui-même une fonction bien
définie de z qui doit nécessairement devenir nulle et infinie. Mais cela ne peut avoir lieu évidemment que pour les valeurs de s qui sont racines des équations (i4). et, pour celles-là, le degré de multiplicité étant par hypothèse le même pour les
deux fonctions, le rapport tt— ! a une valeur finie.
Il faut bien remarquer que le théorème précédent ne s'appliquerait pas si les fonctioils <f{z) et <if{z) devenaient nulles ou infinies pour des valeurs infinies de la variable. La fonction (f par exemple ne devient nulle ou infinie que pour des valeurs infinies de ::, et par conséquent, si l'on ne tient pas compte des racines infinies, les deux fonctions (d{z) et e^yfs) deviendraient nulles et infinies pour les mêmes valeurs de z, et leur rapport cependant n'est pas constant.
Série de Lagrange.
Soit l'équation
Nous avons donné (I, 313) le développement de l'une de ses racines en série ordonnée suivant les puissances de a. Nous pouvons maintenant préciser davantage les conditions de convergence de la série et le caractère de la racine représentée parle développement. Si nous posons u — x^=z, l'équation (i5) devient
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Nous démontrerons d'abord le tliéorème suivant, sur lequel M. Roucbé, profitant habilement des belles recbercbes de Cauchy sur le même sujet, a fondé une démonstration très-simple et très-nette de la formule do Lagrange.
Si la constante a est telle, que, pour toute valeur de z dont le modtde est égal à r,
la fonction
ait un module moindre que l'unité, et que de plus © ix -f- z) soit finie et bien déterminée pour les valeurs de z dont le module est inférieur à r, V équation ( 1 6 ) , oii Von considère z comme inconnue, aura une racine, et une seule, de module inférieur à r.
Soient en effet Zf, z^, z^ les racines égales ou inégales dont le module est
inférieur à r, on aura ^537)
z —X^ix -h Z) = (Z—Z,){Z— Si). . . (z— z„)'^(z).
^(z) étant une fonction bien déterminée et finie et qui ne s'annule pas pour les valeurs de z dont le module est moindre que r. On déduit de là
l<\i[z) — l[z — z,)'hl{z — z,)^-...+ I(z — z„)—lz,
et en différentiant
Attribuons à z l'une quelconque des valeurs dont le module est r, ayant par hypothèse un module moindre que l'unité, / i — ^^-^ est dév(
loppable en série ordonnée suivant les puissances croissantes de
ix<fi(x + z)
et
comme <p(x-hz) a été supposé fini et continu pour les valeurs de z dont le module est moindre que r, il est lui-même développable en série ordonnée suivant les puissances de z, et par conséquent
/ r, _ «_9(^Jii_)l
donnera une série ordonnée suivant les puissances entières, positives ou négatives de z.
^{z) étant aussi fini et bien déterminé pour les valeurs de z dont le module est inférieur à r, l^{z) est développable (531) en série ordonnée suivant les puissances entières et positives de z, la fonction dont la dérivée forme le premier .membre de (ig) étant développable en série ordonnée suivant les puissances de z,
sa dérivée ne contient pas de terme en -> et le coefficient de - dans le développement du second membre doit par conséquent être aussi égal à zéro; maisz,, z^,..., z,„ ayant par hypotbèse des modules inférieurs à celui de z, les fractions qui figurent dans le second membre sont développables en séries convergentes, et l'on a
zt z z' z"
Le coefficient de - dans le second membre est donc égal à m— i, et, puiqu'il est
nul, on doit avoir
544. Les conditions du théorème précédent étant supposées satisfaites, si l'on désigne par z, la racine unique de l'équation (i6) dont le module est inférieur à r, et par Y[xArz) une fonction bien déterminée, finie et continue pour les valeurs de z dont le module ne surpasse pas r, F(a; + z,) sera développable en série convergente par la formule
(20) Y[x-\-z,) = Y[x) + - W [X] ts){x) + -^ -r- [F'0)(p(ar)]'H
Puisqu'il n'existe qu'une seule racine z, de module inférieur à r, l'équation (18) du numéro précédent devient en effet
d'oii, en multipliant par Y'ix-^z),
Si nous donnons à z le module r, les deux membres seront développables en série ordonnée suivant les puissances de z. Calculons les coefficients de - pour égaler leurs valeurs.
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Le coetficient de - dans le premier membre provient seulement du terme
un . I r at(f{x -^- z)~\
car le second terme étant fini et bien déterminé pour toutes les valeurs de z de module inférieur à z, est développable en série ordonnée suivant les puissances de z.
Le module de ?-2_^ ' étant plus petit que l'unité, l'expression (22) peut s'écrire
nz
- çi^c + zf-
et le coefficient de - dans le terme général est le produit de — par le coefficient
de s""' dans le développement de Y' {x -\- z) \(^[x -\- z)\". Le coefficient de - dans le premier membre de (21 j est donc représenté par la série
(33) _|^fF'(^)<p(^) + -^^F'(X;L9(^)?+---
I .2... 71 dx"-^' \ I n\ li j
Dans le second membre de (21) les deux facteurs sont développables, et l'on a
Le coefficient de _ forme la série
- 2, F", a;) - ^ Tl"[x) ^,- r'[x , ,
qui, puisque le module de z est inférieur à r, est convergente et représente
Telle est donc la somme de la série (aS;, et l'on a ,
(24) F(^-l-3,) = F(a;; + aF(a;)<p(ir)4- — - -^,^T{x A^d^ x ^' ■
Nous avons rencontré déjà plusieurs séries de la foruâC
Au + A, sinx + AîSinaa--)-. ■ . + A„sinrtar -(-...,
mais les conditions de convergence et d'exactitude n'ont pas été discutées, et la démonstration l'ondée sur l'emploi d'expressions imaginaires n'aurait pu être rendue rigoureuse qu'en anticipant sur quelques-unes des théories exposées dans ce volume.
Nous allons reprendre dans sa généralité cette théorie importante et démontrer le théorème suivant :
Une fonction réelle o{x) peut toujours être représentée pour les valeurs réelles de x comprises entre —■nel -f- t: par une série de la forme
Ao •+■ Al sin X 4- Aï sin ix -\- . . . + h,, sin nx -t- • . . -I- B, cosx ■+■ Bj cos2.r 4- • • +- B„ cos«.r -f- . . . .
Commençons par admettre la possibilité du développement, nous déterminerons, dans cette hypothèse, les coelïicients des diflerents termes pour prouver en.suile l'exactitude de la formule obtenue.
Soit donc l'équation
(25) 9(a;) = Au -H Al sino,- H- AïSin 2a?H- . . . -+- A,, sin/ijr -f- . . . >
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et par conséquent l'équation (aS) donne
Sfd
j 9f.r)si
ainnx dx = 7tA„.
En multipliant les deux membres de (2.')) par l'.o&nœ dx et intégrant entre les limites a? = — 71, x — + n, on trouvera de même
cos nx (la; = i:B„.
Le coefficient A^ s'obtiendra enfin en multipliant par djc les deux membres de l'équation (-iS) et intégrant ensuite entre les limites — tt et -h tt, on aura ainsi
Xo{x)dx = aTTÂo, -7:
et par la substitution des valeurs trouvées pour les coefficients, l'équation (aS) deviendra
(26) tp(x) = — / (f(x)dx
H — sina^ 1 (^{x)s'mxdx -hsin9.x j <f{x)sin7.xdx -h •••
ix I o{x)cosxdx -i- C0S9.X I (çi{x)cos'y.xdx -h • •• y
oos;
546. L'emploi des coefficients indéterminés est une simple méthode de recherche, et il est indispensable de prouver à yooi/mon l'égalité des deux membres. Remarquons d'abord que les intégrales définies qui figurent dans le second membre
de (26) sont indépendantes du nom donné à la variable placée sous le signe / ;
il est donc permis d'y remplacer œ par une nouvelle variable a, et celte substitution permettra de réunir celles-ci en une seule après avoir introduit sous le signe intégral les facteurs indépendants de x (jui les multiplient. La formule (26) devient ainsi
(27) o{x] = - I f{x)dx\ — \-cos{x — x)-hcos2{cc — x)-h... + cosn{a — x)-i-...\'
Pour eu prouver l'exactitude, nous allons calculer le second membre et constater que sa valeur est égale à ip{x).
Supposons d'abord que la série qui sous le signe d'intégration multiplie 9 (a) d«
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soit arrêtée au terme cosn(o: — x). on pourra la réduire à l'aide de la formulo
connue
sin ( n -h - J ( a — ar )
- •+■ CCS {« — x) -h- ces a ( « — a: ) + ... + cos n{a — x)=: 5
2sin- (a — x)
et le second membre de (27) est par conséquent la limite de l'intégrale
sin(w+M(«-ar)
(28) - / <f{a)da--^ ^-^ ,
. '^-■^ 2sin-(a — a:)
lorsque n augmente indéfiniment.
X étant par hypothèse compris entre — n et -hir, on peut partager l'intégrale en deux autres, l'une prise entre les limites -^n el ce, l'autre entre x et t:; en posant dans la première a=:x — 2/3 et dans la seconde « = a;-H2j3, l'intégrale (28) devient
/ > C'^ , fli jo sin(2«H- i)S /*'' , -, ,^ sin(2n + i)|3
(29) j y(^-2i3)rf(3— ^^.^^ '^Jo <p(^ + 2p)^i3 gi„p "^^
- {n -hx) et - (tt — a?) étant l'un et l'autre compris entre zéro et n, chacune de ces
intégrales (284) a pour limite -f{x), et l'expression (29), qui est leur somme, a pour limite n(p{x), ce qui démontre l'exactitude de la formule (27).
547. Lorsque, pour la valeur considérée de x, o{x) est discontinue et passe brusquement d'une valeur à une autre de telle sorte que, £ étant infiniment petit, f{œ — i) et (i){x-{-£) ne soient pas égaux à la limite, la première des intégrales (29)
est le produit de - par la fonction (p(x —- 2^), dans laquelle on suppose /3 = o, et
la seconde le produit de - par la fonction ({/{x-h 2^), dans laquelle on fiiit la
même hypothèse; ]3 étant positif dans les deux cas avant de s'annuler, on voit que la somme (29) est égale au produit de n par la demi-somme des valeurs de la fonction <f{x), et que par conséquent la série représente dans ce cas la demi-somme des valeurs de f{x).
548. Le cas où x est égal à l'une des deux limites — tt et -hn doit être examiné à part. La seconde intégrale est alors égale à zéro et la première devient
f"" , -;sin(2n4-i)(3 ,„
Jo smp
il résulte de la démonstration donnée (286) qu'elle a pour limite, lorsque « augmente indéfiniment,
-7i:[cp(7r)
L'équation (27) n'est donc applicable aux valeurs limites que dans le cas où l'on a
<p{7r) = 9(— it).
Il était évident d'ailleurs à priori (\\xQ dans toute autre hypothèse la série prenant la même valeur aux deux limites a; = — tt, a; = + n, ne peut dans ce cas représenter la fonction. Elle représente, on le voit, la demi-somme des valeurs correspondantes à ces limites.
549. On pourrait, dans la démonstration précédente, substituer aux limites — 7: et H- n deux autres limites a et a + 27: différant de in. La série représenterait la fonction entre ces deux limites, qui seraient alors celles des intégrales qui expriment les coefficients. La fonction étant arbitraire, on peut la supposer nulle lorsque la variable varie entre certaines limites et restreindre les intégrations qui servent à exprimer les coefficients aux limites arbitraires a et 6 entre lesquelles on veut représenter la fonction, la différence de ces limites étant nécessairement moindre que 2n. Pour les valeurs de la variable comprises entre è et a + in, la série sera alors constamment égale à zéro.
Il est évident, enfin, que pour substituer aux limites — tt et + tt deux autres
mites — a et + a, il suffit de considérer ^- comr
de développement seront alors de la forme A„ cos
limites — a et +a, il suffit de considérer-^ comme étant la variable; les termes
et B„ sin — j et i on aura
où l'on pourra enfin, aux limites — a et + a, substituer deux autres limites quelconques dont la différence soit égale à 2a.
550. Lorsque la fonction f{x) est impaire, c'est-à-dire quand on a
l'intégrale
cosnx dx
est égale à zéro. Les coefficients des cosinus sont donc nuls dans le développement, et la série ne contient que des sinus. On voit de même que le développement d'une fonction paire ne contient que des cosinus.
551 . Développement de -x. — La série qui entre les limites x=^ — n et.r = -i-7; représente - x, ne doit contenir (550) que des sinus.
On a
X sm nx dx =^[ — 1 1" ■ — »
et par conséquent
(3i) - X — s'mx sin2x + ^ sin3.r — -y sin4*' H — • •
Pour x = n, le second membre se réduit à zéro. Il représente en effet (548] - (— ;r-f-;î), et l'équation (3i) n'est pas exacte. En changeant x en i: — x, on a
(32) - (TT — j?) =: sin^ H — sin2:t -h T sin3A- H »
et en ajoutant membre à membre
(33) . - 77 = 2 [ sinx + -.r sin3^ H- -p sin5j? + -
Cette équation suppose x ei n — x compris tous deux entre — n et +7i; x doit donc être compris entre zéro et n sans atteindre l'une des deux limites.
Pour obtenir directement l'équation (33), il suftit d'appliquer la formule générale de développement à une fonction (^{x] égale à -^ pour x compris entre zéro et t:
et à — - pour x compris entre — tt et zéro.
552. Le développement trouvé (551) est le seul de cette forme qui entre les
limites — ;r et -\-t: puisse représenter - a;, mais on en peut former une infinité
d'autres qui représentent cette même fonction dans une partie seulement de l'intervalle.
En supposant par exemple '^{x) = - a; lorsque a; est compris entre et -+- ->
et <^{cc) = o lorsque x est compris entre — ;: et — - ou entre - et tt, on trouve
(sin.r sin3.r -\ — ^ sin5
X ~ -y— sin7.r •
Si l'on fait x = -'-> le second membre devient
Il représente la demi-somme des valeurs y et zéro, c'est-à-dire jr? et l'on a
comme on l'a trouvé (I, 414).
Supposons (f{x) = - lorsque x varie de zéro à a, (p{x) = - lorsque a; varie de «
à t: — a et <p{x) = ~ quand x varie de t: — a à tt; ajoutons enfin que l'on suppose la. fonction impaire et l'on trouvera aisément
• o(ari == - I sinj; sina H — sin3*' sin3a -\ — p sinSx sin5a + . . . ). ^ îT\ 9 ■-'5 /
Si l'on fait a;= -» on a
- = - ( sma sm3a H — ^^ sm5« 4- • • • N
ce qui s'accorde avec la formule (34,.
553. Pour représenter la fonction ~ x par une série qui ne contienne que des cosinus, il suffit de supposer ç (a?) = -x lorsque x varie de zéro à t: et <p{x) = — - x lorsqu'il varie de — t: à zéro. On a alors
et tous les sinus disparaissent du développement. On trouve alors
,,.. X r 2/ cos3x cos5a: cos(2« -t-iix
(35) - = -; cos:c ' ' , , \ I
cosBx cosSa:
Si l'on fait a? = o, on retrouve
II- — m
sin ma; rosnx = o.
On en conclut
,.^, . ' • / sin^- 2sin3.r 3sin3.r \
( 36 sin mx = - sin nn: j 1 -)_...).
On trouvera de même
„ , 2 . / I m cos^ mcos2.r mcosSjc \
(37) cosmx = - sinwTr I \ -, , H • ■ • •
' ' Ti \ 2 m 1 — w' 4 — "* 9 — "* /
Dans cette dernière équation on peut supposer x^^n, car la fonction a la même
valeur aux deux limites a? = — ti, x = n, et l'on a par conséquent
(38) cotm7r=- . — -. ; r, •
555. Développement de e^'^ + e""'^. — Cette fonction étant paire, son développement ne contient que des cosinus. On a
X" , . ' , 2a cos/îTr . ie"' + e-"'! cosnx dx =^ — „ [e' _,^ cc' + n- ^
et
2 / I « COS^ iZC0S2X \
^' Tt \2a I + a' ^ + 01.' I
On trouverait de même
2 / sina; 2sin2A' 3sin3.r \
556. Développement de cosoj. — Considérons une fonction égale à cosa; lorsque x est compris entre zéro et 7: et à — cosa; lorsqu'il est compris entre — ;r et zéro. Cette fonction étant impaire, le développement ne contiendra que des sinus. Si on
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la désigne par 9 ix), on aura
(f ' x"^ sin Jix (/x =:'i I cos.rsi
sinnar dx.
Cette intégrale est nulle si n est impair, et égale à -^-_- si n est pair; on en conclut
cosa: =: - — ;r sin2.r 4- 7p-= sinA-i? -f- 1= — sino.r + • r \i .3 3.5 5.7
557. La formule (27) (546) contient implicitement le développement de toutes les fonctions en séries ordonnées suivant les sinus et cosinus des multiples de la variable. Dans certains cas cependant il est plus aisé de trouver directement le développement qui fait'connaitre alors la valeur des intégrales qui représentent les coefficients.
Développement de Isïnœ. — On a identiquement
cos:r = cosa: — cosSa: -+■ cos3:r — cos5.r -+- cosSx — cosy^r -+- 00873: — . . .,
c'est-à-dire, en réunissant les termes deux à deux,
cos.r = 2 sin^lsinaa: + sin4.*^+ . . . + siny.nx) 4- cosfa» + i)^,
et par conséquent
cosar sinar
2 sin3j;,-t- ssin^x
2 sm2«.r
sm.r
Multiplions les deux membres par dx et intégrons depuis la limite x jusqu'à la
limite -1 nous aurons
— Isinx ^^(i + cos2.r) 4- ( h - cos4-^) + ( 2 + o cosSxj -i-
-+- I 1- - cos9.nx + I
C0Sf2« -(- l]x
sm^
Si dans cette équation on fait croître n indéfiniment, en remarquant que
on a
/sin;r = — It: — ces f.x —
cos4^ cos6x cos2na;
,. C^ cos{in+ i)x , Iim. / -. dx,
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l'intégrale
cosCare + i)^ , : ff.r
a pour limite zéro. On peut la partager en effet en intégrales partielles prises entre des limites telles que les éléments soient alternativement positifs et négatifs, et la -différence de deux éléments consécutifs est infiniment petite par rapport à la somme de leurs valeurs absolues. Or la somme de toutes les valeurs absolues est finie, car elle est moindre que
sin^r
L'intégrale {[^i) a donc pour limite zéro, et l'on a enfin
(43) . ls\nx = — l-y. — cos?.x cos4.^— , cosGa^ — •• •
Cette formule se trouve démontrée ainsi pour les valeurs de x comprises entre zéro
et -1 mais elle est évidemment exacte lorsque x varie de - à ;:, car le second
membre ne cbange pas non plus que le premier quand on y change x enn — x. La comparaison de l'équation (43) avec le théorème (545) donne aisément
(44) / ls\nxdx^ '-If;
I co^'f.nx ls\nx dx^= — -;— •
Jo 4«
558. Développement de lT{x). — M. Kummer a Irès-élégamment associé la méthode des coefficients indéterminés avec l'emploi des formules générales pour développer /r(ir) en série ordonnée suivant les sinus et cosinus des multiples de 2nx.
Posons
(46) ^ r(x) = Ao -I- 2A1 cosairar -h aAj cos47:.^ -t- . . .
+ 2B, sin 27:^-1- 2B2 sin /ii:x + . . . ,
la formule s'appliquant (549) aux valeurs de x comprises entre zéro et l'unité. On a (295)
(47) Zr(^) + /r(i - x] = lTix)T{i — x) = l9.T: — l{9. sinizx).
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D'ailleurs (557 j (48)
— /a sinTra: = cosaTr^ -| — cosiT:.^? -+- tt cos67:ar + • • • •
En remplaçant lT{x) et /r(t — a;; par leurs développements déduits de (/\6] et 1 2 s'mnac par la formule (4^;, nous aurons
2A„ -I- 4A, cos2-ar + 4 Aï cos4ftj-' + • • •
d'où l'on déduit
= /27T + cos27L.r + - cos4~'^ + T7 cosdrx- -f-
A„ = - liTi, A„ = , • 2 4«
Les coefficients des cosinus étant connus, nous aurons recours, pour calculer les autres, à la formule générale f549)
On a (314j
par conséquent
B„ ==; I lT{x)s\t)im:x dx.
s\n2mix dx dz
L'intégration par rapport à x peut s'effectuer. On a / sin iHT.x (Ix = o,
Jx s'\ninr.x dx = — »
Rn posant z = g-^'"",
3J 2reTr
''■- An £{jiT -'-"')
dt t'
F. CWr. int.
Si l'on fait n = i,
dt
et
c'est-à-dire f24r
nB„-B, ==^ r (6- = =^' -«-='-')-',
«B„ — B, = — In,
in
et tous les coefficients B„ se déduisent par conséquent du premier B,
B, lui-même peut se déduire d'une intégrale dont la valeur numérique trèsexactement calculée joue un rôle dans plusieurs recherches. Posons
C=/ (e-'+ ^^j y = 0,5772156649, nous aurons, d'après la valeur de B,,
B,--^C=^'- fP-T.--^ --'--"')?'
c'est-à-dire (241j
I „ I , I /"^ / I \ \dt
B, G= — /27îH / [-—., -i~,)t-
271 271 2 71^0 Xl + t" \+tJt
Mais l'intégrale qui forme le dernier terme du second membre est égale à zéro; si l'on y change en effet t en -■> elle se transforme en une expression idenliquement égale et de signe contraire qui doit lui être égale.
On a donc enfin
et
(49) lV{x) — - 1{2t:) + - cos27r.r + j cos47ra? -+-•■•
+ - (G -1- /27r) ( sin27T;c H — sin47r^ -<-
+ - ( /i sin2rx + - /2 sin47rar + ^ /3 sin67rar + •••)• t: \ 2^3 /
559. On peut aisément rattacher à cette formule la propriété de la fonction T{x)
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démontrée (289j et (303). On a, comme on sait, lorsque l'entier k n'est pas un multiple de n,
COS2/1 •îT^r 4- COS2/1 ~ {x-\ ) + ■ • + cosa/r;: ( x H ) ^= o,
sin ikr.x -t- sin o-k- [ x -\ — )-(-•••-(- sin 2/r- ( x H
\ nj \ n
Si l'on suppose k = [xn, tous les termes deviennent égaux, et l'on a
C0S2/r7r.r -4- cos2/r7: lx-{ — j + • • • 4- cossAttI x -+- ) ^= " cos-ik-x,
sin T.hr.x + sin 2/1-71 ix-^ — 1 4- • • • + sin 2/1-7: ( x -\ j = n sin 7.hr.x .
Cela posé, en remplaçant dans l'équation (49) x par œ, .t-\- --. x + ~i-- -, xet ajoutant les résultats, on trouve
lYix)^ lv[x+~ \ n
1 , I (cosinv.x cosinr.x cos&iir.x :^ n Iit: -h - n \ 1 ;;
2 n \ n 2» in
n,^ , , /sin2w.7ïa? %\x\Lnv:x sin6n.7ra;
(In . lin . , \
— s\mm:x -\ sminr^x 4- • • • j n -y.n
n (In
qui s'applique lorsque x est compris entre zéro et - afin que x,x+ -•.•■■■,
a? 4 soient tous compris entre zéro et l'unité.
Si de l'équation (5oj on retranche lY(nx) développé au moyen de la série (49).
on a
lY{x) + lvix+~\ H ^/r(;r4-"^) —lY{nx)
= - («. — i) /27r 4 f sin2rt7rx -\ — sini"--?:^ 4- • • • U
c'est-à-dire ^551 ^
T{nx)
-in — I ) /27: 4- - ( I — 9.nx)ln, 2 2
et
n — I I— An.r
■{ir.) ^ Il ' T{nx]
Digression sur les Jonctions nommées Y^.
560. La fonction qui représente l'unité divisée par la distance de deux points joue un grand rôle dans un grand nombre de problèmes de Mécanique. Elle contient évidemment les coordonnées de ces points et peut s'exprimer par exemple au moyen de leurs coordonnées polaires p, 6, à, p', ô', fb'. La distance r de deux points ainsi définis est donnée par la formule
f ' = p' + p'2 — a pp' ces V,
V étant l'angle des deux rayons vecteurs. On a d'ailleurs
cosV = COS0 cosô' 4- sinQ sinô' ros(4' —■^'). et par conséquent
jp'^ — 2pp' [cosô CCS 9' 4- sin9 sinQ' cos(4' — 4'''] + P'' Prenons pour unité la plus grande o' des distances p et p', on aura
[i — ap [cos9 cos6' -i- sinO sin f/ cos{<\i ~ <\>')] -+- p'
Cette expression peut se développer au moyen de la série étudiée (I, 354). et l'on aura
P„ étant ce que devient X„ quand on y fait
.r =: co.s9 cosO' + sinS sinS' cos(>!/ — ij;').
561. Le coefficient P„ est une fonction entière et de degré n de cosQ, cosS', sin5, sin5' et cos(({> — ij^'). Considéré comme fonction de Q et de ^ seulement, il satisfait à une équation différentielle que nous allons former.
En nommant x, y, z, x' , r', z! les coordonnées rectilignes des deux points cou-
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sidérés, on ii
On en flédnit aisément
et en posant
dx' dy' dz'
x=: p sin 0 cos4', r :^- p sin 0 sin li,
Z ----: p COSÔ,
cette équation devient (.1, 182)
/rf»' d'~
p^siïï^ (f^ dp' p ~dp
En multipliant cette équation par o"^ et remplaçant - par son développement (5i),
l'équation obtenue ayant lieu quel que soit o exigera que le coefficient de chaque puissance de p soit nul. On aura ainsi
dïï' + '^"'^ M-^^Q -d^^ + „f« H- .) P„ = o,
que l'on peut transformer, en posant cos5 = p., eu
'^'du.\ d^^'
-7 '- -^ H - + M rt + I ) P„ :
La fonction P„, qui satisfait à cette équation, est parfaitement définie et ne conserve rien d'arbitraire, mais elle n'en est pas la seule solution qui soit une fonction rationnelle et entière de degré n de cosô, sin5 cosij^ et sinô sint]^. La solution la plus générale de cette forme, et dont P„ n'est qu'un cas très-particulier, a été nommée par Laplace la fonction Y„.
Commençons par prouver qu'une telle fonction existe en en donnant la forme générale.
Si l'on pose en effet
{jz^ix + ar-t- (3z >", en supposant
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on aura évidemment
d'I] d'V d'\] _ dx' dy"^ dz' '
et si l'on pose
a; = pcos6, j = psinô cos4', 2 = psinô sinij/,
la fonction transformée sera le produit p" par une solution de l'équation (53), et la somme de 2n+ i termes pareils multipliés par des constantes réelles ou imaginaires satisfera à la même équation et pourra être prise pour expression générale de Y„.
562. Les fonctions Y„ jouissent de deux propriétés importantes dont se déduit la possibilité d'un développement en série souvent employé par les géomètres et qui doit trouver place dans ce chapitre.
Y„, d'après sa définition, est une fonction homogène et de degré n des trois quantités cos9, sinô cosi|>, sin6 sini|^, et le produit fXn satisfera à l'équation (Sa),
dont le premier membre en effet, quand on y substitue ce produit à -» devient le
produit de p"~^ par le premier membre de l'équation qui définit Y„. Si donc on pose
la fonction V, exprimée en a?, y, z, satisfera à l'équation
rf'V rf'V d'\
Appliquons le théorème de Green (503) à cette fonction V et à la fonction -1
qui représente l'inverse de la distance du point dont les coordonnées sont x, y, z, à un point A situé dans l'intérieur d'une sphère de rayon R, nous aurons
rf'-' d^l d^l et, en ayant égard aux équations (55) et (56).
L'intégrale qui figure au premier membre étant prise pour tous les éléments d(j de la surface de la sphère de rayon R et V» désignant la valeur de la fonction Y au
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On a donc
uy.=fyd\lL-
dn
Mais, en développant - en série, la formule (5i) donne, en désignant par a la distance du point A au centre,
D'ailleurs .- est la dérivée de - lorsque 0 et |, qui figurent seuls dans P„, restent constants, et l'on a pour les points de la surface sphérique
dr
dn
L'équation (58) devient donc, en remplaçant V par sa valeur o"y„ et de par
dn 1
47ra»Y;,= R"['rY„R=sin9c?9c?4;( ^ ' -
et, en égalant les coefficients des mêmes puissances de a dans les deux membres,
(59) 47rY;, = (2« + i)^rY„P„sin9</0rf(|;,
(60) o = r Ty,, P,,' sin 9 rfÔ </(j/,
Y', étant ce que devient la fonction Y„ quand on y remplace ô et 4» pai' les coordonnées 5' et <Jv' du point A qui figurent avec 5 et d; dans l'expression dé P„, et les intégrations s'étendent à toute la surface de la sphère, c'est-à-dire aux valeurs de ô comprises entre o cl tî et à celles de ^ entre o et i-r.
Développement d' une fonction de deux 'variables.
563. Toute fonction de deux variables 0 et 4' peut être représentée par une série de la forme
Y„ désignant une fonction homogène de cosô, cos6 cosij; et sinôsintj;, qui satisfait à la condition énoncée plus haut.
La série est toujours convergente et le développement s'applique aux valeurs de 5 et de (]; représentant toutes les directions.
On a donné de ce théorème un grand nombre de démonstrations; la suivante, due à M. Darboux, nous paraît de beaucoup la plus simple. Commençons, comme nous l'avons fait (545j, par admettre la possibilité du développement, et après avoir cherché l'expression du terme général Y„, nous prouverons que la somme de la série représente bien (j)(5, 4'j-
Multiplions les deux membres de (6ij par P„ sinS JS <^i|/ et intégrons entre les limites zéro et n pour S, zéro et in pour <\. P„ désignant ce que devient la fonction X„ quand on y remplace x par
cos6 cosô'+ sinô sinô' cos( J; — (j;'). nous aurons, d'après les équations (Sq) et (6o),
et cette formule fait connaître Y^ , c'est-à-dire ce que devient Y„ quand on y remplace 5 par B' et 4* par ij/'; on aura par conséquent Y„ en changeant dans le premier résultat S et di en 5' et <\i', et réciproquement. La série (61) devient ainsi
^ 4^ Jo ^'o
Nous allons déterminer la somme des 71 premiers termes et montrer que, n croissant indéfiniment, la limite de cette somme est en eU'et <pf5, (J^;-
Les variables S et ^ peuvent être considérées comme des coordonnées polaires déterminant la position d'un point sur une sphère de rayon unité, ô désignant la distance à un pôle fixe et ij> l'angle formé par le rayon vecteur ô avec un arc de cercle fixe passant par le pôle et pris pour origine.
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Changeons de coordonnées et prenons pour pôle le point de la sphère dont les coordonnées sont 5 et (]>. Soient !/, et i\i, les coordonnées nouvelles qui remplacent 0 et i]/. On a évidemment
cos6cos(5'+ sinG sinO'cosf'i — ^')-~ cosô,.
De plus, l'élément de surface sphériquesinS'rfô'rftj;' sera remplacé par sin5,c?ô,</t);,, et l'on aura
(63) f' f "p„sinO'o{e',y)dO'd^\>'^ T" f'' P„{cosO,)o{e„ ']i,)sm0,d9,d']>„
P„(cosô,) étant ce que devient X„ quand on y remplacer; par cos5,. En effectuant l'intégration par rapport à vj;, et posant
f "9(Ô,,.i/,)rf4/, = 9.-F(cos0,).
en sorte que FfcosS, ) puisse être considéré comme la valeur moyenne de (p(5,, tj;,) sur le cercle situé à la distance 5, du pôle, l'expression (63) devient
'.- r''p„(cosf5,)F(cose,)sinO, r/0,,
Jn
et, en posant cosû, = x.
277 / X„F(.r)rt^.*-.
La série Ga; est par conséquent réduite à
c'est-à-dire I, 358 i
I r+' . . , (dx„ ^
ûfX„ , d\„+ dx
et c'est cette oxpression^dont il faut chercher la limite lorsque n croît indéfiniment. On a, en intégrant par parties,
^ |'F(^)f/.r('^^ + ^^\=r.iF(.r)(X„ + X„+,)-^ |'f'(^) t/.r (X„+ X„^,)-
Aux deux limites x =^ — \ et a; — + [, X„ et X„+, deviennent respectivement
(— i)"(-f i)" et f- 1)"+' (+ i)"-^*, le terme intégré
I. Cnir. hit
donne donc entre les deux limites
Quant à l'intégrale
elle tend évidemment vers zéro, puisque, lorsque n augmente, X„ tend vers zéro pour toute valeur de .r (522). La limite de (64) est donc enfin F(i), c'est-à-dire
"^ Jo
pour cos5, — I, c'est-à-dire 0, =o; mais, pour 6, = o, la fonction ?(9,, i|/,) est indépendante de i\i et devient précisément la valeur de ç(5', (]/') correspondante à la nouvelle origine, dont les coordonnées primitives sont Q et ij>. L'intégrale
se réduit donc à cette valeur de ç(9, <\i), qui représente par conséquent la somme de la série.
Développement d' une Jonction d'une seule variable.
564. Pour appliquer les formules précédentes au développement d'une fonction d'une seule variable, il faut supposer que la fonction <f{Q, 4') devienne indépendante de ^ et ne contienne que la seule variable 9. Désignons-la par (p(cos6), on aura "
(65) cp (0080)=: Y. -f- Y, + ¥,-+-... -)-¥„ + ....
Les fonctions ¥„, Y,,..., Y,,,..., dans ce cas, dépendent de la seule variable 5; on a en effet (563)
Y„ = ^^^:^ r f''''(f{cos6')sin9'd6'd^'P,„
P„ désignant une fonction de la somme
CCS 6 ces 6' + sinôsinô' cos(4' — 4'')- Or l'intégration par rapport à <|>' donnera un résultat indépendant de ^', parce que
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l'on a, quelle que soit la fonction F(cos(j; — i^'),
^[cos(<if — '^')]d<i^—\ F(cosu)du= I Y{cosii)du;
0 Jtfi' Jo
car les éléments de l'intégrale correspondant aux valeurs de la variable comprises entre o et ij^'sont évidemment les mêmes que ceux qui correspondent aux valeurs comprises entre an et are -+- <];'.
L'équation différentielle qui définit Y„ est, en posant cos6 — x.
d{ I — Xdx
,,dY„ d'Y.
dx d'\i'
Elle se réduit, lorsque Y„ est indépendant de t|^, à
d{i — x') dx
djn
dx
On peut trouver aisément la solution générale de cette équation. On y satisfait (I, 357) en posant Y„ = AX„, A étant une constante. Pour trouver la solution l:i plus générale, posons
Y„ = VX
On trouvera
et, d'après l'équation à laquelle satisfait X„,
c'est-à-dire
d^ dXn
dx dx IX
dx
l -j- = — il\„ — /(i — x'-),
d\ dx
X'(i-xY'
^ = '^'-/xîfl-^,
et la solution de Téquation (66) étant VX„, la seule solution entière et rationnelle en a? est évidemment C'X„, en sorte que le développement (65 j devient, en posant cos6 = x,
dont la possibilité se trouve ainsi démontrée.
Pour calculer le coefficient A„, multiplions les deux membres de (67) pai'X„r/a7 et intégrons entre les limites x = — i , a? = + i .
Nous avons (529)
On déduit d'ailleurs aisément de la formule (60), en y supposant Y„ = P„, 6' — o,
(69) / \'„dx= — -,
et par conséquent
A„ = j 'S.„(i>(x)dx.
565. Le développement qui nous occupe jouit d'une propriété remarquable.
Dans la série qui représente (p{oc), un nombre quelconque n de termes, pi'-is à partir du premier, forme un polynôme Z qui, parmi tous ceux de même degré, donne à l'intégrale
(70) U= / ['^{x)-Z]'dx
une valeur minima.
Pour le démontrer, cherchons directement à déterminer Z par la condition de rendre l'intégrale (70) minima. 11 faut que la dérivée de U par rapport à chacune des constantes qui entrent dans Z soit égale à zéro, ou, ce qui revient au même, en nommant c?Z la différentielle de Z prise par rapport à ces seules constantes, on doit avoir
(■ji) / [<a{x)---'l]dZdx — o.
Or, quelle que soit la fonction Z, ou peut la mettre sous la forme
A„, A,,..., A„ étant des constantes convenablement choisies, on a alors
âZ = ôA, -+- X| oA, t"- . . . + X„ oA,„
et comme <?Ao, ô'A,,..., c?A„ sont arbitraires, l'équation (71; exige que l'on ait, pour toute valeur de p non supérieure à n,
et en remplaçant Z par sa valeur et appliquant la propriété exprimée par Us équations (68) et (69), on en déduit
/ G i\r ) X„ dx -^ A„,
et l'expression de Z coïncide par conséquent avec les n premiers termes du développement.
Cet élégant théorème a été énoncé pour la première fois par M. Plarr.
INTÉGRABILITÉ DES FONCTIONS DIFFÉRENTIELLES
Intégration des différentielles qui contiennent plusieurs 'variables
indépendantes.
566. La diiférentielle d'une fonction de deux variables x et y est de la forme
(i) MJar-hNJj,
M et N désignant des fonctions de x et de j. Intégrer l'expression (i) c'est former la fonction dont elle est la différentielle; le problème se ramène aisément, quand il est possible, à l'intégration des fonctions d'une seule variable, mais il ne l'est pas toujours, et il existe une condition d'intégrabilité que la métbode même d'intégration va nous faire connaître.
La différentielle
Mrf.r-1- N</j
étant donnée, la fonction primitive F, si elle existe, doit avoir pour dérivée par rapport à a; le coefficient M de dx. Posons donc
on en déduit
(3) ^= / ^^""-^ l-ir).
x„ étant une constante arbitraire et ^{y) une fonction de la seule variable y qui doit être déterminée de telle sorte que l'on ait en outre
Cette équation 4j devient, en ayant égard à (3j,
(5) ^=.f"^^dx-^^'{r)^
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c'est-à-dire
^'(y.)=:îi-£^^da:.
et la condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse en déduire ^(y) est évidemment que le second membre de (6) ne dépende que de la seule variable j, c'est-à-dire que sa dérivée par rapport à x soit égale à zéro; on obtient ainsi pour
la condition d'intégrabilité
dx dy
En la supposant satisfaite, l'équation (6) devient
'8) j.'(r) = N-J^^^rf.,
ou, en désignant par N^ ce que devient N quand on y fait x=^x„,
d'où l'on déduit
4^(j)=r r N. rfj+C
et
Cette équation (loj donne la solution du problème et F est l'intégrale de Mdx-\- Ndy lorsqu'on suppose toutefois la condition d'intégrabilité satisfaite.
567. La méthode précédente s'étend aisément aux différentielles qui contiennent un nombre quelconque de variables indépendantes. Soit à intégrer
l'équation
équivaut à
Mdx-hUidx-hPdz,
d¥ = Mdx -H Nrfr + fdz
dj _yf die
dx ' dy
dj
De la première de.s équations fi3) on déduit
Mdx H- cp(r, -z ■,
et cette expression de F, dans laquelle o{y, z) est une fonction entièrement arbitraire de j et de z, comprend toutes les fonctions dont la dérivée par rapport à x
est égale à M.
Il faut, si cela est possible, déterminer y de manière à satisfaire aux deux dernières équations (i3), et l'on doit avoir
dM. , do -7-d.v -+- -^' , P ay dy
rfM , d(o
j— dx + -j^' dz dz
c'est-à-dire
r~^ X '^r ' dz -*^ ./ dz "''■
La condition nécessaire et suffisante pour que ces équations soient compatibles est que les seconds membres étant des fonctions de j et de z seulement, satisfassent à la condition trouvée (566). c'est-à-dire que la dérivée du premier par rapport à z soit égale à celle du second par rapport à x. Pour que les seconds membres dépendent de_r et de z seulement, il faut que leurs dérivées par rapport à x soient égales à zéro, et l'on trouve ainsi
dx dy
^ _ rf M
dx dz
En remarquant que ^-^ = ^77^.' 'a troisième condition se réduit à
r/N _ r/P dz ^ dy'
et les équations fiGj, (17), (18) expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'expression fiij soil intégrable. En les supposant satisfaites, on a
Si la différentielle donnée était
Xi dx, + X.J dxj + . . . 4- X„ dx,„
la condition d'intégrabilité qui s'obtiendrait exactement de la même manière serait exprimée par l'équation
dXi JX,'
dxji dxi
qui doit être satisfaite pour toutes les valeurs des indices i et i' , et l'intégrale, lorsque cette condition est remplie, est exprimée par la formule
r '\,dx,-h I ''\]dx,-h f 'Xl'dx,-h ■'■■ + f "xr/""V/.r„4-C, J.i'i Jx". i''.,'; Jj-i;
x^,, a?2,..., x" étant des constantes arbitrairement choisies, et XI, Xj",,.., ^0. 0(100 f.Q qyg deviennent les fonctions Xj, X3,..., X„ quand on y remplace a;, par x'I, Xn par x^ 'x„ par x^.
569. Lorsque les coefficients des différentielles arbitraires, au lieu d'être donnés explicitement, sont définis par des écjuations non résolues, les conditions d'intégrabilité prennent une forme remarquable dont nous aurons à faire d'importantes applications.
Soient d'abord deux équations
(ai)
Cherchons la condition pour que les fonctions/^, cl />a que l'on en déduit soient
J. Ctilc. iiil. "J'O
telles, que
p, dq, + p,dq.
soit une différentielle exacte.
On déduit de (ao) et (21), en les différentiant par rapport à y, et à r/,,
dF, dF, dp, , dF, dp, ' dq, dp, dq, dp, dq,
dF, . dF, dp^ dF, dp, _
rfçTï c(p, </çj dp, dq,
dF, (IF, dp, dF, dp, _ dq, dp, dq, dp, dq,
dF,
dF, dp, dF, dp.
dq, dp, dq, dp, dq.
^22) et (24) donnant la valeur de -p, et (23) et (26) celle de '^S et l'on a
dF, dF, dF, dF,
dp.
dq, dp,_
dq, dp.
dq, ~ dp.
dF, dF, dp, dp,
dF, dF, dq, dp.
dF, dF,' dp, dp,
dF, dF, dq, dp.
dq, ~~
dF, dF, dp, dp.
dF, dF,' dp, dp.
et la condition d'intégrabilité est par conséquent
dF, dF, _ d_F, ([F, dF, dF, _ dF, f/F, _^ dp, dq, dq, dp, dp, dq, dq, dp, "~
570. Considérons le cas plus général où les fonctions/?,, p., ...,/?„ sont définies par n équations qui les lient aux variables indépendantes q, , q.,y. .., y„. Soient
<?(?!, q»- ■ , q,„ p„ Pn- 4-(ç,, q,,. .., q,„ p„ p„-
deux de ces équations.
La condition d'intégrabilité exige que l'on ait, quelles que soient d'ailleurs les n — 2 équations adjointes à (27 j et (28),
d(f d<\i d(f </<!' ^^? '^^ ^9 ^^^ dp, dq, dq, dp, dp, dq, dq, dp.
dp,, dq„ dq,, dp,, ~
En désignant en effet par i et k deux des indices i, 2, 3,..., n, on trouve, en d
iffé-
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rentiant l'équation (27) par rapport à y,- et l'équalion (28) par rapport à y*.
;3ii
rtfcp dqk
V £^ ^ ^ o Z^ dpk dqi '
Zd dpi dqk
En multipliant l'équation (3o) par -j^ et (3i) par -^t et faisant la sommé des résultats obtenus, en donnant à i dans le premier produit et à A dans le second les valeurs successives i , 2, 3,..., «, nous aurons
^ ■^ d']i dcf dpi, Zu Zj dpi dpk dq,
I zr r /" .r: r
V^ y É?tp d<\i dpi 2u 2u (Ipk dp, dqk
Zj dpi dqi '
^ d<f d'\i _ Zà dpk dqk "
En retranchant ces équations l'une de l'autre et ayant égard aux conditions d'intégrabilité connues (568)
dpj __ dfn
dqk~ dqi' il reste
V' rfcp d'if ddf d<i^
^a dpk dqk dqk dpk ~' '
ce qui est précisément l'équation (29).
Lorsque n équations sont données entre les fonctions /), , Pi,... ,p„ et les variables q,, q2,.-.,q„, l'application du résultat précédent à ces équations considérées deux à deux fournira des conditions en nombre égal à celui des conditions d'intégrabililé et qui peuvent les remplacer.
571 . Dans les questions que nous venons de résoudre, les variables qui figurent dans la différentielle donnée sont supposées indépendantes. Dans un grand nombre de cas, on est conduit à considérer une expression de la forme
Xdx-hY dx+Z dz,
dans laquelle r et z sont des fonctions de x. L'expression peut être mise sous la forme f{x)dx; elle est toujours intégrablc, mais à la condition que j et ^ soient effectivement donnés en fonctions de x. Si l'on se borne à dire qu'ils en dépendent
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sans dire suivant quelle loi, l'intégration ne peut s'efl'ectuer que si les conditions
d'intégrabilité trouvées (567) sont satisfaites.
572. On peut généraliser le problème et cliercher la condition pour qu'une expression de la forme
dans laquelle y désigne une fonction de x et r' la dérivée de y, soit intégrable sans qu'il soit nécessaire de particulariser la fonction y. Soit F (a?, y) l'intégrale, on a
t/F (/F A , dx.
Pour que cette différentielle soit égale à (35), indépendamment de toute hypothèse sur la forme de y, il faut que la fonction <p soit du premier degré en y'. En la représentant par
M + N.>-', on doit avoir
.. (IF -, (IF ax ay
et par conséquent F est l'intégrale deMJa? + Nrfj qui doit satisfaire à la condition d'intégrabilité trouvée (566)
dy dx 573. Considérons l'expression plus générale
(36) F[x,y,y',y",...yW]dx,
dans laquelle y' , y" j'"' sont les dérivées successives de la fonction indéterminée y; cherchons la condition pour qu'elle puisse s'intégrer sans particulariser j. Soit
iF[x, y, y', y", ..., y'"'] dx = •]> [x, y, y', .. ., J^'-'>J -h C. On en déduit, en désignant par « et A deux limites quelconques,
(37) f F[x, .r,7',. . ., j(")]fi?^ = ^[^ j6, j;,. .., j;;'-"j - 4.[rt, ;'■„,/„■■• -, rir"\'
Ya, yt, y'„ , y',,.. . . étant les valeurs de y, y', . . . quand on attribue à oc la valeur a ou la valeur b.
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Dans le cas où la différentielle est intégrable indépendammenl de toute liypopothèse sur la forme de y, l'intégrale (37) dépend seulement, on le voit, des limites a et è et des valeurs de y et de ses n— i premières dérivées correspondant à ces deux limites. Si donc on change la forme de y sans changer aucune de ces valeurs extrêmes, l'intégrale restera la même. Pour faire ce changement, remplaçons j par y-h«;, a étant une constante intiniment petite et := une fonction arbitraire assujettie à s'annuler ainsi que les n — i premières dérivées pour les valent s a et b de la variable r. D'après ce qu'on vient de dire, on aura alors
(38] / F[x,r+(xz,y'-hxz',...,j<"^+xz^''^dx=:l F[x, y, y', ■ ■ -, r'"']ff'^'y
mais Cf. étant infiniment petit, on a
T[x, y-\- OLZ, y' -\- olz' ,. . .,_>•<"' -1- az'"']
dyW
et ré(juation (38) devient par conséquent
(iF
dy
qui doit avoir lieu quelles que soient les fonctions z et y, sous la seule condition que :; devienne nul aux limites ainsi que ses n— 1 premières dérivées.
On a, en intégrant par parties et supprimant les termes qui sont nuls aux limites,
L'équation (39) devient par là
l _ cl dF^ d^ fJF^ dy dx dy' dx" dy"
yt d¥ dx'
•_ dF •[_
Le facteur placé entre parenthèses étant indépendant de la fonction z, qui, entre les limites a et i, est entièrement arbitraire, l'équation (4o) exige évidemment que l'on ait identiquement
^^'^ dy dx dy^ ^ ' '" dx« dyW ~°-
574. L'équation (40' nécessaire pour que la différentielle ¥ dx soit intégrable, est en même temps suffisante. Cette équation exprime en effet que l'intégnile ne change pas lorsque y reçoit un accroissement infiniment petit quelconque az, qui laisse invariables ses valeurs extrêmes et celles de ses n — i premières dérivées. Or un accroissement fini quelconque de j peut toujours être considéré comme la somme d'une série d'accroissements infiniment petits successifs, et si le changement produit par chacun d'eux est infiniment petit du second ordre, le changement total, égal à la limite de la somme des changements élémentaires, sera évidemment égal à zéro. On peut donc changer arbitrairement y; si l'on n'altère ni ses valeurs extrêmes ni celles de ses dérivées, l'intégrale ne changera pas, et elle ne dépend par conséquent que des deux limites et des valeurs correspondantes de y et de ses dérivées.
On a d'après cela, en prenant pour limites Xo et x.
(42 ) F[x, ,r, x', ..., jW] c?^ = I [x, y, y', ..., _r("-'), Xo, y„ .
<if désignant une fonction déterminée des 2w+2 quantités dont elle dépend. En différentiant par rapport à x les deux membres de l'équation (42), on en déduit
et il existe une fonction déterminée ^ dont la dérivée est égale à F indépendamment de toute hypothèse sur la forme de j. Il est clair d'ailleurs que a;,,, y,,,..., j^"""'\ ne figurant pas dans le premier membre de (43), doivent, d'elles-mêmes, disparaître du second.
575. Lorsque la condition d'intégrabilité est satisfaite, on peut exprimer l'intégrale par une formule élégante qui est due à Poisson. Considérons la fonction
Posons
dy~ ' dy'~^"---' dy(")-'^"-
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(44) l'¥[x,x,y',...,x(''^(lx, remplaçons y par uy, u étant indépendant de x, nous aurons
/ F[ar, yu, y' u,. . ., >•(") u] dx.
Mais on a identiquement
X" dv r"
-j- du + F, = F.+ j du [N j- + N, j' + . . . + N„ j("i].
Fo désignant ce que devient la fonction F quand on y fait u — o, c'est-à-dire
et ya étant toujours substitué à u dans les fonctions N, N,, N,,.., l'intégrale cherchée devient d'après cela
(45) 1 ¥[x,yu,y'u,...,y<'^u]dx
= / F(ar, o, 0,0,..., o)dx -{- l dx j du['}i y +'N,y'+ . . .-f N,j-("'].
Si l'on change l'ordre des intégrations, le second terme du second membre peut s'écrire
f du Çdx [Nj + N, j' + ... + N„ ji".] ;
mais, en intégrant par parties, on a
J^^ydx^S.y-Jy'^dx,
et, en substituant dans l'équation (45),
I ¥\x,yu,...,y'^"'>u]dx = 1 F{x, o, o, o,. . . , o) dx
dx'
rf'N
dx ^ dx'
dx"
mais le dernier ternie e.st nul en vertu de ré(|uation identique ^4')' T"' subsiste
quand on remplace j par j«, et il reste
I F [x, yu, >•' M, . . . , y<"'' u] ilx
=jV{a.;o,o,o,...)dx+j^ ./«[r(N,-'§' + '^;--)
et pour obtenir l'intégrale cliercliée, il suffit de supposer u=\, ce qui se fera dans le second membre, en remplaçant par l'unité la limite de l'intégrale par rapport à u qui y figure.
576. Les calculs nécessaires pour vérifier l'intégrabilité d'une fonction sont parfois pénibles et ne facilitent en rien l'intégration (|u'il faut faire ensuite. x\ussi trouve-t-on presque toujours avantage à employer une mélbode tbéoriquement moins élégante, mais qui conduit à des calculs plus simples. C'est en intégrant l'expression donnée qu'on s'assure qu'elle est inifgiable, et lorsqu'elle ne l'est pas, on en est presque toujours averti dès le début du calcul, qu'il est inutile de continuer.
Soit à intégrer
(46) ^[x,y;y',...,y("^]dx.
On remarquera d'abord que l'intégrale, si elle existe, étant de la lormo
on doit avoir
Le second membre étant du premier degré par rapport à r'"', il doit en être de même du premier, et, si cette condition n'est pas remplie, il est inutile de tenter l'intégration.
Supposons donc que la fonction F soit de la forme
P et Q étant tous deux indépendants de v'"', on doit avoir
et par conséque"ht
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l'intégrale effectuée / Qdy'^"-'\ on devr
iVA avoir
Qj
df df , df , ,
dx dy
dy^
dG dx
En supprimant les termes Qr'"' et , („_,)/'"' qui se détruisent, on déduit de là
\dx) ~
dx dy •
df
dy("-
et cette équation ramène la détermination de G à l'intégration d'une fonction différentielle d'ordre n— i seulement. Cette fonction doit évidemment être du premier degré en j<"~''; si cette condition n'est pas remplie, le problème est impossible, et il est inutile de continuer les opérations; si elle l'est, on opère pour
l'expression de -j-' comme on l'a fait pour la fonction F, en ramenant le problème
à l'intégration d'une fonction différentielle d'ordre « — 2, et ainsi de suite.
Considérons, par exemple, l'expression
(49) y + {x-i-'iy)y'-hy'''+2y'xy";
on a d'abord
iy' xdy' = xy'''-\- G,
G ne devant contenir que x et y, et l'équation (48) devient dans ce cas
rfG\
dx ]
= J+ \^x + iy)y' -hy'^-~y'-'=y-V[x^ 27)7'.
Cette expression étant de premier degré en j', il y a lieu de chercher si elle est intégrable; pour cela, intégrons [x -\- 2y) par rapport a y, nous aurons
G = 1 {x + i.y)dy=^ xy + y''+ G,;
G, étant fonction de x seulement, égalant à rfG la différentielle du second membre, on trouve
</Gi =: O,
et l'intégrale de (49) est par conséquent
xy''' + xy -f- y''.
'• Cale. inl.
Soit encore
Le coefficient de y" est ici -— .,■> et son intégrale par rapport à y'
C'est à cette expression qu'il faut ajouter, pour résoudre le problème s'il est possible, une fonction G de x et de y; mais, en posant
on trouve dG = o, et l'intégrale cherchée est
xr' — x
Quoique l'intégrabilité de la fonction
soit exprimée par la seule équation
</F d dF d' d¥ , , d" d¥
,dy dx dy' dx'' dy" " ' ^ ' dx" dyW
le nombre des conditions nécessaires est en réalité beaucoup plus grand et l'équation (5x) peut se décomposer en plusieurs autres, qui sont toutes nécessaires. Supposons, par exemple, ii = 2, l'équation devient
dF d dF d' dF
dy dx dy' dx^ dy"
„■,,-■ r dV . .^ „ d' dF ,• I -,
Si la dérivée T-i; contenait j, -7-7 ^i-^ contiendrait un terme en y" qui, ne pouvant se réduire avec aucun autre, rendrait la condition impossible. Posons donc
F = P + Qy",
P et Q ne contenant que oc, y, y'. Si nous développons les divers termes de (Sa),
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ses
nous aurons
d¥ dP
dy dy
dx dy' ~ dx \dy' "^^" dy' }
rf'P , </'P
dxdy' • dydy' ^
.-fQ^.." '^'Q
rfj' «?.r
dy'dy
d^ dV dx'
dl^dl ^Q.= ±(dQ_^dQ dQ \
dy" dx'^^' dx\dx dy ^ dy' -^ P
dx''
■xy
dyda.
dxdy'
dy
rfjrf^' rfj
rfj
vr"
et, comme les fonctions P et Q ne contiennent ni j", ni j", on devra égaler à zént le coefficient de y'", qui se trouve identiquement nul , celui de y"-, celui de y" et le terme indépendant de j".
579. Joachimstahl a fait une étude détaillée et intéressante de cette décomposition de l'équation (5i) dans le cas le plus général.
Il fait voir d'abord que la fonction considérée F étant, comme il est évidemment nécessaire, de la forme
Qj("',
le premier membre de l'équation f5i) ne contient pas la dérivée d'ordre a/i
Que l'on pose, en effet.
dy(") '
dy^—t) \dxj ~ "
dF _ (dl'\_,
d^n " \7ixj ~ "
on aura évidemment
dF
dF dy
(dl„_,\ \ dx)
dF
d^ dF
dy''—'" dx dyi'"-''' dx' dy("^'
dF _ ([^ dF t/' dF d^ <(F
dyin-ii (i^ dyi."--- ~^ dx' dy^"-'^ dx' dy'-"'''
, _dF_ d^dF d^dF^ _ ... d" dF
" ~ dy dx dy' "*" dx' dy" " ■ ' "^ ( ' > dx-' dyi')'
et 4 = o est par conséquent hi condition d'intégrabilité (5i). Or on a, d'après l'équation (53),
/. = 5^[P-Qr-]-(§)
dV
dQ
dQ dQ , dQ
dQ
dx dy^ dy^ '" «?/(»-') •^
dP dQ dQ , dQ „
■7iz:r-^r--
dj-c-i) fiy. f{y. . tiy^ dy
dQ , „ dQ , ^
(1-3) '' rliri"—') J
dy
y'"' ne figure donc pas dans /,, et par suite jC-^'' ne figure pas dans /,, ni ji"^^) dans /j,..., ni j'°""" dans /„.
On voit d'ailleurs aisément que 4, 4 /„ sont respectivement de la forme
suivante
:= «(n-3) -(_ è(n-5) yW _,_ //n-5) ^(„+,) _|_ ^(„_j) ^
'„_•, = «"+ 6" j(") -V- V\ y^"+'^ + 6'; j("+') + . . . + 6"_4 jt^"-*) + <",
= a + èji») -(- 6, /(»+') + i, j("+') + . . . + bn-zy'-'"^'^ + 6„_jj('"-'' -H t,
où les coefficients désignés par les lettres a et i contiennent j et ses n — i premières dérivées, et les termes t, t', t",... les produits ou les puissances des dérivées d'ordre supérieur an — i.
De l'équation
^ _d[P-hQyW] _ /rfC-,' ""■ dy \ dx ^
qui définit /„, on déduit
b — — b'— — — ^^ '— ^^ "— ' dx dy^ dy' •'
_ ,, db\ db\ db\
dy. (n-î) / '
db'.
dx dy ^ dy' ^ '" dy ("-') ■'
, ,, db'„^3 db'„^3 ,
dx dy
drC'-'i J
Si donc ft,, 62,..., è„_2 sont identiquement nuls, comme l'exige la condition /„ = o, il en sera de même de 6',, b\,..., b'„_,, comme on s'en assurera en consi-
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dérant successivement les équations (54) à partir de la dernière. On verra de même, en écrivant les équations quf lient les coefficients de /,,_, à ceux de /„_2. ceux de /„_2 à ceux de /„_3, etc., que l'on doit avoir
6"_4 = o, b"„_i=zo,. . ., 6" = o, h"=o,
Quant aux expressions désignées par /'"-'', />"--) t' , t, il est aisé de voir que
les coefficients des produits de dérivées qui y figurent sont les dérivées partielles des coefficients désignés par la lettre h.
On a, par exemple,
db^"-')
/("-') = — r(«) vC»),
dyi
dt ("-») dx
db'
dr^"-
db'
dj-("-'> ^
db'C-'^
dx
(!"-5) _ SJL
dt^ dx
Les diverses expressions s'annulent, par conséquent, en même temps que les coefficients désignés par b, et, pour que l'équation soit satisfaite, il suffit par conséquent d'écrire
THÉORÈMES RELATIFS A L'ADDITION DES INTÉGRALES
Remarque relative à la théorie des sinus. 580. Considérons la fonction u définie par l'équation
Jo V • — ^^
équivalente évidemment à
M = arcsina:', x^= sinH.
En adoptant l'équation (i) comme définition de sinu, on peut en déduire aisément la propriété fondamentale qui exprime le sinus de la somme des deux arcs.
Pour exprimer, en eflet, que la somme de deux arcs dont les sinus sont x et y est constante, il faut écrire
dx
dy
on en déduit
(3) dx^\ — x''-\-dy\j\ — a;' = o,
et, en intégrant par parties,
(4) x<^\—y''+\ -==^_ dy -^ y \J i — X'' + l ^^ dx = const.
c'est-à-dire, en ayant égard à l'équation (3),
X \J i — y'' -{- y\l i — x'' = const.
Si donc on nomme m et ^' les arcs dont a? et v sont les sinus et a leur somme supposée constante, l'équation
équivaut à
(6) X \J i—x^ -h y<fi^x^=^ consv.,
c'est-à-dire à
(■j) sinwy/i — sin'c + sine y'i — sin'w = consl.
Mais en faisant ^^ = o, l'équation (5) donne u=a, et cette double hypothèse introduite dans l'équation (7) montre que la constante qui forme îl second membre est égale à sina, c'est-à-dire à sin(M -f- v), et l'on a enfin
sin (m + ç») =r sin m y/i — sin'f -1- sinv y' i — sin';/. Étude de l'équation '
581. On peut pressentir, d'après ce qui précède, l'importance attachée par les géomètres à l'intégration de l'équation
,r.^ dx dr
qui conduit à la formule fondamentale de la théorie des fonctions elliptiques, de la même manière absolument que l'intégration de l'équiation (2) peut conduire à la formule fondamentale de la trigonométrie. Fagnano a remarqué que de la relation
on déduit
dx dy
et l'on a ainsi une solution de l'équation
dx dr
VI — x' y/l — y'
Euler fut naturellement conduit à se demander s'il en existe d'autres; la solution évidente x ^ — j se présente tout d'abord; mais la plus générale doit contenir une constante arbitraire, si l'on pose en effet
(lo)
dx
L'équation (gj exprime que la somme Y{x) -\- F(j) est égale à une constante indéterminée qui doit figurer évidemment dans l'équation équivalente qui lie x A y. Après quelques tâtonnements et en essayant de généraliser les solutions connues, Euler a obtenu la relation suivante
x''-\-y' -¥- c'x''y'::^ (^ — 7.xy \J l — &,
qui entraîne, quelle que soit la constante c, la relation (9). La vérification est facile et n'offrirait aujourd'hui aucun intérêt.
Euler, par une devination plus remarquable encore, a trouvé la relation algébrique équivalente à l'équation plus générale
dx
dy
^m -h nx'-\- px' \jin -1- ny^-\- py'
à laquelle on peut ramener, par les transformations indiquées (67), la relation plus composée
dy
)/A -t- Bx -+- Cr'-t- D^^H- Ex> y'A + Bj-t- Cj'+ D/'-l- E/'
Un grand nombre de méthodes ont été proposées depuis pour atteindre le même but, et l'importance du- sujet nous engage à indiquer quelques-unes des plus importantes.
Méthode de Lagrange.
Pour intégrer l'équation
dx
dy
v'A -f- Bx -+- Cx' -1- Dx' -I- Ex' v'A. 4- B/ -I- C j= -4- Dy' 4- E j'
représentons, pour abréger, les deux radicaux qui y figurent par \/X et sJY , et posons
dx 'Si
L Cale. int.
d'où résulte
En élevant les deux nombres au carré, prenant les dérivées par rapport à f et sup-
primant dans la première équation le facteur commun -7-? et dans la seconde -j-i on trouve
(i4) 2-^ = B-i-2Ca7 + 3D.r'4-4E^»,
(i5) 2-^ = B + 2Cj+3Dj'-i-4Ej\
Posons
•*•■ + .r = Py
x — y=zq,
les équations (i4) et (i5) donneront, par addition et par soustraction,
et, comme
on en conclut
d^p dp dq D , , „ ,
idp Les deux membres étant multipliés par — ^^ cette équation peut s'écrire
et par conséquent
id_py
^' -^T)p+Ep'-+-a,
où a est une constante arbitraire. On en déduit
dp
dt
qsjïip-h'Ep'+a.
Substituant à -^ sa valeur \/X — y/Y, et à /> et q x -^ y &\. x — y, on a enfin
(i8) \l\ —^Y=(x — y)^a^ïi{x-^y) + 'E.(x + y)\
qui est l'intégrale cherchée.
* Méthode de M. Darboux.
583. Parmi les nombreuses méthodes proposées pour intégrer l'équalion d'Eu- 1er, équivalente au fond à celle de Lagrange, l'une des plus élégantes est celle de M. Darboux.
Considérons l'équation
(•9) Posons
et par conséquent
dx
dy
dx ~dt
dr ~dt
v'(<-r')(i-/fy).
En élevant chacune de ces équations au carré et prenant la dérivée par rapport à /, on trouvera, comme dans la méthode de Lagrange,
l -^ = — {\^h-')x-^'i]Cx\ [ -^j- = - (j -\- k') y + 9jf'y\
et, par la combinaison de ces équations, (?.3) y-^ —x-^=-2.k'xy(x' — y'').
Mais les équations fao) et (21) donnent
et, en combinant les équations (23) et (24), on a
d'x d'^Y ,, I dx dr\
^ -' dt' df ■^ \ dt dl'j
dx dy I — k'x' r'
•' dt dt
Les intégrales des deux membres s'aperçoivent immédiatement, et l'on trouve en les égalant •
C désignant une constante arbitraire. L'équation (26) peut s'écrire
dx dy
^~di~^'drt _
I — /('x'jr'
ou, en remplaçant 777 et -r- par leurs valeurs,
relation algébrique entre x et y équivalente à l'équation (19).
Représentation géométrique de l'intégrale.
Reprenons l'équation
dx dy
ij{i — x'){i — k'x') \/{\—x'){j — k\Y' Posons « — sinç, y = sin4', nous aurons
rf|:
y/ 1 — x^ dy
\li — y-'
et l'équation devient
V*' — /i"sin-ip ^i — /f'sin'ij'
le signe 4- correspondant au cas où les angles (jj et tj* ont leurs cosinus de même signe et le signe — au cas où les cosinus sont de signes différents. Adoptons la
première hypothèse et supposons les angles <f et ^ aigus; pour intégrer l'équation
d(fi
)/i — k'sia'(f \/i — fr'sin'4'
c'est-à-dire pour obtenir sous forme finie la relation équivalente entre 9 et i\i, considérons un triangle sphérique CAB dont les côtés CA. et CB représentent les angles <p et 4;, supposés l'un et l'autre moindres qu'un quadrant. Nommons p. le troisième côté AB; si ce côté reste constant, ainsi que l'angle opposé C, et si l'on a en outre
sin'C
sm'p
les arcs f et 1^, dont l'un reste indéterminé, seront liés, nous allons le prouver, par l'équation (29). Commençons par chercher quelles conditions sont imposées, par nos hypothèses, aux angles du triangle ABC; nous reconnaîtrons aisément que l'un de ces angles doit être obtus et les deux autres aigus.
Supposons en effet que l'angle C soit aigu, soit PQ l'arc de grand cercle décrit du point C comme pôle entre les côtés de l'angle C; on a, comme on sait, PQ = C,
et par conséquent Pétant moindre que l'unité, sinja doit être plus grand que sinPQ. Donnons-nous la position du sommet A et menons deux arcs de grand cercle AG et AH, le premier perpendiculaire à CQ, le second à CP; tous deux évidemment seront moindres que PQ, qui mesure la plus grande distance des arcs CP et CQ; on devra donc, pour que AB soit plus grand que PQ, s'interdire de placer le sommet B entre les points G et H. S'il est entre C et G, l'angle A sera aigu et l'angle B obtus, et s'il est entre H et G, l'angle A, au contraire, sera obtus et l'angle B aigu. Le triangle aura donc, dans les deux cas, un angle obtus et deux angles aigus.
Supposons, en .second lieu, que l'angle C soit obtus, et soit encore PQ l'arc de grand cercle décrit du sommet C pour pôle entre les côtés de l'angle C. Quelle que soit sur CP la position du sommet A, les arcs qui le joindront aux divers points
de CQ formeront avec AC des angles aigus, car le grand cercle perpendiculaire va
rencontrer PQ en un point I tel, que PI soit égal à un quadrant, et compris par
conséquent entre P et Q. L'angle A est donc nécessairement aigu ; il en est de même de l'angle B, et le triangle a encore un angle obtus et deux angles aigus. Cela posé, supposons que l'angle obtus soit C, et soient A'B' et AB deux posi-
tions infiniment voisinei^u côté u.. La condition A'B' = AB donne (L 554)
A A' cosA = BB'cosB;
mais
kM — dw, BB'=— ^4*,
cosA = v/i — sin'A= y^i — /r'sin'ij/, cosB= y'i — sin^B = ^i — /f' sin»?,
c'est-à-dire
d(f y/i — /f'sin'4' ^~ ''^4' v^i — /'"' sin'cp =o,
v/i — /r'sin^e? \/i — /fsin»4^
C'est précisément l'équation (29).
On en conclut
/r'sin'4'
consl.
La constante est évidemment ce que devient l'une des deux intégrales lorsque
l'autre est égale à zéro. Mais pour <p = o, on a ^{> = p.; par conséquent
r^ do r^ d^ __ ç''- d<f
X \/i — k'sin'ff X v'" — ^'sin'"^ X v'» — /f' sin'(j
les trois limites y, <|*, fjt, étant liées par l'équation
cosfjt =-■ coso) cos^' -+- sincf sin'| cosC, et comme l'angle C est obtus, on a
cosC = — v'i — sin'C = — v'i — /f' sin^ {/. , et par conséquent
(Sa) cosf/. = COS9 cos'li — sino sin^J; y/i — /'' sin'p.,
et cette relation entre (p, '^ et \j. équivaut à l'équation (3i).
Autre interprétation géométrique.
585. Jacobi a substitué au triangle sphérique proposé par Lagrange une construction non moins simple qui n'est pas sujette aux mêmes restrictions
Considérons deux cercles dont les centres sont C et C,, et dont le premier, de
rayon R, contient l'autre dont le rayon est r. Soient AA' le diamètre commun et PP, une corde du cercle C tangente au cercle C, ; posons
AP
Si la corde PP, se déplace, en restant toujours tangente au cercle C,, on aura,
en désignant par k une constante dont la valeur dépend des éléments de la figure,
y/i — /f'sin'9 y'i — A^sin'4'
Soit en effet P'P', une tangente infiniment voisine de PP,, on a évidemment
P,_P', _ (l^ PP' "rfffl"
Mais en nommant I le point d'intersection des droites PP,, P'P'j, on a, en considérant P, P'i et PP' comme de petites lignes droites,
P, P'. _ P, I PP' ~ IP
et, comme le point I se confond à la limite avec le point de contact M de la
tangente PP, ,
tj| __MP, .
<f 9 ■" MP ' mais on a
MP,= v/(VP^'-r% MP = \/c7p' — /■^
D'ailleurs, en désignant la distance CC, par a.
C,P, =R'+«'H-2aRcos2i]/ = (R-f-a)'— 4«Rsin=t|/,
C, P =R'+a'+2aRcos2<p = (R + a?— 4«Rsin^(p, el par conséquent
et en posant
«'T "" y/(R + a)'— r^— 4aRsin'9
4aR _^.
/i — /f»sin^9 y'i — A''sin'4' Si l'on pose
A'sin'ij'
la différence des deux intégrales a et f sera constante, quelle que soit la tangente PP,. Cette différence constante est évidemment la valeur que prend la seconde lorsque la première est égale à zéro, c'est-à-dire, en nommant aa l'angle correspondant à l'arc AT détaché sur le grand cercle par la tangente au petit cercle issue du point A, à
'o \/i — /i'sin''<p
Si du point P, on mène au cercle C une seconde tangente P, Pa, puis de P^ une troisième tangente P2P3, et ainsi de suite, en nommant at};,, a4'2.--- 'es angles correspondants aux arcs APj, AP3,..., il résulte du théorème précédent que les
intégrales
Jo v'i— A'sin-cp Ja V'i — /.'sin'9 J„ v^i — /.'sin^tp
formant une progression arithmétique dont la raison est
rfcp
'j, v/i — /f'sin'9
Pour que le polygone PPjPjPa... se ferme, et que le («-1- i)'^"'" sommet coïncide avec le premier, il faut et il suffit que l'angle 2i|/„ soit égal à 2^ augmenté d'un multiple de 27:, et que l'on ait par conséquent
\/i — It' sin'9
rfcp
y/i — /i^ sin'9
rf9
II' sin'9
c'est-à-dire
va
\/i — ^'sin'9
dcf
Le premier membre, à cause de la périodicité du sinus, est évidemment indépendant de (p. Si donc l'équation (36) est satisfaite pour une position du point P, elle le sera pour toutes les autres, et nous avons la démonstration d'un beau théorème dû à Poncelet :
Si deux cercles sont tels qu'il existe un polygone de n côtés inscrit dans l'un et circonscrit à Vautre, il en existe toujours une infinité.
I. Cale. int
Théorème d' Ahel.
586. Le beau théorème d'Euler, généralisation d'nn résultat obtenu par Kagnano, n'est lui-même qu'un cas particulier d'un autre théorème dû à Abel et dont nous ferons connaître ici un cas fort étendu, susceptible cependant encore de nombreuses et importantes généralisations.
Posons, pour abréger,
Nommons /(a?) et '^{oc) deux fonctions entières de x, l'une paire et l'autre impaire, dont les coefficients soient supposés variables. Si l'on décompose la fonction
en facteurs de la forme a;-— x\, en posant
f{xy— '^{xf{^x)- = k[x''—x\)[x''—x\).. .[x' — x'^
où A est indépendant de x, et posant
on aura
C étant une constante indépendante des coefficients des deux fonctions (pfar) et
En désignant par a; l'une quelconque des racines a;,, a;,,..., x^,, on a enislïet
(38) f[xy—(:((xf[\xY = o, et par conséquent
où le radical A,r doit recevoir un signe déterminé par ceux de /(o-j et de (f{x). Posons
•i/{x)=j\xr-<^[x]■'{^xY,
X désignant l'une quelconque des racines .r,, x.,,..., x^. En nommant ùx le changement infiniment petit que subit la racine x lorsque les coefficients de ^[x) et
ceux (Je /(a;) varient infiniment peu, et '^'[x) étant la dérivée de <i^{x) par rapport à X seul, on aura
'i^'{x)QX -h ■2.f{x)of[x)— 2(p(.r) ô(p(.r)(A:c)^ = 0.
Il est clair en effet que i|/ (a;) devant conserver la valeur zéro, sa variation est nulle; or elle se compose de la différentielle <i('{x) &x correspondant au seul accroissement de X, les coefficients restant les mêmes, et de la variation due au changement des coefficients qui forme les deux derniers termes de [ko). L'équatiott (Sg) donne
f[x) —— cpfa?) A.r; par conséquent
^{x){bi.xY^^~f\x]Lx,
et l'équation (4o) devient
']^'{x)hx=lt^x{v^[x)Qf{x)~f[x)QV([x)\.
On en conclut
hx 2 \i^[x)^f[x) — j'{x)^^[x)\
Attribuons successivenient à x les valeurs x^, X2,..., x^ et ajoutons les équations qui correspondent à ces diverses hypothèses. En posant
(f'x]Sf{x)—f{x)do{x) = e{x),
nous aurons
ôx,
6X2 Ax2
ix.,~'^\_']^'(x,
Hx^)
Mais G(x) étant une fonction entière de x de degré inférieur à celui de ^' {x), le second membre, en vertu d'un théorème très-connu d'algèbre est égal à zéro, et l'on a
OXi 0X2
Ax, Axj
Ax.j
Si les coefficients Aefix) et de (f[x) variant d'une manière continue, les racines Xi, X2 ^,i deviennent x\ , x'„,. . ., x'.^ , on aura, en intégrant l'équation (42),
'r< dx^ r< dx^ ^ r^'-^'^^ — o
oSn DEUXIEME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL,
et, par conséquent, si l'on pose
dx
ÙS.X
et la somme Ffa;,) + F(ir2) +•■■ + ^{x^) conserve constamment la même valeur.
587. Le théorème précédent, à cause du choix arbitraire des polynômes /(a?^ et ip {x), comprend un grand nombre de résultats particuliers. On peut se donner arbitrairement les racines .t,, .r,,..., x^^_i, et déterminer a;^ en fouction algébrique de ces quantités arbitraires, de telle sorte que les deux membres de l'équation (44) soient égaux à zéro.
Posons en effet
(45) f{x) = flo + <i: ^' + «ï .r' + . . . 4- a„ ^1 x'"-'' 4- x'"',
(46) (pfa;) =ar(6„+ />, x= -4- 6j.r' +. . . + b„^^x'"'-'],
on peut se donner arbitrairement lei racines a-,, x^,..., a;2„_, et en déduire a„, a,,..., a„_,, ^01 ^ii--M ^«-2> à l'aide des équations
!/(^,) + <p(a:,)Aa;, =o, f{x^) + ^{x,)!i>.x, = o, j f{x,n-,) 4- cp(.ri„_i) AXï„_, = o,
où les radicaux Ax,, àx^ Ax„ seront pris avec les signes que l'on voudra
choisir. Ces équations du premier degré par rapport aux inconnues étant résolues, les coefticients de l'équation (38) seront tous connus, et le produit des racines étant égal au dernier terme, on déterminera la dernière racine .To„ par l'équation
qui donne
On choisira le signe arbitrairement, et la valeur correspondante de Aa?an satisfaisant à l'équation
et l'on aura
( fQ\ aX\ C1X2 «.^— I dXin
Ax, A.rj Axin-i^ Ax,„^
X2„ étant une fonction connue des variables indépendantes x,, x.,,..., a;^,,.,.
a72„ est nul, il est aisé de le voir, quand on suppose en même temps a;, = o, ojj^o, .... a:a„_, = o. Pour que l'équation (38) admette en effet 2/1 — 1 racines nulles, il suffit d'y faire cf„ = 0, a, = 0,..., a^n-\ =o> ^0 = '''•••' ^«-2 = 0, ce qui la réduit à
dont toutes les racines sont nulles. En intégrant l'équation (48) on peut, d'après cela, faire commencer toutes les intégrales à la limite inférieure zéro, et l'on trouve
588. Pour obtenir une équation semblable dans laquelle les termes du premier membre, toujours arbitrairement choisis, soient en nombre pair, il suffira de poser
et si l'on pose
f{xY — ^{x)H\ — x-'){\. - h' x-') = [x' - x\)[x' - x\). . . [x' - xl„)[x-' — x\„^,\
on pourra se donner arbitrairement x^, ^j,..., x^n et déterminer a„, rt,,..., a„_,, è„, b,,..., b„_, par des équations du premier degré de la forme
f{xi) -+- ^{xi)Axi = o,
où le signe du radical A,r, sera choisi arbitrairement; ■'r2„+, étant alors déterminé par l'équation
on aura
Xin
X\ X-i. . , X-iii
On prendra le signe pour lequel l'équation
/(.r2„_f.,)+ 9(ar2„+, ) A:rj„+, = o donne pour Aa^j,^., une valeur négative, et l'on aura
dxi dx, A.ri A.r,
^X 'i fi 11X2 H-f
ISXin ^^3n+l
où x^n+x est une fonction connue des variables indépendftntes a;,, x^ a?2„. On
verra, comme dans le cas précédent, qu'en faisant .r, = o, 0^2 = ".•••. ^211 = ". il en résulte Xi„^^ = 0, et que l'on a par conséquent
L'équation
(5i) Fix,) + F{x,)+ .. + F{x^^,) = F{x^),
dans laquelle tr^ est une fonction déterminée de x,, x^,..., x^i,_,, équivaut au fond à l'équation d'Euler relative au cas où le premier membre se réduit à deux termes. Si l'on sait en effet résoudre l'équation
Fix,) + F{x,) = F{x),
et calculer x en fonction de x, et de a7o, on pourra évidemment, par l'application répétée de la formule, former la fonction égale à la somme de trois fonctions données, puis de quatre, puis d'un nombre quelconque, et comme le problème est évidemment déterminé, les résultats obtenus par des méthodes différentes ne peuvent différer que par la forme.
Réciproquement, l'équation (5i), quel que soit le nombre des termes du premier membre, peut fournir la formule relative à l'addition de deux fonctions seulement, et il suffit pour cela d'y supposer 073 = 0, a?^ = o,..., x^i,_, = o : le premier membre se réduit alors à ses deux premiers termes, et la formule fait connaître la fonction égale à la somme des deux autres.
Supposons dans les formules précédentes
f{x) = aaX -+- x\ cf)(x)Tz=b,.
on aura, pour déterminer a„ et b„,
<h Xi+ x\ + bt A;r, = o, «0 Xi-h x\-\- ho à.Xi := o.
X,àX2 — X-i/\Xi
/y ly* •> -v> -y ''
Ut ■
t7C\ lAtX^i ~*~ 1^2 ii^i
et la troisième racine x, est
k(7i ,3/2 û^i LA ^2 "3 ^ "* I
c'est-à-dire, en multipliant les deux termes de la fraction par x, Ax.,-\- x^Ax,, et supprimant le facteur xf — xl,
X, Axj + x^Ax,
f — Is^ x\x\
LIVRE TROISIÈME. — THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, et SOUS cette condition on :\
dxt
dxi
\Xt
ce qui s'accorde avec le résultat obtenu (583 j.
Théorème de M. Clcbscli.
591. M. CIcbscli, dont les beaux travaux sur celte lliéoric se sont étendus beaucoup plus loin, a donné au tbéorème d'Abel une forme géométrique très-élégante. Considérons la courbe dont l'équation est
. a -\- bx + ex'' -+■ dx^ -+- ex\
et cherchons l'intersection de celte courbe avec une autre courbe quelconque ayant pour équation
on pourra, par le moyen de l'équation (Sa), éliminer de (53) toutes les puissances de y supérieures à la première, et l'ordonnée de l'un quelconque des points d'intersection sera exprimée par une fonction rationnelle de l'abscisse
l'équation qui donnera les abscisses des points d'intersection est par conséquent
[^) 9(.r) = P" — QM«-^ ''■^ + cx''+ dx' + ex') = o.
Supposons que dans cette éijuation on fasse varier d'une manière quelconque les coefficients de l'équation (53), les racines de (54) varieront, et si les variations considérées sont infiniment petites, on aura pour chaque racine
<^'{x) dx 4- 2P(5P — 2QÔQ (a + 6a; + ex'' -\- dx^ + ex' ) =^ o ,
le signe ù se rapportant à la variation subie par les polynômes P et Q lorsque leurs coefficients changent infiniment peu. On déduit de (55), en multipliant par
jy — et tenant compte de l'équation (54) qui a lieu pour toutes les racines,
dx
QâP-PÔQ
9 (ar)
Or il est aisé de voir que Q(?P — Pt^Q est d'un degré inférieur de deux unités au
moins à celui de yf^); si donc on ajoute les équations relatives à chaque racine,
on trouvera
sr^ Qdx
c'est-à-dire, d'après l'équation (54),
V' dx
jLJ ± y/a + 6^ + ex' -h dx^ + ex* et l'on voit que la somme des intégrales
dx
o v^a + bx + ex'' -+- dx' + ex^
dans lesquelles on prend successivement pour limite supérieure toutes les racines de l'équation (54), c'est-à-dire les abscisses des points d'intersection des courbes considérées, restera la même lorsque, la courbe (Sa) restant fixe, la courbe (53) changera arbitrairement en conservant le même degré.
On peut démontrer le même théorème sans aucune modification en remplaçant la courbe du quatrième degré (52) par une autre courbe ayant une équation de la forme
f{x) désignant un polynôme entier quelconque.
Posons
Jo Vi — /l'sin'c?
On dit que <p est Vamplilude correspondant à V argument u, et l'on écrit
(2) Vf=::amU.
si l'on pose
l'intégrale (1) devient
et l'on a
On en conclut
et l'on pose, en outre,
r' dx
X = smani u.
y'i — x'=: cos ani II,
\/i — li^x^^^ A am u :
sinamu, co?,amu, Aawwsont, comme nous le verrons dans ce chapitre, trois fonctions parfaitement déterminées pour chaque valeur réelle ou imaginaire de la variable, et la fonction A a/nti elle-même, malgré la présence du radical dans l'équation f4) qui Iî> définit, ne conservera aucune ambiguïté.
."/ddition des (irgiiments.
593. On sait quelle est, eu Trigonométrie, l'importance des formules qui expriment les sinus et les cosinus de la somme de deux arcs en fonction des sinus et des cosinus des arcs eux-mêmes. Le théorème d'Euler, démontré dans le cliapi-
I. Cfilc. in!. n
tre précédent, équivaut à des formules analogues relatives aux trois fonctions qui nous occupent, et qui jouent dans leur théorie un rôle non moins important. Soient © et ij> deux angles quelconques. Posons
( i}/ = am V, et .
(6) [j.=:am{u-\- v), c'est-à-dire, supposons que l'on ait
(7) r ^y +r^ ^9 __(' dj
Jo v^i — /('sin^9 Jo v^i — /f'sin^tp Jo v'' ~ ^''^sin'ep
Si l'on suppose que (jl, et par conséquent la somme u -\- v soit constante, on aura, en différentiant,
d'où résulte (584)
(g) cosf/. = coscp 0,05'^ — sincp sintl; v'' "~ /f'sin'p.;
le triangle sphérique dont les côtés sont y, ^ et y. donne de même
I COS9 = cos|:/.cos4' H- sinp. sinij; y/i — A^sin'çp,
cosij/ = cos/xcosç ■+- sinfisinep \/i — /c^sin'ij; >
et d'après les équations (5) (6), ces équations peuvent s'écrire
' COSflm(M + v)z= cosamu cosamv — sinainu sinamc Aam{ie + v), (11) } cosamu = cosani [u -h v) cosamv + sinam{u ■+- v)s\namv Anmu, \ cosam V = cosam{u -+- v) cosamu •+- s'inam [u + v) s'inamu Aamv.
Les deux dernières donnent
cos'amf — cos'amM
sinam(M+ v)
sinamu cosamv Aamv — sin amv cosamu Aamu que l'on peut écrire
{sin' amu — sin'amv) {sinamu cosamv Aamv -h s'mamv cosamu A amu)
sinamlu -\-v]
sin^amu cos^amv A'amv — sin^amc cos' am u A'' am u
le dénominateur est, on s'en assure aisément, identiquement égal au produit
{sin'awM — sin'amv){i — k'sin'amusin'amv),
et l'on a, par conséquent,
s'in am u cos amv Aamv -h sinanivcosamuAamu
(12) sïnam{u + v)=^
I — k^ s'm' am u sin' am V
Cette relation pourrait d'ailleurs se déduire immédiatement de l'intégrale donnée (583).
Les deux dernières équations (11) donnent aussi
s'mamu cosamiiAamv — slnamvcosamvAantu
cosam [u-i- v)=: -. . ^ 7 ;
smamucosamv Aamv — sinamv cos amuAamu
et emnultipliant le numérateur et le dénominateur de cette fraction par la somme des termes dont la différence forme le dénominateur, et supprimant ensuite le facteur sin- amu — s'in^ amv commun aux deux termes, on a
, -, , , cosamucosamv — s'mamuslnamv AamuAann>
{i3) cosam! u+ v)^= -, — -. -, •
I — k'sm'amusm^amv
La première des équations (i i) donne enfin
sio am u sin amvAam{u -+-(/) = cosamu cosamv — cosam{u + v),
et en substituant à cos am[u -h ç) sa valeur fournie par l'équation (i3), on trouve
Aamu Aamv — k''s\namu sin^mc cosama cosamf
(i4) Aam{u
1 — Ar'sin'amw sin'amv
Généralité des formules .
594. Les équations (12), (i3), (i4) sont les formules fondamentales de la théorie des fonctions elliptiques, elles sont démontrées seulement pour des valeurs des variables, qui, d'après la formule de définition, doivent être réelles, et ne pas dépasser certaines limites imposées par la considération du triangle sphérique, dont les côtés sont ç, <^ et [i. Les trois formules néanmoins s'appliquent à tous les cas; mais, pour le démontrer, il est nécessaire d'étendre et de préciser les définitions données au commencement de ce chapitre.
Reprenons l'équation
/o Vi — A-'sin'ç
qui lorsque 9 es( réel et positif, k étant moindre que Tunité, ne présente aucune
ambiguïté. On en conclut
du i I
et, par conséquent, 9 étant égal à amu.
dam u .
du
On en déduit
, _. dsinainu dainu .
i5) i = rosrtw u — ; =: cosawz« Ham u,
du du
, ^, dcosamu . dama . .
•s\namu — 3 — = — sxnamu charnu,
du du
A amu d
du du
, dAamu d , ,—-. ,, .
(17) — -, =z -r- ^/i — h' snVamu=z— it^s\namu CQsnmu.
Ces trois formules, considérées comme toujours exactes, seront prises pour équations de définition dans les cas où les définitions précédentes laisseraient subsister un doute sur la valeur précise des radicaux qui y figurent, et elles permetlent de démontrer, pour tous les cas, les équations (12), (i3) et (i4)-
Posons, en effet,
sinamucosamvAamv -hsinamv cosamuAamn '~ I — k'sin'amusiiï'amv
nous trouverons, en représentant le dénominateur par D,
dR cosamuAaniucosamvAamv — H[namv^'ir\am,uA'am.u —k's\nam.vcos'amusinamu
dû ~~ D ''
2 [sinamu cosamv Aamv -j-smamycosamu Aamu)k''s'm^amvs\namucosamuAamu
Cette expression de .- est symétrique par rapport aux lettres u et v. On s'en
assure en la multipliant par D% qui est symétrique, supprimant les ternies dont la symétrie est évidente, et constatant que la somme de ceux qui restent est égale à
— s'inamu s'in am i' { à' am 11 A- ami' ■+■ /i^cos'rt/«H cosV//«f ).
On a, par conséquent,
du dv On en conclut
r/R = -7— du 4- -, - dv = ->- ( dn -h- dv). du r/c du '
7— ne peut être identiquement nul, car -,; le serait aussi, et R ne contiendrait ni u ni i'. La condition nécessaire et suffisante pour que rfR soit nul, est donc
du -+ dv =:0,
c'est-à-dire
consl.
La fonction R et la somme u-\- v sont par conséquent constantes ensemble et variables ensemble, et R est une fonction de u-\-v, mais pour (^ = o, R se réduit à sinawu et l'on a, par conséquent,
R = slnrt/»(a + v).
Les formules (i3) et (i4) se démontreraient de la même manière.
595. On peut en déduire un grand nombre d'autres, dont l'usage est très-fréquent, nous citerons seulement quelques-unes des plus élégantes, qui peuvent d'ailleurs se vérifier immédiatement. On a
sinrtma?* :
2 %\x\aniu cosamu Aamu
CCS am 2 « =
A am2 u =
/f'sin'a/ntf
cos=
atnu
am u A'
am u
- k^ sin
*ainu
£^''amu -
- /f'sin
'ainucos''amu
I — h' sin' amu
2 smam >- cosam i Aam -
(21) smamp + s'mamq :
I — A' sin'rtm ^- — "- sin' «m ^ — *
(22) cos a/n ;?+ CCS «m (/ =
P + (J P — CI
2 cosam cosam
I — A ' sin'am sin'«/n — — ~
(23) sm amp — sinamfl = >
,. P + Q . P — Q 1 — /l'sin'am sin'a/w
is\nam ~ *- sinam 2 c- à.am Aam
(24) cosam p — cosam (}:= »
I — /f'sin'am ^^ sin'am ^^ ~
(25) Aam p -]- \amq :=
1 — /l'sin'am ~ sm'am
,,. q — P . q + P P — q P -^ Q 2/1'sinam sinam cosam cosam
(16) Aamp — Aamq=
7 • , P + q ■ , P — q I — /l'sin'am sin'am -
596. Revenons aux trois fonctions sinamw, cosamu, Aamu, que nous pouvons maintenant calculer pour toutes les valeurs de la variables. Si l'on pose
r^ dx
Jo ^(i — x'){i — k'x')
k étant moindre que l'unité, en faisant
/•' dx
Jo v/(i — a:»){i — Ar'a?')
on a
sin a/n&) = 1,
et pour les valeurs réelles de u comprises entre o et w, la fonction sinamu définie sans ambiguïté, varie entre zéro et l'unité. Lorsque x augmente et varie de
l'unité à ji les éléments de l'intégrale deviennent imaginaires. En posant
dx
Ji i/(i — a:»)(i-A»x')
on aura
Jo \J{i — x'){i — k'x^)
et, par conséquent,
sinam ( w H- &>' ^/— I ) = r •
On a aussi
cosa/nto = o, A nni Où :
Aam (&) 4- w' \/ — I ) = o
Périodicité des /onctions.
597. Les fonctions smamu, cosamu, Aamu admettent chacune deux périodes, qui sont : pour sinam«, 4w et 2'W\J — i;pour cosamu, 4 w et 20} -h 2'a' \J — i; pour Aamu, aw et ^(ù'\j—i, c'est-à-dire que l'on a, quelle que soit la valeur de M,
sina/n(M +4t'>) = sinamw,
siaam' n + aw' y' — i ) =s\n amu,
cosam{u -+- 4")= cosamu,
cosain (m -f- 20 + 7.0)' \/ — i) = cosamM,
Aaw ( j< + 20) ) = A«m u,
Aam{u +^m' \/—i ) = Aamu.
Les équations (18), (19) et (20) permettent en effet de calculer sina/n2w, cosamzfà, Aam2a, elles donnent
sinamao) = o, cosflm'zw = — I Aamaw = 4-1.
On en conclut, à l'aide des formules (12), (i3) et (i4).
sinam(M -1- 2 6)) = — sin amu, cosam{u -f- 2wi = — cosamu, Aamiu -+- 2(,i) = Aamu,
et les deux premières donnent, en y changeant m en « + 2 w,
s'inam{u -+- 4w] = sin a/nu, cos«m(M -H 4«) = cosaOTM.
On déduira aussi de (i8j, (19) et (20)
s'tnam 2 6) H- 2'.)' y'— 1 j =1 o, cos am ( 2 &) -4- 2 Cl)' v' — i ; = -H 1 ? Aam { 2f,) + 2 6)' y' — I j = — i>
et les formules (12), (r3) et (i4) donnent
1 sin«w( (« 4- 2 6J + 2w' y' — I j = — s'iDaniii. (33) < cosam<u-i- 2.(,>-\- ir,i' \/ — i)=cosamM,
Art»! (« -h 20) + 2m' y' — 1) = — àamu.
L'addition de 2w + 2w'v'— i à la variable change donc le signe de s\namu, et comme il en est de même de l'addition de 2w, 2w'\/ — i ne change rien et est une période de sinawa; 20) + au'y — i en est une de cosamu, et la troisième des équations (33) montre enfin que 2u -{- 2w' \J—i ajouté à la variable change le signe de Aamu, et comme 20J est une période, l'addition de 20/ y'" i changerait également le signe de Aamu, et celle de 4w'V~' rétablit la valeur primitive.
598. Les résultats précédents, il est aisé de le voir, permettent de calculer sans ambiguïté les trois fonctions s'mamu, cosamu, àamu pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de la variable. Le sinusd'amplitudeestdéfini, en effet (596), pour les valeurs réelles de la variable comprises entre zéro et oj. L'équation (21
2smam *- cosam '- àam — '-
sinaw p + sin«/H q -
donne
I — /f'sin'am — sin'a/w
sin tf flî M + sin «m ( — « ) — o,
et la fonction est définie par conséquent pour les valeurs de la variable comprises entre — o) et + o). L'équation (32)
sina/n(?< + 2w) = — sin <•(/?!«
achève enfin de la définir pour toutes les valeurs réelles de u. L'équation (24)
q — p . 1 + P\ P~^K P + <1 asinam sinam Aam ~ Aam
cosam p — cos amq^
1 — /l'sin' am~ sin'aw
donne
cosamu = cosam{ — u),
et la fonction eosamu est définie par conséquent pour les valeurs de u comprises entre — w et + w; l'équation {3i)
COsam(« + 2w ) = — eosamu
achève de la déterminer pour toutes les valeurs réelles de u. L'équation (26) donne enfin
Aamu =+ Artm( — u),
et Aamu étant défini par les valeurs comprises entre o et w, et ayant pour période 2w, se trouve déterminé, ainsi que les deux autres fonctions, pour toutes les valeurs réelles de la variable.
599. Nous avons défini (596) les valeurs de sinawu, lorsque u étant de la forme w 4- z\j — i, z varie de o k w'; cosam (w -+- z\j — i ) et Aa/n {',> -f- z \j — 1) sont également définis sans ambiguïté : sinam(oi + z\J— i) étant, en effet, réel et plus grand que l'unité, cosa/n (w + s V— ' ) ^sl imaginaire de la forme |3 sj— i et |3 varie de o à \]ï— k''; Aa/n(w + z\/ — i) est réel, au contraire,, et varie de \J V ~ k- à ô.
On déduira de ce qui précède ûaamzsj— i, cosa/ws \l— i et Aamz\J— i pour les valeurs des comprises enlrc o et 0/; la formule (12) donne,
sina»i2 \/ — I =sina/n(&)4-2 y^— i — w)
__ cosam(&) 4- z \/ — i ) Aam (o) 4- z \/ — i )
I — A ' sin'am ( u 4- .z \J — i )
COSflW
[on -h z \/ — 1)
Aam [b) + z \J— i)
Sinam (gj 4- z V— I ) étant réel et compris entre i et yi cosaw ('j 4- s y — 0
est imaginaire et de la forme |3 y/ — i; mais Aam{u} -^ z\j — i) est réel, et sina/wzy — \ est par conséquent imaginaire, sans partie réelle. Si l'on fait z = 0/, on a
cosfl/n f M 4- &)' \l— I )
Aam (w 4- M'y/—')
sinamco v — ' = —
et, comme A«m(o) 4- uV— •) est égal a zéro, sina/nw'y'^— i est infini.
Sinamzy— i se déterminera enfin pour toutes les valeurs réelles de z, à l'aide
I. Cale. i/it
Sdi
des relations et
sin am — z y/— i := — sin am z \j— i
sin am ( z + 2 w' ) y/— i = sin am z \l — i .
Sinam^y/— i étant imaginaire, sans partie réelle, co?,amz\j — i et Lamz\J^i sont réels et ne s'annulent jamais; leur valeur est déterminée sans ambiguïté.
On pourra enfin, quelles que soient les valeurs réelles de x et de y, calculer ûnam{x-h y\J— i), Q.09,am{x + y\l— 1 ) et Lam{x + y\J — i), en faisant dans les formules (12), (i3) et (i4)
Démonstration directe de la double périodicité.
Reprenons l'équation
r^ dz
Jo J(l—Z'){l—/('
équivalente, par définition, à
Z = sinam u,
et cherchons, d'après les conventions et la méthode exposées (353), les diverses valeurs de u qui correspondent à une valeur donnée de z correspondant au point M.
Les points critiques de la fonction intégrée sont ici les points A, A', B, B', placés
sur l'axe des X dont les abscisses sont ±1, ±7? et les contours élémentaires
sont, par conséquent, au nombre de quatre; les intégrales correspondantes sont, on le verra en raisonnant comme (354),
et, si l'on nomme J l'intégrale relative à ce chemin OM, on obtiendra, en faisant
précéder ce chemin de l'un des quatre contours élémentaires,
et l'on en conclut que par l'adjonction successive d'un nombre quelconque de ces contours l'intégrale peut prendre l'une quelconque des valeurs exprimées par la formule
anto -(- amo) -f- imw' sj — i -)-'( — i)"+'"J,
ce qui s'accorde parfaitement avec les résultats obtenus précédemment.
Étude des infinis et des zéros de smamu, cosamu, Aamii.
601. On a vu (542) quelle est dans l'étude d'une fonction l'importance des valeurs de la variable qui la rendent nulle ou infinie, et du degré de multiplicité qu'il faut attribuer à chacune d'elles. Nous devons donc chercher les valeurs qui rendent nulles ou infinies les trois fonctions sinamu, cosamu, Aamu. Résolvons en premier lieu l'équation
Soit X ety étant réels, on a
sxnamu = o.
u = x-t- rv^— •»
(35) sinam[x +x\/—j)
sinamxcosamf\/'—i AamytJ — i -(- sinamjv^ — i cosamxAamx
1 — If'sin'ama: sin^amy^—i
Le dénominateur de cette expression est réel (599), ainsi que le premier terme du numérateur; le sec&nd est de la forme By/— i. B étant réel, et l'équation
s'inani{x + x\/ — i) = o
se décompose par conséquent en deux autres
s'mamxcosamy^—i Aamy)/ — i=:o, s\namy\/ — i cos nm x Aamx = o.
Cosamy\J— i et AamyyJ— i ne pouvant pas être nuls (599), on doit avoir
s'mam X = o,
et par conséquent
n étant un nonnbre entier quelconque.
Sina/na; étant nul, cosrtm.i; et bi.amx ne peuvent pas l'être, et la seconde équation se réduit à
sina/njv'— I =: o, par conséquent
m étant entier.
Les solutions cherchées sont donc renfermées dans la formule
« = 2«w -t- 3 7Mm' y/^ I.
Nous les avons obtenues en égalant à zéro le numérateur de (35). Il est aisé de voir qu'en rendant le dénominateur infini, on n'annulerait pas la fraction; %\x\amy\l — i, co?,amy\J — i et Aamy\J— i deviennent, en effet, infinis en même temps et sont des infinis de même ordre; le numérateur de (35) devient'donc infini en même temps que le dénominateur, et leur rapport ne s'annule pas.
Toutes les racines de l'équation
sinrtw M = o
sont des racines simples. On a, en effet,
fisinamu .
j =: cosamu aamu.
du
et la fonction s\namu ne s'annule jamais en même temps que sa dérivée.
602. En procédant absolument de la même manière, nous trouverons que les racines de l'équation
cos am u z=o
sont données par la formule
et celles de
Art/77 M = o
par la formule
et toutes les racines sont des racines simples.
Résolvons enfin l'équation
(36) sinam« = oo
dont les racines sont évidemment les mêmes que celles des deux autres équations
cosam «< = 00 , A am j< = 00 ; on a (595) ,_ , . o^sinamu cosam u \am u
(37) Sin rtW 2 «=: ; ;
' ï — k'sin'amu
S'inamu, cosamu, Aawjw deviennent infinis en même temps et leurs modules sont de même ordre; toute valeur qui donne sinam«=:oo doit donc, d'après l'équation (37), donner sina/M2«=: o, et il faut chercher les racines de l'équation (36) parmi les valeurs de l'expression
- (anw + 2/nw' y' — i ), et l'on s'assure bien aisément que celles qui sont de la forme
2/y to -f ( 2 g + I ) oj' v* — '
sont les seules qui satisfassent.
Résolution des équations sin amu = sinama, cosamu = cosam oc.
603. On sait quelle est, en Trigonométrie, l'importance des formules qui font connaître les arcs répondant à une ligne trigonométriquc donnée. Le problème analogue ne joue pas, dans la théorie des fonctions elliptiques, un rôle moins considérable.
Considérons d'abord l'équation
(38) sinam H = sin a/n a,
que l'on peut écrire
sinamK — sinama^ o, c'est-à-dire (595)
M — a u-h tx . u -h a
isin am cosam aam
I — /(' sin'am sm'am
Pour que le second membre soit nul, il faut que le numérateur soit nul ou le
dénominateur infini, et les résultats précédemment obtenus donnent très-aisément
{ u — cx = in(ù + T-mo)' y/— i ,
( «< H- a = (4« -+- 2) w -h aww' y/ — i,
et l'on voit que la différence u — a doit être une somme des multiples des périodes ou la somme u-h a égaie à 2w augmenté d'une somme des multiples des périodes.
L'équation (4o) cosamu=cosam(x
est tout aussi facile à résoudre; on a
asinam sinaw Aam àam
cosamu — conamx =
I — /r' sin^«m — sm' am
et l'on en conclut que les solutions de l'équation (4o) sont données par les formules
M — x^^mm -h in{(x) -h (ù' \/ — i),
U -h x^ ^mo) + an[Ki + oi' y — i j ,
et l'on verra d'une manière toute semblable que les solutions de l'équation (42) Aamu:= Aamx
sont
(m — a.=r2mw + 4ww' v^ — i ,
[ u -h x = 2in(,) -h ^nu> \/ — I,
m et « désignant des nombres entiers quelconques.
Expression de sinam [u ~\- a/ y — i ). 605. On a ^
sinam {u-h m' \J — i — u)
sin am {u -h m' \/—i) cosam uAamu — sin awMCOSgmyM + cùV— i) Aam (m-i-m'\/— 1) _ i — h''s\n''anius\n''am[u + M'sJ—i)
mais le premier membre égal à &\nam(ù' \J — i est infini, et l'on doit avoir par
conséquent
d'où l'on déduit
I =: /f' sin' am{u ■+- wV — 0 sin'amu,
s'mam(u -i-m'i/ — i) = 7 — ^
' Icsmamu
Si l'on fait « = w, le premier membre devient v 1 et s'inamu étant égal à l'unité,
il faut adopter le signe +, qui convient dès lors dans tous les cas; car on peut passer de la valeur m= o à telle autre valeur que l'on voudra choisir, sans que dans l'intervalle la fonction sinaniu devienne nulle ou infinie.
Sur les Jonctions doublement périodiques . '
606. Toute fonction qui admet deux périodes « et jS n'est pas pour cela doublement périodique; elle ne doit prendre cette dénomination que lorsque les périodes sont distinctes.
Deux périodes dont le rapport est imaginaire sont toujours distinctes.
Soient en effet « et j3 deux périodes dont le rapport ^ est imaginaire; suppo-
sons, s'il est possible, qu'on puisse les remplacer par une période unique zs. Les seules périodes que l'on puisse déduire de la période zs sont les multiples de vs et si l'on avait
mm =: a, IITS = [3,
m el n étant entiers, on en conclurait
et, contrairement à notre hypothèse, le rapport ^ serait réel.
Deux périodes dont le rapport est réel peuvent toujours au contraire être remplacées par une seule.
Supposons d'abord en effet que le rapport g des deux périodes soit commensu-
rable et égal au rapport de deux nombres entiers /> et q, on aura
et en nommant vs la valeur commune de ces deux rapports, il suffira qu'une fonc-
lion ait pour période zs pour qu'elle ait aussi pzs, c'est-à-dire a, et qzs, c'est-àdire p.
Supposons enfin que le rapport | soit un nombre incommensurable s; la fonction dont a et /3 sont les périodes a aussi pour période
ma— w[3 = (3(m£ — n),
m et n désignant des nombres entiers quelconques. Or on sait, par la théorie des fractions continues, trouver des nombres entiers tels, que la différence ms. — n soit aussi petite qu'on le voudra. La fonction a donc une période dont le module peut décroître indéfiniment, et par conséquent elle ne change pas quand la variable s'accroît infiniment peu; sa dérivée est par conséquent égale à zéro et elle-même se réduit à une constante.
Représentation géométrique de la double périodicité.
607. Considérons une fonction (f{z) ayant pour périodes a -h b \] —i et a'-\-b' \J — I. Les points pour lesquels, en vertu de cette double périodicité, la fonction reprend la même valeur, sont les sommets d'un réseau de parallélogrammes égaux et juxtaposés qui recouvrent entièrement le plan. Supposons en effet la variable z représentée par le point M; si nous lui ajoutons la période a + h \l— I , la somme z -h a-hb y/— i correspond au point M' obtenu en portant, à partir du point M, une parallèle à l'axe des X égale à a, et par l'extrémité de celle-ci une parallèle à l'axe des Y égale à b, c'est-à-dire (car évidemment cela revient au même) en menant par le point M une droite de longueur y'a'- + h^ faisant avec l'axe des X un angle dont la tangente soit --Cette droite peut d'ailleurs
être portée dans les deux sens opposés et un nombre quelconque de fois. On obtiendra ainsi une rangée de points équidistants et placés en ligne droite, et la fonction, pour les valeurs de la variable qui leur correspondent, aura la même valeur. La seconde période a' + b' v-~ i permettra de former une seconde ligne
analogue à la première et différemment inclinée, et comme pour chaque point de chacune des deux rangées on peut répéter ce qu'on a dit du point M, on obtiendra deux séries de parallèles équidistantes décomposant le plan en parallélogrammes pour tous les sommets desquels la fonction aura la même valeur.
Le point M qui sert d'origine au réseau a été pris arbitrairement, en sorte que les côtés des parallélogrammes étant déterminés en grandeur et en direction, il reste permis de les déplacer arbitrairement en les laissant parallèles à eux-mêmes et en conservant les mêmes distances. Il est évident qu'une fonction périodique prend, dans l'intérieur de l'un des parallélogrammes du réseau, toutes les valeurs dont elle est susceptible, et que ces valeurs se reproduisent exactement les mêmes aux points correspondants de tout autre parallélogramme.
608. Deux périodes a et j3 étant données, on peut en déduire deux autres ma-\-n^, m'a-\-n'^, m, n, m', n' désignant quatre nombres entiers arbitraires, et ces deux périodes nouvelles fourniront, comme les premières, un réseau de parallélogrammes aux sommets desquels correspondent des valeurs égales de la fonction. Deux cas peuvent se présenter : ces nouveaux parallélogrammes ont les mêmes sommets que les premiers, sans qu'aucun ait disparu, ou bien ils ne reproduisent qu'une partie seulement de ces sommets. Il est évident que dans aucun cas ils n'en peuvent donner de nouveaux. La condition nécessaire et suffisante pour que les deux réseaux aient les mêmes sommets est que leurs parallélogrammes élémentaires aient même surface. Si l'on considère en effet dans le plan une surface de forme arbitraire, un cercle par exemple, de dimensions infiniment croissantes, le nombre des sommets qui s'y trouve renfermé est égal à celui des parallélogrammes; car en négligeant les parallélogrammes coupés par le contour, dont le nombre relatif est infiniment petit, à chaque parallélogramme correspondent quatre sommets et à chaque sommet quatre parallélogrammes. La surface d'un parallélogramme est donc la limite du rapport de la surface indéfiniment croissante au nombre des sommets qu'elle renferme, et pour que deux réseaux déduits l'un de l'autre aient les mêmes sommets, il faut et il suffît que les parallélogrammes élémentaires aient même surface.
Impossibilité d'une troisième période.
609. Une fonction bien définie ne peut admettre plus de deux périodes distinctes. Soient en effet a, |3, 7 trois périodes non réductibles à deux; nous allons prouver que la fonction se réduit à une constante. En combinant en effet les trois périodes deux à deux, et prenant pour origine un point arbitraire, on formera trois séries de parallélogrammes dont chacun couvrira le plan et pour tous les
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sommets desquels la fonction aura la même valeur; chacun de ces sommets pourra de plus être pris pour point de départ de trois réseaux semblables, et l'on formera un nombre infini de réseaux à tous les sommets desquels doivent correspondre les mêmes valeurs de la fonction. Soient, parmi tous ces sommets, P, Q et R ceux qui forment le triangle de moindre surface. En formant un réseau de parallélo-
grammes ayant pour côtés QP, QR, tous les sommets de ce nouveau réseau seront des points déjà obtenus; car en portant à partir d'un point quelconque une ligne égale et parallèle à PQ ou à PR on ajoute à la valeur de la variable qui correspond à ce point une somme de multiples de trois périodes. Aucun point déjà obtenu ne pourra d'ailleurs se trouver dans l'intérieur des nouveaux parallélogrammes, car, sans cela, contrairement à l'hypothèse, il formerait avec deux des sommets un triangle de surface inférieure à PQR. Tous les sommets déjà obtenus appartiennent donc à un seul et même réseau, et les trois périodes sont réductibles à deux. Il faudrait, pour qu'il en fût autrement, que la surface du triangle PQR se réduisît à zéro, et la fonction ayant la même valeur pour tous les points du plan serait alors une constante.
Propriétés des fonctions doublement périodiques bien définies.
610. Les fonctions auxquelles se rapportent les théorèmes que nous allons démontrer sont supposées bien définies; elles doivent, pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de la variable, prendre une valeur unique et déterminée, et l'on a vu (535) que, par une conséquence nécessaire, une telle fonction, si elle devient nulle pour une valeur particulière z = a de la variable, est de la forme
p étant entier et ij>(a) n'étant ni nul ni infini. Lorsque la fonction devient infinie pour la valeur z = /3, elle est de la forme
q étant entier et sr(j3) n'étant ni nul ni infini. On dit, dans les deux cas indiqués, que la fonction s'annule p fois pour z = a et qu'elle devient q fois infinie pour
611. Nous avons vu (539) que toute fonction bien définie devient infinie une fois au moins. Une fonction doublement périodique se reproduisant identiquement la même dans l'intérieur de cbaque parallélogramme (607) doit deveeir infinie une fois au moins pour une valeur correspondant à un point intérieur de l'un quelconque des parallélogrammes élémentaires; mais une seule valeur infinie, nous allons le prouver, serait impossible, et toute fonction doublement périodique devient infinie deux fois au moins dans l'intérieur de chaque parallélogramme élémentaire.
Il résulte en effet du théorème (539) que la fonction doublement périodique (f{z) doit nécessairement devenir infinie pour une valeur de z au moins dans l'intérieur de chaque parallélogramme. Soit z = a. cette valeur, on aura
<J/(a) ayant une valeur finie /t; car si le dénominateur était d'un degré/) supérieur au premier, la fonction serait considérée comme devenant/? fois infinie.
Calculons l'intégrale 1 f{z) dz le long du contour du parallélogramme élémentaire qui contient le point correspondant à :; = «. Si cette valeur est la seule qui rende la fonction infinie, on aura (349), (344)
I <fi{z) dz =^ 2 fi 11 s/ — I.
Mais les éléments de l'intégrale relatifs à deux côtés parallèles se détruisent évidemment deux à deux, et l'on a par conséquent
/ (fiz) dz = o.
Les deux équations (45) et (46) étant contradictoires, l'hypothèse dont elles résultent est inacceptable, et la fonction (p{z) doit avoir deux infinis au moins.
612. L'équation (p{z) = o admet aussi deux racines au moins dans l'intérieur de chaque parallélogramme, et le nombre total de ses racines est précisément égal à celui des valeurs infinies de la fonction (p{z).
Considérons en effet la fonction ' , ; cette fonction, qui est doublement pério-
dique comme la fonction proposée f{z), n'admet que des infinis simples. La fonction considérée ne peut évidemment devenir infinie que quand (}j(s) est nul luimême ou infini (533). Soit
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p étant entier (535) et (j> (z) ayant pour s = a une valeur finie. On en déduit
(^'[z)=p{z — a]P-' '\i{z)+ (z — a)P ^'{z) et
. o'i.z)' /) ip'iz)
et comme (533) <\i'{z) est finie ainsi que (|*(s) pour z = a, a est, pour la fraction " ) un injîni simple dont le résidu est égal h p. Soit en second lieu
tj/(z) étant fini ainsi que sa dérivée pour z = a, on a
cp(z) {z — a) 4'(-^)'
et la valeur infinie qui correspond à z=:a est encore un infini simple dont le résidu correspondant est égal a — q.
L'intégrale de la fonction — — dz autour du parallélogramme est, d'après ce
qui précède, égale à
et comme (611) elle doit être nulle, on en conclut
c'est-à-dire que le nombre total des zéros est égal à celui des infinis.
613. On doit faire cependant une remarque importante au sujet des valeurs correspondant à des points situés sur le contour du parallélogramme élémentaire qui rendraient la fonction nulle ou infinie. Le raisonnement précédent ne s'y applique pas, mais l'un des sommets du parallélogramme pouvant être choisi arbitrairement, il sera toujours aisé d'éluder la difficulté, quand elle se présentera, par un déplacement des côtés dont la grandeur et la direction sont seulement données.
On peut d'ailleurs étendre le théorème à ce cas :
Soit P un point situé sur le contour du parallélogramme pour lequel la fonction S— , devenant infinie, ait un résidu égal à &; le point P,, placé symétriquement sur le contour opposé du parallélogramme, présentera le même caractère, et si l'on calcule / — ~— le long du contour ABCD, en réduisant l'intégrale à la
valeur principale, les résidus relatifs aux points P et P, devront être multipliés seulement (345) par v:\J— i , en sorte que les deux points P et P, donneront dans l'intégrale 2kn\l— i , comme si, en employant la formule générale, on ne comptait que l'un des deux seulement.
Supposons enfin que la fonction ^ deviejine infinie pour le sommet A du
parallélogramme élémentaire, et par conséquent aussi pour les trois autres sommets pour lesquels elle aura le même résidu k. On trouvera aisément, en suivant la
même marche que (345), que, dans le calcul de l'intégrale / ^—^dz, il faut multiplier le résidu relatif à chaque sommet par le produit de V — i par l'angle correspondant à ce sommet, en sorte que la somme des quatre termes sera 2kv:\l — i , précisément la même que si, en adoptant la formule générale, on n'avait compté qu'un seul sommet. Nous pouvons donc étendre à tous les cas les résultats précédemment ohtenus en convenant de ne compter qu'une seule fois les infinis et les zéros de la fonction relatifs aux points symétriquement placés sur le contour du parallélogramme élémentaire.
Théorème de M. LiouviUe.
614. Toute fonction bien définie ayant pour périodes 2« et 4wV~ " est expri-
d?,\nnmu
mable rationnellement en fonction de s'inamu et de sa dérivée
du
Ce théorème est un corollaire presque immédiat du principe démontré (542) : Quand deux fonctions bien définies ont les mêmes zéros et les mêmes injinis, leur rapport est une constante.
Soit F(«) une fonction doublement périodique ayant pour périodes 4" t^l
2w'v/— I. et, dans l'intérieur d'un même parallélogramme élémentaire, a.^, «2,..., a„ les zéros et /3,, /Sa.---. P« les infinis toujours en même nombre (612) de la fonction. Posons
La fonction ip (m) étant égale à ç (2^^ — w), les zéros et les infinis peuvent être représentés par «'^ et 2w — a, , a'j, 2w — a'^,..., «'^. et 2w — a'^ et /5', et 2w — jS', , P'2 et 2w — P'a,---. jS'^. et 2W — p'^, qui sont précisément ceux de l'expression
(sinamM — sina/na', )(sina/WM — sin ama'^). . . (sinamz/ — sin«ma/,) (sina/WM — sina/n(3', ) (sin a/n a — sinam {3j) . . .(sinamw — sina/n (3'^..)
dont le rapport à y (m) est par conséquent constant. Posons en second lieu
(48) ' ^i^^s_^^^u)-Y{-}.os — u)_Y{u) — Y[iiis — u)_
ds'inamu cosamu Aaniu '
du on a
l|i(«)=:lj;(ao) — m);
car, en remplaçant u par 20J — u, le numérateur et le dénominateur de (48) changent tous deux de signe : on peut donc représenter les zéros et les infinis de <!'(") respectivement par y,, 200 — 7,, Va» aw — 72>->-> 7«> 2&j — y„ et c?(, 2w — c?j,..., c?„, 2 0) — c?„, et par conséquent
, , _ (sinam« — sin am y,) (sin «m m — sinamva). . .(sinamw — sinamy„)
^^•^' '^ ' [sinaniu — smamo,). . .{sina/wM — sinamà„)
C étant une constante.
f{u) et 4'(") étant des fonctions rationnelles de s'inamu, on déduira des équations ( 47 ) et ( 48 ) les valeurs de F (a) et de F (2 w — m) , l'une et l'autre de la forme
», rfsinaOTM
OÙ M et N sont des fonctions rationnelles de sinamw.
Il résulte évidemment de la démonstration que, si l'on avait
le coelïicient de — -, serait nul dans l'expression de F(«). Si, au contraire,
on avait
il en résulterait M = o, et ¥ {u) contiendrait ^'.""'"en facteur.
Remarquons enfin que si l'une des deux fonctions f{u) et <|'(") devenait nulle pour la valeur w' y/ — i qui rend-sinamu infini, il faudrait remplacer le facteur
(sïaamu — smama'J— i) par-^
' ' ' sin amu
MULTIPLICATION ET DIVISION DE L'ARGUMENT
Calcul direct de s>mamnu, cosamnu, Aamnu,
615. Les formules qui expriment les sinus et cosinus d'amplitude d'une somme permettent de calculer successivement le sinus et le cosinus d'amplitude du double, du triple, etc., d'un argument donné. En faisant, par exemple, m = v dans les formules d'addition, on trouve
/ . 7.sinainucosamu Aamu
siaam 2m = -
( I ) '. ces am iu ^=
I — /l'sin'amw
cos^amM — sin'awH A'amu I — /f^ sin' amu
A}amu — h'' sm' amu cos' amu I — h' sin* am u
En remplaçant dans les mêmes formules u par 2m et se servant des résultats précédents, on trouvera, en posant pour abréger s'mamu = x.
On pourrait évidemment calculer ainsi le sinus ou le cosinus d'un multiple quelconque de l'argument; mais cette méthode n'indique pas la loi de formation des numérateurs et des dénominateurs, elle n'en fait pas- même connaître exactement le degré; car des facteurs communs s'introduisent dans les deux termes des fractions obtenus. On peut les éviter en suivant une autre voie qui mène plus rapidement au but. En multipliant les valeurs de sinam(M + ç') et de sina;;i (u — i>) (593), on trouve
.,,.,, sin'flffiM — sin'amc
(3) sinam(u + i>)sinam(u — f) =
I — /f' sin^amu s'm'amv
Si dans cette formule on remplace u par {p + i)uetv par pu, on obtiendra la
suivante :
s\n'am(p+i)u — sin^ampu • "
(4) s\namusinam{ip + i)u= , , . .■ — ; ; — ^ r—, — '^
*^' > / ' i — i('sin'am[p -i-i)usin'ampu
Mais on a
•is'mampu cosainuii Aampit sin am ipu = 1_^ c r .
I — /r" sin* am pu
Si donc on pose, en désignant par/) un nombre impair quelconque,
sinampu ;= ^f-'
et par suite
cos am
/"' = Q-yQ;.-p/;.
on aura, en désignant sinamw par œ,
Vjh+i Vn V/i +1 — " "n "n +1
P^^ ^ aP„Q„s/(Q„^-P^)(Q,^-/f'P>)
On pourra donc poser
"j/H-l •*■ — : r „ + , vô — "n Vn T 1 > V-n+l ^— Un Vn+i ' " t « ' n^i >
Le radical qui figure dans l'expression de P^,,, et qu'il est impossible d'en faire disparaître, n'est pas cependant irréductil)le. Si l'on pose, en effet,
sin am M — x,
sinamnu ^f -.
on a
d'où l'on déduit
I. Culc. in
dr
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mais
dr d P„ "" dx *^" dx
dx dx Q„ Q^
et
V^(i-r) ( I - /r'r^") = qt V^iœ - P,î) (Q,! - /."Pî,) ,
l'équation (8) devient donc
^" dx " dx
et l'on a
Si donc — est rationnel, j=r^ ne contiendra que le seul radical y (i — ^''j {i — k^x'-),
et l'on voit, en outre, que les carrés Pj„, Q',, seront rationnels. En partant des valeurs
on formera successivement P2, Q2, P», Qa,-.., et l'on voit aisément que, pour les valeurs impaires de n, P„ et Q„ sont des fonctions entières, la première de degré n^, et la seconde de degré n^ — i; P„ d'ailleurs ne contient que des puissances impaires et Q„ des puissances paires de x seulement. Si l'on pose
Aox -h A,x^+ A,x'-\-. . .-hAn'-.x"' '^^ , ^' ~ B, X"'-' + B, x"--^-h ■ . ■ + B„._r"'
il existe entre les coefficients du numérateur et ceux du dénominateur des relations faciles à obtenir. Si l'on change, en effet, « en a + u'\/ — i, s'mamu ou x
se change (605) en y^, et s'irmmnu ou y en -.-• L'équation (g) doit donc être telle, qu'en remplaçant a; par^— ? j devienne j-- On en conclut aisément
Ao = B./r^, A,=^B,/r '',..., A„.,, = /.~^B„._,.
D'ailleurs, pour une valeur infiniment petite de oc, y est égal à nx; par con-
séquent
Ai
OU
Si l'on chasse le dénominateur de l'équation (9) pour ordonner ensuite par rapport aux puissances de x, l'équation prendra la forme
et il résulte des relations précédentes que la somme des racines est
et leur produit
ny,
Division des fonctions elliptiques.
616. Les formules (1) qui expriment sina/nau, cosamzu, Aainzu donnent immédiatement
CCS am u
, . Il . i / I — Aamu , i-
(12) smrtwi - =± j- i/— =±4/ ^
?. /r y i + cosa/nK y i-f-Aamw
, _ " , /cosamu-^ ùiamu , /i — tc'' 1 i — Aamu
(i3i cosam-=dzi/ r = zh 4 / — = — i/-. »
2 V 1-i-Aamu y /i= V Aamu — cosamit
(i4) Artm--— ±\/ =±^1 — /.'i/-
2 y I -h cosa«i«< y Aamu — coi> amu
Ces formules ne donnent que deux valeurs, mais on y suppose coso/nu cl Aamu connus; si l'on donne seulement sinamu, le cosinus et le A ont cliacnn
deux valeurs, et la formule fia) donne huit valeurs pour sinam--. on trouve
Hinam
n v'i H- ksinamudtz y/i — li s\namu
* ±\/i — sinamudz \/i + s'inamii
On s'explique aisément ces huit valeurs. Tous les arguments auxquels correspond
un .sinus d'amplilude donné sont représentés par la formule
dont les moitiés sont
ol le sinus d'amplitude a huit valeurs égales deux à deux et de signes contraires, répondant aux arguments
hW, hW + W V — I ,
^applications géométriques .
617. Si l'on coupe par une droite la courbe du troisième degré dont l'équation est
(i5) y^=a -\- bx + cx''+ dx^,
la somme des trois valeurs que pfend l'intégrale
Jo \Ja + bx -\- ex'' -f- dx^
lorsque l'on prend la limite x égale successivement aux abscisses des trois points d'intersection, a une valeur constante (591) pour toutes les droites du plan.
Soit
a + bx + cx'+ dx'^= d{x — <x)[x — (3)(.r — y).
Posons
a; = [3 sin'' amu + y ces' am m;
on aura
X — et =1 (y — a.) -\- [^ — y)sin'aOT«,
a? — [3 = (y — (3) cos'a/nK, (17) (
.r — y = ((3 — y)sin'a/nM,
dx := ■2.{<^ — y)s\namu cosamu Garnit du.
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dx 2.Aaniudu
^d{x — (x){x— (3)(dr-
^' i^'d{x — y)x/i—^--^s\n'amu
Si l'on suppose que le module k^ de sinamu soit _,■> on aura
Z & — y t / I — sln'amii =^\amu.
et
dx
2 du
sld(x-oi){x-<^)(x-y) s/d{x-y)
l'intégrale (i6) est par conséquent proportionnelle à u. Les équations (17) donnent d'ailleurs dans ce** hypothèse
y'=:d{x — x){x — |3)(.r — y) et par conséquent
d{y — x){y ~ ^y sin' am H cos'amuA^n m H,
j=:(j3 — y)\/d[x — y)sinaniucosamu Aamti;
a; et j s'expriment donc rationnellement par des fonctions elliptiques de u, de telle sorte qu'à chaque valeur de u correspond un seul point de la courbe, mais la réciproque n'est pas vraie, et toutes les valeurs de u qui donnent le même sinus d'amplitude et le même produit cosamuAamu correspondent au même point. La somme de trois des valeurs de u qui correspondent à trois points en ligne droite est constante.
Si par le point qui correspond à la valeur a de m on veut mener des tangentes à la courbe, en désignant par u, la valeur de u pour le point de contact, on aura
(19) -21(1 + X C + i^niM -\- 2nM' ^ — i;
C étant la somme constante supposée connue, à laquelle on doit évidemment ajouter un multiple arbitraire des périodes,' on obtiendra u, en divisant en deux parties égales la différence C — a, et parmi les huit valeurs indiquées f616 ) l'équation (19J n'en fournit que quatre,
ce qui fait quatre points de contact, et l'on obtient, les sinus d'amplitude correspondants (611) sans extraction de racine cubique.
Considérons la droite qui joint deux des points de contact, par exemple, ceux qui correspondent aux arguments
et la droite qui joint les deux autres points. Ces deux droites iront se couper sur la courbe, car les arguments qui répondent à leur troisième point d'intersection avec la courbe sont respectivement
équivalents l'un et l'autre, en supprimant les périodes, à a — 2w, et correspondant au même point de la courbe. On retrouve ainsi ce théorème de Maclaurin, qui, étuni proj'eciif, s'applique à toutes les lignes du troisième degré :
Si d'un point pris sur une courbe du troisième degré on mène les quatre tangentes autres que celle qui touche la courbe en ce point, les droites qui joignent deux à deux les quatre points de contact se coupent sur la courbe.
Considérons la lemniscate dont l'équation est
l'arc OM, est exprimé par l'intégrale
où la limite j9, est le rayon vecteur du point M. On en déduit, en prenant le module P égal à — I ,
pi =: sinrtwSi.
Si Pi est le rayon vecteur d'un autre point Ma, et So l'arc OM^, on aura
pj = sinamS,.
On pourra calculer sina/?i(S, + Sj , et le rayon p' du point I milieu de M, Ma
Si + S sera s'mam ''- -% qui évidemment, d'après ce qui précède, se déduira de p, et p,
par des formules où ne figurent que des radicaux du second degré, que l'on pourra construire avec la règle et le compas.
On peut, pour évaluer l'arc de lemniscate et résoudre le problème précédent, adopter une autre variable qui permet d'éviter les intégrales* module imaginaire. L'équation de la lemniscate étant en effet
les coordonnées x el y peuvent être représentées par les formules
X = rt coso i / I sin'o.
sm^ coscp.
et l'on en déduit
en sorte que l'on a
j/=.ii
rfcp
o = — sin am S, ' a
le module étant l/-» et les formules précédentes permettent de calculer la valeur
de f qui correspond à l'arc - quand on connaît celle qui correspond à l'arc S.
Division en un nombre quelconque de parties égales.
619. Lorsque, sincr/wa étant connu, on veut calculer sinam — , , » on pourra
d'abord à l'aide des formules données (616) calculer sina/n — , - et le problème sera
ramené à la division de l'argument par un nombre impair 2« + i . Posons
sinama=:r, s\n ain~r=x,
n étant impair, nous aurons (615) une relation de la forme
Ao .r H- A, a:^ 4- A, a?»-h . . -1- A„'_i X"'
dont le degré est égal à n^.
Il est aisé d'explicjuer les n'- valeurs de x qui correspondent a chaque valeur dej.
Les arguments qui répondent à un même sinus d'amplitude / sont compris dans la formule
— i)'' X -h ipat -r- ■îqoi' \J — I, . et la «'"'"' partie est par conséquent exprimée par
— I / " 4- 2 « - + 2rt
Il suffit évidemment dans cette formule d'attribuer à p les valeurs inférieures à 2 n, et à y les valeurs inférieures à n, on obtiendra ainsi an- valeurs de l'argument; mais elles en fourniront n^ seulement pour le sinus d'amplitude, car ces valeurs groupées convenablement deux à deux donnent pour somme 20). Les valeurs distinctes qui sont les racines de l'équation (20) sont comprises dans la formule
smaml — l- 1 — ?
où Ton donne ap eia g n valeurs consécutives, par exemple, o, i, 2,..., n — i.
Les n' racines de l'équation (20) so«t inégales. Considérons en effet deux quelconques d'entre elles
4/>M -+■ 2ÇW'^— I ^
sinaw
/ X 4Pi W + 2 0| (ù J—l
sinrtm I — t- ^-L 1 î
Il faudrait pour qu'elles fussent égales, que la différence des arguments se composât d'une somme de muliiples des périodes 4w et 2m'v/— i, ce qui ne peut avoir lieu, ou que leur somme fût égale à 2w, augmenté d'une somme des mêmes multiples, et il faudrait, on le voit aisément, que a fût pour cela de la forme
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s'inama, c'est-à-dire y, aurait alors l'une des valeurs ±i, ou ± y En dehors de ces
•^ If
cas particuliers les racines sont toutes distinctes.
Abel a démontré le théorème suivant
L'équation de degré n- de laquelle dépend la division de l'intégrale elliptique en n parties égales, peut être résolue par radicaux pourvu que le problème ait été préalablement résolu dans le cas des intégrales complètes 4 w et 2 w' y — i .
Désignons en effet par x une racine quelconque
ou aura deux autres racines
X = sin (int X,
= sinam I a H I»
X-. =r. sinrtml a
xcosam -~ \am 1- sina/n 3— J(i—x']{i — k'x')
i — /i'ar' sin'«m
2 w' s/ — « A 2 m' i/- X cos am Aam
sinam^ )/{i—x''){i— k^x'
I — /l'x'sin'am
Le radical v'^'i — x"^') fi — Px^) peut être exprimé en fonction rationnelle de a; et
àey. Si l'on a en effet
P et Q désignant deux fonctions entières de .T = sinawi-i et y la valeur de sinamu, on en déduit
^ dx dx _ dy _ n\J[ï— y'>)[\— k'^y'')
dx v'(i— ^')(i — A-=^'"
et cette équation donne v'^i — .x^jfi — K*x^) en fonction rationnelle de x. On aura donc
a-, =-. Oj(.r),
y, et Ço désignant deux fonctions rationnelles de x. On a d'ailleurs
9,| <Pî(^)l =: cpj[(p,(a7)| = sinrtm^ « -+- 1 ~ I,
et ces conditions suffisent, en général, pour que l'équation soit résoluble algébriquement, en supposant, bien entendu, connus les coefficients de y, (a;) et de Çn(ic) qui
contiennent ICI sinam — et sinam
Considérons l'expression
fV o • I II ipu ?.(/&)' v/—i\
Lélj ' \n n n j
OÙ a et |3 désignent deux racines quelconques de l'équation
et supposons que a et p restant invariables, la somme s'étende aux valeurs o, I, 2, ...,/; — I de/? et de (y, en sorte qu'elle se compose de n} termes; l'expression (21) restera invariable lorsque u y sera remplacé par l'expression
OÙ heih' désignent deux nombres entiers quelconques; le terme général devient en effet
22 st^'Sîsinaw - -f- ^tii- ^ h --^ ^v/— ' '
et en posant p + h— p' , q -\- h' ^= q'
(23 -jr^*7 a'' S' sm«/n - + ^L*- 1 *-■ ^- ,
p' et q' devant recevoir les valelirs h, h + i, .., h -h n, h', h' + 1 h' -h n, équivalentes évidemment aux valeurs o, 1,2,..., n — i, que dans l'expression (ai ) on devait donner à/> et à q; la somme placée entre parenthèses dans l'expression (21)
ne diffère donc de (aS) que par le facteur -,70^' ^^ ^ cause de a"= i, jS"-= 1 les
deux sommes ont même puissance n'''""'. Si donc on représente l'expression (21; par
cette fonction de u admet les mêmes périodes que s'inamu; elle est donc exprimable (614) en fonction rationnelle de s'mamu et de sa dérivée, et elle est de la
forme
dsinam h
du
D'ailleurs Yiu, a. /5 ne peut devenir infinie que si l'un des termes de la soniuie dont elle est la puissance n'^"" devient lui-même infini, c'est-à-dire si l'on a
lllbi.
d'où l'on déduit, «étant impair,
M =r «w' \J — I -h 2nfi(i> — ^p(,i — rf.qoi' \/ — i = m' y — i -h aAw + multiple des périodes.
La fonction (24) admet donc les mêmes infinis que siaamu, L doit être par conséquent remplacé par une constante, et l'on a
P et Q désignant deux polynômes entiers en »\namu. On a donc
V aP^-
'I sin am
Il ^p<Ji 1(]W
dsinam it du
Donnons à a et à jS toutes les valeurs possibles, et ajoutons les équations ainsi formées; quelles que soient les valeurs de /j ci q, si elles ne sont pas nulles toutes deux, le coefficient do
Slll<//»i
I « 4/"'' iii'ii' V — t \
sera égal à zéro, car il est le produit de la somme des puissances p des racines de l'équation binôme par la somme des puissances^; le premier membre se réduira
donc à Jt^ûnam , et l'on aura n
. ■ " V ."/rv ^dainaniii V„„ —;=: -,
//-siiii'//;/ — > i/ Ph- Q - > yT-H Qcosamit AamM,
et l'on a l'expression d'une racine ([uelconque par une somme de radicaux. Le nombre de ces radicaux est //'- — 1 , et non pas «^ car en prenant a = /5 = i la fonction
jLj \ii II n J
se réduit à la somme des racines, c'est-à-dire f615) kns\namu, et l'on a par conséquent
(aS) s\n ai)i -=- sin nm a -h y - i/P„ -h OmCOsamM Aa/nw.
621 . Les fonctions P,„ et Q,„ pourront être calculées comme il suit. On a (26) P„ -i- Q„, cosawM AawM = \ a'' j3'siii «m ( — f- ^-"-- -+ -li j ,
chaque valeur de m répondant à un groupe de racines a, /5. Or on peut par la l'ormule d'addition (593) exprimer sinamf - + ^^ + ^VJ^Ji — \ \ en l'onction rationnelle de &mam- ; par conséquent, le second membre de (26) est une fonction rationnelle de la racine sinam - = a;; mais il ne change pas quand on y remplace u par
u -+- 4/îw + zh'rj}' \/—i, c'est-à-dire w par une autre racine quelconque, et par conséquent, en nommant ic,, 0:2,.. ■, se,,-, les racines, il est égal à
fonction symétrique que l'on pourra calculer en fonction des coefficients de s {x), et de ceux de l'équation.
622. La marche suivante donnera plus rapidement le résultat. Considérons les deux sommes
la première est une fonction impaire de x, elle a les mêmes périodes que sinawM, elle ne change pas quand on change m en 2w — m, elle s'exprime donc en fonction de s'inamu par un polynôme impair 2P,„, qui évidemment sera de degré n. La seconde est paire, elle change de signe quand on change a en 2w — u, et elle est de la forme (614) 2Q,„ ^^ sin «m /< ^^ ^^ conclut, en ajoutant les deux sommes,
_, , r, « ^ (ls\i\amu F (M, «, fi) = P„+ Q„ ^^^ ,
et en les retranchant, remarquant que le changement dep et q en — p el — q équi-
vaut au changement de a en , et de jS en 7; >
„ , I 1 \ .^ ^ dsinamu
on en déduit
jLu \n n n / Za sel' p'i \n. n n /
= \/^m-^Qi cos'amuA^amu.
Mais le premier membre considéré comme fonction de u a les mêmes périodes que s'\namii, il n'a d'ailleurs que les infinis de s\namu, et les infinis sont doubles; pour chacun d'eux enfin, le rapport à 3\n-amu est l'unité, et (6t4) il est par conséquent de la forme
ain' ainu — a',
a étant une constante.
On a donc
1/ P,^„ — Q,'„ cos'rt/H« ùy'umu =: sxu'itm II — a-.
Si nous posons sinawM = v, les polynômes P„, et Q,„ seront déterminés par l'équation
' ( 27 ) Vl. - Ql, {x-r')[\- l>\r' )-:(/— a' )".
Si l'on prend par exemple n = 3, l'équation à résoudre est (OiSj
(^8) on aura
on en déduit, en identifiant lés coefficients.
cette dernière équation (,'st précisément celle qu'il faudrait résoudre si l'on avait
j = o. La formule ( aS ) donnera
(33) ^=i+2^gV'^'"^'^' — 2 — +«W(«-r)('-/f'r).
la somme s'étendant aux valeurs de a données par l'équation (3i}.
Points d'inflexion des eourhes du troisième degré.
623. La droite tangente à un point d'inflexion d'une courbe du troisième degré coupe la courbe en trois points confondus en un seul, et si l'on désigne par u (617) la valeur de l'intégrale qui correspond à l'un de ces points, on aura
3m =: C + 4"îM -h a/lM' \/ — I,
et l'on voit une liaison très-intime entre la rechercbe des points d'inflexion et la
recberche de ûwam-^ connaissant sinamC. On aura pour valeurs distinctes de u
2WV-'
ce qui indique neuf points d'inflexion. La somm.e des Irois valeurs de m, qui ne se trouvent ni sur une même ligne horizontale, ni sur une même ligne verticale, est égale à C, et les trois points correspondants sont par conséquent en ligne droite. Il en est de même si l'on prend les trois valeurs de u situées dans une même ligne ou dans une même colonne.
EXPRESSION DES FONCTIONS SOUS FORME DE PRODUITS
Première recherche des formules.
624. Pour transformer sina? en un produit d'un nombre infini de facteurs, nous avons pris fl, 404) pour point de départ l'expression de sinna; en fonction de ûnx qui forme un polynôme entier; les racines, lorsqu'on y considère sina; comme inconnu, sont données à priori par les propriétés des lignes trigonométriques. Une marclie toute semblable conduira à la décomposition de ûnamx en produit d'un nombre infini de facteurs.
On a trouvé '615;
(i) s\uam(Q.p + i)x = -^1
P etQ étant deux fonctions rationnelles de ûnamx, la première de degré [ip -+- ij", et la seconde de degré {^p-h i)' — i; les racines de l'équation P = o sont les valeurs de sinama; pour lesquelles on a s'inam 9.p-h ]]x = (> : il est aisé de les calculer.
On doit avoir
(2/; + i ) J^ = amo) -t- 2«&)' V — i,
m et n désignant des nombres entiers quelconques. On a par conséquent
, , . . I a/no) invt' \J — 1\
(a) >-,\nain.r - sinainK — — + •
Pour obtenir les valeurs distinctes exprimées par celte formule, il sutfit de faire varier m de i à 4/> -h 2, et 11 de 1 à 2/; -1- r , car l\ ',) et 2 w' y'— i étant des périodes, l'addition de [\p -f- 2 à la valeur de m ou de y.p ■+- 1 à celle de n ne change rien à la valeur de l'expression 21. Le nombre total des combinaisons ainsi formées est 22/? + ly"; mais le nombre des valeurs de sinama; est moitié moindre.
Le nombre des valeurs distinctes exprimées par la formule (2; est donc [ip -1- 1 j*, et pour les obtenir toutes, il est aisé de voir qu'il suffit de (aire varier m et n chacun de ^Z» à -\- p.
La fonction P est, d'après cela, de la forme
,,, ,, . Tt/' / • . 2mM + 2«&)V— •\
(3) (, sin(7/»jc| I I smanix — ir,inani ,
C désignant une constante, et le signe Tl indiquant le produit de tous les facteurs obtenus quand on attribue aux nombres entiers m et n les valeurs comprises entre — p el -h p, et supprimant seulement celle qui correspond Ix m = o, n = o,
qui a été séparée et écrite en dehors du signe JJ-
On verra d'une manière toute semblable que le dénominateur Q, qui doit s'annuler quand sin«/n! 2/; + \)x est infini, est de la forme
nj> r . . a m r.) -I- ( 2 « + 1 ) w' J — i "1
en supprimant toutefois dans le dernier produit, qui sans cela serait de degré (2/? H- 1)' '^ facteur correspondant a rh =: o, n = p, qui a une valeur infinie. On a par conséquent
np ( . . 2 m o 4- 2 K &)' 1/ — 1 I s\namx — sina/n ■ — /' \ 3P + I
(5) sinaw (2/> 4- i).z == -, "^
n' r . . 2m&) -I- (2n -h i)«' V^— il smumx — sin«/w —
-/'L 2;>-hi J
Pour déterminer le rapport ,t,> supposons x intiniment petit; sinam(2p + \jX
pourra être remplacé par [-j.p -\-^)x, sinamx par .r, et les facteurs binômes du second membre seront réduits à leurs seconds termes; on a donc, en supprimant le facteur x,
ni' . 2OT&)-)- 2«W'V— I smani
(^' -w-rf . amu) -+-(2re -t- i)6>' y/ — i
sin am
La formule (5) devient enfin
(7) iiiuam{up-\- ij.r = ( ajt» -t- i) sin «/«je
s\n amx
2OT&)-j- 2«&) 1/ — 1
sin am —
zp ■+- 1
j-jP r sin amx ~l
-p\ amo) -(-(2/1+ i)(.)' 1/ — I I
I sm«w — ^ I
LIVRE TROISIÈME. — THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. On en déduit, en posant [ip -\- i)x = z.
(8] s\n am z =1 2. p + \)s'\n(
nlj'
SI lia/?;
sina/n
amw + 7.n(xt' \j — i -rp + i
ip + i
sinam
'] . fa/no) -(-{?.«-+- i)(a' y/ — ill
f sin ani ^ ^ — \
l L 2/7 -i-i Jj
z restant constant, taisons croître p indéfiniment : sin am — — nourra être rem-
placé par ^ , le rapport
sinum
sina/n
Il '
a, quel que soit h, - pour limite, et l'on a ainsi
sui am z = z
\ 2mw + 2«6)V— ' /
inKH -h ( 2 « +
m et n devant prendre toutes les valeurs entières positives et négatives, à l'exception bien entendu des valeurs iti = o, n — o qui doivent être exclues au numérateur.
625. Nous devons faire observer immédiatement, comme nous l'avons fait (1,404), que la formule précédente n'est pas rigoureusement démontrée, elle repose en effet sur la substitution du rapport de deux arguments à celui de leurs sinus d'amplitude; or cette substitution n'est permise que quand les variables sont infiniment petites, et l'expression
2OT(a -+- 2«&)' v^ — I 2/> -f- I
ne tend vers zéro lorsque/j augmente que dans le cas où m et n restent tous deux finis; ces nombres devant varier l'un et l'autre de —p à -hp, notre démonstration cesse de s'appliquer pour des facteurs dont le nombre est infiniment croissant, et il est indispensable, comme dans le cas où il s'agissait d'un sinus (I, 404), de démontrer à posteriori l'exactitude de la formule obtenue.
Nous remarquons d'ailleurs que pour obtenir par induction la formule (9), on
I. Ctilc inl. 'IQ
peut assimiler, à priori, s\namz à une fonction rationnelle dont le numérateur et le dénominateur se décomposeront en facteurs correspondants à leurs diverses racines C'est par des considérations semblables qu'Euler a déduit pour la première fois l'expression de sina; en produits, et que nous aurions pu écrire de suite la formule (9), sauf à en démontrer ensuite l'exactitude.
Contentons-nous de cette méthode rapide pour écrire les formules
noo (2/n + I ) w 4- anw 4/ — i ' ■, - -^. z
2m&)-i-(2re + i)M' \J — I
(il) Aamz=|l ^ ^^ — î
OÙ m et n doivent prendre toutes les valeurs positives ou négatives.
626. Avant de démontrer les formules précédentes, il importe de remarquer que dans les produits tels que ceux qui forment les numérateurs et les dénominateurs des seconds membres dans les formules (9), (10) et (i 1), on doit préciser l'ordre dans lequel sont appelés les facteurs, et la limite peut varier avec celui que l'on adopte. C'est une remarque analogue à celle que nous avons faite à l'occasion des séries (I, 248), qui peuvent en restant convergentes changer de valeur avec l'ordre dans lequel on écrit leurs différents termes.
Considérons d'abord un exemple fort simple analogue à celui qui nous occupe.
On a (1,404)
, , sin7r.r , ., / x''\ I x'\
et l'on peut dire, sans ajouter aucune explication, que sinria:; est représenté par le produit
Tr.rTT
dans lequel il faut attribuer à n toutes les valeurs entières de o à ac , et le produit est convergent quel que soit l'ordre des facteurs. Mais si l'on écrit
LIVRE TROISIÈME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, le produit deviendra
que I on peut écrire
le nombre entier m variant de — oo à + oo . Mais sous cette forme il faut préciser l'ordre des facteurs : le produit n'est plus convergent indépendamment de l'ordre qu'on leur attribue. Les facteurs correspondants aux valeurs positives de m ont un produit infini, il en est de même du produit correspondant aux valeurs négatives, et si l'on écrivait par exemple
l'expression n'aurait plus de sens. 11 faut, en cherchant la limite du produit (i4), égaler toujours le nombre des facteurs qui correspondent aux valeurs positives et négatives de m, et si l'on procédait autrement la limite serait altérée.
Supposons en effet que dans le produit (i4) on fasse varier m de —p'A +kp, k étant un nombre fixe eip croissant indéfiniment. La limite obtenue en faisant varier m de — /? à -k~ p étant évidemment — ^^i le résultat sera
Cherchons donc la limite du produit
On a
hvp
c'est-à-dire, puisque /> croît indéfiniment, en négligeant les termes infiniment petits par rapport à ceux que l'on conserve.
P + ' P Pour trouver la limite de la somme
kf
considérons l'hyperbole dont l'équation est r= ' • Les divers termes de (17) représentent les rectangles ayant pour base l'unité, et inscrits dans l'aire comprise entre cette courbe, l'axe des x, et les ordonnées qui correspondent aux abscisses ^ et kp.
Elle représente aussi les rectangles de base unité circonscrits à l'aire comprise entre les ordonnées qui correspondent aux abscisses p -\- \ et kp + 1 , elle est donc comprise entre
et
flx
Une remarque semblable s'applique au produit
nm(t)
OÙ m et n doivent prendre toutes les valeurs entières de — 00 à -4- oc .
La limite d'un tel produit n'est pas déterminée, elle dépend de l'ordre dans lequel on y fait entrer les facteurs qui le composent. Soient en effet U la limite obtenue en multipliant tous les facteurs pour lesquels les points dont les coordonnées sont m et n se trouvent dans l'intérieur d'une courbe dont les dimensions grandissent indéfiniment, et U' la limite relative à une autre forme de ce contour limite entourant de toutes parts le premier contour, et grandissant indéfiniment avec
lui. On aura évidemment
ï-=nO
amo) -t- nntu' \l — i
le produit J J s'étendant cette fois à toutes les valeurs de m et n qui représentent les coordonnées d'un point situé entre les deux contours. On en conclut
2m&> 4- inat' ^ — i c'est-à-dire, en remplaçant chaque logarithme par la ."^érie (|ui le représente,
.^^ amo) + ?.«&)' v'—i ^ ^ [i. m fît -\- ino^' sj — i/
Si les contours limites ont constamment pour centre l'origine des coordonnées, la somme qui multiplie z est nulle comme composée de termes égaux deux à deux, et de signes contraires: celles qui multiplient :;', r.\... sont dans le même cas; les coefficients de s*,s°,... sont négligeables, parce que le module de la puissance — 4 de m'j> -h /lo/ V— I. est infiniment petit par rapport à celui de la puissance — 2. On aura donc en général
A étant indépendant de s, on en déduit
U'=Ue-*-',
et par la manière d'effectuer le produit on peut par conséquent multiplier ou diviser la limite par un facteur de la forme e"*''.
Étudions actuellement la fonction
imw
en y faisant varier m entre deux limites — M et + M, et n entre — N et + N,
M et N croissant l'un et l'autre indéfiniment de telle sorte que le rapport ^^ devienne lui-même infini.
La fonction f{z] ainsi définie satisfait aux deux équations
A. z -\- T-'ii' \l — 1) = — '^{z)e
.zyf^,
fiSO DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL.
On a en offel,
0(Z -+- 2W) = (Z + 2r,))TT I IH ~ "-^:= V
Mais on a identiquement
z -h 3.U) / z \ 2(m + i)m -(- aww'V — ^
D'ailleurs, pour An = — i , /i = o, on a
amw -t- 2/iw' y/ — r '•'''
dont le produit par s + ao) est et l'on a
nr 2 1 r-r r^fm 4- i)m +2716)' v'— ' 1
1+ "1= n -^ — - — 7^= — • L 2(m -+- i)&) + 2rt&)' y/ — I J ■^-* I 2mto-|-2nMV — ' J
La limite de l'expression
-|-|- r 2 ( /« + I ) ti) 4- 2 n w' v' — I I [^ amto + 2Ai6)' v' — I J
est indépendante de z ; nommons-la A, nous aurons
o(2 4-2'.i)"- — AzTTiH , , •
■^-^ L 2(w -I- ijoj + anw'y/ — ij
On en conclut
■'-■■^ L 2(ot -t- i)w 4- 2«6)' v' — "J
mo) 4- itim' \J — I
Lorsque m varie de — M à 4- M, et n de — N à 4- N, les produits qui figurent au second membre de f 20) ont un grand nombre de facteurs communs; il reste, en les supprimant,
<P ( 2 4- 2 Ci) )
les produits étant formés par les facteurs qui correspondent aux valeurs de n comprises entre — N et -f- N. Mais N étant par hypothèse infiniment petit par rapport à M, les deux produits ont évidemment pour limite l'unité, et l'on a
cp ( z 4- a &) ) ^= — A 9 f z ) . Pour déterminer A, supposons z ^ — m, nous aurons
et comme le changement de s en — :; ne fait que changer les uns dans les autres les facteurs du produit ^^S ip(z) est une fonction impaire de z, et l'équation (21) donne A = 1; on a donc enfin
629. Remplaçons en second lieu z par = + aw'v^i.on trouvera, absolument comme (628j*,
'!f{z+ 2wV — '
— \ TT '"* ; 7-7-7= TT [2^0) + 2(/i+i)(,)V—ij
— 1)_ ■■•-■• |_ 2m6)+ 2(«-Hl)&)' y/— I 1 ■•-■■• / » J
2 mo) ■+■ 2 n w'
Dans le second quotient qui ligure au second membre, on ne doit pas supposer au numérateur m = o, n = o, ni au d'énominateur 7?z = o, /^ = — i , et pour tenir compte de cette restriction, il suffit de supprimer le signe — , qui est détruit par
— — 1; on a donc, en supprimant les facteurs communs,
a-(-2&)'v'— 0_ L 2m&)4- 2(N -f- i)6)'V — ij i-l ' ' v j
le rapport
2mw — aNo)' y' — I
TT [iniM — 2 N &)' v/ — I )
m variant entre les limites — M et 4- M qui sont infiniment grandes par rapport à N, dont la valeur fixe doit elle-même être considérée comme infinie. Or on a
imcti -+- 2(N -I- i)«' v' — I 2m(» + 2( N + i)m' v*-
2/nrjj — 2Nw' \^ 1
2/n6) — aN&j'^ — I
2/nb>
et pour m = o
2(N+l)&)'\/— I- 2(N-I-|)mV— I _ g + 2(N + l)D)'v/— l' f — 2Nw'v^— I Z — 2N6)'\/ — I
/ ,/ \ z -1-2 N + I &)V-iJ 11 iH —
(p( z H- 3&)' V— ' j l amw J
(z— 2Nw'v/— 011 H ^
c'est-à-dire (I, 404)
/ , , sin [ 2 -4- 2(N -Mlai'i/— ' 1 —
-^{z) - sin(2-2Nt.V=^)-
ou, en remplaçant les sinus par leur expression exponentielle,
T(2) '^'^-•(^-,No.'v/=7) _1V^(^_,N..V=Ï)
e " devient nul à la limite, et l'on a
CB f 3 -1- 2 6)' v/— I ) _ -"^'' ^':'.'
ce qui est la seconde formule (19; annoncée (628). 630. En considérant de même l'expression
*- \_ 2/7ÎW H-{2« -h l)w \/ — ij
dans laquelle m varie de — M à -f- M, et /t de — N à -1- N, M et N grandissant indé-
finiment de telle sorte que le rapport r- soit intiniment grand, on trouvera par
des calculs tout semblables
( <\i{z -h 9.rj))=z>\l{z),
' <\'( z -h 2',)' \/—i) ■= <]i{z)e '■' e "' . 631 . ]>es fonctions f(z) el^( z) sont périodiiiues, et elles ont pour période commune /i'j>. De plus, d'après les équations (19) et (23), le rapport^— n'est pas
altéré quand on augmente z de 2&)'v — i , et ce rapport a les deux périodes l\'>) et
2u'v —I comme la fonction s\namz. De plus, ce rapport est nul pour les valeurs
de la forme
z = 2 m f,) 4- 2 n r,t' \/ — I , et infini pour
m et n désignant des nombres entiers quelconques. Les deux fonctions ^— et sina/ns, toutes deux doublement périodiques et toutes deux bien définies, ont donc les mêmes périodes 4''J et 2 wV— ' ; telles deviennent nulles et infinies pour les mêmes valeurs delà variable, et ne peuvent par conséquent (542) différer que par un facteur constant, en sorte que l'on a
, /•, . />9(2) n ^^\ 2mw -t- and)' t/— •/ (24) smrtmz = C Vf— = C = ^ 1 ^,
■ ' TT r - 1
. 1 . sinamz , ^ ■ 1 . i- •,> ^ ,^ ■■
et le rapport devenant égal a I unité pour z = o, on a enfin C = i. Il no
faut pas oublier que dans le second membre de (2/1) les produits doivent s'étendre aux valeurs de m comprises entre —Met -+- M, et à celles de n comprises
entre — Net +N, Met N augmentant ensemble suivant une loi telle que j^ devienne
infini.
Les formules (10), (ii) qui représentent cosamz et ^amz se démontreraient absolument de la même manière.
Transformation des produits doubles en produits simples. 632. Reprenons la formule (24) que l'on peut évidemment écrire
sinamz ^= z
ni- -^ =1
I. Calr. int
634 DEUXIEMR PARTIE. - CALCUL mTÊGRAL.
Dans le produit qui forme le numérateur réunissons les facteurs qui correspondent à une même valeur Ae n, n=p; ces facteurs sont
On a
imu)
et le produit des valeurs que prend cette expression lorsque m varie de —Ma H- M, M croissant indéfiniment, est (J, 404), en y comprenant les facteurs qui correspondent à m = o,
sin(2»w' \l — I — z) —
■ sm -t î
Le produit des facteurs correspondants à n — — /> est
. Q-pw' \I—\Tl
sm — ^^
Le produit des deux expressions (aS) et (26) est
sm' ' sm' — sm' —
sm'^^ sm' ^-
Le produit des facteurs qui correspondent à /? — o est, y compris le facteur z, — sin — 1 et le numérateur de sinamz est par conséquent
sm' — \ / sm' —
sin — I I —
^ 2wl „f,/i/_, /\ 2Trco'sA^ \ sm' / \ sm' ^^
UVRE TROISIÈME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. On transformera de même le dénominateur en
sin' —
sin' —
sm'
, TTW' V^— I
I \ sin
sin'
(2t) sma/nz= — sin
sin
TTO)' v/— I
Sin' 5^
sin'
Sin'
Sin
Sin'
En réunissant de même tous les facteurs qui dans le développement de cosa/Tîz correspondent à une valeur p de n, on aura
'>'\/^jJ
zpo)' \1-
ces (2 »o)' V— i — z) —
T-tI", ^2pO)V-.-]
Or on a
cos(2/;o)'v'— • — 3) — cos(— ipM' \l—i — 2)
ces
71 , po) V^l . , TTZ
— cos^ 7r — sin^ —
ces
p(ù' \j—\Tl
ces
COS'
pat' \l — i 7r
et le numérateur de cosamz se réduit à
CCS I 1 —
sin'
Sin'
^TTm' y/— i
ces
CCS'
le dénominateur est le même que celui de sinrtmz, et l'on a
sin'
.TTZ 2 0)
cosam^ ^ ces
ces" '^
sin'
, 2tt&)' v'— I
ces' —
sin'
TTZ 20)
. , 37:o)'v/— I sin'
On trouvera de même
sin^ — \
cos' ^ /
Aamz =
sin' —
sin'
2tO
SI
2Wa7
= Bcosj?
Aam
[i — 2^^c0S2.jr -t-(/*)(i — 2(/'C0S2.r ■+- q'){i—-'îii^CA-)s-2.v -f- </")■
(i— 2^C0S2a: -!-?'](' — 2ry^C0S'2.r -+- q^)[\-~iq''COSix +q"')-
(i + 2q'' C0S1X ■+- q*){i + T.q'c.os's.x -h q'){t -h ^.q'cosix +</'")... (i — 2.q C0S1X -h q')(i — 2q' C0S7.X -+■ q")(i — 2^'cos2.a;- + </'")■ . .
r '' "*" 2^cos2.r + q'){i-h ^q'cosix -i- q'){i -+- iq^ cos-îx + </'")...
(i — 2ç cos2ar4- ^'){ I — sq^cos-îx + q^]{i — 2^*cos2x + ^'°). , .
634. Si dans la Iroisièiue des formules (3o) on fait x — -- le premier membre
devient Aamw, c'est-a-dire (596) ^i — ^'- On a done
par conséquent
Si dans la première des formules (3o j on fait la même hypothèse x — -> le premier membre devient égal à l'unité, et l'on a
par conséquent
2Aw ., ,-
Pour calculer A posons (f^ * = u; si l'on chaniçe x en x -\ — -, u sedianijre
en u \lq, e( sinam ^ devient (605j
' -lux sm «»i I \-M\ — \ ] =■
Il sint
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En remplaçant sina; el cos2a; par leurs expressions exponentielles, et remarquant
que \ — 2q"coii2X -\- q-" — [i — q" tr )(i — q"a-- ), on a
( 33) sin«m -'""^ = ^""-jj"' [( ■ - ?'«')(' - q'u'].. .][(■- q'ir-'){i- q>u-'). ..]
Ti n ^'_, [{i-qu'}ii-q'u']...][[i-~qu-"){i-q'u-']-- y
i. U .. TTCo'i/ — I ^ - ,-
et en changeant a; en a; h , et par conséquent u en u\/q,
ksinam
Aw ii\fq— u-'\fq-' \{i— q'u'){i— q^u^).
■ 1[l— VM-')(l — Ç'M-')
en multipliant membre à membre les équations (33) et (34) et remarquant que usjq — u~* slq"' — ~ -
OU
On en conclut
et en remplaçant A, B et C par leuis valeurs (3]), (35) et (36),
sm«/n
I iyjqsinx{t — 2q^cos-2x -i- q'){i — ^q'cos'ix + q'){i — a^'cosax- -f </").
\/Tf (' — 2(/cos2x -\- q^){i — y.q'cosix + </")(! — ai/'cosax + </'";...
cos«m
//,' 2y/(/cos^(i + ^q'cosax -f- </*)(' + ■iq'cosT.x-j- q')(i + 2 g" ces a x + ^"}.
V /i' (i — 2^ cosa.r + Ç')(t — ag^cosajr 4- ^''){i — 2ç='C0S2X + (jT'"). . .
awx ,-,-7 (i + 1(1 C0S2X t- r/^)( I -H 2o'cos2.r -h </")(! + 2</'cos2j; -ho»).., Aam = V'' ^
(1 — 2Ç C0S2.Z- •+- (yM(i — 2y''cos2x -+- ^')(t — 2q°cos2x + q").
635. Les expressions obtenues |)onr A, B et C permettent, d'exprimer élégamment le module X: en l'onction de la quantité q, e ", et par conséquent du rapport des périodes.
On a
= i'J ai /'''-= [('-g)('-g')('-g')---?
et en divisant
par conséquent
;i-4-7^)(i4-çr';... T
■iljq I. (i + îKi + g^--
q étant égal à e " est plus petit que l'imité, et toutes ces formules sont extrêmement convergentes.
Reprenons la formule obtenue
(r) swam
I (,-sinj:'(i — »ç'cos2J^ -t- ç' )(' — 5'-^' cos5..r -+- (jf* )(i — aç'cosaa? + q"i ..
^J,- ^ (I — 2Ç cosaar H- V')(i — ag'cosp.x -t- 9') (1 — 2 g' ces 2 jc -t- ç") . . .
Le numérateur et le dénominateur du second membre ont été considérés séparément par Jacohi (|ui les a désignés par des notations particulières en donnant à leur théorie qu'il a créée, une importance égale à celle des fonctions elliptiques elles-mêmes.
Posons
/ 2 Cl) ,27 \
(2) (3 1 1 = C(i — 2Ç cos2a: -+- 9-)(i — 2(/'cos2x -4- 9')(i — 2g»ros2^ -4- g'°). . .,
(3) H ( — ^ — I :=2C v^qr sin.r(i — 2fy'cos2jr + r/')(i — 2(j(* cos-îx-i-q') \ — 2(j'' cosf.x -h q*). . ■ , C étant une constante dont la valeur sera ultérieurement choisie; nous aurons
(4) smaw
V'/'- ft/1?!^
et, en remplaçant par j;.
Les fonctions cos^om.r et Aamx s'expriment aussi par les deux fonctions nouvelles; on a (634)
(fa) ces «m
li^ 2^ycosx(i4- 2 qi^ 008 237 + ç')(i + 2qf'cos2x + ç')('+ ■>.q'Cos->.x -+- q'^)... h (1 — 7.q cosa^r + </'){ 1 — 7.q'cosf.x + (/')(i ^^ 2</'cos9.ji7 + q'°) . . .
c'est-à-dire
et par conséquent (8)
On a enfin (634^
COSflOT
MX //l
e(îîiî)
(q) /\(tfH =: V" -, rr} :; r: t '
•' TT (i — 2q cos'ix -h q^}{i~ y.q'cos2x + q')(i — 2q''C0S2X + q"). . .
c'est-à-dire
et par conséquent Si l'on pose
àamx=: Jf(' — Vtt — r—
@{X ■+- (,))=:Qt{x),
les trois fonctions elliptiques se trouvent exprimées par les formules
sin amx
cos am
x = Jf^, V k (d{x)
Aamx =^ \lk
Les équations identiques
sin-rtOTx -\- cos'amx = i , f(^ sin''amx + à'amx = i
donnent entre les quatre fonctions les deux relations algébriques
H'{x)-hk'E',{x) = kQ'{x], kU^x) -\- k'Q]{x) = i-i'{x).
I. Calr. int
637. Les fonctions Hfa;) et Q{x) peuvent se ramener aisément l'une a l'autre. On a par définition
„.,- . Tix / TTX \/ , nx N / nx \
= 2Cs/qsin — li — iq'cos- \- q'\ [i — iq' cos ^-q'Ui—2q*cos- \-q"j--i
mais
TX ( 'Lîi=î\ / _'L:i_>^\
1 — 20" CCS ^^ y- q'" := \i — q" e " / \' — (/"e " /,
nxV— I
r jv'^
sm — = p= = e V — I , .
et par conséquent
(20) H(.r) = CÎ/ge ^" v/— iV-« " /V-9'e »' JV — ç^e "
En changeant a; en ;» + './y/— i, et se rappelant que e " = fj, on en déduit
= 0^ «e ^" \/~i\i-qe " JVi — ?e "' /\i — g'e " )\i — q'e " )..., et en réunissant deux a deux les facteurs conjugués
I T:r\/~i 1 . , / TT X \ I T X '
=:C\J—iq *e "" (i — agcos 1- (/M ( i— 2 g' cos-^ h q'
X ( I — 29' CCS hq"
ou enfin, d'après la formule (2),
On trouvera d'une manière toute semblable
et ces formules ramènent évidemment l'une à l'autre les fonctions H et 0.
638. Si dans les formules (a'i) et (24) on remplace ce par a:H- w'v/— '' on trouve, comme on devait le prévoir (628),
0(.r + ac)V-') = --e " 0{^) = -e" 0(x),
Les formules f t) et (2) donnent enfin immédiatement
La comparaison de ces quatre formules avec les expressions (i4). ('5), (16) met en évidence la double périodicité des fonctions elliptiques. On voit, par exemple, par les formules (i4) et (25), que a? augmentant de 20/ y/— 1 . le numérateur et le dénominateur de sinan2.r sont multipliés par un même facteur, et que leur rapport ne change pas; l'addition de aw à l'argument change au contraire le signe du sinus d'amplitude sans en changer la valeur.
Développement en série des fonctions Q{x) et H(,r).
639. La fonction Q[x) ayant pour période 20J peut être considérée comme une fonction bien définie de e " .Si l'on pose en effet
Pv/-.
on aura
7ra / . Tta.
CCS h V — I sm —
A chaque valeur de z correspond, cela est évident, une seule valeur de p, et un nombre infini de valeurs de a différant les unes des autres par un multiple de 2w, et par conséquent une seule valeur delà fonction Q{x) qui peut être regardée comme une fonction bien déterminée pour toutes les valeurs de z, à l'exception de s = o et de :; = 00 , elle peut donc (534) se développer en série ordonnée suivant les puissances positives et négatives dez, c'est-a-dire (car cela revient évidem-
ment au même) suivant les sinus et les cosinus des multiples de —-• Posons donc ' ' 1,1
Q{x) est une fonction paire qui ne change pas lorsque x se change en — x, on
en conclut
An = A_n.
Si dans l'équation (aS) on remplace les deux membres par leur développement déduit de la formule (29), on obtiendra la relation suivante, qui doit avoir lieu quel que soit x.
-- \^-jir + i.,W-<)
Il 1! XV— ï
i(,,+ wvC:T)
et en égalant les coefficients de e " dans les deux membres
>k itu'
c'est-à-dire, à cause de e " = ^,
tous les coefficients s'expriment donc en fonction de A,,, et l'on a
-qe
2HxV'— I 3
aitxV^— I 3tcxV — I
c'est-à-dire
3oi 0 a? = Ao I — 2(7 ces h 2o'cos 20' ces h 20" ces . . .
On trouvera de même, en remarquant que H(a;) est une fonction impaire,
(3i) H^r = B„ fl sm (/*sin 1- fl ' sm ^ * sm ~
les constantes Ao etBj, restent seules à déterminer, et comme l'une d'elles est arbitraire, à cause de la constante C introduite dans la détînilion des fonctions H et 0, il suffit de déterminer leur rapport.
C'est la formule (aS)
qui nous permettra de le déterminer. Si, en effet, dans celte formule on remplace
les fonctions lii{x -+- w'y/— i) et <d{a:) par leur développement en série ordonnée
suivant les puissances de e '" qui se déduisent des formules (3o) et (3i), en y remplaçant le sinus et le cosinus par leur expression sous forme d'exponentielles, on aura
(jin4-i)* (an4-i)r. j V^— I [32) II/».^_X ""' 1/ -v-'" » - '^
et, en remplaçant x par x -+■ w \l— i, remarquant que e. " = q,
(33) R{x-^co's/-ï) = y ^^ (-i)"-'<7 * ' ' e
\-l R i/ITT -- -xY-i ,.in+i)i:xY-j
2A0 et la comparaison avec (aSj donne
Ao reste arbitraire : nous le prendrons égal à l'unité, et nous aurons enfin les deux séries toujours convergentes pour les valeurs réelles ou imaginaires de x.
T.X , ITIX „ i-KX
h 2fl'C0S 2fl'C0S
0) '<) to
(34) K^Q(x) — l— 29 ces -^ 4- 2(jl'C0S -^ 2qi'C0S — h. . .,
(35) H(a;) = 2 o'sm o' sm ■+- q sin • • • •
640. Nous devons chercher quelle valeur l'hypothèse Ao = i impose à la constante désignée par C (636). Si l'on désigne cette constante par tp (</), nous aurons,
en égalant les expressions (r) et (2) de Q{-'^^-\ et Hf | aux séries (34)
et (35j, où l'on remplace x par — —■>
(36) ^{q){i— o.qcosix + ç^)(i — 2ç'cos2;r + ?')(' ~ 2(/>cos2^ -\- q"). . .
= 1 — 2.q COSIX -+- iq^cos^x — iq* cos&x + 2(/"'cos8x — . . . ,
(37) 9(^)sin.r(i — 2ç'cos2.r + q*){i — 2ç*cos2.r -I- </•)(! — ïq'cosix + </")...
= sin.r — (/'sin Sx -h g» sin 5a; + . . . + { — i)"ç"("+''sin(2/i -t- i)a? + . . .
En multipliant ces deux équations membre à membre, on a, après avoir rem-
placé q par y',
(38) [9(7^)]' sin^(i — 2q'' COSIX -\- q*){i — iq* cosix H- ç*)(i— iq'v.ost.x + q"). . . r=(i — 2^2 COSIX + Q.q' cosi^x — . . . )(sin.r — q* sin3^ -i- q^' sinSx — ■ ■ ),
et, k cause de (Sy), le premier membre peut être remplacé par
(89) '-^y ■* [sina.- — g'sin3.r 4-. ■ .+(— i)''(?"("-^''sin(2/t + i).r + ■ ■ .]■
En effectuant, dans le second membre de (38), les multiplications indiquées, et remplaçant les produits de la forme cos2/ja;sinya7 par des sommes de sinus, on obtiendra une série de même forme que celle du premier membre, et dans laquelle le coefficient de sina: devra être ^^ , ! > cherchons ce coefficient. On a
■?.(— i)'"+"ç'"'+'"C"+"cos2ma;sin(art + i)x
= (— i)"'+"g»'+"'("+')sin{2m + 2n + i)x — s\n{2in — in— j)x,
ce qui ne donne de terme en sina; que pour m== n, m = « + i. Ces termes ont donc pour coefficients ^2«(2«+i) g^ ^(2«+i)(2«4-2)_ Lorsque n est nul les deux termes en sina; deviennent asina? et 2q'^s\nx, mais il ne faut prendre que la moitié du premier, parce que dans le premier facteur du second membre le terme général ag-"'' cos2nx doit être réduit à l'unité pour n = o; le coefficient de sin a; est donc
i + q'-h q'+q'' + .. . + qP(P+'^ + ..-,
et l'on doit avoir
(4o) i--^^^-==i + £f^+g« + .. . + fl/'(''+" + ...;
mais la formule (37) donne, quand on y fait a? = -1
(40 cp(^ )[(. + <?')( i + ^')(n-î«)... ]' = ! + ?'+ 9»+.-. + g^'''+" + -
et des équations (4o) et (4i) on déduit
Si l'on fait
on aura
et par conséquent
^^^' ¥{q]~cf{(i)'
On en déduit, celle équation ayant lieu quel que soit q,
Or q étant plus petit que l'unité, la limite de ces fractions est -j-^» c'est-à-dire l'unité, et l'on a
9il)
<f{q) = {i-q'){i-q'){^-<jn---=--C,
On en conclut (46) et par conséquent
(47) 0 ( =(' — 7') (• — '/*)(' — 9')- ••(•— 2Ç cos2.r -h q''){i — iq' cos'ix + q') ■ . ..
Si l'on fait x = o,
(48) 0(o) = (,-Ç=)(,-fy')(,-.q«)...(,-ç)^(l-53^.(,_^.y,....
mais on vérifie aisément, en chassant le dénominateur, et après des réductions évidentes, que q étant plus petit que l'unité, on a
donc
c'est-à-dire (634)
L'équation (aS) donne
H ( co' v/^) = \/^ î" *' 0 ( o ) = v^:^ 7" • y/?^
641. Connaissant 0(0), il est aisé d'en déduire 0(w) etH(w). On a en effet (636j
et en faisant x = o, àamcc devient égal à l'unité, et par conséquent
L'équation
cosamx zzz\/ ^^ — ; — ,
donne également en faisant x = o
(52) H(to) = Y/|0(o).
On peut calculer aussi la valeur de la dérivée H'(a;) quand on y fait x = o.
On a
I H(.r) ^\natnx= ~- =- — ,
par, conséquent
(53) - B{x)= \/ksinamx&{x),
et en prenant la dérivée des deux membres
(5^) B'{x)^ ^/( cosamx \amxQ[x) -i- \Jf,smiimxQ' (x).
En faisant x = o,
Quelques propriétés de deux fonctiuns Q{x) et H(j7).
642. La méthode suivie pour développer en série les fonctions H(ir) et ©(a;) est susceptible de généralisation. Soit (i^[x) une fonction de x satisfaisant aux deux équations . •
(56) , ' 9(.r + 2wj = cp(*-),
(S^) (p(.r + aw'y/ — i)^
On peut, sans autre détinition, la développer en série ordonnée suivant les puis-
sances de e '" , et dans laquelle resteront seulement deux coefficients arbitraires Si l'on pose en effet
cp(.^)= Ao -+- Al e "' + kie " +... + A„e '" H ,
en exprimant comme (639) que le développement satisfait à l'équation (57), on trouvera que les coefficients s'exprimeront tous par deux d'entre eux, et que par conséquent la fonction bien définie qui satisfait aux équations (56), (57) ne contient dans son expression généraleque deux constantes arbitraires. Mais, d'après les propriétés des fonctions &ix) ctE{cr'j,
o{x)=^AQ{xY-+-B'a{xy
est, quelles que soient les constantes A etlî, une solution du système des équations (56) et (57), dont elle est par conséquent la solution la plus générale.
Toute fonction qui satisfait aux deux conditions (56) et (57) est donc nécessairement (le la forme (58).
Les fonctions @'^^{x) et H^(.t) sont évidemment dans ce cas, et l'on doit avoir par conséquent
&,(xY= kQ{xy-+'B'a{xy, E,{xy=x'@{xY + ww{x]\
comme l'ont montré déjà les équations (17) et (18) qui font connaître les constantes A, H, A', B'.
643. Le produit H (a; 4- a). H (a; — a) satisfait, on le déduit aisément des équations (26) et (28), aux deux équations (56) et (57). On a donc
Uix — a)H{x + a)r=AU{xy-h B0(.r)%
A et B étant indépendants de a?.
En faisant successivement œ =1 o, x = a, on en déduit
-H^(a) = B0»(o), o = AHHa)+B0'(rt);
on a donc
et par conséquent
Ulx + a)U(x—a).
ma) 0^0)'
En changeant dans cette formule x en x -h w'\/— 1, en ayant égard aux for-
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mules (23) et (2/1), on en déduit '
(63) 0(ar + «)0(j:-«)= '- ^q^^^^
Si l'on fait a = œ, on trouve
Introduction de &{x) dans l'expression de deux intégrales importantes.
644. L'intégrale / d(f\j\ — k'^ sin^(j) a été nommée par Legendre intégrale ellip-
tigue de seconde espèce.
Si nous posons
r? dot
Jo V
/f^sin'cp
nous aurons (592)
d(f du
Vi — /(^sin^tp,
et par conséquent
(66) 1 rftp y/t — /r^sin'9 = / </«(i — /i^sin'9) = 1 du{j — k'sin'amii)
= j< — /f^ I sinV«mM(
La fonction elliptique de seconde espèce que Legendre nommait E(X-, ç) se ramène donc à l'intégrale I am^amudu, que nous allons exprimer à l'aide de la
fonction 0.
Reprenons les équations (26) et (27)
0(r -H 2&)' v^— i) = — e ir-''"^" '~"0(^).
."l^Cr + ^'^Z-,)^
On en déduit, en différentiant par rapport à œ après avoir pris les logarithmes, et
désignant par &(x) la dérivée de Q{x),
e'(:r + 2co'v^^) _&{x nf^ © (^4- 263'V/— ï) ~ ®(^^ " '
en sorte que la fonction " a la période 2v, et qu'elle augmente de — ^ — quand on ajoute aw'v — i à la variable. La dérivée
dx(d{x) admet donc les périodes aw et aoj'y — i, et si l'on pose
(fi{x) satisfera aux deux équations
!p (a: -f- ■zw) = <f{x),
(fi{x -h 2(à' \/ — i ) = e "
et par conséquent (642) on a
'(67) (f{x) = @{x)&'ix)~ &(xY=A@{xy-+BB{xy,
A et B étant indépendants de x. Si l'on fait x ^ o, il vient
d'où l'on déduit
et en faisant a: = w' y'— 1
Mais l'équation (34)
@{x+o>'yf^i) donne
itxv'-
I T.xV—t
&{x + (ù'sf^)=^^q 'e '" E'{x)-{-—q »e '" H{x),
I nx/ — I
et en faisant x =: o
et .
&-'{fW\l'^i) = —q~^-Yi''[o).
D'ailleurs la formule (23) donne
On déduit donc de l'équation (69)
H^(«V=T) .©Mo)' c'est-à-dire
Et l'on a
On en déduit
Lv'Â^ 0r-^)J ~" /'■' 0("o)" /.' </i 0(^) '
le premier membre est égal (536 j à sin^ama;, et l'on trouve en intégrant
(7') l d.sin'amx^^^.^j-^^^-j,^^,
ce qui résout le problème proposé.
aniz
et par conséquent
cette intégrale devient
^ =dz.
Ç' . dz X I — csin'
amz
Pour l'exprimer à l'aide de la fonction 0 reprenons l'équation {63]
que l'on peut écrire, d'après la relation (5j.
d'où
(•d(x — rt)0:,i + fl)=r — ^-g— — - — (i — h'sin'amx sin'aniu).
I — h^sm^ainx s]n^-iini(i — 0'(o — ,, . — ^-tt— — ^, -,
— /(i — /f' s'in^ anix s'm^nm a )^=— 2l(d{o) -h 2lQ{x)-\- ■2lQ{a)— lQ{x + a)— lQ{x — a],
et, en ditïérenliant par rapporta a,
/i'siti'rt/7i;csinam« d . 0'(«) i &ix—a) i 0'(ar+«)
sin am a — ' ' i
I — li-s\t\''anix sin''ama da
0(fl) 20(a; — «1 zQix-ha)
en multipliant par dx et intégrant entre les limites o et x. On en déduit
, „ r^ /i^ sin'amxsinamadx
J„ I — If's'iu-amx sin'rtm«
/i^ sin'amxsinamadx d . @'(a) i ,Qlx — a)
-T- sin am a = x ' + - l ,-~. — . •
dn 0(«) 2 0(;r + «)
Mais on a
A"-' sin' «w a: sin «m a
I — /r-sin'«w« sin'awx sin«w(rt ^'mainn i— /l'sin'rtwar siri'awrt
Par conséquent l'équation (yS) devient dsmama d sin am a
da
sinama
da Ç' dx
s'mama J^ i — /l'sin'amfl sin
'amx
■~ 0;«) 2 @{x-hn]
et si l'on pose l'intégrale
/r'sin'rtmfl = c,
dx
csm'am X
et par suite la fonction elliptiqui; de troisième espèce de Legendre, se trouve exprimée au moyen de la fonction 0.
6oi DEUXIÈME PARTIE. - CALCUL INTÉGRAL.
TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
Transformations du premier degré.
646. Les fonctions ûnamx, cosamx, Aamx, considérées dans les chapitres précédents, ne dépendent, pas de la seule variable x, elles contiennent en outre le module k, à chaque valeur duquel correspondent des formes différentes. C'est ainsi par exemple que pour X; = o, s\i\amx et cosamx se réduisent à sina; et à cosa;, elAamx à l'unilé.
Les résultats importants auxquels ce chapitre est consacré sont relatifs à la comparaison des fonctions qui correspondent à des modules différents.
Considérons l'intégrale
On a Posons
nous en déduirons
Jo Ji-x'){i — k'x') " "'
smania.
û?j _ i^'x — x'^)dx
V'(i-r)(i-X'j=) \l[{a.' -4- ^'xY-ia. + <^xY] [(«' + jS'a^r- ).'(« + P^)']
et si l'on pose
le second membre de (3) deviendra *
&dx
V^(i — ar')(i — /f'a:'
LIVRE TROISIÈME. - THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. On aura par conséquent
df zdx
et comme pour a; = o on a r = ^)
dy
Jo v''(i — a:^)(i — /r'.r'
Eu posant donc
on aura
Jr*y ■ dy
ell'équation (2) est une relation entre sinrt/««(mocl. k) els\nam(îu + a)(mo(l. X).
647. On trouve gisement toutes les solutions de l'équation (4) en écrivant que les deux membres s'annulent pour les mêmes valeurs de x, et l'on est ainsi conduit aux solutions suivantes :
À = rt /)•, y =:dz .r, y ;
Il '
i /. = rt
yjjt i±:x{k
\ff( I zp X sjk
sjk \±x\JTf sjk izpx v'/r
v/— k i±x sj— k
>/— k I qzx\J— k \/— k idzxsj— k
On voit que le module transformé X a six valeurs différentes à chacune desquelles correspondent deux formes de la fonction y.
dx
L'intégrale
• ,/ s[(li^^x')[i-k'x')
se transforme utilement par la substitution
On en déduit
I dr
et comme pour y =. o, x — j., el pour y = i, x = i ,
r* dx r ■ dfsZ-i
et par conséquent la valeur de w relative au module complémentaire \ji — k^ est égale à celle de w' relative au module /r.
649. On peut également, pour transformer le module^ en \/î — k-, poser d'abord
.r = sinç, ce qui met l'intégrale (6) sous la forme
puis ensuite
sintp = y/"' langij/.
On en déduit
/. — V^fi^^
COSif
et
ddf \l— I d<i^ y/— I rfj>
v'i — F'"sin'9 v'cos'^ +/i-'sin»iL y/i — (.i — /r'jsin'ij;
Echelle de, modules de Lo grange.
650. La transformation suivante indiquée d'abord par Landen conduit a déterminer une série de modules auxquels correspondent des fonctions liées les unes aux autres par des relations simples.
Soient AB le diamètre d'un cercle dont 0 est le centre, <p l'angle formé par le
rayon vecteur AM issu du point A avec le diamètre AB, et ^ l'angle formé avec le
même diamètre par le rayon vecteur KM mené au même point M d'un point fixe K situé sur AB. Posons OA = R, 0K= a; soit M' un point infiniment voisin de M : le triangle MKM' donne
MM' _ sinMKM'
MK~sinMM^'
Mais MM' est égal à aRrfçi, et MKM' à d'^i; on a par conséquent
D'ailleurs
donc
2Kd(f> d'il
"MiT^cosOM'K"
MK = R'+ «= 4- 2 «Rocs 2 tp = (R +a)'cos=9 + (R — «)'sin'9, R'xos'OM'K = R=- R'sin'OM'K = R'- a'sin'i^.;
!(/cp
v/(R-t-«)'cos'(p +(R — «)'sin'(jj v^R=— a'sin'<l> ce que l'on peut écrire
1 do I rfiji
Si l'on pose
cette relation devient
/ 4«R . , R / rt' . , ,
(R + rt?
dof __ d^
Et en intégrant les deux membres et remarquant que cp et ^ sont nuls en même temps, on en déduit
2R Çf rfy r'f' d'\>
9 Jo
\/i— À|sin'vj>
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ip et d/ étant liés par la relation
sinijj R
que la figure rend évidente.
Si l'on pose
on en conc! \
sin^l^^^sinamw (mod. /c, ), sin9 = sin«mf (mod. A"),
et l'équation (i i) établit une relation entre les sinus et cosinus d'amplitude relatifs aux modules différents k et ^'i .
On a
et l'équation (11)
sin('i9 — 4')= /l'i sin'l', devient
sin9 cos{4' — 9) — COS9 sin(4' — 9)= /i", sin9 cos(4' — 9) + A", COS9 sin{ijj — 9),
ou
• lang9 — tang(t]; — 9)= /r, tang9 -+- A", lang(4' — ?).
c'est-à-dire
(12) tang(4/ — 9) — — — ^ tang9,
et cette relation équivalente à (i i) doit être considérée comme plus simple. 652 Les deux équations
donnent
(.3) ^'■ = 7qr^;
telle est la relation qui lie les modules k et k^ que la formule précédente permet de ramener l'un k l'autre.
653. Quel que soit le module initial k^, ceux qui s'en déduisent successivomenl tendent rapidement vers l'unité. Pour le démontrer, construisons la courbe dont l'équation est
2 Jx
qui passe évidemment par l'origine des coordonnées, et par le point M dont les coordonnées sont a; = i , j = i . Prenons sur cette courbe un point Q dont l'abscisse OP soit égale à A,, l'ordonnée QP représentera k; en menant par le point Q une parallèle à l'axe des x, son intersection avec la bissectrice OM donnera un point dont l'abscisse OP, est k, et auquel correspond l'ordonnée P,Q| égale au module qui se déduit de k; celle-ci, par la même construction, donnera un quatrième module P2Q2» et la limite est évidemment l'ordonnée du point M, c'està-dire l'unité.
Si l'on se donnait d'abord le module k, pour en déduire X-,, puisque de X", on déduisît par la même formule un troisième module ^j, et ainsi de suite, les divers modules ainsi obtenus s'approcheraient rapidement de zéro.
654. Les relations qui lient les modules successifs et les intégrales correspondantes peuvent prendre une forme plus simple. Posons
/f, = iang'-»
on en déduira
2iang
\ + lang'
= sinS.
La relation (12) deviendra
tang(^^> — <p) =
\ — tang' -
lang
Le théorème peut donc s'énoncer comme il suit : Si l'on pose
h =sin6,
/ri= tang^->
tang(4' — ?)= cos9 tangç, •
on aura
Çv d(f _ I /"> d^
En posant ensuite
/,-, — .sin9,,
Àj — tang' — 1
tang{i|;, — <^) — cos6, tang^j/,
on aura de même
Jo \/T^lfî shî^^ ~ 2 cos= -' *^° ^^ — f^l
y/i — /rjSin'^l'i
En continuant la même transformation et posant en général
/(•„ = sin 9„, /i„+, = tang' — ,
taDg( |„ — 4;„_i ) = cosO,, langi^,-,, on aura
rf,.-, d<\> _ __i r'I'' d<\i
Jo \/i — If 'n sin' -^ 2C0S' — '^^ V^' — /<■«+.
2 ces'
,sin'4'
et par conséquent
CCS' - cos' — • • • ces' — " " " '• "«-H.sin'ij;
et si k„^., est suffisamment petit, on pourra prendre
Jo s/i — /f,î+,sin'vjj D'après les relations qui lient les angles B, 6,,..., 0„, ona
ces 6
et de même
tang
^ 9 _ v/cosO
cos'a
VCOS0,
cos'-
6frl
par conséquent
d'où l'on déduit
cosS„+,
ces 9, cosôî. . . cos6„+i
v'cos 6„
cos^ —
v'cos 9 CCS 6,. . . CCS 6,
COS' - CCS' • cos' —
ces'- cos' cos= —
v'cos 01 COS0,... COS0„... C0S^Ô„+i
V^cos 9
et la formule (i/j) pourra s'écrire
_ v^cos9| cos9a. . . C0S'9„+i 4'..
V^i — /f'sin\ v'cos 0 2'
655. Lorsque le module est devenu très-petit, le calcul des modules suivants peut se simplifier. Soient
/,„ = sin6,„
/.„+, = tang^ — r
on a identiquement
et par conséquent
cos* —
//r„^,=:/-;-4/cos^.
Mais
cos — ■=-(Jm- sin9„-l- i/' — sin9„).
On en déduit, en développant et négligeant la quatrième puissance de sin9„,
4/cos On a donc
4/cos- = sin'9„.
qu'il faut écrire, quand on se servira des logarithmes vulgaires,
(i6) /Aw. = / ^ + '^ sin
M désignant le module.
On trouvera de même
log cos6„ = — y- sin'ô,,,
On M . .„
log cos — = sin e„.
Calculons par exemple l'intégrale
rfcp
sin'o
Nous poserons
sin'9 = -,
et nous aurons
logtang- = 9,6172243,
log/c, = log sin 9, = logtang'- =9,3.344486, 9, = 9°52'45",4i,
log lang — = 8,93665 06,
log/f 2 = log sin Ô, — log lang' — = 7 ,87330 1 2 ;
et l'angle 0^ est assez petit pour que nous puissions faire usage déjà formule (16 j,
nous aurons
log/r, = 7,87330 12
2 log/r, = 5 , 74660 24 cMog4 = 9,3979400
log/f, = log^ + —^
log/r^
les valeurs numériques de k, k,, ^2. ^s» sont
Pour calculer les limites successives des intégrales, on a
log tang(p = 9,76143 94
1 og ces 6 = 9 , 84948 5o
logtang(9, — 9) = 9,6109244
9, — tp = 22° 12' 27", 558
9, = 52" 12' 27", 558 loglang9, = o,i 1043 75 logcosô, = 9,99351 18
loglang(9,— 9,) = o,io39493
9, = io4" o' o",i45 log lang92 = o,6o322 76
Ioglang(93 — 9,) = o,6o32i 55 93 — 9, = io4" o' i",5o
'og = 4»9:'27 68 logi"= 4,68557 49
log ^ = 9,65685 17
Calculons enfin le multiplicateur
/cos6, cos9, COS03 V- CÔS0
on a
log ces 9 := 9,8494860,
logées 9, =9,99351 18, log CCS 6, = 9,99998 79,
et cos$3 peut être regardé comme égal à l'unité; donc
/cos 9,00562 .,
'"gy- cos9 -»'»7^°°73;
par conséquent
et
, 90. /cos9,cos9j" „„;.
I / , 8 V ces 9
. valeur exacte à sept décimales.
657. L'élégante construction par laquelle se trouve représentée la transformation de Landen est due à Jacohi. Gauss, dans l'un de ses Mémoires, a présenté sous une forme intéressante un résultat équivalent au fond à celui que nous venons d'obtenir.
Considérons la différentielle
rftp V^i — /f'sin=9 que l'on peut écrire
v'cos'o H- (i — A^) sin'9 à laquelle nous substituerons la forme évidemment équivalente
v/m'cos'9 -\-' n'sin'9 Posons
2 n sin ij'
(18) sin 9:
{m -f- «)cos'4' + ■2msin'4'
011 en déduit
ou
v'Wcos'9 ■+- /l^sin=9 y''w"sin'9 + «'"sin'o , m 4- Il
fies
l n'=^nin, et la formule donne le moyen de transformer la fonction elliptique dont le module
est
en une autre dont le module est
V ni, m '\- n
el la relation entre k et A-, est encore
■?■^Jk\
Lorsque o varie de o à ■.>.n, ^ varie aussi de o a y.n; on a, par conséquent,
et si l'on forme une série de nombres définis par les relations
/ r . , m + Il , , — „ m' 4- n' „ . , .
(20) w = 1 n=s/mn, m = > n==\Jmii:,.
ip = \/inp^, Hp^i,
on aura 26)
r^" do r'^
^o v'^^'ccs^o + «'sin'o Jo y'
do y/n^cos^'f -I- HJSsin'Çf
Lorsque p augmente, ni^, el n^, convergent vers l'égalité, et si l'on nomme [j. la limite commune, le dénominateur du second membre tend vers la valeur constante u., e{ la limite est par conséquent -~\ la limite fx se trouve ainsi connue, et l'on a
((<fl
La différenliello
s/A -h B.* + Cx'+Hx' + E.r'
peut d'une infinité de manières so transformer par un cliangement d(! variables
en une autre de la forme
, . . dy
y/ A' + B'j -t- C'j'-t- D'r* 4- E'y" Posons, pour obtenir cette transformation,
U et V désignant des fonctions entières de j; on aura
dV, ,, dy
dx
sjk + hx + Cx'-^Yix'+Ex'' v/AV<h-BUV'+CU'V'4-DU=V-hEU'
Le polynôme en y, qui dans le second membre de cette équation figure sous le radical, est d'un degré quadruple de celui de l'un des deux polynômes U et V, il faut, pour qu'il se réduise au quatrième degré, que tous les facteurs linéaires soient doubles et puissent sortir du radical, à l'exception de quatre seulement. On doit donc avoir
AV'+ BUV^+ CU'V^-h DUn^ + EU' = T-'(A' 4-B'7 -h C'/^+ Dy +- Ej*), T étant un polynôme rationnel en r. L'équation (3i) deviendra alors
dx dy dy dy
v'A -+- B^ + Ca:-'+ Dar'-(- Ex' ~ T fk'~+''R'y'-P^y^'+Wy^Wy'''
et la transformation annoncée sera évidemment effectuée, si la fraction
(33) _dy:_^_dy_
se réduit a une constante. Or nous allons montrer qu'il en est nécessairement ainsi
toutes les fois que les degrés des polynôines U et V sont égaux, ou diffèrent seulement d'une unité.
Soit en effet
(34) A + Bx -{-Cx'-hDx'-]-Ex' = E{x— a^)(x~^){x —y)(x — SK On en conclut
(35) AV«-f-BUV'+ CU'V'+ DU>V + EU'= E(U— aV) i [J - (3V)(U - yV)(U - âV).
Or on ne peut rencontrer dans ce produit d'autres facteurs doubles que ceux
qui figurent deux fois dans un même binôme U — <x\, U — /3V Il n'est pas
possible en effet que deux binômes différents, U — aV, U — |3V par exemple, aient un facteur commun du premier degré en y, car ce facteur appartiendrait à U
et à V, et en le supprimant dans les deux termes de la fraction ^i on aurait une
transformation équivalente et de forme plus simple. Cela posé, on a identiquement
dV dpr
dy
dy
5,U)^H_u 4-(v-aU),
dy
dy
et par conséquent tout facteur double de V — aU divisant la dérivée -, (V — aU), divisera le premier membre de (3G). Les facteurs du polynôme désigné par T appartiennent donc tous à cette différence V -. U -r;' et par conséquent le numérateur de la fraction
dy
dy
est divisible par le dénominateur. Mais d'après la supposition faite sur les degrés de U et de V, le quotient est de degré zéro, c'est-à-dire indépendant de y. Si en effet U et V sont tous deux de degré p, ou l'un de degré p, l'autre de degré p — i , les deux termes de la fraction (Sy) sont l'un et l'autre de degré 2p — a; leur quotient est par conséquent une constante comme nous l'avions annoncé.
Ainsi donc pour transformer la différentielle (28) en une autre de même forme avec des coefficients différents, il suffit de cboisir pour U et V deux polynômes de même degré, ou dont les degrés diffèrent d'une unité seulement, et tels, que les facteurs de l'expression qui figure soiis le radical du second membre de (3i) soient égaux deux à deux, à l'exception de quatre qui doivent rester simples. Celle con-
(lition peut être remplie d'une intlnilé de manières, et à chaque valeur adoptée pour les degrés des polynômes U et V, correspondra une solution.
Considérons comme exemple la différentielle
dx
et posons^ pour la transformer,
Il faut que le produit -
(4o)- {a + by'— x){a + l>f^+y){a + bf^- — hy)[n + bf^ + hr)
contienne deux facteurs doubles. Si de plus on veut avoir une transformée de la forme
il faut que le produit (4o) soit de la forme
T'(.-r-)(.-/r"j'), T désignant un polynôme du second degré en y. Si nous posons
ï = r( I 4- my){ I + «r ),
on devra avoir
/« + />/' — r = «(i—j)(i — /('r). ] n+by'-+-y=a{\+y){i-^h'y), i a + by''— /ty= n{] + nty)'-, a + by'^ + hy = «( i + ny ^.
Le changement dej en — y changeant l'un dans l'autre les premiers membres des deux dernières équations, on doit avoir m — ~ n\ les quatre équations (42) se réduisent alors à deux
f a + by''— /ir = rt(i + myy.
Onconclutde la première, en faisant r = r, et remarquant que le produit des
racines du premier membre est ?)
/ rt + è = I , (44) U__ ■ '
c'est-à-dire
d'après la seconde des équations (4^). le trinôme a -+- by- — ky doit être un carré parfait- On en conclut
(46) et
la racine
'- est égale à \/t' c'est-à-dire à \/ pi et l'on tro
dx^ (A'+ \)dy
v'(i — .r')(i— /r^.r^) V'(, _jv)(, _/,"j')
et comme 7 et a? s'annulent en même temps
uve
r' dx
Jo s/h — x')li-
^o Mil — :
dy
\l(\ — x^){\ — k'x') Jo \j'{i—r'){i — /('y)
les modules k eXk' étant liés par l'équation (47) identique à celle obtenue (652).
Théorie d' ^bel.
660. Abel a rattaché très-ingénieusement la théorie de la transformation au principe de la double périodicité, en montrant qu'on en peut déduire, à priori, en quelque sorte, la connaissance des cas dans lesquels elle est possible, la forme des équations qui y conduisent et, en suivant jusqu'au bout les conséquences des principes, la formation complète des équations elles-mêmes.
Considérons l'équation
Au -+- A, .r -t- . . . H- k.^x'^ V
"Bo + B, jr -4^ . . . -h B,, a::^ Q
OÙ les polynômes P et Q sont supposés premiers entre eux, A^^ et B,;. n'étant pas tous deux égaux à zéro, nous dirons que la transformation exprimée par l'équation (49) «'st de degré jl;.. •
A chaque valeur de a-, d'après la relation (49). correspond une valeur de y, mais à chaque valeur dey correspondent p. valeurs de a; généralement inégales. Soient ^r,, et xj deux quelconques de ces racines, elles doivent toutes deux satisfaire à l'équation
dy'' z'dx''
' °^ • (i — j-^)(i — ?7pj ~ [i~x')[i — /('xM'
et l'on a par conséquent
sl{i — xf.){i — J?x!. ) ■ sj{ï — x'!:.){i — h'x^ Si donc on pose
et par conséquent
on aura aussi
Xc = sin «m u ( mod . h dXc
du
sl{i — xl]{\ —If'x?)
rh dxe' ^{i - xl.]{i - k^l^)
Xc' ;= sin om ( a ± h ),
du =
et par conséquent
a étant une constante.
On peut écrire simplement
Xc' = sin «/;? (ii -i- a ),
car si l'on prenait
Xci=: sin nm {a. — «j, on pourrait écrire
Xc'=^ sinrtw(2&) — a -)- m) =r sinrtm(« + a'),
a' étant une constante égale à 20) — a.
On voit donc qu'en exprimant L'une quelconque des valeurs de œ par la formule
X =^ sin ainu,
toutes les autres seront de la forme
s\n am{ Il + a),
l'argument M étant bien entendu une fonction de y, et a conservant pour chaque racine une valeur constante qui n'en dépend pas.
On aura par conséquent, quel que soit /,
^•=: \\i{s\namu):= i|/[sinam(» H- a)], et par conséquent
ii{sinrt»i») = <\i[s\nani{u H- «)].
Cette équation étant satisfaite quel que soit ii, on peut y changer u en m + a, en u -h 2Q(, — On aura donc
^(sinaniii) =. <]i s\nain[u -+- x) — <lfi[s\nain{ii -+- aa)] = . .= d/[sin«w(f« -j- px)],
et, par suite, quel que soit le nombre entier/;,
f]/{sïnamn)=: J;[sinrt/)i{« + px)].
Les racines de l'équation
étant en nombre fini, il faut nécessairement que pour une certaine valeur h du nombre /j, on ait
sinrtn((K + /(a) = sin «/?<«,
cette équation devant avoir lieu quel que soit u, hy. est une période (597)
et l'on a par conséquent
4in(,)-h 2.n(a' \/ — i
Si II est le plus petit nombre entier pour lequel cette condition soit remplie, un aura pour clia(|ue valeur de r, h valeurs distinctes de x
X, = si ne/m H,
Xj =: sin ain [u -h x),
xi, = sin am ( « -f- ( A — i /x .
Si le nombre h est égal à ;/, l'équation )== |(.t) n'a pas d'autres racines. Si au contraire h est moindre que a, on pourra prendre une racine .i-\ distincte des précédentes, et si l'on pose
x\ 1^ sin ri/» II' ,
on aura les nouvelles racines
*'j : : siuiini(n' + x], x. =: sin nm ( u' -h 'ix),
x'f^ = sinnni^u' +- [h — i)a'.
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Ces A racines sont distinctes des précédentes, car si l'on avait
sinani(u' -\- q' a.)^^ ^\nam{u -+■ qac),
on en déduirait, en négligeant les multiples des périodes,
u' s'obtiendrait donc en ajoutant à u un multiple de a, et sinamz/ ferait partie du premier groupe.
Si ih est égal à /j., on a trouvé toutes les racines; sinon on formera un troisième groupe de h racines, puis un quatrième, etc., et l'on "voit que h doit être un diviseur de [j..
661. Nous ferons connaître suffisamment l'esprit de la méthode, en nous bornant à examiner le cas où l'on a h — fx, en supposant en outre que p. soit un nombre impair 2n + i.
L'équation
a dans ce cas pour racines
x,=zs\namii, .Tj = sina/H^« + aj, . . , x^ = sina/7i[?< -i- ( u — i)»], où
Cette équation peut s'écrire (5o) (A^ — %x)x^-\- . .+ A.- B„j=o.
Le produit des racines est
A, — -Bq y _
AD ,, — Xi XiXi- . . X^.
On en déduit pour v une expression de la forme ^„ ^ n'+ ax.Xi. . .X.,
t- bx, X,. . . x.j
Le second membre peut s'exprimer en fonction de la seule racine a-, : on a en effet, [J.V. étant une période,
x,,+i = sinam{ft -h px),
x^^p+t = sin«m[M -4- (p. — p)^] =^ siiiam{u — px),
on en conclut aisément (593)
sin'«OT M — s'in' ampac ipc
pi-< '^ />+< i — ff'sin'amusin''ampx
et comme smamu est égal a x,, en posant s\nampa = e^,,
•37^4-1 ^jt—^+i —
— (,'ef,x'
et
_ (x',-e'){x]-el). .{x]-ef.] _
par conséquenl
a'+a(fi{x,) _ P _
a:, désignant ici l'une quelconque des racines, l'équation (Sa), si l'on y remplace œ, par X, a pour solutions x,, x.,,..., x^^, et l'une quelconque des racines étant représentée par sinamw, les autres sont
s\nam{u -h x), s'inani{u -t- 2.x),. . .,' s\n am [ ii +[[j. — t) x];
si la première était s\nam( u -h a), les autres seraient
sina/77(« 4- -2 0;), sin«m(M + 3a),..., sinam[M + (p. — i)a] el sinaw(M + |ota) = sin«/««;
il n'y aurait donc rien de changé.
662. 1! reste à déterminer les constantes a, b, a', h', de manière à satisfaire à toutes les conditions du problème.» Pour que la substilulion
donne
dy
dx
y'(i — 7')( I — l?y') v^(i — x')(i — h'x^)' on doit avoir, comme le montre la substitution directe,
et par conséquent le produit
I. Ctilr. in
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doit être divisible par (i — x-)(i — k-x") et donner pour quotient un c;>rré parfait. Cette condition est d'ailleurs suffisante : on peut le prouver en reproduisant la démonstration de Jacob» donnée (658); nous avons donc seulement à déterminer a, h, a! , h' de telle sorte qu'elle soit satisfaite. L'équation
ayant pour racines
on doit avoir
■Çly^k{x — Xy){x — Xi
Â étant indépendant de x et égal au coefficient a — by de la plus haute puissance de cette variable dans le premier membre. Mais on a
(F-Q')(X^F_Q») = (P-Q)(P + Q)(^p_Q)(XP + 0).
Ce produit doit être divisible par (i — a7^)(i — /rx-), et s'annuler par conséquent
pour X ■:= dz 1, jc = ± .- ■ Si nous remplissons cette condition en faisant en sorte
que P — Q, P + Q, XP — Q et XP + Q soient divisibles respectivement par i — x, i -h X, I — kx, j-hkx, c'est-à-dire en faisant en sorte qu'aux hypothèses
y = i,j = — i,j = ^jj= — T-7 dans l'équation (54), correspondent pour a;,
les valeurs i, — i, t, — t' ces conditions déteruMneront a, b, a',b' . L'équation (Ss) donne en effet, en remarquant que f{x) est une fonction impaire,
rt' H- « (2 ( I )
— «cp(i)
-6cp(.)*
h' -^-bo
On en déduit aisément
CVS
a'b' — ah oM . j =:o.
D'ailleurs ip'(i) et 9*(t) sont inégaux, sans quoi les équations (.55) donneraient ). = ± r , ce qui est inadmissible. Il faut donb supposer (56) ab = o, a'b'=^o.
Prenons par exemple
les équations (55) se réduisent à
(57) D'ailleurs
(i-en{i-el)...(i-e^,)
k'"-^'o{\) et (57 ) donne
a, b, a', b' et X sont donc connus. Pour avoir £, il suffit de remarquer que d'après les formules précédentes r est nul en même temps que x, et la dérivée ^-^5 égale
à ■^ pour a; = 0, se réduit d'après l'équation (53) à s. On trouve ainsi en faisant usage de la valeur (52) dey, simplifiée par les résultats précédents,
Le problème est résolu. Mais il reste à prouver que la solution obtenue, dans laquelle tout est maintenant déterminé, satisfait à celles des conditions qui n'ont pas été exprimées, et que le quotient
qui d'après les valeurs choisies pour a, b, a' , b' est entier, se réduit à un carré parfait.
£= — ^- e'Cj . . . e';,.
Reprenons en effet l'équation (54)
Si l'on V fait successivement a?, = ± r , ar, = ± .-i et, par suite, d'après les valeurs adoptées pour «, a! , h,h\y =. ± r , y = =!= ^, nous aurons
P-Q = (rt — />){^- i)F,(^),
et par conséquent
F, [x], Fj(£r), F3 [x), F, [x) désignant le produit
correspondant respectivement aux quatre valeurs adoptées pour a;,.
Or les quatre fonctions sont des carrés parfaits, et il en est par conséquent de même de leur produit. On a en effet
Xs =: Sill«W«,
et les quatre valeurs de rb i , ±j attribuées h x donnent
zoi>um u \am u = o, et par suite
*•, A am p OL cosain p a.
les facteurs
(X — Xp^x], [X X.f^p+i)
sont par conséquent égaux, et le produit
\x — Xi)[X — Xi). . .i^X — x^),
composé de facteurs égaux deux à i\Q\\y., est un carré parfait.
En résumé, pour résoudre le problème do la transformation, on peut procéder de la manière suivante :
Soit a une racine de l'équation
sin flw ( •î « -I- I ) a = o.
Cette racine n'appartenant à aucune autre équation de la forme
sinrtw//a = o,
dans laquelle A soit un entier inférieur Ain-\- \, si l'on détermine une fonction j, un module X, un coefficient s, par les formules
l,'"^' x(x'— sin'awa) (a;'— sin'rtwaa). . .{x''— sin'am n<z)
Jï (i — li'x'shï'amx)(i — li'x^'sin'am-îx). . (i — h^ x' s\n^ am n x)
(60) on aura
(i — sin'ania)[i — sinflmaa). . .(i — sin'ammx) (i — lt^sin'amx){i — L^sln'amix]. • .(1 — li'sin'aninx]
s= —jr- s\n''amxsia^am2ix. . . sin'amnx, •
(ix
dx
v/(i— jr')(i — X'j^) \J[\ — x-'){i — k'x-')
Considérons par exemple le cas de
Si l'on pose
sinrtwo! =r e, 'équation
Sinrtwoa = o
donne '^615)
e[3 — 4e'(r + /.■') + 6/.-'e'— /r'ft'j = o.
La racine e == o doit être rejetée, mais les autres peuvent être adoptées, parce que sinamaa n'est pas nul.
On aura
664. La formule de transformation peut être mise sous une forme plus élégante, Considérons la somme
/=:: sinamw -h a'in am {u -h x) -h iiin(iin{u + 22:) + . . .+ si n a/H [m + (« — i)^]>
OÙ na. désigne une période quelconque de s'mamu, cl n est un nombre impair quelcouquc.
On a (595)
sinani{u + a) + smam\u -h {n — i)a]
, ... , 2. sin am u cos amu A amu
= sin ami u + a)+ sm ami u — a) = -, — -. -. ,
I — k' s\n^ a m u sm' a m oc
sinam{ m -f- aa) -t- sinain[ii -+- {n — a) a]
2Sinarnu cos ami X A am 2 a
= sin am { u -h i x) + sin am (u — a a ) =; , — -. ; j
' 1 — /(^sm'amu si(i''am2x
. n — I . H — I . , , 2SinaOTMC0S«OT xAam x
n — i \ . I n + 1 \ 2 2 sin am u H a 4- sin «m u -\ x = ,
I — /i- Sin «m « Sin* «m x
et l'on voit que j est une fonction rationnelle de s'inamu, dont le dénominateur est évidemment
(i — k''shVamusin^amx){i — k' sin' amu sin'' am 2 x). . . ( i — k' sin' am u sin' am a ]•
Le numérateur est de degré «. Or l'équation j=: o, quand on y considère u comme inconnue, a pour racines, on le vérifie aisément,
car en faisant u =^p(/., quel que soit le nombre/?, les termes dey deviennent précisément ceux de la somme
sin am x -+- sin am 2 a -f . . . -i- siii am u x.
Or on a, «a étant une période,
sinaw! 7ia = o,
sinamx -+- sinam (n — 1 ) a = o,
sin am 2 X + sin am{n — 2 ) a = o,
n — I \ . n + J sinam I x 4- sinam x ] =0,
et la somme se réduit à zéro.
LIVRE TROISIÈME. — THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. D'après cela, en posant sxnamu = a:, on a
fiTO
Cr 1 I —
sm^ainx
sin-amy.x
siti^ain a
(i — k'x'sin'am(x){i — /l'a^^sin'amaa). . . j i — A'ar'sin'a/n ( J a
qui ne diffère de la relation (58) que par un facteur constant et par la valeur attribuée à n.
Nombre de transformations de degré premier [in -\- i).
665. En désignant par 2n-f- r un nombre premier impair, il faut, pour appliquer la méthode de transformation, choisir une racine de l'équation
sin «m ( 2 « -+- I ) s: = o.
Cette équation est de degré (2/14- i)-, mais elle admet la solution sina/wa =0 qu'il faut rejeter. 11 reste donc ^^
racines. Mais à toutes ces racines ne correspondent pas de transformations différentes. Remarquons en effet que, pour chaque valeur de a. l'expression des racines est donnée par les formules
.*•, = sinawM,
Xi =: sinrtm(« -f- a).
Xn+i = s\nam{u -+- 9.na).
Si donc on y remplace ^y. par qy., q étant inférieur à on -t- i. les racines ne font que se permuter, et l'on obtient la même transformation.
Il fiiut donc diviser par 2n le nombre total des racines, ce qui donne en tout
y. n -h 1 ^ ij. -h J
'transformations distinctes. Et comme on peut à chacune, sans changer son degré, appliquer les six transformations du premier degré, le nombre de transformations d'ordre ij., p. étant premier, est Ga -t- 6,
Influence de la transformation sur le rapport des périodes.
Si nous posons
x=^s{namu (mod. /r), j^sin«mc (mod. >i),
la formule générale de transformation équivaut à
et la relation obtenue entre j et x est telle (660) que, u augmentant de a, y reste invariable; sina/n^ admet donc pour période ea, et il admet en outre, cela est évident, le produit par s de toute période de sinawM; il est clair en effet que, u augmentant d'une période, x conserve la même valeur, et il en est par conséquent de même de j.
Toutes les périodes d'un sinus d'amplitude étant réductibles à deux (597), nous voyons qu'après la transformation l'une d'elles est multipliée par s; mais l'autre sa
est multipliée par > puisque a est la an + i'""^ partie d'une période; on peut
donc dire que le rapport de deux ])ériodes a été divisé par 2« + i .
667. Le résultat précédent peut être généralisé. Quelle que soit la relation algébrique qui lie deux sinus d'amplitude correspondant à deux modules différents, le rapport des périodes relatives aux deux modules est commensurable.
Soient en effet sina/nM(mod. k) et ûnam[Tnu + a) (mod. k') les deux sinus d'amplitude entre lesquels existe une relation algébrique. Lorsqu'on donne ûnamu, u peut avoir l'une quelconque des valeurs comprises dans les formules
u ■+ ù,pr,) -^ iqrW \J—l ,
2fjl — U + ^p^M + iq^'t-l' \l — I,
p, q, p,, q, étant des nombres entiers. La somme mu -+- a est donc de la forme
mu + c.-i- ^pm M 4- 2 (jf m c./ y — ' >
a + 0. m 6) — mu + 4 '^P^ '•'' + ^ mq,M' v — • •
Ces dernières expressions doivent donc donner pour leur sinus d'amplitude {mod. k'), etquels que soient les nombres entiers/?, q, /?,, q,, un nombre limité de valeurs distinctes, et il faut pour cela qu'en les représentant par des points du plan, suivant la métbode adoptée pour les expressions imaginaires, les sommels des parallélogrammes ainsi obtenus se trouvent tous parmi ceux des parallélo-
grammes qui représentent les périodes relatives au module k . Ces derniers peuvent d'ailleurs être en plus grand nombre, et les parallélogrammes dont ils sont les sommets, former des parties aliquotes des précédents, de telle sorte que les côtés qui représentent deux périodes soient respectivement représentés par la n'""* et la n"^'"" partie de ceux de l'autre, c'est-à-dire de deux périodes relatives au module k respectivement multipliées par le facteur m; et le rapport de deux périodes convenablement cboisies relatives au module ).' sera par conséquent égal au rapport de deux périodes relatives au module >., multiplié par la
fraction commensurable -•
CALCULS NUMÉRIQUES
Calcul de la quantité q.
668. Nous avons désigné (633) par la lettre q l'expression e " qui dépend seulement du rapport des périodes, et qui joue dans la théorie un rôle fort important.
Nous donnons à la fin de ce chapitre la tahle des valeurs numériques de cette quantité correspondant à celles du module k, représenté par s'mO.
Il est aisé d'ohtenir, pour le calcul de cette tahle, une formule extrêmement
convergente. L'équation (636)
. ir-, Q{x + w)
A «ma; = y A' ,., , »
où k représente \J\ — P, c'est-à-dire cos(5, donne en y faisant a? ^n o, et remplaçant la fonction 0 par son développement (639),
, I— 2(/-t- 2fl<— 20»+ 2fl'«— . . .
* I + 2g + aç*+ 2g'4- 29"=+. . .
En effectuant la division, on trouve (a) y/cos9 = 1 — 47 + 8?^"" i6g'-i- 32 ç' — 56ç'+ gG*/' — . . ..
L'ensemhle des cinq premiers termes peut être représenté par
y/cOS é ■■
On en déduit
I — iq
I I — ^cos 9 (3) q = v^=--'
formule exacte aux termes près de l'ordre q^.
On déduit de (i.) la formule exacte
I — lang'-
V^cos9
lang'
2q ■+- aqr»-!- 2^" + . . .
y/i + lang'^-^id'où l'on tire, par la méthode des coefficients indéterminés,
-j tang'- -h -p lang«- + ^'- tang" - -t- -^^ lang'"-
(4) et
(5) lo29=:2logiang- — log4 h- Ml^tang*- + ^tang'- -h ^tang"~ +. . . I1
M étant le module des logarithmes vulgaires. Si l'on pose
fl * /j fl fl û
(6) log«/ = 2 logtang- + 9,89794 00 + alang*- -f itang» -+ clang"- -+- dlang"- -+-...,
on aura
loga = 9,0357243,
logé = 8,64452, logc = 8,4i5i8, log 6? =8,35283
Lorsque S est moindre que 45 degrés, la série (6) est très-convergente, et pour obtenir sept décimales exactes, il suffit d'employer deux termes a.u plus. Soit 6 = 10° 23' 46", on aura
2 loglang- = 7,9176842
c'log4 = 9,39794 00
logg = 7,3i563 16
et les sept décimales sont exactes.
41ogtang - = 5,835
loga =: 9,o36 4^8^ « tang' -=: 0,00000 743
Lorsque ô approche de -» tang- diffère peu de l'unité, et la série est peu convergente, mais deux modules complémentaires peuvent (649) être ramenés l'un à l'autre, et si l'on nomme /> ce que devient 7, lorsque 5 se change en son complé-
ment, on trouve aisément
On en conclut
(8) log (^) log ( -] = M'7r^= 1 ,86i52 28349,
log log ( - 1 + log log ( - 1 = o , 26986 8368o,
et
par où l'on déduira/? de q.
Soit par exemple 6'= 79° 36' 1 4", on vient de trouver
et on en déduit
\ogq = 7,3i563 16,
log log - = 0,42884 21,
log log - = 9,8410263, \ogp = 9 , 3o653 2 1 .
Calcul de la période a.
I -)- 2ry = 1 ,01476624 log(i 4- 2ç)=:o,oo6366o (Table II
2 iOg(l -|-2Ç)=0,OI273 20
'og^ = 0,1961 199
logco = o, 20885 ig &) = 1 ,6i5io I
La formule (i i) conduit au même résultat; elle donne
n f 1 + v'cos9\~'
On a
log ces 6 = 9 ,97434 66 logv/cose = 9,987i7 33
I + v'cosô = 1 ,97089 73 .
I ■+■ v^cos 0
loge.) = o, 20885 19.
Quelques applications.
671 . Déterminer l'aire du quadrant infini de la courbe représentée par l'équation
Elle est égale à l'intégrale
/•°° dx
Jo \Jl -h X'
Soient
X = lang - ) dx ■■
2 cos
I — - sin'o)
cp
COS* -
f"^ dx _i r'^ dcf> /»2 ^^
On a sin^ô = -, 5 = 45 degrés. La formule (ii)
M — - (i + v/cos0)~'(i-t-2ç* + . . .)'
donne
c'est également la longueur du quadrant de la circonférence de la lemniscate dont l'équation est
Soit l'intégrale
'COS 2 0
/•' dx
Jo Jll — xo)"
déjà calculée (330) par le moyen des fonctions T. Posons
I dz \fi"-^'
OÙ il faut prendre le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que x^ est plus
grand ou plus petit que -•
On aura
dx dz
pour les deux limites a; = o et .r = r , on a :;=<), mais la variable z varie de o à
l'unité, puis de l'unité à o, et elle est égale à i, pour a;" = -•
Il faut donc, pour faire usage de la transformation, partager l'intégrale cherchée
en deux parties, l'une correspondant aux limites a; = o, x = r/-- et l'autre aux
limites x = y > •2' = i ; on aura
Jo ^(i — x'Y tjiJo y/i — z"
et
r dx ^ - . /"^ dz
r dx ^.. 1" dz
Soit maintenant z^ = ,, dz = — z^vdv. On trouve
et
Posons enfin
dz
Jo v^l — 2» Jo v'j'+S}»-
j^v'Slangi,
Jj^-^/a
d(f cos'-
.rv
I +x'+- ^ =:H- 2 ces 2 9 tang'- + lang* ■-,
où cos 25 = i/ j, 0 = \5",
' -(- T'-+- V 1 cos' - = ces' - H- 2 sm - ces' - cosaô + sin' - = i — sin'0 sin'tp. J/22 22 2 '
L'intégrale cherchée devient
2J/3J0 y/i — sin'iS-sin'ç J/sJ^ y/i — sin»i5°sin'(j
et à l'aide de la table des valeurs de w, on trouve
^ Iog4 ^ o , 20068 67
C 7 log3 = 9,88071 97 logw = o,2o36i 54
\0gll = 0,28502 18
M = 1 ,92762 2 résultat déjà obtenu *(330).
Calcul de Vint es; raie | -, 1 — =:z-
Si l'on pose
on a (636)
aamu=.Ji — /(-' sin' ç — - i/r -i^. — r >
'^ fc)(M)
c est-a-aire, en posant a; = — = -j^—, — ;'
Aamii I + 2<7cos2a:^ -1- 2fl*cos4a: + 2q»cos6ar -4-. . . Jk' I — Q.q C0S9.X — ■îq'cos^x — 2.q''cos6x -\- . . .
Posons
A fl/n II
,__ col^,
nous aurons
, ., cotX — I , ,,- ,, cos2.r -h fl'(4cos'2^ — 3 cos2.r -+ . . . i3 r = lang 45°— >.) = aiï , , ^ —
et dans une première approximation très-souvent suffisante
lang(45<'— >,) cos2.r =; -- ^ ■
Après avoir ainsi obtenu la valeur approchée tle x, on calculera les termes multipliés par q* et 9' clans la formule (r3), et l'on obtiendra, en la résolvant par rapport à cos2as une valeur aussi exacte qu'on puisse le désirer.
Soit par exemple
/.= sin 10", cp = 35°.
On a, dans ce cas,
'ogî = 7.2818499,
et, d'après la série (684) 0(w) = i -h 2q -+- 2^* + ..., on en déduit
log0^ («) = o,oo33i 79,
logAartt« =; logv''i — sin*io"sin'25° = 9,99882 74,
- log/i'= - iog ces 10" =9,99667 58,
, Aamu _ „
lOg ^— = 0,002l5lO
• log coiX = 0021 5
loglang(45''— l) = 7,39315
log 2^ = 7,58288
l0gC0S2.» = 9,81027
En portant cette valeur approchée de x dans les termes négligés de l'équation (i3], on trouve
X = 24° 49' 57", 5i, c'est-à-dire
j: = 89 397", 5 1 donc
\ogx = 4 ,951 32 54
logi"=: 4,68557 49 •
log fc)' 1 &) ) := o , oo33 1 79
lOgM^ 9,64021 82
valeur dont les sept chiffres sont exacts.
I. C'i/c. int
67i. Calculons l'intégrale
Jo \/l
5cos9 + Gcos^ç Soit X = coscp, l'intégrale deviendra
/dx \/i — x' y/i + 5^ -\- 6x'
En posant
I — v'3 -1- (i -+- v3)sin<j)
I + ^27 -h ( I — y/27 ) sin 9.
on obtiendra
« = V2 — v/3 I / ,, ■ — ' ^ ^ J y/i — A'sin'cp
le module A: étant égal à 2 — \/3, et les limites de y étant 5 et -? par conséquent
M = y/sin 6 / — / ■
Jo VI — /f'sin'<p Jo v^i — A-'sin'9
On a (641 ) pour valeur de la première intégrale
Jo y/i- /f'sin^ip 2
et la seconde intégrale se calculera comme dans l'exemple précédent. Voici le détail du calcul
A' = 2 — y/3 = o , 26794 919, logA= logsin 6 = 9,42805 25,
0 ( w ) = 1 , 0093 1 280, log0(&)) = o,oo4o2 58.
Pour obtenir la valeur de x, en adoptant les notations de (673),
logA amj< = 9,99887 77 ^logcose = 9,99191 07
Iogcot^= 0,0069670
X = 44" 32' 9.5",6o6 45<>-X=27'34",394 45°-X = i654",394 logi654,394 = 3,2186390
log."= 4,68557 49 {•)
■5 c'iog 005(45°— X) — 0,0000093
logtang(45''— >,)=: 7,90422 32 Iog2^ = 7,969o8o4
logcos2:c = 9,93514 28
2ar=3o» 32' 25", 06 x= i5" 16' 1 1",53, valeur approchée de x.
En la portant dans l'équation (i3), on obtient la valeur exacte de x,
log268 047,834 = 5,42821 28 logi"= 4,68557 49
log(- — x| = o,n 378
- logsin 9 ^9,7140262 log0'( w ) = 0 , 00802 58
log«« = 9,83583 97 /«=; 0,68523 52
(*) Lorsqu'on cherche le logarithme du sinus ou de la tangente d'un angle moindre que a" 45', on peut de préférence aux Tables trigunométriques employer les formules suivantes :
log sin
in? = log<p'-i-« — ^ c' logcos?, ^f = logi"= 4,<J8557 49,
logtangï= log?"-t- « + - cMog cosï', i = c' « = 5,3i442 5i.
lOgCOtep = — logf -I- Zi — ^ C' log COSip.
Cherchons encore l'intégrale
en supposant k = sin44''- On a dans ce cas
iogg = 8,6i368 4o 0fw) =: 1 ,08217 5o3
ioge=(f,)) = o, 06859 5.67
logA = log v'i — sin'44" sin'6o" = 9,90244 o' - \ogk'= - log CCS 44° =9 «92846 70
log 001X^9,97397 3i
L'angle zx est donc dans ce cas plus grand que 90"; on a
log6i76,946 = 3,79077 38
log 1" = 4,68557 49
^ c'logcos(>.~ 45") = 0,0001299
logtang(X — 45°) = 8,47647 86
log cosaa; =: 9,5617646
X:=::I II
En substituant cette valeur dans les termes négligés de l'équation (r3), on obtient la valeur exacte
.r = 55°4i' 24",4i, c'est-à-dire
log 200484,4 ' =5,3o2o8 06
log 1":= 4,68557 49
logcT = 9, 98765 55 log0'(w) = 0,06859 57 •
logM = o,o5625 12 «= 1,1382.8 55
676. Pour donner un exemple de la solution du problème inverse, soient
Clierclions la valeur de rampliludc détinic par l'équation
» = . , 368 407 = r ^ -=£î_^ Jo y/' — sin'38''sin'o
Nous avons (673)
« = x9'(o)) el Aamu:=JP^4^^
on en déduit
log^ = 8,47341 87
logè)'(w) = 0,0501955
logzt =: o, 13621 53
log0,(^) = 9,97983 68 log0(^) = 0,0192687
9,9605681 logv'F= 9,948066.
logx= o, 08601 98
a; = 69050' 46", 12 logArtw« = 9,90883 42
Mais
A'amii := i — /r'sin'tp.
On en déduit, d'après la valeur trouvée pour A,
/,'sin'9 = I— A',
et en posant A = sinX, Or
/r sin^» ^ cos>,.
log sinX = 9,90883 42
logcosÀ = 9,7675483 |ogA=: 9,78934 20
log sin(j>=: 9,9782063
Cp := 72°
Evaluation de l'intr ivraie I (h \J \ — Â-sin'^tp.
Nous avons trouvé (644), en posant ç = amii
Jch ^i — /i' sin»9 = 11 — /,' j sin'rtw u du 0 J o
et
Jo le 0(o) k' &{x)
m . TTM . 27rM . Zi:U
fc)(M) = 1 — 2(/cos 1- aa'cos afl'cos (-...,
^,, , TT /, .TTM o . ■ 'T^" a • 37rM
y m) = — 4^ sin Oflf' sin 1- 120'sin .
B (m) = -;-— o^cos 32ç'cos h '72ç»cos 1-.
Q"to) _ 271' ^ — 4?*+ 99°— 16^"^+. . .
, . 7r?< o , . 27;m „ . Sttm ^,, , 4?sin 8fl*sin i-120'sin
B(f<) 20 TTM , 27:m „ Sttm
I — 2 5fCOS l-2g*C0S 2^'COS
Cette dernière formule peut être remplacée par une autre plus simple. On a (639)
0(M)=::Cf I — 29 CCS -- + ^M ( I — ?' COS 1" Ç") '
„,, , / 4flsin — 4^'sin' —
* I — 2flC0S ho' I— 2 0^008' ho'
Mais on a
gsina
1 — 2 g ces a -f- q^ et l'on en déduit aisément
gsina + g'sin2a + g^sinSa +. . ,
4flsin — 4g'sin 4g'sin
En désignant cette valeur par Z, nous aurons
Xf Çt" (o)
d(f <Ji — fC sin'9 z=u — u „ + Z.
Pour s = -1 w = w et Z = o, l'intégrale devient donc
c'est-à-dire
et comme (641), (642)
Nous désignerons cette intégrale complète par Ç. •
Quant à l'intégrale 1 rfç) y'i — ^^sin^y, nous avons, en la désignant par z,
mais
et par conséquent
ou
(. T.u , . 27rM , . Stth (7sm — o'sm fl'sin ' &) ^ ù) ^ M H 1 — i — q' I — q* \ — q"
et q, w, w, Ç et 0(0) se calculeront comme il a été dit.
On demande 'C = i df\i — Psin^ip pour k = sin 19°
La formule (i6) donne, en remarquant que 0(o) = v^'Ç)(o)) [641 j,
On a d'ailleurs
logç = 7,845238251 log - = o, 1961 1 988
log0{&)) = 0,006039893 Iog0^(w)= 0,0 120'; 9'38
logw = 0,20819966 0) = 1 ,6i5io 09
log4ï'=4, 18777, 4'7'= OfOOooo 1373, log(i — 4?') = — M X 0,00000 1373 = — 0,00000 0596;
M étant le module des logarithmes vulgaires. On a donc, en désignant par p le second terme de (17),
log47t= '> 0992'' 99
log^= 7,84523 83
c'log0'(&))= 9,9818803
-c'logcosO= o,oi2i65o
log(i — 49')= — 0,00000 06
u =^ 1 ,6i5ioo9 p = 0,0867946
logÇ = 0,01821 o4
exacts au dernier chiffre.
logp— 8,9384929 /> = 0,0867946
679. Évaluer l'intégrale ^ = / d(f\/i~ k^ s\n<j)^ pour 0 — \çf cl (p — 27'
Jo
La formule (17J donne
En posant comme (673)
TUi , A am u
X =: — et col /. = w
la valeur approchée de x se déterminera au moyen de l'équation
2(/ cos2.r = iang(45"— >.), on trouve * «
en remplaçant dans l'équation (i3j x par la valeur que nous venons de trouver, on obtient
logcos2*- ^ 9,';822882 '0894891 ,96 = 4 19775.394
i logi
et x = 26''2i'3i",96 loga;= 9,66280 43
= 9489i",96 logÇ = 0,01842 104 (678,;
c'log- = 9,8o388oi
log 1:^ = 9,65089 48
Il reste à trouver la valeur de
4 (qsmix q''s\n^x q'%\n&x \
Les logarithmes des dénominateurs des fractions entre parenthèses sont négligeables à l'exception du premier qui est log(i — y") = — 0,00002 i3;
log9= 7,84523 83
log ç= = 5,69048
logsin2x = 9,9007282
log
sin4^ = 9,98405
log 9'=: 3,53571
log(/'= i,38i
logsin6^=: 9,57069
log
sin8a^^9,7io
3,io64o
. Cale. int.
La valeur de la série entre parenthèses est donc
ia8
0,005619093 logo,oo56t =7,7496663
iog4 = o ,60206 00
c' log0^(co)= 9,98792 02
logZ =8,3396465
z = 0,46946 47 valeur exacte au dernier chiffre.
680. Rectification de T ellipse. — Étant donnés les demi-axes de l'ellipse a — 4 1'". b =z 40-", déterminer la longueur du quadrant de l'ellipse et l'arc correspondant à l'amplitude (f = i5°.
Nous avons trouvé (394j que l'arc de l'ellipse est égal à a f^dfsji — k''sm''f, et comme a = 4 1 . ^ = 4o, on a
/r = sin5 = -2., 4»
donc
Iogî = 7,48947 1539
log0(w)= 1 ,00617 3075
loge.) = 0,02146526
Pour trouver la valeur de Ç = w — ^J^{i+ ^q -+- 4ry=+ 47'+ 6^* + ...),
on a
i-t-2gi-t-4î'-t-...= i ,00621 i3o log(i -+- 2ç + . . .) =0,0026891
donc
ai do\J
i — /r^sin'9 = 63'", 61968
longueur du quadrant de l'ellipse.
Pour déterminer l'arc ic, posons (673)
d'où
i/i — /f^sin'cp . . I . ///.„ 1,
i — ■■ — = J-=:colA el ros?..r= — tang 45"— /. ,
yfk- 29
log CCS 2 a? = 9,93906 o4
2^7 = 29° 38' 5?.", 58 logar ^9,41284 192
log ^ = log// =9,41818730
Enfin, pour évaluer z, nous avons (695 on trouve
ii' = 0,9,5558 16;
le calcul de la série qui représente Z donne
donc
rftpy'i — /(•■■' si n^ 9 = 0,2616467,
az = lo'", 727514,
longueur de l'arc répondant à l'amplitude i5", compris entre l'extrémité du petit axe et le point dont l'ordonnée est l\o cosiS".
681. Rectification de l'hyperbole. — Soit le demi-axe transverse « = 9™, son conjugué h = 4o'", déterminer l'arc de l'hyperbole correspondant à laniplitude
Soit c== ^là'-\- b'\ distance du centre au foyer, et k = sinô = ^ son excentricité, nous avons trouvé pour valeur de l'arc (368j
<-Vo cos'œ
dcf
cpv'' — /f'sin'9
On a identiquement en désignant Vi — ^^sin^9 par A et / ^> / (/^Aparuetz,
r? d(fi _ //'« + tangcp A —z
donc
s= h clang(p A — cz;
et comme le module et l'amj)litude sont les mêmes que dans l'exemple précédent, on a
loglangç := 9,42805 25
logM = 9,41818 73 logA = 9,9992980 loga ^9,41771 52
b' log— = 1,5913361 logc= i,6i'278 39 loge = 1 ,6127839
b'u log = 1,0095234 i,o4oi3 44 logez = I ,o3o49 91
— = io"',22i7o6 ctangip A<jj = io"',968 177 cz = 10'", 727514
et par suite
s=; io'",462 369,
longueur de l'arc de l'hyperbole.
■ 'Vr + -, = I .
Calculer la surface de l'ellipsoïde à trois axes
En désignant par S la surface totale de l'ellipsoïde, nous avons déjà trouvé (406)
s _ r' sinedi
.L (a'cos'9+b'i<in^9)'(a'
sxnede
'o (rt'cos^Q +6'.sin'9)'(a=cos'0 + e'sin»e)''' sin 0 de
'„ {a»cos'0,+ 6»sin»0)'(fl'cos»0 + cïsin'9)'
il ne s'agit plus que de ramener ces deux intégrales aux fonctions elliptiques. Soient
(a'cos'ô + 6'sln'G) = ft'( I j~^ — cos'0) = 6^(1 — sin' 4>cos=G;,
et
(a'cos'O + c''sin'ô) = cm i — cos'Ol = c'(i — sin'9 cos'O),
on aura donc
et
ces ffl ^ - 5 c'^b~^ n;
et soient
sinç cosO =:sin/, et sin^j^ cosO = /isinJi, on a
i'— sin'cpcos=0= cos^X, i— sin'^Jj cos^O=i— /i^sin=X = (A)% — sin9 sxnB dO =cosldl, ■
et
, sin'iL I — cos'di c^b^—a' sin^cp i — cos'ip b' c- — a''
b' c' — a' Les limites de X, correspondant à 6 = o, 5 = -^ sont- et ç, donc
Sicsinç ,„ r^cosld). . , f'^^^osldl
îsinç _ ., r'cosXc?>. ^ r^cosldl a}v. "~ Jo cos'XA Jo cosXA^
ou
S6çsin9^^ r?_^9__^^ /-'c??. • aa^- Jo Acos^o J„ A^'
or, en désignant / -~ par u, et / (/ip A par z, on trouve aisément
X ÂToT> = /.-(^^^"S?+/'«-^).
et
r?rf9 _ j^
'? do I / /l'sinmcosoX
donc
r-^ — = i!»'( A tanK9 -h /c 'h — z ) + c- ( 2 ^^
c'/r'sin^ cos
; 2(c^— /»') + b'/f"u + b'A tangç
Mais
«'—/)'= — ^ (C— a') = 6'/,"tang'<p,
et
6'Atang(p ^^ ^ ={lP ],'■'+ i'/r'cos'ç — cV.'cos'9) — ^ =«6//Mang9;
donc ou
et
Soit on a
--- î— = H tangcB -1- z cotcp h- -r)
S = ia''r. -+- iabT:{u langcp -i- z cotij
rt=:I, /> = 2, C=3,
cos9 = -=:-5» cos'cp = -5 lang'tp = 8, lang9 = v/8, 9 = 7o"3i'4'3",6i,
/f==f^l::i4' l('=~^ /'"=^' sin'G = ^, G = 66'' 42' 53", 77.
Nous donnons plus loin (685) le détail du calcul, déduit de l'emploi de l'éclielle des modules.
Emploi de /' échelle des modules.
683. Lorsque le module d'une intégrale elliptique diffère peu de l'unité, les séries employées dans les calculs précédents sont peu convergentes, et il est avantageux de recourir à la transformation des modules exposée au Chapitre VI.
Si l'on pose
rf do f- rfœ
Jù VI — A'sin^9 Jo yi — /i|sin'9
/r=--p-r-, tang(9, — 9)=:/f'iang9,
on aura (654)
i + A-, ' If', 2 2 v/c
En répétant un nombre quelconque de fois la même transformation, on obtient
la formule
u= ^''._ 'f'i^ . ff'--^ r- ^y
2 v'/f ' 2 y'/f', 2y'/r'„Jo v^i — /(•,' sin'cp et comme A„ tend vers zéro lorsque n augmente, on peut écrire
9,14 /It'iK-- ■ff'n
En désignant par x la valeur limite de —^1 on aura
Lors(jue ©est égal a--, x est lui-même égal à -■, et l'on a par conséquent
Considérons l'intégrale plus générale
P=: P(\ + Bsin'9) -— =£?=z- Jo Vi — /(•'sin'9
Si, après avoir posé A = sinS, nous faisons comme (654)
A, = tang'-,
tang(4' — ©) = cosô lang9,
'celte dernière équation étant équivalente à
sin(2 9 — 4'):= A-, sinvj/.
on en déduira
rfç 1-1- />■, d'^
y/i — /r'sin'9 2 y/i — /,îsin'tjJ
et
2 sin'9 = ' + /r, sin'i]> — cosv}' V^" — /iisln'4'- Par conséquent
P = — ■ / (A, -t-B| sin'Aj-- ^ ^ — smJ/,
où A, = A H ) et B, = -— • L'intégrale P est ainsi ramenée à une autre de
même forme. En désignant cette intégrale nouvelle par P,, on a
P = ^-=tl' (p. - ^ B sin ']^\ ,
et, en répétant la même transformation, on aura
P.= -^^'('P3-^B.sin|,V
P„ = '-^" (P„-., - - B,.-, sin ^n-,
On en déduit
— -F- Bsinij;(i + /i-,)+-5B, sin tj;,(i4-/c,)(i-i-/f •.)-+- ^^in4',(n-A-,)(n-/c2)(H-/.-3)-+-...
H- ^ B„_, sin 4>„_, ( 1 + /.-,)( 1 + /Cî )■•■( 1-+- /'") •
Cherchons maintenant la valeur limite de P„, lorsque n croit indéfiniment. Nous avons
Or kn tend vers zéro (653), donc B„ lui-même devient nul à la limite. Do plus
As = A,+ --B= = A+ - (B + B, 4-B,),
On en conclut
B/ A-, kjf, Ifjfjf,
par conséquent,
rP»-, P, = / A„ d'jfn = A„ 9„..,.
Le premier terme de la valeur de P devienl donc
a désignant comme précédemment la valeur de l'intégrale
Jo v^i — /i'sin'9 On peut donc écrire
P = A„ « - ^ f B sin •i^ -^-' + B, sin ^J;, ( '-~^'-') ( Mais
i-h II, 1 h
et en remplaçant B,, B^,..., B,; par leurs valeurs, on aura
p =: A„ Il .■ i y//,-, sin ^i + - \/fi\ /'> sin ij'i H — j v//<"i /""j /fa sin 4'j
Soient A == i , B = — Â-. On aura
P=/ rfoy/i — /i'sin'9,
et
par conséquent,
(20) I (/o\'i — A^sin'o = A„« 4- ' ( V''/iiSini|/ 4- - y'/r, /usind'. + >- v^A, /ij/i'sslni];;^-... )• Soient cp = -, i\i — n, ^, — an, (j^j = ^\n. On aura
Ç= / (/cp\Ai— /l'sin'ç =^ A„&), i/o
I. Crt/r
et par conséquent, représentant par Z le second terme de (20),
({qJi — Ar'sin'tp
qui est semblable à la formule (17), (677). 685. Soient 5 = 89° et 9 = 85°. On aura
log/f =9,999934 log/i' = 8,24186
logA-, = 9,98484 log//, =1:9,41444
logA-,=:9,769i6 log/i', = 9,90799
log/o = 9,02340 log/f'3 = 9,99757
log/r4 = 7,44716 log//, = o log/.i = 4,29227
1 og /f', /i^j /f's = 9 , 32000 log/f' = 8,24186
log0<(&.)= 1,07814
log0'(w)= 0,53907 log- = 0,19612
logw = 0,73519 0) = 5,4349
d<f \Jj — k' sin'9 = w ( i + - /m + 7 /<■. /c»
-/r, = 0,48285 logw = 0,73519
log A-'= 9,99987 1 A-, /f, = 0,14189 cMog2= 9,69897
g A-, A-2 /fa = 0,00749 "
-L/f,/fJf3 ^4 = 0,00001 log ^ ^=0,64681
ib 2
donc i-h - k, + y k, h -h . . . = 1 ,63224 a 4
log(i-t-^/r, + ..-j = 0,21278 "^= 1,00075
En désignant par 5), tp,, y,, O3,... les amplitudes successives, on a
donc
■3^=5i''4i',66 ifa ^
X = 5i°4i,66 = 3ioi',66 log3ioi,66=: 3,49159 logi' = 6,46373
et
Iog.r = g,g5532 log0'(w) = 0,53907
logM = 0,49^39 « = 3,12170
Enfin pour avoir la valeur de l'intégrale z = h Z, on a d'abord
logÇ = o,ooo32 5 logM = 0,49439 c* logw = 9,26481
log-^ =9,759525
Z = - (sinçiv'/fi + - sin 9j /^-i /fj + j s\n(!fi\fkJûK-\ j
sin(p,v'Â^ = ^- 0,97679 - sin 92 V*^! yTj = — o,i84o8
J SinÇay'Â'i A"j A"3=: + 0,04927 gsinip,v//f, /f, A-j/r, = + o,ooi55 donc 0,84353
log/f = 9.99993
logZ=: 9,62501
et
OU
z = 0,9965?. valeur de l'inlégrale.
686. Nous avons trouvé (682), en donnant à u et à z la signification adoptée (673) et (679), pour l'expression de la surface de l'ellipsoïde dont les axes sont i , 2 et 3, .
S = 7rv/2(<« + 8z -h v'^).
Pour trouver l'échelle des modules décroissants, on a la formule (683)
COS0, = /r, = — —Ti^ sinO, = /r, =
mais
donc
/ 5 /in
A^'=cosô= l/:r-' /r = sin(3 = i/-^,
Vsi' /r = sin(5 = ^
log/f'=:9,5969i ooi3oo8o56 log/r =; 9,9631068929 19541
log/i-'i = 9,95482 21678 27620 logA'i = 9,63688 81 171 583o3
log/f'j= 9,99941 28071 5488g log/rî=: 8,71571 9689470802
log/ir'3= 9>99999 99007 59903 logk, = 6,8299663819 786
log/f',=: 9.99999 99999 99997 log^*"» = 3 ,05787 287 18 69
logA'',= o log/rs = 5,5i368 57524 — 20
La formule qui donne les amplitudes guccessives équivaut à
tang9
lango, =(i + l(') rr^ -— ,
on a
donc
tang(p = v/8, 61 sin9=i/-
logtangtp := 0,4515449934 9^972 logsinç =9,97442 37887 76309
loglangcp, =: 0,2612963604 63i3i logsinç, = 9,9429953140 67846
Iogtang(p2= 0,288854248592412 logsln 92 = 9,98760 39997 91 io5
log langcpa = o ,23856 06769 79880 log sinç, = 9,98753 0644 •
logtang(jj, = 0,288560627359833 logsinç, =19^9375306317
log langçs = o , 28856 06278 5988 1 log sin 95 = 9 >93753 068 1 7
Ces logarithmes étant connus, on obtient d'abord la valeur de oj :
_ t: /l,'Ji'Jt\...
log- = 0,1961 1 98770 3oi53
log y/~%— = o , 1 7866 24 3 1 3 67 . 7 7
loge.) = 0,87478 2808397330 0) = 2,37018 53442 9*3 1 oG
L'angle limite x est égal à ^, (684); mais le logarithme de tangÇs est précisément la moitié du logarithme de 3; donc
tang!?s = v'3, 95 = 1920" el —^ =-- jr = Go" = - ,
par conséquent,
L'intégrale 'Ç étant égale (684) à
w I 4- - A", + / /il h-i + . . .
2 \ 2 4 on a
&) = 2,3701853442 96106 le second terme csi égal à i ,22228 68607 99651
donc S = 1 , 14794 84884 96455
Enfin, pour avoir la valeur de :; = ^Ç -H Z, on trouve
d'où z= 1,0010009187 16196
On a donc
\fô.:= 1 ,41421 35623 73og5
8^ = 8,00800 73497 ■jgSôS
et
log(v/2 4- u -f 8?)= 1 ,0414852882537393
Iog7r = 0,497 1498726 941339
log V2 = o,i5o5i 49978319906
logS = 1 ,6891501087 79863 8
8=48,88212854757065 exact à 16 chiffres.
II. — Tahle des logarithmes des fonctions elliptiques
log© ((,)).
logw.
log
lOg0(w).
lOgM.
logÇ.
o,oo85i 1104
56oi4 oq
5io4o 72
69 6oo3
5ooi3 59
239 63oi
iS3
3io3 83i'4
704 5oi3
3264 3ioi
36oo 3673
II. — Table des logarithmes des fonctions elliptiques (suite).
Iog0(a,).
logw.
logÇ.
log0((u).
logw.
logÇ.
o,o36oo 3673
391 iii5
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ioi3o 4921
9'|ii3 00
io368 39
iii55 0440
4853 ii4o
SO
OÔ236
OÔ238
5qoo3
3oi35
fi3
oqg56
i86ji
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