Traité de calcul différentiel et de calcul intégral
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CHAPITRE PREMIER
Du Calcul des Différences,
L) A N s le Trûité ^ Calcul différentiel et du Calcul imitai , nous n*avons envisagé les séries que comme un moyen de développer les fonctions algébriques ou transcendantes , de manière à faire connoître quelques-unes des propriétés de ces fonctions, que la forme sous laquelle elles se présentoîent ne rendoit pas assez évidentes, ou bien pour en obtenir , dans certains cas^ des valeurs approchées. Sous ces différens points de vue, nous avons toujours connu t'origioe des sénés dont nous avons fait usage, et nous ne nous sommes occupés de leurs propriétés que par rapport aux fonctions dont elles dérivotent ; maintenant nous allons les considérer en ellesi; mêmes et indépendamment d'aucune fonction particulière. Jppmdict, A
Calcul direct des diâiérences.
2 Ch. !• Du Calcul
Supposons qu'on ait une série de la forme
dans laquelle les chiffres inférieurs affectés aux coefficiens des puis* sances de :c , et que je nommerai indices^ font connoître le rang qu'occupe chaque terme : ce qui distingue cette série de toute autre , c'est la loi que suivent les coefficiens des diverses puissances de x; or , quelle que soit cette loi , il est évident que la valeur de chaque coefficient en particulier dépend du rang qu'il occupe dans la série , en sorte que si l'on avoit l'expression du terme général ^^x% qui répond à un indice quelconque , on en déduiroit tous les autres , en donnant à n différentes valeurs; car A^^ J,^ J^,, A^ y etc. ne sont autre chose que ce que devient Jy^ lorsqu'on y fait successivement
etc.
Faisons donc abstraction de x ^ ovi y ce , qui revient au même ^ faisons x;=:iy et considérons seulement la série des coefficiens
-^o > -^i > A^ y A-^y etc.
comme représentant la suite des divers états par lesquels passe la fonction -^^ 9 «n vertu des accroissemens que reçoit l'indice n. Soit fait A^ — ^o=-ffo
A,^A,=.B, A^^A,=^B, etc.
les quantités B^y 5, , 5. , etc. qui sont les différences qui régnent entre les termes de la suite précédente y formeront elles-mêmes une nouvelle suite dont la nature dépendra de celle de la première
Si l'on avoit y par exemple ,j^,^ = 3 + 2/2; en posant successivetAent n = o , /2=i, 72=2, «s=3> etc. on obtiendroit pour les A la suite des nombres 39597^95 etc. et les B seroient tous égaux à 2 ; en effet y la suite proposée ne seroit autre chose que la progression par différences (*). . Dans le cas oà les quantités J?o 9 ^i ^ ^^ » ^\9 ^^^* ^^ ^^^^ P^^
(*) C'est ainsi qiie }*appellera'i désormais la progression arithmétique , et je don* neraî à la progression géométrique le nom^ de progression par quotiens. Voyez la cinquième édition des EUmtns iAlgkkre de Clairaut y Tome I ^ page cUxivii , et Tome II, p. 331.
x> E s Différences. 3
toutes égales entr'elles , on en peut déduire une nouvelle suite ^ en prenant leurs différences ^ et faisant
B,-B, = C, etc.
on aura à consldérjer la série
etc;
Soit pour exemple -^^ = 5 + 3 n* ; il résultera de cette fonction
î> 8, \t; 32, etc.
pour les nombres A ;
3, 9, is, etc.
pour les nombres B ;
enfin 6, 6, 6, etc.
pour les nombres Cy qui, comme on voit, sont constans. Ces exemples suffisent pour montrer comnjpnt'on a pu remarquer les différens ordres de séries , en comparant entr'eux les termes successifs d'une même série.
'Lts quantités B^^B^fB^...^ se nomment le^ diffcnnccs premières , ou simplement les différences des quantités -^o > ^i f -^, , etc.
Les quantités C^ , C, , C,, etc. qui sont les différences premières de B^ , ou les différences des différences de J^^ A^y A^^ A^^ etc. se nomment les différences, secondes de celles-ci*
Il y a entre les quantités A , B ^ C^ etc. des relations qu'il est important de connoitre , et au moyen desquelles on détermine les unçs par les autres ; ce sont C€S relations qui constituent le d^lcul direçg des différences, \
86o. Soit Ut y u^y 2^j. • • ^9 une suite de quantités qu'on suppose être des valeurs consécutives que reçoit la fonction u^ $oit en vertu des variations qu'elle éprouve par çlle-même , soit par l'effet de celles qui arrivent à des quantités dont elle dépend } nous ferons
= Atf.
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en nous servant de la caractéristique a , pour désigner la différence qui existe entre les deux états consécutifs d'une même quantité. Lorsque cette quantité varie par des degrés égaux, les différences A ^ ^ àu,^ ^u^y etc. sont toutes égales ; mais si le contraire a lieu , on fera par analogie
A«, — -Atf =A,Azr =A*tf A «4 — A//, =sA.Ai;r, =A*^,
A «^— A U^^, = A . A U^^, = AX
etc.
AX — A*« =A.A*X< =A^tf AX— A*^, = A . AX = A^*/,
AX— AX-.= A. AX-.= aX-i
etc.
Cela posé, on aura, en vertu des équations (i) , (i) , (3) ,
tt, =tt -4- Aï/ I
A»^ =AI^ +AV AJZ. =A«j + AX
A'tf +ù:U
a«^„-.=a«^. + aX~.
AX-a = AX-î + AX-î^
Par le moyen de ces valeurs , on peut arriver à des expressions de ^, , u^^ u^....Uj^^ qui ne dépendent que de la quantité pri* mordiale «, et de ses différences successives au^ a^u^ A^^,etc. en faisant les substitutions nécessaires on obtiendra
U^z=ti + AU
J/^=l/ + XAU + A^U
d'où on conclura par analogie
«fctS « + - A « +
•A'i:^+ etc.
puisque les coefEciens numériques des expressions précédentes sont les mêmes que ceux des puissances du binôme : la démonstration suivante justifiera pleinement cette conclusion,
VEsDlFFÉREÎ^CÈS. S \
n t%t évident que Texpression de u^ ne peut être que de la forme
u^T= u '^>:A'àu + A''â^''u +A'''^^^ + etc.
dans laquelle^', A\ A'\ etc. désignent des c.oefficiens numériques, îndépcndans de u et de ses différences , et il doit y avoir entre i/„^j ^ et u^ les mêmes relations qu'entre z^^ et 2^ ; car dans le second cas , le nombre des termes est le même que dans le premier 5 et tout le changement dans Thypothèse se réduit à partir d'un terme plus avancé : on aura donc
u^,:=^ u^ + A'l u^ + A't^u, + A'^L^u^ + etc. Si l'on met , au lieu de a«, , a"/;^, , ù^u^ , etc. leurs valeurs en «r, Lu^ A^^, etc. il viendra a„^,= w + ( I +^') A« + (^'+^'') A»« + (^''+^'') a'/^ + etc. mais en représentant par
I '+ 5'a: + ïï'x"^ + 5'' V + etc.
le développement de ( i + a:)", on trouvera
on volt ici que àaxi^ le passage de l'exposant n à l'exposant /2+I 9
les cbefficiens du développement du binôme éprouvent les mêmes
changemens que ceux de l'expression de u^\ et comme les uns et les
autres prennent les mêmes accroissemens , il s'ensuit que dès qu'ils ont
été identiques dans un cas , ils doivent Têtre toujours : nous pourrons
donc écrire
n nfn— i) , n(n — 1)(«— 1)
j^ = « + - A z^ -I ^^ — ùJ'u -I i — L A^«+ etc.
On peut également exprimer la différence d'un ordre quelconque , A^tf , par le moyen des valeurs consécutives « , «, , u^.. • «etc. on tire d'abord des équations (i) , (2) , (3) ,
A*//=/^. — XU^'\' u
et l'analogie indique l'expression générale
A"«=«^_ - r/^., + \—^Un - '\ ^n -î + etc.
6 Cu. LDi/ Calcul
qui se vérifie comme la précédente. En effet ^ en posant
^ A««=«„ + J'u^, + ^X-^ + -^X -î + etc.
on doit avoir
mais en substituant pour a"«j sa valeur a'/^+a""^'*^ , et mettant à la place de A"a son développement , il viendra rA"-^'^=^,^, + (^'-i)«. + K-^0«»-t + {^"-Ay,^, + etc. Or le développement de ( a? — i )'* étant représenté par
x" +. j5 V- ' + if V— -j- 5'' V-3 + etç, on aura
et Ton conclura comme ci- dessus que les coefficxens du développe-» ment de ùJ'u ^ recevant les mêmes accroissemens que ceux du déve-* loppement de {x — 1)% et commençant par avoir les mêmes valeurs, doivent demeurer identiques avec ces derniers, 11 suit de ce qui précède que l'on peut écrire les équations
pourvu que Ton se rappelle de changer dans le développement de la première, les exposans des puissances de Aa;^ en exposans de la caractéristique a ^ et que dans celui de la seconde ^ on transforme les exposans de û en indices.
86 1. Lorsqu'une fonction est donnée, rien n'est plus facile que d'en obtenir les différences successives ; nous prendrons d'abord pour exemple la fonction x"^. Faisons u = x'^y et supposons que x augmente de la quantité 4 y nous aurons 2/,z=(^'f A)", et par conséquent
Pour passer aux différences ultérieures L^u , h^u , etc. il faut faire variet x de nouveau , ce qui présente deux hypothèses , l'une consiste à supposer que la quatntité x prenne toujours des accroissemens égaux , et l'autre que ces accroissemens soient eux-inêmes variables ; nous nous occuperons d'abord de la première. En substituant x-^-fi au lieu de x dans a 21 , on aura »
1.2 n est visible que si l'on développe l'expression de az^, , et que Ton en
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retranche celle de lu , le résultat ordonné par rapport aux puissances de h sera de la forme
A*z^ = m ( /w — I ) at'^-'A* + M^x^'^h^ + M^x'^-^h^ + etc. -^î % M/^y ^tc* désignant des coefficiens dépendans de Texposant m.
Par une nouvelle substitution de at+A dans cette dernière équation , on parviendroit à A'/^, , et , en observant que a'«=a*z^^ — a*// , on obtiendroit
La loi des premiers termes de chacun de ces développemens est évidente y et Ton voit que 1 expression de a"^ doit commencer par
/»(/» — i) (/«— !)•••( m — /z + I )a:"*~"A''; mais pour parvenir au terme général de cette expression , il sera plus commode de former immédiatement ù^u , par le moyen des valeurs de z^, 5 u^^ u^^ etc. sans passer par celles de au , a^^ ^ A^u ^ etc. Il es| évident que dans Thypothèse présente les valeurs
repondent à'
et que l'on a par conséquent
u,±i(x + h)\ u^—{x+ih)^,....u^=(x + nk)"'; on tirera de là
A''u = [x + nhY-^^lx+{n^iyhY+^^'''^'^\x + (n—i)h']^
Si Ton désigne par z l'exposant de h dans le terme général du développement de l'équation ci-dessus , l'expression de ce terme sera
maïs comme nous avons observé que le développement de a"// ne pouvoit contenir des puissances de h dont l'exposant fût moindre que n , il s*ensuit que la fonction
n' (n— iV+ ~îi L(;i— iV-^etc.
tst nulle tant que i < n , ce qu'il est aisé de vérifier : d'un autre côté le coefficient rn{m-^^){m-^)...,..{„.-i+^)
s'évanouissant lorsque i = m + t, il en résulte que la plus haute * puissance de h , dans le développement de a"«, ne peut être que A" et que par conséquent A"« se réduit à son premier terme
dans le cas oh Ton a m =5=72. Il est évident qu'alors Içs différences ultérieures ù"+'tf,^"-*-*/i, etc. sont nulles.
Il est facile de conclure de-là que toute fonction rationnelle et entière de :r a toujours de^ différences constantes , savoir : celles dont l'ordre est marqué par l'exposant de la plus haute puissance de x , qui soit dans la fonction proposée. En effet , cette fonction étant de la forme ^x*+ Bx^+ Cxy+etc. on aura nécessairement ^X^x^ + Bx^+Cxy+Qtc.)z=jA\x''+BA\x^+CA\xy+et<.{'^); et si st désigne le plus haut exposant de;t:, il viendra pour le cas où «=«, A**^*=i.i..,..rtA% ^et^jj.c_Q^ A*.:t>=o, etc.
en sorte que A*(^**i- Bx^-f Cxy+ etc. ) = 1.^.3 <tAk\
Il n'est pas nécessaire d'avertir que chaque fois qu'on prend la différence; de deux fonctions , cette opération peut faire disparoître une constante ; car les calculs précédens ne différent de ceux du n". 10 , qu'en ce que nous avons considéré en même tems tous les termes du développement de la différence , au lieu de nous borner au premier , comme pour le Calcul différentiel. . .
Au moyen de ce qui précède on développeroit sans difficulté les différences d'une fonction composée de puissances quelconques de x. Avant de pousser plus loin , il convient de montrer comment les mêmes développemens , et en général ceux, dçs différences des fonctions quelconques , peuvent s'ol?tenir par le moyen du Calcul différentiel.
861. Le Calcul différentiel et celui des différences, quoiqu'étant bien distincts , comme on le verra dans la suite , ont néanmoins de grands rapports èntr'eux et peuvent s'appliquer l'un à l'autre»
(*) Il ne faut pas confondre A".:c* avec A'^x*', car la première de ces expressions est la différence de l'ordre /i de la fonction sç"", tandis que A^x'==;(A";c)'.
Lorsquçr
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Lorsque Ton considère le premier sous lé point de vue oii Va présenté Léibnitz , ou par la théorie des limites , il devient un cas particulier du second , ainsi que nous Tavons montré dans les n"* 9z et 285. Nous ne répéterons pas ici ce qui a été dit dans ces articles, mais nous déduirons la série de Taylor de l'équation
«^^= u + -ù^u H — ^^ 1 A*// ^ — !^ — -^ t^u + etc,
En lui donnant la forme u^=u+— —+—5^ L +_!i LS L- _- + etc.
et supposant que a soit l'accroissement que reçoit x lorsque la fonction u devient « + Aw, la valeur u^ sera celle que prend u , quand x se change en jc + n*. Faisant ensuite ndL=hy et regardant l'accroissement a comme évanouissant ou infiniment petit , il faudra considérer le nombre n comme infiniment grand ; en vertu de cette supposition les quantités n^^ (n — !)<»> (n — 2)ct.... etc. deviendront toutes égales entr'elles, tandis que les quantités
"— y —7- , — J- % etc. coïncideront avec les coefficiens différentiels
du d^u d^u
di' V^' z?* ^^^*
on aura donc
du , d^u A* dPu A»
dx dx* 1.2 dx^ 1.2.3
pour le développement-<le la fonction u , quand x est devenu x + k. C'est à peu près ainsi que Taylor e^t parvenu au théorème qui portç son nom. On peut substituer sans peine la considération des limites aux raisonnemens ci-dessus , en observant que
et que par conséquent leurs limites , relativement à l'accroissement de ^E , sont /z**»*, /2^a% etc. ou A% A% etc.
Lorsqu'une fois on est parvenu au théorème de Taylor i la théorie analytique du Calcul différentiel n'offre plus aucune difficulté;.
^ppcnd'w, B
lo Ch. I. Du Calcul
ainsi ce qui précède suffit pour montrer comment il résulte ^ du Calcul des différences (*).
(*) Cette manière de le présenter peut avoir ses avantages , mais elle est moins simple et moins él^ante-que celle dont nons avons (ait usage dam les n^*. 4-^10 , et que Ton peut abréger encore en employant la théorie des limites ; au reste , j*ai lieu de croire que tout bon esprit , qui aura rapproché les divers points de vue sous lesquels ce calcul est traité dans le premier volume , reconnoltra que pour le fond ce sont les mêmes idées , et qu'en leur donnant les' développemens nécessaires on parvient toujours à des conséquences également évidentes. Je ferai principalement remarquer que de quelque source que Ton tire le Calcul différentiel , la notation : ne doit pas changer et qu'elle réunit tous les avantages que l'on peut désirer dans les signes algébriques. Je ne crois pas que ceux qui auront bien saisi l'origine dé cette notation dans le n^. 9 , puissent révoquer en doute son anal^e avec les principes de Lagrange ; elle est même plus propre que toute autre à en rappeler le souvenir. Quelles que soient les notions préliminaires, le coefficient différcntUl^ ou la fonction prime (d'après l4igrange ) , sera toujours la fonction qui multiplie la première puissance de l'ac* croissement dans le développement de la différence de la fonction primitive ; en prenant le premier terme seul on aura une différence tronquée ou une différentielle , et
cela , sans rien prononcer sur sa grandtur absolue , sans rapptUr tn aucune manière Vidie
d*infiniment petit. Le changement de métaphysique ne sanroitdonc conduire à un changement de notation , si , comme il est aisé de s'en convaincre , la notation ai^ cîenne a des avantages marqués sur celles qu'on voudroit kit substituer. Il faut d'abord observer qu'elle doit être débarrassée des parenthèses qu'Euler employoit.
En effet, -7^ et -r^ sont aussi clairs que ( -7^ ) • (-^) ; car le sens de la dx dy \dxj \dy/
question indique toujours si les variables x et y sont indépendantes ou non , et em-
pêche qu'on ne confonde l'expression -^ avec — ^- — , qui ne signifie
dx . dx
tjuelque chose qu'autant qu'on regarde ( au moins implicitement ) y comme
une fonction de x. Legendre , dans ses écrits , avoit déjà supprimé les paren*
thèses ; en l'imitant sur ce point, j'ai cru devoir les consacrer au cas qui se
présente le plus rarement , et écrire --j^ , pour indiquer que dans { , y varie en
dx
même tems que » dont il est supposé dépendre ( n®* 70}. Fontaine, qui le
premier fit usage de la notation reçue pour exprimer les coefficiens différentiels ,
proposa de désigner par — tf*fc le rapport de <^x à la différentielle complète de /u,
dx
afin de le distinguer du coefficient de dx dans cette différentielle , ce qui est aussi fort simple ( voyt\ la table des Mémoires de Fontaine }.
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863. A Taide du théorème de Taylor, le développement des différences d'un ordre quelconque pour une fonction quelconque
'^•^^^'^^^mm
Les notations employées dans la ThiorU des Fonctions ne me paraissent pas oftir les mêmes arantages. Les accens ae peuvent guères servir seuls, que lorsque considère des fonctions dont le nombre des variables ne s'élève pas au-delà de deux , en affectant les accens supérieurs aux variations de Tune eit les accens inférieurs à celles de Tautre. Pour aller au-delà, Tillustre auteur de cet ouvrage écrit entre parenthèses la quantité ou les quantités qu'il regarde comme variables f et désigne par
i"{x), P(y), f"(î), nx,y), P(*,t). f"(y.î) les coefficiens différentiels du premier et du second, ordre pour la fonction i{x,y^[) ( Théorie des bnctio|ft, page 19» ). Il a modifié depuis sa notarion dans le Traité qu'il vient de publier sur la résolution des équations numériques ^ oii il représente les mêmes coeiEciens comme il suit ,
Cy) ' («y)
Z étant la fonction primitive proposée.
En partageant avec toutt r£urope le respect attaché au nom et aux travaux de Lagrange » j'oieraL néanmoias n'Âtre pas de l'av» de cet homme si justement célèbre » sur les motiis qui paroissent le porter à introduire cette aouvelle manière d'écrire les résultats du Calcul diffireatiel; car je crois avoir prouvé dans ce qui précède que l'ancienne n'a point on elle-m|me l'inconvénient de rappeler conàntulUmtnt tidit fausse da infimmem petas^ et je demandera si la multitude de parenthèses très«« resserrées » qui résulterpit des signes qu'il propose , ne rendroît pas les formules aussi longues et aassi chargées , que l'emploi dé la caractéristique d. J'avouerai même que sa seconde notation ne comportant point de dénominateurs qui , dans l'impression , exigent une double ligne, me paroît préférable à sa dernière , semblable au fond à celles d'Euler et de Waring, dont elle ne diffère que par les accens qui tiennent 1% place des d^ dont le premier se servoit avec tous les Géomètres sortis de l'école de LéibnitZy et des poilus dont le second a fait usage , ainsi que tous les Géomètres Anglois* Voici un exemple de chacune de ces notations :
\dxHyf
C'est, je pense , un principe avoué de tout le monde ^ qu'il ne faut changer lea signes reçus que lorsqu'ils sont en contradiction manifeste avec les idées qu'ils doivent réprésenter , ou lorsqu'on peut les abréger', ou enfin lorsqu'en les modifiant on les rend propres à développer de nouveaux rapports qu'on n*auroit pas apperçus
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s'obtient sans difficulté : on a premièrement
du h d^u A* d^u h^
dx I dx^ i.i dx^ I.1.3
et comme aj/, est ce que devient ax^ , lorsque x se change en .r+ A,
il s'ensuit
dLu h d^'^u A» ^f'Att A' Az^,=A«+— — ^+--7-r + -7-^ + etc.
dx I dx^ 1.2 rf:*:^ 1.1.3
d'où ^
. dàu h d^ù^u h^ J^Lu h? • ^«= -j +-7-: +-7-3 7 + etc.
dx I dx^ .1.2 ^JC^ 1.2.3
on trouvera de même
db.^u A d^ù.^u A»
A-'^^s _ + + etc.
dx I tfjf* 1.2
, dù^u h
A^u=: — 1- etc.
dx
etc.
sans cela. Les signes du Gilcul diflFérenHel ne sont dans ancun de ces cas : tout ce dont Lagrange a enrichi l'Analyse , dans sa Théorie des Fonctions et dans son traité De la Résolution des Equations numériques , peut être exprimé avec autant de simplicité que d'élégance par les caractères usités « Les deux premiers volumes de l'ouvrage que j'offre au public , en fournirolent la preuve s'il étoit nécessaire » et on la trouvera encore dans ce dernier , pour lequel j'ai profité avec empressement de plusieurs remarques importantes insérées dans les excellens écrits que je viens de citer. Il y a plus , f ai la persuasion que le Calcul des fonctions ne, sauroit atteindre à rien que le grand Géomètre , qui en est l'inventeur , ne puisse déduire du Gilcul différentiel , et j'ajouterai , en invoquant ici le témoignage de tous ceux qui , connoissant ce dernier Calcul , ont lu la Théorie des Foncdons , qu'ils n'ont pu s'empêcher de traduire ( au moins mentalement ) , dans les signes généralement adoptés, les résultats qu'il contient » pour s'en .faire une idée vraiment nette. On ne saurcnt d'ailleurs contester que le passage de l'Algèbre au Calcul différentiel , ce dernier étant présenté , comme l'a fait Lagrange dans les Mémoires de l'Académie de Berlin , pour l'année 1772, ou, comme je l'ai h\t d'après lui , ne soit aussi simple que le passage de l'Algèbre au Calcul des fonctions. Enfin , je crois qu'avant d'adopter de nouveaux signes , il faut penser à l'embarras qu'éprouve roient ceux qui étudient les mathématiques, d'avoir à rapprocher' sans cesse des formules et des opérations analogues rendues par des caractères différens ; et c'est la crainte de voir ouvrir cette nouvelle source de difficultés , qui m'a engagé à entrer dans des détails dont la longueur sera justifiée par l'influence que ne peut manquer d'exercer l'homme célèbre qui projette une révolution à cet égard.
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En effectuant les développemens successifs indiqués ci*dessus/ il
viendra ,
d^u A» - iPu h^ Su h^
A*u=z j 1 u etc.
dx* 1 dx^ 2 dx^ z,3
d'u h' d^u k^ + -7-3 +-T-7 + etc.
dx^ X dx^ i^z
+ ^7-1 + etc.
dx^ 2.3
Il scroît facile de trouver la loi que suivent les termes de cette expression , niais nous y parviendrons d'une manière plus générale , au moyen de l'analogie qui existe entre la différentiation des quantités et leur élévation aux puissances, analogie dont nous avons déjà fait ren^arquer quelques traits dans les n""'. 3l*39.
On a vu ( Int. n**. 25 ) que
e*= 1 ^ \ + + etc.
et il suit de cette formule que
du .
li -duK du'' A* du^ A'
dx I dx^ I . dx^ 1.2.3
7x ^duh dt^ A* du*^ A*
dx i dx* 1.2 dx^ 2.3
Si maintenant on transporte les exposans des puissances de du
à la caractéristique d^ le second membre de l'équation précédente
deviendra
du h d^u A* d^u A'
dx I dx* 1.2 dx^ 1.2.3
et sera la même chose que àu\ on aura donc
du
pourvu que dans le développement du second membre on transporte à la caractéristique d les exposans des puissances de du.
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D'après ce résukat Lagrange a remarqué le premier qu'on avbît
du ,
en général a"i< = \ « ^ — i / ,
en observant toujours de transporter à la caractéristique d les exposans des puissances dedu} et voici comment Laplace a démontré cette proposition.
II est évident par ce qui a été dit dans les n""* 860 et 863 ^ que , quelle que soit l'expression de A"i/, on doit avoir
d^u d*^*u z^"*"*tt
^> A^', etc. désignant des coefficiens qui ne dépendent que de n. Cette équation devant subsister pour toutes les formes que peut prendre la fonction u ^ conviendra néc^sairement au cas oîi i£=e' ; mais alors
du d^u (Pu
Substituant cette valeur d^ ûJ'u , dans le premier membre de l'équation
du d*u posée plus haut , et celles de -r- , -t— , etc. dans le second^ il viendra
dx d X
(«*— 1 )•= ii»+^Â"t' + ^A*+*+ etc.
d'oh il suit que les coeffi(!iens A\ A"^ etc. doivent être les mêmi^s que ceux du développement de (^— i )*, puisque l'accroissement A doit demeurer indéterminé ; il ne peut d'ailleurs exister aucune difficulté à regard des coefHciens différentiels de « ^ qui se déduisent tous des puissances de du par le changement indiqué dans . les exposans.
865. La même felation entre les puissances et les différences s^ retrouve dans les fonctions d'un nombre quelconque de variables , et pour la mettre hors de doute ^ il suffira de considérer le cas où u dépendroit en même tems de çc et de y. Si l'on conçoit que ces deux variables deviennent respectivement ^4-* ^^,y + *> 1^ fonç* tion u se changera en
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î ( du , ^^ A
dx*' dxd^y dy
+ etc.
et si (deirette formule ontetranche 22 , le reste sera le développement, de la différence de n^ou de â0^ et se formera de celui de Tèx-
dx dy
pression t — • i ,
en observant de transporter à la caractéristique dy les exposans de duj
cest^à-dire, de changer le produit -r— -7— en - — ; — \ Avec cette
dx^ dy'* dx^dy'* ^
attention^ on aura non*seulement
du , du ^
dx dy Au^=^c -^ — il ^
mais encore *
du du m,
En effet , on verra par les développemens successifs que produbent les substitutions réitérées àtx-^hfXy + k^ dans ceux de Ai/ ^ ak, ^ A*a , A*«, , etc. que
+ etc.
et si Ton prend tt=e*+>, on trouvera
du du d^u d^u ^^ .^ ^,4^
dx dy dx^ dxdy dy^ ""
valeurs qui changeront l'expression générale de a"// en
+ Bhr-^' + B'h!' k + i?''A"-' A* + ÏÏ"h^''.^h^ + etc.
les accroîssemens A et k devant rester indéterminés ^ il en résulte que
les coefEciens numériques A\ A'\ • . ,» B ^ B\...^ etc. du second
membre seront identiques avec ceux du développement du premier.
Il doit être évident , sans qu'il soit besoin d'entrer dans de nouveaux
détails , que si u dépend de x ^ y y ^ ^ etc. et que h, k^ l , etc.
soient les açcroissemens respectifs de ces variables ^
du , du ^ du
A + — Â:+ — /+etc; , dx dy di
du^ du^ du'
en observant toutefois de changer ; ; — • • . • X hf'k^F
^ dx^ dy"* d^
^" U r' — ^ h^k^r. . . ; car en opérant comme cUdessus , on
ramèneroit là détermination des coefHciens numériques à celle du développement de ( «H-H^Htc. — | y^
866. Pour développer la quantité («^M+^+etc — ri)»^ il suffit d'obtenir les coefficiens numériques des puissances de a dans le développement de ( e* — I )•, parce que ces puissances seront des Polynômes dont on connoît le terme général ( Iru. n"". 19 ). Or on a
et comme par le n*.z5 de l'Introduction ,
ndL n'a!" n^d?
««•» = I + -z + + "^ ' + etc,
e<--)=i+i ^+^^ ^ +-^- ^ — + etc.
^*(«-»)=i +i L. + i 1 JL,1 1 — 4. ctc,
I i.z 1.2.3 etc.
le coefficient dé «^ sera
X- ^{^ — ï)r n; nln^^ï)(n — z
_JL_ (tf-. -(«-!)'+ -i—J(n^z)»~-^ ^^ ^(»~3y+ etc. }. I.Z...I ï ♦•^ *«z,3
cettç
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cette série s'arrête d'elle-même , mais il faut observer qu'^elte ne com*mence, ainsi que celle du n% 861 , que lorsque i^=n.
Si on développe ( e* — i y, d'après le procédé du n*. 98, en faisant
(e*— !)"===('*+— +-.îLi^+etc.V=*" + ^''*""*""+^'^^^^^
et prenant ensuite les différentielles logarithmiques , on trouvera
etc.
à Taide de ces équations on déduira successivement les uns des autres ^ Ifes coefficiens A', A" y A'\ etc.
du du
• dx dx
L'équation a « = « — i donne e = i + A 1/ , et si
on prend les logarithmes de part et d'autre , il viendra
du
équation qui sera vraie, si dans le développement de l(i+Ai;^)y
on transporte à la caractéristique A les exposans des puissances
de Ù.U ; on aura par ce moyen
du
_ A = A tt— ^ A*« + f a'« — ^ A^tf + etc. ( Int. n\ x6 ).
dx
Au lieu de nous arrêter à démontrer ce cas particulier , nous prou^
verons. qu'en général
en changeant a »' , a »' ^ etc. en ù^u , A^u f etc. Il est visible que la question revient à déterminer les ^ coefEciens différentiels
du d^u
•*-; — 9 -7—- ,. . .etCp en fonction des différences successives de u
dx do^
Appendice^ Ç
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et que pour cela on a des équations de la forme
dru d^'^'u dT'^^u ^
—-3- A'-^^- etc.
etc.
dans lesquelles les coefKciens difFérentiels ne montent qu'au premier
degré ; on peut donc faire
dl'u
-— A«= A"« + jB'a"+'« + iS''A"-*"*i« + iB'"A"+3|^ + etc.
On obtiendroit facilement la valeur des coefEciens inconnus -B', B'\ B"\ etc. par rélimination successive de
-^^ A"-^» -— rr A«-^% etc.
mais puisque Téquation hypothétique doit avoir lieu quel que soit « , elle subsistera encore lorsqu'on y fera u = «% ce qui donnera
^ = e' et A»« = e'(e*— iV,
quelque valeur qu'ait le nombre çntieri^ et on trouvera par conséquent
A«= ( e*— I )"+ iî'( e*— I )"■*■"+ 5''( ^— I )"+•+ etc. Pour mettre en évidence l'identité des deux membres de cette équation^ il suffit d'observer que A"r= { l(i + e* — i) } " , parce que le développement de 1( 1 4- 1^ — I ), ordonné suivant les puissances de t^ — i , et qui est
e*-. I— ^(«*— I )^+ t(«*— I ) — i (e*— I )H etc. étant élevé à la puissance n , deviendra comparable à la série
( e*— I y Ji^B\ e*~ I )""^; + B\ e*— i )"+* + etc. dont les coeificiens numériques B\ W\ etc. seront par conséquent
déterminés; et si l'on écrit ax^, à la place de J" — 1 > et -- — A" à celle
dx"^
de K" y on aura l'équation — -;A"={l(i+A«)}%po$éeprécédemment.
En faisant pour abréger e* — i = (* , et développant (rt — 3-(i*+ jflt^ — ï*^+ etc.)% suivant les puissances de * , par la méthode du n*. 98 , on obtiendra les valeurs de B'^ 5% etc.
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L'équation -r-;A'= {l(r + Aa)}" peut être écrite ainsi
du
(iO = <•(■+"'>
en observant d'appliquer, après le développement , Texposant de du à la caractéristique d , et sous cette forme elle s'étend à un nombre quelconque de variables , en sorte que
{du ^ du , du ^ ^ * r w* . N > »
Cette dernière équation se déduit , comme celle du n"*. précédent ; des expressions de a"«, a"^'«, etc. en observant que le développe^ ment de ùfu peut être mis sous cette forme
{du , du , du , 1^
, ^,{du ^ du^ du, l*+l
^tfjc dy d[ }
■+etc.
quel que soit le nombre entier i , pqjurru qu'on change
(Pu tfu d'à </'*^^+'. . . . «
> An ^
869. Si l'on désigne par ^^ , à^^^u ^ à?ju , etc. les différences qui résultent des valeurs que reçoit la fonction u , lorsqu'on n'y fait varier que X 9 par a^ , a*^ 9 ^^ ^ 9 ^tc. les difieiences relatives à la va-* riable y seulement , on aura
Si l'on fait n =: i , il viendra
^^ f 1 / V au ^ ^ ,
d'oh ^ * = 1 + Atf^- e •'^ ;= X + a^m;
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dx dy
et comme £^u-=zc ^ — i^onen conclura d'abord
A » = (*i + àji ) ( I + ^yU ) — I : puis suivant le fil de l'analogie qui règne entre les difFérences et les puissances 9 on obtiendra
A-«={ (i + A^)(i + A^«)— I }% en observant de changer dans le développement du second membre
les termes de la forme {^ji)\i^yuy en a «(*)•
Cette dernière équation se démontre à peu près de même que celle du n% 867. Puisqu'on a
dPu d^'u df^'^u
et qu'en faisant , pour abréger , èJ'ji = «' , il vient
il est évident que
A « = •— -— A'*' + C* , ^ .. A'^'A'+ etc.
+ ^'/T37ZîïtA^*^"+«c.
+ etc.
En prenant successivement pour p et pour ^ tous les nombres entiers possibles en y comprenant o , on formeroit des équations en nombre suffisant pour déterminer les coefficiens différentiels par le moyen des différences partielles , et dans lesquelles ces coefficiens ne passeroient pas le premier degré. Sans qu'il soit nécessaire d'effectuer l'élimi« nation , on peut donc affirmer que la valeur de chacun d'eux ne contient que les preniières puissances des différences partielles dtu^ et que par conséquentes développement général de a"^ , ^ui est de la forme
(») On reconnoit sans peme que A u n'est que rabbré7Îatîon dç ^jf(^ A^^« ), et que l'on doit avoir Ai'«(A7^»)=:^?,(A'',2/), ou A «=A u.
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'^ A* j^D' h^-'k + !>'-, — _— A'*-it»+ etc.
+ etc.
deviendra nécessairement de celle-^cî
t^u =: jB ù\ tf + £' A ^""'^^w + £'' A "'"'* « + etc.
+ -E A w + Fa tt + JE'> u + etc.
"fetc.
Les coefficiens E ^E' E^^ J?'^ , • . . • etc. étant îndépendàns de ^ ;
doivent demeurer les mêmes^ quelle que soit cette fonction ; mais dans le cas oîi u = e*^, on trouve
A»^ == e^( e*+*— I )% A^^« = e'^C «*— l )'^( e*— I )% ce qui donne
(e^*_j)«=£ (e*— i)* +£' (e*— i)''-'(e^— 1) + £'' (e*— i )"-*(<•*— 1)»+ etc. + £'^(e>*_i)«-^«+F^(,*— 1)« (,*_t)+i?^;(e*— i)«-'(e*— !)•+ etc.
+ etc.
équation qui ne sauroit être identique à moins que le premier membre ne puisse se développer comme le second ^ suivant les puissances de ( <* — i ) et de ( e*-^ i ) ; or c'est ce qui a lieu , car il est visible que
c^est donc dans le développement du deuxième membre de cette dernière équation qu'on trouvera les coefficiens clierchés ; et si Ton y substitue A"a, a^^ , a^z^, au lieu de (e^+*— 1)% («*'— i), («* — 1)1 on retombera sur l'équation
A«i^ := { ( I + A,«) ( I + b.yU) — I y. Kous ne pousserons pas plus loin ces calculs ^ d'après lesquels on voit évidemment que 9 quel que soit le nombre de variables compris dans la fonction u y
A"«={ (l + A,î^)(l + Aj,«) (l + A^ï^)...,— .1 }*.
Le développement de cette formule n'offre aucune difficulté. On connoît la forme générale du produit ( i -^x) ( i +>') ( i + î)* • • ;
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en se bornant à trois lettres , par exemple , on a
d'où retranchant runité et élevant le reste ,
^ + ^ + { + ^J^ + ^ î + j' { + ^ J' î , à la puissance n^ on formera l'expression de ù!'Uy en changeant les
termes de la forme Jt^Y en a u.
870. Nous avons supposé dans tout ce qui précède que chacune des variables indépendantes Xy y ^ :(^j etc. ne recevoit que des accroissemens égaux ; mais pour donner aux résultats du Calcul des différences toute la généralité dont ils sont susceptibles ^ il faut concevoir que ces variables éprouvent des changemens successifs quelconques et indépendans les uns des autres. Pour mettre de la symétrie dans les expressions analytiques, nous représenterons les accroîssemens des variables indépendantes comme ceux de la fonction proposée. Dans le cas oîi u ne contiendra que la variable x , nous établirons que les valeurs
«^i» «ai «^o «»>
correspondent \ ces quantités:
qui désignent les divers états par lesquels passe x^ tt nous ferons x^ — ;r=s:Ax, x^ — x^z=iàx^y x^ — ^. =Ajr.,etc.
Aa:,— Ax = A*x , Aat.— Ax,=s A*a:„ etc.
-A'jTj-— A^X = A^JT , etc.
etc.
nous aurons par conséquent
x,^=zx+ùx f x^:=x + ^/^x + A^x , Xj=Jc4-3ÀA:+3A*jc+A'jr, etc.
et pour déterminer les expressions de ùi^u^^ u^'y etc. il £piudra chercher ce que devient la fonction proposée u , lorsqu'on y met successivement x^j x^y x^j etc. au lieu de ;i: , en sorte que si Ton écrit u:^{(x)y il viendra
j/^=f(jrj=f [jt:+-AAr+-^i -^A*;^+ -^ ^-^ ^a'x+ etc.].
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Si Ton substitue à u^ la série du n\ 860 , on obtiendra Téquation n n(n — i) ^ nin-^iMn — 1) , .
= f[:t: + -.AA;+-i ^A^a: + -^ i^^ iù?x + etC.l,
qui doit se vérifier indépendamment d'aucune valeur particulière derr.
^Si donc les deux membres étoient développés suivant les puissances
de /z ^ on pourroit égaler entr'eux les coefficiens d'une même puis«*
sance » et les équations qu'on obtiendroit par ce moyen serviroient
à déterminer les différences de la fonction u par celles de la variable x.
Ce procédé est analogue à celui du n% 34^ et s étend de même aux
fonctions d'un nombre quelconque de variables; dans le cas o\x
Ton auroit u=ii(^x^ y , [) , il viendroît
n n(n — i) n(/2— i)(/z — i) , . ^ u+ ^Au + -— ^ ^•u + -^^ — A^tt + etc. =
(Tx + -AJC+ ~^^ i-A»^: + -^ ^ ^ A^jc + etc. ,
n n(n — i) . n(n — i){n — 2) , y + -AjK + — -^y + -^ — 'A^ + etc.,
Î + -AÎ+ -.i^ ^A*t+ -^^ ^-^ ^A^î+etc.].
En comparant les termes affectés d'une même puissance de n dans le
développement de cette équation, on s'en procurera un nombre
suffisant de nouvelles pour déterminer az^, a*//, a^;*, etc.
87 1 . Les calculs qu'entraîne cette méthode peuvent la rendre encore
f^rt laborieuse 9 et souvent on préférera déduire les unes des
autres les différences successives , ce qui , lorsque u ne dépend que
de a: , s'effectue ainsi: on passe d'abord de A// à a/^, , en écrivant x^ et
Aji^, , ou , ce qui est la même chose , ;tr+ Ax et Ar^ a*;i; , au lieu de x
et de A a; , et on a ù.*u = a u^ — a z^ ; on obtient ensuite ù.^u^ , en
mettant ;c, , Ajc, , A*;t:, , ou jkt+Ax, Aa:+A';c, A*A: + A^Ar, à la
place de jc, i^x , A»jr , ce qui donne a^^=a*«j — ù^u. Sans pousser plus loin 9 oix voit que pour passer d'une différence à celle qui vient après y il faut regarder en même tems comme variables x et ses différences ; et que par conséquent à chaque différeniiation le nombre des variables s'accroît de l'unité.
Les dîfFérences de u se développeront aussi par la série de Taylor , généralisée pour un nombre quelconque de variables. En regardant Au comme une fonction de ^ et Ax , on aura
JAu dAu
^*U=: ; Ax H ; A^X
dx • dA X
Ç d^Au d^Au i^Au >
C a:r* dxdAx dAx^ j
+ etc.
du Ax d^'u Ax*
et puisque az/= + — -- j- etc. on aura
dx \ dx^ I,2
^u du
dx^ dx
.|_fi^,.+ etc.}
+ etc. N^
en ordonnant par rapport aux puissances des différences Ax , A^x , etc. Cet exemple suffit pour montrer comment il faut s*y prendre dans tous les cas , quel que soit le nombre de variables indépen* dantes ^ puisqu'il est aisé de faire , par rapport à chacune d'elles , ce qu'on a fait ci- dessus à l'égard àt Xy et que d'ailleurs la mé« thode que nous indiquons ici revient au fond à celle qu'on em-' ployé pour obtenir les différentielles successives ^ lorsqu'on ne prend pour constante aucune des différentielles des variables in<dépendantes. Nous nous bornerons à observer que si dans l'expression de A^'u y on écrit en première ligne les termes qui contiennent la puissance la moins élevée de chacune des différences des variable^ indépendantes , l'ensemble de ces termes deviendra identique avec la différentielle dJ'u , lorsqu'on y changera ax ^ A^x , etc. Ay , A*y , etc. en dx^d^x ^ etc, dy^dJ'y^ etc. et que chacun d'eux sera de la forme
iMA^^AVAV a^^a^j^'aV". • , , aç^a^î^'aY', etc.
M désignant une fonction des Variables x ^ y ^ î^^ etc. les exposans satisfaisant à l'équation
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871. L application du théorème de Taylor , fournit une expression très-élégante du développement de a"// , lorsque u ne renferme que la seule variable x. Pour y parvenir soit
x^ — ;t-=A, , a:.— ;i;=Aj^ , x^ — xz:=zh^ , ^^— ^=A^ ;
nou^ obtiendrons
du h, ^a h\ Sa A\ . ^
' ^ dx I ^ dx^ x.-L dx^ 1.1.3 ^
rf« A. J*// A\ ^« A\
^:t I </jt:* i.i dx^ 1.1.3
i/« A, ^*/z A% ^tf A%
dx I rfjf* I.l ^JT^ I.X*3
tfjc I dx^ i.i iZA:^ 1.2.3
et substituant ces valeurs dans la formule
A»«= //^_ «^^^ + \ ^ -^ «^.,— ^ , ,\ ^ ^r. -î + etc.
nous aurons
+ etc.
Le coefficient de u est identiquement nul ; car ce n'est que le développement de (1— i)"; de plus, si Ton changeoit en exposans les
indices de la lettre h , les séries qui multiplient -— , -; — , -7-= , etc#
^ dx dx^ dx^
deviendroient respectivement égales aux développemens de (A-^i)*^
(A* — 0% {h? — 1)% etc. privés de leur dernier terme , qui est =f=i ,
suivant que n est impair ou pair ; on peut donc remplacer ces
séries par les quantités
( A— I )«± I , (A»— I y=fc'i , ( A'— I )"± I , etc.
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en observant, lorsqu'on développera , de convertir en indices toits les exposans n , n — i , n — z , et de ne laisser à la lettre h que les exposans , i ^ 2 » 3 > etc. dont elle t^X affectée dans les parenthèses ci-dessus : c'est, ainsi que Prony a présenté la formule suivante ,
I du
I dx
dx I d^u
[(A^— i)"±i]+etc.
CaUuf der^di^- ^73* ^^^ ^^^ principaux usages du Calcul des différences a pour
rences à Tinterpo- objet V interpolation des suites ; cette opération consiste à insérer entre
ation es suites, j^^ termes d'une suite donnée de nouveaux termes assujettis à la même
loi que les premiers. Soient u^^u^^ z/j , etc. les valeurs particulières que reçoit une fonction quelconque u , dépendante de la variable x , lorsqu'on y change successivement x en at+A , ;i:+aA, x+'^h^ etc. on aura ces deux suites correspondantes
AT + A, x+xh, ^ + i ^ 9 etc.
etc.
mais outre les valeurs ci- dessus y la fonction u en a une infinité d'autres résultantes des valeurs de x , intermédiaires entre celles qui répondent à la suite proposée ; déterminer ces nouvelles valeurs de u sans connoître l'expression du terme général de la suite, ou , la manière dont la fonction u est composée en a: ^ et seulement par le secours des valeurs numériques des quantités k , u^ ^ u^^ r/, , etc. c'est-là ce qu'on appelle interpoler la suite « , «, , u^^ u^y etc.
La question que nous nous proposons ici revient donc à trouver la valeur de u lorsque x se change en x+h\ h' désignant une quantité quelconque , en n'employant dans le résultat que les différences de la fonction u , calculées dans l'hypothèse où x varie de la quantité A ; or oi?a par le n^ 867 y
eu
dx d*oii il suit
j A^= eu + A'ùi^'u + A"é^^u + A'^^A^^u + etc.
-T^ A' — TT ( ^''^ + A'A^'u + A'A^^'u + etc. ).
dx^ A* ^
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Si on droit successivement de cette éqaation les valeurs de
du d^u '{Pu . ^ . '
T'y T^T9 -m c^c. pour les substituer dans la série dx ax* dx^
du^ h' d^u A" d^H h!^
dx I dx^ i.l ^Jc^ 1.1.3
qui exprime ce que devient u lorsque x devient a:+A', on auroit un résultat de la forme
B\ B\ B\ , B"\ , B''\ , etc. étant ainsi que A\ A\tic. des coefficiens numériques indépendans de A ; et désignant par ù^'u l'accroissement que reçoit la fonction u dans le passage de Jtr à jc+A', il viendroit
i + A'a=i +_Aa+ (b'— + B''— ^ A*« 4- etc.
> Cette équation devant avoir lieu quel que soit u , subsistera encore
dans le cas oîi u=^c'^ et se changera alors en
eA'=i + ^(.*-i ) +(5'y + 5^'^)(.A-i)-+ etc.
équation dont on ramène , par le développement , le premier membre à la même forme que le second , en observant que
^*'= [ î + ( e* — I )] ^ ; et comme en remettant dans le second az^ , A*/z, etc. à la place des quantités £*— i , (e* — i)* , etc. on retombe sur le développement de i+a'z^, on doit en conclure que
pourvu qu'on se rappelle de transporter à la caractéristique a ^ dans le second membre > les exposans des puissances de A//.
Ce résultat , aussi simple qu'élégant , a été présenté par Lagrange comme une conséquence de l'analogie que les différences ont avec les
puissances. En effet, il suit de l'équation ê^^ p=i + Ai*, ( n^ 864),
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que c =(i + A«)^, ce qui donne sur le champ,
élh'
i + a'«==(i + a«)*, puisque v''* =i+a'//.
En développant le second membre de réquatioit que nous venons
d'obtenir , ainsi qu'il a été prescrit , on trouvera
A' AYA'— A) AYA'-.A)(A'— lA) ,
A'tt = — A«+ -A — —L^^u+-^ — ; — 9 — ; ^A^tf + etc.
A A.2Â A.iA.jA
Si l'on fait A = i , on aura
série qui n'est autre que. celle du n^ 86o, dans laquelle on auroit mis h! à la place de. n.
874, Venons maintenant à des applications. Si Ton désigne par «' ce que devient u , lorsque x se change en x + A', on aura «'=« + a'« , et il est visible que pour tirer parti de l'expression de ù^u , il faut , ou qu'elle se termine ^ ou du moins qu'elle forme une série convergente. Le premier cas a lieu toutes les fois que la suite des différences Atf, A*i^, ù^Uy etc. se termine elle-même^ c'est-à-dire, lorsque Ton parvient à un ordre dont les différences sont constantes, ce qui rend huiles celles du suivant.
Soit d'abord la suite
3, 7. i9> 39> 67, etc. correspondante aux indices
o , i , 1 , 3 , 4 , etc.
on a pour ce cas ,
«=3 , ;i:==o, A=i, Atf=4, A*«=8, A^//=r:o , ( n\ 860 ) ; l'expression de a'm se réduit à ses deux premiers termes , et Ton obtient par son moyen à!u = 4 A^+ 4 A' ( h! — » i ) = 4 A'* :
ainsi pour l'indice h\ il viendra «^'=3 +4A'*. En prenant A'= \ , par exemple , on trouvera que le terme correspondant à cet indice est i8. Proposons-nous encore la suite
I , 4 » 2. , 3 , 9 , 16 , etc. en prenant les indices comme à l'ordinaire , savoir :
5 > etc.
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et formant les différences , on trouvera
A=i , iz=i, A?^=3 , A*//=— 5 , A^i/=8, A^w= — 6, A^«=so,
d où on tirera
en réduisant cette expression ^ et Toi donnant par rapport aux puis* sances de h\ on aura
11+116A'— iiiA''+54A'5— 3*'^
Il est important de remarquer que l'expression de u!^ dans cet exemple et dans le précédent , étant rigpureuse , et convenant à toutes les valeurs de h\ offre le terme général de la suite proposée , puisqu'elle en donne tous les termes particuliers en y faisant successivement A'= G , A'= I , A'= 1 , etc. et quoique nous n'ayons rapporté que les premiers termes de cette suite, on peut la continuer aussi loin qu'on voudra , suivant la loi observée dans ces termes. U en sera toujours de même quand la série proposée aura des différences constantes , parce qu'elle ne peut résulter alors que des valeurs successives d'une fonction algébrique rationnelle et entière.
875. Les cas auxquels on applique le plus fréquemment la formule
h' h\ h'— h ) ^ A'(A'— A) (A'— lA) ,
A'« = -A« + \ . '^-+ . ,;\. r-^A^/zetc.
sont ceux dans lesquels les différences A//, a*», ù^u y etc. vont en décroissant , parce qu'alors elle esf convergente. En voici un exemple tiré des tables de logarithmes. Je suppose qu'on veuille obtenir le logarithme ordinaire de 3,1415916536 , par le moyen d'une table contenant les logarithmes depuis 1 jusqu'à 1000, avec dix décimales; on regardera alors les logarithmes contenus dans la table comme des valeurs particulières de la fonction u , les nombres comme les indices auxquels répondent ces valeurs , et on formera le tableau suivant
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dont la première colonne renferme les logarithmes de
3>i4, 3>M* 3>i6, .3,17. 3>i8 ; la seconde , leurs différences premières ; la troisième , leurs difFé* renées secondes; la quatrième^ leurs différences troisièmes, £t la cinquième leurs différences quatrièmes qui se réduisent à trois unités du dernier ordre : on aura par ce moyen
A^tt= + 0,0000000177, A^?/= —0,0000000003 ;
et comme A=o,oi , A'= 0,00 15916 5 36,on obtiendra
h'—ih h' ^ ,0 A— 3* A',
-^ =j^-T=~o,6i3j78^i, -:^ = ^-i = -^>7ioi8366:
avec ces valeurs il sera très-facile de mettre en nombres la formule
/i A.iA h.xh.'ih A.iA.3A.4A
qui donnera «^'=0,4971498716.
11 existe des moyens plus faciles pour obtenir les logarithmes des nombres exprimés par beaucoup de chiffres , mais le" précédent est très-propre à servir d*exemple pour la méthode d'interpolation. On doit reconnoître déjà que cette méthode s'étend à beaucoup d'autres cas , elle est sur-tout d'un très-grand usage dans les calculs astronomiques.
876. Si on développe l'expression générale de //, suivant les puissances de A, le résultat sera de la forme
u'=zu + ^k'+ Bh''+ Ck''+ etc.
et le dernier exposant» de A', marquera l'ordre de la plus haute différence à laquelle on ait eu égard. U est visible qu'en considérant A' comme une abscisse, et u' comme l'ordonnée correspondante, l'équation ci-dessus appartiendra à une courbe du genre parabolique; et puisqu'on doit avoir successivement
uf= Uj u'= u, , tt'= u^ , u'= u^ , etc. lorsqu'on fait A' = o , A'= A , A'= 1 A , A'= 3 A , etc. il s'ensuit que cette courbe doit passer par autant de points donnés ,
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qii*on a de valeurs particulières de u. La méthode d'interpolation que nous venons d'exposer revient donc à faire passer par un nombre déterminé de points donnés , une courbe parabolique sur laquelle on suppose ensuite que sont places les points qui correspondent aux valeurs intermédiaires que Ton cherche. C'est Newton qui le premier a résolu cette question ^ et voici comment :
Pour une valeur quelconque x' de la variable x , il fait
u! =ict + ^x'+yx'^+5'x^-\'tic.
ce qui donne pour la suite de valeurs particulières x y x,, x^^x^, etc. ces éqxiations
u —et + fix + yx^ + ^x^ + etc.
u,:=zcLf iix, + yx\ + J'x\ + etc.
7i^= A + fix^+ yx\+ i'x^ + etc.
«î = * + i3 ^î + yx^^ + S'x\ + ^tc. etc.
dont le nombre doit être égal à celui des coefficiens indéterminés a y fi, y y etc. En retranchant successivement la première de la seconde , celle-ci de la troisième ^ etc. on parvient à des résultats respectivement divisibles par x^ — at, x^ — r„ ^^ — x^, etc. et d'où Ton tire
I^J—L=,^ + >(a;,+ AT ) + J^(x%+ x,x + ^* ) + etc.
iÎLZÎi. = i3 + 3.(r,+ X, ) + cr(x%+ ^,^,4- jr* J + etc. x^—x,
am^^f^ + >(^î+^J + <J'(*S+ x^x.Jt x\) + etc;
etc. ♦
posant pour abréger = V , == V^ , etc. on aura
X ^ 'X ft"""*^ï *
les équations
. i^. =i8 + >K + AT.) + «r(jr% + ^.Ar. + *•.)+ etc.'
£^.=i8 + 5' ( AT, + X.) + J' ( *% + ^j*a + *•») + etc. etc.
retranchant encore UdtU\y V^ de 27. et ainsi de suite , et désignant
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par t/ , f/ , , etc. les quantités , , etc. on trouvera
i^\= T' + <^ ( ^î+ ^.+ *, ) + etc.
d'oh on tirera , U\ — 27'=^ /(a:, — x) + etc.
Maintenant si Ton fait — '• = U'\ on aura Z7'^= iJ^ + etc.
Xj— a;
et si pour fixer les idées on ne suppose que quatre termes à Tex^
pression de i/ , l'opération sera terminée à l'équation ci-dessus ;
prenant la valeur qu'elle donne pour J^ et remontant à celles de >| j8 , «^
par le moyen des expressions de U\ C^ et i/ ^ il viendra
y^V'^V\^,^^x,^x^ f^^V^U\x,^x)^V\x,x,^x,x^x^x) CL= u — Ux+ U'x.x— V'x^x^x.
Substituant ces valeurs dans l'expression de li^ on aura
+ C/"[x''— ( ^. + ^, H- ^ );^" + ( x^x, + x^x + x,x)x'^xx,x;\ J •
11 est facile de voir que les coefficiens de U^ U' et V'\ sont décompo-
sables en facteurs simples , et que l'on peut mettre u sous cette forme
liz^u^ U{^:^^x)^rV\x^xXx'^x,)^ V\x'—x){xf-x,) {x'—x^).
En poursuivant d'après cette méthode y on obtiendroit une formule
analogue à la précédente; et quelque fût le nombre des valeurs pri-^
mordiales x^x^^x^ de l'abscisse , on auroit en général
«'=«+ t/(y— :r) + V {y!^x){^x'—x:) + £/ V— ^)(^'— ^.)(Ar'-:r J
+ V'\x'-x){x'^x:){x'^x,){^x'-x-,)^ etc.
en faisant
->. . t . . =£/ , — =c/, , — 1/^ , —=6/,, etc.
ZJHZ^^V" , ^ ^ \ ^V\, etc.
tL}—l^—U'\ etc xir^x
Quand
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Quand les ordonnées u ^ u^ ^ u^^u^ ^ etc. sont équidistantes , on a x^ — xz=zx^ — x^=x^ — x^ , etc. d'où il suit évidemment x^=x+h , x^=zx+ lA , x^=^x+ 3A , etc.
£^' =-^A»«, i7'.=-i-AX, I7'.= -4-^X» etc. lA» ^ ' zA* ' * • lA» • '
etc.
faisant a:'=;i:+A', il en résultera
x' — x=k', x' — Ar,=rA'— A, x^ — ;r.=A' — \h^x' — X'^'=^h' — 3A,etc» et Ton voit ainsi que Texpression précédente de u\ qui devient alors
« = zi+-— Att+ ^-1 — --L.ù^^u + ^ • ^/ ^ iA^ + etc.
/i A.2A h^xh^ik
rentre dans celle que nous avons trouvée , n**. 873 , par une voie bien différente,
877. tagrange a présenté l'expression de u' sous une forme nouvelle, en observant que puisque les équations
«=6t4.j8A;+7:^r' + i'x^ + etc, »,=* + i3jr,+ >;v\+ <rjf\+etc.
«>= * + iô ^a+ 7 ^\+ J'-^\+ etc.
etc.
sont du premier degré seulement , par rapport à chacune des quantités a, iS , 7 , etc. u^ u^yU^y etc. et que u' doit être exprimé en x\ de manière qu'en y faisant successivement x'=Xy x'=.x^ , x*:=^x^ , etc. il vienne «'=« , vlznu^ , «'=/^^ , etc. on peut écrire
V= JSTi^ -}- -Sr,«,+ ^"^«^4- etc.
pourvu que X ^X^yX^^ etc. soient des fonctions telles que par la supposition de x'rznx ^ on ait en même tems
-Sr=i , X{=iOy -5r^=o, etc. que par celle de x'=lx^ , on ait
X=iO y -5r^=T y -y^=o , etc.
que par celle de x'z=^x^ , on ait
jr=o, X,=o, X^-zzzXy etc.
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et ainsi de suite , conditions qui seront remplies si Ton prend
etc»
La loi qu'il faut observer dans la formation de ces quantités est on ne peut pas plus simple ; leur numérateur contient , ainsi que leur dénominateur , autant de facteurs qu'il y a de quantités ^, ^, , x^ , etc. moins une ; et si Ton y fait les hypothèses indiquées ci-dessus , non-seulement on- se convaincra qu elles satbfont à la question proposée 9 mais on verra de plus comment il a été possible de prévoir qu'elles y satisferoient. On a donc cette nouvelle formule d'interpolation
{x'—x,){x'—x,){x'^x^). .. jx'—x) (^x'^x,)(^x'—x^). . .
(x' — X )(x' — x.^Cx^'^x.) . • .
+ ) ^7 V \ u,+ etc.
très-commode dans la pratique , parce qu'on en peut calculer chaque terme par le moyen des logarithmes. II ne seroit pas difficile de la ramener à celle du n"*. précédent , et même à celle du n"". 873 ; c'est pourquoi nous ne nous y arrêterons pas.
878. D'après ce qu'on a vu dans le n^ 876^ on tonclufa sans doute qu'il existe pour l'interpolation une infinité de formules différentes, dont chacune doit être propre à un genre particulier de suites. En effet , celles que nous avons obtenues jusqu'ici ne conviennent qu'aux suites dont le terme général est rigoureusement de
la forme
et + j8^ + yx^+ J'x^^ etc.
ou peut y être ramené par le développement, lorsque x est assez petit. Dans ce dernier cas on ne parvient qu'à un résultat approché, et seu-
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lement lorsque les valeurs données et celle que Ton cherche sont renfermées dans un très-petit espace ; c'est ce que Tapplication géométrique rendra sensible. En déterminant les coefficiens <* , i8 , 7 , cT , etc; comme dans le n**. cité , on forme , ainsi qu'il a déjà été dit , l'équation de la courbe parabolique passant par les points dont les abscisses sont X f x^^Xj,^ et les ordonnées tc^u^yU^^ etc. Si les abscisses sont très-inégales , la courbe obtenue pourra avpir la forme FGH , fig. i , FIG. i. tandis que le terme général de la suite proposée donneroit une courbe de 4a forme CDE ^ qui n'auroit de commun avec la première que les points donnés M^ M^y M^^ M^ ,etc. et. qui en difFéreroit d'ailleurs beaucoup dans l'intervalle de l'un de ces points au suivant , ainsi que le montre la figure. Si au contraire les points donnés sont fort resserrée, et quentr'eux la parabole calculée n'ait aucune inflexion, elle pourra se confondre , au moins dans un espace peu étendu y avec la courbe qui résulteroit du terme général de la série proposée. Il suit de ce qui précède qu'en variant la forme de l'équation de la courbe par laquelle on suppose que les termes de la suite proposée sont liés avec leurs indices , on en pourra trouver une qui approche plus que toutes les autres de la courbe donnée par le terme gén'^^-al. Sans sortir du genre parabolique , on peut à l'équation
«'= « + /3 jc' + 0^^'*+ J^^'^+ etc.
substituer l'une des suivantes
u'=Ax' + ^x'^+ yx'^+ J'x''+ etc.
a'=etx'*+ /3 x^^+ yx'^+ J'x'*+ etc.
dont les coefficiens (^^ fi^ y^ S'y etc. se détermineroîent aussi par les équations particulières qu'on formeroit , en changeant succeflivement u' et x\ en a et a; , en «^ et x^ , etc. mais on abrégera beaucoup le calcul » en donnant à ces expressions les formes
i/^.Jx' +Bx' {x^''^x')+Cx' (x'^-^x^x'^—x^)
+ DxXx'^-x^Xx'^^x\Xx'*^x\)+ etc. }
u'—Ax'^ + Bx''{x'*^x^) + Cx'\x'*—x') (x'^—x\)
+ Dx'\x''^x^){x'^—x\X^'''-x\) + etc. } , lesquelles étant développées rentrent évidemment dans celles qu on leur a supposées d'abord» Nous ne nous occuperons ici que de la
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première de ces expressions, qui donne
+ Dx^ix'^—x%x\—x*,Xx\-^x\) J etc.
lorsqu'on y fait les substitutions indiquées plus haut. On tire
d'abord de ces équations
+ etc.
retranchant ensuite la première de celles-ci de chacune des autres , et divisant les résultats par la quantité qui multiplie ^ , on obtient
u,x — UX,
xx,{x\—x')
U^X UX
etc.
En représentant par U, j U^^ 17^^ etc. les premiers membres <îe ces dernières équations , et en opérant sur elles comme sur les précédentes, on trouvera
etc.
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Les calculs ci-dessus nous donnent déjà la valeur des trois premiers coefHciens A ^ B y C , et il est facile de les pousser jusqu'à tel coefficient qu'on voudra ; il ne nous reste donc plus qu'à mettre sous une forme symétrique les expressions que nous avons obtenues^ savoir:
^_ u.x — ux,
xx,{x\^x^) * x\^x\ •
La seconde peut être écrite ainsi :
B = — 7—L rr +
En remettant pour V^ et V^ les quantités que ces lettres représentent 9 il viendra
u^x — ux^ u^x — ux^
expression qui se décompose comme il suit :
xj,x\—x') {x\—x\) x{x\—x'){x\—x\) u, u
xXx\—x^)ix\—^,) x{x\—x^){x\^x\)
si l'on réduit entr'eux le second et le quatrième terme, et qu'on range ensuite dans l'ordre des indices , tous les termes et chacun de leurs diviseurs , on trouvera
x{x^^x\){x^—x\) x,{x\^x-){x\^x\) x,{x\—x^){x\^x\y On obtiendroit semblablement
x(;c*— *'.) ix'—x\) (x'—x\) '. x,(x\—x') {x\^x\) (a:*.— a:*,)|
^.(** —*•) ix\~x\) {X\—X^'^X:^{X\^X*){X*'P.X\)(X':^—X\-)
Il sera souvent plus commode de déterminer successivement les
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coefficiens les uns par les autres , et dans ce cas on dédttira des prc^^ mières équations ces valeurs très-simples :
x,(x\-x'){x\^x\) ix\-'X\)
Ce que nous venons de faire sur la première des deux formules
d'interpolation que nous avons proposées au bas de la page 3 5 , se pratiqueront avec le même succès sur la seconde ; et Ton remarquera sans peine que ce procédé seroit très^commode pour déter« miner les coefficiens A ^ S , C y etc. dans la formule u'^A^^B{x'-^x)+C{x'^x){x'—x,)'\'D{x'^x)(x'—x,) {x'—x,)^ etc. et parvenir ainsi d'une manière immédiate au premier résultat du
879. Nous rapporterons ici deux formules très-élégantes données
par Stirling , d'après Nevton , et qui se vérifient comme celles du n'. précédent.
Si, aux indices i
etc. -^4, -3. -*' '^\\ ^"^ .+ ' +^» +3,+4,etc,
répond cette suite de quantités données , ^ic.u^/ ^, «-a «-1 u u, u, u^ 7/4, etc.
et qu'on en prenne les àifférençes successives comme le montré le
tableau ci-dessous,
A.«^^4 Aï£_, t.U_^ AttLt ^^ ^^i ^^» ^^\
AXa ^"2/., A^Z^Jt A*«^., A^U ù^a, AX
AV4 A^^-î ^'''-« ^^^"^ ^^ ^^^^
A^«^^4 A^«^_, t^U_^ A^tfJ, A^«
AV4 A^Z^., A^W^, àu^^
on aura , pour un indice quelconque » désigné par h', k'=«4 — (Aa+Aa.)H i — , — ^(A'tf . + a'«_,)
+ etc.
+ L^U_, + — ^^ ^ A^tf .+ — ^^ ^^^^ -r^ A^U.
+ — ^ ^-^ y^ o ^^aV4+ etc.
En faisant pour abréger
Au + A «_,= jB y aV/_,= *
A'i^_5 + A7tf.^= E , A*l/_^=: ^
etc.
on aura
i«iM*W
Cest sous cette forme que Stirling a présenté le résultat précédent ^ qui sert, comme on voit, à interpoler entre un nombre impair de quantités équidistantes , en plaçant Torigine des indices à la quantité moyenne.
880. Lorsque le nombre des quantités données est pair, on place Poriglne des indices au milieu de Tintervalle qui sépare les deux quantités moyennes comme ci-dessous ,
etc.~7, —55 — 3> -^i, o, +1, +3, +5, +7, etc. etc. tf_7 ««5 «., u^, u, »j u^ Uj , etc.
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et prenant les différencTes successives , comme plus haut ^ on forme le tableau suivant
A «_y à u_f^ A u_^ A U^{ à u, AU^ Au^
A'^U^y A*//_5 A*Z/_5 A*U_, A*i/, AVj
A^//_y A^tt_5
désignant toujours par k^ l'indice auquel répond la valeur générale i/y on aura
■+ a.4.6.8.io.ii ;^^ "-^+^ *-')+'*'•
-I AU^^-i T^^ ^^î+ ' ' y-^ ^ ^^$
4 — it L^ ^^ ^ A'a .+ etc.
Pour présenter cette formule comme Ta fait Stirling , il faut poser
U^ + «-,=-^, A «„,=:: tf
A''u^, + A^U_^=By A^U_^=b
et il viendra
tt= '- —
5C+ cA' A'»— I A'*-.9
+ etc.
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Il faut observer que dans le cas actuel la différence entre deux indices consécutifs des quantités données est 2 9 en sorte que la distance de v! ^ u^^ prise y en comptant chaque intervalle pour
l'unité 9 est exprimée par . •
881. La formule du n*. précéd. se déduit de celle du n**. 879 , en prenant les différences de chaque membre par rapport à h! ; pour cela on supposera que K se change en A^ f 1 9 et du résultat de cette substitution on retranchera l'expression de v! citée. Il est évident que les coefficient numériques varieront seuls dans cette opération ^ puisque les quantités u et leurs différences sont indépendantes de h!j tout se réduit donc à former les difiérences de ces coefficiens. Pour montrer comment on y parvient, nous prendrons un coefficient de chacune des deux suites partielles qui composent la valeur de u\^
Dans la première , ^ '-^ -î^, qui équivaut à
devient - ^ —^ — — ; retranchant de cette
valeur la précédente , on trouvera
Pans la seconde suite Iç coefficient
K^{K-— I) (//'— 4) ^ (y— x)(^^_i )U.y{h!Ar x){h!^ 2) ' I.2.3.4.5.6 if2.3«4«5.6
se change en
i.2.3,4.5.6 et la différence de cette valeur à la précédente est
I (Â'— 1 )*'(A' + 1 )(A' + x){ih' + 1 )
4pptndM, F
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En opérant de même sur les autres coefEcIens ^ on trouvera
4 A j/_, + etc.
Cette expression n'est que celle d'une di£Férence première , mais on passera à l'expression de v! en diminuant de l'unité les exposans dés caractéristiques A ^ puisque cela revient à prendre les différences premières pour des quantités primitives , les . différences secondes pour des différences premièries , et ainsi de suite ; et^comme la formule d'où nous sommes partis suppose que les valeurs données soient en nombre impair, leurs différertces , prises maintenant pour les valeurs données ^ sont nécessairement en nombre pair, ainsi qu'on peut le voir dans la seconde ligne du tableau du n^ 879 ; mais afin de placer , comme dans le n% 880 , Torigine des indices entre les deux quantités moyennes , qui sont désignées ici par u^^^ et 2^ , et faire que la différence de ces indices soit
A'— I de deux unités , il faut écrire , au lieu de h\ et remplacer
ensuite
....«^4 ^^\ «-â ^-.i «^ «I »* «3,.... par
....fCy «-S ^-.\ «^-T «c ^a '^s 'f?»**'*
En effectuant ces transformations avec soin^ on retombera sur Texpression de j^ relative au cas où le nombre des quantités données est pair.
Il seroit possible de déduire aussi de l'expression
tt'j=//+ h + etc. la formule du n"*. 879 , par des
dx \ dx^ Llk
considérations analogues à celles du n**. 873 , mais nous revien* drons dans la suite sur cet objet par une méthode plus générale et plus simple.
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882, l^orsque les différences successives des quantités données ne forment pas une suite convergente , il faut changer la forme que Ton suppose au développement de 1/. Prony ayant reconnu que
l'expression
u'=:A *•' + 5 i3*' + Cy* + etc.
étoit propre à exprimer les loix de la dilatation qu'éprouvent les fluides élastiques par l'effet de la chaleur , a donné une méthode très-simple pour déterminer les coefficiens J , B , C, etc. et les quantités ^y fi ^ y, etc. mais comme cette méthode se lie naturellement avec la théorie dune espèce de suiteis^ nommées suites ri^ curnntes , que nous devons traiter avec étendue ^ -nous di£^erons jusques-là d'en parler*
Charles a aussi proposé quelques formules d'interpolation dans lesquelles il a introduit les sinus. Voici celles qui paroissent les plus commodes :
u'^p-. Î+Î-.Î y-, {-^r-^- )—, { + etc.
. usin^rx^ «,sînw(j/ — i) j/.sinWA:'— 2)
On y suppose que les valeurs u^u^^u^^ etc. répondent aux indices o > 1 , 2 , 3 , etc. Dans les deux premières les quantités /y, q^ r^ etc. sont indéterminées , mais cependant assujetties à la condition de n'être pas des nombres entiers ou des fractions dont le dénominateur soit moindre que l'indice de», dans le terme qu'elles affectent j et peuvent servir à remplir des conditions auxquelles seroient soumises en par* tiçulier les valeurs intermédiaires que l'on cherche.
La composition de ces formules repose sur le même principe que celle de la formule du n"". 877 ; les deux membres de chacune d'elles deviennent identiques lorsque l'on fait successivement
y = o , Ar'= I , x'=i 2% x'^rz 3 , etc.
w'= u , j/= u^ , »'= u^ , u'zcz u. , etc.
Le second se réduit toujours à un seul terme , qui se présente
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d'abord ^ous la forme de ^, mais dont il est facile de trouver la vraie valeur. En eflFet , si Ton suppose , par exemple , x=- 1 , les' numérateurs des termes de deux premières formules s'évanouissent tous j mais il n'y a que le dénominateur du second terme auquel il en arrive autant ; maintenant si l'on observe que
smsT(x»— i) = >-i L i ^+etc. l Int. ïi\ ^k)
*K-.)-, = Û±=ll + iïfzUil + etc. ( Int. n-. xx ) ,
on verra que les expressions g -' ^— { , q -h-/~
se réduisent, l'une à u^^ l'autre à cri^,, lorsque Ar'=i. Les numérateurs de tous les termes du second membre de la troisième formule étant multipliés par (sin^r')*, s'évanouiront toutes les fois que x' sera égal à un nombre entier ; mais il n'y a qu'Hun seul des dénominateurs qui disparoisse : quand on a , par exemple , a:'= i , le
.«,(sin wx')* /j -^ V .
terme -7— ^ rr- se réduit à t'i^^.
{x—iy
883. Quoique le but^de l'interpolation soît en général de dé<terminer des valeurs intermédiaires entre des quantités observées , sans connoître la loi qui lie ces quantités à leurs indices, ou à la variable dont elles dépendent, on l'employé aussi lorsque cette loi est connue et exprimée analytiquement , mais que les calculs nécessaires pour évaluer en nombres les formules qui en résultent sont très-compliqués. On se contente alors de déterminer par ces formules , de distance en distance » des résultat)! rigoureux , entre lesquels on interpole ensuite les valeurs intermédiaires qui doivent compléter la série qu'on se propose de former. Dans ce cas on ne prend point les différences successives des valeurs calculées par les formules résultantes de la loi , mais on déduit ces différences de l|expression analytique de cette loi j on en pousse la suite jusqu'à ce qu'il s'en trouve d'assez petites pour qu'on puisse les négliger , et par leur moyen on calcule les valeurs successives de la fonction u. Quoique la formation de ces valeurs
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soit facile à «déduire des relations obtenues dans le n"". 860 ^ néanmoins pour plus de clarté , j'en rapporterai ici le tableau , en tenant compte des différences quatrièmes que je supposerai constantes , ce qui donnera
etc*
etc.
AI/, + A*i/j Aî/^ + A*//^ A^, + A*«^,
aX=aX+^^^.
aX+aX
etc.
:a'«^ +a^u : aX + A^*'
etc.
On voit par ce tableau qu'ilfaut calculer d'abord la différence placée^ dans la colonne la plus à droite. Pour obtenir uq , par exemple ^ on forme a^u^ , en ajoutant à la valeur de a^u^ celle de A%^ qui est regardée comme constante; ajoutant ensuite a^ avec A*//^ , qu'on suppose déjà connue , on parviendra à a'w^ : en ajoutant enfin a^ à la différencie première Ai/^ , placée dans la ligne supérieure y il en résultera au^ ^ qui tst la quantité qu'il faut joindre à «5 pour avoir u^.
Il est aisé, d'après ce modèle ^ de former le tableau qui conviendroit au cas oh Ton s'arrêteroit à des différences d'un ordre plus élevé que le quatrième. On a aussi cette formule générale qu'il est bon de connoître :
elle s'obtient en mettant d'abord dans l'équation »,i=i/,i.,+A//^_, , àla place de A//^_, , sa valeur a//^_, + a*^/^.^ , puis en chassant aV^^^ du résultat, par le moyen de sa valeur a^-î + aX-î» et ainsi de suite. Lorsque Ton veut se borner aux différences de Tordre m ,
on fait A"^'î^=o,etc.d'oîiilsuitA'"/^=*A"^.=AX» etc. il vient pour ce cas
En diminuant successivement d'une , deux , trois , etc. unités , les indices , et en soumettant chaque ter^e à une , deux , trois , etCi
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nouvelles difFérentiations , on tirera de cette formutfc
etc.
A— Jn
Pour éclaircîr cet usage du Calcul des difFérences , nous allons considérer successivement les fonctions logarithmiques et les fonctions circulaires ^ qui sont celles dont les tables servent le plus fréquemment,
A*« = — AI
~etc, I
etc.
+ etc
On poussera ces suites ^ selon la grandeur du nombre x^ jusqu'à ce que la dernière diâférence soit assez petite pour être négligée sans erreur sensible. Si Ton avoir , par exemple > x^^ loooo , et A = i , on trouveront pour les logarithmes ordinaires »
Aa= 0,00004 34172 76863
av =— 0,00000 00043 42*077 Ck^u= 0,00090 00000 00867 ;
et il est évident que si Ton ne veut avoir les derniers résultats qu'avec dix chiffres seulement > on pourra , sans craindre d'erreur sensible ^ négliger à.^u.
Cela posé> on aura le logarithme de loooi, en ajoutant à celui de 1000O9 ^^ ^^ 4,00000 00000 00000, la valeur de ùm, rapportée ci-dessus ; pour passer à celui de 10002 y il faudra ajouter à celui de 1 000 1 la quantité lu — ùl'u ^ puisque A*// est négatif; et siToii représente cette quantité pat ùm^ , le logarithme de 10003 s'ob* tiendra en augmentant celai de 10002 de la quantité A//, — A*//-f A'i/. Faisant A 1^, — a*« + a'^ = a ». , — a'« + ûu ac= — a V, , la
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quantité A«. — a*//, -h^^^ sera ce qu'il faut ajouter au logarithme de 10003, pour avoir celui de 10004^ et ainsi de suite. On pourra former ainsi , par de simples additions , les logarithmes de tous les nombres entiers consécutifs à 10000 , tant que la somme des difFé^ rences qu'on néglige à chaque opération ne sera pas assez considérable pour influer sur le dernier chiflre décimal auquel on veut borner l'exactitude de la table , et c'est ^ ce qu'on reconnoîtra au moyen de quelques logarithmes calculés rigoureusement à des intervalles éloignés ; car lorsque par la suite des additions successives ; on sera parvenu à ces logarithmes y il faudra que la méthode des différences les donne tels qu'ils ont été déduits à priori , au moins dans les dix premiers chiffres , si c'est à ce nombre que l'on veut s'arrêter. On iroit , par ce qui précède , jusqu'à loioo /sans trouver d'erreur sur la dixième décimale ; parvenu à ce but , on calculeroit de nouveau à priori les différences ù.ù y ù^u , ù?u ^ et on se serviront de ces derniers résultats comme des précédens, pour obtenir les logarithmes des nombres entiers qui suivent ipioo.
885. Voici d'autres expressions plus convergentes des différences premières et secondes de la fonction logarithmique. La série
l(;z+0=U+iiwf — i— +I(-4-y etcl ,
obtenue dans le n% iS de Tlntroductioû ^ donne ^ en changeant ntnx ct;[ en A,
ù.u = %M [ — m + -( — :s:) + -f — tt) + «^^- 1 ^
tiJ^ + A 3\i:c-pift/ 5\2x + A/ J
on pourroit former l^u ^ en développant la série
dx
dx^ 1 . 2
+ etc.
mais on arrivera à un résultat plus simple ^ en ajoutant ensemble les deux équations
l(Ar + A) =:\x + M\ . + -_-^+ etc. [
X , XX^ 'IX^ AX^ J
LN , wf* A* *' *^ 1
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d'oh il résulte
Si l'on change x — h en jc , et qu'on écrive par conséquent a;+A pour X et xJfxh pour x\-hf il viendra
l(*+zA) — xl(* +*) + !>: =
or le premier membre , cjui est équivalent à w.— i «j + « , se réduit A*f^: on a donc
Lorsque Jt est un peu grand par rapport à A , il suffit de tenir compte
des deux premiers termes de l'expression de hu. En effet, quand
, • j , liVf/ A x^
>:= loooo et A=i , le second terme , savoir, — — ( ^ — — r \
donne seulement o,ooooo ooooo 00036 , et le suivant auroit 1 ï zéros entre la virgule et le premier xhiffire significatif. A Tégard
de i^u on peut se borner au premier terme ; car le second, — jTXÂïï*
se réduit à 0,00000 ooooo ooooo 0117. Il suit delà qu'en désignant par N un nombre aurdessus de loooo, on a avec une foft grande exactitude ^
quant àU différence troisième, on auroit le premier terme de sa valeur en calculant le premier termç du développepient de d. -— , dont
l'expression est 1 ^ '^ ^^ '^^^^ P^^"^^ ^"^ '^ ^^^^^^ ^^ ^^^
deviendra bientôt assez petite pour qu'on puisse la négliger, et
rien
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rien ne sera alors plus; facile que de construire une table de logarithmes d'après, ce qui vient d'être dit. . Au reste , si Ton vouloit plus de détail sur ce sujet , il faudroit consulter un Mémoire de Delambre , imprimé parmi ceux de l'Académie de Turin , pour les années 1790-91 , d'où nous avons tiré ce qui précède , et duquel nous extrairons encore ce qui regarde les différences des fonctions circulaires.
886. Nous n'entrerons ici dans aucun* détail sur les expressions des différences de la fonction a% parce qu'elles sont d'un usage beau» coup moins fréquent que celles des différences logarithmique^ ; elles sont d'ailleurs très-faciles à former , après ce qu'on a vu dans le n^. 864. On a en effet A".tf'=tf'(a* — 1)% et le développement de (a*— i)* se trouve dans le n% 866.
On obtiendra tout aussi simplement le développement de A^'.a'y^ y étant une fonction quelconque de jc ; on aura d'abord l'équation
et faisant ( a*-^ i ) JK + «*^y ==y> il viendra
puis posant (â* — i )y+tf'*Ay==y% on en tirera
ctc, ^ chassant ensuite y, y\ etc. après avoir fait pour simplifier ô*::;=<» ^ on trouvera
A», d*^=d'[(«— l)V+ 3 («— O'-AJ' + 3(«-r-l)(t*A>+ «"a'j^J ,
et en génér3l ' .
A".a'j^=?=fl'[(*— l)>+«(<t— I)— «A^ + -i-^ i(*_i)-.«»A.^. , . +*-a'j3.
Puisqu'on a sin(x + A) :;;:sin^cosA + sinAcos;r, on en
déduira
A sin ii^ r=: sin nr CO8 A + cos :r sin A w^ sin at
= cos:vsin A— rsin x\\ — çosA);
et en observant que ir^cosA = *(sin^A)% il viendra
. AsinJc=cosJi:sinA— îsinAr(sin^A)\ Telle est l'expression rigoureuse de la différence première de sin;t. Appendice. ^ G
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par laquelle on passe de sin^r à sin(:c + A). Pour obtenir celle qui mène de sin x à sin ( jkt— -A ) , on aura
sin ^— sin ( AT*— A ) = sin x •>-« sin Jtr cos A + cos^rsinA
c= cos ^ sin Â + sin X ( 1 -^ cos A )
. et si on désigne cette différence par A'sin * , on aura
A'sinx = cos;rsinA + isinjt(sin7A)% d'où on tirera
A sin AT — A'sinj;= — 4sinjc(sin^A)*.
Il est évident que a sin x — A'sin x n'est autre chose que la différence seconde de sin (x— A) ; et si on veut en déduire celle de sin;c, il suffira de changer x — A en * , et d'étrire par conséquent x ^ h pour :f , ce qui donnera
A»sinx = — 4sin(x + A)(sin^A)*.
On donnera une forme analogue à la différence première par le moyen de la formule
sin^— sin^ = i sin { (^— jB )cos 7 {J^S), de laquelle il résulte
Asinx=:ssîn(x + A) — sina: = isin5^Acos^(2Jr+ A) ;
et comme on a aussi
[cos^ — cos5 = -*-isîni(^~5)sin^(^ + 5),
on trouvera
|^A*sin:rs=asin^A[cosj(zA: + 3 A) — cos^( ur + A)]
s=— 4( sin 7A)*sin i(xx+ih) — — ^4( sin 7 A)*sin (x + h).
En poursmvant ainsi on anivera à ces formules générales
A^i sin*=: a^* (sinfA)<' sini(z*+4iA) A<^'sin * = »^*+'( sin '- h )<**'cos i ( i x + ( 4/ + i ) A )
A^"^sin * = — z^'+^C sin i A )<"-»sin i ( 1 * + ( 4^ + » ) A ) A^"-»sin * =— !**+'( sin \ h )< ""'cos f ( 1 * + ( 4 i + 3 ) A ) ,
renfermées dans \»s deux suivantes t
A"* sinx = =fci" (sin^A)** sinf (ur + mA) A"'+'sin;r = d=i»"+'(siniA)^-^'cosf(2:c + (2«+ i)A),
dans lesquelles il faut prendre le signe + lorsque n est un nombre
pair y et le signe •— dans le cas contraire.
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888. Les formules ci-dessus sant déjà très* commodes , mais Legendre est parvenu à quelque chose de plus simple encore , en exprimant les différences de Tordre n par cejles de Tordre /i— i et de Tordre n — i , au moyen de cette équation i>
A"sîn xz=i — ( 2 sin ^ A )* { A'^^sin x + ^"'"•sin x}.
Pour en prouver la vérité , nous ferons remarquer premièrement que
A^* sin X = i^*( sin | h yhin (x+ lih)
= -.(isiniAy*-*X— 4(sin^A)'sîn(jir+ lîA) ,
et que — 4(sin7A)*sin(ji:+ iiA) = A*sin(ji; + (i^* — ^)*)f ce qui donne
A^* sin^rrr: — (isin^Ay*-»A'sin(;r + (ii — i)A) (i).
Par de semblables décompositions on trouvera de même
A^^^Vm jc = — { 1 sin i A)4*-*A^sin ( x + ( x i— i ) A ) (i) A^*+*sinx = — (isin^Ay^«A'*sin(:t + (ii— i)A) (3)
et si Ton diminue Texposaot de a , il viendra aussi
A<»-sîn;r = — (isin^Ay*-*Asin(*+ (if— i)A) (4) A^'-*sin:r = — (isjnfA)^'-* sin(jr + (li— 1 ) A) (j); multiplions maintenant par — (isin 7 A)% la somme des équations (4} et (5) , en faisant pour abréger x+ (1/ — i)k=x\ nous aurons — ( isin ^ hy { A^'-'sin*+ A^»-Sinx} =(isin^Ay^(sinA:'+ Asin:r')j or sin *'+ Asinx'=sin(jt'+ A) = sin(Af + ziA) et ( 1 sin 7 A )^*sin ( * + tih) = A^sin x: donc A^*sin x=: — ( x sin ^ A )*( A^*"'sin x + A^^^^sin x). Si Ton traite de la même âianière les expressions de A^^^'sin x ,
et de A^^sinr, on trouvera que leur somme multipliée par — ( isin -A J
est égale à la première valeur de A^^'sin x; il en sera de même dc35 expressions de A^*sinjp et de A^^'sîn;»; , par rapport à A^*+*sinj«r : enfin de celles de A^^^'sior et de A^*+*sin;t: , à Tégard de A^^^^in x. Dans tous ces calculs il faut prendre chaque différence avec le signe dont elle est affectée ; et comme les quatre résultats indiqués comprennent les diverses variations qu'il peut y avoir dans ces signes , Téquatiôn posée au commencement de cet article se trouve démontrée pour tous les cas.
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889. L'expression générale Uf,^=u^ + àu^=zu^ + Au + A*u donne
sin {x+i A)=sin (x+h)+ [sin(jt + A) — sinAr]-**sin(A:+ A)(isin ^A)% lorsqu'on y met pour A^sin^: sa valeur du n% 887. Cette formule est très- expéditive pour calculer des tables de sinus; car en faisant successivement ;i:=:o% x=i% x=2% etc. et prenant A=i*, on aura
sini*'==:sini*'+(sini'* — sino*)— sini''(iSLn3o')* sin3*'=sini** + (sin2**-T-sini*) — sini*'(isin3o')* sîn4*=sin3* + (sin3*' — ^sinz**) — sin3*'(isin3o')* etc.' et il ne sera besoin de calculer par la série
sin jt = 1- etc. ( Int. n^ 3 5 ) ,
que le sinus de 30' et celui de i*"^ pour lesquels cette -série est très* convergente : si Ton forme ensuite les produits des neuf premiers nombres par le terme constant (1 sin 30')% il ne restera plus à effectuer que de simples additions et soustractions. En calculant avec treize décimales, Terreur, suivant Delambre, n^iroît qu'à 0,00000 00000 06 sur le sinus de 60"". Passé ce terme , les sinus s'obtiendront pat la formule sin ( 6o''+J)=^sin (60**—-^) + sin-«^ , et l'on aura , pour se vérifier dans l'intervalle , les sinus suivans
sini5^=»/i-.V^r, $ini8°=iV/7-i, sin3o^=i,
sîn45^=»/I, sin54^=iV/7 — i» sin6o^=V3.
En écrivant x-^i\ ^— lo^', au lieu de x , dans la formule sin (:i;+ 2A)=sin (:i:+ A) + [sin (x+ A)— .sin;ip]— sin(:c+ A)(isîn j A )% et faisant A=ei', A=io^^, on aura ces deux équations:
sin(:if+ i')=isin:c+[sinjc— sin(Ar— 1')] — sin :r (2 sin 30^')* sin(:r+io'') = sin:r + [sinAr— .sîn(jt: — lo^')] — sin;i:(2sin 5'')* qui serviront à calculer les sinus de minute en minute et de dix secondes en dix secondes , lorsqu'on aura obtenu , par la série rapportée cidessus , les valeurs de sin i' et de sin 30'', celles de sin 10" et de sin5'^ L'équation dont nous venons de faire usage peut être retournée ainsi: sinx=sin(3r+A)— [sin(;c+2A)— sin(:c+A)] — sin(^+A)(2sin^A)* et devient
sin(A— .2A)=sin( Jt — A)— [sin A:*-*sin(^ — A)]— $in(:«; — A)(2sin ^ A)* par la substitution de x — 2A, au lieu de x; dans cet état elle
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donnèroit successivement les sinus ^ en partant de Tare de 90"" et en allant vers o"*.
890 La manière d'employer la formule
A"sîn jciis — ^isin-j { A"^'sln x + A'^'^^sin x }
n'est pas difficile à trouver. En partant d'abord de o**, pour passer à un arc très-petit , que je supposerai représenté par h ^ les expressions de Asin:r et de A* sin :ir donneront d'abord
A.sino*= isin jA COS7Â A* sin o**sr(i sîn ^ h )*sin h.
Ces deux différences étant calculées , on aura sin â et sinzÂ; puis formant les produits des neuf premiers nombres par le facteur constant ( 1 sin 7 A )% on tirera des équations
2 sin - j (a sin 0''+ A»sîn o* }
A^sîn o'^rs:—- f 2 sin- J { A*sino*'+ A^sinô*'}
etc.
par de simples additions et soustractions , les valeurs des difFé'^ rences successives , au moyen desquelles on formera celles de sin 3A 9 sin /^h , etc. ( n"". 883 ).
C'est par des procédés semblables qu'ont été calculées dans les bureaux du cadastre , les grandes tables des sinus naturels , avec 15 décimales, pour les loooo***' parties du quart de cercle. Prony, qui a dirigé ce beau travail , le plus étendu qu'on ait encore exécuté dans ce genre , ne manquera pas sans doute de faire connoitre en détail les méthodes dont on s'est servi pour en simplifier le calcul. Les tables des sinus sont déjà stéréotypées , et il est bien à désirer qu'on en fasse bientôt jouir l'Europe savante ; il ne reste plus qu'à imprimer les logarithmes des sinus et des tangentes qui ont été cal* culés avec seize décimales*
Les tangentes se déduisent si facilement des sinus et des co« sinus 9 qu'il est inutile de recourir à d'autres formules ; d'ailleurs leurs différences oe se présentent pas sOus une forme commode , et
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puis dès qu^on les a jusqu'à 45^^ on obtient celles des arcs suîvans par l'équation
tang(45^+i^)=itang^-.tang(45-— i^).
Les sécantes se déduisent sans peine de la formule
sec^ = tang( 45**± j^)=ptang^.
891. Nous passerons donc au calcul des logarithmes des sinus;
nous observerons d'abord , que la formule sînf-^= -— -
donne tous ceux des sinus des arcs moindres que 45"* par le moyen de ceux des sinus des arcs compris entre 45*" et ço"". Pour obtenir ces derniers de degré en degré , Delambre propose la série
lsin(^+ A)=lsin^+ xMl ^)-Z^-_- +-[-^-Z^__ J + etc. [ qui se déduit de la série
l(« + 0=I/»+a^f— ^+^---^— Y+-^ etc.j ,
{Int. n% z8 ), en faisant /2 = sinAr, et « 4- { = sin(x + A), d'où il résulte t = sin(Ar4- A) — sin;c. En mettant Asin;r^ au
lieu de î, on aura
,.rf Asinjr 1/ Asin:^ \' 1
hin(;ir + A)=lsmjc4-i-M{-^ -— : — +-(--: ; — r— ) 4- etc. [.
^ ' l2Sinji:4-Asin:r 3\ismJc4-Asin;ir/ J
Si Ton prend ^=^45^ et Ab=i% on aura pour le sinus de 46** une série
très-convergente « et qui le deviendra de plus en plus à mesuré qu'on
avancera vers 90% parce que la différence A*sinx va toujours en
diminuant : quant au sinus de 45% son. logarithme est ^ 1 { (*).
Les différences successives de A 1 sin ;r > déduites de la formule cw
dessus 9 ne se présentent pas sous une forme assez commode pour
(*) Nous ne pouvons passer sous silence une série très-simple , propre à donner le logarithme du cosinus lorsque l'arc est très^petit , et que Delambre a fait remarquer le premier* On sait que
1(1— *0=— aJtf{^Jt*4-i*44-iA^4-etc.},(n*.4o). Si Ton change x en sin * , on aura i — «>= cos a*, 1 ( I — «• ) deviendra 1 ços «î ou alcosjv 9 et on obtiendra par conséquent
l cos *p= — jM { f sin **4- î sin *^4- ^ sin «•+ etc. ) >
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être employées dans la pratique ; mais lorsqu'il ne faudra qu'inter* poler des valeurs très-resserrées , on pourra prendre le premier , ou les deux premiers termes du développement de cette différence , obtenu par le théorôme de Taylor, termes qui sont
M j cotJr }- (i + cotJf*) J,
puisque
iAûnx *-C0S* ,^
— - — -=-: M- — = Mcotx ax sitkx
^Isinjc „ I ,.sînjkr*+cosjic* ^.,
— — ~= — iJf^— T = — iW T^î— =— jW(l+COtJt:').
Qualid on ne se propose que de vérifier des- tables déjà calculées y ou de les corriger^ on peut donner à l'expression de lsin(x+Â) une forme qui permette d'employer > au lieu des sinus naturels ^ des logarithmes contenus dans ces tables. En effet ,
Sin(4f + A)-->sin:r_tang f (^ + h^x) _ ta ng ^ A __ ^ sin(*+A)+sinx/iangf (r+A+:r) tang(:c+îA) ~^^"g* ^«^^U^+îA};
on aura donc
l.sin(Af+A)=slsinAr+iJIf tang-cot(x+-)+~^tang-.cot(x + -^^ \
H (^tang- cotf X + - j j + etc.
Les termes de cette formule étant des fractions assez petites ^ pour les mettre en nombres ^ on se servira des logarithmes des tangentes et des cotangentes ^ donnés par les tables proposées , parce que Terreur qui pourroit se trouver dans les dernières décimales de ces Ioga<» rîthmes ne sera d'aucune conséquence par rapport aux résultats. Cest ainsi que Delambre a relevé plusieurs inexactitudes dans les grandes tables de "Wlacq. ^
891. La première idée de Calculer ou d'étendre des tables par les différences ^ paroît appartenir à Mouton , qui publia sur ce sujet , dès 1670 y une méthode dont je vais donner un exemple. Soit la série des nombres o, 15 , 41 , 87, 161, 275, etc. dont les différences
troisièmes sont constantes , entre les termes successifs de laquelle on se propose d'en insérer deux nouveaux assujettis à la même loi ; il faudra par conséquent que dans la nouvelle série les différences troisièmes soient également constantes. Désignant pour abréger, par les lettres a, b, c , dyle premier terme de cette série ^ sa différence première 5 sa différence seconde et sa différence troisième , on formera par les principes du n"". 86o , ce tableau.
Indices,
lO
Nombres.
aA- b
a+ib+ c
tf + 3*+ 3C+ d
' a-\-^b+ IOC+ lod <z + 6A+ içc+ioi a+yb+iîc+'^^d a+>ib+iSc+^6d
Différences i'«».
b+ c b+ic+ d
i + 4C+ ed
*+5^+ lo^ A-4-6c+ i^d
b + jc+iid b + Sc + x^d
Dlffér. a"*».
c+ d c+xd c+^d c+^d c+^d c+6d c + jd
Différ. 3
et en le prolongeant aussi loin qu'il sera nécessaire , on y trouvera ^ dans la première colonne , tous les termes d'une série quelconque , dont les différences troisièmes sont constantes ; mais lorsqu'on aura intercalé deux nouveaux termes entre chacun de ceux de la série proposée > le second de cette série se trouver^ le quatrième de 1^ nouvelle , le troisième deviendra le septième , etc. et en général il i^Eiudra laisser dans la première colonne du tableau , entre chacun des termes qu OQ prendra , autant dç tergies intermédiaires qu on veut /n intercaler^
Pan$ re:;^emple lactuel les termes donnas répondront aux suivans
In^ces.
Nombres; a
a + 6b+i^c + iod a + ^b+^èc + S^d
etc.
Différences i^^»».
'^b'^xic + ôj^d
Différ. a««».
9<:+ iSd 9^ + 45^
Différ . 3»«».
dont le$ difér^nces , placées à côté , doivent être identiques avec celles
<ïui
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qui résultent des nombres o\ 15,- 41 , 87, etc. En ' calculant ces dernières » on obtient 15 |K>ur la première différence , lï pbûV^là deuxième ^ et 9 pour la troisième ; comparant avec la formule qui occupe la première place dans chaque colonne dU tableau ci-dessus , en commençant par la ilroite , on trouve
27^ = 9, 9C+ î8âf=== 11,^ ^ .3 4+ 3c + i== 15, d'oîi Ton tire d=j; c = ^V ; *=^-t- ^^ » de plus tf=o, et par le moyen de ces valeurs on formeraosuCitessiveoient tous, les termes de la série interpolée. ..u^. : ..i.i
893 . Mouton ne put résoudra lui«mêti}Q( la question qu'il s'étoit proposée ; ce fut un de ses amis ^ dommé Regnaud , qui construisit le tableau qu'il rapporte, dans son ouvrage^ et dans* lequel .'Ot sont les différences cinquièmes qui 90rit.$4pposéç$c9n^aiiteSt Riegn^u4>qui ne connoissoît point Texpression analytique de |a loi que s.uivoient les termes des diverses colonnes de son tableau , le construisit en commençant par celle qui se trouve à droite , au moyen de laquelle il forgea les autres par de simples additions ; cette espèce d'induction , beaucoup moins commode que les expressions algébriques , fit oublier le procédé proposé par Môutoil. Prony Ta repris et en a déduit des formules patunemiarchefqiii'flqit rossefubler à peu^près à ceUe-cî»
Supposons qu'on veuille intercaler in-^x quantités équidistantes ^ entre les deux quantités u et 1/, 9 qui répondent à deux indices dont la diâFérence est l'unité, il faudra partager cette différence en m parties égales , et chercher par U formule du a% 873 les valeurs
de Uf qui répondent aux indices .•=—^ — , rr-^.*.T— , etc. on
^s\.^ , { m mm m
obtiendra cette nouvelle suite : ^-
u H — 6:u +-^^ — u.-l^A*i/^ — i ^-^ ^ ù?u + etc.
m . fiîm^m m^xmmjm
u+—^u + -^ '— A*« +. -i^ ^ ^ A^u + etc.
m . tn^xm m^^m^tm
« j. 3 A « ■ 3(3-"")...... 3 (3-^w)(3--im)
If 4*T^ A ^ +" "' ' "A f/^^ ■' ■■ A w + etc»
m ntmXm .««r m^^m^^m
»+— AK + — i iA^u+— — ^A^w + etC.
m m»xm m»xmmym
jipptndUc. M
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don^-ît sf^ra 4^ trouver les différfsncfs swfi^wts^^ et c'est ce qui 3!e0èctuera d'une manière cooiinode 9 ei^ pi;enaat séparément celles de chaque ternie. Le résMUat se présentera sous une forme très-élégante et très- simple 9 si Ton fai^ attention que les suites
o , 1(1-/77) , ^{^—m} , . ,3(3--;7;), . . * , n(ji^m) ^
etc. ' ^
peuvent dti^'regâtdééS comme ^^ i valeurs successives déduites
respectivement des termes généraux
x^ Aî(;r— ni),' -îc(x^-m) ( jt — im), etc. en prenant pour Ji^ tous lès nombres entiers, depuis o, jusqu^à n inctttsivtment ; en sorte, q^ie les n^i valeurs de u^ rapportées plu & haut ^ «e tireront d«4cette eKpf^sio» X xtx^mS '''-'x(]c^fft)Xx^lfhYf'' •>'' -^'\ ■••^^-^'••T
772 i.'im* ' 1.1.3/72*
x(x^m)(x^im)...(x^(n^ï)m) x(x^m) (x—%m) .. . (x^nm)
-4- . ■• - • ^ U-f- • ' ' " ; r -rr A . U
^ jff :r— m)(y— 1/gg) , . . (AT^/l-f lf)m) + ot. '
+ * ■ ' ' ,, "T — -TT-» — A ^ 11+ etc. .
en y iiaisafit varier s^€9tteiitï ^^;^ par des 'diâféroices ^ales à l^unitéi
Si on désigne par Jfe , 'S'^^uy^^^ ..i""u\ lès diffécences de u lorsque
l'indice augmente de la quantité — » en conservant toujours la ca«
ractéristique A pour les cas oh YmUcn varie de l'unité « on aura
Ax ùSxlxs^myX ^ T , -Afjc (jr— -771 ) (:r-«- 1/72) T . ,
4" «=• — Aiy4-*'^" < ^ aV-j-"^ — i— -fc — ^ t. ,,■■ :■'' a^h 4- etc; w *-^ i.im* '• ^ 1.1.3/72^
l^u— - ^ ....-^Ja^j^^^-^J^ ~i^ iiA^« + etc.
An'A:(A:— ;72)(a:— .i;72)] , .
J^i/=s: — t~i/ i^,- LA A^u + etc.
, f . * A*rA:^r— /72)(r — i/7z)...(t— (/2— i
et en général /"^<»c» .^.-^^r^- >v H^-— v^
■ 1.1. 3... "(n-fi )'«•*" A'[x(Af~a)(^^z>»)^(*~(.a+i))/»3
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en observant de faire jc=o , aprè$ ks dîfférentiations. tl est évident que si dans la série des quantités données Uy i^^ , u^, u^ ^ etc. les différences de Tordre p sont constantes , l'expression de S^u s'arrêtera
à cet ordre, puisqu'on aura ùr*"u=o^ et le dernier terme sera
.■■■■■ ■< ■ Il „. ■.■■,. I I m ■■■ I m I f 1 1 ■ ijt ni uarlfm
Il ne reste plus , pour avoir l'expression générale de l^fi , qvi'à déve« iopper les différences des fonctions
X, X (.X— /w) , X ( a:— /7i) (x-i-i/n) , • • • • jr ( x— ^/fe). . • (jir— z/ti)/
Ces fonctions étant ordonnées par rapport aux puissances àç x , prennent en général la formé
oîi les lettres J , B , C...,I ^ désignent des coefHciens numériques indépendans de x et de m. Si Ton fait successivement.
i ^ « — I ., i = « , i-=:/ï-fi, i = /2+x, etc.
on trouvera pour les différences n^^' de cette fonction , des résultats de la forme
« , </m + fi', tt''m*+ fif'm + y''^ etc. A , <t\ S!^ etc. étant des nombres ; et il viendra par conséquent
' i.i.../2/»-l "(/2+i);7i («+i)(/2+iK «+etc.J,
expression que Ton peut écrire comme il suit :
en observant que / a; = — , puisque l'intervalle compris entre deux
indices et représenté par l'unité est partagé en m parties égales. Passant aux limites relatives à la supposition de m infinie y le rapport des dif-
férences , dans le premier membre , devient le coefficient différentiel — ,
et l'on trouve
^u If J ^ a!* \
*^— =r làiÙ^uA ^ A"'*"'tf4- A"**//+etc l
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formule analogue à celle du n\ 867, et où Ton peut facilement res« jtituer la quantité h que nous avons supposée égale à l'unité.
894. Nous n'avons encore donné des formules d'interpolation que pour les séries résultantes des fonctions d'une seule variable ; nous n'entrer>0QS pas dans le même détail à l'égard dés séries dont le terme général t^t une fonction de plusieurs variables : nous nous bornerons seulement à faire cbnnoître pour ces séries une formule analogue i celle du n'. 873. Nous observerons en premier lieu qu'elles ne peuvent être coordonnées avec leurs indices que dans une table de la forme de celle qu'on trouve à la page 449 du premier volume de cet ouvrage, et dont voici un exemple particulier tiré de la fonction w= 5 + ;t*+ ^xy ^ '}y\
Valtun de
etc.
etc.
etc.
etc.
Si
etc. .
lOI
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
Une pareille table se nomme Table à double entrée , parce que , pour y trouver un nombre quelconque , il faut connoître le numéro de
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la colonne verticale et celui de la bande horisontale , oîi il se trouve , circonstances qui sont marquées par lés indices placés horisonta-* lement à la partie supérieure de là table, et par ceux qui se trouvent sur le côté gauche. La valeur que reçoit la fonction u^ lorsque x=zj et j^:=4 9 par exemple , est le nombre 86 , situé dans la colonne marquée 3 , sur la bande numérotée 4. Si , pour plus de généralité , on suppose que la différence entre les valeurs successives de ::r , soit représentée par A , et que k désigne celle qui règne entre les valeurs dey , il est évident que Ton passera de Tun des nombres à celui qui le suit dans la bande où il se trouve , en changeant dans la fonction donnée x en x-^-k^ et à celui qui le suit dans la même colonne oh il est placé, et mettant y + A pour^'. Pour interpoler des valeurs intermédiaires entre les termes d'une même bande, ou d'une même colonne , on n'a besoin que des formules
a'=«+_A^+ \ -'a>+ ^ . ^^ , — i-AV+ etc.
puisque dans le premier cas y est regardé comme constant , et que x Test supposé dans le second : mais pour considérer la question en général , il faut assigner ^expression d'un terme qui se trouveroit sur une bande intermédiaire, entre deux bandes consécutives du tableau , et dans une colonne intermédiaire aussi entre deux colonnes consécutives , ce qui revient à chercher l'expression de ce que devient u lorsqu'on y change en même tems x en x+hf et y eny+k\ Soit 27 cette quantité; on verra facilement que son développement doit résulter de la substitution dey+k^ à la place dey dans celui de u\ ou de la substitution de ;ir+Â^ à la place de x dans celui de u^ : arrêtons- nous à la première substitution ; nous aurons
en observant que ù^yu'^ a* ^u', etc. représentent les différences successives de n'y prises en faisant varier j^ de la quantité k. Développant
c€tte équation sous ce point de vue ^ nous obtiendrons
V = u+—£,,u^^ \ ^A> + ' . ;\. ^A^« +etc.
k! k' A' «4-» ' Jt' A^A^— A) 'a+t
+ — A ï^+ _ — A U+ — —7 7 A {< + etc.
il ^ k h *, y k A,iA *• y
k'fk'—k) k(k—k) h! x+. .
+ ■ \ ■ ■ 'av^ + \ . ^ -r A « + etc.
+ , ,^ , ^A> + etc.
Pour faire usage de cette formule , qu^il est aisé de pousser aussi loin qu'on voudra , il faut former les quantités ,
«, A,i^ , A%« j aV, etc.
àyU ^ Au, ^ ^9 A /^. etc*
A\l/, A tf, A «, A £f^ etc.
Celles de la première ligne s'obtiennent en prenant comme à l'ordinaire les différences de la suite des nombres écrits dans la première bande du tableau; puis en désignant par Uy^ , Uy^, Uy^ , etc. le premier terme de la seconde ^ celui de la troisième , etc. bandes , et prenant les différences successives dans chacune de ces bandes ^ ainsi Qu'on 9 pris celles de la première ^ on aura
«, A*«, A*^, A*j,u, etc,
- «^1 1 ^'^j'i > ^^x^yi j A^Kjrc , etc. »n> A,tf,^, à\Uy^, ù?xUy^^ etc,
tf^, , Ajt«;.j, A%tt^j, A^«^5, ctc,
etCf retranchant les termes dç chaque ligne de peux qui leur çorrçs» pondent dans la ligne suivante, on trouvera
A^u =wv.— î^f ^ " —^xUy^—à^u^ ù u =:A\a^,— A%tf, etc,
etc.
M Opérant de même iur ces dernières lignes , il viendra
*»y *ty *ty *»^ * •»J' *»^
AV«y,=Ay«y.— A^, , A a>.=A «y4— A «y„ A «^.= A K^.— A tt , CtC.
etc.
puis
A>=AVv,— A^ , A « =:A «^.— A .«, A « =A «y.~A «, etC.
etc*
Afin d'édaircir ceci nous allons l'appliquer à l'exemple contenu dau^ le tableau de la page 60 ^ dans lequel on a â = i , À = i , Nous en tirerons^ I^ en prenant le premier terme de chaque bande et ses différences successives ^
i\ en retranchant, terme à terme, chacune des lignes ci-dessus de celle qui la suit,
15 ar o etc.
'3*. en opérant de même sur ces dernières lignes ,
4*. enfin
il résulte d^ là
AxU . n^t ^
A*,« Str'l,
A';^ttî3SO
' Aj,« =3 , .
à^yU 0 ,
i+a - A U^=ZO^
A tt=2iô,
et substituant ces valeurs dans celle de V ^ après y avoir fait A^nsi ,
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k=^i j il viendra, par les réductions , i7=sç + A'*+iA'Jt'+3VS fonction semblable à celle qui a servi à construire le tableau.
La solution du problême proposé est rigoureuse dans le cas actuel 9 parce que la fonction qui représente le terme général de la suite proposée est algébrique , rationnelle et entière ; mais quand on voudra faire usage de la formule générale ^ pour des suites d^lne autre na«> ture y il faudra que les différences aillent en décroissant , comme lorsqu'il s'agit des suites dérivées des fonctions d'une seule variable.
895. On parviendroit ficicilement , d'après ce qu^on vient de voir, à la formule d'interpolation relative aux fonctions d'un nombrequelconque de variables 9 c'est pourquoi nous ne nous y arrêterons pas ; nous terminerons ce que nous avons à dire pour le présent sur ce sujet , auquel nous reviendrons par la suite , en faisant re» marquer que l'expression de 27, du n\ précédent, peut s'obtenir par l'analogie qui r^ne entra les puissances et les différences. On a ^ p^r
les n^\ 8(5 5 , 8^9 , Z7^i/=a'«=^^* ^^ — i
du l(i+A-,tf) du. k\, .
^e qui donne a'^ = ( i + a,« ) '^ ( i + à^^ -^ i , cf en déyelopr panty avec Tattentioii de changer les produits de la forme (/^jiyÇjikyuy
en A u, on retombera sur le même résultat qui se déduiroit de
l'expression de Z7, trouvée plus haut ( n*. précéd. )
En poussant l'analogie aussi loin qu'elle peut aller ^ on auroit.^ quel que f&t le nombre 'des variables de la fonction xç^
c hr k' £ Y
pourvu qu'après le développement , on écrivît A ''" «■ ^u lieu de (A,ay(A^)«(A,K)'.,.,
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8o6, Le Calcul inverse des différences est, à Tégard du Calcul '^"'^^i^"' ''^' direct, ce qu'est le Calcul intégral, par rapport au Calcul diffe* ces, par rapport rentiel : il a pour objet de remonter des différences aux fonctions p^çit^"^"'^"* ^*' primitives. Nous nous occuperons d'abord du cas où les différences sont données explicitement par les variables indépendantes ^ c^està«dire, oii Ton a, pour déterminer la fonction u^ une équation ^ de cette forme A*tt=f(A:, A), A étant la différence de la variable indépendante x.
Soit premièrement «= i , ou Aj/=f(^, A). Cette équation ne fait connoître que le changement qu'éprouve la fonction u lorsque x devient x+h^ et ne détermine rien sur la valeur absolue de cette fonction ; mais si Ton suppose que quand x=^a , on ait «2=5 , il sera facile de former , en partant de ces données , toutes les valeurs de ^; car aux indices
correspondront ces valeurs de a :
*f *+f(^,A), *+f(a,A) + f(tf+A, A), A+f(tf, A)+f(a+A,A) + f(tf+xA,A), etc.
L'introduction de la quantité arbitraire b a lieu ici comme dans le
Calcul intégral , pour remplacer la constante que la différentiation
fait disparoître ( n"". 1 5 ) ; mais on voit .que la signification de
l'équation Aaz;=:f(;r, A) repose dans le cas actuel sur la valeur
assignée à l'accroissement A , et qu'on ne tire de cette équation qu'une
suite de valeurs discontinues qui se succèdent d'après une lot
donnée,
Si l'on a voit A*a = f(A;, A), on ne pourroit tirer parti de cette équation , qu'en se donnant une première valeur de u avec celle et à.u qui lui correspond , pu deux valeurs consécutives de u. En effet , si , lorsque A:=tf , on posoit «i=A , et A«=c , qn auroit , par le tableau du n^ 8S3 , pour les indices •
^, tf+A, tf+iA, ^+3*> ctc*
cette suite de valeurs
*f ^'fc, i4.ic+f(tf,A), ^+3c+2f(tf, A)+f(tf+A,A), etc. Les différences de l'équation A*2^=f (at, h) donnant successivement . p?u 9 ^'^^ , etc. on peut aussi s'élever immédiatement à i/„ , par la
formule i/.=5:k+«a«+ -^ ^A*/i+-i ^-^ -a^u. . . + A"«,
dans laquelle on voit évidemment que les deux premiers termes u et nAu demeurent arbitraires. Il est facile maintenant d'étendre ces considérations à tel ordre qu'on voudra.
897. Les valeurs successives de 2^ ^ données par Téquation A2^ = f(:i;, Â), n étant autre chose que les sommes consécutivas des termes de la série
{{a y A), {{a + h, A) , f(tf+iA, A) ,... .f(ii+nA, A),
correspondans aux indices
tf, a+h^ a+iky tf+zïA,
augmentées de la quantité arbitraire i , il s'ensuit que si l'on regarde a+nh comme représentant la valeur indéterminée de a: , l'expression générale de la somme des termes de la même série ^ pris depuis le com* mencement jusqu'au terme correspondant à ce dernier indice, inclusir vement, sera u+fÇa+nh^h) — i, ou u + ({xyh) — *, ou enfin u+ Au — t» Pour s'en convaincre , il suffit de former la valeur de u^ qui répond à l'indice a+nh, et dont le développement est
*+f(tf,A) + f(tf+A,A)+f(tf+iA,A) +f(a+(«— i)i,A).
On peut déduire immédiatement ce résultat des formules générales du n"". 860, en faisant la somme des équations (i) , qui donnera
U,,—U=àU + Au,+Au^. . . • +AU^, ,
et par conséquent
Uj, + àUj,'^u=^u +Au, + Au^....+ AUn^^ + Ai/^ ; ou 9 comme ci^dessur,
u^Au — b=zi{ay A) + f(tf+A, A),.*.+f(tf+/2A, A), en changeant u^^ tn u\ u tn b ^ et mettant pour An, au,, etc. leurs expressions relatives.
On voit par ce qui précède , que la recherche des fonctions primitives, par le moyen de leurs différences premières » revient à la sommation des suites , et que l'une de ces opérations conduit à l'autre. En effet , si l'on désigne par 5*,^ l'expression générale de la somme des termes de la suite
on aura 5^=w^+At^^— « et u^^^S^^ — Ai^^+n,,
équations dans lesquelles //» ^^^ 1^ fonction primiii/e dont la dlffé*
i) E s D I F F^ È R E N CE s. 67
. rence première est exprimée par le terme général â^u^ de la suite proposée , et u représente la constante arbitraire. Par la première , on obtiendra la somme de la suite proposée , lorsqu'on pourra trouver la fonction primitive correspondante à spn terme général, et la seconde, donnera cette fonction primitive dans tous les cas oîi l'pn connoîtra â priori le ternie général et la somme.
^ Pour indiquer le passage d'une différence à la fonction primitive dont elle tire son origine , on se sert le plus communément du signe s; ainsi, lorsque Au=^{(x,h) , on a u=zx({x, h)'^co7tst^ D'après cette notation et les équations précédentes , il viendra pour la série dont le terme général est f ( ;e, A ) ,
i5f(jc, A) =:sf(jc, A) + f( a:, A) — ^0/25/. zf (jc, A) = 5'f(jc, A) — {(x'y.h) +consu
en changeant , par analogie , Sj^en S((^Xyh)^
On donne aussi le nom d'intégrale aux fonctions primitives : u est Fintégrale de au^ sf(:kr, A) est celle de f(^,A}. Cette dénomination se présente naturellement lorsqu'on regarde le Calcul différentiel comme un^cas particulier du Calcul des différences. ( f^oyei la note de Ja page 2 du deuxième volume , et n\ 470. ) L'expression générale de la somme d'un nombre quelconque de termes de la suite proposée , ou 5f ( ;r , A ) , s'appelle terme sommatoirc ; et les équations rapportées* ci-dessus , donnent la relation entre le terme général , son intégrale première et le terme sommatoire»
898. Les règles pour l'intégration des différences sont en très-petit nombre , et malheureusement les cas oh l'on peut s'en servir avec succès sont très-bornés. U suit de la formation des différences, i"** que
et en remontant aux fonctions primitives, on a
ce qui ramène l'intégration des diférences polynômes à celle des monômes ; -> . .
i*. que A.tf-Sre=tfAX, d'oîi tfXsss.n AA' = 43;A-5r, ce qui prouve qu'on peut à volonté faire sortir du signe x, ou introduire sous ce sig^ne un acteur constant,
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3'. Lorsque « = :t"^' et que m est un nombre entier, il vient
En intégrant terme à terme chaque membre de cette équation , remettant dans le premier :t:«+S au lieu de ii , et passant hors du signe X les facteurs constans , on obtiendra
Cette équation feroxt coanoître l'intégrale sx", si l'on avoît X *"*"', ïx"""»,.. ..s x% puisqu'on en tireroit
Si Ton écrit successivement dans cette dernière m— 1,./» — x,
m 3 , etc. pour m , on formera des expressions de x :«:'""'" ,
X rt'""^ X :r™"% etc. qui ne dépendront que des intégrales des puissances de X qui leur sont respectivement inférieures. On peut aussi former ces valeurs en rémontant ; et si Ton prend d'abord ;n=o ,
• il vient X ;c**= t 9 P^tce que l'accolade ne doit renfermer qu'un
nombre m de termes. Cette conclusion se vérifie d'ailleurs â priori ,
soit en observant que de «=:» , il résulte Ax=A.Ar*, ^=:A,xj?%
et par conséquent x it*'^ ^ ; soit en prenant la différence de la
fonction primitive -, pour laquelle on trouve
Faisant ensuite 772=1, mz=zx, m^ss^'i , etc. et substituant
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successivement poursAr% 'lx\ sjt:', etc. les valeurs auxquelles on parviendra f on formera cette table :
XK^z^ — -a?* H ar'A — — ^ 4? A^
on 1 2.6 1.6
etc.
Au lieu de pousser plus loin cette înduction^^ supposons qu'on'ait en général
s jr"*=^ ^'"■^' + iî x"" + C* a:*"' + D ^'"-* + etc. nous aurons , en prenant la différence première de chaque membre ,
^":=^^ ^ <a?"t+^>- ^ ^ ■y^^'A'+^i— ^ ^ , ^;tr"''A^+ etc.
+ .2? — «"-'A + B -A^ i AT-^^A* + etc.
+ C i ^ x'^'^h + etc.
+ etc.
et comparant entr^eux les termes aâectés d'une même puissance de x ^
nous obtiendrons entre les coefEciens A^B^C^ D , etc. les re«
lations suivantes
etc.
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avec lesquelles on déduira facilement les uns des autres les coefficient de l'expression de s .r", quel que soit l'exposant de la puissance m. En calculant immédiatement les douze premiers termes ^ on trouvera
AT*""^* I 1 mk tm(m — i)im — ^)h
■■Mi ■ ■■ — ■■ ■ * -^1 " X
lo 1*3 8*9
6 ~ . 1,3 io. II
691 m(/y2~i),.>;(/H--io)A'* ^^„
. lia 1.3 Il* 13
3î m(/y2~i).,>>(/n~ii)A'^ ^„^^,
1211177 m(m^^ i). .. .(/iz-^ï8)A*^
IIO ?'«3**« ««lO.!!
etc, + c(W2J^
formule dans laquelle les coefficiens exprimés en nombres tnéritent attention , parce qu'ils reviennent souvent dans I9 Théorie des suites*
Nous observerons , ayant de finir cet article , que si l'on mul* tiplie zjt"* par A^ et qu'on p^sse cet accroissement $ous lesi^ne z^ on aura cette équation
j; x'^h » — - ji:*A-| X ^^ + etc. + conse.
4ont le second membre a pour limita J- const. lorsque h
s'évanpuit, cas auquel sa?'"^ se change en f^^Tàx , d'pprçs ce ^u'oa » vu daps le n^« ^79^
'899. Ce qui psécède fournit le moyen d'intégrer toutes les fonc« tions algébriques rationnelles entières , dans le cas où la variable indépendante reçoit un accroissement constant. Prenons pour exemple la fonction Ax^-^- Bx*-^ Cx -^^ D^
nous] aurons
:s.{Ax^+Bx^ + Cx'\'D)^A^x^-\'B:lx^'\^C7^x+D^x\ et mettant pour sa:^, sa?*, ^x et s^% leurs valeurs, il viendra
A , xAh-^iB \ Ah^^xBh+xC . iî/i*— 3a+6Z>
' — r^ — ' ^, J»? ^ ; ^ H T-T X + co«5/.
4A oA 4Â p A
900/ Il existe un genre de fonctions rationnelles qui s'intégrent avec la plus grande facilité; ce sont les produits de la forme
en e&t , si Ton en prend la difFéi'once ^ on obtiendra
Au XAU U
et comme x r — - — r-7 = - — rm "^ 7 — ; — rr 9 ^«. aura
(x+a) {x+a+h) {x+a + xk) (x+a+mh)
ÔM^* [ "^ '"'"''•
Si Ton écrit dans ce résultat >— A, au lieu de x^ et m+i, au lieu de m, on aura . ; .
•2{(jt:+tf)(ar+fl+A)(^+4 + xA)....(jk:+tf + ;»*)}== (A:+ig^A)(y+tf)(^+^+A).,,.(jp-htf4./pA)
On donne à Ce résultat uiie forme plui simple et qui paroît d'abord plus générale, en représentant la fonction // par XX^X^,...X^^ et supposant que les différences premières des quantités Jl, -y, , -Sr4,.......-3r„»,:soient constantes: par cette notation
on trouve
Att= W|— tf =Jl, JC^-Xij • • « . X^f^^-^XX ^X ^ .... Xm
^=^X^X^X^ • • • • Xjn\Xjn^^''^X)^=:^X^X^^ .... ^^X (/?2-{- i)AX
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d'où il est facile de conclure, comme ci-dessus.^
£ X, X^X. . • . X^z=i — _-— - — 4- CQTlSt. :
V v V V X^^XXy^.nXm
en mettant /rr+i pour iTi^et diminuant ensuite de Tunité chaque indice.
On intègre aussi la fraction • . — ,
JK^ XiXg^» m mX^
parce qu*en la différentiant on trouve
^^|.^^**»^|» X fX ^X. %••• Xj^m^j X-X^X^mmmX^^
XX ^X^^ • • • -^m^x XX ^^X^ . . .^„^^,
ce qui donne
XX^ X^ • • • X„^^^ \^'\' ^^^X X X^X^m « • Xm
et changeant m^ i w m^ on obtient
XX^X^^ ^ ^Xji^ m^X XX^X^% m •Xjf^ ^
j^oi. Il est à propos d'observer que l'intégration des fonctions
ile^ forme
^^c'+^jc^+CjcV+etc,
peut s'effectuer par les formules ci-dessus , «n les transformant en produits de facteurs dont les différences soient constantes* Pour Iç faire voir, je choisis cet exemple très<isim pie : x^^ et je fais
*'3=(x+A)(:r+aA)(4P+3A) + ^(x + A)(x+ii)+^(jr ; A)+C, en supposant que h désigne l'acaoîssement de x. Si l'on développe , et qu'on ordonne suivant les puissances de 4r ^ on auc^
+ Jî y + J? A
et
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et comparant entr'eux les termes affectés de la même puissance de at , on formera les équations
6A + ^ = o, iiA*+ lAh +5=0, 6/z'+ 2^A*+BA + C = o,
desquelles on tirera
ce qui donnera j en vertu du n"". précédent^
— ijc(ip + A)(jt+iA)+ ^Ax(jc + A)— A*:(f +tftf/w/.
Il paroitra sans doute plus court d'appliquer immédiatement à la recherche de Tintégrale la méthode des coefficiens indéterminés , dès qu'on aura reconnu que cette intégrale est de la même forme que la différence , excepté qu'elle a un facteur de plus dans chacun de ses termes ; on fera donc tout de suite
^Bx\x^h)\x^ih) J^Cx\xJth)
+ Dx + const.
et pour obtenir les coefficiens A^B^C^D^ on prendra la diffé*
rence de chaque itaembre de cette équation. On parviendra de cette
manière à
A:'=«4^A(jr + A)(Ar+tA)(jc+ 3A) + 35A(â? + A)(;r+iA) .• +iCA(\i: + A) + I>h\
il ne restera plus qu'à développer le second membre de cette dernière équation , à l'ordonner par rapport à jkt , et à déterminer les lettres A^ B , Cj Df comme ci-dessus: ce qui ne présente aucune difficulté.
En généralisant ce qui précède , on verra sans peine que pour ramener la fonction ax^-^- tx^+ cxy+ etc. à un produit de Apptniiu. K
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facteurs équidiffirens , il faut ,s\a désigne le plus haut exposant de at ^ la comparer à cette expression:
+b{x + h)ix'{'\h)....{X'\'{A—i)h) + C{x'\'h){x ^ xh)....{x'{' (a— i) A)
Lorsqu'on voudra l'intégrer, on pourra poser immédiatement
,s(<îJi*+**^+c;r>+etc.)=^Jt(a:+A)(x+ xh) (jif + *A)
+ 5 Ar( JC+ A) ( Ar+ 1 A). . • (jc + (rt— i)A)
+ C:c ( Ar+ A) (jc + lA). . . (a:+(«— i)A)
+ Ix{x^h)
et opérer comme nous Pavons fait pour obtenir z x^.
Il est évident que cette méthode donne aussi le moyen d'intégrer le produit de facteurs équidifférens
quoique leur différence première ne soit pas égale à l'accroissement de X ^ que nous continuons à désigner par A, puisque ce produit étant développé devient de la forme tf *•+ *x^+ etc.
901. La considération des produits de facteurs équidifférens est d'une telle importance dans le Calcul des différences et des suites ^ ils y reviennent si souvent , qu'il est convenable d'entrer dans quelque détail sur la transformation dont nous venons de montrer l'utilité dans le n"". précédent , et en même tems de désigner ces produits par une notation plus concise. Nous choisirons celle que Vander* monde a proposée dans le Mémoire de l'Académie des Sciences pour l'année 1771 ( première partie , page 489 ) , parce qu'elle nous a paru réunir à la simplicité , l'analogie et la facilité de se prêter au calcul.
Par l'expression jc' on entend le produit d'un nombre n de terthes consécutifs de la suite
* , X , X , Xy X ^ etc.
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dont les aifferences premières sont nulles. Après cette suite , se présente immédiatement celle-d,
X, Jt + AAT, x-^XAXj jt: + 3 AX, etc.
dont les différences premières sont constantes et les secondes nulles : il paroît donc naturel de regarder le produit d'un nombre u de termes de cette dernière f comme venant après la fonction ^^ dans l'ordre de la simplicité, et de l'exprimer d'une manière analogue; c'est pourquoi nous représenterons la quantité
x(x'^^Ax)....(x+{n'^i)àx), par [^,a], A tenant ici la place de a jr pour désigner la différence commune des facteurs , et n étant leur nombre. Passant aux suites dont les différences secondes sont constantes et les troisièmes nulles , suites dont la formule générale est
Jt, JT + A, Jir + 1A + A% Ar + 3A + 3A% etc.
nous indiquerons le produit des n premiers termes , ou la quantité Ji:(^a: + a)(x+xa4- A*). ..(op + ha + -^-^ ^A*)
par le symbole [^f a, a*], dont il est facile maintenant de sentir l'esprit ^ et d'après lequel on peut former ceux qui conviennent aux suites dont les différences constantes sont d'un ordre quelconque. De ces considérations naît un genre de fonctions liées entr'elles et avec les puissances de jt , par une analogie très-simple et très-naturelle , et jouissant de propriétés très-remarquables que nous ferons connoitre dans la suite. Nous nous bornerons pour le moment à
£iire quelques observations sur la fonction [^i a] , que nous nommerons puissance de x du second ordre.
V. On peut la présenter de manière à rendre la différence A=si , et faire ensuite abstraction de cette différence » ce qui simplifie un peu la
notation ; en dkt , en reprenant la valeur attachée au symbole [^> a] , on a x{x+àx){x+^Lx){X'\''iàx)....{x'\-{n — i)ax)
=Kè)(i;+0(£;+0--(î^+'— ')'
ce qui donne [x,A]=xûx"r — , il rsAjc*"!"— 1 * ^^ convenant de
Kl.
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ne poiat écrire la différence des facteurs toutes les fois qu'elle est égale à Tunité.
i*". Nous avons supposé que la 4uîte
x^ jf + Ajf, x^xùiXy jt+3AAr, etc.
étoît croissante , on indiqueroit le contraire , en afFectant'la caractéristique A du. signe — , mais pour donner aux produits désignés
par r — 1 la forme des coefficiens du binôme dont les facteurs
sont écrits dans un ordre décroissant , nous supposerons que x est le dernier terme de la suite proposée et que "^
LajcJ lx \t^x J \lx . / \ux /
Cela posé , faisons pour a1>réger — =/> , et montrons les rapports
ùkX n
du symbole [/?] , avec l'expression si bien connue />".
3**. Il est d'abord évident que de même qu'on a /^=p'"./^""""*f
on a aussi [/»] = [;?] \j — /»] ; car
et le troisième produit , dont le dernier facteur se réduit à p-^n + 1 , renferme tous ceux du premier qui ne se trouvent pas dans le second. 4% Les conséquences qui résultent de Téquation /"ss/^*"./^""", lorsqu'on y fait ^^=0 et m négative ^ ont leurs analogues pour les puissances du second ordre. Quand /7z=o , on a /?'*=/;7'" » d'oîi />•*= i,
n m n-tn n on
et l'équation [/'] = [/'] [/> — m'\ , devenant [;^]=[/'] [/^]i donne
aussi [/^] = 1.
5"*. En faisant n=Oy dans la même équation, on en tire
[/?]=[;>] [/^— ;»] , ce qui conduit à [z^— /w J = ^ — = — , comme
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Téquation />":s=:/p'",/^"'^, dans la même hypothèse, mène à
^*""s=s^2=2— ■: si Ton écrit p+m. au lieu de p ^ on aura P P
Ces deux dernières remarques établissent la loi de continuité entre
[?]=/'(/'— OC/»— *)(/' — 3)««--(/'--« + o
En écrivant dans la dernière , les fatteurs du dénominateur suivant Tord^ dir^Qt ^e leut grandeur ;» on a^ra
[pi — 1 l
et si Ton fidt /^ = o , on tombera sur .cette expression :
qui toute singulière qu'elle est , n'en doi^ pas moins être adoptée à cause de sa simplicité. Elle n'est point absurde , puisque le facteur o n'entre pas dans son développement. -
Eclaircissons cette notation par quelques exemples , le produit
II U J x^Lx J
la fraction revient à 3'"*r- -p-il^ou-rf — ^V
enfin • équivaut à [o]» '
La première et la seconde fraction se. ramènçnt à la forme
en divisant chaque facteur du dénominateur par la différence qui règne enu*eux.
78 Cfi, l. Vu Calcul
La formule du binôme devient par ces nouveaux signes
+[n][o]a*^i'"+ctc. .
Ce qui les distingue de la plupart des notations ^qu*on aurolt pu imaginer ^ c'est qu'ils sont susceptibles de devenir l'objet d*un calcul aussi simple que celui des exposans avec lesquels ils ont la plus grande analogie. Le lecteur se les rendra familiers par les fréquentes applications que nous aurons occasion d'en faire ^ mais il doit se rappeler toigneusement ces relations :
[ a?, A] = x^, lorsque > = o ;
lx,à}=sa^, lorsque X est infini par rapport à n et à A(n%86i)\
[/f]=o, lorsque /> = o,
Les quatre premières sont évidentes par elles-mêmes; les deux dernières s'obtiennent et se vérifient par le développement ^ en supposant que la quantité p augmente de l'unité , et offrent une nouvelle preuve de l'analogie que les puissances du second ordre ont avec celles du premier.
Occupons-nous maintenant de transformer les puissances
du premier ordre; p% en fonctions de celles du second , [/'j y [p] , etc. Pouf cela soit
« " nr^i 11—2 «— j a î
et supposons que n devienne n+ n k cause de p'*'=p^,p , on aura
j^'==Jpip]-\-Bplp} + Cp[pY+Dp[p'^, . . ■{■Mpip]+Nplp] i
DES Différences. 79
mais de [/»] = [;»](;, — «) bu tire /»[/>] = C^] + «[/>]
a:— I il— 1 «—2 n— I «—a
[/']=[/'](;'-«+3) /'W^D'l+C^-sM
substituant ces valeurs , il viendra
«+1 n «—1 II— 1
+ JV
Le second membre de cette équation donne la manière de tirer successivement le coefficient d'une puissance quelconque de ceux de la puissance immédiatement inférieure ; si Ton fait /z=o , il en
résultera p=:A\^p'] et comme [/^]=/^, on en conclura A=zi. Ce premier ' coefficient étant connu ^ tous les autres se forment avec la plus grande facilité ; et c'est amsi qu'on a construit la table ci-dessous.
P'=lp]+ [P] P'=[p]+ 3b]+ Ip] P'=lp]+ 6lp]+ 7W+ [>J
/=W+ io|>]+ ^5W+ m1>] +[/j
. On arriveroit à l'expression générale de /r"^ avec le secours deTintégration ; car , par Texprèssion de p"'^'^ on a '
AB = nJ,, aC=(/2— 1)5, aZ? = (»— 2)C, etc.
or J étant i , on trouve -ff=s/2=2[ /i J = ^^-^ = — -^ ^
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ce qui donne A (7= -^^ '- — , et en observant que d'après les
formules précédentes, {n — i)*=[/ï — il+[« — .i]> on changera a C cû ^^-^=! — =^-^ , d ou on tirera , en intégrant ,
vW . W\ , , f<^-0(^— ^)(^— 3) , /^(/7— i)(/i-i) ) ,
Les constantes se déterminent ici' comme après Tintégration des différentielles , par une Valeur donnée ; et puisque les coefficiens B , C, doivent s'évanouir lorsque /z=o ^ il s'ensuit qne les constantes mises à la suite de leurs expressions doivent être supprimées*
Il est aisé maintenant de poursuivre , c'est pourquoi nous passerons aux puissances négatives , et nous ferons
» /'-"=^[/'J + B[/'] + C[/»].... + iM[/»] + A7[/»] + etc. En multipliant les deux membres de cette équation par/», nous aurons
;,-+'=^/»[JÎ + -»/»[/']+ Q'[/']7. . . + Mp\/\Zl^py\ + etc.
etc. etc.
d'où nous conclurons
;,-"+■ ==^[/»]+ 5 [/»]+ , <^M...+ A^IC/'J+etc,
—nA
'{nJtm)M
etc.
résultat qui ne diffère de son analogue dans le n*. précédent , que par le signe de n ; et comme tous deux coïncident lorsque 7?=*o , on est en droit d'affirmer que le second doit se déduire du premier , en y changeant simplement le signe de ». On prendra donc
et
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et Ton voit que la série ne s'arrête plus comme pour le cas de Texposant positif.
On peut former successivement les valeurs de p"', /^""S /^""% etc. en partant de la valeur de p"" qui est i , et en faisant en conséquence /2= I, dans l'expression de p'"^' rapportée plus haut, laquelle,
à cause de p**=[/^] 9 donne ^=ï, Jff-^ = o, C— iiî=o,...Ar— (i+/n)Af=o,
d'où on tire
—1—1—1 — 4 . ' -4JI— t
/^-'=0]+i|>]+i.iH+i.i.3[>]-««* + 1-2..3 ('w+OL/^J+etc,
Supposant ensuite nz=zi , la puissance /r""+' se changera en p"'; en la comparant au développement ci-dessus , il viendra -^=1, JB — x-r^=i, C— }B=i.i, etc. et par conséquent
/i-=[p]+3[/^] + ii[/']+ etc.
En continuant ainsi , on trouvera
;,-'=[7] + 6[7]+35M+' etc. p.^ 904. Avant de terminer l'exposition des propriétés générales des puissances du second ordre , il nous reste à montrer comment on ex-
prime la fonction lp+q'\f.pàt le moyen de [/?], [/>], etc.
Puisqu'on a [/'] = [/'](/' — «+ i)> il s'ensuit que
[/>](/?+ 1)=[/^]+»[/']; mais en développant l'expression [z'+ijf
(^J Les formules de Stirling ne sont pas tout à fait les mêmes que celles-ci ,
parce que n'ayant pas apperçu la loi de continuité qui Ue [^] à [/y] , U prit pour
analogues, dans le système des puissances du second ordre ,- les eipresslons/^ et — ^
P qui ae le sont que dans celui des puissances du premier ^ et il trouva en conséquence
+ etc.
f * pip+^ ) KF+0(f +a) p{p+^){p+^){p+})
résultats qut s'obtiennent en divisant par p 1^ deux membres des valeurs de p*^ p^'^y etc. rapportées ô-dessus.
^ppcndicc^ L
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il est aisé de voir .que [p+ i]=(/'+0[/^]- o^ *^'* ^^^
Maintenant si Ton met p+i ^ pour /^, il viendra
et substituant dans cette équation pour [/^+ i] et [/^+i ji leurs valeurs déduites de la ' précédente ^ soit immédiatement , soit en y changeant /» en «— i , on trouve
En écrivant encore p+i ^ au lieu de /^^ et en opérant comme ci« dessus ) on obtiendra
L'induction tirée de ces résultats , dans lesqueb les coefficiens numé«« tiques sont ceux du binôme y nous conduit à cette formule générale :
qui peut se Vérifier par un moyen analogue à celui que nous avons employé dans le n"*. S6o. Soit pour cela
[? + f] = [/']+-<[«] [/'] + ^C«][/'] + C[«][/''3+ etc. et changeons ^ en ^ + 1 » nous aurons
mettant au lieu des puissances de z^+i^ leur expression déduite
de réquation lp+ 1] = [/']+«[/'] , noui obtiendrons
£/'+?+ ']=[/'] +^1[«]I>]+5|[«]|>] + C WW+etc.
résultat qui montre évidemment que les coefficiens^^ B , C, ctc* suivent dans leurs accroissemens les mêmes loix que ceux de la puissance f du binôme , et doivent par conséquent demeurer identiques avec ces derniers ^ puisqu'ils l'ont été à leur origine*
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905. Retournons maiittenant à l'intégration des difFérences ; passons aux fractions rationnelles ^ et supposons-les décomposées en fractions simples 9 comme pour l'intégration des différentielles ( n*. 364 ). On pourra toujours intégrer parmi.ces dernières chaque couple de la forme
Jf + d + A X + tf
car il est évident que
et en prenant l'intégrale de chaque membre, on arrive' à
2 { ; V = 1- consi.
n est à remarquer que ni Tune ni l'autre des fractions du premier^ membre ne peut s'intégrer.
5JC-J- xA Soit pour exemple ■ -. La décomposition de cette
X(X + àjy^x + xn)
fraction en fractions simples conduit à
tx + lh I 1 . I I 2 I
x{x + h){x+ih) h X h x^h h x + xh * par la formule générale obtenue plus haut , on a
I II
et par conséquent 2 - = 2 —rr i
en substituant cette valeur . on trouvera
lAT+lA 2 f I I 1 I I
x{x^K){x^xK) h\ :r+A x+xh ) h x^
mais 2 ! — ^—i 7-7 1 = — TT • îl viendra donc
lor+iA 2 I , 3^+A ,
Ar(A:+A)(jc+2A) A(;t + A) hx ^ hx{x+h) ^
On auroit pu mettre immédiatement la formule proposée sous
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une forme évidemment intégrable » en l'écrivant ainsi :
Xx+%h II I I i ï ^ _ ^ ï i î = — s— — —S h -S r — - S , • , ' s
x(x'\'h){X'{'Xh) h X h x+h h x+h «A xfxh
et on auroit conclu sur le champ
'ix+ih î I 11,
A:(jkr+A)(:c-i:lA) h x h x-^n
Cet exemple suffit pour faire connoître Tesprit de la méthode, et Ton voit pat ce qui précède combien il doit être rare de tomber sur des fractions rationnelles , qui soient la diflKrence exacte de quelque fonction primitive. En revenant sur ce sujet par les mé-
thodes d'approximation , nous ferons voir que la fraction ---^ i
n est pas même intégrable par logarithmes , comme lorsqu'il s'agit des
difFérentielles.
906. Les cas où l'on peut intégrer les difFérences irrationnelles sont si rares et si particuliers, que nous ne nous y arrêterons pas ; on en reconnoîtra d'ailleurs les. caractères , en diflFérentianf des fonctions irrationnelles , et nous passerons en conséquence tout de suite aux fonctions transcendantes , parmi lesquelles il s'en trouve plusieurs qui se prêtent assez facilement aux intégrations. De cù nombre est la fonction af'*
En effet , puisque A . a'=a'{o!''^ i ) , il s'ensuit sa^s-^j + consu
On intègre aussi Texpression a'y , lorsque y est une fonction rationnelle et entière de x ; car si l'on fait j'rôA+jgjc+j.x^+cTAr^+etc. que l'on suppose ensuite
et qu'on prenne -la différence de chaque membre , on trouvera
aH +fl.4.v**+/.'+etc A^['»'-^V+5(*+A)+C(.+A)-+Z>(.+ A)'+ etc.) * C*+^*+V* +«^-* ^^""-i-X^aXA^Bx^ C*«+ etc. )
développant le second membre et divisant tout par a*, il viendra *+^;c+^;r«+j^;r» + etc.=(a*— i)(^+ Bx->r C«*+i?*'+etc.)
+a*A (-B+iC*+3Z>**+ etc.) +a*A*(C+3Z>Jif+ etc.) +<i*A»(/?+etc.) + «te.
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Comparant les termes semblables dans chacun des membres ^ on
aura
a^^A^a\A^ Sh+ Ch' + Dk^+ tic.
jB = — 5+fl*(5 + iCA + 3/>A»+etc.)
>— — C+a*( C + 3Z?A + etc. )
J^=:— i?+fl*(Z?+ etc.)
etc«
Si pour donner un exemple on veut terminer à yx^ la fonction >^ ^ on fera /so, ce qui donnera 27 = 0^ et on trouvera
tt^jg^*A--C^*A> _ tf *^(flt— gA + >A^)^/z*(2ct + iSA--7>A") + it d'oîi on tirera x « *( * + /3 ^t + 7. ;t* ) = conse, +'
907. Venons maintenant à rintégratioii des fonctions circulaires. Elle s^efFectue par les formules trouvées plus haut, lorsqu'on fait usage des expressions exponentielles de ces fonctions ; on a , par le n^. 37 de l'Introduction , et par le précédent ,
Le dernier de ces résultats étant transformé en fonction de sinus et de cosinus , devient successivement
sin (^— A) — sîn x
2 sin x^ £=: — ^ ' — ; [- const.
i( I — cosA)
2rsin*'=x ^; = — - — (n^-^ — xr"*^"-*)
sin ^-^sin ( x — h) cos ( Jt— 7 A ) .
~"* r ' I LN> +const.i=^ , /, +
4(sm7A)* 2smxA
const.
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au moyen des relations
I— cos^=i( sin ^A)% sîn^— sin5=isîn ^ (^— 5)cos ^ (^ + 5 ). On étendroit sans peine ce procédé à beaucoup d'autres fonctions du même genre , mais il paroîtra sans doute plus commode d'opérer immédiatement sur les sinus et les cosinus , ainsi que nous allons le faire.
908. 1% L'équation cos-^ — cos5= — zsin^ (J — B)sm^{J+B) , donne
A cos * = CO8 ( Ji? + A ) — cos:c = — 1 sih X A sin ( jc + f A) ,
d'oh on tire
. , , , ,> ACOSJlf . acos(a: — |A) sm(:r + i.A)== . , , , et sm^= 7—7-7 — ,
en écrivant x — ^ A , au lieu de x ; prenant ensuite l'intégrale de
chaque metpbre de la dernière équation, on obtient , comme ci-dessus ^
cos(x — fA)
X sm AT = ^-: 7 — - + const.
2 sm j A
:i\ L'équation sin-^ — siniB=2sîn7(-rf — -S)cos7(-^+-ff) , donne
Asin:c = sin(x + A) — sinx= isinjAcos (^+ jA) ,
d'oii il suit
, ,,. Asinjt Asin(j(; — ^A) cos(x + fA) = ^, cosx=-^ . ,/ \
sîn (jfcT — fA)
£C0SJt=:; i-^: — -~ + COUSU
2 sin j A
3*. La conversion des puissances de sinus» de connus et de leurs produits , en fonction, de sinus et de cosinus d'arcs multiples , ramènera aux deux formules que nous venons de trouver , Tinté* gration de la fonction générale $inx"'cosjK:% lorsque le^exposans m et n seront des nombres entiers positifs.
. En eflèt , cette fonction sera changée en une suite de termes de la f orme w^ sin ^ X y ou ^cos^atj dont les intégrales se déduiront de celles de ^sin;r et ^côsa; , en écrivant 9:^ et ^ A, au lieu de x et de A ; et il est facile de voir que l'on aura en général
ssîn(/F + ^y)s=-^ ^^^^^'^,^^'^^^ ^ ^const.
2 sm 7 ^ A
2cos(/> + jx)s — ^-^ — 1 — T%' -f comt.
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. Lorsque le développement de la fonction sinjc'^cosx" contiendra des termes constans^ soq intégrale renfermera Tare de cercle x,
puisque ^A^^xx'is=A-,
909. On peut encore pousser plus loin l'intégration des fonctions circulaires et obtenir la fonction primitive dont la différence est «'sinx', ou x'cosj^, x' étant une fonction aux ayant poiur dif' férence première la constante U. Les développemens des fonctions A { (*— A)'cos(*'— i A') > et A { (*— A/sinC*'— ^A' ) } , donnent les équations
A { (*-.A)''cos(Ar'— ^ A') } :=«'cos(Ar' + \ A')— (*— A )'cos ( x'— i A' )
= *'{cos(*'+ ^A')— cos(a'— iA') } +
{^^o-'A- tfcii;,.-.A*+^fcll^^^*'-V-^tc.]cos(^'-^A') ,
A { ( X— A)'sin ( x'-^ \ h') } =*'sin ( a:' + i A') — ( ar — A )''sin ( a:'— ^ A')
=«'• (sinCA/ + iA')— sin(x'— i A') } +
/^^.-.A^^(g=iJ^.-.A«+^^^--'K^-').-^-3A^-^etc.]sin(x-.-.iA0.
Substituant d^ns Tune la valeur de cos (^'+7 K) — cos ( x' — 7 A' ) , et dans l'autre celle de sin(x'+i^A') — sin(x'— ^A'), il viendra
A { (^>-hy cos{x'^ ^ A') } = — X ^^siuAr'sin ^ A' +
A { (*:— A)''sin(A;'-- ^h'))^x ar'cosx'sin i A'+ {^.^■A- ^l£ZLi)..-.A« +^Ç^Z:iK^=^^-3A3--tc. jsin ( :.'- i A' ) ;
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tirant de ces dernières la valeur de ;t''sin*' ^ celle de x'^cos.v' , et prenant l'intégrale de chaque terme du résultat ^^ on aura
• p- / (^— AVcosr^'—iAO •
. . . isin^A' ^
:-^-r>( :^A2Ar'-'c0S(*'— iA')— ^^^-^^ A*s at'-^cos ( *'— f A' )
isin
M£ — ^)(^ ^) A»j ^P-s<;os ( a;'— i A' ) — etc. ] H- conw. 1.1.3 . y - -
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(Ar--A)'sm(*'— iA')
2 JC^COS *':
zsin
xsin
JL--f ^ A s*.-'sm ( *'-^ 1 A' ) -^^.^^=1^ A*2*'-'sîd (:c'- i A')
Si l'on fait d?abord /^ — i , ces formules donneront
Arsin;r'=— ^^ - \ rr + . scos(4g^~ ^^0 + co/g
(x — h)sïn(x' — ^h^ h . . , «j-a , ,^^,-
?.sin^A ism-A
^t comme ^ par le n^« précédent , on a
il çn résulter»
(.-A)cos(.-^^A-) Asin(.--AO, -
in^A' ^ (isin^A')" ^ "^ "''
. , (:c.^A)sinK^iAO hcosjx^^h')
Avec ces expressions on obtiendra celles de Jix*sinx\ jix^cosx'^ çn faisant /^=i, puis celles de ?;i;VinJt;', iSx^çosx', en faisant ;^r=3 , et ainsi de suite; on sera donc en état d'assigner l'intégrale des fonctions y$m»,ycosx^ dans fous les cas où^ sera une fonction rattonnçUe et entiçre de x,
Il est bon de remarquer que si l'on prend x=ax'+t^ ce qui donnera h:==:ah\ on conclura immédiatement
^{ax'+bYsmx\ ^(ax'+iycosx\
de Sjc^sin^', si'cosx', en changeant hors des sinus et des cosinus seulement, x en ax'+b et h enak\ On n'a pu, jusqu'à présent, faire pour les tangentes et les sécantes , ni pour les fractions ayant pour dénominateurs des puissances de sinus et de cosinus , ce que nou$ venons de faire siir les foncions rationnelles çt entières
de ces derniers^
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910. L'intégration par parties se pratique sur les difFérences aussi bien que sur les difFérentielles. Soient P et X2 , deux fonctions quelconques de jr ^ et faisons SPQ = QSP+î,î étant une fonction inconnue de la même variable. En prenant la dîfierence de chaque membre de cette équation , on aura
développant et réduisant , en observant que QSAPr=PQ , il viendra
o = aQ2(P+ AP) + i5rî, ou Aî = — aQ2;(P + aP), et par conséquent î=— 2(aQ2:(P+aP))=— SaQsP, ^ 2PQ=QsP— 2(aQ2P,);
Soit encore 2(aQsPJ==:aQs*P, +;[(*); si Ton prend les diflFérences et que Ton opère comme ci-dessus, on trouvera successivement
aQïP. = (aQ + a«Q)2(xP. + P.) — AQrP;+Aî
0 = A*Q2(2P.+ PJ + Aî, ou Aî = ~A*QS(2:P. + PJ,
Il est facile de reçonnoître que
et Ton aura par conséquent
Pour aller au-delà de ce résultat , on fera S(a^Qï*P,)==A'Qs''P,+î, et on obtiendra
C-A«<22(S»P.+ 5!P,) + AÎ, ou Aî = — A'QS(2*P.+ SP
et comme
S*P.+ SP,=ï:S*P. + A.2*P.=S*(P. + AP.) = S*P, ,
on parviendra à
SP Q = QïP— A Qs*P.+ A*Q z»P.— s ( a'Qs'P, V En général, soit 2(a''Qs''P„) , le terme auquel on arrive après n
opérations semblables aux précédentes ; si l'on suppose que
s(a«Qs»P„)-a"ôs»+'P^+î,
et qu'on répète sur cette équation ce qui a été fait sur ses
analogues , on en tirera l'équation
.4-.-Fi
(*) Icî , de même que pour les différences, on écrit 2,*^, S^-X", etc. au lieu de 2(2X), 2(S(5;-Y)),etc,
90 C H. ' I. D V Calcul
qui renferme la loi de cette expression élégante, donnée pour la première fois par Taylor, dans les Transactions philosophiques :
sPQ= QsF— aQS*P, + A*Q2^P^— A^QS^P, + a^QS^P^— etc. Si l'on y met pour P, , P^ , P, , etc. leurs valeurs en P , et qu'on effectue les intégrations qui deviennent possibles, elle se change en
sPQrsQsP— A Q(S*P+ SP)+A'Q(S^P+12*P + 2P)
— A^Q(s*P + 3:s^P + 3 2*P+ SP)+ etc.
C'est s8us cette forme que Condorcet l'a présentée dans son Essai sur t application dt t Analyse à la probabilité des décisions'^ p. 163;
Elle s'arrête toutes les fois que la fonction Q mène à des difFé-^ rences constantes dans un ordre quelconque ; et si la fonction P €st susceptible d'un nombre suffisant d'intégrations successives ^ on parvient à Imtégrale exacte de la fonction PQ.
911. U suit de là que l'on peut intégrer, i% toute fonction de la
^ j4a*+ B x^'\^ Cxy+ .....
forme ■• ■ ■ ■ ■ ■■ . v ^
quand les exposans du numérateur seront entiers et positifs*
1**. Toute fonction de la forme
tf"*(^x*+ Sx^+ Cxy ) ,
quel que soit le signe de m.
3"^. Enfin Joute fonction de la forme
sia*:"'cosJir"<-^x*+ Bx^+ C x"^ ) ,
pourvu que m ^X n soient positifs, et en changeant le produit sin ^^"'cos Jt" en sinus et cosinus d'arcs multiples. ^
Ces remarques sont fondées sur ce que les fonctions [^j, a^*^ ûtat et cos X , sont susceptibles d'un nombre quelconque d'intégrations successives ( n*', 901 , 906 , 908 ) ; elles méritent d'autant plus d'attention qu'elles comprennent à peu près tous les cas où l'on peut intégrer les différences qui ne dépendent que d'une seule variable , et qu'elles conduisent par conséquent à la sommation . d'un grand nombre de suites ( n"*, 897 ).
911. On exprime aussi l'intégrale d'une fonction ^u^lconque u^ par , le moyen de ses différences. U suffit pour cela d'observer que si Ton fait Xu = U ^ et que l'on désigne par U_^ la valeur que
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prend U\ lorsqu'on y change x en x — nh , on passera de î/ à I/_^, par la formule du n". 873 , qui devient dans ce cas
^t donne par conséquent
U'^U^^^'-u^ ^ ^ àu+ ^ ^ ^^ ^ ^A'tf— etc,
après quon y a substitué pour aU^ A^U^ a^U, etc. leurs valeurs déduites de Téquation 27==: 2 2^.
Mais il est visible que £/— i7_^ n'est autre chose que l'intégrale de la fonction u , prise depuis x ^ jusqu'à x^^nh ^ puisque d*après. les ' ,
conventions établies
^^ii= «-,^-t+«-,i-.+ CtC*
on aura donc
en se rappelai^ <me par cette valeur , Thitégrale est renfermée entre les limites * et * — nh.
Quoique pour rendre le passage indiqué ci* dessus plus facile à saisir , nous ayons supposé que le nombre n fût entier ^ il peut néanmoins ici , comme dans la formtde dq n"*. 873 , être quelconque; d'oà il suit que si on veut pousser l'intégrale jusq^u'à t'ori^^ne des :r, on aura encore
TÈu^—u^**^ Ai^H — ^ — Vit— — 2î — — ^-^^^— — ^A*«+etc
x' désignant le rapport de :r à A.
Lorsque la différence h de Tabscisse devient évanouissante et qu'on prend les limites en conséquence» la valeur de S 21 devient celle dé fudx ^ (]ue nous avons donnée dans le n\ 485 » comme l'expression générale de u^ se change dans la$érie de Taylor ( n"*, 86i )•
9* Ch. I. DuCalcvi
En effet, on trouve successivement
I Kl h 'I.l#3 A*
Xufizrz w^ 1 ^ — ; — + etC*
d'oïl on conclura
Ju x^ J^u
fudxz=. X U-^ r—- + r-r — etC.
i.i dx* 1.2.3 ax*
si Ton fait attention qu'à cause de j: = x'h , le rapport x' augmente à mesure que A diminue , et devient infiniment grand lorsque cet ac* croissement s'évanouit.
On parvient encore à une expression de 2 2/ ', qui diffère de celle que nous venons d'obtenir, en ce que- les quantités u^^u^ a^u , sont relatives à l'autre limite de l'intégrale. Supposons qu'on demande la valeur de l'intégrale s//, prise depuis X2=:a jusqu'à X =: a+ nh: on désignera alors par -^ , Aji , A*-^ , ce que deviennent les quantités u^ au, aV, etc. lorsqu'on y change x en tf ; on aura, par la formule du n\ 873
xu^^j4 = nA + -^ iA^+^^ ii i A*J+ etc.
et en prenant depuis :r=o jusqu'à a: = t'A, il viendra
x«-x^'=.'^'+ fï±::L>^^'+fïfziilMri) ^.^/+ etc.
formule dans laquelle ^' représente la valeur de u dans l'hypothèse oîr jt = o.
913. L'utilité dont est l'expression de s 2^ , pour la sommation des séries, a porté les Analystes à s'en occuper beaucoup, et ils sont parvenus à lui donner plusieurs formes très-élégantes; Euler la fit dépendre des coefHciens différentiels et de l'intégrale/i^ d x. On arrive à ce résultat en partant de la formule . .
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qui donne , = -s^+_.^+-— -S^ + etc.
Si on fait --^ = k , il viendra i -^-fu dx tX dx
du d^u
fudxi=^h'S,u + aA*s— + iSA^x— ^ — etc.
en représentant t^bx a^ ^^ y, etc. le$ coefEciens numériques; on tirera de là
1 ^ , , du , </*«
2 » = -judx-^ « A s — - — jS A*x -— r — etc.
hr dx dx''
Si maintenant on prend lés coefficiens différentiels de chaque membre ,
dm^U du
en observant que — ; — = S -— , ce qu il est fort aisé de vérifier ,
* dx dx
on obtiendra cette suite d'équations
du t , d*u .,. iPu •
s— -= -- 1/ — * As— -;— ^ A*s-—
d*U l du , d^U . ^^«
jE =— '^— -— ■ ce A S — fi As ^
dx* h dx dx^ dx^
JPu I d*u ^ \ dt^x^ ., ^«
2—— =: — • et A S •— â As — — .
^/at^ hdx* dx^ ^ dx''
etc.
on se servira de ces dernières pour éliminer successivement de la valeur de si;^ les fonctions
_ du d^u ^u
dx* dx"* dx"*
et il est aisé de voir que le résultat sera nécessairement de la forme
I du d^u
t^uti^-'fud^ '\^JU'\' Bh— -^t Ch^^rz^ etc.
A ^ dx dx*
La détermination des coefficiens A^ B , C, etc. s'opère ici comme dans le n"". 864 , par la considération de la fonction particulière <% pour laquelle on trouve
. e*— I ' ^ V ^AT» *
tfoîi il suit =î= ^^j4 + Bh+Ch^+ etc.
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ce qui montre que les coefficiens ji , B ,C, etc. ne sont autre chos6 que ceux qui multiplient les puissances dé h dans le développement
de la fonction ^ 1 réduite en série ascendante par rapport
à cette lettre,
914. On obtiendra de la même manière, et sans plus de di/S-* culte 9 l'intégrale répétée ^"^u ; car la formule
Conduit à
faisant ensuite ^=1=», on aura [:s=:f'^udx'^^ et par conséquent
dx
I du d^tt
X^U =?= Tçrf^Ud x"^^ ôL h jT— -^ fi **^"t^ + etC, A dx d X*
prenant les coefEciens différentiels de chaque membre de cette der« niçre équation , on formera les suivantes :
du ï d^u d^u
-i:-^ = -/-«rf.-««Ax-^-M?»^ + etc.
etc.
^/tf d^u
à l'aide desquelles on chassera x"*^ , x"*-t — , etç» de l expression
dx d X*
de :;5 2f. L'équation finale pourra être représentée par
du d^u
dx^ dx
et deviendra / i _ i A B M
+ jy + PA + QA*+etç, les coefficiens J^ B, yM, N^ etç, sont donc encore ici
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Ct\xx qui multiplient les puissances de h dans le développement de ■■ ■ ' ■ pj ; et déjà nous ne pouvons nous empêcher de remarquer, entre les intégrales elles puissances négatives, une analogie qui n'est que la continuation de celle que les différences ont avec les puissances positives: en sorte que Ton peut regarder les intégrales contme des différences d'un ordr« dont Texposant est négatif. Il est visible en eiSet que d'après ce qu'on vient de voir , on peut écrire
S^tt^Sî
ùT
pourvu qu après le développement on change les puissances posi* tives ~^ en -— , et les puissances négatives -j^ en Pu d x^ ; et puisque Ton a (-n% 864 )^
il ^si évident que l'expression de 'l'^u est comprise dans Celle de ^"^u , dont elle se déduit en affectant l'exposant m du signe *^.
9 1 5 . Toute fonction qui pourra se réduire à une suite de termes contenant des puissances entières , soit positives , soit négatives ^ de A If et dé X /^ , sera nécessairement égale à une pareille fonction
de €^* — 1 , pourvu qu'en développant les .deux membres on transporte aux caractéristiques a et 1/ les exposans des puissances de A If et dedUf et qu'on change en intégrales celles qui répondront à des exposans négatifs* On doit conclure de ceci : i"". que l'équation
du .
{I0g(l+Alf)}«=:^{l0g(j+.^— 0}-*
aura également liÈu de quelque signe que soit affecté l'exposant m , et comme elle se réduit à
{log(i + A«)}«=A«^,
on aura ^sim est négatif,
9^ Cn. LDt/ Calcul
et déjà dans le cas de m positif nous avons eu ,
{log(i + A«)}«=A-— ( n». 867).
' a% L'équation évidente
i' «tf A' £« ,
(jui . donne
et d*oîi nous avons tiré
—A' A""tt=: { e^^ —!}'"( n^ 873 ),
po\ir l'expression de la différence de la fonction u , prise en supposant que X varie de h\ subsiste encore dans le cas oîi m est négatif 9 et conduit alors à
z' représentant ici l'intégrale de la fonction u ^ quand la différence de X est A'/De[cette équation et de la précédante | on déduit celles-ci ;
qui ne sont à proprentent parler que deux cas de la même équation ; l'un se rapporte à l'exposant +m et l'autre à l'exposant — ^ rm
Léibnitz remarqua le premier s\ir les différentielles des produits de plusieurs variables l'analogie qu'elles ont avec les puissances; il montra bientôt après que les intégrale^ en avoient i)ne semblable avec les puissances négatives. Cette connoissance demeura stérile jusqu'au mémoire que Lagrange publia sur ce sujet en 1772; il généralisa les idées de Léibnitz , les étendit aux différences ^ çt ep déduisit les formules qu'on vient de rapporter ; mais ces formules n'étoient encore que les résultats d'pt>e iaductiçn , è la vérité très*
iine,
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fine , et TAuteur les regardoit comme très-difficiles à prouver direc*^ tement^ lorsque Laplace en donna, dans le septième volume des Savans étrangers , des démonstrations qui réunissent Télégance à la simplicité ; il ajouta quelque chose à ce travail en 1777 : c'est ce dernier Mémoire que j'ai suivi dans ce qui précède. On verra dans le Chapitre II ^ ces mêmes formulées faire partie d'une Théorie complète des suites , due entièrement à Laplace ; mais dès à présent il paroîtra sans doute que Tanalogle des puissances avec les diffé* rences est précieuse pour trouver , retemr et généraliser des expressions qui coûteroient beaucoup de peine par d'autres méthodes.
La formule 2'"i« = se développera par le
du
procédé dont on a fait usage dans le n"*. %6^ ^ à Tégard de la fonction (e*— I )% et Ton aura les relations des çoefficiens des puis-
du sances de la quantité -7- A > qui tient ici la place de « , en écri-
dx
vant — m^ au lieu de n ^ dans les équations de la page 17. Il vient par cette opération
etc.
et on a par conséquent
y-+*A-'"+*+ etc.
du \dxJ \dx/ \dx/
changeant les puissances négatives en intégrale ^ d'après la règle prescrite dans le n"". 914, il en résultera
'tTu^ _/««^x- + --_/^-«^^''-» + -,^ etc.
ApptndiUf N
9? Q\{. \, Du Calcul
Si 1*00 change le signe des coefficiens affectés d'un nombre impaur d'accens, ou qu'on écrive
--T^r-'^^x-^-'+^tc.
A" les lettres.^'. A", A'", etc. dépendront alors de ces équations :
1 ^' 2.3^ 3^»3*4 ^•3*4'5 etc.
917. Examinons en particulier le cas où ;w=5i , dans lequel on a
2 z^= l/« dx ^Au +A'-^ h — ^'"— ^ h'+ etc.
A dx ax*
en observant que le terme — Af^'^udx"^"^ devient
^Ap-'u dx'''= -^Af^u d x'= — Au.
Les coefficiens A , A\ A", etc. donnés alors par les équations
etc.
s*évanoviissent de deux en deux , en commençant au troisième ;
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c'e$t-à-dîre, quon trouve ^''=0, -^^^=0, -^''"=0, et qu'on a par conséquent
I I du d^u d^u «
xu = Uudx — lu-\'A'—h—A'''-—h'+A^'—' A^— etc.
h 1 dx dx dx
918. On s'est beaucoup occupé de la recherche des coefficiens numériques de la valeur de 2m , etc. voici comment Laplace est parvenu à l'expression générale de l'un quelconque , indépendamment de tous ceux qui le précèdent. On a premièrement
en multipliant les deux membres par A, il viendra
-^=^+^.A + ^.A*+^,A3+^Ji^+ etc.
e* — I Cette série étant ordonnée suivant les puissances entières et positives de A y il résulte du théorème de Taylor que
I • X. • • ./Z uH
en observant de faire A=o ^ après les difFérentiations ; cependant si l'on effectue les calculs indiqués , les valeurs A , A,^ A^, etc. se présenteront toutes sous la forme de | : Laplace a évité pette difficulté par un artifice d'analyse très-ingénieux. La fraction
A A .1/ -- 7* . T* -Â — ^ —n. TT se décompose en -r-r rr î
de plus , il est visible que lorsqu'on fait A = o , on a
puisqu'il est indifférent d'écrire y au lieu de la quantité A ^ son multiple /y A qui s'évanouit en même tems qu'elle. On tire de là, toujours dans l'hypothèse de A = o ^
Nx
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en faisant /; = ^ et g = nj on aura donc
i c — i) Ce +1
Si l'on donne à -j-^ la forme A(e*+.i)~', on obtiendra par
dh' dh'
1" dk' x" r/A" ^ dh' *
d'où Ton déduira
^A* 1"— I * dh'' '
équation dont te second membre ne devient plus ^, quand on y
met o pour k.
la formule du n"*. 107 , ■
+ ndkd"-\{c^+ I )-*+ A^\(e*+ I )-';
la différentielle ^A étant prise pour constante , il ne reste que les deux derniers termes du second membre , et la supposition de A=:o fait encore disparoître le dernier , en sorte qu'on a seulement
^{A(«*+ i)-'}=/2i/Ai/*-.(c*+ i)-% lorsque h~o^ ce qui donne
(<<-,iJ _ « <f-'(e*+ I )-' _ -n l<*+i/
« par cooséqu», A=,.^., (-^.Xx--) ■/*- '
Si maintenant on calcule les différentielles successives de la quan-
• r ' tité — j^ , pour en connoître la loi , on trouvera
''l,*+ij -^ "^l^+A—^^
= ■ , etc.
dh ~(e*+l)*' dh^ (e*+l)
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et Ton en conclura que Ton doit avoir en général
"^XJi^i] _ ^,e<''-0*+ ^^g(''->)^+ J^e^»'-^)^ ... + etc.
.9, , B^^B^y etc. désignant des coefficiens numériques indépendans de h. n est d'ailleurs évident que le numérateur de cette fraction ne doit contenir que des puissances positives de t^, et que par con* séquent le second membre de l'équation
arl
doit s'arrêter à -ff„_,e*; d'oîi il suit que si on développe le premier en une série descendante ^ ordonnée suivant les puissances de e% cette série doit aussi se terminer à e^. Or on a
(e*+ I )-'=«-*( I + e-*)-'=r*— -«-**+ c~^*—«-'4*+ etc.
^^'^j^J^ = =f{ *"*— i""'*"**+ 3"-*^"'*— 4"""'*"^*+ etc. } ;
le signe — se rapportant au cas oîi n est pair et le signe + à celui oii il est impair ; on obtiendra donc
q=(e*+ I )"{r*— 1— ^•*+3"-*e-'*— 4"^*«-4^+ etc.}
en observant de s'arrêter dans le développement du premier membre au terme multiplié par e^, parce que tous les autres doivent évi* demment s'évanouir. D'après cette remarque ^ il viendra
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Si Ton divisé les deux membres de cette équation par (e* + i)% q.i'on fasse ensuite A = o, dans le second, il en résultera
— 4"^— 3"^/2+ 1" ' ^ . / -- -i^ ^^^^ -^ } +etcJ
t ifi 1.1.3 3
et enfin
etc. I
Il ne faut pas oublier que le signe supérieur convient au cas oii n est pair , et le signe inférieur a lieu dans le cas contraire.
Cette valeur ne peut être employée que quand /i> i , car elle devient infinie lorsque n=i ; et on prouve avec la plus grande facilité qu'elle s'évanouît dans tous les c^s où n est impair. En effet , par la formation des différences successives ( n"*. 860 ) , et en mettant à part les termes dans lesquels les facteurs de la forme (/i— /)— ' deviennent de celle-ci (—/')'""', parce que i l'emporte sur /i, ona
rp/2(« ^n)'*'"'=fc(n-T-/2T-r.l)'*"'
s=:(n^,y-*_ l(n^iy-^ +ltlS (/2^3)"^' ±(--1)-*
.1 i»i II. 1 j
etc.
mais comiiie il résulte de la formule du n"". 864 > qu^en général A".:t"*'=±o, les premiers membres des équations ci-deçsus s'éva^ 0 ouïssent ^ et les seconds donnent ^lors
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72, , n(n — ï) ^ nCn^^i) («-3)-'-- -(«-4 '"" + -\— ->--s)'-'...^3"-'--i"-'«+ -^^^ ^,
en ne comprenant dans les premiers membres de chacune de ces dernières équations que les termes où la quantité /j— i est positive entre les parenthèses des puissances /z— *k Cela posé^ il est évident que le numérateur de l'expression de j4^ renferme un nombre pair de termes lorsque n est impair ; si l'on substitue à la place de la première moitié dé ces termes , qui forment les seconds membres des équations précédentes , leurs valeurs , et qxie Ton fasse attention aux signes de la seconde moitié qui se déduisent de celuLdu dernier terme y on aura le résultat suivant :
-(«-3)"-'+ 7(«-4r '- -Vt-('*-5)'"' + • • • •
dans lequel les lignes placées à égale distance de la première et de la dernière sont composées de mêmes termes , mais pris avec un signe contraire ; er le nombre de ces lignes étant pair , leur assemblage sera identiquement nul ; ainsi ^nr=^^ 9 lorsque n est impair. Lorsque n est pair , le numérateur de J^ a un terme moyen exprimé
par ^[{-) -.-(--..) +-L— '(--,) -.etc.}.
et ceux qui sont placés à égale distance des termes extrêmes sont afièctés du même signe , en sorte que si l'on met à la place du dernier, et de ceux qui le précèdent^ jusqu'au terme moyen exclu* sivementy les expressions équivalentes
I , l'-^'A-n , 3'^'^i»-';2+ A 1 , etc.
il viendra , en réunissant les termes semblables placés à égale distance avant et après le terme moyen ,
Kn \"""* n/n x"*"* n{n—\)/n x""* \
fl
le signe supérieur ayant lieu quand - est impair, et le signe
inférieur lorsque ce nombre est p^. Soit fait - ànzp , et concevons
qu'après la substitution on divise par x le numérateur et le dénominateur de -^n, on aura
etc.
ce résultat étant or4onné par rapport aux puissances de p , p-^i , pwri f etc. prendra la forme
Il I.* ^\ 1.^.3 i
+ etc.
• Telle
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Telle est l'expression du coefficient du terme général de la suite
_i- = UA-^-AMAh^'+^ih^'^J.h' +-^a/*'+ etc.) ,
d'après laquelle on forme celle-ci :
A dx dx dx ax '
919. Si Ton fait u=x'* dans la formule de Tarticle précédent; on aura
S.a:"*=^- — + ^,a:"+u^.72a;«-'A + ^X/B— i)(ot— X>"-^4'
+ ^6/72(/72— i)(r»— i)(/7i— 3)(;»— 4K-'A'+ etc.
La série s'arrêtera toutes les fois que l'exposant m sera entier et positif} le dernier terme sera
si m est pair, et
si ce nombre est impain
En rapprochant ce résultat de celui que nous avons rapporté dans le n**. 898 , on jreconnoîtra l'accord qui règne entre l'un et l'autre. Si on» désigne par 35,, 5^^, 7^5, $Bj ^ n-^sj les nombres absolus, 7, jy i> 1^* ir etc. qui multiplient les termes de l'expression de la page 70 , à partir du troisième terme , on aura *
d'oii
€t comme la formation des coefficiens A , J^, A^, A^^, etc. est connue ;
10^ C H. I. Du Calcul
celle des nombres B^, B^, etc. le sera pareillement. Il est visible qu'on peut donner à l'expression de S •:«:"* cette forme :
i.3.4.5*6 dans laquelle
Ces derniers nombres ont été remarqués d'a]>ord par Jacques Bernoulli, qui donna le premier l'expression de Ht somme de ta suite i", 1% j%, •..«"*; mais il rfen connut pas la loi ; Moivre, dans s^ Misccllanca ana,lytica ^ indiqua la suivante :
etc.
Euler . trouva d'autres relations très-élégantes entre les nombres B^ ^ jff, , Bf^^ etc. qu'il nomma nombres de BernouUi ( numtri BtrnouUiani ) ; mais il n'en dé couvrit point encore le terme général qui se déduit facilement de l'expression de A^^ ; car de l'équation
il résulte ' . ' -5^^-»=
+ etc;
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Exprimée par les nombres B^^ £^ , etc. la valeur <ie 21/ devient
I ^ I y^àuh d^u h^
+ ^5-r-T -T- — etc.
910. UÎTitégrale /i^i/AT qiii entre dans la formule précédente^ pourrok en être chassée au moyen de la série
/«rf* = ««— — --+-—:-— -—etc. (n». 485 ),
qui s'arrête aussi lorsque la fonction u a dans un ordre quelconque
des différences constantes; tpais on parvient directement à une
expression délivrée du signe/, par le moyen du théorème de Taylor.
qui, pour les. quantités «_, , u^^ «_î. ••«_», antécédentes à u^
donne les séries
du h d^u A* J^u A^ d^u h^
«— -p-+ -T— 7-3 + -r—. etc.
dx 1 dx^i.% dx^ 1.2.3 «Jt* 1.2.3.4
du h d^u h\ d^u h^ J^u A*
dx I dx^'i.x "^ dx^ 1.2.3 dx^ 1.2.3.4
du h d^u A* A^u h^ -d^u A^ u—n—- - +^*T~; ^ T^ + ^in '■ — ^^c-
dx i dx i.i, dx 1.2.3 «* I.2.3.4
En ajoutant toutes ces valeurs ensemble^ on trouve
du h
X(;^=:ntt— (l + 2 + 3.. .. + 72)
dx I
!♦ *^ fl:r' 1,2
— etc.
désignant par Sn^ X^P^^'j *^^% ^^c. les sommes des puissances des
termes de la série i, 2, 3,,. .«a, on obtient cette formule
' ^ duh ^ d'u A» „ , iPu h^
xuz=:nu — Sn.^^ VSn^.-- — .J/z'.—-. , j- etc.
dx I dx^ 1.2 dx^ 1.2.3
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et on a pour déterminer Sn^ Sn^y Sn^^ etc. les équations Sn = xn + n\ Sn*=j:n^+ /z% Sn^=j:n^+n\ etc. ( n^ 897 )•
On rendra semblables entt'eux tous les termes de cette expression
de ^u y en observant que n:=Sn^y et on aura
du h „ d^u A* „ , </^« A»
^u:=zSn\u—Sn.- \-Sn',—— Sn^.—-z + «te.
dx .1 ax i.x dx^ 1.1.3
911. Sî on rapproche cette formule de celle du n\ 9191 on en déduira l'expression suivante:
lfudx=(Sn'+ i)u—{Sn + ^2?.)- -^+Sn.— ^ n I dx ' I • X dx
A» Va ^, A* d*u ,^, .„, A'' d^u
qui peut servir à calculer les valeurs approchées des intégrales ^ et qui se change en
fudx=^{Sx'+ s.)u—(Sx-\.iB,)—+ -y**-^-^
quand on fait A = r , et que l'on part de Torigine des x.
On trouve une autre expression Atfuix , qui ne dépend que des différences ^ en mettant dans le développement de l'équation
rrfudx=z- -
k'' ^ iog.(l +Az/>^
au lieu de ^a la valeur obtenue, n°. 911. En effet, cette équation ' donne par le changement de i^tT^ en 2;// et de lu"" en i^,
-/« ^:ir = r i/ + C,« + C,A 7/ + C,A'// + etc.
r, , c. , C3 , etc. désignant des coefficiens numériques faciles à obtenir, puisque ce sont ceux des puissances de A// dans te polynôme
{ I — i.zi,^ + jAtt*— J A tt^+ etc. }"•*. Cela posé, si l'on chasse ^u par le moyen de la formule citée, il viendra , en prenant A= i , ce* qui rend 4;'=jr, et se servant
DES Différences. 109
pour abréger , de la notation de Vandermonde ( n'*. 901 ) ,
/i^^^ = (C, + ^)«+(C,— [o][:r + i])Az^ + (i:5 + [o][A;+z])A-*i
+ (C^— [o][x + 3])A^i^+ctc.
Cette formule qui a été remarquée en premier lieu par Lorgna , peut être fort utile pour obtenir des valeurs approchées de fu âx par les différences de 2/ ^ ou les aires des courbes par les différences de leurs ordonnées équidistantes.
911. On étend sans peine l'expression de xu donnée dans le n^ 919 r 3^ c^s ^^ ^^^ 3 ^^=^'y f y étant une fonction quelconque de X , parce qu en intégrant par parties , d'après la formule du n°. 9 10 ^
d'y — as df ^y on trouve 2 a*y = — ^ ; substituant pour Ly la série
qui l'exprime 9 il vient
(a*— i)sa>=a'j.— a*| -sa'-f + ^^'~ + x^'^^ +etc. \
^ * "^ ^ \i dx i.i dx^ i,i,3 dx^ y
dy d^Y
Si , à la place de y , on met successivement ~ , --^ , etc. on
dx dx'^
trouvera les équations
(a*— i)2:a'-^=: a'^ — a*f * xa'^ + — s ô'^ + etc.| -^ ^ dx dx II dx"" 1 . 1 dx"" } .
(a*— i)ïa'-^^ = a'j^ — ^ J - S a'-4 + etc. [ ^ ^ ^;c* £/jc* ( I dx^ J
etc.
avec le secours desquelles on éliminera les intégrales
Il est visible que le résultat sera de la forme
dx dx dx
Euler détermine les coefficiens ^ , B , C, etc. en substituant dans
cette dernière équation les valeurs de ay , a'- ; , ^'-p^ , etc,
dx d x^
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prises dans les précédentes. Par ce moyen on obtient Téquation
h dy a^h^ d'y a^h^ d^y
I (tx i,i ax i«l«3 ^x
+ C(a^— I WStf'--^ + etc.
+ etc.
qui , devant être identique , donne
A{^a^—l) +tf*=o
5(fl*— i) + _^^A + ^ = o
' (^*— I ) + -Ba^-\ Aa^ + =0
Z> ( a*— 1 ) + -Ca^-\ Ba^A ^ ^^*H = O
Cest par ce procédé qu'EuIer détermine aussi les coefficiens de la formule du n*. 9 1 3 , et Ton voit aisément qu'il peut s'employer également pour parvenir à la formule du n"". 864.
Si dans l'expression
sPQ=QzP — A<2 2"*P, + A^Qs^P.— a'Q s^P, + etc.
obtenue n% 910, on remplace les différences de la fonction Q par leurs valeurs en séries , formées d'après le n**. 864 , et que nous représenterons pour abréger par
dO d^O ,d^0
a^ dx^ dx^
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on aura
dx ' dx'
. — £^AXs<P,--«VP.+j3S'P,) + etc.
dx Examinons en particulier le cas oîi P=a*; il viendra pour ce cas
— ■ k or
a'- .. û*+* :^ . . , tf"*-^*
et par conséquent
sa'0= -=- a'—= V- a'-—\ < <t } h*
formule qui rentre dans celle du n"". précédent , lorsqu'on y substitue les valeurs des coefficiens «t , jg , . . . . <t', jg', etc.
En faisant us<|ge dans le cas actuel , ainsi que dans les précédens ,' de la considération des exponentielles ^ il faut prendre Q = c'; il vient alors
et dans la même hypothèse la série qui exprime s a'Q devenant divisible par a V , on a
{{a'^iy (a*— î)^"^(■^C::7)^J+''^^• équation dont le second membre peut être mis sous la forme
Il reste maintenant à développer le premier sous une forme analogue; pour y parvenir « il faut remarquer que
tfV— I (a*— I )<*+(«*— I ) (a*— i)— (<-*_! ) *
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parce qu'il en résulte £]^ _J I «-*— I («-'— i)» •»
= i i^-H — . .4. etc î < —
/;•{ I + + etc.}»
série qui prend évidemment la forme I { B B, \, { B' B', B\ \ ,,
et rentre par conséquent dans celle de la précédente. Si donc on y change les puissances de h en produits de la forme
h—^y k T^> c^c* et qu'on la multiplie par a% on auraiex-
' pression de sa'Q, d'où il suit que Ton peut écrire cette équation:
^(fy^
^f.dx
pourvu qu'on eh développe le second membre comme il a été
dy
dit ci-dessus; ce qui s'opérera en faisant pour. abréger —h-^ij
dx
et en réduisant la fonction -r en série ascendante suivant les
puissances de [.
I^e théorème de Taylor s'applique à cette fonction et donne
le coeffcient du n'"*' terme de cette suite, ou de i*"' , sera
»«al à — -ti*"'-? , en observant de faire { = 0
^prçs les difFérentiatioris ; il se déterminera d'une manière analogue
DES Différences. hj,
à celle dont'on a trouvé ^""'-r dans le n'. 918. On a en lefFet
3tf-*e-*+tf'"**r»'+,a"^*«-'^'+a~4*tf""^+ etc. .
tf*<* — I
par cette dernière série on trouve
aht*^^ I
multipliant le second membre de cette équation par le développement de ( âV — I )", pour le comparer au numérateur de la
première expression de ^^'-7-; f ^^ trouvera ^
— n rtC""*)*e^'*"»> :^»-»/îa^'»-3)*ÉC«-3)«_j«-i;2aC»r'^)V*"'*>*+ etc.-
+etc.
=c,a<—^«(-")«+c,a(— *)*<(*-)'+<:,«<-«)*«<*-?)'. . . . +c;_,dV,
d'oh on déduira '
/ , nf/ï — i) n(n — i)(n — 1)\ :,==:T:(4-'-3-»;i + i-'-i-^ L_^i 1^^ etc.
Faisant ensuite 1=0 , dans l'expression de ^'""-j; , et se rappe-
lant qu'il faut remplacer ^'»""' par h'^'-j-^^ , on aura pour le terme général de la valeur de ^a'y^ cette formule
Appendice*
ÏI4 C E. l. D ir C A L c tr t
Il est visible que la valeur de xa^'y sera terminée toutes les fofs que y sera une fonction rationnelle et entière de x. Nous n'insisterons sur aucun cas particulier de cette formule 9 parce qu'il est trop facile de les déduire du cas général ; nous observerons seulement qu'elle ne peut servir quand ^-=1 : les dénominateurs des coefficiens s'évanouissent alors coiçme au commencement du n^. 91$ ^
puisqu'on retombe sur l'équation sj^=:
Nous ferons encore remarquer que l'équation Sia*y= > — ^
n'est qu'un cas particulier de cette autre plus générale :
donnée en premier lieu par Laplace. On y parviendroit par des considérations analogues à celles dont nous avons fait usage dans le n"". 914; mais devant la déduire dans le chapitre suivant de la même source dont ce Géomètre l'a tirée ^ il seroit superflu de nous y arrêter ici.
914. Nous n'avons donné dans le n*". 911 que l'expression de l'intégrale simple x^ ^ mail on peut déduire celle de s**!^ de l'équation
en y faisant A':^â , ce qui change x' en s , et avec l'attention d'en développer le second membre dans la forme suivante :
=(i + Att)-*" + — (i + A«)-— ' -H ^ ^ (i + Luy^^J^ etc.
puis d'écrire 1/ , à la place de l'unité qui forme le premier terme de chaque binôme et qu'il faut regarder comme tgnacit la place de (a«)%
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et enfin substiiuer a^ ^ au lieu de àkU\ on obtiendra ainsi
- ^^ ^ ^ + etc.> [ A«/ï
+ etc.
^Quoique les séries qui multiplient « , Au, A*^ , a^u , etc. dans cette expression , se présentent sous une forme ift^nie , il faut néanmoins n'en prendre la somme que depuis Tindice * = o ,
jusqu'à l'indice j. Ccst ce dont on peut $c convaincre , au moins
pour le cas^/yi=si^ en comparant le résultat qu? donne alors la formule ci- dessus, avec celui qu'on déduiroit de ces relations:
^uz=u^, + u_^+u_^+ u^^+ etc
U AU+ A*U A'tt+CtC.
+u — iA«+3A*zf— 4AV+etc* + « — 3 AU + 6a*u — I oùPu + etc.
+ etc....... ..•.^...
fondées sur les n**. 897, 873,
Au reste 9 il est facile .de voir que la formule ci- dessus est plus cùrieu&e qu'utile ; je ne l'ai rapportée que pour compléter xe qui regarde l'analogie des pidssances négatives et des intégrales , et je ferai remarquer à cette occasion que l'équation
est vraie aussi dans les mêmes hypothèses; car elle devient A'^i^=z {( J +Aw)^i }"•, quand on fait f/:=^h.
925. Nous aurons peu de chose à dire pour le moment , sur la d'intégiter par approximation les différences. Ce procédé , I x{tt< MA analogue dansk Calcul intégral des différent idl es ^
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consiste à réduire les fonctions proposées en séries dont cliaque terme soit facilement intégrable. On attendra ce but toutes les fois qu'il sera possible de transformer ces fonctions en séries dont les termes procèdent suivant les puissances du second ordre ^ parce que ces puissances s'intégrent immédiatement ( a"", 901 )•
Supposons qu'on ait la fonction —, et que la différence de 'la
variable x soit égale à Punité , ce qu'on peut toujours obtenir en
substituant -- à a:. La fraction — - étant convertie en
h AT*
[*] + 3 [*3 + II [*] + «te- ( «'• 903 ) » aura pour intégrale cette suite
— [x] -- 1 [*] — ij!. [jc] — etc. + const. ( n». 901 ).
L'expression - échappe à ce moyen parce qu'elle renferme le terme [xj
dont l'intégrale se présente sous la forme — — — , semblable à celle
que prend la formule fx'^dx = , lorsque /» = — i. Si l'on
employé la valeur de 22^4 obtenue dans le n^ 919 , on trouvera
x+l /" ' ' i:«r+l l(Ar+l)* 4(^+1)^ 6(jf+l)'
résultat qui contient un logarithme*
Les autres valeurs de "zu fournissent aussi des séries infinies qui peuvent conduire à des résultats. approchés, lorsqu'elles sont convergentes. Celle du n"*'. 911 donne
43=W M M-[-^+ ^î M M + ^[^+ J m' W— ^- 3[^+ 3K<>] [A etc.
en prenant les valeurs de a[^] , à.\x\ , d'après les formules du r/. 902 ; ce résultât devient, après les réductions dont chacun dp
XX X
+ etc. + cor? st.
x+i ' 2{x+i) 3(^ + 3) ' 4(*'+4) Cet exemple sufEt pour montrer ce qu'on doit faire dans tous les cas.
9x6. Fidèles au devoir que nous nous sommes imposé , de rattacher au plan de cet ouvrage tout ce qui, dans les traités de Calcul différentiel et intégral d'Euler 9 peut avoir quelqu'importance, par rapport à l'état actuel de l'analyse , nous allons rapporter une méthode pour obtenir l'expression approchée de 2 2^ , au moyen d'une éqttation différentielle du premier degré et d'un ordre indéfini.
Si Ton fait s «^ = ;[ , îl viendra « = a ^ , et on aura , par le théorème de Taylor , cette équation :
dx i dx"" i.x dx^ 1.2.3
lorsque la quantité A sera très -^ petite , ou que renfermés entre des limites connues et très-resserrées, les coefficiens différentiels
-r^ y -tA 9 -7-^ j ^*c. formeront nécessairement une série conver-
dx ' dx^ dx^
gente, on pourra terminer cette équation; on aiira alors une équation, différentielle du premier degré, à coefficiens constans, ' d'un ordre marqué par celui du terme auquel on s'arrêtera , et dont l'intégration feroit conrioître la fonction { ( n*. 649 ).
Il convient de remarquer que l'on peut toujours rendre la quantité A aussi petite qu'on voudra ; car .si u étoit fonction de x* et de A', et
qu'on y fît x=^ — , on auroit A = — ; mais il faudroit , pour
qu'on pût tirer parti de cette transformation , qu'elle ne rendît pas trop divergente la série des coefficiens différentiels.
Au lieu d'intégrer l'équation différentielle ci-dessus , pour en tirer la valeur de u , nous ferons usage de la méthode des substitutions successives. En négligeant d'abord les puissances de A , supérieures à
dt Ai la première , t>n aura « == ^ - , d'où {= jfudx. Soit pour abréger
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^fu dx=iP y et posons r = P + /? A ; en substituant cette valeur fi
daps Tex pression de u^ nous aurons
dP h d^P A* iPP h'
j ^in — ^T^ 1- ^^*
dx I dx^ i.x dx^ 1.2.3 " ~ ^ dp h'' d^p h^ (Pp h^ i
dx I dx l.x dx^ 1.1.3
mais il est évident que la première ligne du second membre est égale à A P y et en se bornant dans la seconde au terme affecté de A%
dp I
on obtiendra u-^àPz^ — h\ d*oîi p^-^^ffù — /^P)dx. Faisons
encore -jrfii^ — ^P) dx=P\ et prenons p=,F+p'k , l'équation
„ dp A» d*p A» d^p A^
dx I dx* i.x dx^ i»i.3 deviendra
dP' A» d'F h' d^P^ A*
dx 1 dx* i.x dx^ I.X.3
dp' A' ^y A* dPp' k^
+ etc.
Ja? I dx* i.i //at; i.z.3
la première ligne du second membre étant égale à Aa?', on aura ^ en se bortiant au premier terme de la seconde ,
^^ù.P^h^r=dLh\ d'où p'==^'^nu^AP^hAF)dx.
dç^ n
Il est facile de continuer ce procédé , qui donnera
s u=:i=P + P'h + P"h*+ etc.
/>:= Ifudx , P'^j-f{u^^P)dx, r='^f{u^AP^hù.F)dx , etc.
Pour en montrer l'application , nous ferons avec Euler a=ax% A=?t ; il viendra
^'=/{-(^ + t)+^ + î. + t}^^=î^» ^^'=0, ft par conséquent
résultat qui s'accorde avec celui du n% 898.
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917. Lorsque la fonction u est de la fortne vy , on parvient à un résultat délivré du signe d'intégration > en faisant 'Zvy=^vi^ ce qui donne
en mettant y, à la place de v+ av , et d^où on tire
(dzk J'r A* ^? A^ .
'.{t^^+t^ +:r^ + etc. J.
ttfa: I dx* i.i tfjf^ 1.1.3 V
vy«^7Av:
En négligeant les termes multipliés par A ^ oti obtient d'abord
r= -^. Faisant — = i^ et 7=P+i>A, il vient ensuite
rfP A J^/> A» ^P A^
- tf a: I fl a:* I . X dx^ l • 1 . 3
./iAav — V,^ ^^^ ^i^ ^-Jl_
<fjt I dx^ i.l ^x' 1.1.3 d'oîi Ton déduira , en raisonnant comme dans le n"". précédent ,
v,aP
— ^AAv=r,AP, et /r = —
Aav •
V aP puis on posera — -^— = /^j p — P'+p'hy
et en vertu de Téquation
(dp A* ^ye; A^ 1
— /;AAi'=y,AP + v,|-jL — +— ; + etc. \
Idx I </Ar I.l J
tfjr I dx^ T.i
+~— +-r^ + etc.
dX I ^AT* I.l
d*oîi on tirera —/A a v=v» aP', /^ — — 7—- .
Aav
La marche du reste de Topération est semblable à ce commencement ,^ et en la suivant on parvient à
svj. = vç = r { P + P'A + P'''A*+ etc. }
vy , v.aP ^, v.aP'
P= — , P= ' — , P'= z , etc.
Av* Aav ' Aav
928. En intégrant plusieurs fois de suite et par parties ^ chaque terme de la formule,
s"*? Q = QzP— A Qx*P,+ A*Q±'P.— A^Ç 2*P,+ etc. on obtiendra successivement les expressions de z^PQ, ^^0.9 ^^c, Taylor a donné celle de ï"*PQ, savoir:
^^V -r M T- ^A^QS"-»-^P,+ etC. ^ 1.2.3 ^ ^
Cette formule se vérifie facilement de proche en proche , en observant que les coefficiens de Q x'^JPy A Q s"'"*"*P, , etc. sont les mêmes que ceux des puissances de x dans le développement de (i ^^)""'", analogie que Ton prouve comme il suit : si on fait
jTPQ =^Q2'"P+5a Qs"*-*-'P. + Ca*Q2"^»P.+ etc.
et que Ton prenne la différence de çttte équation en n'y faisant varier que les fonctions ^ et Q^ on aura
aQS'^P.+ C
A^QL^+'P.+ etc.
parce que a.l"P<2=s'"-*P(2, et A.^r=JSrAr+ r,Ajr ; mais si Ton fait aussi
(i +xy'^zzrJ^Bx + Cx'+Dx^'^etc, on trouvera
{i+xyi'^-')={i+x)'^(i+x)=J+B x+C x*+etç,
Il suit de là que Ton passe de TfTQ^ à 2*""PQ , comme de (i + «x^)"* à (i+jc)"("*'"0; cette] correspondance ayant toujours lieu jusqu'au cas oh m=;= I , poiK lequel les coefficiens de xPQ et de (i+jr)"* sont identiques , il est incontestable que toute la suite des développement de SPQ, "z^FQ^j ^^PQ,y etc. sera semblable à cet égard à celle des développemens de (i +Jt)"'*, (i +a;)''*, (i +^)"~% etc. (*).
(*) Taylor démontre Immédiatement son résultat par des intégrations qu'il est aisé de reconnoître dans l'expression de 5;"*""'PQ et dNîfFectuer ensuite. Il est évident ^ue si l'on change m en m+i et qu'on écrive en conséquence -^„ S,J Ci- etc.
Nous
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Nous ferons remarquer en passant que par suite de l'analogie des puissances et des différences on auroit
-f --L il i A'Qii"*^jPj + etc.
929* Nous ne nous arrêterons pas au cas où la fonction u
■ ■ I^IW^i»^— »i
pour A^ Sj Cf etc. S"*"^iPQ, devenant alois 2"»PQ , on aura
^»=5i<, B»+^,=J?, C,+Bi=C^ etc. d'où A>4=D, A5=-.^j, aC=— 5., etc.
Là première de ces équations donne d'abord A^i^const, puis ^=1, puî^u^
i»=0 donne aussi /=i ; la seconde conduit à A JB=— i . £ = — > . à cause de
Szs=o , quand mjsz^ ; poursuivant de la mâme manière on obtiendra
Pour mettre p(u& d'uniformité dans la méthode» j'ai préféré ce procédé^ la considération de Tanabgie des puissances et des difFérences, si souvent employée dan» çç qui précède; en le suivant j'anrois rendu la^démonstration indépendante de celle du btnome ; mais j'observerai que l'on peut se servir de l'intégration pour parvenir çet^e dernière 9 sans tomber dans aucun cercle vicieux. Eh effet , si l'on prend
on aura A'=:A+ 1 ; B'=B-i^A , C:=:C+B , etc, A,4=i, ùBz:=iAy ^C==By etc.
en intégrant d'après le tJ*. 899 , qui ne suppose point la théorie des puissances , et faisant attention que Ay^^C^ etc. doivent ^trenuls quand }7z;^o, on obtiendra
^ x= — , X^^= "■ 9 w 3c: ' I y etc.
quel que soit l'exposant m. U seroit facile de donnera cette démonstration un/ forme purement élémentaire ; c'est ce qu'on peut voir dans l'Encyclopédie méthodlque ( Dictionn. deMath«aumot Vtnomt) et dan$ les HovaactéAçad. Pctropoiuanay ann, 1787.
renferme plusieurs variables ; nous nous bornerons à indiquer lef
formules
^^Ma^
( du du du !■*
qui résultent des expressions
:*-A+---A-f 7-/ + ftc. l
^* . dy d^ — I i ( n% 86$ )
f il il - F
lorsqu'on y chaire ^m tn ^^m^ tn vertu de ranalo^ des puîs^ sances négatives et de$ intégrales. Le lecteur familiarisé avec les dé^ monstrations que nous avons données des cas les plus simples de ces formules ^ trouvera sans ptine le moyen de les prouver un généraU
Application du ^jô. D^après l'équation ^f(j?j A)=Sf(:r^ A)4*f(:r, A) — €ônsu ^nccs* à* Ta som- obtenue dans le n^. 897 , chacune des fonctions intégrées dans ce qui nation des suites* précède s nous donnera la somme de la suite dont cette fonction
représente le terme général» Ayant trouvé , n"". 901^
nous en déduirons
c^"1 t/^] . rr^ _t/^]-^C«-^OI>]
'mais
A A it irfl
D']+(«+OI>.]=(/'-'»)l>]+(«+0l>]=0'+.OC/']=I>+O/
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donc if r^ 1 3= y ^ ^"^ çonsii
de même -(«-.i) ^ji -^ -^ '-« ^ -('*"»ï
donc 5 [/; ] = =^- :2 — — const^
résultat ^i se tire du précédent ea changeant seutement 1« rigne de n.
L'un et l'autre se concluent immédiatement de s [/y] , en y écrivant p + 1 9 au lieu de /^ ; car on voit en général que SU^» A) esc aussi ^ à la constante près , ce que devient ^{(x, h) j lorsque x devient x+k.
Les expressions que Mus tenons <f obteiitr Mus éOfmem ta somme des sttttes de Aottl^res figttrés » o« dont ks termes om^ avec un im* mérateur constant , ces nombres pour dénoftinâteiffs } dn a par ce* etpressBMU
■+.+ 3+ 4.-. + M=k±iJ = t<£±ii
,+3+ 6+10 +k±iî=J£±i=.d£±i)2±^
Ï+4+ lO+XOf ••••• +"-r =c- ■■>■■■■ =5= "
etc.
n n'est pas nécessaire d'ajouter^ de constante à ces valeurs , parce qu'ettes ^étaiiouisseAt en même tems que p.
On a de même la somme des séries inverses des précédentes , fù eij:c0plâat néànmx^ins celle-ci
124 Ciî4 h VtrCAici/i.
pour laquelle 4/»— i] devient t^ ^ ( n«.,9iî ) ; 00 trouve «fltoitd
etc.
La constance est id nécessaire pour compléter les résultats obtenus qui doivent donner Tunité , lorsqu'on fait p=i i ; mais commtf dans cette hypothèse
se réduisent respectivement à ^, ^^ etc. on a pour le premier^' €onst. = 7 ; pour le deuxième ^ consié =3: | ; pour le troisième f ' const. = I + j == ^ ; etc.
II convient de remarquer que la Valeur de chaque constante est la limite de la série à la(](ueltc elle se rapporte ^ car les puissances
négatives du second ordre [/y]^ tpjif etc. s^évanouissent lorsque /^ est supposé infinie
Cela posé , ^ en aura
"iC/'L ~3[/^]i J — i-4t/'], etc.
III
pour les sommes des séries dont les termes généraux sont i.at/»— i], ».i.3[/»— O»' i.i.3.4t/'— 4]» etc«
ou
■ III ^ m4..U
/(/'+0' K/'+OO'+i)* /'(/'+ 0(^+ *)(/»+ 3)*
tl est bon d'observer que tput ce qui précède reposant entièrement sur le n^ 899 , peut être facilement ramené 1 s'il étoit besoin, à une forme élémentaire*
Toutes les séries dont le terme général pourra se décomposer en puissances du second ordre , soît positives OU négatives ^ seront gommées facilement paf ce qui précède^
93 î. La fraction ^—————^ que nous avons intégrée dan j le n% 905 j produit I dans le cas où At=ii ^ la série
on en obtient la somme ^ soit en mettant x^i ^ an lieu de x dans
l'expression ^———j^const. que donne intégrale, paria sup-
position de A= I ; soit en ajoutant à cette intégrale le ferme général ; on a par l'un et Tautre procédé
En égalant au premier terme ^ , ce que devient la somme quand Ar=i, on a cOnst.=% , d*oîi JT ■ ^^7*/ r == 1— ^^"^4 .
On se conduira de même dans tous les cas oii Ton aura intégré le terme général de la série proposée î mais , sans nous arrêter davantage à des exemples particuliers , parcourons successivement les divers résultats que donnent les expressions générales de s«»
932. Si dans la formulé Si{x,h)^x{(^x^h)^î{x^h)^const. ( nV 897), ou 5«^ = s«+« — canst. on met à la place de 2î«, les diverse expressions que nous avons obtenues jusqu'ici , on en déduira les principales formules qu'Euler a données pour la sommation des suites dans ses Institutiones Calculi Mffcrmtialis.
1% L'expression de 22^ du n% 912, en y faisant A=ti et en employant pour abréger la notation du n^. 901 , donne
Su:^{x^l)u-^lx^l'\lo']ù,u^^[x + ^]{o'\^'u^[x+l]^^^
+ [ -^ + 4] [ o J à^u — etc. — comt, i\ 11 résulte de l'expression de x k ^ rapportée dans lé n*. 919 ,
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. Lorsqu'on prend ic^ur", il vient par la dernière
—etc. *-*• const.
en remettant , au lieu des lettres B^^ S^, B^, etc. les nombre» qu'elles représentent , on a . cette valeur :
+ tiJLj^i ji|i »2Jl£/w}[i>«- •«-,,- etc. + const,
La constante arbitraire satisfera aux conditions relatives au terme d'oh Ton commence à prendre la somme. Si Ton veut ^ par ex^ple, qu'elle soit nulle en mdme tems que x^ la constante doit $tre nulle pour tous les cas oîi m est pair ; mais il faudra la prendre égale au dernier terme et de signe contraire, pour ceux oti m est impair, y. L'expression du n"". 9x0 donne
du h . dfu A* J^u
^ ' dx i dx^ i*a ds
4*. Enfin les expressions des n^'. 9T0 , 99:3 , conduisent à
^j^^'it^Pi^^'^'P.+H^'P,) + çtç.
Par les trois premières formules on obtiemlra la somme des suites dont le termr général es( une fonctfop rationnelle e| en^ère ^ tx p;(r
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les deux dernières celles des suites dont le terme général est composé de deux facteurs dont Tun eit une fonction rationnelle et en«» tière de i^ ^ et Fautre une fonction susceptible d'un nombre indéfini d^intégrationSi
93.3 « L'un des eas les plus simples de Cette dernière classe de séries est Qompris dans le terme général d^x"^^ appartenant à la suite
résultante de la multiplication terme à terme dHme progression par quotiens ( ou progression géométrique ) , par la suite des puissances m des nombres naturels. L'expression de Xa'y ^ du n"^. 913 » qui donne
•^ «*— . I dx («*—!)• dx* ("*— 0
•— « — 4 ^ . ' ' — - — î — L^jk. etc. + consh devient pour ce cas
«*— ï l (a*—!) ^ ^ ^ (tf*— 1)* f ,
. . . . . '> + const.
Si l'on veut prendre la valeur de Sa^x"^, à partir de xtt±o , il faudra déterminer la constante arbitraire , de manière à rendre nul , dafis la même hypothèse ^ le second membre de cette équation; on trouvera absi
Sa'x^rs^- — ^ a* — I
etc.
On voit par ùe^ îésultats particuliers que la constante tst égale à ce que devient , lorsque jrrsao , le dernier terme de la partie variable de Texpression , et doit être affectée du signe — .
L'expression générale de Say s^arrêtant toutes les fois que la
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fonction y sera rationnelle eC entière , on pourra par son moyen
obtenir les sommes des séries qui résultent de la multiplication
terme à terme d'une progression par quotiens ( ou progression
géométrique } et d'une série dont le terme général sera rationnel
et entier, . Les suites
p\ 7" ?' "TXT"
que Ton rencontre fréquemment sont dans ce cas. Leurs sommes se dé«
duisent de Texpression de Sa'y , en y faisant d'abord A=;:?i , a= — ,
P puis successivement
y=-r, y=?= I y= ^, etc.
934. La formule S P Q^ Q(P+xP )^à Q ^^P, + etc, semble encore plus appropriée aux séries ci- dessus ^ à cause de la simplicité que présente l'expression des différences des fonctions
x{x+ i)^ ou [4;+ i], «^(^+1 )(* + !)> ou f:t+2j, etc.
En faisant P==:a* et Ç = [oJ[:c+/2 — 1], on obtient pour le cas général
+ [;2][r+ii^i]-— — ^, . , .d=ln]-j~^^+ çonst. Ce résultat est susceptible de plusieurs réductions ^ et notam-
ment de celles 4u façtçur çotaimun [o]^ avçc Içs facteurs
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facteurs [«], [n], etc. en les effectuant toutes il vient •î[o]a'[:r+/z— 71]= 1 a[p\ [x+n — i] — [o][:c + n— i]-— —
935. Si Ton fait P = [:c], et que Q représente toujours une fonction rationnelle et entière , on aura pour tous les cas où n sera un nombre entier positif et différent de l'unité ,
— a'Q; , ■ '•^ ? J TT + etc. + const,
résultat qui peut s'écrire ainsi : '
— A^Q[/z — s][*+3j — tic... + const.
en '
observant que [ ^ ] = ^^-^ , et en changeant les produits
(,.^n+i)( — «+2), etc. en puissances négatives du second ordre, conformément aux loix établies dans le n"*. çox. ^
Il est bon de remarquer que Ton peut rapporter à cette formule toutes les fonctions telles que
(* + i)(*+i)(*+5)(*+ii)*
dans le dénominateur desquelles les facteurs ne sont pas consécutifs ; et pour cela îl suffit de remplir les lacunes , en écrivant , tant au numérateur qu'au dénominateur, tous, les facteurs qui manquent dans ce dernier. Dans l'exemple cité on anive à
^(:r+3)Cx + 4)(:.+6)(^ + 7X^+8)(x+9)(x+I0) _^r^ . Ar ^\ .,-,%?'-.' (*+l)(r+i)(«+3)(*+4X;t+5)(:.+6)....(:i?+iO""^'- ^ ^^ '**'°-"-*J-
Apftndiu. . R
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La fraction — appartient au cas qui nôui ocdup^ i
car tn décomposant son dénominateur en facteurs simples^ elle revient à •; — — ^-— r* et faisant i;i;— i = ajt:'+ i , on a
I I Jt'+l
prenant donc nrsj ^ on obtiendrai
4x*+4x— 3 4(^' + 3) -^ 4L JL -r j
puisque a'Q = ô^
Si on repasse à la notation ordinaire , on trouvera
8(:f' + i)(Ar'+3)^ • •(ix+i)(l^+3)
936. Lorsque a est négatif, et qu^on prend A=ï, la série ^ dont le terme général est a'y ^ a ses termes alternativement positifs et négatifs , si d'ailleurs la fonction j^ conserve toujours le même signe ; Euler profite de cette remarque pour obtenir une formule propre à donner la somme desséries quelconques dont les termes sont alterna* tivement positifs et négatifSé II suppose tf = -«i^ et la séria proposée de
^y, a^^'yif ^"^y.s etc.
qu'elle éroit , devient
yf — y, > +yMf été.
réquation
(«* — i;' dx^
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donne alors , en prenant A = i ,
• Les termes affectés des eoefficiens différentiels d'un ordre pair dispa* roissent dans cette formule comme dans celte du n*. 918; car en faisant ^ = — i dans le terme général de l'expression de 2 a*y j trouvée n*» 9x3 ^ U se change en
et nous avons prouvé dans le o"*. 91 8 ^ que le second facteur de cette dernière quantité s^évanouit toutes les fois que n est impair.
En la comparant avec la valeur de A^ » obtenue dans le même article 9 on l'exprimera par (1"*— i)^,^; changeant ensuite ;» en xp ^
mettant à la place de J^p , sa valeur sfc — — îti-. — , rapponée
wx nombres de BernouUi ( n% 9 1 9 ) ^ on aura sfc-^^ '^^' , et
V par conséquent
^.3#4.5.6.7»8 </:c' résultat auquel Euler n*est parvenu que par induction et d'une manière assez pénible»
957. Appliquons cette formule à la fonction ( — i)';c^, de laquelle il résulte la série
en commençant à c =s o ; notis trouverons
+ "^ ^/y?(<w~i)(/»— 1}(^-— 3)(/w— 4)a:"'''^— etcJ
I • Xf f . «o ^
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Si Ton fait successivement m:szo ^ m=i, mi=Aiy m^^'^ ^ etc. il viendra
etc. -
Les constantes arbitraires C^y C^^ C^, C^, etc, doivent être déterminées de manière que ces eirpressions s évanouissent lorsque x=o^ et il faut observer que le signe de la première partie du second membre est le même que celui du dernier terme de la série du premier membre ; avec cette attention on obtiendra
^ Co=-7, C^=-U <=o, (7^=^ + i, etcet l'on verra » qu'excepté quand /^^o ^ la constante est nulle toutes les fois que l'exposant m est pair.
Soit une série quelconque
dont le terme général .^,=: u ; si Ton pouvoir obtenir séparément la somme des termes affectés d*un indice impair^ on arriveroit facilement à celle de la série
puîsquen nommant S la somme de la série complète^ et S* celle de la série des termes dont l'indice est impair ^ on auroit
\ —1:/^,, — iJ^j —1-^5 —etc.
Si Ton désignoit par 5"^^ la somme des termes pris de trois en trois
dans lés suites proposées , on auroit
\ — z-^4 —1-^5 — 1-^8 — etc.
= ^^+^,—^^+^,+^4— ^5 +^^+^7— ^8+ etc.
On voit assez par ces combinaisons le parti que l'on pourroit tirer pour la sommation des suites de l'expression des termes pris à des
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intervalles égaux dans une série quelconque ; or c'est ce que donnent
les formules
^''"ttzrs ; , S'"*i/=: n— ' ( n*. Q2< ),
{du i"** r A' y ^ y 1 J 9
en y faisant /w=i , A=r:i , et A'î:^i , ^=3 , =^=4 , etc. puis déterminant la constante arbitraire de manière à faire commencer la série partielle à tel terme que Ton voudra de la série complète.
La première formule donne s'«= -^^^ , et son développe-
t —I ment se déduisant de celui de Si/ ( n^ 919 ) , en y changeant seu* lement h en K^ il viendra
À .1 dx Z ajf^ 2.3.4
ajoutant ensuite le ternie général u , pour passer à la somme S^x , on aura
î î du k! d^u h!^ S'u=—/udx+-u+B,'- .5,y-3 — + etc. + C,
U 1 dx % ^dx^ 2.. 3. 4
C étant la constante arbitraire ^ et on tirera de là
Su — %yu=^l i^—-)judx /z+ — ' — i— î- —
\ h y 2 X dx
— ^^ —^ 7-1 + etc. + const.
quand A'=2, le terme fudx disparoît, et on a, comme dans le n^ 936 ,
Su—iS'u='^\ -tt+ —^ -J ^^ —^ T-^ +etc. [ ^êonst.
I2 2 dx ^•3.4 dx^ J
en observant de donner à 2/ le signe du terme oh Ton s arrête.
939. Parmi les cas oii les diverses expressions de .5«, rapportées dans le n"*. 932, ne se terminent point, ceux dans lesquels on obtient une série convergente méritent une attention particulière , car alors on arrive au moins à une valeur approchée de la somme des suites proposées. .
r J4 Cn, hDt/CALcui
La formule.
Stt=fudx + -u + —- -i — ^. etc. + eonst.
étant appliquée à la suh<r
1 II T
donne
;c XX %x* j^x^ 6x^
Cette dernière est d*autant plus convergente que la valeur de x devient plus grande ; mais avaftt d'en fkire usage, il convient de déterminer la constante arbitraire. On ne peut supposer a7:;3^o i et si Ton f^t x=k i ^
ce qui rend 5- = i , l'équation
I B, B. Br
z % 4 ^ qu'on obtient alors ayant pour second membre une série divergente ne mène à f ien. Pour parer à cet inconvénient il n'y a qu'à prendre x plus grand , égal à lo , par exemple ; et désignant j^ar J la quantité
^=;=-l 10 H ^— — **- 4- >■. p-T -z — "^— T- + etc. * cansu
% t9 %QQ 4OOOO 6000000
et on tirera de là
' çonst.T^A'^ - 1 10 f --^ -^ î — + etc.
^ zo 100 400000
et menant cette «pression en nombres , on obtiendra
^ofw/. = 0,5772156649615315.
Il est à propos de remarquer que cette valeur est aussi pelle 4e I» gérie divergente,
I B, B. Bc B,
mais il faut entendre ici par la valeur d'une série divergente h quantité dont cette série tient la place^ ou ce qui e^f la jEaêflie chose j
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la Valeur de la fonction dont la série dirergente offre le développement ^ soit général , soit particulier.
Pour faciliter les applications de l'expression de i*-, aux diffé^
fentes valeurs de x , nous rapporterons ici les valeurs des huit premiers nombres de BernoiiUi , exprimés en décimales ^ savoir é
S, t:= Oyi666666666666 A =0^0333333333333 5^ ==0,013809523809^ ^^=0,0333333333333
Supposons à présent que Ton demande la somme des iooo premiers termes de la sériel +7+ j+ etc. on trouvera, en faisant Jt:= 1000, que .pour avoir cette somme avec treize décimales , il suffit de calculer les quatre premiers termes de l'expression de S- ^ et en observant que le logarithme népérien de lô est 2,301585091994045 ( introd. n**. 14 ) , on aura
pour Vx == r 1000 ;= 6,9077 5 5 178981 1 ^ pour 4-î =• ^!=+ 0,000 5 000000000
IX
=: + o,ocooooooooooa
•f const. = + 0,5771 1 5664901 5 ;
ce qui donnera
i+T- + Tôb= 7^4849708605 503, résultat qui fait; voir avec quelle lenteur marche la série proposée ^ quoique cependant la somme totale ou la limite en soit inHnie ,
puisqu'elle se réduit à 5- =:la:^ lorsque x est infîoieé
Si Ton preod pour x un nombre très-grand , le premier terme et la constante suffiront seuls pour donner une valeur très-approchée de la somme entière de la série ; on aura donc
on aura à plus forte raison
i|ï II I .-.^
I + -+7- . . • + - + — — . . • . + — — =\{x^y)^C\ 23 X x-\'\ oç\y
retranchant la première série de la seconde y il viendra
formule qui peut être utile pour trouver les logarithmes des nombres un peu considérables. On la rendra plus exacte en introduisant dans la somme des séries ci-^dessus quelques-uns des termes qui suivent \x et 1(^7 + ^) ; on obtiendra de cette manière
II I W V. f I I
4{x+yy 4x^ etc,
et toutes les fois que Ton pourra négliger les termes divisés par les puissances (^ + y) et de x^ supérieures à la première , on aura
\ ^ / X'J^i x+x ^-vy i^x x-^-yy
On déduit encore de rexpressioiï dç 5-^ quelques consé
quences remarquables. Il est d abord évident que
II ^ I I r. I ^X ^X . •>!
— + — + — ...• + — =— {1^+ 4+-7~etc.+q;
m %m 3/72 mx m %x ix* j^x*
en changeant x en mx, on a d*un autre côté 9 si m est un nombre entier ,
II If I ^t ^\ , ^-1
i + -+-• . . . + — =l/wAf + r i_4.^-„etc.+C} ;
'^ si
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$î l'on retranche de cette série la précédente multipliée par m , il viendra
II 1 I ïi 1
2 j m /w+i im ifn+i mx
m 2.m tnx
xx\ xm / xx^\ xnr /
équation dont le second membre se réduit à 1 /r ^ lorsque x est infini* En faisant successivement m=i y m=3 » /72=4 ^etc. on tirera de là
14=1 +^ + i-i + i + i + 7-1 + etc.
l5 = i+i + i + ^-f + i + i + i + i-^ + etc; etc.
La série 1 H
772+» 2;w-pn ym + n mxA^n^
qui comprend toutes celles dont le numérateur est constant ^ et dont le dénominateur ne renferme que la première puissance de la va* riable x ^ r pour somme
m^+'n m x^mx-^n) i.(/72x+«)* 4(/»*'+/x)*
B.nf Bjm7
+ F7— ^-T— ^ etc + C
6{mx-\-ny ï^{mx+n) Si Ton veut déterminer la constante de manière que la somme (^évanouisse lonque x't=:o ^ il viendra *
c=--i/2 + 4- + -^— ctc. + a
ÔJC
+ etc. + C.
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Cette $érîe devient très-convergente lorsque x est un peu grand ; et on peut se servir utilement de cette propriété , pour déterminer la constante C^ comme.dans le n?. 939. Si l'on fait par exemple /w=i ,
^-i — + — ; r+>zr ^ + ctc. + C,
. ^ X xx"" x^ xr x^ ' .
et posant jt = i o ^ on obtiendra
i + — +—...+ — 7=^ + 7-^+ etc.+C,
d'où l'on tirera
en poussant la série du second membre jusqu'à son dixième terme.
Une circonstance très-digne de remarque , c'est que la valeur de C^ à quelque degré d'exactitude que l'on porté l'approximation , se
trouve la même que celle de --- ^ ^ désignant le rapport de la cir*
conférence au diamètre ou la demi-circonférence du cercle dont le rayon est i , et que la transcendante tt entre aus» dans l'expression de la constante relative aux séries dont les termes gêné-
raux sont — • —r • etc. En attendant que nous démontrions ri-. x^ ^ x^^ ^
goureusement la vérité de tette assertion , par I9 considération des
produits composés d'un nombre indéfini de facteurs 9 on peut au
moins la vérifier par approximation et de proche en proche ^ sur les
séries indiquées précédemment.
Si Ton calcule aussi les valeurs de la constante dans les séries
dont les termes généraux sont -7 > -7 > etc. et qu^on les com«
pare aux puissances ir^y v^^ etc. on aura , en portant l'exactitude à seize décimales et en observant que la constante donne la valeur de la série lorsque x est infini ,
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t+ — +etc.= i,644934o66848zi64=- ^ — = — '- ^r*
» + —+etc.= 1,202056903 1 595942= 9r?
> + — +etc.=i,o36927755io68632=^ w^
ï+ r6-+^^c.= i,oi7343o6i984449i= == 1 — »♦
i+77+etc.= i,oo83492773866oi8=-- — î or^
I W* 2'jff
i + ^+etc,=i,O04O77356i979443=:=. = î — x«
ï + —+etc.= 1,0020083 928260822= ' îT»
i + — +etc.=i,ooo994575i278i8o=— ^ =_i!£2_^-
.^* 935Ï5 i.î-.io
etc. . ^
643. n est bon de remarquer que ces valeur? donnent aussi lei limites des séries
' + Î-Î+ ;^.- f^»+ f^5- f i?,+etc^r,zoxo...
' 1+— ^^-ff ^^ ff I 7.8 y, 9.10 „. _ if^,
3 » i«3 1.3 2.3 ' 1.3 -o,+etc._---— ^ — »♦
,il ^ ■ 3«4»5 p 5'^'7 a . T-^.ç 9I10.11 „•
'+4 i^"iTT '""1:7:7 '"^"^TiTT^ — ^-j:^:^B,^,,c,^i,oy6^„.
etc.
qu'on obtient en faisant jr = 1 9 et successivement
/w = 2 , iw = 3 , /«=«4, 'w= 5 , etc. dans la série dont le terme
général est —,
Sx
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Les mêmes valeurs conduisent aussi à insérer un moyen entre chacun des terines de la suite
B., B^, B^, B^y B^, etc. • c'est-à-dire > à trouver les expressions des quantités qui seroitnt représentées par
B^y Bj^y Bç, S^^ etc.
En efFet, B^ et B^ répondant aux séries 1 H — ;-+ etc» et i -^ — j-+etc^
B^ doit répondre à la série intermédiaire i + — + etc. et d'après
la loi , suivant laquelle sont formées les limites des deux premières ,
on doit avoir y pour la troisième , — t^ ; on conclura de là
=- ^= 9r% ou -ff »= y =s 0,0< 8 %K XVJ
on arriveroit de même à ^4 , B^y etc.
Soit encore ta série dérivée de » = — -- — ;-, on aura
/l^=larc(tang = ^) ( n% 366 ), et si Ton prend j^ = arc T cot == - V il viendra
<f y 1 i^j^ sîn j^ cosy dy sin i j^
dx'=-^^Ti- • àm-^ — r = : =^ ^ ' 'S
. ^ . ^«^ sinv'siniy - . ,
d'où on conclura — — =^-5 — — \ on obtiendra ensuite
àx IV
d^u ^^yi sin^cos j^ sin 1 3^ -t- sinj^*Cos xy y
dx fl.
d^u x(sinj^*cosjrsini^-t- sin j^^cosiy ) g sin j^^sin 3 y ^
on trouvera de même
d^u 2.3sinysin4j/ d^u 3 . 3 . 4SÎny sin 5 y
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et Toû aura par conséquent
B^ siny'Snngy 6 • /i'
Pour appliquer cette série à des cas particuliers ^ il faut aupa* ravant en déterminer la constante C. Il semble d'abord qu'on peut effectuer cette opération ^ en partant de la supposition de ji?=o ^ de laquelle il résulte yrts^T^ sinj^=i , sinajczro, $in4^=o, etc.
et par conséquent |-C=»o, ou C=— — j-; mais cette va-
leur de la constante n'est pas complète , car si on faisoit x infini , ce .qui donneront j^r:i:o , on trouveroit pour la limite de la série proposée
— + C, ou -> tandis que nous montrerons dans la suite
272 an in
que la vraie valeur de cette limite est ^ +
%n xn ^nT
Nous expliquerons alors à quoi tient le paradoxe que nous
faisons remarquer ici, et dès à présent nous prendrons en
conséquence C=— •— H — ; parce changement Tex-
pressioa de S -^ -^ deviendra applicable à tous les cas.
945. Occupofis-nous maintenant des séries dont le terme général est une fonction transcendante ; soit n^=:\x^ nous auroirs
Slx^x\x'^x+-lx+ i-^H 2^-r etc,.+ C,
2 i,2ar i^^ ^.6jir '
en observant que /dx\x=^x\x — x ( n% 425 ).^-
On ne sauroit encore ici déterminer la constante en faisant ^=1 ,
parce que le second membre n'offre alors qu'une série divergente ;
mais en faisant ji:=io, calculant la somme, des dix premiers termes
de ce membre ,. et l'égalant à celle que donnent les logarithmes
népériens des dix premiers nombres , on trouvera
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à moins d'une unité décimale du troisième ordre , valeur ^ui sera par conséquent la limite de la série divergente
L'expression 1= i.3.3.î-5.7.A9.9-"-y-^*=- ^
que Ton doit à Vallis, et que nous déduirons dans la suite d'une
. , conduit à la vraie
Kl X*
valeur de la constante C. Pour cela il faut observer qu'en passant aux logarithmes ,et s'arrêtant à un nombre x de facteurs , on obtient
f ili+zl4+il6+xl8 + xlio....+ if(i*— 0+^** 1 ff— Il = |_i 1— il 3— il 5— 1I7— il 9. . . .— il(i «— 3)+ (**— 0
et qu'en prenant les Umites dans la supposition de x infini, on trouvera par le moyen de l'expression précédente de 5 1 *
li+lx+l3+l4+l5..-+^'=^+^ "'^^^l''"" *
llétranchant la troisième série de la seconde , il vient
h +I3 +I5 +I7. , . . +Ki*'^0=*l*^+ (*+ «)^^-^^ » d'oîi l'on conclut
ah+ xl4+ 1I6. . . +xl(xaf— x)+ix* .\—\ Z-.^1*--ir^^-LMx4- 1*
_xli— »l3— 1I5»..— iK**— 3)+*Ki*— OJ .1 -^*'* x(x+jix+i*
et comaw le premier membre de cette équation est égal à iT—l» , on obtient , d'après la réduction du second , U -. 1 x = * C— x 1 * ,
d'oîi C=i(W+li)=llx^ = l/^, ^ résultat bien remarquable et d'après lequel on a
On rendra cette équation propre à un système quelconque de lo-r garithmes,enmultipliantparlemodulele$termes-^, --^, Çtc. dans lesquels il n'entre point de logarithmes.
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946. Proposon$->nouç pour exemple de trouver la somme des logarithmes des 1000 premiers nooibres des tables , c'est-à-dire , la valeur (}e li+l i+13....+1tooo. La caractéristique 1 désignant ici des logarithmes ordinaires , dont le module sera pour abréger représenté par Af ^ on aura «= 1 000 ^ d'où on conclura
x\x s=z 3000,0000000000000 + ^1ji:= i,ç 000000000000
+ jllîr = 0,3990899341790
— Mx =— 434,2944819032518 MB,
MB.
résultat ^ «2567,6046442221328 :
tooo /
mais I1 + I2 + I3 + 1 1000= 1 • I • 2 . 3 • • . 1000= 1 [ xooo ] ;
il s'ensuit que 1 [ 1000] = 2567,6046442221 328.
lOCO
L'on apprend par là que le nombre [looo], dont le calcul est presque impraticable , doit avoir 2568 chiffres , et que les dix premiers chifires sur la gauche sont 4023872600 ^ en sorte qu'il est compris entre les nombres qui résultent de 4023872600 et de 4023872601 j suivis chacun de 2558 zéros. Cette connoissance suffit dans beaucoup de recherches , où l'on ne demande que les rapports des produits de grands nombres ; et dans ce cas la valeur approchée de ces rapports devient précieuse par l'impossibilité où l'on est d'effectuer les calculs nécessaires pour arriver à la valeur exacte. La longueur de ces calculs devient alors un obstacle aussi insurmontable que la difficulté d'exprimer rigoureusement une fonction transcendante. Laplace a beaucoup] étendu cette recherche , dont ks applications sont très-fréquentes dans le calcul As probabilités , mais comme il s'appuie sur des considérations différentes de celles qui nous occupent maintenant , c'est plus bas que nous rendrons compte de ses travaux sur ce sujet.
947« En suivant Euler , nous allons montrer comment on parvient à
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trouver le coefficient quelconque d'une très- haute puissance du ])inome et le rapport que Tun quelconque des termes de cette puissance a avec la somme de toys ceux qui la composent.
Le terme général du développement de (4+ *)"* étant [/wJCoJd"""^*, son coefficient [/»][o] peut être ^changé en
et passant aux logarithmes il vient
n — n m n m^tt
IM[o] = l[m]-l£«]--l[«-«]; or on a par le n". 945 ,
1 [ m ]=ih,r+( m + i )l/n^iB+-lî ^H—- + -L, etc.
1 [ n î=ili^+( n + i)l„^^+-^ A— + --% etc.
jfi— » ^ jj
l[/n— «]s=ilaff+(m— rt+i)l(/«— «)^OT+»+--^-;— -— J '3 + etc.
çe qui donne
+ etc»
Lorsque l'on fait ii== — , quand n «st pair, on tombe sur le terme <j[ui occupe le milieu du développement de la puissance de ^ + ^ »
Fini
tA qui est affecté de a"**} son coefficient est exprimé par i— J ,
le
jy E s Différences. 145
la formule ci-dessus donne pour son logarithme
irt
(Tniy i.i.in 3.4.1V 5. 0.1 72
*^- + _±V - -^V+ etc.
expression que Ton peut changer en
in
SI Ton passe des logarithmes aux nombres , on aura
Il est facile maintenant de développer cejte série suivant les puissances de /r , en substituant à chaque quantité exponentielle la série qui lui est égale ; mais nous n'effectuerons point ce calcul , parce que la forme logarithmique est la plus commode pour les applications.
Si Ton se proposoît par exemple d'obtenir le rapport du coefficient mo)ren de la puissance m du binôme à la somme de tous les autres , on feroit ^ et *=i , d'oîi {a+ty^=x'^i le logarithme du rapport cherché auroit pour expression
V/^ i.2»2/2 ^ 3.4.2V 5.6.aV
En prenant , par exemple , ân=ioo y on trouvera par cette formule le rapport de i à 0^0795891.
948. Soit u = 0>'i la formule S u ^=^fu ^at + ^ « + etc. donnera
Wa Si % 3»3*4 2.3.4.5.6^ ' J
En faisant 5<i';=io, lorsque jc=o, on trouvera
Cl<« a a 3.3.4'' '^ 3.3.4.5.6^ ^ J'
^ppgndlup T
M^ C -a, l. D u C A L c tr L
et on aura par conséquent
U^ 2 2 fl-3'4 12. 3.4. 5^6 ' j
maïs on sait d'ailleurs que. S a'^^sz i i- ( n% 935 V: on con-
dura donc de ce qui précède que
42 1 Itf 2 3 2,r3,.4^ âF.3»4.5.6 ^ '
d'où on tirera
ViZ— 'I 3/ 2 3.3.4 2.3.4.5.6^ '
équation dont le premier membre se réduit à — ^— , et donne y
comme on voit , la somme d'une série très*remarquable,
Si Ton prend tt=^sintf jt^ on obtiendra, par la formule
i^ « =s/tt ^ JT + 7 « + etc.
S sxt\ax::='^ --cosax + sinax-\ •costf :i: + cos ax
+ ' —cosax + etc. + C
Dans le cas où jr=îo, on a Ssmax=b^ d'où il suit
C— ' ' 7 etc.
tt paB-conséquent
Mais puisque ssintf:v= ^ > , ( n*. 908 J , il vient
. * ar sin -j d
fsin
41 AT =^— ^^— : ^— ^ + sin ^ x + const.
2Sin^â
costfjccos^tf— sîntfxsin^tf cosfir 2sin7a 2sin~<*
COS^tf (l— COStf Jt)
^sintf X + T-^ ,
* 2Smrtf
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en déterminant la constante pour que cette dernière expressioti de S sinax s'évanouisse , ainsi que la première , lorsque a; = o« La comparaison de Tune avec Tautre donne
cosftf , . I B.a B.a^ Bti^
' =:^cot^tf = • 5 î ^— eic.
isiujà * ^ a X i*3*4 1.3.4.5.6
On parviendroit au même résultat en partant de S cosax. 950. En général^ si dans les formules
xsin {p + jx) =— ^ . ,— 7 "' + const.
2 sin 7 f A
on change x tn x + h^ et qu'on détermine ensuite la constante arbitraire^ de manière que les résultats soient respectivement sin^ et cosp lorsque x=iOj on aura
La formule 5PQ= Q(P + 2P)— aQs»/>.+ etc,
conduit au même résultat que celui qu'on déduiroit des expressions du n"*. 909 , et donne la somme de toutes les séries dont le terme général est le produit de sin{p+ qx), ou de cos (p + qx) , par une fonction rationnelle et entière de jv- ; et pour étendre ce procédé aussi loin qu'il peut aller ^ il ne faut pas oublier que toute fonction rationnelle et entière de sinus et de cosinus se ramène à des sinus et à des cosinus d'arcs nnilciples.
951. Il paroit difficile au premier coup d'oeil de trouver ce que deviennent les expressions de Ssin(p -h qx) et de Scos(^p+qx) ^ lorsqu'on y suppose x infini; car on ne voit pas quelles peuvent être, dans cette hypothèse 9 les valeurs des fonctions cos(p +qx+jqk) et de sin(/7+?^ + if A) , qui pourtant ne sont pas susceptibles de devenir infinies, puisque le sinus et le cosinus ne sauroient surpasser le rayon. Cette difficulté, agitée d'abord entre Daniel BernouUi et Euler , paroit avoir été suffisamment éclaircie par Lexell
(^ Nori Comment. Acad. Pttrop. T. XVIII ).
148 Ch. L P V Calcul
Il faut observer premièrement que la série
s\np + sitï{p + î)+sîn(/? + i^).,, . + sin(/7+ qx}
est périodique , c'est-à-dire , que ses termes redeviennent successï» vement les mêmes , et qu'en conséquence les diverses sommes par-r tielles deviennent nulles , à la fin de chacune de ces périodes* En effet , l'expression de 5 (/> + y a; ) , qui se réduit à
^^ isinjf 2Sinjf
lorsqu'on prend A= i , s'évanouit pour toutes les valeurs de x données par Téquation
dans laquelle xm^ désigne un multiple quelconque de la circonférence du cercle dont le rayon =:^ i • Si 4e rapport de ^ à ^ est celui de deux nombres rationnels y on aura évidemment une infinité de valeurs de X , pour chacune desquelles l'expression de S (^sïn p + q x y s'évanouira.
Cette expression étant ainsi susceptible d'un nombre indéfini de périodes ne sauroit avoir de limites déterminées ; mais il est important de remarquer que si l'on prend le milipu entre les différens^ résultats que l'on en déduit pour toutes tes valeurs dt x , on tombera sur une expression dont le développement en série sera iden^ tique avec la proposée. Pour cela on fera successivement
dans S(p + qx)y et on obtiendra
Cqs{p + iq) ^ COSip—iq)
isin^q isin^^
COS(p + iq) _^COS(p—^q}
ISm^î ISlïïjq
COS(p + iq) ,COS(p—iq)
asinfy xsm-q
ZOî{pA qy ^
■ ■ ' " -^ ■ "» ' ' ■ * 2sin~^f xiva^q
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la valeur moyenne résultante de ces valeurs particulières dont le nombre est /t+ i , sera exprimée par la série
La somme de la série , renfermée entre les accolades , s'obtient en écrivant /74--J- y, à la place de p^ dans l'expression deScos(p+qx) et en y faisant x=n et h= i , ce qui donne
sin {p+(n+ i)q) sinp cos(/?+ (~n+ 0?)5Înv(^+ Of
2sin-^7 isin-^^ sin-^q '
quantité nulle dans l'hypothèse actuelle, puisque -rin+x^q est un multiple de la demi- circonférence : le résultat précédent se réduit
donc à — '■ — : — j-^; — . Telle'est l'expression que Daniel Bernoulll
1 sm ~q '
regardoit comme la somme ou la limite de la série
sinp + s\n(^p + q) + sin (/> + 2 j ) + etc.
continuée indéfiniment , mais qui n*en est , à proprement parler , que le développement ( Int. n". 4 ) , ainsi que Ton peut s'en convaincre, en formant Téquation
-^ f~ =sin/>-f sin(p + q) + sin(/7 + 2^) + etc. 2 sm — ^
de laquelle on tire d'abord
cos(^ — '-q)=:isit\psin^q+isin(p+q)sin{^+ isîn(^+ 2f )sîn^^+ètc*
puis
cos(/^— ^î) = cos(/^— ^î) + cos(/^+^f) + cos(;^ + |^)+cos(/i + iy) + ctc
— cos(/; + ^î)— cos(/^ + ly)— etc.
en mettant pour les produits de sinus leurs expressions connues ; les deux membres de ce résultat deviennent identiques , abstraction faite du dernier terme, ainsi que cela arrive dans le développement des fonctions en séries divergentes ( Im. n**. 5 ).
Cette dernière transformation donne un moyen aussi élégant que facile de parvenir à Texpression de Ssm{p-hfx). En ef£et, si on multiplie par 2 sin ~- ^ les deux membres de Téquation
Ssin{p+qx)=sinp+sin(jf+q)'^sin(jf+iq)....+sin(p+qx),
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elle devient xsiaiqSsin(/f+qx)=
isîn/jsinf ^+ asin(/»+y)$in i y+isin(;»+ 1 j) sin j^. . . . + isin(/!+îJf)sin|^,
et se transforme en xs\a-^qSsin{p+qx)=:
COsXF—T^)-hCOi(p'i--^q)....+COs(p+(x-—i-)g) V
d'oïl l'on conclut
^^ ^ ^ isin-f j
951. En appliquant à l'expression de 5*00$ (/^ + fjc) et à la série
cos/y + cos(/7 + j)4- cos(/?+ iy) + cos(/>+ 3 j)-h etc.
les raisonnemens et les opérations du n^ précédent, on parvient à des conclusions analogues. On trouve d'abord qne la valeur moyenne de toutes les sommes particulières déduites de
donne la quantité
. V . "^"7 rT-T-{sW/'+îî)+sin(/^+l^)...+sinf;^+ )^ }.
z(/2+i)^inî-f i(/z-Hi)sin^f ^ ^ \ 1 /
La somme de la série comprise entre les accolades se tirant de l'expression de Ss\ïi(^p'\'qx^ , en y changeant p en /^+ \q , et en y faisant A=i , ^=n, est
cos/y _ cos(/y + (n + i)y) _sîn(/y + 1 (n-t- 1) g) sin x. (/24- t)q isin^f isinî^î sin^^
et s'évanouit nécessairement lorsque l'équation («+ i)f =iwt a lieu.
sin(p— «y)
On a donc encore dans cette circonstance r—, ^;et on
z sin ~ ^
prouve que le développement de cette fonction reproduit ©n effet la
série proposée, en multipliant par isin^f les deux membres 4e
Véquation
^ SI Ti{p— \ g) _^^^ + cos(^p + g) ^ QOs{p+ %q) + eto
qui devient alors — sin(/— ?î)=isin^ jco$/^+ % sin^ g co%{p+g)+%ûn rîCos(/^+ Xf)+ etc..
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se change en
— s\n{p + îî)— sin(;? -H \q) — etc.
lorsqu'ou y met pour les produits de sinus et de cosinus leurs va* leurs y et devient par conséquent identique si on la considère comme indéfinie.
On arrive aussi à Texpression de Scos^^p-^qx) , en multipliant ^ar 2 sin ^ 7 , les deux membres de Téquation
S co$(p + qx}=cosp + cos(/7 + j)+ cos(p+ zy)-4- . . . + cosÇp-^qxy ,
on forme de cette manière Téquation xsinlqSc6^(p+qx)=s
isinif COS/7+ isin'^qcQs(p + q) + isinlqcos(p + iq). . . + isin 7f cos (p+qx)^ équivalente à cette autre : 2 sin î- ^ »$* cos ( /; + ^ a: ) =
— SÎn(/?~^y)+sin(/^+^^)+sin(/^+|y)...+sin(/?+(:c— ^)y)+sin(/i+y:r + ^;)
— sin(/7+iî)— sin(/^+|y). . •— sin(/;+(x— i>),
de laquelle on tire
n^^./- . .X — sin(/> — ^^) + sîn(/>+y:c4-if)
oCOS(p+q)x^= : — • , i
^ 2 Sin ^ j '
résultat conforme à celui du n". 950.
953. La sommation des suites a conduit Euler à des interpo- Application c!e lations très-élégantes dont nous allons donner une idée. Il faut 'a sommation des d abord observer que certaines suites représentent des fonctions que polacion. Ton ne sauroit exprimer d'aucune autre manière , et dont on n'a pas même les différentielles; Euler les api^^eWe funcnones inexpUcabiUs. La première recherche à faire est celle de leurs différentielles dont on obtient des valeurs approchées par le moyen des formules
du n*. 932.
Supposons , par exemple , que Ton demande les diflfêrentielles de la fonction qui exprime la somme de la série
III I
fonction dont on ne sauroit avoir Tex^ression indéfinie » mais dont la valeur approchée est
7»X %X ^X^ QX
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en désignant celte fonction par U^ on aura
dV 1 i B, Bx B
dx X ix* x^ '^^ *■'
série qui donnera avec d'autant plus d'exactitude la valeur du coefficient diflFérentîel que celle de x sera plus grande» En général, la formule
X 2 tf ;c 2.3.4 </a:^ 2.3.4.5.6 ^a:^ donnera
\dV \du B.d^u B. d^u B^ d^u — =w-| 1 — '- 1 ^ — etc.
dx xdx 1 djç^ %.l.J^dx^ 2.3.4.5.6 dx^
si Ton fait Su^=-V.
Or^ appliquera de même à cette recherche les autres formules du n"*. 932 f et par leur moyen , on obtiendra le développement de la valeur que prend U ^ lorsque x se change en :«:+», ordonné suivant les puissances de ^^
954. Euler est aussi parvenu au même développement sans le secours des formules citées ^ e*^ par des considérations qu'il est bon de connoître.
Soit S la somme de la série
correspondante aux indices
S» et X» , ce que deviennent cette somme et le terme général ,
lorsque x se change en 07+^9 et [désignons , comme à l'ordinaire, ^ par «y,, S^j.^..X^ , X^^ etc. les valeurs de S et de ^, correspondantes à x+ I , x+% y etc. Cela posé, nous aurons
s^=^s + X ^+ x^^ x^ y s»^^=:Scà+Xeê+^+Xe9^^+X(i»j^^
S^^=^S+X, +X^. .... +X^J S(»^^^=S0+X(»^^ +-^fi»+*« • • +XeÊ^^.
Maintenant
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Maintenant il faut examiner la forme que prend la série dans les termes très-éloignés du premier, afin de connoître la limite vers laquelle elle tend sans cesse. Si 9 par exemple , ses termes consécutifs approchoient de plus en plus de l'égalité , de manière qu'en supposant l'indice n trèS'grand^ on eût, avec ime exactitude toujours croissante, JT^rrr-ï^, , -ï^ ^,=JK'„^ , etc. on eû concluront
et par conséquent 5^«=5^ + »-X'a^i. En égalant cette expression
de Su^^ à celle qu'on trouve dans le tableau ci^-dessus , on obtiendra
mettant pour S^ son développement, et tirant la valeur de S» , or aura
^"' JTfl»^,— ^fl>^a-~ J^ay-^j— — -^fl»^ • • •— '^o^^j^.
Cette formule étant appliquée à la série i +-+-••.+-.
donne
Il I I «
III I
ou ,
en négligeant le terme correspondant à « X^^, ; ce résultât sera d'autant plus exact que x sera plus grand et u plus petit.
Pour le développer suivant les puissances de « , on observera que
* + ! + • *+3 (jr+x)*^(jC+2)^ (^+3)^ *
etc.
Appaidke. V
tÇ4
et on aura ensuite
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/ -^ etc.
comparant cette formule avec la série
+ etc.
dx 1 dx*i»a dx* i.a.jf
' qui résulte du théorème de Taylor , on en conclura
itS
dx d*S dx
etc.
Considérons encorevla série
- + etc
• • • "Tr^ t
nou$ obtiendrons y par les formules précédentes
jr.— X
ttc»
m()» + i)«»* w(ot+i)()W+i)m*
etc;
et l'équation
■"" I . X l (*+ 1 )«■+• "*"<^ + i)»+. + (T+Tj )^. + '^^' I
etc.
de laqueUe nous déduirons comme ci-dessus les. valeurs de
^ <^S tPS . '
En général, on a
^ dx i dx* i.^ </«' 1.2.3
ttc»
d*où Ton tire
«• d'{X,^X,^X,+X^+ etc' "}
etc.
Sîle terme -Sr„+, ne s'évanouît pas, comme dans les exemples clu n". précédent , lorsqu'on fait n infini , on observera que
; X^,=X, + (X,^X,)+iX,-X:) + {X,-X,) + etc.
et Ton substituera, au Heu deJP^^, , le second membre de cette ét[uation qui forme une série convergente, puisque les termes JT, , -y. , X^, etc. 5ont supposés tendre vers 1 égalité.
Eh prenant \r = o , il vient
X^zisj/i ^ X^z^B^ XyssiC^ etc#
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si Ton représente par P^ Z>% etc. ce que deviennent dans la mêiire hypothèse les séries ^
^{jy,+jr,+;ir,+ etc.}' ^-(^,+jr,+3r^+etc.}
9 etc.
que Ton écrive S^ , au lieu de 5 , et S ^9 , au lieu de Sm y on aura 5',= o, et par conséquent
5a,= {^+(i?— ^)+(C— i?) + (Z> — (7) + etc.}«
— etc.
Il est visible que Ton peut changer «. en x dans cette dernière expression 9 qui devenant par là
5,= {^ + (5— ^)+(C— i5) + (Z7— C) + etC-}^
lyx D V
donnera
dS
iy"x^ 1.2.3
— etc.
dx
dx* d'S^
A + (5— ^) + {C^B)^ {D^C) + etc.
D'x /y 'jç*
etc.
etc.
etc.
etc.
956. La fl^éthode que nous venons d^exposer s'étend au cas oii les différences d'un ordre quelconque des termes de la série J yB y C^Z?,....Jir, tendent sans cesse vers l'égalité ; et l'application que nous allons en faire , au cas où les différences premières de X deviennent constantes , suf&ra pour montrer comment on doit se conduire dans tous les autres.
Désignons trois sommes successives par leurs différences preipières seront leur différence seconde sera donc
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et on aura par les formules du n""* 860 9
mettant dans cette équation , au lieu de 5„_j_« et de S^ , leurs dévcloppemens respisctifs , on obtiendra la suivante
d'oïl Ton tirera
+«jr^,+ — — - — (-y»+, — ^^n+i)»
Les quantités X^^t et •X'»+. — -2r„4., étant équivalentes aux série»
X,-^(X,-X, ) + (X,^X:) + etc.
{X,^X,) + (X,^iX,+ X,)Ji-(X^^iX,+ X,)-^ttc.
on pourra donner à l'expression is S» , cette forme : 5«= 5 + ( X.- ^•+. ) + ( X,^X<»^) + ( X,— ^,+3 ) + etc»
+ ^{x. +(jir.-jr.)+ (x,-2r.y+ etc. } :+^î^^^{(^-x.)+C-sr-ix.+x,)+(jir^~ijir,+^.)+etc.|
et en l'ordonnant par rapport aux puissances de a ^ on en déduira ^ de même que ci-4essus , les coefficiens différentiels de la fonction S^ Le théorème de Taylor fournit encore ici le moyen de chasser -Sr«4.i , Xa^^y etc. en substituât à ces quantités les séries
^.+-7-^ "^-rr — +T^ r— + etc.
dx I dx i,x dx"^ 1.1.3
I . 2\ 3 dx
— etc.
Si les termes de la série A^B ^ C ^D^.^^^y tendent à s'évanouir ; on pourra efEacer de l'expression précédente les séries qui muU
tiplient m tt— ^ dans la première et dans la seconde ligne;
mais on ne supprimera que la seconde seulement , si ce sont les différences premières qui s'évanouissent , et dans ce cas on retom« bera sur l'expression complète dif n*. préc, La comparaison de cette dernière y avec celle que nous venons d'obtenir^ fera voir évi* demment comment doit être composée la valeur de «f a» pour un ordre quelconque de différences constantes.
Il est bon de remarquer que si l'on change S en S^^ Set en ^^^.o», comme dans le.n**. préc, on passera de S^^<a,k 5», et par suite à 5^ ^ en écrivant dans les deux premières lignes , A ^ B yC^Dy etc. à là place des quantités X. , JST^ , X, , X^ , etc. et D\ D" , iy\ etc. à celle des coefHciens différentiels qui multiplient respectivement
- , — , — ' , etc, dans les Rivantes.
957. Ce qui précède s'applique ^ par le moyen des logarîthmles ^ aux fonctions de la forme
S=ABCD....X
car l'équation
li'=l^ + lJÎ + lC+li?...,+lX,.
D S S, Diffères es S. . 1^9^
conduit à
en supposant que les logarithmes 1 X, IX, , IX., tendent à s'évanouir; et repassant aux nombres, il vient
*^fl,= *^ Y^^ * V ^ V 'v » ^*^-
-A»^, -Aft»^g -A»^5 -^û)^
II est visible que cette hypothèse répond au cas où les fractions
rç-^ , — -^ , etc. tendent vers Tunité»
Dans le cas oii ce seroient les ^différences premières dès logarithmes qui tendroient à s'évanouir , il faudroit ajouter à Texpression précédente de IS<» ^ la série
«{ix,+(ix.-ixo+ri^,-i-x;)+(ix,-ix,)+etc.} ,
qui revient à
«{1JX:.+ 1^ + 1-^ + 1^+ etc.},
•t donneroit» en passant aux nombres, le produit indéfini
tfoù il résukeroit ^« -i. ^^
®— * ^ «__i-a> ,^tfv>-*
L'équation ;
• etCr
l5. = iy+lX — lX«^. + IX.-.i:3Q.^+lX5-lX^^,+ etc; se transforme comme celle du n% 955 , par le moyen des coefficient diflFérentiels , en mettant pour 1 Xa^, , etc. les séries
et donne
- 15«— U = -. — ^^^.+^-X.4^ÏX,^-etc.}
I Wx
i/AT
•— etc.
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résultat duquel on déduira les coefficlens différentiels de S y en observant que
dx I fl.v* i.i ^jc"' i.i,}
* Nous ne nous arrêterons pas à montrer comment on peut faîve partir du cas de x=iO , les quantités S ^ X, j X^^ etc. ce qui a été dit à cet égard dans le n**. 955 suffit pour quelque formule que ce soit ; il ne seroit pas plus difficile de donner au cas qui nous. occupe toute l'extension de celui du n"*. précédent ; il ne nous* reste donc qiî*à faire quelque application,
958. Soit 5'=i,2.3.4....;i:=[^]. Dans cet exemple les logarithmes des facteurs tendent sans cesse à devenir égaux» et leursdifférences premières à s'évanouir; car on a
l<«+0-"l«=l(x + i) = i--^ + etc.
équation dont le second membre tend sans cesse vers o , à mesure ^ que n augmente: il faudra pour cette raison ajouter au dévelop* pement de 15*0» — \S y rapporté plus haut, .la série
«{lX. + CX.-.lX,) + 0X,-lXJ + (IX4-l^O+etc.} (n-. 953 ). Substituant au lieu d^e \Xy ^l^, d^ïXy etc. le^rs valeurs
dx d:p^ '
\x. — , Tj ttc, on trouvçrti
» f I I . I '1 \ \ H + — + + etc. V
»• f I II I 1
j 1 4- 4> ■ «^ a» etc. y
^ xXix-^iY^ (x-^x)*^ (x^xY^ (x+aY^- y
(x+i)* • (* + i)* (at+j)* (jc+4)' f I t I I \
etc
résultat dans lequel on pourra , si Ton veut y convertir en série les
quantités 1 , 1— — , etc.
Si
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Si Ton fait x=^6, ce qui donnera 5'=[o]=i , et qu'on change ensuite » en x 9 oa aura
lS,= \liicî—+ AT {Il +ll.+l±+l-i+etc. }
{ I + — + — H 4- etc. }
^" r III
JC' _ III
+ etc.
Les deux séries qui multiplient la première puissance de a: , n*ont chacune pour limite que Pinfîni. mais leur différence aune valeur finie. La première, poussée jusqu'au n""* terme , se réduit à \(n+ 1) . et quant à la seconde , on a par le n"". 939
I + -+-+--H- +- = C+ln+ 4 + etc.
soustrayant le dernier membre de cette équation de l(/z+ 1) ,on aura pour la diiSéçence des séries proposées ^
!(/«+ i)— 1«— ^— •— +— ^ + etc.
quantité dont la limite eSt C, en supposant n infini; or C= 0,57721 5664901 5325:^3 viendra donc
■ at t
',+ etc.
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d'oîi on tirera
+ xdx(i +-^+— +— . + etc.)
*. ^x'dxit + ^ + ±. + ~+etc,)
+ x'^Ar(l +^+^ — -^+et.c.) — etc.
Toutes les sçrles de cette équation peuvent se réunir en une seule y si Ton observe que
X — x^+ x^ '^ x^ + etc. 5:=
I^ ~ i^ ^ïï' ^ ^^ ^^^* "^lÔH^) ' etc. o -
et il viendra ensuite "^
dix]
-. = —ij;. 0,577115664901 53 15
ll(i+:r) i(i+x) 3(3+:^) .4(4t'*) >
959. Pouvant ainsi trouver ce que devient la fonction S ^ lorsque x se change en x+a, on obtiendra sans peine la vraie valeur des expressions composées de ces forfctions , et qui se présentent sous la forme de^: telle est la suivante
lorsqu'on y fait x=i.
l>EsDlPFÈREItCES»
Si on fait
iH — [--••••+ -=^S ^ on aura ( n% 955 ) 2 3 a:
J= x(i+i-+±.+i_4.etc.)
— etc.
ce qu'il est facile de convertir en ^=1+ — + — +
+ etc.
■etc.
X — t ap— I X — r
==^ I T — 7— ^H — î T'\ — . + etc.
^ + x 3+jc 4+0?
2(1 + ^) 3(2+x) 4(3 + ^) La substitution de i+o» , à la place de x ^ d^ns ce damier résultat donnera
^2(2 + «)^3(3 + «)%(4+«) + ''^ou *y»= I + Z>j» + /?X+ />î«*+ etc. en développant par rapport aux piissances de » ; par ces opérations la fonction proposée deviendra *
i+jO^Z7X+A«^+etc. I
«(n-«) «(i + Zm)
(i + 2«»)(i +!).• + !>.»•+ A-H etc.)— Ct +«^
A« + ^^A^^'+etc. + <» + 2» ( Z);fli + i?,«*-»- etc. )
divisant enfin les deux ternies de cette fraction par » , et supposant ensuite <»=:=o, on aura 2?. 4-1 pour la vraie valeur de la fonction proposée dans le cas où x=o ; or il esr facile de voir que
-^1=— H — r-l — 7 + etc. et que par conséquent 3 4
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960. Venons maintenant à quelques exemples d'interpolation r soit la suite
III ï i I J
tf* a a+b^ a a+ b a + ^h ^
• a a-^ b a+ib a + ^x-^i^b'
En désignant par S le terme général de cette suite, on aura
a a+b a+ib tf-f-(a? — i)b^
et comme les parties qui le composent tendent à s'évanouir; on trouvera par le n**, 957 ,
a+bx ^ •*■* ,M+ bx+ bu
a+b-^bx' '^ a + b+bx + b»
etc.
a + bx a -^^ b + bx , a + xb+bx
* —etc.
a + bx + bû^ a-^'^+bX'JrbM a + xb + bx+b»
ou bien
So>:=S + b cù \ 1 hr— " + CtC. >
^ \{a+bxy^{a+b + bxy^(a + ib+bxy ^ J
\{a + bxy^{a + b + bxy^(a^xb + bxy^ • I
j-AVi î =- + ^ 1 ^^ + etc. >
— etc. *
en employant la valeur de 5"» , exprimée par les coeffici^ns diflférentiels/ Appliquons ces formules à 4a série
I, i+î, ï+î+T,. i+r+T+î. etc.
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nous aurons tf=i, r=^i, »y = i-{ — f.-,, .,«{.-*.
AT
« ^ Tf ï I I
Sc=S+ ^— — + — — + — r- + --— +etc.
— etc.
II est évident par la forme de la série que si T désigne le terme qui répond à Tindice fractionnaire « , les termes T, , T, , etc. correspondans aux indices i + «f 2.+6>^ etc. seront
r+— — , T+— — +— -,etc.
or en faisant x^=;o , dans Se» , on aura 5=0 , et
• r= I + 'i + } + i + f + etc. i I I II
r+« 2+*^ 3 + û» 4+« 5+« et la seconde expression de Scà , rapportée dans la page précédente , deviendra par les mêmes hypothèses
r= + (u(i+^+^+^ + etc.)
+«"( 1 + ^+jf+^ + etc. )
— etc.
Lorsque » = J^ , il vient , par la première tle ces valeurs de T,
= ^(î-;+i-T+i— ;+i-i-*-etc.)
etcomme l2=l(i + x)= i — ï+j — ^J+j — f+i — 1+ etc. il est visible que r=2-^l2 ; on a donc dans ce cas T sous une forme finie ^ de laquelle il résulte qu'aux indices
répondent les termes % '
2 — 2I2, 2+|— 2I2, 2+f+l — 2I2 , etc.
Prenons pour second exemple la série
I 1^ I III
I, 1-4 , n 1 — , i-i i f--^, etCr
i66 C H. I. D 1/ Calcul
nous aurons X = — , Xi»= ^ , et en faisant xz=:o i
il viendra , pour le terme correspondant à Tindice m ,
r III
5a,= I +— + —+_ + etc.
etc.
Si Ton prend « = ^, on trouvera
ce qui revient à
et si Ton représente par A la série
i II I I II
on obtiendra Sxy=z 2*— 2"-^ , d'où Ton conclura pour les indices
les termes
2"— zV, 2**+— — 2"^, i«+_4-_ — 1«^, etc.
961. Occupons-nous encore de, quelques séries de la forme J^ JB , ABC^ ABCD^ etc.
et prenons pour premier cas particulier la suivante
a aa-^c a a + c a + 7c d a-^c tf4-(ar-— i)c
^ b b-J^ C 6 b-^ c b+ic b b-i- c * + ( :r — i ) c
Nous aurons par le n**. 5^ j 7 ,
b{a+C(ày Çb-i-c){a'i-C'{-^c»y {b + ic){a-hic^cefy
en supposant que les logarithmes des facteurs tendent à s'évanouir^ et en faisant x=szo , dans X^ ^ Xa^ X19 et dans Xf»^^ ^ X(»,^f etc.
»3û> . * =; *■* " • — — ; — ^— — • "^ — _ *3 ûi ^
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Si l'on prend ^=1 , ^=i , c=2 , on aura la série
pour laquelle on trouvera
** i(i + 2û>)'4(3 + 2«)'6(54-iw)*8(7 + 2«)*
et les termes quirépondeat aux indices «+i, « + 2, etc. seront nécessairement
a. + 2A^ 4+i« 6+2 etc. *•
ainsi qu'on peut s'en convaincre p^ leurs logarithmes , qui se rap- .pprteiit au premier exemple du n**. précédent, « Soit* » = r > îl viendra
lO.IO
résultat qui se change en - ^ d'après l'expression
ff 2.2 4.4 6.6 8.8 10.10
— = - — • • — . — • , etc.
i 1-3 3-5 5-7 7-9 9-îi«
rapportée dani le n"". 945 ; on aura donc pour les indices
les termes
Proposons-nous encore la série tf, a{a+i)y a{a + b){a + zb) y ...a{a'\-b)....{a-\'{x — i)^), etc. dans lacjuelle ce sont les différences des logarithmes qui tendent à s'évanouir i la seconde formule du n*. 957 , nous donnera pour ce cas
^ «• a ia^b) {a + b) {a+^b) (tf + 2*) (^+3*)
0^=tf • --7 .• ; -. ; —-— • .tic.
7 , ^ etc.
, 2.4.6 2 • — ^ — .-, etc.
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d'où nous conclurons ensuite
St0^^=:{a + b(!d)[a'\' b + bùi)S(»
etc.
Soit pour exemple <z = i , ^ s= t , ou
I, ï.i, ï-2.*3j i.a.3.4, etc. jet faisons » = 7 , nous obtiendrons
ri II ri t i
• i I»!» laja ^1^» j^»-a
5(»= I * . ——7 . — 7— j • — — • . — i- , etc.
passant aux quarrés ^ nous aurons
S\=—^.^-^. — . , etc
3-3 5-5 7-7 9-9 • En rapprochant cette expression de celle de - , on verrâ^ S^t ^
5* = -, d*oîi on conclura qu'aux indices répondent les termes
x^ z 2 * 2.2 2 ' 2.2.2 2 062. Ces dernières interpolations s'obtiennent avec la plus grande • facilité par la théorie des puissances du second ordre. Il suffit pour
cela de changer l'expression \^p'\y en produits infinis. Or on a ( xi\ 902 ) ,
OU
en observant que [/'+/*— ^] = — — z;- U viendra de même
lp—n'\
[d = Lf][f+^]• — =r»
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d*oii on tirera
Maintenant il est visible , ^oit par le développement , soit par ce qui
a été dit , n''. 901 , que la limite vers laquelle tend l'expression
If -.11 •. •''^. ' '
£;'+r][y+r],à mesure que le nombre indéterminé r augmente par
rapport aux nombres /^^ y»^'*>est[A][r],et que cette dernière tend à son tour vers A^r~"=i. En supposant donc r infini ^ on aura
C/'+^l'c,-.!" (/^+0(/'+Oetc. • (,+ i)(?+i)etc.
valeur dans laquelle le nombre n n'entre plus comme exposant. Prenons pour exemple la série
ï ^-3 . i*3«5 - i>3.5>7.>>(ia:— *i) ï' 2.4* 1.4.6^ 2.4«6.8,..«2« *,
dont le terme général est C*^—'»^^3 _ ^'[«— t3 _j-^_ ^^|--g . dans ce cas on a /»r=« — f, ^sso, « = ar, et il vient
[._i]'[o1=ai=^i3IiL.
Si l'on fait x^=^y on trouvera , en développant les puissances affectées de l'exposant infini r,
r ivUQ±iXitl)ii±i)!îf: ('-0(*-i)(3-f)«tc.
loi 01 3S '■' ■ ' • ' • ■ ■ '
^■^^-^ i.2.3,etc« .1.2. 3 .etc.
3>5,7,etc, ,1 .3.5.etc. _ ï>3 *3 '5*5 '7'g^c« 2.4.6.etc/2.4.6.etc. 2.^*4.4.6,6.etc. ^ résultat semblable à celui du n''. précédente 963. En changeant dans réqualion
+[/]CÔ'][«]Rl+[f]to]£«1i:"/']+etc.
Apptniiu» Y
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à laquelle nous sommes parvenir dans le n'. 904 , f en m , ^ en / + n,et multipliant ses deux membres pdr [/>3, il viendra
[/'+«+»][ A'] = [/'+«][/']+N[oM/'+'^C/']"
+ etc»
or il est visible que
«—Il —Il — »
on aura donc
[/'+«+nî[j^=i+[«koi[«k?]+c«][ôî[»][/3
+ [/»'] [o}[«][/'5 + Mi:ô][«]CJ]+etc.
et comme le second membre de cette équation demeure le même lorsqu'on y échange les quantités m tt n entr'elies , il s'ensuit que
Si l'on remplace p pw f, et qu'on écrive ensuite /> à la place de ç+m-^-p', on aura cette expression
[/]c7î=i+[/'~î--«j[ô^ic«k7]V[/^f~/][o]wî3
+ [/'-?—« ] [ o ] [ » J [ ? ] + [/»—?—«] [o]['0[/]+ etc. dans laquelle la quantité n n'entre plus comme exposant ^ et qui peut par conséquent servir à l'interpolation. En l'appliquant à rezemple du n*". précédent ^ elle donnera
^ +[-^koi[4[o3+[-î][ôk-^K
résultât qui revient à
^ "^ "^ xi.i i.xi.i.x^a x.1.% I.I.Z.X.3..3
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964. Nous pouvons , à l'aide de ce qui précède , trouver Texpression de t ^dont nous avons fait usage dans le n% 945* 9 et plusieurs autres très-remarquables. Pour cela il faut développer la quantité (i— j;')", dans l'intégrale nrfx''^''dx{i — ^')", ce qui donnera
nr/AT-'^VrCi— jcT=/2r/x«^*^Jc{ i— [m] [ô>'+M [^at»^— [m] [o>^'+ etc.}. Intégrant chaque torme ^ depuis Ar=o j jusqu'à ;t= i , il viendra
«zpression équivalente à celle^à
-+^Mo]+ („+.,x„+z)MW+ («+x)(«+xX«+3) "^"^^'^
que l'on peut écrire comme il suit
+ M[Ô3[-«]W+etc. 1^
Cette dernière y devenant identique avec le développement de
[/F+/72+7»]I>], rapporté dans le n*. précéd. lorsqu'on y change n en — n et /^ en », est par conséquent celui de la quantité [n + m — ^n] \n\ , OU lm]ln\ , d*oîi il suit que la valeur de llntégrale nrfx*'^^dx(i — ;p'3*,
— jf m
prise depuis jtr=o, jusqu'à x—i^ est [w][n], ou
i.i.'j... (m+n+ i)(m+n+ iXm^n-h })•-•• .
Appliquons maintenant ces formules au cerde ^ dont la deml-cir-
p dx
conférence est donnée par Tintégrale /— ( n% 410 )j nous
•/Kl— AT*
aurons pour ce cas r=2 , /2=7, /» = — |^ , et nous tirerons du dé-* veloppement en série
-=1 + — + ^+ |-^ + etc.
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résultat qui n'est que celui du n^. 410 ; mais en faisant usage du développement en puissances du second ordre ^ nous obtiendrons
m If— w
et en observant que Téquation [/^] — C/'] [/'—'!»] ( n*. 901 )^
donne [ï]=[î][— 7]^ nous déduirons de là î^ = 2([i])%
ou ^ = 4([ï])% ûu enfin ^^ = i[rl*
Cette expression est bien digne de remarque ^ car la quantité ana-
logue à 2 [7} ,dans les puissances ordinaires bu du premier ordre , étant i(^)»=-— =K 2, exprime la diagonale du quarré dont le
côté =1 f tandis que V^^ estle côté du quarré dont Taire est
égale à celle du cercle ayant pour rayon l'unité.
Si Ton développe le produit [7] [— 7] , d'après le n% 962, on
tombera sur l'expression de Wallis 9r= , rap-
portée dans le ( n^ 945 )•
On parvient encore à ce résultat sans le secours d'aucune intégrale y ainsi qu'il suit : on a
riir ii = =: r
r-ir "i.:. 7(7-0(T--O(i-3) ^ t
d'oh il faut conclure [7][ — 7] = =!= , suivant que /i est
impair ou pair; et avec iin peu d'attention on reconnoît que
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sm
rexpressîon
donne précisément les mêmes valeurs
lorsque Tindice n est entier ^ d'où il résulte que les deux expressions
sm
in
y.ontune'inifinité de valeurs communes;
En interpolant donc la première par la secoi^e , on en dédsira
smox-
mais Vbl vraie valeur du second membre de cette équation étant ^ tt , il viendra [f][ — ^] = -, comme ci;dessus ^ et nous apprenons
en même tems par là que le terme qui répond à Pindice \ dans la série
est [-:][—:]•
Si Ton fait /» = y ou 3 , on trôuvcfrâ
LâJL aJ-LîJL »i--3.9. 9.15.15.11.11.17.., -x' puisque sîn^^ =•;.
Prenant encore /i = ^ , ou ^ , on parviendroît â
i*o*o* io« io« 14* • • •
à cause de sin^îr=:^K i.
.965. On peut obtenir dans cet algorithme uii nombre infini de résultats semblables à ceux que nous venons de rapporter , et parmi lesquels il s'en trouvera qui seront transcendans ^ d'autres qui seront sfeulement irrationnels^ et d'autres enfin qui seront rationnels, ce qui établit une différence essentielle entre les puissances du premier ordre et celles du second , puisque par les unes on n'a pu exprimer en termes finis que des quantités rationnelles ou irrationnelles, et que les autres s'appliquent aussi à certaines transcendantes. Il est incon*
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testable que les puissances du troisième^ordre , nécessairement plus générales que celles du premier et du second , doivent s'étendre à des quantités qui ne peuvent s'exprimer en termes finis par celles-ci. Vandérmonde , dans le Mémoire dont nous avons tiré ce qui pré* cède 5 comprend toute^ ces quantités sous la dénomination générale ^irrathnndUs j et il les distingue et^ordres^ en appelant irra*^ tionnelles du premier ordre , celles qui résultent de l'extraction des racîpes » irrationnel^ du second ^ cellls qui répondent ft des ex*' posdns fractionnaires dans la série des puissances de cet ordre et qui sont irréductibles aux précédentes ^ et ânsi de suite, Non-seulement cette nomenclature , et la notation dont elle dérive , ont Tavantage de conserver l'analogie des idées , mais elles m^ paroissent propres à mettre sur la voie pour résoudra des questions importantes qui se lient avec les réflexions exposées dans les D^* 675 et 697. \
Jusqu'à présent on ne s'est guère occupé que du problême direct de l'interpolation; cette recherche présente^ comme toutes les autres , une question inverse qui peut être plus difficile que la question directe , mais aussi qui semble intéresser boucoup les progrès de Tanalyse, L'extraction des racines n'^t évidemment que l'interpolation par rapport aux puissances du premier ordre , et la recherché des logarithmes , la question inverse dont nous parlons ^ puisqu'il s'agit , dans le premier cas^ de trouver la quantité qui répond à un exposant fractionnaire » et dans le second l'exposant ou rindîce qui répond à une quantité donnée. Dans l'interpolation on connott l'indice et on cherche le terme intermédiaire ; dans la ques«tion inverse c'est ce terme que Pon connoit , et l'on veut trouver à quçl indice il répond. Il résulteroit de la solution de cette question une manière d'exprimer toutes les grandeurs en les regardant comme faisant partie d'une suite proposée» et il doit nécessairement arriver que quelques-unes répondent à des indices entiers , d'autres à dès indices fractionnaires , d'autres enfin à des indices dont la valeur ne seroit susceptible» en nombres» que d'une expression ap* prochée; et comme toute série» dont les termes croissent indéfi^ moient » peut comprendre » au moins par approximation » une quanqui surpasse son premier terme ^ queUp qu'elle soit d'ailleurs.
il existe un nombre indéfiqi de manières de représenter une quantité qnelcanque parmi lesquelles il doit s'en trouver d'utiles pour classer ks transcendantes, pour les réduire les unes aux autres lorsque cela est possible, et enfin pour en dresser des tables , ce qui parorc te seul progrès qui reste à faire dans le Calcul intégral des différent tielles dfune seule variable^
€s66. Nous ayons montré dans lén^ Iô2y4es ïnconvénïens de «mP*?^*"'^" ^^
-,,,... ... . , . t , - . 1 élimination dans
relimination successive des inconnues , mconveniens qui deviennent les équations a!^éd*autant plus grands que Ton a plus d'équations â combiner en- ^"î»^» tr'elles ; nous allons faire connoître la- méthode^qu a donnée Bezouf pour les éviter. Pour faire concourir de la même manière chacune des équations proposées à la formation de l'équation finale > le moyen qui se présente d'abotd à l'esprit , et que l'on trouve appliqué dans . les éléinenSjâux équations du premier degré., consiste à les multiplier par des facteurs indéterminés , puis à les ajouter entr'elles , et à égaler à zéro les quantités qui multiplient les inconnues que l'on veut faire disparoître.
Si l'on- avoit , par exemple , les trois équations
> a x*'\-b y*-^c xy'\'d x+ey-^f zncf
a'^x^-h Vy + c"xy + df'x + /> +/'=0 y
et qu^off les multipliât respectivement par trois polynoo^s de leur degré ^ savoir ^ par
A ;i:'+5\y»4- C x^^t) x+Ey+f jÉ'x^-hBy-i^C' xy+D'x + Ey + F'' jt''x*'^BY+C''xy+iy'x+Ey+F%
en réunissant les produits qui seroient du quatrième degré et en les ordonnant par rapport à * et y, on auroit une iquation-sommey qui coatiendroit quinze termes y respectivement affectés de
xy\
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mais comme on auroît introdnit dix-huit coçfEciens iadétermînés i on. pourrait égaler à zéro les coefficiens des quatorze termes qtiî contiennent a: et y, et ne conserver que celui qui en est indépendant ou qui est multiplié par x"" : on obtiendroit ainsi l'équation
Il est facile de voir que les coefficiens J,B,... A'yB'y ...A"^ B\ . . se détermineroient par des équations du premier degré ; mais leur nombre total étant 1 8 , il en restefoit quatre d'arbitraires.^
Pour appliquer cette méthode à des équations plus élevées , ou qui soient en plus grand nombre , il faut avoir préalablement résolu les questions suivantes: i"", déterminer quel e$e le nombre de termes que doit renfermer un polynôme complet J^un degré quelconque et comprenant tm nombre quelconque ^inconnues ; x"". déterminer parmi ces termes U nombre de ceux qui contiennent telle de ces inconnues que ton voudra çt le nombre de ceux où elle fi entre pas ; car ce n'est que d'après la solution de ces questions qu'on pourra prévoir à quel degré doit monter l'équation finale , choisir en conséquence les polynômes qui doivent multiplier les équations proposées f et s'assurer qu'ils contiendront un nombre de coefficiens indéterminés suffisant pour qu'il soit permis d'égaler à zéro tous les termes dans lesquels entrent les bconnues que Ton veut éliminer.
967. jQccupons-nous d'abord de la première question. Lorsque le polynôme ne renferme qu'une inconnue , il est visible que son degré étant désigné par m^ le nombre des termes qui le composent, s'il çst complet, sera m+ 1 , car il contiendra tes termes
et si l'on rend ces termes homogènes par l'intraduction d'une nou« velle inconnue u, on aura précisément tous ceux qui composent la puissance 172 du binôme z + x^^ dont le nombre est encore /n+i. Réciproquement si l'on fait u^^^i^ on reviendra de la puissance du binôme /+« au polynôme à une seule inconnue ; on passera de la même manière de {t+u-^xy ^x^ polynôme complet à deux inconnue^ ^ et 1^ ^ en faisant at =^ 1 : il suffit donc de trouver le nombre des termes qu^ doit contenir (/+ x^ + ^)"'. Or, en mettant cette e;cpress)on sous la forme {(^+^)'f ^))"'» et en la développant
seulement
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seulement par rapport ii x ^ on obtient /»+ 1 termes dont l'un quelconque est multiplié par {t+uY'^x'^. Si maintenant on développe celui-ci par rapport à rct à ix, il en fournira m — «+ i, d'où il suit, que le nombre total des termes du polynôme proposé sera la somme de la quantité m — /z+ 1 9 prise en faisant varier n depuis o jusqu'à m , c'est-à-dire , la somme de la série
dont le terme général est [/w+ f ] , et qui revient à [)w+ 1], ou à
i iL_L-i ( n% 930 ).
En mettant le quadrinome (^+«^ + ^ + >^)* ^u^ >Ia forme {(^+«+J^ )+y }% et en le développant par rapport ^ seulement , on trouvera m+i termes dont Tun quelconque sera multiplié par {t+u+xY'^^y^^ et par le développement de la puissance du trinôme
en fournira , d après ce qui précède ^ un tiKomxA ^-^ ^ •
La somme de cçtte expression ^ prise depuis pz=iOy jusqu'à p=^m ^ c'est-à-dire , telle de — [^+2.], donnera le nombre des tefmea.
contenus dans le développement de la puissance m du quacirinome « ou dans le polynôme complet à trois inconnues^ on aura do4fc , pour
ce nombre de termes^ — ['w+îl» ou ^ ^^\ ^ ^^ ^ \
De même 9 puisque 4e terme.(>+i^+:A:+y)'"-Y>^w développe* ment de {(/+« + :«: + jk) + c}* en ^fournit s
i 2 — i^-^^ — 2 ' , et que la sommme de cette ex-
pression 9 prise depuis ;^=0f jusqu'à qzrzniy revient à celle de
[/»+ \\i on aura ■ r/n + 4], ou
i Zi^ Ir^ ^^ i pour le nombre de termes da déve-
loppement de la puissance m du quîntinome, ou celui des termes du
polynôme complet à quatre inconnues,
Afftndw. " Z
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En généra! le déTctoppement de la puissance m du polynôme formé de n terttfes /, », x^y^ {» etc. en contiendra un nombre
exprimé par
, ou par ■ ■■
I. a. }...,/* et ce nombre sera aussi celui des termes du polynôme complet contenant f( ïnconnues. Passons maintenant à la seconde question. 968, Pour envisager cette question dans toute son étendue , nous l'énoncerons ainsi : trouver dans un polynôme coinplu du dt^i m , et renfermant un nombre quelconque if inconnues t, u, J^tY > c'^- combien
il y a ^ termes
, outre cetix-làf il y en a tU
divisiôUs par ï
'.dens fil y en a de diyisiiles
par X', etc. en
■t-q+etc.<m.
On voit aiséi
le tousjes termes divisibles
par **, et qu*on
quotient ffira un polynôme
pie » le polyhQaie complet
du sixièoy deg
t, » et V 4' dont les termes
seroieat
.■ tu
l'xf
,V fifx fux' f'*'
,■»< cii, <•»•»■
<u> ai>x
tx'
«• ifx
ux>
if«"
iV 'ïV^- Vax» «**'
IK
riai<f
«•ttx
té tu^x tîtx^ tx^
/mtr..
.a? «•« ux» x'
ux-
En réunissant ceux qui peuTcnt être divisés par t^, savoir, tous ceux qui sont multipliés par des puissances de (, supérieures Â la
DES Différences. 179
seconde 9 et en effectuant la division, on formeroît le polynôme du troisième degré , dont le nombre des termes seroit par conséquent
En général , dans le polynôme du degré m à fc inconnues » que
nous désignerons ainsi (t. • •^^Ty le nombre de^ termes divisibles
par i" sera égal au nombre des termes du polynôme (^••.,At)"^%
fi, — ^ ou à [m— -n + A*] [o].
Après qu'on aura e&cé du polynôme du sixième degré , qui nous sert d'exemple, les termes divisibles par t^y si Ton se propose de trouver ceux qui sont divisibles par »*> H faut , du nombre de ceux qui Tétoient avant l'exclusion des termes divisibles par f% retrancher celui des termes divisibles par «*, contenus dans le polynôme dont ^ est le facteur commun ; or les termes divisibles par tt* dans le polynôme total sont au nombre j de
(4 + 3X4+1X4+0 ^ ^ ^ ^ ç^ ^^^j ^^ ^^^^^ divisibles par »•
dans le polynôme du troisième degré formée des termé^p! visibles par t\ étant le même que celui des termes du polynôme du degré 3— -d, ou du degré i ^ est égal à 4 ; la différence 3 5 — 4 , ou 3 1 , sera donc le nombre des termes ^visibles par «% après l'expulsion «jde ceux qui le sont par ^.
En général [/n^^p+fd,] [o] étan|^le nombre des termes divisibles
par u^ dans le polynôme proposé, et [w— « — ^/^+i^][o], celui des mêmes termes dans le polynôme du degré m — n , formé des termes
divisibles et /*, ladifférence[/w— /?+/x] [o]— [/w — ^—p+h'ilo']f sera le nombre des termes divisibles par u^^ après l'exclusion de ceux qui le sont par A
Il est facile de voir que le nombre de ceux qui le, sont ensuite par x^ s'obtiendra , en retranchant du nombre total des termes de cette espèce coAtenus dans le polynôme complet , le nombre de ceux que renfern^c le polynôme divisible par ^ et le nombre de ceux
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qui sont en outre divisibles par vFy et que l'on aura
=[0] { [^— ?+^]— [/W— «— y + |;i]_[/W— ;,_y +^] J|. Im—n-^p-^q^^^.
On trouveroit de la même manière que le nombre des tetmes divi« sibles ensuite par y' t%t égal à celui dés teames de cette espèce que contient le polynôme complet, moins le nombre 4^ ceux que con« tient le polynôme divisible par t^ moins le nombre de ceux qui sont en outre divisibles par if et moins le nombre de ceux qui sont en outre divisibles par x\ ce qui revient à i^ /u fc /(<&
A* ft ft ft|
— [/w — J— r+ \l\ + [/»— )z — q-^r + /ia] + [/«— f — J— r + f<]— [/w — ^»— /^ — q + f*]
et ainsi de suite.
En examinant *de près les résultats que nou« venons d'obtenir , on reconnoît bientôt, i"*. que
[<j|[[OT—/? + ^]—[/»—n— /! + /*]} ==A„[0][/72—/+ ,
an marquant que la quantité m-^p+iA, varie de — n^ 2"*. que
*^fA f* fA f* f*
[o] { [/7z— î+/x]— [fw— n— jT+f*]— [m— ^— y +fA] + lm'^n—p—q+f4] }
=[0] { { lm—f+i^']—lm^p^q-+(^) — { [to— /î—j+f*]— [m— /2—/'— ?+/*]} 3 — /x ^ — ^ fi ^
aV» marquant une différence du second ordre, dans laquelle la quantité m — ^+/u varie successivement de — p et de — n ; et d'après ces considérations on verra que le nombre des termes divisibles par y y après l'exclusion des termes divisibles par /", «% x'' , est
exprimé par a\^^^ , [o][m— r+^] , A%, ,, „ marquant que la quantité m—r+i^ varie successivement de — f , — p^ — /x, et
enfin que A^r,£,ii, ii[o][^— -^ +f*]> exprimera le nombre des
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termes divisibles par :(^ après l'exclusion des termes divisibles par ^^ u\ x% y.
Quant au nombre des termes restans après Texclusion de tous ceux qu'on vient de désigner , il s'obtiet^dra en observant que ceux qui restent après l'exclusion àss termes divisibles par r^ est
et si l'on en retranche ceux qui restent divisibles pat vF et dont le nomiN'e est a^[o] [/w— /^+/j*] , il viendra
retranchant encore de ce résultat le nombre des termes divisibles par ^% après l'exclusion de ceux qui sont divisibles par t^ et i^% on aura
pour le nombre des termes restans apr^lfjexclusion de ceux qui sont divisibles par i^, «^ x\ et on arrivera 'â
pour le nombre des termes restans après l'exclusion de ceux qui sont divisibles par ^, a', :c% y^ : enfin à
pour le" nombre des termes restais après l'exclusion de ceux qui sont divisibles par /^, «% x% y et i\
969. Maintenant , pour procéder à l'élimination entre un nombre quelconque (jl d'équations , renfermant un pareil nombre d'inconnues et représentées par
(r..,^)"'=o, (t...iAy=^Q^ {t...iAy=so, etc.*..
concevons qu'on mukiplie la première par un polynôme complet , contenant aussi fc inconnues , mais d'un degré indéterminé m' , et désignons le résultat ou Véquatîon'produu par {t /it )"+"* = o;
les autres équations pourroient donner immédiatement les valeurs de »% x^j y\ etc. considérées comme des inconnues au premier-
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degré , et serviroient par conséquent à chasiser ces quantités de réquation-produit , après quoi il n'y resteroit plus aucun des termes divisibles par u% x^^ y\ etc. Si donc Ton ne veut conserver que l'inconnue e^ dans l'équation-produit ^ qui deviendra dans ce cas l'équation finale résultante de l'élimination des inconnues u^x^y^ etc, il faudra faire év^ouir tous les termes qui eo demeurent affectés , en disposant pour cela des coefficiens introduits par le polynôme multiplicateur.
Pour ne pas embarrasser le Calcul de termes ' inutiles , il convient d'abord de faire disparoître du polynôme multiplicateur tous ceux qui sont divisibles par u""^ ^%j^% etc. afin de connoitre ensuite le ^ nombre de ceux qu'il faudra faire évanouir ; et le nombre des termes restans après cette opération sera exprimé par
^ [o] [ /w'+ft] ( n% précéd. ) ;
puisque (i^^i désigne le Mflibre des inconnues que l'on éliifiine. Les mêmes substitutions réduiront l'équation^produit à un nombre de termes marqué par
Si donc D représente le degré de l'équation finale en / , le nombre de ses termes sera /?+ 1 9 et par conséquent le nombre de ceux qui resteront affectés des inconnues u^Xyy^ etc. dans Féquation^produit ^ après les substitutions que nous venons d'indiquer , aura pour expression
tandis que le nombre des coefficiens indéterminés ^ introduits par le polynôme multifriicatetir ^ sera
. Parmi ces coefficiens il en doit rester un qui soit arbitraire ^ puisque l'on peut toujours réduire à l'unité le coefficient de l'un des termes de réquationrproduit ; d'après ces considérations 00 a,
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pour déterminer m\ l'équation
qui donne
en passant hors de la caractéristique a , le facteur constant [o] ^ et en réduisant les deux termes du second membre à un seul. Il ne reste plus qu'à développer la différence indiquée y en observant que les variations de la quantité m + m' + fi, sont successivement — -/t?^
Pour y parvenir il suffit de remarquer que là fonction [«n + m'+ |u] ^ éta^H^ développée y par rapport aux p^p^^ces de m+m\ sera de la forme
et que Ton aura par conséquent
fi ^
Substituant cette valeur dans celle de Z>, on aura seulement
cVst-à-dire, le théorème dé Bézout, énoncé dans le n^ 189; savoir , que U degrl d^ t équation finale , résultante de t élimination <tun nombre qtulconque Jt équations complètes ^ renfermant un pareil nombre ^inconnues et de degrés quelconques , est égal au produit des exposons de ces équations.
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De rîntégratîon 970» Jusqu'ici nous avons supposé que la différence de la fonction DffFé?en*c^'àdcux cherchée étoit donnée explicitement par les variables indépenvariables. dantes, nous allons maintenant nous occuper des cas oii l'on a
seulement une équation contenant la fonction .cherchée , ses différences, les variables indépendantes et leurs accroissemens. Supposons d'abord que la fonction cherchée y ne dépende que de la seule variable X j dont l'accroissement , considéré comme constant ^ sera désigné à l'ordinaire par A. L'équation proposée sera comprise dans la formule générale ^{x^k^y^^y^ ^y 9 etc. ) = o. Il est à propos d'observer que l'on peut en faire disp^roitre les différences ày ^ ^y ^ etc. en les remplaçant par les valeurs consé* cutives de j.^, puisqu'on a ^
^^=^1— J^> A*j^=y.— ij^.+j^, etc.
et le résultat prendra la forme
d'après laquelle on voit que toute équation aux différences faitj^n* noître la valeur de la fonction âierchée , par le moyen d'un certain ^ nombre de valeurs antécédentes.
Si l'équation étoit du premier ordre ^ par exemple , on auroit^, ^ par le moyen de y; si elle étoit du second , on en tiferoUy^^ exprimé par y^ et par y ^ et ainsi de suite.
Il est facile de reconnoSire qu'une équation quelconque aux diffé« rences équivaut à une série , dans laquelle on obtient chaque terme par le moyen de sa relation avec ceux qui le précèdeiu et avec l'indice qui marque le rang qdll otfûpe. En eftt ^ lorsqu'on a , par exemple $ y^=(ix,hyy^y^) , on en déduit
et Ton forme ainsi la série
yj yxVy^$ y\\yi,% etc.
au moyen de ses deux premiers termes.
Ce cas particulier su^t pour montrer que dans la série diduiu élunt équation quelconque aux différences ^ il y aura toujours autant de termes arbitraires quiï y a (Punités dans (exposant de tordre de cette iquatiçn^
* On
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97». On peut changer toute équation aux différences en une* équation .différentielle d'un ordre indéfini , |p substituant ^ au 4ieu de ^K^^^Xf etc. leurs dével^Upemens d'après le n"*. 864 , et il n'est pas ^moins évident que l'on convertiroit aussi toute équation différentielle en une équation aupc différences d'un ordre indéfini, en rem* plaçant les coefficiens différentiels par leurs développemens tirés de la formaledun% 867,
Il ne paroît pas que ces transformations , qui onMKnconvénient ^Hiqlroduire uû nosibre infini de termes , puissent êti% , en général , foft utiles pour l'intégration des équations ; mab elles sont trèspropres à faire sentir la diâërence qui existe entre le Calcul différentiel et le Calcul aux différences. Elles prouvent que par la nature de ce dernier , les diâ^ences de la variable indépendante doivent avoir nécessairement une valeur déterminée ; car si l'on avoit une équation entre Xj y ^ A:ir, Ay, A*^, etc. dans laquelle aa; demeurât indéterminé , qu'on 'la développât suivant les puissances de iM% ày^ ^^y 9 €tc. ce qui lut donneront la forme ^
jièkX +fiAy
'+ CAx''+DAx^y+E Ay-hF/iy > —0;
+ etc.
on y pourroit substituer, au lieu de Ay, Ay , etc. leurs développemens , et comme "A x y resterait encore indéte'rnûné , il faudroit que les coefficiens des diverses puissances de cet accroissement s'évanouissent d'eux-mêmes. On obtiendroit ainsi , entre les variables :r ,y, et leurs différentielles , un nO||bre infini d'équations qui devroient s'accorder entr'elles pour que la proposée signifiât quelque chose ; et dans ce cas elle ne seroit équivalente qu'à la première de ces équations , dont les autres de viendroient les différentielles successives.
En ne supposant l'équation aux différences que du premier ordre , ce qui la réduit à
jAx+BAy+CAx*+DAxAy+EAy*+ etc. = 0, et prenant
dy Ax d^y. Ax^ J^y A x^
« V = -i7— +t4— +-r^- -+etc.
'/tpptndïce.
dx* I dx^ 1.2 dx^ i.i.3
Aa
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il vient
ItXdx*
d'où l'ott tiN# .,^
B^+^^0, ' £^+Z)^+C+— ^ = 0, etc. '^'> dx ax"" dx 1.2 ^x*
et si cette suite d'équations ne peut avoir lieu ^ la proposée ne pourra se vérifier qu'en assignant à ^^ une valeur particulière*
972. Ces préliminaires pos^^ , ehtroi^Ltt} matière par Tintégratioti de réquation générale du pr«mier degré et du premier ordre.
Soit l'équation A^+Pj(=: Q^ analogue à Téquaiîon différentielle qu^nous avons traitée dans le n% 547 ; un procédé^pm^ blable à celi|î du n"". citégj^ nous^ conduire à son int^ale. Faisons jr = «^, et nous aurons Ay =^i^^+ {A«+ A» a^, ce qui changera l'équation proposée en
^ «A^4^Aa+ Aï^Aî + Z'ttC^pQ; en posant séparément
ÇAtf + PkÎ = Oj ou A« + 'P'tf=50,
il restera »A^+ AwA{= Q, d'oii^ l'on tirera
Ar== — - — etjA^s — ^^= — • ' u-^- Lu ^ffW Û^ LU
La question se réduit donc à intégrer l'équation ai^+Pî/sso, dans laquelle on peut sépa^p: les variables en lui donnant la forme
Lu
P y puisque P est supposé ne contenir que x. Prenons u=^^^
i! en résultera Aii = «*(« — i) et — = « — is=: — P,
d'oîi nous tirerons
ùkt ■'
t sat— p, A/ï=l(l— P) «t /=Sl(l--P);'
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mM la somme des logarithmes de la fonction i-— P| répondant . au produit continuel des valeurs successi|ps que reçoit i — i^ entre
les limites 4e l'intégrale, ^i Ton désigne ce produit par' [ i — -P,_J , 0é aura / = I [ i ~ p^ J, ] , d'oh on tonclurà
' ' Le sens de la notation que nous venons d^trofllre est £icUe à ^isir d*après celU^du n*. 901 > car il est visible que
. ci-/'^.]=(i-/».-.)(i-/'.-.)(t— p;-0.-"(i-^.),
çob^at^Stant à la psemière des valeurs de x ; et si l'on fait attentv>n , . me u + Aa=:», , on ojj^ndra
ce ^ donnera cnnâ • ^ . '
la constante arbitraire étant comprise dans l'intégrale b^quée.
Cest à peu près ainsi que Lagrange > qffr le premïepR voir l'analogie que les équations du premier degré ^ aux différences , ont avec les écpiations xfiflKrentieUes du même degré , a intégré , en 1761 , Téqua- ^ lion traitée ^ct« dessus; il applique ensuite son résultat â l'équation
4*^* revient à x^ ù.y = A|W* Q* ^ comparant cette dernière ^ 0 •avec Aj^+P^:«P, il vien^P=i — ^^, i — P:=^R^ et Ton a par
co/iséquent . ^y^i^^i}^ — ^1h^
DansNfe développement du produit [i— i^x^J, nous avons supposé , pour plus de simplicité , la différence de x éjiale à l'unité ; On pourroit conserver la même expression en convenant qu'elle répond à (i— p^ ,^)(i_p^^^J(i— P^^^J etc. lorsque Ax=n, ou biea transformer Téquaiîon^ropbséè en une autre , en faisant x=nx\ ce qui donngroit Aa;=/iAa?' et Ax=i.
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, Si Ton suppose c^e le. coeffident R .soit constant , on aura '
L'intdgratîon indiquée s'efFectue facilemçnt lofsqâe Q est constant ; on obtient dans ce cas j^ MuT / ^ *
En général on obtiendra la valeur de y , j^livrée du signe d'intégration toutes les fois que Q sera une fonction rationnelle et^ntière de :r ( n\ 911). • Jfc * ' , 1 • ^
973. Dans ks recheBches ci^sn''. p^Rd. Lagrange appli^e auft^ ' - équations du premier degr^||t d'un ordre quelconque aux différences » la m|tho(^qu^d*Âlembert a donnée cour les équations difTérentielIês du premier degié et dont nous ^dÉps fait tonnoître Te^prit ^ n"*. 9[8 ; mais il est revenu sur ce suje^ren 1775 , PSÊÊ^^ méthode encoi^'^' * plus simple , que nous allons faire connoître. \
RepréserfBfis par |^ 9
une équation d'un ordre quelconque et du premier .degré par «apport à la fonction y,î on prouve , comme dans le n', 647, oue son inté-^' gration se rq(pène à celle de
et que Ton obtient la valeur complète de {^ , flP^u'on en connoii un nombre n de valeurs particulières.
Çttte dernière propoikon est évidente par dfe-mênfc ; carif ^f clair que si
sont des fonctions de x ^ qui satisfassent à l'équation (£) , l'expression
î = CY,+ C^r,+CVx+etc-
y satisfera pareillement ; et quand ]|||noaibrè de %ts termes .supposés absolument réductibles entr'eux sera n , eUe sera l'intégrale
coAplète "de cette équatîelh 5 jmisqu'plk renfermera n constantes arbitraires , C\ C\ C\ etc. • #
Cela posé \ si Ton regarde ces constante^ comme des fonctions àtx^ *et ^ue^dans cette hypothèse on change {[, en j^^ , ouj^ue Ton fasse
oft en déduira d*abord * *
résultat quue transf9rma^n
•î y,;.^^.:i-. +^%îV +C^l^+/ + etG. .
en mettant pour C',!, , ^+' » etc.'* leurs valeurs C' j + aC, , C'', + AfT', , #r. et se rikiit à
Jc,^.^CU'x+. +C/',î^^, +^"xî'W +*tc.
tôriqu*on faît^' • , ^
.de même que si les qtf^tités i7'^ , ^^^ C'\ , etc. fussent demeurées constantes. En^Eaji^ant de nou^jau varier :r , en obtiendra
= C'^^+. +<^\ îV+^"x î",+.+ etc.
+ {Wa-^^-^t'^^s^G^+c" x^..aC"',+ etc.
resulfet que Von réduira à • * . ^
nat la^suppositiong^tp ^ "
î'^^aC+î'^^^aC-J+i' V.^<^''.+ etc. = 0 (!)• Faisant varier jit un< troisième fois ^ on ^(Ivtent à
911 posant ^*
^ 6*îA^.+îVîAC*,+î-,^,A(r',+ etc. = 0 (3) ,
et Ton continue ainsi jusqu'aux équations
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Maintenant y ti dus la vnknr é^^y^^^ onchange jtr«n r4* >;
on trouiera
+'^U%+- +<^'.f,^ + «te.
mettant dans réquafion {A) les v^eurs'dejr^, r.+, ,. . . •jKx+tf-uJ'^+^i * en observant que ^ l'hypothèse et d'après T^quatîon {JEl] ^ t
etc. • •_ ' ''
il restera * . ^ ^» %•
îW^^'x+îV^r^+rx4^^^^+«te-='> (4 ^
On conçoit facilement qil^ec k secours des équations ( 1 ) / (z), (3),*.»)^(« — i)» («), OT déterminera en fonctions de* 5 ^ les différences aC' , aC' ,%C'',, etc.Âé qui réduiaa la rechercha des quantifia C\ C% (7''', Ac. à rintégtttion des fonctions d^ne « seule variable» * " ^
Il convient donc de nous occuper de Féquanon
Lorsque les coefGciens de cefte équatxM ^ au neu d'être des fonctions à^ Xy sont des constantes ^ ou que Ton a seulement
on y satisfait^n âûsant Xt^=^^' t ^'^^ ^^ résulte
die devient
/»»+Pm»-» + (^«"'••+ iî m»-3 + 27= o (Z>) ,
et sera vérifiée si Pon prend pour l'indéterminée *m les racines de cette dernièreAi donc on désigne p^ m\ tn!*s ^*\ ct^« ^^ diverses racines , on aura ( Vi\ précéd. ) *
Cette expression présente^ par rapport aux quantités ni^ wl\ wl*\ etc. les mêmes circonstances que l'intégrale^ l'équation difiërentielb dr^^Fdxai'-^Ar (ldx'4r\^Rdx'd^''\.\ . , + U^âx^is^o ( a*. 648 ),
îx-^— ^ ^^jÊ[ •♦••'•• •Cr4*'
Il petft arriver ^e le» racines de Téquaiiap {i>) soieat coules réelks et inégales , oi^'il s'en trOuve d^ëgptes emr'elles ; dans le premier cas ta valeur de { est complète ^ mais eRe cesse de Pêtse dans le second* Il faut alors recourir à àm artffioesM'analyse , sembhbles à ceux qve nous avons employés pour Téqualion diiférwtielle ; mais nous pré* senteronsceffte reche^cl|p^sous\ln|^pint de vue un peu difFérent^ en la ramenant à une détermination particulière des constantes arbitraires,
975, L'équation {Ç)^ qui peut >être considérée comme exprimant la nature d'une série dont un terme quelconque représenté par ^^^ dépend des n termes qui le précédent ^ suppose né{6es$aireflÉent que les n premiers termes d|^ cette série désignés par
sont arbitraires ( n^ 970 ) : ce sont^g^es termes que nous allons introduire à ta place des constantes |^', C'\ CV\ etc<J^Oitr cela nous aurons les équations .^
î, =:CW» +CV* +C'"m"'*
^_,=C V— + CV"- + C""/b'"-« + etc.
(dont le nombre est ^1 à celui des quantités C, C", C"'i t\c* qui n'y montent d'ailleurs qu'au premier if%xi ; et «n prenant suc*, cessivement n^smXy ns=z^ '>=3» ^ç> on obtieadfi ces r^akats particuliers
etc.
i^z C^. l. D tr C A i c u^ L^ •
La loi de CCS résullMs ert^déjà a«cz évidente pour qu'bfl puisse les pousser aussi loin qMl :*tçp nécessaire ; mais ça peut en découvrit la forme générale sMs %iWQpurir à> Tinduction ^ en fai^ffet , usage du procédé d^élimination vdonné è Jià fin du n"". 649. En effet , si Ton tepésente pa*
réquatiorf dont les racines sont m% m''\ etc. et que Ton multiplie ' Ta vant- dernière des équations (E) par P', la précédente par Q\ et ainsi de suite jusquà la première, qui sera multipliée par U\ on ^ura , en ajoutant les produits ,
+ etc .••.»
toutes les- lignes du second membre , excepté la première , sont nécessairement nulles , comme. ifi'oflfrant que les résultats de la substitution dks quantités m", ni*'^ etc. à la place de /: il viendra donc
On trouveroic de la même manière f ^ C^\ etc. en substituant
successivement les racines wl\ m'" ^ etc. à la place de m\ et en
formant Téquation t av«les racines wif^ m", /i?"*, etc. iw', /w", /»"% etc.
Nous avoils déjà fait voir dans le n^. cité , qut
. ^'«-» + p V-» + Q[m"^^ • . . + l/=i{m'^m''){m'-'m"') etc.
ce qui se déduit évidem^ieot de
pourvu qu'après la différentiation on change m en m\ Pour former les quamités F^ Qf^ iî\ • . . t^', il Aut multiplier l'équation
pgr /-rr/w', ce qui doit la rendre i^tiqùe avec
en
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en changeant t ^n m^ et on aura ^ par la comparaison des termes semblâliles T
d*où on tirera
P*=PJ^t^
R'=^R+ Qm' + Pm'^+tn'*
S' = S ■{'Rm'+ Qm''+Pm'^ + m%
etc.*; ^
976. Supposons à présent que Téquation en m ah des racines imagînakes et des racines égales ; il faudra , comme on Ta indiqué dans le n"". 650 ^ réunir les premières par couple ^ et on convertira ensuite chacune en fonction de sinus et de cosinus , suivant les for«mules connues : la transformation s'opêreroit avec un peu plus de facilité en traitant immédiatement par le procédé du 'n"", 648 , la valeur obtenue dans le n^. 974,
En observant que
etc.
on peut écrite les deux premiers terma de la valeur de { , ainsi qu'il suity
et l'on voit quHs se réduisent i | lorsque »'=/»'. Les trois premiers tenues étant écrits ii cette manière :
(m — w ^ • • • • AppcndiçCp B b
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deviennent visiblement y lorsque Ton a en même tems ni::=im!':==zm"', et ainsi de suite , à me^re que le nombre des racines égales augmente. Il faut 9 pour trouver alor^ la vraie forme de Tintégrale ^ recourir à la méthode du n''. 1^99 quand il. n'y a que deux racines égales, et à celle du n*". 147 lorsque le nombriç de ces racines surpasse deux. L'usage que nous avons déjà fait de^es méthodes dans un cas absolument semblable à, celui qui nous occupé ( n°. 650 ), nous dispense d'entrer dans aucun détail, et nous nous bornerons en conséquence à donner la forme des résultats*. Il faudra substituer aux deux preiniers termes de la valeur de i la quantité
lorsque m'=.mfy aux trois premiers^ la quantité
an •f^c xat -r*^ m ^
lorsque nits^m^i^am^y et ainsi de suite: dans ces expressions c\ c\ c", etc. remplacent les constantes arbitraires C, Ç\ C\ etc.
977.nNous indiquerons succinctement ici la routé qu'il faut suivre pour déterminer les quantités C\ C\ C", etc^ par le moyen des équations (i) , (2). ..{n — i) , («) , du n*. 973 , afin de parvenir à l'intégrale de l'équation {J)^ dans le cas où les coefficiens P^Q^R...U sont consttns et f^, est une fonction quelconque de x. Les équations (i), (i)....(/2— î), (/z), deviennent alors /
m'^' AC+m"^' AC+m'"^' AC'^+etc.ssO m'*^ AC^m'^^^C'+m'^^ AC'+etc.^o
;^'*-^-»AC+m''^--'AC''+/w"^'^-'AC"+ etc. =a
eo y substituant pour {',, î',+, , î'*+» ^ ...{*, etc.
' iB", «'**■% ot"+»..../»", etc.
si l'on fait , \.
u,"^\\C'z=-A'V,., m"^'i^C\^d'V^, m*"^' c^C" —A V ,, etc.
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on arrivera aux é<luatIons
m'A + m'A' + m" A" + etc. = o
»'— ^ + m*"-'' A' + m""-' A" + etc. = o in"*-*^ +m'"'"''A'+m"'''^'J''+ etc. = p
traitée dans le n\ 649 ^ et Pon terminera Topération comme dans le n\ 975. Si parmi les valeurs de m^ il s'en trouve d'imaginaires ou d'égales entr'elles , on aura égard à chacune de ces circonstances par des procédés absolument «iSemblal^le^à ceux qui sont développés dans le n\ 650,
978, L'on n'a fait que peu de tentatives pour intégrer Téquation
G+» + ^«t*+ii-.i + Q*îr+»-. • • • • + ^,î,=o ,
dans le cas bh les coefSciens P^y Q, 5. ••£^,9 sont des fonctions de X ; c'est Laplace qui » dans ce genre , a porté le plu||^in ses recherches, et pour en présenter l^nsemble , nous commencerons par donner la méthode qu'il employé pour intégrer Téquation du premier degré et du premier ordre.
Soit .y^,=Pa;y.+ Q., on tire successivetaent de cette équation
y,=P.yr +Q, y,^P^,+Q,
yi^PiyifQ} . . ¥ .
substituant la valeur Aey,\ dans cdl^dej',, pui( cette dernière dans ceUe de ^, et ainsi de suite f il viendra
y.^P.P,y, +P,Qo +Q.
Bb t
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et en général
expression que , d'apcès la convention faite dans le n^. 97X5 Ton peut encore écrire comme il suit:
on a dans cette formule la valeur de y^ , exprimée par le moyen de ^, ^ et par conséquent le terme général, de la série correspondante à* réquation
Si l'on représente y^ pa^ u<k quantité arbitraire C , tt que Von obterve^p même tems que la série
étant mise sous la forme
ra [P.] 6f.] [p,-.]
que Pon peut vérifier par le développement ^u par les analogies de la notation actuelle avec celle du n% 902 » revient à
[P^,]^ "^ ( ^'*- ^97 ) 9 on aura de même que daâs le n% 971
ra
Ce procédé doit être remarqué parce: qu'il conduit directement à Hntégrale tt qu'il montre le ^arti que l'on peut tirer de la formation des valeurs successifs de la fonction cherchée , pour en obtenir l'expression générale.
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Passons aux ordres supérieurs : soit et faisons
multipliant successivement les n— i^ premières de ces équations ^
par «. ^ «. ^ tf) ^ etc «e ^^, ^ et ajoutant les résultats avec la
dernière y nous obtiendrons l'équation
comparant celle*d avec la proposée , nous en déduirons les suivantes >
'^x=fx4.li-« +''»-i^i+»-ft + *»-»^»+»-î ••.... +*i^x i
dont le nombre est évidemment égal à /i+ x. On tire successivement des iz*-i premières.
— I — PmJ^n^i
et à cause que ^7,=*,/^,, il vîendft
équation qui n'est que de Pordre /»— i , par rapport à la fonction
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inconnue p^^ puisqu'elle ne comprend que les valeurs PmiP^xy • •PxA^^x 9 fixais qui n*est plus du premier degré. Il n'est pas nécessaire de l'intégrer complètement , il suffît de trouver une seule valeur qui y satisfasse; on substituera cette valeur, ainsi que celles de tf,^_, ^ tf,^.. »• • • • »«i # <ians Téquation
qui ne renfermera plus alors de fonction inconnue que q, et qui ne sera que de Tordre /z-»i et du premier degré par rapport à cette fonction. Cette dernière ét^nt intégrée » donqerfi une ex« pression de^, , avec/i — 1 constantes arbitraires, et Tintégrale df l'équation du premier ordre çt du premier degré y, ^^^sp^^+i^ji deviendra celle de la proposée ; on aura ainsi par le n"". 971 ^
980. En poursuivant les conséquences de cette méthode ^ Laplacf étoit parvenu àe son côté au théorème que nous avons démontré dans le 4t« 973 t nous renvoyons , pour cet pbjet , le lecteur à son Mémoire , mais nous intégrerons avec lui Téquation tr^s-étendue
dans laquelle les coefficiens A, B ^ C^...L, sçnt constans; mais où X désigne une fonction quelconque de ^. L'équation qui donne /^^ devient alors
et si l'on prend /»,=« JSr,+«_»^, , a étant une quantité constante , il viendra
l>x+»-.]=«"[-y«4J f l>«+»3=«'"'[^*+.m'n etc.
La substitution de ces valeurs fait disparoître X» et il ne reste que réquation algébrique
Si , pour simplifier , on prend m:=n — i, et que Ton représente pv a\ a\ a"', etc. les valeurs de a , celles de p^ seront
^'X,^ a"X^^ u'^'-Y,, etc,
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Il est visible que l'on doit supprimer dans ce cas la quantité q^ .
et que Vùn a seulement ^x=[/>r., ] pour Tintégrale première de réquation proposée , mais à cause des diverses valeurs de p^ ^ on en déduira , par la théorie des équations du premier degré ,
^,t=cV'[X] + Ca"'ix,-\ + cu'"'ix;\ + etc. ... ;
intégrale complète de la proposée ^ et qui revient à
y,^ C-yj { CV*+ C'a"^ C''a'''+ etc. :...}; 9$ t. Les résultats précédéns peuvent être changésen d'autres d\ine ibrmeplus simple à quelques égards, en mettant ky Tindice ^ à I9 place de x+n: l'équation proposée deviendra par là
On la traitera encore suivant le procédé du n% 979, en observant d'écrire p^^, et ^,^, , au lieu de p^ et de q^ , dans les premières équations de la page 197 , avant d*y changer :r+;z en x- ^ et de les prendte ensuite dans un ordre inverse.
L'équation du n% précédent se changera ^ de cette manière , en
y,=JlX,]y.^, + SIX^.^, . . . . + LIX^] y^^ f si Ton fait m = nj et dépendra alors de l'équation
qu'on transformera encore eii
en prenant p^r=aXs , et la valeur complète de y» sera
981. Passons à l'application de- ces derniers résultats ^ et prenons pour cela les équations comprises dans la fornfule
Il n
y»-=AAy-v + K^^lyt-é + ^ W;^.>» ,
qui s*obtieat en faisant X^-^x dans l'équation proposée ; nous trou* verons qu'elle dépend de
et qu'elle a pour intégrale
y,=\x\iC'a''^ C'a'"^ C"a'"'+ etc. } .
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Supposons , pour particulariser les résultats , que Tequation proposée ne monte qa'au second ordre ; nous aurons seulement
d*oîi nous tirerons
Si Ton veut déterminer C et C par le moyen des termes y^ et y, ,
on aura, à cause de [o]=i , les équations lesquelles donneront
c = 3 -7— , *- — , If *
et il viendra pour résultat final
Quand les deux racines a et a* seront ^alcs, on feri a^^J^^k^ il viendra
en développant <t réduisant , on trouvera
= t*î{:Ky'-(«>.-^.X**»'*"'+ -^^^'ï'.-* + etc.) I ; posant ensuite X:=o, on aura seulement
$1 les deux racines «' et a' «toient imaginaires , en les ramenant
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ft la forme «+^k —i , «-^;3V— i , on changeroit l'expression . de ^, en
ÔJ(J^=:2^
mais on a par le n\ i6$
(tf + i8V/— •0'=>'(cOS/^Ar+ V^wi sin JW)
en posant
K«*+;8=5:^; =cosA -7==. = sm /^;
et la substitution de ces râleurs dans celle de y^ donner» Prenons enfin un exemple en nombres ; soit Téquation
y,—i\x']y^^, + 3 Wy*-. ; ou j^,=i * j^^^t+ }*(*— î)y,.. ;
qui, lorsqu'on fait j^^=i, ^^,=41 engendre la série
i^ 4 5 2^^ 204, 1426 » etc, nous aurons I pour déterminer a^ Téquation
tf • — 2 tf *— 3 = o , de laquelle nous tirerons ^=3 » a'=:— i ; puis nous obtiendrons avec ces valeurs
:)^p=wa-3— i(-ir}.
Si Ton prend, par exemple, jc=?:3 ; on déduira de ce résultat ^,=5=204, de même que ci*dess\t$,
4pfm4ic%. C c
Z02 Ch* !• Du C A L c u t
L'éqaation générale
5 e tralteroit absolument comme la précédente , et son intégrale seroit de la forme
y.=lx]{CW+C''a"+C''a'''+ etc.}, a\ a\ a"[^ etc. étant les racines de l'équation
Si Ton vouloit déterminer les constantes CV C\ C", etc. par le moyen des n premiers termes de la série engendrée par Téquation proposée , on auroit ces équations
y^^C +C' +C'' +etc.
il r= CV + CV ^C'a'' + etc.
etc.
qui rentrent dans celles du n*. 97 5 , et dont on tireroit les valeurs de C'y C'y C", etc. par le procédé ^de ce numéro.
Si lequation en a contenoit des racines égales 0|i des racines imaginaires 9 l'emploi des méthodes indiquées n*. 976, conduiroit aux résultats relatifs à chacun de ces cas ; et l'exemple du second ordre auquel nous nous sommes arrêtés 5 joint à ceux que nous avons donnés pour les équations différentielles , doit lever toutes les dîfEcultés à cet égard.
Il est bon de remarquer que si Ton prend
\^=Ca''+C''a''+C"a'"+ etc.
la fonction {^ dépendra de l'équation
dont l'expression ci-dessus ofîrira par conséquent l'intégrale complète ( n*. 974 ) , et que y^ étant donné par l'équation
on aura y,^=[X,']{, , d'oà il suit que le terme général de la série
y s 9 j^jp+i > J^*-è-* • • • •
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sera donné par le moyen de celui de la série beaucoup plus simple
dont un ferme quelconque se forme d'un nombre n des précédens multipliés chacun par une quantité constante.
Nous observerons que cette dernière est le type général de celles que les Analystes ont nommées ricurrmus. Elles jouissent d'un très* grand nombre de belles propriétés ; on a déjà vu , dans les Elémens d'Algèbre 5 qu'elles tirent leur origine du développement en série des fractionsi rationnelles , et nous reviendrons encore sur cet objet dans la suite.
L'équation y,= [XJç, fait voir que Ton Satisferoit à
en prenant y^=[X^a' ; il peut être utile de se rappeler cette circonstance y facile à reconnoître d'ailleurs lorsqu'on est exercé dans l'Analyse , parce qu'elle conduit immédiatement l'int^rale par le moyen de la méthode du n^ 974.
Nous avons supprimé le dernier terme V^ dans l'équation proposée ; si 9n vouloir restituer cette fonction f otl arriveroit à Tinté*grale au moyen de la valeur de y^ , trouvée ci-dessus ^ quç l'on substitueroit à {^ dans les formules du n"*. 977.
984. On peut encore déduire de l'équation en p^ du n^. 979 ^ d'autres cas d'intégrabilité pour les équations du premier degré aux différences. En s'arrêtant y par exemple , au deuxième ordre , on a
équation de laquelle on tire
Ps
et qui change par conséquent la proposée en
ys^= (P.^i 7" V'+' + QaJ^*+ ^s f
équation intégrable , quelles que soient les fonctions P, et Q,, Si l'on fait p^^szm ^ m désignant une constante ^ il viendra
Ce X
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Il est visible que toute équation de la forme
rentre dans celle que nous avons considérée n"". précédent y en y faisant Y^y^=y'^.
Voici une équation qui semble indéfinie , ou dont Tordre dépend de la valeur de la variable x^ et qui pourtant se ramène à la forme du n"*. 973 } cette équation est
y^^ Ps^^ys^. + Qs^^y^^. + R^^^ys^t + ^*
un terme quelconque y, s'y trouve rapporté à tous ceux qui le précèdent ; mais avec cette condition que les fonctions P , Q, R, qui multiplient ces termes , reviennent les mêmes de trois en trois. On tire de là cette équation
y^i« Pé^AyT^i+ <2r-çy*^1+ ^x-V,-«+ ^^-f
+Ps^jys^i'^ Qx-sy:r-a+K.-.gy,«9
+Pi y^ +Qi y^ -»-^. yti
retranchant cette dernière de la proposée ^ on a
y^--ys^i=Pu^xyé^x + Q^^ày^^+K^^y^^^ + K—K^ 3
ou y, =P*.0'*-i + Qx-à^x-.+(^,-i -H Oyx-î + ^^— ''«-?•
Cet exemple sufEt pour faire connoître comment il faut traiter les
équations du genre de la précédente , que Ton pourroit nommer
équations périodiqucSé
Nous terminerons cet article en faisant observer que les équations de la forme
yx ^ ^y x^\y x^%y ^—î* • • • • •y «— »
se ramènent par le moyen des logarithmes à une équation du premier degré; on en tire en effet
\y,— \y^+<t\y,_^^C\y^^^']ry\y^_i^ ^r^hx^n^
et faisant li',=y,, il vient
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En intégrant cette équation , on aura donc le terme général des séries dont chaque terme se forme du produit d'un certain nombre de ceux qui le précèdent
985. On intègre aussi les équations aux différences (inies par la méthode des coefficiens indéterminés y lorsqu'on peut découvrir au moins quelques parties de la loi que suivent les valeurs successives de la fonction cherchée. Soit l'équation différentielle
^ H-etc-
dans laquelle af^, j3„, **^y etc. *, représentent des fonctions)
de la variable indépendante n ; si l'on.en déduit successivement
on supposera en général
^.==^X+^.""" + c;a"'*+ etc.
et substituant cette expression dans l'équation proposée , oti aura
J„ u" +B, u'-^ + C, «"-•+etc.
— K-.«"" + 5.-,fe"~*+C«""'+etc.)(««« +i8,)
+ (■^.-.«"'*+5^«-'4-C,_.««-*+ etc.)(«'.«'+ie> +>'J
+ (-^«-î»"'' + B,.^»'"* + CL,»-' + etc.)(*".«' + i8"-.«* + î'V + /",) + etc.
comparant entr'eux les termes aâectés des mêmes puissancet de u , on obtiendra
+ )8.^^. + 19',^^. + i3".^^, + etc.
^.= «.C-. + «'»^._.+«'.C._^ + etC.
+ i8. V. + i8'rf^«-. + ^'« V} + etc.
+ etc.
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et lorsqu'on pourra intégrer chacune de ces équations , on aura Texpression générale de y^^. Voici deux exemples qui feront bien connoître le parti que Ton peut tirer de cette méthode. On a
$in/i{ = sin(« — i jçcosçH- cos(/2 — i){sin^ et cos {n — I )çsin ç = j$în« ;f — 7 sin ( «— 1){ ,
d*oii il résulte
sinn{;= 2C0S{$în(« — 1){— sin(/i — 1)(;;
faisant s\nni=y^ et cos{=«, on formera l'équation
de laquelle on tirera successivement
etc.
on donnera donc à la valeur de y^ cette forme
j. =y.( V^+ ^X^'+ ^X"'+ etc. ).
Substituant pour ^'j^., , et j'^^, , leurs valeurs , et comparant entr*eux dans l'équation résultante les termes affectés de la même puissance de If > on obtiendra les équations suivante^
«te.
qui ne sont que du premier ordre et qui conduisent très-simplement aux valeurs des coefficiens J^^ B^y C^, etc. mais pour en faire usage j il faut observer qu'elles n'ont pas toutes la même étendue , c'est-à-dire ^ qu'elles ne commencent à exister que successivement : la première n'a lieu que lorsque /zssi , parce que l'équation proposée laisse arbitraires les valeurs de y^ et y^. Avec cette attention on trouve que le plus petit indice de i? est 3 ^ parce que Téquation qui le détermine ne commence que quand n=c3 ; celle qui détermine C ne commence que quand /x='4 ^ et ainsi de Suite.
Cela posé, en intégrant la première il vient ^„=iri"C7^^ C étant la constante arbitraire; et comme on doit avoir ^,=1 , il en résulte C=7 , d'oîi -i^„=s2"^*, ce qui donne -^,j_,= i""'. Par cette valeur l'équation en B devient ^,=i5^_, — 2""% et son intégrale sera
i?.= x-(C^_l2:i)=i-(C^^-ln) ( n". 972 et 981 ),
ou J9^-= — 2""'^( C^^+ «.) , en changeant la constante arbitraire C" en -^ j C. Pour déterminer ta constante C\ il faut faire ;2 = 2 et B^-=o, puisque Téquation en B ne commence que lorsque /2=3 , et on trouve ^{C+ x) = o^ ou C''= — 2, d'où il résulte J?«=-~2""^(/ï— 2), Cette détermination donne -8,^..= — 2*"'^(/ï — 4) , et si on substitue cette valeur dans celle de C , on aura l'équation
C*n=^C;^. + 2"-*(«— 4), dont l'intégrale sera
en changeant de constante arbitraire. La valeur de C ne commençant que lorsque n=4 9 on doit voir C^r=zp^ condition de laquelle on
tire -i-(C"— 6)=o, ou C"=6, et d*oii il résulte
On trouvera de même les autres coefficiens , et l'on parviendra ainsi au développement de sin n { j sans avoir recours à l'induction : on obtiendra
2»-'cos{-"*— ^^2-"^cost"''+v~^^^''""^)jt*-5cos î"-*
sm n 7 = sin 7 < , . , v , ,v
i - i 2ll 111 i2"-?cos f + etc.
986. L'équation j'^=:î«y„_,-—j^^, ^ se rapporte à celle du n*. 974^ car » y est regardé comme constant 5 en y faisant donc ^„=/;i% on parvient à l'équation m^=s xum-^i ,
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de laquelle on tire /«=;wdt y u^^^ i * et par conséquent
remettant pouir u sa valeur cos { , et changeant y^ en sin /i^ il vienolra
sinn^ = C"(cosî+ V^— isînî)"+C''(cos{-^V/^sinî)\
Pour déterminer les constantes arbitraires , ii faut observer qu'on a sin/ï^=o, lorsque »=o, et sîn/i{:^sin{> lorsque i2;=i ; ce qui donne les deux équations
sîn ^ = C'(cos{ + VZ^l sin ^ ) + C\ cos ç — V^^ sin ç) ,' qui mènent à C'a; — r , C*=— •- — =: f
(cosr + V^— isinrV-«-(cos— {V^ — isinrV sin n { 7= ■ ■ p — ■ ■ i^ ,
résultat con?orme à celui du n"*. 40 de l'Introduction, Le dévelop*'* pement auquel il conduit ne diffère de celui du n"". précédent que parce qu'il contient les puissances impaires de sin ^ , qui sont ré^ duites à la première dans ce dernier.
987. Pour achever 4'éclaircir l'application du Calcul aux différ rences à la recherche des loix que suivent les formules , nous en donnerons encore un second exemple $ur Texpressioa
<^'"' ' -==<f.arc(nn?=j;).
En faisant pour abréger ■ == a , on trouve d'abord
du X d*u iAf*+i d^u <J*' + 9J»r
(t_,.)» {i-.xy (,-*')'
d'oii Ton doit conclure qu'en général
dru J^x' + 5„*"-» + C»»"-* + !),«""• + etc. ^
différentiant
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différendant cette dernière expression ^ on obtient le résultat
fl^J +(«— 1)5„| + («-4) C,
dont la comparaison avec
«lonoe les équtiiofls aùvantes
Tout^ ces équations ont la même origine » et Ton peut en consé* quence supposer dans toutes »=:±i. La première A^j^^'=:{n'\^\*)A^^
diaprés oetle remarque ^ » pour intégrale A^-s&{n\. La seconde de-
venant alors ^,=C«+3)i?i.+ »W » a pourintégraje ( n». 971 ) ,
r=:t« + l]{C+l.lïB[»]}
«t coffiae
OB aura
(n'.jio).
expression dans laquelle il faudra déterminer €^^ par la condttioa , Apftndici^ Dd
IO
que Bu soit mil lorsque «= i ; on trouvera ainsi C'= — , et
Les valeurs de Cn 9 Dn et des coefficten^i ultérieurs . s'obtiendront de la même manière , on anra
'•' M%]=[«B][o][/0[oj
" I 1 < ^ — o it 3 — ^ 6 — ^
etc.
en changeant /t en n — i , on en concHira
rf'arc(sîn = :t) tf^^u
^^--^(*"-'+CTi[3[«---iiw*"-'+[n[oic«-iî[o>"-'
.+ c^k?i[''~i3[^*'-'+'cn[ô][«r-iKÔ]**-»+etc.}!
988. Jusqu^ci nous avons toujours supposé que l'accroissement de la variable indépendante x étoit constant ; il existe cependant des questions analytiques dans lesquelles cet accroissement est variable, telle seroit la suivante: trouver une fonction de :r^ désignée par ç(r) , dans laquelle en mettant successivement {(x) et fÇx)^
au lieu de^AT , on dt ^iF(xy)^PXf(^))+Q.i H^), F(*), P» c^ Q» > ^^^^t des fonctions données de x. Laplace 3 par un procédé très-simple , ramène cette question à l'intégration d\ine équa- ,tion aux différences, dans laquelle l'accroissement de la variable indé^ pendante est constant ; il fait f(:r)=a, , F(x)z::^u^^^ u^ représentant une fonction inconnue de la variable^;;, et puisque f(jt) est connue ^ on peut y en supposant, l'équation algébrique f( jr)^:2i^ , résoluble par rapport à a: , tirer de là x'=ï^iu^ , valeur qui transforme l'équation F(V)='<.4., 9 en cette autre «^,=F(f (»»)).
Lorsqu'on pourra intégrer cette équation , on aura l'expression de u^ en fonction de ^, au moyen de laquelle on obtiendra aussi x^
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en fonction de {: les fonctions ^(F(^) ) et 0(f(:r)), deviendront respectivement ?(«^,) , p[u^) ; on pourra les représenter par j^^^,, , y,, , d'où il résultera une équation de la forme
dans, laquelle la variable indépendante [ ne croîtra que de Tunité. Après la détermination àty^ , on y substituera la valeur de {; en x- » pour passer à Texpression de (p{^{x)) , que Ton ramènera à celle de ^x) i en y changeant f(x) ^n ^r.
Pour donner un exemple de la recherche précédente , faisons f{x)z=imx y E(a?)=«% et supposons que Ton doive trouver
f{x^)z=zp{mx)+(l^
Q étant un coefficient Constant. En prenant u^-=zmx^ «^,=x% on •
formera Téquation »^j=— ^, qu'on transformera par le moyen des
logarithmes en l«;un= j'I'f.^-f 1^2 l'intégrale de cette dernière^ par rapport à lir. est.
- Pour déterminer la const^inte , soit »i=tf ; il viendra
g'(c' ; r) =«— 1/t+^î =;j*-'U—-iI ïilffl,*'
et enfin 9 en pastont aux nombres^ Uji=
Posant ensuite f(mx)=y^ et ç(:r')=ry^, , on aura y^^==y.+ Q , équation dont Tii^tégrale donne y»=iC'+xQ==C+Qi^ d'où Ton conclut 9[mx)=:C^+(li, et il ne reste plus qu'à exprimer ^en x.
MM
par le moyen de réquation u^^mx^s .En reprenant
les logarithmes , nous obtiendrons Imx = q'-'lg^ f 1 m
Dd 2
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résultat que cous mettrons $ous la forme
et (Toii nous tirerons alors-
/la \m \ . qlmr mx^
q*{ )5=liwj|f sacl ^
Sx nous faisons pour abréger — -- — ^ = * ,. nous aurons
1, mx I ^,, mx
»-=î'-z:' î=i7f"-ii-'*>.
et par conséquent
Si l'on écrit simplement x „ tix lieu àe mx y on obtiendra, pour dernier résultat
Occupons*nou^ encore <fc l'équation f(2ir)»=0(i3r)'4-aj nous ferons dans cet exemple 2f«=^, ^^,=2«, et nous aurons en conséquence tt^,= i«.^ d*oii nous déduirons a,= C.i'=Ji:; posant ensuite p(x)îs=zy^ et ^(i:c)~j^^^ , l'équation à intégrer sera
>'«4^=j'*,-rv Si l'on suppose d'abord j^^^iH ^ on trouvera
D^ E s D I F r É R E TT C € T0'\ 11}
La dernière de ce$ valeurs e&t rintégrate complète > puisqu'elle renferme une première valeur arbitraire a^ et réquation C»x'=Xy
redonnant 1**''= --^, on aurja
— ■ — iL
résultat qui revient à
à Ton prend * = j» C ( » j^
(*) IVLDAviet de Foncene^^ avoit a^ que l'équatian ^(x)*=9 (2*) + » ne poMvoît $tr« résolue qu'ea supposant 9{x) égale à^ une constante ( Mélanges de Turin ^ T. Il y -page 320 ); ce qui précède montre âir contraire* qu'elle a une infinité' de solutions indéterminées ..Natfs ranarqueronsid que l'on- serok' paryentt' à: h même conclusion* en faisant
d'où il serolt résulté l'équation
de kqjoeUe on. auroit tiré
À^tzzÂ + a , a.^ = 4 A ; ' nA C + B'=z 1 6 C\ etc.
Les racines de la preniièré de ces équations sôntv^r::!» i| = -^i-; là seconde équation 11.^8^=48 , réduite à ^=3X^ s*àccçrde avec Tune de ces racines, et laisse B
Indétennini; on trouve ensuite
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ce qui conduit à la série
<»(•«)=: a -[ **H x^'\ -rAc^'+etiSr
équivalente à
, B*A? . Bx^ , B*:v» , «•*♦ ^
q>(x)=K+ - — b f- F" etc.
-^ ^ • r i.^a i.sr-j 1.3^3.4 '
+ 1 — ,— r+^^ — :- ^ >T — etc.
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9^89. La même méthode s'applîqfue ëanS'dilRcuké aux i^quation^ des ordres supérieurs ;* ioit par extoiple- Téquation ^
dan$ laquelle les valeurs
i celles*ci
tf** , tf "■"** ,
En faisant xr=su^, on aura ^^ = «,4,1, <i'oîi on tirera «,4.,= ^!^^ et u^^^Ca"^ en intégrant. On peut en prendre C=ï , et il Rendra en conséquence jtî=a' ; avec éette expression de :r , on transfoN mera les fonctions P,, Q, ,,. . • .T^, l/^ et f^, , en fonctions de !{ ," on écrira ensuite j^,^, y,.^^,^,etç^^u lieu de y^-^^ J^»»- *./etc. et par ce moyen^ l'équation proposée sera ramenée à celle dun"". 973 • En supposant que les coefficieps P yQ^....m..T^ V ^ soient constans , la transformée sera seulement
son intégration ne dépendra que de celle de Téquatioli
à laquelle on. satisfait en prenant ^,=:/n% m étant l'une 'des racines de
}«"+ Pm'~'+ Q«»"*. . . . + T/B + £7=»o ( n'. 974 ) ,
et qui donne
_y.= CV'+CV'+<:'V"+et«.. .
Pour revenir de cette expression dej^,, à celle de>, , il suffit de
mettre, au lieu de {, sa valeur en 4; ; or par l'équation x = a' j
\x on a i = — , et en observant que /»''=«*''"' ( Ine. n*. 32 ), il
en résulte m'^=rzc^'* =:a:**, d^oîiTon conclut
y^^C'x^a+C'x^" +C"'x **"+ et<f.
Telle est l'intégrale complète de l'équation
Z>yE s P If F é^ £7^ es S. 2h5
ionûée par M. Paoli , ^kw sits Ç|^tisctilesu U y est parvenu' en faisane y,:=zax^, $ub$titucÎQn (Toii il .^jéfuilte
et^qui change par conséquent la proposée en
le coefficient « demeure arbitraire , et si Ton pose af^ssm ^ on aura ^ pour déterminer myW même équation que ci-d^sus : quant à fc ,
li»
il viendra f£ = -» , ce qui rentre dans intégrale précédente^ Il y
la
auroit à faire sur cette équation des remarques analogue» à celles du n*. 976; elles ont été dévejoppées par M. Paoli, mais nous ne saurions nous y arrêter , non plus que sur l'intégration de l'équation
qui se réduit cPaitleurs à déterminer Cy C, etc. dans la valeur de y^ , suivaiit la méthode du n'^r^'j^.
990, C'est aux méthodes ique nbus^ venons d'exposer que se ramène en généï'àl la détermination /d'épr%s des conditions données , dés fonctions arbitraires qui entrent dans les intégrale^ des équatioiis différentielles partielles , et dont ' nous lavons traité quelques cas paiiticuliers dans les h**. 796 et 797. Voici à peu près comme Monge a présenté cette recherche. ^
Sbit -Zh^ém^i^) + JNT^i r ) l'intégrale d'une équation différentielle partielle , Z désignant une fonction des trois variables X, y f [tt M, N ^ £/, f^, des fonctions de :r, y seulement. Supposons que les fonctions arbitraires indiquées par les caractéris-^ tiques ^ et 4 9 doivent se déterminer par ces conditions i I^ qu'en faisant j^ = f ( r ) on ait {=:F(;c), x\ qu'en faisant y=:zî,{x) on ait i=zFXx); si Ton représente par M\ A^, 27', F'^ Z\^ ce que deviennent les fonctions -M, A^,' V ^ ^, Z,dans la première hypothèse, et pw M', , iV, , 17', , f^ , , 2', , leurs valeurs dans la seconde , on aura ces deux équations
Z'=M'?(27')+JV'4(I^')
Z'.=Af'.^(i7'.)+JV'.4(^\);
xté Cn: Î..D ir Cal eut,
faisant dans la premièri V'sav^ oh déduira de celle-ci une valeut de d; en V , au moyen ât laquelte on changera les fonctions AT» iV, V et Z'j en fonctions de v , et <!o les désignant dans ce nouvel état par M',N', 17', Z-, oiv aura
posant ensuite V\'=^v ^ on obtiendra de la. même manière un ré^ sultat de la forme
féiimin^nt 4(^^)1 eatrè cette équatioç et U précédente ^ if viendra Téquaiioa , .
que l'on Convertira v^ nnf équation aux difôrences ^ en prenant U'^u, V\=zu,, piU') = iet piU\)=t,.^On déduira àt Jà une relation entre u^ ti u^ ou l'expression de lu tn u^ et on tirera aus^ de ré<iuation U''^=^ u une valeur de v en u, pour la substituer dans M\ N% Z% M\ , A^'. , i\ ; on formera par ce. moyeQ une équation aux différences entre la fonction e et la variable indépendante ». L'exemple suivant éçlaircira ce procédé.
Soit réquation i(^z:zp(ax — ^)+4(*;«? — >)f
^ns laquelle on se propose de déterminçr les fonçons arbitraires p • iet 4 par c^ çondiliops^;
I*. <j[rfeii faisait y^scAx, ^z=zBx^^
Par la substitution de ces valeurs l'équation proposée devient suo- (Cjssivement
Bx-=faa^J)x) + ^ai^'^^)^) /}jc*=^((ii— (7);ç)+4((*— O^i
posaot (lhmmA)xrszv , dans la première de celles-ci , et (* — Qx^szv , dans la seconde ^ on trouve
et
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et on les change par ce moyen en
Bv^ /a— A \ , •
•(ï=:cf='(i=c'' ) + •*«'
on en déduit ensuite
Z?v" Sv" _ /a — C \ /et-'A \
et faisant
on obtient premièrement Téquation
puis on transforme récjuation contenant la fonction 9 ^ en cette autre
JO^b^AYif But _^
Cette dernière équation s'intégreroit facilement par le procédé du n*. 988 , mais on en peut encore tirer plus simplement la valeur de /y en substituant i^/ à /,-— ^^ d'où il résulte
D(b—AY S / = i: i X «*— — i sa*.
en observant que les intégrales £»* et ^t^, doivent être prises conformément à la relation qu'établit entre la variable indépendante u et sa différence , Téquation
(A-^-CX {h—A)u j_
qui revient à
tf— C Ka—A a—C/
Monge remarque que si Ton a en général ùkU^=zKuy iC désignant un rapport constant, il vient
A .«"•=(«+ X»)"— «"•=«•{ (i + Kf— I } ; Appcnduc. £ e
2l8 Ch. hVErCALCi/L
et il en conclut par conséquent
jn
avec le secours de ces formules, op obtient
~ ( a—A)\ b—Cy (I + K)'— I {a—J )' (i + ii:)"— I ^ en faisant pour abréger
Il résulte de là r '\-K ^Y~^l?ril > «t
Du!" / a — C \
D(b—AYu' Blb-^Cfir
t(u\ = ^ — ^m^ : 4- constm
^'^"i (a^C)\b—A)'~-(a—A)\b^Cy («-^(7)'"(é-^^'"— (a— ^-(*— C)" ^
en remettant ?(«), au lieu de /j on a donc ainsi la composition
de la fonction arbitraire f.
Pour arriver à •^(^ù)fOa peut se secvir iadi&tinctement de l'une
des équations
Bu" / a— A \ ...
Dit / a—C
et on trouvera
'^^'''-(^a—C)\b^Ar—{a~r-AY{b-^ÇY (ar^Cy{b^Ay^a-^Ay( b~~ C)' •^**'"''
on aura donc enfin
_ B{b^Cyiax-.yy-B(a^Cr(ix^yr ^ {a—AY{b^Çy'^{b-'Ay{a-^CY
en écrivant au lieu de » dans la valeur de 9{u), la quantité ax-^-y^ et dans celle de 4(b) , la quantité ^j: — y.
Il est bon de rfiç^rquev que la valeur précédente de [ devient | quand b=a y parce qu'alors l'équation
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qui répond à l'équatioa difierentielle partielle
cesse d*en être l'intégrate complète , et qu*on a
les deux fôActtOns arbitraires renfermant dans ce cas la même qttan* tité se déterminent suivant le procédé des n""*. 334 et suivans.
On voit facilement par ce qui précède que la détertnihatitfft det fonctions arbitraifes dans toute équation de ta fojme
dépendra d'une équfttion aux difiëfeRces de U totmt
dans laquelle W est line quantité dûùnée tti ii^U rapport de cette variable à ^a différence étant Msii domié. 991. Prenons pont sWond ei^ftrple Téquâtiott
[P=x'\{ax-^y) ^-y^'^ihx^y)^ et pour conditions , qu'en faisant ^
i\ y=^Ax^ on ait [=iBx'*
i\ y = Cx i=Dx^4
On tire xle ces supposkibns
B^xr—x'f{{a^A)x) +A^Jt^^{(^b ^A)x)
d'oùj etk posant (^l— >*)A:=y, (* — C)^=v, il suit
SPyF^-» . /a — A
et réiimination de 4 ( v ) , entre ces écpiations , conduit à Faisons maintenant
Ee 1
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nous aurons
ce qui revient à
la rdafîon entre u et j/. sera d'ailleurs exprimée par
:,tf,= ^u^ d'où Aa= ): il L-i^^
Si l'on prend /=^(i/) et t^=p{u^)^ on aura évidemment ~ pour déterminer /, une équation aux différences, de la' forme
dans laquelle tr 9 JE, Ff désignent des coefficiens constans; et le rapport de^la variable indépendante zc à sa différence sera donné par une équation de la forme ^u=Ku , eii sorte que si l'on regarde u comme une fonction indéterminée de la variable { dont la diffé*rcnce est égale à l'unité , on aura l'équation u^^=z(K+ i)ti^. Il est très-facile d'appliquer le procédé du n^. 988 à l'intégration de l'équation r.— G t ^Eu^'^'^Fur-^
que par ce procédé on transformera d'abord en
t^,^Gi,= ECXK+ !>'—>— FC'(iC+ i)Cr-- >
C^ étant une constante arbitraire; mais au lieu de poursuivre ce calcul 9 nous allons faire connoitre un artifice d'analyse fort élégant , employé par Monge.
Nous partirons avec lui des équations
Eu''^Fu^=G9{u)+A9(u} ^ . AUzsiKu^
en disant pour abréger
pn—x = fif /»» — 1 = «; et en observant que l'équation àuz=zKu conduit à
A.»»= (( I + X )-— I ) »* ( n\ précéd. ) ,
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puis a «r:= -r -— , nous rccoijnoitrons la possibi-
Uté d'introduire de^ différences dans le premier membre de Téqua* tion à intégrer^ de manière à donner à ce membre une forme semblable à celle du second. Il suffira pour cela de partager les coefficiens £ et /* en deux parties c et /, / et /', ce qui donnera un résultat
qu'on pourra transformer en
et SI l'on ùàt
il Viendra
on aura pour déterminer les coefficiens e, ^tf^f\ ces équations : desquelles on tirera
G+Cn-A)-— i' * <;h-(i+a:)*— I
cela fait, on obtiendra
équation à laquelle il est aisé de voir qu'on s^itisfait , en prenant
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En substituant pour £, JF", G tX K, leurs valeur», et laissant toujours « et iS , on obtiendra
C*B'{b—CYu* \
* ^"^ "~ C'{a^JY{b—CY—A\b—AY{a—CYl
__ AW\b^JYu'^ t + '""''' ^
C\a—A)\b—C)^^A\a—CY{b—AY)
avec cette expression on trouvera , pour celle de l'autre fonction arbitraire ,
B'{a-CY'^ ' + "'"'''•
et l'on aura enfin
Cette équation , en satisfaisant aux deux conditions imposées ^ conserve bien évidemmenC la forme :(^r=:>x^p{ax — y^^y^-Mhx-^y)^ déterminée par Téquacion diffi^rehtielle partielle qui lui correspond ; mais elle deviendroit illusoire si l'on avoit a^=h , pafee qu^elle cesse* roit alors Hkt^ une intégrale complète.
992. Monge parcourt successivement plusieurs formes d*équa* tions \ il s'occupe du> cas oit Tune des fonctions arbitraires entre dans la composition de l'autre ^ et prend pour exemple gênerai l'équation ;^ = ^ ( 27 + 4 ( ^)) ,
qui peut s'-écrire ainsi ,
f désignant une fonction inverse de 9 ^ et se traite alors d'une manière anaFogue à celle du n"". 990.
U en est de même de l'équation
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qui y lorsqu'on passe aux logarithmes, devient
ou sifBpleœent
en changeant de fonctions arbitraires.
99). Le calcul sé^ complique beaucoup à mesure que le nombre des fonctions arbitraires augmente , et présente de nouvelles difficultés» ainsi quon en jugera par ce que nous allons dire, d^iprès Monge , sur l'équation
Soient les conditions suivantes :
I^ quand j^ = f(^), j = F(i:)^
supposons qu'en faisant dans l'équation proposée les substitutions qu'elles indiquent , on ait
on fera successivement ^'=v, ^',= v, F\:=iv ^ on tirera de chacune de ces dernières équations des valeurs de a: > que Ton. subs^ tituera. successivement dans la première , la seconde et la. troisième des précédentes , et désignant les résultats par
ôo pourra éliminer la fonction ir(v) : il viendra •
P'Z\^P\Z'siP"M\9{T",)^P\M'f(r')+P'N'A(U',)—P'^N'4(U'), P'Z\..^^^Z'':^P''M\p(r\)^P\M''f(T'') +P'N\m;\)—F'X^{U') , équations que , pour abréger , nous représenterons par
Soit maintenant
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il faut bien observer qu'en général les quantités /( et U^ ne doivent pas être regardées comme des valeurs de t et de Uy consécutives à /^ et à u^^ parce qu'elles ne résultent pas nécessairement de la loi de variation établie par le passage de » à », et de r à r, , en sorte que si Ton prend ^, — r=A/, «j — «=A«, il faudra faire /, — /=A't, v!^ — u^=-à!u^ à! désignant une autre diflPérentiation que A« L'élimination de v entre les équations qui déterminent t^ t, yt\9 u^ u^^ u\y donnera les diverses relations que les variables /et « ont entr'elles et avec leurs difiérences ; posant ensuite
on obtiendra deux nouvelles équations de la forme qui revient à celle-ci
Nous voici donc amenés à un nouveau genre d'équations , dans lesquelles les di6Férences des variables sont relatives à diverses hypothèses > et par conséquent représentées par des caractéristiques différentes. Nous ne connoissons jusqu'à présent aucun travail étendu sur ces équations ^ qui paroissent devoir présenter encore plus de difficultés que les équations ordinaires aux différences.
Nous n'avons considéré que le cas oh les fonctions arbitraires ne sont qu'au premier degré dans l'équation proposée ; en variant les circonstances que cette dernière peut présenter , on tomberoit sur de nouvelles recherches de plus en plus épineuses; c'est ainsi que Condorcet a montré que quand les fonctions arbitraires entrent d'une manière transcendante dans l'équation proposée ^ leur détermination dépend d'une équation contenant à la fois des différences et des coefficiens différentiels. L'étendue qu'a déjà acquise l'ouvrage que nous présentons au public » l'importance des matières qui nous restent encore à traiter^ ne nous permettent pas d'entrer dans l'examen de ces diverses questions ^ qui n'ont offert jusqu'ici que des résultats très-peu satisfaisans , parce qu'ils sont très-particuliers ; nous croyons avoir rempli notre tâche en faisant seulement connoître
leur
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leur origine , leur but ^ et en les indiquant aux recherches des jeunes gens qui se proposent de cultiver l'Analyse pour en étendre le domaine et en applanir les difficultés.
994. Lorsqu'on à un nombre m d'équations entre /tz + 1 variables et leurs différences » on peut appliquer à ces équations les divers procédés dont on a fait usage dans les mêmes circonstances à l'égard des équations différentielles ( n". 651 et suiv. )• Pour donner d'abord un exemple de l'élimination , nous prendrons les équation»
. y.+P.y.^.^Q.i.+Ki.^^ ---(O
en chassant premièrement {,., , comme une inconnue algébrique , il vient
(/î',-^,):k,+(/i'.^~A,p',)^,_.=(/î',q -iî,<2',)o ;
écrivant ensuite dans ce résultat x — i , au lieu de a: , on obtient cette nouvelle équation w
dont la combinaison avec les équations (1) et (2) servira à chasser en même temps î, et {^_,. Si l'on multiplie l'équation (i) par *, l'équation (2) par «^ et qu'on ajoute les produits avec l'équation (3) , on aura , après avoir égalé à zéro les quantités qui multiplient ^ et ^_, , ou posé les équations
^K+^'K, +^',..Q'.-..-iî,^.Q^-.*o,
réquatiott finale
qui sera encore du premier degrés mais qui montera au second ordre.
Il est facile de généraliser cette méthode , si l'on observe qu'elle ' se déduit de celle du n^ 78 , en remplaçant les différentiations indiquées dans ce n**. par les substitutions successives de a: — i , X — ? , etc. au lieu de ^c.
995. Laplace s'est occupé en particulier d'un genre d'équations qu'il nomme rtntrantts en elles-mêmes , et dont les plus simples Apptndïci. Ff
sont de la forme
y^'Ajx-i
yx9 yx9 >"*»• ••••'••y* désignant des fonctions de la variable x, telles que chacune étant exprimée par celle qui vient après , la dernière Test nécessairement par la première. On rend évidente la composition de ces équations en imaginant que les fonctions
JK* > 7, , y, » y»9 soient disposées autour de la circonférence
d'un cercle ^ de manière que la dernière y^ se trouve contlgue à la
première y^ ; d'après cet arrangement les équations rentrantes eii elles- tnâmes expriment les relations de chacune de ces fonctions avec un certain nombre de celles qui les précèdent. Si la loi doit être telle que chaque fonction soit , par exemple , égale au double de celle qui la suit, rapporté à l'indicé x^—i , plus au triple de celle qui suit cette dernière, rapporté à l'indice x — i, les équations rentrantes qui expriment cette condition seront
ni 2
Il est évident que l'on auroit toujours les mêmes équations en commençant par celle que l'on voudroit des fonctions cherchées.
Pour intégrer les équations rentrantes j il faut commencer par en déduire une équation finale entre la variable indépendante x et l'une des fonctions cherchées ; la forme des équations proposées donne
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lieu à des simplifications dans le procédé, pour lesquelles nous renvoyons au Mémoire de Laplace , cité dans la table et dont nous avons tiré ce qui précède.
996. La méthode du n*« 656, par laquelle nous avons intégré conjointement plusieurs équations différentielles, s'applique aussi aux équations contenant des différences ; c'est ce que nous allons montrer sur deux équations du premier ordre, auxquelles nous donnerons la forme
^'x^,+A^Ux.+/'W,+ Q',^x=^'x ( ti\ 970 ),
pour les rendre plus analogues aux équations différentielles. Nous multiplierons la seconde par un facteur 6 , et l'ajoutant à la première , il viendra
si l'on met cette équation sous la forme
elle se changera évidemment en une équation à deux variables , toutes les fois qu'on aura
car en faisant alors j^^ + j^ ,^j^ K^^Vxy il i^endra l'équation
qui rentre dans celle qu'on a traitée , n**. 971.
Les conditions à remplir dans cette circonstance sont exprimées par les équations
La première donne S , et l'autre est purement une équation de condition, qui sera satisfaite , en . faisant B constant, lorsque les
Ffi
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•coefficiens iW, A','. A/', N\. ..... seront constans ; dans ce
cas, 9 sera déterminé par l'équation du second degré
(Q+9<2')(M+flJW'):=(JV+«A7')(P+9P').
Lorsqu'on aura les deux valeurs de cette quantité , on en déduira deux valeurs de y, , qui conduiront à deux équations de la forme
à laide desquelles on déterminera séparément y^ et {^
» Nous observerons que dans le cas qui nous occupe ^ on peut aussi ,
' par une méthode analogue à celle du n% 653 , ramener les équations
à celles-ci
qui n'en diffèrent que par l'absence des termes V, et V'^ Ert effet , si y, et y\ , {', et^",, sont deè valeurs particulières qui satisfassent à ces équations, on aura, pour les valeurs complètes,
si maintenant on jïfend les différences , en faisant varier les quantités C'yC", et que l'on substitue dans les premières équations proposées , elles deviendront
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ks deux ; premières lignes du premier metnbre de chacime de ces équations sont nulles en vertu de
il ne reste donc que les équations
qui serviront à déterminer A C et A C".
Ces indications suffisent pour pousser aussi loin qu^'elles peuvent aller les méthodes que nous venons de rappeler, en s'aidant d*ailleurs de leur application aux équations différentielles dan» les n**. cités,
997. Pour ne laisser inconnue aucune des méthodes que l'on peut employer avec succès à l'intégration des équations du premier degré aux différences ; nous montrerons , d'après M. Paoli , l'usage que Ton peut faire à cet égard de la méthode du facteur.
Soit l'équation
yr4-»i+^^*+»-i'+ Q,sy^nr^* • • • + ^»yx=^K ;
en la multipliant par un facteur quelconque /x^ , et supposant qire ,son intégrale première soit alors
on prendra la différence de cette dernière équation ^ qui sera
f*x+i (**4-i J'^^-» +^ *+ij'*-i-»-i + Q. ;r+j'*+iî-** . • . + r ',4.1^,+, )
et on la comparera avec l'équation proposée multipliée par f^ , ce qui donnera
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Si Yon prend ces équations dans un ordre inverse , on en tirera
'^ M ^ ar+i Jm
d*oii Ton conclura T =— 27
C' !!:f±Lu T
/^ r •"= ^«+» ~ -* ar+l ^»
jr =— C/x+»-*""~ _— — j ^ji-î • • • • — ^
déduisant de cette dernière la valeur de «t^^^ y pour la mettre dans réquation «^+if*r4.i=^** > O" a^^'a
Il est visible qne cette équation répond à celle du n"". 979^ car si Ton fait — ^*^ = — , il s'ensuivra
hx^ l^x-^ f^f±i ^ • (ff+J (W} (W* ^x4-î ^
M, ^x+/ /** P^Pa^t^ ^x f^x+*Vx+.* /*# PxPx^xPx^^
ce qui donnera -^^= ^ , et conduira par conséquent à
iPx4ti^i 1
1 il — I "^ 2 I • '
Mn^
D E $ DlFFÀREN. CES. 2.3 î.
OU à
Noij^s ne nous arrêterons point ici sur les propriétés de cette équation , nous nous bornerons à observer que lorsqu'on aura trouvé n valeurs particulières qui y satisfassent j on pouna former un pareil nombre dVquations semblables à
au moyen desquelles on obtiendra l'expression j^, , eh éliminant
les n—i quantités y^^, , y^,^ yx^-n^x*
Si on n a voit que n — m valeurs de yi^ , on ne pourroit chasser que n — m — I de ces quantités , et on rameneroit par conséquent Téquation proposée à une autre contenant yx^yx^i ^•••••yx^'my c'està-dire, de Tordre m.
998. Les quantités arbitraires, introduites par Tintégration des Ds la nature des équations aux différences à deux variables , ne sont pas nécessai- ^/^'traires intro-
, duites par 1 intc-
rcment constantes comme celles qui complètent les intégrales des ^ration des équaéquations différentielles; mais pour donner aux réisultats toute la ^'^n* *«« d f^ércn*
7 / f ^ j -1 -Li j • 1 ,. • ces , et de la cons-
généralité dont ils sont susceptibles , on doit regarder ces arbitraires truction de ces comme variables. En effet, Téquation Ay=o, n'exprime pas abso* <!"*'*'>**»• lument que la fonction y soit constante , mais seulement qu'elle ne change point de valeur lorsque la variable indépendante x devient x-^àx. Si, par exemple, ax est constant et égal à A, on pourra ^ prendre pour 5" toutes les fonctions de :ir, qui conservent la même valeur quand on y met x^hj au lieu de x. Or il est facile de voir que parmi les fonctions circulaires il s'en trouve un nombre infini qui jouissent de cette propriété : telles sont les fonctions
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de sin -r- , cos — , lorsque w désigne la circonférence , car la substitution de x+A , au lieu de a: , dans ces quantités , donne
on peut donc , dans cette hypothèse , prendre
^=^rsîn — , cos— V pour l'intégrale de Ay = o, au lî^
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de ^=C, en (Considérant d'ailleurs la fonction p comme entièrement arbitraire et susceptible par conséquent de toutes les formes possibles. Il est évident que la fonction qui complète l'intégrale de l'équation Ay=5=o , prise dans l'hypothèse de Ax=h , compléteroit aussi tpute autre équation aux différences du premier ordre prise dans la même hypothèse ; il faut donc substituer dans l'intégrale .de l'équation quelconque du premier ordre ( n*. 971), au lieu de C^ la • quantité ^(sin^jf, cos^r^), puisqu'on y suppose A a:, ou A=5i.
999* C'est Euler y qui le premier^ fit cette remarque importante , en cherchant le terme général des suites récurrentes ( n"". 9S3 ) , par l'intégration d^lne équation différentielle d'un ordre indéfini ; la inarche qu'il a suivie dans cette occasion est trop élégante pour n'en pas donner une idée. Il se propose d'abord de trouver le terme , général de la série dans laquelle chaque urme est égal à celui qui U pri-^ cède ^ ce qui lui donne l'équation j',+i=y, , et en observant qae
yx+i=yx+z
i dx 1.9 dx* il la change en cette autre
I.2.3 dx
dx z dx* i^x.3 dx^
équation différentielle dq, premier degré , mais d'un ordre indéfini ^ et à laquelle on satisfait en prenant y,'=^c'^ ^ pourvu que fn soit déterminée par l'équation
ne
nr
+ etc, = o.
qui revient à e*— 1=0. Cette dernière donne d'abord ;»=o, etpar conséquent ^=C7; mais ce résultat n'est pas l'intégrale complète qui doit nécessairement renfern^çr un nombre de constantes arbitraires égal à l'exposant de Tordre de la proposée , et par conséquent infini ; pour y parvenir il faijt donner successivement à m toutes les valeurs qui peuvent satisfaire à réquation#''-^x=?Of or en passant aux logarithmes , on a
= ll=0=tiTV^— I (n\ 181),
expression
cxprfls^Ion dans laquelle i ro^présente tous les. nombres eittîers possibles , y (Tompris o. Si Ton jéunît ,^ comme dans le n*. 648. , chaque couple de valeurs semblables , on en déduira > pour l'intégrale complète demandée deux termes de la forme
c et c. désignant de nouvelles constantes arbitraires ; U suit de là que l'ôxpression de y^ sera de la forme^
_^ f /cOS^:r + c''cOSlr^A: + C*'cOSj7r;r.»,
^*~ \ +c',sin TT jKT+c'^.sin %'Tx-^c'*\smiirx •
ce qui revient évidemment à une fonctbn arbitraifc, des^ quantités
sinwx^ QOSTx (Int ti?\4% ,.43 )• Eulef traite suoctssivement de la même manière les progressions par différences ( ou arithmitiquts ) , les progressions par qJUOtie{^ ( ou gcamétriquis )., les séries récurrentes , et parvient à des sésultats analogues au- précédent ^ mais nous ne saurions le suivre dans ces détails.
looo. Lorsque la différence de la yariable indépendante \r n'est pas constante > le procédé donné n*". 988 , appliqué à Téquation Ay^=o f conduit à la composition de la quantité qui doit entrer dans la fonction arbitraire ; car ayant changé cette équation en a^s==:o l son intégrale doit être %x::4(s^in^î^ cos^î), et iln'yaplus qu'^ substituer au lieu de ^ sa valeur en ».
Ayant trouvé pour le cas oîi ^x=ix^ — mx , dans le tC. 988^^
îl en résulte que la constante C doit être remplacée par
l \q 1 * If 1 •'
et que par conséquent Texpresâon complète de y^ y. ou de ^^tx), qui satisfait à l'équation ♦(*') = ♦('»*) + Q, «$t
f{mx)=A^'Çi^l\\-^ IM, coSi^{ll "^
l IfV _f_ lî'-
+ ^{ll— ^-U}.
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Dans rëquation ç (:r*);=^(iJc) + 2 9 idu même numéro^ on » obtenu 2*= x^ et qui donne {;^= — ; la fonction arbitraire doit donc
être 4rsin'T — , cos-r— J» et Pon doit avoir par conséquenr V 1 2 1 2. /
Les mêmes considérations s'appliquent à un ordre quelconque ;. réquation du n"*. 989^ nous servira d'exemple. En y supposant les» coefEciens constans^ elle se réduit à
et se ramène à
la différence de la variable {^ étant égale à Tunité lorsqu'on prend<
\x î = r— : par ce moyen Fintégrare
qui 9 pour être complète , doit s'écrire ainsi
J^.=/»'V(5În»^Îj COS9r;{;J + ;iï"'f*'(sin*î{, COS^rç) "^î
+/»"V(sin9r{, cos9i-î)+' ,. J ^'^
4^'^ f ', ^'''^ •••••• désignant des fonctions arbitraires indépendante»*
les» unes des autres, devientv
^*==* K»°u' *^^Tf)+' *(^*"T7' ^^^It)
"7— „f- . wl:r îrlji\
+^*^ ^"(sm-r— , cos-r— )•••..
en y substituant 9 au tieude {^ sa valeur en x^
looi. La détermination des fonctions arbitraires qui complètent: les intégrales des équations aux différences , ne peut s'opérer en assu-^ îettissant ces intégrales à satisfaire à un nombre limité de valeurr données 9 car il est visible que toute fonction arbitraire comprend < implicitement un nombre infini de valeurs arbitraires. Soit pour exemple l'équation j',= -yf (sinv:r, cos9rjc)» de laquelle on\ doive tirer un certain nombre de valeurs ^^=tf, y, ï=tf',^,3Ba', etc* Si ces valeurs répondent à ji:=^0| x=i ^ jKr=:2^ etc. on ne pourrs^;
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satisfaire en général qu à la première des conditions imposées ; car ^
dès qu-on aura assigné pour ^(sîn9r:ir, costat), une première
valeur déterminée , de laquelle il résulte y^-=i a , cette valeur
devant se retrouver la même pour les indices xz=z i , jKrz=i , Ar=3 , etc.
il s'ensuit que les valeurs de y^ , relatives à ces indices \ sont aussi
déterminées. Il faut donc que lès quantités données a y ^\ etc. corr
respondent à des indices*intermédiaires.
Si au lieu d'un nombre limité ^e valeurs isolées , qui ne peuvent
^terminer qu'un pareil nombre de valeurs de la fonction arbitraire^
indépendantes les unes des autres ^ on suppose que dans l'intervalle
compris enirex=D et :r2:i^rexpre$sion dey, doivefournirles mêmes
valeurs qu'une équation donnée j^,=f(jc)^ la question sera déterminée»
En effet , s'il s'agissait de trouver la valeur dey' ^ qui correspond à un
indice égal à un nombre entier quelconque m , plus une fraction y soit
çommensurable , soit incommensurable , que nous dé»gnerons par /z^
on calculeroit la valeur dey,^td'aprèsréquationy^==:f(Ar);comparantl$
jrisultat avec celui que donne alors réquationy^=^?(sin'Tx^ co%ifx\
on auroit pour ce cas la valeur de ^(sin7r>z j cos:r/i) , qui doit être
la même que celle de ^(sin9r(/n + /z) ^ cosv- (/tz + /z)3 ,
€t l'équation y^t=, ^^{sin tt s , coscr jf ) , devenant par là
:ri»+n=-^i».+/.^t5inx/ï, cosT/î),
sorcHt entièrement déterminée.
La seule condition à laquelle soit assujettie l'équation donnée
y,= f(jt) 9 c'est qu'on en tire poury^ ety, les mêmes valeurs que de l'équation y,=Jrip(sin^;c, cos^jt}.
I002. Les considérations géométriques jettent un grand jour sur la théorie analytique que nous venons d'exposer. Cherchohsd'abord 4:omment on peut représenter , par le cours d'une ligne , les circonstances de réquation Ay=o: soit AR^ jfig.^^ une droite indéfinie ^^' ^* parallèle à l'axe des x^ menée à une distance quelconque de cet axe ^ «t divisée en parties AA'^ AA\ A^A*'^ etc. égales à Ax; toutes les courbes telles que
ABA'B'A'B'A"S, ACA^C'A^CA^'T, ADA'iyA'D''A"U,tic. passant par les points A, A', u^% A^\ et composées , entre ces points , de parties égales et semblables ^ satisferont à l'équation Ay = o. Cela est d'abord évident pour les points A^, A\ A""'^ etc. et l'on voit
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ensuite que, prenant j4P=:x , AF^x+£LXy les arcs^^Z ttA^L JMetA'M\ AN^xA'N\ etc. étant égaux et semblables, les ordonnées LP et VP\ MP et MP\NP et N'P\ etc. seront aussi respectivement égales^ et l'on atira par conséquent dans chaque courbe Ay=oi \ Si lk>n suppose, par exemple, que la courbe ^5 ait pour équatioa
sm —, COS-— ), elle remplira évidemment les conditions
AX J^X
exigées au commencement de cet article et toutes les ordonnées^^ PM , ^A^ , etc. élevées sur la même abscisse , seront nécessairement
des fonctions de PL^ ou de sin — et décos — ..résultat qui s*àc-
•aa; " ax ^
corde avec celui que nous avons tiré des con^dératïoni anâîytîques*.
La condition Ay^ù , n'entraînant point la continuité dans les ï€^
sultats , les courbes AS , AT, AU y etc. ne seront point assujetties^
è cette loi. Le polygone EFE'F'E\ . . V, composé de parties sembla»-
blés £F£', £'¥"£% etc. donne également Ay=s=io ; îleti seroit detnêmfe
4*une suite d'arcs égaux* et semblables d'une courbe quelconque
assemblés d'une manière discontigue ^ comme le sont les zxcs
1003. La constrniction deis équations aux difikences s'accorde par» faitement avec la détermination analytique d« fotfctions arbitraires.. En efFet y soit Ay = F^x , y) , une équation quelconque de ce genre et du premier ordre ; ayant choisi arbitrairement , ou déterminé ;, suivant les conditions -de la question , le premier point B , de I& riG 3, courbe cherchée^ /g. 3,. tomme l'équation n'apprend rien sur tous les points correspondans à la portion d'abscisse AA':=z£^ , et qu'elle donne seulement l'ordonnée \^'5'=y,, on pourra faire passer par les points B et B* une portion d'une courbe quelconque ; tela fait „ pour obtenir la portion correspondante à l'abscisse A'A^^ on prendra en arrière d'un point quelconque P' de cctte^ abscisse , une distance Pi^=-rf-4's=A;r,. et élevant l'ordonnée PM, on mènera Miy parallèle à ARy tirant ensuite de l'équation Ay=.F{x, j) la valeur de Ay pour l'abscisse AT\ cette valeur donnera la droite Z?'JM', qui jointe à P^D"=^PMy fera connoître le point M\ On trouvera dé même tous les points de ftrc VB* : cet arc employé à son tour comme l'aie BB^y donnera «eux dn troisième arrc 5 "5", ^ ^insi de suite.
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Il est évideRt que l'oii poiirroit^ par le 4nême procédé, continuer la courbe en aprière du point A y et que dans tous les cas elle ' satisfera à Téquation proposée, puisque les différences àyz=iD'M' auront des valeurs conclues 4e cette équation r nous laissons au lecteur à Êi^ire r^ppUiaffion 4e de .procédé aux équations du second ordre et des ordres supérieurs*
1004. Nous avons ^iq)posé j>kts haut que la4ifférence de l'abscisse x étoit constante ; si le contraire àvoit Ueù , on m'en construiroit pa& moins les équations aux (Ëâëretices» Dams ce cas, les équations proposées peuvent être mises spus la forme
^x = {(^x}y ^y — F(^x^y)i fc première se conscmira d'après le n\ précédent , en regardant x comme fonction d'une nouvelle variable u dont ta différence soit constante. Ayarft obtenu par son moyen la grandeur de Xx , correspondante à ufve valeur quelconque 4e «r, on se servira de ce résultat pour construire par la seconde équation^ le Ay correyl pondâfnt» .
£n reiganrdant les trois variables. «^ ^, >^,<K>mme les coordonnées ides points de f^ptce y les équations .proposées représenteront une courbe à double courbure. La première donnera la projection sur le plan des x( et a:^ et la seconde la pfOJe<Ai<fn sur le plan des ^ et y : si l'on élinnnoit x^ oa .parviendroit â réquauott4e la pro)e€tîoa «ur ie f Itai 4es 0 et jr^
1005- La correspondance qu^on a dû remarquer entre les équa- De k multiplîtîons difïerentielles et les équations aux différences^ a lieu par rapport ^»^* des intégrales à la liaison de ces dernières avec leurs intégrales , et repose sur des llT 'ifférS* considérations analogues à celles que nous avons exposées dans le sont susceptibles» "**• 577 ï ^ l'égard des équations différentielles. Ces considérations ont été mises dans tout leur jour par Biot ^ Professeur 4e Mathématiques à l'Ecole centrale du Département de rOi$e,dans un Mémoire qu'il a présenté à l'Institut ,*et duquel nous avons tiré ce qui suit.
Si Ton a une équation quelconque F{a,Xy j^)=o y entre les deux variables «, jr et la quantité a supposée constante , que l'on passée réquation consécutive F(tf , :ir, , j., ) = o , et que l'on élimine a entre cette dernière et la précédente , le résultat sera une équation aux difl^-
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renceSy ayant pour intégrale complète F(tf, a?,^)=o; mais Tëquatioii aux di£Férences ^ que nous^ désignerons par Z=df ^ resteroit encore la même quand la quantité a serok variable , pourvu que le changement de cette quantité n*influât pas sur TéquationF/^^ x^^ y^y=zo. Pour eKâminer ^ette circonstance^ dans laquelle il faut regarder y comme tune fonction de. ^ et de il ^ nous écrirons Téquation pimitive proposée ainsi: r{^>tffj^*,a} =o...(f').
et lorsqu'on fera varier x ti ata même temps , on aura
Cela posé , il est visible que l'équation Z=o seroit encore satisfaite par réquation F {x^a^y^^^} =0, dans l'hypothèse de a variable , si l'on avoit y^.^ , ai=y,i . « > <î^ <ïui arriveront nécessairement si les équations
Douvoient s'accorder lorsqu'on changera dans la seconde y^ , «i ^W yMi,a- ^di^ ce cas, les équations
F{*,,tf>y«,a}=o, F{x,,tf,,3^^^ J=z=o.*..(F); auront lieu en même temps ; et en éliminant yxv.ay elles conduiront' à une équation entre x^ ^n ^ 9 ^1 » qui exprimera la loi suivant laquelle doit varier a.
Ce résultat n'est pas entièrement semblable à celui que nous avons indiqué dans le n*. 577. Dans ce numéro y la relation entre attx est exprimée par une équation primitive , en sorte que la valeur de a qu'on en tire n'est que particulière ^ et l'équation F{ar,tf,y,^^}=o, pcr-: droit sa généralité paria substitution de cette valeur ; dans le cas actuel au contraire , la relation entre x et a étant exprimée par une nourelie équation aux différences , conduit à une valeur dea^ complétée par une quantité arbitraire , à l'aide de laquelle l'équation T { :t,tf,>^,,a} =0, conserve toute son étendue , et ofte par conséquent encore une intègrde complète de l'équation aux diffiSrences Z=o , au lieu d'une solution particulière qu'auroit eue dans les mêmes circonstances une équation différentielle.
I oo6. Pour approfondir davantage la liaison qui existe entre les averses intégrales dont nous venons de montrer l'existence , il faut se i*appe1er que^ considérée analytiquement , une équation aux diflférçnciss doAQe le terme général d'une série , et que ^ sous le point de vue
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géométrique elle est le lieu d'une ^uite de points correspondans à des abscisses déterminées suivant une certaine loi. Quand la constante a reçoit une valeur particulière ^ Téquation V{x^a ^y^ , ^} =o. • . CO devient une imigraU partuuBre de Z=o , d'aprèsf le sens que nous avons^ attaché à cette expression dans le n"". 576 ; les équations f {*>^.»J^*,.i }=o...(r,), F{^,-«.,^«,«}=o...(f'.),etc appartiennent donc à des lignes représentant les diverses intégrales particulières qui nabsent des valeurs a^,^ a^ f etc. attrii>uées à la constante a^tt il est évident que Téquation F { jt, , tf, ^y^n , «i) =0 ^ répond dans la première au point consécutif à celui que désignent les coordonnées x ety^^ «,. En établissant donc l'identité de j^^^ ^ ^g et ^yM9.,09 ^^ considérant les équations-
F { *T y^^^Miu a}—o^ F {x,^a,,y^r. a} =0. . .(S^) , comme ayant lieu simultanément^ on exprime que les lignes données par les équations (^) et (T,) se coupent au point dont Tabscisse est jif, et l'ordonnée y^^^ »=yMi .«1 f •« que la série dont le terme général est déterminé par la première équation , coïncide dans son deuxième terme , avec celle dont le terme général dépend de la seiconde équation..
Maintenant si, dans les équations (IT) ^ là quantité^ reçoft des valeurs succesâves conformément à la relation qu'elles assignent entre cette quantité et les autres variables , on aura ces nouvelles équations
F{jf.^tf,,y,,,.^J=o, F{;x.,if^,j^^,^i}=o...(7r,), d^bh il résultera.encore jr«,^a.=y„, «» , et qpi par conséquent éta^bliront l'intersection de la courbe désignée par (F^) avec celle que représente (^,) , au point dont les coordonnées sont x; , y tn.mir=^y En continuant ainsi de proche en. proche^ on obtiendra une suite de résulats compris dans tes équations
F{^», tf(»-.) jj^*(»),fl(i.-i)}— o,. F{4r^, ^wf J'«(ii),«(ii-i)}=Oé . .(iirj^ qui supposent que^;;,), a(»)=r*(«)wi(i.-«) $ et établissent par conséquent au point dont lés coordonnées sont x^,y^^^^ a[n)—y^n). i^-^o , une intersection entre les courbes désignées par (^»^,) et (A'J;
t.es coordonnées dès divers points d'intersection que nous venons de faire remarquer , étant comprises dans la suite
vérifient l'équation 2f=o, cary,i, «i se trouve dans la seconde ligne consécutif à j'jj, a et antécédent à y^^^^ «, , et ainsi des autres. Il suit de- là que le système des équations (W) exprime la loi suivant laquelle il JAut faire varier z^ pour que Us diverses intégrales pareiculiircs résultantes de cette variation se coupent successivement dans des points qui vérifient t équation aux différences Z = o.
Si donc l'oa détermine au moyen de ces équations , la valeur de it en X , et qu'on la substitue dans Y{x , a ,jk*,^)=o<, on aura Téquation commune à tous ces points , d'bh dépend le terme général des valeurs àty^,a^ formées d*après la série précédente.
Il faut remarquer que cette série n'emporte pas nécessairement l'équation y^a, « =y«a, a. , €t celles qui en dérivent , et que parconséquent elle vérifie bien l'équation aux différences, premières. Z=o , mais non pas la différence de celle-ci , ou féquation aox différences
secondes.
Si réquation F(Ar,tf,>^,;) = o, que pour abréger^ nous représenterons par /^=o, contient des radicaux, ou si, lorsqu'elle en est dégagée ^ la constante a y monte au-delà du premier degré y les équations ( W) conduiront à une nouvelle intégrale que notks nommerons intégrale indirecte y mais elles n'en donneront pas d'autres qvte Vz=iOy si a ne passe pas la première puissance. Edaircissons ceci par quelques exemples*
1007. Soit réquation y^, a^= ax—'te...{V^.S\ Ton en prend la différence dans l'hypothèse de ax:=zx , on aura Ay:=:ax , d'où on
tirera a =^-^ et par conséquent
les équations ( ^) deviendront alors
et donneront par conséquent la suivante
ax,^a^r:=^a,x,^a,\ OU (a, — a)x,^(a,^^a,) =0 {U) , qui se décompose dans Iqs. deux facteurs
^4—4 = 0, x^—{a^+a)=:0, Le premier , d'oîi. U résulte a = const. nous ramène à l'équation
primitive
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primhîve ( f') , et le second étant înt^ré par le procédé du n% 988, après avoir mis %x au lieu de x^ ^ conduit à
\x - substituant «ette valeur de a dans l'équation {F\ on la changera en
Ix aljc
Pour construire cette nouvelle intégrale , il faut d'abord déterminer tes arbitraires açib^ de manière qu'au prelnier point , que l'on suppose donné ^ on ait y,^ 5 ==X«, a* ^^ désignant donc par .a et /l les coordonnées de ce point ^ on aura «
d'oh l'on tirera deux valeurs pour a et autant pour b ^ qui fourniront en tout quatre séries satisfaisant à l'équation (Z),
Il est visible que les deux valeurs de i seront de la forme
Ia Ia
€t ^ue par conséquent l'on aura" ces deux équations
IX'
yx,ht—
IX'
Soit m^^ntenant AX^fig. 4 , Taxe des abscisses sur lequel on ait FIG. 4; pris AP=ùL : les valeurs AP„^ , AP,, , ^P^ j^tAP"^ AP' , ^P''',, , . les unes antécédentes à AP et les autres suivantes ^ seront déterminées par l'intégrale de l'équation :ir'=iAf, qui donne 3;= i'«; d'oà l'on
voit qu'à chacune de ces abscisses , la quantité — ^j^^ — ^ est ^ale
â un nombre entier , que { — i). '* =+ 1 ou — i , selon que n est
un nombre pair ou impur , et qu'enfin (*— i) ^^ =1 • Cela posé. Appendice. ^ H h
on construira la parabole CQ donnée par l'ëquation
y== — *'% et la droite ^iî, représentant Téquation y zs+^'x;;
on obtiendra les ordonnées de rang impair , savoir :
en ajoutant l'ordonnée de la ligne droite ARyk celle de la para«^ bole , et les ordonnées de rang pair ^ savoir :
•♦• • • * 0^ii> >• * *^ • • • • en retranchant l'ordonnée de la ligne droite. Cela fait^ toutes les^ droites M^^M^^y ^u^j9 etc. qui joignent deux points consécutifs» de la nouvelle intégrale , seront comprises dans Téquation j^=tfAr — a\ ce qui vérifie la conclusion du n^ précédent..
Une semblable construction appliquée à Téquation formée par la^ seconde valeur de ^y donne une troisième intégrale dont les points» successifs sont désignés par les lettres
Ces points., ainsi que ceux de Tintégrale précédente ^ sont joints par des droites afin d'en rendre l'ensemble plus évident.
Il convient de remarquer que les deux intégrales indirectes se ré^^ duiroient à une seule ^ si l'on avoit ^8 = ^ «*.
ioo8. La méthode précédente suppose que l'équation aux diffé^ rences passe le premier degré et qu'elle ne puisse se décomposer em fecteurs rationnels. Si l'on avoit ,, par exemple , Ay*=c* , dans l'hypothèse de ùxz=zr, cette équation donnant Ay=4-c, Ay= — ^^ai deux intégrales distinctes
En faisant i^arier les constantes de ces équations on n'obtiendroii' point de nouvelles intégrales ^ quoiqu'il soit évident que les inté-^ grales particulières que fournit la première , puissent coïncider avec celles qui résultent de la seconde , de manière à satisfaire à^ féquatton aux différences comme le montrent ks séries
•ys*,Êi9 y*i-s àr^^ysi^ax', 9 y*9, iur^^ysik,ù*f 9 etc».
formées d'après celles du n"". ioo6.
II. est hàle d'apperc^vûir {lourquoi ce cas diffère de celui que
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nouS^ avons considéré en premier Heu. Les deux intég^alesi de ré<|ua* tion Ay*=c%. considérées séparément, ne fournissent que des droites parallèles qui ne sauroient se rencontrer ; de plus ces intégrales n'étant point liées entr'elles par une irrationalité commune ^ et se trouvant exprimées par deux équations distinctes , on ne sauroit , par une même opération ^ faire varier à la fois , les arbitrmres a tt^ a!
^e manière que les'droites données par l'qnexoupent celles qui résultent de l'autre^ maïs cette difficulté disparoit lorsqu'on a recours à réquation aux différences.
En effet , les diverses intégrales complètes tjue peut avoir une «quation aux différences y ne sauroient s'accorder indéfiniment dans les différences, de tous les Qidres.^ sans quoi elles seroitot identiques ; lorsqu'on fait y,,,«=y^,,«, il ^n résulte bien j^„,^,=^^^.^,, nais non pas j^«,,«=Xm>^> ainsi qu'il le faudroit pour que les^ différences secondes fussent communes aux deux équations. Nous conclurons de là que les diverses intégrales d'une même équation du premier ordre , doivent , en général , répondre à diverses équations du second ordre ; et Monge a montré le premier que l'on obtenoit ces dernières en différentiant l'équation du premier ordre ^ parce qiie .le résultat se décompose en plusieurs facteurs rationnels. C'est l'ap» plication du procédé exposé dans le n"*. 673 , qui Ta conduit à cette remarque.
Si Toa prend la différence de l'équation a^ssc*, on auraréquatioii
Kpii se décompose dans les facteursi
AV^ = o, 2» A^ + à.y = o^ le premier donne ày =^ 9 ^ étant une constante , et par une noi^ velle intégration mène à y^Ax-^^a. La consÉante^ n'est pas arbi*. traire , puisque l'équation ^y=^A doit nécessairement s'accorder avec la proposée Aj^*=c* ; on a donc ^==tc et y=z :±icx'i'a : telle est l'intégrale qui se présente la prennère. Le second facteur iAy+ A*^y=;o s'intègre facilement et conduit d'abord- à xy + Ayzsi 3J, ce dernier résultat donne y par le n"". 972 ^
Hh 1
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en réduisant et changeant l'arbitraire b en i^. Tirant ensuite de cette expression la valeur de-Ay pour la comparer à l'équation ày^=Lc'^
afin de déterminer Tune des arbitraires , on trouvera Ay= — %B{ — 1)%
d'où on déduira B=.:iz — ; on aura donc pour l'équation propo-
sée £^y^=:c^ les quatre intégrales suivantes ^
Voilà ce que M onge avoit trouvé , et Biot a fait voir ensuite que f si y au lieu de prendre simplement 5= =lr — , on supposoit
if = =i=: — ( — I y, en désignant par a l'abscisse qui répond à l'ori-
gine, q"^ ï'on fît varier jt de manière que x — «fat toujours un nombre entier, c'est-à-dire,, que (- — i)*^'"*>=+i> les deux intégrales indirectes devenant
donneroient pour les absdsses
«> <t+i, «+2* a+3, etc.
des ordonnées communes aux droites qui résultent dts intégrales directes, lorsqu'on détermine les arbitraires ^ et ^ par la condition que la valeur àty^^^ de l'équation (i) soit égale à celle de ji^^^ ^ de l'équation (4) , quand Jr=ct^ ou que dans la même hypothèse y», a 9 pfi$dans l'équation (2) , soit égal à^«, 5 , pris dahsTéquation (3). 1009. Pour appliquer commodément le procédé de Monge à réquationdu n% 1007^
^ = Aj._ —
dans laqudle A x = x , Biot la change en
y = Px^P%
en faisant P ==: — ; et prenant la différence , il obtient
Ay = PAx + xùLP'i^ù.PAx — xPaP — aP%
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ce qui se réduit à
en mettant pour Ay sa valeur Px^ et en observant que àxi=ix.
Le premier facteur a P :?= o , étant intégré donne P = — = ^ ou '
Ay=:^ax, valeur qui substituée dans Téqqation proposée aux différences, conduit immédiatement à l'intégrale directe y=ax — a\
Le seccînd facteur zP + aP=i x^ peut être écrit ainsi P, + P=ix. En y appliquant le procédé du n"*. 988 , on a d abord à intégrer l'équation x^^=:ix^j puisque x^zzzxx^ et on parvient à ^.=i* j puis en opérant sur l'équation
on trouve
maîs-de /».=^ = % , il résulte
A^.=-(- i)-{c.r«-f(-4r}=-q-ir+f (4)% .
d'oh l'oa déduit
Ix ^
remettant pour i sa valeur r- tirée de l'équation ^^=z^, on aura
Cette équation contenant deux arbitraires ^ il s'en trouve une de surabondante qu'il faut déterminer 9 en substituant cette valeur de y^
dans l'équation aux diflEërences ~ j^ = A^ •— — ^, qui se réduit alors
alx C — '
à C=- (— i)^^^ et Ton a par conséquent
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résultat qui devient identique^ à celui du n% 1007, en prenant
loio. I^'analogîe des nouvelles intégrales que nous venons de trouver pour les équations aux différences , avec les solutions particulières des équations différentielles est frappante: les unes et les autres s'obtiennent , soit en faisant varier la constante arbitraire Jans l'intégrale complète y soit en différentiant de nouveau l'équation aux différences dans un cas et l'équation différentielle dans l'autre ; mais malgré ces diverses conformités ^ les solutions particulières des équations différentielles ont^ dans l'absence de la constante arbitraire , un caractère distinctif , auquel il faut bien faire attention pour éviter Terreur dans laquelle Charles, Céomètre mort il y a quelque^ années , est tombé , et qui Fa conduit aux plus étranges paradoxes relativement au Calcul intégral 4 II remarqua le premier , dans le tome IL ^ des Savans étrangers , la pluralité d'intégrales dont pouvoit être susceptible une équation aux diflKrences; mais il crut dans la suite { Mcm. de tAcaà. année 1788 ) en pouvoir conclure les solutions particulières des équations différentielles correspondantes , «n faisant seulement aa:=:o , pour répondre à la supposition de dx infiniment petit ; 4< par ce moyen ^ dit*il , on obtiendra des so« v^ lutions particulières plus générales que celles qui sont connues H jusqu'à présent , et l'on en pourra déduire , comme un cas par- »> ticulier , la solution particulière ordinaire, dans tout ceci on sup- '^ pose AjkT constante ^. Charles appuie cette assertion sur le raisonnement suivant Tiéquation aux différences : « Téquation aux diffé- #» rences infiniment petites ( c'est-à-dire , l'équation différentielle ) I» est la limite de l'équation aux différences finies correspondantes ; 0 donc la solution particulière de Téquation aux différences infii> niment petites est ce que devient l'intégrale nouvelle de l'équation v^ aux différences finies , quand oh fait dans cette intégrale Lx=iO v^.
Il est biea vrai qu'en faisant Aa:=:o , Ay=o, dans une équation aux différences , on en tire l'équation différentielle qui en est la limite ; parce que dans cette hypothèse on supprime tous les termes qui ne sont pas homogènes en lx^ Ly {^ n% 65 ) ; mais on ne f auroit en conclure que les équations primitives correspondantes à
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f une et à Tautre de ces équations soient liées entr*elles de la même manière ; car si on tire les équations {W) du n*. 1006 ^yxx, «^fC^i 9 ^y «t r*«*v=^(^o^")> ^^ ^^^^ f(:r,,tf,)— f (a:., tf) = o, résultat qui prendra la forme Atff/^,,tf,Aâ)=o4orsqu'on le développera après y avoir changé a^en à+àa; il donnera d'abord a^ = 0, ou a=conse. valeur qui ne conduit qu'à Tintégrale directe. Il reste à traiter réquation f/ jc -h A a: ^ a , a a ) = o , laquelle demeure encore susceptible d'une véritable intégration 9 mais si on y fait a jc et a ^ infiniment petits , elle se transforme en une équation primitive , et ne donne plus qu'une valeur particulière pour a. Lors donc que Von veut passer de la nouvelle intégrale de l'équation aux difiérences à h, solution particulière de Téquation- différentielle > il faut faire disparoitre la constante ^ sans néanmoins lut assigner aucune valeur particulière , ce qui ne se pent qu'en revenant aux différences et en effectuait éasuhe sur le résultat le passage des différences mx difféfoaâelles».
En prenant une marche contraire , Charles obtenoit une équatioiv primitive qui ne pouvoit pas satbfaire à l'équation différentielle , et .pour parer à cet inconvénient , il introduisoit dans l'intégrale de inéquation aux différences un terme affecté des difierences » qui ^ev-enoit une diflérentielfe du premier ordre et détruisoit ainsi Phomogénéité qui fait ta base du Calcul dtfiérentiel ; cette conséquence auroit suffi seule peur montrer Terreur dans laquelle il étoh tombé f mais il y en ajoutoit une autre qui n'étoit pas moins paradoxale. C'est que tous les polygones inscrits à une tmâme courbe ne se confondent pas avec elle 4px9^nà on ^suppose le nombre de leurs câtes infinies et qu'il y a un choix à faire entre ces polygones pour tomber sur celui dont la limite conduise à l'expression de nnclinaisoa de la tangente».
ion. Nous avons fait voir (^nV 894 J, que les fonctions de Dcrintégratîoa deux variables engendroient des séries formant des tables à double diffir^ToT^rois entrée; un terme quelconque de ces séries peut être exprimé par «« ^ j»» plu« g«nd
•1 X \j ^ ^ j i\ • a / . ..^ nombre de varia- ,
ceux qut4e précèdent , et de là naissent ks équations aux différences blés.
partielles»
I Soit y,,i ime fonction quelconque des deux variables x et / ;.
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on en déduira par les variations de x et de / la table suivante à 4ouble entrée ;
y^^.^ ^tfof" r»foi ^î» J^xip» ^'r+ijo» etc.
yo>o» y^^xy .y.jif ^î>i ^''jo J^«4<'>«> ^^*
^.o>»> yi>«> >'•>*» ^î > .•••••>'* >^> yx^x^%> etc.
jKo>3f y«53> ^'^MJ y^^l ^''M» y*+«>î» ^^^*
^o>«» j'iw* :)^o«> ^'îJ' yxMy V*+o«v ^^^*
^'iji+i» yi»«+t» JK«><+i> >"?» «4-i*''*^*vM-t> y»+iï<+oetc etc. etc. etc. etc etc. ttc. etc.
Supposons que la loi dç cette série soit exprimée par féquatioa du premier degré
AyJ^t'\'By^^,y^'¥Cy,^\^. . . . .- . . +iV,y,+„., ,
idans laquelle les coefficiens A^B^ff^C^Cy C\, . . JV, JV', etc; sont constans , elle sera formée sur le modèle de celles que nous avons nommées récurrentes ( n». 983 ) , ejt nous l'en distingueron» ien l'appelant , avec Lagrange , sl^nts ricumnus doubles.
loii. Ocpuppns-nous d'abord du cas où Téquatioa proposée p'avant que quatre termes , est de la form»
f3MO0sy,;i=^a»'H% » tt $ étai^t d^ constantes indéterminées, aous aurons
«n suljstituant les valeurs dans l'équation proposée y ùOus obtiendrons
J + Bet+B'& + C'afi^o, Cette équation donne la valeur de l'une djes deux indéterminées » et li,
par le moyen de l'autre ; on en tire ^ = -^ ^, ^^ , d'oi> l'on
expression
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expression dans laquelle la quantîté « demeure entièrement arbi. traire , aussi bien que a , mais qui n'est pa» la plus générale de celles qui satisfont à l'équation proposée.
Si l'on réduit en série descendante , ordonnée suivant les puissances de «, la quantité (- ^J^)', en sorte qu'on ait '
("" 4t^) = ^*'"+ ^'*'"'' + 7"*'"-+ r"«/"-3+ etc.
Us coefficiens r T T^ etc. contenant arec les lettres ^ , i?, ' la vanable/, l'expression dej.,,, prendra alors la forme
changeant successivement les constantes « et «, en* et fl In . et 5', etc. on auroit aussi «' ^ , en «
^.„=T*^-»>"+ r'*ja-+/«-.+ 7'^^»^-.+ 7»-^-,+,.,-, , ^. ,
ces diverses vateurs satisfaisant en particulier à l'équation proposée qmnestque du premier degré, leur somme y satisfera pareaiel ment, et l'on pourra prendre «^era pareiller
y„f^T {ax'*''' +hfi'+i^' -i-cj,*»^' 4. etc N
Chacune des lignes de cette expression , quî contient un nombre indefin. de constantes arbitraires, peut être remplacée par une fon^, eaon arb.tn..re de l'exposant variable dont ses termes sont a4c"s et l'on obtient alors . ""^*''*^'>
en désignant par p cette fonction arbitraire.
Pour se convaincre de la possibilité de* substituer une fonction arbitraire à la place des séries «oncuon
^pptndùe, ,
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n suffit d^observer que Texpression de^^, « ne satisfait à réquatlon proposée , indépendamment de toute valeur particulière des quan-^ tités <t , 18 , y^ etc. que parce que les termes oh ces quantités se trou^ ▼ent affectées des mêmes exposans , après la substitution des valeurs <îe y^ii^ J^,)«4^i> yxMM^ y*+i><+îf 5c détruisent mutuellement d'après la forme des coefficiens T, T\ T\ etc car il est visible que ces conditions seront également remplies par la fonction 9 ^ puisque les termes affectés des mêmes exposans dan^ te premier cas se trouveront multipliés par une même fonction dans le second , et se détruiront de même indépendamment de la forme de cette fonction. Quaiûl on a / = o , l'expression de j^,, ^ devient d^abord
y.. •=îXjt) + r^jc— i) + r^^Cx— 1) + r'K*— 3) + etc.
et se réduit à y,, o=K*) » parce que dans ce cas
T=i, r=o, r'=o, r^'z^o, etc.
d'oîi Ton voit que ^{x) n'est autre que la valeur de j^, , ^ lorsqu'on y fait /=o , que l'on doit avoir en général K*+fwf)==y,+^ > • > et que par coiiséqueiit
•y*ff=Ty*ww»if 0+ r^^+^^^^j „+ T^y^j^^i^ , e+ etc. Les quantités y,,j^^ o , yx^pa^x t • , y^^f^^^ » • > «e «ont autre chose que les termes pris à partir de Jlndice x+fu ^ et en revenant vers l'indice o , dans la première ligne horizontale de la série à double entrée , correspondante à l'équation proposée. Il suit de là que la détermination de la fonction arUtraire suppose que l'on connoisse tous les termes qui forment cette première ligne , et qu'il faut même pouvoir la continuer en arrière , c'est-à-dire , l'étendre aux indices négatifs —1 , — z ^ -^3 9 etc. La valeur de>'„t se trouvera formée ainsi d'un nombre infini de termes ; mais elle n'en contiendroit qu'un nombre fini ^ si tous ceux qui répondent aux indices négatifs devenoient nuls , comme cela arrive dans quelques séries ^ et l'on auroit seulement
La même expression se termineroit encore si l'on a voit B'^no^ ou C^=o; car dans l'un et Tautre cas, le développement de la
(Aa-Bak* ♦
-=7 — pTT* ) tt'aura qu'un nombre e+ 1 de termes , tant
que / sera un nombre entier positif.
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ioi3« Preaons pour exemple la série récurrente double
O^ O^ Oy O9 Oj I
etc.
dont chaque terme se forme en prenant la somme de celui qui le précède dans la ligne horizontale oii il se trouve placé 9 et de celui qui précède ce dernier dans la colonne verticale: le terme 10 ^ par exemple , placé à la troisième ligne dans la sixième colonne ^ est égal à 6 qui le précède plu» à 4 qui se trouve au-dessus de 6, Cette propriété donne évidemment Téquation
en la rapportant à l'équation dont nous nous sommes occupés dans le n"", précédent ^ nous awons
C'=i, jB'ss — I, ir = o, -rf5=— i;
la quantité ^— p, ^, j devenant f _ ^t % «^ous donnera la série
et comparant cette série avec la série correspondante du n*. cité , il en résultera
/*=—!* *=^^i ^ =-> i =— = ^, etc.
à Paide de ces valeurs , la formule générale de ce n\ se change en
j^,>r=J^.-i>o+ 7J^.-*.i>tH — - — J^,-4L.t,* + etc.
Faisons à présent x:=zOf pour avoir
y. 5 t^ïs^'.*, 0+ -J^-i-, 9 oH 7-;: — J'-t-.i •+ etc.
et en observant que tous les termes de la première colonne verticale
li 1
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de la série proposée sont nuls , à Texception du premier^ nous en conclurons que Texpresslon de yo>« doit être nulle pour toutes les râleurs entières et positives de /, condition de laquelle il résulte
s désignant un nombre entier positif. La série qui exprime y,^^ devient donc finie pour le cas qui^ nous occupe ^ et nous aurons seulement
mais comme tous les termes de la première ligne de la série proposée sont égaux à l'unité , nous pourrons écrire
et 9 en sommant le second membre,
(r+ i)(r+x)(f+3)..";.ap .
Nous ferons remarquer que la série proposée renferme le tnangU àruhménqui de Pascal , dans lequel chaque colonne verticale donne les coefficiens numériques des termes de la puissance du binôme ayant pour exposant le nombre qui marque le rang de la colonne ^ diminué de l'unité.
1014. Discutons en particulier les cas où l'on a C'=:o, ou bien J5'=:o , et dans lesquels l'expression de j^, , , s'arrête ( n®. i o x x ).
i*. Lorsque C'= o, l'équation proposée qui devient
n'est plus que du premier ordre ; et si pour abréger ^ on fait
^^—P^ ^=fy ^^ trouvera
développant et comparant à la série générale , oii obtiendra
^=», r=/, T'^^p'u r= -îi^=^/'r, etc.
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d'oïl on déduira
y xi t—p (y,-MJo+7 «yx+*-i ,0+ — — ; — î!y*+i^o 0+ etc. ).
Cette expression^ évridemment finie lorsque t est un nombre entier positif^ ne contient que des termes de la forme ^,,.^ $ désignant un nombre entier positif!
2% Lorsque B'=^o , Téquation proposée réduite à
est encore du second ordre; faisant — y^r =/?, "^^=^> û^ws aurons
tirant de là les valeurs des lettres /^^ T^ T\ T\ etc. nous arriverons i
j'.» «=? (r.» «+7 iy>-x » 0+ — -- — l'y,-* y .+ etc. ) ,
expression qui demeure finie tant que r est unjnombre entier positif, mais qui renferme un nombre limité de termes de la forme y^,y^\ lorsque t^xi il ne suffit donc pas dans ce cas^ comme pour le précédent y de connoître tous les termes de la première ligne de la proposée , correspondans à des indices positifs ^ il faut encore pou« Toir prolonger cette ligne en arrière pour obtenir ceux qui répondent aux indices négatifs ; savoir , j^., , ^ , j^., , e • • • • J^^«-<r) j ••
Si pourtant on ne connoissoit pas immédiatement ces derniers termes ^ on pourroit les. déduire de <eux de la première colonne verticale ainsi qu'il suit : on prendroit ;i;=o ^ et donnant successivement à / les valeurs i > 2 , 3 , etc. on auroit
yctx—p(ycic+ ^j'-.».)»
y»» i^pXyoi ,+ 3 iy-tj .+ 3 î*y-.» «+îV-î » . ) »
etc.
y.>,—p'(yi,i .+ 7 qy-t,^+ ~r^ f>-.î i+ «te. ) it
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d'où on tireroit .
L'analogie de ces expressions avec les formules des différences successives ( n"*. 86o ) est frappante; et si on représente par
lei termes de la série
et par
r, r, r% r", etc.
ceux de la série
•Xo^of r^»»«> 'irJ^ojïf "Tj'^iîf **c» ? Z' /^
on aura par ce qui précède
etc.
d'où l'on conclura
:K.,.=(/»îy{n+lr^.+lîi::ii2r_.
,.±=U<tli)r..,+«c.}.
en observant de remplacer dans la série du second membre, les termes affectés d'indices négatifs ^ par des différences dont l'exposant soit égal à cet indice , c'est-à-dire % de substituer aT à t^.
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XÔ15. La méthode du n*, loiipeut s'appliquer aux équations^ de tous les ordres , comprises dans la formule générale du n"*. ici i« En y faisant y comme pour celles du second otàxt dont nous nous sommes occupés , jr^,^=s4*'i3% elle devient
+ CV. - • • + A^V-*/g» \ ^o. . . (i) ;
mais cette dernière ne pouvant donner en général la valeur de i3 en ce que par une série infinie» ne fournira non plus , pour exprimer ^,,1^ qu'une série idinie. II s'offre , à la vérité j un assez grand nombre de cas particuliers , dans lesquels on peut exprimer d'une manière rationnelle et sans dénominateur complexe les quantités « et j^ par le moyen d'une nouvelle indéterminée » : l'équation
+ ^'i3+C'«iS \ =0,
CV
dérivée de l'équation complète du Second ordre
est dans un de ces cas ; mais au lieu de nous y arrêter , nous allons exposer la méthode qui convient à tous les cas en général.
Cette méthode est fondée sur ce que l'expression de y ne contient que jS'^ et que t étant >n^ il est toujours possible , au moyen de l'équation ( i ) » d'exprimer P par a et par les puissances de /S inférieures à i8\ En effet , puisque Ton aura /=fKr/t+/?,n désignant un nombre entier quelconque » et /? un nombre entier moindre que lï, on pourra donc écrire j8'=(l8")".jB''; on prendra la valeur de j8* dans l'équation (i) y pour l'élever à la puissance de /n et la multiplier ensuite par P>^y puis ^ toujours avec le secours de l'équation ( I ) , on éliminera successivement du résultat toutes les puissances de /s , égales ou supérieures à (S". On conçoit facilement
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que le résultat de cette opération doit être de la forme
^•=T +T'ct. 4.!rv+T«'*^,.. + r(v
les coefficiens T, T*. . • . T^ , T', , etc. étant des fonctions ration-* fielles de i, et des coêfEciens A^B ^ etc. de Téquation (i).
Qn obtiendra d'abord une valeur particulière de y,^ t , en multipliant cette expression de iS' par a«t' ytt changeant les constantes arbitraires ^ et et, aiqsi qu'on Ta fait dans len\ loia, on forcnera une. suite de valeurs particulières de y^^tj dont la somme satisfera encore à l'équation proposée , parce qu'elle est du premier ' degré ; enfin ^ les considérations du n% cité ^ étant applicables au cas actuel ^ permettront de changer en \
rf(^), rf(:c+i), rf(A;+x), etc, .
IfS termes de la première li|;,ne , .
ça T.f,W, r.f.(:c4-i), r'.f.(;.+i),etç,
le« termes de la seconde ligne ^
fn désignant par f (a:) , f.(^), fX^)f etc. des fonction^ arbitraire* de X ^ indépendantes les unes des autres. Le nombre de <;es fonçtiçan sera évidemment é^al à /z, car la dernière ligne
fournira les termçç .
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et Pon aura
j'„i=rf(*)+rf(*+i)+r£(*+i)+r'f(*+j)
+ T.f.(*)+r.f.(«+o+r.f.(Ar+z) :.
La détermination de ces fonctions arbitraires s'opère au moyen des n premiers rangs horizontaux de la table du n^ loii , c'est* à^ dire , en supposant que Ton connoisse les valeurs de
yxy o* y*^ if y»f%** •y» > i»-i $
quelle que soit celle de x ; car il est visible que l'expression de fi* devant se réduire successivement h i , fi , fi^, fi^, etc. il en résulte que dans ces hypothèses, lorsqu'on y fait / = o, =i , =i,etc.
T =1 , r =0 , T' =0, T'' =:oi etc.
r.=i , r.=o , r-, =o , r^=o , etc.
r.=i , r,=o , T\ f=o , T\ =0 , etc. etc.
€t que Texpréssion générale de^^, g donne par conséquent
y»3.= H^)9 y^fi^fX^)f J^,M=^»(*)> etc. d'oïl Ton conclura,
I o 1 6. On peut aussi parvenir à déterminera^, , i par la connoissance des m premiers rangs horizontaux et des n— -m premières colonnes verticales de la table du n*. loi i ; c'est-à-dire , lorsque les valeurs de
ym9 9 9 y»9t9 J''*ji»» • • • ••J'^JJW— I
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seront données aussi bisn que celles de
En faisant toujours j^,,,=tfflt'i3', ce qui co/iduit à Téquation (i), OH peut tirer de cette dernière la valeur du produit «"""iS'", au lieu de celle de /g* , pour la substituer dans Texpression a*6^\ décomposée en ( «■""/S")''*')»', afin d^en éliminer tous les termes affectés du produit de «■""iô"', ou des puissances de ce produit , et qu'il n*y reste plus par conséquent que des termes dans lesquels les exposans de a soient mpindres que n — m , lorsque celui de fi est égal à n , ou sur-* passe n , et des termes oh l'exposant de « étant n-^m y ou surpassant n'^m^ celui de /S soit toujours moindre que n. Il est facile de voir quecetté équation doit donner un résultat de la forme
a'fi'=y +y A +y'A\ + yi*^')ur^
+ f^Ji' + ^.«iô* + r.**ia* + ^]^"'^ «•^•iJ»
dans laquelle les lettres V^ V^ etc. y^^ V^, etc. désignent des fonctions rationnelles de / et des coefiiciens de Téquation (i).
Il suit de la théorie djes fonctions symétriques des racines des équations , que les diflPérens termes de Texpression précédente sont absolument irréduaibles^ parce que le terme «""^iô"* ne s'y trourant plus y toutes les autres puissances et produits des lettres « et iS ren« ferment nécessairement des quantités irrationnelles distinctes et irréductibles entr'elles. Si donc on subtitue , dans Téquation proposée aux difféj;ences y la valeur de j^«,t, déduite de cette expression ^ il iaudra que to^.s }e$ term^.afectés des ipêmes puissai)ces de ce et de /3
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se détruisent séparément , ce qui arriveroit encore si l^>n remplaçoit chaque produit de la forme <t'(^' par une fonction quelconque de r et de s. Au moyen de cette remarque , nous obtiendrons , pour la valeur complète de y,,#, l'expression suivante:
+ ^J(o,2)+rj(i,i)+rvf(2,i)+f^V(3,2) . ,
+ ^ f(jc+/— i,z)
+ ^m+.f(0,/W+l)+^W.^fl.'*+2)+^'«+.f(l,/W+2) . . . •
+^ {(n—m — i,Aw+2)
• ....•.:. . + ^ r(/z — OT — i,jc+/).
Il nous reste à déterminer la fonction f > ce que nous effectuerons en faisant successivement
/=o, =1, =^f =3, etc.. ..(/72 — i), puis jt= o, =1, =i> =3> etc.»* . (/2 — /w — I ) ,
indices qui répondent aux valeurs données de ^, , 0 nous connoîtrons pour chacune de ces hypothèses les coeffidcns F^ V^ etc. en examinant ce 'que devient alors le produit a'^\ Lorsque /=o, ce produit se réduisant à et*, il ne doit rester dans son développement que le seul terme V^'^a* ; Ton doit dont avoir f^'>= i , et tous les autres coefEciens deviennent nécessairement nuls dans cette hypothèse,
Kk 2
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Q land x=i , il vient f^^0\ ce qui donne F'g=i , et les autres coefHcîens nuls.
En général lorsque jr=« — m — i , on a
et tous les autres coefEciens nuls.
En établissant les mêmes hypothèses , et leurs conséquentes , dans l'expression générale de j^,^^ ^ on reconnoît que
quel que soit jt , et ensuite que
quel que soit /.
On aura par ce moyen
+f,y„x+f^,y.*,+f"xy»ix'^^"ty\*' >
+^.j'.i.+ ^.^.».+^.y.;.+ ^Vi,
+ ^i» y ^9 m +^J» J'i»»» +^» y^ym»
.T^m+i^»* »4.i + ^ iii+iyti»+i + ^ ffkf,! J^â 9 014.1
(if-m-i)
inn
•••••••• T'^ ^j Jn^jn^i 9 »+#•
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1017. Le moyen que nous avons indiqué dans le n**. ici 5 , pour obtenir l'expression de 18', peut suffire pour chaque cas particulier; mais cependant il ne sera pas inutile d'en exposer un autre d'après lequel on puisse construire des formules générales ; pour cela prenons
Irf , -^i , • • • -^»-, 9 désignant des polynômes en «t , le premier du degré r, le second du degré t — i , ainsi de suite, jusqu'à J^_^ ^ dans lequel «t ne doit monter qu'au premier degré. Représentons par le', (l\ fi"\ etc. les diverses racines de l'équation ( i ) , nous aurons ces équations
fi"'=A+A,fi''+A,^'''+A^&"\ . . +^^^,i3''«etc.
dont le nombre sera suffisant pour déterminer les polynômes A^ A, , A^y etc. il ne restera plus qu'à mettre pour jS', j8", etc. leurs expressions en a ; mais l'équation (1) devant être identique , indépendamment d'aucune valeur particulière de «^ il suffira d'y substituer pour /S une expression en série ascendante suivant les puissances de a ; et par conséquent on n'aura qu'à chercher par de pareilles iséries les valeurs des racines ^', i8% etc. pour les substituer dans les valeurs de A , A,, A^, etc. en observant de les pousser jusqu'à la puissance / de « dans le premier polynôme A^kh puissance t — 1 dans A^ , et ainsi de suite , jusqu'à -^^_, , oii Ton pourra s'arrêter à la première puissance de «•
Il n'est besoin de déterminer par cette méthode que le premier terme de chacun des polynômes A y A^^ A^^ etc. parce qu'on peut trouver la relation que les autres ont entr'eux à l'aide de la différent tiation relative à <t , comme dans le n"". 98. L'équation (x) donne successivement
tà^ _ t/^+jB^fy^.-f ^V./^,4-etc.-K^, + x^,j8 + 3^^^'+ etc.) ijg ^ i9 "" ^+^,^+^.i8''+etc. "*
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on éliminera de cette dernière ^/S ^ à l'aide de la difFérentielle immédiate de l'équation (i) ; on fera disparoître les dénominateurs du résultat que Ton ordonnera par rapport aux puissances de jB et de « ^ et dont on chassera ^ au moyen de Téquation (i) , les puissances de /0 , dont Texposant est égal à n ^ ou surpasse ce nombre : égalant ensuite à zéro les coefHciens de chaque puissance de /8, on aura n — i, équations différentielles du premier ordre entre « et les polynômes A^ A^y A^j etc. Ces polynômes étant mis sous la forme
^.=T.+T'.et + r V—
etc.
on en prendra les difierentielles par rapport à « ^ et substituant dans les équations différentielles dont on vient de parler ^ la comparaison des termes affectés des mêmes puissances de « ^ fera connoître les relations qu'ont entr^eux les coefficiens T, T', :f ',. . . T, , T\ , etc.
Il ne sera pas difficile de trouver , d'après ces indications ^ des méthodes applicables à la détermination des coefficiens V, V\ V\...V^yV^y etc. du n*. ioi6. Si Ton prend la différentielle du logarithme de chaque membre de l'équation flfc*iô'=f^-f-etc. de ' ce n"". y que l'on chasse df^ du résultât , au moyen de l'équa* tion (ï) differentiée, enfin qu'on élimine le produit «"""•jB" et ses multiples y on obtiendra une dernière équation ^ dont chaque terme , égalé séparément à zéro , fera connoîcre les relations des coefficiens
y, v\ v\.^.v,, r.,etc.
' loi 8. Nous allons parcourir les diverses remarques que Lagrange a faites sur les méthodes que nous venons d'exposer et dont il a enrichi l'analyse. Il est d'abord évident que Ton peut obtenir pour j^,, , autant d'expressions différentes qu'il y a de termes , dans la dernière colonne de l'équation proposée aux différences , en éliminant successivement du développement de <t*i8' » chacun des produits en « et (^, qui affectent la dernière colonne de l'équation (i).
Lorsque l'équation (i) peut se décomposer en facteurs rationnels ^
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on considère séparément ces divers facteurs ^ pour arriver à l'expression de y, , « qu'ils donnent chacun en particulier , expressions qui sont autant de valeurs particulières de j,^ « et dont la somme fournit s la valeur complète cherchée*
Pour éclaircir ce fait analytique , supposons que l'équation (i) soit le produit de deux facteurs rationnels , Tun du degré p ^ 1 autre du degré q ; nous allons montrer qu'en désignant par
ces facteurs , l'équation proposée aux diâërences sera satisfaite séparément par les deux équations
Tune de Tordre p et l'autre de l'ordre f ; et que par conséquent si l'on représente par y, , # , la valeur complète tirée de la première et par j^', , , celle que donne la seconde , on aura y^ , #=y, , « +y'', , ^ Cette dernière expression sera complète, car elle renfermera p^q fonctions arbitraires : savoir , p provenant de la valeur de y'^^tj et q de la valeur dey,,,.
Pour purvçnir à la proposition précédente , nous allons chercher quelle doit être l'équation de l'ordre p qui satisfait à l'équation pro* posée. En représentant la première par
'T"ysyt^.i-r^yx+itt+ "T^ys+p—itt+i
rM^^b'.,
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et faisant successivement varier x tt t, pour obtenir les consécu^' tives t nous en déduirons
i*....a^^,;,+b^^o« +£^^,+3,. +etc
+bjK^,,t+^ i
aj'.,»!* +by.+,,fcH. + etc. |_p
etc.
inùntenant si nous multiplions respectivement chacune de ces équations par les coefficiens indéterminés P , Q , ^', R,B!, l^, etc. que nous ajoutions les résultats , nous aurons
liPj^,M+(bi'+a<2)^.+.M+ (cP+b<2+a«K4-». +etc.J
comparant ce résultat avec la proposée , nous aurons aPs^ bP+aO=Fi?, c P +bQ +ai? =C, etc.
''^''^' b'PfaQ'-^^' c'P+b'Q+bQ'+a^'=c;
équations qui sont précisément celles que l'on obticndroit en multipliant l'un par l'autre les facteurs
?+bct + €*• + etc.
P+Q «+/{*• + etc.
Kt fn comparant le produit avec l'équation (f).
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Il est facile de poursuivre le calcul que nous venons d'indiquer et même de le débarrasser de toutç induction y et de voir en même tems qu'on ^1 peut faire un semblable sur les équations aux diâFérencei contenant deux variables et aussi sur les équations différentielles. Il en résfilte bien évidemment que Téquation aux différences > correspondante à chacun des facteurs de réquation (i)^ satisfait à la proposée.
Lors donc qu'on aura décomposé Téquation (i) en deux facteurs j l'un du degré /^ 9 l'autre du degré q^ et qu'on sera parvenu aux ex* pressions complètes dey^, « et de^,, # y on en déterminera les fonc* lions arbitraires en supposant données les valeurs
y sy.^ /»>t> etc. y\yty ytM> ctc, y\^oy y*»if etc. y,,,, y,,i, etc.
Pour passer ensuite de ces valeurs à celles de
\r*>o «y*»!» etc.«.*j^^,,, J^ijoCtc.
il ne s'agira plus que de combiner les équations aux différences
^^y'x^tyfxy i9 avec l'équation ^,,,=y,,,4-y„,, afin d'en tirer par l'élimination , les expressions des fonctions y^ , , et y", , « , 'au
moyen de la fonction ysfi^t, de ses différences ou de ses valeurs
consécutives.
10 19* Si l'équation (i) se décomposoit en facteurs qui fussent des puissances parfaites d'autres facteurs » l'expression y^^t* obtenue d'après les remarques précédentes ^ ne seroit plus complète. Si Ton avoit y par exemple y n"=o , ce qui donneroit m facteurs égaux ;à n=o y on ne déduiroit de chacun d'eux que la même équation aux différences y et par conséquent que la même intégrale ; mais il faut observer que l'équation aux différences , correspondante à n"=o jv^admet , outre la solution j^,,,-=*'i8', les suivantes ,
jr^^^ct^-y, j^,,,= ^(47— ï)«*-"V,**.etc. ou celles-ci
ou enfin celles-ci
y,, *= i^'»'^', jr,,,= /( r— I ) «*i8^S etc. jipptndict, ' L I
±66 Ch, I. J>ir Calcul
qui se tirent de la première en prenant ^ jusqu'à l'ordre m— i incUisivetnent , ses dtâërentielles , soit par rapport à et , soit par rapport -à /8 , et en faisant même succéder ces difiFérentiations les unes aux autres dans tel ordre qu'on voudra. Ceci est fondé sur des raisonneméns analogues à ceux du n**. 648 ^ d'après lesquels on substitue , au lieu des valeurs de « ou de jS qui sont égales , d'autres valeurs très-peu différentes entr'elles.
Connoissant uii nombre m de valeurs particulières de jr^ , ^ , on en aura une plus générale en prenant la somme des produits de ces valeurs par des constantes arbitraires differentesret.il viendra
mais pour arriver à l'expression complète , il faudra substituer
aux produits
a^'iè', tfV-'iS', aV-"»i8', etc. des fonctions
y*»o ^"x-M*» /'*-»• 5 etc.
on aura ainsi
en observant que les fonctions y, ,# , ^.i*» y'sfty etc. doivent satisfaire à l'équation aux différences, correspondante à n=o. Les fonctions arbitraires qui entreront dans la composition de celles-ci seront les mêmes j niais en passant dans les valeurs ^^yxiif elles prendront chacune un indice particulier. Pour les déterminer on se conduira comme dans le n*". 10 16 ; on les exprimera d'abord au moyen des premières valeurs
y^r^o, y*M>etc. y„#, y.,o etc.
y'x,*, y*f I » etc. y.,,, y,,«, etc.
et l'on introduira ensuite les valeurs
7*»«* ^,»i> etc. yoo J^.M>etc.
en éliminant les premières , à l'aide de la relation qui existe entre les fonctions j^^^i, y^^S y«M> etc. et des équations en y,, # , y\ , i ^ etc. déduites de n=s:o.
DES Différences. 167
Nous n'entrerons pas dans de plus grands détails sur cette matière qui devient très-compliquée; ce que nous ayons dit suffit pouf mettre sur la voie les lecteurs întelligens qui auront présentes à l'esprit les diverses remarques semées dans cet ouvrage. Nou5 passerons aussi sous silence , par cette raison , la théorie des équations entre plusieurs fonctions , que Ton peut traiter à peu près comme les équations difFétentielles du n''. 656 ^ ou comme les équations aux différences du n*. 996.
loao. On parvient à des résultats analogues pour les équations aux différences , contenant quatre ou un plus grand nombre de variables , qui répondent aux séries récurrentes mpUs , quadruples , etc. Pour se former l'idée d'une série récurrente triple , . par exemple , il suffit de concevoir une fonction qui varie de trois manières diffé« rentes ^ ou qui renferme trois variables indépendantes ; une semblable série se disposeroit naturellement dans les cases d'un parallélépipède ^ formeroit alors une eatU à tripU tntrU ^ et si on en désignoit le terme général par^^^ «, „ , l'une des arrêtes contigues à un même angle du parallélépipède ^ seroit la bande des Xy l'autre celle des r^ et la troisième celle des u.
Nous nous bornerons à traiter l'équation
contenant une fonction dépendante de trois variables , et que Ton doit regarder comme étant du troisième ordre, à cause du terme T>y^^ 5 n-i f «+!• Eo y battant y^.^.u =»*'^ V. tt divisant p^r a^tfy% après la substitution y il viendra
+ B'0 + Ctty C±=0...(l),
iToii on tirera y-=^-s'+C,+C^ll+Dati' «t l'on aura par conséquent dans l'expression
Ll »
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pour la fontion cherchée ^ une valeur contenant trois arbitraires a y « et fi ; mais cette valeur n'est encore que particulière ^ et si on donne
à celle de y la forme
fi àtfi
A fi Afi
en divisant par afi^ son numérateur amsi que son dénominateur; et qu'ensuite on en développe la puissance u , en série ordonnée par
rapport aux puissances des quantités - ^ -, on obtiendra un rér
, A fi
sultat de la forme
rj/i
+etc-
A et a
+ etc.
II n'entrera dans les coefficiens ^^ /^« • • ^1 1 etc.'que ks constantes A^ B y etc. et l'exposant variable u. Par la substitution de cette série le produit «t'i^V ne contiendra plus que des termes de la
forme V^ -7^,%^ par un raisonnement semblable^ celui dati*. iot6}
' A fi
on se convaincra que ces termes |>euvent être remplacés par d'autres
de la forme F {(r^s), { désignant une fonction arbitraire , ce c[uî donnera
^..#,.=^f(*,f) +rf(Ar-i,r) +f"f(*-i,0 +^f(*-3iO+etc; ,+ r,f (*, *-i) + f^.f (*— 1 , *-i) + F'.f (*— » , f— 0 + etc. + f;f(*,*—i)+r.f(*— !,«—»)+ etc.
+ r,f(jp,«-i)+ctc.
+ etc.
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Cette expression peut se traduire en une autre qui ne dépende que des valeurs de
J^s9 «-Mo» J^x-i 9 <-i 9 • 9 J'r-sJ «— I > o > ^^^^
etc.
contenues dans une table à double entrée , qui résulte des seules va« riations de :r et de / , et qui formeroit une des faces de la table parallélépipède ou à triple entrée. En e£Fet , lorsque i/z=o , on a y=^i » d*où on conclut ^= i ^ et tous les autres coefficiens sont nuls » il vient donc y^jtj 0= ^(-^9^) t P^î^ suivant à cet égard la marche tracée dans les n"**. loii^ 15 et 16) on obtient
^;r,#l, »=rj^,90o +^>,«c,M« +^''^x-«W^« +'">,-?>«>• + «c.
+ ^.:K»»«-.,«+^^x_,it-»».+etc.
+ ^}y„M».+etc.
+ etc.
résultat parfaitement analogue à celui du n\ loii, et ayant aussi l'inconvénient d'être indéfini , à moins que trois des quatre quan« tités B', C, C% Z) , ne s'évanouissent ^ ou que les valeurs de^„ ,, ., relatives aux^ indices négatifs ne soient toute» nuÙes. On pare à cet inconvénient par le moyen d'une méthode absolument semblable à celle du n\ 1015 , et sur laquelle nous ne saurions nous arrêter.
loii. La méthode que nous venons d'exposer suppose que les. coefficiens A^ B^ C^ etc. de l'équation aux différences soient constans ; Laplace , qui le premier s'est occupé de ce genre d'équa-tions y a donné un procédé un peu moins simple ', mais aussi à l'aide duquel on peut intégrer une classe assez étendue d'équations à coefficiens variables. Il a fait remarquer en premier lieu. que Téquation
dans laquelle les deux variables indépendantes décroissent delà même inanière , peut se changer en une autre , oii l'on n'a plus à considérer que la seule vàriabl'^x. En effet, si l'on prend /=a; — K, A^^tantyne
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constante , et que Ton mette cette valeur dans les coefEcîens ^xjt, ^x9i9 ^"x>o ^^c* ^orjo que Ton représentera ensuite par X^ , X'^ , X\ , et ^, , et que Ton change j^^, * en «, , on aura
rîntégrale de cette nouvelle équation donnera Tcxpression de ^,, ,, lorsqu'on y substituera x — t au lieu de iC , et il faudra regarder les arbitraires comme des fonctions de x-^t.
toiz. Lorsque les deux variables ne décroissent pas de la même manière , les fonctions arbitraires paroissent devoir être affectées du signe d'intégration x. Si Ton a ^ pat exemple ,
et que l'on fasse d'abordj^^,,=f(r),ilen résulte j^,_,,j=f(:c — t); prenant ensuite t=% 3 l'équation proposée devient
yx » .= J^x-« , . + J^x-, , t > donne y^ , .— y,., , .=~rx-. > , , d'où l'on conclut A,^,^,,.= f(A:— i), par conséquent A,^,;a=f(jf) et j^,,.= sf(A:): passant à r=3 , on aura
augmentant Tindice Jt de l'unité , il viendra
^xVxy î=2 f W et j^, , ,= %^î{x).
Si Ton continue ainsi , on obtiendra y^ , ,=s'f (:»:) , formule peu commode » quoiqu'il soit possible d'exprimer le second membre par une suite de termes a&ctés d'un seul signe d'intégration ( n"*. 918 ). 1023. Considérons à présent l'équation
yx9 i=^.yx^x , i+^'xyx^u +^'x^x-î , #+ ^^^^ + ^xyx, #-. + ^'xyx^r , *-. + 5'x^x-.,t., + etc.
qui n'est que du premier ordre par rapport à la variable r ^ et cominençons par nous occuper du cas particulier
Cette équation suppose que jkt et / surpassent l'unité* Si nous faisons fuccessivement x-z^x , x^=^i , tious en tirerons
$t de ces dernières nous déduirons une résultante dans laquelle l'indice
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relatif à Jtr ne sera que i ou 3 , en éliminant les termes j», ^, et y^ , <. Pour nous procurer un nombre suffisant d'équations , nous changerons r en / — i dans {h) , qui deviendra
chassons maintenant des trois équations {a) ^ {b) , {b') , les quantités y%My y%y i^x 9 <iomme des inconnues distinctes ; pour cela , multi-. plions respectivement par. et et /S les équations {a) et {b') , que nous djouternos avec (b) et nous aurons ,
égalant à zéro les coefficiens de y^i « et dey^, ,_, , nous obtiendrons
A^ — a=0 ou a=^, , rt5^ + iS^5=0 OU i8= — 5,,
d'oïl il résultera
ysu-{B. + B^)y^, ,., + i?,5, j^j , ^ — ^,C,— ( t -50C, I ^ ^(^ j^
Si on désigne par ^(r) la fonfctionj, ,,, évidemment arbitraire, cette équation pourra être traitée comme ne renfermant plus que la seule variable r, puisque les indices relatifs à ji; sont les mêmes dans tous les termes , ou que tous ces termes seroient placés sur une même ligne horizontale , dans la table à double entrée ^ qui représenteroit la série proposée.
Prenant :r=4 , Téquation proposée donne
en diminuant l'indice f de i et t successivement , on aura
les équations c , c', <:", combinées avec l'équation (3 ) , fourniront le \ • moyen d'iliminer ^, , , , j'^ , «-• » ^î » «-« » et d'arriver à une équation
' qui ne contienne plus que J^4 , i , J'a w-, , J'a » «-. » ^4 > *-? , et la fonc-
tion arbitraire^,,!. Cette équation sera
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en faisant pour abréger
Passons encore à x^^ , nous trouverons successivement
J'5,«-,=-^Sr4,«_. + -ff5y5»«-.+ fî . • . . (''')
équations qui serviront à éliminer 74 , i , ^4 , «-, , ^4 , «_. , ^4 , «-j de l'équation (4) , et conduiront à
en faisant
La composition de ces équations est facile à saisir ; et si l'on représente le dernier résultat par
les coefficiens iW,, iV,, P^...D^^ y seront formés d'après la loi déjà bien évidente de ceux que nous avons calculés précédemment. On peut aussi les dé^uirç succçssjvçment les uns des autres ; en éliminant
^x-0«> y^^ipt^xf J'jf-Of-.af ^Xar-Ot-î >• • -^^C»
entre Téquation
f t Içs suivantes ^ dont le nombre doit être égal à jc«— i ~
et
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et en comparant la résultante avec l'équation (x) ; car on trouvera
D,= —A,D,_,— Cl i — 3f_. + JV,_,— P._.'+ etc. ) ,
équations qui ne sont que du premier ordre » et qui ne renferment que la seule variable x.
La valeur de j^^ , , , tirée de l'équation (x), contiendra un nçmbre x de constantes arbitraires , qui seront surabondantes, puisque la proposée n'étant que du premier ordre, ne doit avoir daps son intégrale
que la fonction arbitraire f (r) > introduite pour j^^ ygi *^ faudra donc
If
déterminer ces arbitraires par la substitution de l'expression de j^^, ^^ dans la proposée et par la comparaison des termes semblables en x^ 1024. L'équation générale du n*. précécl. donne d'abord
jr^,,-x==Ayvt-*+^\yvt-i+^'iyi*t-4
+B^y,,t^t + B'^y^,t_^+B%y,yt-î .... +A^, ......
, J'j,i^.=/^î:y}.«-î;<-^î^î.«-4+^Vî.«-5 . «. .
+ B^y^^^+B\y,^,_^+£%y^yt_^ . . . . +^, ."
etc. ■ -
Si on multiplie respectivement la troisième , la quatrième , etc. de ces équations , par J,, A\^ etc. et qu'on les retranche de la seconde , en écrivant le résultat ainsi : ' .
+ etc.
=Bi[.y».r—A j'».*-.— ^'»y.,«-. . . . . ]
+ B\lya.t.y—y4,yi.*-^ . . ... ]_
Apptndiit. Mm
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on recoirnoîttâ sur le champr la possibilité d^éliminer les quantités
au moyen de Téquation (i), qui les donnera successivement en J'oo VxM^i 9 yi% «-»> «^^* et de parvenir à un résultat de la forme
dans lequel on n*a plus à considérer que la seule variable ^> et qui s'intègre par les méthodes des n" 973 , 979,
La même marche conduira à des équations semblables par rapport i y^,t 9 y^^ty^y^yt* Le^ coeificiens a, y a\y etc. seront aisés à former par indîrction; il n'en sera pas ainsi dé la«fonction u^^t\ mais OH y^ parvient en déduisant de l'équation
y^y t=^^xyx9 *-i + ^'.J^»» #-»• • • • +«*>#• • • • W > les suivames
etc» •■ •
doot'la somme fklte memtere à membre est'
■o.JK.x., , «+ ^'.J'^, , «-, + etc.
^tf»-. [ ^,y,-x » »_. + iï'r^.-r »;_.+ etc. ] «'r-iE/^iyx-..f-«-l-etc.l
+ 5.«.-. , «+ ^'«.-. » ^. + etc.
Si l'on y substitué pour les quantités
B.y^^yi +5Vi-.»*-.+ etc.
■B.J'^. , »-t + 5>.-, , *!. -K etc. . . •ff»y,_,,*-j+ etc*
leurs valeurs tirées de Véquatioii proposée \ on la changera ea
+ a'.-. Cy. » «-.— ^. j'x , #_î • • • • — ^* ]
+i'.«_., «+iï'.«.-. , t- + etc.
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«t ea ordonnant les dlfférens termes de cette dernière ^ par rapport aux valeurs successives de y^^o on aura
+ 5x«x-t , *+ ^>x^. » *-f + etc.
+ (i— tf,-t— ^',-.1— etc. )N, :
comparant avec Téquation {x) ^ on en conclura
«,. .='SX-i» «+^'*«^i » «-I+ etc.
Les coefEciens «« , a'. , d'., ne dépendent que de la seule variable X : il n'en est pa; de môme de la fonction »,,« ; mais cependant réquation qui la renferme , se traite avec assez de facilité , en observant que quand on prend pour ^, , , une fonction arbitraire de;, on a aussi u,,f=z((^t), d'où Ton conclut «.,. =(i-tt -a'.— etc.)A7.+5._ f(0 +B\ f(r-.i)+etc.
a,w = C^. + K f(') +*'. f(r— i)+et(k
«^.„ = C,_.+ *,_.f(/) +*'_.f(;-,)+ etc.
etc.
Lorsqu'on met les valeurs de «,_, , « , ««_, , «., , . etc. dans l'équation «n »,,„ obtenue précédemment, elle devient
«.» «=(i— *.-•—'»'— •— etc. ) JV, ^ +(5.+ir,+ etc. )C._,
+5A^.fW+(5A-. + .^'x*,-,)f('-i)+etc.
d'oïl , par la comparaison avec la valeur hypothétique de a^ „ on tire
Mm 1
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L'intégration de ces équations ^ et l'addition des constantes don-^ neront les valeurs complètes de ^,*, h' ^ , etc. C,. Les constantes se détermineront en observant que lorsque jc= i , on doit avoir », , #=f(^) ^ d'où il suit C,=o , i,=i , y,=o , ^",=0 , etc. ' L'intégration dç l'équation {x) introduira un nombre x de constantes arbitraires .qui poxirront être des fonctions de x\ mais ces fonctions doivent , pour satisfaire k la proposée ^ cesser d'être arbitraires, puisque l'intégrale de cette dernière ne doit renfermer d'autre arbitraire que f(r). On les déterminera par la substitution de l'expression générale àty^^ ^ dans l'équation proposée.
1015. Pour appliquer cette méthode à un exemple particulier , oc* cupons-nous de l'équation
qui y lorsqu'on y fait
^o>«=o, j^i,,=ï, y^.x—Oy ^3,,=o, etc.
fournit cette série à double entrée
0 etc.
nous aurons dans cet exemple
^.=1, ^=0, etc. -ff,=o, -8'.=!, .5'. et les équations du n*. précédent nous donneront
=0, etc
A tf ' = — la:
d'où notts conclurons
iï,=c + wi =c + i;c=c +i.[*^l ^
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et seiilement tf,-,,= i(^ — i)» en ne faisant commencer Téquation proposée que lorsque x=^i. Nous aurons ensuite
et il faudra encore supprimer la constante c'y pour que N^^^^=:o ^
lorsque jr=T ; passant à
et suppriiriant c% nous aurons cette suite de valeurs
tf,= 1 . a x=— 2 « u x^^^^ f eic#
dont la loi est évidente. Jl ne nous reste plus que l'équation i/,,,=2i<,.i,i, dans laquelle on doit regarder / comme constant. Nous en tirerons u,yg=^yx'y et comme i^^i^ doit s'évanouir quand jt=T , il faut que >=o.
Ces divers résultats nous conduisent à l'équation
+ a*[o] Wy.,«_4— etc.
à laquelle on satisfait en prenant y^^f=K^ ^ la fonction k étant donnée par l'équation
*-SW7+[ôÎM^--MM4-+etc. = o,
qui n'est autre chose que ii \ =o,et ne donnant par conséquent
pour K que la seule valeur a=2 , ne mène qu'à une expression particulière de y^^t9 c'est pourquoi nous ferons ^„|=:n,,, 2', La substitution de cette valeur changera l'équation ci-dessus en
n„r-[o] Mn„ ^, + [0] Wn„ ^,_. [o] M n,„.
+ [o][r]n„^^ + etc.
qui revient à A n,,i=o ( n% 860 )j mais on satisfait à cette
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équation en prenant pour n^,<une fonction qui, par rappott à <; soit rationnelle et entière et du degré x — i. On pourra donc ( n^ 861 ) , donner à la fonction n^^ la forme
n,,,=C;[o] [r-r] + C^[ô] [r-2] + C^[o] [/-3] + etc.
substituant ensuite dans l'expression dey,^ «, puis cette derrière dans Inéquation proposée ^ en observant que
[o] [/-i] = [o] [r-2]+ [o] [r-i] etc.
et faisant varier , par rapport à ;r , les arbitraires Ç, , C", , ctc; it viendra
=C,[o][/-x]+(C',+C;_.)[o][r-i]+(C".+C',_.)Eo][^i]+etc.
La comparaison des termes semblables donnera C=C,, C;+C'.=sC'.+C,_., C'.+C".=C^+C'._., etc. ce qui se réduit à C^ =C~i 9 C'x=C'*-i 9 ^^c»
d*oii Ton doit conclure C,=^c , C ^•=c' ^ etc.
c et c désignant ici des constantes ; pour déterminer ces dernières » on prendra dans la première ligne de la table de la page 176 , les valeurs de j^, „ , j^. , , , etc.
Quand^x^^i, on a , *
[o] [^,]=i, [o] [r-.i]=o, [o] [/— i]=o, etc. d'où il résulte y,,, ^= Cl', j^,„=ic, et par conséquent cz^\%
quand jc:=i, il vient J'a,#=i'([o] [/ — t]H-<^') 9 expression d'où Ton tire j/,,,=ic' et i:'=o, puisque dans la table y,,,= o. En poursuivant de cette manière , on trouvera successivement ^',?=o,c'"=K), et on obtiendra
pour le terme général de la série comprise dans la table de la page 176.
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La complication de la méthode que nous venons d'exposer , ne paroît être due qu'à celle dû sujet ; cette méthode a d'ailleurs , sur celle du n*. 973 , qui paroît beaucoup plus simple, l'avantage d'oflfrir un véritable procédé d'intégration^ fondé sur la nature* même des équations aux différences partielles , tandis que le succès de l'autre ne tient qu'à l'effet d'une substitution particulière aux équations du premier degré à coefficiens constans ; je regrette , pour cette raison, de ne pouvoir m'étendre davantage sur les diverses ap* plications' que L^aplace a faites de sa méthode^ et d'être obligé de renvoyer à son Mémoire; mais pour terminer cette matière^ jetais rapporter une méthode proposée par M. Paoli , dans laquelle se trouve comprise celle de Lagrange et qui s'applique à un genre d'équations dont Tordre est indéterminé.
10x6. Soit , proposé d'intégrer l'équation
^,»#=^,y*M-i +^*y«j«^. +^xyxu-^ i
dont l'ordre , relativement à la variable t , change à chaque valeur de'x. Supposons que l'intégrale cherchée ait cette forme
y„ «= /B«i'[* J +» *'t/8,] +p c'b J + etc.
dans laquelle [<tj =«;.*,_,.«,_, «, , et ainsi des autres ;
et les quantités a, b,c. . . , my/iyp. . , , désignent des. cons-^ tantes. Tirant de cette expression les valeurs de >*,,,, j',,*., etc. pour les substituer dans la proposée , nous aiirons •
««'[«,] + fi !>' M+ P c'b.l-i- etc.
A-njfJb' [|8,'i;]+»5',3'-[/3.!;î ■¥nX',b"'i&Zh
+ /»^.c-[^J +^5,c— [>j -^pX^c'-' [>,5
^pA'.c' b-.ri+Z'^V-'tr^î ^pX',e-'iy'rd
. ayant introduit un nombre suffisant de fonctions indéterminées
^*j ^* > 7x1 etc. dans Téquation proposée , nous y pourrons satisfaire en posant
etc.
Les quantités m^ ^yP y etc. disparoissent de ces équations , par la
seule division et demeurent par conséquent arbitraires ; on peut aussi
chasser les fonctions [*,_,] , [i8,-J ,• [7^*-i] 5 etc. puisque Les équations simplifiées par ces réductions donneront respectivement
J ^^,+^^,c-' .... +XV"'
etjc,
d'oii- on déduira les valeurs de [*,] , [j8j , [>J , etc. mais pour faire usage de celles-ci , il faudra les réduire en séries.descendantes , luivant les puissances de «, bf c , etc. et si Ton a
£«J=^+>rf'«-'+^'rt— +^'"tf-»+ etc.
[^j=^+^'r' + ^'r'+^'"^-'+ etc.
\y^]=4+ 4'<r' + A'r^ + A''r^ + etc. ;
etc.
en
on en conclura
y^'^^=iA{mc! ^nV +/'c' +CtC. ) + Â (ma''' 4- n*'""* +pc*'- + etc. ) +A%ma''^+nb'^+pc"^f etc. ) :
en raisonnant ici comme dans le n^'10I^, on transformera cette expression dans la suivante
^., ,=^^(f)+^>(f—i) +^''f ('—*)+ etc.
qui sera Tintégrale complète de l'équation proposée aux différences,
La méthode ci-dessus se réduit ^visiblement à faire y, ^ i=ia*[<t>J] i à tirer de la substitution dans Téquation proposée la valeur de Ag\
et à 'convertir ensuite [et J en une série de la forme
^+^tf— +^V.+^'a-H etc.
d^oii Ton déduit sur le champ
j^„.= ^KO+-^> (r— i)+^>(r— i)+^^X^— 3) + etc. 1027. Prenons pour premier exemple Péquatîon
qui engendre la série
X 345 é...».ar
rÇO
lorsqu'on fait y„ ,=i , j.,„=o, j^,,^,=o, etc. Chaque terme de cette ^érie est égal à celui qui le précède dans la colonne verticale oh il est placé , mukipUé par x et augmenté de celui qui , dans la colonne précédente, s'en trouve éloigné de x^x rangs [horizontaux : Appmdiu. N n
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pour le troisième terme de la septième ligne , par exemple ^ on a ^=3, ^=7, et r — Ar+i=54 et par là on trouve j^j, 7=3x15 + 15=90.
Faisant y comiAe le prescrit la r^le ci-dessui^ y*»#=^'[*J> réquation proposée se cbange en «e,= :ç <!'"'*,+ a"**^* et donne
tf--*'
*,=: — , d'oïl Ton conclut
Soit
' ~ = ^ + ^tf-« +^a-* + ^"0-^+ etc*
on aura premièrement jé7=s i , puis il s'agira de mettre le dénominateur du premier membre sous la forme
i+Par'+,Qa^^+Rar^+ etc.
pour parvenir au développement de ce membre ; or il est visible que
Q=i.2+i.3. +1.3+ etc.
R= — 1. 2. 3 — etc.
et que ces quantités peuvent s'exprimer par la somme des puissances de la progression 1 9 1 > 3 9 4 » etc. au moyen des formules du n*. 1589 qui donnent
etc.
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<t on aura ensuite y pour déterminer A,.jf ^ A'f A'"^ etc. les
équations
PA-^A=^o
QA+PA'+A*=o
RA+QA'+PA'+A"^=<y
etc.
reste à tirer les valeurs des coefficiens A^ A\ a4% A^\ etc. mais on y parviendra plus facilement , en comparant les équations qui se correspondent dans les deux suites ; car on aura ainsi :
etc.
d'où l'on conclura
A" S, ^ ^. . /jr, ^ S, xS,
^ ^*) Ces formules ne' sont qa*un cas particulier de celles que donne M. Papli, pour réduire en série, par le moyen des sommes des puissances, une fraction rationnelle, formules trop élégantes pour ne pas ttouyer place ici. Si Ton a la fraction
isi3i^^=^+ A+^Y+^v+ ».
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et par conséquent
et qu'on prenne les logaritbntes , il viendra"
Jî;i:'jîi'[;=S'^ji'(to[]::::::}=wA+^v+^-'t'+etc),
puis en difiSrentîant, on obtiendra
f __ A'-\-aA''x^-KA^[*^ etc.
les termes du premier membre éuist développés en série » il en résulte a'+a'*^+âV+ etc.
+c'+c'*c+c'3^*4- etc.
■ _ ^+2yf^^4-3^^V + efc.
_a— a^^+aV — etc. ( ~ ^M'{+i^V+^'V+etc.
—b— b»^+bV — «te- _c — c*{ -f"c'^* —etc.
et si Ton fait
u >=a "T"l^ "v C • - . k • . . ""i «-~Jb — <
etc.
on aura
5»+5,C+% + etc. - ^^^,^^^^^^^-—-^, d*où l'on tirera
«te.
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par le moyen de cette dernière expression , on aura
1 ) + etc.
Ces formales sont principalement applicables, lorsque les quantités
constituent dés séries dont on peut obtenir facilement la somme, lorsque leurs diâSrences premières , par exemple , sont constantes ; dans ce cas on peut aussi trourer immédiatement les coefficiens des puissances de ;^, dans le développement du produit
(I — at)(i— bç)(i— cO«c;
par un moyen que nous allons exposer, parce qu'il peut être utile dans plusieurs occasions , ainsi que l'a montré Lagrange.
Soittf,tf+^, tf + a^, ^+3*»^ tf + (/« — i)^ une suite de quantités croissant par une différence constante et égale à A; on fera (* + ^)(* + ^ + ^)(* + * + i^) (*+^ + («-i)/t)
les coefficiens A\ A'\ A'\^ . • • +^*^ donneront les sommes demandée»;
Si Ton substitue x-^^k à x, dans les deux membres de cette équation , elle deviendra
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Si Ton fait x=.o , les sommes S^, S^, S^.... s'évanouiront » et il ne restera que y»^ i^= 9 (^) ' ^" ^^^^^ ^^^ ^^ détermination de là fonction p dépendra de la colonne verticale qui précéderoit la première de la table de la page 281 ^ et qui n'est pas donnée.
cfî comparant son premier membc^ avec celuî 4% b précidefite, e» vott mm pei que le second
x+a développant cette nouvelle équation , on obtiendra successivement
{x+a) [{x+k)'^+AXx+k)'^-'+A'\x+k)^-^ +i<Cm)J
z=^{x+a+mk) [*'"+^'«"-*+-d'^Jc"-» +i<C'«) J ^
et
,»H-- 4.- k jc"+ ^- ■ ^ A*>A^"'''+ ^- ■ ^^' ■ ■ ■ A Â^x«"^f + etc.
+ 4*"+ -tffcc«-'+ -.^ i tfA»A"»-»+etc.
. Ai w— 1 .,, («— iV«— a")
+^'a'» + ^'X:x«r'+ ^ <^ — ^ ^'A*A«-*+ etc.
+ A' a jc«-»+ 2Zl ^'tfit A"»— + etc.
+ ^"a— •+ 1!— XAA"-»+etc.
+ A"a *"~*4" etc.
+ -^'"a— •+ etc.
=:««+>+ ^a"+ -r4''A«-'»+ if "*"»-»+ etc.
+ 4*"+ ^'.îx«-"'+ A''iiJc«-*+ etc.
+ mkx^+ A'mkx'^-»+ A'mkx'^-*+ etc.
Cette dernière équation devant être identique donne 1 = 1 .
!<1II11k*+1 a k + f!=ljfk + ^'4 + jf'=A"+A'a +A'm k 1.2.3 i.a i.a
■ïlli^'^ i 4. !!!lllA"k+A"a +Â''z=:W''+J"u+A''mh CtC«
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Maintenant voyons comment nous passerons de Tune à l'autre; fai-> sons x:=>\ , réqùation proposée nous dannera >',,f=^i5*-r + J^o»«j d'o{i^^,,==y, ,r— >mm c^ fl^î 'ïous montre que la valeur de j^^ , | doit toujours être nulle tant que / est un nombre entier positif différent de l'unité , puisque la table de la page 18 1 donne dans tous ces cas y,, 1=1. Pour obtenir les valeurs de y,,<, lorsque /est nul ou négatif y il faut continuer en arrière la série résultante de l'équation proposée 9 ce qui s^efièctuera en formant ^ par le moyen de cette équation y'ie tableau suivant:
etc.
yiAi^^ yii9'ty»9t y^f I ^^ ^y%y o + j^i > o y^i i=3J^î»p+,yâ>-i
|etc«
J^.,*= ^.51+^01.^ etc.
y»9^^^^y%M'^yi9t yz^M=3yi^i+yi^i
|etc.
A la troisième ligne de la troisième colonne^ on trouve Téquation y^9^='iyijt + y^9o9 ^^9 par le moyen des valeurs de y^9%9 y\9i9 tirées de la table de la page 28 1 , donne y^ , ^ = o , %.€ette valeur, substituée dans la seconde ligne de la deuxième colonne , qui esty^,,=iy^,^+y,9o9 conduit à^,,^=o; en prolongeant plus foin le tableau , on trouveroit dans la quatrième colonne , à la quatrième ligne, j^^,, = 4:^4)* +J^î,o* équation de laquelle il
d'oh Tan déduit
3^"=^'^".+ fc?K:!=î2l^-*+ ±^^k!!=±A'ak ^ i ' I .a i.a
>b(/b— i)(fff— a)(w>--3) ^a
j.fl.3.4 etc.
La loi de ces expressions est déjà assez évidente pour nous dispenser d'aller plus loin. Nous observerons que, pour les ramener à celle de Lagrange, il faudroit faire a=î , A=i, et écrire iR«*i au lien dem. ( Mém. de VAcadémit dt BtrUa , aiinée 1771 , page 126. )
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résulte y^ , «^=0 9 cette valeur mise dans la troisième ligne de h deuxième colonne^ montre qoe^,y.,=09 et par la seconde ligne de la première colonne on a alors ^, , _,=o ^ puis par la première ligne de la même colonne ^^^^^^ro. On s'assurera par la même voie que les valeurs de jK|,« sont toutes nulles lorsque / est nul ou négatif; on conclura donc de là que y ^9 i=j^i> i— •Ji>«=i : c'est la seule valeur Atyo^ê qui ne soit pas nulle.
Cela posé , puisque j^o • «= ^ (^ ) > <>n aura
^(^— 0=J^«»i-i» ^i^—^)=y.9t^$ etc.
et y»^i—^yoy i+^yc9 t^t+^'y^fi^ .+^^"^*îyoM--^.*
C^te série , d'après ce qui précède , se réduira pour chaque cas par* ticulier de la quesdon qui nous occupe ^ au seul terme dans lequel
/— xtt — 1=1, on y ^ • — m — 1=1,
il Vient alors m+i = r ^ — i ; mettant cette valeur dans
l'expression générale du coefficient j^'^'^ donnée plus haut ^ on obtiendra
+ (£i^.5.£^+(£i.4.^.fi)^) ^-yrO-4 etc.
\3 3 NI x/^/t — ÎJr(* — i) — I
Soit, povir appliquer cette formule «=3 , /=8 ; les quatre termes écrits ci-dessys suffiront pour ce cas particulier ,' puisqu'on a m + 1 =4 f et on trouvera
d'où l'on déduira
6 1^04 + (ii + a-i4+(7+ï8)z)- = = 301.
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xox%. Condorc€t , à qiû Ton doit la théorie généraU des équations jj^, équatîonf de condition relatives à Tintégrabiiité des fonctions différentielles , a de condition reUdonné ies équations de condition qui doivent avoir lieu pour qu'une bîlité des fonctions fonction aux différences soit intégrable ; nous avons remis jusqu'à »»* différences. présent à traiter cet objet parce qu*il,est plus curieux qu'utile.
Soit V une fonction quelconque des variables x y y , { et de leurs différences jusqu'à Tordre n inclusivement ; si on la regarde comme la différence complète d'une fonction P^ , on aura
id'oîi l'on déduira successivement
dr_dAy^ dv A^v, , dv ^di^y, dv __dAy^ .
dZ IT * dli d^ * ll\ê^7^ * l^~d^ * ^^* dv dtv^ dV duv, dv _dh.v; (tr _dt^v,
dy~ dy * dÂ}~~ dà.y *, dùTy ~~dA.y * db?y ~~dt?y * «^'
etc.
dF dAF" dV dhV, dV d^V. dV dLV
di d^ * dx d^i' dA'i dl^\ * dh\ dA\ *
mais en transposant la caractéristique a , dans — -~- , on obtient
dx
dV à-j-^, puis en observant que
dx dàx dA*X dù?x
dV
dP dV "dj^ dP"
dP'=--~i-dx+-j~i-dj^x+ -j--^/A**+ -—^J^'x+ttC ' dx dAx dA*x. dA?x
dy
prenant ensuite les différences de chaque terme de cette dernière expression y qui donnent
dV àp^ dV dV
U—;-^dX'=t^—r^.dx^—^dùkXJ^Ù.—^.dtkX
dx a^ç dx dx
dV dV dV^ dV
A--— ^rfAA:=A-7— ^•^Ajr + -r — ' dù^x^L^—^Uà^^X dLX dtkX dùkX JAX
etc.
appendice. Qo
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pour former le développement de J^dV^^ et comparant enfin ce développement terme à terme ^ avec celui de dV ^ on aura les équations suivantes ,
dJ^ dT^.
dx dx
dV" dP-^ dT^^ âT^,
d^x dù^ dx dx
df^ dy, djr jy^
d^^x dL^x dùx dAx
djr ,.dv^ dv, dv,
dii?x dt?x dL^x dù.^x
pareillement , par rapport aux variables j^ et ^ ,
dy dy
dT^ dP^^ , dP^^ dV^
d^y dù^y dy dy
dV" dT^^ dV^ dJ^,
dL^y dA^y dù^y dby
du^y dùTy dù.'y dt.*y
UV dK
dL[ dAi d^ d[
dV dP" dT^ dK.
=A-- — Lj^~-LJ^ a
dù.\ dL\ d£i[ d^l
dj^ dP^, dK, df^^
^A^î Ja^Î * dL\ dA\ .
Il 'reste maintenant à éliminer les coefEciens différentiels de F^ on y parvient de proche en proche par un procédé semblable à celui qu'on a mis en usage dans le n"*. 86. En prenant d'abord la diffé-
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rence de la seconde des équations relatives à la variable at ^ on a ce résultat :
dLx dùkx dx dx
qui devient
^ dr ^djr dT^ ^ dfr
dùkX dLx dx dx
dj^ dV'
en vertu de la première équation — r— = a -— -^,
dx ' dx
Prenant ensuite la différence seconde de la troisième équation \
. dT^ , dV'^ dy, , dy A' = a' ^+ A' ^ + a' ^;
dtk^x dL^x dAx dAx '
dy dy
équation de laquelle on éliminera les termes a* ^ , a^ ^ ,par
le moyen de celle que nous venons d'obtenir et de sa différence p ce qui donnera
dy ,dy dy dy dy
A* =A* — lA —A»
dA*X dU^x dx^ dx dx
\dy^ ^,dy
dàkX dè,x
Si Ton prend encore la différence troisième de la quatrième équation ,
dy dy
qu*on en chasse les termes a'-j — - , a* —~ , à l'aide de la précé»
dù^X dùk 3Ç
dente et de sa différence, on obtiendra
^dy dy dy^^ dy ,dy ^ ^dy
dy dy ^dy
— A- — lA —a'
dàX dàX dAx
^ dy .dy
^ dà*x d^'x
En suivant la marche que nous venons de tracer , et en observant que puisque Test de l'ordre n, F^ doit être de l'ordre n — i , d'où
OO
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il suit que ----i.=o, on arrivera enfin à
db!'x \dx I dx i.x dx **** dx i
^djr (a-^i) ,^ ^ 4.A-— 1
. d^ . dy\
dù,*x dù.*x }
se: etc.
Il est visible que ks équations relatives aux autres variables y^if doivent être absolument de la même forme , mais que s'il y avoit une variable dont la différence première fût constante , elle ne fourniroit point d'équation de condition.
On déduiroit aisément de ce qui précède les équations qui doivent avoir lieu pour que la fonction V soit la différence seconde d'une fonction V^ ^ en formant d'abord celles qui doivent avoir lieu pour que y, soit la différence première de F^ et qui sont semblables aux précédentes ^ mais seulement de Tordre /z— i ; puis chassant ensuite les coefEciens différentiels de F^ , par le moyen des expressions de leurs différences y que Ton obtiendroit à peu près comme ci-dessus. Nous laissons au lecteur , que cette matière pourroit intéresser , le s(^n de 'développer ces calculs qui n'exigent que de la patience et de l'attention; nous ne nous arrêterons pas non plus à montrer comment on peut trouver les équations de condition relatives à Pintégrabilité des équations aux différences ; car il est évident que si ^=o désigne l'équation proposée , il faut chercher les équations de conditions relatives à la fonction MV^ qui doivent être em- • ployées à la détermination du facteur M , après avoir été réduites autant qu'il est possible par la suppression des termes dont l'équation y=iO et ses différences , indiquent la nullité.
1029, N^^* avons déjà fait remarquer , dans le dernier Chapitre du second volume de cet ouvrage , l'analogie que les équations de condition relatives aux différentielles, ont avec les équations qui donnent les maxima et Içs minima des formules intégrales indéterminées ; il existe
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une semblable liaison entre les équations de condition relattres aux différences et celles qui donnent les maxima et les minima des fonctions indéterminées , exprimée par des intégrales aux différences.
En prenant la variation de ces fonctions , on a «rs^ci=3:<r^, et lorsqu'on cherche leurs maxima ou leurs minima^ il faut que s<rf^=:o ; mais il convient de séparer l'expression de z<r^ en deux parties , en intégrant autant qu'il est possible les divers termes de i^V y ce qui fournit deux espèces de résultats les uns dégagés du signe 2 ^ et les autres qui ne peuvent admettre d'intégration tant C|u'on n'assî« gne aucune relation particulière entre les variables qui entrent dans la fonction F. Qn doit égaler séparément à zéro chacune de ces parties ^ pour obtenir les équations qui doivent déterminer la forme de la fonction cherchée et celles qui sont relatives aux limites de rintégrale.
S'il s'agissoit de chercher les conditions d'après lesquelles la fonction V doit être une différence complète , on verroit facî-* lement que dans cette hypothèse fV doit être pareillement une différence complète , sans qu'il soit besoin ^ pour la rendre întégrable, de supposer aucune relation entre les variables de la fonction y. Il suit de là qu'après avoir intégré autant qu'il est possible chaque terme de i^V , la partie qui reste sous le signe z doit s'évanouir d'elle-même ^ ce qui fournit évidemment des équations de condition absolument semblables àcelles qui résultent de la même partie de la formule pour les maxima et les minima; quant à la partie dégagée du signe s ^ ce n'est autre chose que la fonction pri* mitive de x JT, et si on l'intègre par rapport à la caractéristique l le résultat sçra l'expression de Sf'.
En prenant ^ comme ci-dessus ^
djf^ dj^ dv iy^
dV^ -—'dx + dAx + -r-— ^ à*X.+ etc. + -— dy + etc.
dx dtkX db^x dy '
on en conclura
^^=77^-+7^A/*+5;^AV*+etc.+ — /^+ etc.
Si l'on intègre, par rapport au signe x, d'après les formules du
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n*. 910, chaque terme de cette dernière expression » on aura successivement
X-7 AJ^X = — <r* — SA /x
i'Ax S'H.x J'AX
fà^x Il^x J'a^x
»y ^ ^y ^ fv
etc.
Il en seroit de même à Tégard des autres variables y ^ i^ etc. et en ne considérant <{ue les termes qui demeurent soumis au signe :s ^ on formera Téquation
S^y i^y IV IV
^x Mr iTa^jk: ^^ i-L^'x
^, ^V iV tV fV
* jy /Ay "^^ /A*^ •^ <rA"j^ .•^"
etc.
dans laquelle il faudra réduire les variations ^x , Ix^ , J'x^ ,
^y f ^yi > ^^c. au plus petit nombre possible. Cette réduction s'opère sur le champ en substituant aux quantités
IV lV IV
les suivantes
Sx{n) ' J^^x(n—i) ' J'^^x{n—i)' ^
qui en désignent les valeurs ultérieures , lorsque x se change en ^» 9 JK",^-, 9 ^,^-1 , etc. parce qu'il est évident que s -r— J^at, ne dif -
fère de 2 — , ' , <rjr, que d'une constante , que x— — JW ne diilère
de 3î -r: — f^'^-'^ i'x^ que d'une constante , et ainsi des autres termes
relatifs à :r et de ceux que donnent les autres variables. D'après ces considérations ^ il ne restera que les seules variations indépea*
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dantcà S'Xn, i^y^ 9 etc. dont il faudra par conséquent égaler sépatément à zéro les coefficiens ; on aura donc j par rapport à la variable X j l'équation
maintenant on sait que
Îi22 — — 1 — A^ +-^ ^A» . . . . +_
ilînL=s A— -+ A*-- :.... + A».
/Ax(;2 — 1) J'àx I ^TAx i'ù.x
crA*a?(/i— ^z) J'A";r J^A*x
CtC,
la substitution de ces valeurs / dans Péquatîon précédente; fait pré* cisément retomber sur Téquation de condition relative à x , obtenue dans le n*« précédent.
1030. La question la plus générale qu'on puisse se proposer sur les variations » par rapport aux différences , consiste à trouver la variation d'une fonction qui n'est donnée que par une équation aux difierences. Pour la résoudre ^ on multiplie la variation de l'équation proposée par un facteur ; on intègre ensuite le résultat par parties comme ci-dessus , et en égalant séparément à zéro les termes qui contiennent encore sous le signe z la variation de la fonction cherchée , on se procure une équation aux différences et du premier jdegré » qui sert à déterminer le facteur. Ce calcul est trop facile à effectuer d'après celui du ji% 841 y pour qu'il soit besoin de nous y arrêter.
103 1. Pour donner un exemple de l'application du Calcul des différences à la re'cherche des maxima et des minima ^ nous résoudrons ^ d'après Lagrange , cette question : trouver entre tous Us polygones qui ont un même nombre décotes donnés , celui dont taire est la plus grande, SoïiAMMM" , etc. Jig. 5 , ce polygone, rapporté à une ligne -^^, FIG. 5.
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menée par Tua de ses angles ; la différence de son aire est le tra*
peze PMMP\ dont Taire , mesurée par f ■ j PP\ aura
pour, expression (^+|^Ay)AJci celle de Taire du polygone entier sera en conséquence Tintégrale S (y + 7 aj^) Aar , prise entre les limites marquées par les points extrêmes du polygone: on aura de plus
iMiM'= V p p'j^ MR r^ y^Ax» + Ay. Maintenant les conditions de la question propibsée donneront les équations
dont la première exprime que Taire du polygone cherché doit être un maximum ou un minimum , et la seconde que ses cô tés sont invariables. En développant ces équations y on obtient
VAx^+i^y
on conclut de la seconde de celles-ci ^ a /"jc :=: ■ ■ ■ } substi«
, ùx
tuant dans la première, on la change en et faisant pour abréger
I Ay I Ay*
X ^ AX X AX
il restera à intégrer par parties la fonction { a J'y. On en déduira
résultat qu'on transformera en i S'y — "S^ù^^^^Sy , si Ton'désigne par ^ la valeur que prend { lorsqu'on y met jc— -ax, au lieu de ;c; et la première équation du problême deviendra
Dans le cas oh le polygone coupe Taxe en deux points , c*est-à* dire ^ oii la ligne ÀB passe par deux angles opposés , la première et
la
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la dernière ordonnées sont nulles , ainsi que leurs différences , et Ton a jy = o i il ne reste que Téquation
qui donne Ax— Aî^=o,mi x— :;; =C,ce qui revient à Ar+AJf—{=»C et fournit par conséquent Téquation
x + Ax AxH f- - 1 7=zC.
En la multipliant par lAx^ il viendra ^
(ix + ax)ax+ {ly + A)r)Ay = %Cùx;
dont l'intégrale est
équation appartenante à un cercle dont le centre ^\ placé sur Taxe
des X , et qui se réduit à ;c*+j^*=2Cjf , lorsqu'on veut que x t\y
soient nuls en même temps. Il résulte de là que le polygone de*
mandé doit être inscrit dans une demi-circonférence de cercle.
Si la partie de Taxe des abscisses ^ comprise entre les deux points^
extrêmes du polygone ^ c'est-à-dire , la l^àse de ce polygone étoit
donnée , le.demièr Ix seroit nécessairement nul; et comme Téquation
AvaJV . ^ AvaJV •- ^ , ,
L^x=^ — -y donne «rx = — "Z-^ — ^, il faudroit que la
AyAcTy
valeur totale de l'intégrale ^ — fût nulle aussi bien que celle de
Ax
or on peut appliquer évidemment ici ce qui a été dit^ n"*, 851^ sur la combinaison des conditions simultanées auxquelles les maxima et les minima des intégrales aux différentielles pouvoîent être assujettis , et Ton aura en conséquence
X { Aor <fj< + f i A;r+*— -:y — — — V ^J^ } = o; '^ "^ Vl AX ^.Ax %ù.x) -^ ^ ^
k désignant le coefficient indéterminé par lequel on a multiplié la
Av A S'Y
formule x ^ avant de l'ajouter à celle que -donne la condi*
Appendice^ Pp
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floa primitive du moAçimum, Si Ton fait comme, ci- dessus
AX % Ajt % AX
(M) obtieadfa ebcare Téquatioo x + ^x-^i^^C, de U<|iieUf oa
tirera ensuite
2AA^4-(2jr+ ^x)Aaf + (i^+ Ay)Aj^ = iCAy, xky -{^x^ + y^^iCx-hC:
cette dernière équation est celle d*aa cçr^e dont le ctotxt e$t situa d'une manière ^quelconque par rapport, aux coordonitées ; ainsi parmi tous les polygones que ton peut construire sur des- cotes donnés ^ celui
. qui sera inscriptiile dans un cercle renfermer a le plus ^aire.
1031. Si les côtés du polygone ne sont pas donnés chacun en particulier 5 mais qu'on en ait seulement la somme , alors l'équatioa
J'/I?+Ay^:*=o doit être remplacée par J^s */ aat • + Ay*=s o , on
par s .^j ;;=z=:~0,
équation qui doit être combinée arec celle dtt wttxinmm ;
comme nous l'avons indiqué plus haut , et d'après laquelle on a
x{Axjy+( -AX4-— — )Afy
^» . VAx' + Ay»^
Pour abréger , faisons
nous aurons
$ ( A AT /y + { A^y 4-r» A /x ) = o }
en intégrant cette équation par parties^ de même que celle du n*. pré* cèdent ^ elle ' donnera
" i^y+uS'X+X {(A;r — A^J<ry — A/z/:c}=s;0,
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d*oh on déduira
OU
^^^ Ù j^ — i , -'rj -*^^ \ — .tafc C'^ ' y+^ Aj^ + . n->-. „.v ..-»,> -a Vv
. Si on multiplie la première de ces équations par lA*, la seconde par i2A^^ puisqu'on les ajoute» on formera la suivante
(2* + AA:)AJC + (lJ^ + Aj^)Aj^=lCA*+lC'Ay;
dont Timëgrale est
et appartient à un cercle quelconque. Faisant aussi disparoitre les radicaux dans les équations d'ott celle-ci est tirée , on obtiendra
A** + A^* » ^' A:t' + Ay
en ajoutant ces résultats il viendra
— (C— Of) AX— (C'-;y) Ajr + i AJC* + i Ajr» ;
mais par l'intégrale déjà obtenue > on a
— 2(C— -x)a* — i(C— ^)aj^+ Ajc*+Ay=o:
il restera donc seulement
résultat d'après lequel il est visible que la quantité Ax'+A^' doit être constante , et que par conséquent les côtés du polygone cherché doivent être tous égaux.
Les termes {/y ^ui'x s'évanouissent d'euz*mémes lorsque les points extrêmes du polygone sont donnés ; mais dans le cas où la base seule seroit donnée . c'est-à-dire » où l'on auroit la dernière valeur de x=a^ la première étant zéro ^ il faudroit » pour faire disparoitre ces termes , prendre u^=o et {;==o> lorsque :r=tfy ce qui , en vertu des équations
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donnttohC=za, C"=o, et conduîroît à Téquation *'+j^*s=sC'*J appartenante au cercle dont le diamètre est la base même du polygone. U est facile de conclure de là que parmi tous Us polygones iun mime nombre de cotés et dm ménU plrUnïtfe ^ iist U polygone règuUer inffcnt au cercle qm renferme le plus iaire.
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CHAPITRE IL
Théorie des suites , tirée de la considération de leurs Fonctions
génératrices^
1033. -^^ Chapitre précédent a dû montrer que ce que le Calcul aux différences ofFroit de plus satisfaisant » consistoit principalement dans les formules dlnterpolation , dans quelques séries générales pour l'intégration des fonctions d'une seule variable et dans Tinté-* gration des équations du premier degré à coefficiens constans. Laplace , en 1779 ^ parvint à tirer ces diverses théories d'une même source ; savoir y de la considération de ce qu'il appela les Fonctions génératrices; sous ce nouveau point de vue elles présentent un ensemble aussi simple que lumineux , et constituent une nouvelle espèce de calcul qu'il est très-important de cultiver avec soin» Nous allons donc le faire connoître dans ce Chapitre, qui, pour être/ entendu , n'exigera , sur les différences et sur les intégrales , que les notions les plus simples, et pourra ainsi former un traité complet sur ces matières.
Une série quelconque étant représentée comme il suit : Dw>s fonctions
le second membre est le développement du premier , suivant les puissances de la variable /, u est la fonction génératrice de ce second membre; mais par ce qu'il t$t contenu implicitement dans son terme général yj'^ nous dirons que u est la fonction génératrice de y^ , qui sera le coefficient de t' datis*le dévelopj^ement de la fonction u.
Lorsque la série proposée procède comme ci-dessus , suivant les puissances entières àtt, le théorème de Taylor donne sur le champ
l•^.'i....x dt' * mais on peut varier d'une infinité de manières la forme du développement de la fonction Uy et de là naît un calcul direct quand on veut
3Ô2 Ch. il Txmomis des suites^
déterminer les coefficiens par le moyen des fonctions génératrices, et un cataU inrern , qmnd on v^ut reœonier des Goefficieos «ox fonctions génératrices.
1034. La presuèfe questioaqui Ta nous occuper aura pour but de déduire du coefficient jr, relatif à la fonction génératrice u celui de quelques autres fonctions liées à celle-là d'une manière fort simple,
I**. Il est visible que le coefficient de r* doit être égal à y^_^ dans ar , ày,_^ dans »r*, et en général à^,_^ dans «r".
1*. Le même coefficient de t' doit être égal à y^^^ dans le dévelop-
pement de - , à ^,4^ dans celui de -;-, et en général ày^^j^ dans celui
de 4
D*aprèscela k coefficient de ^ dans « T - — i J , ou - — « , est
évidemment égal ày,^,— ^,, ou à a^, ; puis à cause que
i«r-^-~i^ =«/- — i^r^ — ij, on aura pour le coefficient
de r* dans le développement de cette dernière fonction , Ay^^,—^Ay^^ ou A*y,, etc.
En continuant ainsi , on reçonnoîtra sans peine que le coefficient
de /*, dans« (- — i^ est égal à Ay^.
Il suit de là aussi que ^ ( — r ^ J ^^^ ^ fonction génératrice de
à'y, » «t qu* w^r - -^ i j est celle de ^'y^^j». 3*. Passons à la fonction plus générale
dan$ liaquelle a^ a\ a%«.«.a^")3 représentent des constantes; le coefficient de t* dans le développement de cette fonction ^ que Vùn peut mettre sous la forme
au a'u ùS^^u
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sera , d'après ce qui précède ,
comsie cette dernière expression reviendra souvent , nous la désignerons par vy, , et nous dirons que la fonction génératrice de vy,
f a' a" flWv ,
tst aÇ^a+-_4._..,. + _-.^:
composant avec ■^y, l'expression
«■ V^,+ aV^^, + «'VJ',+.. . . . + a"v'y,j^ ,
semblable à la précédente , et que nous désignerons par v^y, , elle aura pour fonction génératrice
/ a' a' aW\'-
U est aisé maintenant de poursuirre cette notation et d'en condure que les fonctions génératrices des expressions v^^^^^v^^^j sont respectivement
■ /iWv'
4*. En combinant les résultats que noiu venons d'obtenir, nous' en conclurons que la fonction génératrice de l'expression t!'v''y^_n est
/ a' a" tfW\Vi \'
1035. ^ ^"^^ ^^ ^^ ^^^ "^'^ '^'^^^ P^^^ facile que d'obtenir le coefficient de /'dans le développement èétu^ \ si 5 désigne une fonc-
tion quelconque de - ; il suffit pour cela de développer s^ suivant ^
les puissances de - , et représentant un terme quelconque de ce
dernier développement par —, le terme a&cté dje f dans le produit
Hiu -,
-;^ aura pour coefficient celui de r"^-* dans », multiplié ptr IC ,
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ou Ky,,^ , ce qui revient à changer la puissance m de - en ^,4;.;
On voit par là qu*en écrivant dans 5% y, au lieu de - , et développant ensuite suivant les puissances de y^^ il ny aura qu'^^
changer {y^y eny, , (y, )" eny^^, , (y^)"^ en y^^ , pour avoir
le développement de us^ ; c'est ainsi qu'on formera celui de v'y, / en prenant
j= tf H 1 — -+-r. • . . H — —-.
On introduira les différences dey, au lieu des valeurs successives de cette fonction , si on développe s^ suivant les puissances de 1,"
en sorte qu'un terme quelconque iC T- — i j de ce développement
donne Ku f 1 j ; KA'^y, sera le coefficient de t' dans ce
dernier , et puisqu'il faut substituer A'y, ^ C "" *~ ' y * ^ ^^^ visible qu'il suffit de changer d'abord 1 en Ay, , ou —
en i+AXx9 puis de développer le résultat suivant les puissances de Ay, , et d'écrire ensiiitè ày^^ ou y^ , au lieu de (AXar)'' » -AX* ^^ lieu de (ày,y , et en général A*y^ au lieu de (aj'J"*.
1036. Le développement de :sfy. S'obtient avec la même facilité , en observant que s'il a { pour fonction génératrice , le coefficient j^, y
qui revient à a''. i.y^ , aura pour fonction génératrice i f— — » J ( n**. prégéd. ) , et que par conséquent il viendra
en faisant abstraction des constantes arbitraires introduites par l'intégration ; et il ne s'agira plus que de passer de la fonction génératrice au coefficient , d'apràs les préceptes donnés dans lé n"*. précédent.
Ce
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Ce résultat rend évidente Tanalogie des intégrales avec les puissances négatives, déjà remarquée dans le n°. 914; car il montre qu*on peut , en changeant seulement le signe de l'exposant p , passer
de la fonction génératrice de à.y^ ^ égale à u( ij, à celle
de J.y^ , égale àttf-— ij ,et réciproquement.
Lorsqu'on veut tenir compte des constantes arbitraires | il faut ajouter à u les termes
dont le nombre est égal à l'exposant p , qui désigne Tordre de l'intégrale.
1037. L'interpolation des suites n'est au fond que la manière de passer du terme y^ et de ceux qui le précèdent ou qui le suivent , à un terme y^^^n > ^^^^ lequel n représente un nombre quelconque ;
of y^^jy est évidemment le coefficient de t' dans — : toutes les manières de dé velppper — doivent donc fournir des formules propres à l'interpolation. La plus simple consiste à mettre - sous la forme f I + ') 5 ^ développer | » + ( ^ i)\ , suivant les puissances
de ^ ^— 1 9 et à remplacer ces puissances par les différences corres** pondantes de y,. On aura de cette manière
. et le coefficient de t' dans le second membre de cette équation donnera
résultat conforme à celui du n% 873.
Appendice. Qq
3o6 C H. 1 1. Th èorie des suites^
Si Ton fait -= i + « — , et qu'on développe — suivant les
puissances de «, par le moyen du théorème du n^* 1 1 1 ^ on trouvera
u . « ;2(rt+ir— i) i2(/2+3r— i)(ii+3r— i)
— ï=»{ I +-«-! *-*— flt'-H (t
1.2.3.4 Maïs de -=i+a— , on tire « = ?''r-— •« V et puisque le
coefficient de «* est' ày^_r dans « «, A^,.,r dans ««*, et ainsi de suite ( n*. 1034 ) , on aura
1.1.3.4 1038. Si Ton prend t( iy=;j, et qu'on cherche la valeur
de -7 en {9 on aura des formules analogues à celles-des n"". 879 et 88o«
Pour développer — suivant les puissances de { , il faut observer
que — est le coefficient de «' daas le développement de la fraction
, puis chercher à introduire [ au lieu de/, sans faire entrer dans le
et
résultat les radicaux que donnerait l'équation proposée , entre e et {• Or en multipliant par i— *«r les deux termes de la fraction -^ ,
on aum
— — — -; et comme "équation t f 1 ) ={
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donne -4-/ = i + r* il viendra 7 — ; mais il est facile
t ^ (i — et)' «t{
de voir que
il reste à développer chacune des fractions du second membre de cette équation et à rassepibler les quantités qui multiplient et* dans le résultat finaU Le coeffcient de «t' dans le développement de
7 r; est ^^^ , r 9 en disant *=o • après les dîfférentia-
tions , ce qui donne
Par cette formule le coefficient de «* est
•dans
etc.
en nommant donc Z le coefficient de «'^ dans le développement de r r— , nous aurons
(n—i)in^i)nin+i){n+x){n+i)(n+4) + ^ C + Wi
expression quUl est facile de changer en
^^ -*— -f* ■ z + ■ '^ tr
. (n+ i)[(ni. i)--i][(i»+ i/~4][(/»+i)'-9] ^
«|. - ■ -p^ — > — . z + etc.
Qq i
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Si Ton y met n — i , au lieu de n , elle donnera le coefficient de *• dans le développement de
5 savoir:
mais il est évident que le coefficient de «t% dans le développement
de- r; , on de ; j , est Z—ZV,
et que par conséquent
^u{Z^rt);
la question proposée revient donc à chercher le coefficient de t* dans le second membre de cette équation j celui de la même puissance de i dans le premier étant y^^^* Or un terme quelconque de uZ pouvant
être représenté par Ku^:=zKué'( \\ , donnera ^ d'après
le n*. 1034, Kti."yr-ri tandis qu'un terme quelconque de utZ'^ .représenté par J^ « r :( donnera K^"y^_j._, ; on aura donc
T A>,_, + etc.
1.1.3.4.5 Nous déduirons de la valeur précédente de — de nouvelles ex*
pressions de y^y en y changeant n en n— i ; car en désignant par Z' ce que devient dans ce cas Z'^ qui représente ce que devient alors Z , nous transformerons Téquation «
A<^^j— etc.
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de cette dernière nous tirerons — = Z% et prenant la
moitié de la somme des deux valeurs de — , nous aurons Mettons pour Z, Z' et Z\ leurs valeurs , nous obtiendrons
l z- 1 z«= l[t±L+±±Ê^!LÏÛ ç + etc. I
-.4^=:l+^^=înf=I>, + etc.} •
il I 1.1.3 •'
s=i + iJr i ^— ?•+ -i ii ^r'+etC
puis chassant [ , il viendra
— = «ji+ /(-_-i)+-i i,«( 1)
+_v ii — ^^r ,^ +etc.>
+-(.+oh(7-.>-7:iy''(7-')
et formant les coefKciens de e' , pour chaque membre , d'après les règles du n*. 1034, on en conclura
»•(«•— ij («•—4)- .
+ -^ ^-^ — ~A«j.._,+ etc.
in, - I n(n* — i) , . , ,
Zl ZX.2.X
formule semblable, à celle du n"". 879.
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^ Si l'on en prend la diâFérence en faisant varier n de l'unité ^ on aura
t, , i (xn+i)(n+i)n ,
1 (ia^O(/»+l)(«+iK«-^i)
.T -- — ^ A y_i + etc.
+ - ( Aj'.+ A j.,_,) + --Vr- ( <^V,-.+^'j',-.)
'^I^ 1 xT^ ^(AVx-, + A'j-,.,)+ etc.
écrivons maintenant y, au lieu de Ay^ , et au lieu de n ,
nous changerons ce dernier résultat en
formule qui rentre dans celle du n% 880^
1039. Nous allons parvenir dans c^t article à une formule d'inter*polation , plus générale que toutes celles que nous avons données jusqu'ici y et qui s'étend à toutes les séries qui tendent sans cesse à devenir récurrentes^ Soit
b c € PI
U question s( réduit à trouver une ejrpression de — ,ofdopnée suî*
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van t les puissances de { , et qui ne eontienne que des puissances de - ' inférieures à — • La méthode qui s'offre la première est rélimina«
tion des puissances — y-^, -3^ > ^^* ^^ "^r ^ suivant le procédé
indiqué dans le n*« 1015 ; mais cette méthode devient impraticable lorsque le nombre n est un peu grand i et pour arriver à un déve#! loppemeot général , il faut avoir recours à d'autres artifices ana-
lytiques. Voici celui que Laplace employé : en multipliant le numé*
rateur et le dénominateur de la fraction ^ par
et substituant , dans le nouveau numérateur seulement , pour { sa valeur , il vient
les deux termes de cette fraction étant divisés par i , elle prend
la forme
mim I ■ p
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Maintenant, la quantité -~- pouvant être considérée comtae le coefH*
cient de 9* dans le développement de , sera aussi le coeffi-
cient de 9" dans le développement de la fonction précédente^ développement qui ne dépend que de celui dej
Faisons pour abréger
nous aurons
;=-ï7+^ + ^+^+ etc.
expression dans laquelle il reste à développer , suivant tes puissaQçes de 9 ^ les quantités
y > 'y% > yi > y\
, etc,
On y^parvlçndra en décomposant la fraction ^-^tn fractions sim*'
pies suivant les procédés du n"". 368 , et convertissant chacune de ces dernières en séries ; alors si on désigne par Z«_, 3 r^^^ coeffi* cient de ji\ formé par la réunion des termes correspondans de ces séries y Içs coefEciens ^t 9" dans les (quantités
seront respectivement
le coefficient total de 9*^ dans le développement de ^ ■ ^ sera
donc
^f > » + ^ I ) »-»C + ^» > i>-*»>Ca + ^î ? w-î'wî + etc.
Substituant
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Substituant cette série dans l'expression àt-^^ on obtiendra
+ *î'Z,,„_4^,+ etc.
+ *î'Zj,„_^^,+ etc.
+ «î'Zj,„_4^,+ etc.
+ TT < + ^ î^-^r, , ^^„^, + etc
Les quantités
etc.
ont été désignées respectivement par vy, , v'j', , v^, , etc. dans le n"". 1034 9 et il suie aussi de ce n^ que le coefficient de r*^ dans
la fonction^ ~, est v'jk*4^} si donc on multiplie par u Texpression
de *— y trouvée ci-dessus , on aura celle de — > fonction gêné-
ratrice de y^^ , et prenant les coefiiciens du second membre y ^ppcndiu. ^ R r
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suivant la remarque que nous venons de faire , on en déduira cette formule
-<-v%{*Z,,„^,^,+<:Z.,^_,„^+eZ„^.,^,...+yZ^^.. }
+ ^J^aN4-i l^^if fl-âOT+t + ^Z,,,^_^,^,^« • • +yZ„^_j||^,}
+ ^r4.*{^'2r^»ii-i«4.i +?'2r.>»-* }
+vj^*+ai^z,,,j_^„,^,, • • • +yZ,,^_„^, j-
+ ^v%4j„^jZ. , ^.,,^, + etc;
Les diverses séries dont cette expression est composée ^ étant ordonnées suivant les quantités vy^j v'j',. ••vjr^^., , v*^,^., , etc. sont convergentes toutes \H foii que ces quantités vont en décroissant à mesuré que TêipoSàdt dé leur caractéristique augmente; on en tirera par conséquent des valeurs de 3^^,^ y qui feront d'autant plus approchées que la converigericé sèfà rapide : ces valeurs seroient entièrement exactes si Toq avoit v'^,=o , puisqu'alors chacune des séries qui les forment ne renfermeroit qu'un nombre de termes limité.
L'équation A^^=o développée y revenant à
^v'^>,+*v'~'^,^.,+cv'">,4^....+?v'''y,4^=o,
appartient à uqe série récurrente dont le terme général seroit exprimé par v'^y^ ( n"*. 983 ) ^ ce qui fait voir que là formule d'interpolation obtenue ci-dessus , donnera l'expression du terme général de toutes les séries qui , par des combinaisons d'un hothbre m de termes^ effectuées d'après Ifes formules vj,, v>,f ëtc èônduîiroiit enfin à une série récurrente.
Si l'on avoit simplement vy^^=o y ou
on en conclurent
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en changeait x en n ; et faisant :r=o dans la valeur .de ^^^ ^ \\ en résuiteroit
Cette dernière expression offre Fînt^tale cosiplète de réquatîcn aux différences posée pr^cédemmc^nt^ y^^ ^, , y%*^*Sym^x ^ ^^^^ ^^^ constantes arbitraires.
Si Ton se proposoit Téquation v*j,= o, la formule générale donneroit pour ce cas un -résultat dans lequel entreroient comme arbîtraÎKes , les quantités y^ , vy^ , jk. , vy, . . . .y^., , Ay,^, : leur nombre est égal à i/n , parce que l'équation vy,=p ^içonte à Toi^dre marqué par %m ; car son développement est
n en seroit de même des équations pli^j.éleyjées v^y^r=PQ > v^yar^P %. etc.
1040. On paryiendroit encore Rir les formules .p!;écé4entes à. l'intégrale de réquation v">,:è-.Jr,3=p , daqs laquelle ^, désigne une fonction quelconque de ^ ^ ep faisant >;,=y,.+ y\^ La fonction génératrice 2f deviendra dans. c^tte hypothèse ii=i/'rf«'» 1^ tiu' i:c- ^
présentant les fonctions génératrices de^'^ et de^^^ ; supposons que aY=N ^ que -y,^;j spit le.coeficient de f^ dans le développei^ent de A, nous aurons ( n^ 1034 ) J5r,^„=v V^+» ; . mais
et le coefficient de z*^, dans le développement de celte fonction ^ sera évidemment le même que celui de fl***-"' dans celui de
Rr i
+c{«y^ Th^j^x+î +'y?+t\- • V • +«>'•:»«+. ) ,r "^*
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coefEcUnt qui , d*aprè$ le n'. précéd. sera désigne par 2r,_, , ,^^_ ^;
Il suit de là que y\ , coefficient de t"^ dans u\ ou dans -7 , sera
'4rH-n
— j»M^#— t J o + '^ac-HW— 1^«— I f i« • • +-^o^f— I >
et reviendra par conséquent à s JT^^^^^^^,. , en prenant Tintégralc depuis r=o, jusqu'à r=j;+/ï— /wj; maintenant si Ton écrit dans l'expression générale de y^^^ du n% précédent , y'^^^ , puis qu'on fasse x=o , et qu'on mette pour y\ sa valeur SAT^^, , ,
Cette série s'arrêtera toutes les fois qu'on aura v'j',^=o,' ou vy»+ v^y^^s^o , ou enfin vy,^+X»=o: elle donnera alors l'intégrale de cette dernière équation; et les quantités y^^ vj^.,.\.ji» Ay^ y... tic. tiendront lieu des constantes arbitraires.
* 1041. Tout ce qui précède repose sur le développement en série
de la fonction j;; ( n*. 109 ), recherche qui renferme implicitement
celle du terme général d'une suite récurrente , c'est pourquoi nous allons nous en occuper en «détail. Nous prendrons y au lieu de la
fraction — , la fraction — , i7 et f' étant des fonctions rationnelles
et entières de ^^Tune du degré 5 — 1, l'autre du degré s. Sup-
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posant que /^= Q(^— «).% nous aurons, par le n*. 369,
T ~ {x^ay^ {x-^af'^ {x^ay--^ *• ' ^ x—a "*" Q ' et les constantes A^ A^^... .A^^j^ , seront données par les équations
i.iJx^ Q
«/ et 1^ étant ce que deviennent Ï7 et Q , lorsqu'on y change x en ^ j et il faut observer aussi de faire la même substitution dans
'A Le coefficient de x\ dans le développement de - — -. — ^ , ordonné
{x — ay
suivant les puissances positives de :c^ sera
i.i.^....r tf""*"' '
^ A dans celui de t ^r— 7 sera
dans celui de ; ^r- — sera
etc.
en réunissant ces diverses parties , et faisant usage de la notatitm
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du n^ 902, il viendra
Mettant pour les numérateurs A y A^^ ^n^x 9 leurs valeurs j
on aura
; —■ "i^^'^ -qI'
que Ton peut écrire ainsi :
II— 1 II— a *— j
en observant , pour le premier terme , que
pour le second , que
ioJn^r^x\\p\^'^ ■» t-^^ ^J =p[o3[/^i]^ ^^, ■'=[o3[«-i][/x+r-2] [o],
et de même des termes suivans. Cda posé y pjûsque
«f-Ti
*= — ;ï7-^===±5 jtt;^""' . ^-TjT" , il est visible que le développement çi- dessus revient à
T-irfi I V -
^mm^mmm.^mmmmÊÊim'^^m^mt^^mi^m^bau
■tei^^Ma
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pourvu qu'apfès les dHFérerttiattons on change x en d. Voilà donc une expression fort simple du coefficient de x' dans la partie du
développement — , qui résulte du facteur (a:— tf)* de son dénominateur. Si Ton suppose que ce dénominateur se décompose dans les facteurs {x — «)% {x — i)% {x — c)\ etc. on obtiendra de semblables expressions pour les parties résultantes des facteurs {x — ^)% {x — c)\ etc. et le terme général du développement de la fraction
rationnelle de *— ^ otdonné suivant les puissances positives At x^
sera par conséquent
^•.101 .■ ■ J~ ' - * ■ ■*■■ fil ■■■ .1 <, fc
^^dx'-' x'^'^x—ayix^^y
etc. ^ -
pourvu qu'après les différentiations on substitue , au lieu de x, a dans la première ligne ^ t dans la seconde 9 c dans la troisième, etc.
Quand même les quantités a, 1 9 c^ etc. seroient imaginaires ^ on ti'en parviendroit pas moins au terme général demandé : il con« tiendroit à la vérité des expressions imaginaires ; mais on l'en débarrasser oit en combinant convenablement les termes fonrnts par un m&me couple de facteurs iftiâginabres.
1041. En appliquant ce qui précède à la fonction
du n"*. 1039 1 il faut supposer que
a9'"+i9«--' + cfl'"-. . . . +pa+i=za{B—A)(ê—liXé—y) , etc. et prenant
F=fl'(«— »)'(»— ia)^»— 9-)' etc. *
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le coefficient de •% où Z,.or aura pour expression
r+'(«— .t)'(#— i8)',etc.
+ etc.
en observant de faire ^ après la dlfférentiation , i=et dans la première ligne ^ t=i3 dans la seconde, i=> dans la troisième , et ainsi de suite.
1043. La méthode que nous Tenons d'exposer, pour parvenir au terme général d'une suite récurrente , exige la décomposition du dénominateur de la fraction génératrice , en facteurs , décomposition qui dépend de la résolution des équations. Lagrange en a donné une qui ne présente point cette difficulté et qui conduit immédiatement au terme général de la série engendrée par le développement d'une fraction rationnelle quelconque , la voici ;
Si l'on fait pour abréger
4(jc)= 5, + 5.af + 5.Ar*+ 5,r* + etc.
les seconds membres de ces équations étant terminés » la fraction
3^^ pourra représenter une fraction rationnelle quelconque.
En la développant d'abord suivant les puissances de 4(^)> ^^ trouve
u^x {u^xy ^ {u—xy
et pour arriver au dernier développement il faut obtenir en particulier celui de chacune des fractions
, etc.
u^x ' {u^xy * («— x)'
On peut les tirer de I4 formule du binôme ; mais on les dérive
successivement
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successivement les. unes des autres, en observant que
dx " u — X (u — xy •'•
xdx^
zu"
xià
-+ etc.
lu
// — X (ji^-^xy
«— yr i.?ï** 2.3«^
a.3tt
X « 3 dx^ ^^— a: («— y)
etc.
Cela posé, la fraction -^-^ fournira dans le terme général la partie
i^ï I A» uï||Ak ^9^X^
qui s'arrête au terme divisé par la première puissance de 0 ; cette partie étant réduite au même dénominateur , devient
et revient par conséquent a — ^ :x^^ pourvu que l'on borne le développement aux termes dans lesquels u est affecté d'un exposant négatif. Cette conséquence subsisteroit encore quand on écriroit p(u)'^{u) y au lieu de ^{u)^ puisque ce produit est de la même forme que p{u)i ainsi le terme général du développement, de
■ ^ ^ ^ ^ seroit encore exprime par „ , , ■ x^, dans les mêmes
conditions que ci-dessus.
Si maintenant on différentie par rapport à u , l'expression ^ {|j]^ ■ ,
on aura le coefficient de a?" dans la différentielle de la fpnction
-T TT'du : il est donc évident que —
{û^xy
^ppmdicc^
du
yKîOW ^ i^
Ss
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coefficient de at" dans le développement de la fonction ; ,
{u—xy
en observant toujours de ne prendre que les termes dans lesquels u
a un exposant négatif.
Par les mêmes raisons , le coefficient de Ar% dans le développement
de - — _' , seroit \^^ ; et diflFérentiant deux fois par rap-
port à u , chacune de ces fonctions,^ le résultat fourni par la seconde donnera le coefficient de at" dans le développement de celui qu'on tire de la première: en effectuant le calcul , on trouvera
et divisant par x ^ on en conclura que Tassemblage des termes de
I ^faHc^y
l'expression --r-^d^ \2^^ > dans lesquels « a un exposant négatif , forme le coefficient de x"" dans le développement de
On prouveroit de la ihême manière que le coefficient de :t% dans le développement de la fonction — ^ ■ f; ■ est
et ainsi de suite , en sorte que le terme général du dé vêloppemeat de \, . sera
en se bornant aux termes oîi l'exposant de u est négatif. Il est visible que les différentielles successives de cette ex^presston \
relatives à i/, correspondent à celles de la fonction , ., ;>
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prises dans la même hypothèse ; et Ton en déduit par conséquent par de simples dîfFérentiations ^ le coefficient de a:*^ dans les dévelop* pemens des fonctions
<^) , <') . H^) etc.
1044. Nous allons appliquer cette formule à la fraction
P+Qx
donnons- lui la forme
I— i:»5rcos«-Hx*
2COStf
P+Qx
2COS» XCOS»
nous aurons
p(x)^P+Qx, 4(^)=— — -, uz= ,
2 CQS » 2 COS 0»
d*oii nous déduirons
4C«) = -i^, 4(«y=.JîL^, 4(«)3^^îL-, etc. 2cosi» ^ ^ 4C0S»* ^ , 8cos«*
C0$» 2COS
//""*■* 4 cos «*' 4 cos »•
etc.
f»assant aux coefficiens différentiels , pour les substituer dans la formule générale que nous diviserons par 2 cos m , nous obtiendrons
l2COS« (2C0S»)* 2(2COS«)^ * /
^^Ucos« (xcos»)* ^ i(acos«)» J*
Ss 1
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mettant au lieu de u sa valeur '- • nous parviendrons à
icos»
P {(z cos «)• - .fc:li(i cos «)-+(f=^fcL*i ( 1 cos« r<
.jp« ricos«r '+ etc. } •
expression qui ne doit point contenir de puissances négatives de cos t»^ ^ puisque la précédente ne devoit point contenir de puissances positives de u. On la simplifie beaucoup en la comparant avec la formule
sîn;2î=sinî {i»-"cosî-'— Î^^i»'-^cosî"-^+ (n— 3)(/2— 4) ^«-.s^Qg^-s^ ^ ^
_^ — 3Zi Ul i^«-7cosf-^+ etc. },,
i.i,3 obtenue dans le n% 9S5 ; car on voit alors que la série qui mul«
tiplie P n est autre chose que le développement de : — , et
'^ • sm»
« • f XV r 1 \ sinn« que celle qui multiplie Q repond à — 1 : on a donc pour le
terme général du développement de la fraction 77*7" f
cette expression très-simple
l sm« sin» )
qu'Euler a donnée le premier dans son introduction à l'analyse de ' l'infini.
La formule générale s'applique également aux fractions
P^Qx P+Qx
(i -rinces» +x*)* ' (i — xxcos*»+x*y on trouvera pour la première ^
+ etc.
\ ICOb» (iCOb»)* 2(C0S«)^ V
f H«-- in-i)(a-.i)u-' . («-4)(.--3)(;,-i>--^- 1
^l 2COSI0 (XC0S«)' 2(2C0S«/ J
7IRÈE VMS Fonctions génératrices. }i$
et mettant pour u sa valeur — — -, il viendra />{(;,+ ,)( 1 cos •)'+•'—(»— I )«( icos - )"-'
i — -î^-i iii '{ 1 cos «y ♦ — etc. } ,
en observant de ne faire entrer dans cette expression aucune des puissances négatives de cos ».
Nous ne pousserons pas plus loin les applications de la formule du n% précéd. nous observerons qu'elle J^xige le développement des puissances de U fonction
4( ^) =2?o+ B,x + B^x^+ B^x^+ etc.
lequel donnera lui-même celui de la fraction rationnelle
en la mettant sous la forme
nous avons trouvé dans le n"". 98^ les équations, d*après lesquelles on peut calculer successivement les coefficiens des diverses puissances de ;c , dans le développement de la formule
(J+Bx+Cx^+Dx^+etcy;
mais ^our en* rendre l'application plus facile, il aùroit fallu donner l'expression immédiate de ses coefficiens : tel a été l'objet récent des travaux de plusieurs analystes Allemands, MM. Hindenburg, Pfa£^ Maurice de Prasse 9 dont nous avons cité les ouvrages dans la table. L'exposition de leurs recherches nous entraîneroit trop loin ; il nous suffira de dire qu'elles reposent sur le Calcul des combinaisons , appliqué aux indices qui marquent le rang de chaque coefficient y Calcul dont Léibnitz avoit prévu l'utilité ^ et dont il a donné un essai dans les jicta cruditorum de l'année 1700 , à la fin d'une réponse à quelques
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imputations de Fatio de Duitliex ( voyez aussi st% œuvres^ tome III , page 365).
1045. Reprenons le Calcul des Fonctions génératrices. Laplace
donne encore au développement de — ' une nouvelle forme qui le
conduit à une formule d'interpolation dépendante a la fois des diffé« rences et des fonctions désignées par la caractéristique v ; mais forcés par l'abondance des matières d'omettre plusieurs détails intéressans , nous renvoyons pour ceux-ci au Mémoire même d'oii ce qui précède est tiré ^ et nous allons passer à l'usage des fonctions génératrices dans la transformation des suites* .
Toute suite n'étant autre chose qu'un développement de la fohc« tîon sy, prise depuis :r=o, jusqu'à x infini , il est évident ^ne les diverses manières d'exprimer ce développeaient fourniront des suites équivalentes , ou des transformées de la même suite. Soit la suite
y.-^yy +y.* • • • +J^^+^x^.i + etc.
et faisons
« =i^.+yi'+j^.^- • • • +y,«'+^r+i^'+ etc. il suit du n''. 10369 que le coefficient de f^ dans la fonction
u , exprimera la somme des termes delà suite proposée depuis j^^
t inclusivement \ jusqu'à l'infini. En multipliant les deux termes de
cette fraction par
h c t tf+*+^+^+ etc.... — (tfH — 1--+;3+ etc.),
j)n rend le numérateur divisible par i , et il se change ea
'* + c + « + etc.
+ 1 ( c + e + etc. ) + -^ ( * + etc. ) + etc. r '
puis posant
a + A + c + ^ + etc. = K
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«0; aura ,
t+c+e+etc.+-(c.+ € -f etc.)+ -;(«+etc.)+ etc.
équation dont le second membre développé par rapport à { prend cette forme ,, , . ,. , .; : ,:• .j ,,,..,.,
^+c+«+ etc.
\+-(c+e-j- etc.)
t+-^(«+etçO
+ etc ' " '■* f
mais le coefficient de /* dans -yitatA égal k^%4^ ( n\ 1034 ), le même coefficient dans le développement fie la &>rflKile ci-dessus^ sera
(*+c+«^_ej^.)[^+^+T^+-^+etc.} ;+ (c4-c+etc,}[^+^'+:^+^%:^+etc.}
+ (.+ etc.)[-^+r^ +-K^+-K^ + ""'•]
■+ etc.
Cette nouvelle série équivalente à la proposée , depuis ^, Jusqu'à rinfiaL^.4ieyiendf4 coairqrgwte siles 45uanjLiiés vy, , v>, , etc. ypnt en décioissant ; elle s'arrêtera mêo^e si l'on a v'j^«=o> et donnera alors ta somme de& sukes récurrentes. Ea faisant jk-=o > on transr formeroic la série proposée à partir de son origine^
En général y si i représente une fonction quelconque de -^
et que Ton désigne par vy],, ^*JK*> ^V*> ^^c. les coefficiens de r* dans «î>^î% tt{% etc. . offf" par viendra à ordonner^ suivant les
puissances de î^ le développement de —, en multipliant les
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deux termes de cette fraction par K — [ , K étant une quantité égale à ce que deriênt i lorsque t^^i y afin que K — i soit divisible par
I . Représentons par
le quotient de la division « et nous aurons
+ etc. 1^
et passant des fonctions génératrice;, aux coeffidens ) suivant la con-, vention établie ci-dessus , nous obtiendrons
Î£î±i+0:îiî+i2:^ + etc.
"+ etc.
Pour avoir toute la série , c*est-à-dire ; Tintégrale S^, ; prise depuis jrz=:Q ^ jusqu'à x infini , il faut fairç dans la formule cidessus x=o»
1046. Je ne puis quitter ce sujets sans faire connoître une trans*^ formation purement algébrique et fort simple > qu'Euler a employée avec succès dans son Calcul différentiel ; elle consiste à faire dans
la série
S^ax+bx*+cx^+dx^+çx^+ etc
xr=;^ 7317 • E» prenant le signe + , on a
x^y-^y^ y— y+ ./— y+€tç.
^•==y— ly-h 3/— 4)^+ 5/— 6y'+etc.
;r*=y— .jy^+ éy*— I0y''+ 15^^— lî/ + etc.
x*=^— 4y«+ioy— ?.qy'+35/— 56^+ etc.
etCf
d'oii
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d'oh l'on déduit
y — etc.
Les coefficiens des puissances de y dans cette série 9 sont les différences du premier terme a de la série
^+^+c+i/+^+ etc.
qu'on obtient en faisant :r=i dans la proposée; et Toa conclut
de là que
f =z=tf^+Atf.^*+AV.y-hA^tf.j^+ etc.
Cette dernière série sera convergente lorsque les différences de termes de la première iront en décroissant.
Lorsqu'on fait x^sz-^ — , on a y= , et la série ci-dessus
devient
X JC* x^ x^
Sssa hAtf. -.-i-A^tf.; TT+A^a.' ri + ctç,
^érie équivalente à la proposée.
Quand la série a+b+c+d+e+ etc. a des différences constantes i on obtient exactement la somme S. Si Ton avoit, par exemple ^
4x+ii^x*+40x^+S^x^+i^6^+i^^x^+ etc.
on trouveroit^ en prenant les différences des coefEcieqs numériques ,
11=4 y Atfszs 11^ A^az=zlJ^ 9 A^tf =6 , A^tf =0 ^ etc.
ce qui donneroit
jLX lïX* XAX^ 6x^
Non- seulement on arrive de cette manière à la limite de la série proposée ^ ou à sa fonction génératrice , mais on obtient encore la somme d'un nombre quelconque de sts termes. En etkt ^ la série proposée étant S=ax+bx^ + cx^+dx^. . . . +px'^' + qx^^+rx^^+s:^^^+ etc. Apptndiu. . Tt
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on aura
/^:ir""*'* + ya?'^+rx"+' + 5â?**"^+ etc.
= xr{p. + àp.-^ -; + L^p.^ r3+ «te. } ,
I— a? (i — xy '^ (i — xy
et en retranchant cette partie de Texpresslon totale de 5 , il viendra pour la somme des termes , depuis le premier , jusquà celui qui est multiplié par x^^ inclusivement ^
Avec un peu d'attention on reconnoît facilement que la série
transformée n'est convergente par elle-même que dans un très<^petit nombre de cas , lorsque les différences i^a , ù^a y à? a ^ etc. ne dé* croissent pas très-rapidement \ mus si Von donne à x le signe -^ , la série proposée et la transformée deviendront respectivement
Sc=tfji:^*x* + ^ap^— ^«♦+ex^— etc.
X JC* X^ X
S=a A a + A^tf ; r;— ^'^ 7 Ti + «^C
en changeant le signe de chaque terme; et la seconde sçra convergente lorsqu'on y supposera :r=i et x<^i : le premier de ces cas mérite une attention particulière.
1047. On a, quand x:=^iy
5= a — b + c — rf+^— etc.
5 = ^tf— iAtf +^aV— -^A^tf + etc.
et par ces formules on trouve les limites d'un grand nombre de séries divergentes.
Si Ton propose , par exemple ,
I — i + i — 1+ I — i+etc.
I — z+3 — 4+ 5 — 6+ etc.
' ' I — 4-4-9—- 16 + 2-5 — 36+ etc.
^ etc.
On trouve pour la première série, tf==i , Atf=o, A*tf=o , etc. et par conséquent *$' = 7, comme on l'a vu dans le n"*. 6 de l'Introduction; pour la deuxième série tf=i, vtf=i^ <$^=iî pour la troisième «=1 , Aa=3 , a*<13kx , Szzo^ etc.
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On arrîveroit encore à la limite cherchée ^ si la série transformée étoit de celles que Ton sait sommer ; mais , sans nous anêter à ces exemples , passons à la série excessivement divergente ,
i — i, 1+1.1.3 — 1.1.3. 4+ 1.1.3. 4. 5 — ^*^* Pour obtenir les différences du premier terme ^ on formera la table
suivante.
termes.
etc.
dlffér. 1
différ.
difiSr. 3*.
On aura y d'après ce tableau ,
64 "*" iz8
1908994 IX
+ etc.
série un peu moins divergente que la proposée* Réunissons les deux premiers termes et représentons le reste par S\ nous aurons
^ = 1+5' et ^'=1-11+11-5^+ etc.
en transformant la série 5', comme nous avons fait la proposée , nous en diminuerons la divergence , xar nous trouverons
lO
fto
aa
+ etc.
Les deux premiers termes de cette série ^ réduits à un seul , donnent
iS'== — + «S^', en désignant par 5'' l'assemblage de tous les autres ;
Tt %
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et transformant encore la série S% il viendra
+ etc.
Réunissant dans cette dernière les quatre premiers termes , et désignant le reste par S"^, nous aurons
M3 843 ^, ^'==1HL _ iff:!l+ etc.
et si l'on s'arrête après les quatre premiers termes de S"', on aura
S"= '^^^^ — y? , d'oii l'on conclura 5 = 0,40081038,
résultat qui n^est encore exact que dans les deux premiers chiffres décimaux , à cause de l'extrême divergence de la série proposée. Nous donnerons dans la suite un moyen plus expéditif pour parvenir au nombre 0,4036524077 , exact jusqu'au dernier chiffre.
1048. La transformation qui nous occupe étant appliquée aux séries i — r + f — i + f — T + e^c.
ï— T + T— ? + ?— rr+etc.
dont la première exprime le logarithme népérien de 2 , et la seconde la longueur de la huitième partie de la circonférence du cercle ( Int. n*»*. 26 et 38 ) , conduit à des résultats fort élégans. En prenant les différences des termes de la première^ on trouve
dm. 2*, + y , + 2-3.4 f "^" TTT 9 + 4^"^ > ^^^*
JklûC ^c ti ^^ ■ a • 3 ft ■ 3 ^*^
GIIT. 3 , "^14* '■~Tr5«4~T> "^ "F4 • j"^ > ^^^'^
dlfF. 4% + f , etc.
etc.
et l'on en conclut
•^=^a + r^ + T^+ 4777 + T^ + ^^^* On obtient pour la seconde série ,
Qin. 1 ,— ,.j , 3., y ï.7> 7-9» 9T7 '^'^^
difF.3% +-^^, +-jHV, +i^, +?^-^,etc.
Glir, 3 ^ — TTTTjTf > — 3S-7-9 > ®^^*
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ce qui donne .
ou X5=I + I + i^ + 1^^ + i^iL^ +CtC.
La même méthode donne facilement la limite de la série
11 — l3-j.l4_lç + 16 — I7 + I8— 19 + etc.
parce que les différences des logarithmes consécutifs vont en décroissant; mais pour abréger l'opération, il faut former immé* 'diatement la valeur du résultat des neuf premiers termes de cette série , valeur qu'on trouve égale à — 0,391 1005. Nous supprimerons le détail dn reste du calcul qui n'offre aucune difficulté , et nous dirons seulement qu'Euler a trouvé pour résultat 0,4891606 ; la difiérence de ce nombre avec le précédent est 0,0980601 , et, comme logarithme | répond au nombre 1,253315 : telle est la limite de la série proposée.
1049. ^^^ théorèmes des n"". 864, 873, 913, 914 et 915 se déduisent avec la plus grande facilité de la Théorie des fonctions génératrices.
Il est visible que
on tire de là
les coefficiens de ^, dans le développement des termes
• ■ • fournis par le second membre , seront respectivement^
^Js y A% f A^y. , etc.
et par conséquent on obtiendra le coefficient de t^ dans le développement de ce membre, en développant la quantité
{ ( 1 + Aj^,)- — I }", pourvu qu'on applique à la* caractéristique a les exposans des puissances de ày^ ( n\ 1035 )• ^^*^ ^'"** *"*^^
côté, le coefficient de r', dans le développement de — -^u, est égal
etc.
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à yx+n — yx 9 désignant cette nouvelle' espèce de différence par la caractéristique a.^, , les cùefl&cîens de r*, dans le déveiQppement des fonctions ^
seront respectivement
^>,* ^'y,» a"^,, etc.
et nous conclurons de là que
A'>.= { ( I + Aj', )•— I } " (i);
cette formule rentre dans celle du n**. 873 , lorsqu'on y fait w=ï et qu'on change n en h\ et dans celle du n*. 864 ^ quand ns? i y m demeurant quelconque.
Si ta caractéristique jf représente llntégrale relative aux différences marquées par a', dans lesquelles x varie de la quantité n , les considérations du n^. 1036, appliquées à ce cas, feront voir que Ç'"y, est le coefficient de r* dans le développeinent de la fonction
— -^ I J , abstraction faite tles constantes arbitraires introduites
par rintégration; et comme on a
on en conclura de même que ct*dessus y
. mais il faudra observer de changer les puissances négatives de Ay^ ; en termes de la forme xy^ » ty^ ^ etc. parce que le coefficient de $%
dans le développement àtu( i ^ est ty, { n% 1036 ) : avec
cette attention l'équation que ^us venons d'obtenir comprend celles dçs n***. 913, 914 et 915,
Si Ton change ;c en — » ^^ quantité^ x' variera de k , lorsque ,x
. variera de Tunité y et nk sera la variation de ^'y relativement à la caractéristique ùfy ç'estr à-dire ^ que x^ deviendra x'+k dans Ay,^,
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et x^-^-nk dans ^'j^^r/î il ^st visible que les équatio;îS (i) et (i) subsisteront encore dans cette hypothèse: nous pouvons donc les. regarder comme ayant lieu lorsque x devient *- + A: , par rapport à la caractéristique A ^ pourvu que nous supposions qu'il se change tti X'\'nk par rapport à la caractéristique ù!. Si nous concevons maintenant que k représente une quantité infiniment petite, ou l'accroissement dx^ et que n soit infiniment grand j nous pourrons écrire ndxz^tt^ a désignant une quantité finie ^ et changer a^^ en dy^i mais les équations (i) et (z) devenant alors
{ii^dy,y—iy
doivent être ramenées à Thomogénéité conformément aux loix du Calcul diflFérentiel. Pour y parvenir , il suffit de remarquer que .
en ne prenant que le premier terme de la série, on obtient /2^y^,
dy dy
quantité équivalente ^ ndx -j^ ^ ou à a —^ j et l'équation
l(i+^J^x)"=«-^ conduit à (i + ^^)"=« *^*, en supprimant
pour plus de simplicité l'indice de^, que l'on peut sous*entendre facilement dans ce cas* Par le moyen de cette valeur , on a
A'-> = (e*^-ir (3),
en observant de transporter à la caractéristique d^ le^ exposans de dy , et de changer les puissances négatives en intégrales^ Ces équations sont les mêmes que celles du n"", 915. ^
Considérons Taccroissement n comme infiniûient petit , ou comni« dx , a'"jk, se changera en «/"y , . s-'y, ea •r-zry<i'^t «^ (i + Ay,)*
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dx dxXii-^-Ay)
en (i + A^) = ^ , en écrivant dx pour n. Le développe-
ment de cette expression est T + </:tl(i+A^)+ etc. substituant dan$ leç équations (i) et (z), elles donnent
^={l(i + Ay)}* (5)
équations semblables à celles des n"^. 867 et 915.
La route qui vient de nous conduire à ces formules a l'avantage de aous découvrir -la cause de l'analogie des puissances avec les différences et les intégrales , puisqu'elle nous montre que les fonctions génératrices des différences de y^ ^ sont les produits de la Ibnction m
par les puissances positives de la quantité - -«* i ^ tandis que celles
des intégrales sont le$ produit; de h par Içs pui$sances négatives de la même quantité,
10^0. Laplace a obtenu , ainsi qu'il suit , pour les séries de la fofme ,
yo+y^^ ^+^a«'^ +ys^'^+ etc.
des formules analogues à celles du n"". précédent. En nommant u Ix somme de cette $uice , ou I9 fonction génératrice de y^a', on 9 l'équation identique.
et d'aprè$ le n^. précédent , le coefficient de r^^ dans la fonction ^( — -^i) .sera égal à A"*.«*j^,, en supposant que x varie de
la quantité n. Mais le coefficient de la puis^nce de r dans le développement de u f xj est a'^'y^^ » ainsi qu'il est facile de
s'en convaincre^ en observant que le coefficient de r* dans u( — '^^}
ou ^^« est •^-■-^^-p-tf'j^,= tf'(^,+.--j^,^ ac •a
et continuant ainsi de proche ça proche. Si donc on développe
suivant les puissances de — — 1 , le second membre de l'équation
identique
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identique posée plus haut , on pourra ^ dans le passage des fonctions
génératrices aux coefficiens, remplacer les puissances de 1 par
celles de Ly^ , multipliées par le facteur commun a'^ et transporter après le développement 9 les exposans des puissances de Ly^ à la caractéristique a. Avec cette attention , on aura Téquation
A'-.a'^,=ra'{a-(i + A>J«-.i}" (7)î
puis en écrivant — m^ zm lieu de ^tz , on aura encore , comme dans le n"". précédent ,
Si l'on substitue r x' à x y et qu'on désigne par y ce que devient
alors y > la différence de x' sera - : en supposant r infini ^ cette
différence se changera en'^^'j on aura Ay^'=^dy' \ on fera ensuite «'=/', pour obtenir a*=/>^' et a'y,-=^p*'y. Maintenant si
l'on prend n infiniment grand ^ et qu'on pose - =3 « , la quantité ce.
pourra être finie ; et exprimer le changement qu'éprouve x\ lorsque^ devient x-^-n^ d'où il résulte que ^'"'./^•y, ^'^.p^y^ désignent pour l'ordre m la différence et l'intégrale de la fonction p''y'y lorsque x' se change en :r'+«. Remplaçant^ dans les équations (7) et (8) , ày, par dy'^ il viendra
• < if » - D
et ramenant la quantité (i+^J'O* ^ l'homogénéité » comme dans le n*. précédent 9 on aura (i_+^y)"=« ^, d'où il suit
A'-./^'y=/>n/^*/^*-ir (9)
Jppmdicté V V
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Si y dans les éqqations (7) et (8) , Ton suppose n infitûment petit , c'esf-à-dire , qu'on y substitue dx ^ A^'^Ja^y^ se changera en
d^^ay^f et ^"*.ay^ en ^^J^ayjx'*, et puisque
-»"(i + ^>^xr=i'+^*{l^(T + AyJ} ( n\ précéd. ), on en conclura
Telles sont les formules que nous avons annoncées dans le n?» 913 , où nous avons donné , d'après Euler , un cas particulier de celle qui est désignée par (10). Outre ces théorèmes intéressans , parmi lesquels ceux qui sont désignés par (7), (8) , {9) , (10) , (11) et (11), lui appartiennent 9 Laplace a de plus donné dans son Mémoire, un moyen pour en trouver une infinité d'autres du même genre.
Des foncrion» j^j^ ^ ^^^ fonction de deux variables / et /, dont k
de deux vanw)lcs. ' • ^ »
développement ait la forme
.+y. » .'' +y, » .«' +^. ) .**''• • +y»-.. » t^~y + etc.
.+J'.».'"+J'.».«" +^i-.,.«'"V' + etc.
+yo » /' • +^i»-î » i«"" V' + etc.
+yc,,i^* +etc.
ymiJ désignant le coefficient de /V, aura u pour fonction génératrice. Si l'on représehte patr A^,\, »# la diflPérence de la fonction y^j^U prise seulement par rapport à la variable x ^ la fonction génératrice
de cette différence sera «/- — Mi celle de à^symi^i sera de même
u^-i-— i\ Il est ÊicUe de conclure de là que la fonction génératrice de A,à,^y,y ^ , ou de a J J^„, est «( ^ — i) (-i- — i) ,' .
et qu'en général celle de a ^ y^f^é sera '^ C""— ') ("Z"" 'y •
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+^>.„+, +C"y^„.^.+ etc.
•l'expression v^,;,;; celui d'une quantité composée en vy^^T, • comme la précédente Test en y^,,,, et ainsi de suite; la fonction génératrice de l'expression générale v">,,,/sera visiblement de la
forme
^ + _+_+etc.
+ etc.
en sorte que
• , »'M+ h tic.
+— T + etc*
A+II
sera la fonction génératrice de A v*y
^, sera Ky^^^^^f^' ; et il s'ensuit que le coefficient de r*/*'
Cela posé , lorsque s désignera une fonction Ats quantités - et -y^
et que son développement , suivant les puissances de ces quantités ,
K aura un terme général de la forme -pp^ le coefficient de ft" dans
Ku
dans u^ y sera v'ix, > j^ , si 5 a la forme convenable. On voit par là que v'^y^^m, s'obtiendra en écrivant dans Z*,^, au lieu de -, y,, au
lieu de — ^ et en développant le résultat suivant les puissances dey^ et
de/,/, puis changeant les l^xoAvàisKiyJfiy^y en Xy^+r^ ^m-,. ;
Vv 1
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bien entendu qu'un terme tout constant K, équivalent à ^(j^x)*Cy,.)% doit être remplacé par Ky,\ ,^,
Pour introduire dans le calcul les différences de y, ; -^ ', il faut développer 5"" suivant les puissances des quantités - — i • -7 12 •
te
un terme quelconque du résultat , étant désigné par
kQ- — i) ^-7 — ï) et multiplié par «, ou iSr«^-— i\ ÇL^^A ^
donnera lieu à un développement dans lequel le coefficient rV" sera exprimé par 2Sl A ,y„,,. U suit de là que la quantité v>,,,,
se formera dans ce cas en substituant a^,,^; au lieu de i ^
et à^,yij^, au lieu de --^ 1, dans 5, et développant alors i"
suivant les puissances de A,y,,,:, ^x/»y*>*M puîs en transportant à la caractéristique a les exposans de ces puissances ^ «t mettant ainsi
a'^'v,,^,, à la place tle (a,>'„,/)'(a,.j^,,„)"-
Si Ton désigne par x ^y, , ,, l'intégrale du coefficient y^ ; ,; j; prise
un nombre r de fois par rapport à x seul , et un nombre / de fois par rapport à x' seul» et que Ton représente par i la fonction gênératrice de cette intégrale , celle de la différence ^y^ , ,, , sera d'après ce
qu'on vient de voir, [( i J T-; r J , et l'on aura par conséquent
, ( 1 - ,y(-L J ,)"== „ , d'oà ,= — ? —
connoissant ainsi la fonction génératrice de £ ^y^^si y ^^ ^^^^ ^^^
intéjgrale en passant des fonctions génératrices aux coefficiens. Nous observerons qu'à cause des quantités arbitraires qu'elle doit comporter , il faut écrire
/ I \V I v'*^ abc ^ q
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a ^ b , c f...q y étant des fonctions arbitraires de / et a\ b\ c'y. . ./, des fonctions arbitraires de c ; d'o^ l'on conclut
1052. Appliquons maintenant ces principes à l'interpolation des séries à double entrée , recherche qui consistée déterminer l'expression de^,+,^,,'^;^', ou, ce qui revient au même , le coefficient
u /V% dans le développement de la fonction -77^. U est visible
qu'on a Téquation identique
+ etc.
et dans ce développement le coefficient numérique de
K7-0Ct-0«"
a(a-— i)(a— -i). . . . jn—r -f i) «V—i)(»'--a). .«•(«'—/+ 1)
ou [o][/2][o][/2']. Cela posé, le coefficient de ft'^\ dans lé développement de « (1 — i) (^ — i) , étant a ''y, , ,^ , le terme
)4* Ch« il T h â ori e des s V I tes ^
général de Texpression de y,+»,,^,i, sera
[o] [n] [o] [/2'] A j^,„;, formule dont on tire cette série
ys^M *i^n'=jT9si}+ —-^xj^xf^A — — — ^*x y«>./ + c^c.
+ — A^^J'^^H- — — ^ ^.»x.+ etc.
+ ■ . , < à^^y, , „ + etc.
+ etc.
que nous avons déjà obtenue ^ n*. 894 , par d'autres considérations. Qn peut lui donner cette forme
en observant de transporter > comme il a été dit dans le n*. précéda à la caractéristique a , les exposans des puissances de a,^^, ^, , A«^J^x9«iy et d'écrire j^^ 9 ,, » au lieu du premier terme i , que Ton doit regarder comme équivalent à (A,j^,,,,)XA*^*f*i)*-
i053« Proposons-nous maintenant d'ordonner le développement dey,+,^,,,, suivant les quantités vj^^^^oV^j^,,,/ * etc. et prenons en conséquence
B' c jy
•♦••^pr^+^
+-0- + etC'
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B' c ry^' r
Soit fait ^+y+-pr+-prv**-+7;;r=^
CD
jy
etc.
il viendra {= tf H H- • + — *
équation semblable à celle que nous ayons traitée dans le vf. 1039^
et pour laquelle nous avons donné ^expression de — à la page 3 13 ;
mais dans le cas actuel^ il faut développer de plus les coefii-
ciens tfj ^iCf.^.q^ suivant les puissances de -^ , ce qui changera
la quantité h Z^ , j^,^, + * { ^. > »..i«+i + etc.
+ etc.
en une autre de la forme
iW+ JVî + etc. + 1-{M,^N,[ + etc.)
+ i('M.+ JV.î + etc. ). . . . +^ i»/, ,
la quantité « ^. , »-»f ■ + « t ^i » »-.«^i + «tç.
+ « '^, > »-»^.+ « î ^t , »-.»+4 + etc.
+ ^tc.
en une autre de la forme
JM'+ JVî + etc. + -V ( iM'. + iV'.î + etc.)
+!■( JM'.+iV'.t + etc. ). . .+ -L.iW'._„
la quantité / ^^•>»-â4.i+ ttc*
+ etc.
en une autre de la forme
M' + JV'î + etc. + -1 ( ^''. + N\i+ etc. ) . " ^+-^(^'.+JV'.î+.ctc.)...+-^Af''»_,
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et ainsi de suite. Il est facile de voir que la somme des puissances de - et de -7- , dans ces expressions ^ ne doit point surpasser l'exposant n y lorsque cet exposant est entier. Cela posé , on aura
JL = iii + J\r^ + etc. + -^ (-M.+ A^.ç + etc.)
M' + iV' { + etc.
+—,-(«'.+ JV'.Î + etc.)
+ T-/+-^(^'.+^'.î + etc.)
M' +N' i + etc.
+-i-(iW".+JV^î+etc.)
jl|(— ) + JVC— 0^+ etc.
W^"^'^+'^/""'>{+etc
+-L(^,<"-'>+A^/'^'>{+etc. )
^ '^- ib-nnrH
et
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et comme lé symbole vy^^i, désigne la quantité
+ etc.
et que le coefEcient de ^/% dans le développement de la fonc-
tion ~-^, est exprimé par v(y,+r,*î+rr ( n*. 105 1 ) , on conclura
de ce qui précède, en passant des coeffidens aux fonctions génératrices , que
My„,i +Nvy,,:i^ +etc.l+-M,j'.,„+,+A^,vy,,„+^+ etc.
>'•+»» «'= ^ +^*y. >./+•+ ^.^y.» «+.+ **«• •^ j ^'.^.+, » .M-. + A^'.yy,+. , .i*.. + etc.
JW
»— I yx'ft 9 */4-»— »
^<"->^..H.-.»- +^ ^""Vx*„-.».i +etc.
,+ JW.C— )y,^„ „+. +iV.C— )yy,,^. „^. + etc.
If ' 111* I I > lit 1
Cette suite s'arrêtera lorsque quelqu'une des quantités vy^j,]\ v*y,„^, etc. sera nulle.
Si l'on prend vy,,,,=o, et que l'on fasse ensuite :c=o dans l'expression précédente dej^,^„,,,, on aura •/
+ ^.yn^^
Apptndiu. , Xx
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cette expression s'écrit sous la forme
rintégrale du prediieir terme étant prise depuis r=o , jusqu'à r=/z4B i , afin d'y comprendre la somme des termes depuis r=o , jusqu'à rt=zn ( n"*. 897 ) ; l'intégrale du second terme étant prise depuis r=o , jusqu'à r=/z9 et ainsi de suite; enfin l'int^rale du dernier, depuis r=o , jusqu'à r=:/ï— /n+ i.
L'expression que nous venons d'obtenir pour y^^ , ,, çst évidemment l'intégrale complète de l'équation
"1 ^y» J «'+1 "T ^ J^rt-Hi * */+i ••••••• • •••••••
+cv»,.^
1054. La recherche de cette intégrale se trouve ramenée à celle des coefiiciens M^ M, ,....M\ M\y etc. qui sont précisément
ceux des puissances de -7- dans le développeiïielit des fonctions
* 2^^ »_»+. + c Z, , ^«^ + etc.
etc.
ces développemens seront faciles à former dès qu'on connoîtra ceux des quantités ^.,».^t, ^•,»-4n4«> etc. ou en général celui de Z.yrf mais oh trouvera sans peine , par les formules du n% 1041 , que .
etc.
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et comme a, f^^y, etc. sont les raciaes de réquaûoo
ces quantités seront dans le cas actinel <les fQnj:tioiis de -^. $î Ton fait — . = j , et que Ton difierèntie m fois dé suite , par rapport ïs,
T II
l'expression de Z^.r^ pour en éipminer les quantité -r # Tr> ~t> ^^^*
on parviendra nécessairement à une équation finale du premier degré par rapport à la fonctîoa Z^^ ^Ak$fis coefficient diliénsntiels ; ces quantités y seront multipliées par des fonctions symétriques des racines fit ^ fi, y, etc. et de lei^rs cfifFérences 9 onctions que Ton pourra par conséquent exprimer d'une manière rationnelle au moyen des coefficiens de Téquation a fl"*+ etc..= o ( n\ 1 59 )• Faisant ensuite dispafoître les dénominateurs d^ termes du résuljtat. Us
JZ quantités Z^,,, — T—9 etc. n*auront pour coefficiens que des
fonctions rationneHes de j ou de -^ « c'est-à-dire , que les termes
de l'équation finale seront dé la forme K/* ~rh — • ^^ P^^ * ^^ ^»
désigne le coefficient de /^ dans k développement de Z^,^, le terme >^J deviendra i ( i — i) ( i — jw + 1 ) kJ^^ , en passant
dans — " , en sorte que i{;i-^ i ) ( / — ^ + 1 ) iST a; sera
dy
le coefficient de i"^~^, dans Téquatic^n ^nale , €t .que par conséquent il faudra , pour avoir celui de y dans la' même équation , changer i en i — /w +V , et x,« en à,..^^^ \ on aura donc
(/_;»+^)(£— /W + ^_i) (f_/72+ OiCA;.,,^ ,
pour ce coefficient y le iQ,êq;ie<p2e.c4ltti ^e -^^ Il est visible que si
dëns cette équation différentielle , on remplace les fonctions génératrices par leurs coefficiens j on la transformera en une équation aux différences entre les valeurs successives de a»* , et dont Tint^ration donnera ces valeurs. Par là l'intégration de l'équation vy^^ ,,= o
Xx 1
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est ramenée à celle d'une équation aux différences à deux variables seulement et à une intégrale définie»
Pour donner une idée de l'application des formules précédâtes y supposons qu'on ait l'équation du premier ordre '
Dans cet exemple
i=:Bf £=o>etc.
é'oh
^Or- ^^^,^..- (_5y-Ha -
en écrivant 5 ^ au lieu de -^. Différentiant la dernière expression de Z^^ry on trouve
kf— t
ds
et éliminant la fonction — ^ — ^^, — , il vient
ds
{j4+B's)^rB'Z.,^o;
substituant enfin dans cette équation , à la place des fonctions génératrices • les coefficiens de -7- , on obtient
Or la quantité *Z^,»..^,+ ^Z^,m-iM*+ «te. se réduisant à son premier terme ^ donne seulement Mi = Bk. ^ et Ton en conclut
y%^ xi^ ^^^ yc9 «'+r 7
l'intégrale étant prise depuis r=o, jusqu^è f=^n+i. Il faut faire attention en intégrant l'équation , d*oii . dépend a^ j que la coQS<r
tante arbitraire introduite soit telle qu'on ait a^= - — jvHpr^
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1055. L'équation vj',,„=o, ou
+-»>„,/+, + C%+, , ./+, + etc.
0==' •+-^>.,x.+. +etc.
correspond à l'équation ^ = o , ou à
+ 7:+ «te.
qu'on obtient en substituant dans la première ^ au lieu des coefficiens
ys9 9j4^î> yx^i9xf^-i9^c»
Vx J x/+a » €*^»
etc.
leurs fonctions génératrices
Zl 8
car il est facile de voir que toute équation du premier degré > qui a lieu entre les coefficiens , doit avoir également lieu entre les fonc* tions génératrices. L'équation ^^^o rentre évidemment dans Téqua-
• tion (1) du n*. 1015, lorsqu'on y change - en «^ et - en i0; et
l'on doit saisir maintenant la liaison des méthodes qui nous ont
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conduits à Tune et à Tautre: la même correspondance existe i l'égard des fonctions d'une seule variable. Il suit de là que l'intégration de l'équation vy^j^^^^^o^ par la
seconde méthode , revient à déterminer l'expression de - , déve-
loppée suivant les puissances de -; , au moyen de l'équation {=0 ;
or il y a aussi dans cette méthode , comme dans la première , des cas
oïl l'expression de —-.se présente d'abord sous la forme d'une suîtç
infinie. L'équation
tt t t
qui correspond à
est un de ces cas ^ parce que la plus haute puissance de - y est
multipliée par -7. Voici l'artifice qu'employé Laplace pour lever
cette difficulté.
L'équation proposée donne immédiatement
d'où on tire
La dernière de ces expressions étant écrite ainsi
i^^i^i*— *— »^>*<iiwi^— «— !■»— — ^» ■■■■ "» m
fi'^{ ' » - *
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dlevîent susceptible d'un développement terminé suivant les puis-
sances de -^ — * ; on en tire
.X{a'+-(c + aB)
+ -^^ -{c + a*)* + etc. } ;
faisant pour abréger
etc.
il viendra
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1 a b L'équation "T""^""^ ^ = o,
tt! t t '
donnant aussi
I , C + tfA*
" on peut chasser la quantité -7 — ^ ^ du résultat ci-dessus ^ et si on le fait dans les termes affectés de y^{ , Z^'^^.» , etc. on obtiendra
,... \Jl51±i-rL^a\
Passons maintenant des fonctions génératrices aux coefficiens. Il
u est visible que celui, de rV* , dans —7^7 , est ^, , ,, ; la quantité
»^i — * V mise sous la forme '^^'Ct^'" *) » étant développée^ devient
f II r u r(r — 1) u )
d'oîi Ton conclura que le coefficient de r^/% dans cettejfonction est
développement qui est celui de ^'^^syrr^j > pourvu que Ton fassç
;c's=o après la différentiation. On se convaincroit de la même manière que le coefficient de rV"*, dans le développement de
uC"^^^ doit être a'A'/^ * ^ j , en faisant x = o après I^
différentiation ^
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cliiFérentiation ; et l'on aura enfin
■ c + tf^ '\ a' J^{c + ahy '\ a' )
pour rintégrale de l'équation
En développant cette intégrale , on reconnoîtra sans peine qu'elle exige la connoissance de la première ligne horizontale et de U première colonne verticale de la table à double entrée qui correspond à réquation proposée.
1056. Des considérations absolument semblables à celles du n''. 104^, vont nous conduire aux formules X{ue nous avons déjà obtenues dans les n""'. 865 > 867^ 869 » 895.
Soit maintenant
»=J^o,o+J^,,o^+J^oo^'+J^î>o^ +etc.
.+ >'o,/+J^t,«^/+yoi^^'+ etc.
.+ j^o.^*+J^t>.^^*+etc.
+ etc.
Si Ay,;,;; désigne la différence de ys^x,^ ptise en faisant varier en même tems x et x\ la fonction génératrice de t^y^^mt s^t^
u ( — ;- — I J 9 n"*. 105 1 ; mais il est visible que
et que par conséquent
Appendice, Y y
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le développement du second membre de cette équation pouvant être ordonné suîvant les puissances de -.— i et de - — i , contiendra
les termes u( 0 * ^ w"^ ^ 7 ' ^^ ^^"^ ^^^ fonctions généra-
trices de A y^,^, , A ,y,,,, : passant donc de ces fonctions à leurs
coe^ciens^ on aura
^y.,.»={ ( i + à^y.,xd ( I + A^/y.ixO — ï}^ en observant de transporter, dans le développement du second membre, à la caractéristique A les exposans de a,^,,„, ^:ç,yar>ar#» Il suit aussi de ce qu'on a dit ( n*. 105 1 ) , sur les fonctipns géné«» jfatrices des intégrales, que l'équation
doit avoir lieu dans les mêmes conditions que la précédente 9 et en remplaçant les puissances négatives des différences par des intégrales.
Dans les formules ci-dessu^ , les différences des variables xets^
sont égales à l'unité; mais il est visible que i«f ^tt^t — ï ) ^st
la fonction génératrice de la différence A""y,,^,, prise en faisant varier a^ de n et x' de n'y et en vertu de l'équation identique
il viendra encore
dans les mêmes conditions que ci-dessus , relativement aux exposans des différences.
Ces équations subsisteront encore ^ si l'on suppose que les différences de X et de x\ au lieu d'être i , relativement à a^^^, ,^ et à a,,j>^,, ,, , soient k et A'; mais alors, dans A'y,, ^, , les différences de x et de x' seront respectivement \ntX k!n\ En considérant k et k comme infi-
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nîment petits , ou comme V;e et dx\ tandis que n et n! seront infinis , on pourra faire *» = *, JtV=a', a et *' désignant des quantités finies; dans cette hypothèse, a,j^,,,^ et A^^y,,^ deviendront, les différentielles partielles àt y ^ et se changeront par conséquent en
dx y --y-fdx : on aura
dx
dx'
Jy
d ct'^
d*oii on déduira
Supposons maintenant que les accroissemens n et /z' soient infiniment petits , tandis que k et A:' soient finis , ce qui changera nk en i/jf, zi'^' en dx\ et A'"y,, ,, en iTy J nous aurons
dx'
formule qui revient à
ry={dx\{l + ^,y^^^,) + dx^^ + ^,.y,,,.)Y.
On trouvéroit facilement pour fonctions de trois et d'un pliis grand nombre de variables ^ les formules correspondantes à celles qui précèdent.
Yy X
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CHAPITRE IIL
Application du Calcul intégral à la Théorie des suites.
1058. Li'i NT ÉG RATION des di^rcntielles à une seule variable ayant conduit à des séries , on en a conclu qu'on pouvoit repré* senter une série par une intégrale , et comme on a des méthodes pour calculer , au moins par approximation , la valeur d'une inté- :f raie ' entre des limites données ( n"". 470 ) , on a cherché à remonter d'une série à l'intégrale dont elle est un de^ développemens^ C'est par ces considérations qu'Euler a créé, pour la sommation des séries et la recherche de leur terme général , des méthodes trèsingénieuses que nous allons faire connoitre successivement*
De ta somma- ^* première de Ces méthodes consiste à effectuer sur la série protioa des séries. posée des Opérations telles que les résultats successifs conduisent en
dernier lieu à une série que l'on sache sommer ^ ou qui soit semblable à la proposée, La progression par quQtietls ( ou géométrique )
a tf+^ aAfib 41+}^ tf+(/T— ijl
5±=â? +x ^rx -{-x ••«•••+^ f
est un des cas les plus simples. En passant le premier terme dit second membre dans le premier membre , et ajoutant aux deux le
terme x , il vient
=X ix +x +x i^
a a-^nb b
d'oîi on tire i — x+:c ^=sx i tt par conséquent
a û'^nb
X *— AT
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Les premières opérations de l'Algèbre suffisent non*seulement pour ce cas , maïs encore pour toutes les séries dont le terme général est de la forme
(« + j8/ï + 7^/1*+ etc. ):c ;
ainsi qu'on peut le voir dans les Elémens d'Algèbre : passons donc aux artifices tirés du Calcul différentiel et du Calcul intégral* 1058. Considérons d'abord la série
en multipliant tous les termes par — > on obtiendra
sdx
:s=idx+ ixdx + tx*dx.4...m • + /i:t"''Vjti
intégrant ensuite il viendra
fidx , ir*— ^«+*
y^s dx X — A:""t* ' = ■ y on aura
où I X
sdx rf:t*— (/i+l )x''dx + nx'"^^dx d'oii Ton déduira
La série que nous venons de traiter est comprise dans cette autre
plus générale
3 = ax +{a + i)x +(a + ii)x +(a+^t)x ^^
Multiplions les deux membres de cette équation par px'dx^ nous aurons
psxdx :i=i apx dx^... + [a + {n'-^i)ù)px dx;
cette série se ramèneroit comme la précédente 1 à une*progression par quotiens ^ si pour toutes les valeurs de n on avoit
OU tf/>— i^(« — ï )bpzszcL+ r + (/i— i)/8;
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or c'est ce qui aura lieu si '
ap'-^i^A + r tt tp = fi f
équations qui donnent P=^t9 i
a^—eib~-i afi afi + ifi «jS + f» — 1 )^ii
cl*oh par la diffërentiation on conclura l'expres^on de s. Si ^e terme général de la série proposée est de la forme
{an + P)[cn + c)x ^
et qu^on multiplie p^rpx^dx , les deux membres de l'équation ^
^ = (tf + i)(c + 0^ + (an + t)(cn+e)x ' ' ,
on pourra déterminer j? et r de manière à faire disparoître , par l'intégration , un des facteurs du coefficient de chaque puissance de x , et cela , en rendant ce facteur égal ^ l'exposant augmenté de l'unité ; on formera ainsi l'équation
d'oh on tirera pc=: ^ ^ pe=A — jg + r-Hi et
/S lèc+ lie — ûLC^c
au moyen de ces valeurs ^ on aura
^fsxdx=i{a + lf)x ..f...4-{an + P)x
La série du second membre , étant de la même forme que la précédente y on y substituera sa valeur ^ déterminée d'après ce qu'on a vu , et on aura ainsi une 'équation finie entre cette valeur et l'intégrale fs x'd X y qui conduira par la diiSërentiation à l'expression de s.
On obtiendra immédiatement une équation finie du même genre
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en multipliant par px''^ les deux membres de celle que nous venons de trouver , et posant
d*oii Ton déduira
^ ^ j fib'^eta + ^a — ra — ^a fibc^^^fiae-^^ac
» :i= - fz=z — — A ■ ■ ■ ■ =; — . ;
a^ a ac
intégrant ensuite, il viendra
- ix ^^ dxjx ^ sdx
deux différentiations successives feront disparoitre les signes / du premier membre j et conduiront à une équation dont il sera facile de tirer $.
Il est visible que le même procédé s'étend à toutes les séries dont le terme général est de la forme
X059. ^^^ ^^ renversant ce procédé qu'on l'applique aux séries dont le terme général est de la forme
Soit d'abord
on multipliera seulement par p x\ et on aura
psx'—^ ...Y^ ;
on différentiera ensuite pour obtenir
et on détermii)£ra r ti p de manière à rendre le coefficient, du
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numérateur égal au dénominateur , quelle que soit n. On fera donc an + i=zpA+plèn'-^pfi+pr, a=:plè , *=:/* — pfi+pr^
à ou il résultera /> = - , r = , et
ax ^ ds+(afi — aA+tfi)x ^ sdx
fidx
on conclura de là , par le secours de Tintégration ;
L'intégrale indiquée dans cette formule doit s'évanouir lorsque
Pour avoir la limite de la série proposée , il faut prendre \ au lieu de la somme de la progression par quotiens
sa limite ^ et il viendra
Si Ton fait xç=zj ^ dans la série proposée , et qu'on suppose et| même tems ct=^=?= i , ellç deviendra seulement .
a + t' 2a+b na + b
On ne pourra pas établir l'hypothèse de x=: i ^ dans les expressions
différentielles f mais on fera ^ =^= i , dans l'expression intégrale
qui
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qui se changera en ^^ / j
depuis ;r=o, jusqu'à ^=i, pour obtenir la somme de la série particulière que nous considérons maintenant. La limite se trouveroit en faisant * = i et j8 = i ^ dans Texpression
fi ^ (^x ^ dx , jqui répond à la supposition de n
' l t ^x^dx
infinie^ et 4pî* il rçsultcrfiit — j / —-, cette intégrale devant
être prise depuis ji: = o ^ Jusqu'à jtsp i. Voilà une nouvelle expression de }a transcendante indiquée ilaos U n*. 915.
Passons à la série dont le terme général ; —-, r renferme
deux facteurs à son dénoniinateuretoii, pour abréger, nous avons mîs a:* au lieu de :t*^^*""*>^, ce qui ne diminue pas la généralité de l'expression, On aura ^ relativement à cette série > l'équation
d'oîi l'on déduira
pdjx's) ^ p.(l-i-r)x' pCn+r)»"*-'-^
dx *~(4+3)(c+«) (««+^)(cn+7)*
On peut toujours déterini(\er les nombres /> et r de manière à faire disparoîtie l'un des facteurs du dénominateur , en posant
fn-\-pfs=.an-ir^ i d'où il suit p^s^a, '"=-» et
'^ppmdict^ Z z
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ad(x^s) Maintenant si Ton faisoit - — r — ^ = s', on aurcnt une série qui
dx
seroit dans le cas de celle que nous avons traitée plus haut ; mais on arrive immédiatement au résultat en la multipliait par p^x'^^ ce qui conduit à '
dx c-i-c cn+e
ai/d(x"{d{xU))) ^\a^'r dn^ c + e
posant ensuite il vient
et Ton a pour dernière transformée
acd{x - 'djx^s)) c j^ ^
dx''
En intégrant deux fois de suite ^ puis tirant la valeur de j ^ on trouve
a ex
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et en réduisant la dpuble intégrale à des intégrales simples ( n''* 486 ) , il vient
Il faut observer que cette dernière expression se réduit à f quand tc::;=iac, parçe que.Ia précédente étant alors
acx^
doit se ramener immédiatement à
\xfx'^^dxQ^)^fx^dx{\x)Q^)
acx^ et que dans le cas o\xbc=iac, le produit (tfzï+3)(c«+«) devient ç^an-^-by y en y mettant pour e sa valeur.
Il est aisé de vp^r que si Ton vouloit Qbtenir la limite de la série
proposée 5 il faudroit metti^e sous les signes d'intégration j au
lieu de ^ — «
La méthode est générale , et s'étend à toutes les séries dont le dénominateur peut se décomposer en facteiurs rationnels et du premier degré par rapport à n. En suivant la marche tracée dans les deux exemples précédens ^ on trouvera que la sérip ^ dont le terme général est
i^n-^b){cn-\^e){fn^g) ' a pour somme
jfx" C dxS!? 1 dxJxfdsQ—^y.
Zz i
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et réduisant à des intégrales simples ^ on obtiendra
t JC"
{bf—ag){tf^cg) ^ {bc^ae){cg — ,f)
{ac—bc){ag^bf)*
forme qui présente une loi très-sîmple , d'après laquelle on peut continuer ces expressions aussi loin qu'on voudra. Lorsque le terme général sera
on aura
j/x* c dxjx^ f dxfxf h dxJx^dxVTZ^r)
acfhx*
ax V-y^<^*( ' __* ) c^''fx~'dxC J^\ __ j ' {<it—hc)(jag—bf){ak—bhy{bc^ae){c^f){ck—eh) '
+ ,-7-7 — w> ._w^ — rt4
(bf-^gXef-cg)(/k~-gh) (bk-^X'à-ck)(gh-^ky
o 1 o6o. Ces expressions donnent - quand les facteuts du dénominateur du terme général sont égaux ; il est plus simple de chercher immédiatement , en supposant dans les calculs indiqués ci-dessus ,
a= c =/= etc. b =^ = A = etc.
les expressions qui conviennent à ce cas ^ que d'entreprendre de
les déduire des précédentes. Lorsque le terme général est
{éin+t)
•Sn.
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on trouve
dx i^ ix -^ . /I —
/dx Cdx -, /I— x*\
4iV
• M fi '*
I . xa^x
lorsque ce même terme est -r 9 >1 vient
(un+iy
et pour l'expression r — — rr^j , on a en général
(l*)->Vx(i-^)- ^\b).-./;^^^( Kl^)
Ces valeurs se simplifient beaucoup lorsqu'on y fait x^^i , ce qui donne 1 xt=:o y en dehors des intégrales seulement ; on obtient alors
fx^dx(\xy-"Q^^^)
pour la somme de la série dont le terme général est — ;;, ^
l'intégrale étant prise depuis Ar=o , jusqu'à x^i , le signe + ayant
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lieu si m est impaire , et le signe — si m est paire» On comprend le double signe db dans la formule , ti écrivant 1 ~ au lieu de \x^
puisque 1- = — Ixy et on a
Enfin on obtient les limites des séries proposées en mettant seu* lement • au lieu de »
io6if La combinaison des méthodes indiquées dans le; trois n^'. précédens, conduit à la sommation dçs séries dont le terme gé*
Jx^
néfsH est r— -, les lettres ^ et j9 désignant des fonctions ration-
nelles et entières de n , décomposées en facteurs du premier degré.
On fait disparôître successivement les facteurs du numérateur par
des intégrations répétées , et ceux du dénominateur par des dîfFé«
rentiations, L'exemple suivan| suffira pour mettre sur la voie des
applications. '
ttn "I ■ â
Soit — - 4;" le terme général de la série proposée ; on mul^
an+b ^
ti pliera par/'^' les deux membres de l'équation
J = — rT^-< r^ ••?•"• TT •*'
a + p xa + p an+P
et passant ensuite aux différentielles , celle du terme général ser^
an + t on fera donc pn:^an ;; pr=b , ce qui donnera cette équation
dx '
dont le second membre ne renferme plus de dénominateur. De nouvelles opérations , semblables à la précédente , feroient disparôître
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Tes facteurs qui resteroient ^ si le dénominateur en contenoit plus d'un. /
En multipliant la même équation par px^ ; et prenant ensuite Hat^rale de chaque terme ^ celle du terme général sera
te facteur an + fi du numérateur dispàroîtra si Ton fait
a(tpn=ian , apfir^i-^- ar ^
d où il suit Z' = - > r=i - — -,
et A a
-A* ^d{x^s) = x'^ +Ar* + *« ,
fi b b 0^
et par conséquent -/a?* «^(y^i) = A:* f- -V
b _i8 /3+tf
çn tire de là 5 = 7 — ^
1061. Dans les séries que nous avons considérées ci- dessus^ le nombre des facteurs , soit du numérateur ; soit du dénominateur , étoit le même pour chaque terme ; mais il est une classe de séries qu'Euler désigne sous le nom ^ hyper giomitriqucs ^ dans laquelle ce nombre augmente d'un terme à Vautre : la série
a-ht^ ia+b){ia+b) ** ^'^* ^^'^ (a'+b) (an+b) *
est de cette classe* On va voir que leur sommation se ramène à rintégration d'une équation différentielle. 3 1
Le cas le plus simple est celui dans lequel le terme général est de la forme ,
(« + i8)(xrt + i8) (an + fi}x''i
par la méthode du n^ 1058 on fait dispafoître le dernier facteur
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tin^ fiy et on ramène la série proposée à ce qu'elle seroit , si Tod en retranchoit le dernier terme. On obtient de cette manière
p I s X aX :;= »»■»♦>-!- >. •
posant p((tn+fi):=n+r+ï , il vient ./?=-^ r=- — i , et d'oîi Ton conclut
r et j'
iff- i=(*+i8)r +(*+iB)- . • , . ••W/ï^-O+i^K'- =5— (ct+i8)....(fitn + i3)*" ; et faisant pour abréger (*+*) (cta+^)=^, on 9
lorsqu'on délivre cette équation du signe /, en la difFçrentianf , elle conduit à
f&quatioA du premier degré et du premier ordre « doat l'int^ale donnera Fexpr^ssioa de s.
Il peut arriver que chaque lerme de 1^ série proposée cQntîennie (ieux ou un ptus g^aad aoml^re de facteurs de plus que celui qui le précède ; il faut alors un nombre dbpérations successive^ égal à celui qui marque raccroissçment du nombre dfs feçteur^ 4*W terme ^ Vautre. Si l'Pîi pvpit , par exemple
une première opération semblable à celle qu'on vient 4*çffççtuçr çi-dessus , ch^ngerpit Te^pressipn
terme général de cette série, en . ^
et
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et une seconde opération effectuée de manière à faire disparoître le facteur («(in— -2)+i8}9 réduira le résultat ci-dessus à
(«+i8)(i«+i8)...r..(flt(i/z — 3) + i8)â7*~*,
terme qui précède celui qu'on a pris pour le dernier dans la série primitive.
C'est encore par le même procédé qu'on traiteroit les séries dont le terme général est de la forme
par une première opération on feroit disparoître le facteur c£/z+/3 , et par une seconde le facteur yn^i'ïta suivant la même marche^ on s'éleveroit facilement aux séries dont les termes généraux ren*» fermeroient trois ou un pl^s gr^nd nombre de prQgressions de facteurs*
1063. Lorsque les facteurs sont au dénominateur, que l'on a,
par exemple,
on employé la ^âërentiation ; il vient
pd{sx') _p{r-\-ï)x' ^ ^ p{n^r)x^-^
dx <t+^ *'***** (« + i8) («a + i3)*
pd{sx') _ X ^«
En développant l'équation différentielle
on trouvera
. , fidx-^xdx (J^x'')dx
as + J=-^ ^ y
^x Atf^ ^ •
Appendice. A a a
ff
370 Ch. III. Application du Calcul intégral
équation qui s'intègre en la multipliant par e"^ at^ , et donne
X fi X fi
Deux opérations semblables à la précédente, eflfectuées successi- ' vement sur la série dont le terme général est
ou dans laquelle le dénominateur d'un terme quelconque , renferme deux facteurs de plus que le dénominateur de celui qui le précède ^ la ramèneront à ce qu'elle seroît si l'on en retranchoit son dernier terme. Il en sera de même d'une série dont le terme général aura un dénominateur composé de deux classes de £sicteurs ^ et en général rien n'est plus aisé que de pousser l'application de la méthode aussi loin qu'elle peut aller.
Lorsque les facteurs du dénominateur sont élevés chacun à une même puissance , le calcul mène à des expressions plus simples» Quand le terme général est
on trouve
, ^^d(xd(x^s)) a/-
x'^dx^
pour le terme général '
(* + i3)' i'^n + ny '
on obtient
x*dx^ et ainsi de suit«.
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1064. Passons maintenant à la série dont le terme général est
(^ + 0 (an + i) ^^
on obtient d'abord , par l'introduction du facteur /ia;'' et Tintégr^tîon,
posant tf/>/i+/^*=r+;i+i, il vient /^ = -j r= , et
fx ^ sdx_ x^ {aA-b). . . .(a{n—i) + b)x''
a ~ ùL+fi (*+i0) («e/ï+iS) \
multipliant ce résultat par px\ puis prenant sa différentielle^ en
faisant tp+apn+apn=zaaji+afi , on trouve /^=« , r = ,
ax^dx
Cet exemple montre assez comment il faut opérer sur les autres cas comprb dans la classe de séries dont il fût partie,
1065. Depuis le n% 1062 nous n'avons donné que les sommes des séries proposées ; mais il est visible qu'en supprimant dans leurs expressions le dernier terme de la série ^ on aura sa limite : on trouvera ainsi , pour la seconde série du n\ 1061 9
fx* sdx
et faisant dîsparoître le signé d'intégration ,, on obtiendra une équa» tîon différentielle du premier ordre et du premier degré , dont l'intégrale donnera l'expression de s. Si l'on y change x en — ;tr , et qu'on prenne le résultat total avec un signe contraire à celui dont il est affecté y on aura la limite de la série
(« + ^)* — (* + i8)(ict+/î)**+etc.
Aaa 1
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Quand ^ = o et et = i , la série précédente devient
5= i.^— i*2.ar*+i.2.3,:)c^— etc.
et Ton a l'équation
fsx'^dx.
qui donne par la différentiatîon
sdx 3 f t ^(*+l) . ^^
— -^dx^^^^xds — sdx ^ oUi/5 + -^ 'dx:=: /
cette dernière équation a pour intégrale
sa^^'^/r'^dx (V. 547)-
Nous pouvons aussi déduire des formules ci*dessus l'expression de la limite de la série
/=Ar— I x^+i.i.x^ — i.i.^.x^+ etc»
car 9 en la comparant à la précédente , on trouve que s'^szx'-^sx, d'où il suit dsz=zdx — sdx'—xds^ et l'équation
''^dx:=''^xds'^sdx,
. changée par ce moyen en
s'dx dx
a pour intégrale
t dx
Nous ferons remarquer qu'on arrive immédiatement à ces derniers résultats } en combinant ensemble les équations
/=:r — i.x* +1.1. A?' — i.i.3.;r* + etc.
-7- = I — i.i:if+i#i.3 X* — 1.1.3.4^:^+ etc. dx
ds' x—s'
dont la seconde revient à -— = — -— ;
dx xt
A L A Théorie DES suites. 373
Si l'on fait a; = i ^ après Tintégration , Texpression s^
Sl '-
qui répond à cette hypothèse y est propre à faire connoître la limite de la série divergente
I — !+!• 2— 1.1.3 + 1.2.3.4 — etc.
dans laquelle est comprise celle dont nous nous sommes occupés déjà> n% 1047: -on aura
ï~i +2—6+ 24—1 20+ etc,
te dx
qués dans les tC\ 470 et suivans*
En ne prenant d'abord de la formule du n''. 480 , que les termes multipliés par la première puissance de «t ^ on aura
r.-r=*{ir+r,+r'. +r...+ir,},
Y\ Y\ y etc. désignant les valeurs successives de la fonction
comprises entre les deux limites x:=a et x=:i de l'intégrale; et n leur nombre.
En faisant /x=s 10, il Tient a=z — .à cause que les valeurs ex«
trêmes de x sont o et i ; et Ton a pour la suite des valeurs de :i; ^ ^
f- JL ± i. ± ± A 2. -1 1. ï ~
10* lO* 10* 10* 10* 10* 10* 10* 10' 10* *
pour celles de y
10 10 10 10 10 10 10 io« 10 10 e 2tf 3( 4e 5e o^ 7^ ^c 9«
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d'pu Ton conclut
II I T I
oe 'je o< ■ .9c
Euler , en mettsint pour le nombre e sa valeur 1,718181818
a trouTé
le
-7 =? 0,03 13 13 M — = P*0973 îooi
la somme de ces nombres est .0359637164, Il est visible qu'il suffit de retrancher ce résultat de l'unité pour obtenir la limite de la série
if--i.i+i»î.3'-^i.i.3,4+ etc, Pon aura par ce moyen 0,403618} 6 , nombre qui s'accorde dans les quatre premières décimales, ^yec celui du n*. 1047. ^^ porteroit l'exactitude beaucoup plus loin encore en calculant un plus grand nombre de termes dç la formule du if 480: et sur -tout eiî augmçntant le nombre des valeurs intermédiaires de T^ ou >en di^ minuant «t.
L'expression
ion tj -
dx
se
y* dv \ r— , lorsqu'on I— nlr
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fait c *=v.oua: = ; — : les limites de x étant o et i • celles
I — Iv .
de V doivent être aussi o et i . Si Ton intègre par parties la formule
; — dv , en opérant sur le facteur dv^Vi viendra
I— Iv
dv dv l.v t.a.v t.i.J.v
d'où il résulte la série
I — I + 1 . 1— i.i«3 + i«2.3. 4— etc.
quand on prend y= i. On obtiendra donc encore la vateur ap« prochée de la limite de cette série en calculant celle de l'intégrale
/^ dv par la méthode du n^. 480 (*.)• ' I. — Iv * : .. • ■ i ; .' . ..
' " ■ ■■■■^^■^Mli^l— I»— — *i— ^
(*) On ramèneroît à une fracdon: continue l'expression dex, en appliquant
sdx d X
à réquatîon diSirentielle ds'\ j- = — la méthode du n**. ^9?, maïs il est
bon d'observer que Ton peut aussi déduire immédiatement de la série
1 — 1*+ i.a.Af*— i,a.3.:if^+i.a.3.4.Af^— etc.une fraction de cette espèce. En représentant la série proposée-ptr^^ Euler fait
;^=r— î- , d'oîi ,
„ *— Tax*+6jc' — 34*'*+ 1*0*^ — ^7ao**+ço4a*î'— etc; *
, ^x— 4**+ 18 a:*— 96**4- ^00** — : 4320 «5+ etc. x
I — 2« + 6x* — 24*'+ lao x^^^ Taq «^-j- etc. " i+Z>
âjc — 12**+ 72*'— 480 Jr*-J- 360O Af*— etc. 2 jt
i— 4Ar+i8**~96«*-t-6oox4— etc. • i+£
a >— i8**+ T44 * — laoo **+ etc. %x
^ y— 36 r>4- 360 x' —etc. •> . ,, .3*
\ — 9^ + 72^:*— 6oô«'*f^ etc. K ,; f I+ff ^
3,« — 48**+etc. 3*
i—iax+iao**— etc."" ;;,;*: ; .; 1+^
43c~etc. ' _ 4Jic ^
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1066^ Passons à la première des séries considérées dans le n*. 1063 dont la somme est
5=^c*a: TV ^x^dx(l^~\
En y supprimant le derniejr terme ~, nous aurons pour la lioûtc
AT
et
rint^rale /« *;c* étant développée par parties , en opérant sur
\a loi de ces expresàons £ùt voir que l'on auroît
/— _±L- Jr— '* T— ^* ' • rf r
çt p^r ce moyen on auroU
i-f — T-rr
jcette fracddn connnue donne suocetôremMt » lorsqu'on y fait ^i ^
o 1 1 ?:. .4. .L îi- 4£ «M .322-, Pi' a» 3* 7* 15' 34* 73* ^<>9 ' 5<^^ * valeurs qui sont altcrn^rivement plus petites et plus grandes que celles de /•
Il est facile de yoir que Ton peut» par des procédés analogues au précédent , convertir en fraçtiçn çontinuf toute série dont les term«» sont altemsitiYement positifs et négatîfc,
son
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son premier facteur t ^, procluh la iérie
— »4;*# «{i + «-j.jti — -_i+_^ i^ { ^ etc. };
Cette série s'arrêtera quand /S sera uA multiple de « ; dans ce cas le dernier terme sé^a -<-« {iB(/S-^ct). «•«••«} ^ «quantité qui , prise avec' le signe + , donnera la constante qu^i faudra joindre à Tintégralé pour qu'elle s'évanouisse par la supposition de â:=so : nous conclurons de là que la limite de la série proposée sera alors
Si l'on fait 0:=zo<, il viendra seulement s s ^.-^ i ^ résultat qui tst en effet la somme de la série
dans laquelle l'hypothèse établie change la série proposée ; lorsque fiçsz^ et /BcBi*^ on trouve succesâvement
n est facile de pratiquer sur les autres classes 4c séries ce que nous venons de ârire sur les précédentes.
1067. Nous allons parvenir dans cet article à une formule fort âég^mte que Parseval a donnée dans un Mémoire sur Tint^ratioa des équations diftérentiettés partielles ^ et au moyen de laquelle il p)>tient U limite de la série
toutes les fcHS que celles des séries
féi^Sx + Cx^ +Dx^ + ctc,
XX x* .
Mnt connues. Soient <X et .^ ces limites ; il est visible que le Jpfmiicu ' ' Bbb
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produit des deux séries ci-dessus renfermera trois espèces de termes : I^ des termes délivrés de x^.qiû s'pbtieDnent en multipliant entr'eux les termes correspondans de chaque série , 7^. des termes contenant des puissances positives àtx j 3*". des termes contenant des puissances négatives ; ce produit sera donc de la forme
^^'+55'+ CC+DD' + {^x^} + f i3 -^] =X.Y',
en désignant par { ax"^ } tous les termes aiFectés des puissances posi«
' tives de X , et par I j3 — r tous ceux qui n'en contiennent que de
négatives. Cela posé , si dans cette équation l'on fait successivement
jt=rCOSI/-l-*^ — \s\nu, a: = cosz«— V^ — t ÛtiU^ on obtiendra deux résultats de la forme
urf-^'+55'+a:'+Z?2>'...+ {a(cos/w« + /— isinm«) }
+ (i8(cos — w«+ V — isin — mu)^
+ { jS (pos-— ;w// — : V — I sin — mu) }
U et U' désignant ce que deviennent X et X par ces substitutions; mais comme
cos — mu = cos m u y sin ^^m //*= — sin /n i/ ;
on déduira de ce qui précède , cette nouvelle équation :
x{AA' -^-BB' '\'CC' +DD\..)-^x{ttQOsmu) Y%{f^QOsmu}=:zV'\'V\
oh il s'agit de faire disparoître les termes affectés de cos mu! Or c'est ce qui s'eifectue en multipliant chaque terme de l'équation par du et prenant son intégrale ^ tiepiiis u=o , jusqu'à n=7 , ou la deml-i-
circonférence 9 puisque l'expression fducosmu= — sinmu est nulle
entre ces deux limites j on aura ainsi -
iw(AA'+BB'+CC+Diy )=f{l^+U')du,
d'où Ton conclura
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VmtégT^U f{U+U')du étant prise depuis « = o, jusqu'à u=w.
Cette formule nous servira dans la suite à intégrer quelques équations diflFércmielles.partielks^à la vérité elle a l'inconvénient d'introduire dans le calci'l des imaginaires qui doivent se détruira, et exige par conséquent 1 emploi de quelques anifices semblables à ceux dont nous avons fait usage dans l'intégration des équations différentielles du premier degré.
1068. Nous rapprocherons de ce résultat une formule analogue mais moins générale , donnée par Euler.
Si l'on a ^ + Jîx + Ca?»+Z> or' -h £a?*+ etc. = \, j
et que la suite des quantités
. J\ B\ C, D\ E\ etc.
conduise à des différences constantes , dans un ordre quelconque ; la limite de la série '
AA'^BB'x + CC'x'+DD'x'+ EEx*^^ etc.
sera^
,, ^. xh.A' dX x^à^A' d^X x^L^A' cPX A'X+ «^-^ — -.+ -— + — ^ + etc.
I dx 1.3 dx 1-^2.3 d:r
expression qui se terminera lorsque l'on aura A'^=;o. On y parvient en formant les équations
aA-^dEsç-^- aCx*+ aDx^+ AEx^+ttc.=^AX
fiBx+ i0Cx* + iHDx' + 4j8£*t+eîç. == — -7-
I • dx
yX^ d^X
^ i.i dx^
J'x^ JPX
+ /ZJ^'+4<r£a7^+etc. = — -^ —
+ •JF*^+etc.= -7-7-
i.z.3.4 dx^
etc.
dans lesquelles «, /S, y, /, •, etc. désignent des coefHciens indéteroiinés ^ et en les ajo utant entr'elles pour comparer leur somme à
>/>+i?ll^«4.CCV+Z)2)'*?+££V+ etc.
Bbb X
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on tire de Ut
E =«+4i8+6>.+4<r+tl / 1 =£'— 4Z)'+iSC'— 4-B'+-4'=A*^' etc. ^ ^etc.
d*oii il résulte la formule posée ci-dessus. Nous ferons remarquer que si ^ , au lieu de représenter la limite de la première série , n'est que la somme d'un nombre donné de ses termes , on aura alors la somme d'une portion correspondante de la série proposée.
1069. Cest encore par des intégrâtes définies que Lagrange est parvenu^ dans sa ThiarU des Fonctions analytiques , à l'expression de la limite d'une portion quelconque de la suite
+!^ l+£y Jl + ^_£_ + etc
^ dx \ 3?*I*2 ' dx^ l#2.3
n avoit trouvé d'abord que si Toq mettoit âr+(i— {)^f su lien de :r , dans la fonction y et dans ^% différentielles , et qu'on désignât les résultats par T^ dY ^ etc. la limite de la ppition
dry A" dr^W A"+"
dx"^ i.%.....m i6;""*"' ï.2...,(iw+i)
qui reste de la $érie ci- dessus , lorsqu'on en a retranché les m premiers termes » est égale au développement de t'mtégrale
I.2...(/B— î) ' dx
prise depuis {s=o^ jusqu'à {;= 1. Ce résultat est Êicile à vérifier en lHotégr(u)t par parties ; car il se change en
or il est visible que lorsque {= i , on a _j^ = -y— » et que , quel que soit î, .^—^^h-^^ , pu^quc ^ est ^ne fonction
et Jtr +(!—;{;) A ( n**. 8i ) ; il vient par conséquent
A* dry A'*+" . _ . ^+^r
fC^i
cl'oii y , par une transformation semblable à la précédente j on tireroit
le terme . , ^j: - , et ainsi de jUite.
Cette expression est présentée d*une manière un peu di^rente dans la Théorie des Fonctions analytiques. Lagrange y suppose que la fonction f(* — *c)» se change en f(x)y lorsque * — x{ devient {x—'X{) + xiouxi et suivant la notation dont nous avons fait usage dans li n^ 5 , il obtient cette équation
équivalente à
xO + etc.
xidT x^^d^r *Y J'Y I ax i.ifl** 1.2.J ax''
dans laquelle T désigne ce que devient y , lorsqu'on y change x en ;r— «{, et a;' représente x — «{;. Si l'oii fait en premier lieu
P étant une fonction inconnue de {, et qu'on prenne de part et d'autre les différentielles par rapport à {, il viendra
dT dP
dY dY dY
or, 5]7*'*'=^(ï— C)»'*-
dai
puisque </«'=( i—{)</« — xd^x il suit de là que et que pat conséquent
dP dY
dY
mais comme Kse change en j^ lorsque {s:o ^ il faudra que Tintégrale
ci*dessus soit nulle lorsque {;=:o.
Supposant ensuite que
xi^ dY
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et dlfférentiant par rapport à ^ , il viendra
dY dY d*Y dO
équation qui se réduit à
dY dY d'Y d'Y
à cause que -r— = — «-7-/» « — — - = — «-7-77» on auradooe ^ di dx , dxdi dx'
-dl-^-^'*''^--^'Td^''
Par le même procédé on tire de Téquation
en faisant les réductions qui peuvent résulter des équations précé«
dentés , et en observant qu'en général ,^, = — x -j-r.
dx 4{ dx
\jà fprmule générale , qui renferme toutes le$ précédentes , e$t
visiblement
rintégrale devant êttc nulle lorsque {; =? o.
^r d^Y Quand on suppose :5;=i , les fonctions Y, 7-7 9 -j-r,etc, ne sont
» X dx
dy ^V
autre chose que ce que deviennent^ , -— - ,. j-^, etc. lorsque a? =0,
dx d X
puisque dans la première hypothèse » la quantité x — x[ se réduit à o«
La formule ci»d<^sus donne donc, dans ce cas , pour le dévelop<-
pement de la fonction y y suivant les puissances de x , jusqu^à
la m*^ inclusivement
^ju^^y , : x^y dr-y f-^d^ drY ^
\ dx 1.2. ••(m— i) dx"^^^ X.i...(w — \)dx
Pintégrale qui termine ce résultat étant prisé depuis { = 0, jus-^ qu'àî=î.
Maintenant si l'on changea en &, x^ en A'=(i-^j;)A, il viendra
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plus supposant que y , au lieu de représenter une fonction de h ^eule, en désigne une de « + A ; le premier terme ^^ sera une fonction
d y dry
de X seul , les coefficiens différentiels -f^- , — - » etc. calculés . eii
. ^ dh ^ dh^ ^
faisant A = o , après la différentiation , se changeront en
dy d^y
-7^ , -7=^ , etc. et enfin il faudra substituer a?+ A', ou x-^ii—Ah ; dx dx""
au lieu de or, pour passer de^ à F; on aura ainsi
kdy A* dy A-"-' dr-'y ,„; r*"-'^? ^r
yj £_J £. t 1 A /^
en observant que -7r7;;=-r;;. Cette formule qui représente le dé-
dh "* a a?
veloppement d'une foliction de *+A, poussé jusqu'au w'"»' terme ^ est la même que celle que nous avons donnée en premier lieu.
Nous aurions pu. y parvenir immédiatement en mettant dans y y a?+(i— î)A, ou^ar+Â — hi=x\ au lieu de Xj ce qui aurolt fait de Y une fonction de\a?+A — kii désignant alors par y^ , ce que devient y quand on y change Jr en 0?+^, et développant y, , suivant les puissances de h^^ il seroit venu
,^ kz dY AV d^Y AV d'Y
V =F4-— — -h— ^^^ 1 ^^^ 4- etc.
^' ^ I dx'^i.zdx'^^ 1.1.3 dx"'^
d*oii Ion auroit déduit les quantités P, Q, /l, etc. comme d« dessus : mais nous avons préféré de traduire littéralement , dans Falgorithme diâGèrentiel , l'un des résidtats les plus remarquablesr qu'offre la Théorie des Fonctions analytique^ , povir montrer que la notation ordinaire ne lui fait rien perdre de sa simplicité et de son élégance.
1070. L'intégrale K^f—^ — 7-^ — r -7-;^ donne la valeur rîgou-
reuse du reste de la série ; mais si l'on ne vouloit avoir que des limites
entre lesquelles fut comprise- cette, valeur , on trouveroît , par les
considérations du n""* 475 9 que si X et / désignent Is plus gran^'
et la plus petite valeur que prend l'a fonction j-7^7 depuis r'^j»
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jusqu'à {=1 , rintégral€/{"""'i/î-7-7;7 scroît moindre que —, et
aX • m
plus grande que — .
il est évident qu'il doit y aroir entre X et / un« valeur h qui rende
la fraction — exactement égale kf^^Ui -j--;. ^ et que cette valeur m d9
répond aussi à une valeur de i comprise entre o et i ; mais toutes les valeurs que reçoit une fonction de ;r+(i— {) & » entre les limites {c!==o, {:=i , sont visiblement les mêmes que celles que prendroit une semblable fonction de m-i-h, entre les limites jp et ^ + A; si donc on désigne par u la valeur de & , qui correspond à a , ec par j^^, ce que devient y y lorsque Ton y met ^r+i^f au lieu de jp,
on aura k = rJ^. On conclura de là, ces développemens partiels et
dx
rigoureux de lu fonction y , lorsqu'on c1»nge ^ en t^h : _ * dy h^ J^y^
h dy h^ d^y h^ ^^
y.=j^+T:7r+rT-zr-*
yw
i dx ifX ds^ I.2.3 d^^
h dy y-' jr-^y ^ A« j^y^
en observant que f doit être remplacé par ^+ u dans le dernier terme seulement , ^ que n^déterpninéc ff est popiprise entre 1^ limites p
ptA, Pour taieux faire ^ntlr TusagS de f es formules , nous suppo^
serons que y^spofl ; ?t ^ déveUppant jusqu'au nf^ terme , il viendra
Il esffiyident que la yâleur 4^ (j^+«/"^ est nécessairement comprise
entre
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entre a?""""* et (a? +*)"""*> et que par conséquent la somme destermes , qui dans le développement de (a?+A)* suivent le W^, est comfnrise entre "^ ^
Après cet exemple Lagrange ajoute:
« La .perfection des méthodes d'apjMroximatlon , dans lesquelles >» on employé les séries , dépend qon^seulement de la convergence w des séries ^ mais encore de ce qu'on puisse estimer l'erreur qui H résulte des termes qu'on néglige , et à cet égard on peut dire que M presque toutes les méthodes d'approximation dont on fait usage v^ dans la solution des problêmes géométriques et méchaniques ^ sont H encore très-impar£aites. Le théorème précédent pourra servir dans »> beaucoup d'occasions à donner à ces méthodes la perfection qui H leur manque , et sans laquelle il est souvent dangereux de les H employer >»• ( Théorie des Fonctions analytiques , page 50. )
107Ï. Avant que le Calcul intégral fût porté au degré dé per- tîon des "séries! * ^ectioii qu'il a acquis de nos jours , Wallis et Stirling avoient • employé Finterpolation des séries à évaluer des intégrales qui ne pouvoient s'obtenir que pour des exposans entiers. Wallis , par exemple 9 sachant quarrer les courbes dont les ordonnées étoient exprimées par
(t-^*)% (l-^^y, (!-*•)% : ( I r^^* )% etc.
inventa la Méthode d'interpolation pour en déduire l'aire des courbe^
dont les ordonnées étoient
(l—AT*/, (l— **)', (l'-^*0't . etc.
fonctions que l'on peut regarder comme les termes intermédiaires de la première suite ; et il parvint de cette manière à la singulière iexr pression de la circonférence du cercle que. nous avons rapportée n"*. 945* Stitling continua et perfectionna les travaux de Wallis; ^
mais Euler imagina de renverser la question et d'appliquer la connoissance de l'intégrale à l'interpolation de la série ^ et c'est ce que nous allons faire d'après lui. Nous avons déjà donné dans le n% 964 Appendice. Ccç ^
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un exemple de cette recherche ^ mais nous allons ta reprendre de nouveau.
Soit en premier lieu l'intégrale /x*<ix( i — a?)% de laquelle on déduit par le développement de {i^^xf la série
nx
qui s'évanouit lorsque x=o, et qui^ lorsque Ar=:t, devient
etc.
m+i 1(171+2) i,2(ot+3) i,a.3(/w+4)
Si l'on fait successivement /z=0 9 7z=i , /r=2 , etc. on aura
+ etc.
JW+I '
l(/W+2) (ot+i)(«I+2)
(«+!)(»»+ iXm+ 3)
etc.
en suivant cette loi , on voit que le terme général de la série , lorsque n est un nombre entier ^ a pour expression
(lW+ lX^+ !)•••• . •('W+^+ 1) *
et telle est aussi la valeur de Hntégrale fx'^dx ( i — :r)", prise entre les limites o et 1 , ainsi qu'on peut s'en assurer immédiatement en intégrant par parties relativemient au facteur x'^dx ^ ce qui donne
X — ' * ÎIX
rx^dxd—^xYiss (i — xYA
n(/î— l)ar"+'(ï— *)
«(/2— l) ÏAr*+-+'
(/w+ 1) (/w+2) (/w+ 3)" " ^ {m+ !)(/»+ 2). . . (/w+;ï+ i) * toute cette série s'évanouit lorsque x=:;o , et se réduit à son dernier
^ lorsque x=ii.
terme
La loi de continuité qui lie tous les résultats que Ton tire dVne
même formule^ fait voir que si l'on donne aux exposans m tt n
des valeurs fractionnées , l'intégrale /v*rf*(i— ;t)% qui devient
alors transcendante, doh exprimer les termes intermédiaires de la sérié ci- dessus. De même l'intégrale y/7 ^x, dans laquelle p désigne une fonction de x tt de /z , étant prise de manière à s'évanouir lorsque x=zOy peat représenter le terme général d'une série dont n seroît l'indice. Ce seroit une découverte bien importante pour l'Analyse , de savoir revenir de la série à l'intégrale qui en exprime le terme généi^ly sur-tout, si Ton aVoit des procédés sûrs et faciles pour obtenir dans tous les cas la valeur approchée d'une intégrale. Malheu-, reusement l'Analyse n'offre encore aucun de ces moyens ^ et l'on a presque tou)om*$ déduit les séries des intégrales par le moyen des valeurs algébriques qu'elles fournissent. Voici les principaux rér sultats qu'Éulet tire de la formule fx^^dx^i—xy. £n faisant d'abord m=^\^\\ obtient la série
€t fx^dxi^i — xy pour l'expression intégrale de son terme général,"^ d'où il conclut que le terme général y qui répond à l'indice \ , est
égal ^fdxV'x — a?*> c'est-à-dire, à Taire 4t» cercle dont le diamètre est i .
On a également > par ce qui préjcède ^
r.z.j. n fx'^dx^i — xY
si dans cette équation l'on change m + /i en /y? , et par conséquent /w + 1 en /zr— /z+ 1 , elle deviendra
d'oh f on déduira
• A'"-Vr(i-^A?)
Voilà l'expressioiD du coefficient numérique du terme général de la puissance n du binôme.
.En se servant 4e rexpression/Ar*^ap(i—Ar")% intégrée pax parties
C ce 2
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relativeiBeiit au piei&ier facte^mr x'^dx , on datitot ce résultat
(/w+i)(ot+«+i)(/w+x«+i) ^ ^
pn{pn^n){pn^fin) n^^^^^^
^ttî se réduit à
pn{pn — n)(pn—'in) n
(/w+ i)(jn+n+ 1), ^ . • .,(m+pn+ i) *
lorsque ar=i.
Si Ton met m-^i au lieu de m^ et qu'on écrive les facteurs du numérateur dans un ordre inverse , on aura ce résultat aussi simple que remarquable
fx'''"dx{i—xy= — . -— ^ • . — ? — £ — ;
m m+n m + xn m + '^n m-^pn
' Il est visible que les conditions de l'intégration , supposent que les nombres m-^i et n soient positifs ; car sans cela les parties du développement qui doivent disparoître lorsque jn^rro et lorsque x= i , deviendroient infinies.
On tire de l'équation ci-dessus
i.i pzsim{m+n)......{m+pn)J ^ i-y
et faisant n=so , il vient
supposant alors sous le signe /que n est une quantité très-petite k ( n*. 139 ) , on trouvera que
;t*= ^*' = I + A U , ( I— jc*y= *^(— 1 xy=k^(\ ^ ) ;
i.%...^...p=m^r:^-'dx(l i y^
ce qui s'accorde avec ce que nous avons déduk immédiatement de l'intégrale fx'^Jx(\xy dans le n\ 41». On simplifie un peu cette e9rt>re$sioii en changeant jt*^ en « 9 et par
ainsi
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conséquent mx'^^^dxtti dx ^ - en , I- en — 1 - : il tésulte de
là que i.i* p!:=zfdxfl-j.
Il suit évidemment de ce qu'on vient de voir que
1072* En rapportant à la notation de Vandermonde ( n"*. 902 ) ; les divers résultats obtenus ci-dessas ^ nous aurons
[.ni^pn^n^ Ces théorèmes donnent les expressions des puissances du second ordre en intégrales définies , et fournissent par conséquent les moyens de trouver le$ puissances fractionnaires de cet ordre. Il est bon d'ob« server que le dernier théorème rentre dans les formules du n". 964.
1073. Par la combinaison de ces formulç&on obtiendroit un grand nombre de résultats particuliers , fort intéressans , mais qui n^ofFrant . aucune difficulté ^ se présenteront d'eux-mêmes au lecteur intelligent lorsqu'il en aura besoin. En prenant des expressions intégrales plus composées , on étendra ces recherches à des séries nouvelles ; on pourra même y pour plus de généralité ^ considérer des intégrales doubles y triples, etc.
fqdxfpdx y frdxfqdxfpdXy etc.
Euler donne pour exemple de la première forme , l'expression
/dx /**^jc ( I — AT )", dont le développement en série est
{pi±\y x.(ot+i)* I.2.(/W+3)*
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ce développement pris entre les limites o et i , et en faisant successivement »=o, =1 , =1 , =3 , etc. donne lieu à la suite
1 ' ■ (»«+\)»— (w+0» (w-f l)'('>r4-a)*— <«+l)*(/»»-i-i)'+f«+a>nm-t.iV («+!)• ('«+2)*('»+i)» "*". ■ (/n+3)»(m+2)'(m+i;» ^
+etc.
^ dont la loi est très-évîdentç. Si Ton fait ^w=o , on aura la suite
^.^ 1, • ^ 1 c i ^ , ^ ^ — + etc.
dont les différences forment la suite
j Çtc.
-.^ — fdx{i — xy se change «n
^ i j ^ lorsqu'on effectue la première intégration;
1074. Euler parvient , au moyen des résultats ci-dessus , à une interpolation très-digne de remarque , c'est celle des fonctions différentielles. De même qu'entre les puissances entières , on insère par l'extraction des racines des puissances fractionnaires , de même aussi i*on peut concevoir des termes intermédiaires dans la série
F, dV ^ d^V, d?V,..,....d^V^ des différentielles d-une même fonction ^ et désigner ces termes par un indice fractionnaire qui marque le rang qu^ils occupent dans la série proposée. Il ne sera pas pkis possible d'interpréfer ces quantités par des différentiations successives , que d'expliquer les puissances fractionnaires par des multiplications répétées ; mais les for-
mules et y et V seront des expressions formée^ par analogie , Tune dans la série des différentielles > l'autre dans celle des puissances. VAnalyse offre une foule 4'expressions de ce genre , qui tiennent presque toutes aux théories les plus importantes et les plus délicates; et les réflexions que j'ai exposées dans le n^ 965 ^ me portent à croire que leur considération peut contribuer beaucoup aux progrçs de la science du calcul,
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Soit pour' exemple f^=v"*; lorsque n est un nombre entier , on a ^ quelle que soit m ,
mettant pour [i??] et [;n— n] les expressions données par les for« mules du n"", 1071 ^ on trouvera
Ce résultat est susceptible d^une vérification immédiate , en s'assu* rant qu'il rentre dans ceux que Ton connoît pour les cas o\x n est un nombre entier positif.
Si Ton fait ;7z= 1 1 n = 7 9 il viendra
d v:=^y vdv p=
en observant qu'entre les limites o et i ,
* étant la demi-circonférence du cercle dont le rayon est i ( n"^. 964 ); C'est ainsi que l'on parviendroit à Téquation primitive de la courbe correspondante à l'équation différentielle
yd*v=iy y dy ^
dans laquelle dv est supposée constante. Au moyen de la valeur précédente de d^v^ on la transfbrmeroit d'abord en ^
V y vdv /""^
, u. ■ =L^V dy\ et quarrant ensuite chacun de ses membres , on
• v^dv
obtiendroît "^^ — r=Lvdyy d'oh l'on concluroit ,
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i075« L'interpolation dont nous venons de donner un exemple ; s'opère facilement sur toutes les fonctions qui sont données par des intégrales définies ; et elle fournit en même tems des expressions fort simples des différentielles de cenaines fonctions du genre de celles que nous avons examinées dans les n"". 953 et suivans : de l'équation
Ip ] =^fdx (^ ^ - ) > par exemple , on conclut sans difficulté les suivantes ( note du n""; 552 }^
''•[?î=*/''*(l;)'(lli). <P.|>']=«V2«(li)'(lli)*,
^.[,']=«Vï.(ll)'(lliy.
, hts différences s'obtiennent d'une manière analogue , en observant que A'fX dx=fA'(2Cdx)y il vient alors
.v[,WHlj)'(lj-.)'.
en supposant que A/r 3= i.
Nous ne nous arrêterons pas à donnet les formules qui répondent aux intégrales et aux sommes de la fonction proposée ; mais nous terminerons cet article en remarquant que le procédé qu'il contient s'étend à toutes les fonctions que l'on peut obtenir par le moyen des intégrales définies, et par conséquent ^ toutes celles dont nous nous sommes occupés depuis le commencement de ce Chapitre. C'est en ramenant à des expressions de ce genre la fonction a:"", que Laplace .. en a donné les différentielles et les diâërenees par des formules tr^s-
élégantes et que nous ferons connoître , lorsqqe nous montrerons I9 manière d'appliquer len intégrales définies à l'intégration dps équations différentielles et aux différences.
Recherches des 1076. Lorsque /i est un nombre fractionnaire , l'intégrale
valeurs des inté^ / I\''
grales définies. fdx(l-j^ Sur laquelle nous sommes tombés en cherchant l'expression générale de [/* j , est du nombre des transcendantes dont on
ne
ne coanoit pas la nature, et qu'il est très-difficile d'obtenir par approximation \ cependant il* suit du n"". 964 , que dans le cas
oîi p = jf on a, entre les limites o et t y/dxïÇ-y^jy/^^
valeur très-simple , mais qui ne convient qu'à Tintégrale définie : l'Analyse n'bffi'e jusqu'à présent aucun moyen pour arriver à la valeur exacte de la même intégrale prise indéfiniment. La formule
1 - j n'est pas la seule qui présente cette singularité ; Euler
en a trouvé un grand nombre d'autres , mais par des méthodes très« particulières et très-diverses« On feroit un' volume entier , si l'on entreprenoit d'extraire les nombreux Mémoires qu'il a publiés sur cette matière ; nous ne pouvons exposer dans cet ouvrage que les principaux résultats qu'il a obtenus^ et donner une idée des ' méthodes les plus générales dont il a fait usage pour y parve;iir: rincfication exacte de ses Mémoires^ que l'on trouvera dans la Table ^ suppléera à ce que nous omettrons. *"
Les moyens qu'a employés Euler y pour trouver la valeur des inté-* grales définies , peuvent être rangés en trois classes \ dans la première sont ceux où il développe en tout ou en partie l'intégrale proposée. Il arrive souvent que la substitution des limites de x , simplifie le résultat et le ramène à une série dont la fonction génératrice est connue ^ ou à une autre intégrale dont on a la valeur. Il est visible que ce moyen peut être utilement modifié par le secours des transformations. La seconde classe comprend les relations nouvelles qui se déduisent des produits et des quotiens des intégrales définies'; à la troisième appartiennent tous les résultats qui s'obtiennent en difierentiant l'intégrale proposée , pat rapport à des quantités qui n'y étoient pas d'abord supposées variables. Nous avons déjà montré dans le n% 506^ que ce moyen peut mçner à des résultats difficiles à obtenir â priori f ,
1077. On voit à la simple inspection des cas particuliers de y , rapportés dans le n*. 391 , que ces expressions
Kl — 3^
se réduisent à un seul terme lorsqu'on les prend entre les limites «=ï=o 4ppmdiçp. 'Ddd
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et ;r = I ; Tare A devenant ^al à la demi*«cirçonférence , on a ces deux suites
y* dx t Ç xdx
y' x*dx i.T /* x^dx 1
y"* x^dx l«39r •• x^dx r.4 ,
y^AT^^jf '>3*y^ . Px^dx a. 4,6
px^dx 1.3.5.7^ n x^dx 1. 4.6.8
.7/7-;^^" ^-4-6. 8. 2^ JVl^^~J^y^'
etc.
et d'après le tableau de la page 40 du premier volume ^ on a en général
f* x^'dx I.3.5....... (ir — ^l) T
V^7^^^^^ 1.4.6 ir 1
d'ôii il suit
. Ce dernier résultat en fournit une infinité d'autres de mêoie espèce , lorsqu'on y fa}t x=^ ; par cette transformation on obtient
et posant pour abréger xur-^- n — i ==/> , il viendra
— '- — -ri-»' - ■ — ^_^^.^_^^^.^^_>.^_____^^^_^^_^..^^_^__^
(*) Déionnais l'exprestioti fA.fBxfC stra celle que nous employerons au lieu de {fA){fB •){[€), et qu'il fitudra bien distinguer itfA/S/C, équivalente à/(^(/Ba-C))).
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les limites de [ étant encore les mêmes que celles de x , parce qu'on suppose que Texposant n est positif. Cette dernière formule renferme des valeurs de produits dont on ne peut intégrer séparément aucun des facteurs; pour en donner un exemple ^ nous prendrons /y = o^ /;i = iy et nous aurons
y* x'^dx '' > en y faisant x = ç*, se change tn Vx—x*
a / ■ ; et Ton en trouve les valeurs entre {=0 et {= i par
ce qui précède.
A Paide de ces résultats on parvient à des séries fort simples pour l'intégrale
/^x!^dx Cx'^dx , , — r
= / jr ^ { I *•+— i AT* 24. x^+ etc. } ,
en substituant au lieu des intégrales
y'^x'^dx poi^^dx f^x'^^dx
leurs valeurs prises entre les limites ô et 1, Si Ton fait'^ par exemple , si = o , on trouvera
V^l__jç4 , 1 4 4.16 4.16.36 4.16.36.64
Nous renroyons au n*. J03 , pour la valeur de l'intégrale
vr^
9 prise entre les limites 6 et i»
1078. Les formules de réduction ^ rapportées dans le tableau de la page 40 du premier volume, donnent un grand nombre de
Ddd i
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résultats analogues aux précédens. On a par celles qui sont mar^ quées II et III,
^ ^ —{mq^np)
/»-A(.-x-y ='"""~"'^ fy-A-^^C -»:•)>
et entre les limites «=0 et «=t , cela se réduit à
\ ^ Çmf+np)
' mq+np
La seconde de ces formules ramènera de /**"</ ;r(i — ji:*)
i fx''-*dx{ I — :r') v *, et la première conduira de fx*"^^dx{\ — a:*)
à Jxdx(t'—x') ^ ,, =n', ou à fdxÇi^^x^) =- , selon que m sera
paire ou impaire; il n'entrera donc dans l'expression de l'intégrale
fx'^'^dx{\ — x^) * que la seule transcendante it. On trouvera sans peine que
yi" '^(,1— ^0 =;=7 — r-^ TT^ ^^ T—Tf zfx^ 'dx(x—x^) ,
et comme on à rû dans le h^ précédent y que si f^ est impaire
et que si /« est paire
r^n^ij^f àN^*_C^""^)(^'^4)* 6.4.1
{m — i)(/7i — î)**^ ••47. 5*3 il s'ensuit que dans le premier cas
' («B+ar— i)(m+ar— 3). • .(w+^C^+O* (»^0{'»~3)* • •6»4'a a *
et que dans le second
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On peut multiplier ces formules autant qu'on le voudra. Si Ton
à. par exemple , n =s: 3 , ^=r— -, ^ssr— -, on ramènera / . . y 3 ? 3
les deux i^ntégrales
/*«-»^ar(i-^;r^/ % fx'^'dx^i'^x^) \
aux six formules
parmi lesquelles îl n'y a qu'une seule transcendante distincte. Par des comparaisons semblables à celles que nous avons faites . dans le n"". précéd. Euler parvient aux relations suivantes
te
/»*'"+»</* /» *'•+ V* _ 1 J'C _ 1 ■ f* xdx Kl — *' K(i — x^y v(i — *')•
Les quantités ^, S , C, A\ B', C, ne contenant point n,\ti équations ci-dessus subsisteront encore û Ton y met à la place de 3/1 un nombre quelconque ; en écrivant x — i , à la place de 3/» dans la première , et dans la seconde , et x— >i dans la troisième , la com< paraison des deux derniers résultats donnera
/* xix (^ âx f^ xdx
De ces trois résultats ^ Euler en tire encore d'autres ; en y faisant :r=^9 n étant un nombre quelconque , et posant nK^^m.
598 Ch. III. Application DU Cai^cul intégral
1079. Puisque la formule fx'^^^dx^ 1 — a?")" peut toujours se ramener à une autre dans laquelle Texposant de x^ hors de la parenthèse , soit moindre que ;z ^ et celui de la parenthèse une fraction négative , il suffit de considérer les transcendantes contenues dans
l'expression fx'^'^^dx{i — x^^y > en y supposant itj— i <n et /></r, les nombres m^ n^p étant d'ailleurs entiers et positifs* Si Ton fait d'abord i— ..;t"=y*, on aura
d'oh il résultera
/at— *^jt: ( I — X» ) « =— /y^*^j^(i— y') " j mais en obser- ; vant que les limites ar =0 et xr=z i , répondent à ^= i , y=^o y on changera le signe de la seconde intégrale en changeant Tordre de ses limites , et Ton en conclura que -
lorsqu'on prend Tune et l'autre intégrale entre les limites o et i • . Rien n'empêchant qu'on n'écrive dans le second membre ;c à la place
de j^, on voit par là que l'intégrale fx^^^dxÇ i-^jr") « , prise entre les limites o et i , conserve la même valeur lorsque l'on y permute les èxposans m et pi si donc on fait pour abréger^
f?— rt 172— -/I
fx^'Ux(i^^'') ^ z:zp(m,p), fx^'dx{i^x'') « ^P{p,ni)^
on aura cette équation remarquable -
Maintenant en faisant usage de la formule II du tableau de U page 40 du deuxième volume ^ on aura
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substituant m à m-^n, il viendra
d'oïl Ton tirera
En répétant la réduction que présente cette dernière équation ^ on obtiendra
m (jn+ri) {m+xn) .(/w+wr) ' *
en posant (i — :c') ^ =-Sr; de même
Or , plus le nombre i augmente , plus le rapport des différentielles.
approche de l'unité qu'il a pour limité } il en est de même des inté* grales ^ puisqu'elles sont prises dans la même étendue fou sont com« posées du même nombre d'élémens ( n% 471 ); passant donc à cette limite y en supposant z infini^ on aura
/jt:"*"*rfA:.-Sr_^(^^_(/yi +/>)(/»+/;+»). ♦ • r (r+«) , ^
remplaçons à présent r par m+q^\l Tiendra
P(/n+99P)~H^+^) ^X^+l+pX^+l-^P+n). .. ^
équation dont le second membre demeure le même^ lorsqu'on échange entr'elles les lettres p et q. Il suit de là que
P^'^ + lfP) ^i^ + P^I)
Les équations (i) et (x) renferment implicitement toutes les propriétés que nous avons à faire connoître relativement à la fonction ^ ; mais avant d'entrer dans ce détail 9 examinons les cas dans lesquels cette
p^m^n) — — , et en vertu de Tëquation f(m^p)=p(p^m) , on en
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fonction a une valeur algébrique 9 ou ne dépend que de la circohfé^. rence du cercle*
1080. Lorsque pzsm ^ on z seulement /;c*"V:c , d'oîi Ton tire
m r conclut que p{n,p)=z^ , ^^ , (jj^
Quand m'{'n^=p^ on rend l'intégrak 1 ^ ; — ration*
nelle , en faisant — ■ =s^ ; d'où il résultç
avec ces expressions on obtiens
Les valeurs de { qui correspondent à 4;=o^ et à x=i ^ étant o et
qui 9 d'après le n*. 373 ^ ne dépend que des arcs de cercles et des logarithmes. L'expression que nous en avons donnée se simplifie ))eaucoup lorsqu'on Pétend entre ces limites ; elle se réduit alors
à ■ ^ ainsi que nQu$ le verrons plu$ bas. On conclut de là
que ç (/«,«— OT)aBs»(a— m, «):= — — -— . . . , (4),
12 sm
3<>. Si dans réquation {%) on fait q^ssu-r^m-^jp ^ on en déduira
changeant
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changeant ensuite dans la même équation (2) y p tn n-^m — p , et q en n — m^ elle deviendra
multipliant cette équation et la précédente ^ membre à membre , et supprimant le facteur commun p{m^n — m—p)y on aura
p{m,pyç(m-hp>n — m — p)p{n — p^n—m) = f (« — PyP)^{^y^ — m)<p{n^n'^m'^p).
Or y d'après les équations (3) et (4)
f(m+pyn''^m'^^p)=z
nsui -
nsm- —
^{^--PyP) =
nsin — n
substituant ces valeurs dans l'équation ci-dessus , elle dpnnera
w sm —
nf/x — m— /^jsmr — sm —
cette équation nous fait voir que la valeur p(^n — p^n^^m) ne dépenid que de celle de ^(^yp) et des fonctions circulaires. Legendre , à qui l'on doit cette remarque , et les suivantes , regarde la formule p{n—p^n—^m)^ comme le éompUmtnt de ^ ( ^ 9/' ) > palace que les exposans de l'une réunis à leurs correspondans de l'autre, font la même somme n.
L'équation (5) nous conduit à deux résultats particuliers qu'il est boi^de connoitre : lorsque p=z:m ^ on a .
icrCOt'
n tim,m)9(n^m,n^m) = — ———..... (6),
appendice, Eee
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«t qua^d m — n-^^py il vient
9{n^ip^p)<p{n^p,ip}=: —-•.... ..(7)-
np sin — — n
L'équation ( 1 ). peut aussi se tr^^sforn^er en
en y changeait q çn n^m; t% Q^ttant «Iqrs les. y^U^rs de; formules du second membre y on obtient
9imyp)(p('m + pyn'^:ni)== -j- (g);
n p sin
la supposition de p=:m change eettie dernière en
p{m^m)ip{xm,n — /w ) = -— - (9):
nr^sin
mur n
ce résultat étant comparé à l'équation (7) , conduit à
9(.P,p) — P{n^xp,p).XQOS^^..^.. (10).
Maintenant que nous avons fait dépendre les valeurs de
p{n—p,n-^p)y Pin-^ip.p),. ^in—p,%p)y de celle de p{pyp)y ou de ^.{mym)y il faut chercher à simplifier ,
autant qu'il est possible y la forme de cette fonction.
f tq8i. Pour cela faisons, i — ^"=-~ l il viendra
4Jk:*
v^ii:^*
d'où on tirera
an
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Les limites de Tintégrale en ^ s'obtiennent en considérant Téquation 4 :c"( I — x") = ^\ si Ton y suppose a: := o et :if = i , il vient , dans l'un et l'autre cas , z = o ^ ce qui ne donne que la même lifUite ; mais on en trouve deux en prenant l'intégrale relative à at en deux fois^ savoir y depuis :r=o, jusqu'à la valeur de \^, qui répond à [=^i 5 et depuis cette dernière jusqu'à :r=i , d'où résulte {=0 : or la valeur
de :«:, qui répond à {=1^ est *"=î^> ow xz=:z — . Prendre ainsi l'intégrale I- , depuis jc=o jusqu'à A; = -;^,et
ensuite depuis x=: jusqu'à x=^iy ce sera la même chose que
mis I -
jusqu'à o, ou prendre le double de sa valeur entre les limites H=Q et {=1. Il suit de là que
K^,^)=2 ^ hjr—^ = ^ "/w ^{11) i
puisqu^l est indifférent d'écrire x pour i. '
Ce résultat ramène à un grand degré de simplicité les valeurs de
^(ï>0» ^(iji)» ^(3>3)j etc.
Si on compare les équations (6) et (11), il en naîtra cçtte relation remarquable
mer
J Vi^a^J I
l^rCOt
Si Pon feît I— a?"=a;"{% on aura une transformée qui , dans le cas oîi n sera paire ^ tt o\x m + p:A^^n^ donnera
*(î«r-/»,w)==/XJ^, Ci3\
La transformation que nous avons opérée plus haut, par la
Eee 2
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. supposition de i — *"=-^> nous donne pour le cas de /z paire ,
et lorsque m-^p=^in^
' =Z ni (14);
le dernier résultat s'obtient en écrivant dans le précédent x* au lieu de a; : 7» étant toujours paire , on auroit immédiatement
P(m,irf)=l _ ; *.....•.( 15).
J Vi — x^
' On obtient encore une transformée utile ,*en faisant i — a;*=^ç'*;c**,
ou *"*==: ^ + 7 V^ I + î% lorsque «i + 1/^ = «.; il vient pour ce cas qui suppose p <i{ny
rintégrale étant prise y depuis {=0 ^ jusqu'à { infini. En combinant ce résultat avec Téquation (10)^ et changeant /^ tn m^ onr trouve
li»
p{m^m)=% '^ cos 1-~= (17)*
et en comparant celui-ci avec l'équation (11)9 on ^n déduit
I '=COS / ^ ^ '.. (ï8),
Jy i — x^ «•/ v^i + ç»
en observant que m soit toujours moindre que.-n.
Cette dernière équatioji nous offre une particularité remarquable. Si l'on fait dans le premier membre ji:=i-^^% et ^=ry* — i dans le
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second , on obtient également pour l'une et l'autre intégrale J l j/ n(n — i) n(n — i)(;ï— 1) .
^ y^ n i -y^-^--^ — ^y— etc.
quand l'exposant -/i^ est impair; piaîs la première doit être prise, depuisy = o, jusqu'à\y=i , et la seconde, depuis ^=1 ,. jusqu'à j? infini. Il suit de là que si l'on désigne par P le premier, résultat , et par y le second , on aura
P = /»'cos ,
c'est-à-dire, que les deux parties de la même intégrale sont entr'elles
dans le rapport de cos à i.
Les équations (13) et (17) combinées donnent
^(m^m)~ 1 ^ ces (p(^ /*—/»,/») (19);
et comme en vertu de l'équation (i), la fonction p{in — m^m) est la même que f(fn,^n — /w),"il est* visible que dans le cas oh n est paire , toutes les valeurs que peut prendre le second membre de l'équation ci-dessus répondent à celles de m^ depuis o jusqu'à ^/z. Si l'on met In^-m, à la place de /rz, dans l'équation (19) , il vient
d'où on déduit
f(/w,/72)=2 '^ cot (p{jn — /», 7/a — m) (lo),
équation qui donnera la valeur de ^C/zr,/»), pàwt tous les cas, lorsqu'on la connoîtra pour ceux dans lesquels m ne surpasse pas ^^n. Si dans l'équation (13) on change aussi m en ^/z — /7z,on aura en vertu de l'équation (i) , celle-ci
JvTV^ J VIT? ^ ^'
4o6 Ch. III. Application du Calcul intégral
dont le second membre résulte immédiatement du premier ^ en écrivant - au lieu de {; et en la comparant à Téquation (i8) , on en
conclura la suivante
, = cot — / 7 — .
Les relations multipliées que nous venons d'obtenir diminuent
considérablement le travail qu'exige l'évaluation des transcendantes comprises dans la formule /-^ ^ ; mais elles ne sont pas les
seules qui puissent avoir lieu. Ce n'est encore là que les premiers apperçus d'une théorie qui doit .s'étendre à beaucoup d'autres formules , et pour laquelle il faut peut-être de nouveaux signes ; car on ne sauroit voir dans ce qui précède et dans ce qu'a écrit Euler sur la même matière , que les résultats de tentatives nom^breuses, dirigées sans doute avec une grande sagacité ^ mais n'ofirant pas encore cette liaisoQ et cet ensemble qui constituent les méthodes directe^ et générales*
1082. Reprenons maintenant la discussion des différens casque peut présenter l'évaluation de la fonction 9 {m,p)y pour une même valeur de n«
i"". Soit n=2; nous aurons seulement ces trois fonctions
et d'après les équations (3) et (4) ,
2Sin —
. 1^. Soit /K=3 ; nous aurons les fonctions
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en excluant les fooetions (^(i^i), 9(193)9 etc. qui sont identiques avec 9(2» x), 9(3, 0> ^*^* L'équation (1) , lorsqu'on y fait /7z=i y /^=i y ^=s2 y donne en changeant ^ ( i ^ i ) en ^(z^ i) ,
d'oii on tire la valeur de ^(1,2) 9 au moyen de celles de ^(i^i), 9(1,1)9 9(39! )• Les deux desnières sont connues; Tune dépend de la quadrature du cerde s en vertu de Téquation (4) , et l'autre est décermloée par l'équation (5) : en représentant donc par A la transcendante f( I9 1) 9 et iaisani pour abréger
TT
=«69 nous aurons
3^in
ou à 1
-ir 'il
» en vertu
f(i,i).=i^, d'oti l'on voit que tons îes cas ^pie p«ut présenter l'intégrale
I ^ » ne dépendent que de la seule transcendante
des équations (ii) et (i6) , et comprise daos les fonctions elliptiques ( n»'. 404,f4ix, 505).
3°. Soit n=z4 ; nous aurons les dix fonctions
K4*ï), ^(4»i)> *(4»3)> ^(4»4)r réquation (x)' donne ces relations
»(ï,OK3»i) = *(3»0?(4,0. ^ - ^(i»0^(3>î) = *(3»0?(4»»)- On a par l'équation ( 3 ) les fonctions dans lesquelles le pretmer
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nombre est 4 ; Téquatioa (4) ramène à la quadrature du cercle toutes celles dans lesquelles la somme des deux nombres est égale à 4 : il ne reste donc à déterminer que les quatre fonctions
^ri^OV ^("^fO/ ^r3»2j, 9(3^3), et au moyen des relations ci- dessus ^ on fera dépendre les trois der- ' nières de la première ; mais nous observerons que les équations (6) et (7) donneront immédiatement P( ifj) par ç(i , i^ , et p(x^ i) par 9(^1^1^. La seule transcendante ^(i^i ) suffira donc encore pour* ce cas; elle se ramène ^ d après les équations (11) et (17),
à 2' /- ■ et à / ■ ■ , et rentre ainsi dans les transcen-
dantes elliptiques. En désignant par j4 , comme le fait Euler , la transcendante ^("x, i^ , et par « et iô les fonctions p(} , i)\ (p(i^ z) , qui se rapportent à la quadrature du corde , on formera ce tableau
/Ç". Soit n=5 ; la fonction fC^fP) présentera pour ce cas quinze formes diverses ^ en excluant les permutations données par f(p^ m)i réquation (i) fournit pour ce cas , les relations
qui, jointes à celles que nous avons employées pour le cas de /z=4; donnent le moyen de déterminer àx, fonctions , à quoi réunissant
les cinq fonctions de la forme 9( ^yp)^ égales à - , en vertu de
réquation ("3^, puis les fonctions ^(^ 3,1^ =« et f(4,i)==&^ dépendantes du cercle à cause que m+p^y,i\ restera seulement
deux
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deux transcendantes irréductibles. Choisissant les fonctions * ^("3,1^ = ^, ^(^1,1^=5, on aura le tableau suivant
*r5)0=ï, ^O^ *>)=?» <^(U^)=ly ^r5>4;=i» ^(U^)=\j
?r4>0=<, f(4t^)=-^» 'pC4>3^=^» '^^'f^>^^~TÂ*
*C3»0=^, *C3»i-)=^f fC3»3-)=-;^>
Ce tableau montre que Ton auroit pu également prendre les fonc-' tions p (XfX) et |^( \^i ) pour y rapporter les autres. Les équations (6)^ (^) et O^'^)) offrent les moyens de rappeler immédiatement
^(A*A)t 9(4*^)* ?C3»0 à *Ci,i;, 9(îy3)t <P(Ay3)> 9(1,1) k (p(i,i);
et d'après les équations Ci i^ et C 17^ , on a
En continuant cette énutnération , et ne faisant usage que des relations particulières que fournit immédiatement l'équation (x) ^ Euler a
trouvé que les difFérens cas la de formule /- -, pouvoient
VCi—x'^y^ se ramener en général aux suivans :
ç^n— x,i;, ^(n—y,^x)^ P(^— -4^3)9 ?(^/2— 5,4;,etc.
dont le nombre, lorsqu'on exclut comme on le doit les permutations
des exposans /w et/?, est 9 quand n est impaire, et 7/2— i ,
Appendice. Fff
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quand n est peireb Dans le premier cas , tes remarques de L^endre rapportées précéd»iment> fonmiasent le moyen dtexprimer l^s di« Terses tcanscendantes ci-^es$us par d autres de la forme fCm^m), et dans le second elles réduisent le nombre des mêmes transcendantes
a -, o» , en faisant dépendre ^('iTiy/R^ de 9^7 /z — ^yj^ — ^)
par l'équation (lo). Avec ces formules , Legendre a ramené aux transcendantes elliptiques 9 celles qui répondent aux càs oii nf:=:j ^ n=6 ^
1083. Pour obtenir par des séries convergentes la valeur de Tintégrale /-^ , Euler la partage en deux parties. Tune
prise entre les limites a?=o et «?"= ^ , et l'autre entre x^=s: | et a?= i ; nommant* M la première , P la seconde , et. formant la série par
le développement de ^ , suivant les puissances ascen-
dantes dt x, il trouve
p I ri n^-^ I ;ï^!— ^ xn^^p 1
^M I m. in n+m ifk An m+m
n—p xn—p^ ^n^p i ] . -- - — . ; h etc. \ ,
résultat dont chaque terme est moindre que la moitié de celui qui le précède. Faisant ensuite i— ;ip*==y% il change la formule pro*
posée en ^^fy^'dy ( 1 —y* ^ /• . ( n^. 1079 ) , qu'il faut prendre entre/ les limites j^"s ^ et j^"» o ; .et l'ordre de ces limites étant
renversé, il vient P=fy^^dy(\^y^) ^ , ou
./? ' xn n'\'p %n 4/2 m+p
n — m xri'^m rn^^m i . ^ 1
puis enfin fi( m^p ) = A1+P.
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Lorsque m=p , les séries M^P devîennciit identiques , et Ton a
seulement
2 f I n — m 1 n-^m in — m i ff /«./») = \ 1 • — ; — H — • — ; —
•4 .,^_-*,i -4-etc.f.
Soit ppur exemple la fonction 9(1^1)9 de laquelle dépend p(mjp)f lorsque 0=93 ; on obtiendra
+ ^.7X.7j • ■j^.7y+ etc. I
De cette valeur et du tableau qui contient toutes celles de fCm^p) ,
pour le cas où ;z=3 ^ on déduira f(^9 1 j=a,i25*i , f(i , 1^=1,10618 , ^fi , i^=o,6844ç. 1084. Montrons à présent comment on peut s'assurer que l'intégrale / — ■',■ 9 prise entre les limites ^=0 et x infini , re-
vient à — . On a «n général ( n\ 375 ) , /-
nsm — n
- ^^ — /^ ^sm— N
K ï— i^pcos — i-s^+'^sua — •arcl tàng=: -• J
^ I— xcos — y
-C05--— 1k I— 2Jccosi-+a;*+-sin-— .arcl tang:
*» tf«^ t y/-—— /" xsin^ 'N
-COS---IK 1— 2JÇC0S— +x»+-sin-i— .arcf tai!g= J
V T-**cos— -x^
ta«g= J
i— ^ccos — -^ ,
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r désignant le nombre impair qui précède* /z; etsi/i est impaire , il faudra ajouter à cette expression +-l(i+^), ou K^ + ^)>
selon que m sera impaire ou psdre. On voit par le développement cidessus que Tintégrale proposée s'évanouit lorsque xz=io ; il suffit donc de trouver ce qu'elle devient quand' on y fait x infini, et pour cela nous allons considérer séparément la partie logarithpiique et la partie circulaire.
^^ quand x est infini , |/^ i — i a: cos +^* . se réduit à
X — cos — y et Ion a par conséquent n
1 \/^ I — 2;cC0S |-x*=l( j: — cos — )=1;k'+1( i cos — ) = l;r.
à cause que - cos— s'évanouit. Si , pour abréger , on pose -= • ,
X Tl fi
la réunion des fonctions logarithmiques formera la série
x\x { cos 172»+ cosima + co%^m» . + cosr/7i« "i
avec ^appmdiu =i= ^ 1 ( i + ^ ) , si n est impaire. Cette série est
comprise dans celles dont on a donné la somme tC 950. Pour
employer les formules de ce n**. il faut y changer r en r i
q tu m» y faire £=2 et p^=^mu ; on trouvera
c^r>c.^ ^sin(r+i)/w« lia? sin(r+iW U
5cos rmu'=:^ i : , — j^cos rm «s= î: i— ^ _
xsinmta n - sinm» n *
Dans le cas où n est paire, on a r=^n — i ; et le résultat que Ton vient d'obtenir se réduit par conséquent à zéro , à cause que m jest nécessairement un nombre entier.
Si n est impaire , il faudra tenir compte de l'appendice ± — mais on aura alors r=/i — i et
2I AT sî n (jT — I )mt» I X sin (wtt — mai) 1 x
n sin/7/« n sinma» /z*
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or , sin ( /» 9r — mo» )=±sm ma, selon que m est impaire ou paire j il viendra en conséquence
i\x ^ 1 ^ sin /Tz â» , 1 j;
•— 5 cosrf»â> = =f= : dt — ,
n. n sin /tz a» n
ce qui se réduit encore à zéro^
La partie logarithmique de l'intégrale cherchée s'évanouissant ainsi dans tous les cas , il faut examiner ce que deviennent les fonctions circulaires qu'elle contient. Leur terme général est
- sm rm »• arc( tang = );
n \ " I — Jtrcosro» /
l'arc indiqué s'évanouit lorsque x=o; il est égal au quart de
la circonférence quand x = 7 , et il a pour tangente
= — tang rtù y quand x est infini. Dans ce dernier cas il
COSTû»
t%t donc égal à nr^^r» : on a donc pour la valeur complète de l'intégrale cherchée^ la série
-{('^— «^sin/ww+t"^— 3«^sîn3 m»+CT— 5«^sinç/72«+ etc. } ^
qui se décompose dans les deux suivantes
- w { sîn /» û) + sin 3 /w » + sin 5 772 « + etc. } ,
— — { sin /w « + 3 sin 3 /w û) + 5 sin 5 ;w « + etc. }. -
La limite de la première , déduite des formules du n"". 950, donne
2 ^. 9r I — COs(r+I )/Wft»
-9r*ysinrzr2« = r-^ j
n n sin m a»
celle de la seconde se tirerait des formules du n"". 909 ; mais on y parvient immédiatement en difFérentiant , par rapport à « , l'expression de «S'cos r 772 0 9 rapportée plus haut : on trouve ainsi '
— /w { %\xim » + 3 sin 3 /w « +5 sin 5 772 «> + etc. } = ^(r-^r I jcos('r4- 1 )m(A msw( r-^i ) nn»cosma
2sin;72» i(sinma)* *
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d'oîi Ton conclut
'^ . ^r+i )cOsf r+T >rw» sîn^r+i );w»cosm« Jrsinr/w» = — .i , -| 7-: -r;
rcos^r^i)iw« sînrwc»
Maintenant si n est un nombre pair ^ on aura rss/r«— i ,
COS^'r+I^/MMS C0Sftm»=:C0S/»9r^
sin(^r+i^^« = sînOT^ = o,
_ . I— COS/W^ ^ , IZCOS/72 7
5suir/v» = : 3 •>rsmrm« = — ^ — : ,.
enfin
zv^. lu^ . IT I— cosiwir , 29 ncos/n^
— «>sinr/w«— — Srsmrmeà = — + .
n n n xsvamtè n xsin/7z«
j à cause de nm:=iir.
Lorsque n est un nombre impair, il vient r=sn—- x ,
sin fr+ i^/w« =sinf/w w^— /w«^=— COSi» wsîn /»« , d'où on tire
^(i — cos/v ^ cos/Tzo»^ «^/x — I ^cos in vcos met m ces m v cos m ^ fisiniHû» nsin;72<« nsin/n« ^
ce qui se réduit à — : , en observant que /i » = ît.
nsinaiéi
On voit donc que dans tous les cas , rint^;rale / 7--, prise
entre les limites ^ = o et a; infini , est égale à — : • ou à
/zsinmci
. mnr
n%\tL '
y ainsi que nous l'avons annoncé^ n% io8o.
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.1085. Ce /ésnltat cdndoit à une sommatiori reiîiarquable. On a vu dans le n^ 1080^ que
llntégrale étant prise depiris x:=zo j jusqu'à x=^\ }'si on développe en série ordonnée suivant les puissances de a?, la quantité
■- , qu'on intègre après avoir multiplié par x"^"^'^^ %
et qu'on fasse ensuite « = i ^ il viendra
io86. L'intégrale /j?""'Vji; ^ i—ji;'^ '^ peut se développer aussi en produits indéfinis. On a trouvé dans le n*". 1079 que
/«""■'^xX (m+pXm+p+n)... r(r+n)
fx^'dx X m( m^n) ( r-^-p )( r+p+n )....
ce qu'on peut écrire ainsi
fx^'dx(i~~x') " r (m'\-p)(r'\-n)(m-^p+n)
fx'^'JxC i—x^J "
on rendra possible l'intégration de la formule qui est au dénominateur en faisant r^^^n^ et y entre les limites x-=o et :r=:i , on aura
far-'dx(ï^x') » =— ,
P d*oîi Ton déduira
jx ax{i—-xj " =——.——- . — ■■ -,- ■ r.etc.
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On pourroit obtenir un pareil développement de l'intégrale x*^^^Jx( l'^x'' y^ et l'on auroit par ce moyen l'expression en produits indéfinis^ des produits limités qui composent le déyelop* pement que nous en ayons donné dans le n"". 1071. Il est visible que cette transformation revient à celle qui a été effectuée sur les^ puissances du second ordre dans le n''. 961.
Les facteurs du second membre du résultat ci-dessus étant grouppés dans Tordre suivant
I n(m+p) in(m+p + n) 'in(m+p+'^n) 4'i(m+p+'in) m * pCm+n)* (p+nX^^+^^X Cp + ^^X^ + 'i^y (P+i^X^ + A'^y
on en tirera par la supposition dem+/^=i2,
•^ ^ tn n^'-'^Tn /^ — ;» i^n — /w 1012 —/w
et mettant pour rintégraleyA:'"-*^a?(' i —x"") ^ sa valeur
«sm
on obtiendra Téquation ^
If
n sin
.etc.
de laquelle on conclura
. 7777r /TZT / 772»\ / 77i» \ / '"^ \/ ' ^^ \ ^
^ 772Cr TT 77ZT 72— «ÎTR
Si Ton change lare — en - — « — = t , on aura
n-'^xm m*T . . n^^im i 772 sîn -9r = cos — ; substituant , ou , au heu
il viendra
cos
de — , dans le produit précédent , décomposé en facteurs simples;
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cas — =9x1 1^ etc.
-TA-+T)('-ir)('+T)('-r)('+T)l'-T;
^^^^^mmm^^Ê^mt^'mmmÊmi^i^^mÊmi^mmm^^mmm^mm^ mm^mmm^mmm W^mm^m^Kmm^m^^^mmmm^m ^mmÊimm^mf^i^Ê^i^^'^'^^mm ^^f^^tÊm/IÊ^a^Êmm^^m^m^Êm^ ^^^^^m^mm^mmmmtm^i^Ê^mi^t»- ^^^^^m^^^^i^
2* 2.2«4.4.6.6.8etcA ;i* A 9«'A 25«*/ résultat qui se réduit à
lorsqu'on met pour - la valeur rapportée dans le n**. 945,
SI Ton fait ^^u^ dans les deux produits que nous venons
d'obtenir pour le sinus et le cosinus , on aura
cos.=(.-^^X'-^"X-;^.X-,^)-
ce qui revient à
■ - tX' + irX- - i;X' + iiX' - ^X- + ?;)'"•
La première de ces expressions met en évidence la propriété qu'a le, sinus de ^'évanouir toutes les fois que l'arc devient égal à un multiple de tt , soit positif, soit négatif , puisque les facteurs qui la composent s'annuUent successivement lorsque
«=7r, tt=— ^^ tf=2^, tt=— 2T, tt=3T, tt=— 3T, etc*
Il est visible que si l'on avoit voulu exprimer analytiquement cette
propriété , on en auroit déduit la même formule quç ci-dessus.
L'expression du cosinus satisfait de même auic loix que suit la
Apptndïcc. . Ggg '
etc.
41 8 Ch. IIL- Ai^PtiCATroN nu Càicvl i intégral
la marcMî de cette fonctioà , puisqu^il y à toujours un de %^
Z i + 1 facteurs qui s'évanouît lorsque u= =b — • — «■.
b'igrëssîon sur io8^. Les expression^ âddt nous nous occupons maintenant sont s^nuT^êrdcTa^^ ^^^ * Eulôr , qui en a tiré de nTSmbreuses conséquences : elles doijnent sinus en produits immédiatement les logarithmes népériens des sinus et des cosinus ;
indéfinis.
car en faisant u = , on en tiré
Isin = U+1 + l(i ^)+l(,___)
Icos:^=ï(i-^)+l(i-^)+l(i— ^)
172 \ »V \ on*/ \ XKTl^ /
SI l'on développe en séries , les logarithmes indiqués , à partir seuler
I — -7— j pour le sinus , et dfe 1( i ^ -) pour le
ion y \ 9/2 /
cosinus y on aura ^ en ordonnant par rapport aiup puissances de — y
Isin = 1/71+1(2/? — ^/b)+1(i»+/7î) — 31/1+1^ — ^18
xn
m^ / i i.il I \
— (-^ -I -4 1- 1 h etc. ]
-^1 — { — +. — I 1 1 t-etc. )
m'/i II ï.i \
4« M etc.
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mnr
Icos =l(/2 — fw)+l(B+/w)— il»
m* / 1 lit \
m* / 1 1 II \
mr / 1 I I t
etc.
les coefSclens des puissances de — dans i^es séries étant les termes de
en faisant usage de la remarque du n% 938^ ou par des procédés que nous indiquerons plus bas.
1088. Les mêmes expressions donnent les lucteurs des séries
A r— î : '. — — ; — + etc.
I — ^ j -. — I- etc;
qui sont en même tems les dé vdoppemens de sin u et de cos u ^ et ceux des expressions
Changeons maintenant uV^^i tnuetu en — « v — i ; il viendra
r-=-H +~ +.— * — '■^--^, h etc.
=1-1 tt— r"-l : 7+etC.
Ggg 2
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On peut encore , à Taîde de ces foi;mules , décomposer aussi en facteurs Texpression — ; car on a
Ll )
Si Ton fait dans ces résultats j^=o , il viendra
ÇTT- /\ 15
=•" X' + :fX' + i&X' + ïë^-)"''
Multipliant cntr'elles les quantités c':ize" et ^dtwf, on aura
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tt faisaiit pour abréger x+y=u , x—y=:v 5 on conclura de ce qui précède le développement en produits indéfinis des trois expressions
1089. Avant de reprendre la recherche des valeurs des intégrales définies y nous montrerons comment les expressions que nous venons d obtenir peuvent être employées à la somipation de quelques séries.
Soit i + Ji+Bi*+C^+D^+ttc.
= (i+«0(ï+i8î)(i+>î)(i + <''0etc.
on aura
j4=0L+li+y+S'+ etc.
B = ùLl^-¥-àLy + fiy + fij^+ etc.
C = £t^>+*iô/+ etc.
etc.
et par les formules du n*". 15S9 on obtiendra les valeurs de
S^=:a +j8 +y +{" +• + etc.
- J.=ct».+ i8*+>*+J'* + «'+etc. , S.—A^+fi^+y^+S'^+t^+ etc.-
etc.
Cela. posé, Texpression — du n*. précédent; donne
I.+ i— + 2:-^—+-- i --— + etc
4 9 '^ 25 . • ^= , B= , C= , D— ^, etc.
411 Ch. IÎI. Application dv Calcul intégral
Substituant ces valeurs dans celles de 5, ^ S^^ S^^ etc. on trouvera
^ I I T cr*
■ 5,=~4~+— + etc.
«$^4=— +-J-+ — + etc. = ,
l l I tt'*"
etc.
comme nous l'avons indiqué dans le n*. 941 j et Ton voit par là
que la limite de la série
ne dépend que de la circonférence du cercle. Le développement en série de l'expression étant corn-
Jm
paré à son développement en facteurs ^ en fnsant z^'= ^ ^*{ , donne successivement
t-\ + A rH 2 — ô- + «tc. =s
9r*f 'tY '^Y ^V
(l+0(ï+iî)(i+ÎTî)0+4Tî)0+TîOetC-
^.=-r+— + — +etc. =^^"3-f
Ç IV
III 272 9r'
54=— 4-—+—-+ etc. = ^
etc.
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et Ton aura en général la limite de la série
I i II I
exprimée par la circonférence du cercle. Nous observerons que Ton peut faire usage de ces résultats pour simplifier les séries du
1090. Les formules qui terminent le n"". 10S8 étant traitées par le procédé du n"*. précédent , donnent aussi des sommations très« élégantes. On en tire xl'abord
puis
or il est facile de voir que
et qu'en y faisant x :±= »K — i , îj^=rr-*v k — i , on aura
cosr+ cosftt— *v) sini/sinv
i=cosvH ; = cosv+tang^f/smv
l+CO&U I+COSi/ ^*
\ ^ — tf /\ 99r* — tf* /\ 255T'— i^*/
4^4 Ch. m. Application DU Calcul intégral
Maintenant si Ton substitue dans Texpression cos v+tang ^«sin v i
au lieu de « , — , au lieu de v , — , et qu'on réduise en série
n in
les fonctions de z : savoir ^ cos — et sin • — , on obtiendra
TT IWT «-V* srV OT*
I + -^ tang — — ---^; TT7;;î" tang — ■
Xfl 2/Z XmJ^/l 2 •4*0/2 7Jt
+ ^^-7- + etc.
=(i + -i-Yi — f_Y, +--I-Y, — L_) ,tc.'
d'oh l'on déduira les sommes des séries
I I I I 5.= +-- ; — + etc.
CtCé
la première donne immédiatement
T nvK I I I t , .
— tang = ; — H — + etc.
xn xn ri'^m n + m yn^-^-m '^n + m
Nous aurons encore par les formules déjà citées ^
d'oîi
^r ^ ^-±^(1 + '"•^•^•^' Y '"^'^•^' Yx + ''^•^•^^' ) etc.
or
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or —
Si maintenant on fait jc=«V — i , f y=— »v V^— i, il en résultera
cosr — cos(i/ — v) sinwsinv , .
i i=:COSV — =cosv— cot^tfsmv
I — zosu I — cos«
\ u/\ Xnr^uJX %'7r+u/\ j^T'^uy\ 4T + tf/
et si l'on change v en ,*tfen — ^ puis que Ton développe
en série, suivant les puissances { , l'expression cos— +cot^sin— ^
. xn xn xn
on obtiendra
i+-^cot ^~^- Vrcot —
xn xn x.^n* x.j^.onr* xn
:+ "^^TTT + «^^•
«(,+XYt— ^Y. + -L_Yi <-Y, +-^)etc;
\ /w/\ a/z — m/\ xn+m/\ ^n — m/\ j^^mf
et on en conclura les expressions des limites de
S =»— — -i- —— ■■ ■ ju M^« etc«
' m XTi'^m xn + m j^n — m j^^m
S = — • 4- -— ■ ' 4» ««• etc
" m» {xn-^my^ixn+my {4n—my^(4n+my *
été.
On aura en particulier
T rriT I 11 i I
COt = 1 ; — 1 ; etc.
^n xn m xn^^ni xn+m j^n — m j^+m Appendice ^ H h h
^i6 Ch. III. APPLICATION DU Calcul intâgral
1091. Nous conclurons de ce qui précède que I I I I I I I
m n — m n-i-m m-^^m m-^-m 'Kn — m 5/2 + /» I II
H 1 etc.
=_( tang + cot T — J= ,
nsiti n
t i , I I II i
I II- H + etc.
= — I cot tang — J= =- cot - — ^
%n\ m xn/ ^ mT n n
n tang —
Si Ton combine deux à deux ^ à partir du second , les termes de U première de ces séries ^ on aura ^
" — — -+• ■■^ j .i* - s ■■■" y. ^ ^"T" eic»
. m*jr m n'-^m An^'-^m^^ arr^^m 10/2*— /»*
nsm ^ ' ^
d\)ii On tirera
«.„ — .— — = 1 — — -+ etc.
xmn%vci
En opérant de même sur la deuxième série , il viendra successivement
^ m'ïï' I xm xm xm
-cot — = — — etc.
I ^ mr 1 j ï I
— l » cot — = V- .4- +--- -+ etc.
2/»* xmn n ;2* — m* 4/1* — ^/w* ^ 9/i*— ;»' lô/i*— /»•
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Soit «= I , et faisons m = — u V^i , nous aurons 1 4 + etc.
I cr «■ "
«(« — i) en observ-ant que ( Int. n% 37 )>
K«-iC« . + I ) ^_i(e +t)
COt 02 T =
Lorsqu'on change u t,vi n dans ce résultat , on retrouve la série du n"*. 944 y et la limite que nous lui ayons assignée dans ce n"".
1091. En développant 9 suivant les puissances de ;»^ cbaquç terme de la série
r+ r+ — rr+-r-z: + ^^^^
I — /w* 4—/»' 9— /^- 16 — /n*, et désignant par 5 — ^ "^ 7? ^ ^^^* ^'^ limites des séries
I H — - + etc. I + -r + €^c,
on trouvera
-i . -^-cot/wTrsi*-^ + T^S ^ j^in^S-\ + etc.
mais on a par le n*". 949 ^ .
-cot-tf = ^ ^ --etc.
B^y B^y Bf^y etc. étant les nombres de Bernouili ; et par conséquent
— COt m T
Hhh 2
rj^S Ch. III. Application/ nu Calcul intégral
la comparaison de ce développement et du précédent donne S—= , S—=z , S — = 2 etc.
» 1.2 U^ 1.1.3.4 tt* I.2.3....6
comme on Ta indiqué dans le n"". 941.
1093. Si on écrit m , au lieu de n^ dans les formules du n% 1085 i on en déduira les suivantes
mT . mT /in — m\/ xn+m\/ ^ — m\/4«+m\
2/1 m \ m / \ zn / \ 4/2 /\ 4» /
sm
cos —
ui \ n /\ n /\ 3/2 /\ ^n
/n—m\/n + m XA/?— /w \A'' + ^ Y^^~^^ etc. \ m /\xn — m/\xn+m/\^ — m/{^'\-m)
=( Ji_Y-^Y-J^Y_il_Y_Ji_) «c- = i (_^Y_J2_Y_l^Y_si_) «c
OT \xn^^m /\%n+m JxAn^^m JxAn'^m /
. mnr
col
mnr
sec — 2»
mer
coscc
, cr . 2«2.4«4*6.6.etc.
en se rappelant que -== ;
^^ ^2 i.3*3.5.5.7.étc.
Cette dernière expresslofi se tire immédiatement de celle du sinus
qui en fournit beaucoup d'autres de la même espèce. En effet ^ on a
n . m-T -= — sin
\xn-^m /xxn-^-m /X^^^m /\ ^-^ni l
X m xn
et si Ton fait m=/z , on retombe sur la valeur ci-dessus. En prenant
IW . .* . - . TfiT I
— = ^ % u en resuite sin =5 sm ^ cr = — — . et
n xn yx
'T -_ 4.4.8.8. 12. i2« 16. i6.etc.
2 ^ 3.5.7.9.11.13. 15. 17. etc.
La substitution de la première valeur de — , dans cette dernière ,
conduit à
^^ 2.2.>6.6. 10. 10.14.14.18. iS.etc.
^*3*S*7«9« Ii-i3*i5«i7*i9*etc»
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Si 1 on suppose — = — • u viendra sin =sm -7- ^ = — et
' T 3I6.6. iz. 11.18.t8.24.etc.- 2 2.5.7.11.13.17.19.23.610.*
Ces diverses expressions de fer, peu propres à en donner des valeurs approchées 9 sont très-commodes pour en obtenir le logarithme : on a
2 1.3. 3. 5. 5. 7. etc..
.d*oii oa tire
» = 4(i — i)(i-^)(i-:;V)etc.
I,r = l4 + l(l~^) + l(t— ^) + l(t_;^)+ctc.
développant en série les logarithmes des binômes , il viendra
lT = l4 —
XÇ
— etc;
etc;
49 i.49* et posant pour abréger ;
^=1+— +— +— +etc.
B=i+-+-+~^ etc:
C=i+^+^+~+etc;
etc.
on aura
lx = l4-(^-i)-i(5-i)-i(C~T)-K^>-i)-ete
Si Ton pousse le calcul jusqu'au vingt-troisième terme de cette série;
on trouvera
Itzs: 1,4472988584940017414342;
ce logarithme est népérien ; il correspond dans le système décimal à
4$o Ch. III. Application vu Calcul intégral
En écrivant dans Texpression de sin — et dans celle de cos — , rapportées plus haut » n^^m ^ au lieu de m^ et en faisant attention que
sm i =±= cos • cos ^ = sm ,
xn zn xn ^ ' %n
on obtiendra les nouvelles fornoules m \ m /\ xn /\ %n J\ aji J\ An /\ 6n J
sm
mv m/m — m\/ in+m\/ 4n^^m\^ 4n+m\/6n—m\/6n+m \ xn~n\ n A 3/* A 3>ï A 5/2 A çîS )\ 7» /
mnr TF n — m i(/ï+/w) 3(3«— /») 3(3^+^) cot = • — T. ~ -• — etc.
iwcr nr m l(ii2— m) 3(in+m) j (4^-^/71)
tang — = •—7 r* / \* "^ retc.
mnr 2 » / i'* V 3Ln V 4^ V 4» \ cosec = ( If-r-; — ]\—^ — A— ^J«^<^-
-j:=i.(-^ Y-^Y--ii-Y_i^Y-jiî-) etc.
2/1 T\/2 — mj\n+m /\3« — m /\'^n+m /x^n-^m /
En considérant l'arc — • on auroit
IWÎT
sec
, mTT sm
xn
m / xn'^mX/ xn+m\/ 4n^^m\/ 4n+m\
~ k\ xn — k A xn+k A 4« — ^* A 4^»+* /
A: T i \ 2/1 — k / \ 2«+ A / \ 4«— it /\ An+k sin ^ ^
etc.
Ax
et si Ton connoîssoit le sinus . le cosinus , etc. de l'arc — , <res
' ' xn
derniers résultats donneroient des valeurs du sinus , du cosinus , etc. mT
de l'arc
xn
1094. Nous avons emprunté le secours du Calcul intégral ^ pour obtenir les facteurs du sinus et dix cosinus , d'où nous avons déduit ceux des expressions
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Euler y est parvenu dans son Introductio in Analysin infinitorum \ par des moyens purement algébriques ; mais la manière dont il y fait entrer l'infini , nous a fait préférer la considération des limites , em« ployée pour le même objet par Simon L'Huillier de Genève. En suivant la marche de ce dernier, nous commencerons par déduire quelques conséquences aussi simples qu'élégantes , du théorème de Côtes j ou de la résolution des équations à deux termes.
On a donné dans le n"*. 168 ^ l'expression des facteurs trinômes des formules jc^-ha" et^"* — tf"*} pour distinguer le cas oti l'exposant m, est pair , de ceux oîi il est impair , nous écrirons successivement ^m et i/w + I , au lieu de m. Cela posé, les Jeteurs de x**+ a*"*, seront tous de la forme
x^ — 1 axcQS K + a';
en faisant :r = a = i , ils deviendront de celle-ci :
2(1— cosx)=4(sin^A)% et on aura ;c*"+a*"'=i;
mettant pour x les valeurs — , -?— , etc. et extrayant la ra-;
cine quarrée de chaque facteur , on trouvera
y/T= i". sm . sm-^ -. sm«î — sin . . . (A).
2/71 2 xm X xm X xm x •
La formule *•"+* + af^\ outre m facteurs trinômes ^* — 2iixcosA + d% a un facteur réel du premier degré jc+<i, qui se réduit à 2, et il vient
I = 2"sin . sm . sin — . • . sin -...(5).
xm+i X 2171+ 1 a 2JW+I X 2/71+1 2 ^ '
La formule**" — a^"^ a un facteur a^ — a' et m — i autres de la forme x^ — 1 a x cos A4- tf*; en divisant par le premier on a un quotient
jt*"— + jc»"-V-i-x*"'""V +tf*"^,
qui se réduit à m^ lorsque a? = 4= i; et comparé au produit des m — I facteurs trinômes^ il donne
1/^=1" 'sm .sm— ^ -.sm— - sin IC\
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Si Ton dégage de même la formule Jt»""*"* — /z"""*"*, du facteur x — a ^ on en déduira par la supposition de xz=:a=i y
y im+ 1=1 sm .sin .sm ...sin ...•(/?).
Z/W4- 1 2 xm+ 1 2 im+ 1 2 2/72-h 12
Le n"". 172 nous donne aussi la décomposition de Téquation jt*"*— 2rAr"*cos2^+r*=o, en facteurs du second degré , de la forme
X* — i^cos r — h 1 9 dans laquelle h doit recevoir toutes les valeurs
depuis 0 jusqu'à m — i inclusivement ; et en observant que
(m + n\nr + 2 © (m — n^^— 2 0
COS^ ^ = COS- i- ï-,
m ni
on aura x* — 2 x cos \ 1- i ;
mais alors iL faudra , si m est paire, pousser les valeurs de n jusqu'à m y et seulement jusqu'à ;n—^i dans le cas contraire. Pour c[istinguer ces deux cas , nous mettrons successivement 2m et 2/71+ 1 au lieu Atm^ et nous obtiendrons , en faisant x=ir=: i les équations
sin^ = 2 "-'sm .sm «sm .^sm .sm •••••1
2/72 2/7Z 2/7Z 2/rZ 2/77 '
• • sm-i ' .sm ^ «sm (E)
sm ^ =: 2* sm .sm .sm ^.sm- .sin ••
. mT-^P , /72T + ^ c
sm «sm (F).
109Ç. Les six équations. (A), (5), (C), (Z?), (-ff), (/"); faciles à obtenir , et déjà très-remarquables par elles-mêmes , conduisent immédiatement aux résultats que nous cherchons , en ob* servant que l'expression t'-à^jT* est la limite de
relativement aux accroissemens de /72 ( Int. n**. 3 2 ) > et en substituant
1 + , au lieu de x y et i— ,' au lieu de- ai dahs les fac-
xm xm '
teurs de «"■-b»»'".
Les
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étant en général dé la forme «
Lèi5 iactéurs trinômes de l'expression f i + ^ — j +\i
se réduisent, à
1 { I-COS A+-^(I +C0SX)} = 1(I-<0SA)[ I +-^——-^ Y
IR
et mettant pour h ses valeurs > — ; -V- ^ etc.' on formera le
produit
4"( sin -Jlsu!-^^-)
fsin
l 4m*\. xm 2/ J l 4/» V xm xf )
•'^{■+Sv
xm^\
cot
Cette dfemière expressiàn y' réduite par réqaa:tidn {A) ^ dD
IH rlcôt
l 4m*\ 2rw V J l 4>»*\: 2i» 2/ J
xf 1+ — rfcot l »4'» V
--Jî=
passfaijt : maintenant àta limités ^ en observait que celle dç
—1 dot 1 , est i off trouvera
xm %J i ,^
4/7»* \ 2Xrf
ApptnÀHt^
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Pn seroit parvenu au même résultat y en décomposant 1 expression
tm— 1 ^ «# ^ »m— 1
En second lieu, si Ton prend ( iH ^ — ^ i—- ^ — ) jOn
aura le facteur (i-i ) — 1 1 — ^ avec /w— 1 autres qui
seront de la forme
( I + — ) — z( I +— - Y I ^)cos A + ( I -
\ %m/ \ . im/\ xm/ \
xmJ'
et conduiront comme ci-dessus à
4(siniA)*{ n--^(cotix)«}.
Les valeurs de x relatives à ce cas étant , , etc. on ob-
Z/71 Xffl
tiendra , en arrêtant au second terme le développement du premier facteur , mis à part , le prp4uit
4" M «m M SM 1 I sin -1
, \ ■ xm "U \ ^lOT 1/ • . • V • • ai». • • 1/
X ( 1 + -^(cot— -) 1 1 1 + -^( cot — ±— -Y } l 4»» \ xmxj } l 4»» \ im 1/ J
^. . . • • . Xi I + •— ^1 eot 1 \ ,
, ' .-. l 4«B \ xm x/ )
et on (:oïitIut'â« là , en vertu de l'équation (C) ,
X ■ -= "i ' + i^(^^'-l^- îj 1
- ^><{. + j!l(cot-^rY|{, + 4(cot-i-:y}
l 4/n*\ xm x/ ) l 4ot*\ i/w 2/ i
. f a:* / xm — X «-yi X)l+ — :(cot ] \.
Enfin la limite de cette équation donne
A LA Théorie des suites, 4)jf
ce qu'on aurait également trouvé en opérant sur
A lOT — I / V l/w — I /
1096. On obtient d'une manière analogue la décomposition de l'expression e' — i cos 1 ? + «"% en facteurs binômes. Les facteurs tiinomes de l'expression
étant de la forme
fï+— 4-")— iri+— -^Yi — f— Vo$A+fi \ ,
. or*
reviennent à 4(sin ^ x )• { i i ( cot ^ a )* } ;
mettant pour k toutes les valeurs dont il est susceptible ^ on for« mera le produit
4 l«» — : — J (s*ïï -) ( sm^ ) ••••Ism^ j Ism I
^ \ i»+i/\ in+i/\ 2/1+1/ \ 2/1+1/ \ 2n+i/
qui se réduit à ' ' '
.....><{,+-^l_(„rf ,+_^(c„,î:±'Y|.
en vertu de Téquation (F) ; et prenant les Hautes ^ on aura seulement
le même résultat se déduiroit aussi de l'expression
In 2
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La formule «•' — zcos 2^ + «!"** çst eacpre suscçjxtib^ A'^^ autre décompç^ition , qui s'opère Ç9, la transformant en
* e*'— 2 coç 2 (p + «"^'{ ( cos 2 ^ )•+ ( sin 2 f )•} =s ( e*.— «-'cos 2 9 )•— ( e"'V^— I sin 2 ^ ).*
= { e*— ^-'(€08 2 ^ + Y' — I SÎa2 ^,) }
X { e*— «^'( cos 2 ^ — V^^isin2^)} ^
= ( *-- r ^^-"^ ^^^) ( .«- -C*+** ^^))( Int. n-. 3 8), et le développement de e* — e"', du n". 1088 , donne,
r— «^ ''=(1,*— if V — I )«
IJ^ûjjliant çntr'eliç;. ces de)ix^ex(>(fi$siOfis ,; on trpuveira
€*?— 2 cos 2 f + «"?':=
etc»
yf
etc.
etc.
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On obtiendroit aisément par ce qui précède les> facteurs des formules
«*+ 2 COS 1 f + «*"* X *^ — ^ ^^ ^ ft-^e"^
e'— 2 sec 2^ + «■"', «'— 2tang2^— «-'.
1097. Euler tire des comrdécaHons. du n^ 10^9 , le moyen de transformer en sàde le* ptoduit d'uir nombre de facteurs ^ soit fini ^ soit ipfini; en effst ^ la série
étant supposée le développement du produit
(i + c,i)(i+fii)ii + yi){i+fi)f etc. =P, devient égale-, lorsq^ie ^= r, à lunîté augnicntée dey diverses sommes que Ton obtient en réunissant les lettres a y fi ^ y^ j^^ avec leurs produits deux à deux , troiâ à trois , etc. Si l*bn prend: gour ces lettres tous les nombres premiers , on aura h produit
(i + i)(i + 3)(i + 5)(i+7)(i + ii)(i + i3r. ......:
= I + A.4r.j.-h 5.+ 6--t 7.+ iQsh IX+ if.+ 1448x5.4. 17+ etc.
renfermant tous les nombres eptiier;^, excjsgné; cçuy qui, sont de& puissances ou des multiples de puissances. .
' On a- de même ^
T' I T- I l- ^ Ir -
=1 H 1 1 1 1 +— -+ etc.
On trouvera des relations analogues pour le-casoir lès nombre» ^9 lif >> ^f ^^^* sont:n^ati&.; il.viepdraTpar exemple
C—s-X— fX— ?^X— 7X' -tî^Î'«-
Dans cette série les termes^ négatifs résultent de la multiplication d'un nombre impak de facteurapremiefs ^ er 1^ termes positifs «d^in nombre pair, • . - , *
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En v^dé veloppaat Texpressioii
(ï— *c)(ï— ^0(ï— >0(ï— ^i)«tc-'
dans la forme
I + ^î + 2?^»+ C^+ D^+ etc.
les coefEclens ^^ B y C , D ^ etc. seront comme ci* dessus les sommes des lettres «&, i^» >» J^» etc. de leurs produits deux à deux, trois à trois y etc. mais avec cette difiërence que les puissances de la même lettre se trouveront comprises dans ces produits , en sorte que la série qui résultera du développement de l'expression
sera égale , après la supposition de {;= i , à la somme de tous les produits qui peuvent naître des lettres « 9 jB » r , J^ , etc. combinées d'une manière quelconque : on trouve ainsi que
(i-n(i-î)(>-T)(i-T)(«.-i^)(»— :7)etc
Cette dernière série est précisément celle qui résulte de 1 ( i— k) ;
lorsqu'on y fait n = i , et qu'on en change tous les signes ( Int«
n"*. 17 ) : il résulte de là que le produit infini
(»-0(i-f)(>-T)(ï-y)(i-iT)(»— rî)«c.
a une valeur infinie, et que par conséquent l'inverse
tend sans cesse à s'anéantir , on a pour limite aéro.
En ne prenant qu'un nombre limité de facteurs ^ l'expression
T .^ . .' . , • par exemple , on a la série
i+a- + y + i + i + ï+i + 7T + etc.
composée de fractions dont les dénomihateurs sont tous les nombres ayant x et ,3 pour facteurs simples.
A L Â T H ÈO RI B DES SUITES
On a en général
et l'on conclut de cette relation la valeur du produit indéfini par celle de la série , ou vice versa»
On trouveroit de même
. (-^X-+fX-fX'+7X-t^)-
En partant des équations
(-^X-FX-rX-FX-n^)
* 0--M'-pX'-7.X'--?--)0-7r?)«^-
on trouve
K- fX' -^ fX- fX' + fX- -^
^'_i'+» 3'+i 5'+i 7'+i ii"+i
Ces combinaisons se multiplient à l'infini et produisent des résultats très^remarquables , mais trop nombreux pour nous y arrêter ; et nous renvoyons à cet égard au chapitre XV du livre H de Vlntroductio in Analysai infinitorum.
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1098. Pour ne laisser en arrière aucune branche de b Théorie des suites, nous altons donner uae idée du Chapitre XVI du même ouvrage , dans lequel Euler apfdiqiie lès produits indéfinis à la recherche des diverses manières dont on peut former uA nombre par l'addition de ceux qui sont inférieurs^ ce qu'il appelle ParÙM numtrorum.
En considérant l'équation
(i+**C)(i+^^{)(i+*^{)(i + J»^î)(in-:f{)etc* = i + ^î+Qî*+iîî'+»SîHctc. , on obtient
/=*:t*+jt^+A:>+:t^+jt*+ etc-
,/î=fi=jc*+«^+jjc*+^^-*+ ^••^^•+ etc.
eta d||oh l'on voit que les exposansde x^ dans les coefficiens de{;\ 7^^ {l%ttc, sont les diverses sommes qu'on peut faire avec les lettres « ^ f^^y^ Ij etc. combinées \\\ ^xï.Xyy^'^^ etc. Il est évident que s'il se trouve dan» k mêmf cœâîcieat des sommes égalés entr^eIl«Sy les termes dont ces sommes sont fesençosans se réunissent en un seul ^^ ayant un coefficient égal au nombre de ces termes. 5i dans (^-^ on a^ par exemple ^ «+j8=j^+j.=b, les deux termes x'^^'\'X^^% se réamsent à lat^ et \t nonbre x marqoe qa'il y a deux manières de composer le nombre a» arecdeint dtt quatre nombres - *,/»,>, À
Soit pour la. série », /3 , ^, i*, r , etc. celles ée» neMnbre» naturels 1,1, 3, 4,;' 5, etc. on aura '
(i+*c)(i+**î)(i+*»c)(i+«*O0+A)etei =i+î(* +*• + *'+'**+ **+ a?' + «' + f ' + *».+ etc.) +C^(*'+** +»*' +x*' +J*» +3r** 4. 4«f»- + -4***+ 5*"^+ etc.) +^»(*« +*» +!«• +3*» +4x"»+çy 4- 7aj'»+ 84f"+io*'*+ etc.) +î*(*"+*"-4-ix"-+p:'='+^'*+6x'*+ jar'*-|=rijf'»-htçx'»4-etc.) +'è(«'*+«'*+i*"+3*''*+5***+7«"+ io*^+ 13«*'+ 18«*'+ etc.) +t*(*'*+a;**+ï«*'+3'*^-+'5Jf*4'7*^ hii**''4-i4*"-h^0*«+etc.) +î'(a?**+*"+ 2***'+ î^'V y*'*+7x"'+ 1 i«^-|-ry«"+ 11*'*+ etc.) +{•(«*'+ «»'+ »'*-h3**»+ ç*«'+7*<«->'i i;t<'+ i'f**»+M4P«'+ etc.) etc.
Si
SI Ton veut connoître de combien de manières le nombre 34 , par
exemple , peut êtte formé par l'addition de 7 nombres , pris dans
la série i ; 2 , 3 , 4 > etc. oircherchera le coefficient de x^-^^ dans la série qui multiplie {% et Ton trouvera que cela peut se faire de onze manières différentes.
Eji faisant {=0, et réunissant eatr'elles les mêmes puissances de ;f , 00 aura
(^i+xXi+^'Xi+^'>0+^*Xi+^^Xi+^') etc.
= i+A:4-jtr* + za;^ + ixH3-«^H4^^ + 5^' + 6x*+ etc. ,
les coefficiens des termes de cette série marquent de combien de manières différentes on peut former les exppsans, avec les termes de la suite 1^2,3,4, ^^C* ^^^^ s'assujettir à aucune combinaison, en particulier y mais en les embrassant toutes ; ainsi % , par exemple , peut être formé des six manières suivantes
Il est à propos de remarquer que les élémens qui entrent dans chaque somme sont essentiellement différens ; si l'on vouloit admettre les répétitions , il faudroit alors considérer les fractions
( 1-^x0(1— x\) (i^x\)(i-^x^i) (i—x^i) etc.
(i—x) (i^x*)(i—x^) (s—x*)(i^x') etc.*
dont les développemeiis sont
i+îC« +x'+ «' + X* + «5 + x« + X' + X* + «9 + etc.;
.+-î*C**+*'+i** +i*' +3Jf* +3*' + 4*' + 4*^ + S*'°+ etc.; +^(x^ + x*+ix^ +-ix^ +4X' +^x* + 7*9+ 9x" + làx" + etc. )
.+lY*''+**+i*° +3*' +5** +6*" +.9*'°+ 11^" +15*"+ etc.;
+ îY**+**+i«' +3** +5*' +7«"'+iox" + i3x'*+i8*'^4-etc.;
+i^(x^+x' + ix* +3*9 +^x"'-fjx"+iix"+i4x"'+iox'*+ etc. )
.+i'(x^+x*-\-ix^+^x'°+^x" + 7x"+iix''+t^x'*+iix''^+€te.)
+îY*»+>+zA;'°+3Ar" + 5*'»+7»'»+ii*'*+i5«'*+ii*"'+ etc.; etc. .
i+x+ix*+'ix^+^x*+7X^+nx\+i^x\+zix'+ etc.
Jppendiu. - K k k
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Le coefficient 1 1 ^ afiecté au terme a:'^, dans la série qui muUiptie ^^ exprime en combien de manières on peut. former le nombre 14, par l'addition de huit termes de la iuite 1^X93, ^^^- Dans le second développement le coefficient 1 1 de :c% nous apprend que le nombre 6 peut être composé de onze manières ^ ainsi qu'il suit :
6=1+1+1 + 1, 6=l+l + l+If 6=14-1 + 14-1 + 1+1.
1099. Pour développer le produit indéfini
ri+a:î;o+^{;Ci+dfVri+*^î;ctc.=z,
Euler substitue x[ à { , ce qui donne
faisant en même tems
Z=i+Pî+Q£'+/îî'+Xî^+etc. '
il obtient
équation qui revient à
= i+Pjcç+Qa?*î*+/îa?^î^+*y:rY+€tc.
Z=i + PlArî+Q1x»î*+/lUY+^UV+ctc.
+ ij +P] +QJ +^i
d'où il tire
et enfin P — ^f
etc. '
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le terme général de ces detidères expressions est visiblement égal à
mais par le n'. précédent le coeiEcient de x" dans le développement de
Cl— *;ci— «'Xi— «*; (i—x") *
^ fait connoitre de combien de manières on peut former le nombre n par addition avec des nombres pris dans la suite i ^ 1 ,• « ./tz; et ce
^ coefficient étant celui de a; * , dans la première expression ,
marque aussi de combien de manières on peut partager le nombre
71+ en m parties difFércmtes, Il résulte de là qu'il y a autant
demanières de former le dernier par l'addition de m pombres différens , que de manières de former le premier avec des nombres pris dans la suite i , a , • • • • /n.
En suivant la même marche à Tégard de la formule
Cl — xi)(^—x^O(^ — x'^iXi^x^i)(i-'X^[) etc. ^
Euler parvient successivement à
(i^xi)Z=i+Pxi+(lx^(+Rx^^'\'Sx^i(^+ etc* d'oîi il conclut
Ci— atXi— »V
etc.
Kkk 2
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expression dont le terme général est égal à
('i— «;Ci— **;Cï— «'^ Cl— AT'?;
Le coefficient de :ir""*'", dans son développement , étant le même que celui de a:* dans le développement de
(i—xXi—x'Xi—x') (i—x'^y
montre qu'il y a autant de manières de décomposer le nombre n-^-m^
en . m parties , que de former le nombre n avec les termes de la
série x y % ^ '^. . • . .^m^
' r 100. En combinant ce théorème avec le précédent , on eii pourroit
déduire plusieurs autres assez remarquables , que nous sommes
obligés d'omettre ; mais nous allons prouver cette propriété de la
progression 1,2,4, 8, t6, 31, etc.
qu'il n'y a pas de nombre entier qui ne puisse résulter de l'addition
d'un certain nombre de it!^ termes , et cela d'une seule manière.
En effet,
ri+^>)o+^';ri+**xi+^*Xï+^''Xi+^'';etc.
= i+Jif+a?*+jt^+ji^+:r*+*^+.J*^'+*^'+etc,
pour s'assurer que la loi dé cette dernière série, demeure toujours la même, on fera
= i+P:^+Qjc* + iî:ç3 4-^a?*+etc. .^
on. écrira x^ pour a: , et il viendra
= i+P*»4.QV+/î**+^.t:*+ etc.
d'où l'on conclura ^
=1+ X +Px''+Px^ + Qx*etc. . ~ï /' />=!, Q = P, R = Pf Sz=Q, etc.
Là progression i, 3, 9, 17, etc.' iouit ausst.de la propt^été àe former. tous les nombres entiers possibles; mais il faut combiner les termes tantôt par addition , tantôt par soustraction.
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Les recherches dont nous venons de donner une idée ont occupé plusieurs Géomètres; M. Paoli les a ramenées à Tintégratioa d'équations aux différences , du genre de celles que nous avons traitées d'après lui dans le n%^ 1026: elles rentrent aussi dans Tanalyse indéterminée. Former , par exemple , le nombre n avec
les nombres 1, 2, 3...* m y c'est la même chose que de
trouver toutes les valeurs dont lés quantités * , i^ , > , «'^. /* ,
liées entr'elles par l'équation
sont susceptibles en nombres ehtiers positifs. On pourroit pousser beaucoup plus loin cette théorie , qui se lie avec celle du développement d'une puissance quelconque du polynôme <x + i^* + t:x^+ etc. mais nous devons reprendre la considération des valeurs des intégrales définies y interrompue depuis le^n%. 1086.
iioiw La valeur de l'intégrale / ^, entre les limites xz=zo Contîmiatîoii
y i+a:* de la recherche
et X infini, trouvée à priori dans le n^ 1084 , se déduiroit aussi de ff rlllrréfinfa"*' la comparaison de son développement en série avec celles du n*. 109! , qui peuvent s'obtenir sans le secours d'aucune intégra^» lion , d'après ce qui a été dit dans le n"". 1095. L'équation
= 1 — — 7-^ 1- etc.
donne lorsqu'on y fait xrtri , la série
\r : ; 1- etc. ' .
m m-^n . m+^zn m + tn .
qui exprime la valeur de l'intégrale depuis jc=îo jusqu'à x^=: r ; on a ensuite ,: . — -
+ r- , + etc.
I - m-^n m — xn m-^jn m
En supposant n>m^ cette dernière série s'évanouit lorsque n est
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infini} quand jr~i elle se réduit à
■ ■ ■ '— + etc*
m — n m-^xn m-^'^n m — 412
et donne la valeur de l'intégrale proposée prise depuis^ â? infini , jusqu'à x==^i , valeur d'un signe contraire à .celle que nous cherchons: en la so^tstmyant donc de cdle qu'on a déjà trouvée ^ on formera la série
m n-'^m n-^-m xnr^^m %n*{*m 3««**;7i ^n+m
qui répond à '- ^ et l'on aura ainsi la valeur de l'intégrale
nsm — n
proposée* . '
Les mêmes moyens nous conduisent à la valeur des intégrales
depuis x=o , jusqu'à ats i i car en développant ^ suivant les puis» sances ascendantes de x , les fonctions différentielles j on trouvera pour la première de ces intégrales
m n-^m n-^m i/>*-/w 2Ji+m
II* T '
-I etc, =— — — (-n% 1091 ),
nsip n
et pour la seconde ^
I II II
m /i— Tfï fi^ffi xn^'^'Ui xn-j^ffi
II T
etc. =
^ ^ ntang —
Nous conclurons, de là qu*^
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les petites équations renfermées entre des brochets marquent les limites des intégrales. En observant que
-'"■"Va: Px'""^''^dx
dx
/x'^'ixrx=Q "I rixT-'àx ry=o"i_ r x—'^a: rx=i "j
on trouve cette relation remarquable
I + *•" L*=iJ"y I + •»?'' L^=infJ'
— dx
deviendra
îdbx
les valeurs
n sm n tang
, se changeront en
ir
rxsin ~ aAcos —
an 2X
9rtang
2 A tang -^ ^— lAcot —
et , entre les limites ji: = o et jc = i , on aura
+ Jf dx
•—AT ^Jtr
aA
n est bien important d'observer que les exposans a et « peuvent avoir dans ces expressions toutes les valeurs possibles , quoiqu'elles soient déduites d'une formule calculée dans la supposition que net m soient des nombres entiers positifs ( n"". 1084 )• Pour s'en con-
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vaincre , il faut faire Jt:={% * désignant le dénominateur commun auquel on peut toujours concevoir que soient réduites les fractions quelconques x et », en sorte que a x et « » deviennent des nombres
. dx itd?
entiers V on a dans cette hypothèse — =
résulte
=r , d'où il
les limites de Tintégralé demeurant les mêmes qu'avant la transformation, on obtiendra la valeur . de cette intégrale, en substituant dans les expressions 5 et T, les entiers «a et aa , au lieu de a. et de « ^ ce qui ne les change en aucune manière. Cela posé , si dans Téquation
V—fXdx/^
les quantités V et X désignent des fonctions de j^ et de » , on aura
dV rdX ^ ^ ^' ' ^ d» J d(» . •
et de là , on conclura par ce qui précède , qu'entre les limites ^=:o et ;r=l ,
dS
dm
9r*Sin
dT
dp
— ^jr +x
dx
'' cos ^
+ x dx
aA.
Les expressions 5 et T ont aussi des développemens en série qui se déduisent de la substitution de 2A et x<— » à la place de net de m dans les séries du n"*. précéd. et dont on tireroit par conséquent de nouvelles séries, en effectuant les différentiations indiquées par rapport à « ; nous les rapporterons plus bas>
Voilà quelques résultats de la troisième classe annoncée dans len*. 1076 ; elle a fourni à Euler le sujet de plusieurs Ménioires xntéressans auxquels nous sommes forcés de renvoyer le lecteur;
nouç
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nous nous bornerons seulement ^ présenter quelques applications propres à fixer les idées et à faire connoître la nature de ces recher«ches. Si Ton pose , par exemple ^ «=o , on aura pour le second cas
X dxXx ^*
En continuant de difFérentier par rapport à « , on passe à de nouvelles intégrales définies ^ dont les valeurs se déduisent de celles qu'on a déjà obtenues; on trouve ainsi que
'X 4-a: * dx ,. . ^'
i+x V (cos — 1 cos —
X— -d» x+* 5 îsin
(tànr COS — )
Les séries correspondantes se forment aussi par la difFérentiation ^ comme on Ta indiqué plus haut. Les nombreuses conséquences que Ton peut tirer de ces formules s'offrent d'elles-mêmes ^ nous nous bornerons à en rapporter une seule j celle qui se présente lorsqu'on a €i = oetA=:i. La première dâs expressiqns ci-deasus 'donne
et la série qui lui correspond se change en
XI Sl 2 1 2 2
on a par conséquent
9r* _ I II II I
résultat asse2 remarquable quand on le compaiPe à l'expression
TT . I I I 1 t ^
-r = 1 — -^H h— — + etc.
qui dérive de la formule / — • — r-.
Appendice. LU
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Il est facile de voir qu'on aura par le procédé dont nous traçons ici la fliarcfae , les valeurs des d^x classes suivantes de formules
dx dx
fir^Xx =----, fy'—\x ==-J-
X dtê X a»
dx d^S dx . d^T
ix ^S dx éPT
^ X ' du^^ JC ^ ' d^^
etc.* en faisant pour abréger
X— « x-f-» X—» X-}-ar
î;'= f Zf : r= — 1 f .
ax ' ax
iM séries correspondantes softt
S = 1 — . — — ^ — t — ^^ — ; ctc»
X— /* x-f-» 3X-«^» 3^+* \ yx— ^"^ jx-t**
_ "n . ds' d^S / 'd^S
et celles que donnent -— , — - , -j_ etc.
dm dtr au*
X— • X-f-» 3X*— « 3X+«rf JX^— « V JX-f-»
^r d^T (PT
et celles que dcfunent -r- : -r-f , -pr , etd
tf« a« ««
Euler prescrit pour d?fférerifîer îês exp'ressioîff finies de .S et de T ; des procédés ^dont le détail ne sauroit trouver place ici ; on peut d'ailleurs les retrouver facilement, ou s^en former de nouveaux;
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Il 03, L'intégration effectuée par rapport à 4» fait aussi re* monter à des formules dans lesquelles Ix se trouve ^au dénominateur. On a par cette voie
SA. ' X \x
aK
dm
ssfSdm
x dx
AA
I— ar
■ I dm
SX
dx X
X Is
=fTds;
et conservant les dénominations établies à la fin du n\ précédent i on formera encore ces deux classes d'intégrales définies
dx
dx
1 dx
=/5i-i fV^
dx I
^fTd»
. (ûF^^"-'* ^''riuF^^^^-*
fir
dx
etc.
I dx
=fTdm^
Pour en obtenir des valeurs 9 il faut pouvoir intégrer les expressions finies de ^ et de T; et faire en sorte que les résultats s'évanouissent dans les mêmes drconst^Mices que les fonctions en «•
Or,\S =
lACOS
tùV
f en y faisant 0 =
XA
9 donne
lA
sîni
— ltang-i-r-~i=rltang ^ ^ ^
LU a
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résultat qui s'évanouit lorsque «=o , conme le fait la fonction V âans le même cas; D'un autre côté , sî Ton intègre l'expression de S en série
f— : — +-! +—: etc.
il viendra
/5</â^=z= — l(x— «)+1(a+»)+1(3a— «) — 1(3^+»)— etc; __ |(^+«)(3^— ^) (5^+^) (7^— fl>)C9^+fl>)etc, (a—») (3^+«) (5^—») (7'^4-») (9^— «)ctc/
Je n'ai point ajouté de constante à cette intégrale j parce qu'elle s'évanouît de même que la précédente lorsque a)=o, La comparaison des deux expressions de fSd» nous conduit à
• ^^ + »)_ f A+ à») (3 X — ») (5 ^"i- <tt) (7A— «)etc>
4^ "" (a— «) (3 ^+ «) ( 5 ^^—») (7^+ «) et c. ^
Ce développement qui se déduiroit aussi des formules du n*« 1093 ^ a la propriété de s'évanouir lorsque-
»= — A» » = + 3^, «= — 5A, «I =-f-7A, etc. valeurs qui répondent aux arcs
o^ ^^ — T, iT-, etc.
et de devenir infini pour les valeurs
' Mr=zA, « = — '3A, •=s5A, »= — 7A, etCi^
ou les arcs
T^f —7^/' 1^, —1^5 etc.
ce qui est conforme à la «arche des tangentes» Passons niaintenant à llntégrate
fldu =/— - tang — = — 1 cos — ,,( n% 447 ) ;
lA 2a 2A
comme elle s'évanouit en même temps que » , elle sera la Valeur immédiate de /f'' — -î- ,
La série
I I I II I
T— — 4.—^ . — I- i — — - — 4- etc.
A— « A+» 3A''^-to 3^T^ ÇA— « ÇA4-»
d onne
/r^fli = — 1(a — (») — l(A+«) — I(3A— .«)— 1(3-A+») — etc.
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mais ici il faut avoir égard à la constante , pour que le résultat soit nul dans la supposition de »=o , et cela fait y on trouvera
/r^« = l- — -.-^ — -. — \ -.etc.
La valeur finie de cette intégrale ^ — 1 ços — , étant comparée au produit indéfini que nous venons d'obtenir^ conduit à une ex-t pression de cos-^> pareille à celle du n% 1085.
1104. Nous prendrons pour dernier exemple de la recherche des
Valeurs des intégrales , la formule fdxXÇ^ . L'équation
obtenue dans le n*.' 1071 , devient
lorsqu'on y fait /ti = ^ ft ; et comme on a d ailleurs
il en résulte ' ^
d'oii l'on conclut
— -ç;, = nfx'^yix (! — *■)',
fd *(l i ^
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Il fatrt se rappder que toutes les latérales de cette équation oat poUr Uinites jescô et jrsBsi; pour plus d'unlfortoité nous y chan* gérons p en /> — i , et «ous aurons
Au moyen de cette équatioA y et en se rappelant que ù r désigne un nombre entier ^ et 5 un nombl-e fractionnaire
nous obtiendrons , i\ En faisant q^=pjf
— — 7—5:^ ="/*"-''« (■-»"/- Ws
et prenant p — 1 = -> n = a,il viendra
L'intégrale du second membre ne dépend que du cercle ; on y ramène immédiatement celle du prenuer, en observant que i doit nécessal«
rement être un nombre impair , sans quoi - seroit un nombre entier y et que par conséquent si l'on change i en 1 i +i » on aura
fdx(\i) " =i.i.i.z........fj±i/^,(rir';
\ X/ 1121 , 1 \:ir/
puis supposant i + 1 = o > dans l'expression àtfdx^X-A , on en
tirera
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.d*ott Ton déduira enfin
x/ alla 1
1*. En fabant q^xp^ nous trouveforts
\-\ :fdx(\-) fi _i.!l^==»/*«^«-v*(i-*-r' (3);
multipliant cette équation niembre à membre \ par l'équation (i) , nous parviendrons à , '
posant ensuite p^=-y 'i = } » i^ous obtiendrons
Il est visible par cette équation , et par ce qui a été dit plus haut ,
qwla transcendante/^ *(»'-) présente seulement deux 6as distincts, savoir:
r dx .( f* dx p xdx H
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ou y suivant la notation du n*. 1079 ^
âx __ » ;__
en observant qu'entre les limites ^ = 0 et jp = i , on a en général
Sx^-'ix{\—oi'^ '* = /^«-'rfx(i— ^«) '^ ( n% 1079 ) f
de cette manière la formule /ijir^l-) ne dépendra que de U
seule transcendante désignée par -rf à la page 407. 1105. Ce que nous venons de faire sur \^ formules
fâx{\^^fàx{\^ f peut s'effectuer également sur les
autres formules du même genre j mais au lieu de nous arrêter à des cas particuliers , nous allons démontrer ce théorème général :
n ti m étf nt des nombres entiers.
Soit pour abréger fdx(\ -Y =4 T — \ ; puisque Ton a réquation (1) se change en
mp
^n-^fxf-'dxÇl^J^)
lorsqu'o
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lorsqu'on y substitue — à /^ , -^ à y , et s'écrit ainsi :
<ii*-
iJ).
En mettant dans cette dernière successivement au lieu de p , le$ nombres i , x 9 3 . » • • ^ » > et multipliant to^s les résultats entr'eux ^ il viendra
IB
(m+ iX'"+^X^+})'* '(«f+n) SI est facile 4ç Foir ^9
^•^•^ » m • • • • • fît
p(î,m)<f(i^m).f.(fCnfm);
%m%»^» • • é •ttl
on conclut de là que
Appendice.
Mmm
4ï8 C». III. ApptiCATiON vu Calcul iffricRAL
et comme . -
<-v-y^(^)' i'^y-^iù- <"4^)=^^a). -
il viendra
41 — )=— •.i.a.3....«»^Ci,/»X'i,m;^C3,OT;...^C/i,/»;,
\n / n d'où on tirera Téquation du théorème^ en observant que
p(nym)=: — ( n**. 1080 ).
iio6. ]^n supposant que les nombres m et n ayent un dlvii mmun r, .nous tirerons encore deTéquation (j4) la suivante
diviseur commun
Pour cela nous y substituerons successivement r, %r, ir^....n à la place de ^ ^ et nous aurons .
^ 7 — : — T7 — ; — <7 — ; — :; — t "•: — ^^c ''> ^M^^% «y • • • fo»»»»^
ot 4l j= 4-1 — 1> et ainsi de suite : par ces valeurs,
1^ deux dernières lignes ci-dessus donnent ^
4( — jn :ssim .r.%r.y.^..m^(r^m)f(ir^m)...^^(n^m)i
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d'oti 11 résuite » ;. . ' :. i-.. '. .
et ^comparant cette équatioa avec la dernière du n^ précédent ^ on aura celle du théorème.
1107, tprsqu'oo pfeflrf/?s?=/ï-^^, Inéquation (J^ d^yhtà ,,
•^m^^mmm^
mais on a par tes t^\ 1 1 8ô et 1 1 84; k(n\y^mx m)=f= -> V .). . , et
n sin — - =- 9 U Viendra doâ'c
' Faisons sticcessivemenî mr=iytn:=m^ îtîr^ 7' etc." iei InnltS^lrons ; membre à membre ^ tes équatknis résultantes^, nous obtiendrons
)^(:-^)-4?mi~¥:
Mv):'— '-"fe^
r~J II II I I I I II I I ' i \\'\ i I I I I , K
ji^"*«»— $in — . .«.sin-^^ — t — ^ —
Lcpro«lait sin - sin^^î, ....smi^=ll>,
• ni n ■ m ■ *■
9»tmû««qtl^ . . . • ••
* .IT îfr •. I*. »»— ï w
*m — ssxsto— — .cos — — c= ism — — .si» — ;
Mmm 1
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et ainsi des autres. On aura par cette remarque
ïin -^ sirt '^^ « • sin — * — " — =i" *Sïn-»-sin — •••sin — ^- ^ n tt n m n X n %
X sifl .sin -. ..sm^-r^: — ^
(Toît Ton conclura
prenant la racine de chaque membre de cette équation^ et mettant au lieu de la fonction 4^ Tintégrale qu'elle représente , ri Tiendra
Ce beau théorème se trouve ^ mais sans démonstration , dans ui> Mémoire inédit d'EuIer , querProny ma c6mmuniquér
iioS, Les diverses* formes dlntégrales définies j; dont nousnotrf sommes occupés depuis le &% loyé^v snifisent sans doute pour donner des notions exactes et complètes de cette branche de TAnalyse» créée par Euler^ et faire sentit, son importance. Elle est mal« heureusement très*peu avancée ; toutes ks expressions qu^ ^t parvenu à évaluer sont circonscrites dans un petit nombre de formes très-particulières: les mêmes résultats qui i^vie^nent à tout moment font voir qu'on n'a presque fait que tourner dfms un cercle peu étendu et qui paroit entièrement compris . danjs la Théorie des puissances du second ordre. Eh effet , on. obtiendra par les for-» mules du n"". 1071 f la plupart des théorèmes énoncés dans ce qm précède , ainsi qu'on Ta dé)à vu pour quelques-uns dans le n\ 964. Krampy dans son Analyse des rifracdons astronomiques^ a déduit des facultés numitlqués ( nom qu*il donne à ce que )'ai nommé puissances du second ordre ) ^ quelques résultats généraux sur les int^rales ^léfinies. Ces résultats reposent sur un théorème entièrement semblable à celui du n**, 904 , et sur des transforma-
lions de l'expression -r 5 décomposée en facteurs , d après les
sîn/3^
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formules dtt n"*. 1095. Les combinaisons et les modi^cations que ^es formules éprouvent dans le passage des nombres entiers aux nombres fractionnaires , conduisent Tauteur à des conséquences paradoxales y ' qu'il reconnoît pour telles et qu'il ne présente que comme un motif d'examiner avec l'attention la plus sévère , la Théorie des racines et des logarithmes des quantités négatives.- Ces difficultés n'étonneront point ceux qui auront fait attention aux remarques du n'*. 878 ,^ sur l'interpolation , et à la manière dont je me suis exprimé, «en parlant, à la page 173 , de l'interpolation de l'ex-
sm
pression de -: — . Le Chapitre consacré à la Théorie des
facultés nutnériques est terminé par une méthode pour évaluer ces facultés , soit rigoureusement , soit par approximation , et qui dé* pend en grande partie des propriétés des coefficiens du développement des puissances des polynômes , dont les Géomètres Allemands pa* roissent s'êtref beaucoup occupés depuis quelque temps , ainsi que nous l'avons déjà indiqué au n^» ,ip44.
L'analyse que je viens de faire de ' la. Théorie des, /acuités numl^ rïqucs , donnée par Kramp , suffira au lecteur intelligent pour le mettre eh état de comparer cette Théorie avec celle des puissances du second ordre l en observant que le Géomètre de Cologne appelle base le premier terme de la progression des facteurs , et qu*il enseigne non-seulement à changer la diff^ence de cette progression , à la réduire , par exemple , à l'unité , comme je l'ai fait dans le tC. 902 , mais encore à donner à la Êiculté une base quelconque , ce qui s'effectue aussi facileàient que le changement de différence et par un procédé analogue. Le défaut de tems et d'espace ne m'a point permis d'entrer dans de plus grands détails ; mais j'y reviendrai ailleurs ^ si les circonstances me le permettent,
1109. ^ formule fx'^^'dxC i — «»;% égale à — oî j— "1 , Dcfsérfct pro-
m L » J p^^ ^ évaluer les
entre les limites x=o et * = i ( n?. xvjx ) , se rencontre fré- J^f^STS quemment dans la recherche de la probabilité des événemens futurs grands nonÂiet. d'après l'observation des événemens passés ; les nombres mttp^mX
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dépendent de ces derniers , sont alor& tdtemeat grands , qu'il ost impossible d'efiêctuer la multiplication d€$ facteurs doat est lOvuké le produit qui exprime cette inrëgrale.
On a recours dans ce cas à une approximation qui fait connoître ks premiers chiffres de ce produit , et qui suffit , parce qu'il ne s\igit que de rapports d'intégrales semblables à la proposée. Les formules du n% 945 5 donnent immédiatement cette approidmatioii i mais Laplace Ta déduite aussi d'une Théorie générale', dans laquelle.il s'est proposé l'évaluation des fonctions de grands noiid>res , et dont nous allons donner un extrait.
Le principal objet de ces recherches est d\2btenir les intégrales des Fonctions différentielles renfermant des facteurs élevés à de grandes puissances , par des séries d'autant plus convergentes que les exposans de ces puissances sont considérables.
Soit ydx=^u'u''W^ pdx la différentielle à intégrer entre
les limites x=$ et x:=;^9'; u, u', u%...p, désignant des fonctions dexytis, 5', / etc. des nombres très-grands. En représentant par T ce que devient y , lorsque x devient 0 , nous ferons jr=re-', e étant le nombre dont le logarithme népérien est Tunité; nou$ tirerons
delà ^^1 — 1 et considérant x comme une fonction der, nous
aurons
dx t d^x /' dPx ^ di l dt* 1.2 dr 1.1.3
<ri>servant
répond à celle de :r=9 et qui change y en Y. L'équation ^==1 —
d%f dx ydx
conduisant à </ 1 = — r^ , on aura — = '^'^j » expression dans
laquelle dy introduit aii dénominateur les exposans s ^ s', s% etc. Si
dx dx
Pon fait pQur ahr&er -^ v r^^^ ^ j '^ viendra rfâ;^-^ ; . «t . cette
^ '^ ay V
équation fournira le nK^yen d^expfimer kt eeeificiena diii%rintî«ls
dj9 d^x d^ /• • "
•7- , -7-r , etc, par v ^ r-— , etc. en traîtaat v comme une fonction
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it x^ ttx comme une fonction de / ; on trouvera
dx 4^x âvix viv d?x d.vdv.dx vi^vdv
17^^ * 'd^~dx dt~lbc ' dF "^ dx^> dt~ dx* i^x d.vd^vdvdx Pd.vd^vdv
dà dx^ d/ dx^
• • • • vICt
d^X vdmVdti^m h ^dp
En général on aura ^-7= ,_^ ,en supposant dx constant
dx dx
dans le second membre; et représentant par f'ce quedevientv quand x
\ ,^ , /,x X yd.Vd.V. dF ^
tant est égal à 9 ^ Ou r égala léro , "IF^' ^
sera ce que devient -r-^^ ^ pui$ On obtiendra
- t vdv ^ Vd.vdv <»
X = s + y — +—3 — — ■ H — Tiir" — ' ■ • " H» etc.
I dt i.a d6* 1.1.3
, . , dV t d.viv e
/^i.=rr/^,.-'(t + ^i:+^^ + etc.}.
. Le secioijd membre de la dernière de ces équations dépend dés intégrales comprises dans la formule /r^^r^^'. Si , dans celte formule y on fait ^""'^t» les limites de / étant o et Tinfini ^ celles de { seront i
et o , et Ton aura— /t/^r 1 -J à prendre depuis {=1 jusqu'à {=== 0/ ' ce qui donnera i • i. 5 ••»•;<( n^. 1071 ) ; il viendra donc
r . ^xrc . ^^ d.VdV d.Vd.VdV
pour la valeur àtfydxt depuis j; ss 9 , jusqu'à la valeur de « , qui répond à r infiai. Prenant de même la valeur de fydx , depuis x=tt\ jusqu'à la valeur de x, qui répond à / infini , ce qui s'effi^tuera en marquant d'un accent les quantités JC et f , pour indiquer que. dans ce dernier cas elles se rapportent à V, on trouvera qu'entre les finîtes *=0 et a?=fl',
t„^u dV d.ydy d.r'd.y'dy
««-/ . ''^ d.vdv d.vd^vdy
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La variable t a entièrement disparu de ce résultat , dont les diiFé« rentiations [ne sont relatives qu'aux lettres B et d'; et si ces lettres entroient primitivement dans l'expression de ^ 5 il ne f^udroit faire variei: que celles qu'întroduiroit le changement de x eq 9 et en 0'^ dans le passage de j^ à JT et à F', *
Pour se convaincre que la formule (J) doit être en général trèsconvergente $ il sufEt de rec^arquer que la* quantité ,
yjx I
dy sdu s' du' dp
udx u'dx ^pdx
deviendra d'autant plus petite que les exppsans s ^ s'^ etc. seront considérables, si toutefois le dénominateur ne cûntijsnt pas des facteurs de la forme {x^-^ay^ dans lesquels a diffère peu de 0 ou de i' ; car il est visible que la substitution de ces quantités rendroit ce facteur très-petit , et que les termes divisés successivement par (x—ay, (^— ^)"^*i (^— ^)"^*-^tc. 4eviea4r9ient de plus ea plus grands»
1 1 10. Pour ce cas on désignera par Y ce que devient^, lorsqu'on y-
change 4: en ^ ; et puisque (x^^ay ^i un facteur de — ^ , ou de
^ • ydx
dAr-y (x'^aY'^^ sera le facteur correspondant de 1 — ; oa
fer» y^Yc , v= '-^ — r
(ir~ij.)«+^
d'oh l'on conclura / = ( l Y— 1^ )"*+ S * r- ^ == ^ ^ »
dx d^x V ne devenant point infini lorsque x:ssa. Les valeurs de ^ , 3— , etc.
d^u^tes de l'éqi^ation [^^-r as v/ ^ en considérant ^ dans le deuxième membre, v comme fppction de <r , ^r comme fonction de r, et négligeant les termes multiplia par t , qui s'évanouissentlorsque x=a ,
d.v^ ^.v^ se réduiront à v , -r^ — . — ^ — , etc. et mettant dans ces demic^i
dx"" ' dx^ *
^es y ai^ lieu 4e y , pour oi^rquer c]^'il fautyxhaDger xena, après les
différentiatioi^s ^
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^âéreûtîations ^ on aura et Ton eA déduira
^ ^ dx i ^ dx* I.Z
expression dans laquelle if faut encore effectuer les înt^ratîons comprises dans la formule fedt c , qui se transforme en
_/^^(l^ lorsqu'on fait r' ' =^, etse réduîtpar
les formules "Hu n% 418 , au cas oh Texposant ^^^ est une frac-
tion négative, ïn intégrant par parties rexpression/z^iZ/e-'t', après l'avoir aise
sous la forme ffi-^. f'du "\- on trouve
f^du = — ^ ^
T étant le nombre égal au <iuotieat entier de la division de n par«+ 1; par là l'intégrale proposée est ramenée aux suivantes
dont a feudra calculer les valeurs par les méthodes approximatives. Jpptndice, j^ jj ^
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La formule (B) doit être regardée comme ua supplément à la formule (A') pour l'intervalle dans lequel x difière peu de a.
On parviendra facilement aux valeurs de F, ^, — , -— ^ — , etc.
dx dx^
au moyen du développement
\Y^\y={x—ay^'{AJ^B{x—a)^C{x^y+IKx-^df+ pour lequel on a
en faisant après tes différentiations ;r=4 : on en tirera immédiatement les puissances de v.
1 1 1 1 . On voit mieux la nature et tes avantages des formules (A) et (B) en les particularisant , c'est pourquoi nous prendrons y=^x^{ I— jK-y. Nous aurons pour ta première
dy /^— (^+î)« ^
et pour exprimer qoe /r et ^ sont de grands nombres , nous ferons /^s— ;; = — 9« étant une très-petite fractiott ; U viendra alora
ainsi v sera de Tordre « , et l*on Voit évidemment que tous le» termes delà sérié f^> seront ordonnés suivant les puissances de «r Cette série est donc très «- conv^gente , lorsque le dénominateur
de y n^eit pas très-petit à rune ou à l'autre des limites de TiiH
f tégrale y et pour cela il faut que %fXV difièrent beaucoup de -•
En effet , l^eKposant du dénominatoir de y croissant d^ l'unité à chaque difiérentiation , le terme multiplié par a"* aura un dé» sominate^t élevé à la puissance %m — 1« Il %vt^ de ^ que « doit être moindre que le quarré du dénominateur ^ pour que la convér« gence ait Ueui^ et que par conséquent la formule (A} peut être employée depuis j? =: 0 jusqu'à x = — -— — ^^ pourvu que «</%
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On trouvera dans cette hypothèse
/ydx = . (,+^)H^jv X
La même série peut senrir aussi depuis jr=: H <^ jusqu'à x=si^
parce qve la supposition de jts? i » donnant >^ = o et v=^o > la valeur de/ydx^ dans ce dernier cas , ne diffère de cdUe qui répond au premier qne par le signe de /, à cause qu'elle est prise en sens contraire, par le changement de signe qu'a subi dans l'expression 4e la limite ^ la quantité J" ; il suffira donc d'écrire dans la série précédente -^^ au lieu de /, et de changer le signe du résultat £nal»
^iiii, Layaleur ^^s-— -^^ qui rend nul le dénominateur de v;
faisant évanouir le coeffcient différentiel —, répond a,vi maximum
dx
de j" ( n% 149 ); on ne peut donc par ce qui précède obtenir
l'intégrale fydx dans le voisinage de ce maximum, û faut ^ors
recournr à la formule (B) , dans laquelle a représentera -^^-^ , et
l'exposanc m sera l'unité , en sorte qu'on aura
Il est visible que les termes de cette série ne seront pas multipliés
respectivement par #y <t% «% etc. mais par a*, «, «% etc...«« à cause du radical qui entre dans l'expression de n Les inté>?
grales relatives à / se ramènent toutes à fdif 9 Ou s'obdennent
Nnn %
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algébriquement : on a par la formule du n°. 1 1 lo
ftdte *'=«: — j« ', fi^dte ^ = — itc'~^ + ^fdec
fe'dee =— f^* — ^e , etc.
Si Ton représente par <r et <t' les deux limites de /^ on trouvera entre ces limites 9
X K dx i.idx^ i.i.jdx^^ ^ J
H ne s'agît plus que d'obtenir l'intégrale fdit .
Ce résultat se simplifie beaucoup lorsqu'on prend / et ^\ de manière qu'ils répondent aux valeurs de x , qui rendent y nulle j et
réquation / = V^l T— \y montre qu'il faut faire pour eela ;^= — inf, J^'= + inf. Dans cette hypothèse les quantités
/^e , l''c , s'évanouissent (n*. 140) ; on zfdtc =s=i/^, et
En. faisant m = i , dans le développement de 1 Y-^ly ; în^ diqué ti\ 1 1 10 , on aura
4'oii Tott tirer*
y— { J 4. Jî ( 4?— tf) + C( *— tf )• + etc. }
r= ^"~ *— i^ " *""*/?( *—*) + etc.
Oa formeroit d'une manière analogue les puissances de v, que l'on différentieroit ensuite comme l'exige la formule , puis on feroit
« =s * , suppoâtion qui réduit v i J ', et l'expression;
<i».lv=-^— — , à i'.Iv=— , à cause que la valeur ^r=«.
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propre au maximum , fait évanouir dy. Il suit de là que dans l'hypothèse établie après les différentiations ,
i^xdx^ zYdx* '
et que par conséquent f= — ; ■; en sorte quen n ayant
^ dx^
égard qu'au premier terme de la série, il vient
fydx= , ou ifydxy= -— ..
^ -Z? dx>
Dans l'exemple que nous avons choisi , oîi j^ = 3f{ i — ;c )%
on trouve a = ; et calculant d après cette dernière valeur
celles de Y et de -; — . on obtient . en conservant les dénomina* tions adoptées plus haut..
fydx = T—n*
Si on poilrsuîvoît le calcul ^ on trouveroit de même les autres termes de l'expression de fydx\ tous rentreroient dans ceux de la série qu'on obtiendroit en développant l'intégrale /y ^:c^ en produit indéfini ( n"". 1071 ), et en calculantes produits par la méthode du tf. 94;.
ix;[3. Si les limites. de Intégrale yy 4/ at étoîent quelconques^
l'intégrale fdtc ne seroit plus donnée immédiatement par la cir« conférence du cercle , et si l'exposant m du facteur âS^^Hy dans XY-^ly^ surpassoit x, on auroit aussi de nouvelles intégrales à évaluer.
Pour calculer immédiatement la valeur Atfdtt ^ lorsqu'elle ne doit pas être prise entre les deux limites infinies de / > Laplace donne deux séries que nous allons rapporter*
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1*. En développant Texponentlelle « y suivant les puissances de ir ^ et intégrant chaque terme depuis txx> ^ jusqu'à t=. 7, on obtient
fdtt = r— + — — — + etc.
Tant que T ne sera pas tràs«grand ^ cette série sera convergente ; çt elle tend toujours à le dev^mr par sa nature ( Int. n^. 22 ).
1^. On peut donner à la «fiflérenâelle 4tt la forme
-^.xtdtt jften intégi-ant ensuite par parties relativement au 2»
second facteur , on trouvera cette série
qui paroit convergente au moins dans ses premiers termes lorsque 7 est très- grand, mais qui pourtant finit par être divergente. Ce* pendant comme les termes qui la composent sont alternativement positifs et négatifs , sa partie convergente peut encore donner des
limites de la valeur de ^dtt ^ depuis $ ingni , jusqu'i /= 7j; ces limites seront resserrées le plus qu'il sera possible , lorsqu'on aura poussé la série jusqut'à la fin d^ la convergence ^ c'est-à-dire ^ jusqu^au poiot oii la dîrflSbrencfi d« àsux termes cotséçutifs est moindre que dana le reste de U sériir.
Ce cpM tous avons dit pirécé4«Miejat$ur ks intégr^et définies de la forme fdxfl -Y^ nous dispense de suivre Laplace dans 1^ détails
o2iil entre relativement à 11ntégralé//^^re , lorsqu'elle doit être prâe depuis izszo, j usqu^à i infini. En efiet , cette intégrale i été
transforpiée daos le n\ 11 10 en — — 7? — ^/^tC^")'"'^* > *^
fyisMt € =tf «t oelliB«a doit visiblement être pris» entit le» limites {si et {=:o^ quand la première l'est depuis #sso^
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losqu'à t infini; les théorèmes des n''% 1104 et suiv. s'appliquent
donc alors à llntégrale ffdec % et donnent des moyens d'en réduire les différens cas aux transcendantes distinctes qu'elle contient, *
II 14, Laplace indique ensuite ce qu'il faut faire pour appli* quer sa méthode aux intégrales doubles, et triples. Il montre d'abord comment on peut changer leurs limites variables en d'autres qui soient déterminées. S'il s'j^soît ^ par exemple , cTévaluer la formule ffydxdx^, en int^rant en premier lieu depuis x'tsiX ^ jusqu'à x*^=s^X\ on figroit «'=-X'+ ^X! — X)\ on transformeroit , d'après cette hypothèse , l'expression fjy dx dai en une autre de la forme Jfy (JC—X)dxdu, du ( n% 517 ) , dans laquelle Hn-* tégration relative à u s'effectueroit depuis if=o , jusqu'à iœi.
Cela posé , nous regarderons dans ce qui va suivre l'intégrale ffydxdxf^ comme ayant des limites constantes, savoir:
Ar=«, a?=Ac, x'=r, s/—(/.
Représentant à l'ordinaire par T ce que devient y , lorsqu'on y
change * et a/ en fl et fl', on fera y:=^Te , ou 1 r"— }y = t+ r'; substituant ensuite 0+î et 9'+ {9 à \x' et à x\ puis développant I Y-^ly en série , par rapport aux puissances de { et 4^ {' ( n*. jx ), on mettra le résultat sous la forme
en rassemblant dans M tous les termes qui contiendront i seul ou i combiné avec ^^ et dans M^ ceux qui ne contiendront que {'i on fera séparément
La seconde équation fournira immédiatement par le retour des suites , une expression de ^ en ^^ à Paide de Jaquelle on tirera de la première l'expression de { en / et /; il ne restera phis qu'à transformer le produit dxdx'sszdid(y au moyen des difiërentielles dtetd/^ et en supposant i=^Ni^ (=N'/^ on aura ( n*. 518 )
dtd/,t
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l'intégration des diâërens termes du second membre de cette équation
dépendra des formules ffdt€~*^ f^'d^c j si l'on commence par l'intégration relative à /, et qu'entre les limites /=e et t infini , l'on ait
d.Nt d,N'/ , , ^ -
/d,h Tt
dt'
YQ. sera la valeur à&fyd^^ depuis j:'= Vy jusqu'à la valeur de *', qui répond à r' infini. Remplaçant ensuite 9' par f«', dans y et dans Q , que nous changerons en conséquence en Y' et Q', nous aurons TÇ[ pour la valeur àtfydx\ depuis x'=ii\ jusqu'à la valeur de oc qui répond à Tinfini , et nous conclurons de là que FQ— F^(^' est la valeur complète de fydx\ ou que pour ohxtmx ff y dxdx\ il ne tçste plus qu'à intégrer par rapport à r la fonction YQ^dt^^TQ^dt. . Faisant ?XoxsfQ^dt=R^f(^dt=R\ ReiR! étant prises depuis fc=o, jusqu'à /= infini , on aura YR — Y'R'^ pour la valeur Atjydxdx'; depuis x=^i^ jusqu'à la valeur de x qui répond à /infini. Enfin dans r, Y\ R et R!y on changera A en /n ^ et représentant les résultats par r, , Y\ , R^ et R! ^ , on obtiendra Y^R;— Y\R1 ^ , pour la valeur de ffydxdx\ depuis ^=/*, jusqi^'à la valeur de x qui répond à f infini. Prenant la jdî^érence entre cette quantité et la précédente^ on trouvera qu'entre les limites x'z^V et x=zy!^ x=A et x-=il^
ffydxdx'=^YR--rRf^Y^,+r^R\.
Ççtte foripule est analogue à l'équation {^J du n*. 1x09, et
n,e peut pas non plus servir aux environs du maximum de ^ ^
pour en trouver une qui soit appropriée à ce cas f il faut considérer
si le maximum a lieu par rapport à l'une des variables seulement ,
ou par rapport à toutes deux en même tems ^ c'est*à-dire , s'il ne fait
dy d^ évanouir que l'un des coefficiens différentiels -r^ . —t % ou s'il les * dx dx
dy rend nuls tous deux ( n*. 154 ). Si l'on avoit seulement ~^ = o ^
on prendroit jc=:7« , tandis qu'il faudroit faire jczJTii 1 j
dy dy î
>i J'oiji avoit en même tems j^ = o, yy- :== 0, .
in5
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III 5. Sans s'arrêter à ces circonstances particulières, Laplace indique le moyen de parvenir à des formules qui donnent Tintégrale ffydxdx'dx'\ entre les limites de ^ , de x' et de x% qui rendent^ nuU n part pour cela du maximum absolu de la fonction 'j^ , qu'il suppose correspondre à jr=a j x'^=a! , x:=za^^ et qu'il désigne par F; il fait '
y^Yc '^ ' , x^aAri, x'=a'+i% x^=a'^+ç%
et développant ensuite^ suivant les puissances de i^ i\ ^% le premier membre de l'équation
il lui donne la forme
en réunissant dans M tous les termes multipliés par ^ , et contenant i j 1% 1% dans M' ceux qui ne contiennent que {' et {', et enfin dans M' ceux qui ne contiennent que {' seul. Il déduit de là les trois isquations
Ml^=^^ itfY*=^'% ilfV=^'% qiû résolues , en commençant par la dernière , au moyen du retour des suites 9 donnent
l=zNf, î'=iVV, t*=iVV,
N^' étant une fonction de t^' seul , N' une fonction de / et 1% et enfin N une fonction de t^ ^ / et ^^ Cela fait , il transforme
ixdx'dar^ d i d(dsC^ en r- — -r- ———.dtdt'dt\ il obtient
dt dt ' dt
Il ne s'agit plus maintenant que d'évaluer les intégrales des termes du second membre , comprises dans la formule
ffftt' t" dtdUt^t i
les limites des variables t , /> t'y étant l'infini négatif et l'infini positif ^ on reconnoîtra comme dans le n*. iiii, que l'intégrale ci* dessus '^'évanouit toutes le& fois que l'un des nombres n^ ii^ n",' jàpptndicc. Ooo ^
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sera impair ; et dans le cas où ces exposans seroîent pairs ou de la forme %i^ xi\ li', on trouvera, au moyen de Tîntégration par parties , que la même expression se réduit à
I • 3 • f . • . (li — i). 1 . 3 . 5 . • .(li' — i), 1 . 3 • 5 • • . (li'— i)t*
résultat dans lequel le numérateur de l'exposant de t est égal au nombre des variables indépendantes x , x\ x".
Si Ton veut se borner au premier terme de la série qui exprime. rintégraleyy^jT^y^jKT^ terme qui suffira lorsque les exposans des facteurs dey seront en très-grands nombres , on aura , par un calcul semblable à celui qui termine le n*. 1 1 1 x ,
1 ii*r 1 d^r I d'Y
^=-FZ?' ^=-TZ?^» ^--rST"-'
d^Y d*Y d^Y les quantités -— , --j— ^ , •— j- , désignant ce que deviennent les
dx dx dx
coefficiens différentiels -r^ , -y— y -r-^r i lorsqu'on y substitue
dx^ d X dx
a, a', a", au lieu de ;r, x\ x". On tirera de là
L/I^T ^ l/I^^ iX
puis cette équation approchée fydxdx'dx'=s
-r-.dtdidt't
dx*^ ' dx'* ^ dx"*
d'où Ton conclura cette autre
fydx dx^d **= y C""*T^ -.
En calculant <2 />rion l'intégraîe fdtdidt*i , nous n'arom
considéré que trois variables , mais il est évident que la méthode demeurera la mâme quel que toit le nombre des variables.
Examen de la
iii6. Nous allons acquitter ici l'engagement que nous avons pns transcendante dans le n*. 43 5 , de faire connoître plus en détail la transcen- J—^.
dante / , qui se change en / -p- » lorsqu'on fait «'=î.
En développant e% nous avons déjà trouvé ta série
=(U-i— h + + +etc.).,.(0-
Si Ton fait x=: i ^ on a une limite naturelle de cette intégrale donnée par la série convergente
I + -• f--. •< 1 — . '-^•4- etc. = «•
et Ton trouve avec cette valeur de it ,
Cette formule donnera facilement les diverses valeurs d« l'intégrale..^ depuis :ir = - , jusqu'à x = i ; elle fait voir que la valeur de.
t*dx
y prise depuis x=i jusqu'à «=o , est infinie , car la série
est de plus en plus convergente à mesure que n augmente et se réduit
à — -1- lorsque n est infinie, fi
Si l'on se servoit de la série (i) pour les valeurs négatives de x^
/fdx — est imaginaire
pour ces valeurs ^ ce <|ui pourtant ne sauroit être , ainsi qu'on peut s'en convainae en suivant la marche de cette intégrale par les valeurs successives de la fonction différentielle, d'après la méthode du* n*. 470 ; mais on parvient à un résultat réel , en changeant le signe
Ooo 2
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de X avant Tintégration , car oi} a
— = r—dx \ + 1 + etc. \p
d'où l'on conclut
"Vjf , jc I «• ta?' = \x h + etc.
X étant pris avec le signe + , da^ns cette équation. L'hypothèse jtr=a donne encore un résultat infini , et Ton peut fixer l'origine de l'in* tégrale à «=i , mais il restera à savoir ce qu'elle devient quand x est infini , car il se peut que I9 différence entre la partie positive et la partie négative dtt second membre demeure finie , quoique chacune
/e'dx ■" ,. prise
depuis :r:=r jusqu'à x infini négativement , auroit une valeur finie.
Pour éelaircir cette difficulté considérons l'expression j-A-r
qui répond à la série (i)^ transformée d'après, la relation e^=£{;;!^ nous aurons
/:£i_=(nt+Ii+:MV_Ç!lL+etc.> (a);
les valeurs jr=— i et x infini négativement correspondent à î=e""l et à {=0 ^ limites dans lesquelles la série ci-di^ssus a des termesinfinis et un imaginaire. Sr Ton intègre f-r^ pa^ parties re^ btivement au facteur d[ , on obtiendra
etc.
cToù Ton conclura Féquation
/dz f i r 1.2 . r.2.y , ^ ï , .,
dont le second membre a la propriété de s'évanouir lorsque i—O^
et se téduit à
— «''*{i— i + i*2— r.2.3+ etc. }
fc>
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lorsque :j;=e"'. En ajoutant à la série (a) ta constante iS + l— F, Ou £+lF+l— I , et en observant que 1— i+lU=l( — 1{), on aura
puis faisant pour abréger E + IF=±J , et (Comparant cette série avec ( 3 ) , en supposant dans lune et dans Taulre { = é^\ on
formera Téquation
A — -H h etc.
== — «"■'{ I— I + i.i— 1.1.3 ■+■ «te. } , de laquelle on tirera
A^ — r'{ I— ilf} +Âr,
en teprésentant par M la série divergente
i«i«3.4....«etc
dont la limite rapportée n^ 1047^ est 0,40365 14077 , etpar J\na
série convergente
I 1 r t î— -. 1 — . — etCr '
égale è 0,796599599197; on aura donc -i^ = 0,577116. Les séries (3) et (4) étant égales pour une valeur de { doivent le demeurer toujours ; ainsi^ la première s*évanouissam quand ^ = o , la seconde en doit faire autant. L'expression
Ij III. 1 ^ ^
donnera par conséquent la valeur de / — —, à partir de {ao, pour toutes les valeurs négatives de 1 { 9 et la formule correspondante
/:ï^=,^+i(-.)+î+i-îi+i-^L.+«.. (o,
celles dé f à partir de x infini négativement.
/^t*dx
1 1 17. En opérant immédiatement sur l'expression / ] nous
allons déterminer de noureau la constante J^ et avec plus d'exac*
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titude que ci*dessus. Si Ton intègre par parties4a différentielle -^ ,
par rapport au facteur t'd x , on trouvera
'dx
/e'dx e /V
/edx t* t* rc'd - — T+ï^+y—
e'dx
i.3«4....(/z — ly
développant ensuite e* suivant les puissances de or , on aura
— -r — =Ê—iri I+-H h \r etc.)
nx* (n— i)x"-' 2(ai — i)x"'''
a: I AT* l x^
H 7 tH ^"7 — ; — zk-i ; r + etc,
en désignant par A^ la constante arbitraire et en observant de changer
dx -^^dx . le terme — en , afin d'éviter les imaginaires pour le cas oh x
seroit négatif. La substitution de ce développement dans celui de / , obtenu plus haut , conduit à
^dx t* t* le* 2.3.4.,..(iï— I )«*
- — =~+'ir+— r +
Ce résultat renferme trois séries dont les deux premières sont finies ;
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le nombre de leurs termes dépend de /i, et si Ton prend ;i+i au lieu àtrij on aura en changeant la constante arbitraire J^ en ^,
t*dx t* c' 2.3 (/!— i)e* x.'^....fit*
il? X Jt' *• a:"^'
Polir comparer ce résultat au précédent, il faut développer dans
l'un le terme ■ ,^,* , qui ne se trouve pas dans l'autre et qui
donne la série
n 2*3 n II X
eâ^çant ensuite les termes communs , et rapprochant de la constante ^M^, le terme invariable , il restera seulement
équation qui montre ce que devient la constante lorsqu'on introduit un nouveau terme dans la série
X x^ xr
ou que l'on passe du déreloppement de
à celui de
— +— •• + **3»»»(«+0/-;;55-» Maintenant il
est visible que puisque la constante A répond au cas où Pon développe immédiatement e* suivant les puissances de « , la constante A^
sera celle qu'il faudra substituer à A quand ca prendra — (- / ■-
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et l'on aura A^=iA — i; lorsqu'on employera
— I »- 1 / = — , il viendra Aj=A. ==^-- 1— p-. En con-
tinuant ainsi de proche en proche » on obtiendra
^u moyen de cette valeur l'équation (^ ^ ne dépendra plus que de la constante ^ , et deviendra
/!££î_ ^AU-^l^ i.a....(a-.i)l
J X KfB a^ x^ *" )
II £ __i
\m^» • • mît X*^****/! 7f ^
/ijf* (» — i):»;" * X ^ '
XX* x^
H ^-^7 r; r + — 7 rr î-; r- + etc,...(A^'%
Si l'on fait x= — n^ dans les diverses séries qui .composent le second membre de cette équation ^ et qu'on en cherche la limite en . supposant n infinie , on verra d'abord que la première ^ multipliée p^r c~^, doit s'évanou^i quant aux séries
/2jr* (/» — ijjr'"' X
J. I - I 4- etc.
elles se détruisent réciproquement^ jcar les termes — -et -4 ,
devenant — - et + » sont égaux lof squ^on suppose n infinie ;
il en est de même dçs termes ^ ^ et ^ ,. . ^ . — r » changé;
en '■ et — -7— — r , etc. on aura donc
ef'dx III ^ \f \
La
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La valeur de la constante A ne dépend donc que de celle de la série
III I
dont la somme, lorsque /z est très-grand, est Xn-^-C ( n*. 939 ); C représentant le nombre O,577ir566490i5}25t II suit de là qu'à la limite , ou lorsque jr = -:- « , on a
et qu'en prenant par conséquent cette limite pour l'origine de l'intégrale on aura u4 = C, ou -^=0,5771156649015315 , résultat beaucoup plus exact que celui du n"*. précéd.»
Mascheroni, en poussant le calcul indiqué dans le n^ 939, jusqu'au centième terme de la série i + 7 + f + etc. a trouvé
C* ou ^=0,57711 5 664901 531860 618111 090081 39.
La relation qui existe entre A et M { v!". précéd. ) , savoir ; 'A=iL + c'\M — i), donnant itf=e(-rf— L)+i , le conduit à
Cette valeur de la limite de la série divergente
i— -i • !• + 1 • 1* 3—1 . !• 3 #4+ etc.'
.est beaucoup plus approchée que celle du n"". 1047 ,; que d'après EuLe^r , nous avons crue vraie jusqu'au dernier chiffre.
Il faut observer que tout ce qui précède repose sur les séries
XX X x^
Ijliisont divergentes et ne peuvent par conséquent donner immédia*-
/dr . redx
- — et de # ■ , à moins qu'on ne
tienne compte du complément ( Int. n"". 5 ) , lorsqu'on s'arrête à un terme particulier ; c'est ce qu'on a fait pour la seconde , en déve*
loppant l'intégrale / — ^^pj— ; mais quant à la première , on ne
Appendice, PpP'
4S1 Ch. IIL Application du Calcul intégral
l'employé jamais qu'en entier et comme un développement , suivant la remarque du n"". 4 de l'Introduction.
1 1 1 8, La série ( 2' ) est visiblement celle qu'il faut employer lorsque ç est peu différent de l'unité, parce qu'alors 1;^ est une quantité fort petite ; elle devient encore convergente après un certain nombre de termes , même quand 1{ est assez grand ; mais la série (N') étant transformée comme on va le voir , est plus commode pour ce cas. Si l'on fait n = — ^ + r^ r désignant une petite fraction , soit positive^ soit négative, on aura
1 — 4f= \ln — r)= \n — — - — — - — etc.
et l'on changer« par ce moyen l'équation {N^ en
III \ r 7^ j^
+ -^ — ï — 7 — -4-i/r— .r -i^ — j. — etc»
234 n n xn* -^n?
»+I 2(«H-lXtt+2) 3(^+0(^ + i)(« + 3)
x XX* ^x^
résultat dans lequel il faudra remplacer la série — i— i^—i—.! —etc. par la somme obtenue dans le n"". 939. En mettant ensuite 1{^ au lieu de X . il viendra
/^ f ' , ' , * , ^»? 1.3. ...(«—Ql
+— T 7+74 —««u : — rr— «*«•
2/x 2/2' 4»^ 6»^ n 2»* ^nr
«+I 2(n+i)(a+l) bCb+iX^+^X'ï+S) » (fl--l)a (fl-~i)(B— i)/»
formule dans laquelle B^^B^^B^y etc. représentent les nombres de Bernoulli , et dont tous les termes sont moindres que l'unité , à
l'exception de - — , qui est égal à ■:7— ^i et _<2,
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. Il 19. Il nous resterbit à chercher une série qui donnât Tintégrale / -p^ , depuis î = o jusqu'à i infini positif.
En s*appuyant sur la forme des séries (i) et (i), Euler pensoît que si cette intégrale étoît considérée comme réelle entre ^=0 et ;j;== i , elle devoit être regardée comme imaginaire entre ^=i et ç infini, ou vice vtrsâ. Cette conséquence pâroît d'abord difficile à admettre
parce qu'en suivant la marche du coefficient différentiel — , dont
jles valeurs successives forment celles de l'intégrale ( n*. 47O )i on voit qu'il demeure toujours réel , en passant à la vérité du négatif au positif par l'infini. Cette difficulté est une des objiections que faisoît BernouUi contre le système de Léibnitz ^ sur les logarithmes des nombres négatifs ( n^ 494 ) ; mais le passage par l'infini , paroît rompre quelquefois le lien de la continuité , ainsi que je l'ai montré dans le n"". cité ; et il en résulte que quoique l'on puisse avoir séparément sous uîie forme réelle les deux parties de l'intégrale pro* posée j elles ne sauroient être représentées par une même expression ^ et qu'il tst par conséquent impossible de déterminer la constante arbitraire y de manière qu'elle demeure la même dans toute l'étendue "^
de cette intégrale.
ï I xo. Nous allons présenter id le germe de l'une des branches de Usage des înté^ l'Analyse , qui semble promettre la plus ample moisson de décou- p^^ur exprimer les vertes et de laquelle on doit le plus espérer pour le perfectionnement fonctions données du Calcul intégraU Nous avons déjà fait observer plusieurs fois §fffércnticlles. (n^S 675 9 697^ 9^5 ) > que le nombre des transcendantes distinctes pouvoit être très-grand y et qu'il existoit probablement des fonctions dont les coefficiens différentiels ne pouvoient s'exprimer par la variable indépendante seulement , ce qui rendoit impossible la séparation des variables dans les équations différentielles d'où dépendoient ces fonctions. Quand même on auroit l'analyse complète des transcendantes expliciusy c'est-à-dire, exprimées par des intégrales à une seule variable, ou relatives aux quadratures , on ne saurait encore rien sur la nature de celles qui sont implicius , ou données seulement par des équations différentielles dans lesquelles les variables sont mêlées. La difficulté de
Ppp X
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séparer les variables dans une équation dîfFérentîelle tient sans doute quelquefois à la manière dont elles sont liées , même algébriquement ^ dans son intégrale. Si cette dernière étoit par rapport à Tune'et à l'autre d'un degré supérieur 9 et qu'on ne sût pas la résoudre généralement , il ne seroit pas étonnant que ne pouvant parvenir à Texpression finie de la fonction par l'équation primitive , on ne pût pas non plus obtenir une semblable expression de son coefficient différentiel ; mais outre ce cas ^ dans lequel le facteur propre à rendre Téquation différentielle intégrable , doit être susceptible d'une forme finie , on sent qu'il peut en exister d'autres dans lesquels la relation primitive entre la fonction et la variable indépendante, ne puisse être exprimée algébriquement. C'est pouf ceux là, que l'on rencontre presque toujours lorsqu'on veut appliquer les 'Mathématiques à la Physique, qu'il faut se préparer des ressources particulières. Euler a encore donné dans ce genre une nouvelle preuve de la fécondité de son génie, en indiquant le parti qu'on pouvoit tirer des intégrales définies : voici comme il présente la chose.
Soit y =:jydx , y étant une fonction de x et de « , l'intégration ne devant avoir lieu que par rapport à la première de ces variables , et se terminant à â;=tf ; de cette manière y se réduit à une fonction de u seul , et ses coefficiens différentiels sont
dy d^y
— , y-^ , etc. Il est visible que la variable x , qui disparoît après
l'intégration , introduit dans l'expression de^^ une généralité , beaucoup plus grande que celle des formes employées jusqu'ici ; aussi est-il arrivé > comme nous le verrons bientôt, que des équations différentielles tn y tt u^ dont on n'avoit pu obtenir l'intégrale sous une forme finie ont eu une solution de cette nature , la transe cendance de la relation entre y et u étant rejettéis sur la nouvelle variable AT. Euler n'est d'abord parvenu qu'à former l'équation diff^ rentielle par le moyen de l'intégrale ainsi qu'il suit» ^, En différentlant complètement ^^ ^ on a
/dF - — dx ( n\ KK% ), du
/dy -T—dx étant prise entre ks mêmes limites qae/TJx,
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La fonction y resteroit encore indéterminée , si Ton ne fixoit pas en même tems l'origine de l'intégrale ^ et c'est ce qu'Euler fait en supposant qu'elle s'évanouisse lorsque :r=o. Maintenant si l'intégrale ff^dx devient nulle dans cette circonstance quel que soit d'ailleurs u^
dy ' dy
il en arrivera autant à ~ , puisqu'on a y+dy=y+-^du = o; il
du. du .
/dV -r^— dx 9 depuis iif=0,. jusqu'à :r=tf.
En poussant jusqu'au second ordre la différentiation sous le sigqe ,
d^Y Pd^V
il en résultera -j^^Ê—- dx. et si l'on désigne par £, iWet-^,
des fonctions quelconques de u, il viendra
d*y dy d^y dV
Lorsque l'intégration du second membre pourra s'effectuer, et
qu'après la substitution de x=a ^ il donnera pour résultat une fonction de a , que ribiis réprésenterons par Z7, la valeur yz=LfVdx satisfera évidemment à l'équation
On voit que la difficulté de la méthode con^e à choisir «la
d^V dV fonction V^ de manière que la fonction dx\L—^^M-- VNV^
soit intégrable relativement à ^ ; et Euler observe qu'il faut exclure celles de la forme PQ» P étant une fonction de u seul et Q une foncdon de x seul ; car elles coaduiroient à ^
y=p/<id.. i^^/Q"', £=7^nd,
^v dv d^P dP "
résultats dans lesquels l'intégrale /Qio; n'entre que comme un facteur constant, un. Prenons, pour premier exemple.
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nous aurons .
dV
d'où nous tirerons Texpression
+ xpMtâ^xpMuaii' V, qu'il faudra rendre intëgrable par rapport à x. Euler prend
atY w' + ^^Z"" Y ^' + * v^^s
pour la fonction primitive dont Texpression précédente e$t dérivée ; et en différentiant il obtient
développant et comparant de part et d'autre les termes affisctés d'une même puissance àt x ^ il trouve
N==: — /i— -1 (p-^ I ^— 1 (q+ I ) = — » — ip — % q.
Si j de la première de ces équations divisée par u\ on retranche la seconde y il viendra
j^pCp—'I )Z'^Nu^szCn+xq+%)u* — x(p—.i)c\
et mettant pour N sa valeur donnée par la dernière ^ on aura
xp ^ d'oh l'on déduira
(n+ip^iXc'+W) , (/>+y)«
L'intégrale définie;; de laquelle nous sommes partis ^ s'évanouira d'elle-même lorsque x:=:o, tant que /{>o; faisant donc x=a.
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l'équation différeatielle cherchée sera
"~ zp du* \ , V* P •'''" •
et sera satisfaite par l'équation
rintégrale indiquée étant prise depuis ar=o jusqu'à x:=a.
En supposant a=scy ce qui fait évanouir (c*'~a^)%lots^e Tejcposant q est positif , on a seulement
( c*+u^)udy^ {( n+ ip-^ 1 )( c^+ u^ ) + i(p+q)u^} dudy
+ ipCn + ip + iq)uydu^=zOi
rintégrale définie restant la même que ci-dessus j doit être prise depuis x=o , jusqu'à x=c.
Si Ton fait on trouvera réquation différentielle et l'expression dé y se changeront en
La solution ci- dessus peut aussi convenir à l'équation
x^Ca+bx"") dy+x(c + cx^) dxdy+(/+gx'')ydx*= O ,
que nous avons traitée par les séries dans le n*". 644, En y mettant d'abord i pour y et faisant ensuite
l^x - (^tf + *â?)»^^ y;
on la tran^ormera dans cette autre
x*(a + bx^'Jd^y +x{ xa^-^c + ^nA 4. (ib-^e + inA + iM^at* } i()r^
+ {f+ah—ck+ah^+(g+(l^c+nb+hhXn+k))x''}ydx^^Oi la quantité A restant arbitraire^ on en disposera pour faire dispa* roître-la première partie du coefficient du dernier terme ^ afin qu'il
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devienne divisible par :i: 3 on tirera de cette condition
f^ah — cA+aA*=o, ou tf A*+Ctf— -c^A4-/=o(*).,
,Pour achever de rendre notre transformée identique avec l'équation à laquelle nous voulons la comparer^ il faut y faire a?*=»\ Euler n'a point poussé le calcul plus loin, parce qu'il traite la même équation par un autre moyen que nous ferons connoître plus bas,
II 11. Sôît encore ^=<»**;rY^*— ^/; on tire de là
et il faut rendre intégrable , par rapport à ^ ^ la fonction
Pour y parvenir on suppose qu'elle correspond à la fonction primitive e^x'^'^^Cc — Jif /■*■*; diffêrentiant cette dernière, et comparant le résultat avec la précédente ^ il vient
d'où l'on conclut l'équation différentielle
m dvr \ m Jdu • ^ "^ ^ -^ '
(*) La transformation que nous indiquons Ici se déduit delà deuxième du n^.« 6^9* £n comparant l'équation
à celle de cet article , on a
et si Ton veut prendre pour R ui|e fonction telle que la tra^nsformée conserve ta
même forme que la proposée , il faudra supposer /!= — — , „> » f* et f étant
dR
indéterminés» Développant ensuite la fonction J-/2"+P/?j qui aura pour
dénominateur' commun (^ + ^**)S on disposera de /x et de f de manière à réduire ce dénominateur à 4+^x". Ced suffit pour indiquer la marche qu'il faut suivre dans ce calcuL
et
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et la solution j^ =/e'""'A:V x (" c — 'jc /j^ rintégrale étant prise depuis x=-o jusqu^à x=a. Lorsqu'on fait m=i et c=ii^ on a seulement
ud^j''^( au — iz— /? — i)Jydu-r-(n+ T )ayJu*c=o y=/e^x''dx(a^x/,
en supposant d'ailleurs /^+i>o et n+i^o^ pour que l'intégrale ne devienne pas infinie quand x=^a et quand :x7=o. /
Si l'on suppose jy.= /^ ", ou {= -~~-, on obtient cette trans-
formée du premier ordre
udi+ui^du — auidu+(n+p+%){^du — (n+i)àdu=: 0^
à laquelle on satisfait en prenant
_ fe^'xr^^dxCa-^xy ^~ ft'*'x^dx(a—xy •
Euler transforme cette expression de plusieurs manières ^ en faisant successivement
et il obtient
udv+uv^du+(n+p+%)vdu — \a^udu — ^(n—p)adu = o\ ^ u'^'^'ds^u'^''-'^^''^s^du^\a^udu—{(n—p)adu=Qy ds+ s^dt— \ a* z^^+'^^^rfr— i(n—p) u^^-^'r^U r = o j
enfin il obtient en dernier résultat l'équation
dq+q^dr—, — !: OL Jr—O l
A(n+p + qr
qui se tire immédiatement de la transformée tn i ^i u^ en y faisant
Il transforme aussi l'équation du second ordre entre ^ et ^ ^ et parvient à un résultat remarquable par sa simplicité. Après avoir mis cette équation ^ous la forme
dy ^ . ^ (n-^rp + ^)dy (n+ i)aydu du ' ^ , u u
Apptndiu. Q q ^
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il fait ji'=^bt'^ et parvient à
^!y ry-"0^y . (»' +/> + ^)ày gCn-^çi )aydt _
bqt'^'-'dt bqt"^ ^ ^ ^ H'' t. ~^^
en prenant dt pour constante. Cette dernière équation revient à
bi^x
et est satisfaite par y^=^f€ ofixÇa.'^xy. Pour transformer celle-ci £uler prend
—iVdt dy
ce qui lui donne
dz V, ou -^^^Pdi^^^
dtd[
d\+iPdrdi — bqat''^*dtdi+(qn + qp+q'hi) ^+idedP
+ [dt^{P-—bqa^''P+ ^JI^lM±î:ïl^—hq*(nJr i>^'"*} —Oi
et pour fair4: disparoître les termes multipliés par <^{ , il feit
La valeur de P > qui résulte de cette équation y le conduit à celle-ci
;.,..KJ1
dont la solution est
Ces formules se simptifient par la supposition de P=^ny î*( 1 /i + I )* — I = o , ou j ==
et * = d=- = il vient alors
i/'{— a*{/»^+i dt^Oy ou ^{ — ûV^'c^/*î=ôt
rfci ±1
et t±r« ^ ^ '^ t fe »i'dx(a—x)%
OU
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1123. La supposition à^ y=:Jdx(a' — x^y^^cosbu'^x conduit aussi à une équation difFérentxeUe de la même forme que celle du n*. précédent , on en déduit
dV du
~^=— {^^(^— i)««-sio*«'*+*y«*'-*cos*«'«}(«»— *»)'^%
et substituant dans Texpression fdx ( L — - + iW-^ — h -^ ) > on a la fonction
.Np-i f ^ ^^^ bu'^x-^bqMu^^'x sin hu?x—bi^^'^x)Lu!*''^x sin bu^x \ Sdx{a^—xy-' I — ^-^^Itt'^'-AT* cos bvl^x J •
à laquelle on assènera pour intégrale la fonction primitive Ca* — :r*/sin b u\ , qui s'évanouit lorsque a: = o et lorsque x-rsui. La diiFérentiation de cette dernière , et la comparaison du résultat avec la précédente ^ donneront
Il €iut observer que l'équation différentielle
d^y iy ^y iV
se réduit à
lorsque Tintégrale dti second membre s*é vanouit à la limite jc = ^ $ sunsi Ton aura seulement dans l'exemple qui nous occupe ,
du u du
€t y=/dx(a^^x')^'cosbu'x.
Si Von fait p = 2 et * = - , on tombe sur un cas particulier
très-remarquable, savoir:
du* . " '
Qqq »
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pour lequel on a y=.fix(a^ — x^ ) ^^ cos-w^a:,
rintégrale étant prise de inanière à s'évanouîr lorsque ^=0 et x=^a. On a montré dans le n"*. 641 , que cett€ dernière équation difFé* rentielle répondoit à celle de Riccati ; on passe de Tune à l'autre en
fxdu
feisant j^ = « , d'où il résulte
u^" ^fx dx ( fl* — X* ) *^ sîn — îi^x _i dy of V y ^ ^
y du — y— I
fdx(a^ — x^) ^f cos — u^x
les intégrations relatives à x s'effectueront toutes le^fois que —
sera un nombre entier positif. En posant donc — ^ =i , on aura
iq
q^='. : , et il viendra
di+i*du+a*u ^'+1 du = o;
équation' qui comprend la seconde classe des cas d'intégrabilîté que nous avons trouvés dans le n*. 5 50. L'équation du second ordre et sa solution sont
d^y+a^u ^H-ï ydu*=0,
y=fdx ( a^—x^/cos ( — (^ 2 i + 1 ; «^''+ ' x).
1 1 14. Dans ce qui précède nous sommes partis de l'intégrale /AV^^^ pour arriver à l'équation différentielle , mais cette méthode est indirecte , puisque c'est toujours l'équation qui est donnée , et qu'on cherche l'expression de la fonction qu'elle détermine. Euler^ en conséquence , retourne son procédé ; il suppose que l'on ait le développement en série de la fonction cherchée ( n**'. 677 et suiv. ) , et il lâche d'obtenir la limite de cette série au moyen d'intégrales '^ définies en s'aidant des procédés indiqués dans les h*^, 1058 et suiv.
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Pour faire connoître la marche d'Euler, nous commencerons avec lui par déterminer la somme de la série
J+Bs+Cs'+ ,....+Ms^-'+Ni^+etc.
dans laquelle
in+k xn+k in + k i/^^k
Il est visible que cette série rentre dans celle qui a été traitée^ n"*. 1064 y mais comme dans Téquation de cet article j nous n'avons point dégagé la somme de l'équation à laquelle nous sommes parvenus y nous reprendrons en entier ici les Calculs d'Euler. Soit donc
l = J + Bs + Cs^+ Ds\...^... + M/-'+ Ns^+ etc. nous en tirerons dé là
^ = iBs+iCs*+^Ds^ + (l
as
i)Ms'^'+iNi^+ etc.
multipliant cette équation par m , la précédente par h ^ et réunissant les produits, nous aurons
+ («w+A)JVi* l-etc.
nous parviendrons semblablement à
nsdi
~^-^+ki:=zh4J^(n+k)Bs+(in+k)Cs\..+((i-^i)fi+k)Ms^
+{in+k)Ns^+ etc.
et en observant que
{n+k)B=kJ,{xn+k)C^{m+h)B,...(in+k)N={{i—j)m+h)^^^
nous aurons
nsd^
+ ki=kJ+hJs+(m + h)Bs^+(im+h)Cs*+{'^m'\'h)Ds''+ttc.
Mais d'après Tune des équations ci-dessus , la partie qui suit le
terme A:-^, dans le second membre de celle-ci, est égale à jr^--~+A{j;
nous pouvons donc former l'équation
nsd? ^ . ^ ms^dr
~S+ki=zU+—~^+hsi, as ^ ds
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[ds^k-^hs) kAds ou di-\ -2 — =— — ,
dont rintégration fera cotuioître s.
^ ds(k — ks) kds (mk'^nh)ds
On a -r^ ^= +i— ; ^;
' k nh'^^mk *
en intégrant 11 vient s^{n — m s) ^^ pour le facteur qui rend intégrable l'équation en ^ ( n\ 556 ), et au moyen duquel on arrive à
d'où Ton conclut
k mh'^nh k nh'^mk
Tintégrale étant prise de manière à donner i=A ^ lorsque ^=o.
Euler considère en particulier let cas où m=o^ et n:=:o^ dans lesquels la valeur générale de i devient illusoire , et en remontant à l'équation différentielle ^ il trouve pour le premier
ks^^k hsk
r = e^'s V« "s'^ ds^
et pour le second
{= € ^^ s ^fe^^^ d$.
Il remarque encore que l'int^ation indiquée s'cffi^ctue toutes les fois que A: est un multiple de n.
1125. Passons à la série
'AÂ-¥Bïïu\CCu^^DjyuK . .: +iHM«^"-'+A^JW+etc. '
en supposant que
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j^=^^'+ Jîi?'«^+CCV+Z?Z?V +MMu'-''+NN'é+ etc.
et considérons la série
ç=^+5tt;c+C«*x'+Z?ttV+£ttV+ etc.
en y faisant ux^=^s\ nous aurons alors par le n"". précédent
k mfc^^nh k nh — mk
Formons ensuite l'équation
Fz=i/PiJx=/Pdx{J + Bux^Cu^x*+Dtt^x^+ttc.)^
dans laquelle nous regarderons la quantité u comme constante , et nous chercherons à déterminer la fonction P, de manière qu'en efFectuant les intégrations relatives à jp , on obtienne la série proposée. Pour cela , il faudra qu'entre les limites assignées à la variable x , on ait
fPxdx=S^jPdx,fPx'dx^^,fPdx, fPx^dx=S^JPdx, etc/
car il en résultera
y= {AJ'+BB'u+CCu'+DD'u^+tic.}^fPdx^
A'V AfPtdx
^ fPdx fPdx ' les intégrales indiquées étant prises entre les limites convenables. Mais si l'on compare chacune des intégrales /Pa;</ a? ^ fPxfdx ^ etc« à celle qui la précède , on aura ces relations :
fPxdx==%fPdx , fPx*dx=^ —, fPxdx , fP'x^dx^ ^fPx^ix^tXQ. ' d'oh Ton conclura
SPx'dx^^fPx^-^dx^' iZ+Z fPx^^dxi
or 9 en observant que ces relations ne doivent -a voir lieu qu'aux limites des intégrales ^ on verra facilement qu'on peut supposer en général
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pourvu que la fonction x^Q^ s'és^anouîsse à ces limites. DifFérentions cette équation et divisons ensuite tt% deux membres par j'"^^ nous aurons , après avoir fait disparoître les dénominateurs ,
Cette 'dernière devant avoir lieu quel que soit i , se partage né-: cessairement en deux autres qui sont
n'Pxdx=^m'Pdx+(ldXy k:Pxdx = ( h'^m' ) Pdx+xd Q, et desquelles oh tire
Q^^ r. , xdO
Pdx—^ , et Pdx = -TT ^
nx — nt kx — '(h! — m') *
divisant Tune des valeurs de Pdx par l'autre , il vient
xd(l_}!x->rnJ—li_ _ d(l_dx(y!x^m'—Ky
<ldx
ou
» JC— '/»
d Q (h'^m')dx (m'k! + m'n'—h!n')dx •ce qui donne —= ^^ + ^,^,,^.:^
[£ _ Vm'—h'n'
Q = x'»' (vlx—ni)
•X conse^
faisant la constante égale à l'unité y et substituant la valeur de Q dans celle de Pdx , nous aurons
Pdx'sr^x^ dx(m — n'x) «« Nous déduirons de là (in'+k')fPxUx = ((i—j)m'+h')/Px^'"dx
kW—h'n'
mais comme la partie intégrée doit s'évanouir aux deux limites de l'intégrale ^ il faudra prendre cette intégrale depuis x=o , jusqu'à
x=z-—. On aura alors n
fPx'dxz^ - — . ; .7 fP x'-'dx ,
pourvu que
in'+k'
mn
et
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et avec ces conditions , il vient
il— *'^'"-^'^'
^~ rpdx ~ h' \ k'm'—h'n' '
fx^ dx( ni'^Tix) ^ « en observant que
cette dernière intégrale doit être prise de manière à donner {=^ lorsque {;=o ^ et il faut changer dans sa valeur s tnux^ puis re« garder u comme constant dans l'intégration relative à x.
Il est visible que l'on peut échanger dans les résultats ci-dessus % les coefHciens -rf , 5 , C , etc. avec les coefficiens -^, B\ C\ etc. parce que ceux de la première suite sont de la même forme que ceux de la seconde; il suit de là que l'on peut obtenir deux expressions de la somme y tny changeant m^ n^ h, kytam\n\ k', h\ et récipro* quement.
Ilest à remarquer que la fonction Q n'est introduite dans le calcul que pour donner les limites des intégrales fPdx^ et que les conditions
n'étant pas remplies lorsque it/^o , ou ft'=o y il faut déterminer Q d'une manière spéciale pour chacun de ces cas. Les deux valeurs de Pdx se réduisent dans le premier à
on en tire -^^^^s ,_, , et Q = «»**« ;
Q nxr ' • -»-
on a dans le second cas
— y KxJfm'-^U*
*'* A* dO (kx^mt—h'Ux k'dx K—m'dx ^ r — ■-*
Q ~-.mx m m! X
Appendice, R r r
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1 1 2.6. Nous allons appliquer ce qui précède à l'équation x'(a^bx'')dy+x(c^€^)dydx+(f'\'gx'')ydx^=0, d'après laquelle on peut développer j/* dans une série de la forme
^;c*+5;t*+-+CA:*+*'+2?Ar*+3«+ etc.
A étant donné par l'équation du second degré
a(A — i)a+AC+/=^o, ( n\ 644 ).
^ Si Ton fait pouf abréger »( a,-^i )lf+Ae+gz=^h^ on aura
n ( na+( lA-^i )a'i*c) '
"^ %n( ina+(xA — ija+c)
Les facteurs du dénominateur de ces expressions sont de la forme de ceux de la série du n*. précédent , et le numérateur étant une foTnction du second degré se décompose en deux £icteurs du premier ,
par la résolution de l'équation
^i_i;v*+Cict-i)(i — i)«*+(i — i)/itf+A=o, qui donne .
ce qu'on réduit à
en vertu de l'équatioa d*oii dépend «t. Si pour abréger, on fa^ K (^ — «)• — j^bg = q, il viendra
d'oti il résultera
I/3^(i;2tf + (2«— l) tf + f )
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Soît à présent «;'=«, et
nous aurons dans cette forme
valeurs dont la comparaison avec celles du n"". précédent ^ nous montre qu'il faut y changer
mennb^ A en 7( a*— i ) i + J^ — ~'^, n en — /ï*, A en o^
fn en nt^ h' en K^*"^*)*+ r^+ïf> /i' en na, h! en ( 2 «t — i ) 4 + c.
Nous chercherons d'après ces dernières dénominations l'expression de { 9 et pour éviter toute ambiguïté y nous y écrirons r au lieu de x; Aoas aurons s = uix=:x'^iy tt
Nous conserverons dans Tèxpression de ^ les lettres m\ n\ h' et it', mais nous changeretis « *e& x*^ et .faisant atteiHton que j^ est divisé par x*y nous obtiendrons
A'x*ft^ ^ii{m'-^'t) "■«'
AV
ni b ^
les intégrales étant nulles lorsque /7=:o ^ ;çt }p:minée$ à /:;^-7=:;:- ; en observant d'ailleurs les conditions
dont la preijuètf se rédw à, ^ " Lt ' - r^ ^ ^
Rrr 2
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à cause que la plus petite valeur de i est Tunité, et la seconde
devient ' i i— ; 1 + I > 0.
ifiaa
Il est facile de voir aussi que l'intégrale définie
//"» dti^nî — rit) »"» peut être remplacée par une constante arbitraire , et que l'on aura enfin
K Vm'—h'n'
Le coefficient J , qui entre dans la valeur de ;^ , étant arbitraire i la dernière expression de y eist une intégrale complète puisqu'elle renferme les deux constantes ^ et C
La possibilité d'échanger entr'elles les quantités n et n'^ k et k'f en prenant
n a pour n , — «^ pour /i.', (la — i)a+c pour A, et o pour k\
conduit à une seconde solution ^ dans laquelle on a
k km-'^hn k' Art— fc«
la fonction i devant être égale à A lorsque j=o ^ et
l'intégrale relative à t devant s'évanouir lorsque / = o , et lors-^
que ^ = -T- Les conditions de cette expression sont -7 > o, n , m
et I — — 7 > o , à cause que A'=o. La relation entre { et j , délivrée du signe d'intégration , est
ds "^ . s(n^^ms)
1117. Ewîer' donne encore deux solutions de l'équation différent tielle proposée ; il les tire de la série descendante
y = a;*(-^+5<»+ C;p"^?*+/?:if"?*+ etc. ) '
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pour laquelle & est déterminé par l'équation
{ fit — I ) b+ A «+jf = ©• Faisant «&(* — 1 )tf + «c +/•= A, il trouve ^ —A ^^
;2(/23 — (ifit — i)b — e) * — n*a+(iûi — i);2tf+/ïc-— A
272(2/lA— (lot— l)A— e)
— (i— l)»/2*4+(lfit— l)(i— î)ntf + (i— l)l2C— A
in{inà'^{%A — ijp — i)
L'expression de N se décompose ainsi :
en posant V{a — cy — Aaf=^p. Par cette opération le développement de y peut être mis sous la forme
^tz^AÂ-^-BB'u^ CCu\ +MM'u^}+NN't^+ etc.
en y changeant «•""• en « , et prenant
jy^ (^'— O^^ — t(^^-"0^ — 7^~T^ jf..
comparant ces valeurs avec celles du n^« 1 115 , nous verrons que les lettres m^h ^ nttk doivent être remplacées par
Tîtf, — H** — ï)^ — a^~"i/'> — ntfeto^
et les lettres mf. A', n! et k\ par
na^ — 7(1*— i)^ — î^ + T/^f «* et — (2«wi)* — e. En faisant ^ = «/ = *^^/, nous jurons . '
y = C^fi'»- ^f^^CW^n'i ).-.""" ,
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les limites de l'intégrale relative à t étant déterminées par la condition qu'à Tune et à l'autre , on ait
Si l'on permute entr'elles les lettres analogues , en prenant
nb pour /2, "-^na pour ri
— ^(2«t—i)tf— 1^+^/7 pour A, -^i(i«— i)--^c~f/^pour*',
— ( 1 A-^— I ) h — t pour A: ^ et o pour Jt', l'expression de { se déduira de l'équation différentielle
ds s^n-^ms) ■
et l'on aura
l=Aks ^ (n—ms) ^ fs^ ds{n—ms) *"» >
h' tV-^V
Ht A'
en observant qu'aux deux limites de l'intégrale relative à ^ j
« • • A #1 -^« fi
iiiS. Edaircissons ce qui précède en rappliquant à Téquatioa particulière
x\l-^x*)d^y — x{^i'\'X^)dxdy'\'Xydx^z=zoi
en la comparant avec celle du n"". iii6 ^ nous aurons
Avec ces données , et eo ayant égard aux deux valeurs dont« «t suscepti^e^ naus.obtLeiidrûos jiar tes focnuiles du n% cité^ les quatre résultats suivans
JT a.(iH-V) »-^^^^^ «'"^'+'> (^^
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Les valeurs de «t relatives à la série descendante du n"*. 1117, étant + 1 et — 1 9 conduisent de même à ces quatre autres résultats:
^Ts i<T+:ô — ' ^~^^ ^^ ^ . ••••••^^^
Pour répandre sur le sujet qui nous occupe toute la clarté qu'on y peut désirer , il nous reste à montrer comment les valeurs de y satisfont à l'équation proposée. La chose ^X tràs*facile à Tégard de celtes qui sont comprises dans la formule
en prenant le signe inférieur , par exemple , il vient
dx
xU
dy V /* xtdt
dx J {
d^y ^r tdt
dx^ \ • dx^ J X i ^ ^
d'oh il résulte
et rintégrale du second membre étant
504 Gh* III. Application du Calcul intégral
s'évanouit lorsque /=o , et lorsque / est infini : c'est donc entre ces limites que doit être prise celle qui exprime là valeur de y.
Venons à Tune des formules oh ^ n'est donné que par une équation différentielle ; prenons la quatrième : en n ayant égard qu'au signe supérieur , nous aurons à traiter l'équation
En la multipliant^ par sV i-^s ^ et l'intégrant , nous en tirerons
^ sVi + s
et en observant qu'on doit avoir {;=-4 , lorsque j=0| nous trou*; verons 5=— .z-^, d'où
%A{Vi'\'S^i) _ lA xA
di '4A xA{%+'itâc^)
dx tx^ .. A
ex^{i + ex*)
â\ _ xiA 6A{i + ^tx*+4^x^)
5j? tx^ "" "" A
tx%i+fx^) •
Substituant ces valeurs dans les suivantes
et les résultats dans Péquatlon proposée , nous obtiendrons
le
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le second membre de celle-ci a pour intégrale Texpressloa
qui devient nulle lorsque tT±: — i , et lorsque t =x) ( * ) ; c'est donc entre ces limites qu'il faut prendre l'intégrale qui exprime y. En y remplaçant { par sa valeur , elle prendra la forme
Si l'on écrit -«/^ au lieu de r^ on aura
et l'intégrale devra s'évanouir lorsque / = o et lorsque /=i.
iir^ç. Laplace a montré le premier que la sommation des séries par les intégrales définies , conduisoit aussi à l'intégrale de Téquation différentielle partielle
idans quelques-uns des cas oh elle échappe à la méthode du n"*. 771 : c'est ce que nous allons faire voir , en suivant à peu de chose près la marche qu'il a tenue.
Il est visible que la série
B^Çu)^C p'(u)+Dp'(u)+ etc.
+BACy)+CAXy)+DA"(y)+ etc.
prise dans le n"". 772 pour la valeur de {, peut être remplacée par celle-ci:
ji fd uç(u) + B/d ufdu f(u) 4- Cfdufd ufd u p (u) -f- etc. '+JJdv'i{v)+BJdvfdv'^(v) + CJdvfdvfdv^(v)+ etc.
(*) Pour s*en convaincre dans le dernier cas , U suffi t de développer — — ■
suivant les puissance» de t,
Appcndiu. S s s
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En réduisant les intégrales doubles ^ triples , etc. en ihtégrales simples au moyen des formules du n*. 487 , on changera la première partie en
Afd u ^(u) B
etc
( uYd u f C«^— 3 «y» d u p(ff) + 3 ufu^d u p(u)^fu^d up(u) }
maintenant afin de distinguer les facteurs où la yariable u se trouve hors du signe intégral de ceux oîi elle en est affectée , on écrira dans les derniers r à la place de i/; on pourra après cela passer les autres sous le signe /, en observant de les regarder alors comme constans , et on aura par ce moyen
fdt^(t){A+^ ^+-i ^ + -^ ^+ctc.}
=fdtT(u^t)^(t) ,
T(u — t) désignant la somme de la série renfermée entre les acco* lades , et les intégrales étant prises depuis r=o jusqu^à r =». On trouvera de même que la seconde partie de la série proposée revient à
• 1 I .Il 1.1.3
=fdtT,(v^O4(0f
en observ£|nt que les limites de l'intégrale sont ici r=o et /=v j on aura donc
l=fdiT(u—0P(0 + fdfT,Cv^t)4(t).
Pour déterminer les fonctions T( u — t) et T^(v'^t)^ il faut connoître d'abord les relations que les coefiiciens A^B , C^ etc. A^^B^^C^y etc. ont entr'euii et qui s'obtiennent en substituant dans l'équation proposée ^ au lieu de { la série
Afdu^(u)'\'Bfdufdu^(u)^Cfdufdufdup(u) + etc. + AJdv'^(v)+BJdvfdy4( y ) + Cjdvfdvfdy4(v)+ tic.
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on aura relativement à la fonction 9 ^ les suivantes dA
dv
^PA—o
dB '„ d^A „dA ^dA ,^^
, dv dudv du dv
dC d^B dB dB _
dv dudv du dv
etc.
on en trouveroit de semblables entre A.^B,^ C, , etc. Si Ton pouvoit tirer de ces équations les valeurs des coefficiens^.la question seroit ramenée à sommer les séries
Appliquons ces idées générales à differens cas particuliers afin de faire mieux connoître le parti qu'on en peut tirer ; soit Téquation
dudv du dv
dans laquelle Pt q^ m désignent des constantes. En traitant cette équation par la méthode du n". jjx , on retrouve à chaque transformation la condition/*^ — m=o, et il est par conséquent impossible d'obtenir par ce moyen l'intégrale de la proposée sous une forme finie lorsque cette condition n'est pas remplie ; mais les équations
dJ ,
dB „ d'À dA dA '-r-+pS+-j— — \.p-—+q—-+mA=:0 dv dudv du dv
dC ^ d^S dB dB
etc.
qu'on obtient par la méthode précédente conduisent facilement à une série. En effet ^ la première donne par l'intégration , A^slC^a , <t étant
Sss z
5o8 Ch. III. Application du Calcul intégral
une fonction arbitraire de u ; et en la différentiant par rapport à 1/ ^
on en tire
d^A dA _
dydu du *
ce qui réduit la suivante à
àB ^ dA
Pour satisfaire à celle-ci on fera Bzz^r^'^f^ ^ j3 étant une fonction
inconnue de v et de u. La substitution des valeurs de J? et de ^ >
donnera après des réductions évidentes
dfL ^ •j^ — (Pf'—rn)ct:=iOi
en se bornant à satisfaire à cette équation , on aura seulement
et l'on déduira de là
dB , , _
dv dB
dv »
dB ' d^B dB dit
— +pB=r^U(pq^m), j-^p—^r^(pq^nt)-
valeurs qui changeront l'équation d'oh dépend C, en dC _ /da. \
j^+P^+^ '^{(pq—m)\^—+aij—Cpq—^)^<^^}=^o.
Faisons d'abord C=:e'^''y ; Téquation précédeiite deviendrs^ divisible par c"'''^^ et nous aurons
-~ + (pq-'f^)(J^+*q)-'(pq—f^)^^^—o;
il ne faudra plus ^ pour ramener cette équation à la forme des autres ,
ddL **
que supposer - — h^^sio» ce qui déterminera la fonction' arbi-
du
traire «^ en donnant ûi:=e''^, puis il viendra
dy
— — C/^j — ;w^*«v=:o^ d'oîi dy
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L'équation D étant
^D , r, J^C dC dC '
se riduiroit au moyen des valeurs de C,- de «, et en supposant
dv i.x
l*on auroit par conséquent
Il suit des calculs ci-dessus , qu'on employeroit aussi à la recherche des coefficiens ^, B ^ C, etc. que *
etc. J Utc.
et que les séries qu'il faut sommer sont
lorsqu'on fait pq — m:=n.
Si nous désignons cette somme par y , y sera une fonction de v(«— ^) , pour la première série, et de u{v—t)^ pour la seconde, mais de la même forme dans l'un et l'autre cas , et la fonction r^^'^^y
sera une valeur particulière de {. En faisant pour abréger v(i/ /)=9
nous aurons
du ^ -^^ ^fl^«
^î — -« dy di
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maïs comme --- = v, —- = «—./, il viendra
du dv
du
qy + v
di)
^ La substitutioa de «es râleurs dans l'équation proposée la changera en
•Ti7+7Ï+ (m—pq)y^o
d6' ■ di
les .deux constantes qui entrent dans la valeur complète de y se dé*-
dy
terminent par la condition que j?=i et 'yi=pq — m^ lorsque J=o,
condition qui résulte de deux premiers termes deia série dont y est la somme. La somme de la seconde série se tirera dis l'expression éiey , en y supposant 9=i(v — r), et prenant y. pour représenter ^ , dans ce nouvel état , la valeur complète de i sera
la première intégrale étant prise depuis /=o jusqu'à t=u y et la seconde depuis /=o jusqu'à r=v.
Si Ton vouloit s'assxtrer xpt ce résultat satîs£iit è l'équation proposée , il faudroit observer qu'en général lorsqu'une intégrale Tdt doit être prise depuis r=so jusqu'à f=tf ^ t doit êtr^ considéré comme une fonction implicite de x^ ^ et que Ton doit avoir par conséquent
d(fTdt)_d.fTdt d.fTdt dj
du du dt *^du^
or
dfTdi ■ dt dt du
lorsque r^i ; ainsi en représentant par 2/ ce que devient alors 7,
^n auroit
d{fTdt) rdT
du
\_fdT J du
dt^V.
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1130. Laplace applique encore sa méthode à réquation
^x^^v u^v du u + v dv (tf+v)'
dont nous nous sommes occupés dans le n". 774 « on satisfait aux équations qui déterminent les coeificiens A^ S yC^ etc. en supposant
etc. etc.
«^ i8 j etc. a, y fi, y etc. étant des constantes telles quef
etc. y etc.
Les termes généraux de ces suites seront
et l'on aura
On fera 7==:(x^+r)~^^^ en considérant y comnu^une fonction de là
quantité que Ton représentera par 9, et l'on obtiendra
l'équation en y ^ comme dans le n"*. précédent , par la substitution des fonctions
dT dT' d^T ,. , dr di d^T
^ du^ dv^ dudv^ ^' rf«' iiv' rfik/v f
qui donnera
Pour former T, , il suffira de changer dans cette équation pttiq^ f en /> et ^ eft y, ; Ton aura 7',=f«+v^''j^, ; les constantes des
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expressions de y et dey^ se détermineront , comme précédemment ; par le moyen des deux premiers termes des séries T et T^ : enfin on obtiendra
L'une des fonctions jk et j^, peut aussi se déduire immédiatement de l'autre ; car Téquation (b) , transformée d'après ce qui a été dit plus haut, se change en
«0-»;^'+ {« r/'— ?-^;+ 1 } ^+ {Pi-^—nSy^^o. . .(*.),
et redevient (b) lorsqu'on faity.s^'i — OJ'^y. La détermination des constantes arbitraires de j^ ne change point cette relation , car lorsque 0=0 1 on doit avoir
y= I , ji=p—p1+m y,=i , ~=î— ?f +/»,
et les deux dernières de ces valeurs résultent aussi de l'équation j^,=( I — ^)'^y 9 quand on la combine avec les premières. Main-*
I J , on aura
II3I. Il est bon de remarquer que l'on peut changer les limites des intégrales. Si à^f , l'on substitue ut dans la première et r; dans la seconde , et que l'on désigne par y et j^" ce que devient alors y , on aura
les intégrales devant être prises toutes deux entre les limites /=3=o'et /=!.
Si l'on représente par K et K, les valeurs des intégrales y3^ir^(r) tt/y^dt^iO 9 prises depuis r=;:o jusqu'à ^infini ^ les quantités
K—fydtpi.t) tt K,^fy,de^{t),
seront les valeurs des mêmes intégrales , à partir de / infini j mettant au lieu de /, dans la première, «+/ et dans la seconde , v+r';
désignant
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désignant par Y et par F, , ce que deviennent j^ et y, , on aura
= K + K,'^frdt'p(^u^e')—fY,da(y + i').
Les limites des intégrales du sçcond membre seront visiblement t' infini et t'= o , lorsque celles du premier seront r = o et / = « , /=:0 et r=v; pms comprenant la quantité constante JC-H K^ dans les fonctions arbitraires , et changeant le signe des intégrales , on pourra y à une expression de la forme
dans laquelle les intégrales sont prises, Tufte entre r=o et /=«, et Tautre entre /=o et /=v , substituer celle-ci
dont les intégrales seront prises depuis / infini jusqu'à /=so«
II31. Ce qui précède renferme la substance de ce que contient le Mémoire de Laplace ^ relativement à Tintégration des équations différentielles partielles par des Intégrales définies , et se lie parfaitement avec les travaux d'Euler sur les équations différentielles à deux variables , sur- tout lorsqu'on rapproche les n"**. 768 et 1 1 15. En faisant dépendre de l'équation {h) la sommation des séries 7 et T, ^ et réduisant par-là l'intégration de l'équation différentielle partielle (a) , à celle d'une équation différentielle à deux variables ^ Laplace a réellement ramené l'intégrale de la première à ne dépendre uniquement que des intégrales définies , toutes les fois que la seconde sera susceptible d'être traitée par la méthode d'Euler , ou que les séries T et T, seront analogues à celle du n"*. 1115.
La méthode par laquelle Parseval somme la suite jij^ + BB'+ ce + tic, ( n^ 1067 ), conduit aussi à un résultat semblable ; car il est visible que la série
I + — î^ ^+ ^ ^4—^-^ r^ + etc.
à laquelle nous sommes parvenus dans le n"". 1 119 ^ étant mise sous la forme
1 H 1 V' + etc. .
Appmdi^c» Ttt
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(en faisaot-n v ( « — ^) = «S résulte des deux séries
i+-*H **^ *'+ €tc. = e*'
et —
i-l 1- -+ -.+ etc.=e ,
multipliés terme à terme; et on en trouvera par conséquent la somme en substituant successivement cos5 4-r — isin^et cos s — Y — 1 sin 5 9 à la place de x dans la fonction
on aura par là
. ^ cosx+l/— isini
«e/x + i- I a* cosi*— 5l«t V — f cos ^ sîn s
0 cosi— V — isiii/
multipliant le numérateur et le dénominateur de l'exposant dans la première formule par cos s — » 1^— l sin s , et dans la seconde par cosf4- V^— isittiy on verra facilement qu'elles se réduisent
ilACO$S
toutes deux k c * ^ d'oà Ton conclura que la série
1+ — + +^ +etc,=^/^ as y .
rintégrale étant prise depuis 5 = 0 jusqu'à j = t, et Ton passera à r = - e /« rf^. Celte expression deviendra celle
de r, y lorsqu'on y supposera nu( v— / ^ =* «* t et on aura en^n
l = -t {ffc "^ dsdtf{t)
^jj^^- ^^<^^dsitA,{i)'i,
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1133. Cest d'une manière analogue que Parseval a intégré Téquation différentielle partielle à quatre variables ,
Elle se transforme en -~== 4 <»*T--7--j lorsqu'on fait
dt^ dudv
te
cequidoone
</« </a </v dy \du iv/
dx^ du^. dudv dv^
faisant ensuite 4a*=i* et t=>rf + Bt+ Cr*+ Z)^+£f*+ etc. il vient
dudv I.i. . • 5 du dv^ 1.2... 7 dttdy
expression que Ton doit regarder comn^e complète ^ puisque les
Ttt z
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lettres ^ et B peuvent représenter des fonctions arbitraires de u et V (^). li est visible que la seconde suite étant désignée par T , la
première sera -r— , pourvu qu'on y change B en ^ ; et^ il suffit
par conséquent de trouver la somme de Tune de ces suites. Occupons-nous de la sérit
iV d^B *V d^B AV d^B
BtA + ■ , 4 ^ 4- etc.
i.x.'^dudv i.i. . . 5 Jtt'^v* i.x...'jdu^dv^ .
Pour en trouver la somme par le théorème du n% 1067 , il faut
observer qu'elle résulte du prodjuit des suivantes ^ multipliées terme
à terme
dudv d u d V
j-H 1 — etc.
La secondé est le développement de sin - ; et si l'on différentie la
première par rapport à xf et à r successivement ^ en la représentant
M-M*WMw«a
(*) L'artifice employé ci-dessus^ pour transformer l'équation proposée , qui ex-» prime les conditions du son «lorsque l'on ne donne que deux dimensions à l'air « et celles des vibrations d'une surface plane, est analogue à celui du n*. 769.
Il est bon de remarquer que dans sa Mécanique analytique , Lagrange a donné
sous la forme
[—A^ Bî + Cx*+ Dr»+ etc.
l'Intégrale complète de l'équation .
dt^^ dx*^ ^ dy^ '
^nî se rapporte au mouvement des fluides. Les relations dès quantités Â^ B, Ci Dy etc. qui représentent des fonctions de x et dey, s'obtiennent facilement par la substîta* tion de la valeur de { , et Lagrange trouve
^^ ^ 1 .\ dx* ^ dy* /Ta \7x* ^ dy* Ji.i. ,rdiA , d^A , d*A \ t* ,
ks fonctions ÀtxB restent aib'itnirei ( Méc. analjt. page 474 }.
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P9ir r, on recoanoîtra qu'elle dépend de réquation
dans laquelle e^setB sdnt reg^rdé^ comme constantes ; ©n en auroit donc la somme si l'on pouvoit intégrer cette équation qui ne renferme que les trois variables 7^ u et v^ ou du moins y satisfaire; mais en faisant pour abréger
on verra facilement que l'expression
T=p {fdu/Bdv^Kf-JuY'Bdv^ + K^/^du^fBdv'^ttc.} , donnant
—— zrzpB-^p KfdufB dv+p K^fdu^pB d v«— etc.
vérifie l'équation ci-idessus. ; \ / / .
Un calcul semblable à celui du n*. « 129 ranjenera les, intégrales de la forme/Va7*5rfv" à ne dépendre que AtfdufBdv. En n'ayam d'^ord égard qu'à r , et remplaçant B par 4^«, v^ , on trouvera
pourvu qu après rmtégration du second membre on fasse jjf^iasv , et on aura
puis en observant que Ton peut intervertir l'ordre des intégrations le second membre de cette équation deviendra
i -tiPtyjd.ii:
A*X»^««*«*a HZ
la dernière intégrale étant prise • déjpuis x^^Oj jusqu'à Ar==»: on aura 4onc enfin
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rduTA- r «, V ; y y?= ff ("-'')' (""-y)' ^(^.y) dx
T=PffMxjy)dxdy{i i ^ i£ + -J £i Z±^
La série comprise entre les accolades se transforme >a
*■ ta «* I h- h etc.
lorsqu'on y fait V a(«— x ) {v-^y) = « et dépend des suivantes
aX ÙL*X* .. ct^JC* «MT
I + — -J + — 1- etc. = e
"et fit* et' X
1 + --^ 5^ + etc.=:^ ;
IX I.2A* I.2»3JC^
on en obtiendra donc la somme , en substituant à x les expressions
eos r + V — I sînr, et cos r— ^ V^— t sîhr. Un calcul absolument
semblable à celui du n'^. précédent donnera pour cette somme
ou f4r co^ {%y^{u — ^^K^— y).sinr),
et Ton conclura de là que
^^pfC [^/^''COS (2 \^h{u—x) iy—y) . sîn r ) j 4 C^,^>^^^y >
où il faut se rappeler que Tintégrale relative à r doit être prise depuis r=o jusqu'à r;=sr » tandis que celles qui se Rapportent â ;i; et j^ ont respectivemcA^ pour limites 4£r=o et x=tf , ^^=0 et y=K
Pour achever la sommation que nous nous sommes proposée , il nous reste à remettre dans la valeur de T celles de x et dé /^ , qui
sont r— TT et -77— , ct à combifter le rësul^at précédent avec Tex-
pression sîh — ^-en mettant dans Tun et dans l'autre
cOBf + V^-^i sia ^ et cos-f — V*—^ sin^ , au lieu de ^ ( n*. 1067 )• Les détails de ces calculs étant assez compliqués ^ nous les suppri*
-/m ( +« . Wr=-/^rC0s(2«smr),
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nierons ; et désignant par les lettres Q et Q^ ce que devient après ces substitutions le produit des fonctions
pfdrcos{%y>^{u^^x){y—y).%itir) et sin-,.
nous aurons
"+5^ TXT + "'• =fj—j^^-i^M^i',yyy.
Tintégrale relative à q étant prise depuis ^=0 jusqu'à j^=t. Mettant dans cette dernière expression ^{^Xyy^ au lieu de 4(*>y)> P^^r 7 tenir la place de ^^ et difFérentiant par rapport à r^ il viendra
SM
■^•\-T-j +etc.= .
dudv lit. dt
et enfin
àq-\{x^y)ixiy
U est aisé de voir que chacun des termes de ce résultat renferme implicitement quatre intégrations successives. Nous donnerons plus bas une autre manière de satisfaire , avec des intégrales définies ^ à réquation
d^ \dx^ dy^r
. xi34« Dans le Mémoire cité au n\ 1109; Laplace, après avoir obtenu des séries qui donnent les valeurs approchées des Ppï<»^ûacf intégrales dans lesquelles entrent comme exposans des nombres très- T '
grands , développe une méthode pour ramener à des intégrales définies rhitégradoiT^dct les fonctions déterminées par des équations aux diflPérences. Voici *5««^on» aux dîf«
„ . - ^ , , j ' fércnccs et iiSbt
lesprit de cette méthode. remîelles.
Soit l'équation du premier degré et d'un ordre quelconque aux différences
-S:=-^j..+5 Aj^,+ Ca>,+ etc (i) / .
*Vlans laquelle Ay B^ C ^ etc. représentent des fonctions rationnelles
are , — , x€ —7-7, •*« y-s, etc.
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et entières de la variable x , et peuvent être mis par conséquent sous Tune ou l'autre de ces formes ( n*. 903 ):
^=tf4.tfjA:+tf,x*+etC. ; -«^=tf+tf,M+iî.[ji:] + etC.
5=^-1- ^^:ir+*.x*+etc. 5— *+*iW+*.M+etc.
Dans le premier cas on fera y=zfr^vdu\ on supposera que les limites de l'intégrale soient indépendantes de x^ v étant une fonction de u seul , et il en résultera
A>',=/«""*'( «■"— i)vdu, AV.=/e"'"( «"*-r I yvdu , etc. S) y pour abr^er , on fait e~1*= « , on aura
et substituant dans Téquation (i) ces expressions , ainsi que les précédentes y on obtiendra
«(tf + *(r'*~i)+c(e-''*— i)»+etc.)
etc.
Dans le second cas , on fera y^rzfu'vdu , «*= «ty <^Q aura par conséquent
CxK=«~, M«-=«-— ,etc.
etc.
Ce résultat et le précédent sont compris dans la formule
x=/.M^«+^^+^ê+<20 + etc.},
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M^ N j P ^ Q^ etc. étant des fonctions de a seul. Comme ce n'est que dans a que se trouve la variable x , on peut la faire sortir entièrement du signe /en intégrant par parties ( n"*. 361 ) , et Ton aura
*• du dt^ dur. *
d(Pv) ^(Qv)
+ conse.+ M,[Nv V"-^"< — TT^ "^ ^*<^- }
du du '
dA / ^ ^(Qv) '
{Qv— etc.}
du'
+ etc.
Maintenant puisque la fonction v est indépendante de jp , il faut que la partie soiHnise au signe d'intégration dans l'équation ci-dessus ^ soit nulle par elle-même ^ ce qui fournit l'équation
4{Nv) £{Pv) AQv) J
pour déterminer la fonction f ; et il restera ensuite à satisfaire à réqùation
Xs=ieonst.^- « {Nv ^ — -+ \\ / — etc.}.. (3)
•*-^{Q''— etc.)
+ etc. '
qui fera connoitre les limites de rintégrale/<«y^£r:
Il est à remarquer que l'équation (i) est précisément celle qui exiprime les conditions d'intégrabilité de la fonction différentielle
.^«{iM*+N^ + P^.+ Qg + etc.};
V peut donc être regardé comme le facteur qui rend intégrable l'iquation
3l. + ^^ + />^ + Q^+etc. = o Jfftttdice, ^ Vyy
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de Tordre immédiatement inférieur à celui de l'équation (i) ; et il est facile de voir que Tordre de celle*ci dépend du degré oh montent les puissances de x dans les coefficiens de la proposée (i).
Pour montrer comment on doit employer Téquation (3) , nous supposerons d'abord que Ton ait X =0 ; et supprimant la constante ^ il faudra que ce qui restQ de Téquation s'évanouisse , lorsqu'on y substitue pour u les deux valeurs relatives aux limites de Tintégrate /et V du. On remplit une fois cette condition en donnant à u une valeur qui fasse évanouir in même tems les quantités
d(t d^tt
savoir : u infini lorsqu'on prend a = e"**', et «=o quand «t=K*; mais c'est au moyen des constantes arbitraires qui entrent dans Texpression de v ^ que Ton obtient la seconde limite , en déterminant ces constantes y de manière que chaque ligne de Téquation ( 3 ) «'évanouisse d'elle* même : on obtient ainsi un nombre d'équations
Nv V-^+ j. -— CtC.:i=:0
du dur
Pv IJE— l+ctC. = 0
du
Q — etc. = o etc.
égal à celui des constantes. On éliminera toutes ces constantes ,. à l'exception d'une seule ; les valeurs àtu^ tirées de Téquation finale , seront autant de limites de l'intégrale f^y du\ on les introduira dans les expressions des autres constantes , et on en déduira un pareil nombre de valeurs de v , que nousreprésenterons par v\ v", r"', etc. Par ce moyen on aura successivement les expressions
y =/« v^duy y =/* v'^du , y =^fé, v^'d u + etc.
qui satisferont à la proposée » et comme elle ^t du premier degré par rapport à la fonction j^ et à ses coefficiens différentiels , on pourra faire
y —A'ffL Vdu +^7* vUu +jya v"du + etc. A' y A", A"'^ etc. étant des constantes arbitraires , et toutes les inté-
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grales ayant pour une de leurs limites la valeur qui rend <t et ses coefficiens différentiels nuls , et pour l'autre les diverses valeurs de u déterminées d'après ce qui précède.
On sent qu'il y auroit Heu à des discussions délicates et nécessaires sur la possibilité de déterminer u , sur le nombre et la nature de ses valeurs, circonstances desquelles dépend le succès de la méthode et la généralité des résultats ; mais on ne peut ici que les indiquer comme objet de recherches.
Lorsque X n'est pas nul ^ il faut premièrement que cette fonction puisse être ramenée à la forme que prend le second membre de l'équation (3) après la substitution de l'expression complète de v , afin qu'en comparant de part et d'autre les termes semblables par rapport à jt, on puisse obtenir des équations qui ne renferment que u et les .constantes arbitraires introduites par Tex pression de r« C'est par ces équations qu'on déterminera comme ci-dessus les limites de Vitïtégràle fdvdu ; mais on ne pourra pas dans le cas actuel multiplier chacune des valeurs particulières de^ par une constante arbitraire , et Laplace propose en conséquence d'^a jouter à la somme de ces valeurs l'expression de ^9 dans le cas où x=:o ^ ce qui satisfait évidemment à l'équation proposée, puisque cette partie fait évanouir par lui-même le second membre de l'équation (3).
Il est visible que l'esprit de cet^e méthode consiste à donner à l'expression dt^y une forme telle que l'on puisse, après la substitution dans réquation plToposée, rendre entièrement indépendante de X la partie qui demeure soumise au signe d'intégration ; elle peut s'appliquer â un système d'équations du premier degré aux différences , entre un nombre quelconque de variables » et en ramène l'intégration à c«lle d'un système d*équations différentielles du premier degré , mais cette dernière est le plus souvent sujette à des difficultés aussi grandes que celle du système proposé.
1135. Lorsqu'on n a qu'une seule équation du premier degré aux différences , l'ordre de l'équation (2) dépendant du plus haut ex^ posant de la variable a;, il en résulte qu'on ne peut guères résoudre généralement que celles où cette variable ne pass« pas le premier degré, et que l'on peut représenter par
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y eîT étant des fonctions du premier degré de y^ et de ses dîffiJrences. La supposition de y=fcivdu,^ conduit alors à des résultats
de la forme
d(Nv) Mv^^-^ — ' = o , const. + ttNy = oi du
ru ^
A' ^ le premier donne y = — - ^ \ Â étant une constante arbi*
■«▼ traire^ et le second conduit aux ligiites de Tintégrale. Prenons pour exemple l'équation du premier ordre
En y supposant j^,=/«*v du y ou«=i^, on obtiendra
du
d'oU l'on déduira y-ss-A'r^y puis l'on aura -<<'«*^'«"""= o > ce qui peut arriver de deux manières , i"". lorsque u = o ^ i""* lorsque u est infini ; on aura donc yy=^Afr^îfdu , l'intégrale étant prise depuis tt = o jusqu'à u infini
Nous sommes retombés ici sur un des résultats du n^, 1 1 lO ; car l'intégrale de l'équation j^^^j— ( at + 1)^^=0, est
1 136. La méthode que nous venons d'exposer convient aussi aux équations di^entidles : Laplace le montre siur Téquation trà$» générale ,
La supposition de^«=:/<ev</«, et de «=<'"% conduit dans ce cas à
r«(a_fl'tf4.flV— a'V+etc.) J A''«|-£f(^-.^'«+iV-etc.) |-=*»'
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et nntégration par parties fournit les deux équations
d.v(b--b'u+ * V— etc. )
V { a'^a'u+a''u*—af''if^+ etc.} +
«-»'v ( * — i'u+ h"u^^ etc. ) = 0 ; la première étant de la forme
du
donne
,^ d.vN Mdu Ndv+vdN
vM+— — = 0, ou -Tp+ 7j =0,
du N JNv
r Mdu
^, pHdu V ^ ^ ^
l'équation des limites revient à t'^vN^^o : elle est satisfaite lorsque il est infini j et par toutes les valeurs At u^ qui font évanouir la fonction iST^ ou qui sont les racines de Téquation
b — b'u + *V— etc. = o ;
ces valeurs étant désignées par m\ m'\ etc. on aura
yz=zjiyuvdu+A''fAvda+A''^favdu + etC.
en observant * de prendre la première intégrale , depuis. 2^ = ;7i^> jusqu'à u infini ^ la seconde , depi^is u = m^ jusqu'à u infini , et ainsi de suite.
II 37. Si l'on représente par
une équation dans laquelle SjT^ V^ soient des fonctions du premier degré par rapport à i^^^ et à ses différences partielles'^y ou à ses différentielles partielles, et qu'on y fasse {,,y=»/^«^v^r, on obtiendra un résultat de la forme
ffv?vdt{M'\'îJx'\'Py^=^o^
M, N , P ^ ne contenant que les variables t et u. Pour lui donner
la forme fvdtX M'a + -^^ T" | > ^^ ^^"^ regarder 1^ et v comme des
fonctions de r, et observer que
d.fv? ^ fx ydu\ dt \t udtJ
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X Py X y d il
faisant alors t*u^=Ltt^^ et posant — |---i- = -+'^— - ,
/ Ni t udt
. , P du du Pdt
e'cst- a-dire , —-=-—, d'oii il suit — =-- — , on aura
ivr udt u Ni
fvdA Af* + JV/ — [ =z=o.
En intégrant par parties , on obtiendra
dfNiv)
Mv — i — = 0, A^rv«t = o.
' dt
L'expression de v ^ tirée de la première de ces équations ^ ne con** tenant point de fonction arbitraire , né donnera qu^une valeur parti* culière de la fonction [ ; mais, on peut y introduire^ une fonction arbitraire de la constante que doit renfermer l'expression de u tirée de
du Pdt l'équation différentielle — =r— — ', et pour cela il faudra , en désignant cette constante par &, supposer [^=zfft'i^v^{ti)dtde». Il est facile de s'assurer que cette formule satisfera aussi à l'équation . proposée ; les limites de^ l'intégration relative à a n'étant assujetties qu'à la seule condition d'être indépendantes des variables x et y. Celles de l'intégration relative à t doivent se déduire de l'équation A^/ret = o, et chacune des valeurs de / en « donnera pour l'expression de [ un terme dans lequel on pourra mettre une fonction arbitraire distincte de celles qui entrent Aans les autres.
1138. Ces rechercheç présentent un moyen très-simple et trèsremarquable de satisfaire au g équations différentielles partielles à ' coefEciens constans ; il sufEt pour cela , si la fonction [ ne dépend - xjue de deux variables , de prendre ['=^fn'py<p{p)dp ^ 9ip) désignant une fonction arbitraire. En effet , on a
-S. =fn'pf\ np{p) dp^ -^ ^fn'p,\p fCp)Jp,
%=fn'py{\ny^{p)dp, P:^fn'pyCpyfip)dp,
dx' ' "^ ^ / Tvr/ r , jy
dxdy
-fn'py{\n){yp)^{p)dp'.
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en substituant ces valeurs dans l'équation
elle deviendra
et sera satisfaite si
A {Uyj^ B{\n){\p)'^C{\py'¥E\n+F\p + G =0.
On tirera généralement de celle-ci deux valeurs del/z; si on les désigne par \P et IP', on aura
i=/P'p^9(p)dp+fF'pTp{p)dpi
les limites de p doivent être indépendantes de ^ et de j^ ^ mais sont dViUeurs arbitraires.
Il est visible que le même procédé peut s'appliquer à toutes les équations du premier degré de qudqu'ordre qu'elles soient , pourvu qu'elles n'ayent point de terme indépendant de { , ou de ses coefficiens difiërentiels. Une modification facile à trouver , suffit pour le rendre applicable aux équations du même genre qui contiennent plus de trois variables ; nous prendrons pour exemple Téquation
et nous y satisferons au moyen de l'expression
qui donne ,\
■^^ffm'n'fir{\myf{n,p)dndp
^. ^ff'n'iirjir{\nYp in,p)dndp
§^.^ffm'f^py{\prf{n,p)dndp,
et conduit par conséquent à
JJ'm'nY*{n,p)dndp {{\my^a*{{\ny^ {XpY)} =:o, . Nous déterminerons m en posant
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d'où il suit
et nous conclurons de là
+ ffc-""^^"'^'+^'Pyn'pr^{n,p)dndp.
Ces solutions beaucoup plus faciles à obtenir que celle du n*. i<33 f paroissent aussi plus simples à beaucoup d'égards ; ce seroit une chose importante que de discuter leur généralité comparativement à celle des autres , et même à celle des intégrales exprimées immédiatement par les variables de Téquation ; mais y comme nous l'avons remarqué 9 n"". 761 , 765, il reste encore bien des difficultés à éclairdr dans la Thébrîe des équations différentielles partielles.
1 139, On aura aussi par des intégrales définies les différences , les différentielles et les intégrales de toute fonction 9 qui dépendra d'équations > soit aux différences , $oit différentielles ^ intégrables par les méthodes précédentes ; car cette fonction étant exprimée par des terme de la forme A'fuTv du, on A'fr^vdu ,
^^ = jrfu'vdu{lu)\ Ly^^À'Jifvdu{u^iY
ou bien
£y^ = ( — I yj'fe-*'u*v du , t,*y,—Aft-^vdu (e"»— i)';
les intégrales rys^^j ^ ^>*i se déduiront de ces formules ea rendant négatif l'exposant n.
Kotts prendrons pour exemple la fonction — , qui est l'intégrale
•dy ^e réquatîon xj-^my-^o.
Cette équation étant traitée comme celle du n"". précéd. o^ en tire
d.vu du
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et les limites de Tintégrale seront if=o et u infini. La constante devant être telle que la fonction se réduise à = 1 , lorsque :i;=3 1 , et rint^ale définie devenant zlors /r'^u'^^du , il en résulte
L'expression que nous venons d'obtemr peut être employée à trouver les différences ^ les différentielles et les intégrales à indicée
fiacdonuaircs de la fonction — ;; ( n*. 1074 ) ; on en tire
«" fu'^'T'^du
en y changeant le signe de /» , on aura t^.o^. Lapface s'est particulièrement attaché à déterminer ces fonctions par des séries convergentesy et il a donné sur cela des détails où Ton .ne sauroit entrer ici*
Apptndiu. Xkx
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CHAPITRE IV
Des équations aux Différences mêlées.
tî u?*de"r*^I 1140.^ OU S avons montré suffisamment dans ce qui précède tions aox difië- que le Calcul différentiel et le Calcul aux différences pou voient rcncc$mê)écse, s'appliquer Tun à l'autre; mais nous n'avons considéré qu'isolément les questions où il s'agit de déterminer une fonction par la connoissance de ses relations avec ses coefficiens différentiels , ou avec ses différences» Pour compléter le tableau des^ divers points de vue y sous lesquels on peut être conduit à la recherche d'une fonction au moyen des circonstances que présentent les chan* gemens dont elle est susceptible , il nous reste à examiner le cas oii la condition qui doit la déterminer mène à une équation contenant en même tems des coefficiens différentiels et des dîffé- ' renées^ et que nous appellerons équation aux diffirmcts méUts^r Ce genre d'équations > dont Condorcet et La place se sont oc^ cupés les premiers , n'est pas une simple combinaison de formules analytiques» il répond dans la Théorie des courbes à des questions aussi difficiles que variées,. et quelques-unes de ces questions s'étoient déjà offertes aux Géomètres dès l'origine du Calcul différentiel et du Calcul intégraU
dy L'équation a— -^-h Ly^^cyss^m
dx
est une des plus simples de celles qu'on peut se proposer entre les coefficiens différentiels et* les différences ; elle n'est que du premier degrér et du premier ordre , tant par rapport au coefficient différentiel , qu'à l'égard de la fonction et de la différence. Si Ton suppose A :r = I , on y pourra faire ^ = Ce"* : elle se changera en tf 01 + ^ ( e'^— i) + c = o; et toute détermination de m qni satisfera à cette, dernière équation , donnera une valeur de y renfermant une . constante arbitraire.
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On satisferoit encore par la supposition de y^Ce"*^ à Téquation
d ày dy . ^
dx a Xi
qui difïère de la précédente pat le terme a -r^ , dans lequel les ca*
ractéristiques i et A se trouvent combinées ; on auroit dans l'hypothèse établie
et pour détermiaer m , on trouveroit l'équatîoa
A ne conrîderer que les équations qui déterminent m ^ on ne soupçonneroit pas que les deux équations aux différences mêlées ^ que nous venons de Rapporter , pussent ne pas admettre deux intégrales ile la même généralité ; mais si Ton* fait attention que la seconde contient des termes a&ctés en même tems des deux caractéristiques d et A 9 il sera facile de reconnoitre que tandis que la première peut être envisagée comme le résultat de l'élimination de deux cons* tantes arbitraires entre trois équations de la forme
r = o, dVzrio; ù.yz=:o ,.(i),
là seconde en suppose quatre de la forme
entre lesquelles on peut éliminer trois quantités.
Le dernier système d'équations offre aussi la possibilité d'éliminer entre les équations V=^o et Af^rso 9 une fonction arbitraire du genre de celles qui complètent les intégrales dès équations aux différences ( n\ 998 ) ; nommant f^zso le résultat , on aura encore à éliminer une constante entre les équations
r=o. ir=o .(j).
Les équations qui sont le produit de cette dernière génération ^ sont toujours telles qu'en y regardant A^ comme une nouvelle variable^ elles satisfont aux conditions relatives à Tintégrabilité des équa« ti ons diffêrentielles à trois variables^ et se distinguait par-là de celles
Xxx %
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qui résultent des équations (t) ou des équations (i)« En considérant les équations
jr=o, et Urzrzo (4);
^ans lesquelles J i^ représente une fonction différentielle quelconque
du premier ordre et à deux variables 9 on obtiendroit des équations aux différences mêlées qui pourroient être mises sous la forme d'équai
dy tîon aux différences contenant les trois variables :i: , ^ et — • Biot i
dx
dans un Mémoire qu'il a présenté à llnstitut , et dont nous avons
tiré une grande partie de ce Chapitre ^ désigne sous le nom dV^iM-
tions aux différences successives celles que donnent les systèmes (3)
et (4) , parce qu'elles résultent immédiatement ou d'une différence
succédant à une différentiation » ou d'une différentiation effectuée
sur une différence.
1141. Toute équation aux diâSirences successives doit êtresusceptible de deux intégrations (fistinctes , l'une par rapport à la ca* raçtéristique A et l'autre par rapport à la cyactéristique di mais il n'est pas indifférent de commencer par la première ou par la seconde de ces intégrations. Lorsque celle d^^|ifférentielles peut s'ef« fectuer la première , le résultat que l'on obtient d'abord contient une constante arbitraire 9 et l'intégration aux différences introduit ensuite une fonction arbitraire; mais si l'on intègre d'abord par rapport aux différences , on sera souvent obligé de particulariser I la fonction arbitraire ^ pour effectuer l'intégration aux différentielles»
Soit pour exemple
i dx d» a\ dx/
Cette équation ne renfermant que les variables x^ttùf que nous représenterons par { , peut être considérée , sous la forme
_ à^ \ di^
comme une différentielle à deux variables ; elle rentre alors dans la classe de celles qui s'intègrent après une^ différentiation ( n% 573).
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On a ii=ax—-^a*f d'où il résulte
ou
y = la(x^'-^x)-^^a*x+9(s\n'TXj coswat).
En commençant par considérer Téquation proposée comme une différence • on lui donnera la forme
dy
dans laquelle /7 = -^ ; et pour l'intégrer , il sera commode d*en
dx
prendre d'abord la différence ( V. 1009 ) ; on trouvera par cette méthode
ce qui donne les deux facteurs
aV = o, X — iii^p + A^p) = o:
en intégrant le premier , qui est le plus simple ^ on obtiendra àp^^a^ et de là pz=iax — ^a*.
Cette dernière équation est intégrable , mais elle ne le seroît plus en général , si l'on remplaçoit la constante a par la fonction ^{sin'jrx, cosrx)^ qui est aussi constante par rapport aux différences.
Il est à propos de . remarquer que le second facteur x — ii^^P + A*p) = o , est relatif à l'intégrale indirecte de l'équation aux .différences ( n*. 1 009 ).
Il n'est pas possible ^ dans l'état actuel de l'Analyse , de donner des procédés généraux pour l'intégration des équations aux différences mêlées ; nous nous bornerons à observer qu'on petit les transformer en équations différentielles d'un ordre indéfini i en y substi-
dy
tuant au lieu de Ay et de a •— , les séries
dx
dy h dy j^ dy Â»
dx i ds^i.% dx^ 1.1.3
d^y h éPy A*^ - +^r3
+ etc.
dx'
dx^ I • X
+ CtC
11 restera ensuite à satisfaire à ces dernières équations de la manière la plus générale y ce qui sera souvent très-difficile ( n"*. 999 )»
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II 41. La détermination de 1 étendue des intégrales des diverses espèces d'équations aux différences mâiées ^ est susceptible de discussions très-délîcates , comme celle de l'étendue des intégrales des équations différentielles partielles , par rapport aux fonctions arbi«traires qui peuvent y entrer ( n*. 761 ) , et Ton y appliqueroit les considérations^ employées dans les n*'. 7^64 » 765 , 804.
On prouveroit par les considérations développées dans les n^. 1005 et 1006, que les équations aux différences mêlées ont aussi leurs intigfoUs indirectes , qui répondent aux solutions particulières des équations différentielles, et qui se déduisent également de l'intégrale dirccu par U variation de^ constantes arbitraires qu'elle contient , en assujettissant la fonction donnée par cette int^rale , à satis&ire encore , dans ce nouvel état , à féquation aux ^fférences mêlées. Cette condition établit entre les arbitraires des relations qui sont exprimées par une nouvelle équation aux différences mêlées. Lorsqu'on détermine les arbitraires par son moyen , on obtient une seconde équation primitive qui ^ satisfaisant à Féquation proposée , représente des courbes ayant à chaque point même tangente que queU qu'une de celles qui sont comprises dans l'intégrale proposée , et même sécante pour deux points dont les ordonnées sont éloignées d'une quan* tité égale à la différence de l'abscisse. Voilà ce qui arrive lorsque l'équation proposée ne renferme point les caractéristiques a et ^ appliquées l'une sur l'autre : si le contraire avoit lieu , l'intégrale directe et l'intégrale indirecte devroient s'accorder non-seulement dans les va-*
dy dy
Itatsiey^-^f ^y^ mais encore dans celles de a-j^; et alors ^ dx dx
en déterminant convenablement la constante arbitraire , il seroit possible de faire passer par deux points dont les ordonnées soient éloignées d'une quantité égale à la différence de l'abscisse^ deux courbes données , l'une par l'intégrale directe , l'autre par l'intégrale indirecte , qui auroient à chacun des points dont il s'agit même tangente y et entre ces deux points même sécante. Ces résultats étant très-analogues à ceux qu'on trouve dans les n'*'. cités ^ il n'a pas pam nécessaire de les exposer en détail.
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1143. Cest principalement par la nature des questions géomé- ^^l^^'^!^f^^ triques qu'elles peuvent exprimer , que les équations aux différences féreoces mêlées, à mêlées doivent intéresser ceux qui cultivent les Mathématiques. La ^^^^^"^^^"^ première dfe ces questions est le problême des trajectoires réciproques qui a beaucoup occupé Jean BernouUi et Euler y qui l'ont résolu Tun et l'autre par des moyens fort ingénieux et fort élégans , mais indirects y quand on les compare à celui qui résulte de l'emploi des différences mêlées. Voici l'énoncé de ce problême*
Trouver une courbe M'C M , fig. 6 ^ uUe quen la faisant tourrur ^IG. 6. sur un de ses points , autour d*un axe donné AC , pour la placer dans une situation contraire à la première y comme on le voit en N'CN y et la faisant mouvoir ensuite paralliUment à elle-même le long de cet axe y elle coupe par^tout la première M'CM sous un angle donné.
Si le point C désigne celui sur lequel la courbe M' CM a to.nrné autour de l'axe ACy pour passer à une situation inverse N'CN y l'angle MCN sera double de l'angle M'CA » et sera d'ailleurs égal par l'hypothèse à l'angle MM O (*). Maintenant , menons par le point M l'ordonnée MP perpendiculaire à l'axe AB ; l'angle OMP sera égal à QNPy à cause du parallélisme supposé dans le mouvement de la courbe N'CN; et parce que cette courbe est placée dans une situation contraire à celle de M CM, l'angle QNP doit être le même que l'angle ^'iH'P', formé par cette dernière et Tordonnée P^M', prise de l'autre côté àtACy à une distance A'P' égale à AP. Il suit de là que l'angle M'MOy composé de CMP et de OMP ou de QNP y est égal à CMP^^ Q'M'Fz telle est en dernière analyse la condition du problême , et c'est ainsi que l'envisageoit Jean Bernoullî.
Enfaisant^P=Ar, PM=yy AF=x\ P'M=y,V9n^eM'CM=ic,
on aura tang CMP = — > tang Q'M'F= — > } et posant pour abr^er ^ =/» , -j^ =/»', il viendra
angI.(tang = -) + angl.(taog=sî4-) = *« .
(^) Il £siut se rappeler que les angles formés par les courbes^ sont les mêmes qiae ceux de leurs tangentes.
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Voilà les équations de la question écrites en différences mêlées. Il £iut bien remarquer que la dernière équation exprime la loi de la variation de jc , et que chacune des équations ne doit pas avoir lieu par elle-même , mais seulement que Tune étant posée , l'autre en tst une suite nécessaire.
Ces équations sont faciles à intégrer : en effectuant d'abord , suivant le procédé du n*". 988 ^ l'int^rarion relative aux différences, on trouvera
angl^tang =±: ') = c + 5( — I )
S et t étant des fonctions arbitraires de sincr^ et de cos^ri. La variable { s'élimine facilement; en faisant — = C^ il vient
arc^tang = -^=c+C;r , ou - = tang { c+Cx) ,
d'où l'on conclut
ï I— -tangctàngCjkr
'^'^ tang(c + Cjf) tangc + tangC^ip On peut mettre cette valeur sous la forme
I -{^cosxc— -sin ictangCjc sin 2 i; 4- ( I + cos 2c) tang C4:
- tang Cx
Cùii^ i ) sinic
sirnc swacj i+cosic
I A : tangC:ir
smic
et en observant que la constante C doit être regardée comme un« fonction arbitraire , qui ne change point lorsque l'on y met —x, au
heu de a: , on fera — ■ . ■ > ■ tangCii:=-S:x, en désignant par Jl
simc
une fonction quelconque de x assujettie seulement à demeurer cons-
tante quand on passe de +x k — xt on aura ainsi
0 = COtli:+ - — ^) ïT" f 9
résultat
AUX :i\(iUA\T^r p ffj M Éi Jt È£ a, f J7 fésuhat semblable à c^ <iu'a trouyé Eukr pac, une vole tr^s-
difiereiite.
dy .
Si Pon y remet y-^ ^^ lî^u àt p^ on en tirera
dx
1 ^, fi+X*l . sinxi:' Il — Xx)
Lorsqu'on prend X^=:0 $ on trouye d'abord la ligne droite 9 qui doit en effet satisfaire è la question prQpqsée ; posant ensuite Jir=:4;'% il Tient *
v=sjrcotic—
sin
ezpresûon qui ne dépend que de Fintégration de la fraction ra-
Jx
tionnelle —-3- — r-.
Bernottlli et Euler ne se sont pas bornés à résoudre généralement te problême des trajectoires réciproques , ils ont eu spécialement pour but de chercher parmi ces courbes celles ,qui pouvoient être algé» briques , et sous ce point de vue tous leurs travaux rentrent dans le Calcul intégral indiurmifU ( n^*. 531 et suiv« )•
1144. Parmi le nombre assez grand de questions qu'Euler a '
résolues sur ce sujets nous choisirons encore la suivante qui est peu connue.
Trouver tonus Us courbes telles qiien menant pat chacun de leurs points deux droites Â M , M M', fig. 7 ^ faisant 'le même angU avec 1^1^- 7la tangente TM , lapremîire étant dirigée à un point fixe A, la seconde terminée à la courbe en IM^ la ligne M'A fasse avec la tangenu M't U mime angle que MM' (f).
(*) Ceux qui connoîssent les loîz de la réflexion de It lumière , Terront que le njon parti dn pointyl , et dirigé suivant AM^ seroit réfléchi deux fois par la courbe cherchée, la première de M en M', la seconde de M tnA^ et retoumeroit par conséquent au point d'où il est émané» Ce problème a été proposé ^^Vi% les aeta emditomm , ann« 1745 ( en septembre }•
Jppeadiu. ^ , Y y y
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Les conditions de ce problême soot Contenues dans les deux équations
angles JJf T= angle MMe^, angte^ iliV=anglc MM'T^ dont une doit donner fa loi des variations de x. Soit
JP=x, PM=y, AP^x^, FM^/, à:Lp ', ^^p\ ^=i^
dx dx Ax
en menant M' Q , parallèle à Taxe j4B^ Aesx^ et prolongeant MP jusqu'au point Q , on aiirà •• '^'' '
. ^ Ip. "
eç n'ayant point égard au signe de y qu^on peut supposer négatif dans la figure citée. Cela posé » si Ton observe que le» angles MM'Q^ MOT y MOT\ sont égaux , et que Ton considère les angles extérieurs des triangles OMT^ AMT , on trouvera
tang JVf'iWr =tang (P TjW + iM Ai'Q ) == .^î=^
. tang^iMr=tang(P^Af— PTiW)=^^ =^ /"" i
X ^^ la première condition à remplir donnera l'équation
La rektioades al^glès des triangles OW T et AMT conduit de même à
tangilfilf'r=— tangCPT'JM'-l-iWiW'Q) =a^ fJ-Tp ^ tang^JMY=^ tang ( i"^. Af + P'T'iM' ) = y-^-^P^SJ'
d'oh l'on conclut povr la seconde comlitioa
A V X D t FF é REMUES MÊLÉES. ÇJJ^
Tirons maintenant des équalions (i) et (i) , les valeurs de P; nous ' obtiendrons
P=^ L UL
ce qui nous donnera l'équation
de laquelle il résulte que la fonction^ ' =^ ne change point
lorsque x derieuf x'. f ^fo est tYïypotïést dans laquelle il faut intégrer Téquation (3) ^ qui répond alors à -^ == const^ tt donne
y:=:x'X const + ^ ( const) ; nous aurons donc
l /?*Jir— 2/y— AT J l />*JC-— 2/>y— v^ J V
La caractéristique f désignant une fonction arbitraire , donne à ce résultat une très-^railde généralité , mais au^sî on ne sauroit dans cet état l'intégrer par rapport aux différentielle^;
Il est intéressant de connoître ce qu'exprime la fonction
^ =- ^-^ i c est à quoi on parvient en la mettant sous la forme
p^x — %py — X
\x\'py/
y ****^ X et en observant que /^ = tang PTM , --r~ == tang AMT.
^ + py elle S« change alors M ^ tanfg {jtM T^PTM)^ et mOmre que la différence des angles AiiTet PTH^ né dtit pas varier dans le passage évt point M atf peint ifif, ce déat il est encore facile dé s'assurer
lU|lllCtlIBil>lll^*« L pit? tvy ■WliJMJWiUHMIlJ gVVtUvfVA«|MV9«
BtOf , dont liotts sutyons ià le laénoire , donne à la foncdcta f
Yyy »
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plusieurs formes desquelles U résulte ^uccessivîement un cercle^ limite d'une infinité d'ellipses , et l'assemblage de deux droites , limite d'une infinité d'hyperboles : nous ne rapporterons «point les, calculs qui mènent à ces résultats y et dans4esquek îl ne s'agit que d'intégrer une équation différentielle du premier ordre ; nous ditons seulement
qu'il faut*V pour arriver au cercle , prênàfe V (^ — - — lJl\ = o >
et faire y pour obtenir l'dlipse et l'hyperbole^
Si on prend les limites des équations (3) et (5) dans la supposition oti X devient infini ^.y ^pttP demeurant finis , ce qui place le potnt'^ià une distance infinie de la courba (*)., on obtiendra
d*oii l'on conclura
— ^- ) == o • on aura seulement
y = ^^ , d'oii x^py = V^^y% ce qui revient à
— ■ ^ ^ -^ z=zdx, et donne V x^+ y^i=LX -f C Vx*+y*
Cette dernière équation appartient à une parabole.
L'équation -yf- — -— —2- — =^ o ^ nous apprend que toutes les
courbes qui résolvent ce cas de la quesâon proposée ^ ont , aux points M et JM^^ des tangentes parallèles ou perpendiculaires. En ' eifet y eu réduisant ses deux membres au même dénominateur , et passant tous les termes dans un seul , on lui donnera la forme
et l'on en tirera par conséquent p'p' +1 = 0,^ /— Z' = ^
(^) Oani ce cas du problêffie le rayon lomiocux vient parallèlement à Taxe AB.
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1145. Les deux questions que nous venons de résoudre st Rapportent aux différences successives ; en voici une très^simple qui mène à une équation aux différences mêlées proprement dites.
Trouver Us courbes dans lesquelles la soutangente AT, fig. 3 y soit à Fig. 3: la sousecante AS^ dans un rapport constant ^ tn supposant que la seconde ordonnée k'V soit éloignée de la première AB d*une quantité AA' égaUâ h.
U est facile de voir que ce problème conduit à une équation de la
forme •^= ^ -r"*
dx h
Si Ton met dans cette équation , à la place de Ay ^ son développement en série , on aura l'équation différentielle d^un ordre indéfini ' * .dy d^y h iPy A*
^ dst dx^i dx^z.y '
à laquelle on satisfait en prenant y zmA ^^ pourvu que m soit déterminée par Téquation
. (4— i)»ï + tf h^ +ctc. = o;
S6h Ton conclut d'abord x« = o ^ puis
4—1 m h m^hf m^h^
+ + A + CtC.=sO. /
Si on désigne par m\ m^, m'\ etc. les valeurs données par cette dernière, il viendra
y:=^A +^^"'"+^V*+etc.
expression dans laquelle on pourra faire entrer autant de termes qu*on aura trouvé de valeurs distinctes pour m. On s'assurera par le retour des suites qu'il en existe au moins une réelle , dont on peut
obtenir le développement ordonné suivant les puissances de y
et Ton aura y pour résoudre la question proposée, l'équation
renfermant deux constantes arbitraires» ^
Feu Charles ( de l'Académie des Sciences } a transformé l'équation aux différences mêlées qui nous occupe , en une autre oit la variable Mtre comme exposant de diffi^rentiatipn ou d'intégration» Pour 7
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parvenir , nous ferons - =^ , ce qui changera l'équation proposée m nous en tirerons succesâvcaent
etc.
Il est facUe de conclure de là et même de s'assurer ^ i priori , que
r.^j'+WW^^+WW^^ +WW*'^^
Le second membre de cette équation étant multiplié et divisé par c^^
son numérateur deviendra le développement de ^ — ^^-^ ^ et
l'on aura par conséquent
Si l'on avoit cherché les rakurs antécédentes i y cm correspon* llaatc* à des indice» négatifs , on aaroit eu
Ces résultats ne paroissent pas ptoprer à faire connoitre Téquation prîmitire de la courbe cherchée , mais ils conduisent à mte construction dticoninuei analogue à cette que nous avons donnée dans le sT. 1003 , pour tes éqoafkiM a«x dil^rencesw En tfkx ^ |
on 7 peoot firppoier jr=:t(«) 1 » désignant une fonciiofci arbt-
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traire I pt déduire de cette fonction d'après la loi établie ^ les Taleurs des ordonnées y,^ y^^ y^^ etc. correspondantes aux abscisses jr4- A ^ x-^ih, ^+3^» ^c. Il est évident que cela revient à prendre sur la courbe représentée par Téquation yz=:^{x)^ une portion BB\ dans laquelle le rapport de ^T et ^«f soit conforme aux données. de la question ,' et à se servir des peints intermédiaires pour obtenir des portions de courbes antérieures et postérieures à la partie BB', en calculant les ordonnées de ces portions par le moyen de leurs différences avec celles de la portion BB^^ ainsi qu'on Ta indiqué dans le n^. cité. Si Ton vouloit rapporter les ordonnées j^. çt ^^ à leur; abscisses , il faudroit prendre pour première^ abscisse x-r-nhy et x+nh\ on auroit alors
J-^==-^r d:^ > y^n^-^rdx^9(.^ + nh). t bu *
1146. Le Calcul aux différences mêlées trouve aussi son applî- ^cation dans des recherches purement analytiques ; Français de Colmar a montré , dès Tan 5, l'usage qu'on peut en faire , pour arriver à l'expression immédiate d'une transformée quelconque de l'équation différeaiielle partielle
4udv du dv
traitée par la méthode du n*. 771 (*). En efict , pour peu qu'on ait réfléchi sur cette méthode , on voit bien qu'il doit entrer dans l'expression des coefEciens P^ , Q» 9 ^n 9 des différences ou des valeurs_successives de l'indice n , avec des différentielles prises relativement aux variables x et y. Il faut se rappeler aussi que la détermination des fonctions arbitraires qui entrent d'une manière trans- \ cendante dans les intégrales des équations différentielles partielles ^ dépend d'une équation aux différences mêlées ( n"". 993 )•
(*) Le Mémoire oti se trouvent ces recherches m'a écé envoyé le i5 nîyâse an 6 , et î1 étoit connu d' Arbogast avant «e ten)s. Il en avoit eu des estais que \^l vus entre ses maîns en Tan i.
J44 Ch. IV. Des équATtom aux difv. mêlées.
Je terminerai ici la longue tâche que je me suis imposée ^ en observant que la durée de Timpresâon a été assez considérable pour que la science ait fait pendant cet intervalle des progrès que l'ignore ; qu'il a même été publié quelques ouvrages dont Textrsut n'a pu entrer à la place que )6 lui aurois assignée dans le corps du mien ^ s'ils m'eussent été connus à tems ; tels^ont : les Disquisieionu anafytica dt}A. Pfaff, qui contiennent des recherches très-étendues; sur la sommation des suites d'arcs de cercles dont les tangentes forment des progressions données et sur l'équation diffiirentieUe
traitée n"*. 644 , enfin sur le retour des suites ; l'Analyse des té* fractions de Kramp , et d'autres écrits dont on trouvera l'indication dans la table. Tavois annoncé aussi le dessein de traiter à part la Théorie algébrique des séries ricurrenus y mais ayant publié de« puis les principes de cette même Théorie^ dans le CompUmetu dis Elémcns iAlf^hrt à tusagt de C Ecole ^centrale des Quatre^Nations ^ l'ai cru pouvoir la supprimer ici, puisqu'on y suppléera parfaitement en ajoutant à ce que j'ai dit dans l'ouvrage cité , ce qu'on trouve dans celui-ci sur la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples n*\ 368-371 , et ce que contiennent les A""*, 1043 9 I044*
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Cd/7r oblique : expression de sa surface ,
Cône droit. Son aire a des portîo n^quarrablet, 54».
Con(M f spîrale Imaginée par) , 175 J
Constamts : des. quantités regardées comme constantes, n*. i.
Constantes qui disparoissent par la diffé* rentiation , 15, 50. ^- et lorsqu'on prend les différences , £61.
Constantes d'une équation : ce qui arrive lorsqu'on les tait varier , 290.
Constantes arbitraires : leur introduction dans les intégrales et leur détermination , 459, 476.— Leur nombre y 6io«^ — - Cas dans lesquels on les fait varier , 647 , 655 , 666. Note ; 667— 670,
Contact des courbes : condition du contact de deux courbes, 250*-- distinction entre le contact et l'osculation^
Contact de deuxcourbes, considéré comme la réunion d'un certain nombre de points d'intersection , 283.
Contact des surfaces , 432.
Cjntinmté : expression de la continuité des surfaces , 320. — N'existe pas dans certains passages des aires des courbes du positif au négatif, 494.
Coordonnées , 195. — Les coordonnées négatives doivent être prises du cSté opposé à celles qui sont positives, 202. *-Ûe la transformation des.... et ^ de ses principaux usages dans la théorie des lignes courbes, 210.
Coordonnées polaires , 275. — Passage des coordonnées rectangles aux cooîi* données polaires , 276.
Coordonnées dïns l^espace (les ) , sont an nombre de trois pour un même point, 294* Interprétation de leurs 5ignes,296.
—» De la transformation des. ... et de kes principaux usages dans la théorie des surfaces courbes , 308 et suiv.
Coordonnées polaires dans l'espace , 3i9«
Cordes vibrantes (problême des), 794.
Cosécante (différentielle de la ) ^ 22.
Çosécante d'un arc de cercle : ses déver loppemens en produits indéfinis, 1093 .
Cosintss : développement du cosinus suivant tes puissances de l'arc, tntr. 33,' 3<^..— par les limites, Intr, 41.— Les cosinus placés à égales distances des extrêmes de la formule
cosn« + -cos.(n— 2)^etc.
« appartiennent à des arcs égaux //s/n^i; ^^^ ... développement du cosinus par l'arc, 103. — Ses développemens en
prodttîts indéfinis 9 1086, 1093« — * Celui de son logarUkme, 10S7. — Série qui exprime son logarithme suivant 4esf uissances du sinus , 89 1-^ Note*
Cosinus d'arcs imaginaires , 187. •— hyperboliques. Note^ 310.'
Cosinus hyperbolique : sa définition et son expression en logarithmes , 496.
Cotangtnu d'un arc de cercle : ses développetnens en produits indéfinis, 1 09 ^ .
Cùus : son théoiéme, 173. — U»age cle . ce théorème pour décompo^r les exponentielles en facteurs y 10^4.
Courba algébriques, i95* -— transcendantes , 195 - 170 , 177. — mécani^ ques, 195. Non. — Division des courbes en genres , 902.*— <- Construction par points , 205* Examen dii
cour» d'une courbe d'après son équation , ao2 , ao4 ^ 205 , 2c6 , 207 , ao8 , ao9 » a 10. -— Nombre des branches infinies des courbes y 106. —Leurs points singuliers ^ leurs points multi-
Ïles, leurs limites, leurs points d'in* exion , 208. — Leurs points de rebroussement , aoq. — - Noeuds , iUd, Feuilles» î^ii. -*L€^nrs points conju" . gués , ihU. Note. -— Leur centre ,217. »— Leur diamètre , âi8. — Leurs axes, ibld. -» Leurs points de serpentement , 226. -— La nature et le nombre de leurs points singuliers , S27 , a^^. — < Le nombre d'intersections de deux courbes , aaS. — ^Osculatjon des. braiiV ches d'une courbe ; leur ecnbrassement, a22 *— Détermination des circonstan* ces du cours des courbes par les séries , 230 — 237. — Préparation de leur équation pour faciliter leur construction par points , au moyen des artifices de l'analy&e indéterminée ,233. Note.
-—Elles ont pour asymptotes des courbes ,235. — Les ordres de courbes se divisent en genres par la considération des branches infinies , et en espèces par celle des points singuliers , 236. — - Nombre des branches infinies dont une .
courbe est susceptible , 337. — Leurs hc.nchei hyperboliques et paraboliques , a p. -^ Expression générale de leurs soutangentes ^ tangentes, sounormales et normales. Moyens de trouver ces expressions , lorsque les coordonnées font un angle quelconque, a^6. -^ Application du calcul diité-
rentiel à des exemples , entr'aufres à celui des n«». 204, 356, 257.— Courbe contenant les centres des cercles osculateurs d'une courBe donnée , 263, 364. — Leur description par le développement , 2^5 , aC8. — Courbes planes ont une infinité de développées, 351. — Les développées des couibes algébriques sont rectifiables , a68. — Expression de la différentielle de l'arc d'une courbe , 379. — de la différentielle de son aire , 280 ,.â8 1 . — Esprit de l'application des limites à la théorie des courbes , 284- —Courbes osculatrices déterminées par la considération des polygones touchans et des polygones touchés , 286. — Courbe»
envisagées comme des polygones, aSy — 393. — Trouver l'équation de celles qui en touchent une infinité d'autres d'une nature donnée, et assujetties à se succéder suivant une certaine loi ,. 990. — Courbe décrite par une courbe donnée roulant sur une autre ^ 391—393. —Une courbe quelconque étant donnée , on peut toujours en trouver une oui » roulant sur une autre courbe aussi donnée , engendre la première par un de ses points» 293.—^ Quadrature des couroes, 490—499.
»- Leur rectification, 500 — 514.
-r* Ayant un nombre donné d'espaces quarrables, 533* ■**- Engendrant des solides dont l'évaluation dépend du cercle, 534. «^Rectifiables, 5.35.
Trouver deux courbes algébriques,, telles que la somme de leurs arcs dépende d'une différentielle donnée, 5 36*. •—Détermination des courbes pour Lesquelles on a une équation homogène entre l'arc et les coordonnées rectan^ gles , 570. — Construction de la courbe dont la soutangente est une Fonction donnée de l'abscisse , G03.— 'Trouver une courbe dans laquelle la soutangente soit à l'ordonnée comme une ligne-constante est à la somme ou à la différence de l'ordonnée de cette courbe et de celle d'une outre tracée d'une manière quelconque , 604. — Trouver la courbe qui coupe toutes celles d'une espèce donnée sous un angle donné, 605.— Une courbe qui en touche une infinité d'autres , représente la solution particulière de l'équation différentielle du premier ordre qui appac-
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tient àcelle-cî, 608.— Trouver une courbe telle que toutes fes perpendiculaires abaissées d'iin point donné sûr ses tangentes soient égales enfr'elles , 608. —Uéterminatîon des courbas « dont le rayon de courbure est constant ou exprimé par une fonction de Tune des coordonnées- y 609 ,614. — JEquatlon d'une courbe au^ moyen de son arc et d e sa courbure , 66 1 . — Trouver celle dans laquelle la tangente prolongée de part et d'autre du^point de contact jusqu^à deux ordonnées correspondantes a des abscisses données , détermine sur ces ordonnées des parties dont lé' produit soit un maximum ou un minimum , 84a. — ^ Gburbe de la plus vite descente , 846. Nou, •*- Celle oui produit par sa révolution le solîae de la moindre résistance , 847. i^ou. — Détermination de celle dans laquelle l'espace compris entre la courbe , «a iléveloppée et deux de ses rayons de courbure , est un maximum ou un mr- * nimnm , 848. — Trouver celle le long de laquelle doit desceadreun corps soumis à l'action de la pesanteur , et éprouvant de la part du milieu dans lequel il se meut, une résistance proportionnelle à la puissance d n de la vitesse , pour acquérir le maximum de vitesse , S ^ 1 . Nou. •— Courbe élastique ; sa détermination ; elle engendre par sa-rotation un solide dont le volume est un maximum ou un minimum relatif, 853.
-» Courbe qui , sous un périmètre donné, renferme le plus grand espace, ibid. — Usage des couAes paraboli-
Sues pour rînterpolation des suites, 76 i 878 — ^Déterminer celles , qui par une double réflexion , renvoyent un rayon lumineux au point d'ob il est . parti ,1144 9- Nou. ^Trouver celles dans lesquelles la soutangente est dans un rapport constant avec la sousécante correspondante à une idifrérence donnée » 1145.
Courbes à double courbure: leur générationr, 318.-— par l'ensemble de leurs tanjgentes forment une surface déve*
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loppaUe, 346. —équation de leurs ' pio)«ttions , ibid. -* équation de leur tangente , 346 , 347, ~ leurs osculatîons , 347. — • leur contact avec des surfaces , leur plan osculateur , 348.
•-^ consïdéfiées comme des poly gon^, 349.— différentielle de leur arc , ibid. — -' leur plan normal, la surface des pians- normaux , 550. — la sphère osculatrice, 3îc>, 373.— l«urs dévefeppées , 35a. — les équations de ces. développées-, 356.— ont deux espèces d'inflexions , 3^7. — leur tec»
tiiicatlon , 531.
Courbes rectrfiables sur une sur&ce donnée sur la sphère, 537. —qui déteriminent sur une surface donnée des aires ou des volumes exprimables al* ' gébriquement — - sur la sphère » 5 38 , 539, 540, 541 ; — sur les surfaces coniques , J42. — ' recherche de celles
3UÎ sont semblables à quelques-unes e leurs développées, 060, 661. -rtrouver l'éanation générale de. celles dont toutes les tangentes font le même angle avec le plan des Jif , y, 80p. — qui résulte d'une ligne droite tracée sur un plan lorsqu'on a "roulé ce plan sur un cylindre quelco^nque , rbid. — trouver celle que produit une ligne droite tracée dans un {plan qui enveloppe une sui^fiice conique quelconque, 810, — trouver celles dont le rayon de cour* bure absolu est constant, 814.
Courbure d'une courbe , «a mesure , ses variations, avant et après une inflexion y cfû un rebronssement ^ 266.
Courbure des surfaces: sa mesure, 326.
Cramer: sa division ^s courbes de même ordre en genres et en espèces, 236;
Cubature des soKdes , 5 15.
Cy/zWre dû second ordre I 314;
Cyc/w^e,27i-a74.^— son équation déduite de celle des roulettes , 393.— accourcie. --- alongée , aost — sa qua« drature , 498. — sarectincation , 273 ,
" 5*3.— est elle-même sa développée > 273 , 660. — renferme entre sa développée et ses rayons de courbure un espace maximum ou minimum , 848*
DES MATIERES
îîï
!>•/< lEMSEnTtsA manière d'envisager le jcalcul difEirentiel par les limites^ n«. oa. -^ Renouvelle la ihéthode des limites, aSs. Ab/e. — Ses réflexions et son théorème sur les quantités imaginaires , i(Ja , 1 64. — Prend part à la contestation sur les logarithmes des nombres négatifs, 183. —Démontre qu'il faut prendre les coordonnées né-
§atives dans un sens opposé à celui es coordonnées positives , floa. -* Confirme l'existence des points de rebroussement delà seconde espèce, a66« —Sa méthode pour intégrer conjointement ^ plusieurs équations différentielles du premier degré, 6^6 et la note , 657..-^ Comme il intègre 1 équation du premier ordre et du premier degré à deux variables , 658. —' Sa dispute avec Euler sur la continuité des fonctions arbitraires des intégrales des équations différentielles partielles, 794. Sa manière de présenter les équations différentielles partielles, 854. Ab/e.— »
La méthode qu*il a donnée pour intégrer les équations différemielles du premier degré, s'applique aussi aux équations aux différences ,973.
Définitions : but des définitions , préém^^ buU du^ premier chapitre ^ Tome /•
Deaia : triangle analytique, 118.— • A.
démontré la règle de Descartes, 178.
•^ Conteste l'existence des rebroussemens de la seconde espèce « 266.
DeUmbre : ses formules d'interpolation Dour les logarithmes , pour les sinus , 085 , 880 , 891 — Donne une expression i\x^ logarithme du cosinus par les puissances du sinus ,891. Note»
DesçATtes : sa règle pour coniioitre les racines positives et les racines négatives d'une équation, 178.
Développante , a6j. — Recherche de la développante par la connoissance de sa développée, 293. .
Développée d'une courbe , a6j. —La développée de la cycloide est une autre cycloïde inverse de la première , 273, 660.— La développée de la spirale logarithmique est une spirale semblable, 178, 660 cciusidérée comme
l'intersection des normales consécutives , «89.
Développées : prpblême Inverse des développées , iQ 3. — Une courbe plane a une infinité de développées , 3 5 1« -^ Formation' des développées d'une courbe à double courbure, 35a.— Leurs équations , 356.^^ Leur analogie avec les solutions particulières , )o8.-~ développées successives d'une même courbe ; leurs équations ,
Développement : distinction établie entre le développement et la valeur d'une fonction , 3,4,^ d'une fonction de X -f- A ; pourquoi ce développement ne contient point de puissances négatives de A , 4, "-* de puisr sances fractionnaires, 13O. —dune fonction quelconque de deux quantités liées entr 'elles par une éonation , 1 10—116. — Recherche du développement de f ( jc + A ) f lorsqu'il doit y entrer les puissances fractionnaires de X: , 1 34. "— en séries des fonctions de deux variables, 144 , 146. » d'une fonction de deux Quantités déterminées par deux équations à trois variables , 146. — de f f * + ir ) ; explication par les couroes des circonstances oii ce développement contient des puissances fractionnaires , 352.
.— de f ( jb-f*^ ) f expression en lignes de ses diSérens termes , 258. Note.
des surfaces développables , 352.
Note. — de la fonction (i+otcos^)", 459-467. --général de l'accroissement de l'aire d'une courbe : ses termes représentés par la différence des aegmens des paraboles osculatnces , 490. Nou. — * de f (at -1- A), expression de la Ufflite d'une portion quelconque de ce développement, 1069 ,
Diamètres des courbes , 217 , s 1 8. ^-~ absolus , aïo. i^ plans, 311.
Plfirenees : leur mmation , 859 , 860 , 861. ^ Leur analogie a veê les puis-
^sances', 864-^69. £-. Leur développement par le théorème de Taylor , 863 , 865 , 871 , 87a* — des fonctions de plusieurs variables , 86f , 868 , 869. — > partielles : leur définition , 30. — Leur notation , 869 et la nou. — • expression des différen-
ces d^une fonction lorsque les diffièrences successives |des variables indépendantes ne sont pas constantes , ^70 - 872. ^— * des fonctions logarithmiques , 884, 885. des fonctions exponentielles , 886. — des fonctions circulaires , 887 - 8^0. — des loga-
• rithmès de ces fonctions , 891* -— expression eénérale de la différence d'un ordre quelconque d*un produit de deux (acteurs, 92g. -—expression par une intégrale définie des différences dex^, 1139. ... mêlées. — - successives, 1140*
Diffirendadon. Règles pour la difiérentiation des fonctions d'une seule variable, algébriques, 13 - 19. — transcendantes , flo- n}. — des fonctions de deux variables , 24 - a6.
Diffénnttanons : lorsqu*on dérange l'ordre des diffêrentiations indiquées et qu'elles restent les mêmes et en même nombre, le résultat ne change pas , 28. — des équations à deux variables, 40, 45, -— des fonctions transcendantes pat les limites, 93.
— règle de la oifférentiation sous le signe f,
DiffcnnttAÙo de eutva in curvam^ (ja; Nou,
Vlffcnmiaiîon : peut faciliter llntégration des é(^uations , 67a - ^ J.
DiffirenndUs ( définition des ) , 9*— formation des divers ordres de différentielles, 10» i— la différentielle secon-
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fond dans certain cas avec l'accroissement , 41. — partielles ( définition des ) , 3o. — des fonctions i plusieurs . variables , leur analogie avec les puissances des polynômes , 31 , 3^. .— détermination simultanée de toutes les difiérenttelles d'une fonction par le développement de cette fonction , 34 , 35 , 30. — de l'ordre n de la fonction ■■ > 36 » 987. — formules
générales des différentielles d'une équation à deux variables , 49»— expression générale de <f".y^,i07.^différentielles considérées dans les polygones d'un nombre infini de côtés^iSo.— logarithmiques» 10.— binômes , leur intégration , 380 «-303. — recherche des différentielles des fonctions qu'on ne sauroit exprimer autrement qu'en séries dont les termes ont une valeur déterminée , 953 - 9{9« •«< trinômes, leur intégration » 395 , 306. — interpolées , ou dans lesquelles l'exposant de U caractéristique d est un nomore fractionnaire , 1074. «— expression par une intégrale définie des aiffirencesde
Distance : expression de la distance de deux points donnés sur un plan , 197.
-—d'un point à l'origine des coordonnées dans l'espace , 30a. — de deux points dans l'espace^ ibid.
Diviseur: usage du diviseur commun dans l'élimination , 190, 191.
EtiMiffATià N des constantes , des fonctions irrationnelles et des fonctions transcendantes par la différentiation , 50 , 53.— -des variables , entre les équations différentielles « 72 1 78 , 651 , et la Note. .— entre les équations aux différences, 994. — des inconnues dans les équations algébriques, 1B9- 191. — successive, ses incon-.
véniens , 19s. — répond à la recherche des intersections des courbes , as8.
•— des inconnues des équations algébriques par le moyen des polynômes multiplicateurs • 966 - 969. — esprit et propriété de l'élimination , 2103 , tfote» — - des fonctions arbitraires entre
lès équations différentielles partielles ;
83» 334. 335» 336, 337» 3*»» 3*5- •—cas oii les fonctions ne peuvent
s'éliminer séparément ,760. — détermination du nombre de différentiar tions nécessaires pour Êùre disparoître un nombre donné de ces fonctions « 761 , 76a. — Manière d'effectuer ces difiérentiations , 763. • Ellipse : son équation déduite de celle du second degré à deux indéterminés, 1213. — détermination de l'ellipse osculatrice d'une courbe , a6^. — son aire , comparée à celle du cercle , 49f • . *- sa rectification , série c{ut exprime le quart de l'ellipse , 503, .— transformations
mations de rexprèssion delà difierentiell€ de son arc, 505 , 509.— -liaison des arcs d'nne suite d'ellipses dont les cxcentrickès YOnt en croissant ou en décroissant, 506, 5P7, 508. — dans - 'Cette courbe la tangente d*un point quelconque coupe sur les perpendiculaires élevées aux extrémités du premier axe des parties ^ dont le produit est un maximum ou un minimum, S4I»
Ellipsoïdis de tévolution •, 316. — leur solidité, leur aire, 517. —allongé, ibid. L'ellipsoïde applati est celuî qui résulte de la rotation de l*ellipse autour de son petit axe, -^Equation de la surface qui coupe sous un angle droit <0us ceux de ces solides qui ont un /même centre et iei>rs axes dans la même direction » 79 1 •
*Émhrdssemtnt àts branches d*une courbe, aai.
JEpicycloide ,292.
Equations : les équations de degré îm-
Ï>air ont toujours une racine réelle ; es équations de degré pair lorsque leur diernier terme est négatif , ont au moins deux racines, réellesj introd. 10. ^"-identiques ( définition et usige des ), Introd, 15, Note. — parcourantes , Introd, 21. -^ ( diflérentiattons des ) 40. — manière d'avoir les valeurs des coeffictens différentiels dans les équa- < .-tions, 45 et suiv.— On jpcut, dans une ^uation à deox variables , prendre .celle qu'on voudra pour fonction de Tautre , 5,5 et suiv. -^ Différentiation des équations , dont le nombre est moindre d^une*^ unité que celui des variables qiK'elles contiennent, 68»
.fT- Manière de reconnc^tre les p/lns grands termes d'une équation ^ deux jrariables , .119. «-«Expression de ^ •omme des puissances semblables des racines d'une équation , 158, 161. — formation d'une équation d'après les relations que ses racines doivent avoir avec celles d'une équation donnée ^ ^6o«^4^es équations algébriques peuvent toujours se décomposer en facteurs réels du second degré « 1 6â , 1 63. ,•— à deux termes , expression de leurs racines et leur décomposition en fs^c teurs du second degré au moyen des sinus et des cosinus , 167- 171. ^^ ;S)écomposition de l'équation
en facteurs, du second degré , 17a* — - Résolution dès équations du troisième degré dans le cas irréductible par lemoyert des sinus et des cosinus»
175, —Formule des racines des équations oui se rapportent à la division de l'arc 4e cercle, 17^. «^ Caractères pour reconnoitre si une équation proposée a des racines imaginaires, 177.
*- au quatre des différences , îhtd.
— ses propriétés, 178, 179, i8a ■*- Règle de Dticartts , pour reconjioitre Te nombre des racines positives et des racines nés^^tives d'une équation 178, 181. -^ Règle pour en trouver les racines égales, 180. — équation finale résultante de l'élimination de plusieurs inconnues dans les équations algébriques , degré auquel die peut monter , 191 , 969. — réciproques ; 4transformation qui les abaisse, 404* iVoft.— Usage du Calcul différentiel, pour résoudre les équations par appro* ximation , 193 , 194. —* équations quJL représentent en même tems plusieur»^^ cpuii>es , 107,— qui sont la somme de plusieurs quarrés, 209 , iVb/Cr-*généraile des lignes du second ordre. Simplification de cette éouation par la transformation des cooraonnées , 2 1 f« 3.1 5* — * de l'ellipse, du cercle, de l'hyperbole , !^X3. -» de la parabole , ^14. — de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes, 115. —générale des lignes du troisième ordre, fii6. -^i Principes de leur construction par l'in* tersQction des lignes , aa8. — « des divers genres d'équations par lesquelles une même coucpe peut être représen* «ée, a3a^ — • de la cycloïde, 271.
■^ des spiiales , 275 , 278. — ^ du plan et de la ligne droite dans l'espace , 494-397. — de la fphère» toi.
•—générale des surfaces du secona de-
5 ré » 307. — des surfaces du second egré , transformées, 311 . — Caractère auquel on rec^nnoit celles des surfaces coniques , celles dés surfaces cylindriques, 314. -'— générale des surfaces coniques, 334. *^ générale des surfa»
ces cylindriques ,335. — générale des surfaces de révolution, 336. « des surfaces engendrées par le mouvehient d^une sphère dont le centre reste dans le plan des x et y, 3 37,— ^générales des surfaces développables , 341. <-— de U
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surface engendrée par le mouvement d'une droite qui en touche connamment trois autres, 344. — des sttrfaces engendrées par le mouvement d'une ligne droite qui passe par l'axe des {; et qui est parallèle au plan des xtty^ 344.
— du plan osculateur , 548. — ' de la développée des courbes à doubles courbuies, 356. — des surfaces gauches, 445. — équations de condition qui doivent avoir lieu dans touledifférentielle exacte , 84- 90* — - de condition déduites de ia considération dçs surfaces ,320. — de condition pour les différentielles à deux variables ^ déduite de rintégratioD , 5 $ 2e — de condition pour l'intégrabilité des équations différentielles du second ord;e à deux variables , déduite de l'iatégrûtîon , 629. *—? de condition relative à l'intégrabilité des fonctions aux différences , 10S18. -— leur analogie avec celles qui déterminent le^maxlma et mîmma des intégrales aux différences, 1039. — primitives , leur définition , 45. — différentielles,, leur définition, ibid, — une équation différentielle répond à une infinité d'équations primitives, et une équation primitive répond aussi à une infinité d'équatiqns différentielles^ 54,-r-une équation différentielle , dans laquelle il ne paroît que deux variables et oîi l'on n'a supposé aucune différentiel^ constante ; peut toujours être regardée comme dérivant de deux équations primitives à trois variables , 7?. — Une équation différentielle peut représenter une infinité de .courbes différentes, 280. -* Préparer «ne équation différentielle entre x et j^ , de manière qu'on y puisse regarder x comme fonction de y , ou y comme fonction de*, 59 , 63 •—Conditions auxquelles doit satisfaire toute équation différentielle à deux variables , dans laquelle on n'a supposé aucune différentielle constante , 6a, 64. Aucune équation homogène , par .rapport aux différentielles , ne peut erre regardée comme absurde , 75, — Transformation des équation^ différentielles, dans lesquelles plusieurs variables sont fonctîçns d'une seule, en d'autres ordonnées par rapport à une nouvelle variable indépendante , 73 , 76 , 77. — à trois yariablcs , 79, — à un nombre qucl-
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conque de variables, 81. -« Lear formation par les limites , 9^5. »- du premier ordre séparées , 544. -^homogènes , ou susceptibles de le deve-^ nir, 545, 546, 548. — du premier degré e^du premier .ordre, séparation des variables dans les équations , 547^. •— du premier ordre întégrables im-
médi^ement, «52, 553.— ^ du pre^ mier degré fit ou premier ordre leur facteur, 556. — homogènes du premier ordre leurs facteurs ,558.
Equations différentielles analogues întégrables par un fiicteur donné, 560.
— du premier ordre, détermination de réauatien quand le facteur est donné, 5c 1 - Ç65. — leur intégration par la méthode des coefficiens indétermiiiés, en employant des facteyrs de^ forme donnée , 566.— du premier or-* dre dans lesquelles les différentielles paient le premier degré, 567-575.
— du premier ordre qui s'intègrent après leur différentîation , 573. — ^ leur solution particulière, 578. —formule générale des équations qui s'intègrent par une nouvelle différentiation; 972, 675.—du premier ordre, leur intégration par approximation , 594 , 601 .—du premier-ordre y \ cnr intégratiop par les séries à coefRcîensin* déterminés, 594.^— par le théorème de Taylor, 595, 597.— du premier ordre à deux variables , construction qui prouve qu'elles sont toujcnrs^'possibles, 596.— du premier ordre , leur intégration par les fractions continues , 598- 6ci. -^ du premier ordre , leur construction géométrique , 602-604.— du
f>remier ordre , leur construction par estractores, 604.
Equations à trois terme» , et équation de Riccaù , séparation des Variables dans' ces équations , 544^ 5.50.
Equation de Riccati , son intégrale complète, obtenue . lorsqu'on en connoît une intégrale particulière , 584. — tn— ' tégr^c par les fractions continues, 601 •• —équations à quatre termes ( exemples des )- , séparation des variables dansces équations, 550.
Equations différentielles du second or-dre qui ne renferment que des coefSciens différentiels , leur intégration ^ 609. — - du second ordre , intégration de celles où il n'entre que le coefficient
tJîffércnt'iel de cet ordre et une des vatiables , 609, 61 1. — à deux variables , leurs intégrales successives ; nombre de ces intégrales, 610.— du Second ordre, dans lesquelles on transforme les di£ërentielles prises pour constantes, 612. — du second ordre , intégration de celles où il n'entre que les deux coefficiens différentiels et une des variables, 613 , 614. — du premier degré et du second ordre, son intégration par les transformations , 615-613. — du second ordre , leur intégration par des transformations, 609-618.
Eqti'^tîons différentielles du second ordre homogines entre les variables eç leurs • différentielles considérées, comme de nouvelles variables ; d'ob dépend leur intégration , 624 - 628. — du second ordreintégrable immédiatement, 639.
^ du second ordre , leur intégration au moyen du facteur, 630-636. -;— du premier degré et du setond ordre ; le facteur qui les r«nd intégrables peut ne dépendre que d'une seule variable et d'une équation du premier ordre , 633. — du second ordre qui deviennent intégrables par le moyen d'wn facteur donné, 634-636.— du second ordve , leur intégration par approximation, 637-645. — du second ordre,.leur intégration par des séries à coefficiens indetergiinés, 6i7,64Q'645.
•-r-Ieur intégration par la série de Taylor^ 63$. — du second ordre et des ordres supérieurs , leur construction par les paraboles osculatrices j 63 9. •— par les polygones, par les cercles osculateurs pour le second ordre. î^ott, — des ordres supérieurs, 646-661.
*— Intégration de celles qui ne contiennent qu'Hun coefficient différentiel et l'une des variables , ou deux coefficiens différentiels consécutifs, 646.
--- à deux variables du second ordre et des ordres supérieurs , leur transformation en équations différentielles partielles du premier ordre ; ( observ, sur le n**. 727 , à la fin du a« volume ). *— du premier degré à deux variables , leur Théorie générale d'après , X* 'gf'ange , 647-65 1. — • du premier degré à coefficiens constans , leur intégration générale, 648. — lorsqu'elles ,pnt un dernier terme foiçiction de x^
649 , 650. — du premier degré à coefficiens variables et d'un ordre indéfini , susceptible d'intégration générale , 6^ I. — du premier degré à trois variables y l'intégration simultanée de deux de cfss équations par des facteurs , 659.— du premier degré en nombre m et renfermant m-|-i variables , de leur intégration simultanée, 653-659. — d'une courbe exprimée au moyan de C[uantité sinhérentes à 13 courbe , 66 1. —du premier degré, leur intégration approchée par la méthode des substî»
tutions successives , 66a - 666. — du premier degré , manière de faire disparoi tre les arcs de cercle introduits dans leurs intégrales , 664, 665 , 666, r— du premier degré ^ leur intégration approchée par la variation des cons- « tantes arbitraires , 666, Note. — leurs solutions particulières, 667-671, -— à deux variables, leur résolution par les intégrales définies ,' 1 1 2 :>- 11 28.
— leur résolution par les intégrales fcr-'^vdu et fu'vdUf 1.134. — totales à trois vaiiibles du premier ordre , condition qui doit avoir lieu pour
3u'une des "variables soit fonction des eux autres, 701.— -dites absurdes ont une signification réelle ^/^/</. — à trois variables homogènes , leur intégration, 707, 708. — totales à trois variables du premier ordre, leur intégration, 699, 701, 702, 703. et l'addition placée à la fin du volume,704-7Q9^
— à trois variables oîi les différentielles passent au premier degré , condition de leur intégrabîlité , 709.— totales à quatre variables, leur intégration, 711, 712. — à trois variables, leur transformation par les coefficiens différentiels , leur décomposition en équations différentielles partielles ^ et leur intégration par ce moyen , 7 1.3-
— du premier ordre simultanées à plusieurs variables, leur transformation en équations différentielles partielles ; 727 , et l'observation sur ce numéro à la fin du second volume, -r- totales à trois variables du second ordre , nombre de constantes qu'on peut raire disparoitre , en passant par cet ordre lorsqu'on ne fait point va^ rier dx et dy , 710-713. — totales à trois variables du second ordre, condition de leur intégrabilité lorsqu'og
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n*y regirde qu*iM^e différentielle du premier ordre comme constante, iiid, — totales à trois Tarîables d'un ordre quelconque , recherche de^ conditions
. qui doivent avoir lieu pour qu'elles puissent s'intégrer une ou plusieurs fois de suite, 714, 715. — du premier ordre à m variables » et nombre des conditions nécessaires pour qu'on puisse y regarder une v^iable comme fonction de toutes les autres, ou qu'elle ait pour intégrale une seule équation primitive, 7 16.
Equations diâërentielles partielles du premier ordre , leur intégration , 71^- '742 • — partielles du premier ordre a trois variables , dans lesquelles les coefficiens difiérentiels ne mon* tent qu'au premier degré , leur intégration. , 717 ' 7^4' ■— partielles à trois variables du premier ordre ,- leur intégrale générale déduite de l'intégrale complette renfermant deux constantes arbitraires, 719, 731, 731..
•—partielles du premier degré du premier ordre à trois variables^ transfor* mation qui les ramène à des équations différentielles à deux variables par rapport à la quantité qui doit entrer sous la fonction arbitraire , 788. Ab/e.
— partielles du premier ordre , leur correspondance avec des équations différentielles à trois variables qui ne satisfont pas aux conditions d'intégrabitité, 8o6» -^ partielles du premier ordre à quatre et à cinq variables et
' dans lesquelles les coefficiens différentiels ne passent pas le premier degré ,. leur întéjtration , 725 , 726., 708,
— partielles du premier ordre à quatre variables , conditions de l^mtégration simultanée de deux équations de ce genre, 7^9. — partielles du premier ordre à trois variables qui passent le premier degré par rapport aux coeffi^ ciens différentiels , leur Intégration « 7 }0-74O- — partielles du premier or-
^ dre à trois variables qui passent le pre«
" mier degré par rapport aux coefficiens
différentiels 9 moyen de les intégrer
en les décomposant en deux autres ,
740 et la Ao/r.— partielles du premier ordre à quatre variables qui passent le premier degré par. rapport aux coefficiens différentiels , leur intégration ,
741 y 74a. ««^ partielles des ordres su-
périeurs qui s'abaissent c vse remâietit immédiatement à des équations différentielles , 743 > 744. — * partielles du second ordre à tro'is variables et du premier degré par rapport aux coefficiens diffêrentiels de cet ordre , leur intégration ramenée à celles de deux éauations différentielles du premier ordre ,. 745 - 75 1 •>— -partielles du premier degré et du second ordre, leur intégration lorsqu'elles peuvent avoir une intégrale du premier ordre , 75.0 , 75.1s» — pattiellea du troisième ordK ou de l'ordre n et du premier degré par rapport aux coefficiens diff&entiels de cet ordre , teur intégration ramenée à* celle de deux équations différentiellesdu premier ordre, 752-756. — partielles du troisième ordre ou de l'ordre n , ne contenant que les coefficiens différentiels de cet ordre au premier degré» et multiplier par des constantes, leur intégration, 7J3-7ÎÎ»"— ' partielles du second ordre a quatre variables et du premier degré par rap»
port aux coemciens différentiels ae l'ordre, leur intégration ramenée àcelle de trois équations différentielles du premier ordre, 757, 758. — partielles à trois variai>les qui noat point d'intégrale de l'ordre imniédiatement inférieur, 759, 760,—- partielles à trois variables, dans l'intégrale de laquelle on ne peut faire disparôitre qu'en même temps les deux fonctions arbitraires , 760.— partielle»
du second ordre à trois varîable^^ examen de l'étendue de leurs intégrales , 761 , 764, 765.— partielles, théorie générale de leur formation >' 764, 765.— partielles, leurs solutions particulières , 766 , 767» — partielles da second ordre à trois variables., leur intégration par les sériestentée par EuUr^ 768. •*« partiellei du second ordre du premier degré et à trois variables , leur intégration par les-
séries , 7^9-774 ; 777 > 778. ~ partielles du second ordre et du premier degré à trois variables ^ méthode que Emer en^loie pour en trouver une infinité qui soient intégrables , 769. Note^ — partielles du second ordre du premier degré et à trois variables *, leur transformation par rapport aux quantités qui entrent dans tes fonctions ar-
DES MA
bltralres , 769-771 • -^ partielle», dfx premier degré, 4u second ordre ctt à trois variables , qqi n'admettent point d'intégrale générale en urmesfinis^yji .
( F. les corrections à ta fin du troisième volume). — partielles du premier degré, du second ordre Jt à trois variables , digression sur la forme de leurs intégrales , 775 , 776 , et l'addition à ce dernier n<>. dans le troi^ièm^ vçbme, «— partielles du premier de.gré » leur intégration par la méthode des coefficiens indéterminés « 7P0. — partielles du premier degré à coefficiens variables généralement intégrables, 791.
Equations différentielles pa^ielles à trois variables , ne contenant que les coefficiens différentiels de cet ordre mult»plies par des fonctions de ceujf du premier I ou une fonction quelconque de ceux du second ordre; transformations qui conduisent à les intégrer, 781-7B4, 786. ■"- partielles du. second ordre à trois variables , qui passent le premier degré par rapport aux coefficiens de cet ordre ; remaroue sur leur intégration^, 785.— •partielles à trois rariables , leur résolution par les intégrales définies , 1120-1132.-— partielles à Quatre variables , leur résolution par les intégrales défiiàes » 1 13 V
^ — -. partielles à quatre variables qui se rapportent au mpuveroent des fluides , leur intésratioiipartesséries, ih, Nof9.
— partielles à quatre variables , qui se rapportent à la propagation du son» th. Non, -^ partielles du premier ordre , leur construction géométrique par les surfaces courbes , 7S7.— Construction géométrique des intégrales de quelques-unes de ces équations, 789-793.
— partielles du premier dezré, du second ordre et à trois variables j détermination des fonctfbns arbitraires qui entrent dans leur intégrale ^ 797. -^ partielles 9 manière dont Dalembert écrivoit ces éqmtions , 854. N^tt*
Equations différentielles à trois variables qui ne satisfont pas aux conditions d'in- ~ tégrabilité , leur intégration ,798-814.
—du premier ordre, dans lesquelles les différentielles ne passent pas le premier
- degré y 798-801.— trouver parmi le nombre infini ^d'équations primitives qui répondent à une de ces équations , celles qui sont algébriques , 8co« <—
où 1q( differeo^eiles passent le premier degré ,, lejujE istégration, 8021-825. ««« du premier ordre ^ leurs intégrales déduites de la variation des constantes ar- . bitraires et leure solutions particulières, 804 > 805. -^ du premier ordre correspondent à des équations différeqtieUes partiellesdu u-ensier ordre, 8o6« -«du premier ordre, leur construction par les courbes à double cour« bure,. 807 - 81 1«*-" leur correspondance s^vecles éqi^itions différentielles tot^ales.^ prouvée par la considération des caractéristiques et des arrêtes de rebroussement des siurfaces ,811.
Eqtiattons du second ordre , remarque sur leurs intégrales, 8ti - 814. — - du second ordre répondent à des questions géométriques , 8,h..
Equanç/is 9UX différences à deux varia-* blés , 4e quelle manière elles font connoître la fonction cherchée; combien la série qu'on en déduit doit renfermer de termes arbitraires , 970. — Cas oir on peut les t;ransformer en équations différentielles d'un nombre fini de termes*, dles peuvent toujours être transformées en une équation d'un nombre infini de termes, 971-999. -^ aux difiiirencefi du premier degré à deux variables et à coefficiens constans, 974 > 97Ï* '^ levr intégration par lea fonctions génératriees , 1039, 104a, périodiques aux différences , leur intégration. Equations aux différences qui Sie remènenr au premier degré par le moyen dîes lo»rithmes , 984. -^ aux différences, leur intégration par le» coefficiens indétermines » 985. — aux différences, leur intégration^lors-
2ue les différences de la variable inéfsendante ne sont pas constantes,988.
-^ intégration d'une équation de ce.^ ^enre par les séries. Natc, -^ application aux équations aux ordres supérieurs, 989. — • aux différences , de l'éliminatioa ontreun nombre m de ces éqnati^^ns contenant m-(-i variables , 994« — rentrantes aux différences, 995. — aux différences, intégration simultanée de plusieurs équations aux diffirences, 096. —-aux différences, nature des arbitraires qui entrent dans leurs intégres , 998 - 1000. — détermination de ces arbitraires , lOoi • — leur construction j ioo2-ico4. — «
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aux difFérences , détermination des diverses espèces d'intégrales dont une même équation est susceptible, 1005 - 1039. — aux différences , leur résolution par les intégrales Jc'^^vJu et fu'vdu ,11 34. — du premier degré aux diiférënces partielles à trois variables et à coefHciens constans , leur intégration , 1011 - 1019. — celles à quatre variable^, 1020. •— auxdiiFérences partielles du premier degré à trois variables et à coefEciens variables, leur intégration, 1021-1015.
— du même genre dont l'ordre dépend d'une des variables, 1026, 2027.
Equations aux différences partielles à trois variables, et à coefllciens constans , leur intégration par les fonctions génératrices, 1051 - 105 y* — aux différences mêlées , ou contenant à la fois des différences et des coefficiens différentiels, 903. — aux différences mêlées aux différences successives , leur formation , 1 140-1 1 42.— leur application à la Géomécr'if , 1143-1145.—leur usage dans l'analyse , 1 1 46, — linéaires. ( Voyt3i équatio.is du premier
degré. ) £ jf oii de Géométrie sur les plans et les . ' surfaces courbes , préambule du
Chap. V, T. I.
EuUr: les développemens qu'il donne
d'un arc par les sinus de ses multiples , . Introd, 44. — par des produits indé-
définis de cosinus , de sécantes . Introd.
Ses idées sur la dérivation
des opérations algébriques les unes des
autres, S. Nou, le développement de
^ — ■ ■■■ T 36.*— démontre le théo-
rême de IJewton sur les racines des . équations , 1 62 .—fait connoître la nature des logarithmes des nombres négatifs, 183. — sa méthode d'élimination ,. 1x^2. •— * sa division des courbes ^e même ordre en genres et en espèces, 236. -<- donne ?explication d'une difficulté que présente l'évaluation du nombre des points qui déterminent une courbe d'un ordre quelconque , aao. Np'te. — confirme l'existence des points de rebrousse ment de la seconde espèce , 266. —ses travaux sur les surfaces courbes , préambule du Chap.V^ T.I. — ses recherches surl'intégration
des différentielles dans lesquelles -entre un radical du second degré contenant les quatre premières puissances de la variable, 399. — sur le dévelbppe*** ment de la fonction (x-^mcos îy, 465. — donne une méthode générale pour obtenir les intégrales par approximation , 470. — .• transforme le premier les intégrales doubles, 530. — s'occupe de^la recherche des courbes quarrables , etc.
53a. — résout le problème des deux courbes conjointement rectifîaMes , 5 36.— résout le problême de la courbe rectifiable sur une surface donnée, 537. — sa méthode pour inîégrer les équations différjntiellcs du premier ordre en les multipliant par un facteur, j 52 - 560. — renverse le problème de la détermination des fiicteurs«56i-565.
-^ remarque que le facteur d'une équation différentielle du premier ordre , étant égalé à zéro, en donne une intégrale ou une solution particulière, 589.
— sa solution du problème des trajectoires , 605. — résout le problême de la détermination des courbes qui sont semblables à leurs développées ^ 660.
•— perfectionne la méthode que La.granit avoit donnée pour parvenir à une équation primitive entre les variables des transcendantes elliptiques, 679.
— exemple des artifices qu'il eniplole pour intégrer les éqtkations difiérentielles à trois variables , 706. — idée de la méthode qu'il emploie pour întézrer les équations différendenes partielles du premier ordre à trois variables , 740. Nott. — satisfait à des équations différentielles partielles du second ordre à trois variables paj* des équations primitives , sans pouvoir obtenir leur intégrale première ,759.
i-- tente Tintégratioa des équations différentielles partielles par les séries ,
768. T- méthode qu'il emploie pour obtenir des équations différentielles partielles du second ordre intégrables ,
769. Note, — propose la question des surfaces équivalentes , 792. *^ donne une construction de celles qui répondent au plan , 703 . — sa dispute avec DaUmbert , sur la continuité des fonctions arbitraires des intégrales des équations différentielles partielles,79^. *-«- s'occupe du problême dei isopéri-
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inétres qui ^ conduit à la méthode des ▼ariatîons, 838. Nort, — sa notation dans les équations différentielles partielles a pjévalu,8î4. iVo/e.— inutilité des parenthèses qu'il emploie dans la notation des coefHciens différentiels.
Comparaison de cette notation avec celles dç Warirg et de Lagrange , 862.
JVb^. -* fait dépendre les intégrales aux différences des intégrales aux différentielles et des coeflkiens différentiels , 913. ^-« sa méthode pour détèr- <niner les eoefficiens numériques du développement de 2afy, 022.—extrait de ce qu'il a donné dans son Calcul différentiel sur l'intégration approchée des fonctions aux différences , S/ûô , <;27. — formule qu'il a donnée pour la sommation des suites d'ans son Calcul différentiel , 932- 937. -<• ses recherches sur les produits de grands nombres , 947. -— discussion entre lui et Daniel BernouUi, sur les limites des séries de sinus et de cosinus , 951. —applique la sommation des suites à leur interpolation. Ce qu'il entend par funcdonts intxpUcahîUs ^ ^^j. ..«. remarque la forme des arbitraires qui doivent entrer dans les intégrales aes équations aur différences , 999. — donne le terme général du développe* ment de la fraction rationnelle dont le dénominateur e&t. du second degré et n'a que dés facteurs imaginaires , 1044. — trouve les limites de quelques séries divergentes , 1048. — donne on cas particulier du développement /"•j'r*^*"*» loço. — détermine par le Calcul différentiel et le Calcul intégral la somme d'un grand nombre de suites , loyS, — séries qu'il désigne »ou^ le nom d' hyper géométriûtus , 1 06a . — emploie une intégrale oéfinie pour obtenir la limite de la série divergente
1 — 1.1+1.2.3 — etc.
1065. — se sert aussi des fractions continues. Note. -— donne la sommation d'un genre de suites formées par la multiplication des termes corres- ' pondans de deux autres , 1068. — ses travaux sur l'interpolation, 1071, —
considère les différentielles dont l'ordre est désigné par un exposant frac-^ tionnaire j- 1074. -— ses travaux sur la détermination des valeurs et des inté« grales définies, 1076. —* décompose les exponentielles en facteurs » 1094.
•*^ transforme en série le produit d'un nombre de facteurs , soit nni , soit indéfini , 1097. — ses recherches sur les diverses manières dont on peut former un nombre par l'addition de plusieurs autres , 1098. -^ Mémoire inédit sur les intégrales définies, ii07« — son
opinion sur la transcendante, y -p^ ,
ïii9« — applique les intégrales définies à la résolution des équation^ différentielles à deux variables, iiao;
— cherche à déterminer les intégrales définies qui répondent à une équation différentielle donnée, iiâ^'. *-a ré^ solu des problêmes de Géométrie rebtifs aux équations aux différences mêlées, 1143 , 1144.
exponentielles: leur oriç;ine et leur dé^ velopperment , Introd, 21, 25. — kur développement par les limites, Int.'^2,
— expressions des sinus et des cosinus par les exponentielles imaginaires , Introd. 37. —leur diffèrentiation ^ 21* -^par les limites » 93. — * imaginaires , 184 j Ï85 , 186. — ont la propriété de satisfaire aux équations du premier degré à coefHciens constans de quelque ordre qu'elles soient ,6i8 , 648.— leurs expressions en produits indéfinis,! 088 • — 'leur usage sous cette forme pour ' sommer les séries des puissances négatives , 1089-^1 092. -*- recherche de ces dernières expressions par un procédé purement algébrique , 1094- 1096.
Expressions qui deviennent ~ dans cer**-
taînscas, 13^139, 141-143* »47* — n de celles dont le numérateur et le dénominateur deviennent infinis en même temps , ou qui sont la d: fférence de deux quantités infinies , 140.— -qui sont réellement indéterminées lorsqu'elles deviennent — , 60, 143, 147.
TABLE
. compesé d'un «nombre quelconque de fucteurs y 16. -^ Tordre ;des ooeuri d'un produit pent être changé , et le <pradiiit dettieure leiaéine, 38. Note* «^ doivent être ceux qui multîpUent les fonctions différentielles pour fortner des équatioâs -qui ayent Heu en même temps, 54. «^propre» à rendre rationnelle une expression irration^
' ncïle^ 3*83%
Facteur propre à rendre intégrable une équation différentielle du premier or- ^re y lU'i^'i' — détermination du fac« teur quand on a Téquation intégrale j c ^ 5. — pour les équations du premier ordre , lorsqu'il ne doit renfermer
Ju'une des variables, 55S. r-^d*une ^ quation du premier ordre ; composée âe deux parties qui ont chacune un commun diviseur^ J57. •— des équ9^ tions différentielles komogines du pre* mîer ordre et descelle du premitr degré, 558-560.^-des équations du premier ordre»moyen proposé par M* Ttanhhy^ pour \tt déduire des intégrales et des solutions^ particulières., 509*^93. — * propre à rendre intégrable une équaj^n différentielle du second ordre ,fa recherche en g&néral, 630.-r*lor»« qu'il ne doit pas contenir le coeffi- • cîent différentiel du premier ordre , 9) t. «-7 Kcherche de ceuk oui rendent intégrables simultanément aeux équations d'un ordre quelconque à trois rariables, 659. ^ détermination du fticteur propre à rendre intégrable une équation diflSrentielle du premier ordre à trois varid^bles.-*^ équations <{ui doivent avoir lieu lorsqu il existe uif t^l facteur, 6oi. -^ propre à rendre intégrable une équation différentielle à 4 ou 9l m variables , conditions qui doivent avoir lieu pour que ce facteur existe , ^ 1 1 , 7 1 îi. — propre à rendre întçgrablas les équations diffb'entielies a deux et à Irais variables ; cercle vicieux] que présente sa détermination y 7%ç. — recherche du facteur qui rend intégrable l'équation du premier degré d'un ordre quelconque aux difféxeqces, 997, -r recherche de ceu^qni
rendent intégrables les éqt^ttônt aux différences , Formations des équations dont ils dépendent , 1 09 8.
Facultés numériques , ce que c*est^ 11 08.
'Famille des surfaces courbes » J 34 ^ 336.
Fath de BuilUer « ses queràles avec LéibnitZx 10 44.
Feuilles d'une courbe , 2109.
Fluxions ( méthode des )', vaye^ la Prj|* face.
Fofieenex { M. Davtet de ) s'occupe de Téauation ç (jc)»=^ (a*) + a^ 988. Nou,
Foncdow , leur définition , Introi, i.
— explîciee# ou implicites , Introii. %. •— algébriques , ou transcendantes , .
Inmd. 3, ioterscendantes . $72.—^ distinction entre leur développement et leur valeur , Inirod. 4. — • dans une fonetion ordonnée par rapport aux puissances de jr^ on peut toujouri prendre x assez grand > pour que le terme affecté de Ta plus haute puis* unce soit supérieur à la somme de tous les autres , /nm^if. ^8.—- susceptibles ^e limites^ Intfod. 11,1», \y^ «— algébtiques, l^u: développement^ Introd^ 15.
Foncûons ^transcendantes ; d^^eloppe-* ment des fonctions transcendantes^' Imroi. 91. -^ thangemeas d'une fonction de X , lonque x devient ic.-f-A:, I. —Recherche du développement général d\ioe fonction de * + *^» 5> ^t 7. —autre manière d'arriver au développemen de f (x+^)s suivant les puissances ascendantes de n^ 109. — Moyen d'obtenir les foncions dérivées de la fonction primitive , ^^ •— deux fonctions égales ont leur^ différentielles éeales ,15.*— diffben* tiatiofi du promiit de deux fonctions ^ .^.*r- développement des fonctions de pittsieun variables suivant les puissant ces des accroisseraens de ces variables , «î , a6, sa, 33% 37, 59. —déduire le développement de iiC«+i& » y+i^} »
^e celui despuissances du binôme, 32.
•r*- dlfiérentiation des fonctions ren« « fermant un nombre quelconque de variables, 37» T- développement des fonctions en séries > 98-1 06. rr étant
DES MAT
donnée k fonction f(*, y) =o, développer en série ordonnée suivant les puissances de x ^ la fonction quelconque F(*,y^, I lO. — sur ce que devient le développement de i(x+ky dans certains cas particuliers , 1 28.— toutes les fonctions qui renferment des quantités telles que a+bV^^ , peuvent se
ramener à la forme A^Bv — 1 ,164.
>— intégration des fonctions d'une seule variable ,358. — recherche des fonctions qui rendent algébriques des intégrales données, 531-543. — intégration des fonctions de plusieurs varia- .blcs ; classification des diverses espèces d'équations différentielles qui peuvent en résulter, 698.— récapitulation de celles que l'on peut intégrer aux différences , 5 1 1* — que Ton ne peut exprimer! ainsi que leurs différentielles, que par des suites infinies , 95 3 .-«arbitraires, leur élimination, 83 j y^P* 763.— arbitraires , leur détermination , 334, 341, 344.«*-arbitraires des intégrales des équations différentielles partielles, peuvent être dbcontinues ,794* ...arbitraires des intégrales des éaua- -tions différentielles partielles,leur détermination analytique,796.—ir{>itraires, leur détermination par des conditions relatives aux différences^ 990-963.— arbîraires, leur détermination quand elles entrent d'une manière transcendante dans'les équations primitives , 993.-<-arbitraires , la nature de celles qui entrent dans les équations aux diffé- .fences, 998-1000.— leur détermination, I CD I.— leur construction, 1 0O2- 1004.— -circalàires, leurs développejncns , //!/. 33, 4 1.— par le Calcul différentiel, 99 , Î051-1105,— par leQilicul intégral , 408 , 410 , 41a , 50a.— leurjdiTCrentiation , 2a,aV, 93.— leur intégration , 439-469. — leur Jnterpo' lation , 887.— 'fonctions circulaires et exponentielles , renfermant des quantités imaginaires , 184 et suiv. — - différentielles , toute fonction différentielle est nécessairement homogène par rapj>ort aux différentielles , 65.— -aifférentielles , conditions auxquelles doit satisfaire une équation différentielle, pour avoir une signification réelle, 65 , (W.— • différentielles, tfansform^Ltioa oes loncjipptndiu. V^
tions différentielles, lorsqu'on y change Tacccption de la fonction, 74"* fonctions exponentielles, leur origine et leur développement, Introd. 21 , 2&, 3a.— exponentielles, moyen de développer les fonctions exponentielles logarithmiques et circulaires , lorsque « se change en x^k, a— exponentielles , développer la fonction exponentielle par le moyen du Calcpl différentiel, 101. —exponentielles , leur différentiation , ai. — par la théorie des limites, 93. — exponentielles , leur intégration , 430-458. — leur usage dans l'intégration des équations diSrentielles et aux différences du pre^ mier degré, à coefficiens constans, 616, 618, 649, 974, 1140— «ponentielles , leurs diffèi'ences, 806.
— génératrices d'une seule variable , leur théorie, 1033-1036.- générajtrices.à une seule variable, leur usage pour l'interpolation des -séries et l'intégration des équations aux différences , 1037 - 104a. — génératrices ^ leur usage pour la transformation des séries , 1045. — génératrices d'une seule variable , leur usage pour déterminer les expressions générales des différences, des différentielles , des intégrales d'un ordre.quelconque par des formules analogues aux puissances, 1049, -1050. — génératrices de deux variables, leur théorie, 1051.— leur usage pour l'interpolation des séries , et 1 intégration des équations aux diffé^ rences partielles , 105 a- 105 5. —génératrices à deux variables, leur usage dans la recherche des expressions générales des différences , des intégrales et des différentielles d'un ordre quelcon-
2ue, iO)6.-*de grands nombres , leur valuation approchée, 11 09 -Il 15.' — homogènes , leur caractère , 66.
•—homogènes^ propriétés des différentielles des fonctions homogènes ^ Î^x. — homogènes , intégration de eurs équations différentielles partielles du premier ordre , 7ao , 728. — indéterminées , exemple d'une fonction à deux variables qui devient ^, 344. — logarithmiques, leur origine. Intro' ductton , ai. leur développement ^ Introd. 23 , 31 , 3a. — par le Calcul intégral , 4a7. — leur différentiation , ao, 03.— leur intégration, 4a4-43o^
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TABLE
— «• loganthfnîques , ieuf interpolation, S84 , 885. — irrationnellas , leur intégration, 376*405. -~ irrationnelles , facteur par lequel il faut multiplier une fonction irrationnelle , pour la rendre rationnelle , 383 . — rationnelles, leur intégration, 3 59-376.
( yoye^^ pour le détail des formules , le taoleau de la page 160. )— rationnelles et entières, propriété de leurs différences , 86 1 •— rationnelles , leur transformation en produits de facteurs équî-différens , ou en puissances du second ordre, 901 , c;03.— ^Remarque •ur celles de^ puissances négatÎTCt d*un monôme en séries de fractions , donné par Stirltng^ çoj. Natf* ••- symétriques des racines oes éqiiatioils , kur définition , 1-57. -« symétriques^ méthode pour exprimer les fonctions symétriques des racines par les coeiEciens de l'éauation, 1 59 ^>ymétriqaes^ leur usage dans rélimination , iSb.
Fontaine propose une méthode générale d'intégration , 566 -—sa notaiion pour exorimer les coefficîens difiérentifls et les rapports des différentielles, 862. Note.
Formule , détermination de ift loi que suit une formule , 987.
Fractions continues, développement des fonctions en fractions continnes, ia7»
-—continues , leur usage poAr intégrer les équations différentielles du .premier ordre à deux variables , 598- 6oi;.«-K:ontinues , peuvent servir à hit^rcr par approximation les équations
du second ordre , 645. — continues , leur usage^ pom- obtenir la limite de la série divergente
f — I ••24* 1 .»•)'-» etc.
1065. Note. -— rationnelles , leurs limites ^/nm?^»- 11 , Il , 13. —leur développement en séries , Introd. 3. — par le Calcul différentiel, 98 , 1041 ,. 1042 ( voye^ aussi dans la table l'art, séries récurrentes, et dans l'ouvrage le n^. 983 ). -— par le procédé de Irjerange^ 1^4)* —ce procédé appliqué^ a la fraction dont le dénominateur du second degré n'a que des facteurs ima- Çnaires du premier , 1044. — rationnelles, méthodes pour les déve-lopper en séries par la sonune des puissances des racines du numérateur ef du dénominateur , 1027. Noie — rationnelles , leur intégration ,. 364- 376I -» leur décomposition en fractions* simple». 364, 3^-3^9. — rationnelles y les fractions rationnelles peu— 'Venttoujpurs s'intégrer soit algébriquetuent , soit par les logarithmes, sbit par les arcs de cercle , 367..— rad'innelles ,.' détermination des numérateurs^ des fractions simples par le Calcul difiérentiel, 368 ,. 3 69.1^ rationnelles^ leur décomposition en fractions , dont le dénominateur est réel et du secontt degié,570,37i.
Français de Cjimari^ ses travaux sur l'intégration des équations différcnti' tielles partielles, 780, 1146.
Functiones inexpltcabiles , ce qii'Eulertn^ tend par là, ;^; j»
GioMÂTRiE ^ motift pour la séparer de l'Analyse ,. voye(^z Préfacer
Hermunn s'occupe de la recherche des
courbes quarrables ,532.
HlnJenbure^ M ): ses recherches sur
les coefficient d'un? puissance quelr
conque du polyr, orne, 1044.
Hyptrgéomitrtquts ( érits ) , 1062.
Hyperboles. Introd 24.— l'furs équations
par rapport aux axes, 113 -—par ' rapport aux asy n^iptotes , ai 5 . — des
degrés supérieurs, 23f.<— leur qiia<drature , cas ob leurs espaces asymptosiques sont infînis,49i. — hyperbole ot^ dinaire etéquilatère,sa quadrature,492.
-^-ordinaire , sa quadrature , sa liaison avec les logarithmes ,. 493.— examen des cas oii leurs segmens asymptotiques ne sont pas compris dans la même ex<*
rression ,. 494— hyperbole rapportée son axe trans^^rerse ^ ion aire, 49;*
DES MATIERES
'HyptrhoUi\ lenr rectification ^ 501.-hyperbole ordinaire , sa rectification ^ ^04.-— transformations de Ja différentielle de son arc , 505 , 5tO,«— ses arcs peu vents^exprimer pardeux arcs d^eUip- »e , 5 10.— hyperbole qui engendre un solide dont l'expresston ome un défaut de continuité dans le passage des
différentielles aux intégrales, 518— • dans cette courbe la tangente à un point quelconaue coupe sur les perpendiculaires élevées aux extrémités du premier axe , des parties dont le produit est un maximum ou un mi-' nîmum ,842.
Hypcrbohïdc de révolution , 31$.
Idestkiuê^ équations identiques, leur nature et' leurs propriétés , Introd,
Imaginaires , foime générale des expressions imaginaires, 18 3.
Jna^aircs , expression des puissances des binômes imaginaires , par les sinus et les cosinus des arcs multiples , 165.
Ittdicts , leur emploi « Introd, a i et sui v, -— ce qu'ils signifient dans la Théorie des suites, 859.
Itdict , une quantité étant donnée , trouyer Tindiceà laquelle elle répond dans une série donnée ,965. — utilité de rappUcation du calcul des combinaisons aux indices, 1044.
infitxion des courbes planes , âoS , 22$ , 228 , S49. *— de leurs déyelopoées , 266.— >des courbes à double courbure,
infltxion des surfaces courbes ^ la ma«-
nière de lesreconnoitre, 357. Nott,
infini ( de Y ). Introd. j. — le passage
des grandeurs par Tinnui rompt quel«
quefois le lien de leur continuité ^
Infiniment petits : leur subordination , 97.
•«— comment il faut les interpréter , 285 , et la note. ( Voyt^ aubsi la Préface. ) intégrait d'une fonction , sa définition , 358. Note.'^càs oh Tintégrale de as^dx devient | , 360.— formation des intégrales par les valeurs successives de la différentielle , 470 , 472 , 477 » 47^- -—méthode générale pour l'obtenir par approximation , 470-484. — rapport entre le signe de la différence de deux valeurs d'une même intégrale et celui du coefficient différentiel , 474* — recherche des limites entre les*
Quelles peut être comprise la valeur 'une intégrale , 475 , 478. — ce que c'est que prendre une i^gr^lt depuis • • • mjusfu a • t • • 47^«
Imigraies indéfimes^ définies, ihcd.^^ considérées comme représentant Taire d'une courbe et*calculees par les polygones inscrits et circonscrits à cette coucbe , 477 , 473. —leur développe- . ment par le théorème i^.Taylor^ 48;.
—développement des fonctions affectées de deux ou un plus grand nombre d'intégrations successives, 486-488«— « doubles expriment le volume d'un solide , considération de leurs limites, ^% !• !;'a4— doubles , leur interprétation par a considération des infiniment petits , Jia — celle de leurs limites, 523. — doubles, transformations pour effectuer une des intégrations, 527- 528.
— triples, J29, 530— indéterminées et définies, leur définition, leurs m jximaet minima^ 838.— indéterminées, caractères qui distinguent leur maxl»
fnum de leur minimum^ 857 , 8^3.^^ aux différentielles y formules générales de BtmoulU^ déduites de celles dé l'intégrale aux différences , 91 z.— aux différentielles, leurs expressions par les sommes et les différences , 9a i. •— définies , leur usage pour calculer la limite de la série divergente ,
I — 1 .1+1 •2* 3— etc.
1 065. — définies, leur usage pour l'interpolation des séries , 1 07 1 - 1 075.
— définies, jecherche de leur valeur dans certains cas , 1 076-1084 ,1101lio8« — - définies, leur développe* ment en produits indéfinis , 1 o85« simples, fonctions de grands nombres , leur évaluation, 1109.»- doubles^ fonctions de grands nombres , leur évaluation , 1114,1115 — définies « lenr usage pour exprimer les fonctions données par tes équations différentielles à deux variables , 1 1 20 - 1 1 28. *- définies , leur usage pour la résolution des équations différentielles partielles à trois variables , 1 1 sû - j 1 3a.
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TABLE
Inu'graUsd2Ln$ les éqjoations différentielles à quatre variables» 11^33 -—définies, leur usage pour exprimer les différences, les différentielles et les intégrales d'un ordre quelconque de» fonctions données par des équations aux différences , ou par des équations différentiellçs, 11^9. — expression en intégrales définies des intégrales delà fonction x^f tant aux différentielles qu'aux différences, iBid. -— /e— »*vJk, et pi*vdu^ leur usage pour résoudre -les équations aux différences et les équations différentielles ,1134-1138.
//z//jl^rj/«xt particulières des équations , inexactitude de cette dénomination , 576. Nott^ — particulières , moyens d'en déduire l'intégrale complète^84, J85. — premières, secondes, etc.
d'une équation différentielle d^un ordre . supérieur au premier , 610. — complètes des équationsjdifférentielles partielles , 764. — générales des équations différentielles partielles, leur relation avec l'intégrale complète, 765.
Intégrales aux différences , formatlonjle ces intégrales par les- valeur» succéssi- Ycs de leur différence , 896^. — aux différences , ce qui les distingue des termes sommatoires ,' leur analogie avec les intégrales aux différentielles , S^jj. — *aux diffirencesdes fonctions exponentielles, <9o6. — ^des fonctions circulaires ,907-909.— expressîtHîs générales de 1 intégrale d'une fonction par fes différences, 91.^.— passage de ces formules à celles des intégrales aux différendelles , f^/i.— aux diffiêrences , leur expjression en séries- par les intégrales aux différentielles et les coefficiens différentiels >9i3»9l4>Qi6«- 922. -^aux différences , leur analogie avec les puissances , 915.*-- aux, différeiKes , expression générale de ces intégrales pour un ordre quelconque , 924.— aux différences, expressions générales de celles de l'ordre m, d'un produit de deux facteurs, ( sS. — aux différences , expression de celles d'an ordre quelconque par les puissances des exponentielles , 909. — aux différences , recherche de leur variation , de leurs maxtma et de leurs minima , 1029 1032.
Intégrales directes , intégrales particulières, intégrales indirectes des équations aux différences, ioo6.
Intégrales directes et indirectes des éqns* tions aux différences mêlées , 11 42. '
Intégration par' parties , 361. —par le» séries , 406- 4i4 ^-des fonctions dan»
lesquelles ^x est regardée comme variable , 480. — * des équations difiS»
rentielles à oeux variables « 543 et suit. — des équations différentieUtt totales à trois et à un plus grand nombre de variables , G99-7 M- "* tègles et formules pour rintégration des fonction»
rationnelles,. 898-905. — aux difféh rences efliectuée par parties, 910.— par approximation des fonctions aux différences , 9^5 - 929. — des équa-tions aux différences à deux variables , considérations générales, 970 , 97 L— des équations du premier degré et du premier ordre , 972. — des £(^tîons du premier degré et d'un- ordre quel-
conque , 973-9^5- , Interpolation des suites a une seule va* riable par le Calcul des différences^ 87 3 - 893. — formule d'interpolation déduite de la^ considération des courbes paraboliques , 876-878. — il existe une infinité de formules d'interpolation , ce que c'est que l'interpolation ,, considérée géométriquement , comment la loi de Ja suite peut varier entre deux termes consécutifs d'une même suite, 878. -*- par les différences suc^ cessives, déduites de Texpression analytique de la fonction proposée, 883^
par la méthode ae Mouton
892, 893. — des tables à double entrée et des séries à plusieurs variables, 894 » 89 S • — ( probtêine inverse de 1' ) > 96 j. —par le moyen de la sommation des séries, 95-379^1. ""de quelques séries, par le moy.n de la sommation d'autres séries , 9''o , 96 1. — de quelques séries par les puissances du second ordre , 962 964. — par les fonc-^ tions génératrices d'un? seule variable, IC37-1042, 1045*"— par '^^ fonctions génératrices à deux vaiialL» , 1056. —des séries pat les intégrales définies ,ia7i-i075. — entre les- différentielles d'une même fonction , 1074»
Interscendantes , ce que c'est , 572.
Irrationnelles , faire, disparoi tre les irrationnelles des équations, 52..
• IrranonnelUs des diffère ns ordres, leur origine et leurs propriétés, 9-"; 5.
Isopérimètres ( problême des* ) , 838. Note.
DES MATIERES
Kramp t'occupe des puissances do second ordre sous le nom de facultés numériques , et des intégrales définies, difficultés qu'il remarque dans la théorie des racines et des quantités
négatives, II oS/ ITcrV suscite une querelle il Léibnitz, pour ^invention du Calcul difierentiel^voy.
la Préface^
hACRJNGK :> sa manière d'envisager le Calcul différentiel , 8. — sa méthode pour trouver toutes les différentielles d'une fonction , 34-36. —sa démonstration du théorème des fonctions homogènes » 91. — son théorème pour développer les fonctions en séries, ils. *<sa méthode pour reconnoitre les plus grands termes d'une équation à deux variables 9 119. — sa méthode pour développer les fonctions en fractions continues, I27«— a démontré le théorénie de Dalembert sur les racines imaginaires des équations , 1C2;
— sa manière d'appliquer le Calcul différentiel aux courbes, ^^9, ^%Q.
— donne les formules de la transfbr* mation des coordonnées dans l'espace , 3 i-o. — indique les moyens de déterminer les équations des surfaces composées de lignes d'une nature donnée , 345. -— s'occupe de la différentielle dans laquelle entre un radical dusecond degré contenant les quatre premières puissances de la variable, 3591^ .— réduit les intégrations des diôérens termes d'une série à une seule, 4 17. — s'occupe du développement de la fonction ( ï + w cos 7 jf*, 467.— sa transformation des intégrales doubles et triples , 5 30. *"— sa théorie des solutions particulières, 576, 577. ""il les appelle intégrales particulières. A^ote,
— sa théorie des équations différentielles du premier degré, 6.7. —ses réflexions sur. 4cs arcs de cercle qui s'introduisent dans les intégrales aes équations différentielles du premier degré , 666. ^ sa méthode pour obtenir les solutions particulières des équations diffétentielies , 671. — donne une méthode pour obtenir une équation primitive entre les variables de deux transcendantes elliptiques ) 678*
éPch— donne un moyen de construire* la comparaison des arcs elliptiques par par les triangles sphériques , 695, 696.
— ramène Imtégration des équations* différentielles partielles du premier ordre , oh les coefficiens diffirentiels ne passent pas le premier degré, à celle d'autant d'équations différentielles da premier ordre, c|ue les premières contiennent de variables, 721, 7^4.-^ donne une mé^Jiode pour ramener les équations difiêr^imielles partielles dn premier ordre qui passent le premier degré par rapport aux coefficiens différentiels , à celles de ce degré, 730. — '. ses remarques sur la formation 4es équations différentielles partielles , 764, 765.— sa méthode pour obtenir les solutions particulières des équations différentielles partielles, 767»
— sa méthode des variations, 81 J- 841. — donne le premier l'équation ae la surface , dont Paire est un minimum , entre des limites données , 854, Noie.
-^ ses remarques sur les caractères distinctifs du maximum et du minimum des intégrales indéterminées, 857. — ré— flexions sur les changemens qu'il propose dans la notation du Calcul différentiel. Comparaison de celles qu'il a employées avec celles à*£uUr et de ïFaring^ 86a. Note — remarque l'analogie des puissances avec les différences, 864.— déduit les formules d'interpolation de l'analogie des puissances avec les différences, 873 —donne une forihulc d'interpolation , à laquelle on • peut appliquer les logarithmes , %jy.
—' ses remarques sur l'analogie des puissances et des intégrales, ^ij..— »
ses travaux sur les éauations aux différences du premier aegré à une seule variable , 97a , 973. — sa méthode pour intégrer les équations du premîei
iU
degré aux différences partielles à trois variables , loi 1-10I9. — - séries qu'il nomme récurrentes doubles , 101 !• -— donne les coefficicH» des puissances d« { danè h développement du produit
^i — iîî)(i— ^î>(iT-cî)etc.
lorsque les quantités a , b^ c , etc. constituent une progression par différences , 1037. Nou. — questions concernant les maxima et les minima des polygones , qu'il a résolues par les variations, 1031, loia. ordonne l'expression de là litiMte d*une portion cpekonqutf de la sérié de Tayior^ 1069-1070. •«-* donne une méthode pour développer le terme général d'une série récurrente sans décomposer son dénominateur en factears simples, 1043. -^ ses remarques sur les précau* thons (lu'il faut apporter dans l'emploi f^ca méthodes d'approximation , 1070.
*— donne la résolution en séries d'une écptattoA différentielle partielle à quatre irariablesy qui se rapporte au mouvement des Hoides , iiyo. Nou.
iMhtft prouve qu'une courbe quelconque peut toujours être considérée comme une roulette, "dp 3.
Zi %mhtrt s'occupe des sinus et des cosinus
h)rperbori({ues., 496.
£dnd€n exprime Tare hjrperbolique par
Us arcs elliptiques , 510.
LapUce: démonstration qu'il donne du théorlme de Lagranp^ ii2««- son théosême pour développer en série une fonction de deux quantités déterminées par deux équations à trois variabteli » 1 46. -^ sa démonstration du théorème de Dakmbm^ sur les racines imaginaires des équations, 163, 163.
— nomme solutions particulières ce que L^gran^t appelle mtégrales particulières, 5; 6. JVa/f. — ses réflexions sur les arcs de cercle qui s'introduisent dans les intégrales des équations différentielles -du premier degré , 666. — ses réflexions sur la forme des inté- • craies des équations di ffi&rentielles pax^ tîélles du second ordre et à trois variables , 771 , 775.--*donne une métimde pour déterminer les fonctrons arbitraires •quri entrent dans l'intégrale de réqoiitien différentielle paitrelie du premier degré du stcond ordre et .à taris variables , 796. ^
Laplace prouve Tanalogie des puissances avec les différences, et avec les intégrales, 864, 91 5. — ^trouve l'expression générale des cœfficiens Homériques Il développement de S»» 918.-*donne un développenent de S*tf«v , 923.— sa méthode pour inté^cr les équations du premier degré à cocficiens variables , 978-983 — son procédé pour intégrer les équations aux différences, dans lesquelles la difGirence de la variable indépendante n'est pas constante, 988. •— s'occupe dee équations rentrantes , 99^ . *— intègre des écnations aux différences partielles à coemciens variables, losi* — sa théorie^ des fonctions génératrices , 10|^ 3. — - donne des formules pour exprimer les diflérences , les différentielles et les intégrales des fonctions j^„ loco.— donne par des intégrales doSntes les expressions des différentielles des différences de Ufonction a"*, v U>7j.— ses recherches su^ l'évaluation des fonctions de grands nombres,! 100.
«-« applique les mtégiales définies à la résolution des équations différentielles partielles à trois variables , 1 12g. •— donne une méthode pour ramener à •des intégrales définies , des fonctions données pat des équations aux différences et des équations différentielles^ it34« — s'occupe des équations aux dimrences mêlées , 1140.
Legeadre s'occupe de la différentielle dans . laquelle entre un radical du second degré contenant les quatre première»
puissances de la variable , 309. — ses considérations sur les arcs dxilipse et d'hjrperbole, 508, 510, 511, 683.
-^ fait usage de la transformation des intégrales doubles et triples, ^30.
«- transformation qull donne d une équation du premier degré d'un ordre indéfini, 651. -^ sa méthode pour trouver les solutions particulières des équations différentielles , 668-670.— donne une méthode pour intégrer les équations différentielles partielles du premier ordre à trois variables, 735.
Nou^ et 73^. — sa méthode ©our obtenir les solutions particulières des équations difiereiitielles partielles , ^67. -7- sa méthode pour intégrer les équations différentielles partielles du premier degré et du second ordre ,
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-97^«779«— ^ttdosfarination qu*n donne .peur intégrer les équations dlfFéteatielks partielles de second ordre «qui passent le premier degré par rapport au« coefficiens du premier ordre , ou qui ne contiennent que ceux du ^second, 78a -.784. — 4on*mémoire sur ks oacactères. qui distinguent le ma^ ximwn du minimum dans les intégrales ' définies» ^57.'— supprime les pa^ .renthèses dans l'expression des coefficiens différentiels , 862. A/bf«. •— donne une expression de la différence du sinus., 8^8. -«^ses travaux sur les . intégrales définies qut se ramènent aux transcendantes elliptiques , io8i.
Léiénù^ : ses idées sur le Calcul difiéren« tiel , 97. «-^»sa^.controv«rse avec Jean BtmoulU^ sur leS' logarithmes des nombres néga tifi , 1 83.— ?sa manière drappliquer (e Calcul différentiel aux.cour» .tes, »85^287,— sa métaphysique sur «eue application , a&^ , ^t là hûu y voyti aussi la Préface. •*-* origine qu'il doime^ au Calcul intégral, .3:58. Note.
*— son^éorime pour diifêr entier sous fesîene/, 552. A^o/e.—- cequ'il'enêend - par intc'Utndantt ^ ^ 572. -«-construction des équationsdt£reat«elles des ordres*^ siapérieixrs qui résultent.d^ sa manière d'envisager les.cottfbes ,'659. JVb^e. — » considère le Calcul différentiel par les «Kférences» 862. —avantage de la> qo* tadon qu'il introduit pour .ce* Calcul.
Non, — « ses idées sur TanalogHS .des différentielles et des ineégrales av^c les puissances, 915. -^ remarque TutHité du Calcul des combinaisons app4i(|Aé aux indices , 1044.
.Zixe// éclaire: t une difficulté jagkée entre Euler et Daniel Besnoulli sur les linùtes des séries de sious et de ^cosinus ^
CHôpital reconnoît Texistence du rebroussement de la seconde espèce., ^266,
Vhulllar ( Simon ), sa méthode pour déconrposer les exponemrelles en- facteurs, iO(^4.
ZJgnts^ comment les diverses Circonstances du cours d'une ligne sont exprimées .>ar son équation , 195. *— division d^s l gies en ordres et en genres, 202. — nombre des points qu il faut donner pour déterminer les lignes de différens ordres, 229. — -expficatioa
d'une difficulté qui se présente à cet égard, 229. Note.
Lifftt^ détermination par le calcul des* variations , de la ligne la plus courte* entre deux points sur un plan , 844.
«— détermination de la ligne la plus «courte^-entre dejix points de l'espace, -entre deux -points placés sur une sur- £iice courbe , entre deux courbes* .données sur uae sur&ce, 84S-'^quations générales dejaligfie û plus coprte' .entre deux points sur une surface de (évolution , ^t^ — > droite ^ son équation , -196. «-^ deux conditionssufiisent pour la déterminer , î^ti.
««« droite , équation de b ligne droite qui passe par un point .donné,.
) 197.-^ droite ,^ équation d'une ligne droite qui pa^epar deux points don-^ nés, 197. -«-droite, équation .d'une ligne droite passant par^un point donné et parallèle à. une ligne donnée, «98, -^r^droite^éciuation d!uxie ligne,. dioite .perpendicttUire è une aMtre.tJ^99. — ^ droite^ détermination de l'intersection de deux lignes droites,. :^qo. -adroite, expression de laperpeodiçulaire abaissée d'un point donné .«ur uqe ligne droite, j»o !,.«-«- droite, ses.^quatiç^s vdans l'espace, 4i^7>^roice,9 détermination des .équatipns de la ligne > droite qui passe par deux points don-nés dans Tespace , ai^.'^^roite , çon-ditioBs auxquelles on reconnoit que .deux lignes dn>ites , se coupent ^ans l'efpace,290.«>->4roite, équation dé . deux lignei oroites parallèles entr'elles dans l'espace, 300 —équation .de la l^gné droite perpendjculaire à un plan ,. joi.'i'v-droiie, détermination de L'an-- .gle que font entr'elles deux lignes dtoites-dans l'espace, 303. — droite, dé* termination de la plus courte distance de deux lignes droites dans l'espace ,. 30J.—- droite, détermination de la droite perpendiculaire à un plan , par la considération du mtnimufny 3 06. •»— -du second ordre, leur équation géné-^ raie, 2^2.-— -du second ordre, énu- -mération des lignes du second «rd^e, ai 3 , 314.— du troisième ordre , leur équation générale ; principes généraux de leur énnmération, %l6^^^ osculatrices ,258 -«- oscuiatr'ces , leur détermination par les limites ,
tJgnes de coarbure , d'une sorFace, 331.
— de courbure des surfaces du second degré, leur équation, 674.
îi'mwdj ( définition des) Introd. 4.— recherche des limites des fonctions algébriques , Introd. 11.-» une fonction peut avoir deux espèces de limites , les unes relatives à l'accroissement de la va-
' fiable et les autres à ^on décroissement , Introd, ilnd, -— propositions qui servent deiiase à la théorie des limites, Introd, 14^ 36. —méthode des limites , ^2. -— examen d'une objection faite contre la méthode des limites j 96. — application des limites à la recherche des lignes osculatrices , â8 3.— .esprit de l'application de cette méthode à la théorie des courbes, 184.
'— des courbes , 208. — des courbes , leur détermination par le Calcul différentiel > 253 , 253.— 'Surfaces des limites formées par rintersection d^une infinité d'autres, 334. —d'une intégrale^ 471 — redierche des limites des séries au moyen des Intégrales , 1059-1061, 106 j- 1069b
Linéaire , mot înapropre par rapport aux équations diftérentlelles,547.7Vb/e,
Loaartehnes^ 4enr origine , //xfri^df. 21.— <leur développement , Introd. 23 , 24 , 26, aSf 30. -^ dévelopjj^ement de i(^a^x^f par le moyen du Calcul différentiel, 102. i^ et du Calcul intégral^ .406. —-expression des logarithmes en séries , 607.— -leur difFérentiation , 9o , rçj. — leur intégration, 424^ 430* — népériens, leur définition ,. Introd. 24.
— népériens , répondent aux aires de Thyperbole équtiatère,, 493- — méthode de Sriggs , pour obtenir les logarithmes des nombres , Introd. 24«-— hyperboliques , Introd. 24^
BLE
Logarithmes ordinaires répondent tut zHét aune hyperbole dont les asymptotes font entr'elles un angle aigu, 493.— moyens de rendre plus convergetK le développement de la fonction logarithmique, //t/W. 23 , 24-36 , 28.— valeur du logarithme de o , Int, 27.— moyen d'obtenir les logarithmes des nombres par des séries aussi convergentes que l'on veut , Introd, 28*— pourquoi le développement de \u ne procède pas-suivant les puissances àtu^ Introd* 29. — théorie des logarithmes par les progressions et les limites, Intr. 32.— exprès* sion des logarithmes des^uantités imagina>res,a82.-*-un mémenombre a dans un seul système une infinité de logarith- - mes dont un seul est réel, £^/^.— des nombres négatifs sont îmagmaires,! 8 1, 183 .—des nombres négatifs ne arment pas un système continu avec ceux des nombres positifs, 494.*Hles nombres positifs et des nombres négatifs , difficulté de prouver leur existence simultanée par la considération desjcourbes et des solides^ 518.— ^des quantités négatives, motL6 d'examiner de nouveau leur théorie , 1 108. — • leurs propriétés déduites de la comparaison de deux difiérentiélles logarithmiques ; 676.— sommation des logarithmes des nombres naturels , 945 , 946.
Logarithmique, équztion delà soutangen-' te , de la normale, sounormale , et da rayon de courbure de cette courbe ^ 270*— son aire, 407,— moyens de la construire^ 605. î/ote.
Lorgna, formule qu'il donne pour obtenir les valeurs des intégrales par les différences, ou les aires des courbes par la différence des ordonnées équi-distan* tes, 921.
Maclaûris donne les premières notions sur la forme des racines ima^naires ,162.
Maschtroni , ses recherches sur la trans->
Pt^dx ^
xendante / ■ , n 16. — donne •^ X
nne expression plus exacte de la limite
4e la série dirergente
. ji.p^x.,2-i- x.2.3*«-etc»iKi7.
Maxima et minima des fonctions d'une ou de plusieurs variables, 148-156.
«— > et minima, caractj^re pour di&tin- ^uer le minimum du maximum, 150, I ^ ^. »• et minima des ordonnées des xourbes, 253. — et minima , leur application pour trquver la pjus courte distance de deux droites dans l'espace ^ ^05. — pour déterminer la perpendiculaire à un plan ^ 306,
M^xim0
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Maxma tt mintma i application de cette méthode à la recherche des rayons de <oarbttre des surfaces, 327.
Maxima ^t miniina des intégrales indéternûnées et dé^nies ,838.
Mdxima et mintma des intégrales îndétermin^.auxdifFérences^ «039-1032.
«—analogie de leur détermination avec les équations de condition relatives à Tintégrabilité des fonctions aux différences, 1019.
Métaphysique , abus de la métaphysique en mathématique, 494.
Module y ce que c*est qu'un ^lodule logarithmique y Introd. 24. — est le sinu^ de Tangl^ des asymptotes d'une hy«
pcrbole,'493' Moivre , sa formule pour élever un poly-
nome à une puissance quelconque,
Introd, 20. -— modification qu'il ap*
porte au théorème de Côtes ^ 174. —
relation qu'il assigne aux nombres de
BemoulU, 919.
Mûnge , sa théorie des surfaces courbes et des courbes à double courbure , préam-
* bule dii Chap. V, T. l. — les déterminations qu'il aonne pour la transforma* tîon des coordonnées dans l'espace^ ^ 10.— a donné une théorie des courbes a double courbure, 348. — détermine les surfaces limites par leurs caractériftîques, 339.— ses remarques sur les 11- ]gnes de courbure des surfaces du second degré, 674, — donne une méthode poiir intégrer les équations oh les différentielles passent le premier degré,675,— fait voir qu'aucune équation à trois variables n'est réellementabsurde,70i.-— ramène Tintégratlon des équations dif-
férentielles putielles du premier ordre qh les coemciens différentiels ne passent pas le premier degré , à celle d'autant d'équations différentielles du premier ordre que les premières cpntiennent de variables, 714.— -leçons qu'H donne sur ce sujet , Note. — * comment il a intégré l'équatioiî différentielle partielle de la surface dont l'aire est un minimum , 786.— *ses constructions des intégrales des équations différentielles partielles , 789 , 790 , 795* — intègre l'équation des surfaces équivalentes au plan 9 793,— -fait voir le premier que les équations différentielles sont susceptibles de solutions générales contenant des fonctions arbitraires, 798^ — •découvre une correspondaace entre les équations différentielles partielles du premier ordre et les équations différentielles de cet ordre qui ne satis^ font pas aux conditions dlmégrabilité, 806, — < ses considérations sur les surfaces dévebppables circonscrites à la sphère et sur leurs arrêtes de rebroussement, 810. — résultat qu'il obtient relativement aux équations différea** tielles du second ordre qui ne satisfont pas aux conditions d'intégrabilité , 81 1«— extrait de son mémoire sur la détermination des fonctions arbitraires , 990-993. — ses remarques sur les diverses intégrales dont est susceptible une même équation aux différent ces, ioq8.
MontucUj ses renurques sur le problème de Vivianif 540,
Mouton^ sa méthode d'interpolation,892« —réduite en formule par Prony , 893.
Happés des surfaces courbes ; leur définition , 307.
Neper, inventeur des Iogarithmes,7n/r.i4«
Newton , sa méthode pour le retour des suites , //ztr(M/. 45.-— parallélogramme analytique, ii8*— formule du binôme, 15. —ses idées sur le Calcul différentiel, 97. -^ son théorème sur
' les racines des équations, i6i. — di-
YÎse les lignes en ordres et les courbes
en genres , 201. — fait l'énumération
des lignes du troisième ordre, ai6.-—
Jlj^pendice.
donne une construction pour la multiplication des angles , 696 et la note, •— a indiqué une manière de résoudre les équations différentielles» 798. — %t% formules d'interpolation , 876 , 879 , 880.
Nmud d'une courbe, 209.
Nombre , tout nombre exprimé en chiffires revient à une séiie ordonnée suivant les puissances de 10 , 118, Note*
Nombres de BernoulU ; leur origine et leur expression générale,! 9^9^ -« leur
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liaîscii iTte la «mmc des mîtes des Normale des Mirfaees courbet , lei iipit--
^isMoctt fiéguiwtê dtê nombre» na«
turels » lo/yS.
Mcmhns énutn , lair décompoiîdon en
perdes entières, 1098*- 1 100.
Kf^niM/f , son ^QituMi , 245.
Nomalr y.e«pseisiandeealôngueor ^i^U.
tîons, 32^ Notation du Calcul dtfirentîél ; incGn-^ vinientdeU ckenger* Celle de Léihnit^ perfectionnée par Fonteine ; sa comparaison avec celles é*Euttr^ de Wa»^ ring f € de Lagrangt , 86ft , il^a/c
Ommres ^ sohdon analytîqne dles pro* U£mes vAvîA à ta détermination des
ombres 9 33^' Ordonnées, i^j^-^fordonnéed^unecoAif* lie est le coeficient différentiel de son aire^nSo.^^despoljrgones d^un nombre infini de câtés ; leurs dîfiérences soccessms nepréeenteat les difiiren-
tiedes, 286. ««des paraboles osc9^ latrkes ; lenrs différences expriment les termes du- dév.eloppemenr^ de
igint des coordonnées , 195..
Ojcuiadan des couit>es , a^^é.
Osadatlon àt» branches d'une courhe ^
tdou ( Ml ) întigre des équations aux ' différences dont Tordre dépend d'une des vartaMes, i^raf. —» donne une manière particniière de convettir les Radions rationnelles en séries , it>i7.
NoH^ -^ sel remarques sur les équations diiFérentielles \ tcoit variables Îat ne satisfont pas aux conditions 'intéeral>itTté , ^1. —ses Eîtmtntl fMwra, Note, — > ses remarques sur PintegfatkMi des équations différent ttelles du second ordre « qui ne satisfont pas aux conditions aintégrabilîfé f. 81-1.— ses remarques sur une équation du premier degr^ aux dfffirences ^ dans laquelle la diftérencede la variable indépendante n'est pas constante , 989. — diercht le facteur propre à rendre intégrables les équations) du premier degréaux différences , f^J»"^ ramène à 1 mtégration d'équations aux différences partielles^ la décomposition des nombres entiers en parties entières , PsrahoU^ son équation , 214. -— sa dévelopée: la parabole à son sommet a un contact du quatrième ordre avec le cercle osculateur ^ 267. — son rayon de courbure y 267. — engendre un sofide dent l'expression ome un défaut de continuité dans le passage des différentielles aux intégrales ,5 18« PéràlfoUî , leur quadrature 9 490. ^- leur f ectification I 501.
FaraBoUs osculâtrices , 958! -^ les dîSS^ rences de leurs ordonnées expriqicgtL les termes successi6i du développe* ment de f(jp+*). Noœ.^ltnr u$age pour construire les équations diffé^ rentîelles de tous les ordres» 639.
Pdrtf^o/0/ A de révolution « )i6.
f^araliélîpipèdi partagé en cases pour former une table i triple entrée , 1010.
Parstval donne un tiiéorême pour lasommation de certaines suftes résul- .
. tantes de la. multiplication de deux^ autres , terme à terme , 1067- — comment il intègre certaines équations différentielles partielles à. trjois et i> quatre variables ,. 113 2,. 1433.
Partido numtrorum ». ou décomposition des nombres entiers en parties entiè-^ res, 1098-1100.
Fascal f ses idées sur les définitions ^^ page 82.— loi des termes de son triangle arithmétique , 1013.
Pirmanênct des signes d'une équation >. •
Perspective , solution analytique des pro* blêmes de la perspective , 334*
l*yC/f ( M. ) , ses rechesrches sur le développement dç la puissance quelconque du polynôme , 1044.
Plans coordonnés^ leur définition , 294.
Plan y son équation, 29^. —détermination de réquadon du plan qui passe par trois points donnés» 298. —mener par un point donné un plan parallèle à
Des ma
tm plan donné» )oo— 'équation du plan perpendicuiûre à une arolte930 u —• determioaiion de l'angle que font entr'eux deux plans dans Tespace, 304. — déterminattoii de^la perpendiailaire à un plan par la- c«aitdér«tîoa
Plofi tmngtni^ dét^minatîofldu plan tan* gent, mené à unestniaee p^c" ua point extérieur, 3aa.— équation du plan tan* jgem aux surfaces courbes , 39^» 3a4«
Plin normal d*une courbe à double coturbure, 350.
Plan osculatcur d'une xotti4>e à double courbure, 348«J49.
Point: un point est détermîf\é sur un plan par deux coordonnées^ 195. •— dans Pespace par trois, 296.-— distance d'un point à un autre sur un plan « 197 9 et dans t'espace , 302.
Points nmÙfUâ des courbes, a 08.— leur détermination par la transformation des coordonnées, six, 212. -—leur détermination par le Calcul différentiel y «48^254.
Pwits dllnfiixum , aoft. -«* lenr détermtaatton par la transfomsation des coordonnées^ naf 9 a%6.<— leur déterniîaation par le Calcul difiérenfiel, 149.
Points singidters des courbes, loS.
Points dt nkwtssimtnt de la première es-
1>èce , de la seconde espèce , 309*--^de a première espèce , leur déterminatto»
par le Calcul diflerentiel* a^cx» ft5f« •— de la seconde espèce, leur détermi* nation par le Calcul dîÂrentiel, 151,
Points de strptntêmtnt ^ leur détermination par la transformation des coordonnées, v%6*
Points eonjttguéSf 1 ur définition-, noo. Nou. — leur détermination par la transformation^des coordonnées ^ %%^,
Pôles d'une courbe , 975^
Polygones d'un nombre infini de c6tés représentent des courbes , s8<.-«*tns« Cffits et drcoascrks à une coûtée ^ lenr osa^e pour obtemr les râleurs approchas des intégrales, 47^^ 479.-^ lenr nsagie pour troiMfer la-dîffifmtielle dn volume d'un solide de révolution, et eellrde son aire , 5 1€,^>^ Itfor uitge {KHir construire les étfuaiîoi» dtfférentîelk&j^u premier ordi^à'deu« variables ^^6.«-i«>lèur osagep»ttr eonstithre les équations diféreniieUtt itotëusles
dont les aires sont des maxlma ou des . jiuainM,to3i, 10^. Polynôme^ développement de la puissance n du polynôme
Jntrei. 19. —? dévebppement ée la puissance /r du polynôme
a^kx'^ JjB*-i- /**
Inlr^. 4>.
Polynômes aigtbriqitas' , «eelfer^ho du nombre de ternies d'ary polynôme complet d'un degré quelconque ^ renfermant un nombre quelconque d'inconnues et détermination du nombre des termes où Tune de ces inconnues n'entre pas , C166-968. -— développement de la puissance quelconque d'un polynôme, son usage dans la théorie dés suites récurrentes, 1044.
Prasst( M. Maurice de j , ses recherches sur le développesnem de la puissance quelconque d un polynôme, io44.
Produit-: un produit demeure le mé(Ae dans quelque ordre qu*on' muitiptieles facteurs <pH leconiposenf,^ 8. Nàti.
P/oduits de facteurs équinlmrens , ou puissances du second ordre , leur inté-
f ration , 900- 9O1.— de grands nomre» , moyen de trouver leur rapport^ . 946. -— indéfinis , eipk^essîons de leurs différottoes en fonctions du nombre de facteurs, 057. -—fini» et kidéfimy^ leur transtorntatioii' en* séries-, io9^« -« indéfinis , qui expriment une înté^
Srale définie, le sinuS'er le cosinus 'iin arc, 1086.— les exponentielles; I0S7. — toutes les lignes trigonométriques , 109). — les séries auxquelles ils donnent lieu et leur usage pour la partition det nombres , 1^97- 1 100.
Pfog^esslons par différences, 859 ttU nbtt. --• pa* quotiens , 850; Noté,
Projections àfune ligne at^1te,fe1ationrqnj lient entr*elles leurs- équations, 297,
Prony: formule qu'il donne pour développer les dtIKrence» d'une fonction^ d^lne stilile variable , Sfi^ ^^ formufe qu'il donne pour exprimer les loix et la dilatation des^ ffuiées élastîqut^, 8S1; — tables desr sinus naturels des logarithmes et des Itfngcntes calculés sous sa direction, ^o. -^ réduiif eiv < formulé la métftodédlifterpolation'de Mouton , 893. — communique un Mémoire' inédit (Tifftf^, 1107:
ordres,£39« Nou. — recfieichedeeenx
Cccc 1
57* TABLE
Puissances firactionfiairef , leur liaison avec Tinterpolation , 1074. — du $c* cond ordre ^ leur définition et leurs propriétés^ 901-00419624
Puissances du sccondf ordre d'un binôme , leur développement y 904. — du second ordre , V intégration de celle de ces puissances , dont l'exposant est
~ I . conduit à une transcendante
analogue aus logarithmes, 9a j/ expression par une intégrale définie, 1059. — du second ordre, expression
de leur logarlthtne et de sa différentielle i en fonction de son exposant ^ 958. — du second ordre, leur usage dans l'interpolation de quelques séries ^ 96fi-964.----donnent l'expression de la circonférence du cercle et de quelques quantités irrationnelles , 964. -— du second ordre, leur (expression par de»
intégrales défiiûes, 107a.— expression de leurs différences , de leurs différentielles , de la même manière , 107^.-* de l'hyperbole , 49a.
Quadrature dés courbes « 490.
Quadrofurt des surfaces , 5 1 5 et suiv.
Quarrablis (^ courbes } , 490».
Racikss , sur les racines égales des équations, i8o.—- des quantités négatives» motifs d'examiner de nouveau leur théorie, 1108.
Rayons de courbure ( recherche des ) ,
, par le moyen des cercles osculateurs , 160 et suiv.— de la développée, 165.
— *de courbure, 166. — »de courbure ,
, leur expression en coordonnées. polaires , 378. —de courbure, des surfaces , leur expression » J 26 , 3 27 , ) 1 o , 3 3 1 . •— de couibure d'une section £aite par un plan dans une sur&ce courbe, 3^9.
^^e courbure absolus d'une courbe à double courbure , 3 5^2.— leur détermir
nation, 353^— ^ autre expresiSoo dis mémerayouj 354.
Rayon vecteur , 275.
/{ec//|îctftto/x des courbes , 500-514; Réduction des' intégrales binômes à d'au- - très de même torme , 387 - 394. — des intégrations des dimrens termes.
• d'une série à une seule, 41 7.- Réflexion de la lumière, problème relatif
à cette féAexion.
Rignaud aide Mouton dans, ses travaux
soF l'interpolation^ 893* Rkcaû f9on équation diitârentielle , 550. . 584 , 6oi , 641 , 643 , 777 , 1123. Rauieties , leur théorie, di^i-stgy.
SMCAyTM C différentielle de la y, 2fl. •— formule oui l'exprime par lasomme ou la diiférencd de deux tangentes , 890. — d'un arc de cercle , ses développemens en produits indéfi* nis, 1093. — hyperbolique, 496».
Stcuurs hyperboliques, leur expression en séries , 41 o ,' 41 3 .—analogie qu'ont entr'eux les secteurs elliptiaues et les secteurs hyperboliques , . 490, ^ , Sections pincipales des surfaces duM- . cond degrés 3 id. ^
Section d'une surface courbée; p^r un plan ^ expression de son rajron. de coucbure ^ 529, ...
Segntr , sa démonstration â( ^ r^le de tkscênes^ liu. a >- '
Séparation des variables dans les équations . différ<ntielte| du premier ordre ^ VV^^
Séries ( origine des }, Introd. 3. ^->» une série ne donne pas. toujours la valeur d'ane fonction ; quelquefois au lieu de s'en approcher à mesure que l'on prend •tpltts de termeS', elijQ a eo éloignemdé- . finime^t , Introd^ .41 «t— des séries dw » vefgentçs^: IntnnL . 5.. r-* posoDÎlité de rendre le pretaier terme d'une série ih- . déterminéie phn j^rand^qoelasomôie 4e ; tous les. aufrçs ^ Intnod^ .8. — ^ dé- . croissantes qui n'ont peint de Jimitcs » . /!zùi0^» 26, 27.7r:par laquelle Laeny a calculé le rapport du diaaètreà n cir- .onjEé^ çttce» Imrod» 38.
Des MîÂi
Siiiiî ) 'diveloppe'meAi ties fonctions en ^séries', g8.»-des divers développa- Biens en série dont une même fonction est ^Keptible ,117.—» ascendantes-, descendantes ( définition des ), 118.
«^^ développement dis fonctions eh séries, >en cherchant leurs termes par
- ordi^rde gran(ietiP, 11S-125; — leitr "tosige pdur-détemimèr les'circonstaDf «es da cours d'une towbe, 239^13^.
•— à plusieurs variables /leur interpolation , 894 f 895;'-^etpression de la somme des termes pris à des intervalles égaux dans une série quelconque 1 938.
mm correspondance des séries et des équatioM aux différences y 970.— leur transferiiKftion ^ par 1^ fonctions génératrSceè^ par un changement de va-
• riables^^ 1045.— 4ettr transformation
- purement itgébriqbe , 1046, ■■exprès»
-fion de («ws'iitnitespkr des intégrales ,
1059-1x361 9 1Q65- 1069. •— leur interpolation par les intégrâtes définies, 1071-1075. — propres à évaluer les
- întégralessimples, fonctions de grands fionîbres^ 1 109-1 ii3.-^le»îiic^ales doubles^ iti4Mii).— ^divet^entes, 'détermination^ dés valeurs ^s limites de ouelques séries divergentes» 104T,
' 1048;-. di^er^niesvcalcBl'de la U-' mi^ de lVned<; ces séries/ioé^. —
- par les iittégitiles définies ,/£/</.— pur les fractions continues. Noté, — ^ divergentes , iérte t-î-i ^2+t.i. 3^tc.
- sa limite, 11 17. -*- hyper-géométriques ^io6a. — 'rée^rrentes indiquées,
• S84. — récurrentes , ont po*fr type
• général une- équatfon aux AiiiRren-' ces, 983. •«-récurrentes, recherche de
• ]*expresvon> de' lenr- terme général , 5[7if-o76. (' de^à féniltek détermiiÂ-
• tionatgébriqotf^es^oeficiensnumikiq^uesdece même terme général, <oMiidéré cdmme formule d'interpolation »
danslen*, 88ft.)— récurrentes^reckerche de leur terme générât par les fonc-
• tionlgé^ratrices, io39.^^écurMmtes, expression dekur terme général pandes
^'CO^ciens différentiels ,i 1041 , 1040.
—^récurrentes ^ dSvelof^ment de kur .'ferme ^némli indépendamment di^hyt ^^déûémpoi\^lk>n du dénMiinateiir^érla . ffattiôn' génératrice* cta facteurs ' simples , 104) , . 1044. — récurrentes ^ doubles ,1011 .—triples , quadruples , 1020* ' K , .
T KEÏTl E S. J73- j
SéfUs récurrentes doubles, détermination de leur terme général par les fonctions génératrices, 1^51 - *055» — rapprochement des diftérens points de la théorie des séries récurrentes, 1146,
Séries lécurro-'récurrentes > voyc^ séries récurrentes doubles.
5me de Jo)^/', expression des limites - d'une portioa quelconque dé cette série ,, 1069(5 io7D;'H-«des arcs dont les tangentes procèdenlf suivant une lot donnée, ii46«
Signes divers dont peuvent être affectés les sinus et les cosinus des arcs de cercle, iS^. Note.
Sinus y expression du sinus d'un arc multiple par les puissances du cosinus et ' du sinus de l'arc simple , Introd* 40 , 41 . — expression ides pui^ance» du sinus .par Us cosinus et les sinus multiples , loirod. 43. — -expession dn sipus d'un arc multiple par deux sinus antécédens 985. —9- expression du ^ sinus d'un at^ multiple au moyen des puissances du cosinus , déduite 'de l'int^ration des équations aux . différences > 985. «—la même oj^tenuèpar les expressions imaginaires , 986. — développemeJtt du sinus suivant les {luiss^nces de l'arc , • : /«^^^•34;, 35»--ppâr les limites^, laf. 41*^— paf4e.Calcub4ifféréntiei, lo^.-..
( différentiation des. . .)2d.-^formule pour la constructipn des tables de sinus, 889;— «-tables des sinus naturels de ioooo« parties du quart de cercle calculés'sous là diriiction de Prony , 890^^ r râleurs différences'^ S&7-890.-— cÛIK- > tenccs dé ieûrs' logarithmes, 891 .-—ses r .déveioppemcns-«a produits indéfinis , . iQ86-to93.'»M:eîui de son logarithme, t .'1087. -^ d'asos imaginaires , 1 87. **-
1 hyperboliques ,-187. A'o^e. — hyperboliques ,> Uur définition et leur exr. pression ep Loaarithmes^ 496.— -verse ; sa différentielle , as.
Sfilïdu^t é^y abaiion fies solides , en ayant égard à leurs limites, 521-523. — des
idivers^ fliianières: de les décomposer' • t)Ouil évaluer leur volume et leur aire , ^^vjJr^éR la moindre résistance , 847 , f. JVarci -^ de révolution ,• lew: «ubature , -, 5 1 î*.:--<de *^volutiQn ', l'évaluation de leur^aires , 5 16.-^ de révolution , expression de leur volume et de leur aire, déduite des formules générales don* nées pour juie surface quelconque, 515.
5cdkcicDi7xparticullèf«ftdeiéquttioiis diff6* teiicielles du pretmer ordue, exemples
de ces selutîom » 569» C75. <— pam- £uUères de» éqaatîcms dioéremiellesidu pemier. ordre , J76 , '59;^. .-*- partica- Hères , caractjèrCiB qui ]» distinguent, des intégrales, 5/0»- 989<' »^ mojren de les déduire de l'équation différefiw> tielle , 580. ••*>- paiticttlièees^ pcocédé de LapUa^ pour les:détcnnioetf parvk déveioppement de l'iaté|^le en sérii;, 586, 587.— -particulières des équations différentielles du premier ordre, U ma- •niètedeles représenter et de ies obtenir pau: les considérations ||iométd- .ques , 608. «• partioUièoe»^ des éqna- -tîon» différentielle» d'nm ordre quel- ;€onque, leur théoeie et le nvsyen de le» obteinr^ é6ip^6jU'^^ufà9vàit' ^fC&.deséquaÂon#dimrentieUeSy leur iiogp pour tcouver le^ &cteur pcopre à rendre incégcaUe» ces Aquations, $89^*708. -«» paftîcttlièfefr des émntioasdifférentieUerpascîeQes^Téd, . -^7^ ««- paitkitbéres. dm éqiuuiioas dimrentieUet oui ne satisfont pa» aox œttdtftîon» d intégnbilité ,. 804 , fiamiMofàui des puisonces négatives des nombres naturels , 939-943**— ^ par «pproxàmation y 0)19-05 21 . «^ dersér tes dont te- teœie gâieraiest une fonction . uanscettdante^.Q45-9fa.«-»det séries, son application a. rimerpolttioit » 95 3 •
Sfmmi^'tB mot eso Foiigîlie du' signe df imégration^3 5 8$ Nmc^^^ distinction des. sommes df arec les? intégrale» aux «lifférenccs y 697. «^eipresajoir^b la «omoie-des suites d^inosenlcTatiable, . (^}o •i9{ 2é F*»»des aéries de sînuf et de 'Cosiifiis^^9^50. *^ paradojde relatif aua Itftiites de ces: séries^ 9^1 , ^%.
Som^ équation relative^ la propagation du son , 768.
Soii0#fnM/c ^ SOU' csprasûn génénle ,
S^uiéingtntt^^ totk expicmott féné»ic« »4l>..-^sa déterminatloe par- Ics..|i« iakcsv ^1^4^— détennisiée park son* . 4idératiott(ks,potj|9nnes)d>inHiomhrt infiiii dk cAtés^ i85<r«^son>ejq)res* sîonen coordonnées pohiiw ^ ^77.
Sphère » son équation*,. 30a. -«• condition des contact! do la sphère avec une sur* faa e oouaba qnol^onque^ ^fhitrc oscm»
TABLE 1
latrice • 315. •— la'sphire a uiiflombrc intini de lignes de coarbiirt pour cha-
que pomt, 3}j.-*>oscttlatnce d'une courbe à double courbure « 350-3)3.
k*«-son volume^ sa surâtce^ 5i7.<*i-évaluaâon de son^ volumeenire des limites données j 5niv-^coiisbesr9ctifiables sur la sur&ce d'une sphère, 5'37.— *• •portions de sphères quarrables^ 5^- .f4a — •SpJières'Conceiitfiqveai^aiÊMes conques qui leS'Cpnpeas toutes ilaii»
gles droits, 791^ -»son équation e&t une «olutioa particulièro de celles qui appartiennent aux afftêtea de rtbroassement^ des SAir£ices« dét^UppaUes. circonscrites à cette sphère , 8 1(0.
SpiraUs^ équation des, • , .rapportées* à des coordonnées polaires y 217 1 —«-leur quadrature» 49o<r— ^lenr roctincatipn , 5 t4.-«i«Spirale de Conôn ou d'Arckimè' diy 175 , 276, 277.*— hJy^pçrboliq«lC<plogarifhmique «78 , 499 ». 5 14 » 660 « 661.— * parabolique» 27) #499» $^4*
SiuUn§ , ses formuies d'interpolation , 879» 88(K -« remarque sur sa trank- (braMuiion dos; puissances négatives d^un moHome cmsério de fractions p 901^ N0U4 — ses travaux sur Tinterpobtioii^». 107 &•
StAsmutioMa soccesssTOs^ iifage.de cette méthode. danftriniégtatii»« d^ équations différentieHes.at du pKtniec de-
Smms^^ retour de») ^ laà, 45 » 1 14 , 1 14<$« — d'unesenk variable ,1qw interpola* tion^73f*»893{.«-^oalo||ie de lepr sommation avec rintéffration des difiéroices pf emières >^ 9$§i^* '«•ilétermination
. de leur spmmeteii l^-regacdant comme onmidria par le déviB(Qppemen.t des iAiégraUs aux. différentielles ^ 1058- 1070» -^ dèft psiissemcc» Dfégatives des nombivs natucda^ leof lommation par
. h» nombrest do BtnwiUié 109*. ~ •ommatioo deqaelquas snires fermées par 1m produite des teraïas conespondans de deux autnes^ ^1067, %o(M , â.ia3.-«->à deiw Tariablea» qiii résul-
. taotdessokitioosd^uneéquationàueis
. indtterminAfté' 31^* 'i j^jikrsiCiinAM, loatditf UÎMr #n onk^, i jMnrfeces d«.soi4odor4i{«4}Mtt««c<ind
IcMi»^a«es psincipaoa 9 i^V^ ^- d» second ordre, transfermation de leur iquation gén(^ale« jii . ~ du seciond
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.•tdte^ Ircnr tfaoèèue^ylan , )!«.-»- du «cccHud Dfldre^ tein» sectîowipcincîpalet^ }irA.i«<«^xUi'SfGonci .ordfe , ; leur 4suluÀïsàioo4 9*2*9 15. «^ do^second jOrdse«{uî «iC ttuxetftrc, '^^Q'-^i^^ <«i-» oui en.'SMit dépounriMs, '31).
«i^idw lecond-ordiT, icvigeiidréci par la «évplntkm dimè courbe plane, I ir6. <^^ du ifcond CMrdre , leurs ^ywf^Qêtê^ t*?'"*^» «econd ordre, Imr imcfsectÎMi par^in plan , 118. —* ^ 4u Mcond ordre , leurs lignes de cour- J^ttr€,674-«-'*coarbes,lèiirsintersec- .
tMMs» }»8.«»»€0wbcs, apf^iication du Cilcul dîfiércotîd à U tiiéorît^es . . » * 3A0 lec «air. —-courbes ,. «Épre^sion Màl^iqiAe 4e leur jootttUiuité , jso.— ^
co«ti»esjiqiM(îa« dHCérentieUe «Meurs ' «içcdons^ 5aa. •^--itsosrbe», leur con- ' «icf ., 3 ft t — leur contaetavec unplan ^ 3;Mi' 314, —arec une sphère, 3^5.
•«M avec une sarface du second t>rdre , • 3) 3« **** courbes , équation de leur no> male^' 3^1. :>*«^ mesure de leur^our* Jbarje ,.3a6i««MCoufbe, ont pourcbacun de knrt poinuileiacaphèreB oseuhtri- CCS, )a7.-*KouH9es,ni]ionde€Ottft>ure d'une section Êdte dam une suè&ce courbe par un plan qoeleonone , 329.
"— *conrj3es ont deux «ayons «e courbure diifércns, 3117 - 3 3 1 . — <:ourbe$ , détermination des équations des lignes, de courbure, 328, 330, 331.-^ courbes, lieux des centres de courbure 4'une surface, 3 3 1. -«^conditions générales des contacts de deuxsur&cet courbes, 33;».~ttne sur&ce a dans chacun de ses points un contact du fécond ordre avec une surface de révolution, 333» —-courbes, expression Sénéraie de leur aire, 524.— courbes, ifierentielle de la solidité du segment qu'elles comprennent, 51g. •«» courbes, évaluation de l'espace qu*eHe»
comprennent ,510. — courbes , leur génération ,^ 3 34 - 34^ — annuUaircs , leur génération , leur équation ^jénérai'», 3^7 > 344- -^ Téquation différentielle partielle de celles dont les centres de courbure sont dans uninâme4>Jafr, 337«"~^"rbes, détermination analyticiue, des sur&ces limites, 338.— détermination des surfaces par la considération des lignes dont elles .sont composées, 344. — ^composées de droites pauUèles à un plan donaé et assu*
jflttîet^à passer parmie droite donnée , ^44.^i«,».oomposéei4e lignes droites ,
Î44 » MÇ* ♦^ wniqufs , caraQtères de ïun équations,' 51 4««><oi^ncs, leur
. écfaatiBO'géMérâle; leur éqiôcion diffé- BQVitdlk panitfllc , f)4. ■■■' coniques , composées de lignes droites assu^tties àpas6er^>ar4|n point donné, «^34. — ^ coniques, iléttnnin«|ioii4*une surface eanîqne patsantoar-one^coufi)e*doiiné^, ou circonscnct 4 une SMr&ce donnée ,.
t&/^.^NMConîqaes,.4enr emploi 4ans la (perspective et dans 'la théorie des on»> ores y iHd.^ coniques , expfcssion de lenr rohHBCCt de Icar aire, 516. ««^j
.xtonique», întégtatîon'de leur équation diflércntieHe pantieiie, 7:0. --«- «AmtieS'poctionsccttt en rapport consto»t avec letin pr^ectlons , -543, 79a:
r-^o«rbes,éqàations et .propriétés de celles dont tous tes élémens^ont égalemcntîncUoés piu- rapport à un même plan^ 793.— ^yUttdfiqyes, leur gé-
ymèndom , leur «èquatfon générale , leur 'équation diffiNMelle iparticHe , '335.
— o^mdrkiiii^ , Sompd^ de Hgncs^ idsoîtes^paralièlis^^uMetigne donnée, }44.'»«cjr4indnques' dii >second or-
' 4lre, lent éqtiaticn , ^14. «« déve-
partielle ; réqi
leurs arrêtes derebroussement, 349.
-«^d^3r;eIoppable$ , détermination de celles qui tpuij^t en rn^mc. temps deux' sur&ce's données ,. ou qui pas-^ sent par deux co)irbe$ données, 3^9.
— developpablcs, leur emploi dans la théorie des ombres et des pénombres , 3iji». No'a. — dévelogpables formées par] les normales d'une surface courbe, 34$. — dévdoppables formées par l'ensemble des tangents d'une courbe \. double courbure , 346; -=- dévdoppables circonscrites a la sphère, I.eur éauatzon générale et celle de leur arrête de rebroussement , 810.
équivalentes , ou de même étendue <ntre des limites données , leur détermination y. équations de celles qui sont équivalentes au plan , ji^a. — • construction de ces dernières , 793.— gauches ( engendrées par une ligne drohe assujettie à se mouvoir sur deux courbes données parallèlement à un plan donné , sur trois courbes données sur
trois droites données), 544.'««gaache, 344 9 345* *** ^^^ éqttadoA «âérale , J44. -«-^oiirbesy întigration de l'équatba diffifentieUe, partielle de^.èelies ; qu'engendre iii^e droite iassu)ettpe à se . mouvoir en même tempf le loi^xi'une .
autre et sur <leux coodies données « . 748. ( voyes n^ 344. ) — courbes .
engendrées par line Uene droite qui se meut d'une manière quelconque .
dans Tespace , intégration de leur -.
équation différentielle partielle , 756. . -—courbes formées de lignes, drdtes , .
pa$$ag|9L de leur>éq«Mtân j>rimitire n )i: kur. ;éc|tt«(lQiL liîSéttOticlie par- . tielle^ 7631 -^ limites, Jeurs camcté- y lûstiques , 339. ^ déténninatioii ana- . ly tique de la sarfuie qui-toucheibutes , 4e$ suH^ces limites coaiprises dans la . même ^aatîon générale , 340. — > li»
mites 9 détermination de la fonction arbitraire de leur, équation générale, 341.— formées par les intersections >, , successives d'une, jèike. de sphéresndont le centre et'Iè^.cagrottiwnt variables ; . leur éqttati|Mi: génétiale ^ '94f. — des . plans nornsaitfc jk une courbe a double courbure « 3 50. -* de révolutiçn , leur
i génération , leur équation générale , eur équation différentielle partielle , ^36. — - de révolution , leur Volume et
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leur airé; (1j[7jmi 3e r^vôlntion; intégration de leur équation diffiirentielle partielle, 713.— «conrlies, «dont les deux rayons de courbure sont' égaux ret fîde signes dontrairas , lear équation rdiAircntielle partieller^ 327.-» son intégration, 783.-^ ses surmeet ont le mmimum d'étendue entre des limites données ,854 —courbes, trou ver celles qui coupent sous un angle donné toutes les surfaces comprises dans une équation difiérentielle toule ^u premier ordre donpée, 791. -^courbes, trouver i:eHes Qui peuvent faire p^e de
. . deuil .6uiiilles distinctes par leur génémtion , 807^*— déterminatiofi de la ligi\e la plus ^courte qu'on paisse mener, entre deux points ou entre deux courbes, sur une^r^ace donnée, 84^.
— courbes, dont l'aire est un maximum ou un mmmumtxkttt des limites donnée, 8f 4, 855; «^ dont l'aire est • un mimmum parmi toutes celles qui renieraient des volumes égaux , 854S. — courbes, trotmrer l'équatién ^générale , des ^^^^deacontactjdedeux familles
; de ^ttr&eeso9^fbès distinctes- par leur
. .génératien , 808. .
Synthèft.^ la synthèse procède par des éqi^at^ns identiques, Imroduawn^ 15.
tfou^
Ta Bit des suites qui résultent des solutionr d'une équation à' trois indéterminées 9 307.
TabUs, construction de tables pôtir classer les intégrales des équations différentielles , leur inconvénient , ^66 , 67c . — à double entrée,leur formation et leur interpolation i 894- —à double entrée, 1019.-2 triple entrée, loao.
Taylcr ( théorème de ) il. — démonstration de ce théorème par la diffiârentiatîon , ou par les limitei , 109.— par le Calcul anx différences et les H* mites , 862. — son théorème sert de base i Tapplicatlon du Calcul diffê* rentiel aux courbes ,23$. — développemehs des intégrales pat le théorème de Tayloff 485.— usage de ce théo-
' rèmc pour intégrer les équations difFérentielles du premier ordre par approximation , 595. — : son usage pour développer les différences , 063 ,
865^,871', 872.— ses formules pour exprimer rîntéerale et la différence d'un ordre quelconque d'un produit de deux facteurs , 928 ec la note,
T^ngtntt d'an arc de cercle , son expression par' les imaginaires , Introd» 37.
*^ de la somme ou de la différence de deux arcs, Introd. 38.— son développement suivant les puissances de l'arc , 106 , 108.
Tangentes d'un arc de cercle , dlfférentia-
tion de la . T.* aa.
— d'un âfc de cercle , formule qui exprime celles des arcs au-dessrtis de 45^*, 890.— d'un arc de cercle , leurs dévcloppemens en produits indéfinis^ 1^093.
-^ des courbes , leur détermination par les séries, 231. — détermination
" " des' tangentes des courbes par la transformation des coordonnées , a20.
-—des courbes^ leur détermination par le Calcul différentiel, par la méthode
iA*Arhogastf 138 j 239. — des cour« bes , leur équation générale , 240 — des courbes amener par an point donné une tangente à une courbe , 241. •— des courbes , mener à une courbe une tangente, parallèle à une Vigne donnée ou qui fasse avec l'axé des abscisses un angle donné , 043. -«- des courbes , expression de leur longueur^ 244.— -des courbes , leur expression en coordonnées polaires , 377^— «des courbes , leur détermination par les limites, 283.
Tanguiu hyperbolique , 496.
Tangentes^ métfapde inverse des tangen« tes j ôoa'âoS.-*— méthode inverse des .tangentes, premier problème proposé relativement à cette méthode , 6o4.
Tirmt général de la puissance u du binôme » 17. — général du développe*
ment de la série — '■_ , 104 et
suiv. i— moyens de distinguer parmi les termes a une équation ceux qui sont les plus grands , lia. -— sommatoire , ^ sa oéfinitton et ses relations avec l'in- ^tégrale aux difiérences,^97* Théorêmt , la déiiK>nstration d'un théorème se rapporte aux équations îden^ tiques , Introd. 1 5 . JVo/e.
Tééorimt de Taylor, 12 , 109, 8^.
Tractoires servent à construire les équations difFérentielles du premier ordre p 6p4« •*- description de ces courbes.
Trajectoires orthogonales , 6o).— >( problêmes des ), 603-607. — acception de ce mot en méchanique , 6oyNou.
—réciproques ( problême des ),i 14t.
Transcendantes^ Introd. 3. — utilité ae leur classification , 67 J. — • explicites , comment elles diffèrent des transcendantes implicites , 1 1 ao. — - comparaison des difFérentielles de deux transcendantes d'une même jespèce pour en déduire les popriétés de ces fonctions , 676-6^4 ^ .697. — moyen proposé pour faire la comparaison dctoellcs qui ne peuvent être données qae par une équation dlffirentielleoii les variables ne soient pas séparées, J697. — - analyk des transcendaatescontennes dans la formule
PJx
40) et sui v. voyef transcendantes elliptiques. — examen de la transcendant
Appendice.
- , 1116-1119. — elliptiques , leur définition ,512.-7 elliptiques , leurs propriétés déduites de la " comparaisoi; de deux difFérentielles de ces fonctions., 678-687. — elliptiques I ^comparaison d'un nombre Quelconque de xes transcendantes ,
Transformation des fonctions difFérentielles de deux variables , de manière qu on y puisse regarder celle de deux variables que Ton voudra comme fonction de l'autre., 6j , 67. — des différentielles crises pour constantes, 77. — usage. ae cette transformation dans Tintéeration des équations différentielles du second ordre « 61 2.-^ des coordonnées sur un' plan ^ ato^ di I. — des coordonnées , son usage 4>our déterminer les tangentes des xourbes , leurs points multiples , leurs inflexions , aao * aiS. — des coordonnées rectangles en .coordonnées polaires, et des coordonnées polaires en coordonnées rectangles , .276. -«« de Téquation d'oine courbe entre des coordonnées -rectangles ou polaires en une relation entre l'arc et le rayon de courbure 9. et réciproquement , 282.
— des coordonnées dans l'espace , 308 - 3 1 o. — des coordonnées rectaa« gles en coordonnées polaires dans d'espace^ 319. — des équations récioroques , 403* JVbtf . —des intégrales doubles et tcÎDles, j27-<30.--des équations différentielles au second ordre et du premier degi^ , 622.—- usage de Tune ae ces transformations, 1121W Aoir.— des séries par les fonctions génératrices , 1 04 5 .— transformation^ purement algébriques , 1046.— -usagé de ces transformations pour sommer certaines séries, 1047, 1048.
Trembhy ( M. ) propose un moyesponr découvrir par les intégrales et -les solutions particulières le facteur d'une équation différentielle du premier ordre , ^89. —ses réflexions sur lés ara de cercle qui s'introduisent dans les intégrales 4^ équations différentielles dn premier degré^ 666. — la méthode qu'il a proposée pour trouver le fiicteur
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Observation. /£ s€»s de plus m pbisy tam par mcs^ proprts
ouvrages ^ que par texamm axtmnf de aux des antres ^ la grande difficulU p pour ne pas dirt tïmpossihiiké^ dimprinur correcument Us livres de Mathématiques ; mais mon expérience dans /enseignement rria ^onvainm q/ue la pktpart des fautes typographiguts na^rêtoiem presque jamais les lecteurs imelligens , paru quelles étaient tris-fiiciUs à fécond moitre., quand ta marche du Calcul était tracée et que ia conclusion était exacte* C est probablement pour cetu raison que beaucoup Jt auteurs se sont épargné .la peine de mettre da errata â la ^uiu de leurs ouvrages; ceux qui réouvrent Us livres que pour, en regarder U comment cément et la fin ^ Us crayent plus corrects que les autres ; mais les per<^ sonnes qui étudient sérieusement sont bien éloignées et en porter Xabord un pareil jugement. Aussi parmi tes correcàons qsuj^ai indiquées^ pour ce rolume a pour Uspficédens^ Us seules qed me paroissent de quslqtu importance sont celks qui fint poftr objet des ckanfpmens quwUprogpés de la jcien^e a rendus nécessaires dans U texte y au la ttctificatio/h de quelques erreurs que foi rtmar^iées depuis timpresshn.
^Je ri ai pas la prhomptian de penser quil ne tri en soit pas échappé dauteu y HMM , JA crois a^oir quelques droits À timlulgence des juges ÀcUàrés et impartiaux qui saurout mesurer féteudue de la tdcke que je me suis imposée^ et apprécier Us difficultés que /ai dû remoruter pouÊ ta remplir, dans untems où ma position me livrait è des trœrMtm nAii^ iumfint Rangers à mon entrepfisCm
CORRECTIONS
N*. 770. Li forme que nous avons doonie à la valeur de ^ , dans ce numéro , se renfermant que des coefficîens diiFcrentîels des fonctions arbitraires^ et 4 . peut ne pas paroitre assez générale pour la conclosion que noos en tirons j mais il esc facile de la justifier pour le cas oii i condendrolt des termes de la forme NJ^YdtfF. Chacun de ces termes pouvant être remplacé par la snîte
--^{a-/Ki4t + ^*— »/F*i« +/r*-i*}(486),
U suffit de considérer ce qui résnlte de Texpression de [:=zNfFd(i^ en suppo* sant toujours que la fonction 9 (œ) ne soit qu'au premier degré dans V. La substitution de cette formule , effectuée comme celle dont on s'est servi dans le n*. cité ^
rd^V dit, dA
introduit le terme iV/- — — • contenant seul la fonction ^"M\ on en
J. dudv du dv
déduira par conaéquent -—--—=0, de même que pour le cat oh Kôn n'avoît
du dv
composé le développement de i que de coefficîens différentiels*
N«. 77 1 • Mr PaoU et Bioc ont remarqué , chacun de leur cftti» que la coticluslon vqui termine ce n^ n*est pas toutj^fait exacte ^ parce que la forme assignée par Laptace jt i l'intégrale de l'équation
n'est pas assexgiénérale et ne comprend pas tontes celles qoi peuvent avoir Ileu*^ On troiivcfa des détails' crès^étendus sur cet objet et snr les remarques du n*. cité dana un travaîl complet qu'a entrepris Biot , sur les diverses formes des intégrales des éqoations' différentielles partielles,^ et qu'il a présenté à l'Institut; en attendant j^ nous observerons qu'en sabtdtuanrdanr l'équatioai
dx* dy ^^ qoi est un cas pardculier de nquadon exceptée
dx^^ dx^ àY ^ ^
an lien de r la série
^+B*+ C**+D«'+ etc
ok jl , B ^ Cf sont supposés des fonctions de y , on trouve
H.idy' ik.ydy* î-^^r. 4-J ^y
les coeffidens j4 ctB demeurant arbitrairespeuvent étie remplacés par les fonc-^ tîons 9 et 4 » ^ '*OQ A
ET ADDITIONS
. La Sq de ce n^, indique une lacune dans Tonvrage ; le n"*. cité 779 , ne contient point ce qui est annoncé dans le texte , voici comment il faiit y suppléer : Page 573, 1, 6, aulitù dt cent ligne et des suivantes, Useï, procédé analogue à celui qne nous allons appliquer à Téquation
dont la précédente n*est qu'un cas particulier.
Ii3rsque les coefficiens R, S , 7, Pr Q* ^^9 ^on^ clés constantes y on $atis(â:i à cette équation par la supposition de {=.^c"*H-»4r, pourvu que les quantités m tt n ayent entE'IelIcs la relation indiquée pai l'équation
Tune de ces quantités , ainsi qne le coefficient j4 , demeurent par conséquent arbi* traîres , et à chaque valeur que Ton peut prendre pour m , par exemple , corre»^ pond en général une valeur particulière de n. Les expressions
ç=^'«*''+«'/, l=A'U'^''^X etc.
m^ et a', mf^ et nf\ etc. désignant des valeurs correspondantes de m et de-/» y. sont donc autant d^intégrales particulîSres de Téquation diiftrentielle partielle
proposée ; et puisque cette équation est du premier degré, on aura ^
t^^^-'H^V+^'^e-i'^+n'^r+etc* .
c*està»dtre , que la fonction cherchée sera exprimée pat iii|ffiiS|e)|en Armant deos
quantités arUt^aires dans ehacun de ses. termes». n . .
Ealer est le premier .qui ait remarqtlé eette mamère.de s^fisÊ^^ ^uneéquatioft différentielle partielle; il en a donné dans son Calcul intégral, T. IIÏ, pagjs aïo^ un exemple su l'équation . t .
dxdy ^
Laplace , pour varier la forn>e des Intégralies que fournît la série ci- dessus y â!t an = /i + « ^ , et développe l'expreisien {;= A ^»»+fV , suivant les puissances étH^ puis dans le résultat qui est de la forme
B9 C, Dj etc. désignant des fonctions de » et de y ^ il remplace les quantité» ih, iH^, iH^ f etc. par des constantes arbitraires.. Ce procédé est fondé sur ce que la fonction Âe^i^^-hv doit satisfaire à l'équation différentielle partielle proposée ^ quelle que soit la valeur et la forme que l'on donne à la quantité m.
Il est visible que la supposition ^[=y#c*>H-^ est comprise dansvcelle du n^. ii)iS«
TOME 1 1 L
Table, page vu}, Rjgneaf» Encyclopédie mé^odiqur, ajoutez; art. iKTÊaRAi: 8 ,1 ligne 19 , de deux fonctions , /ue^, entre deux états d'une mime fonction.
1%% CORRECTJOifS ET ADPITIONS,
■^^g^T^ylîg* 14» ^[p]^ ^* ^iP^'f % ^5j 1« deiixiètne A de cette tigiiedok écTe changé en S.
121 , lig. 8 de la note ^ préféré ce , /tf . à ce ; lîg. il & , cette , Us, \ cette,
^39. !«• i^» ^43 » fe- 943-
%4r^ tigiie -4^ obenlei» yc -y. dés(gne'dan»cet cndiot* la. ^emUdrconC^reiice
d» eenale do«$ le fo^ovest i ^ ou te np(M>cr delà cticonférenofr au diajnètre , taod» querdaiu>oe qui précède il a loujâurt rtpcéftati la ciccon^ férence du. cerôle done le rayon est é{al à l'itnité.r "^T^ f '^S: 5*41 ^^ rtmontj, la demî-cîrconférence ^ Çx« le^qaart de la ciccoadérence; fig. 4, donnée , Us. donné, r . _ /■ •*
17», lig, 4J , »:=...»*ttXr -j*.
183 , lig. 5# •* ««•/'^ t8^,. Ik^ 19a.
HOf , lig.^ 4i. tffscé^ /e. mot finies.
^)o > ligf derm «* détf»gpe h circonftiencas entière ^xeffde.
:»7**% *i ^4» Us. Ih*
lfg..i4, Pfi, &: 2)4, D^,ltf.I>%.
lig, aç , +P> . . .lis. — ^; »UL dtC^^i ^^flr* ^Dii.^.
|8d ^ Itg. j\ cff mnirn^ «t égaie « &^ énrit ég^
.4)9» l'g* d^">- LîTre'II, £r^ Lîyre L
47f f % 5 f >^î t ^- ^^9 d*^às^ n]viàit4e M* Maicbesoil
H'aiic dcB chiTcTciices n de» Smes
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