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AVANT -PROPOS
La Mécanique, dont le nom vient du grec mx^^ machine, n'est pas seulement la science des machines; elle a plus généralement pour objet les lois du mouvement des corps et les relations du mouvement avec les forces qui le produisent; elle comprend, en particulier, la connaissance des conditions de l'équilibre des corps, c'est-à-dire de leur repos en présence de plusieurs causes de mouvement qui se combattent.
Suivant une remarque due à Ampère {Essai sur la philosophie des sciences, 1835), il est logique et utile de commencer l'enseignement de la mécanique par celui des propriétés des mouvements des corps étudiés indépendamment de la mesure des forces qui les produisent; et, comme il Ta dit lui-même : « C*est à la science où ces mouvements sont considérés en eux-mêmes, tels que nous les observons dans les corps qui nous environnent, et spécialement dans les appareils appelés machines, qu'il a donné le nom de dnématique^ de xtv7j[i.a, mouvement. »
Tel est le sujet du Traité que je publie, et qui est, pour ainsi dire, une sixième édition revue et augmentée de la
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première partie des feuilles autographiées, rédigées pour l'usage exclusif des auditeurs du cours de mécanique et machines que j'ai professé depuis Tannée 1851 jusqu'en 1860, à l'Ecole polytechnique.
L'ouvrage est divisé en deux sections.
La première, ayant pour titre Notions générales, est purement théorique. Suivant les vues d'Ampère, après les considérations fondamentales sur les notions de mouvement et de vitesse, soit absolus, soit relatifs, on s'y occupe des rapports qui existent entre les vitesses des divers points d'un système géométrique défini, et d'abord d'un corps solide. On expose à ce propos la théorie de la composition des mouvements, qui sera d'une grande utilité dans l'étude de la mécanique des forces ou la dynamique. On passe ensuite au cas de plusieurs corps liés entre eux et à des appuis fixes, comme le sont les diverses parties d'une machine. On est ainsi conduit à étudier notamment les questions relatives aux formes des dents d'engrenages, des cames ou excentriques, au mode de liaison des balanciers ou manivelles par des bielles, aux rapports des vitesses angulaires dans les systèmes à mouvements épicycloïdaux.
La seconde section, sous le titre Applications aux machines, passe rapidement en revue la plupart des mécanismes connus pour réaliser ce qu'on appelle communément les transformations de mouvement, les embrayages, les modifications de mouvement. Ces divers appareils sont rangés dans l'ordre relatif au genre de service qu'ils rendent, au but qu'ils doivent atteindre, et non relatif aux moyens
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qu'ils mettent en usage. Leur explication est brève et presque uniquement descriptive, parceque toute la théorie qu'ils exigent est contenue dans la première section, à laquelle le lecteur est engagé, par des numéros de renvoi, à recourir au besoin. Leur classification est rendue plus saisissable, et la recherche de la solution d'un problème de transformation est facilitée par une suite de tableaux synoptiques où les divers mécanismes mentionnés dans la deuxième section sont figurés par de simples croquis sur une petite échelle.
Quelque nombreux que soient ces mécanismes élémentaires, ils sont loin d'ofi'rir une liste Complète de toutes les combinaisons qui sont employées dans l'industrie, surtout en ce qui regarde les mouvements variés et intermittents. Des détails plus multipliés sur ce sujet me paraîtraient appartenir à la technologie mécanique, et risqueraient de n'avoir plus les caractères de simplicité, de clarté et d utilité générale auquel j'aspire pour cet ouvrage.
J'ai à peine besoin d'ajouter que la science de la cinématique ne peut suffire ni à la bonne conception d'un projet de machine, ni à la détermination complète des parties d'une machine bien conçue quant à ses dispositions principales. Même abstraction faite de l'énergie du moteur nécessaire, l'étude des efTets du frottement des corps en contact, de la roideur des corps flexibles, de l'élasticité des solides, de leur résistance à la rupture ou aux déformations permanentes est toujours d'une grande utilité, et en certains cas indispensable. C'est l'union des diverses branches de la mécanique théorique aux connaissances pratiques acquises
par la fréquentation des ateliers, qui peut seule former ua ingénieur constructeur de machines.
Plusieurs ouvrages publiés avant le mien m'ont été fort utiles, et je me plais à les citer ici dans Tordre chronologique de leur publication.
1 808. — Programme <tun cours élémentaire des machine^^ à r Ecole polytechnique ^ par M. Hachette, et Essai sur lu composition des machines, par MM. Lanz et Bétancourt. Cet ouvrage m'a fourni Tidée de mes tableaux synoptiques.
... Et 1845 (2«édit. imprimée à Liège). Traité de méca-nique industrielle ^ par M. le général Poncelet» alors colonel du génie, membre de Tlnstitut, etc* La troisième partie, intitulée Des machines et des moteurs , traite» entre autres sujets, descommunicateurs et modificateurs instantanés dii mouvement et des engrenages. L'auteUr^ qui partage avec Navier Tinsigne honneur d'avoir créé dans nos écoles d'ap'* plication, celle de lartillerie et du génie à Meta, et celle des ponts et chaussées à Paris, renseignement de la mécanique appliquée aux machines et aux constructions^ a reproduit les bases essentielles de cet enseignement dans le cours de physique mécanique qu'il a fondé à la Faculté des sciences de Paris* On doit regretter qu'il n'ait pas, jusqu'à présent, livré le texte de ses leçons à la publicité.
1841. — Principes de mécanisme (Principles of mecha*» nism), par M. R. Wiliis, Londres. Cet ouvrage jouit d'une haute réputation méritée, malgré quelques erreurs, par d'intéressantes recherches mathématiques, mais surtout par de nombreux détails descriptifs qui attestent une vaste éru-**
dition et une grande connaissance des procédés de Tindustrie moderne.
1849 et 1861 (2^ édit.) Traité dé cinématique, par M. C- Laboulaye. Cet ouvrage, dont le plan était conçu avant que l'auteur connût celui de M. Willis, contient, avec des emprunts nombreux et presque textuels faits à ce dernier, comme M. Laboulaye le déclare lui-même, des additions considérables, notamment sur l'horlogerie et les machines outils. L'auteur a cru devoir introduire dans son livre des notions de dynamique sur les forces, leur mesure, leur travail et leur équilibre dans lés machines, sur les frottements, sur les moteurs animés et autres. Celte réunion serait assurément nécessaire, si un traité de cinématique devait être Tunique « guide du mécanicien pour obtenir un mouvement voulu. » Mais avec Ampère et Willis, il est bien permis de penser autrement et de considérer la cinématique comme ayant des théories propres, indépendantes de la dynamique et de la connaissance des propriétés physiques et expérimentales des corps. Du reste, il n'y aura pas nécessité, ni même utilité, que les jeunes gens qui se destinent à la carrière d'ingénieur étudient et possèdent à fond toute la cinématique avant de s'occuper des autres parties de la mécanique. A l'Ecole centrale, ces deux genres d'études sont suivis presque simultanément sous des professeurs différents, de même que dans l'enseignement universitaire on entremêle sagement les éludes de l'algèbre et de la géométrie, sans prétendre que ces deux parties des mathématiques se confondent ou soient inséparables.
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1850. — Leçons de mécanique pratiqiie. Cinématique ^ par M, le général Morin, alors colonel d'artillerie, membre de rinstitut, etc. Cet ouvrage, destiné aux auditeurs des cours du Conservatoire des arts et métiers, exige chez les lecteurs moins de connaissances mathématiques que n*en suppose le présent traité. Il contient d'ailleurs la description des diverses machines utilement employées dans l'industrie, mais dont j'ai cru devoir laisser l'étude à un autre enseignement, tel que le cours d'établissement et de construction des machines, qui est spécialement professé à l'Ecole centrale, par M. Ch. Callon, dont les leçons alternent avec celles du cours de mécanique appliquée qui m^est confié.
CINÉMATIÛUE.
PREMIÊ3Œ SECTION
DU HOUVEHENT D'UN POINT GEOMETRIQUE
DE l'expression DU MOUVEMENT d'uN POINT.
I. Mouveineiit. — Le mouvement d'un corps consiste en ce que ce corps ou ses parties occupent successivement différents lieux dans Tespace. Nous étudierons d'abord le mouvement d'un point.
Deux sortes de faits constituent ce mouvement : les déplacements successifs du point, et les temps pendant lesquels ces déplacements s'effectuent.
Les déplacements se constatent et se définissent à l'aide de points de repère, d'axes ou de phns de comparaison, formant des
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systèmes géométriques invariables. Si un tel système de comparaison est supposé fixe (et rien n'empêche de concevoir cet état de repos, quoique nous n'ayons aucun moyen de le vérifier^ parce qu'il n'existe peut-être aucun corps immobile dans l'univers)^ le déplacement qui résulte du changement d'une au moins des coordonnées d'un points s'appelle son déplacement absolu.
Si le système de comparaison a lui-même changé de position par rapport à un autre supposé fixe, le déplacement du point dont il s'agit est appelé son déplacement relatif dans le système de comparaison mobile,
2. Temps. Instant. — La notion simple du temps ou de la durée nous est acquise par l'expérience, comme nous avons acquis la notion de l'étendue. Nous avons l'idée nette de la continuité du temps, d'une durée égale à une autre, du rapport de deux durées ou temps quelconques ; dès lors les temps sont des quantités et par conséquent peuvent entrer dans le calcul. L'unité de temps qu'on adopte généralement dans les applications des théories de la n^écanique est la seconde (1*)^ c'està-dire la 86400'"' partie du jour moyen solaire^ ou de vingtquatre heures (*).
Une portion quelconque du temps indéfini est un temps limité;
{*) De même qu'en enseignant les applications usuelles de la géométrie^ on évite d'entrer dans te détail des opérations délicates et compliquées qui ont servi à rétablissement de notre système métrique, et d*expliquer It concours qu'elles ont exigé de connaissances mathématiques, physiques et astronomiques, de même il semblerait déplacé, au commencement de l^é* tude de la mécanique, d'essayer d'exposer les procédés savants et ingénienx qu^em ploient Tastronomie et Tart de l'horlogerie pour résoudre le problème de la mesure du temps. Tout lecteur admettra^ au moins provlsofrement, qu'un temps quelconque peut être divisé par la pentes eB autant de paiifei qo'oe veodita proj^ortipiiQellem^nt k de» nombres dopoé», et evurinUi aumériquement, en prenant la seconde pour uoité*
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il a un commencement qui s'appelle instant initial, et une fin qui s'appelle instant final {*).
5. TvajMtoire. — Un point étant en mouvement^ la ligne droite ou courbe qu'il décrit s'appelle sa trajectoire.
Équations 4o mouvemeiit d'un point dans l'espace
Pour définir le mouvement d'un point, il faut exprimer le moyen de trouvera tout instant la situation de ce point, A cet effets on introduit dans renoncé le temps écoulé à compter d'une origine convenue, instant initial, et les coordonnées variables nécessaires pour déterminer la situation du mobile. Si, par exemple, ces coordonnées sont «, y, », mesurées sur trois axes concourants, et qu'on puisse obtenir trois équations distinctes (**),
les lettres §^, J*,, 0^ indiquant des fonctions déterminées, et la lettre t désignant le temps écoulé depuis l'instant initial, c'està-dire choisi pour origine des t6mps, jusqu'à Pinstant où les coordonnées du point mobile sont devenues oc, y et «, le mouvement du point (xy y y z) est rigoure^sement défini, car à toute valeur de t, c'est-à-dire à tout instant choisi dans la succession du temps, répondent trois équations qui déterminent le mobile
(*) Od voit que, dans le langage précis qui convient à une science ma- Ihémalique, le mot instant a un sens plus restreint que dans le langage ordinaire, où il signifie souvent un tem'ps très-court. En mécanique, Tinstant n'a pas de durée, de même qu'en géométrie le point n'a pas de longueur. L'instant n'est pas même un temps infiniment petit, et nous évitons de dire « IMnstanl dt. »
(**) Nous appelons équations distinctes un groupe d'équations qui doivent être satisfaites simultanément et dont aucune n'est une conséquence nécessaire des autres. Deux groupes d'équations sont équivalents lorsque chacun d'eux a les mêmes solutionsque l'autre.
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par ses coordonnées. Ces trois équations ou leurs équivalentes s'appellent les équations du mouvement du point dans Tespacé. Lorsque, à priori, ou par les procédés de Télimination, on peut obtenir une des coordonnées variables exprimée en fonction du temps, cette équation définit le mouvement de la projection du point mobile sur l'axe parallèle à cette variable ; ainsi, par exemple, x'-= ç (i) exprime le mouvement de la projection du point dont il s'agit sur Taxe des x, projection faite à chaque instant par un plan parallèle à celui des j^ et des z. Si Ton peut obtenir deux équations indépendantes de Tune des trois coordonnées, comme
^(x,y,t)'=:0 et f, (x, y,t)=0,
elles expriment le mouvement de la projection sur le plan des deox autres coordonnées, par exemple le p(an des jc et y {*). Trois équations
qui donnent les trois coordonnées variables du point mobile, en fonctions explicites du temps, ramènent Tétude du mouvement quelconque d'un point dans ^espace à celle de trois mouvements rectilignes sur les axes coordonnés.
Si par Télimination du temps t on obtient une équation en JC, y et z, c'est l'équation d'une surface sur laquelle le point se meut ; si l'on parvient à deux équations en x, y et 2, ce sont les équations de la trajectoire. Si entre ces deux équations on élimine une des coordonnées variables, l'équation ^ (x, y) = 0,
{*] Les projections ont ici une signitication plus générale que dans les questions ordinaires de la géométrie descriptive. Divers points se projettent^ soit rectangulairement, soit obliquement, sur un plan par des parallèles à une. droite directrice; ils se projettent sur une droite par des .plans parallèles à un plan directeur.
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par exemple, qui en résulte, est celle de la projection de la trajectoire sur le plan des deux axes parallèles aux coordonnées restantes (plan des x et des y), projection faite par des droites parallèles au troisième axe (axe de z).
Ces aperçus généraux, sur lesquels il serait superflu d'insister en ce moment, suffisent pour faire pressentir Fimmense service que rend aux théories de la mécanique l'expression algébrique des projections des lieux géométriques suivant l'invention , aussi admirable que simple, de Descartes.
Éqaation an moaTement d'un point suivant sa trajee
toire. — Lorsque la trajectoire est connue à priori, pour définir le mouvement du point qui la décrit, il suffit d'une seule équation 5 = ç (f) ou § {s, <) = entre le temps <, et Tare s, distance curviligne du mobile à une origine prise suf la trajectoire. C'est ce qu'on nomme Véqxmtion du mouvement du point suivant sa trajectoire (*).
6. Le temps peut être né|;atif. -— Dans toutes çes équations, les coordonnées ou distances sont, comme on sait, positives
ou négatives. 11 en peut être de même du temps, dont les valeurs positives sont des durées qui s'écoulent entre l'instant choisi pour origine ou instant initial, et des instants postérieurs; les valeurs négatives sont écoulées depuis des instants antérieurs jusqu'à l'origine des temps positifs.
Antres moyens d'exprimer le monirement. — Dans la
pratique on ne peut pas toujours trouver %. fonction exacte qui
(*) Remarquons que dans Péquation 5 = ^ (<), la distance s peut être l'espace parcouru pendant le temps t; si Ton a, par exemple^ s = ai^, celle équation exprime qu*à Tinstant initial où ^ = 0, ta distance s est nulle aussi, c'est-à-dire que le point mobile est à rorigine des distances s; qu*ensuiie il a parcouru, au bout d'une unité de temps, l'espace a; au bout de deux unités, l'espacera; et ainsi de suite. Mais il n'en est pas de même, en général, comme on va le voir au numéro 10.
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lie Tespace au temps. On emploie alors deux oioyeDa pour eipri» mer, au moins approximativement, la loi du mouvement d*im point sur une ligne connue : i*» On dresse iin tableau à deux co* lonnes dans l'une desquelles on écrit les temps t comptés à partir d'un instant initial^ par exemple les diverses valeurs de V heure n^arquée par une montre, un chronomètre^ et dans l'autre on inscrit les distances correspondantes s du mobile à une origine prise sur la trajectoire ; S"^ on construit une courbe dont les coordonnées sont proportionnelles^ les unes au temps t, les autres aux distances s. On peut, à cet effet, faire usage, soit de coordonnées parallèles à deux axes concourants, soit de coordonnées polaires, soit de tout autre moyen d'exprimer la coexistence de deux coordonnées susceptibles de valeurs quelconques. Nous verrons plus tard (sect. 11^ chap. vu) l'indication d'appareils qui réalisent utilement ces divers modes de représentation d'un mouvement.
DéflnUlon du mouTement uniforme. — Le mouvement
est rectiligne ou curviligne^ selon que sa trajectoire est droite ou courbe. Dans l'un et l'autre cas, il est uniforme lorsque ce point parcourt dans un même sens des longueurs égales en des temps égaux, quelque petits que soient ces temps; d*où il suit que, tant que ce mouvement subsiste, des portions quelconques de l'es* pace parcouru sont proportionnelles aux temps employés à les parcourir.
Deux mouvements uniformes se distinguent l'un de l'autre par la grandeur des espaces parcourus dans un même temps. De là la notion de la vitesse. Si l'on nomme
E' une certaine portion de l'espace linéaire que parcourt un point,
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T* lé temps écoulé pendant qu'elle est parcourue,
E une autre portion d'espace, parcourue par le même point,
T le temps écoulé pendant le parcours de cette longueur E^
le mouvement du point considéré est uniforme lorsqu'on a,
quel que soit e^
ET E g
]^ = p ce qui équivaut à y = -,.
La première de ces deux équations exprime Tégalité de deux rapports ou nombres abstraits indépendants du choix des unités de longueur et de temps. La deuxième indique l'égalité de deux quantités dont renonciation numérique varie selon le choix des unités. Elle suppose au moins que les temps T et r' sont rapportés à une même unité, d'ailleurs quelconque, car on ne comprendrait pas, sans cette opération préalable, la significa-
tîon des quotients --, — . D'ailleurs la deuxième équation
•st homogène comme la f>remière, c'est-à-dire que, si elle est vérifiée pour certaines unités d'espace et de temps, elle le sera également quand on changera ces unités.
Si Ton désigne par a le quotient — , la propriété du mouvement umfonne se trouve exprimée par Téquation
— = a ou E =z aT.
dans laquelle « est une constante, tandis que E et T sont des variables.
La quantité a qui, pour un mouvement uniforme déterminé, dépend du choix de l'unité de temps, est, d'après la dernière formule, l'espace parcouru dans l'unité de tfenips, ou au moins celui qui serait parcouru dans l'unité de temps, si le mouve-
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ment était suffisamment prolongé en restant toujours uniforme*
JE
Cette quantité a ou — s'appelle Vintensité ou la grandeur
absolue de la vitesse du point dont il s'agit.
Ainsi la vitesse dans le mouvement uniforme est mesurée en grandeur absolue par l'espace parcouru dans t unité de temps, ou, plus généralement, par le guotient qu'on obtient en divisant un des espaces parcourus par texpression numérique du temps employé à parcourir cet espace. Nous donnerons plus loin (13) pour la vitesse une définition plus gétiérate et plus complète qui a égard au sens du mouvement et qui comprend les cas où ce mouvement n'est pas uniforme. Dès à présent il est bon de remarquer et de retenir que dans le inouvement uniforme l'espace parcouru est égala la vitesse multipliée par le temps, et que le temps est égal à r espace parcouru divisé par la vitesse.
Unités employées pour exprimer la vitesse. — L'ex
pression numérique de la vitesse exige le choix de deux unités. Tune pour les temps , l'autre pour les longueurs. L'unité de temps adoptée généralement dans rapplicalion des formules de la mécanique est, comme nous l'avons dit, la seconde (!•). L'unité de longueur ou d'espace dont nous ferons usage dans les exemples sera le mètre (J">). On exprime cette double convention en disant que la vitesse. est comptée en mètres par seconde. Néanmoins on se sert quelquefois d'igxpressions telles que celles-ci : vitesse de tant de pieds par minute, de tant de lieues par heure. Un mouvement uniforme étant défini sous une telle forme, il est aisé d'en conclure la vitesse en mètres par seconde. Par exemple, la vitesse d'une lieue (de 4 kilomètres) par heure et celle de 100 pieds anglais par minute reviennent, en mètres par seconde, l'une à
36ÔÔ ~ * "^ 9'
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l'autre à
iO. Équation sfénérale da mouTement amlfomie. —-On
conçoit que, pour définir le mouvement uniforme d'un point sur une ligne donnée, ce n'est pas assez de faire connaître la situation du mobile à un instant déterminé et Vintensité de sa vitesse ; il faut encore exprimer le sens de cette vitesse. Or, il suffit d'avoir compris l'usage qu'en géométrie analytique on fait des signes algébriques dans l'expression de la position d'un point sur une ligne donnée, pour étendre leur emploi à la détermination du sens de la vitesse, comme nous allons le faire en résolvant la question suivante :
Problème. Connaissant, 1® /a position M^ (**) qu'occupe à un certain instant un point mobile sur une ligne déterminée 0«
(fig. 1);
2° L'intensité de la vitesse de ce point en mouvement uniforme;
3® Le sens de ce mouvement, soit de M^ vers s, soit à fopposé; il s'agit d'exprimer la position M du mobile après un certain temps écoulé depuis l'instant oU il se trouvait en M^.
Pour le faire de la manière la plus générale, on nommera
t le temps écoulé à partir de Tinstant où le mobile était en Mq, instant qui est dit initial, parce que c'est à lui que commence le temps désigné par t;
s^ la distance du point M^ à un point G, appelé origine des
(*) Dans la navigation maritime, Tunilé de vitesse est le ncsud. Le nombre de nœuds que /î^ un navire est égal au nombre de milles marins qa'il parcourt en une heure. On sait que le mille marin est le tiers d'une lieue marine, ou un soixantième de degré terrestre : sa longueur est donc à peu près de 1852 mètres. Ainsi, un nœud répond à une vitesse de 1852 mètres par heure ou (X°^^h\k- par seconde.
(**) Les notations Ho , ^o se lisent : m indice zéro, s indice zéro.
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distances, et supposé connu sur la ligne Os; cette distance doit être comprise algébriquement, c'est-à-dire que c'est implicitement une longueur affectée d'un signe qui sera -h ou — , selon qu'elle sera portée à partir de O dans le sens adopté pour posilif ou dans le sens contraire; le point M,, que détermine la /]uantité s^ s'appelle position initiale du point mobile, et par là il ne faut pas entendre que le mobile est parti de cette position, mais il faut entendre qu'il l'occupait au commencement du temps t;
V la vitesse du mobile, quantité constante, mais positive ou négative selon que le mobile marche dans le sens positif ou en sens contraire ;
s la distance du mobile à l'origine O après le temps ^ distance dont le signe fera connaître le sens dans lequel elle devra être portée.
Cela posé, il est facile de voir qu^on aura
Cette équation, dont on vérifiera aisément l'exactitude pour toutes les hypothèses possibles relatives aux valeurs et aux signes des*quantités qui y entrent, s'appelle Véquation en termes finis du mouvement du mobile désigné dans l'énoncé de la question dont il s'agit ici. Elle s'applique à un cas quelconque du mouvement uniforme d'en point, pourvu qu'on donne aux constantes s^ et V les valeurs qui conviennent à ce cas, et qui ne sont pas d'ailleurs toujours données explicitement, comme on va le voir par un exemple.
11. Exemple de mouvement uniforme. •— Connaissant les positions du mobile à deux instants donnés, et sachant d'ailleurs que son mouvement sur une ligne connue est uniforme^ trouver r équation de ce mouvement.
L'équation cherchée est de la forme « =s s^^ -+- n, mais les
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quantités constantes s^ et F ne sont pas données immédiatement ; il s'agit de les calculer. A cet effet, on prendra à volonté l'origine des distances et celle des temps.
s^ et s^ étant les distances, à Torigine O, des deux positions connues,
t^ et t^ étant les temps écoulés depuis Tinstant choisi pour initial jusqu'à ceux qui correspondent à ces deux positions.
L'équation générale ci-dessus [1] doit être vérifiée quand on y substitue pour s ei t les valeurs simultanées s^ et t^, puis s^ et ^2 i on a donc deux équations pour calculer les constantes inconnues s^ et r, savoir :
*. = ^+^'. et s^ = s^ + Vi^ d'où
F = fî^:iîi et ,,=iiAzivîi.
et l'équation du mouvement dont il s'agit, c'est-à-dire celle qui donne la position du tiiobilé à chëique instant, est obtenue par la substitution de ces expressions de r et de s^ dans Téqtiation générale [i]. On a ainsi
Cette équation peut être mise sous les formes
qu'il est d'ailleurs facile d'écrire immédiatement, en considérant que l'espace s — s^^ par exemple, est parcouru dans le temps t — t^y avec une vitesse égale à Tesp^Qe s^ — s^ divisé par le temps f, — f, employé à parcourir ce dernier espace.
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DU MOUYEHSNT TARlfi D^UN POINT SUR UNS LIGNB DONlffiE.
12. HonTement varié. — Honvement périodiquement uniforme. — Lorsque le mouvement d'un point n'est pas uniforme, il est dit varié. Il est périodiquement uniforme si certains espaces successifs égaux sont parcourus suivant la même loi relativement au temps mis à les parcourir, sans que la même condition soit remplie par les parties de chacun de ces espaces. Tel est, par exemple, le mouvement d'un point de Taiguille d'une montre à secondes. Tel est encore le mouvement annuel du soleil relativement à la terre.
15. vitesse. — Il importe de bien comprendre ce qu'on entend par la vitesse d'un point à un instant déterminé, dans le mouvement varié. :
Soit M la position de ce point à un certain instant , et soit ^s l'espace positif ou négatif qu'il parcourt ensuite pendant un certain temps A^ lequel peut être assez petit pour que pendant tout ce teipps le mobile s'éloigne constamment de la position M. Si Ton divise As par l'expression numérique de A'^ le quotient
^ de »toe signe ,„e A., es, ■•«p^.ion de 1. „.,.« ™,^
avec laquelle l'espace As est décrit; et la direction de cette vitesse moyenne est suivant la corde joignant le point M à celui qu'occupe le mobile à la fin du temps A^.
Or si, dans le calcul, on fait décroître indéfiniment A^ l'espace As partant toujours du point M approche sans cesse et autant
qu'on veut de zéro; mais le quotient— tend vers une limite déterminée^ positive ou négative, qui, suivant la notation du calcul
VITESSE DANS LB HOUTBHBIfT YARlfi. 13
différentiel^ est désignée par -- , en même temps que la direction de la corde approche de se confondre avec la tangente en M. Ces deux limites de valeur et de direction constituent la vitesse du mobile à Tinstant où il occupe la position M. C'est ce qu'on énonce d'une manière abrégée, en disant que
La vitesse d'un point en une position déterminée est dirigée suivant la tangente à la trajectoire en ce point et a sa grandeur exprimée par l'espace infiniment petite positif ou négatifs qu'il décrit à partir de cette position, divisé par F expression numérique du temps infiniment petit employé à décrire cet espace.
Si donc l'équation du mouvement est sz=i§ (f), et si Ton appelle V la vitesse à la fin du temps quelconque i, on a, conformément aux notations connues du calcul différentiel^
quantité positive ou négative, selon que le point marche à cet instant dans le sens positif des s, ou en sens contraire. Réciproquement, si la vitesse était une fonction connue du
temps,' on en conclurait la relation nécessaire entre le déplacement du mobile et le temps écoulé pendant ce déplacement. En effet, de
v = — =f(/), ontire d« = f(^)d^, d'où 8 — 8^= 1 t{t)dt.
ai -•/o
Nous allons appliquer ces considérations à deux exemples.
Mouvement uniformément varié. — Le mouvement
d'un corps tombant librement dans le vide, et le mouvement du centre d'un corps sphérique homogène abandonné à l'action de la pesanteur, et roulant sur un plan incliné, appartiennent au genre le plus simple du mouvement varié; l'expérience constate
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que, si l'on compte Fespace parcouru et le temps écoulé à partir du point et de l'instant où le corps, d'abord en repos, est simplement abandonné à la pesanteur, respftce variable décrit par un point quelconque du corps dans le premier cas, et le centre de la sphère parallèlement au plan dans le second cas, est pro** portionnel au quarré du temps. Ce mouvement peut donc être exprimé par la formule
Si Tespace est mesuré à partir d'un point G quelconque de la droite sur laquelle se meut un point du premier. corps ou le centre de la sphère, et si Ton commence à compter le temps à un instant différent de celui' du départ, Fexpression de la distance sç du point mobile à Torigine O^ après le temps t, est de la forme
qui convient encore, moyennant des signes convenables donnés aux constantes x^, a et b^ au cas où le point mobile dont il s'agit, avant d'être abandonné, reçoit d'un moteur quelconque un mouvement, soit ascendant soit descendant, suivant la verticale ou suivant la ligne de plus grande pente du plan incliné.
Il n'est pas question d'expiiqper ici pourquoi l'équation cidessus a lieu ; mais, en la regardant comme l'expression d'un fait expérimental (*), il s'agit de faire mieux comprendre, à l'aide de cet exemple, ce qu'on entend par la vitesse à un instant déterminé dans le mouvement varié.
On peut y parvenir sans recourir au calcul différentiel. Si l'on suppose une valeur déterminée donnée à ^, on a par la formule
op = x^ + a^ -f- 6(2
(*) On le reconnaît en constatant que les distances du mobUe à un point fixe O, après des temps en progression arithmétique, formant une série dont les éifférencei secondes sont égaies, d*où il suit que m est une fenetioa duseflood degré de ^
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la valeur eorrespondante de x, qui fait connaître la position du mobile à la fin de ce temps. Soit àt un petit temps écoulé à la suite de t, et soit x^ la distance du mobile à Torigine des x, à la fin de cet accroissement du temps. On a pour déterminer x^ réquation
La différence x^-^x est l'espace décrit pendant le temps Aé succédant au temps t; son signe, dans chaque cas, indiquerait le sens du mouvement, et, en divisant cet espace par A^, on aurait la vitesse moyenne pendant ce temps. Ainsi,
-^-- — = a + ^ht + b/^t = vitesse moyenne.
A mesure que A^ diminue, cette quantité s'approche indéfiniment de a + ^bi, qui est par conséquent (13) la vitesse cher* ehée à la fin du temps t. Cest ee qui s'écrit ainsi :
On parvient immédiatement ^ ce résultat par la formule V = --, qui devient v=: — , appliquée à l'équation
X zn x^ + at+ bPy
suivant les règles les plus simples du calcul différentiel.
On conclut de ce qui précède :
1° Que, dans le mouvement exprimé par jc=ac^ + at-^-b^, la vitesse varie à chaque instant ;
2° Que sa valeur, quand le temps t commence, est a, quantité positive ou négative , qu'on appelle vitesse initiale et que nous désignerons souvent par v«;
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3® Que la vitesse s'accroît, par unité de temps, de la quantité ^b positive ou négative, mais constante, qui s'appelle accélération constante, et que nous désignerons souvent par la lettre ;.
La propriété d'accélération constante a fait nommer le mouvement dont il s'agit mouvement uniformément varié. Ce mouvement est donc caractérisé par les trois équations
v = v^+jt, ) PI
dv
dans lesquelles chaque lettre a une signification dont il importe de se bien pénétrer^ en se rappelant que x^, v^ eij sont des constantes positives ou négatives.
15. Remarqnes sur l€»s éqnations et les propriétés dn monvement aniformément varié. •— !<> Des trois équations
ci-dessus, les deux dernières onjL été déduites de la première. Réciproquement, on peut de la dernière conclure les deux autres, sauf les valeurs de v^ et de s^ qui restent arbitraires. En efiet, en intégrant les deux membres de Téquation dv =yd^, à partir de ^ = 0, on a
V — Vo=y';
dx
puis^ en mettant pour v son expression — dans cette dernière équation, qui devient^ par la séparation des variables,
dx = v^dt+jtdt,
et en intégrant, on obtient x — x^z=zvj+ ^ji^.
2® L'équation v = v^ + jt donne^ pour une certaine valeur
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de t, une valeur nulle à la vitesse v. Il faut bien remarquer qu'en général une vitesse nulle n'est pas toujours la même chose que le repos. Un point est en repos lorsque, pendant un temps fini^ il occupe constamment la même position. Un point en mouvement a une vitesse nulle à un instant déterminé lorsque
sa vitesse moyenne — pendant le temps A^ qui succède a
cet instant a pour limite zérOy c'est-à-dire devient aussi petite qu'on veut, à mesure qu'on fait décroître A^.
3^" En éliminant / entre les deux premières des équations [S], on a
JC — JC„=Z= -2-— / ou - = r
c'est-à-dire que, dans le mouvement uniformément varié, la vitesse moyenne pendant un certain temps t^ est la moyenne arithmétique des vitesses prises aux deux instants extrêmes de ce temps. 4* De la première des équaticms [î] on tire
c'est-à-dire que, dans le mouvement uniformément varié, la vitesse
fin du temps 5 1 est la vitesse moyenne
du mobile pendant un temps dont le milieu est ce même instant,
5*» En éliminant le temps t entre les deux premières équations [3], on obtient
l{v^-v,^)=f{x-^xj
dé sorte que, dans le mouvement uniformément varié, la moitié de
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l'accroissement du quatre tk la vitesse est égale au produit de l'ath célération constante par l'espace parcouru >
16. nouvement osieillatoire, — On suppose qu'un point Hf se meuve unifornoiément sur une circooférence BAC (lig. %], §t que ce point soit à chaque instant projeté rectangulairement sur un diamètre BG. On demande les équations du mouvemeni de la projection P.
Soient F la vitesse constante sur la circonférence, r le rayon OA, X la distance OP, t le temps pendsint lequel le mobile passe de A en AI
et sa projection de G en P, V la vitesse de la projection P à la fin de ce temps.
On a d'abord
jc= r sin ACM, et angle ACM ::;: = — :
d'où
. yt
oc = r sm — .
Puis
dx Vt V Vi
V = --- = r cos»— .— :=5 r QQS — . IJl
On peut éliminer le temps, ce qui donne
La vitesse v est donc proportionnelle à l'ordonnée BfP. Elle
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est nulle quand le mobile principal est en B ou en G. Son maximum est F et a lieu quand le mobile est en A.. Elle devient négative quand il se trouve au-dessous du diamètre BC.
La durée de Toseillation de B en G ou de G en B est celle du parcours de la demi-circonférence BAG^ par le mobile M ayant
la vitesse constante F; c'est donc — , (8), ou tt divisé par 1«
coefficient de l'ordonnée dans l'expression [3] de la vitesse v.
Rbvarqub. Le mouvement oscillatoire que nous venons d'étudier se trouve fréquemment dans les applications de la mécanique. Toutes les fois qu'on rencontrera un mouvement dans lequel la vitesse d'un point soit exprimée par une fonction de la
forme l/^a+ bx — c* x^, la distance variable du mobile à
un point fixe de sa trajectoire étant jc, on en conclura, en changeant l'origine des distances,
Que la vitesse peut être représentée par c l/^r^ — x'^^
Que le mouvement dont il s'agit est le mouvement oscillatoire qu'on obtiendrait en imaginant qu'un point se meut uniformément sur une circonférence dont le rayon est r et en projetant ce point à chaque instant sur un diamètre,
Enfin que la durée de chaque oscillation du mobile est -, ce qu'on trouverait d'ailleurs par le calcul intégral en posant — z=cr/ra — jc», d'où df = ^ et en inté-
dt V c^/jnr^
grant depuis x' = — r jusqu'à x' = r.
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17. Convbtt r«|pré««Ktalive des «spaees. — Si le mouvement d'un point sur sa trajectoire est figuré (7) par une courbe
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dont les coordonnées parallèles à deux axes représentent (moyennant deux échelles convenues des temps et des espaces) les unes les temps t, les autres les distances s du mobile à un point fixe de sa trajectoire, on peut en conclure la vitesse par un procédé graphique :
i^ Dans le cas où le mouvement serait uniforme, au lieu d'une courbe on aurait une droite ; et la vitesse serait représentée par la longueur constante positive ou négative dont varierait l'ordonnée variable s pour chaque accroissement positif de Tabscisse exprimant suivant Téchelie Tunité de temps.
Les lecteurs feront bien de s'exercer à tracer les différentes positions de la droite représentant un mouvement uniforme^ suivant la diversité des échelles et suivant les signes des quantités «0 et ^ dans l'équation [i] du numéro 10.
^^ Dans un mouvement varié quelconque, l'inclinaison de la courbe représentative, en un point, relativement à Taxe des temps donne, eu égard aux échelles, la vitesse à l'instant correspondant : cela résulte soit de la définition de la vitesse (13)
soit de l'équation v = — . La vitesse à la fin du temps t
s'obtient en menant, par le point dont Tabscisse figure ce temps, une tangente à la courbe représentative, et en mesurant à l'échelle des distances Taccroissement que l'ordonnée de cette tangente prend pour un accroissement de l'abscisse figurant suivant Tautre échelle Tunité de temps.
Suivant que la courbe tourne sa concavité vers les ordonnées s positives ou du c6té opposé, la vitesse est croissante dans le premier cas, ou décroissante dans le second, pendant que le temps croit. A un point d'inflexion répond un maximum ou un minimum de la vitesse, maximum si à la concavité vers les s positives succède la convexité, minimum dans le cas contraire. A un point où la tangente à la courbe représentative est parallèle à Taxe des temps /, la vitesse est instantanément nulle.
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8i, par exemple, le mouvement d'un point sur sa trajectoire est uniformément varié (14) et a par conséquent pour équation
s=zs^'+- vjt + '-j^, la courbe dont les coordonnées parallèles à deux axes représentent ce mouvement est une parabole (fig. 3) dont Taxe principal est une parallèle aux s. L'ordonnée à Torigine est la distance initiale s^ ; la tangente au point dont Tabscisse est nulle ayant pour équation s' z=zs^ + vjt^ si Ton appelle s^ Tordonnée de cette tangente qui correspond à ^ = i, et s^ l'ordonnée de la parabole correspondante à la
même abscisse f = 4, on a */ — «^ = v^, et *, — */ = -/.
18. Courbe représentative des Tltesses.— La loi suivant laquelle varie la vitesse dans un mouvement quelconque peut être rendue encore plus sensible par une autre construction graphique. On déterminera, comme on vient de le voir, les valeurs de la vitesse correspondantes à diverses valeurs du temps. Cela fait, on construira par points une courbe dont les abscisses seront, moyennant une certaine échelle, proportionnelles aux temps t et les ordonnées proportionnelles, moyennant une autre échelle^ aux vitesses v correspondantes.
Dans le second mode de représentation du mouvement d'un point, la distance s — «^ (qui sépare la position initiale du mobile de celle qu'il occupe à la fin du temps t) étant (13) l'intégrale Çvût est représentée par Taire comprise entre la
courbe^ Taxe des temps et les deux ordonnées qui répondent l'une à Torigine, l'autre à l'extrémité du temps I, pourvu que Ton convienne que l'unité de distance est représentée par l'aire d'un parallélogramme qui aurait pour côtés parallèles aux axes les lignes choisies pour représenter l'unité des temps sur Taxe des abscisses et Tunité des vitesses portées en ordonnées. Il doit être entendu que, si entre les deux instants extrêmes la vitesse
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ohange de signe^ il faut prendre positivement l'airê située audessus de Taxe des terops^ et négativement celle qui se trouve au-dessous.
Ces considérations géométriques peuvent servir à démontrer que, lorsque la vitesse est donnée par la formule v^zv^-^^jt^ la distance du mobile, après le temps 1, à sa position initiale, est
i;^f + -j<^, quels que soient les signes de v^ et de j. Nous né
donnerons pas ici cette démonstration, parce que la proposition a été établie précédemment (15) par le calcul.
m LA VITESSE D^UN POINT DONT LE MOUVEMENT EST EXPRIMÉ EN COORDONNÉES PARALLÈLES A TROIS AXES.
19. Projeetlon de la vitesse sur un axe. — • Lorsque la trajectoire d^un point dans l'espace n'est pas immédiatement connue, le moyen le plus simple de définir son mouvement est (5) de rapporter ce point à. trois axes concourants non situés dans un même pian, et de fournir la possibilité de calculer pour toute valeur du temps t chacune des trois coordonnées x, y eiz du mobile.
Projection sur un axe d'un point en mouvement» Cela posé, il est aisé de vérifier les remarques suivantes :
1° Les expressions de x, de y et de 2 en fonction du temps font connaître le mouvement des projections conjuguées du mobile sur les axes^, chaque projection étant faite sur un axe par un plan parallèle aux deux autres ;
2" Les déplacements Ax, Ay^ Aa de ces projections pendant le temps A^ sont les projections, sur les axes^ de la corde MM^ joignant les deux positions M et M, que le mobile occupe au commencement ^t à la fin de ce temps;
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f. Ax Âv A*
3® Par conséquent les quotients -— , —, — qui sont les
vitesses moyennes des projections du mobile sont les projections du quotient -tt^, qui, à mesure que A' diminue, finit
par différer aussi peu qu'on veut de la vitesse moyenne du mobile sur sa trajectoire pendant le temps a^;
cLx du dz
4® Par conséquent, les limites — , -^, — , vitesses des
projections du mobile à la fin du temps t, sont les projections dé la droite qui, étant égale à la limite — et dirigée suivant la
tangente à la trajectoire, exprime la vitesse du mobile dans l'espace. Ainsi :
Théorèms. Lu vitesse de la projection, sur un axe, d'un point en mouvement dans Fespace, est égale à la projection sur le même axe de la vitesse de ce mobile^
w . djc dw d2 , ,
Les vitesses — , -^, — sont souvent représentées par
dt df dt
Vfi Vjy Vt (prononcez v indice tk., etc.)t notations qui indiquent tout à la fois les vitesses des projections obliques ou rectangulaires du point dont la vitesse est i;, et les projections de cette vitesse. Ces quantités sont positives ou négatives, de mêmes signes que les accroissements dx, dy^dz, tandis que v comme d*, pouvant avoir toutes les directions dans l'espace, n'a point de
signe.
La notation vj n*a une signification complètement déterminée qu'autant que Ton connaît la situation angulaire du plan yO* coordonné avec Taxe Ox.
Lorsqu'il s'agit de projections rectangulaires, on a
Vx = v COS (v, x), Vj ZZZV COS (v, y), Vi = v cos (v, l).
djc
Exemple. Dans le cas du numéro 16, la vitesse — - du point P
df
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est la projection de la vitesse V du point M, dirigée suivant la tangente à la circonférence. On a donc immédiatement
dx
— = F COS AOM.
dl
20. Corollaire. — Im vitesse dun point dans Pespace est la diagonale d'un paralUlipipede dont les arêtes contiguès sont égales et parallèles aux vitesses des projections du mobile sur trois axes coordonnés.
Dans le cas où ces trois axes sont rectangulaires, on a
V = J/Vx^ + Vy» +
Vz*,
Projeetion sur «n plan d'un point en monveniani
dans l'espaee.— Imaginons que, pendant qu'un point se meut dans l'espace, on le projette continuellement sur un plan ^Oy par des parallèles à Taxe Oz (fig. 4). On a ainsi sur ce plan la trajectoire de la projection qui est aussi la projection de la trajectoire du mobile. L'arc NN', joignant deux points de cette projection, est la projection de Tare MM' compris entre les deux positions correspondantes du mobile sur la trajectoire. Si Ton suppose ces arcs infiniment petits, Tun est encore la projection de Tautre ; il en est de même de leurs quotients par l'exprèssion numérique du temps dt pendant lequel ils sont parcourus ; ces quotients sont, Tun la vitesse de la projection suivant la tangente en IV , Tautre la vitesse du mobile suivant la tangente en M. Donc
Théorèhb. La vitesse de la projection sur un plan d'un point en mouvement dans l'espace est en grandeur et en direction la projection sur le même plan de la vitesse de ce mobile.
Remarque. La vitesse de la projection suivant 1VN\ a évidemment les mêmes projections sur les axes Ox et Oy que la vitesse V suivant MM'. Elle est donc la diagonale d'un parallélo-
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gramme dont les côtés contigus sont égaux et parallèles aux vitesses vj et vy.
EN COORDONNÉES POLAIRES
28 « Trajectoire plane. — Soient
G (fig. 5) le pôle et OL Taxe polaire auxquels sont rapportées les positions successives d'un point mobile ; M la position qui correspond à la fin du temps t ; r le rayon vecteur variable OM ; oc Tangle variable MOL.
Deux équations ^ {r, a, i) = et ^, (r, a, ^) =0, ou plus simplement r = f (#) et ^c == f , (f), définiront complétemenl le mouvement du mobile dans le plan MOL.
L'équation r = (p (t) seule fait connaître la loi du mouve-ment de ce mobile le long d'une droite qui coïncide continuellement avec le rayon vecteur. La vitesse de ce mouvement, qui est appelée vitesse relative du point mobile sur le rayon vecteur,
dr
et que nous désignerons par vr, est exprimée par — , quantité positive ou négative.
L'équation a = 9, (t) seule fait connaître la loi suivant laquelle varie la distance angulaire du rayon vecteur à Taxe
polaire OL. La dérivée — est ce que Ton appelle la vitesse
angulaire du rayon vecteur ou du point M autour du pôle O. On peut se représenter cette quantité comme étant la vitesse linéaire du point situé à l'unité de distance du pôle sur le rayon vecteur; mais on doit remarquer que, pour un mouvement déterminé du rayon vecteur, Texpression de la vitesse angulaire reste numériquement la môme, quelle que soit Funité de dis-
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tance ou de longueur; c'est donc un nombre abstrait f ), et cela devait être, puisque « est lui-même un simple rapport. Nous dé-
signerons la vitesse angulaire — par w,
df
Lorsqu'une droite, telle que OM , tourne uniforiïiément autour
d*un de ses points, c*esl-à-dire que les angles qu'elle décrit
sont proportionnels aux temps mis à les décrire, l'usage des
praticiens est de déterminer sa vitesse de rotation par le nombre
de révolutions ou de tours qu'elle fait par minute. Si h est ce
nombre^ la vitesse angulaire — de la droite est, comme il
dt
est aisé de le voir, -— -.
Connaissant r, -- et — à un certain instant, on en
' dt dt
conclut la vitesse v du mobile à cet instant. Soit M' la position du mobile à la fin du temps t + ai. Menons la droite OUI' et l'arc circulaire infiniment petit MN, Nous aurons le triangle différentiel rectangle MM'N formé de Parc de trajectoire MM' ou dg, de NM' égal à dr et de MIV égal à rda; ainsi
d* = ^dra + r3da8,
et par suite
d* I //dr\2 „ /da\a
ou
(*) Si, par exemple, ta vitesse angulaire est 4, cela veut dire que, dans le cas où le rayon OM tourne uniformément, son point situé à 1 mètre du centre fixe parcourt 4 mètres par seconde, tandis que les points silués à 1 décimètre, à 1 kilomètre, à 1 pied, parcourent 4 décimètres, 4 kilomètres, 4 pieds, ce qui exprime évidemment le même déplacement du rayon indétiûiment prolongé.
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Le produit rw est la vitesse d'un point qui, coïncidant avec M, resterait immobile sur le rayon vecteur, mais serait entraîné avec celui-ci. C'est pourquoi on l'appelle vitesse cF entraînement du point M.
On peut encore calculer l'angle |3 de la courbe MM' avec le prolongement du rayon vecteur. On a
^ dr Vf . - rda rw
cosû = — = — , sm 13= --- = — .
*^ ds V ^ ds V
On peut aussi exprimer la distance variable p de l'origiâe Ô à la tangente en M, savoir :
» = r sm fl = r* ■— = r* — .
Enfin, il peut être utile de considérer l'aire M^^OM décrite par le rayon vecteur et dont l'accroissement pendant le temps dt est l'aire MOM' que nous désignerons par dcù. En négligeant le triangle MM'IV comme infiniment petit par rapport au triangle MOIV, on a
i d(ù \ da \
dû) = - r^da d'où — = ;r r2 — =3 - rhv.
2 dt ^ dt <i
On obtient le même résultat en écrivant
dû) = - M d5 = - r^ da.
df\ La quantité — 9 qui exprime la loi suivant laquelle l'aire (a
dt
croit avec le temps, s'appelle la vitesse aréolaire du point M autour de O. Elle peut être constante, et alors les aires décrites
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par le rayon vecteur, pendant des temps quelconques, sont proportionnelles à ces temps.
Trajeetoire qneleonqne dans l'espace. — La position
du point mobile à chaque instant peut être définie par trois coordonnées polaires :
i* Le rayon vecteur OM ou r (fig. 6) ;
â'» L'angle mOL ou a que sa projection orthogonale Om sur un plan fixe, mené par G, fait avec une droite immobile OL de ce plan ;
3° L'angle M Om ou y que ce même rayon vecteur fait avec le plan fixe.
Trois équations entre les trois variables r, a» y et le temps t définiraient le mouvement du mobile. Si elles étaient ramenées aux formes explicites
la première, seule, ferait connaître le mouvement relatif du mobile suivant le rayon vecteur; la deuxième donnerait le mouvement angulaire de la projection du rayon vecteur sur le plan iïxe mOL ; la troisième ferait connaître le mouvement angulaire du rayon vecteur par rapport à la droite fixe Oz menée par G perpendiculairement au même plan mOL.
Cherchons la vitesse du mobile à Tinstanl de son passage en M. Ce point se projette perpendiculairement en m sur le plan mOL, et l'on a Om = r cos y. Soit MM' ou ds l'arc infiniment petit que le mobile parcourt pendant le temps dt. Le rayon vecteur OM' est égal à r H-dr; il fait, avec sa projection orthogonale Om' sur le plan LOm, l'angle y + dy; et l'angle m'Om est exprimé par doc. Projetons rectangulairement M en N sur le plan M'Om', IV en Q sur la droite OM', et m en n sur Om'. Le chemin polygonal MIVQM' qui conduit de M en M' est ainsi formé de trois
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côtés, dont chacun est perpendiculaire aux deux autres; il s'agit de les évaluer. Ou a d'abord
MIV = mn = Om.da = r COS yàa*
Ensuite les angles mOn et MON étant infiniment petits, les projections On et OX ne diffèrent de Om et OM que par des infiniment petits du second ordre ; les triangles OnN et OmM peuvent donc être considérés comme égaux. Ainsi l'on a
OIV = 0111 = r; angle lVOii= MOm = y; angle NOQ = dy ; NQ == O^Ay = rày ;
et par suite
OQ = ON = r, et QM' = OM— r = dr.
Il ne reste plus qu'à substituer ces valeurs dans l'expression de MM'. On obtient
MM'« = MN» + NQ« + QM'a,
ou
d*« == r* COS^ ydo» + r« dy« + dr«,
d'où la vitesse cherchée :
RnuRQUES. io On arrive au même résultat par une transformation auxiliaire des coordonnées du point M, Prenant OL pour
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Taxe des il, Oe pour celui des s et l'axe des y perpendiculaire à Ox dans le plan mOL, on a
X = Oip cos a == r cos y cos oe, y = Cm sin a = r cos y sin et, « = r sin y.
On difFérentie et substitue dans là formule
2" Si Ton fait y = const = , la trajectoire est plane, et l'on retrouve d^^ ^ ^2 ^^a ^ ^,.2,
DU VOUTBMBMT d'uN POINT HBLATIVBBIBNT ▲ UN 8T8TillS
DE COMPARAISON INTARIABLE EN MOUTBMINT.
COMPOSITION DES VITESSES ET DES CHEMINS ÉLÉMENTAIRES
24. Mouvement relatif. — Un point M ayant un mouvement quelconque dans Tespace^ concevons qu'un système de compa-* raison de figure constante^ formé, par exemple^ des trois arêtes d'un angle trièdre invariable^ se meuve aussi d'une manière quelconque, et supposons qu'un observateur, entraîné à son insu dans le mouvement du système de ces axes, les considère comme fixes. (C'est ce qui nous arrive continuellement dans les questions de mécanique, où nous faisons abstraction du mouvement de la terre.) Cet observateur attribuera au point M un mouvement différent de celui que ce mobile possède réellement. Ce mouvement s'appelle mouvement apparent ou relatifs dans le système de comparaison.
HOUVEMINT RBL4TIF. 3i
En résumé, le mouvement relatif (fun point dans un système de comparaison qui est lui-même en mouvement est le mouvement absolu qu aurait ce point si, le système de comparaison devenant fixe^ les distances du mobile aux points de ce système étaient aux instants quelconques qui se succèdent les mêmes qu'elles sont pendant que le système se meut,
2S. Trajectoire relative. — Connaissant le mouvement absolu d'un point et le mouvement absolu du système de comparaison^ trouver la trajectoire du mouvement du point relqtivein^nt 4 çf système et les positions que ce mobile y occupe à des instants désignés,
Solution g^mpiiique. —Soient M,, M,, M,... les positions successives du point M» et soient
les positions correspondantes du système de comparaison à la fin des temps t^, t^, t^... Il suffit de reporter dans Tune des positions de ce système, la première par exemple, le point M avec les coordonnées relatives qu'il a successivement. On construit ainsi la trajectoire relative M,, m^, m^... dont les points M,, nig, nijj..'. correspondent aux temps f,, f„ f^...
Exemple. Le système de comparaison tourne uniformément autour d'un axe, et le point M a son mouvement rectiligne et uniforme dans un plan perpendiculîrire à Taxe. Prenons ce plan pour celui de la figure 7. Soit O sa rencontre avec Taxe de rotation. Soient M> M\ W,.. des positions successives et équidistantes du mobile. Prenons pour axes du système de comparaison Taxe de rotation projeté en O et le rayon 0]|i qui, à rinstant initial, passe par la première position considérée du mobile. Pendant que celui-ci se transporte en M', en M'^.,., le rayon d'abord en CM ou OA se transporte en OA', OA'', par-*
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courant dans des temps égaux des angles égaux, puisque, par hypothèse, le système de comparaison tourne uniformément. Cela posé, pour avoir un point de la trajectoire relative^ telle qu'elle serait pour un observateur qui, entraîné dans ce mouvement de rotation^ considérerait le rayon G A comme fixe, il suffit, par exemple, de trouver un point m' qui soit situé par rapport à OA comme M' est situé par rapport à OA'; pour cela, on décrit par le point M' un arc de cercle PW autour de O , puis on fait pW = P'M'. De même on décrit par M" Tare P'W, et Ton fait p'^m'' z= p"M^ Ainsi de suite.
SolaiioB analytique dn même problème em nénéral. —
Soient jc, y, z, les coordonnées variables en fondions du temps du point mobile M rapporté à trois axes fixes Ox, Oy, Oz, supposés rectangulaires. Soient a, 6, c les coordonnées variables relativement à ces axes fixes, d'un point O', origine mobile d'un système de comparaison formé de trois axes O'ji'y O'j', O z', rectangulaires dont les neuf angles avec les trois premiers axes sont comme les coordonnées a, 6, c, des fonctions du temps déduites des données du problème^ c'est-à-dire de la connaissance du mouvement du système de comparaison. Les coordonnées du point M relativement aux axes de ce systènie sont désignées par n', j\ %\ Ce sont les projections rectangulaires sur ces axes OV, oy, OV de la distance O'M^ laquelle ferme le contour polygonal dont les côtés sont x — a, y^-b, z — c. On a donc
jc'==(jc— a) cos (x, x') 4- (y — 6) cos (y, x') + (a— c) cos (z, x'), y = (jc — a) C0S(x, y') + {y-b) COS (y, y ) + (z — c) COS (z, y'), «' = (jc — a) COS (x, z') + (y — b) COS (y, z') + (z — c) COS (z, z').
Ces équations^ qui sont celles du mouvement relatif^ sont les formules ordinaires de la transformation des coordonnées, avec cette différence que les coordonnées a, 6, e et les neuf angles indiqués sont variables. En éliminant le temps, on obtiendrait les
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deux équations qui définiraient analytiquement la trajectoire relative.
Cas particulier au les axes de comparasion se meuvent parallèlement à eux-mêmes, et d'une manière d'ailleurs quelconque. On peut les prendre parallèles aux axes fixes. Ici, comme précédemment^ la figure M,, m,, nij... de la trajectoire relative s'obtient en ramenant le système de comparaison de chacune de ses positions successives à Tune d'elles^ en supposant que dans ce transport il entraîne avec lui la position relative correspondante du point mobile.
Les équations ci->dessus deviennent simplement
Cas plus particulier où le point observe est immobile^ les lignes du système de comparaison se mouvant parallèlement à ellesmêmes. On peut supposer le point immobile à Forigine des axes fixes. Ainsi^ jc = 0, y =0 , 2 = 0, et les équations précédentes se réduisent à x' = — a, y' = — h, z' •=: — c; la trajectoire relative est donc, par rapport aux axes mobiles, diamétralement symétrique à celle que décrit dans Tespace Torigine de ces axes mobiles par rapport aux axes fixes. Si cette dernière trajectoire est plane, il en est de même de l'autre, et elles sont superposables par simple rotation de Tune d'elles dans leur plan commun. Si les deux courbes ne sont pas planes et qu'on en fasse tourner une, de deux angles droits, autour de Torigine fixe et parallèlement à un pl«n passant par cette origine, elles deviennent symétriques par rapport à ce plan.
26. ComposUion des monvements. — On résoudrait par des moyens analogues le problème qui consisterait à trouver le mouvement absolu d'un points connaissant et son mouvement relatif pour un système de comparaison et le mouvement de ce système de
figure invariable* La solution graphique de ce problème se ré-
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duirait, i^ à figurer un nombre suffisant de positions absolues du système de comparaison
0>',y>'., 0>;y>;, 0>»Vm;
2° à y représenter les positions relatives, aux mêmes instants, du * point mobile dont il s'agit : la ligne joignant les points M^, M^, Mj... ainsi obtenus serait la trajectoire absolue de ce mobile. La solution analytique serait exprimée par les équations
JC = a -h x' COS (x', %) 4- y' cos (y', x) + z' COS (z', x), y=:b+ x' COS (x', y) + y' COS (y', y) + z' cos (z', y), z = c 4- jc' COS (x', a) + y COS (y', z) + z' COS (a', z).
qui supposent,
f" Que les trois axes fixes auxquels se rapportent les coordonnées X, yetzy définissant la position du mobile à la fin du temps f, sont rectangulaires;
^^ Que les coordonnées a^ b et c de l'origine mobile G' du système de comparaison^ et les angles des axes ractangulaires O'x', oy et OV avec les axes fixes sont des fonctions du temps déduites de la loi donnée du mouvement du système de comparaison :
3^ Qu'il en est de même des coordonnées x\ y' et «' liées au temps, en vertu de la loi donnée du mouvement relatif du mobile.
Cette question est comprise dans celles qui sont désignées sous le nom de composition des mouvefnents^ et il est d'usage de dire que le mouvement absolu d'un corps se compose de son mouvement relatif dans un système de comparaison, et du mouvement absolu de ce système. On remarquera que, dans les explications qui précèdent , il s'agit seulement du mouvement d'un point et du mouvement d'un système géométrique auquel on le rapporte.
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Après nous être occupés de la trajectoire du mouvement relatif d'un point, nous allons considérer sa vitesse.
27. vuesi^e velMîve. — La vitesse relative, qui est celle du mouvement relatif, est en général différente en intensité et en direction de la vitesse absolue. Cette considération conduit à la question suivante :
Trouver les relations entre la vitesse relative^ la vitesse absolue et le mouvement du système de comparaison»
Soit, à un instant déterminé, \ (fig. 8) la position du point mobile, et soit AV=w une droite représentant en direction et en grandeur sa vitassa absolue.
Soit AP = ^e une autre droite représentant de même la vitesse dvea laquelle le point A, considéré comme point géométrique lié au système de comparaison, est entraîné dans le mouvement de ce système; cette vitesse est appelée vitesse d> entraînement du mobile à l'instant de son passage en A, dénomination expressive que rappelle la notation ve; elle diffère en général de celle d'un autre point pris à volonté et lié au système de comparaison, sauf le cas où le mouvement de celui-ci est tel que tous ses points décrivent des courbes égales et parallèles, et où par conséquent toutes les droites joignant ses points se déplacent parallèlement à elles-mêmes.
Dans un temps infiniment petit àt le mobile principal se transporte en M sur la tangente AV de sa trajectoire, à une distance AM zrzvAf, tandis que le point géométrique A, lié au système de comparaison, est entraîné en A' à une distance AA' = ved^. Donc, l'observateur qui, emporté avec ce système, considérerait le point géométrique A comme fixe, pendant son transport en A', attribuerait au mobile principal un mouvement en vertu duquel celui-ci parcourrait un espace infiniment petit, égal à A'M, pendant le temps dt. Donc, si Ton désigne par vr la vitesse relative de ce mobile à l'instant de son passage en A, on a A'M == vrdt. Les côtés du triangle AMA', égaux respecti-
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veinent à vàt, vedt et vM, sont donc proportionnels aux vitesses V, vey vr, ce qui détermine l'intensité de la vitesse relative vr = EV.
Quant à sa direction, c'est la limite des positions de la droite A'M à mesure qu'on fait décroître le temps et. C'est donc une parallèle à EV menée par A.
En achevant le parallélogramme AEVR, on conclut : Théorème. La vitesse absolue est représentée en grandeur et en direction par la diagonale d'un parallélogramme dont deux côtés contigus représentent de même j l'un la vitesse d'entraînement, l'autre la vitesse relative. En d'autres termes, la vitesse absolue est la droite AV qui, partant du mobile, aboutit à l'extrémité d'une ligne brisée AEV ou ARV, formée de la vitesse dt entraînement et de la vitesse relative , Pune portée parallèlement à elk-même au bout de Vautre,
28. Composition de deux vitesses. — On voit que la vitesse absolue reste la même, lorsque Ton échange entre elles la vitesse d'entraînement et la vitesse relative. C'est pour cela que ces deux vitesses, dont les grandeurs et les directions contribuent géométriquement de la même manière à produire la vitesse absolue, s'appellent les vitesses composantes, ou simplement les composantes de la vitesse absolue; et cette dernière, considérée en ses rapports avec les deux autres^ s'appelle leur résultante. L'opération par laquelle on trouve la vitesse résultante au moyen de ses composantes, s'appelle la composition des vitesses.
Remarque. On peut se proposer sur les trois vitesses v, vq et vr et sur les angles qu'elles forment entre elles tous les problèmes de la trigonométrie rectiligne, et les résoudre, soit par les procédés graphiques, soit par le calcul.
Si, par exemple, on connaît la vitesse absolue v = AV, la vitesse d'entraînement ve = AE, et l'angle qu'elles forment, on trouve la vitesse relative vr = AR , soit en achevant le triangle AVE et menant AR parallèle et égal à EV, soit en construisant
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AR comme diagonale du parallélogramme dont les deux côtés sont AV, vitesse absolue, et Ae vitesse égale et opposée à la vitesse d'entraînement AE. Pour calculer une des trois vitesses en fonction des deux autres et de leur angle, on a
V^ = Ve^ + Vf^ + 2veVr COS (v«, Vr).
Vr^ = v2 + Ve^ — 2vve COS (v, Vc), v^ =: v2 + Vt^ — 2vvr COS {v, v^),
29. Cas particulier. — Lorsque la vitesse d'entraînement et la vitesse relative coïncident sur une même droite, la vitesse absolue est égale à leur somme ou à leur différence, selon qu'elles sont de même sens ou de sens contraires; et dans ce dernier cas elle a le sens de la plus grande. En d'autres termes, elle est égale à leur somme algébrique, chaque vitesse ayant le signe qui convient au sens de sa direction.
50. Exemples. — i® Un corps se meut verticalement avec une vitesse constante u (fîg. 9) ; un système invariable se meut horizontalement et uniformément avec une vitesse u': quelle est, relativement à ce système , la vitesse v du premier corps ? On l'obtient en achevant le parallélogramme dont u est la diagonale^ et te' un des côtés, ou bien elle est la diagonale du parallélogramme dont les côtés sont u et — u'.
2<* Un cylindre creux ayant tm mouvement de rotation connu autour de son axe projeté en O (fig. 7), on suppose qu'un point mobile y pénètre en A avec une vitesse absolue représentée en grandeur et en direction par AV, tandis que la vitesse du point A considéré comme appartenant au cylindre est représentée par la tangente AVe. En achevant le parallélogramme AVeWr, OU obtient la droite AVr représentant la vitesse relative avec laquelle le mobile entre au premier instant dans le cylindre ; sa direction est celle qu'il faudrait donner au premier
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élément d'un tuyau droit ou courbe qui adhérerait au cylindre, et dans lequel ou voudrait que le mobile s'introduisît sans choc.
Composition d'un nombre quelconque de vitesses
Un point ayant une certaine vitesse relativement à un système de comparaison, celui-ci peut avoir lui-méitie un certain mouvement relativement à un autre système également mobile : c'est ainsi qu'on arrivé à ôonsîdéret* une vitesse comme la résultante d'autant de composantes qu'on veut.
Pour le faire comprendre, posons un exemple de trois vitesses composantes. Le centre O de la terre (fig. 10) tourne autour du soleil dans le plan de Técliptique avec une vitesse v'; c'est ce qui constitue le mouvement annuel du globe. L'axe des pôles OIV, emporté avec le centre^ se meut parallèlement à lui-même, et si Ton considère un système de comparaison formé de cet axe mobile et de l'intersection OE des plans de Téquateur et de Técliplique, laquelle intersection se transporte aussi parallèlement à elle-même avec la vitesse v' , un point A de la surface de la terre a» relativement à ce système, un mouvement uniforme de rotation, ce qui constitue le mouvement diurne du globe. Soit v" la vitesse relative due à cette rotation, Vitesse qui dépend de la latitude du point dont il s'agit. Il s'ensuit que^ relativement au soleil et à Téoliptique, la vitesse « de ce point est la résultante de v\ vitesse d'entraînement» et de v'\ vitesse relative.
Supposons maintenant qu'un boulet soit lancé, du point dont nous venons de parler, avec une vitesse apparente v"\ Sa vitesse absolue v, ou plutôt sa vitesse relativement au soleil et à l'écliplique sera la résultante de u, vitesse d'entraînement, et de v'", vitesse relative. Si Tort connaît les vitesses v\ v^' et v'", on en conclura aisément V : en construisant une ligne brisée Ahcïl, formée de AB, représentant i^' en intensité et en direction ; de BC, égalé et parallèle à d", et de CD, égale et parallèle à v'", on aura d'abord AC == le, et éhsUitè AD, résultante de tt, et de v'", égale à V.
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En généralisant ces considérations, on voit ce qu'il faut entendre par la composition d'un nombre quelconque de vitesses, ou par une vitesse résultante de plusieurs autres. L'une d'elles étant prise pour vitesse d'entraînement et une autre pour vitesse relative, on en conclût une vitesse absolue qui , étant prise pour nouvelle vitesse d'entraînement et combinée avec la troisième vitesse composante, donne une nouvelle vitesse absolue; celle-ci, avec une quatrième vitesse coinposante, donne encore une vitesse absolue qui est la résultante des quatre composantes em-ployées; ainsi de suite. Il est facile de reconnaître d'après cela, et par suite du numéro 27^ la proposition générale que voici :
Théorème. £a résultante d*un nombre quelconque de vitesses AB, AC, AD,... AL est en grandeur et en direction une droite AL, quif partant de leur origine commune A, aboutit à l' extrémité d'une ligne brisée AB(],D,... L, formée de l'une des vitesses, par exemple AB, et de toutes les autres transportées en BC, , GjD,4... K,L, parallèlement à elles-mêmes^ et disposées bout à bout, en conservant les mêmes longueurs et les mêmes sens. Cette brisée s'appelle polygone des vitesses.
Par exemple^ la vitesse v d'un point dans Tespace est la résultante des vitesses de ses projections coordonnées sur trois axes concourants; et dans le cas treité au numéro 23, la vitesse v du point 1A dans l'espace est la résultante, i° de la vitesse relative dr
— • sur le rayon vecteur OM, 2<> de la vitesse d'entraînement
dt
da
r C06 y -^ du point considéré comme instantanément fixe en M sur le plan MOm, pendant que ce plan tourne autour de Oz
avec la vitesse angulaire ---, et 3° de la vitesse d'entraîne-
dt
ment — r -^ de ce point, considéré comme fixe sur le rayon
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vecteur OM^ pendant que celui-ci se rapproche de O» avec la vitesse angulaii*e — J-.
dt
52. Remarque sur la simultanéité des vitesses eomposantes, et de la vitesse résultante. — On dit quelquefois
qu'un point esl animé simultanément de plusieurs vitesses ou possède à la fois plusieurs mouvements. C'est une locution abrégée qui ne peut être entendue dans le sens rigoureux, car, à un certain instant, un point n'a réellement qu'un mouvement. C'est dans la considération des mouvements relatifs qu'on trouve la véritable interprétation de cette manière de parler. Ainsi, dans l'exemple du numéro 35, il ne serait pas exact de dire que ce boulet tourne autour du soleil parallèlement à Técliptique^ en même temps qu'il tourne autour de l'axe des pôles, et en même temps encore qu'il quitte son point de départ dans la direction de la bouche à feu. Il aurait le ppemi«r mouvement s'il était en repos sur la terre et que celle-ci ea mouvement autour du soleil ne tournât pas autour de son axe; il aurait le second s'il était immobile sur la tei^e et que celle-ci tournât autour de son axe devenu fixe; il aurait le troisième si la terre était tout à fait immobile.
Projection du polygone des vitesses. -— On sait que la
propriété caractéristique d'une droite telle que AL, qui ferme un contour polygonal ABC,D,... L, est que la projection sur un axe quelconque de cette droite prise dans le sens AL, est égale à la somme algébrique des projections des côtés pris dans le sens suivant lequel ils se décrivent à partir de A. Ainsi, r étant la résultante de plusieurs vitesses v\ v^j v'" attribuées à un même point, on a pour un axe Ox et pour un plan directeur, l'un et l'autre quelconques, la formule
Fx = Vx' + v/ + W" + .. . ou Fx = s Vx,
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chaque projection prise avec ie signe qui convient à son sens. Si les projections sont rectangulaires^ la formule précédente devient
V cos (F, x)= S V cos (v, x) ;
chaque vitesse est positive^ et le cosinus qui la multiplie est celui de l'angle aigu ou obtus que la direction de la vitesse fait avec la direction positive de Taxe Ox.
Il s'ensuit que la résultante AL, obtenue par la construction du polygone des vitesses, ne dépend nullement de Tordre dans lequel on dispose les composantes, et que par conséquent^ dans la composition de vitesses quelconques, on peut, sans rien changer à la résultante, prendre celle des composantes qu'on voudra pour première vitesse d'entraînement^ et mettre à la suite les autres vitesses dans un ordre quelconque.
Si deux vitesses composantes étaient égales et de directions opposées, elles seraient sans influence sur la résultante, ou^ comme on le dit, elles se détruiraient.
IlécomiKisItioii des vitesses. — De Téquation
Fx = v'x + A + Vx'" + ...
on conclut
c'est-|i-dire que Tune des vitesses composantes peut s'obtenir en composant la résultante avec les autres composantes prises en sens contraires de leurs directions. Par exemple, dans le cas particulier du numéro 31. la vitesse relative AR est égale à la résultante de la vitesse absolue AV et d^une vitesse Ae égale et opposée à la vitesse d'entraînement AE, ce qui est évident à la simple inspection de la figure.
Il suit de là qu'en général on ne change pas le mouvement d'un point relativement à un système dis compëraison, si on imprime par la pensée à celui-ci un second mouvement qui se combine avec celui quil possède, pourvu que Von compose la vitesse absolue du point avec une vitesse égale à la nouvelle composante qu'a reçue sa vitesse d'entraînement. Le cas le plus simple où cette règle s*appli(|ue est celui où Vbn réduit à zéro la vitesse d'entfatnèment primitive priâe négafi veinent.
5S. Gomposltioià dès chemltis élénieiilaireft d'iiii ^dllii: —
Il arrive souvent c\vCà\j lieu de dire qu'uft point a une vitesse v dans line certaine diréëtidn, ce (Jui d Une signification pfécise, ôii dit qu'il parcourt dans un temps d^ tin espace infiniment petit ou chertiiti élémeritaire d^ égal à vAt, ce qui supposé qu'on fait abstractiorl de là coiirbùre de Id trajectoire et de la variation de la vitesse, comme on peut le faire quand on n'a pour objet que de bomp^irer éhtrfe elles des vitesses prises à de certains itistatlffe. A ce point de vue, eU ncftis reposant à la question du numéro 29, nous remarquerons que le fchemin éléfnentait*e absolu AM ou vdty peut être considéré comme la diagonale du parallélogramme dont les côtés corltîguè sont le cbeiiiin AA' ou vedt, dû au mouvement d'entraînement, et le chemin A'M ou vrdt, dû au mouvement relatif.
En général, quand la vitesse V d'un point se compose de plusieurs vitesses v\ v", v"'..., on peut exprimer ce fait en disant que le chemin élémentaire P'ât de ce point, pendant le temps d^, est la droite qui ferme le contour polygonal formé de lignes égales et parallèles en même sens ayx chemins v'dt, v"dt, v"^dt. . . que le point parcourrait en vertu des vitesses composantes prises isolément. C'est ce qu'on peut exprimer par la formule suivante, en supposant dans l'espace un axe de projection Ox et un plan directeur, l'un et l'autre quelconques :
Vjdt = S t>idl.
métlioae ilè Bobervm pdnir le i^iloé des tangfeniMi aux
eotiifbes. — Si une courbe est cotlsidérée comme décrite par un point dont la vitesse soit la résultante de plusieurs autres, il suffit de connaître les directions et les rapports deà vitesses composantes pour en conclure \A direction de la tangente. C'est le principe dé lâ méthode de Roberval, géomètre français du dixseptième siècle.
Exemples. — I. L'ellipse dont on a un point Ht (fig. 4i) et les detix foyers F et f ^ étant supposée décrite par une pointe qui glisse le long du rayon vecteur FM tournant autour de F, soit MV la vitesse relative Suivant le raybri ; la vitesse absolue est rhypoténuse inconnue MT du triangle rectangle MVT, dont le côté VT serait égal à la vitesse d'entraînement dil poitit M, en vertu de la rotation du raybn vecteur FM. Mais on peut considérer aussi la courbe comme décrite par une pointe glissant sur Mf avec la vitesse Mv égale à MV, puisque le Second rayon vecteur décroît autant que Tautre augmente daris le même temps. Donc, Textrémité de la droite représentant la vitesse absolue de M est en T^ point de rencontre des deuK perpendiculaires VT et vT aux rayohs vecteurs.
Les deux triangles rectangles MVT, MvT étarit égaux, il s'ensuil que la tangente MT à Tellipse est bissectrice de l'angle vMV formé par un rayon vecteur et le prolongement de l'autre ; la normale MIV à Tellipse est donc bissectrice de l'angle FMf des deux rayons vecteurs .
IL La même méthode s'appliquerait à la courbe définie par la condition que^ les deux points A et B (fig. 12) étant fixes, les deux rayons vecteurs AM et BM sont dans un rapport constant. La courbe peut être supposée décrite par une pointe traçante qui se meut de M vet'S A sût le ràybn vecteur AM, avec une vitesse représentée par la longueiir MA, tandis que ce même rayon vecteur tourne autour de A. Mais la même courbe peut être simultanément décrite par une pointe traçante qui se mouvrait ëur le fayon BM avec une vitesse représentée par MB
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(puisque les deux vitesses relatives sur les deux rayons vecteurs sont proportionnelles aux longueurs de ces rayons, et que Tune d'elles a été, pour simplifier la figure, représentée par MA). En raisonnant comme dans Texemple précédent^ nous voyons que la vitesse absolue du point décrivant est Thypoténuse commune des deu^s: triangles rectangles MAT et MBT; donc, le point de la tangente est à Tintersection des deux perpendiculaires AT et ET (*).
III. On trace d'une manière analogue la tangente MT (fig. 13) à une section conique dont on a un foyer F, une directrice AB et le point M. Le rapport des distances MIV et MF du point M à la directrice et au foyer étant constant^ on voit facilement que la direction de la vitesse ou de la tangente en M passe en T, point de rencontre de la directrice AB et de la perpendiculaire FT, menée par le foyer au rayon vecteur.
Remarque. Certains auteurs, en appliquant la méthode de Roberval à Tellipse^ ont cru^ par inadvertance^ que la vitesse du
{*) On peut être curieux de vérifier que la courbe définie dans Texemple II est une circonférence de cercle^ et que la tangente RIT est perpendiculaire au rayon MO (fig. 12).
1° Soil BQ perpendiculaire à AB, le point Q étant sur la courbe dont il s'agit. Menons QO perpendiculaire à AQ et décrivons la circonférence dont le centre est O et un rayon 0||. Le point M quelconque de cette cif conférence satisfait à la propriété énoncée. En effet, les deux triangles rectangles
OQ OB
et semblables QOA et t|OB donnent — j = — . Or, OQc=OM; donc,
-- — := ■--=» Donc, les deux triangles MOA et MOB ayant un même angle
OA OH
compris entre c6tés proportionnels, sont semblables. Donc,
BM_ OM_Oft Bft MA ■" OA ~ OA ^ QA'
rapport constant, quelque part que soit le point IH sur la circonférence.
i" Démontrons que la droite HT supposée perpendiculaire à OH, et les droites AT et BT^ respectivement perpendiculaires à AH et à BH, concou-
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point décrivant était la résultante des deux vitesses relatives égales MV et Mv, dirigées suivant les deux rayons vecteurs. Comme ils n'ont tiré de cette supposition fausse qu'une conséquence vraie, savoir, que la tangente MT à Tellipse divise l'angle VMv en deux parties égales, ils ont pu ne pas s'apercevoir de leur erreur, qui depuis longtemps a été signalée par M. Duhamel. Us l'auraient nécessairement reconnue s'ils avaient considéré les exemples II et III. Ceci nous donne occasion* d'insister sur ce point : que la saine théorie de la composition de deux vitesses exige que Tune soit la vitesse relative du point considéré, dans un système de comparaison de figure invariable et mobile dans l'espace, et que Tautre soit la vitesse d'entraînement de ce point hypothéliquement attaché au même système de comparaison.
rent en un même point T. Rapportons ces trois droites aux deux axes rectangulaires Ox et Oj. Soient il.' et j' les coordonnées OP et PM du point M, et posons OAs=:a, OB= b, et OQ = r, on remarquant que le triangle rectangle QOJL donne r' = ab.
L^équation de MT est
celle de
celle de AT
L'élimination de y, soit entre les équations [1] et [2]^ soit entre [1] et [3], eu égard à la Rouble relation y'* + x'^ = r^ = a&, donné dans les deux cas la même valeur a? = a H- b — a?', ce qui prouve que l'intersection de BT et de niT coincide avec celle de AT et de IHT.
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Nous verrons bientôt (54 et suiv.) d'autres exemples de la détermination d'une tangente, fondée sur ce que sa direction est celle de la vitesse du point qui décrit la courbe, lorsque celle-ci est susceptible d'une génération mécanique.
IB^VARIABLE
GÉN$Ri1.ITlÊS SUR I.B NOVYBVBNT d'UI^ ST8TÈ||B IIfYÀRU9t£. 57. Relation des iri tinsses de deux peinfs Jlunil la i||staiiio«
est constante. — Un système invariable^ que Ton nomme souvent, pour abréger, un solide, est un ensemble de points dont les distances mutuelles restent les mêmes, quel que soit leur mouvement. Une loi généfele qui lie entre elles les vitesses de ces différents points est celle que nous allons signaler.
Soient, à un certain instant, A et A^ (flg. 4^4) les positions de deux de ces points situés à une distance finie Pun de l'autre et ayant actuellement les vitesses v et v'. Pendant le temps dl ils se transportent en B et B', à des distances infiniment petites, vdt et v'df,de Aet de A'. Projetons rectangulairement la droite BB', égale à AA', sur la direction de cette dernière, en bb\ L'angle da 88' avao AA^ étajat iafmiment petit, la différence entre les longueurs BB' et bb' est infiniiiient petite par rapport à la plus grande des distances AA' et BB'. On doit la négliger auprès de
Ab A'b'
celles-ci et poser bb'=AA', d'où Ab=AV, ou — = — • ^ ûê di
Or, ces deux dernières quantités sont les vitesses des projections
rectangulaires sur AA' des deux points mobiles dont il s'agit.
Ce sont aussi les projections des vitesses v et v' (19). Donc,
48 CinfiHATlQCB. 8BCT. I, GHÀP» n.
ThéorIiib. Zes vitesses de deux points dont la distance est tn« variable ont à chaque instant leurs projections rectangulaires égales sur la droite qui, au même instant ^ joint ces deux points,
38. Cas partieuiier. — Si la droite AA' est normale à la trajectoire de Tun des points, la vitesse de ce point a sa projection nulle sur cette droite, et, quant à Tautre point, il faut de deux choses Tune : que sa trajectoire soit également perpendiculaire à la droite AA', ou que, si elle ne Test pas, la vitesse de ce second point soit actuellement nulle. Exemple : une droite MM' (tig. 15) de longueur invariable se meut, Textrémité M restant sur la droite AB^ et l'extrémité M' sur AA' perpendiculaire à AB : lorsque la première passe en A avec une vitesse quelconque, la seconde est en A', non en repos, mais avec une vitesse nulle.
59. L'étude du mouvemeiit d'un système lavariable se réduit à celle da mouvement d'un triangle. — - Il est facile,
en efTet, de reconnaître que, si Ton assigne à trois points quelconques non en ligne droite d'un système invariable un des mouvements qu'ili» peuvent prendre, le mouvement de chacun des autres points du système est déterminé comme une conséquence de cette hypothèse.
CLASSIFICATION DIS MOUTBHXNTS CONTINUS d'uN SYSTEME INTARIABLK. RELATI09S DES VITESSES ENTIUB ELLES DANS CHAQUE CAS.
Divers mouvements eontinus d'un système Invariable
— On peut distinguer dans le mouvement d'un solide cinq cas qu'il est utile d'étudier séparément , savoir :
i"" Mouvement simple de translation;
^ Mouvement simple de rotation autour d'un axe fixe;
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3^^ Mouvement quelconque parallèle à un plan fixe ;
4*.Mouvement quelconque de rotation autour d'un point fixe;
5» Mouvement quelconque composé d'une translation et d'une rotation.
Nous allons les caractériser et examiner dans chaque cas la loi qui lie entre elles les vitesses des différents points du système.
Translation rectUigne on curviligne. — Dans ce cas
toutes les droites qu'on peut imaginer entre les points du système se déplacent^ en restant parallèles à leurs situations initiales. Il s'ensuit que tous les déplacements simultanés ont des cordes parallèles et égales, et que tous les points ont, aussi longtemps que diire'la translation effective, des vitesses à chaque instant égales, parallèles et de même sens, pouvant d'ailleurs varier ensemble, d'un instant à l'autre, d'intensité et de direction.
Dans le cas particulier où les vitesses égales restent parallèles à une direction constante, le système a un mouvement de translation rectiligne, sinon la translation est curviligne, La translation rectiligne peut être uniforme ou variée. La translation curviligne peut être circulaire : tous les points du système décrivent alors des arcs de cercle égaux dans des plans parallèles.
Il suflSt que trois points, non en ligne droite, d'un système invariable, aient un mouvement commun de translation pour quil en soit de même de tout le système (39).
MOUVEMENT SIMPLE DE ROTATION AUTOUR d'UN AXE FIXE.
Rotation simple. Déplacement, vitesse, aeeélération
anipaiatres. — Lorsque trois points, non en ligne droite, d'un système invariable, conservent sans changement leurs distances à deux points fixes de l'espace, il en est de même de tous les
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autres points du système, et l'on dit qu'i7 tmme aukmr de Vaxe fixe déterminé par les deux points fixes, ou qu'il a un moumment de rotation autour de cet axe.
Dans ce cas, tous les points du système se meuvent dans des plans perpendiculaires à Taxe de rotation; ils y décrivent en un même temps des arcs semblables, c'est-^-dire d'un même nombre de degrés^ et par conséquent proportionnels aux distances de ces points à l'axe fixe. Le rapport de chacun de ces arcs à son rayon s'appelle le déplacement angulaire du système dans le temps dont il s'agit. Il est numériquement égal à l'arc décrit pendant ce même temps par un point invariablement lié au système et situé à l'unité de distance de Taxe.
Les vitesses des difierents points du système^ à un même instant, sont par cette raison proportionnelles aux distances de ces points à l'axe de rotation. Le rapport de chacune de ces vitesses au rayon de l'arc décrit par le point qui la possède s'appelle la vitesse angulaire du système, à l'instant dont il s'agit. Ce rapport est numériquement égal à la vitesse linéaire de tout point lié invariablement au système et situé à l'unité de distance de Taxe. Il est d'ailleurs indépendant (26) du choix de Tunité linéaire.
La vitesse angulaire peut être constante, et la rotation est alors dite uniforme; si la vitesse angulaire w est variable, la
quantité —, qui correspond à un instant quelconque et peut
être constante, ou variable, est appelée V accélération angulaire du système à cet instant.
MOUVJSMENT OUELGONQUC PàBAUÈLfi A UN PLAN FIXE.
45. Runlement eyllndriqae. — On se fait une idée nette du mouvement d'un solide parallèlement à un plan, en le considérant comme un mouvement de roulement cylindrique. I magifioas donc qu'un système invariable soit invariablement
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attaché à une surface cylindrique à base quelconque, qui roule sans glisser (*) sur une autre surface cylindrique supposée fixe et dont les génératrices rectilignes sont parallèles à celles de la première. Chaque point du système décrit une courbe plane dont le plan est perpendiculaire aux génératrices des cylindres. Si ces deux cylindres sont de révolution et si le point décrivant est sur la surface cylindrique mobile, la courbe plane qu'il décrit se nomme épicycloïde. Elle est une simple cycloïde lorsque, le cylindre mobile étant à base circulaire, le cylindre fixe est remplacé par un plan. Si la surface cylindrique mobile est remplacée par un plan, la courbe plane décrite par un point du système, situé dans ce plan, est une développante de la section droite du cylindre fixe. En général, ce genre de mouvement se nomme mouvement êpicycloidal plan ou roulement cylindrique. Quelles que soient les sections droites des cylindres, la relation qui lie entre elles les vitesses des difi'érents points du système mobile, à un même instant, est facile à apercevoir. En efifet, remplaçons les cylindres par des prismes inscrits à faces trèsétroites et égales (pour plus de simplicité). Les courbes décrites dans ce cas par les points du système en mouvement, pendant un temps très-court, sont des arcs circulaires dont les plans sont perpendiculaires à Tarête actuellement commune aux deux prismes et dont les centres sont sur cette arête ; et les vitesses de ces divers points sont proportionnelles aux distances des points à cette même arête. Ces deux propriétés, étant indépendantes de la largeur des faces des prismes, subsistent par conséquent à la limite, c'est-à-dire dans le cas des cylindres. Donc, dans le
(*) Od compreDd que, par roulement sans glissement d'une surface cylindrique sur une autre qu'elle touche suivant une génératrice, il faut entendre que, si par rua des points de contact on mènc'unrplan perpendiculaire à la génératrice commune, les deux sections droites que ce plan détermine dans les deux surfaces restent constamment tangentes Tune à Taulre pendant leur mouvement relatif, et, de plus, le point de contact se déplace simultanément de longueurs égales sur les deux courbes.
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mouvement épicycloïdal plan, les directions et les rapports des vitesses sont à chaque instant les mêmes que si Taréte de contact des deux cylindres était fixe à partir de cet instant. C'est ce qu'on exprime d'une manière abrégée, en disant que le mouvement élémentaire du système est une rotation autour de la génératrice de contact, ou encore, que cette génératrice est un axe instantané de rotation.
Remarques. — 1<> Ed réalité^ la génératrice de contact des deux cylindres, à un instant déterminé^ n'est pas fixe. Les points du cylindre mobile qui, à cet instant, sont sur le cylindre fixe n'y restent pas pendant un temps fini, quelque petit qu'il.soit ; mais la vitesse de ces points est nulle (ce qui est différent de la fixité ou du repos (1 5,^**)), parce que, après s'être rapprochés de la surface fixe, ils s'en éloignent immédiatement : ils rebondissent, pour ainsi dire, sur cette surface, et leur vitesse change de sens en passant par zéro. L'arête de contact considérée comme ligne géométrique située sur le cylindre fixe se meut parallèlement à'elle-méme, avec une vitesse qui dépend de la rapidité du mouvement du cylindre mobile.
2* Les arcs décrits, même pendant des temps très-courts, par les divers points du système mobile ne sont pas des arcs de cercle, ni même des arcs ayant même centre de courbure. Par exemple, dans le cas le plus simple, celui d'un cercle roulant dans son plan sur une droite, les points 'de la circonférence décrivent des arcs de cycloïde, tandis que le centre décrit une ligne droite.
On va voir (47) que, réciproquement, lorsqu'un système invariable se déplace parallèlement à un plan fixe, pendant un temps fini, son mouvement, s'il n'est pas une translation ou une rotation effective, est un mouvement de roulement cylindrique.
Pour le démontrer, nous établirons deux propositions préparatoires, et d'ailleurs utiles en elles-mêmes.
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44. Lorsqu'un système invariable se déplaee parallèiement à un plan, on peut toujours l'amener d'une de ses positions suceessives à une autre qne&eenque d'entre elles» soit par une simple translation, soit par une simple rotation. — Quel que soit, en effet, le système dans l'espace, il suffit, pour définir son mouvement, de considérer le déplacement de sa projection rectangulaire sur le plan fixe. Soient AB, AB' (fig. 16), les deux positions d^une droite de cette projection, soit O Vintersection des deux perpendiculaires aO, bO, sur AA', BB',en leurs milieux. Les deux triangles AOB, A'OB',dont les côtés sont égaux chacun à chacun, sont superposables par une rotation autour de O, qui amènera en même temps (42) tous les points du système de leur première position à la der^ nière. Si les deux droites AB, A'B' étaient parallèles, O serait à l'infini, la rotation deviendrait une translation. Ainsi, la proposition est démontrée dans tous les cas.
Remarque. — Le déplacement angulaire du système pour passer de la première à la seconde des positions considérées, est Tangle des deux perpendiculaires égales menées de O sur AB et sur A'B', angle égal à celui de ces deux droites.
Il resterait donc le môme si, à la deuxième position A'B' du système, on en substituait une troisième A"B"; obtenue par une translation à partir de la deuxième.
4^ Lorsqu'un système invariable Hfb transporte parallèlem^it à un plan, son mouvement élémentaire & un instant queleonque est une translation ou une rotation. — Par cet
énoncé nous entendons que, sauf le cas où, à l'instant dont il s'agit, les vitesses sont égales et parallèles, elles ont les mêmes directions et les mêmes rapports entre elles que si le système tournait effectivement autour d'un axe perpendiculaire au plan fixe. En effet, soient AA', BB', CC... (fig. 17) les cordes des arcs de trajectoires décrits simultanément par les points A, B, C. . . de la projection du système sur le plan fixe. A mesure que ces
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arcs, de courbure quelconque^ diminuent, le point O, commune intersection des perpendiculaires menées aux milieux des cordes, approche d'wne limite O,, intersection des normales, en A, 6, €..., et les rapports des vitesses approchent indéfiniment de ceux des distances 0,A, Ofi, Ofi,..
Centre instantané et axe instantané de rotation
Si le mouvement du système était une rotation effective, Taxe de cette rotation serait la droite dont le point G,, intersection des normales, est le pied, et cet axe serait fixe pendant toute la durée de la rotation. Dans tout autre cas, les arcs décrits par les points A , B , G... n'étant plus circulaires et concentriques, le point G, et la droite dont il est le pied changent continuellement de position dans l'espace. On les appelle centre instantané et axe instantané de rotation.
Le rapport commun, à un instant déterminé, des vitesses de tous les points du système aux distances de ces points à Taxe instantané de rotation est^ à cet instant^ la vitesse angulaire du système.
Les points liés au système mobile qui se trouvent à un certain instant sur Taxe instantané de rotation ont, à ce même instant^ une vitesse nulle, sans être en repos. Cet axe, autour duquel le système ne tourne pas effectivement, serait plus exactement désigné sous la dénomination d'axe central actuel des vitesses, que sous celle d'axe instantané de rotation.
Hemarqne — H est fadle de voir que, lorsqu'une figure plane invariable se déplace dans son plan, pour déterminer son centre instantané de rotation il suffit de connaître les directions des vitesses de deux de ses points, pourvu que ces vitesses ne soient pas perpendiculaires à la droite qui joint les deux points. Si; au contraire, elles le sont^ il faut connaître leur rapport , qui est égal au rapport des distancer des deux points au centre instantané situé sur la droite qui les contient. Ainsi;» ai
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!•$ vitesses v et V des points M et M' sont perpendiculaires, dans un même plan, à la droite MM', et si Ton a le rapport
— = n, on a, pour déterminer le centre instantané O (fig. 17),
réquation
OM = MM' — ^, = MM
formule générale eu égard aux signes. Le centre instantané une fois déterminé^ il ne faut plus connaître que la vitesse d'un point de la figure et sa distance à ce centre, pour en conclure la vitesse angulaire de la figure, et par suite la vitesse linéaire d'un quelconque de ses points qui serait donné.
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition annoncée à la fin du numéro 43.
47. Tout mouvement d*iui solide parallèlement à un plan est généralement un roulentent eyllndrique. — I! s'agit de
faire voir que> lorsqu'un système invariable se meut pendant un certain temps parallèlement à un plan fixe, ce mouvement équivaut au roulement sans glissement d'une surface cylindrique liée au système, sur une autre surface cylindrique fixe.
Pour le démontrer et reconnaître quelles sont les deux surfaces cylindriques roulant Tune sur l'autre, il sufiit de considé rer une figure plane invariable qui se meut dans son plan. Substituons à la courbe des centres instantanés de rotation sur ce plan une suite de points distincts O, O', O", O'"... (fig. 18) que nous prendrons pour centres de rotations efifectives, et qui pourront ensuite ôtre rapprochés indéfiniment.
Soit (F) une figure plane quelconque. Supposons qu'elle tourne actuellement autour du point O et se déplace d'un angle «5 qu'ensuite elle tourne autour de O' et se déplace de a'^ qu'ensuite elle tourne autour de O" avec un déplacement angulaire «", et ainsi de suite. Avec ces données il est facile de
56 CINÊHàTIQUB. SECT. I, CHÂP. II.
construire le polygone MM'M'W',.., qui, lié invariablement à la figure (F), soit tel qu'en le faisant rouler sur le polygone 00'0"0"'... on fasse subir à cette figure les mouvements qui viennent d'être exprimés.
A cet effet, tracez MM' égale à OC et faisant l'angle M'00'= a; puis menez M'm" faisant ang. MMW = ang. OO'O" , et tracez M'M" égale à O'O" et faisant ang. M"M'm" = « ; menez de même M'W" faisant ang. M'M'W" = ang. 0'0"0'", et tracez M"M'" égale à 0"0'" et faisant ang. M"'M'W" = a"; ainsi de suite.
Non-seulement, pendant le mouvement supposé de la figure (F), le polygone MM'M"M'"... lié à cetter figure roulera sur le polygone 00'0"0'"...; mais, si Ton imagine le mouvement du polygone 00'0"0"'... relativement à la figure (F) prise- pour système de comparaison, on voit que ce polygone 00'0"0"'... roule sur le polygone MM'M"M'"...
En considérant les longueurs OO', OO"... comme infiniment petites, et en étendant à un système dans Tespace ce qui vient d'être dit d'une figure plane , on conclut que quand un système invariable se meut parallèlement à un plan, la droite qui occupe les positions successives de l'axe instantané de rotation décrit dans l'espace fixe un cylindre, en même temps qu'elle décrit relativement au système mobile un autre cylindre qui peut être imaginé roulant sans glissement sur le premier et entraînant avec lui le système auquel il serait invariablement lié.
ROTATION AUTOUR D*UN POINT FIXE
48. Roulement conique. — Les considérations des numéros 43 et suivants, se rapportant à un solide qui se meut parallèlement à un plan, s'étendent au mouvement d'un solide dont les points conservent leurs distance^ à un point fixe autour duquel il pirouette. Elles peuvent, comme on va le voir, être reproduites dans les mêmes termes^ avec cette différence que les surfaces cylindriques sont remplacées par des surfaces coniques
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ayant pour sommet le point fixe, et les projections rectangulaires sur un plan sont remplacées par des projections coniques sur une sphère dont le centre est le même point fixe.
Imaginons qu'un système invariable soit invariablement attaché à une surface conique de base quelconque^ qui roule sans glisser sur une autre surface conique, fixe et ayant même sommet que la première. Chaque point du système se meut sur une surface sphérique, dont le centre est le sommet commun des cônes. Dans le cas particulier où les deux surfaces coniques sont de révolution^ la courbe que décrit un point de la swface conique mobile se nomme épicycloïde sphérique. En général, ce genre de mouvement se nomme mouvement épicyclotdal sphé'rique ou roulement conique.
Quelles que soient les surfaces coniques^ la relation qui lie entre elles les vitesses des différents points du système mobile, à un même instant, se reconnaît aisément. En efiet, remplaçons les cônes par des pyramides inscrites à faces trèsétroites et égales (pour plus de simplicité)t Les courbes décrites dans ce cas par les points du système en mouvement, pendant un temps très-court, sont des arcs circulaires dont les plans sont perpendiculaires à l'arête actuellement, comme aux deux surfaces pyramidales, et dont les centres sont sur cette arête. Les vitesses de ces divers points sont donc^ quant à leur direction, perpendiculaires chacune au plan qui contient le poiot considéré et Tarêle commune; et, quapt à lejur grandeur, ces vitesses sont proportionnelles aux distances des points à cette même arête. Ces deux propriétés, indépendantes de la grandeur des. faces des pyramides, subsistent par conséquent dans le cas des surfaces coniques. Donc, dans le roulement conique, les directions et les rapports des vitesses sont à chaque instant les mêmes que si la génératrice de contact des deux surfaces coniques était fixe à partir de cet instant. Cette droite est donc encore un axe instantané de rotation.
Les remarques finales du numéro 43 s'appliquent également
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ici. Les points du système mobile qui sont situés actuellemmt sur l'axe instantané de rotation ont leur vitesse nulle. Le sommet du cône mobile est le seul point de ce système qui soit en repos. Les points géométriques formant à chaque instant la droite de contact ou de roulement des deux cônes se déplacent continuellement, et sur le cône fixe et sur le cône mobile.
Dans ce cas, comme dans celui du roulement cylindrique, les vitesses à un même instant sont toutes parallèles à un même plan perpendiculaire à Taxe instantané de rotation, et les vitessas des points situés dans un même plan passant par cet axe sont perpendiculaires à ce dernier plan.
Etablissons maintenant trois théorèmes analogues à ceux des numéros 44, 45 et 47.
49. Lorsqu'un système invariable se déplace autour d'un point fixe auquel il reste lié, on peut toujours l'amener d'une à une autre de ses positions suceessiires par une rotation effective autour d'un axe passant par ce point. — II suffit, pOUr
le démontrer, d'«^ppliquer le raisonnement du numéro 44 à la projection conique du système sur une sphère dont le point fixe est le centre, les lignes droites de la figure devenant des arcs de grands cercles.
30. Tout mouvement élémentaire d'un système invariable dont un point est sans vitesse est une rotation Instantanée autour 'd'un axe passant par ce point. — C*est une consé-
quence de la proposition précédente.
51. Tout mouvement d'im solide autour d'un point fixe est un roulement conique. — C'est-à-dire que le mouvement fini d'un système invariable dont un point est fixe se réduit à un motih vement épieycloïdal sphérique, La droite, qui occupe les positions successives de faxe instantané de rotation ou des vitesses^ décrit dans r espace un cône fixe^ en même temps qu'elle décrit par rapport au système mobile un autre câne^ qui peut être imaginé rou-
hnt 8an$ glissement sur le premier^ et entraînant aMc /ut k système auquel il serait invariablement lié. La démonstration de cette proposition serait calquée sur celle du numéro 47, en prenant les points O^ O', G",*.. 'à une distance constante du centre fixe de rotation, et en considérant les angles indiqués dans la figure comme des angles dièdres.
Analogie da mouTemeiit parallèle & im plan et du
mouvement autour d'un point. — Le mouvement de roulement cylindrique et toutes ses propriétés ne sont que des cas particuliers du mouvement de roulement conique , et des propriétés qui s'y rapportent. Les positions successives 4e Taxe instantané de rotation peuvent être, dans le premier de ces deux mouvements, considérées comme se rencontrant à Tinfiai,
MOUVEMENT QUELCONQUE COMPOSÉ d'UNE TRANSLATION ET d'UNE ROTATION.
85, Première imaf^e sensible du mouvement le plus général d'un système Invariable. — Quel que soit le mouvement d'un système invariable^ si on le considère relativement à des axes de cooaparaison qui soient eux-mêmes mobiles, le mouvement absolu du système, à partir d'un instant pris à volonté, se trouve composé d'un mouvement d'entraînement (qui est celui qu'il aurait si, à compter dû même instant, il restait lié aux axes de. comparaison), et d'un mouvement relatif.
Appliquons cette idée générale en imagiiiant que le système de comparaison mobile soit* simplement en translation commune avec un point choisi du corps ou système principal ; le mouvement de ce dernier ensemble se compose de cette translation et d'un pirouettement ou mouvement sphérique autour du point choisi, puisque ce point est immobile dans le système de comparaison. En rapprochant cette proposition de celle qui a été établie au numéro 51, on conclut que
Tout mouvement continu d'un système invariable équivaut au roulement d'un cane lié au systime^ sur un autre cane qui aurait
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Ainsi, les vitesses angulaires sont réciproques aux distances des centres, soit à la droite BB^ soit à l'intersection I des droites ce, BB'.
Cette expression du rapport des deux vitesses angulaires est applicable^ comme nous le verrons^ à certaines machines. lx)rsque Tintersection 1 est très-éloignée des centres» il est commode de tracer, par le centre C de Tun des cercles, une droite CL parallèle au rayon C'B' de l'autre et décrire la relation
w.CL = wV.
Lorsque l'intersection de la droite des points tels que B et B' avec la droite des centres C et C se trouve, comme I, en dehors de la distance GG', les deux rayons GB et G'B' tournent dans le même sens. Si Ton suppose, au contraire, que les deux points mobiles sur les deux circonférences soient situés comme B' et b, de sorte que la droite de longueur invariable soit B'b et rencontre GG' en i, les deux rayons G'B' et Gb tournent en sens contraires, mais la .relation précédente entre les deux vitesses angulaires subsiste. On trouvera aisément, en répétant les mêmes raisonnements et en traçant Gi parallèle à G'B', les deux relations
w'.B'G' = ii;.Gl et w.Gi = ty'.G'I.
Ces propriétés s'énonceraient dans les mêmes termes que pour le premier cas.
Cet exemple montre bien, V que la rotation instantanée de BB' autour de O' n*est pas une rotation effective, puisque B et B' tournent réellement autour de C et de G' ; 2* que le centre instantané G n'est pas le centre de courbure des courbes décrites par les points B, B', M... du système mobile.
Cas parClcvlier où l'iu des points B et B' se ment en
iiffne dMitte. — AA (fig. 20) étant la droite fixe que doit suivre
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le point B' de la figure BMB' mobile, C le centre de la circonférence sur laquelle se meut le point B, l'intersection G de GB et de B'O, perpendiculaire à AA, est le centre instantané de la rotation de BB'HI. Si v est la vitesse linéaire du point B', et tv la vitesse angulaire du rayon GB^ on a^ en menant GI perpendiculaire à AA^ et prolongeant B'B,
V w GB ^, , —--;=--—-, dou v=w.GI.
Développante d'une eonrbe quelconque. — Le centre
instantané de rotation de la tangente est au point de contact et se confond, dans ce cas, avec le centre de courbure de la courbe décrite par un quelconque des points de la tangente mobile.
89. Conehoide. — AB (fig. 21) est une droite directrice ; le point O est fixe; OM, rayon vecteur du point mobile M ; mM, longueur constante.jL'intersection O' de mO', perpendiculaire à AB, et de OO', perpendicglaire à OM , est le centre instantané de rotation de la droite mobile mM, entraînant avec elle le point qui, actuellement situé en O, a par conséquent sa vitesse suivant OM. La droite MO' est normale à la courbe.
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mier, un mouvement quelconque, le mouvement que le second système a effectivement dans l'espace est dit composé du mouvement du système de comparaison et du mouvement relatif du second système dans le premier. Nous considérons ici le cas très-simple de deux translations. Il est facile de vpir que^ si tous les points des axes de comparaison ont des vitesses égales et parallèles ve, et que le corps ou système considéré ait en tous ses points des vitesses relatives égales et parallèles Vr, fe mouvement absolu de ce système est une translation^ au moins élémentaire^ dont la vitesse v s'obtient par la composition des vitesses v^et vr (29). Ce théorème s'étend évidemment à un nombre quelconque de translalions se réduisant à une translation unique, dont la vitesse s'obtient par la règle du polygone des vitesses (31).
6t. Composition des vitesses de deux rotations antonr d'axes eoncoarants. — Soient deux axes OA', OA" (fig. 22), qui, avec une troisième droite, par exemple avec la perpendiculaire projetée en O, forment un système invariable de comparaison. Supposons. que son mouvement absolu soit une rotation effective ou seulement instantanée^ autour de la droite OA',avec une vitesse angulaire w\ En même temps^ un autre assemblage invariable, que nous appellerons C (et qu'on peut se représenter comme formant un corps solide réel), par son mouvement relativement au système de comparaison OA'A", tourne autour de OA" avec une vitesse angulaire w". Le point O, que Ton peut considérer comme lié au corps C, étant actuellement sans vitesse, il s^nsuit (54) que ce corps a un axe instantané de rotation passant par O ; c'est-à-dire qu'il y a actuellement une droite liée au corps solide €, dont tous les points ont leurs vitesses absolues nulles , tandis que tous les autres points de ce corps ont autour d'elle une vitesse angulaire commune ti;,. Il s'agit de trouver la situation actuelle de cet axe de rotation, et de plus l'intensité et le sens de cette vitesse angulaire tu,.
Pour fixer les idées^ supposcms i*" que les longueurs OA', OA"
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soient proportionnelles aux vitesses anguMres w\ w'\ et les représentent par conséquent moyennant le choix d'une certaine unité ; T que le sens de chaque rotation soit tel que^ si un observateur placé en O dirigeait sa vue, tantôt vers A', tantôt vers A", il verrait les deux rotations se faire dans le sens où nous voyons tourner une aiguille d'horloge (c est le sens que les astronomes appellodt sens direct des rotations, comme celle de la terre autour d'axes qui, partant de points du système solaire^ se dirigent vers la région céleste où se trouve le pôle boréal ; c'est encore le sens de la rotation d'une vis ordinaire qu'on enfonce, etc.).
D'après ces conventions^ les droites OA', OA" seront les axes représentatifs des deux rotations (alignement (*; des axes, sens et grandeurs des vitesses angulaires).
De plus, pour abréger le langage, supposons que le plan A'OA^' soit horizontal.
On voit d'abord que, pour aucun des points du corps € situé hors du plan A'OA", la vitesse absolue résultante des deux vitesses, l'une d'entraînement autour de OA', l'autre relative autour de OA'', ne peut être nulle. C'est donc dans ce plan qu'est Taxe instantané cherché. Pour trouver sa direction et en même temps
(*) Nous croyons utile dMntroduire dans le langage de la science ce inot cUignement^ dont nous précisons ici la signification, ainsi que celle de quelques autres expressions fréquemment employées el se rapportant au même ordre d'idées :
Deux droites parallèles décrites en même sens, dans Tespace^ ont même situation angulaire , parce qu'elles font les mêmes angles avec trois axes coordonnés ;
Deux droites lynitées, situées sur un même axe indéfini, ont même aligne^ mmt^ quels que soient leurs origines et le sens dans lequel chacune d'elles est supposée engendrée ou décrite ;
Deux droiles de même alignement et de même sens ont une même dtrection; elles peuvent difl'érer par Torigine et l'étendue.
Deux droites de même alignement et de sens contraires sont directement ojpposées.
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la vitesse angulaire absolue du corps M, imaginons élevée, à piurtir de O^ une droite Op, varticirfe, et pai» conséquent psrpeoK dioulaire aux axes OA', OA", et à l'axe oberché. Faisons cette droite égale à Tunîté de longueur^ et^ en la supposant liée invariablement au corps €^ cherchons la vitesse abiolue de son extrémité supérieure. Or, ce dernier point a sa vitesse linéaire d'entraînement égale ^ tu', et représentée par Thorizontale nm', égale et rectangulaire à OA'; ît a sa vitesse linéaire relative égale k w" et représentée par Thorizontale oa'^^ égale et rectangulaire à OA". Sa vitesse linéaire absolue, qui est en môme temps la vitesse angulaire absolue w, du corps C (puisque ce
point o est à une distance égale à Tunité de l'axe de rotation cherché, lequel est dans le plan A'OA" et passe par 0)^est donc représentée par la diagonale çh. L'axe instajitaoé de rolation cherché est donc suivant une droite menée dans le plan A'OA", à angle droit sur ob ; et si sur cette droite on pprte dans Tangle A'OA", comme rindique la figure^ une longueur OB égale à ob, on aura^ pour Talignement^ le sens et la grandeur^ Taxe représentatif de la rQt^tion absolue du corps C. Nous en concluons aisémetU les propositions suivantes :
THÉoafcHB. La droite OB, qui représente^ pour la direction et la grandeur, la rotation résultante tu, de deux rotations concourantes w', w'\ esi la diagonale du parallélogramme A'OA"B construit sur les axes représentatifs des rotations composantes.
Corollaire. — Si M est un point quelconque du corps C^p' sa distance à Vaxe OA', /;" sa distance à M axe OA", p^ sa distance à Faxe OB, la vitesse absolue du point M, résultante des vitesses w'p' et «;"/>'? respectivement perpendiculaires aux plans OA'M, OA"M, est perpendiculaire au plan OBM et égale à w, p^y le facteur w^ étant obtenu comme il vient dPêtre dit.
Composition d'an nombre quelconque de rotations
eoncourantes, — Le théorème précédent conduit à la compo-
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sition des vitesses angulaires d^un nombre quelconque de rotations autour d'axes concoiiratits en un même {)ofnt. Vaxe représentatif w^ de la rotation résultante est la droite qui ferme le polygone formé des axes représentatifs des rotations composantes tpansportés parallèlement et hout à bout^ en conservant leurs sens. Par suite de cette remarque, et conformément au corollaire qu'on vient de voir, lorsque le mouvement d'un corps résulte
de la composition de plusieurs rotations ii^', w'\ autour
d'axes concourants OA', 0\'\.... si l'on désigne par ;i', p!'
les'distances d'un point M (]e ce corps ^ux axçs des rotations composantes, sa vitesse ab.solue, résultante des vit^ses w'p\ w"p", . . . • respectivement perpendiculaires aux plans MOA', MO A",.... est égale à w,;*,, produit de deux factiçurs dont Tun est 1^ rotation w^ obtenue paf la composition des rotations tt;'^ v/'..,T^ et Tfiutre est la distance du poiqt M à l'-a^e 0A.^, de la rotation résultante; de plys, cette vitesse w^p^!^sl perpei)diculaire au plan MQ^^ ; enfin, le sens de cette vitesse est déterminé par celui de l'^xe OA,, suivant la conveatioii du numéro 60.
Composition des vitesses de denx rotations dont les
nxes sont parallèles. — Le corps se mouvant parallèlement à tout plan perpendiculaire aux deux axes, nous savons déjà que ce corps a un axe instantané de rotation qui est paraltèle à ces derniers (45).
1« Si les rotations w' et w" sont de même sens , supposonsles représentées par O'A' et 0"A" (fig. 23). Comme précédemment, pour bien comprendre ce qu'on doit entendre par la composition de ces deux rotations, il faut se figurer que les deux droites O'A' et 0"A" constituent un système invariable de comparaison qui tourne autour de l\ine d'elles, O'A' par exemple, tandis qu'un <5orps C tourne relativement autour de l'autre. Il en résulte que le corps C a actuellement, dans son itiouvement absolu, un axe instantané de rotation et une vitesse angu-
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laire w^ qu'il s'agît de trouver. Toutes les vitesses absolues des points du corps G^ qui sont actuellement dans le plan O'A'A'', sont perpendiculaires à ce plan comme les deux composantes, l'une d entraînement, l'autre relative. Elles sont nulles pour tous les points de la parallèle O^A,, dont les distances a' et a" aux deux axes O'A' et C'A'' satisfont à la condition
wV = wV';
car le premier membre est une vitesse linéaire descendante^
au-dessoQs du plan O'A'A"; le second membre une vitesse ascen-
dante^leur égalité détermine évidemment l'axe instantanéO^A,,
dont la vitesse est nulle.
Pour avoir la vitesse angulaire résultante ou absolue du corps G autour de l'axe O^A^^ il suffit de remarquer que la
vitesse absolue d*un point quelconque M de ce corps, situé dans le plan des axes à la distance x de O^A^ est tout à la fois exprimée w^x et par la somme des deux vitesses composantes w' {x H- a') et w" {x — a"). On a donc
w,x = W (jc -h a') + w" {x — a"),
condition qui, eu égard à la relation w'a' = tu V, est constamment remplie, quelle que soit la distance x, par celte autre relation :
Ainsi, taxe représentatif de la rotation résultante est parallèle à ceux des rotations composantes; il est égal à leur somme et divise leur dktance en deux parties inversement proportionnelles aux rotations composantes,
^ Si les rotations composantes, dont nous désignons les valeurs absolues par w' et w", sont de sens contraires, dans l'intervalle de leurs axes C'A' et CA" (fig. SU) les vitesses composantes sont de même sens; en dehors de cet intervalle et du
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côté de la plus petite des deux rotations, l'une des deux vitesses composantes remporte sur Tautre ; en dehors de Tintervalle et du côté de la plus graade vitesse angulaire, la vitesse est nulle pour tous les points du corps € situés sur la parallèle O, A^ , si Ton a
On a d'ailleurs pour un point M, d'après l'observation faite au cas précédent :
d^où, à cause de w'a' = ti/'a'^,
Ainsi, l'axe représentatif de la rotation résultante est encore parallèle à ceux des rotations composantes de sens contraires; ii est égal à leur différence; il est situé hors de leur intervalk, du câté et dans le sens de la plus grande^ et ses deux distances aux axes des rotations composantes sont inversement proportionnelles à celles-ci.
K — Si Ton se donne deux rotations parallèles ti/ et vf, et la distance a de leurs axes, on trouvera la distance a' de Taxe de la rotation résultante w^ à Taxe de la première rotation composante, en remplaçant a'^ dans Péquation w'a^ =znfa" par son expression en a et a\ c'eat-à-dire en posant : i^ Quand les composantes sont de même sens,
n/a'=:ti/'(a — a'), d'où ii'=:-r ;t a ;
2" Quand les composantes sont de sens contraires, w'a! = tiy (a + a'), d'où a! = •— ; a .
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CtkH ée.dem'i^Toimtlmma panOlél^ égmiem el de ««n
•oniviMre». — LA formules précédentes dornieraienl w, = et a'= 00 . C'est UDe solution qu'on pourrait interpréter « maià qu'iLvaut mieux obtenir directement. Pour un point quelconque M du corps G (fig. 24) dans le plan C'A^CA", à la distancé jc' de Taxe O'A', on a ve = wV, vitesse d'entraînement descendante au-dessous de ce plan, et vr = W (jc' — a), vitesse relative ascendante; donc la vitesse résultante du point M dans le sens descendant
V = Ve — i>r = w'jc' — u/' (x — a).
Or, on suppose ii;'=:ti/'=w; donc ii= tua constante, quel que soit M pour Finstant dont il s^agit. Le mouvement absolu ou résultant est donc à cet instant une translation perpendiculaire au plan des sues des vitesses composantes. La vitesse linéaire de cette translation est égale à la vitesse angvlMre commune des deux rotations, multipliée par la distance de leurs axes. Enfin, le sens de cette vitesse est celui de la vitesse d'un des axes considéré comme tournant autour de l'autre» en vertu de la rotation composante autour de ce dernier.
Un tel système de deux rotations parallèles égales et de sens contraires s'appelle tifi coupie de rotations ; il est équivalent à une translation à chaque instant perpendiculaire au plan de$ deux axes, et des propriétés qui viennent d'être déitiontfées fl résulte que la translitfion à laquelle se réduit tfn couple de rotations ne change pas, si l'on remplace ce (couple par un autre dont les deux axes de rotation soient dans un plan parallèle à celui des deux premiers, les nouveaux axes pouvant être tracés suivant des alignements quelconques dans ce second plan, sous la double condition : 1° que, Tintensité commune des nouvelles rotations étant w' et la distance de leurs axes étant a!, le produit w'a soit égal au produit analogue wa correspondant au premier couple; 2** que le sens des nouvelles rotations w'
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soit choisi (figi Î5) , de manière que le sens de la translation
V ne 8oil pas changé.
Remarqué sut* l'instantanéité de l'axe de la rotation
résultante de deux rotations. — Lorsque le moufement absolu d'un solide résulte de la composition de deux translations tinies, il est lui-même une translation finie. Mais, sauf le cas d'un couple, la composition de deux rotations finies, dont les axes concoufent ou sont parallèles, ne donne lieu qu^à une suite de rotations instantanées autour d'un axe mobile. Cela résulte de ce (\he Taxe instantané de la rotation absolue est à chaque instant dans le plan variable qui contient Taxe fixe de la rotation du système de comparaison et Taxe de la rotation relative.
Un exemple va rendre sensible cette observation, en même temps qu'il confirmera Tidée qu'il faut se faire dé là coiâ^osition de deux rotations.
Une droite ÂB (fig. 26) tourne dans le plan fixe de la figuré âveciïtie vitesse angulaire constante w autour du point A, pendant qu'une autre droite BD a autour du point mobile B une rotation uniforttie w' relativement à AB, de iorte que, lorsque celle-ci a pris lâ|)osition AB,, la droite BD a la position B,D,^ faisant âVec le prolongement de AB un angle qui est à l'angle
B^AB dans le rapport constant — . Le point D décrit une
courbe DD^D^,... dont les normales passent par les centres instantanés O, O,^ O^... La vitesse angulaire absolue de BD, dans ses positions successives, est constamment w -{- w' autour du centre instantané variable. La vitesse absolue du point D varie proportionnellement aux distances OD, 0,D,, O^D^. Enfin, pour appliquer les considérations du numéro 47, portons, à partir de B, des longueurs
BM, = B,0„ BM,=.B,0,, BM, == B.O^...,
formant les angles
DBMi = D,B,0,, DBMj = Dj^B^^O^, DBM, = DjB.Oi...;
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nous obtenons ainsi la courbe 01lf,]lf^M,... qui^ en roulant sur la courbe 00,0^0^..., ferait prendre à la droite BD, entraînée avec elle, les positions success^es B,D,, B,D,, B,D,...; et, à cause
w' OA
de rinvariabîlité du rapport — = -t--, ces deux courbes sont
^^ w BO
circulaires.
Si les deux rotations w et w' étaient égales et de sens contraires, la droite BD se transporterait parallèlement à elle-mi$rae, le point B restant sur la circonférence BB,B,... La vitesse commune à tous les points de cette droite serait k;- AB, et à chaque instant perpendiculaire à la position qu'occupe la droite AB.
66. Composition d'une rotation et d'nné translation perpendiewlaire & l'axe de la rotation. — - Le mouvement absoIu
qui, pour un corps G quelconque, résulte de cette composition^ est évidemment parallèle à tout plan perpendiculaire à la rotation, et par conséquent (45) il peut se réduire à une rotation simple, au moins instantanée, si ce n^est effective ou finie, autour d'un axe perpendiculaire à ce mémeplmi.
Pour obtenir cet axe instantané et la grandeur de la rotation, prenons le plan doat noua venons de parler pour celui de la figure 27. Soit Ole point où se projette Taxe de la rotation composante, dont la vitesse angulaire est w. L'axe est supposé dirigé en avant du plan de la figure, de sorte que le sens de la rotation est celui de la flèche w. Soit F= OV la vitesse de la translation, de sorte que la composition de cette translation et de la rotation w signifie que^ si un système de comparaison est actuellement en translation avec la vitesse V, Taxe G en repos dans ce système et entraîné dans son mouvement^ est un axe de rotation autour duquel tourne, relativement au même système de comparaison, le corps G avec la vitesse angulaire w, d'où il suit que la vitesse absolue v d'un point M de ce corps situé à la distance r de Taxe O est la résultante de la vitesse d'entraînement y parallèle à la direction donnée OV, et de la vitesse wr
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due à la rotation relative w. Or, parmi tous les points M qu'on peut considérer, il en est dont la vitesse est nulle : te) est le point Oj qui, situé sur la droite menée de O perpendiculairement à OV, en est à une distance x satisfaisant à la condition wxz=zy. Tous les points du corps G ou liés à ce corps, qui sont projetés en 0„ jouissent de la même propriété de vitesse nulle et sont par conséquent sur Taxe instantané de la rotation de ce même corps. Quant à la grandeur de cette rotation, ou sa vitesse angvlaire, il suffit de remarquer que, tandis que dans Fespace absolu, le point O^ est sans vitesse, le point O y a la vitesse v perpendiculaire au rayon x; la vitesse angulaire est donc
— OU w (d'après l'équation ci-dessus wx = r), la même que
celle de la rotation donnée autour de O. De là ee théorème :
Une rotation et une translation perpendiculaire à l'axe de la rotation se composent en une rotatùm instantanéCy unique, égale et parallèle en même sens à la rotation composante; le plan qui contient Vaxe de la rotation résultante et celui de h rotation composante est perpendiculaire à la translation , et la situation du nouvel axe dans^ ce plan est déterminée par la condition que sa vitesse^ résultant des deux mouvements composants, soit nulle.
Réciproquement, sans altération de la liaison des vitesses d'un système solide^ une rotation peut être remplacée par un mouvement composé 1® d^une rotation égale, parallèle en même sens à la première et (Tailleurs située d'une manière quelconque^ et ^ une translation perpendiculaire au plan des deux axes.
En effet, soient G, Taxe de la rotation unique, w sa vitesse angulaire, O le nouvel axe^ x la distance quelconque donnée ; en donnant à la translation F la grandeur wx et la direction due à la rotation tv autour de la rotation O, , on se retrouve exactement dans les conditions de la question directe qui précède ; nonseulement la proposition réciproque est démontrée, mais ta grandeur et la situation angulaire de la translation composante sont déterminées.
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Rettaarqae. — Oq pourrait établir eette dernière proposition mmtàe une conséquence de la propriété d'un couple de rotations (64). Etant donnée la rotation to autour de Taxe 0^^ introduisons dans le corps en mouvement deux rotations autour de Taxe O, ayant toutes deux la môme vitesse angulaire w; l'une de même sens que la rotation autour de O, l'autre de sens opposé. Ces deux rotations égales et contraires ne changent rien i^u mouvement absolu du corps Q. Or, la rotation primitive autour de O, et celle dont Taxe est O et le senseontraive se composent (64) en une translation dont la vitesse est F=tvjty à laquelle se joint autour de Taxe O parallèle à Paxe O, la rotation égale en même sens à la rotation primitive.
67. Comp^Mltlon on rédaetlon Ik deux mouvemeiils amples, au point de vne des vitesses, d'tiit nombre i|aèleoi&qae de mouvoments simples eomposants d'un système liiTa-
piaiiie. ^ Imaginons qu'un tel système possède dans t'espace fixe un mouvement simple (nous appelons ainsi une translation ou une rotation qui peut d^ailleurs n'être qu'instantanée) ; qu'un second système, qu'on peut siJpposer coïncidant actuellenlent avec le premier, ait, relativement avec celui-el pris pour système de comparaison, mi tnouveméiit simple qui, en général, diffère du premier mouvement relatif; que de même un troisième système ait, relativement au deuxième, un trorsième mouvement simple, et ainsi de suite jusqu'à un dernier système invariable, qui est pour nous le corps principal C dont il s'agit de déterminer les vitesses actuelles : c'est ainsi qu'il faut comprendre la composition sous le rapport des vitesses, d'un nombre quelconque de mouvements simples d'un système invariable. D'après ce qu'on a vu au numéro 33, le résultat cherché est indépendant de Tordre dans lequel on dispose les mouvements composants.
Gela posé, une rotation quelconque, prise parmi les mouvements composants peut être (66) remplacée par une autre, égale,
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parallèle^ de même sens, dont ïntie passe en un point M choisi à volonté, pourvu qu'à cette rotation substituée et, pour ainsi dire, transportée parallèlement à elle-même, on joigne une translation qui dépend du choix du nouvel axe de rotation. Concevons donc que ce déplacement soit fait pour tontes les rotations composantes du mouvement d'un même corps, de manière que tous les axes des rotations respectivement égales et parallèles qui leur sont substituées passent par un môme point M lié invariablement au corps. Elles se composent (62) en une seule rotation mdépendatite du choix de ce points quant à sa vitesse angulaire et à la situation angulaire de son axe. Seulement^ eês divers transports des axes de rotation auront donoé lieu à autant de notttelles translations (66) qui, se composant avee les translations primitives, en donneront aussi une seule (60), et eette translation résultante variera en grandeur et en direction, suivant le choix du point M, dont la vitesse absolue est nécessairement celle de la translation unique dont il s'agit, puisque le point M situé sur Taxe de rotation final n'a aucune vitesse due à cette rotation.
En résumé, quels que soient les mouvements simples composants d'un système invariable^ ils peuvent toujours se réduire à une translation commone à un point quelconque Ué au système, et à une rotation indépendante du choix de ce point, et dont Taxé représentatif s'obtient, quant à sa grandeur et à sa situation angulaire, en transportant les axes représentatifs des rotations composantes parallèlement à eux-mêmes, en une même origine, et en les composant alors en un seul.
Ame eestral du moaTement d'un eorps inirariable
fl y a une infinité de manières défaire la réduction précédente, puisqu'on peut choisir à volonté le point M dans l'espace en le supposant géométriquement lié au eorps €.
Parmi ces diverses décompositions d'un môme mouvement, il en est une qui se distingue en ce que la translation est parai-
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lèle à taxe de la rotation. Pour le démontrer, supposons le mouvement du corps C réduit^ comme nous venons de le dire, à une translation ayant la vitesse du point M^ et à une rotation autour d'un axe passant par ce point. Soit (fig. 28) IffV = v la vitesse de translation, et soit MA = tu l'axe représentatif de la rotation relative du corps €. L'angle AMV est désigné par a. Décomposons la vitesse v ou MV en deux vitesses rectangulaires, Tune'v,^ parallèle à MA. l'autre v' perpendiculaire. Le mouvement instantané du corps C peut dès lors être considéré comme composé d'une translation dont la vitesse commune est égale et parallèle à v,, et de deux autres mouvements (transla^ tion v' et rotation w), eu vertu desquels le corps G se mouvrait parallèlement ^u plan perpendiculaire à MA, dont la trace sur le plan de la figure est MV; ainsi, abstraction faite de la translaticm i;,, nous nous retrouvons dans le cas du numéro 66 et nous en concluons que les deux autres mouvements équivalent à une rotation dont la vitesse angulaire reste égale à w, et dont Taxe, parallèle à la droite MA avec laquelle se confond sa projection sur le plan de la figure^ est en arrière de ce plan (considéré de manière que MV soHà droite de MA), à une distance x déterminée par Téquation wxznv'zi^v sin a-
En tenant compte maintenant de la translation v^ parallèle à ce nouvel axe comme à MA, nous voyons réatisée la pro{Mriété énontcée tout à Theure et que nous reproduisons en disant qu'à un instant quelconque du mouvement k plus général d^un solide, on peut décomposer ce mouvement en une rotation instantanée autour d'un certain axe^ et une translation parallèle à ce même axe.
C'est ce qu'on, exprime par une image sensible, en disant que toutes les vitesses d*un système invariable en mouvement sont, à un
instant quelconque, les mêmes que s'il était lié à une certaine vis se mouvant dans son écrou immobile^ cette vis ayant pour axe la droite dont on vient de voir la détermination. En d'autres termes encore, les vitesses de tous les points du système, à un instant
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quelconque, sont les mêmes que si, à partir de cet instant, ils étaiefit assujettis à décrire des hélices de même pas autour de cette même droite.
Cet axe remarquable, unique à chaque instant, mais pouvant varier avec le temps, s'appelle Yaxe central instantané du mouvement ou Vaxe imtantané de rotation et de glissement du système.
Si Ton cherche le pas h de la vis fictive ou des hélices dont il vient d'être question, on peut supposer que le mouvement béhçoïdal soit uniforme, c'est-à-dire que les quantités v et tu soient constantes ; et en appelant T le temps d'une révolution, on aura
,, , , Sttv cos a
h:=:V COSU'T, et ^Tt=ZwT, d OU h=Z .
69* • AntFes propriétés de l'axe central du mouvement. — -
i*^ La vitesse due à la translation parallèle à Taxe central étant v,, et la vitesse angulaire autour de cet axe étant w, si Ton appelle u la vitesse absolue d'un point quelconque M situé à une distance jc de Taxe central, cette vitesse u résultante de v^ et de wx, vitesses rectangulaires, est dans le plan mené par M tangentiellement au cylindre de révolution dont Taxe de figure est Taxe central et le rayon x. Cette vitesse a sa projection sur l'axe central égale à la vitesse v^ de la translation commune à tous les points du système. Sa projection sur un plan perpendiculaire
à l'axe central est égale à wx. Sa valeur u = L/'v,^ -+• w^x^
est la même pour tous les points situés à une même distance de l'axe et augmente avec cette distance. Les points situés sur l'axe central sont ceux du corps C qui ont actuellement la moindre vitesse, répondant, dans l'expression générale de u, kx = 0.
^ Si, à partir d'un même point K de l'espace, on imagine menées un nombre quelconque des droites égaies et parallèles
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aux vitesses d'un égal nombre de points du corps € à un même instant, les extrémités de ces droites seront toutes dass un même plan perpendiculaire à Taxe central instantané ; el si Ton abaisse du point K une perpendiculaire sur œ plan, elle indicfuera la grandeur et la direction de la translation commune. Pour déterminer le plan dont il s'agit, il suffira de choisir seulement trois vitesses simultanées qui ne soient pas parallèles à un même plan. En se reportant ensuite aux points qui possèdent ces trois vitesses, et en projetant les uns et les autres rectangulairement sur un plan perpendiculaire à la translation obtenue, on déterminera sans diiitulté la position de Taxe central ou de rotation et de glissement.
3° Les points du corps C ou liés à ce corps qui sont à un instant sur Taxe central de son mouvement, peuvent n'y être pins à un autre instant ; la position de Taxe central dans Tespace, la vitesse v,, la vitesse angulaire w, la distance x d'un même point à l'axe sont en général variables avec le temps.
4° Les notions précédentes comprennent éyideniment les ,deux cas particuliers d'une translation instantanée simple^ et d'une rotation instantanée simple. Dans le premier la rotation est nulle ; dans le secopd c*est la translation.
70. Seconde image sensible du mouvement continu 4'iui système inirariable. — Nous avons VU (53) que tout mfiuvçmmt
continu fun système invariable équivaut au rouUv^ent Sfxm glissement d'un cône lié au système, sur un autre cône en translation dans r espace. *
Il faut ajouter ici que ce même mouvement équivaut à celui d'une surface réglée qui. étant liée au système^ toucherait continuellement, suivant une génératrice, une autre surface réglée fixe dans Vespace, sur laqitMe elle roulerait en gHssafit à chaque instant k long de la génératrice de contact des deux surfaces.
En effet, les positions successives dans l'espace, de Taxe instantané de rotation et de glissement, forment une surface réglée,
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c'est la surface iinmobile; et les positions de ce même gxe instantané, relativement au système ou corps mobile, formeqt y ne autre surfac^B réglée mobile, emportant {e corp^avee elle. A un instant quelconque, ces deux surfaces ont une génératrii^ commune D, Q* est-à-dire deux génératrices D, et D, qui coïncidenl, Tune analogue à Taxe d'un écrou tixe, Tautre analogue à l'axe d'upe vis en mouvement; et la seconde surface glisse sur la première, puisque tous les points de D^ ont dans Talignement d« D, la vitessQ^v. De plus, ces deux surfaces sont tangentes tout le long de leur génératrice commune; car si nous imaginons sur la i^urfaçe réglée (Bobile une seconde génératrice I^« iq^niment proche de D, et devant coïncider après un temps dt avec une seconde génératrice D\ de la première $ui£ioe, et si nous considérons sur ces deux droites D', et D ^ deux points qui vont coïncider, ces deux points ne peuvent être entre eux, à l'instant initial de di, qu'à une distance intîniment petite du second ordre , sans quoi le parcours de cette distance pendant le temps dt donnerait lieu aune vitesse transversale finie qui, combinée avec la vitesse v longitudinale ou de glissement, produis rait une vitesse résultante ayant une différence finie avec cette vitesse v, chose impossible en un point infiniment proche de D,. Cette proposition est, coinme on le voit, une généralisation de deux cas particuliers précédemment traités. Si le corps se meut pendant un temps fini parallèlement à un plan, les surfaces réglées deviennent cylindriques (47). Si le corps pirouette effectivement autour d'un point fixe, ces surfaces sont coniques (51).
7 A . An peint de vue des vitesses, le mouvement quelconque d'un système invariable se décompose en trois translations parallèles à t^ois a^es con<sourantç, et trois rqtation^ autour de trois axes concourant au même point. — Le mouvement du
solide C peut d'abord se décomposer (53 et 67) en une translation cou^mune à un point O lié à c^ corps, et en une rotation autour
80 CmÊMATIQSB. SBCT. I» GB4P. II.
d*un axe passant par ce point. Soit 0\ = v la direction et la grandeur de la vitesse de la translation. Si par O on mène trois axes, Ox, Oy, 0«, on peut décomposer OV en trois vitesses vjij vy, vt, qui sont, suivant les axes, les arêtes contîguës d'un paralléiipipède dont v ou OV est la diagonale. Ainsi, la translation représentée par OV est remplacée par trois translations dont les vitesses sont égales et parallèles à vz^ vy, vz. Reste à considérer la rotation autour d'un axe passant par O et représentée par Taxe OA = w. En menant par O trois axes Ox\ Oj\ Oz', qui peuvent en général être différents des trois premiers, on pourra décomposer OA ou w en trois rotations en wxs wy, ws^, autour de ces axes^ lesquelles seront les arêtes contiguës suivant Ox', oy et Oz', d'im paralléiipipède dont w est la diagonale. C'est ce qui démontre la proposition. En voici le corollaire. Si, dans le système dont il vient d'être question^ Ton considère un point M dont la distance à Taxe OA soit p et dont les distances aux axes Ox', Oy' et Oz' soient $', »' et Ç', la vitesse absolue du point M, qui est la résultante des deux vitesses v et pw^ dont la première est parallèle à la vitesse du point O^ et la seconde est perpendiculaire au plan MO A, est aussi la résultante des six vitesses vx, vy, vz,tOx'$^ Wy^yj', lOz^Ç', dont les trois premières sont parallèles aux axes Ox, Oy, Oz, et les trois autres sont perpendiculaires aux plans MOx', MOy', MOz'. Ce corollaire doit achever de faire bien comprendre la signification du théorème précédent.
72. Cas oli les deux systèmes d'axes coneonyants sont reetangnlaires et se eonfondent. — Si les troîs axes Ox, Oy , Oz,
sont rectangulaires et se confondent avec Ox', Oy, Oz', on a les trois translations composantes
Vx = v cos (v, x), t;y = V COS (Vy y), Vz = i; cos (v, z),
et les trois rotations composantes
ti^x :^ w cos (w, x) , wjz=zw cos (w, y), Wjb = w cos {w, z).
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Si le point O était actuellement sur Taxe central du mouvement du corps, les trois premiers cosinus auraient les mêmes valeurs absolues que les trois derniers, mais seraient de même signe ou de signes contraires.
75. DéeompoaltioB du ehemin élémentaire déorit par un qneieanqne des points du système invariable en mouvement.
— La remarque du numéro 35 s'applique à cette question. Ainsi, le chemin élémentaire absolu du point M se décompose en^ i"" véty dû à la translation commune, c'est-à-dire à la vitesse v du point O pris arbitrairement dans le système, et !2^ pwAt, dû à la rotation du système autour de OA , ou bien il se décompose en trois chemins v^àt, vydi, v^àt, parallèles aux axes Ox, Oy, Oa, et trois chemins wx'Ç'd#, Wyfyj'df, w^'Ç'df, dus aux rotations autour de Ox', Oy', Oz'.
Honvement relatif de deux eorps ou systèmes inva
riaiiies. — Connaissant les mouvements absolus des deux corps, on peut se proposer de trouver quel est le mouvement de Tun d'eux relativement à l'autre pris pour système de comparaison. Cette recherche comporte deux questions, savoir : .
i"* La détermination des positions qu'un point quelconque choisi ou désigné du premier corps occupe relativement au second, à des instants donnés, positions dont Tensemble constitue la trajectoire relative à ce point ;
^^ La détermination de la vitesse relative d'un tel point dans une de ses positions successives.
La première question n'est autre que celle qui a été traitée au numéro 25.
La deuxième est celle dont la solution est indiquée au numéro 34, lorsque la vitesse d'entraînement et la vitesse absolue du point dont il s'agit sont données. Dan$ le cas où elles ne seraient pas immédiatement connues, il faudrait les déduire des données de la question.
Supposons, par exemple, qu^il s'agisse de deux systèmes désignés par S et S', dont Vun S est animé d'un mouvement composé d'une rotation représentée par OA (fig. 39), et d'une translation égale et parallèle à OV, tandis que le mouvement du système S' est composé de la rotation C'A' et de la transia-* tionO'V. Faisant usage de l'observation du numéro 34, détruisons les vitesses du système S au moyen dkme rotation OA, et d'une translation OV, respectivement égales et opposées à OA et à OV. Dès lors, le mouvement relatif du système S' est composé de deux translations OV, et 0'\\ qui se réduisent à une seule égale et parallèle à O'V", et des deux rotations OA, et O'A'. Cela étant, suivant le procédé du numéro 67, nous pourrons réduire le mouvement relatif du système S' à une rotation tur résultante de OA, et de OA', autour d'un axe passant par un point choisi à volonté, et à une translation vr dont la grandeur et la situation angulaire dans l'espace dépendront de ce choix. Par suite, la vitesse relative d'un point situé dans le système S', à une distance p de l'axe de la rotation it^r» sera la résultante de i^r et de Wrp.
Si l'axe de la rotation wt est parallèle à la vitesse vr de la translation, ce sera l'axe central actuel du mouvement relatif du système S'. Dans le cas contraire, on pourra trouver Taxe central, comme il est dit au numéro 68, et obtenir la vitesse de glissement correspondante.
MonTement relatif de deux corps qat se (onehent es
un point. -» Lorsque deux corps solides, en mouvement relatif, sont constamment en contact, divers cas sont à distinguer, suivant qu'ils sont supposés se toucher en un point ou en plusieurs.
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i* S'il3 xiQ se louchant qu'en un point, çt que ce point appar* tenant à I^ fois ayx deux surfaces soit invariable sur chacune d'elles, le mouvemenl de Tun des corps relativeinent à Tautre est évidemment une rotation sphérique autour du point de contact.
S^" S'ils se touchent eonstaïqment en uq point, (nais de manière qu'un point invariable sur Tun des corps vieone successivement coïncider avec différents points de la surface de Vautre corps, il y a entre eux un glissement simple. L'arc 4^, décrit dans le temp^ àt, par le point du premier corps, sur la surface
ds
du second, est Varc élémentaire du glissement. Le quotient —
est la vitesse de glissement ^ la fin du temps /,
S"* Si le contact, unique à chaque instant, se déplace sur les surfaces des deux corps, il convient de considérer sur chaque surface le lieu géométrique des points qui coïncident successivement avec l'autre surfacç. Hf et M, ((ig. 30), étant les deux points qui SQ confondent actuellement, et les deux lieux géométriques étant MS et M^IV,, ces deux çoyrbes sont tangentes en M ou U^ au plan tangent commun aux deux surfaces. En d'autres termes, chacun a sa tangente dans ce plan. Les deux tangentes peuvent ou coïncider ou se couper. Or, si les deux lieux géométriques, MIV et M|]V^, du QQUtact ont à chaque instant la même tangente^ et si^ de plus, les arcs de ces deux lignes parcourus simultanément par le contact sont égai^^ il y a roulement simple de chacun des corps sur l'autre. La vitesse du point en contact de l'un des corps relativement à l'autre est nulle (43), et par conséquent lé mouvement du premier corps relativement au second est une rotation instantanée autour d'un axe passant par le point de contact MM^.
i^ Si^ les deux lieux géométriques ayant même tangente^ les arcs simultanés MN et M^K^ (fig. 31), ou es et «u^ sont inégaux, la situation relative des deux corps, à la fin du temps d^, est la môme que si la courbe MlV commençait par rouler sans glisser
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sur M^N, jusqu'à ce que le point IV eoïncidât avec cette seconde courbe, et si ensuite Tare MS se transportait par glissement en If'N^ Dans ce cas, qu'on peut considérer comme présentant un roulement et un glissement simultanés dans un même plan, nous dirons qu'il y a glissement mixte tangentieL L'arc de glissement élémentaire pendant df est la différence ds^ — ds; et attendu que les distances des points N et M ' à la courbe M^ N^ sont des infiniment petits du second ordre, l'arc de glissement ds^ — dj est égal à la distance NX, qu^ont au commencement de dt les deux points qui doivent coïncider à la fin de ce temps, ou bieo encore cet arc de glissement est égal à la distance M^M ' qu'auront à la fin de dt les deux points M^ et M qui coïncident au commencement. Par conséquent, la vitesse de glissement
, .. > d*. — d« MM' , . , , .. .
égale à ,^ — ou ^ — -- est précisément la vitesse du
dt dt
point M de la courbe MN, relativement à Pautre courbe M^IV^.
S^* Enfin, si les deux lieux géométriques n'ont pas la même
tangente, il y a glissement mixte angulaire. L'arc de glissement
élémentaire pendant le temps dt est la distance NN^ (fig. 32)
qu'ont au commencement^les points N et N^ qui coïncideront
à la fin. C'est donc
J/ d^a + d*,a — 2d*d*, cos a,
l'angle oc étant actuellement celui des deux tangentes en M et en M,. La vitesse de glissement s'exprime par
fonction de, l'angle « et des vitesses avec lesquelles le contact se transporte relativement aux deux corps. Dans ce cas, comme dans les deux précédents, les deux points N et N^ ne sont qu'à des d'stances infiniment petites du second ordre du plan tan-
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gent en M, et la vitesse de glissement est la vitesse relative du point M de la courbe MX relativement à la courbe MiIV,. La dernière formule renferme, comme cas particuliers, les ré-
sultats précédents^ suivant qu'on fait — = et -^-1 = ,
ou seulement -7 = 0, ou a = et ~ = -rf» ou enfin seulement a = 0.
76^ Howeineiit relatif de deux eorps qnï se toaeheiit en
piusieim points. — Ce mouvement peut toujours se ramener (74) à ce qui serait le mouvement absolu de l'un des corps pendant que l'autre serait immobile ; raisonnons donc dans cette hypothèse, plus simple à concevoir. En tout point de contact, la vitesse du corps mobile, si elle n'est pas nulle, est évidemment dirigée dans le plan tangent commun aux deux surfaces. Trois cas sont alors à distinguer : l'un des corps étant fixe^ Tautre peut étre^ à un certain instant, en translation simple, ou en rotation simple, ou en mouvement composé d'une translation et d'une rotation.
i^ Translation simple. — Dans ce cas, toutes les vitesses de glissement aux points de contact sont égales et parallèles. Les plans tangents en ces points sont parallèles à la translation.
2» Rotation simple. — Si l'un des points de contact des deux corps est sur Taxe instantané de rotation du corps mobile^ la vitesse de celui-ci en ce point étant nulle, il y a en ce même point roulement sans glissement. Si plusieurs points jouissent de cette propriété , ils sont par conséquent en ligne droite. Si les deux corps se touchent en des points situés hors de l'axe instantané de rotation du corps mobile^ la vitesse de glissement en un point de contact, n'étant autre que la vitesse du corps mobile en ce point, est égale au produit top de la vitesse angulaire w de ce corps, multipliée par la distance;? du point considéré à Taxe instantané de rotation.
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3<* Mmxûenmnt composé. ^^Le corps ayant dans ce cas un axe central dé modYénient, aucun de ses points n*a sa vitesse nulle. Ceux qui sont stir cet axe sont aussi ceux qui ont la moindre vitesse^ dirigée suivant l'axe. Les points du corps mobile qui sont en contact avec le corps fixe, et en même temps situés sur Taxe central^ sont par conséquent en ligne droite et ont la moindre vitesse du glissement dirigée suivant cette droite. Si les deux corps se touchent en des points situés hors de l'axe central, la vitesse de glissement en un point de contact n'étant, nous le répétons, que la vitesse du corps mobile en ce point, est la résultante de deux vitesses rectangulaires, savoir : la vitesse v, due à la translation parallèle à l'axe central, et la vitesse wp, due à la rotation autour de cet axe.
Nous verrons bientôt des applications importantes de cette théorie.
CHAPITRE in
DES MOUVEMENTS SIMULTANES DE PLUSIEURS CORPS SOLIDES LIÉS ENTRE EUX DANS LES MACHINES.
ORDRE DES MATlàRES DE CE CHAPITRE.
77. Après avoir considéré le mouvement en général et spécialement la vitesse, d'abord en un point, puis aux différents points d*un corps supposé rigoureusement solide, c'est-à-dire de figure invariable, nous allons étudier, sous le rapport des déplacements simultanés et des vitesses, les assemblages de plusieurs corps tellement liés entre eux que le mouvement de l'un d'eux ne peut avoir lieu sans le mouvement des autres.
Nous prendrons nos exemples dans les machines.
78. Des machines considérées an point de vue de la cinématique. — Une machine est un corps ou un ensemble de corps en contact avec un ou plusieurs appuis fixes, et destiné à rece-« voir en quelques-uns de ses points l'action d'un moteur, tandis que d'autres points dont les vitesses diffèrent généralement de celles des premiers^ subissent certaines résistances. La dynamique ou science des forces étudie à son point de vue les machines et calcule les forces qui déterminent leurs mouvements. Hais la cinématique les considère simplement comme propres à faire que, étant donnée la loi du mouvement que doit prendre un certain point d'un corps, un autre point lié au premier suive dans son mouvement une loi également donnée et qui peut être différente de la première. C'est ce qu'on exprime en termes
88 CINÉMATIQUE. SECT. ly CHAP. IH.
qu'il ne faut pas interpréter autrement, quand on dit que les machines sont des appareils propres à transmettre et à transformer le mouvement.
Divers modes de liaison des eorps dans les ntmehliteB
— 1® Lorsqu'une machine se réduit à un seul cor.ps mobile en contact avec des appuis fixes, comme dans le cas du levier ou du plan incliné^ les questions de cinématique qu'on peut se proposer ne présentent que des applications immédiates du chapitre précédent.
St^ Une machine ou une partie de machine peut être formée de deux corps solides mobiles^ assujettis à divers modes de liaison dont les cas les plus ordinaires dans la pratique et qu'il importe d'étudier d'abord sont les trois suivants :
Les deux corps ont chacun un mouvement de translation rectiligne ;
Ou l'un des corps est en translation rectiligne, tandis que l'autre tourne autour d'un axe fixe.
Ou les deux corps tournent chacun autour d'un axe fixe.
Théoriquement^ ce dernier cas comprend les deux autres comme cas particuliers, puisqu'une translation peut être considérée comme une rotation autour d'un axe situé à une distance infinie dn corps dont il s'agit. En conséquence, nous nous occuperons d'abord de deux corps solides en contact et tournant autour de deux axes fixes.
Ces deux axes peuvent être parallèles,
Ou concourir en un point.
Ou n'être pas situés dans un même plan.
De là trois espèces de liaisons à examiner entre deux corps tournants en contact, en distinguant pour chacune les cas où le rapport des vitesses est variable ou constant.
3" Une machine ou un élément de machine peut consister en trois corps solides mobiles dont l'un sert de liaison aux deux autres.
LIAISON DBS CORPS DANS LES MACHINES
4® Enfin, il peut entrer dans la composition d'une machine un corps flexible (corde, courroie, chaîne) ou un liquide servant de liaison entre deux corps solides.
C'est dans cet ordre que nous allons traiter les questions de cinématique qui se rencontrent, ou isolées» ou réunies^ dans les machines. Nous indiquerons dans la seconde section remploi qu'on fait de ces considérations théoriques pour réaliser dans la pratique les divers genres de transformation de mouvement.
Relations des vitesses des devx eorps. — Deux COrps
solides étant en contact et assujettis à ne se mouvoir qu'en tour* nant respectivement autour de deux axes fixes parallèles, on peut se proposer et résoudre d'une manière générale cette question : Trouver k rapport des vitesses angulaires des deux eorps à f instant où ils occupent une position donnée, et les rela^ tiens de ces vitesses avec celles du glissement relatif de ces deux corps.
L'intérêt pratique qui s'attache à cette question nous engage à exposer deux méthodes d'en obtenir la solution : Tune directe et élémentaire ; l'autre, scientifiquement préférable, qui se déduit immédiatement de la théorie de la composition des mouvements et des considérations énoncées au numéro 76, cas S'».
Première méthode. — Soient M et M' (fig. 33) deux points qui coïncident actuellement ; Tun appartient à un corps tour-nant autour de l'axe projeté en C, l'autre à un corps tournant autour de Taxe G'. Le plan de la figure^ perpendiculaire
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aux deux Bxes, passe par le point géométrique où se confondent M et M'. Soient NMP et IV'M '1^' les intersections par ce plan des surfaces qui terminent les deux corps aux environs du contact; MT est leur tangente commune.
Pendant un temps très-court, tes deux corps dont les vitesses angulaires actuelles sont iv et ti/ se déplacent très-peu, sans cesser de se toucher. Le point M décrit autour de C un petit arc de cercle MM,, tandis que le point M' décrit l'arc M'M/ autour de C A la limite, ces deux arcs peuvent être considérés comme des droites respectivement perpendiculaires à CM et à CM'. A la fin de ce déplacement infinitésimal, le plan tangent en M^ à la surface qui a tourné autour de Taxe G fait un angle infiniment petit avec sa position initiale^ c'est-à-dire avec le plan tangent en M ; et puisque les deux courbes roulent en glissant l'une sur l'autre, le point M/ n'est qu'à une distance infiniment petite du second ordre du plan tangent en M,. Donc, la petite droite M,M/ est, à la limite, parallèle au plan tangent en M, et par conséquent à la tangente TM. Si donc on mène dans le plan de la figure la normale MI, les trois côtés du triangle infinitésimal M^MM/ sont respectivement perpendiculaires à MG, à MG' et à Htl. D'ailleurs, ils sont proportionnels aux vitesses w-GM, w'-G'M des points M et M', et à la vitesse de glissement vg des deux corps. Cela étant, pour former un triangle dont les côtés soient parallèles à ceux du triangle infinitésimal, on mène IL parallèle à G'M : on a deux triangles semblables MIL^ MM^M/, et
MM', _ MM, _ M,M\ iv'MC' _ w'MC _ Vg
IL ~ lÏL ^ MI ^" IL ~ ML ~ MÎ'
or
IG' ~ MI IC+IC
donc
iwICss'UJ'IC' et Vg=:MI(w4-w').
Ainsi, les deux vitesses angulaires w et w' sont réciproquement proportionnelles aux distances des axes G et G', à Tintersection de la normale MI avec la droite GG'. Elles sont dans le même rapport que si les deux corps se touchaient en I sur cette droite. La vitesse de glissement est celle qu'aurait le point M si la normale MI tournait autour du point I avec la vitesse angulaire w + ty'. Cette vitesse est nulle quand le contact est dans le plan des deux axes, et seulement alors.
Remarquons que la droite MI peut n'être pas la normale commune aux deux surfaces qui se touchent en A. Hais elle est^ sur le plan de la figure^ la projection rectangulaire de cette normale, qui est, comme MI, perpendiculaire à la tangent^ MT. Ainsi, la relation ti>.IG = W-IG' peut s'énoncer en disant que ks vitesses angulaires w et w' sont réciproques aux distances des axes CetCà la rencontre de la normale avec te plan de ces deux axes.
Seconde méthode. — Les deux corps étant situés comme Tindique la figure 33, les rotations autour de G' et de G sont de sens contraires ; savoir w et — w'. Si nous considérons le mouvement du corps lié à Taxe G et à la courbe NMP^ relativement à l'autre corps pris pour système de comparaison, nous voyons que ce mouvement relatif est une rotation instantanée w^ résultante de iv, rotation absolue de GM et de w'j rotation d*entraînement prise en sens contraire de — w\ (34)*, donc (63) w^ = w-f-w', et l'axe instantané de cette rotation relative contient tous les points tels que I qui divisent la distance GG' en deux parties
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réciproques aux vitesses angulaires w eW;'. De plus, la vitesse de glissement en M, étant aussi la vitesse relative du point M, est égale au produit M I-tv, ; et cette vitesse étant tout à la fois dirigée suivant la tangente TM (parce qu'elle est Vitesse de glissement), et suivant la perpendiculaire au rayon MI de la rotation relative (parce qu'elle est vitesse relative), il s'ensuit que la droite MI est normale aux deux courbes NMP^ X'M'P'.
81. Remarques. — i*» La relation w.IC=: wMC' est celle du numéro 55 trouvée dans une question qui a en effet la plus grande analogie avec celle dont nous venons de nous occuper. Pour le reconnaître^ il suffit de considérer les courbes NMP et IV'M'P' (fig.33) comme deux cercles qui, se touchant en M, ont leurs centres en O et O' sur la normale commune MI. Il est clair que^ pendant que ces cercles, sans cesser de se toucher^ tournent^ Tun autour de C , Tautre autour de C^ la distance OO' reste constante, et par conséquent (55) leurs vitesses angulaires sont dans le rapport inverse des distances CI et Cl.
2*> Si, au lieu de tourner en sens contraires, les deux corps tournent dans le même sens, les relations précédemment démontrées subsistent eu égard aux signes des quantités qui y entrent.
Les côtés MM„ MM', et M,M', (fig. 34) du triangle infinitésimal MM,M', sont proportionnels aux vitesses linéaires w MC, w'MC, vg, et aux côtés du triangle MLI qui leur sont respectivement perpendiculaires. On a donc
wMC __ w'.MC _ vg ML ~'~tL IM'
Or, à cause des parallèles MC' et IL, on a aussi
MC_CC[ Mg_CC;
ML ^ iC ® IL ~ IC '
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donc
n;»CC^ _ w'CC _ % _ (w— w')CC' .
iC ~ IC ~ IM ~ iC— IC '
donc
W'IC = wMC et vg = (w — w') IM.
Les vitesses angulaires qui, dans ce cas, sont de même sens, étaient de sens contraire dans le cas de la figure 33, et il en est de même des distances du point I aux deux centres G et C C'est ce qui explique pourquoi Tune des deux dernières équations subsiste sans changement^ tandis que l'autre diffère de son analogue par le changement du signe d'une des vitesses angulaires.
On arriverait aux mêmes résultats par la seconde méthode.
82. Cas partieulier d'une rotation et d'une translation perpendienlaire & l'axe. — Un des deux corps tourne avec une vitesse w autour de Taxe C (iig. 35). L'autre a une vitesse de translation v perpendiculaire à cet axe^ et par conséquent parallèle au plan de la figure. M et M' sont deux points de ces corps qui coïncident actuellement ; NMP et N'M'P', les intersections du plan de la figure avec les surfaces qui terminent les deux corps. Au bout du temps d^, M et M' sont venus en M^ et M',. On a
MM. =wCM*ût, AA. = vét, A.M, = v^ét.
La normale MI, commune aux deux courbes, est perpendiculaire à M\M. ; et si Ton mène CI perpendiculaire à la direction M'M\ de la vitesse v, les deux triangles MCI et M.M'M', sont semblables; donc
wCM
= — - 1= -^; donc vsswCI, et Vg =:w MI.
CM CI MI
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Ces formules se déduisent des relations précédentes
tu»CI = w'C'I et vg = {w^ w') MI,
en remarquant que, à mesure que Cl augmente, d'une part le produit w'C'I, vitesse du point I considéré comme lié à la courbe X'M'P', approche de v, et d'autre part la vitesse angulaire w' approche de sa limite zéro.
Cas particulier de devx Iraaslatlons. — Par le point
actuel de contact des deux corps, menons un plan parallèle aux deux Iranslaiions, qui coupe les deux corps suivant les courbes ]VMP, IV'M'P' (fig. 36), V et v' étant leurs vitesses, au bout du temps dt, le point M est venu en M,, à une distance MM, :^ vdt; le point M' en M',, à une distance M'M', = v'dt; les deux points M, et M', sont à la limite sur une droite parallèle à la tangente MT. De là on conclut, en désignant par la seule lettre T la direction de cette tangente.
MM, ~ MM
m'mV
__ vr
d'où
siu {v\ T) sin (v, T) sin (v, v')*
Ces relations sont des conséquences immédiates de la théorie de la composition des vitesse^, l^une des vitesses v et v' pouvant être considérée comme vitesse d'entraînement, l'autre comme vitesse absolue, et vg suivant la tangente étant alors vitesse relative.
Cylindres roulants ou de friellan. — Deux eorps de
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forme cylindrique à ba^es circulaires (fig, 37) sont assujettis à ne se Hiouvoir qu'en tournant autour de leurs axes fixes et parallèles. Ils sont pressés mutuellement^ de manière qu'ils roulent sans g^isse^^un sur l'autre lorsqu'ils sont mis en mouvement par un moteur quelconque.
Si r et r' sont leurs rayons, w et w' leurs vitesses angulaires, la vitesse commune des points en contact donne immédiatement la relation
wr = w'r'.
Suivant que les cylindres sont extérieurs l'un à l'autre, ou que le petit est intérieur au grand (qui est alors un cylindre creux), les rotations t^ et w' sont de sens contraires ou de même sens.
Ce moyen de communication de mouvement n'est propre qu'à transmettre de légers efforts ou à un emploi accidentel, à cause des frottements que de grandes pressions occasionnent entre les deux corps tournants et leurs appuis.
8S. Eni^renages eylindriqaes ou droits. Engrenage extérlear (fig. 38). Engrenage intérieur (fig. 39). — Dans la plupart des cas, les roues d'engrenage remplacent avantageusement les cylindres roulants ; les saillies ou dents dont elles sont armées et qui se pressent mutuellement déterminent à chaque instant le rapport des vitesses angulaires des deux arbres sur lesquels elles sont fixées (80). Le problème à résoudre ici est de donner, aux dents des deux roues qui engrènent, une figure d'où il résulte que ce rapport de vitesses soit constant , comme si la communication de mouvement avait lieu par deux cylindres roulant sans glissement Tun sur l'autre. Les cercles tangents entre eux, qui sont les bases de ces cylindres, s'appellent cercles primitifs. Leurs rayons proportionnels aux nombres de dents également espacées des deux roues sont réciproquement proportionnels aux vitesses angulaires ou aux nombres de tours accomplis dans un même temps.
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Les dents des engrenages à axes parallèles sont ordinairement terminées par des surfaces cylindriques dont les génératrices sont parallèles aux axes de rotation des roues. Il suflSt donc alors d'éludier la figure des dents dans une section perpendiculaire à ces axes ; cette Hgure des dents est ce qu'on appelle leur profil.
86. L.e profil d'une dent sur uue roue est l'euveloppe des diverses posltlous qu'uue deut de l'autre roue preud relativement à la preittiére. — Le mouvement relatif des deux roues est le même que si Tun des cercles primitifs était fixe, l'autre roulant, sans glisser, en sens contraire du mouvement qui a réellement lieu à l'endroit du contact de ces deux cercles. On voit^ d'après cela, que le problème ci- dessus énoncé a tbéori* quement une infinité de solutions. Si on ne le considérait qu'au point de vue géométrique^ on pourrait prendre pour la
dent d'une des roues un profil quelconque. Qu'on fasse, en effets rouler le cercle primitif de la roue armée de cette dent sur le cercle primitif de Tautre roue ; la dent donnée prendra diverses positions auxquelles sera tangent le profil cherché de la dent de la seconde roue ; il sera leur enveloppe. Mais il est à remarquer que, dans la pratique, le choix du profil enveloppé ne peut être tout à fait arbitraire, parce qu'il est nécessaire que la courbe enveloppe ne présente ni rebroussement ni point multiple.
87. Propriété fondantentaie. — Avant d'aborder les détails relatifs à la distribution des dents sur leurs roues, à leur nombre, à leurs dimensions en tous sens, nous allons nous occuper de la détermination des courbes par lesquelles ces dents se touchent
mutuellement, sans préciser quant à présent les points où elles se terminent. Ces courbes, que nous désignerons souvent sous le nom de profils de contact, doivent toujours satisfaire à une propriété qui découle de la proposition démontrée au numéro 80 : Pour que les vitesses angulaires soient dans un rapport constant,
ENGRENAGES
il faut et il suffit que la normale commune aux deux courbes en contact dans une position quelconque passe par le point de contact des deux cercles primitifs, puisque ce point diTise la distance des centres en segments réciproques aux vitesses angulaires.
88. Premier proeédé général pour déterminer les profils de eontaet des engrenages. — Etant donnée la COurbe mn
(fig. 40) adoptée pour une dent fixée à la roue C (*), on peut trouver celle qui convient à la dent correspondante de l'autre roue C.
Plaçons la courbe donnée dans une position quelconque relativement au point A commun aux deux cercles primitifs. Soit Aa la plus courte distance de A à la courbe mn. Si l'on fait arc AB' = arc AB, les deux points B et B' doivent coïncider, quand, en faisant tourner à droite de A les deux roues, ou rouler à gauche Tune sur l'autre restée fixe, on amène B au. contact des deux cercles. On a ainsi deux points a et B' de la courbe cherchée. La droite aA est sa normale en a, et on aura la normale en B', si Ton trace par B' une droite faisant avec le prolongement du rayon C'B' un angle P'B'N' égal à Tangle CBiV que la normale en B à mn fait avec le rayon BC.
Pour avoir un point intermédiaire, prenons entre a et B sur mn un point d et menons la normale dD ; lorsque dD sera la normale commune aux deux courbes, D coïncidera avec D' déterminé en faisant arc AD'=: arc AD. Donc, si, prenant D' pour centre, on décrit un arc de cercle avec le rayon D'd' =:Dd, cet arc sera tangent à la courbe cherchée. Si même on trace D'd' faisant avec le prolongement du rayon un angle égal à CDd, on aura en d' le point cherché de la seconde courbe.
On voit aisément comment on obtiendrait des points tels que e et e' devant coïncider en même temps que les deux points
(') Afin d'abréger, nous disons la roue C ou le cercle € pour la roue ou le cercle dont l'axe ou le centre esl C. Quand il y a lieu de désigner plus complètement un cercle, nous disons le cercle CA pour le cercle dont le centre est € et le rayon CA.
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E et ^' des cercles primitifs, et les deux points f et f ^ qui coïqcideront en même temps que F et F'.
Un petit nombre de points ainsi déterminés^ avec la direction de la normale et par conséquent de la tangente pour chacun d'eux, fourniraient un bon moyen de solution graphique (*); mais
{*) Ajoutons même que, ce qui serait théoriquement bien préférable, on pourrait en chaque point déterminé, tel que les points a^ 4', f',. . . de la courbe cherchée calculer^ le rayon de courbure de cette courbe.
Four cela appliquons les constructions précédentes à un point a, infiniment voisin de a sur la courbe mn. La normale eai en ce point rencontre la circonférence primiUve € en A^i et lorsque, par le roulement de cette eir^ conférence sur la circonférence €' supposée fixe, le point Ai arrivera en 4'i (déterminé par la condition AJk\ ^ AA,), la droite a|A| venue en a'|V| sera la normale commune aux deux profils. La rencontre en X des deux normales infiniment voisines Aa et A^a^ détermine le rayon de courbure âX de la courbe d'af ', de même que la rencontre en e des deux normales en ëi et en ai à la courbe mn détermine le rayon de courbure aa de cette courbe. Cela étant compris, soient
aXssp, acssr, Aa=sn, angle aAC»^, ACsasA, AC'srjf.
Il s'agit de trouver la relation qui lie ces six quantités.
A cet cffet^ on remarque que, pendant que la circonférence primitive mobile passe du contact en A au contact en A, avec la circonférence fixe, toutes les lignes de la figure mobile auront tourné d'un même angle; Ainsi, A,a, venant en A/a|' aura tourné du même angle qae le rayon A|€ venant dans la direction et en prolongement de CA',.
Or, d'une part l'angle de A,a, avec A',a', (extérieur au triangle que ces droites prolongées formeraient avec cX), est égal à la somme des deux angles AcA, et AXA'f , ce qu'on peut, attendu que AA^ égal à AA', est infiniment petit, exprimer ainsi :
, ,« ., , t AA« cos 9 . AA4COS9 angle (A.a^, A'«a'i) =s — i- — I h -^ !•
D'autre parl^ l'angle de A^C avec C'A\ (extérieur au triangle que ces droites font avec €G'), est égal à la somme ACA^ -f- AC'A'4, ce qui se formule alui^i :
angle (A.C, C'A',) «= ^ + ^.
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si Ton prenait au hasard la première courbe^ on risquerait, suivant la remarque déjà faite (86), de rencontrer des impossibilités pratiques dont on verra plus loin des exemples.
89. Deuxième procédé général pour déterminer les profils des engrenages. €ourbes épieyeloidales. -^ Soient C et G'
(fig. 41) les centres des deux cercles primitifs. Soit, en oulre, une courbe quelconque TN qui les touche en T. Imaginons que^ le cercle C étant fixe, le cercle C roule sur lui, et qu'en même temps la courbe TIV roule également sans glisser, de manière que les trois courbes aient continuellement le même point de contact. Pendant ce roulement, un point quelconque M, qu'on suppose invariablement lié à la courbe TIV et qui peut n'être pas situé sur cette courbe, décrit sur le plan fixe du cercle C une courbe MA'; et en même temps, dans son mouvement relatif au cercle C et sur le plan mobile de ce cercle, il décrit une courbe MA. Ces deux courbes MA' et MA ayant à chaque instant le point commun M, ont aussi en ce point une même normale (43) passant au contact commun T des deux cercles. Si, à partir d'une position déterminée, telle que celle de la figure ci-contre, le roulement se fait à gauche, les points des courbes MA, MA' obtenus seront les points successifs de contact pendant le mouvront des dents à droite autour des centres fixes C, C'. La disposition relative des deux courbes montre quelle est
En égalant ces deux expressions d'un même déplacement angulaire, on obtient :
Cette formule, qui paraît due à M. Savary, professeur à VEdoie polytechnique de 1831 à 1841^ est reproduite par M. Duliamel dans ses Eléments de càhui infinitésimal Elle servira à trouver le rayon de courbure p en fonction des quantités /î, li', r, n et cos (p. Par exemple, pour calculer le rayon de courbure au point d' de sa courbe B'hî', on fera n = B'd' = Dd, ç = €Dd, et r égal au rayon de courbure de la courbe mn au point d.
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celle des deux roues qui dans ce mouvement doit nécessairement pousser Fautre, par exemple, dans le cas de la figure, si le mou* vement autour de G et G' a lieu dans le sens des flèches, la dent terminée par MA ne peut que pousser celle que termine la courbe MA' : la roue G est mouvante ou conductrice ; la roue G' est résistante ou conduite. Ce serait tout le contraire si Ton faisait tourner les roues en sens contraire des flèches. Dans le premier cas, les surfaces des deux dents MA, MA' se touchent en M, avant d'arriver à la ligne des centres; dans le second cas, c'est après y être passées.
Ici s'applique encore la réserve énoncée précédemment (86 et 88) : si l'on donnait aux courbes MA et MA', dont la génération vient d'être définie, une trop grande étendue, il pourrait s'y trouver des points singuliers qui en rendraient l'emploi impossible.
90. Remarque. — Les deux procédés indiqués (88 et 89) ne conduisent pas à des solutions essentiellement distinctes ; c'est ce qui résulte de la proposition suivante :
Quelle que soit une courbe man (fig. 42) dont les normales rencontrent une autre courbe MAX, il est toujours possible de trouver une troisième courbe M'A'N' touchant la deuxième en un point donné A, et qui soit telk que, pendant qu'elle roule sur cette deuxième courbe en entraînant le point a, pied de la normale menée de A sur man, ce point a décrive la courbe man.
En eiïet, soient bB, cG... des normales à la courbe man infiniment voisines de aA. Imaginons qu'une figure quelconque liée au point a tourne autour de A comme centre instantané, jusqu'à ce que son point a ait décrit le petit arc ab perpendiculaire à Aa ; que, le point a étant ainsi parvenu en b, la même figure tourne autour de B, de sorte que son point a décrive le petit arc bc, ainsi de suite. Donc, la figure invariable, mais mobile, dont il s'agit décrit par l'un de ses points la courbe man, et elle a, dans son mouvement, tous ses centres instantanés de rotation
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sur MAN ; ce qui, d'après le numéro 47, permet de conclure la proposition actuelle (*).
Ainsi, la courbe man quelconque, choisie pour Tapplication du premier procédé, peut toujours être engendrée par le deuxième.
Glissement de deux dents d*engrenag;e. — Quels que
soient les profils eBaf et e'B'aY de deux dents en contact (fig. 40), si Ton appelle n la distance aA du point de contact a au point A où passe constamment la normale, en désignant par vg la vitesse actuelle du glissement mutuel des deux courbes^ par V la vitesse linéaire commune des circonférences primitives, par R et R' les rayons CA et C'A de ces circonférences, on a immédiatement, d'après le numéro 80,
Ainsi, les deux courbes ne roulent sans glisser Tune sur l'autre qu'à l'instant où leur contact a lieu sur la ligne des centres, qu'atteignent simultanément les deux points B et B'. La différence des arcs B'a et Ba mesure le glissement total pendant que les circonférences primitives parcourent les arcs égaux B'A et BA. La moyenne arithmétique des valeurs extrêmes de la vitesse de glissement pendant ce parcours est
- wv — + — ,1.
Ces propriétés géométriques nous serviront plus tard à apprécier l'influence du frottement des engrenages.
(*) Si l'on veut se figurer la détermination graphique de la courbe ISUN', les arcs AB, BC,. . . étant très-petils, et considérés comme rectillgnes, on construit le triangle B'Aa en faisant AB' = AB et aB' = bB^ puis le triangle C'B'a en faisant B'C = BC et uC = eC, et ainsi de suite.
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Profils de eontaet pratiques des engrenaises. — - Le
problème des engrenages cylindriques a reçu dans la pratique trois genres de solution distincts.
Première solution pratique. Engrenag^e à lanterne on ft
fuseaux cylindriques. — La coupe OU profil des dents d'une des roues C (fig. 43) est un cercle dont le centre est sur la circonférence primitive. Ces dents prennent le nom de fuseaux, et la roue s'appelle dans ce cas une lanterne. La figure représente, non divers fuseaux d'une même roue, mais diverses positions successives d'un seul et même fuseau. Les roues étant supposées tourner dans le sens indiqué par les flèches, la position O de Taxe du fuseau est celle où sa circonférence passe par le point A de contact des cercles primitifs, le centre O étant au delà de la droite CC appelée ligne des centres des deux roues. Dans la position O^ le fuseau est au delà de cette ligne des centres ; la position o est une de celles où le fuseau doit passer avant d'arriver à la position O.
Si Ton veut que la roue G' mène l'autre pendant que le fuseau passe de O en O^ , il faut qu'elle soit armée d'une dent dont la courbe soit d'abord comme AB tangente en A au cercle O et vienne ensuite en A,B, pour être tangente au cercle O, au point B, situé sur la droite O.A. Le point A^ est déterminé par la condition que l'arc AA, sur le cercle c! est égal à Tare OO^, sur le cercle C, puisque, pendant qu'un point quelconque tel que O du cercle C décrit Tare OO,, il faut qu'un point quelconque, par exemple le point A, du cercle C décrive un arc de même longueur.
Cet aperçu montre comment on pourrait obtenir autant de points qu'on voudrait de la courbe AB, en considérant autant de positions diverses du fuseau au delà de la ligne des centres. Mais on construit plus simplement cette courbe en faisant usage du principe posé au numéro 86 : on remarque que le cercle € qui porte le fuseau, roulant à gauche sur le cercle C, le centre O
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décrit relativement à celui-ci un arc d'êpicycloïde OM, d'où il est facile de conclure la courbe enveloppe AB.
L'exécution graphique de l'épicycloïde CM peut se faire ainsi (*) : O étant pris pour point décrivant, sur le cercle C actuellement tangent en A au cercle C\ on détermine Torigine IV en faisant Tare AIV de même longueur que Tare AO ; puis pour avoir un point M de Tépicyloïde situé sur un arc donné PM tracé autour de G, on fait Tare IVQ de même longueur que Tare AP et Ton détermine M par la condition que les distances rectilignes QM et AP soient égales. Non-seulement Tépicycloïde est ainsi construite par points, mais on a en chacun de ces points tels que M sa normale MQ. On pourra même trouver pour le pojnt quelconque M son rayon de courbure MF = p, soit par la formule C*)
dans laquelle R et JR' sont les rayons AG et AG', et n est la distance du point M dont il s'agit au point où la normale coupe la circonférence, ainsi n = AP ou MQ; soit par une construc-
{*) Nous rappelons ici le procédé général pour construire une épicycloîde (6g. 44).
On donne : 1<» Torigine Bf de l'épicycloïde ; 2° une position quelconque du cercle générateur C.
En faisant Tare JLP'VÊ! de même longueur que AN, on obtient le point M'. Supposons qu*on veuille avoir le point Kl sur Tare circulaire MP décrit autour du centre C. Pour l'obtenir on fait : l» arc HVft = arc AP' ou AP; S^ la distance 0^ = corde AP, sans décrire le cercle €« indiqué seulement pour la démonstration.
On pourrait aussi f^tre arc AQ' == arc AP' et corde linit a= ft'P'.
(**) Cette formule se déduit de celle qui termine la note du numéro 88^ quand on y fait : 1« r s= 0, c'est- à^lre qu^on réduit la courbe nm à un
point unique; ^ cos tp = ^, c'est-à-dire que ce point est sur la circon^
an
férence €.
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lion graphique consistant à faire SD = AP et à mener DC rencontrant PA prolongé en E, ce qui donne le rayon de courbure PE qu'on porte de M en F, centre de courbure f).
L'épicycloïde étant supposée tracée, on en conclut la courbe AB en portant sur ses normales du côté de sa concavité le rayon du fuseau, de sorte que cette courbe AB et l'épicycloïde NM ont une môme développée. Or, on sait que la développée d'une épicycloïde est une épicycloïde semblable à la première (*). Donc, la courbe AB (dont la tangente en A est AT perpendiculaire à OA , et déterminée en faisant ST = AO) , a en dedans du cercle C, au-dessous et près de A, un rebroussement situé sur l'épicycloïde développée de NM au point dont la distance à MN est égale au rayon du fuseau. Il est évident que le profil d'une dent ne peut avoir un rebroussement; ainsi, la courbe convexe AB et son prolongement intérieur au cercle C jusqu'au rebroussement , et non au delà, peuvent seuls former le profil de la dent qui, fixée sur la roue C\ doit pousser le fuseau dans le sens des flèches. Si le mouvement a lieu dans ce sens, le contact devra commencer au point de rebroussement géométrique dont nous venons de parler, un peu avant que le fuseau prenne la positioin O (**) ; bientôt le fuseau dépassera la ligne
(*) Voir, à la suite de ce Traité, la noie sur les épicycloïdes planes.
{**) On peut déterminer très-approximativement la distance entre la ligne des centres et le point de rebroussement, origine du proûl de la dent, à Tinstant où commence te contact de cette dent et du fuseau. Soit X (fig. 45) le point de rebroussement à cet instant. La normale en ce point, commune' à la dent et au fuseau, passe au point de contact A. des cercles primitifs et au centre O du fuseau. La distance OX est tout à la fois le rayon du fuseau , et le rayon de courbure de répicycloïde NO au point O; désignons-la donc par (>.La distance AO est celle qui, dans la formule citée dans le texte,
nR'
est désignée par n, et la distance AX, égale à p ^ n, est à très-peu près la distance cherchée, parce que Tangte de XO avec la ligne des centres
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des centres GC et sera poussé par la partie AB de la dent, extérieure au cercle primitif C^
Supposons maintenant que Je fuseau ayant été poussé jusqu'en O, par cette courbe transportée en A,Bj , on le fasse rétrograder et pousser à son tour la même courbe de A^B, en AB. Il est évident que la condition du rapport invariable des vitesses angulaires, ou du passage constant de la normale commune par le point de contact primitif A, reste remplie, et qu'elle l'est encore si l'on continue tant soit peu le mouvement rétrograde jusqu'à ce que le fuseau touche la courbe en son point de rebroussement géométrique au-dessous de A. Mais ensuite, si Von fait rétrograder encore les deux roues, en conservant le rapport de leurs vitesses angulaires, le même que si les cercles primitifs roulaient Tun sur l'autre sans glisser, le contact cessera. Par exemple, supposons que la courbe liée à la roue C passe de AB en ab. Nous trouverons la position correspondante o du fuseau en faisant Tare Oo égal à l'arc Aa. Or, la figure montre qu'alors le fuseau ne peut pas mener régulièrement la dent convexe ab, puisque aucune des normales de celle-ci ne passe au point A; elle montre d'ailleurs que la courbe AB est entièrement en dehors et à gauche du fuseau, de sorte qu'elle n'empêche pas le mouvement régulier des deux roues.
diffère très-peu d'un angle droit (si dans la ligure il en diffère sensiblement^ ce n*est que parce que la grandeur OX du rayon du fuseau y est exagérée pour éviter la confusion des lignes). Or, la formule précédente donne
Tel est le rapport de la distance AX cherchée au rayon p du fuseau. Suivant qu'on fait
OU trouve
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(Concluons que, si la lanterne mène l'autre roue, le contact des fuseaux de la première et des dents de la seconde a lieu principalement avant la ligne des centres; il finit près et au delà de cette ligne. Si, au contraire, la lanterne est menée par l'autre roue^ et c'est le cas ordinaire , le contact a lieu principalement au delà de la ligne des centres^ en commençant près et en deçà de cette ligne (*).
95. Beaxlènie solatloK prftiiqae. BacvesagM à demte épieyeloidales. — On applique ici la théorie du numéro 89 ; à cet effet on prend le plus souvent pour la courbe TN (fig. M) la circonférence dont le diamètre est le rayon TG de Tun des cercles primitifs , et le point décrivant M est pris sur cette même
(*) Pour parler avec plus de précision, supposé que, comme cela doit èlre en général, le diamètre de la lanterne soit piua petit qne celui de Tautre roue» la distance à la ligne des centres du point où commence le contact (quand la lanterne est menée), est au rayon du fuseau dans un rapport qui
varie de j à ^ : (voir la note précédente).
Les auteurs qui^ à ma connaissance, ont traité de Pengrenage 4 lanterne, ont inexactement indiqué la situation du fuseau de la lanterne] à Tinstant où commence son contact avec une dent de l'autre roue,
M. Willis, page 76 de ses Principles of mechanism , dit que « le premier contact a lieu lorsque le centre du fuseau atteint la ligne des centres. »
Cette erreur est aussi celle de Le Blanc^ auteur d*un ouvrage esUmé sur le dessin des machines.
Leroy, auteur d'un exocl lent Traité de géométrie descriptive, adoptant l*opinion précédemment émise par Savary, prescrit de borner le profil courbe des dénis à la partie extérieure au cercle primitif de la roue, et de prolonger ce profil à l'intérieur, suivant la direction du rayon. Il en résulterait deux conséquences désavantageuses : Tud^, que le profil présenterait an angle saillant, une arête à la vérité obtuse mais sensible; Pautre, que le contact ne commencerait qne sur la ligne des centres, à Pinsiant où Torigine de la dent atteindrait cette ligne.
Du reste, les erreurs que nous relevons ici n'ont guère qu'un intérêt théo^ rique> parce que l^emploi des engrenages à lanterne est généralement et justement abandonné.
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circonférence : la courbe MA devient un rayon du cercle C (*) ; la surface plane MA s'appelle ftanc; la courbe MA' devient un arc d'épicycloïde.
Des considérations indiquées au numéro 89 on conclut, l<»quc, dans le mouvement des dents vers la ligne des centres (dans le sens des flèches), le flanc MA de la dent de C, intérieur à son cercle primitif, pousse ou conduit la face épicycloïdale MA' de la dent de C extérieure à son cercle primitif; 2° qu'au contraire le* flanc MA serait poussé par la face épicycloïdale MA'^ si les dents auxquelles appartiennent ces profils se mouvaient au delà de la ligne des centres (dans le sens opposé à celui des flèches) ; 3° que, pour que le contact de deux mêmes dents commence avant la ligne des centres et finisse au delà de cette ligne, il suflSt que chaque dent ait un profil mixte formé d'un flanc intérieur à son cercle primitif et d'une partie épicycloïdale extérieure, engendrée par un cercle dont le diamètre est égal au rayon du cercle primitif de l'autre roue. Ainsi, par exemple, les roues C et C tournent de A vers A, et de A' vers A/, la dent MAm de la roue C dans la position de la figure presse par le point M de son flanc la dent MAW de la roue Q! ; et plus tard la première dent venue, par exemple, en M^A,iOj presse parle point m^ de sa face courbe le flanc de la deuxième dent venue en M',A\mj. On voit que pendant le transport des dents, de Tune à l'autre de ces positions, leur point géométrique de contact décrit dans l'espace d'abord l'arc MT du cercle CMT, pendant que le flanc dé la roue C pousse la face courbe de la roue
(*) Si Ton joint A et M à € par deux droites, les angles TCA et TCM
CT
égaux, les angles le sont aussi ; les trois points A, M, € sont en ligne droite.
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G', puis Tare Tm, du cercle Tmfi, pendant que la face courbe de la première roue pousse le flanc de la seconde.
Deux roues à flancs intérieurs plans et à courbes épicy^ cloïdales extérieures aux cercles primitifs doivent, d'après la génération de leurs profils, être faites spécialement Tune pour l'autre, de sorte qu'une même roue ne peut pas engrener régulièrement avec deux roues de diamètres différents. On évite cet inconvénient pour une série de roues qu'on veut pouvoir faire engrener avec une même roue, en remplaçant dans les roues de la série les flancs droits par des courbes : on choisit pour cercle générateur de ces courbes intérieures et de la courbe extérieure correspondante de la roue unique un cercle constant dont le diamètre diffère le moins possible des rayons des roues de la série.
94. Troisième ssolatlon pratique. En^ppenai^ à développantes de eereies. — Cette solution est fondée direclement sur la condition qui veut que la normale commune aux profils des dents passe constamment par un même point commun aux deux circonférences primitives. Un caractère remarquable par lequel elle dififere de la solution précédente, c'est que la normale commune conserve une position fixe dans Tespace pendant le mouvement des deux roues autour de leurs axes respectifs. Soit TAT' (fig. 47) cette normale commune. On trace les circonférences dont les rayons sont les perpendiculaires CT, C'T',et Ton prend pour profil des dents les développantes de ces circonférences, de sorte que M étant le point actuel de contact, et B l'origine du profil BMIV appartenant à roue C, on a
arc TB = TM et PN = arc PB.
De même, pour l'autre roue,
arc TB' = T'M et P'N' = arc PB'.
Il est aisé de voir que, dans quelque sens que tournent les
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deux roues en se pressant mutuellement , entre l'instant où le point mobile B de la roue G est au point T fixe dans l'espace, et rinstant où le point B' de la roue C est au point fixe T', les deux mêmes courbes se toucheront en un point de la droite TT' et l'auront pour normale. On voit de plus que, pendant que le point B parcourra un arc quelconque ayant le rayon CT, le point M de contact avancera de la même longueur sur TT'^ et le point B' de la même quantité sur la circonférence ayant le rayon C'T', ce qui démontre à posteriori que les vitesses angulaires sont réciproques aux distances GT^ G'T' ou aux distances CA, G'A.
Les avantages spéciaux de ce système d'engrenage sont : 1** qu'une même roue peut engrener régulièrement avec plusieurs autres' de diamètres différents entre eux; 2<^ que, pour deux roues dentées données, la distance GG' des centres peut varier entre certaines limites, sans que la régularité de l'engrenage soit altérée. Les rayons GT et G'T des circonférences développées restant les mêmes, ainsi que le rapport des vitesses angulaires, ce qui change avec GG' c'est la distance
TT' = \/cC'^ — (GT + G'T')2
fT I f^T'
et l'angle TAG dont le sinus est ~—, — .
GG
98. Généralités sar les dents des roues d'engrenage i nombre, pas, épaisseur. Jeu, saillie, largeur. — Chaque dent
d'une roue doit, en général, avoir une forme symétrique par rapport au rayon qui passe au milieu de sa base, afin que chacune des deux roues engrenées puisse mener Tautre de la même manière, quel que soit le sens de sa rotation.
Quels que soient les profils adoptés, les dents qui arment une roue d'engrenage, comme celles que nous étudions ici, doivent évidemment être toutes égales (de même forme), puisque ces dents doivent tour à tour exercer la même fonction.
iiO GDI&KÀTIQUB. SBCT. 1, €HÀP« lU*
Par la même raison, toutes les dents d'une même roue doivent être également espacées entre elles. On appelle joas la longueur obtenue en divisant la circonférence primitive par le nombre des dents. Il est clair que le pas doit être le même pour deux roues qui engrènent ensemble. Les nombres de dents de ces roues sont donc entre eux dans le rapport direct des rayons de leurs cercles primitifs, et dans le rapport inverse de leurs vitesses angulaires. Si ces deux nombres entiers N et N' sont premiers entre eux, chaque dent d'une roue touche successivement toutes les dents de l'autre roue, et deux mêmes dents ne se retrouvent en contact qu'après que la roue de N dents a fait N' révolutions. Si N est un multiple de N\ chaque dent de la grande roue se retrouve^ à chacune de ses révolutions^ en contact avec la même dent de la petite.
La partie du pas d'un engrenage occupée par la dent se nomme Vépaisseur ou le pkin de la dent ; le reste s'appelle le creux ou le vide. Les dents sont ordinairement d'égale épaisseur sur les deux roues^ si elles sont de la même matière, métal ou bois ; plus généralement il convient de régler les épaisseurs de manière que les dents des deux jroues soient à peu près également résistantes : ainsi, les dents en bois sont plus épaisses que celles en fonte avec lesquelles elles engrènent. Le creux excède le plein de la dent qui doit y entrer d'environ i/lS. Cette différence, nécessaire pour remédier à l'imperfection de l'exécution des roues, s'appelle yet^.
La saillie des dents en dehors des cercles primitifs se détermine par la condition que, pendant le roulement fictif de ces deux cercles, il y ait toujours contact au moins d'une paire de dents, sans quoi il y aurait des chocs et des inégalités dans le mouvement des deux roues. Cette condition est d'autant plus facile à remplir que le nombre des dents est plus grand ; et elle exige, comme on va le voir^ qu'il ne soit pas trop petit.
La théorie du frottement dans les engrenages montrera plus tard de quelle importance il est, sous ce rapport^ de multiplier
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les dents. Elle enseignera que, lorsque le contact de deux dents a lieu jusqu'à une distance notable de la ligne des centres, il vaut mieux que ce soit au delà qu'en avant de cette ligne.
Afin de conserver aux dents une solidité suffisante^ malgré leur petite épaisseur, on leur donne parallèlement à Taxe de rotation une assez grande dimension qu'on appelle largeur de la denture^ et qui est de quatre à cinq fois l'épaisseur.
Détails spéelaax svr les en^ena^es épicycloidaax
Les engrenages dont le profil se compose d'un flanc droit intérieur au cercle primitif et d'un arc d'épicycloïde extérieure, donnent lieu à deux cas distincts, selon que les dents de la plus petite des deux roues sont ou ne sont pas assez nombreuses pour que le contact puisse commencer à la distance d'un pas en avant de la ligne des centres et finir à la même distance au delà de cette même ligne. Dans le cas de l'affirmative, on borne^ comme nous allons fiexpliquer, la saillie des dents de manière à restreindre le contact dans ces limites, entre lesquelles il y a toujours deux paires de dents en contact, ou, comme on dit^ en prise.
PREHnsR CAS, — La figure 48 présente un exemple de ce premier cas. A est le point de contact des circonférences primitives AoA,AA,A,..., A^AA'^A'g... dont les centres non figurés sont désignés par G et G', et dont les rayons sont dans le rapport de 1 à 2. Le nombre de dents de la petite roue est de i5. Yoici le détail des constructions très-simples à faire pour tracer les profils complets des dents des deux roues.
\^ Diviser les deux circonférences primitives en autant de parties égales qu'il doit y avoir de dents, A étant un des points de division. On a les points A^, A„ A,, A,... sur la petite circonférence, les points A'^, A',, A',... sur l'autre. Chacune des parties des circonférences ainsi divisées est égale au pas, que nous désignerons par p.
2*» Mener les rayons CA,, CAj, C'A',, C'A',, et les cordes
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AA^, AAj, AA'^, AA'j, ce qui détermine les points d'intersection T„ T„ T',, T',.
3° Tracer les deux arcs de cercles T,BT,, T',ET', autour du centre C, et les deux arcs T\B'T'„ T,E'T^ autour de C.
l^ Tracer Tare d'épicycloïde AE et son égal A,T/ qui touche en T', le rayon A',C'. Ces épicycloïdes ont pour cercle générateur (93) celui qui a pour diamètre le rayon du cercle primitif C'A et qui roule sur l'autre cercle primitif CA. Tracer de même Tare d'épicycloïde AE' et son égal A'^T, qui touche en T, le rayon CA, : le cercle générateur a pour diamètre le rayon AC et roule sur le cercle C'A.
5® Faire Tare Aa égal à l'épaisseur des dents de la roue C. Dans la figure les dents sont d'égale épaisseur sur les deux roues, et cette épaisseur est de 15/31 du pas. Porter cette môme épaisseur en A,a,, Aa et A'^a'^.
6"* Les points a, a„ a' et a'^ étant ainsi obtenus, tracer les épicyloïdes ae et a,e, symétriques de AE et A,T',, et les épicycloïdes a'^e'jj et a'e' symétriques de A',T, et AE'.
Les arcs précédemment tracés (3°) déterminent les troncatures Ee^ T',e,, E'o', Tj^e',,, qui limitent les saillies des dents, les points T,, b,, B, b, Tj, où commencent les flancs rectilignes des dents de la roue C, et les points analogues T',, b',, B', b'^^, T'^, des dents de la roue C. Dans la situation indiquée par la figure, il y a contact de trois paires de dents, en T',, en A et en T,. Mais cet état est instantané, et immédiatement après il n'y a plus que deux paires de dents en contact.
7° Les flancs se prolongent vers l'intérieur des roues, soit simplement en ligne droite jusqu'à la jante dans laquelle les dents sont encastrées, soit partie en ligne droite et partie en courbe de raccordement lorsque les dents en métal font corps avec la jante. Dans Tune et Tautre disposition l'espace entre les dents d'une roue doit être suffisant pour y laisser passer, sans contact, les parties saillantes des dents de l'autre roue.
Deuxième cas. — La figure 49 est un exemple du second cas.
PROFILS DES ENGRENAGES CTUNDRIQUES. il3
Les diamètres primitifs étant encore dans le rapport de 1 à 2^ la petite roue n*a que 10 dents. Les constructions qui viennent d'être expliquées s'exécutent encore ici, sauf les modifications suivantes : les arcs de cercles passant par T^ et T^, et par T', et T'g, (3® ci-dessus) sont inutiles, et les troncatures Ee et E,e, sont plus rapprochées du centre C que le point T',,, parce que les épicycloïdes AÈ et ae, faces d'une même dent, étant suffisamment prolongées, ne se rencontrent plus en dehors de la circonférence CT',; de même les troncatures des dents de la grande roue sont plus rapprochées du centre C que le point T,.
Amplitude de prise. — II est intéressant d'étudier, dans le second cas, à quelle distance de la ligne des centres le contact des deux dents commence, et à quelle autre distance de cette ligne le contact des deux mêmes dents finit. Supposons que la grande roue mène la petite. La dent E'AB', qui actuellement pousse de gauche à droite celle qu'elle touche en A, a commencé à la toucher lorsque le point qui est maintenant en E de la petite roue était en e sur la circonférence AeT'^ dont le diamètre est le rayon C'A du grand cercle primitif. A cet instant le flanc actuellement en AB' était en ea'; ainsi, le point de la dent B'AE' qui est maintenant en A était en a', et par conséquent le point de la dent BAS, qui est aussi actuellement en A, était en a, obtenu en faisant Aa = Aa'. La même dent B'AE cessera de pousser celle qu'elle touche, lorsque E' sera en e^ sur la circonférence dont AC est un diamètre, et par conséquent le point actuellement en A de la dent BAE sera en a,, tandis que le point A de la dent D'AB' sera en cl\ obtenu en faisant Aa', = Aa^.
Concluons que, pendant que deux mêmes dents continuent de se toucher, un point pris sur Tune ou l'autre des deux circonférences primitives parcourt un arc égal à «a, ou a!a!^. Cet arc est ce que j'appellerai, pour abréger, Vamplitude de la prise des deux roues. En exécutant à grande ^échelle la figure 49, on
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trouvera que, pour le cas qu'elle représente, le rapport de Tamplitude de prise au pas est à peu près i,70. Plus Famplitude de prise approche d'être double du pas^ plus Tengrenage est près de satisfaire à la condition qu'il y ait toujours deux paires de dents en contact.
L'examen de la figure 49 suffit pour partager la durée du parcours d'un pas dans les deux roues^ en deux périodes, l'une pendant laquelle deux paires de dents sont en prise, l'autre pendant laquelle le contact n'a lieu que pour une paire. La première période commence à Tinstant où le profil curviligne d'une dent de la petite roue arrive, avant la ligne des centres, en «e, et est poussé au point e par la dent qui lui correspond dans la grande roue. A ce même instant, il y a contact au delà de la ligne des centres entre deux dents qui sont en avance d'un pas sur les deux dont nous venons de parler et ont les origines de leurs profils curvilignes en y et / ,' à une distance, au delà de A, égale à a,a et à a'^a'. Cette période de deux contacts finit quand les deux profils dont nous venons de parler arrivent en 0e« et en a'^; par conséquent, pendant toute sa durée, un peint de la petite circonférence primitive a parcouru l'arc
ya, = AA, — Ay — a|A„
quantité qu'on peut exprimer en fonction de l'amplitude de prise oLa^ et du pas AA,, car on a
Ay =: a^a = âAA^ — aai — «fA^,
d'où, en substituant cette expression dans celle de yce,,
ya» = cLOL^ — AA,.
Dans le cas particulier de roues de iO et de 20 dents, nous venons de dire que olcl^ est égal à i,70 AA^. On a donc alors
ya, =0,70 A A,,
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e^esl-à-dire que l'arc parcouru pendant la (lériode où deut paires de dents sont en prise est les 0,70 d'un pas, et par conséquent j comme on le vérifierait directement, la seconde période, où le contact n'existe qu'en une seule paire de dents^ ne dure que pendant le parcours de 0,30 d'un pas. Ajoutons, que si l'on porte de A en ^ et en $' deux arcs égaux k a^A^,onB, en Sy et en d'y' les arcs que parcourent sur les circonférences primitives les profils des dents en contact dans la seconde période. Ainsi, pendant ce parcours, les roues ne se touchent qu'en une paire de dents, mais le contact a lieu plus près de la ligne des centres.
Quelques professeurs^ notamment Savary dans ses le^ns à TËcoIe polytechnique^ et à son exempTe Lerôi, ont émis Topinion qu'on devrait éviter de faire toucher les dents des engrenages avant leur passage à la ligne des centres. Mais les motifs allégués supposent dans l'exécution ou dans l'étal d'entretien de ces dents des imperfections grossières ; aussi, la pratique des constructeurs ne tient-elle pcûnt compte de cette prohibition. Nous avons dit (95) que^ lorsque le contact de deux dents a lieu à une distance notable de la ligne des centres, et surtout avant leur arrivée à cette ligne, le frottement devient plus nuisible que lorsque cette distance est faible* C'est dans la Mécanique appliquée^ chapitre du frottement, que doivent se trouver les développements nécessaires pour éclaircir cette question. Nous nous bornons à dire ici qu'en général il est bon de multiplier assez les dents pour que la plus grande distance du contact à la ligne des centres ne soit qu'une petite fraction du rayon, et dans ce cas l'expérience prouve que, pour obvier àFimperfection inévitable de l'exécution des dents et à leur déformation par Tusure, il est utile qu'il y ait constamment deux paires de dents en prise, une après et l'autre avant la ligne des centres. C'est ce qui se trouve réalisé dans le cas de la Jigure 48 où l'une des roues a 15 dents et l'autre 30. Si la plus grande des deux roues avait plus de 30 dents, à plus forte raison sufiirait-il
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que l'autre en eût 15 pour que Tamplitude de la prise fût de deux pas. Si les deux roues étaient égales, il faudrait qu'elles eussent chacune au moins 17 dents pour satisfaire à cette condition^ dont on peut d'ailleurs s'écarter un peu sans inconvénient notable.
Il est même certains cas où des motifs tels que la nécessité de réduire Tespace occupé par un engrenage, portent à diminuer autant que possible le nombre des dents , sans s'inquiéter beaucoup de l'économie de la force employée à le mouvoir. Dans cette hypothèse, la condition qui subsiste est qu'il y ait toujours une paire de dents en contact pendant que les vitesses angulaires des deux roues restent dans un rapport constant. Il faut donc et il suffit alors que Tamplitude de la prise soit un peu supérieure au pas. Or, un essai graphique facile à vérifier constate que, sous cette condition, quand la plus grande des deux roues a au moins 12 dents, l'autre peut à la rigueur n'en avoir que A; et que quand la première a moins de 12 dents, il est nécessaire et rigoureusement suffisant que Tautre en ait au moins 5. Mais il est à remarquer que de pareils engrenages sont beaucoup plus sujets que les autres à se déformer par l'usure, parce que la vitesse de glissement des dents devient considérable à l'instant où Tune des dents touche l'autre vers son extrémité (91), ce qui fait qu'après un certain temps de service les pointes des dents s'effilent, tandis que leurs flancs se creusent dans leur partie*la plus rapprochée du centre, et le mouvement des deux roues perd la propriété du rapport constant de leurs vitesses angulaires. Sans doute le même genre d'usure a lieu dans les engrenages dont les dents sont assez nombreuses pour que Tamplitude de prise soit de deux pas ; mais cette usure est beaucoup moindre, parce que, à l'instant où une paire de dents est en contact à une distance de la ligne des centres qui rend leur glissement considérable, à ce même instant une autre paire de dents est en contact près de la ligne des centres sans glissement sensible et par conséquent aussi
Détails spéelaux sur les engrenages à développantes
de cercles. — Les deux cas mentionnés à l'article précédent sont encore ici à distinguer.
Premier cas. — La figure 50 donne un exemple du premier cas. La plus petite roue a 20 dents, l'autre 28. C et C sont leurs centres , et A le point de contact des circonférences primitives. Voici le détail des constructions à faire pour tracer les profils complets des deux roues.
V Diviser les deux circonférences primitives en autant de parties égales qu'il doit y avoir de dents, A étant un des points de division. On a les points A^, A^, A,,, A^... sur la petite circonférence CA ; les points A'^^, A',, A'^, A'^ sur la circonférence C'A.
2° Mener les cordes A^A et AA, sous-tendant deux pas de la petite roue. Prolonger ces cordes en N et N' sur la grande circonférence, en s'assurant que les arcs satisfont à la condition
AJV = AN' =: AA« — . La droite N'A. est le lieu des contacts
des dents, dans Thypothèse que la grande roue mène la petite de gauche à droite.
3° Tracer autour des centres C et C les deux circonférences tangentes en T„ T, T'^, T', aux droites X^S, A^X'. C'est sur elles que se trouvent les naissances des profils de contact des dentS;
4° Mener la circonférence C'T, passant par T et déterminant les troncatures des dents de la roue C. Mener les rayons A',C' et A'jC rencontrant les cordes AlV' et AN en K^ et K. Décrire la circonférence CK, passant par K et déterminant les troncatures des dents de la roue C.
5° Construire les courbes BAE, B,A,E,, B^A^E^, qui, passant par les points A , A, , A^ , sont des développantes du cercle
CTO» et tournent leur convexité en sens contraire du mouvement, la roue G étant supposée menée.
6<> Porter de A et de A, dans le sens du mouvement les épaisseurs Aaet A,»^ égales à 15/31 du pas.
7® Construire les développantes bae, *»i>^|0|9 symétriques de
8* Faire pour la roue G' les opérations analogues à celles qui viennent d'être indiquées (5"*, 6^, 7"*), ce qui donne les courbes B'AE', B',A',E'„ B',A',E', et leurs symétriques bW«^ li'a»>'«-
9® Prolonger les courbes vers l'intérieur et les raccorder de manière à ménager entre deux dents d'une roue Tespaee nécessaire pour laisser passer sans contact les parties saillantes des dents de l'autre roue.
Remarque. — Un examen attentif de la figure fera reconr naître que l'amplitude de la prise des deux roues y excède quelque peu deu^ pas,
Disuxitais CAS. — La figure 51 est up exemple du second casi dans rhypotbèse eh la petite roue n'a que 10 dents^ l'autre en ayant 20. G et G' sont leurs centres, GA et G'A leurs rayons primitifs, AA^ et AA', des arcs égaux au pas. Les constructions propres à obtenir les profils diffèrent en quelque^ détails de 0e qu'elles sont dans le premier cas.
La première chose à faire est i^ déterminer la droite AT lieu
(*] Ua cercle CTT étant donné, pour construire sa développante passant pour un point donné A sur la tangente AT, on prend une ouverture de compas qui ne soit pas plus grande que 1/6 du rayon ; on la porte à partir de A versT d'abord sur la tangente, puis à la suite on porte une dernière ouverture de compas aboutissant sur la circonférence ; ensuite on revient en sens contraire sur la circonférence par le même nombre d^ouvertures jusqu'en B qui est Torigine de I9 développante. Après quoi on trace autant de tangentes qu'on veut avoir de points de la courbe, et on répète Topération précédente en sens ijAverse, Ce procédé est fondé sur ce qu'une corde qui n'excède pas 1/6 du rayon n*est inférieure à l'arc qu'elle sous-tend que de 5 à 6 dix-millièmes.
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géométrique des contacts, dont l'angle CAT avec la ligne des centres doit diflférer aussi peu qu'il est possible d'un angle droit. Or, vu le petit nombre de dents de la roue C et l'impossibilité d'une amplitude de prise de deux pas, il ne convient plus que, comme dans le premier cas, la droite AT prolongée en P soustende un arc de cette même étendue de deux pas. M étant le milieu de Tare AMP, jR le rayon AC de la petite roue, et n le nombre de dents qu'elle doit avoir, on obtient une grandeur suffisante de Tare AM en posant
27CJR ' ^ 4 + w
Cette formule empirique, déduite d'essais graphiques qu'il serait superflu de détailler iei, est applicable aux diverses valeurs qu'on peut donner à n, depuis 5 jusqu'à 20. Dans ce dernier cas AM devient 0,05 de la circonférence, c'est-à-dire égal au pas, ce qui doit être, parce que la roue C se trouve alors dans le premier cas.
Le rayon CM et sa parallèle C'T' déterminent sur la droite PA prolongée les points T et T' et par suite les circonférences dont les rayons sont CT et C'T'. On construit alors les développantes BAE et B'AE'; puis il faut choisir les épaisseurs qu'il convient de donner aux dents. On pourrait, comme nous l'avons fait dans les exemples précédents, prendre les arcs Aa et Aa', sur les circonférences primitives, égaux entre eux et à i5/31 du pas. Mais il paraît préférable de rendre égales entre elles les bases des dents, Bb et B'b', prises sur les circonférences CT et C'T', où sont les naissances des développantes. Cela est trèsfacile : soit Aa = oc, Aa' = oc' , et le pas AA, == ^. On a , en désignant par F et F' les intersections de la droite CC et des circonférences CT, CT',
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K AT
x' = 5yp-(B'F'-BF)— .
Ayant ainsi obtenu les points a et a', on construit les développantes be et b'e' symétriques de BE et B'E^ Les deux courbes B'E' et bV ne devraient être prolongées à la rigueur que jusqu'à la rencontre de la circonférence ayant Cl pour rayon, laquelle fournirait l'arc de troncature BV, parce que le contact des deux profils BE et B'E' doit théoriquement cesser quand le point E' arrive en T, dernier point du lieu des contacts; cependant, comme la droite AT se confond sensiblement avec la circonféretice qui la touche, dans une étendue appréciable^ sur laquelle se meut l'origine B de la développante BE, on peut, pour augmenter Tamplitude de prise^ et sans inconvénient, placer la troncature un peu plus loin du centre C, comme on le voit dans la figure, au delà de EV. Les deux courbes BE et be pourraient, au point de vue géométrique, être prolongées jusqu'à leur inter-
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section; mais il parait préférable en pratique d^en retrancher une partie par une troncature figurée en Ee.
Amplitude de la prise des devx roves. — Le mouvement
des roues en A étant supposé de gauche à droite , la dent de la grande roue, qui touche et pousse actuellement la petite en A^ a commencé à toucher quand le point £ de la petite roue était en e sur la droite TT'; et alors le point du profil BAE qui est a^^tuellement en A était en a obtenu en menant EG et eQ, et en faisant [loc = mA. La même dent de la grande roue cessera régulièrement de presser la petite lorsque le point actuellement en E' se trouvera en T; et alors le point actuellement en A du profil BAE sera en a, obtenu en faisant T(p = BF et menant la droite C^af L'amplitude de prise est donc Tare ococu et pour le cas de la figure on trouve que le rapport de aa« au pas est 1,41 . On en conclurait, par un examen analogue à celui qui a été expliqué (96) pour les engrenages épicycloïdaux, que Tare parcouru pendant la période où deux paires de dents sont en prise est les 0,41 d'un pas, et que la période où le contact n'existe qu'en une seule paire dure pendant le parcours des 0,59 d'un pas, mais que ce simple contact a lieu plus près de la ligne des centrés.
DES EKGAENAGES INTÉ&IEUBS.
Profils à flânes droits des engrenantes Intérieurs
Le centre d'un des cercles primitifs peut être dans l'intérieur de l'autre (85). La jante de la grande roue est alors extérieure à son cercle primitif. Sous le point de vue purement géométrique, toute la théorie précédente s'étend à ce genre d'engrenage; mais son application matérielle souffre des exceptions comme on va le voir.
L'engrenage à flancs droits sur la grande roue est impossible^ c'est-à-dire qu'il est pratiquement inconciliable avec la continuelle égalité de vitesse des deux circonférences primitives.
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D0UX oas sont à considérer, suivant que ie diamètre de la petite roue est plus petit ou plus grand que le rayon de la grande. Nous ne traiterons en détail que le premier cas.
Soient C et C (fig. 53) les centres des deux cercles primitifs AA^^A,, A'A^\\ qui se touchent en A^^. Le rayon C'A^ est plus
petit que - GA^. Le flanc droit ABC, supposé appartenir à la
grande roue, serait décrit par ie point B du cercle auxiliaire BAqB,, dont le diamètre est la moitié du grand diamètre primitif et dont le centre est actuellement au milieu O du rayon CA^, ôe eerele générateur roulant dans Tintérieur du cercle primitif AA^A,. La courbe correspondante A'B' devant former le profil de la dent de la petite roue^ serait Tépicycloïde décrite extérieurement au cercle primitif de celle-ci, par le môme point B du môme cercle générateur roulant sans glisser sur la circonférence A'AqA^. Cela étant, et les deux profils AB et A'B^ se trouvant à gauche de la ligne des centres, supposons que les deux rouôs tournent autour da leurs centres respectifs , à droite » dans le sens des flèches^ la grande roue menant la petite. Point de difficulté jusqu'à l'instant où les deux surfaces en contact seront arrivées à se toucher en A^, sur la ligne des centres. Mais au delà Tégale vitesse des deux circonférences primitives ne peut plus subsister : si le flanc de la grande roue est supposé transporté en A.B^, position symétrique de AB relativement à la ligne des centres CC^A^ , de sorte que A^A, est égal à A^,A, on reconnaît, en construisant le profil A^B',, nouvelle position de A'B', que ce profil courbe coupe le profil rectiligne AiB,; que par conséquent les positions qu'ils devraient prendre simultanément sont inconciliables ; et Ton voit aisément que cette intersection résulte de ce que la droite A^C est tangente en B, à la seconde branche d'épicycloïde ponctuée dans la figure et symétrique de la branche A',B', relativement à la droite C'A'«, en môme temps qu'elle est symétrique de A'B' relativement à C'A^,. L'impossibilité pratique de Tengrenage à flancs droits sur la
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grande roue se reconnaîtrait d^une manière analogue pour le second cas ei-dessus indiqué.
Au contraire, l'engrenage à flancs droits sur la roue intérieure estpossibley au moins lorsque le diamètre de cette petite roue n'excède pas le rayon de la grande. Le flanc rectiligne A'B' (fig. 53) est décrit par le point B de la circonférence dont le centre est actuellement en O et dont le diamètre est égal au petit rayon C'A^. Le profil AB appartenant à la grande roue est décrit par le même point B du même cercle générateur roulant dans la grande circonférence primitive. Si les roues tournent dans le sens des flèches, le flanc de la petite roue mène la courbe AB de la grande avant et jusqu'à la ligne des centres. Au delà, le flâne rectiligne A^B^ reste en arrière de la courbe A^B, pendant que les circonférences primitives conservent l'égalité de leurs vitesses.
Profil saillant épleyeloldal sur la rone Intérieure
Ce profil tel que A'^E'^ (qui se trouve reproduit en A'E') et le profil A^E^ qui lui correspond sur la grande roue (et qui est reproduit en AE) sont décrits par le point E, d'un cercle auxiliaire extérieur qui touche actuellement en A^ les cercles primitifs sur lesquels il roule. Le rayon de ce eerele générateur peut être pris arbitrairement , et la figure montre que^ si les roues tournent dans le sens des flèches, la eourbe A'B' de la petite mène la grande au delà seulement de la ligne des centres. On remarque ici que le profil AE de la grande roue est concave^ mais d'un rayon de courbure toujours plus grand que celui du profil de la petite roue^ l'un et l'autre de ces rayons de courbure étant pris au point de contact commun.
Profils mixtes sur les deux roues. — En donnant à
chaque dent un profil mixte^ comme l'indique la figure, on fait que le contact des deux roues commence avant la ligne des centres et finit au delà. Si les roues tournent dans le sens des
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flèches, la petite roue mène la grande : le flanc A'B' pousse la courbe AB jusqu'à la ligne des centres, après quoi la courbe A'E' convexe pousse la courbe concave AE.
iOi. PfoIUs en déTeloppmntes de eereles de deux rpaes,
dont l'une est intérieure. — La solution expliquée au numéro 94 s'applique d'une manière analogue au cas de l'engrenage intérieur. C et G' (fig. 54) sont les centres des cercles primitifs qui se touchent en A^. La normale commune aux dents en contact étant TT'A^, on trace les circonférences dont les rayons sont les perpeildiculaires GT et G'T', et les profils des dents sont les développantes de ces circonférences. Les surfaces des dents de la grande roue sont concaves; mais on rend cette concavité peu sensible en multipliant suflSsamment les dents. Dans la pratique Tangle de la normale TA^ avec la ligne des centres ne doit pas différer beaucoup d'un angle droit (cet angle est très-exagéré dans la figure, afin de rendre plus sensible la distinction des deux profils). Le contact des dents commence et finit à une petite distance^ avant et après la ligne des centres.
ENGRENAGES ÉCHBLONNéS ET ENGRENAGES h£UÇO!OAUX.
KngreMkmges en rangs éeltelonnés de Hoolte, — La
considération du glissement des engrenages ordinaires, lequel (91) est à chaque instant proportionnel à la distance n comprise entre le point de contact actuel des dents et le point commun aux deux cercles primitifs sur la ligne des centres, montre Futilité de multiplier, autant qu'il est possible, le nombre des dents des deux roues, et -par conséquent de diminuer leur pas. Or le moyen de faire cette multiplication sans diminuer l'épaisseur des dents, c'est d'en établir plusieurs rangs sur chacune des jantes. Par exemple, trois rangs de dents également échelonnées, comme l'indique la figure 55, réduisent au tiers le pas effectif. Supposé que les deux roues dont cette figure représente des segments tournent, autour de leurs axes G et G', dans le
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sens indiqué par les flèches^ la dent A va d'abord pousser la dent A'^ après quoi la dent B du second rang poussera la dent B'; puis succédera le contact des dents C et C du troisième rang, ensuite A, atteindra A\, puis succéderont les contacts de B, et B'*, de C et C^, de A, et A'^, et ainsi de suite, absoUiment comme si les dents, trois fois plus minces, étaient situées sur un même rang, suivant l'usage ordinaire. On se fait une idée exacte de cette disposition en imaginant que deux roues ordinaires, dont les dents se projetteraient en A, A,, A^,.,. pour l'une, et en A', A',, A'j,... pour l'autre, aient été divisées par des plans perpendiculaires aux axes en trois plateaux égaux; qu'ainsi les dents primitives aient été divisées en dents partielles trois fois moins larges, restées adhérentes à la portion de jante qui leur appartient; qu'alors, les plateaux qui portent les dents C, C^,... et C, C',,... étant maintenus fixes, on ait fait tourner d'un tiers de pas les deux plateaux voisins, qui portent les dents B, B»,,... et B', B'4,..., chacun dans le sens du mouvement que doit avoir la roue à laquelle il appartient, c'est-à-dire que dans le cas de la figure le plateau des dents B, B^,... aurait tourné d'un tiers. de pas à droite, et celui des dents B', B'*,... d'un tiers de pas à gauche; que de même on ait fait tourner le plateau des dents
A, A«,... et celui d.es dents A', A'^,... de manière qu'ils soient d'un tiers de pas en avance sur les deux plateaux des dents
B, B^,... B', B\,...; qu'enfin les six plateaux, ainsi disposés en gradins de sens inverses, aient été calés, fixés sur leurs deux arbres respectifs.
Non-seulement la multiplication des dents permet, en diminuant leur saillie, de réduire leur glissement, mais cette diminution de saillie faisant décroître les chances de rupture des dents, compense au moins en partie l'affaiblissement qui résulte de la diminution de largeur parallèlement aux axes de rotation. Nous n'insistons pas sur ce sujet, parce que les considérations d'après lesquelles les dimensions des dents sont calculées ei| égard aux efibrts qu^elles doivent subir, appartiennent à la
Engrena j(;e hélicoïdal, sans iclIsseinenU de Hooke et
de viThite. — Puisque, à mesure que le nombre des rangs échelonnés augmente, le glissement diminue, on est naturellement conduit à le faire disparaître complètement, en multipliant les dents à Tinfini, c'est-à-dire en disposant les dents en hélice sur la jante. Dans ce cas la surface des dents, au lieu d*étre cylindrique, engendrée par la translation du profil parallèlement à Taxe de rotation de la roue, est héliçoïde, pouvant être engendrée par le même profil déplacé par un mouvement composé d'une translation uniforme parallèle à Taxe, et d'une rotation uniforme autour de ce même axe, de manière que tous les points du profil d'une même dent décrivent autour de cet axe des hélices de même pas (*). Les hélices directrices tracées sur les cylindres primitifs des deux roues, hélices sur lesquelles se fait à chaque instant le contact, dans le plan passant par les deux axes de rotation, ont, non le même pas, mais une inclinaison égale sur les génératrices des cylindres ; et cette inclinaison est en sens inverses sur les deux roues. Les profils des dents, qui ont peu de saillie, doivent pour le mieux avoir dans cette petite étendue la figure qui conviendrait à un engrenage ordinaire; mais la condition essentielle est le tracé exact des hélices primitives, sur lesquelles doit, comme nous venons de le dire, avoir lieu le contact. Cette ingénieuse disposition^ imaginée par Hooke en 1666, était tombée dans Toubli, lorsqu'elle a été inventée de nouveau par White, vers 4808. Quelque avantageuse qu'elle soit sous le double rapport de la régularité du mouvement et de l'économie du travail mécanique, elle est
(*) On remarquera que ce qu'on appelle le pas d'une hélice, étant la distance entre deux rencontres successives de cette courbe avec une môme génératrice du cylindre où elle est tracée, n*d aucun rapport avec ce qu'on désigne sous le même nom de pas (93) dans ime roUe déniée.
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cependant peu employée^ probablement à cause de la diffleulté de Texécution, et aussi parce que la pression mutuelle des roues ne se faisant à chaque instant qu'en un points des ruptures peuvent être à craindre si cette pression était très-grande.
Engrenage d*ane erémaillëre et d'une roue. — Cet
engrenage^ dont la figure 56 donne une idée^ établit une liaison entre une translation uniforme et une rotation uniforme autour d'un axe perpendiculaire à la translation. C'est donc le cas particulier des engrenages autour de deux axes parallèles, où l'un des cercles primitifs ayant son rayon infini devient une ligne droite, axe primitif de la crémaillère. Là vitesse linéaire de la crémaillère étant v, la vitesse angulaire de la roue w, son rayon primitif r, le nombre de ses dents n, le pa^ commun à la roue et à. la crémaillère p, on a entre ces cinq quantités les deux relations
V z=z wr et np = Sîrr;
de sorte qii'ofi peut, par exemple, se dotinfer w^ n eir poiir eft conclure v et p^ ou bien se donner w, n et v pour en conclure r Bip.
Les théories précédentes s'appliquent par extension à ce cas particulier .
Celle de Yengrenage à lanterne (92) s'applique avec ces seules différences que, si la roue est la lanterne, l'épicycloïde décrite
par le centre d'un fuseau relativement à la crémaillère se réduit à une cycloïde, et si c'est lai crémaillère qui porte les fbseaux, la courbe décrite par le centre de chacun d'eux relativement à la roue est une développante de cercle.
La théorie de l'engrenage à flancs normaux (93) s'applique avec cette modification , que l'épicycloïde adhérente à la petite roue (fig. 57) devient une développante de cei^cle, tandis que
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répîcycloide aj^MirteDaDt à la grande rooe, c'est-à-dire à la crémaillère dcTient une simple cycloide. Le flanc recliligoe de la grande roue, considéré comme lien des contacts da profil courbe de la roue avec la crémaillère, se réduirait à un point, si ce flanc ne devait être prolongé pour laisser passer dans le creux des dents de la crémaillère le plein de celle de la roue.
Le système d'engrenage à normale constante et à développantes de cercles (94) s'étend au cas de la crémaillère^ avec cette différence que^ pour la crémaillère, la développante est remplacée par une droite perpendiculaire à la direction choisie pour celle de la normale constante; le profil de la crémaillère, en dehors de la barre qui remplace la jante est donc triangulaire, et Tengreniige jouissant de la propriété générale des profils en développantes de cercles, la distance de la crémaillère à la roue peut varier sans que la liaison des deux mouvements soit altérée, et, chose spéciale au cas de la crémaillère, la ligne droite^ lieu des contacts, reste entièrement invariable relativement à la roue.
LUISOH DE DEUX COKPS SOUDES EN CONTACT ET ASSUJETTIS A TOUBNER AUTOUR DE DEUX AXES FDLES CONCOUtANTS.
€£ii£baut£s sur ce svjbt.
lOS. Relatieas des TitcaBCs des de«x corps. — Deux COrpS
solides étant en contact et assujettis à ne se mouvoir qu'en tournant respectivement autour de deux axes fixes concourants, proposons-nous de trouver le rapport des vitesses angulaires des deux corps à tinstant ou ils occupent une position donnée, et les relations de ces vitesses avec celle du glissement relatif des deux corps.
Cette question, dont celle du numéro 80 n'est qu'un cas particulier, se résout, comme celle-ci, par la théorie de la composition des mouvements.
ROTATIONS AUTOUR DE DEUX AXES COITCOURAIVTS
Soient SG et SO (fig. 58) les deux axes, M le point de contact actuel des deux corps, MI la normale commune rencontrant en I le plan GSO. Si le point I tombe dans l'angle GSO y les deux rotations sont de signes contraires ; soit w celle du corps tournant autour de SG, et soit — W celle de l'autre corps autour de SO. En considérant le mouvement du corps lié à Taxe SG, relativement à l'autre corps, nous voyons que ce mouvement relatif est une rotation simple instantanée ¥V résultante de w rotation absolue du corps dont il s'agit, et de W rotation d'entratnement prise en sens contraire ; donc l'axe de cette rotation relative est dirigé dans le plan GSO, suivant la diagonale du parallélogramme dont les côtés portés sur SG et SO seraient * proportionnels à W et w; ou bi^ encore, tout point de cet axe a ses distances aux droites SG^ SO réciproques aux vitesses angulaires w et w\ De plus^ les deux corps ne cessant pas de se toucher, l'axe instantané de la rotation simple relative est dans un même plan avec la normale MI ; donc il est dirigé suivant SI; donc en abaissant de I les perpendiculaires lA, IB sur SG et SO, on a la relation cherchée iv-AI = W-BI, c'est-à-dire que le point I aurait la même vitesse si on le considérait à l'instant actuel comme lié, soit à l'un, soit à l'autre des corps tournants. En désignant par a et /3 les angles ISG, ISO, on a Ta vitesse angulaire résultante ff^ = w cos a + vf cos (3.
Quant à la vitesse de glissement vg, c'est celle du point M dans le mouvement d'un des corps relativement à l'autre ; si donc on appelle p la distance de M à Taxe SI,' on a
vg = pfv zzzp {w cos «4: w cos ^).
GA8 OÙ LE lUPPOET DBS R0TATI0K8 EST GONSTAHT. CÔHIS ROULANTS.
EKGRBNàOES GOIHQUBS.
Gènes roulants dits eônes de Metlon. •— Deux troncs
de cônes de révolution ayant même sommet se pressent mu-
132 CINÉMATIQUE. fiSCT* I, CHÀP. III.
les circonférences primitives dont les rayons sont OA, (VA; et Ton prend ces arcs comme cercles primitifs d'engrenages dont on fait le tracé d'après le système à fuseaux^ à épicycloïdes ou à développantes qu'on a adopté. Ce tracé fournit les panneaux qui servent à transporter sur les surfaces coniques GA, C'A les profils des dents.
LIAISON DE DEUX CORPS SOLIDES EN CONTACT ET ASSUJETTIS A TOURNER AUTOUR DE DEUX AXES NON CONCOURANTS.
iv6. lilalson d'une rotation et d'nne translation. — Vis
et éerou. — Considérons d'abord le cas particulier où l'une des rotations est remplacé^ar une translation parallèle à Taxe de la rotation subsistante. Ce cas est celui dont une vis et son écrou offrent un exemple vulgaire, soit que l'écrou tourne simplement^ tandis que la vis se meut parallèlement à son axe sans tourner, soit que la vis tourne simplement autour de son axe, tandis que Fécrou ne pouvant tourner, se transporte parallèlement à Taxe.
Nous rappelons ici que Ton distingue dans une vis : 1<* le noyau, cylindre sur lequel le filet est en saillie ; 2^ le profil ordinairement carré ou triangulaire qui, situé dans un plan passant par Taxe du cylindre, engendre le filet en tournant et glissant de manière que chacun de ses points décrive une hélice ; 3^ le pas, quantité dont un point mobile sur le filet s'avance parallèlementà l'axe, après un tour entier, en restant sur une même hélice et par conséquent à une distance constante de cet axe (une partie de filet correspondante à un tour entier s'appelle une spire); 4® le nombre de filets distincts (le pas divisé par ce nombre , s'il est plus grand que i, donne l'espace de milieu en milieu de deux filets vomas parallèlement à l'axe de la vis^ et deux plans
VIS ET ÉCftOU. i33
perpendiculaires à Taxe et dont la distance est égale au pas, comprennent entre eux autant de spires qu'il y a de filets distincts dans la vis); 5^ enfin le sens a droite ou à gauche de la vis, suivant que la rotation autour de Taxe fixe, d'un point mobile qui suit le filet en avançant dans le sens pris pour positif de Vaxe, est directe ou rélrogade, positive ou négative (61). Les vis dites vis à bois, si fréquemment employées^ ont leur profil triangulaire, un filet unique et le sens à droite.
£n général, supposons qu'un point du corps en translation soit assujetti à se mouvoir parallèlement à Taxe du corps tournant, en glissant sur ce corps. Le point glissant décrit donc sur ce corps une courbe située sur une surface cylindrique de révolution autour de Taxe de rotation ; et de la figure de cette courbe diépend la relation entre la vitesse de translation du premier corps et la vitesse angulaire du second. Pour que ces deux vitesses soient uniformes^ la courbe doit être une hélice dont le pas est égal à Fespace que parcourt le premier corps pendant que le second fait un tour. C'est ce qui>arrive pour la vis.
Une vis dont le noyau n'a qu'un mouvement de rotation sans translation^ comme dans Texemple indiqué par la figure 63, imprime à l'écrou, que ses guides empêchent de tourner, un mouvement en vertu duquel il se transporte d'une longueur égale au pas de la vis, pendant que celle-ci fait un tour, r étant la distance d'un point quelconque de la vis à son axe^ un tour fait parcourir à ce point la circonférence Sirr, tandis que Técrou s'avance d'un pas p . Le même rapport subsistant pour une fraction quelconque de révolution^ si l'on appelle w la vitesse angulaire de la vis et v la vitesse de Técrou, on a, quel que soitr,
wr 27rr w 27r
Si c'est récrou qui tourne simplement, et que la vis ne puisse avoir qu'un mouvement de translation, la même relation existe,
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comme on le voit aisément, entre la vitesse angulaire w de récrou, la vitesse linéaire v de la vis, et leur pas commun p.
Une vis est ordinairemeioit plus longue que Técrou ; mais l'inverse peut avoir lieu, sans que rien soit changé à la relation de leurs mouvements. Quand c'est la vis qui tourne sans translation, on substitue quelquefois à Técrou une sorte de crémaillère dite peigne, qui n'en est qu'un segment compris entre deux plans parallèles à l'axe de la vis ; le peigne guidé de manière à ne se mouvoir que parallèlement à ce même axe, peut parcourir unQ étendue égale à celle qu'occupent les dents dont il est armé. ,
Si. la courbe située à une distance r de Taxe de rotation est autre qu'une hélice, w étant la vitesse angulaire du corps tournant, à l'instant où un point M du corps en translatioif occupe sur cette courbe la position A, i étant Tangle que la tangente en A à cette courbe fait avec un plan perpendiculaire à l'axe de rotation, on conclut aisément de ces données la vitesse v du corps en translation à lestant dont il s'agit^ et la vitesse de glissement vr, savoir :
V rw
v = rw tang i et Vr = -: — r ==
smt cos»
Cette conception d'un point M du corps en translation assujetti à parcourir une courbe tracée sur un cylindre appartenant au corps tournant, se réalise dans la pratique en creusant dans le cylindre une rainure où s'engage et se meut une broche (dite bouton, goujon^ etc.) fixée en saillie sur le corps en translation. Cette broche est ordinairement cylindrique, et son axe de figure rencontre perpendiculairement l'axe de la rotation. Les faces de la rainure sont déterminées par la condition d'être continuellement tangentes à la broche pendant le mouvement des deux corps : elles sont donc les enveloppes des positions successives que la broche prend relativement au corps tournant.
ROTÀtlOIf BT TRiNBUTIOIf OSCILLATOIRE. i3 5
Rotation et translation oscillatoire. — Si la COUrbe
était plane et par conséquent une ellipse^ la rotation simple de Tun des corps toujours dans un même sens produirait un mouvement d'oscillation de Tautre corps. Soit t Tangle du plan de la courbe avec un plan perpendiculaire à Taxe de rotation, que nous supposons vertical pour fixer les idées. A un certain instant, le §oint glissant sur cette courbe est en A (fig. 64), extrémité de son diamètre horËBontal. Au bout d'un certain temps^ le cylindre ayant tourné d'un angle a égal à AOA', le second corps se sera élevé d'une hauteur AN égale à A'M ou A'P tang i ou OA sin a tang i ; d'où il siHi-què ce point glissant du corps en translation a la même projection sur une verticale qu'un point m qui se mouvrait sur un cercle vertical dont le rayon oa serait égal à OA tang t, avec la môme vitesse que tout point qui sur le corps tournant est situé à cette distance OA tang i de son axe de rotation. Lorsque la rotation est uniforme, le mouvement oscillatoire du corps en translation est celui qui a été indiqué (i8), comme exemple de mouvement varié.
TIS SANS Fin.
iiO. Liaison de'denx rotations dont les axes non concourants sont rectangulaires. — L'engrenage connu sous le nom de vis sans fin réalise cette liaison dans le cas où les rota-tions sont en rapport constant.
On se fait une idée juste, quoique incomplète^ de ce mécanisme, en imaginant qu'au peigne mentionné au numéro 108 soit substituée une roue dentée tournant autour d'un axe fixe, situé à une certaine distance de Taxe également fixe de la vis, et perpendiculaire à sa direction. On reconnaît au premier aperçu que la vis, en tournant sans translation, entraîne la roue au moyen de quelques dents engagées entre ses filets et continuellement remplacées par d'autres, comme la même vis entraînerait un long écrou qui ne pourrait se mouvoir que par trans-
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lation parallèle à Taxe de cette même vis. Celle-ci prend dans ce cas le nom de vis sans firiy parce qu'elle peut tourner indéfiniment en menant la roue dans le même sens, ce qui n'a pas lieu pour un écrou ou un peigne rectiligne.
Profils des filets de la vis sans fin et forme des dents de la
rone. — Une observation que chacun a pu-, faire, c'est que^ lorsque nous regardons une vis tourner sans translation^ si elle est. un peu longue et que notre attention ne se porte que vers son milieu, ou mieux encore si ses extrémités sont masquées, il nous est difficile da^Aous défendre d'une illusion par laquelle la vis nous semble se déplacer par une simple translation ; et cette translation est uniforme si la vitesse angulaire de la vis est constante : sa vitesse apparente linéaire est telle, qu'un parcours Fcctiligne d'un pas semble se faire pendant chaque révolution effective de la vis. L'explication fort simple de ce fait» c'est que la perspective ou la projection, sur un plan fixe, des positions successives de la vis varie de la même manière, soit que la vis tourne, soit qu'elle se meuve sans tourner, et que, pour nous faire admettre ce second cas moins simple^ il faudrait que quelques circonstances, comme des taches ou marques quelconques sur la vis nous avertissent de l'existence de la rotation. C'est ainsi qu'une surface de révolution de couleur parfaitement uniforme et tournant autour de son axe de figure nous paraîtrait immobile.
De là il résulte que les dents de la roue doivent, par leur forme^ satisfaire aux mêmes conditions que si elle engrenait avec la vis qui, sans tourner, se transporterait en glissant le long de son axe fixe , à raison d'un pas par tour de sa rotation effective.
La vis, dans cette hypothèse, ferait exactement la fonction d'une crémaillère, sauf cette différence, d'avec la crémaillère ordinaire, que le profil de celle-ci, dans des plans quelconques perpendiculaires à l'axe de la roue, est toujours le même, tandis
que les intersections de la vis par ces plans varient avec leur distance à son axe.
Cette remarque nous conduit à dire que dans la pratique on distingue deux espèces de roues engrenant avec une vis sans fin. Dans la première, la partie utile de la roue se réduit à une tranche très-mince dont le plan milieu passe par Taxe de la vis : chacune des dents de la roue actuellement en contact avec la vis ne la touche qu'en un point situé dans ce plan (point qui varie d'un instant à un autre), et les dents sont terminées extérieurement, comme dans une roue droite ordinaire, par des troncatures figurant une surface cylindrique de révolution.
Dans la seconde espèce, l'ensemble de la roue, abstraction faite des entailles ou vides entre les dents, présente Taspect d'une poulie creusée à son pourtour extérieur en une gorge qui embrasse partiellement le noyau de la vis, en laissant un espace convenable pour le jeu : une dent de la roue, en contact avec la vis, la touche simultanément en une suite de points qui forment une courbe changeant d'un instant à un autre^ et sur sa roue et dans Tespace.
■Etudions séparément ces deux espèces de roues.
Roue de première espèee pour tIs sans fin. — Puisque les
filets se déplacent et se succèdent dans le plan milieu de la roue comme les dents d'une crémaillère, le profil de ces filets et celui des dents de la roue^ dans ce plan^ doivent être tels, qu'ils conviendraient à une crémaillère et à sa roue cylindrique. L'un de ces deux profils peut être quelconque, sauf certaines exceptions (86), et l'autre en est une conséquence. Dans tous les cas, on commence par tracer la circonférence primitive de la roue et la droite tangente parallèle à l'axe de la vis , lesquelles^ circonférence et droite^ étant entraînées l'une avec la roue, l'autre avec la crémaillère fictive, doivent avoir à chaque instant la même vitesse et porter des dents d'égal pas. Sais il y a lieu de distinguer pour la pratique les deux derniers systèmes de profils
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indiqués au numéro i04, savoir : le système à flancs normaux aux lignes primitives, et le système à normale constante.
Dans le système des profils à flancs normaux^ le profil de la crémaillère^ c'est-à-dire du fliet de la vis, est composé d'un flanc ou partie intérieure en ligne droite perpendiculaire à la tangente primitive, et d'une partie extérieure, arc de cycloïde tangent au flanc droit et engendré par une circonférence, dont le diamètre est égal au rayon de la circonférence primitive ; le protil de la dent de la roue est composé d'un flanc droit dirigé suivant un rayon et d'une courbe extérieure, arc de développante de la circonférence primitive.
Dans le système des profils à normale constante, les lieux des contacts sur les deux faces des dents sont deux droites qui se croisent au point commun des deux lignes primitives et sont tangentes à une circonférence intérieure concentrique avec la circonférence primitive. Le profil du filet de la vis devient triangulaire, et celui des dents de la roue est formé de développantes de la circonférence intérieure qui vient d'être mentionnée. Ce système a pour caractère spécial que la distance de Taxe de la vis à celui de la roue peut varier dans certaines limites, sans que les mêmes profils cessent de convenir et que le rapport des vitesses soit changé.
Quant à la forme des dents de la roue hors du plan milieu, il est facile de satisfaire théoriquement à la condition qu'à chaque instant la vis et une dent de la roue se touchent en un point de ce plan. Pour cela on peut limiter la dent par une surface réglée dont voici la détermination. A étant, dans le plan milieu pris pour celui de la figure 65^ le point de contact de la circonférence primitive GA de la roue et de la droite primitive AB de la vis dont la droite OZ est l'axe, si M est le point où se touchent le filet dont le profil est IM n, et la roue dont le profil est LM X, il sufiit d'imaginer qu'on mène par ce point M une tangente à l'hélice qH sur la vis passe par le même point pour avoir la génératrice rectiligne correspondante de la surface réglée
dont il s'agit^ surface qui, évidemment, est tangente en M à celle du filet C).
Roues de deuxième espèce pouv vis sans fin. ^ L'idée de
la vis considérée comme une crémaillère en translation rend très-facile à concevoir la détermination de la denture de la roue comme une conséquence de la figure adoptée pour la vis. Supposons donnés :4° le profil des filets ; 2*» leur nombre -, 3® leur pas ; 4<> la plus courte distance de l'axe de la vis à celui de la roue; 5® enfin le rayon primitif de celle-ci. Imaginons que Pon coupe la vis et la roue par un plan perpendiculaire à Taxe de cette dernière. Si ce plan passe par l'axe de la vis, il rencontre les filets suivant ce que nous appelons spécialement leurs profils, formés chacun de deux parties symétriques relativement à une droite perpendiculaire à Taxe de la vis. Dans toute autre position le plan coupe les filets suivant des courbes qui, faciles à construire par points,, n'ont plus la propriété de symétrie du profil principal. Dans tous les cas, le plan coupe le cylindre priiiiitif de la roue suivant une circonférence dont le centre est dans Taxe fixe de cette roue, et la connaissance de cette circonférence et du profil particulier correspondant de la vis^ crémaillère fictive, suffit pour construire les courbes que doivent présenter les dents de la roue, suivant le procédé général expliqué au numéro 88, et applicable au cas particulier où Tune des circonférences primitives considérées dans cet article a son rayon infini. Cette indication démontre, si ce n'est la facilité, au moins la possibilité de déterminer , par un nombre suffisant de coupes parallèles , la figure qui convient à la roue, d'après les cinq données que nous venons d'énumérer.
(') Nous ne nons arrêtons pal à démontrer que, dans le système d'engrenage à flancs normaux ci-dessus indiqué^ la surface réglée de la dent, dans sa partie eitérieure au cylindre primitif, est un héliçoîde développable dont Itis intersections par des plans paraUèles au plan milieu sont des développantes égales à celle du profil milieu de la dent.
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i 1 1 . Relations entre les diverses quantités ft considérer dans une vis sans fin et sa rone. — Ces quantités SODt :
dans la vis, i<» le rayon moyen ou primitif r'
2"» le pas des hélices h
3"" le nombre des filets distincts n'
4® Tangle d^inclinaison de Thélice moyenne
sur le plan perpendiculaire à l'axe t
5<* la vitesse angulaire w*
dans la roue, 1° le rayon moyen ou primitif r
2<* le pas mesuré sur la circonférence primitive , égal à la distance de milieu en milieu de deux spires voisines de la vis. p
3^ le nombre de dents n
4° la vitesse angulaire w
dans la vis et la roue, la vitesse de glissement que nous nous bornerons à considérer au point de contact situé sur la perpendiculaire commune aux deux axes, de la vis et de la roue. Nous désignerons cette vitesse de glissement par. • . Fg. Etablissons les équations qui existent entre ces dix quantités. Le pas de la roue est évidemment lié au nombre de ses dents et au rayon primitif par l'équation
Si la vis n'avait qu'un filet, le pas h de ses hélices serait égal au pas p de la roue, parce qu'il serait égal au pas de la crémaillère fictive que figure la vis. Mais s'il y a plusieurs filets distincts, c'est la distance de deux filets voisins qui est égaie au pas p. On
a donc
L'angle i est évidemment lié aux quantités précédentes par l'équation
tangi = 2^. • [31
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Pendant que la vis fait un tour, un point de la crémaillère fictive se déplace de la quantité h , tandis que la circonférence primitive de la roue, s'avançant de la même quantité h, tourne
d'une fraction de tour qui est exprimée par - — ; c'est le rap-
zTTr
port des vitesses angulaires, lequel d'après [i] et [2] se réduit à
c'est-à-dire que les vitesses angulaires sont réciproques aux nombres des dents de la roue et des filets distincts de la vis. Cette relation est analogue à celle qui a lieu dans un engrenage ordinaire. A ce propos, on remarquera que, si l'on coupe une vis à plusieurs filets distincts par un plan perpendiculaire à Taxe, la section obtenue présente l'aspect d'une roue dentée dont les dents ne sont pas symétriques. En désignant par p' le pas de cette roue mesuré sur la circonférence moyenne de la vis, dont le rayon est r\ on a
P =— rî
ce pas n'est donc pas en général égal au pas p de la roue engrenant avec la vis.
Pour calculer la vitesse de glissement relatif de la roue et de la vis, à l'instant où elles se touchent sur la perpendiculaire commune aux deux axes, exprimons (74) la distance qui, au bout du temps df, séparera les deux points de la roue et de la vis actuellement confondus au contact. Celui de ces deux points qui appartient à la roue aura parcouru l'espace wràt parallèle* ment à l'axe de la vis, tandis que l'autre appartenant à la vis aura parcouru Pespace wVdt' perpendiculairement au même
axe. L'espace qui les séparera est donc l/^ {w^r^+w'^r^^) df,
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ce qui donne la vitesse de glissement
Fg = J/wV^ + wVa ; [5],
c'est-à-dire que la vitesse de glissement est égale à Thypoténuse d'un triangle rectangle dont les deux c6tés d'angle droit sont les vitesses linéaires des deux cylindres primitifs de la roue et de la vis.
En résumé, il existe cinq équations nécessaires entre les dix quantités énumérées au commencement de cet article, et parmi lesquelles n et n! doivent être des nombres entiers. Supposons, par exemple, qu'on se donne :
Le rayon moyen de la roue r =0™,1;
L'inclinaison de Thélice moyenne de la vis. . tang i =0,3;
Le nombre des dents de la roue n=50;
Le nombre des filets distincts de la vis n' = 3.
On conclut :
1*» Le rapport des vitesses angulaires (équation [4]). — = — ;
2* Le pas de la roue (équation [i]). ;»=-^— - — = 0",01257;
DU
3^» Le pas des hélices de la vis [2] A=0",0377;
4* Le rayon moyen de la vis [3] . . r' = \ = O^jO^
(on aurait pu aussi bien se donner r' et calculer tang t).
5° La vitesse de glissement comparée à celle de la circonférence primitive de la roue [5]
^^9à, Cas de réciproeité de l'engrenagpe de la vis sans
fin. — Si l'on ne considère qu'au point de vue géométrique
Fengrenage de la vis sans fin, il semble que Ton peut indifféremment mener la roue par la vis (ce qui en est le cas le plus fréquent en pratique)^ ou la vis par la roue (comme cela se voit, par exemple, dans les tourne-broches, ou dans l'appareil de M. A. Morin servant à constater la loi de la chute des corps sous l'action de la pesanteur, où l'arbre vertical de la vis porte un volant à ailettes tournant rapidement et destiné à modérer et régulariser le mouvement du mécanisme par la résistance de l'air). Mais cette faculté réciproque n'existe pas toujours pour une vis donnée et sa roue : le frottement inévitable des surfaces en contact s'oppose à ce que la roue puisse mener la vis lorsque l'inclinaison i est trop petite, et réciproquement la vis ne pourrait pas mener la roue si cette inclinaison était trop grande. Lorsque Pangle i diffère peu de 45^, et que les jsurfaces sont suffisamment polies et onctueuses, on peut à volonté faire conduire Tun des deux organes par l'autre. Nous nous bornons à ces iDEdications qui seront justifiées et complétées dans le Traité où nous nous occuperons de la théorie du frottement dans les machines.
lis. Exécution mécanique de la roue d'une iri^ sans
fin. — Le glissement mutuel des surfaces dans l'engrenage de la vis sans fin est, à cause du frottement, un inconvénient sous le rapport de l'économie de la force, qui, appliquée en un certain point de l'un des corps tournants, doit vaincre les résistances exercées en certains points de l'autre corps. Mais cette propriété de glissement a l'avantage de permettre de se servir de la vis comme d'un outil pour donner aux dents de la roue la forme qui leur convient le mieux. Pour cela on exécute la vis en acier ; on en fend les filets par des rainures étroites, à arêtes vives, et suffisamment multipliées, dont le plan milieu passe par l'axe ; puis on durcit cette pièce par la trempe. D'une autre part, on prépare la roue en lui donnant la forme d'une poulie à gorge, et Ton ébauche la denture par des entailles en nombre égal à
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celui des dents qu'on veut obtenir, inclinées et assez larges pour que les filets de la vis s'y engagent, quoique incomplètement. Ensuite on installe la roue et la vis respectivement sur leurs arbres dont les axes sont à angle droit, celui de la vis étant dans le prolongement du plan milieu de la roue ; ces arbres sont d'ailleurs disposés sur leurs supports , de manière qu'on puisse peu à peu les rapprocher et les amener à la distance où ils doivent être définitivement maintenus. Ces dispositions prises, on fait tourner celui des deux corps qui doit mener l'autre ; les filets mordants de la vis liment les parties des entailles de la roue dans lesquelles ils s'enfoncent peu à peu^ jusqu'à ce que celles-ci soient devenues les enveloppes des positions successives que prend la vis dans son mouvement relativement à la roue. En continuant de faire tourner les deux corps sans rapprocher les axes, et en exerçant sur la pièce menée une faible résistance, on use une face de chaque dent de manière à obtenir le jeu que l'on juge convenable. La vis qui a servi Coutil est ensuite remplacée par une autre de même profil et de même pas> mais polie et sans rainures.
Nous expliquerons plus loin le mécanisme au moyen duquel on exécute facilement et exactement une vis dont le profil et le pas sont donnés.
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1 i4. Préliminaires sur ce sujet. — On emploie depuis assez longtemps dans les machines de filature un genre d'engrenage que, par un trop rapide aperçu, on confond aisément avec un engrenage conique, quoiqu'il en diffère essentiellement, en ce que les axes des deux corps tournants ne sont pas dans un même plan^ et sont seulement très-proches. Nous nous proposons d'exposer ici la théorie générale de ce mécanisme, sans faire aucune hypothèse restrictive, ni sur la distance des deux axes^ ni sur Tangle qu'ils forment dans l'espace.
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On sait (84 et 106) que le premier pas fait dans l'étude des engrenages cylindriques et coniques consiste à' remarquer que la liaison entre les mouvements de deux corps, qui tournent avec un rapport constant de leurs vitesses angulaires, autour d'axes différents situés dans un même plan, s'obtient au moyen, soit de deux cylindres de friction (si les axes sont parallèles), soit de deux cônes de friction (si les axes se rencontrent), cylindres ou cônes qui se touchent le long d'une génératrice recliligne commune, et roulent sans glisser l'un sur Tautre. Ces deux surfaces dites primitives une fois déterminées, d'après le rapport' connu des vitesses angulaires des corps qu'elles entrainent, on les arme le plus souvent de dents, ou plutôt on remplace les surfaces primitives, devenues simplement idéales, par des dents dont les formes doivent être telles, que, lorsqu'elles se poussent mutuellement, rien ne soit changé à la loi de liaison des deux mouvements de rotation.
On a dû être ainsi conduit à demander quelles seraient les surfaces de révolution qui, en tournant autour de leurs axes respectifs et en roulant relativement l'une sur l'autre, se toucheraient suivant une ligne droite et rempliraient, dans le cas général où les axes ne sont pas dans un même plan, une fonction analogue à celle des surfaces primitives, cylindriques ou coniques, propres à deux axes parallèles ou concourants. Poser ainsi la question, c'est dire que les surfaces cherchées, si elles existent, doivent être des hyperboloïdes de révolution, et c'est en effet ce qu'a énoncé M, WilliSy savant auteur d'un ouvrage anglais justement estimé, ayant pour titre : jPrmct/)/^5 ofmechanism. Mais, faute d'une étude suffisamment approfondie de la question, il a inexactement indiqué la détermination de ces deux surfaces, en supposant, comme d'autres auteurs l'ont admis après lui, que la génératrice de contact doit partager la plus courte distance des deux axes en deux parties réciproques aux vitesses angulaires.
Les considérations qui suivent vont redresser celte erreur. Ce
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ne 3ont que des déductions immédiates d^ tA théorie exposée au chapitre II de ce Traité, sur les divers mouvements d'un système invariable.
Le problème qui se présente est celui-'Ci : En supposant que deux corps solides tournent simplement et uniformément autour de deux axes respectifs , fixes dans ^espace et d'ailleurs quelconqueSf il s'agit de définir le mouvement de l'un de ces corps relati" vement à l'autre. Ce mouvement relatif jouit évidemment des propriétés générales du mouvement absolu d'un système invariable. Ainsi ;
Premièrement (68), ce mouvement, à chaque instant , ^ un axe central ou a^e instantané de rotation et de glissement, ce qu'on exprime clairement par une image, en disant que les vitesses du corps relativement mobile (oe sont ÎQÎ des vitesses relatives à l'autre corps pris pour système de comparaison) ont entre elles les mêmes relations que si ce corps était acituellemeut lié à une certaine vis qui se mouvrait dans son écrou relativement immobile. L'axe de la vis est l'axe instantané de rotation et de glissement -, il change de position relative d'un instant à un autre quelconque^ et sans la condition de l'uniformité du rapport des vitesses angulaires absolues, le pas de la vis change-* rait aussi.
Secondement (70), les positions successives de Taxe instan** tané, relativement au second corps, formant une surface réglée, et ses positions successives dans le système invariable dont fait partie le premier corps en formant un antre, ces deux surfaces (qui dans le cas particulier qui nous occupe vont être deux byperbolpïdes) sont à chaque instant tangentes l'une ^ l'autre, tout le long de leur génératrice commune , et elles roulent l'une sur l'autre en glissant suivant cette génératrice! axe central du mou^ vement relatif à ce même instant (*).
n Un modèle en relief irès-bien exécuté par M, Clair, ti^bila mécanicien constructeur à Paris, îi'après les instructions elles figures cotées que je
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11^, Vlleiiaesi de rim des deux eorps tonmaHts velatlvement 1^ l'imipe* -^ Précisons ces généralités par leur application aux deux corps désignés y et posons d'abord les données du problème- Bien que les deux axes de rotation soient quelcon- ({UQ9« on peut, pour faciliter le langage et les figures, les supposer dans deux plans parallèles, verticaux , et considérer Tun des axes comme horizontal.
Ainsi, un corps que, pour abréger, nous appelons corps C tourne autour de l'axe A'B' (fig. 66), supposé horizontal et dirigé de gauche h droite, avec une vitesse angulaire représentée par la longueur A'B', et par le nombre W.
Un autre corps C tourne autour de AB, supposé dans un plan vertical parallèle à A'B', avec une vitesse angulaire représentée par la longueur AB et par le nombre — w, le sens de la rotation de G autour de AB étant contraire à celui de la rotation v/ de C autour de A'B'.
La plus courte distance ou perpendiculaire commune aux deux axes est Thorizontale A A' = p.
L'angle de AB*et de l'horizontale Ab, parallèle à A'B' et de même sens, est désigné par BAb = a.
Pour étudier, au point de vue des vitesses actuelles, le mouvement du premier corps relativement au second, imitant ce que nous avons déjà fait au numéro 75, imprimons à l'ensemble des deux corps en mouvement une rotation additionnelle et contraire à — w. Le second corps C est alors réduit au repos, et le corps C a un mouvement composé de w' autour de A'B', et de w autour de AB.
lui ai remises en février 1860, modèle dont un exemplaire appartient au CoBservatoire des Avis et Métiers^ conûrme au besoin Tesactitude de la théorie exposée oi->après. Il est bien entendu qu'en pratique un engrenage de ce genre se compose de deux tronçons sensiblement coniques, et que les surfaces étendues du modèle n'y sont que pour faire voir et comprendre quelles sont sur ces surfaces primitives les directions des génératrices qui doivent être les lignes de naissance des surfaces courbes des dents.
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Cherchons Taxe central de ce mouvement composé. Pour cela (66), dans le corps G' introduisons autour d'une droite passant par A' (fig. 67) et parallèle à AB (droite qui étant projetée horizontalement suivant A'B' et verticalement suivant AB, sera appelée la droite (AB, A'B')), deux rotations de grandeurs égaler entre elles et de sens opposés : Tune w^ = Wy l'autre w4=—tw.
La rotation w autour de AB et la rotation w^ ou —w autour de (AB, A'B'), appartenant ainsi au mouvement relatif du corps C'y forment (64) un couple de rotations équivalent à une translation perpendiculaire au plan A'AB, savoir, parallèlement à la droite AV de la figure
i^=pw. [4]
Les deux rotations w' et w^ dont les axes représentatifs se coupent en A' et se projettent en vraie grandeur en Ab et AB, sont équivalentes à une rotation unique «^, dont l'axe représentatif se projetterait horizontalement suivant AB, et se projette verticalement et en vraie grandeur en AW, diagonale du parallélogramme BAbW, dont les côtés sont égaux et parallèles aux axes représentatifs des rotations w et w\
Désignons par |3 et |3' les angles BAW, bAW, que la diagonale AW fait avec les axes AB et A'B', et nommons a leur somme : les trois équations
^ ^ ' sm j3' sm j3 sm « ' '■^
feront d'abord connaître les angles /3 et j3', quand le rapport des vitesses angulaires w et w', et Tangle a des deux axes seront donnés, puisqu'on a, par exemple,
w sin p = w' sin (« — j3) = w' (sin « cos /3— cos « sin ]3),
ENGRENAGE HYPBRBOLOÏDE. 149
d'où
cot ^=- — (— , + cos a ), f3]
et de même
cot fi =-: — ( h cos a ;
'^ sm « \w /
puis on calculera, à volonté, soit
fV sin a , W sin «
soit — = -r
sin/3' w sin /3'*
La tj^anslation F perpendiculaire au plan BAA\ et la rotation fV dont Taxe passe par A', étant ainsi obtenues, on en conclut, par le moyen connu (67) et comme nous allons le répéter, la direction de Taxe central^ et d'abord la vitesse de glissement V^ qui s'y rapporte.
La vitesse F, perpendiculaire à AB, se décompose en deux, l'une suivant AW, et l'autre perpendiculaire à cette même diagonale. On a pour la première qui est la vitesse de glissement, en ayant égard aux équations [1] et [2],
Fg = Fsin j3 =;»w sin j3 =;>w' sin j3', [-4]
formule dont l'interprétation géométrique est très-facile, et sera d'ailleurs indiquée tout à Pheure. On peut en conclure^ d'après la relation [3], l'expression de la vitesse de glissement en fonction des quatre données p^ a^ w et W.
pww sm a
L/iw3 _f- n;'2_j. 2um;' cos a
La seconde composante de F, perpendiculaire à AW, est
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F cos j3 = pv) cos /3, translation qui se compose avec la rotation ff^y autour de Taxe (AW, A'B'), en une rotation simple, dont l'axe, parallèle à AW et ayant une vitesse nuUe^ coupe la droite AA' en un point T, situé à une distance de A' qui, désignée par A'T = a\ est déterminée par l'équation
f¥^a' — pw cos j3 = 0.
La distance TA, désignée par a, serait, à cause de l'analogie des notations, donnée par Téquation
fVa—pw'cos^' = Oy
ce qu'on vérifie d'ailleurs en ajoutant ces dernières équations, qui donnent la relation ff^p=:p(wcos^ + w' cos! ^) évidente d'après le parallélogramme BAbW.
De là on conclut^ par division et en recourant aux équations [2],
a w' cos |3' sîn j3 cos /3^
« W cos j3 sin ]3^ cos j3
et finalement
A _ tang p a' ~ tang /3'
Ainsi se trouvent déterminées par les équations fâ] et [5] la position et la direction de l'axe instantané de rotation et de glissement du mouvement du corps C relativement au corps C; la dernière équation [2] fait connaître Tintensité ff^ de la rotation relative, et l'équation [4] donne la vitesse de glissement Fg qui se compose avec cette rotation.
liO. Coiistraetioai fpraphlqne des fommlMi préoédeatéB.
— * Lei équations que nous venons d'obtenir s'interprètent géométriquetoènt d'une manière très*slmple.
Connaissant l'angle a des deux axes A'B' et AB> p tin \M leur plus courte distance, tw' et ti) les vitesses angulaires des deux corps autour de ôes axes, exécutez les constructions sui* vantes :
1° Faites le parallélogramme bABW dont les côtés Ab et AB sont parallèles aux axes, proportionnels aux valeurs absolues dfes vitesses angulaires rjo' et tu, et dirigés de manière que, l'un dés corps, C, étant supposé tourner autour d'une parallèle à Al* dans le sens positif, l'autre corps C tourne autour de AB dàbs le sens négatif : la diagonale AW sera parailèle à Taxé instantané de rotation et de glissement de chacun des deux corps i*elâtivement à Tâutre, et représentera, pour la grandeur et le s&ni, la vitesse angulaire du premier corps relativement au second.
3:^ Mene^, perpendiôulairement à Iti diagonale, la droite telle^ ment située que sa partie lUi' interceptée dans l'angle bAB du parallélogratnme soit égale à la distance p des déujc axes : elle se trouvera divisée, à sa rencontre i avec là diagonale, en deux parties ai et a't respectivement égales aux distances Al" =±: it et AT'=: a\ des points A et A' au point T, où la perpendiculaire AÀ' ôoi^mune aux deuit axes de rotation est coupée perpendiculairement par Taxe central instantané du mouvement relatif dés deux corps. En effet, les deux distances ut et a't étant respectivement égales à At.taiig j5 et à At'taUg j3' satisfont à l'équation [3].
3° Portez dé A en a^ sur la diagonale une longueur égale à p : si vous imaginez que le point a, ainsi obtenu^ et dont les distances à Ab et à AB sont p sin j3' et p un ^^ tourne , soit autour de Ab avec la vitesse angulaire id', soit autour de AB avec la vitesse angulaire tu, la Vitesse linéaire qu'aura ce point a^ est égale à la vitesse de glissement v^ , conformément à l'équation. [4].
152 CINÉMATIQUE. SECT. I, CHÀP. Ht.
ii7. HouTemeiit eontinu de l'un des corps relatiTenieitt
à l'autre. Hyperboioides primitifs. ^- Nous venons de reconnaître la loi du mouvement du corps C relativement au corps C, à un instant quelconque, c'est-à-dire la loi qui, à cet instant, lie entre elles les vitesses relatives du premier corps. Il ne s'agit plus que de voir ce que devient, d'un instant à un autre, ce même mouvement relatif.
Le point A reste immobile; le point A' qui, dans respace,est fixe aussi, tourne, dans son mouvement relatif, autour de l'axe AB, en vertu de la rotation additionnelle w attribuée au système des deux corps pour détruire la rotation — w du corps C autour de ce même axe AB. Le point A' décrit donc, relativement au corps C, un cercle autour de A, dans un plan perpendiculaire à AB. Le point T en fait autant ; et l'axe central instantané passant à chaque instant par ce point, étant toujours perpendiculaire à AT et faisant toujours avec une parallèle à AB l'angle invariable j3, décrit par conséquent un hyperboloïde de révolution dont le cercle de gorge a pour rayon la distance a.
Ce raisonnement, s'appliquant aussi bien à Taxe A'B^ qu'à AB, on voit que le même axe central instantané décrit, relativement au corps C, autour de A'B', un hyperboloïde dont le cercle de gorge a pour rayon la distance a' = A'T, et dont la génératrice fait avec une parallèle à Taxe A'B' l'angle |3'.
Or, suivant la proposition générale démontrée au numéro 70, les deux hyperboloïdes ainsi engendrés par Taxe central instantané jouissent de la propriété d'être continuellement tangents tout le long de cette droite, et de rouler l'un sur l'autre en glissant suivant cette même génératrice. Nous les appelons hyperboloïdes roulants ou primitifs, par analogie avec les cylindres et cônes primitifs des engrenages ordinaires.
Quand on connaîtra l'angle a des deux axes, leur distance p et le rapport des vitesses angulaires w' et w, les constructions indiquées au numéro précédent pourront servir à déterminer : 1° les angles |3 et JS' de la génératrice commune des deux
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hyperboloïdes avec leurs axes, 2^ les rayons a et a' des cercles de gorge, 3^ la vitesse de glissement donnée par la formule [4] et correspondante à une vitesse angulaire donnée.
Il 8. I^uations des hyperbole»» méridiennes des hyperboloïdes primitifs. — Prenant Taxe des jc suivant AB (flg. 68) et Taxe des j^ suivant une perpendiculaire passant par A, attendu que AW est une asymptote de Thyperbole méridienne verticale de Thyperboloïde dont Taxe est AB, on a pour exprimer cette courbe
y=±^j/P+r^ et i = ^^,
formules où Ton peut loettre pour tang |3 sa valeur déduite des équations [2], comme on Ta vu ci-dessus; ou bien, si Ton se contente des constructions graphiques indiquées au numéro 116, on reconnaît immédiatement que b est la longueur At de la figure 67.
La méridienne de Thyperboloïde dont l'axe est A'B' est obtenue de même par les équations
^=±^^\/WT^ et b'=—^ ^ ^ VV ^ tang^'.
Or, il résulte de l'équation [5] que les deux demi-axes non transverses h et V sont égaux, de sorte que Péquation de la méridienne relative à Taxe A'B' peut s'écrire ainsi
et si Ton coippare les deux ordonnées y et y' qui correspondent à des abscisses x et x' égales entre elles, on trouve la proportion très-simple et commode pour construire ou calculer l'une des courbes, quand on a Pautre
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Si Ton veut n'eraployef que le calcul poUf déteritiitter léô axes principaux des deux hyperboles méridiennes, on commencera par calculer le rapport de « à a\ d'après les équations [5J et [3], savoir :
iv'
h cos «
— ; + cos «
d'où étant donné a + a' =: p^ on conclura a et a' ; ou bien directement
+ cos a — r + <^^s a
a=zp' et a'szp • * — »
— ; H h 2 cos a --
7 + — + 2 cos a --.4. ^ + 3 cos «
puis on calculera l'axe non transVerse d'après la formule [3]
/ + cos a] I h cos « )
COS
'^ sm a w . w . ^
-7 H h 2 cos a
119. ttelation eiltre les coordonnées reetangnlaires des hyperboles et la longueur de l'asymptote. — Une autre détermination utile est celle de l'abscisse x et de l'ordonnée y de Tune des hyperboles méridienttes, qui correspondent à une longueur AM d'asymptote. M étant un point de contact des deux hyperboloïdes, y est sa distance à l'axe AB dé l'un deux, et par conséquent c'est le rayon du parallèle passant par ce
(') Cette équation qui, dans le cas où les axes sont rectangulaires, devient
-7=—, constate Terreur signaléd ftu numéro lii.
point sur le même hypeirbololde ; x efit la diBtdtit^e du parallèle au cercle de gorge ; AM est égale à la distance^ suivant là génératrice de contact^ du point M au point oîi elle rencontre cô cercle de gorgCé
En désignant KM par s^ on a pour la méridienne de l'hyper<^ boloïdé autour de AB,
a:=«cosj3, etparsuite y trs q: l/'b^ tang* /3 +*■ feiii^ J3 , et, pour l'autre hyperbole,
jc'Œ«cos0' et y =3 ± J/'tManga /3' -h «» sin» p\
On en Conclut que le rapport —, des rayons des deux pa-
râllèles ayant uû point coînmun , rapport égal à — 5-£ quand
on fait «=0 (c'est-à-dire quand y et y' sont les rayons a et a' des
sin Q Cercles do gorge), approche d'être égal à -r— -;, c'est-à-dire à
sm j3
^i à mesure que t augmente , sans jamais atteindre cette
valeur.
Contaet des deux hyj^erboloides. -— La théorie de la
composition des mouvements^ qui nous a dirigés dans cette recherche, nous donne la certitude (70) que les deux hyperboloïdes, tels qu'ils se sont trouvés déterminés, sont tangents tout le long de leur génératrice commune. Mais il sera peut-être intéressant de vérifier ce fkit directement^ par des considérations purement géométriques.
Soit projeté en M et en lH' (fig. 69) un point quelconque de la génératrice commune. Désignons par z sa distance au point T. Ainsi z = AM. Ce point se trouvant sur Thyperboloïde dont
156 CINÉMinQUE. 8BCT. I, CHÀP. HI.
Taxe est Thorizontale A'B'^ appartient à un cercle vertical dont le centre est O', et dont le rayon est égal à O'M', obtenu par rabattement en faisant M'M^ = mM. La tangente au cercle en ce même point est, en rabattement^ M\P' perpendiculaire à O'M'^. Sa trace dans le plan horizontal AA'B' est donc P', et la trace horizontale du plan tangent au premier hyperboloïde en (M, M') (lequel plan tangent contient la génératrice qui passe en T) est par conséquent la droite TP',
Le même point (M, M') appartient à un cercle du deuxième hyperboloïde^ dont le centre est O et dont le rayon est M^O, obtenu en rabattant LO en LO^ et L (M', M) en L'M,. La tangente au cercle en ce même point est, en rabattement^ M^P perpendiculaire à M^O^ , et la trace horizontale du plan tangent au deuxième hyperboloïde en (M'^ M) est la droite TP joignant le point T au point où la tangente M,P rencontre LL' .
Il s'agit de savoir sous quelle condition les deux plans tangents se confondent. Pour cela écrivons
P'M' _ PL
TÏT ■" TÏ7 ' '- ^
et remarquons que ces quatre longueurs s'expriment facilement en fonctions des angles a, |3, |3', et des distances a, a' et z : 4* Le triangle rectangle P'M',0' donne
_ (M'M'.)a _ (Mm)« _ a» sin» <3' .
~ MO' "~ MO' ■" a' '
V On a évidemment
TM' == Am =: z COS j3' ;
' 3<» Les triangles semblables PL'M ^ et O^M^m, donnent
^^ — — lûT^ '
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d'où, à cause de O^m, = CM = z sin /3, de M^m, = « et de
MjM , = LM = = î: on conclut]
cos a cos a
a * cos ' 4'' On a enfin
TL'=:AL = -^=i£^. .
cos a cos a
En substituant ces quatre expressions dans Téquation [6], on obtient pour la condition cherchée, après réduction
tang ^' tang /3
c'est-à-dire Téquation [5] indépendante de z, ce qui prouve que le contact des deux surfaces précédemment déterminées existe tout le long de la génératrice commune. On voit aussi que deux hyperboloîdes de révolution pris arbitrairement pourraient ne pas satisfaire a cette condition, puisque, le rapport des rayons de gorge étant donné, ainsi qu'un des angles j3 et j3S l'autre doit avoir une certaine valeur.
1!21. Cas parlienlier où les axes de rotation sont reetan-
i^aiFes. — Il suffit, pour obtenir les formules relatives à ce cas, de faire oc = 90^ dans celles qui ont été établies ci-dessus. On a donc, au lieu de [2],
t: = '-r-^= ^, d où tang Ë = ;f= — .
cos/3 sm/3 ^ tang^' w
La formule [3] devient
Fg =;,w sin p =pw' cos ^ =r7=^=.
iW cmÉiATiQini. «iCT» I» ci4F« m.
L'équatioQ [5] donn»
- = taDg«|3=_. d'où «=-P;;;iq::;7,.
La valeur de b (113) deviepi
aW tfW - y^ j
ft = — 7 = = 1/ aa .
L'hyperbole méridienne, dont la vitesse angulaire est w, a toujours pour équation
y=±^l/¥+ir^
et son paramètre est — . Hais, danç Iç cas particulier dont il 9'agit, on a
De méme^ Phyperbole méridienne, dont la vitesse angulaire est ti/, a pour paramètre
Or, on sait, et il est facile de vérifier qu'au sommet d'une $qctîon conique quelconque , le rayon de courbure est égal au demi-paraipètre (c'est la sou$-normaIe sur le diamètre au sommet); donc,
Quand les axes sont rectangulaires, le rayon de courbure du fond de la gorge de chacun des hyperboloîdes est égal au rayon du cercle de gorge de f autre hyperboloîde.
Les deux surfkoes font , s'il est permis d'employer cette
iipage vulg^irQ, en selle Tune sur Tautre» de la manière la plus intime.
Engrenage hyperboloide. — Les deux byperbo1oïde
de révolution tangents, quel que soit T^ngle de leurs axes, ont une analogie frappante avec les cônes et les cylindres roulants, employés comme organes de liaison de mouvement entre deux corps tournant autour de deux axes fixes situés dans un môme plan, avec des vitesses augulaires qui restent en rapport constant. Si, en réduisant la distance/? à zéro, on fait concourir les deux axes sous un angle quelconque, les hyperboloïdes deviennent des cônes; si, en laissant h la distance p une valeur quelconque, on rédwit Tangle ce à zéro, les deux axes devenant parallèles, les deux hyperboloïdes dégénèrent en cylindres. Dans ces deux cas particuliers, suivant la formule [4], la vitesse de glissement Fg devient nulle.
En général, supposé qu'on exécute en reliefs solides deux troncs d'hyperboloïdes tangents (fig. 70), analogues à des troncs de cônes se terminant h des plans menés perpendiculairement aux axes par les deux extrémités d'une portion MM' de la génératrice commune ; qu'on y trace des stries rectilignes, fines et très-rapprocbées entre elles, suivant des génératrices qui doivent être successivement des lignes de contact; et que ces stries également espacées sur chaque hyperboloïde soient en nombres inversement proportionnels aux vitesses angulaires : elles rempliront le mieux possible , pendant la rotation des deux troncs autour de leurs axes, une fonction analogue à celle des dents très-multipliées d'un engrenage conique, mais avec deux différences essentielles ;
La première, c'est que ces stries, pendant le mouvement, glissent longitudinalement avec une vitesse qui croît proportionnellement à la distance p des deux axes, quand on ne fait varier ni l'angle « ni les vitesses angulaires w et w' (formule [4]) ; La seconde, c'est que ces stries ou génératrices, devant être
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en nombres réciproques aux vitesses angulaires^ ne sont pas espacées de quantités égales sur deux circonférences qui ont un point commun sur la génératrice de contact, puisque (119) les rayons de ces circonférences sont dans un rapport qui varie
entre - — ^^^7 et —. — ^ ou — sans atteindre cette dernière tang j3 sm p w
limite. En d'autres termes, le rapport des pas sur les deux circonférences ayant un point commun^ approche de l'unité à mesure que ces circonférences augmentent, mais n'a nulle part cette valeur.
Forme et exéeation des dents de l'engrenage hyper
boioide. — En général, dans ce cas comme dans ceux des engrenages cylindriques ou coniques, la forme des dents de Tune des roues est théoriquement arbitraire, pourvu que les surfaces des dents de l'autre roue soient les enveloppes des diverses positions relatives des dent3 de la première, pendant que les deux roues tournent avec le rapport donné de leurs vitesses angulaires. Mais si Ton veut que la vitesse du glissement mutuel des dents en contact soit aussi petite qu'il est possible, et que ce contact ait lieu simultanément en plusieurs points, il faut qu'à l'instant où Tun de ces points se trouve sur la génératrice commune des deux hyperboloïdes primitifs, les autres points de contact y soient également. De là découle naturellement ridée de terminer les dents par des surlaces réglées, qui ont pour Tune des positions de leurs génératrices rectilignes celte génératrice commune des deux hyperboloïdes.
La détermination rigoureuse de ces surfaces (qui se réduisent à des cylindres ou à des cônes, lorsque les axes de rotation sont parallèles ou concourants) serait un problème trop compliqué pour la pratique. Mais la propriété du glissement inévitable dans Tengrenage hyperboloïde , peut fournir un moyen d'exécution mécanique, analogue à celui qui a été indiqué (113) au sujet de la roue engrenant avec une vis sans fin. Si, par exemple, on
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commence par ébaucher les dents,en adoptant pour leurs coupes transversales des profils semblables à ceux d'un engrenage conique, et en dirigeant les naissances des faces courbes suivant des génératrices des hyperboloïdes primitifs ; qu'ensuite , les roues étant montées sur leurs arbres, on les fasse tourner assez rapidement ; le glissement des surfaces usera leurs parties trop saillantes et indiquera à l'ouvrier ce qui lui restera à faire pour perfectionner son travail.
ÉTUDE GOUPLÉUENTÀIRE SUR LA UAISON bE DEUX CORPS SOLIDES DONT LES ROTATIONS AUTOUR DE DEUX AXES FIXES SONT EN RAPPORT VARIABLE. CAS PARTICUUER d'UNE ROTATION ET D'UNE TRANSLATION
Cylindres roolants non oirculaires. — • Lorsque deux
corps solides tournent respectivement autour de deux axes fixes parallèles, on voit, en considérant leur mouvement relatif et en s^appuyant sur les théorèmes établis aux numéros Âtl et 70, qu'ils se meuvent comme s'ils étaient respectivement liés à deux surfaces cylindriques qui, roulant sans glisser l'une sur l'autre^ auraient à chaque instant leur génératrice de contact dans le plan des deux axes de rotation.
L'élude du mouvement des deux corps se réduit à celle du mouvement des sections droites des deux cylindres roulants^ dans un même plan perpendiculaire aux axes de rotation. Nous les nommons courbes primitives, par analogie avec les circonférences primitives des engrenages ordinaires.
(*) Ce paragraphe est desliné à compléter les trois précédeDts dans lesquels ont été étudiés plus spécialement les cas où le rapport des vitesses angalaires des deux corps en contact est constant.
CintMlTIQUR. BICT. I , CBiP. lU.
Soient G et C, (Bg. 71), les centres de rotation de ces deai courbes; O et O, les deux points qui se trouvaient en conlaet sur la droite CC, , à l'instant indiqué par ( = • i T^ le poÎDl de contact sur cette môme droite à la fin du temps ï ; « et «,, les angles OCT et 0,C,T, déplacements angulafres des deux corps pendant ce temps t ; soient enfin r et r,, les deux distances ou rayons vecteurs variables, ayant actuellement les valeurs GT et C,T, dont nous désignons la somme constante CG, par e.
De ce que les deux courbes se touchent continuellement sar la droite CG,, il s'ensuit (80) : 1° Que les deux vitesses angulaires sont réciproques aux rayons ret r,,ce qui s'exprime par l'équation
àa *a, »■— =::r,— i, ou simplement ràx=r^éa,;
2° Que les deux courbes roulent sans glissement l'une sur l'autre, de sorte que les deux arcs OT et 0,T sont égaui: j et cette dernière propriété entralue réciproquement lei deui autres [contact sur CC, et rapport des vitesses).
tS3. DétepmlnaUon des conpbes prlinltlTM. — I. Celle détermination peut être obtenue comme une conséquence de la t^fju mouvement des deux corps que les git. En effet, les angles «et a, élanl , posons les deux équations suivantes Ltations ^ et ^, deux fonctions quel-
^nation du mouvement de rotation ât ïne des deux courbes. Les vitesses anjorps, à la fin du temps t, sont :
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et puisqu'elles sont réciproques alix dislanôes r et r^ on d d'où, à cause de r + r^ =: c^, on conclut :
équations qui, combinées avec les deux ci-dessus, «= ^(t) et OL^ = ^,(0; conduisent, par Télimination de 1^ aux équations en coordonnées polaires des courbes OT et OjT. Si l'élinûnation est trop difficile^ on peut assigner à i une suite de valeurs suflisaniment rapprochées entre elles, et, par les formules précédentes, calculer les valeurs simultanées correspondantes de r et a pour l'une des courbes, et de r, et a, pour l'autre.
II. Une des courbes primitives et la distance des centres étant données^ Vautre courbe s'ensuit. — En etfet, supposons que pour réquation de la courbe donnée on ait «e en une fonction $ der:
En substituant aa=$'(r)dr et ensuite f=c— r, dânis l'équation rdoLz=:t^àa^ , on obtient
d'où l'on conclurait par une quadrature a^ en fonction de f,, oti tout au moins autant de valeurs approximatives qu'on voudrait de Tangle a^ correspondantes à certaines valeurs du tayon vecteur r^.
IIL Pivcédé graphique, — On peut déterminer deux courbes primitives se convenant mutuellehient par tout autre moyen qui
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assure que ces courbes, en tournant autour de deux points fixes^ se toucheront constamment sur la droite menée par les deux centres de rotation, ou qu'elles rouleront sans glisser Fune sur l'autre. De cette observation résulte un procédé graphique pour construire l'une des courbes primitives lorsque l'autre est donnée.
Soit TMM^M,... (fig. 72), cette courbe donnée, qui doit tourner autour du point C, et soit C'^ sur le prolongement de CT, le centre'de rotation de la courbe à construire. On prend sur la première les points T, M, M,, M,... assez rapprochés pour que les arcs qui les joignent se confondent sensiblement avec leurs cordes. On détermine le point M' par la double condition T]II'=TM et CM' = ce —CM; puis le point M\ par les conditions M'M',=MM, et C'M',= ce — CM, ; puis le point M', par M\M', = M.M, et C'U\ = CC' — CM, ; ainsi de suite. Il est clair que les deux courbes rouleront sans glisser Tune sur l'autre.
IV. Courbes déduites ks unes des autres. -^ Remarquons enfin que, lorsqu'on a construit deux portions de courbes qui satisfont aux conditions de deux courbes primitives correspondant l'une à Tautre, on en peut trouver deux autres, en donnant à celles-ci les mêmes rayons vecteurs, mais en diminuant ou en augmentant, dans un rapport constant, les angles qu'ils forment ; de sorte que si a = ^(r) et a, = ^,(rj sont les équations des premières courbes, nj3 = #(r) et n/3, = #,(r,) sont celles des secondes, qui, en effet, satisfont aux équations rdj3 = r,d^, et r + r^=zcy si n est un nombre constant et si ^ et jS, sont les angles des rayons vecteurs avec deux axes d'origine correspondants.
126. Exemples. — I. Spirales logarithmiques, — Pour que les deux courbes se touchent en T (fig. 73), il faut que le prolongement de la courbe OT, à partir de T, fasse avec le rayon vecteur CT prolongé le même angle que le prolongement de la
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courbe TO, avec celui de C,T. Or, un moyen simple de satisfaire à cette condition, c'est que, en tout point M, la première courbe OMT, décrite dans le sens allant de O vers T, fasse avec le prolongement du rayon vecteur un angle SMR qui ait une valeur constante /3 ; ce qui exigera que la seconde courbe, décrite dans le sens TM,0,, ait la même propriété, c'est-à-dire que l'angle S,M,R, soit aussi égal à l'angle constant |3.
Cela posé, soient le rayon vecteur CM = r et Tangle OCM =a, coordonnées polaires de la courbe OM. L'angle SMR a pour
rda
tangente trigonométrique —— . La condition dont il s'agit
dr
est donc
^=tang/3,
ou, pour préparer rintégration,
d<x=tang/3— ,
et, par suite,
«=î^logîl = iîî5«ilogl.
loge ®r^ 0,43429 ^r/
r^ étant le rayon vecteur CO, à partir duquel est compté rangle a, exprimé par le rapport de Tare circulaire ON, qui le mesure au rayon CO.
La courbe exprimée par cette équation, et dont une propriété est que l'angle a est proportionnel au logarithme du rapport du rayon vecteur r à sa valeur initiale r^, est connue sous le nom de spirale logarithmique.
Il résulte de là que Ton obtient deux courbes primitives, pouvant se conduire Tune l'autre par contact sans glissement, en
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prenant deux spirales logarithmiques ayant pour pôles les centres de rotation G et G^ et caractérisées d'ailleurs par le même angle |3.
Si Ton fait, par exemple , — 5-i- = 3 , ce qui correspond
approximativement à tang |3 = 1^30^ Téquation des courbes devient
et r
3=log-.
de sorte qu'aux valeurs ci-après de a en progression arithmétique, répondent les valeurs suivantes de — en progression géométrique :
tt = -0,5
ce qui permet de construire par pointç la courbe OMT^ à laquelle doit être égale la courbe TM ,0, décrite en tournant dans le même sens (dans la figure ce sens est de gauche à droite par-dessous). Quelle que soit la distance des deux pôles ou «entres de rotation G et G,, deux courbes ainsi tracées pour un même angle |3 se conviennent comme courbes primitives. Seulement il sera inutile de prolonger aucune des deux courbes au delà du point dont le rayon vecteur est égal à la distance GG\. U. Ellip$e$. — Deux ellipses égales AMB...^ AM,B,... (6g. 74), tournant autour de deux Toyers F et F, disposés de manière que leur distance FF, soit égale au grand diamètre AB, rouleat Tune sur l'autre sans glisser ] car si l'on considère deux
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arcs égaux AM et AM, , il est clair que F' étant le second foyer de la première ellipse, on a M, F, = MF',, et par conséquent FM + M,F, = AB. Ainsi pour deux points M et M, quelconques satisfaisant à Tégalité
on a r-^r^^nzc) on a donc aussi rda = r,da,.
Du reste, il est facile de voir, surabondamment, que leg angles des deux ellipses en M et en M, avec les rayons vecteurs MF et M,F,, ont Tégalité nécessaire pour le contact des deux courbes, à l'instant où les deux points M et M, coïncident.
Dans la situation indiquée par la figure, le rapport des vi-
lesses angulaires autour des axes F et F, est — ^ ; et après
FA
une demi-révolution, ce rapport parvient graduellement à la valeur inverse
puis il recroît et repasse dans la demi-révoli|tipn suivante par les valeurs précédentes en ordre inverse.
III. Courbes déduites de l'ellipse, — Traçons (fig. 74) autour de F divers rayons FO, FI , F2. . . , F6 dont les angles sont égaux et équivalent ensemble à deux angles droits. Formons un angle quelconque afb (fig. 75), et divisons-le en autant d'angles égaux que nous m avons fait de f\ à FB (fig. 74). Portons les longueurs fO, f I , f2. . . , f6 respectivement égales à FO, Fi , F2. . . , F6. Prolongeons fa en faisant af, = AF, ; faisons af,b, = afb , et répétons la construction précédente qui donne la courbe a54...ib, égale à la courbe ai2...5b. Ces deux courbes forment, d'après la remarque IV du numéro i25, deux courbes primitives, propres, dans leur rotation autour des points
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fixes f et f, à faire passer graduellement le rapport des vitesses de la valeur -^ à la valeur inverse -^-^ ou — .
af fb af^
Maintenant, pour obtenir deux courbes primitives susceptibles de faire, chacune en même temps, une révolution entière, aux courbes al2345b et a54321b, faisons succéder deux arcs circulaires bb' autour de f, et b,b', autour de f, , puis deux courbes b'54!321a' et b\12345a', , respectivement symétriques aux courbes b54321a et b,i2345a, enfin deux arcs circulaires a'a et a\a ; disposons d'ailleurs ces courbes de manière que les arcs de cercles bb' et aa' de rayons différents soient d'égales longueurs, chose facile, car en appelant r le rayon fa , r^ le rayon fb = f,a, jc Tangle afa' , et y Tangle bfb', on exprime la condition dont il s'agît par rx = r,y ou (r + r,) x = r, (x +y), d'où Ton tirera x , attendu que la somme x + y, égale à quatre angles droits, moins le double de Tangle afb, est connue.
D'après cela, il est visible, premièrement, que les deux contours curvilignes égaux, a'bbVa et ab^b'^a^a, pourront tourner autour de f et de f , , en roulant sans glisser Tune sur Fautre, et se touchant continuellement sur la droite des centres ff^ ;
af
secondement, que le rapport des vitesses, d'abord égal à — ,
Wkitl
af
décroîtra graduellement jusqu'à -—• , puis restera constant
pendant le parcours de Tangle y pour la première courbe et de l'angle x pour la seconde, après quoi il repassera graduellement
af
à la valeur — - , quMl gardera jusqu^à la fin de la révolution
complète.
Ceci n'est qu'un exemple des divers emplois, faciles à imaginer, qu'on peut faire des courbes déduites de Tellipse.
IV. Exemple du procédé graphique. — L'une des lignes primitives est le contour d'un quarré dont les angles sont ar-
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rondis (fig. 76). Ceci est un exemple du procédé graphîcpie et général, indiqué à l'article III du numéro 125. Soit ABDEF... la ligne qui doit tourner autour de G, et qui se compose de huit parties égales à AB, et symétriques deux à deux. Proposonsnous de déterminer la seconde courbe, ayant la même propriété et la même longueur de périmètre, de manière que ces deux lignes primitives fassent en même temps une révolution entière partagée en huit parties d'égale durée.
Sur le prolongement de l'apothème CA cherchons le second centre de rotation C,. Evidemment, ce point ne peut pas être pris arbitrairement pour satisfaire à la condition que les deux périmètres soient d'égale longueur. Pour une première approximation on le prendra en C\ en faisant AC' = CB. On construira en conséquence (125) la courbe AM^B, correspondante à la ligne mixte AMB, et Ton vérifiera si le point B, se trouve sur G'b faisant avec C'A un angle ACB, c'est-à-dire un angle de 45 degrés. S'il ne s'y trouve pas, ce qui dépendra de l'arrondissement plus ou moins prononcé qu'on aura adopté en B, on mènera par B, une parallèle à C'b qui rencontrera CA prolongé en un point C'^ pour lequel on recommencera la construction précédente ; et si le résultat donne encore une erreur, qui ne sera que très-petite, cette erreur même indiquera la correction à faire pour obtenir plus exactement le centre C, cherché. On achèvera ensuite la courbe AB,D,E,Ff...^ et à chaque quart de tour des deux roues en contact sans glissement^ le rapport des vitesses angulaires variera de
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qu'à un tour de cette ligne correspondit un nombre entier (2^3,...) de tours de la seconde, ou réciproquement. Si, par exemple, on voulait que^ pendant un huitième de révolution de la figure ABDE... , la courbe cherchée fit un quart de tour, il faudrait trouver le centre C, tellement placé que Tangle AG^B^ fût un angle droit.
V. Secteurs circulaires successivement en contact. — On peut remplacer les courbes continues que nous venons de considérer, par des arcs de cercles qui se succèdent, comme on le voit dans la figure 77. Autour du centre G sont disposés, par exemple^ cinq secteurs dont les angles sont désignés par a, /3, y, d, e et valant ensemble quatre angles droits. Autour du centre G' sont de même cinq secteurs dont les angles sont a\ |3', y, S', e'. Les rayons de deux secteurs correspondants sont réciproques à leurs angles, soit a et a.\ soit j3 et j3'^ ainsi de suite^ et ont une somme constamment égale à la distance des centres GG'. Il en résulte que les arcs de cercles de deux secteurs correspondants sont de môme longueur et peuvent rouler sans glissement Tun sur l'autre. Dans ce cas, le rapport des vitesses angulaires autour de G et G', prend successivement les valeurs
en passant brusquement de Tune à Tautre.
Engrenages substitués anx eonrbes prlmltiTes
Lorsque nous avons défini les courbes primitives parla propriété de rouler Tune sur l'autre sans glissement, pendant le mouvement simultané des deux corps auxquels on les suppose adhérentes, nous n'avons pas dit que ces courbes étant prises pour sections droites de deux cylindres solides, ceux-ci pourraient, comme les cylindres circulaires, remplir la fonction de rouleaux de friction dont l'un quelconque peut conduire l'autre dans les deux sens possibles de sa rotation. Les courbes primitives non
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circulaires ne jouissent pas de cette propriété, ce qui est mis en évidence par les quatre cas de la figure 78. Sur deux arbres cylindriques, pouvant tourner autour de leurs axes C et C, s'enroulent deux cordes attachées, d'ailleurs, l'une à un corps dont le poids est P, Tautre à un traîneau portant une charge Q. Aux deux arbres sont liés respectivement deux corps solides, appelés cames, qui se touchent suivant les profils AB et A'B' supposés deux courbes primitives conjuguées. Dans les deux cas indiqués par les figures 78, et 78^, la communication de mouvement de l'un des corps à l'autre se réalisera, si le poids P est convenablement proportionné à la charge Q. Dans le premier, la came AB pousse à droite la came A'B' -, dans le second, la came A'B' pousse Tautre à gauche; dans l'un et l'autre cas, le corps moteur, en descendant, tend la corde du traîneau et l'entraîne. Il n'en est pas ainsi dans les deux derniers cas : dans celui de la figure 78, , la came AB, en tournant à gauche, se détache sans glissement de la came A'B' , retenue immobile par la corde du traîneau ; dans le cas de la figure 78^, c'est la came A'B' qui se détache à droite de l'autre restant sans mouvement. On obvie à cette séparation des deux corps tournants au moyen d'engrenages.
Pour que deux roues dentées produisent par leur contact ia même relation de mouvement que le contact de courbes primitives, il suffit que les profils des dents soient tracés suivant les principes des engrenages ordinaires. Si l'on se donne le profil d'une dent, celui de la dent correspondante sur l'autre roue est l'enveloppe des diverses positions que prend le profil donné pendant que la première courbe primitive roule sur la seconde; ou bien si l'on imagine qu'une courbe quelconque, un cercle par exemple, roule sur les deux courbes primitives en même temps que celles-ci roulent l'une sur l'autre, un point quelconque du cercle auxiliaire décrit, relativement aux deux courbes primitives, deux autres courbes qui conviennent au profil des dents; généralement, pour conserver la relation de
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mouvement déterminée par deux courbes primitives, il faut et il suflSt que la normale commune à deux dents en contact passe à chaque instant au point commun de ces deux courbes.
128. Roues deRoemer. — La figure 79 donné ridée d'un système de roue proposé par le célèbre astronome danois Roemer (164.4. à 1710) pour faire varier le rapport des vitesses angulaires de deux arbres. Les deux axes AA, , BB, , sont parallèles. Autour du premier tourne un tronc de cône armé dans toute sa hauteur de côtes saillantes analogues aux dents des roues d'engrenages coniques. Autour du second tourne un autre tronc de cône dont le sommet B, est opposé à celui du premier, et il est garni de chevilles qui successivement viennent se loger dans les cannelures de celui-ci. Soient r et R les rayons primitifs des bases supérieures , r^ et R^ ceux des bases inférieures.
Lorsque la cheville située dans la base supérieure engrène avec le cône cannelé, le rapport des vitesses angulaires autour
de AA^ et BB^ , est égal à - ; lorsque c'est la cheville infé-
rieure, ce rapport devient ^ ; les chevilles intermédiaires
établissent la transition de Tune à l'autre de ces valeurs^ et doivent être disposées suivant une courbe qu'on trouvera par une construction graphique exécutée sur le développement des deux cônes primitifs.
Remarques. — Lorsque le mouvement du cône cannelé est uniforme, le mouvement du cône à chevilles est périodiquement uniforme^ chaque période ayant la durée d'une révolution de cette dernière roue. Si le nombre des cannelures et celui des chevilles sont premiers entre eux, la même cannelure est successivement en contact avec les diverses chevilles de la seconde roue.
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Roue dentée excentrique et long pignon, de Huygens
— La figure 80 représente une disposition applicable au cas où les deuxaxes de rotation concourent et sontàangle droit. La grande roue dentée tourne autour d'un axe qui iie passe pas par son centre. On connprend qu'il est diflScile de donner à ce genre d'engrenage la précision d'un engrenage conique et qu'il ne convient qu'à un mouvement lent.
150. Engrenage Intermittent. — A et A' (fig. 81) SOnt les axes
de rotationdedeuxroues, dont la seconde ne fait qu'une fraction, par exemple un dixième de tour pendant que la première fait un tour entier. Si celte condition était la seule à remplir, il suffirait de deux roues dentées ordinaires dont les nombres de dents seraient dans le rapport de 1 à 10, qui serait constamment rinverse du rapport des vitesses angulaires. Mais, dans le système représenté par la figure 81 , pendant que la roue A accomplit^ suivant une loi de mouvement quelconque, les 9/iO de sa révolution, la roue A' reste immobile, après quoi les deux roues tournent à la fois de 1/10 de tour. A cet effet, la première roue A ne porte qu'une dent et est circulaire autour du centre A, sauf le voisinage de cette dent, tandis que le profil de la deuxième roue A' présente dix crans séparés par autant d'arcs de cercle concaves, dont le rayon est égal à celui de la roue A. On voit clairement que tant que la dent unique de A n'appuie pas sur l'un des côtés d'un cran de A', cette seconde roue ne peut tourner ni adroite ni à gauche, parce que la convexité de la roue A s'oppose au passage sur la droite AA' des pointes saillantes de la roue A'. Mais, lorsque la dent de A tournant, par exemple, dans le sens de la flèche, vient s'engager dans le cran qu'elle rencontre, le mouvement simultané dans ce même sens des deux roues devient possible moyennant les deux creux ménagés en avant et en arrière de la dent pour laisser passer les deux pointes de la roue A'; et le mouvement de celle-ci cesse dès que la dent abandonne le cran qu'elle a fait passer d'un côté h l'autre de la droite des centres de rotation.
174 CWÈMATIQUB. SECT. I» CHiP. HU
Cette disposition est employée dans certains appareils dits compteurs.
Sur Tarbre de la roue A' est calée une autre roue A, pareille à la première A qui engrène avec une roue A\ pareille à A', dont Tarbrenefait qu'un tour^ taudis que celui de la roue A en fait 100; ainsi de suite.
BOUTON 0B VAHITf LLE, BXCIKTRIQOBS^ CàlIBS ET Tiai «UIBiB OU eOBPS TOVRHiBT.
151. Manivelle ou exeentrique circulaire et tige guidée à cadre. — Nous avons vu précédemment (104) le mode de liaison d'une tige dentée, dite crémaillère, armée de dents et engrenant avec une roue^ qui, lorsqu'elle tourne uniformément, détermine dans la crémaillère une translation également uniforme. Mais il est souvent utile de faire correspondre à une rotation uniforme une translation variée, et Tun des cas de ce genre^ qui se présente dans la pratique, est celui qu'indique la figure 82. Un cylindre, dont l'axe est projeté en O, est assujetti à tourner autour d'un autre axe qui^ parallèle au premier, est projeté en G. Ce même cylindre est compris entre deux barres paral-^ lèles AA' et BB', qui d'une part sont liées entre elles en AB et A'B', pour former une coulisse oxi il peut se mouvoir, soit qu'il touche les deux barres, chacune suivant une des génératrices^ soit qu'il soit enveloppé de deux coussinets formant une sorte de boîte rectangulaire, qui elle-même glisse dans la coulisse suivant des faces planes. D'autre pari la coulisse fait corps solide avec les deux parties EF et GH d'une tige assujettie par deé guides à ne se mouvoir qu'en ligne droite, perpendiculairemenl aux axes G, O, et aux faces de la coulisse.
Lorsque^ comme dans le cas de la figure 82, l'axe G se trouve hors du cercle O, le corps solide qui lie le cylindre O à uu arbre tournant autour de l'axe G s'appelle une manivelle.
Une manivelle, dans sa plus grande simplicité, est une petite barre ordinairement en fer qui se fixe par un bout à l'extrémité
MANIVELLE OV EXCENTRIQUE ET TIGE GUIDÉE
d*un arbre tournant, à peu près perpendiculairement à Taxe de rotation, en dehors de Tintervalie des appuis, et qui, à l'autre bout, est repliée parallèlement à l'arbre sous forme d'un manche cylindrique sur lequel on agit de la main pour faire tourner Tarbre. Le manche est souvent remplacé par un cylindre court appelé ^ou^on ou man^/on et embrassé par des coussinets, lesquels tantôt glissent dans une coulisse, comme on vient de le voir, tantôt sont fixés à l'extrémité d'une tige appelée bieile et destinée à agir sur la manivelle ou à recevoir son action.
Quelquefois la barre de la manivelle est très-convenablement remplacée par une roue entière qui, pouvant d'ailleurs avoir une autre fonction, comme roue d'engrenage ou autre, porte le bouton fixé dans l'un de ses bras, perpendiculaire à son plan de rotation.
Lorsque la manivelle doit faire une révolution entière et qu'elle est placée dans Tintervalle des appuis de i*arbre tournant, on emploie l'une des deux dispositions suivantes :
Tantôt le rayon du bouton est sensiblement plus petit que la distance de Taxe de rotation à celui du bouton ; l'arbre est alors coudé, et il peut y avoir un nombre illimité de telles manivelles sur un même arbre.
Tantôt le rayon du bouton excède la somme du bras QO de la manivelle et du rayon de l'arbre ; la forme de manivelle disparait alors, quoique la fonction subsiste. Le bouton prend le nom d'excentrique circulaire, et, s'il est articulé à une bielle^ celle-ci se termine par un anneau qui l'embrasse et s'appelle bague d'excentrique.
Si dans la figuré 82, nous remplaçons le bouton par un excentrique, l'appareil prend l'aspect indiqué par la figure 83^ où O est le centre de figure de Texoenlrique et G son centre de rotation.
. Dans les deux cas, le centre O reste toujours sur la iign§ moyenne MM de la coulisse, et, pendant qu'il tourne autour du point C fixe, cette droite MM se meut coma^a la projection
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rectangulaire du point G sur un diamètre de la circonférence qu'il décrit. Ainsi, par exemple, lorsque Tarbre et le point O tournent uniformément autour de G, un point quelconque de la ligne MN et par conséquent de la tige, a le mouvement oscillatoire cité comme exemple du mouvement varié aux numéros 16 et 19.
i32. Exeentrlqne trlansnlalre et tig^e guidée. — On appelle
excentrique triangulaire un plateau cylindrique de peu d'épaisseur dont le profil ou la section droite ABC (fig. 84) se compose de trois arcs circulaires égaux ayant pour centres les trois sommets d'un triangle équilatéral, et pour rayon le côté. Chacun de ces arcs est donc 1/6 de circonférence. Cette pièce est fixée en saillie à l'extrémité d'un arbre tournant dont Taxe de rotation perpendiculaire au plan du triangle passe en Tun des sommets. Deux droites parallèles quelconques qui touchent cette figure sont toujours entre elles à une môme distance égale au rayon des trois arcs. Cette distance est celle de deux côtés parallèles d'un cadre qui embrasse l'excentrique et qui est assujetti par des guides à ne se mouvoir qu'en ligne droite, perpendiculairement à ces deux côtés.
Soient MN et PQ ces deux côtés du cadre ; C est le centre de la rotation qui s'effectue dans le sens indiqué par la flèche.
Pendant que le sommet mobile le plus avancé se transporte de B en D, l'arc qui se déplace de GB en GD pousse de PQ en P'Q' le côté antérieur du cadre qui lui reste tangent, et par conséquent toujours à la même distance en avant du second sommet mobile qui se transporte de A en B. Dans le premier tiers de la demi- révolution le mouvement du cadre est donc celui de la projection sur AE du sommet A par lequel, d'ailleurs, passe continuellement pendant ce temps le côté situé d'abord en MN ; le cadre s'avance ainsi de la moitié du rayon AG, vers la droite.
Dans le second tiers de la demi-révolution le sommet le plus
EXCENTRIQUES
avancé allant de D en E pousse le côté antérieur de P'Q' en P^Q", en lui faisant décrire des espaces égaux à ceux que parcourt en même temps sa projection sur AE, pendant que le second côté du cadre reste tangent à Tare de Texcentrique opposé à ce sommet.
Enfin^ dans le troisième tiers de la demi-révolution^ les deux sommets mobiles comprenant entre eux le point de tangence du côté du cadre parvenu en P''Q" , celui-ci reste immobile.
Pendant Fautre demi-révolution, les mêmes faits se reproduisent dans le même ordre, mais en sens inverse.
Dans les deux premiers tiers de chaque période^ la vitesse du cadre (16) est à celle d'un sommet mobile de Texcentrique comme Tordonnée, par rapport au diamètre AE , du sommet qui parcourt soit Tare AB^ soit Tare DE , est au rayon AG. De croissante qu' elle était, elle devient brusquement décroissante, jusqu'à ce qu'elle soit et reste nulle. Il y a temps (Tarrêt pendant ijQ^ de révolution de Texcentrique.
Généralités snr les excentriques menant nn cadre
à bords parallèles. — G (fîg. 85) étant l'axe de rotation et TA le côté tangent supérieur du cadre, si. Ton suppose la rotation dans le sens de la flèche, pour savoir quel chemin aura fait le cadre quand l'excentrique aura tourné de Tangle a = M'GM , il faut mener la tangente T'A' perpendiculaire à CM' , et comparer les distances GA' et GA dont la différence est le chemin cherché. Si les tangentes opposées parallèles sont toujours à la même distance^ le mouvement alternatif du cadre est formé de deux périodes égales et opposées. En effets de CA+GB=GA'+GB' il résulte GB -.GB'=GA'— GA; donc à partir de l'instant où, l'excentrique ayant fait une demi-révolution, GB aura pris la direction primitive de GA, si un angle « est alors décrit, le cadre baissera autant qu'il aura monté pour le premier angle a.
Lorsque, outre cette condition de l'égalité de distance des
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tangentes parallèles» Texcentrique est formé de deux moitiés symétriques, chaque période d'aller et de retour est aussi com«» posée de deux moitiés symétriques^ c'est-à-dire que la coursd entière du cadre étant ah^ il met le même temps à parcourir les espaces égaux am et nb ; car la première condition lui fait mettre le même temps à revenir de ^ en n qu'à aller de a en m; et d'après la symétrie, il met le môme temps à aller de n en & qu'à revenir de b en n. L'excentrique circulaire et le triangulaire sont dans ce cas ; pour Texcentrique triangulaire, les deux périodes commencent et finissent au milieu des temps d'arrêt.
Si les deux demi-oscillations ne sont pas égales en vitesse, le cadre ne peut p{is toucher Texcentrique par ses deux bords^ et FoQ fait en sorte qu'il le presse continuellement dans le même sens, en vertu, soit de la pesanteur, soit d'un ressort.
134. Came et tîg% gvidée, — Il arrive fréquemment qu*une tige, d'abord en repos, doit être mue en ligne droite dans un certain sens, en surmontant une certaine résistance, au moyen d'un arbre tournant^ et ensuite ramenée, en un mouvement rapide et contraire, à sa première position par la libre action de la pesanteur ou d'un ressort, indépendamment de Tarbre qui coi)tinue de tourner toujours dans le même sens. Tel est un pilon qui est alternativement soulevé verticalement par une pièce saillante, dite came, implantée dans un arbre tourpant horizontal, puis abandonné à reffet de son propre poids qui le fait re^ tomber. Tantôt, pour recevoir l'action de la came, le pilon est armé d'un corps saillant dit mentonnet^ tantôt, ce qui vaut mieuX) il présente à l'intérieur de sa figure prismatique une rainure ou entaille dans laquelle la came s'introduit tout le temps qu'elle agit si^r le pilon.
Lorsque, supposé que l'arbre à cames tourne uniformément! on veut que pendant le contact de la came et de la tige gui^ dée, celle-ci ait aussi §a vitesse constante, cette relation de
mourament est précisément celle q&i a lieu dans la erémaillènQ mue par une roue dentée, et la détermination de la figure é% la came poussant un mentonnet plan suit la règle étal)lie au numéro 104.
Si, au contraire, on veut varier la vitesse de la tige, en la fai^ sant d'ahord assez petite pour atténuer le choc initial, il suffit, en donnant au mentonnet ou à rentaille de la tige le profil rectiligne, perpendiculaire à la direction du mouvement, de traiter la came comme une portion d'excentrique et d'appliquer les considérations du numéro précédent.
Soit^ par exemple, ABDË (tig, 86) le profil d'une came tournant, ainsi que son arbre, dans le sens de la flèche avec la vitesse angulaire w autour de Taxe horizontal C, et prei«Bnl la face plane horizontale AH , qui appartient à la tige verticale. A cet instant initial du contact, la tige vient d'acquérir brus* qifement la vitesse linéaire wXC. Si nette eourbe ABDS était la développante Aa du cercle dont le rayon est CA , la tige continuerait a s'élever avee nette même vîtetae, et le point de contact des deux profils serait continuellement ttir la ver(i« cale passant en A. Mais le profil de la came a pour développée de A en D la courbe AM, qui s^éloigne du centre C^ et de D en E la courbe Da, qui se rapproche de ce même centre. II en résulte que le mouvement de la tige est varié. Lorsqu'un point tel que B arrive au contact avec le mentonnet, la noi^ maie Bb devient verticale; le rayon €li, qui lui est perpeii'^ diculaire, est horizontal ; la tige s'est alors élevée de la lon<^ gueur Bb transportée eu B^h^ ; sa vitesse est à cet instant égale à ivCb , et l'arc parcouru > proportionnellement eu temps, par le point A de la came est égal à b'A « De même, lorsque le contact a lieu au point P de la came« la normale Dd devient verticale ; le rayon Cil devient horizontal; la tige esl à la hauteur Dd au-dessus de sa position initiale, de sorte que le point D de contact est parvenu en D^ , et le mentonnet est en A^D, *, sa vitesse est alors tvCd, et Tarn parcouru par le
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point A de la came est Ad\ A partir de cet instant, la vitesse de la tige diminue, parce que depuis D jusqu'à E la normale se rapproche de Taxe G. Lorsque, enfin, le contact a Heu au point E de la came, la normale Ee est verticale, le rayon Ce vertical, de sorte que les deux points primitivement en A sur le mentonnet et en E sur la came, se] trouvent confondus en A|. La vitesse du mentonnet redevient w Ce = wCA, l'espace qu'il a parcouru est égal à Ee, tandis que Torigine A de la came ne s'est déplacée que de Tare Ae. Immédiatement après, la came échappe^ et le mentonnet et sa tige sont libres de retomber. Cet exemple suffit pour faire comprendre comment, à Taide de quelques essais, on trouverait le profil convenable pour la came qui devrait satisfaire à des circonstances données d'élévation et de temps. La figure 85 n'indique qu'une seule came, mais on en place ordinairement sur le même arbre^'plusieurs qui soulèvent successivement la même tige.
ISS. Exeentriqnes on eames A ondes menant nne ti^e snidéeà roulettes (fig. 87). — Les considérations du numéro 142 s'appliquent à ce mécanisme en substituant aux distances entre Taxe de rotation et les tangentes, les rayons vecteurs partant de cet axe et aboutissant à une courbe qui serait décrite par le centre d'un galet circulant sur celle de l'excentrique. Ainsi^ lorsque deux galets touchent constamment (la somme des deux rayons vecteurs opposés étant constante), les deux demi-oscillations. Tune allant, l'autre revenant^ suivent la même loi pour les espaces etje temps. Lorsque^ encontre, l'excentrique est formé de deux parties symétriques, une symétrie analogue a lieu dans chaqueldemi-oscillation.
Ce qui distingue ce mode de communication/' c'est que la courbe de l'excentrique peut avoir des parties concaves.
Came en cœnp (fig. 88). — La courbe est une spirale d'Archimède; la translation de la tige guidée] est^uniforme et alternative en même temps que la rotation de la came.
EXCENTRIQUES
Si le mouvement de la tige ne se compose pas de deux demioscillations égales, on n'emploie qu'un galet (fig. 89) ou bouton circulant dans une coulisse fixée à Tarbre tournant.
En général, les temps d'arrêt plus ou moins longs répondent aux parties circulaires de Texcentrique ayant leur centre dans l'axe de rotation.
L'inconvénient grave des excentriques, c'est le frottement souvent considérable des deux pièces dont Tune conduit l'autre.
Bouton t exeenlriqae ou came en contact avec un
autre corps tournant. — Deux corps tournants ou oscillants autour de deux axes fixes peuvent être en communication au moyen d'un bouton de manivelle glissant dans une coulisse, ou par remploi d'un excentrique ou d'une came qui, fixée sur l'un des deux corps, agit sur une surface adhérente à l'autre. On verra dans la seconde section plusieurs exemples de cette liaison dont la théorie, d'après les explications qui précèdent, n'ofire aucune difficulté.
UAISON DE DEUX CORPS SOLIDES TOURNANTS PAR L^INTERMÉDUIRI d'un troisième corps soude ou FLBXIRLS.
lo 02UX SOLDES TOURNANTS tlÉB PAR UNE BIBUE.
157, Propriété «générale de cette liaison. — Chacun des
corps extrêmes est assujetti, soit à tourner autour d'un axe fixe, soit à se mouvoir en translation rectiligne (cas particulier de la rotation) ; une bielle ou barre rigide est articulée en deux de ses points avec deux points invariables des corps extrêmes. Chaque articulation, analogue à l'assemblage à rotule d'un pied de graphomëtre, permet à la bielle de tourner en tous sens,
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r^lfltivértiéût à l'un des corps extrêmes autour d^iii de ses points, dit centre de V articulation.
Les vitesses des deuît centres d'articulation , situées sur une imémé bielle, ont à chaque instant la relation remarquable qui fl été démotilfée au ntiméro 37. Ainsi, les projections rectangulaires des vitesses de deux centres d'articulation^ sur la^direction actuelle du la droite qui joint cês deux points, sont égales et de thème senéi
Dans le cas particulier, le plus fréquent dans la pratique^ où les axes de totailon sotlt parallèles et les centres d'articulation dâtté un plan perpéndlculaii^é à ces axes, oti sait (55) quelle est, dans chaque positiotl donnée du système, la relation simple entre !eâ Vitesses angulaires des deux corps tournants, ou (56) entre la vitesse angulaire de l'un et la vitesse linéaire de l'autre, ai ôelui-d est en translation.
1318. Aalttiiélé)^ & bridfe. — Le cas d*unè bielle qui oscille dans un plan mérite une étude spéciale, à cause de ses applications dans beaucoup de machines à vapeur. Un corps solide appelé balancier, analogue au fléau d'une balance et représenté simplement par la droite OA (flg. 90), oscille autour d*un axe fixe projeté en O, et que nous supposerons horizontal. C est un tsoond ne fixe parAllèle flti premier, et âUr lequel osdilé un second système solide GB appelé eofUre^èâlùfkcier ou bride, formé de deux pièces qui laissent entre elles un intervalle, comme les deux rônes d'une bride de cheval, et qui sont symétriques par rapport au plan milieu du balancier pris ici pour plan de la figure. AB est un autre système de deux pièces symétriques, formani un lien articulé à charnière d'une part suivant la droite projetée en A , sur le balancier AO ^ et d'une autre part suivant la droite projetée en B , sur les deux parties de la bride ; les deux pièces du lien laissent entre elles un inter^'alle moindre que celui des deux pièces de la bride, de sorte que cellesci embrassent le lien de même que les deux pièces du lien em-
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brassent le balancier OA . Enfin, en M vers le milieu de la distance AB et entre les deux pièces du lien est articulée la tête d'une lige qu'il s'agit de faire mouvoir à très-peu près en ligne droite. Dans la figure 91, le balancier OA , la bielle B€ et le lien AB sont supposés développés parallèlement h un plati. Sauf les détails de construction dont nous n'avons pas à nous occuper ici, les figures suffisent pour faire voir que le mouvement de la tête de la tige revient à celui d'un point M pris sur une droite AB de longueur constante dont les deux points A et B sont assujettis à se mouvoir sur deux circonférences décrites dans un même plan, autour de deux centres fixes, G et G.
La courbe complète qui serait décrite par le point M , si on supposait à la droite AB toutes les positions possibles, a sa forme analogue à celle du chiffre 8 dont le point multiple est sur ta ligne des centres OC , et chacun des deux arcs qui s'y croisent diffère peu d'une ligne droite aux environs de ce point. C'est un (ie ces arcs que parcourt le point M , tandis que le point A du balancier oscille entre deux positions extrêmes.
Le centre G étant connu, ainsi que la longueur GA du balancier et les deux parties AM et MB de la longueur du lîèn AB, on pourrait se donner trois positions possibles et d'ailleurs quelconques M^, M, et M^, du point inôbile M, eh ligne droite ou autrement, et déterminer le centre t et lé rayon CB de la bride, de Inatlière à faire effectivement passer le point M pat* ces trois positions ; car cesdotinées suffiraient pour trouver très-facilernent les trois points A,, , A, et Aj, correspondants de Tare circulaire A^^A^, puis lés points B^, B^ et B^, et, par suite, le centre G.
ISO. Règles ^atiques appllèable» aux balalicien 4«s
machines à vapeur. — Watt a Utilisé les propriétés dont nous venons de parler, pour guider presque exactement en ligne droite l'extrémité supérieiire de la tige d'un piston de machine
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à vapeur. Pour énoncer les règles qu'il a adoptées, désignons par Aq et A, (fig. 92) les deux points extrêmes, et par A, le milieu de l'arc circulaire décrit par Tarticulation A du balancier et du lien. Nous exagérons cet arc comparativement au rayon, afin d'éviter, dans le reste de la figure, la confusion de certains points qui, en réalité, sont fort rapprochés. A ces trois points A^, A, et A, correspondent trois points M^ , M^ et M, de la courbe décrite par le point M du lien. Cela posé, les quatre règles suivies par Watt sont les suivantes :
Première règle. — Les trois points M^ , M^ et M, sont pris sur la droite passant au milieu D de la flèche A^P, et perpendiculaire à cette fléchie.
De là deux conséquences qui deviennent évidentes, si Ton trace la droite M,P : la droite M^M^ est égale à la corde A^A,, et le point M^ est son milieu.
Deuxième règle. — - Le point mobile M est placé au milieu du lien AB.
Il en résulte que, les points B^, B^ et B^^ désignant les trois positions de l'articulation du lien et de la bride, premièrement, les deux extrêmes B^ et B^ sont sur la droite menée par A,, parallèlement à la corde A^A,, et leur distance B^B, est égale à cette corde ; secondement, le point intermédiaire B, est sur la même corde prolongée au besoin, et sur la droite QB^ menée perpendiculairement à B^B, par son milieu Q. D'où il suit que le triangle isocèle B^BjB^ est égal au triangle A^A^A, ^ l'arc circulaire B^B,B^ a donc son centre € sur B^Q prolongée, et a son rayon égal à OA ; de sorte que, si Von projette en H, le centre C sur OA prolongée t le point D, milieu de la flèche, est aussi le milieu de OH.
D'ailleurs, la distance €H égale à B,P est l'un des côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle dont Thypoténuse est la longueur A^B^ du lien , et le troisième côté la flèche A^P. C'est ce que nous exprimerons par la formule :
^ = J/FII^.
BALANCIER A BRIDE
Une autre conséquence des deux premières règles de Watt, c'est que, comme la figure 92 le montre clairement, la courbe M ^M^M^ a son point milieu M^ sur la droite des centres GO, point qui est un centre de la courbe, composée, entre M^ et M,, de deux moitiés égales^ situées^ Tune du côté droit» l'autre du côté gauche de Taxe rectiligne M^M,. D'ailleurs, cette courbe a sa tangente en M, dirigée suivant ce même axe, parce que, à l'instant où le point décrivant est en M, , les articulations A et B sont en A, et B^ , d'où il suit que le centre instantané de rotation du lien, qui, en général^ est à la rencontre des rayons OA et €B, se trouve dans ce cas à l'infini sur une perpendiculaire à M^M, ; en d'autres termes, tous les points du lien, à cet instant, se meuvent parallèlement à cet axe. Donc la courbe, passant tangenliellement de gauche à droite de M^M^, a une inflexion en M^ ; et, comme elle passe aussi en M^ et en M^ , elle a deux autres inflexions, Tune entre M, et M^, l'autre entre M^ et M.. La figure 93 représente, en l'exagérant transversalement, la forme de cette courbe.
Troisième règk. — La distance OH, double de la distance OD de chaque centre de rotation, O ou C, à la droite M^M^ prolongée, est faite égale au triple de la corde A^A, ou des droites M^M^ et B^B,
De là des relations également simples de la flèche A.P et du rayon AO avec la corde A^^A,.
Posons
OA = il, 0H = 2 0D=:rt,
La troisième règle de Watt s'exprime par
a = 3e ou
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De plus AjjP ou - est moyenne proporlionnelle entre f et
an-/':
- = /(2ll-.f).
Donc
^ = 3.A d'où /'zr^.
Par suite
Si l'on veut exprimer les longueurs c, /*et a en fonctions du rayon n^ on a
Il résulte encore de la troisième règle que le sinus de Tângle
A^^OA,. Par suite, fen général £__, est égal à —d'où il suit
il ^'
que cet angle est de IS** 55' 28'^
Quatrième règle. — Une cinquième quantité qui peut varier indépendamment des quatre précédentes, c'est la longueur AB du lien ; Watt la faisait égak au plus à la corde c, et au moins aux 6/7 de cette corde,
Caleal des coordonnées de la eourbe de IVatt. — héi
moyens graphiques seraient absolument insuffisants pour constater combien peu la courbe décrite par le point mobile M
CALCUL DES CODilbDNNÉfeS DE LÀ Êt)URBfe t)E WATT.
s'écarte de la droite Mjm^, On y parvient par le calcul numérique des coordonnées de cette courbe rapportée à deux axeâ rectangulaires. Nous allons indiquer, pour faire ce calcul, un procédé un peu long mais facile. Nous poserons d'abord, sous leur expression générale, les formules à appliquer, dans lesquelles on introduira les données conformes aux règles de Watt, ou d'autres qu'on voudra essayer.
O et C (fig. 94) étant les centres de rotation du balancier et du contre-balancier, nous menons par O deux axes rectangulaires Ox et Oy, et par A une parallèle AQ à Ôx ; et nous posons :
rayon OA = R ra>oii CB = r
lien AB =: l
distance A]II=sn2
les coordonnées du point €
t^ sont six quantités constantes^ supposées connues. Nous posons en outre
les angles { „.
*" I BLk = "Y
€AB=^ CLH= 6
les distances
le périmètre )
du tr. ABC)""^
Ce sont sept variables auxiliaires à joindre aux deux coordonnées jc et t^ du point M, variables principales. On a successivement, d'après la figure,
COS-r
H cos a + ni cos y — H sin a+ ni sin y
pip^^r)
Alz
tang e =:
sme
a — R cos a
h + Usina
équations, qui permettent, en remontant de la dernière aux deux prettiièreB, de càtouler Jt et y quand oti se donne a.
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Exemple eonforme aux réflplea de l^Vatt. -— Les rayons R et
r étant égaux ^ prenons leur longueur pour unité. Choisissons Taxe Ox suivant la position moyenne OA^ du balancier. Faisons
(2« règle) n z= - et (4* règle) l=zc; par conséquent (3« règle)
Z = — , nl = — et a = — . Enfin (2* et 3« règles)
En attribuant à a diverses valeurs entre zéro et 18^ 55' 28'' (3* règle), on trouvera les valeurs correspondantes de x et de y. En comparant chaque valeur de x à la distance OD égale à
— = 0,972 973, on aura en une fraction très-petite du rayon
la distance du point cherché de la courbe à la droite M^M, ; et
la différence -rh — y sera la distance du même point à la
droite perpendiculaire à M^M, , menée par le point central M.. C'est ainsi qu'ont été obtenus les résultats consignés dans le tableau suivant :
ËGARTEMEKT
UO
lOo
lio
laosc
Ces nombres^ qui permettent de construire la courbe de la
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figure 93, où les déviations horizontales sont amplifiées au centuple^ comparativement aux distances verticales, montrent que le maximum d'ccartement est, à un millionième près, égal à la fraction 0,000282 du rayon OA, et qu'il a lieu à peu près aux 3/4 de la distance du point central M^ au point extrême M^.
Remarques. — Quelque petite que soit la déviation de la courbe qui vient d'être étudiée, on pourrait la réduire encore. Rien n'empêcherait, en conservant les deux premières règles de Watt, de s'écarter de la troisième et de diminuer le rapport de la distance M ^M, aux rayons OA et GB, rapport qui semble n'avoir été préféré par Watt qu'à cause de l'avantage qu'il offre, quand la course M ^M ^ est donnée, d'exprimer très-simplement la distance OH qui en est le triple, et la flèche f qui en est le douzième, et, par conséquent, contient autant de pouces et de lignes que la course contient de pieds et de pouces.
Du reste, en diminuant l'intervalle des deux points extrêmes M^M, en ligne droite avec le point milieu M ^ , on pourrait conserver la longueur de la course égale aux 24/37 du rayon R, d'où il résulterait que la courbe se prolongerait un peu en dessus et en dessous des points M^ et M, , mais en s'écarlant moins que la courbe de Watt de Taxe rectiligne passant par M,.
141 (*)• Propriété du pantoupraphe» lemme applicable an numéro suivant. — abBA (fig, 95) étant un paralléhgramme articulé en ses quatre sommets^ de sorte que ks angles peuvent varier simultanément; 5t, sur trois côtés consécutifs ab, aA^ AB^ prolongés selon le besoin, on prend trois points m, M, O^ en ligne
(*) Bien que les numéros 141 et 142 traitent de cas qui ne sont pas compris sous le tilre du paragraphe 5, puisqu'ils considèrent, Tun, une liaison de quatre corps, et Taulre^ une liaison de cinq corps raobileSi néanmoins les propriétés quMls démontrent se rattachent si étroitement à l'emploi du simple balancier à bride, quMl parait convenable de ne pas les séparer des articles précédents.
190 CINiXATIQUE. 8ECT« I, CHiP. Ht.
droite, et d ailleurs quekonque$; et qu'on fasse mouvoir cette figure plane^ en maintenant fixe Fun de ses points. G, par exemple, et en assujettissant un des deux autres points à décrire une cer^ taine courbe^ telle que MM'; le troisième point m décrit une seconde courbe mW semblable à la première y et semblablement placée relativement au point O, pôle commun de similitude.
En effet, de ce que ies points m, M, O, sont en ligne droite, il s'ensuit que les points m\ M, O, satisfont à la même condi-
tion, puisque de même que ~ == — on a ^j^ = — ;
par conséquent^ le rapport des distances v^ri^bles On' et OM'
, , ^ Qa' Oa
reste constant, étant égal à -—-. ou --— ,
Un pantographe est formé^ de quatre règles aO, ab, AB, bB articulées aux quatre sommets a, li, fi, A d'un parallélogramme. On assujettit Tune des règles à tourner autour d'un axe immobile O; on fixe en m et M en ligne droite avec O, deux pointes, Tune sèche, l'autre traçante; on promène la pointe sèohe sur une ligne donnée, située dans un plan perpendiculaire aux axes d'articulation et de rotation ; l'autre pointe trace dans le même plîin une figure semblable ; le rapport de similitude est celui de OA à Oii.
148. Ffirallé|figramai(B HPlIralé 4e Walt.~8i OAa(fig. 06) est un balancier, CB une bride assujettissant le point M da li^n AB à décrire uqe courbe presque droite, en achevant le parallélogramme articulé AabB, on obtient en m, à la rencontre dç <ib et du prolongement de la droite DM, un point qui dé* crira une courbe semblable à la première, presque droite, mais plus grande dans le rapport de Oa à OA. Les deux points M 6t n serviront donc à guider deux tiges parallèles. Tel est, en effet, l'usage de cette disposition dans certaines machines à vapeur.
Pour faire connaître les règles pratiquées par Watt» inventeur
PÀRÀU£LQG|Umi| AIITIÇCIJ 91 WATT. ifil
de cet appareil, il suffit d'ajouter à celles du numéro 138, qu'on fait ordinairement OA = Aa en même temps que AM =MB. Il en résulte :
1° Que le point m^ se confopdant avec b, est un sommet du parallélogramme ;
S"" Que la courbe momim. à longue inflexion qu'il décrit est double de celle Moli,M^ que parcourt le point AI, et est à une distance double, de Taxe de rotation G;
3® Que, par conséquent, la droite «^9^ passe par Taxe de rotation C; et, comme le point V^ est sur la droite CO (138 i»), il s'ensuit que m, position nioyenne de m, y est aussi et conséquemment en G ;
A"" Que la course mjm^ double de M^lUs ou de A^A, est égale
8» Que le rayon Oa du balancier est égal à cette course mul-
tipliée par (^ -f. 1 ) ; 6"" Que la flèche de Tare a^a^a^ décrit par rprticqlgtîon m
aux - de la distance du centre O à la droite m^ma î
est TTT de cette même course a^a^ ou m^^^ ,
143. Joiiit brisé •« nalTerael. •*- Ce mécanisme (flg. 97), qu'on appelle aussi 70M/ de Cardan et Joint de Hoohe^ établit une communication de mouvement entre deux arbres tournants 1 et K dont les axes fixes concourent en O. Ces deux corps sont liés entre eux par un troisième corps MNmn, dit croisillon^ portant quatre tourillons, dont deux, M et m^ ayant un môme axe qui passe par O, tournent sans glisser Ipngitudinalement dans des ouvertures pratiquées aux extrémités de deux branches adhérentes aq preniier corps, et les deux autres, N et n^ dont Taxe commun passe également par le point O et est perpendiculaire à Taxe Mm, tournent sans glisser iongitudinalement dans deux ouvertures ménagées aux bouts de deux branches faisant partie du second corps.
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Proposons-nous de trouver la relation des déplacements angulaires simultanés des deux arbres à partir d*une position déterminée, par exemple celle où Taxe Mm est perpendiculaire au plan fixe lOK^ tandis que Taxe Nu est dans ce plan.
Supposons que le premier arbre tourne autour de CI d'un angle a (en avant du plan lOM) ; le rayon Olf vient en CM', J'angle MOM' est égal à a et son plan est perpendiculaire à Taxe OI. En même temps, le rayon ON est venu en ON', en décrivant un angle NON' que nous désignerons par |3, et dont le plan perpendiculaire à OK contient par conséquent la droite
OH, de sorte que l'angle MON' est égal à r+ j3; de plus,
l'invariabilité du croisillon fait que Tangle M'ON' est droit. Ainsi les trois faces ou angles plans de Fangle trièdre formé des
droites OM , OM' et ON' sont a , ^ + ^ et ^ . Enfin ,
Tangle dièdre M'OMN'^ compris entre deux plans respectivement perpendiculaires aux axes OI et OK^ a pour mesure l'angle aigu PON, que nous désignerons par Â^ et qui est supplément de l'angle obtus lOK de ces deux axes. Cela posé, il ne reste plus qu'à appliquer la formule connue de trigonométrie sphérique, qui établit la relation entre les trois angles plans a, b, e d*un angle dièdre et de l'angle dièdre A opposé à la face a, savoir :
cos a = cos fr cos c + sin & sin c cos A
en faisant ^ = - , hz=z ol et es j3+ ^ , ce qui donne
= —cos a sin j3 + sin « cos j3 cos ^ , d'où la relation cherchée :
tang ^ es tang « cos ^ .
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Les angles /3 et a sont donc en même temps nuls et en même temps droits, mais inégaux dans l'intervalle. La transmission de mouvement serait impossible si l'angle A était droit, et qu'il en fût par conséquent de même de Tangle des deux axes.
Relation des iritesses angulaires des arbres liés par
le Joint brisé. — La différent iation de Téquation précédente
da
donne^ en appelant w la vitesse angulaire •-- du premier arbre.
dj3 w cosA (l+tang^a) w cos A[i+ tangua)
dT"" i+tanga^ ^+ tangua cos^-^
lu cos ^ w cos A
cos^a + sin^a cos^-^ 1 — sin^-^ sin^a
dâ
Ainsi, lorsque w est constant , -^ est variable, et croit avec
a^ depuis la valeur tt;cos^ qui correspond à a=0, jusqu'à
qui répond à a=:90^. Les deux vitesses angulaires sont
cos^
égales, quand a prend ]a valeur déterminée par Téquation
(i +tang^ a) cos -^s^ = i +tang* « cos* A ,
d'où
tang' a =
cos^
I4S. Joint d'Oidham. — C'est une communication de mouvement par un croisillon entre deux arbres tournants voisins et parallèles O, et O^ (fig. 98). La différence entre cet appareil et le précédent consiste : i» en ce que les axes des deux arbres tournants sont parallèles et à une certaine distance l'un de
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Faufre; 2° en ce que les tourillons du croisillon glissent en long dans les ouvertures des branches où ils sont introduits.
Il est aisé de voir que les déplacements angulaires simultanés des deux arbres sont égaux, et qu'il en est par conséquent de même de leurs vitesses angulaires à un même instant. Soient O^ et O, les deux axes de rotation des arbres, projetés rectangulairement sur le plan de la figure 99. Soient, dans ce même plan, AB et CD les deux axes du croisillon, à l'instant où Tun d'eux AB est dans le plan des deux axes fixes de rotation, et l'autre CD est perpendiculaire à ce plan. Supposons qu'à partir de cette situation le premier arbre tourne d'un certain angle ; AB vient alors en A'B' passant toujours par O, , tandis que CD vient en CD' passant en O^. Or, l'angle de A'B' avec CD' étant égal à celui de AB avec CD, et ces angles étant dans un même plan, il s'ensuit que les angles BO,B' et DO^^D' sont égaux. Les deux rotations autour des axai» parallèles O, , O^ , sont donc égales.
3« deux corps touenants ll£8 par un corps flexible (*] (corde, courroie, OV cbaqie).
1 46. Propriété générale des poulies. — Les poulies et les
tambours sur lesquels s'enroulent et se meuvent sans glisser des cordes, courroies ou chaînes inextensibles, offrent des exemples bien connus de ce genre de liaison. Leur emploi se rattache à une propriété générale à laquelle nous allons être conduit.
Soient deux corps solides pouvant tourner autour des axes fixes parallèles C et O (fig. 100), et terminés par des surfaces dont les sections faites par le plan de la figure, perpendiculaire aux axes, comprennent les courbes BAD et NMP. Une corde BAMP est tangente de A en M aux deux courbes ; elle est en^
{*) La liaison de deux corps soUdes par un liquide sera indiquée par ua exemple dans la deuxième section.
DÉPLÀGtUEKTS SIMULTANÉS DB DEUX POULIES. (OB
roulée de B en A sur la première et de M en P sur la secot)de« On suppose que, le premier corps subissent un très-pelit dé^ placement angulaire, la courbe BAD se transporte en B'A'D', et que la corde, ne pouvant pas glisser, entraîne par conséquent le second corps dont la courbe IVM P vient se mettre en N'M'P^ Alors la corde est tangente suivant E'Q' et sa longueur B'E'Q'P' est restée égaie à ce qu'elle était en BAM P. De là une relation nécessaire entre les déplacements angulaires dedeuxeorps. On conçoit aisément que si ces déplacements sont infiniment petits, ils ont entre eux le iQétne rapport que si la corde était remplacée par une bielle articulée en A et en M, que par consé*^ quent les vitesses angulaires «u et w' des deux corps sont réci^proques aux distances des centres G et O à la direction actuelle de la tangente AM. On confirme rigoureusement cet aperçu en remarquant que, dans la seconde position du système, la dis* tance du point A' à la tangente E'Q' prolongée est un infiniment petit par rapport à A'E', que de méme^ dans la première position, le point Q, qui doit ensuite venir en Q', est à une distancé infiniment petite du second ordre de la droite ASI prolongée ; d'où il suit que les distances AQ, A'4} égales peuvent être con«sidérées comnM rectilignes, ce qui établit Tanalogie de ce mode de liaison avec celui qui aétérappeté au numéro 136. Si la tangente AM rencontrait la droite €0 dans l'intervalle des deux axet^ les rotations seraient de sens opposés, tandis que, dans lé cas contraire, qui est celui de la figure, les deux rotations sont de même sens.
147. Poulies ordinaires. — Lorsque^ comme dans les poulies et tambours ordinaires, les courbes sont des circonférences de cercles, ayant leurs centres sur les axes de rotation, les vitesses de ces circonférences sont égales, et les vitesses angulaires sont réciproques aux rayons.
Déplaeements simultanés de deux poulies dont
rase est exœntrique. — Les poulies dont les sections par un
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plan perpendiculaire à leur axe de rotation ne sont pas des cercles ayant leurs centres sur cet axe, sont dites poulies excentriques. Deux poulies, dont Pune est excentrique, établissent entre les deux arbres, à axes parallèles, sur lesquels elles sont calées^ une communication telle, que si l'un a un mouvement uniforme, l'autre, au contraire, a un mouvement varié.
On peut se proposer et résoudre la question suivante : Connaissant les deux courbes de deux poulies sur lesquelles la corde est enroulée^ Pune de ces courbes dont uneportion est BAD (fig. 101), étant quelconque et tournant autour du point fixe C, tandis que t autre est une circonférence NMP tournant autour de son centre O, trouver la relation qui existe entre deux déplacements angulaires simultanés quelconques des deux poulies.
A l'instant où la première courbe avait la position indiquée par la figure, la portion de corde qui allait d'une poulie à l'autre était tendue suivant la tangente AM. Après un certain temps, la courbe BAD est venue en B'A'D' et la corde est tangente aux deux courbes suivant E'Q. Le déplacement angulaire de la première poulie est Tangle au centre de Tun des arcs semblables AA', BB', DD'. Pour trouver celui de la seconde poulie, on remarquera qu'une partie de la corde, qui s'étendait de A vers M, est maintenant enroulée de A' en E' ; de sorte que, pour savoir quelle est sur E'Q la position m' du point de la corde qui était d'abord en M, il suffit de faire la distance rectiligne EW égale à la droite AM diminuée de l'arc A'E' rectifié ; or, pour que ce point de la corde soit venu de M en m', il faut que la longueur de la corde m'M ait passé par le point géométrique M; et comme elle n'a pas glissé sur la circonférence NMP, le point M de celle-ci a parcouru un arc MM' égal à la longueur m'QM, c'est-à-dire qu'on obtient le point M' en faisant l'arc QM' rectifié égal à Qm'. Enfin, le déplacement angulaire cherché de la deuxième poulie est l'angle au centre de l'arc MM' ainsi déterminé.
Maintenant^ remarquons qu'il n'est pas nécessaire de con-
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stniire la courbe B'A'D'. En effet, supposons que la figure CB'A'E'QM'O tourne en sens contraire de la rotation effective autour de C, de manière à ramener B'A'D' en BAD, le centre O vient au point O, déterminé par la condition que l'angle OCO, soit égal au déplacement angulaire ACA', mais décrit en sens contraire ; la circonférence NMP vient en N,M,P,, la tangente E'Q en EQ'. On obtient ainsi la longueur AEQ^ M^ et par conséquent son égale A'E'QM, ce qui suffit pour trouver le point M'; car on. a :
MM'= A'E'QM — A'E'm' = AEQ.M, — AM .
40 DEUX CORPS TOVRIIANTS L1]£s PAR UN TROISlâXE EV VOnVBlIZlIT £PIGTCL0IDAL.
i49. HonTemeiit éplcycioidai plan. — Autour d'un axe géométrique fixe MN que nous supposerons vertical (fig. 102) tourne un solide qui peut être une roue dentée ou poulie, mais qui peut se réduire à une simple barre A. Ce corps entraîne dans son mouvement un boulon ou arbre cylindrique vertical PQ, sur lequel tournent deux pignons .b et e formant un seul corps solide. Ces deux pignons engrènent respectivement avec deux roues dentées B et G, qui ont leurs centres sur MN, et dont Tune, C par exemple, est immobile dans l'espace, tandis que Tarbre qui la traverse tourne. Des deux corps A et B, l'un, B par exemple, est invariablement fixé sur Tarbre dont MN est Taxe géométrique, tandis que la barre A tourne librement sur cet arbre. Ainsi les deux corps tournants A et B sont liés entre eux par l'intermédiaire du système solide et mobile des deux pignons b et c : il s'agit de trouver le rapport de leurs vitesses angulaires que nous désignerons par w^ et ii^b et dont le sens positif est celui qu'indiquent les flèches.
A cet effet, prenons pour inconnue auxiliaire la vitesse angulaire du système des pignons b et c relativement à la barre A qui entraîne leur axe PQ. Cette vitesse, que nous désignons par ^
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ef8t celle que constaterait, comme une rotation absolue, un observateur qui serait entraîné à son insu dans le mouvement de )û barre A. Désignons, d'ailleurs, par B, h^ C et c, les rayons des quatre roues dentées B, b^ € et o.
Cela posé, remarquons qu'au contact des roues b et B, le point T^ con&idéré comme appartenant à la roue b, a sa vitesse linéaire absolue exprimée par la résultante, qui est ici une somme algébrique de sa vitesse d'entratnement Wi,'B et de sa vitesse relative — ff^-b, tandis que le même point T, considéré comme étant sur la roue B^ a sa vitesse linéaire absolue égale à w^B, De même* au contact des deux roues e et G, le point S appartenant à la roue c, a sa vitesse linéaire absolue égale à Wi^Ç-^W'C, tandis que ce point» appartenant à la roue G, est immobile. On a donc les deux équations
Wé.'M**^fV»hisstw^*B,
dou ^.,(---J=^.,-
OU Wa
ji_|.£)=«,..
Remarques. — Selon que t est plus grand ou plus petit que
—, les deux rotations w^ et w» du bras A et de la roue B sont
du même sens^ comme nous l*ayons supposé dans l'établissement de la formule, ou de sens contraires. Si les deux rapports
-r- 6t - étaient égaux , w^ serait nulle; la roue B serait en • c
repos eomme la roue G. Sans multiplier excessivement les
nombres de dents des quatre roues on peut faire que le rapport
des deux rotations soit très-petit. Exemple : si Ton fait
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en adoptant pour les quatre roues b, B, C et c les nombres de dents 48, 19, 39 et 37, on trouve
C'est à cause de cette propriété que le mécanisme dont il s*agit s'appelle engrenage différentiel.
L'une des roues B et C, ou toutes les deux pourraient être à engrenage intérieur. Ainsi, par exemple, le rayon primitif de la roue immobile C peut s'étendre depuis l'axe MX jusqu'à S' où serait le contact de cette roue et du pignon c En répétant dans cette hypothèse le raisonnement précédent, on verra que les équations obtenues tout à l'heure s'appliquent, avec cette
seule différence que le rapport - change de signe, de sorte
qu on a
Dans ce cas d'engrenage intérieur, on peut réduire les deux pignons b et c à un seul (fig. 103), qui engrène tout à la fois, intérieurement avec la roue fixe C et extérieurement avec la roue mobile B.
La formule deviept alors :
HonTemeiit ëpicyeloldal sphérique. — Ce mécanisme
indiqué par la figure 104 diffère de celui de la figure 102, en ce que l'axe mobile PQ de la rotation relative du double pignon est perpendiculaire à l'axe fixe MX, au lieu de lui être parai*
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lèle. Les quatre roues qui engrènent deux à deux sont coniques^ et Tune d'elles G est fixe.
En recommençant le raisonnement du numéro précédent, on retrouvera les mêmes formules^ savoir : la formule [i], si les contacts des roues sont du même côté de PQ en T et S; la formule [2], s'ils sont de côtés différents en T et S'; enfin tt;B=2ii;A si^ b étant égal à e, les contacts sont en S et S'.
Les systèmes épicycloïdaux^ dans lesquels il entre plus de trois corps mobiles, seront décrits et examinés dans la seconde section.
CLASSIFICATION DBS MACHINES ÉLÉMENTAIRES
iSi. Aneleiine classification simplifiée. — Hachette, diaprés les vues de Monge^ et plus tard Lanz et Betancourt (Essai sur la composition des MackineSy 4808) ont classé les mouvements dont sont animés les divers points des machines en trois genres, savoir : mouvement rectiligne, mouvement circulaire et mouvement curviligne suivant une courbe autre que le cercle; et ils ont subdivisé chacun de ces genres en deux espèces^ selon que le mouvement d'un genre quelconque est ce qu'ils ont appelé continu (c'est-à-dire progressif, toujours de même sens) ou qu'il est alternatif {d\i aussi de va-et-vient). Toute machine devant lier ou faire communiquer entre eux deux de ces mouvements, sans exclusion du cas où ils seraient de même espèce, Lanz et Betancourt ont indiqué vingt et un groupes de deux mouvements considérés comme transformés Tun en Tauire.
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Mais le nombre de combinaisons binaires qu'il est utile de distinguer est beaucoup moindre. D'abord, tous ou presque tous les mécanismes qui établissent la liaison de deux mouvements progressifs, servent également à lier deux mouvements alternatifs, dont les instants d'arrêt sont simultanés. En second lieu^ les seuls exemples que nous ayons à citer d'un mouvement circulaire ou rectiligne alternatif produisant un mouvement rectiligne progressif peut être considéré comme un cas particulier d'un mouvement circulaire alternatif transformé e\^ circulaire progressif. Troisièmement, les mouvements curvilignes non circulaires qui se rencontrent dans la pratique ordinaire, sont dérivés deà deux mouvements simples circulaire et rectiligne, savoir : le niouvement épicycloïdal ou simplement cycloïdal, et le mouvement hélicoïdal. Ainsi les diverses dispositions dites machines élémentaires, servant à lier deux mouvements, se trouvent rangées dans les cinq classes que nous définissons ci-après, en commençant par les mouvements circulaires, parce qu'ils sont les plus fréquents dans les machines, les plus faciles à régulariser, et enfin parce que le mouvement rectiligne n'est qu'un cas particulier du mouvement circulaire. Chaque classe se divise en genres relatifs aux conditions concernant les rapports et les directions des vitesses ; et chaque genre sera subdivisé, au chapitre II, en considération des moyens employés pour réaliser les liaisons indiquées : soit communication par contact immédiat, soit emploi d'intermédiaires flexibles ou solides.
L'ensemble et les détails de cette classification seront facilement saisis, à l'aide des figures réunies, à la fin de ce Traité, en tableaux synoptiques, sous des numéros d'ordre spéciaux. Ces figures ne sont d'ailleurs que de simples croquis, destinés seulement à faire comprendre le principe et le caractère distinctif de chaque mécanisme.
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!'« Classe. Liaison de deux mouvements circulaires simultanément progressifs ou alternatif.
|er Ordre, Rapport des vitesses constaqt,
!«' Genre. Axes parallèles.
2e — Axes coucou rauts,
3e . ^xes non situés dans un plan.
2« Ordre. Rapport des vitesses variable.
1er Genre, Axes paralVelea.
2e — Axes non parallèles.
Il® Classe. Liaison de deux mouvements, Tun circulaire, l'autre
rectiligne ou héliçoïde, changements de sens simultanés.
1er Genre, Translation parallèle au plan de la rotation. 2e — Translation parallèle à l'axe de la rotation.
Ub Classe. Liaison de deux mouvements rectilignes.
Un seul Genre,
IV« Classe. Liaison de deux mouvements circulaires, l'un progressif, l'autre alternatif.
le' Genre, Axes parallèles.
2e — Axes non parallèles.
¥• Classe. Liaison de deux mouvements, Fun circulaire pro*
gressif, l'autre rectiligne alternatif.
ler Genre. Translation parallèle au plan de la rotation. 2e — Translation parallèle à Taxe de la rotation.
(Voir, pour la subdivision des genres, le chapitre H ou la table des matières.)
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MOYENS d'aSSUBER Là DIRECTION DU MOUYEMENT CIRCULAIRE OU REGTIU6NE DE CERTAINES PIÈCES DES BUCHINES.
Itt2. Appuis des arbres tonmants. — Un COrps qu'on veut
assujettir à un mouvement de rotation est ordinairement traversé par une pièce solide sur laquelle il est fixé et qu'on ap-^ pelle arbre tournant ou simplement arbre, nom qu'on ne devrait pas remplacer, comme on le fait quelquefois, par celui d'o^?^, qui appartient proprement à certaines lignes géométriques, et no« tamment à la droite autour de laquelle un arbre tourne.
Pour assurer la fixité de cet axe, pendant la rotation de Farbre, celui-ci a des parties exactement arrondies^ par lesquelles il est mis en contact avec des appuis immobiles. Si ces parties sont cylindriques et convexes, on les appelle tourillons. Un tourillon est terminé d'un côté au moins par un épaukment^ offrant une zone plane perpendiculaire à Taxe de rotation, et se raccordant avec la surface cylindrique du tourillon par un congés pour obvier aux chances de rupture que présenterait un angle vif rentrant.
Un tourillon horizontal s'appuie sur un coussinet formé ordinairement de deux pièces de rechange dites coquilles. Tune inférieure posée dans un corps fixe, l'autre supérieure maintenue par un chapeau. L'ensemble de ces diverses pièces s'appelle un palier. Un coussinet est terminé au. moins d'un côté par une face plane contre laquelle s'appuie l'épaulement du tourillon. Deux épaulements en contact avec leurs coussinets empêchent l'arbre de se mouvoir parallèlement à l'axe.
Quelquefois, par exception, on fait reposer les tourillons d'un arbre horizontal chacun sur deux ou trois roulettes ou galets^ afin de diminuer TefFet du frottement, comme nous l'expliquerons dans un autre Traité. Si le mouvement de l'arbre ne doit être
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qu'oscillatoire , les galets complets peuvent être remplacés par des secteurs.
Un corps qui tourne autour d'un axe horizontal peut être porté et assujetti par des pointes immobiles (comme les pointes d'un tour ordinaire), qui entrent dans des trous coniques pratiqués dans le corps tournant.
Quelquefois ce corps, roue, poulie ou autre, est percé d'un trou cylindrique appelé œily dans lequel entre avec un faible frottement un essieu, qui peut être fixe ou tourner lui-même indépendamment de la rotation du premier corps autour du même axe. Si le trou cylindrique est un peu long, en comparaison de l'épaisseur de la roue ou de la poulie, l'espèce de moyeu où il est pratiqué s'appelle manchon ou canon. L'arbre est alors muni d'épaulements faisant corps avec lui, ou de rondelles mobiles, qui empêchent le canon de glisser parallèlement à Taxe. Un canon porte souvent plusieurs roues ou poulies.
Lorsqu'un arbre tournant est vertical, il est ordinairement supporté et assujetti dans sa rotation au moyen d'un pivot, corps cylindrique tournant dans une pièce creuse qu'on nomme crapaudine. Tantôt le pivot est une sorte de tourillon appartenant au corps tournant , et la crapaudine est immobile ; tantôt c'est le contraire. Au fond de la crapaudine est une plaque mince en acier, appelée grain, qu'on remplace si elle s'use. Quelquefois on dispose la crapaudine de manière à pouvoir être facilement élevée ou abaissée à volonté (exemple : arbre des meules des ' moulins à blé).
A une distance plus ou moins grande du contact du pivot et de la crapaudine, l'arbre vertical est presque toujours maintenu, en un endroit où il est parfaitement arrondi, par un collier qui fait fonction de palier. Le plus souvent le collier est immobile dans toutes ses parties; mais quelquefois, si l'arbre qu'il embrasse est gros, on interpose entre lui et le cylindre creux et fixe dans lequel il tourne un système de galeis ou roulettes destiné à diminuer le frottement.
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Les plaques tournantes des chemins de fer donnent Texemple d'un autre moyen d'assurer le mouvement de rotation d'un corps autour d'un axe vertical.
Outre qu'elle a un pivot cylindrique inférieur, qui tourne dans une crapaudine fixe, la plaque repose sur un système de galets qui ne sont pas cylindriques comme dans le cas précédent ; ils sont en troncs de cônes ayant leur sommet en un point de l'axe de rotation de la plaque; ils roulent entre deux surfaces coniques qui ont leur sommet en ce même point, l'une fixée sur le sol inférieur, l'autre mobile avec la plaque à laquelle elle appartient. Pour trouver la relation qui existe entre le mouvement de la plaque, celui des axes des galets, et celui des galets euxmêmes, on remarque que ceux-ci roulent sans glissement sur la surface conique fixe inférieure ; que par conséquent, à un instant quelconque, leiir arête de contact sur cette surface est leur ate instantané de rotation, d'où il suit que si Ton considère utie section circulaire faite dans un galet par un plan perpendiculaire à fion axe> la vitesse du centre est la moitié de celle du point de contact de ce cercle avec la surface conique qui forme le dessous de la plaque ; donc la vitesse angulaire de la plaque est double de celle des axes géométriques des galets. Quant à la vitesse angulaire d'un galet, elle est à celle de son axe comme la distance d'une des deux bases circulaires de ce galet à l'axe vertical de la plaque est au rayon de cette même base.
Assemblable fixe des roaes sur lears arbres. — Les
roues qui doivent être invariablement liées à leurs arbres y sont fixées par des coins appelés caksj si les arbres sont polygonaux. Lorsque la roue et Tarbre sont métalliques, l'une s'assemble facilement et avec précision sur Pautre : l'arbre porte un renflement cylindrique de même diamètre qu'un œil ménagé dans le moyeu de la roue; il s'introduit à frottement doux dans cet œil, et l'assemblage se fixe par une cale appelée languette ou ciavette^ qui se loge à frottement dur dans deux rainures ménagées dans les deux pièces
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1S4. Articulations à ciiariiiëre. — Ce mode d'assemblage se rattache par une grande analogie au sujet qui vient de nous occuper. Deux corps articulés à charnière tournent, dans leur mouvement relatif, comme les deux branches d'un compas, chacun autour d'un axe géométrique invariablement lié aux deux corps. Telles sont les articulations ordinaires des bielles avec les balanciers et les manivelles. Une tête de bielle (fig. 105 et i06) est ordinairement formée d'une bande de fer AAA appelée chape, qui embrasse les deux coquilles d'un coussinet destiné à entourer le bouton ou tourillon fixé au balancier ou à la manivelle. Cet assemblage des coussinets et du corps de la bielle est maintenu au moyen de deux coins, nommés clef et contre-clef à talov^ ayant le même angle et posés en sens inverses, de manière que les faces par lesquelles ils ne se touchent pas, sont et restent parallèles, quand on les éloigne ou qu'on les rapproche Tun de l'autre, en enfonçant ou en retirant la clef. Les talons de la contre-clef empêchent les branches de la chape de s'écarter.
On dislingue deux espèces de têtes de bielle. Tune à chape mobile (fîg. 105), l'autre à chape fixe (fig. 106). Quand on serre la clef dans la première, on raccourcit tant soit peu la bielle; dans la seconde, on l'allonge ; c'est-à-dire que dans l'une on rapproche, et dans l'autre on écarte du corps de la bielle le centre d'articulation. Dansle premier cas la clef fait mouvoir la contre-clef, et celle- ci agit sur la chape qui rapproche les coquilles du coussinet ; dans le second cas la clef agit immédiatement sur Tune des deux coquilles. On emploie ces deux espèces de têtes aux extrémités d'une même bielle, afin que la distance des articulations reste la même, malgré l'usure des boutons et des coussinets.
iS3. Guides du mouvement rectiligne. — Plusieurs moyens
très-connus sont employés pour assujettir un corps solide à un mouvement de translation rectiligne. Nous citons notamment les suivants :
1^ Rainures et languettes de diverses formes,
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2° Œillets ou douilles glissant le long de tiges fixes, 3<^ Tiges mobiles traversant des douilles fixes, A** Galets cylindriques roulant dans des rainures immobiles, 5® Galets à gorge roulant sur des guides saillants, 6<> Roues à un seul rebord^ analogues à celles qui roulent sur les rails des chemins de fer.
7° Balancier à bride (138), servant à diriger à très-peu près en ligne droite une des extrémités d'une tige, dont Tautre se meut sur la même droite suivant Taxe d'un cylindre.
CHAPITRE II
HEGANISHES DES TRANSFORHATIONS DE HOITVEHENT.
i'** CLASSE. LUISON DE DEUX MOUVEMENTS CIRCULAIRES PROGRESSIFS, AYEC CHANGEMENT DE SENS SIMULTANÉ.
l«r GE!1RE. RAPPORT DES TITESSES CONSTANT. AXES PARALLÈLES.
186. Contact immédiat. — 1. (Tableau synoptique.) Cy/twdres roulants, — 2. Engrenage extérieur. — S. Engrenage intérieur. — 4. Engrenage héliçoïde. Nous n'avons rien à ajouter ici, en ce qui concerne ces quatre mécanismes de deux corps tournants, à ce qui a été dit au § 1, chapitre m de la !'"« section. Il n'y manque, au point de vue théorique, que ce qui regarde les forces, y compris les frottements, objets d'étude compris dans un traité subséquent. On y verra, par exemple, quelle doit être, suivant les circonstances, la pression mutuelle de deux cylindres roulants, pour qu'ils ne glissent pas Tun sur l'autre.
137. Poulies et courroie» corde on chaîne dans un même plan moyen. — 5. Courroie directe. — 6. Courroie croisée. Ce mécanisme est très-fréquemment employé, à cause de la simplicité de son installation, même pour deux arbres fort éloignés Tun de l'autre, et parce que le mouvement s'y accomplit sans choc et sans bruit. Un fait important à remarquer, et dont la théorie sera étudiée ailleurs, c'est que le corps flexible qui embrasse et unit les deux poulies, peut glisser lorsquUl n'est pas
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assez tendu ; or ce glissement, qu'on doit et qu'on peut ordinairement éviter, lorsque le maintien du rapport des vitesses angulaires est une condition essentielle de la machine, est au contraire un avantage dans certains cas de résistances accidentelles qui arrêtent brusquement Tune des deux poulies. L'emploi d^une courroie est alors préférable à un engrenage, dont les dents pourraient^ en pareille circonstance, être rompues.
Lorsque la liaison des deux rotations se fait par une corde sans fin, les poulies ont une gorge dans laquelle cette corde s'engage. Mais lorsqu'on emploie une courroie, les poulies ne sont ni creuses dans leur profil méridien, ni munies de rebords saillants qui occasionneraient souvent un frottement nuisible. Il suffit que ce profil soit un peu bombé pour que la courroie en mouvement se maintienne d'une manière stable au milieu de la poulie. L'expérience a inspiré l'idée de cette disposition si simple : lorsqu'on se sert de poulies^ ou plutôt de tambours, en forme de troncs coniques^ on reconnaît que la courroie, en mouvement sur une pareille surface tournante, se déplace continuellement en se portant vers la plus grande base du tronc^ à moins qu'un guide n'y mette obstacle. On en a conclu que si la poulie était formée de deux troncs de cônes opposés ayant leur grande base commune, les causes qui tendent à faire monter la courroie sur chacune des deux moitiés de la poulie la feraient rester au milieu. En pratique les deux troncs coniques sont raccordés par un bombement curviligne.
Quant à la loi que suit l'ascension de la courroie sur un tambour conique, elle ne parait pas avoir jusqu'ici été étudiée, et elle est probablement assez compliquée, dépendant de la largeur, de la nature plus ou moins élastique, et même de la vitesse de la courroie. On voit bien que si une courroie, qui forme naturellement une bande plane, est appliquée sur la surface conique, développable, sans allongement d'un des bords et sans ironcement de Tautre, ces deux bords, d'abord perpendiculaires à une génératrice du cône, sont ensuite obliques et de plus en
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plus obliques à foutes les autres en s'éloignent de plus en plus du sommet, de la même manière que si \st bande restant plane était appliquée sur la surface conique développée dans un plan. Les choses ne se passent pas tout à fait ainsi dans la courroie s'enroulant sur le tambour conique d'une machine; sa tension, agissant plus fortement sur le bord le plus rapproché de la plus grande base, l'oblige de s'allonger plus que l'autre, ce qui atténue mais ne détruit pas entièrement sa tendance au déplacement.
Lorsque les courroies ou cordes sans fin sont directes ou non croisées (n° 5), les rotations des deux poulies sont de même sens. Si les cordes ou courroies sont croisées (n° 6), les rotations sont de sens contraires. Dans les deux cas 4es vitesses angulaires seraient exactement réciproques aux rayons augmentés de la demi-épaisseur de la courroie, si celle-ci, quoique parfaitement flexible, était tout à fait inextensible dans sa ligne moyenne. Mais en réalité sop allongement momentané dans la partie qui se meut de la poulie conduite à la poulie motrice fait que la circonférence de la première a sa vitesse moindre que celle de l'autre. Suivant M. Kretz [Annales des minesj 6® série, 1. 1), ce ralentissement est^ d'après l'expérience, d'eiiviron un cinquantième*
Lorsqu'une courroie sans fin est croisée, on la dispose de manière que sa face rugueuse (indiquée en pointillé dans la figure 6) s'applique sur les deux poulies, et qu'à l'endroit du croisement, ses deux parties glissent à plat, presque sans frottement. Tune sur Tautre. |
ISS. Comiiiiiiiicatioii de deux rotations par rintermédiaire de bieûes. — 7. Roues accouplées, — 8. Arbres coudés. — 9. Bras oscillants. Les figures 7 et 8 indiquent comment les manivelles et bielles peuvent lier la rotation d'un arbre à celle d'un autre, dans le cas où les axes sont parallèles et où les vitesses angulaires sont à chaque instant égales. Les roues accouplées des grandes locomotives de chemins de fer en ofirent.des
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exemples. Dans, la figure n° 8, les arbres coudés ont chacun trois naanivelles, et les bielles, pouvant être flexibles, agissent par tension.
Deux bras oscillants d'égale longueur (fig. 9), et unis par une bielle égale et parallèle à la distance des axes de rotation , ne diffèrent (sauf les détails de construction) du cas de la figure 7 qu'en ce qu'ils n'accomplissent pas des révolutions complètes.
Commanloation par un croisillon.^ 10. Joint d'Old
ham. Ce mode de liaison a été expliqué (145) page J93.
160. Train» de roues dentées ou de poulies à axes parallèles. — il. Quatre roues dentées. Elles établissent une relation entre les rotations de trois arbres. La roue 1, montée sur le premier arbre, engrène avec la roue % fixée sur le second, lequel porte aussi la roue 3, engrenant avec la roue 4;. Si l'on désigne par D, , D, , D, , D^ les diamètres primitifs des quatre roues, par X,, N^, X,, X^ leurs nombres de dents, par w, w\ w" les vitesses angulaires des trois arbres, on a, en exprimant que la vitesse linéaire est la même au point de contact de deux roues, soit qu'on le considère comme appartenant à l'un ou à l'autre de ces deux corps,
wD,=w'D, et w'D,=w"D^,
d'où
— =_i — y ou — i.-i
Exemple :
Il ne serait pas possible d'obtenir ce môme'rapport de vitesses avec deux roues ayant moins de 575 et 72 dents. On voit d'ail-
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leurs que les deux roues extrêmes, 1 et 4f, tournent en sens contraires si les deux engrenages sont extérieurs.
La figure n<» 12 indique une relation analogue obtenue par deux cordes ou courroies sans fin, entre les rotations autour de trois axes dont les distances peuvent être grandes. En désignant par D, , Dj, , D, , D^ les diamètres des poulies, et par w, w\ w" les vitesses angulaires des trois arbres, on trouve aisément que les équations précédentes subsistent. Le sens de la rotation change d'une poulie à celle qui lui est conjuguée si la corde ou courroie est croisée.
13. Roues de vitesses différentes autour du même axe. Les deux roues extrêmes 1 et 4, liées entre elles par les roues â et 3, peuvent tourner autour d'un même axe géométrique. Dans ce cas l'une de ces deux roues est calée sur son arbre, tandis que l'autre l'est sur un manchon ou canon dont la vitesse angulaire est différente de celle de l'arbre central. Si, ce qu'il est facile de réaliser, le rapport des vitesses angulaires du canon et de l'arbre est très-grand, à un grand nombre de tours de l'un répond un petit déplacement angulaire de l'autre.
Rone ou poulie intermédiaire. — Ces dispositions
représentées par les figures n° 14, sont des cas particuliers des précédentes. 1° Deux roues 1 et 3 sont liées entre elles par une roue unique 2, intermédiaire, avec laquelle elles engrènent; leurs rotations sont de même sens ; elles ont d'ailleurs même pas et le même rapport de vitesse que si elles engrenaient immédiatement ensemble. 2° Deux poulies i et 3 sont liées par deux courroies embrassant un même tambour 2, ou bien 3** une même corde embrasse les trois poulies 1, 2 et 3. Le sens de rotation de deux poulies diffère ou est le même selon que la corde qui les joint rencontre ou ne rencontre pas la ligne des centres dans l'intervalle de ces deux centres.
Communieation par mouTemeiit épieyeloidal plan
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— Le mécanisme classé sous le n^ 15 est une extension de celui qui a été étudié au n» 149 (fig. 102). La barre A tournant autour de Taxe MN porte et entraîne un double pignon mobile relativement à la barre autour de Taxe PQ, parallèle à MN. Les deux roues b et e de ce double pignon engrènent respectivement avec les deux roues B et € qui tournent autour de Taxe géo* métrique MN. On demande la relation qui existe entre les vitesses angulaires wj^ , w^ et wq de la barre et des roues B et C.
Désignons par les lettres italiques B, C^ bel c les rayons primitifs des roues que ces mêmes lettres en caractères romains nous servent à indiquer dans la figure ; et prenons pour inconnue auxiliaire la vitesse angulaire f^ du double pignon relativement à la barre A.
En raisonnant comme au n** 149^ nous avons :
en S, Wi^B—fVhzznw^B,
enT, w^C—fVcz=iWcCj
d'où
IB C\ B C
Ainsi, connaissant deux des trois vitesses angulaires autour de MN^ on calculera la troisième^ puis, si Ton veut, la vitesse relative ¥V,
Si par un mécanisme très-facile à imaginer on fait en sorte que le rapport de deux des trois vitesses ait une valeur connue, on en conclura le rapport de la troisième à chacune des deux autres.
Remarques. — L Si la roue B enveloppait la roue b et était par conséquent à dents intérieures, les équations précédentes
subsisteraient moyennant le changement de signe de -7, comme
il est facile de le vérifier.
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II. Si Tune des pièces A, B, G tourne en sens contraire du sens que supposent les formules, celles-ci subsistent moyennant le changement du signe de la rotation de cette pièce.
Dans le cas particulier où les deux roues B et G ont des vitesses égales (ce qu'on réaliserait par divers moyens, et entre autres en fixant (fig. 107) sur les canons de ces deux roues deux roues coniques égales B' et G' engrenant avec une troisième D à axe fixe), la formule [1], dans laquelle il faut faire wc = — wb, devient
Wa (Bc — Cb) = wn (Bc + Cb).
Soit, par exemple,
JBc_ 61-41 __ 2501 6C ~ STÏÔ "" 2499 '
il en résulte
waz=:2500w,.
Ainsi, pendant que chacune des roues B et G fait un tour, le bras A et son arbre en font 2500.
Les rayons des quatre roues du système épicycloïdal doivent satisfaire à la condition iî -f- fe = € + c; les nombres 61 , 51, 49 et 41 sont ceux de leurs dents,
III. Dans les figures nM 5 et 107 la barre A est liée invariablement à Tarbre MN, qui participe à la rotation wa- H pourrait en être autrement : les trois corps A, B, G qui tournent autour du môme axe géométrique MX peuvent être libres sur l'arbre, ou bien Tun quelconque des trois peut y être fixement attaché et par conséquent Tentraîner dans sa rotation. Dans la figure 15, le double pignon est partie au-dessus, partie au-dessous de la barre; il peut au besoin être tout entier d'un côté ou de Tautre, comme dans les figures 102 et 107.
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1 65. Exemple : Horlocpe hebdomadaire et lanalre. -— Dans
le système de rouages indiqué par la figure 108, les rotations des deux arbres parallèles KL et MIV sont liées de manière que, tandis que le premier, KL^ mené par un mécanisme d'horloge ordinaire^ fait un tour en une semaine, le second, MIV, doit faire le sien en un mots lunairey dont la durée moyenne est de 29 jours, 530 588.
Des aiguilles étant fixées sur ces arbres ou sur d'autres ayant le même rapport de vitesses angulaires, la première marque sur un cadran le jour de la semaine, et l'autre indique Tâge de la lune. Le tour du cadran est donc divisé pour la première aiguille en 7 parties égales, et pour la seconde en 30 parties, dont la dernière n'est que les 0,53 de chacune des 29 autres.
Le rapport des vitesses angulaires réciproques aux durées des
. , . ^ . . 29,530 588 révolutions doit être •
Voici comment Pecqueur, mécanicien constructeur à Paris, a réalisé cette condition très-approximativement.
La roue a, calée sur son arbre KL, engrène avec la roue A, folle sur son arbre MIV, laquelle porte et entraîne un canon creux où tourne librement Tarbre PQ, lié aux deux roues b et e. La roue b engrène avec la roue B, qui est immobile et dont le centre est dans l'axe géométrique de Tarbre MX. La roue o engrène avec une roue G calée sur ce même arbre MIV.
En conservant les notations précédentes et faisant Wb = o dans la dernière équation [1]» on en tire
wa_ hC Wc bC — cB *
d'où, à cause de w^Aziz wa-a, on conclut
Wa A hC
W(: a hC — cB ^ ^
Pour obtenir les valeurs qu'il convient de donner aux quan-
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tilés A, a, B, ô, C el c, qui seront les nombres entiers de dents des six roues, on remplace le rapport donné par une fraction ordinaire qui en diffère très-peu et qu'on obtient par la méthode des fractions continues.
On décompose les deux termes de la fraction approximative en leurs facteurs premiers. On est ainsi conduit à poser
wa _ 188190 _ 2 27.5. 17-41 wc~ 44609 ~ 311 439 '
expression qu'on parvient sans grande difficulté à identifier avec la formule [2] en faisant, comme a fait Pecqueur,
A _ 54 hC_ 8541
a 31 cB 6233'
ce qui donne
wa _ 84 85. 41 _ 5485.41 _ 188190
Cette expression fractionnaire ne diffère presque pas du rapport indiqué, car elle est égale à
29,530 585 7... ,. ' 29,530 588 -— au lieu de = ,
de sorte que Fhorloge dont il s'agit pourrait marcher pendant 7000 jours ou 19 ans, avant de se trouver en retard de 0,0023 de jour ou 3 minutes 1/3 sur l'âge moyen de la lune.
Le nombre 1439, qui entre en facteur dans l'expression du rapport approché, étant premier, on n'aurait pu réaliser ce rapport par un train de roues à axes fixes, à moins que Tune d'elles n'eût eu 1439 dents. On voit que la communication des rotations par mouvement épicycloïdal réduit la difiiculté à rem-
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placer ce nombre par la différence de deux nombres, dont l'un soit le produit de deux facteurs de 188 190, et Tautre décomposable en deux facteurs qui ne soient ni trop petits ni trop grands pour être les nombres des dents des roues c et B.
164. Exemple de l'emploi de plusieurs mouTements épicyeloldanx sur un même bras. — La pièce A (fig. 109) tournant autour du même axe MN que les deux roues B et C porte tçois doubles pignons formés des roues b' et B', b et c, C" et c". En appelant W, W et W" les vitesses angulaires de ces trois doubles pignons relativement au corps tournant A, on verra, toujours d'après la considération de la composition des vitesses, qu'on a
en S, Wb = WBf,
en T, Wc = WC",
hV
en S', wbH = waB + WV = w^B+W — p ,
en T", WcC = WjjC + W V= WiJC + W -7;. ;
d'où
iBt! CCf\ BBl ce
formule dont Tanalogie avec Téquation [1] du no 162 est facile à apercevoir.
Remarque. — Les communications de rotations qui viennent d'être supposées obtenues par des engrenages pourraient être réalisées par des poulies et courroies sans fin, si ce n'est que Texactitude précise des rapports risquerait d'être altérée par le glissement de ces organes.
Communication par mouventent épieyeloidal sphé
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riqne (n° 16 du tableau synoptique). — Le mécanisme mis sous le no 16 est une extension de celqi qui a été indiqué précédemment (150) par la figure 104,
La pièce A, qui peut être une roue ou une poulie tournant autour de Taxe MIV, porte et entraîne un double pignon bc mobile, relativement à cette pièce A, autour de Taxe PQ, perpendiculaire à MN. Les deux roues coniques b et c fixées sur un canon engrènent respectivement avec les deux roues coniques B et C, qui tournent toutes deux autour de Taxe géométrique MIV.
On trouve, en suivant la même marche qu'au n* 162, la relation qui lie les vitesses angulaires wa? wb et iwc du corps A et des deux roues B et G.
En désignant par È, C, 6, c les rayons primitifs des quatre roues, et par fV la vitesse angulaire du double pignon relativement au corps tournant A, on a
en S, wj,B + Wh=zw^B,
en T, waC -t' Wc =: wcC ;
d'où
formule générale quant aux signes des rotations, qui détermine une quelconque des trois vitesses angulaires autour de MN, en fonction des deux autres, ou l'un de leurs deux rapports en fonction de l'autre.
Remarque. — Si la roue conique C, au lieu d'être au-dessous de Taxe PQ, était au-dessus, du même côté que la rouç B, il faudrait dans la dernière formule changer le signe de c.
Cas particulier. Addition de deux vitesses angulaires. Si dans
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la formule précédente on fait t- = - > ou, plus simplement,
fig. no, si Ton réduit le double pignon à une seule roue en mouvement épicycloïdal, engrenant avec deux roues égales B et C, ce qui revient à faire b:=c et en même temps B = C^ réquation devient, comme il serait très-aisé de le voir directement,
2wa = Wb + wc;
ainsi, lorsque w^ et tuc sont variables, wj, varie proportionnelle* ment à leur somme.
Théorie g^énérale des trains éplcycloidanx. — Les
exemples précédents indiquent une marcbe facile et sûre pour résoudre toutes les questions analogues à celles qui viennent d'être traitées; il suffit pour cela de s'appuyer sur la notion évidente de la composition de deux vitesses de même sens ou de sens contraires suivant une même droite. Mais les relations qui existent entre les vitesses absolues ou relatives des diverses parties d'un système en mouvement épicycloïdal peuvent être exprimées par des formules générales, dont l'emploi est utile, surtout lorsque, comme dans l'exemple du u9 164, plusieurs axes de rotation relative sont entraînés dans un même mouvement circulaire absolu autour de Taxe principal.
La figure IH aidera à comprendre ce qu'il faut entendre par un train épicycloïdal (*).
AA est un corps solide tournant autour de Taxe géométrique fixe MX. Il entraîne dans son mouvement un système d'arbres tournants PP, QQ, RR, ... dont les axes sont fixes relativement
(*) Les nolioDs qui suivent sont la plupart empruntâmes pour le fond à rouvrnge déjà cité de M. Willis (Principîes ofmechanism), pa^^es 361 et siiiv. Les démonstrations qu'on va lire sont différentes des siennes et plus simples, parce qu'elles soûl tirées immédiatement de la théorie de la composiiion des rotations numéros 61 et suiv.
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à ce corps solide AA, lequel remplit à Tégard du système la fonction du bâti ou support fixe d'un mécanisme ordinaire composé de diverses pièces tournantes. Ce support tournant, auquel M.WilIis a donné le nom de bras porte-train (train-bearing arm), a le plus souvent la forme d'une simple barre ; mais en général sa forme est appropriée aux pièces qu'il soutient et emporte dans son mouvement circulaire.
i\ Les arbres PP, QQ, RR, ... ainsi entraînés par le support AA, sont en relation entre eux par engrenages ou par poulies et courroies sans fin, de manière que ces corps étant considérés relativement au support pris pour système invariable de com« paraison, le mouvement de rotation du premier arbre PP se lie en rapport déterminé à celui du second QQ, celui-ci à la rotation du troisième RR^ et ainsi de suite. (F^es axes de ces arbres successifs peuvent n'être pas dans un même plan, comme la figure 111 les suppose pour plus de simplicité.)
De plus, le premier des arbres entraînés, PP, est lié par engrenage ou par courroie à une roue B tournant simplement, comme le support AA, autour de Taxe géométrique MX, mais avec une vitesse angulaire généralement différente.
Enfin le dernier des arbres entraînés (dans la figure 1 11 c'est Farbre RR) peut aussi être lié par roue dentée ou par poulie et courroie sans fin, à une autre roue ou poulie G, tournant simplement comme B et AA, mais avec une vitesse angulaire généralement ditférente, autour de Taxe MN.
Cet ensemble est appelé par M. Willis epicyclic train, qu'on peut traduire par train épicycloïdal.
Un cas particulier qui pourrait se réaliser est celui où les trois vitesses angulaires des deux roues extrêmes B et G et du support AA seraient égales et de même sens. Alors tout Pensemble, roues B et G, support et ses rouages, tournerait autour de Taxe géométrique principal MX, comme s'il était solidifié. Il serait en repos relativement au support tournant.
Un autre cas particulier utile à considérer est celui où le bras
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porte-lrain est en repos. Le mouvement de chaque pièce de l'ensemble est alors une rotation simple, et toutes les rotations ont entre elles des rapports conformes aux règles précédemment établies (159).
Dans le cas général où le support AA et la roue B ont des vitesses angulaires différentes^ le mouvement d'une quelconque des pièces entraînées est un mouvement composé de la rotation d'entraînement du support et de la rotation simple de cette pièce relativement au support pris pour système solide de comparaison.
Cela posé et bien compris, deux questions se présentent :
Première (question. Les proportions des divers rouages étant données^ trouver la relation entre les trois vitesses du bras porte" train AA et des deux roues extrêmes B et G*
Appelons ces trois vitesses Wa, wb et wc, supposées positives quand elles sont dans un certain sens autour de MS, et négatives dajj|s le cas contraire; introduisons dans )e calcul les vitesses angulaires des roues B et G relativement au support AA, et désignons ces vitesses relatives par ff^^ et fT^j dont les valeurs sont également susceptibles de Tun ou l'autre signe.
La rotation absolue wb est la résultante de la rotation d'entraînement wa et de la rotation relative f^B ; et comme ces vitesses sont autour d'un même axe, il en résulte, eu égard aux signes, l'équation
De même wc est la résultante ou la somme algébrique de la même vitesse d'entraînement et de la rotalion relative ff^c ; ainsi
Or les rotations fV^ et ff^c ont entre elles on rapport facile à trouver quant à sa valeur numérique et à son signe, lorsque les proportions du train sont données, puisque ce raf^ort, in-
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dépendant du mouvement du support, est précisément celui des vitesses angulaires qu'auraient les roues B et C si le bras porte-train était en repos et les rouages en mouvement. On est ainsi conduit à tirer des deux équations précédentes la relation demandée
wc — Wa W(
Wb — Wa W]
M. Willis désigne ce rapport , tantôt positif et tantôt
négatif, par la lettre unique e; en l'adoptant, mais en conservant les notations expressives Wa 9 tt^B et wc au lieu des lettre^^ a^meHn par lesquelles il indique les trois rotations, nous avons la formule
wc — Wa
Wb — Wa
Cette formule, nous le répétons, s'applique à tous les cas possibles, pourvu qu'on ait égard aux signes, c'est-à-dire aux sens des vitesses angulaires. Les proportions des rouages du
Wc
train étant données et par conséquent le rapport e égal à ---•
Wb
étant connu, on peut disposer à volonté de deux des trois vitesses angulaires iua, i«^b9 'Wc^ et calculer la troisième. Ainsi, par exemple, on peut mettre Téquation générale sous la forma
ti?c = WA(i — s)-|-WbS, [5]
où Ton remarque que wc est la somme des deux valeurs particulières que cette rotation prendrait si Ton supposait successivement les rotations wa du bras et wb de la première roue séparément nulles.
Si l'une des rotations, wa par exemple, était constante, et une autre w^ variable, la troisième ivc se composerait de deux
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parties, Tune constante proportionnelle à iua, l'autre variable proportionnelle à wb.
Le lecteur vérifiera facilement l'accord de la formule générale avec celles qui ont été obtenues directement pour les questions posées aux articles 162, 164 et i65.
Deuxième question. Les proportions des divers rouages étant données depuis la première roue B jusqu'à un arbre quelconque Q du train {dont le reste depuis l'arbre RR jusqu^à la roue C peut être supprimé), trouver la relation entre les deux vitesses angulaires absolues Wa du porte-train et w^ de la roue B, et les vitesses qui caractérisent le mouvement composé de l arbre Q.
L'axe de l'arbre entraîné Q peut être parallèle à Taxe commun MN de la rotation du bras AA et de la roue B ; il peut concourir en un point avec cet axe ; enfin il peut n'être pas avec lui dans un même plan. C'est ce qui constitue trois cas que nous allons considérer successivement.
Premier cas. Axes parallèles. L'axe de Tarbre QQ décrit alors un cylindre. Soit q sa distance à Taxe commun MIV. Le mouvement de Farbre QQ est alors composé 1° d'une translation circulaire dont la vitesse linéaire est celle de son axe^ exprimée par qwj^ , et ^° d'une rotation simple que nous désignons par ivq, parce qu'elle est égale à la vitesse angulaire de Tarbre QQ autour de son axe instantané de rotation {/o^^.
Le mouvement de l'arbre QQ peut aussi être considéré comme composé de la rotation d'entraînement wa du porte train et de la rotation ^Fq de l'arbre QQ relativement à ce support. Or les deux axes de ces rotations étant, par hypothèse^ parallèles, on a (63), quels que soient les signes, Téquation
ii;q=:Wa + ^, [6]
laquelle, jointe à celle-ci qui subsiste, comme dans la première question^ [i],
Wb = Wa + ^^B>
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donne une équation semblable à celle qui a été tout à l'heure obtenue, [3],
Wb — Wa 1^%
Ce dernier rapport dépend uniquement, grandeur et signe, des liaisons qui existent entre Tarbre Q et la roue B. C'est le rapport des rotations de ces deux corps, dans le cas où le support AA serait immobile et les rouages en mouvement. On peut encore le désigner par la lettre unique e, qui signifiera toujours le quotient algébrique obtenu en divisant la rotation y relative au support, du dernier arbre considéré par la rotation, relative au même support, de la première roue. La formule devient ainsi
Wq — IVa
=€, OU WQZ=ZWi,(i — £)+Wb£. (81
Deuxième cas. Axes MN et QQ concourants. L'axe de l'arbre QQ décrit un cône, ou un plan s'il est perpendiculaire à MX. Soit a son angle avec MN. Le mouvement absolu de Tarbre est une rotation instantanée ivq autour d'un axe mobile, mais passant constamment au point de concours des deux axes (48).
Cette vitesse angulaire xvq est la résultante de la rotation d'entraînement wa et de la rotation ff^Q de l'arbre considéré relativement au porte-train. On a donc (61)
V — ti;^2 + fipr^a j^<^^^fr^ cos a. [9]
On a d'ailleurs toujours [1]
WB=tVA+^B OU tVB=^A + 77r-^>
OU encore
Le rapport -— ^ ou e est donné par les proportions du
train; il ne reste donc dans ces deux équations [9] et [i] que deux inconnue? ^V^ et wq. •
Troisième cas. Axes MX et QQ non situés dans un même plan. L'axe de l'arbre QQ décrit un hyperboloïde de révolution dont l'axe est MIV et dont le cercle de gorge a pour rayon la distance perpendiculaire aux deux axes. Le mouvement de Tarbre solide, quel qu'il soit, peut (67) se réduire à une translation circulaire et à une certaine rotation autour d'un axe instantané. Nous désignons encore cette rotation par Wq, en continuant d'appeler f^Q la vitesse angulaire du même arbre relativement au porte-train.
On a toujours la relation [1]
Wb = wa + ^^b,
et comme le rapport --^ est encore donné par les propor-
tions du train, on obtient ff^Q comme précédemment en fonction très-simple des deux rotations de A et de B, savoir
^=:— 5(wb — Wa),
et il ne reste plus qu'à composer f^Q , rotation relative, avec wa , rotation d'entraînement, et avec la translation circulaire commune à un point de l'axe Q, suivant les règles établies à Tarticle 67 et mises en pratique à l'article 115, pour obtenir toutes les circonstances du mouvement de l'arbre QQ dans l'espace.
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Emploi pratique des traim épicycloidaux , M. Willis range en quatre classes les divers usages qu'on peut en faire.
Premier usage. Il a lieu lorsque le mouvement épioycloïdal, c'est-à dire celui d'un corps tournant autour d un axe qui tourne lui-même autour d'un autre axe, fixe, est le but spécial qu'on se propose.
Tracé mécanique des courbes épicycloidales. Si, par exemple, Taxe de l'arbre QQ mobile est parallèle à Taxe fixe MIV, un point quelconque adhérent à cet arbre et plus ou moins éloigné de son axe, décrit dans Tespace une courbe plane qui peut être dessinée sur un plan fixe par une pointe traçante T.
Le mouvement du corps QQT est alors, comme nous Pavons dit (2* question, d" cas), composé de la translation circulaire ^wa et de la rotation wq.
Mais il peut, plus simplement encore, se ramener à une rotation unique, instantanée, équivalente à un roulement cylindrique, suivant ce qui a été expliqué à larticle 66. Le plan de la figure H2 étant perpendiculaire aux axes de rotation, soient M la projection de l'axe fixe, et Q celle de l'axe mobile à un instant quelconque. La vitesse de la rotation w^ étant dans le sens de la flèche, la vitesse de la translation circulaire est représentée par QV = ^-iua. La rotation composante wq étant supposée de même sens que tu^^ Taxe instantané O du corps entraîné s'obtient en écrivant que, considéré comme invariablement lié à ce corps, il a actuellement et instantanément sa vitesse nulle dans Tespace. Or en représentant la distance OQ par X, on remarque que la vitesse du point O se compose de la translation q.Wt, dirigée au-dessus de MO, et de la vitesse jc.wq en sens contraire due à la rotation wq. Donc la situation de Taxe instantané O est donnée par l'équation
jc.WQ = ^.ti;A. [10]
Ainsi il suffirait de connaître le rapport des rotations wq et wa, et la distance q de leurs axes, pour en conclure l'autre dis-
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tance x, et se figurer que le corps entraîné QQT se meut comme s'il était invariablement lié à un cylindre dont le rayon serait x, roulant sur un cylindre fixe qui aurait MIV pour axe et MO ou y-— j: pour rayon.
Les vitesses angulaires tfQ et wi sont d'ailleurs^ comme on Ta vu, liées à la rotation k^b par l'équation [8]
ivq = w^ (1 — e) + w^& .
Concluons : 1° que si Ton se donne un train épicycloïdal et par conséquent les quantités e et ^ et si Ton assigne une valeur déterminée au rapport — des rotations de la première
roue B et du porte-train A, on pourra calculer — et par
suite X. Si Ton se donne en outre la distance r de la pointe traçante à Taxe Q, la courbe décrite sera parfaitement déterminée et pourra être griaphiquement construite par points. Dans le cas particulier où la distance r serait prise égale à x,
c'est-à-dire à a — , le point décrivant serait sur la sur-
face même du cylindre roulant et la courbe serait une épicycloïde.
2° Réciproquement, si Ton se donne .r et 7 — x, rayons des
deux cylindres dont l'un roule sur l'autre, on en conclura —
égal à ' et il ne restera plus qu'à déterminer — et s de manière à satisfaire à Téquation [8]
Cela pourra se faire d'une infinité de manières; et ce qui sera le plus simple, sans altérer la courbe décrite, sera de
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faire tiiB=o, c'est-à-dire de rendre la roue B fixe dans Tcspace. La courbe sera alors décrite par l'effet du mouvement du porte-train^ et la dernière formule se réduira à
en laissant subsister Téquation [10]
Construction graphique de la courbe épicycloîdale. L'équation [i 1] fournit le moyen de construire par points la courbe
dont il s'agit. Il suffit pour cela de considérer le rapport —
comme étant celui des déplacements angulaires simultanés du corps QQT entraîné et du porte-train. Ainsi la figure 143 étant dans le plan de la courbe, M son intersection avec Taxe fixe MIV,, et Q^ son intersection avec Taxe mobile QQ à un instant initial, soit T^^ la position à ce même instant du point décrivant. Pour obtenir un autre point T, de la courbe, on supposera que le porte-train a tourné d'un angle a, ce qui a amené l'axe mobile en Q, , et Ton tracera Q,IV, parallèle à QoTo, puis la droite Q,T, égale à Q^T^ et faisant avec Q,1V, Tangle P égal à (i — s) a , ce qui revient à faire avec le prolongement de MQ, un angle ea en sens contraire de Fangle a, si £ est positif; (et en effet dans ce cas la rotation relative Wq du rayon QT doit être de même sens que la rotation relative Wb, et puisque la roue B est immobile dans l'espace, sa rotation relativement au porte-train est égale en sens contraire à la rotation Wa de ce support ; c'est ce que dit d'ailleurs l'équation [11 quand on y fait Wb = o).
La construction qui vient d'être indiquée est conforme à ce qui a été décrit à l'article 65 pour la figure 26.
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Le tracé mécanique des courbes épicycloïdales fournit des figures très-variées appiicîïbles au dessin d*ornement. Le Traité de Cinématique de M. Ch. Laboulaye, pages 583 à 587, en offre des exemples curieux.
Deuxième usage des trains épictcloïdaux. Ce genre de mécanistne sert à établir entre les vitesses angulaires de deux arbres un rapport exprimé par deux nombres dont les facteurs premiers sont très-grands. Nous en avons vu un exemple à Farlicle 463. A cette classe des applications se rapporte le cas où, deux rotations étant données, on en obtient une troisième égale à la demisomme des deux autres, comme il est expliqué à l'article 165.
Troisième usage. II a lieu lorsque» une rotation étant donnée, on veut en obtenir tme autre beaucoup plus lente. L'article 162 en indique un exemple.
Quatrième usage. Ce dernier emploi d'un train épicycloïdal se réalise lorsque, comme nous l'avons dit en terminant la, solution de la deuxième question, page 223, deux rotations étant données, Tune constante, l'autre variable, il s'agit d'en obtenir une troisième, composée de deux parties respectivement proportionnelles à ces deux rotations.
2^ GENRE. RAPPORT DES VITESSES GONSTAKT. AXES CONGOURAtlTS.
167. Contact Immédiat. — 17. Cônes roulants,*-*^ i8. Engrenage conique. Nous n'avons rien à ajouter ici à ce qui ajété dit au chapitre III, articles 106 et 107. Les mécanismes indiqués ci-après (169, 170 et 171) sont applicables an cas particulier où les axes exlrèines soal dans un même plan.
3' gënke. rappokt Dr.s vitesses constant, axks non sitoés dans on mêmb plan.
Axes reetangnlaires, contact immédiat. — 19. Vis
sans fin, La théorie de ce mécanisme a été expliquée aux articles 1 10 et suivants, où l'on a vu la distinction à faire entre la vis sans fin à simple contact et la vis à contact curviligne connue sous le nom abrégé de vis tangente.
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iG9. Axes pouvant faire un angle quelconque, contaet immédiat. — 20. Engrenage hyperboloïde. Ce sujet a été développé aux articles H4t et suivants. Ce genre d'engrenage peut être employé lorsque les axes sont trop rapprochés pour permettre Tetnploi de la vis sans fin. II est d'ailleurs plus favorable sous le rapport du frottement.
I70« Aïke intermédiaire concourant avec les deux autres.
— 21. Quatre roues coniques, La figure indique suffisamment cette combinaison.
171. Axe Intermédiaire concourant avec l'un des axes extrêmes, et parallèle à l'autre. — 22. Deux roues dentées coniques et deux roues cylindriques. Ces deux dernières peuvent
être remplacées par deux poulies et une courroie sans fin.
Deux axes intermédiaires. — §3. Poulies de renvoi
Quels que soient les deux axes A et B des deux rotations à mettre en communication, on peut se les représenter comme horizontaux. Les plans moyens des deux poulies sont verticaux et se coupent suivant une verticale IL Des points C et D pris à volonté sur cette droite, on mène les tangentes CE, CF, DG, DH ; dans les angles ECF, GDH, on dispose deux poulies dites de renvoi^ C et D, dont on assujettit les axes perpendiculairement aux plans de ces deux angles; la corde sans fin ECFHDGE embrasse les quatre poulies, de manière que le mouvement de l'une d'elles entraîne la rotation des trois autres.
175. Courroie sans On oblique. — 24. Une seule courroie sans fin sur deux poulies non parallèles. Cette disposition est fondée sur un fait remarquable : lorsqu'une courroie passe sur une poulie, il faut, pour qu'elle s'y maintienne, que la partie AB (fig. 114) qui se transporte vers cette poulie ait sa ligne-milieu dans le plan moyen de la pculio, ;;>erî?endiculaire à son axe de
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rotation; mais il est sans inconvénient que la partie CD, qui quitte la poulie, ait une certaine obliquité. Cela vient de ce que la courroie, une fois appliquée en B sur la poulie, tourne avec elle et y est retenue par le frottement. La force qui agit suivant CD tend la courroie et lui donne cette direction à mesure qu'elle quitte la poulie, mais ne la fait pas glisser. Aussi est-ce sur la partie AB qu'on agit transversalement, quand on veut désembrayer la courroie, la retirer de la poulie en mouvement, comme nous le verrons, article 212.
Cela posé, le mécanisme représenté sous le n® 24 du tableau synoptique, par deux projections verticales et une horizontale, est facile à comprendre. Le mouvement a lieu dans le sens marqué par les flèches. La branche montante de la courroie, oblique sur le plan de la poulie inférieure qu'elle quitte, se ^eut dans le plan de la poulie supérieure vers laquelle elle se transporte; la branche descendante, oblique sur la poulie supérieure d'où elle vient, se meut dans le plan de la poulie inférieure oii elle va. Si Von faisait tourner les poulies contrairement au sens indiqué ^ la courroie se désembrayerait spontanément,
La figure il5 va nous servir à étudier d'une manière plus précise les conditions géométriques de cette disposition. On connaît les rayons des deux poulies, la distance h de leurs axes supposés horizontaux, et leur angle a. On prend pour plan horizontal de projection celui qui contient l'axe inférieur KO' , et, pour plan vertical de projection, un plan perpendiculaire à Taxe de la poulie supérieure. On trace à volonté la ligne de terre x'x, puis, par un point quelconque M du plan horizontal on mène l'axe KO' de l'arbre inférieur, faisant avec une perpendiculaire à la ligne de terre Tangle a. Prenant à volonté le centre O' de la poulie inférieure, on construit l'ellipse BCA, projection verticale de la circonférence de cette poulie. Il ne s'agit plus que de trouver sur l'horizontale NO, , située à la distance h de x'x, le centre O, d'une circonférence dont le rayon est connu, et qui doit satisfaire à cette condition : que
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AB et DA, étant les deux tangentes communes à la circonférence et à Tellipse, les deux points de contact A et A, soient sur une même verticale qui sera la commune intersection des plans moyens des deux poulies; de sorte que le point A, où la courroie quitte la poulie supérieure, est dans le plan de la poulie inférieure, et le point A, où elle quitte cette dernière est dans le plan de Tautre. On résout graphiquement ce problème par tâtonnement,, en essayant successivement quelques positions du centre 0, et construisant une courbe d'erreur qui coupe Thorizontale NO, au point cherché.
Lorsque les axes des poulies sont suffisamment éloignés Tun de Tautre, comparativement à leurs rayons, les tangentes AB, A,D sont à peu près perpendiculaires au plan parallèle aux deux axes, et par conséquent les distances A'O' et A'O'i sont trèspeu différentes des rayons.
GENRE. RAPPORT D£S VITESSES TARIABLE. AXES PARALLÈLES
174. Contact de deux cames. — Exemple : 25. Sph^ale logarithmique. Voir pour la. théorie des cames les articles 124, d25 et 136.
175. Engrenages divers. — 26. Engrenage elliptique. — 27. Engrenage dérivé de V ellipse. -— 28. Engrenage de quarrés arrondis. Voir pour la théorie de ces mécanismes les articles 126 et 127. — 29. Engrenage de trois roues dentées ordi^ naires dont lune est excentrée. Ce mécanisme (indiqué en plus grand dans la figure 116) comprend trois roues dentées de même pas. L'une, dont le centre de figure est A, tourne autour de l'axe a fixe et excentrique; l'autre tourne autour de Taxe B fixe en son centre; la troisième, intermédiaire, a son centre C assujetti à se mouvoir en restant à distance invariable des centres A et B des deux autres. Appelons A^ B, C les rayons des trois roues, et soit r la distance aA, rayon de la circonfé-
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rence que décrit le centre A. La distance constante des centres C et A est égale à C + A. La distance variable Ca, à cause du triangle CaA, est assujettie à deux conditions, savoir d'être inférieure ou tout au plus égale à CA H-r, et supérieure ou tout au moins égale à CA — r. C'est pourquoi le point C, mobile sur un arc de cercle dont le rayon est B+C^ oscille entre deux positions, savoir : C dont la distance C'a au centre de rotation est C+A+f, et C" dont la distance C"a au même point est C + A — r. Dans chacune de ces positions extrêmes le rapport des vitesses angulaires Wa et Wj des roues « et B est facile à calculer, parce que le centre C est sans vitesse, et est par conséquent le centre instantané de rotation de la roue intermédiaire. On a donc dans les deux cas extrêmes :
Bwb^= {a + r) tVa, et Bw^z=. [A — r) tWa»
Le rapport des vitesses angulaires — varie donc entre
Wa A+r A — r
—^— et ,
de sorte que si Ton veut que Wa étant constante, wg varie dans le rapport de n à 1, il faudra faire
= n ou — = .
30. Cônes inverses de Roemer, La figure donne Tidée d*un système de rouage proposé par le célèbre astronome danois Roemer (1644 à 1710) pour faire varier le rapport des vitesses angulaires de deux arbres. Les deux axes AA, et BB, sont parallèles. Autour du premier tourne un tronc de côtie armé dans toute sa hauteur de côtes saillantes analogues aux dents des roues d'engrenages coniques. Autour du second tourne un
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autre tronc de cône dont le sommet B, est opposé à celui du premier, et il est garni de chevilles qui successivement se logent dans les cannelures de celui-ci. Soient r et iî les rayons primitifs des bases supérieures; r^ et H, ceux des bases inférieures. Lorsque la cheville située dans la base supérieure engrène avec le cône cannelé, le rapport des vitesses angulaires
autour de AA, et BB, est égal à — ; lorsque c/est la che-
ville inférieure, ce rapport devient — ^. Les chevilles inter-
médiaires établissent la transition de Tune à l'autre de ces valeurs, et sont disposées suivant une courbe primitive qu'on déterminera par une construction graphique exécutée sur le développement des deux cônes primitifs.
Remarques. — I, Lorsque le mouvement du cône cannelé est uniforme, le mouvement du cône à chevilles est périodiquement uniforme, chaque période ayant la durée d'une révolution de cette dernière roue ; si le nombre des cannelures et celui des chevilles sont premiers entre eux, la même cannelure est successivement en contact avec les diverses chevilles de la seconde roue. Cette propriété distingue essentiellement les roues dont il s'agit ici de celles qui sont indiquées à l'article 174.
IL Les deux axes de rotation pourraient n'être pas parallèles; il suffirait que les deux cônes primitifs fussent tangents suivant une génératrice commune et fjtip, par conséquent, les axes fussent dans un même plan. L'un des cônes pourrait devenir un cylindre.
SI. Secteurs dentés engrenant alternativement. Ce mécanisme est une application immédiate de ce qui est expliqué à l'article j 26, V.
32 Engrenage intermittent. Voir sur ce sujet l'article 430, où les deux rques font simultanément un dixième de tour, après quoi Tune des roues s^arréte pendant que Tautre achève
CINÉMATIQUE. SECT. II, CHAP. II
d'accomplir un tour entier. Ajoutons seulement ici que si les deux roues devaient se mouvoir ensemble pendant une plus grande fraction du tour entier, il faudrait que la roue qui tourne continuellement portât plusieurs dents consécutives s'engrenant dans un même nombre d'intervalles creusés au pourtour de la roue intermittente. Cest ce qu'indiquent la figure li7 et le n° 3*2. du tableau synoptique, dans lesquels la roue intermittente C fait un quart de tour à chaque révolution complète de Tautre roue C
Les mécanismes intermittents ont en général un inconvénient : c'est celui du choc qui a lieu chaque fois que la pièce en mouvement continu recommence à agir sur l'autre pièce en repos, choc d'autant plus sensible que la vitesse du corps choquant, à l'endroit du contact, est considérable. La figure i 17 montre un moyen d'atténuer cet effet nuisible; deux cames AB, A'B', sont fixées sur les faces latérales d'un même côté des roues C et C ; la came AB est en saillie sur la projection du contour de la roue intermittente C, l'autre came, A'B', est en dedans du contour de la roue C Ces deux cames sont disposées de manière à se toucher en B et B', à Tinstant où la dent D' de la roue C\ tournant dans le sens indiqué par la flèche, va bientôt atteindre la dent D de la roue intermittente. Ainsi au lieu d'un choc il y en a deux, mais beaucoup moindres. Nous démontrerons théoriquement ailleurs l'avantage de ces chocs échelonnés.
Dans la figure 117, les rayons CT, C'T, des cercles primitifs de Tengrenage sont égaux, mais cette condition n'est pas nécessaire.
176. Manivelles. — 33. Deux manivelles^ l'une à bouton f Vautre à coulisse. Soient A et A' les axes de rotation projetés sur un plan qui leur est perpendiculaire. Soit leur distance AA' = rt (fig. 118), et soit r la dislance constante du centre B du bouton de la manivelle AB à son axe A. En ap-
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pelant a et a' les angles BAC et BA'C des deux manivelles • avec le plan AA', on a
rsina ,, , da' r^ — ar COS a , tang a! = , d au r— , = r^da .
da
— est le rapport des vitesses angulaires w' et w, qui varie
entre les deux valeurs qu'il prend quand les angles a et cf! sont nuls, et quand ils sont égaux à i80'\
Les équations précédentes confirment, ce qu'on reconnaît immédiatement, qu'on a :
dans le premier cas,
ti;.r=:ti/(r — a),
et dans le second ,
iu.r=w'(r + «).
34. Deux manivelles égales unies par une bielle. Cette bielle est plus grande que la distance des deux axes de rotation. Le rapport des vitesses des deux manivelles est déterminé par la théorie du n° 55, déjà rappelée au n** 437.
Commimicatioii par un corps flexible. •«* S5. FuséeS
Deux cônes, ou un cône et un cylindre cannelés en spirales sur lesquels s'enroule une corde ou une chaîne, servent à faire varier le rapport des vitesses angulaires de deux arbres parallèles^ suivant une loi évidente.
56. Deux poulies dont Vune est excentrique, La théorie de ce mécanisme est expliquée aux n°» 146 et 148. Un poids dit tendeur sert à maintenir la tension de la corde sans fin.
57. Pédale du tourneur. Ce mécanisme imprime au cylindre sur lequel s'enroule la corde une vitesse angulaire à peu près proportionnelle à celle de la pédale où cette corde est attachée. Le ressort supérieur maintient la tension.
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GENRE. RAPPOBT DES VITESSES VARIABLE. AXES NON PARALLÈLES
178. Communicatioii par croisillon. — Z&> Joint brisé de Cardan. Voir à ce sujet le n*» 143. Lorsque l'angle des deux axes est trop ^rand pour qu'on puisse lier leurs rotations par un seul joint, ou bien encore lorsque les deux axes ne sont pas dans un môme plan, on peut les lier par un arbre intermédiaire et par deux joints établis à ses intersections avec les deux arbres donnés.
1 79. Commanication immédiate par engrenaffe.-^S9 Roue
dentée excentrique et long pignon. Ce mécanisme, imaginé par Huyghens, est applicable au cas où les deux axes concourent et sont à angle droit. La roue, armée d'un grand nombre de dents, forme une sorte de couronne dont la base plane et circulaire tourne autour d'un axe qui lui est perpendiculaire et qui passe en un point intérieur autre que le centre. Le pignon parallèle à cette base est assez long pour pouvoir engrener avec la roue dans ses diverses positions. Les dents du pignon étant cylindriques ne peuvent à chaque instant toucher celles de la roue qu'en un point. Aussi ce genre d'engrenage ne pourrait-il être convenablement employé que dans le cas où la pression mutuelle des dents serait faible et leur mouvement très-lent.
40. Vis sans fin à inclinaison variable. Si l'on modifie la vis sans fin en donnant à ses filets parallèles une inclinaison variable, il en résulte que tandis que la vis tourne uniformément autour de son axe, la roue avec laquelle elle engrène a une vitesse angulaire variable par périodes dont la durée est celle d'une révolution entière de la vis.
41. Engrenage d'angle intermittent. Le mécanisme décrit à rarticlei74, n*" S2, est applicable par analogie au cas où les deux axes de rotation, au lieu d'être parallèles, se rencontrent en un point. Les courbes de la figure il2 sont alors tracées sur une sphère dont le centre est au point de concours des axes.
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et les surfaces de contact, cylindriques dans Thypothèse de la figure 117, deviennent coniques, ayant pour sommet ce même poinl.
180. Commniiicatioii par bielle. — 4^. Deux balanciers oscillant simultanément. Ces deux corps, assujettis chacun à un axe de rotation, sont liés par une bielle. Si les deux axes étaient parallèles, les articulations de la bielle et des balanciers seraient simplement à charnière. S'ils ne sont pas parallèles, et si les articulations doivent être assujetties sans ballottement possible, il faut qu'elles soient à rotule ou à joint brisé. Mais si cette précision n'est pas nécessaire, l'assemblage s'obtient en terminant chaque balancier et la bielle par des anneaux circulaires qui s'engagent mutuellement Tun dans Tautre, disposition qui ne serait pas praticable pour un balancier qui devrait faire sa révolution entière. Du reste, les vitesses simultanées des deux articulations sont soumises à la règle de l'article 37, puisque ces deux points sont à une distance invariable.
4S- Renvois de sonnettes. Ce mécanisme, très-simple, est analogue au précédent. Des fils métalliques faisant fonctions de bielles sont attachés aux bras des balanciers par de simples nœuds.
CINÉMATIQUE. SECT. II, CHAP. II
45. Roue dentée et crémaillère. La forme des dents a été étudié à Tarticle 104. On voit dans la figure deux rouleaux qui enfîpêchent la crémaillère de s'écarter de la roue. De plus, pour l'empêcher de se mouvoir parallèlement à Taxe de la roue, on guide ses deux extrémités, ou bien, si Ton n'en guide qu'une, on munit la roue de deux joues entre lesquelles glissent les dents de la crémaillère.
46. Balancier à coulisse et tige guidée à bouton. La figure suflSt pour montrer en quoi consiste ce mécanisme fort simple. La relation variable de la vitesse linéaire de la lige et de la vitesse angulaire du balancier se calcule ainsi que la vitesse de glissement, comme l'explique l'article 82.
47. Balancier à bouton et tige guidée à coulisse, La lignemilieu de la coulisse étant perpendiculaire à la translation de la tige, un point quelconque de celle-ci supposée verticale se meut comme la projection verticale du centre du bouton qui décrit un arc circulaire. Il est utile, pour diminuer Tusure, d'entourer le bouton d'un coulisseau rectangulaire, suivant une indication de l'article 131, page 174.
i8Si. Commnnieation par l'intermédiaire d'mi corps
flexible. — 48- TreuiL Ce mécanisme, très-simple, est bien connu. Sur l'arbre cylindrique et horizontal, mis en mouvement de rotation au moyen d'une manivelle ou d'une roue à cheville, s'enroule une corde qui s'y applique en hélice et dont la partie verticale pendante supporte un fardeau. Le mouvement d'un point de cette partie de la corde est rectiligne, mais non exactement vertical, puisque à chaque tour du treuil ce point s'élève d'une quantité égale à la longueur d'une spire de l'hélice tandis qu'il s'avance horizontalement d'un pas.
49. Double treuil à gorges. Dans le treuil ordinaire dont nous venons de parler, la corde ne peut avoir qu'une longueur limitée par celle du cylindre, à moins qu'elle ne s'y enroule par couches, ce qui fait varier le rapport des vitesses. On évite ces
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deux conditions dans l'appareil indiqué par la figure 119 et le n" 49 du tableau synoptique. Les deux arbres AA et A'A' sont parallèles dans un plan que nous supposons horizontal, quoiqu'il puisse être quelconque. Ils tournent dans le même sens et avec une même vitesse^ au moyen de deux roues dentées égales, calées sur ces arbres et engrenant avec un pignon intermédiaire fixé sur Tarbre BB. Aux extrémités des arbres AA et A'A' opposées aux roues sont deux rouleaux cannelés transversalement, offrant par conséquent la forme de deux systèmes de poulies égales, C, D, E, • d'une part, C, D', E',-- de l'autre. Une corde XN-MM s'engage du côté de MM dans la poulie C où elle occupe un quart de circonférence, passe ensuite de cette poulie G à la poulie G' par-dessus; elle occupe sur G' une demi-circonférence, puis elle passe, par-dessous, de G^ à la poulie D ; elle revient par-dessus et passe à la poulie D', d^où elle va par-dessous à la poulie E', puis par-dessus à la poulie E', où elle n'occupe, suivant la supposition de la figure, qu'un quart de circonférence, après quoi la corde descend du côté de NN. Comme on le verra plus tard dans le traité où il sera question du frottement, une faible tension de la corde en NX suffit pour empêcher la corde de glisser, quoique la tension en MM soit considérable. Il est évident que le mouvement uniforme de rotation de la manivelle et des arbres détermine le mouvement uniforme et rectiligne de la corde du côté MM, mouvement prolongé autant que le permet la longueur quelconque de cette corde.
&0. Treuil conique. Dans ce cas, la vitesse de la manivelle et celle d'un point de la corde sont dans un rapport variable qu'on pourrait même assujettir à une loi donnée en remplaçant le tronc conique par une surface de révolution d'un profil convenable.
51. Bobine. La corde, ordinairement plate dans ce cas, s'enroule par couches successives les unes sur les autres, et le rapport des vitesses varie en conséquence.
242 CINfiMÀTIQUB. SBGT. II, GHAP. II.
52. Treuil différentiel. Il est formé de deux cylindres inégaux sur lesquels les deux parties extrêmes d'une même corde sont enroulées en sens contraire. La partie intermédiaire embrasse une poulie mobile dont la chape supporte un fardeau, il et r étant les deux rayons des cylindres, pour un déplacement angulaire a du treuil^ la corde s'enroule d'un côté de a A et se déroule de l'autre de ar. La partie pendante de la corde diminue de a (H — r) ; et la poulie s'élève à peu près de
- a (H — r) , tandis que Texlrémité de la manivelle dont le
jR — r
bras est h décrit Pespace aft. Le rapport —qjT" ^®^ vitesses
peut être rendu aussi petit qu'on veut (d'où Ton conclut en dynamique que le rapport de Tefifort exercé sur la manivelle au poids du fardeau peut être aussi arbitrairement diminué).
L'inconvénient le plus palpable qui s'oppose à l'emploi pratique de ce mécanisme est la grande longueur de corde nécessaire, pour une médiocre élévation obtenue. Soient h cette hauteur et l la longueur de corde qui se déroule de dessus le petit cylindre. On a, d'après ce qui vient d'être dit,
^ = -a(il — r) et l=:ar, d'où ^ =
il faut donc que la longueur totale de la corde soit plus grande que
2/tr ^, 2A«
n ou
53. Palan différentiel de Wilson. Cet appareil de nouvelle invention a une grande analogie avec le treuil différentiel; il en diffère principalement en ce que la corde, au lieu d'être fixée par ses deux extrémités sur les cylindres inégaux, est une corde ou plutôt une chaîne sans fin. Les deux cylindres sont remplacés par deux poulies R et R' calées sur un même arbre tournant,
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et creusées chacune en gorge dans laquelle la chaîne s'engage sans pouvoir gh'sser longitudinalement. Les quatre parties verticales de la chaîne supportent deux poulies p eip' h Tune desquelles est suspendu un fardeau qu'il s'agit d'élever en imprimant un mouvement de rotation au système des deux poulies supérieures. La figure montre comment la chaîne sans fm est disposée. Un de ses points pris d'abord sur la partie A montOi passe sur la grande poulie R, descend suivant la droite B, parcourt le dessous de la poulie p', puis remonte suivant G vers la petite poulie R' ; il en parcourt la demi-circonférence supérieure, puis il redescend vers la poulie chargée p sous laquelle il passe^ après quoi il remonte suivant D vers la grande poulie supé* rieure R, et ainsi de suite. La somme des longueurs des quatre parties de la chaîne étant constante, il en résulte qu'autant la poulie p monte^ autant la poulie p descend. Il ne reste qu'à trouver la relation de la vitesse angulaire w de Tarbre supérieur ou de sa manivelle avec la vitesse linéaire v du centre de la poulie montante ;?. Or, pendant Tunité de temps^ un point de la partie A de la chaîne s'élève de wR, tandis qu'un point de la partie D s'abaisse de wR'; donc l'ensemble de ces deux parties s'est raccourci de wR — wR\ et par conséquent la poulie p s'est relevée de la moitié de cette quantité. On a donc
w II — R') v =
d'où il suit que dans cet appareil, comme dans le treuil différentiel^ le rapport de la vitesse wb de la manivelle à la vitesse v de la poulie ascendante est
54. Tambour ou secteur lié à une tige tangente, par des chaînes
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OU des lamères. Le tambour oo secteur est mis en mouvement par une manivelle ou par un balancier plus ou mcûns long.
S&. Tambour ou secteur et corde passant sur deux poulies de renvoi. A la corde est attaché un corps dont le nKmvement alternatif est guidé.
56. Archet et foret. Ce mécanisme, bien connu dans les ateliers, s'explique par la figure.
183. G«Bu«iUc»ti*m pmr riMtemédSjdM d'ut Mrps m- U4e. — 57. Balancier, bielle et tige guidée. Le rapport des vitesses du balancier et de la tige se détermine par les considérations de Tarticle 56.
58. Balancier d support oscillant et tige guidée. Le balancier est immédiatement articulé, d'une part^ en A à la tige assujettie à un mouvement rectiligne; d'antre part, en B^ au support oscillant autour d^un axe fibie C. A chaque instant le centre instantané de rotation du balancier est à la rencontre de la droite CB et de la perpendiculaire en A à la direction de fat tige.
&9. Balancier à bride. — 60. ParalUlogramme articulé de Watt. La thé<Mrie de ces mécanismes est étudiée amx articles 438 et 439.
61. Zigsag. Ce mécanisme se compose d'une suite de losanges articulés dont le premier a son sommet fixe en C, et le dernier a son sommet A sur une tige guidée AB. En aj^pelant m nombre des losanges, « la longueur de leurs côtés, a l'angle variable de ces côtés avec la direction de la tige, x la distance de l'axe de rotation fixe € au dernier scHumel A, on a
éx ^a,
x=2Mioasa, d'où — = iii«sincs — ,
relation de la vitesse linéaire de la tige et de la vitesse angulaire des leviers disposés en pn4<Migement de d^ix côtés du
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2« «ENRB. TRAHSLiTIOH PARALLÈLE À l'aXE DE LA ROTATIOH.
184. Commwnîcatlon immédiate. — 6S. Cylindre à rainure et bouton glissant. Dans le cylindre est creusée une rainure de largeur constante, où pénètre une cheville cylindrique dont le diamètre est presque égal à cette largeur. La cheville Hée à un corps solide guidé ne peut se mouvoir que parallèlement à Taxe du cylindre. Celui-ci^ en tournant, détermine la translation rectiligne de la cheville, suivant une loi qui dépend de l'inclinaison de la rainure sur les génératrices qu'elle traverse.
63. Vis sans fin et crémaillère. — 64. Vis tournant simplement et écrou guidé en translation. Ces deux cas ont une analogie évidente avec le précédent. Dans Texemple 62 la vis est assujettie par un collier A à ne se mouvoir que circulairement et non longitudinalement ; i'écrou guidé ne peut tourner.
65. Tracé mécanique d'une hélice. La fonction de ce méca» nisme est, pour ainsi dire, réciproque de celle du numéro 6S. Le cylindre sur lequel il s'agit de tracer Thélice est mis en mouvement de rotation à Taide d'une manivelle ou autrement. Ce mouvement, au moyen d'un engrenage^ détermine la rotation, sans translation , d'une vis dont Taxe est parallèle à celui du cylindre. La vis fait mouvoir en translation un écrou guidé qui porte une pointe traçante en contact avec le cylindre. Cette pointe décrit sur le cylindre une hélice dont le pas est à celui de la vis dans le rapport inverse des vitesses angulaires du cylindre et de la vis^ ou dans le rapport direct des diamètres primitifs des deux roues dentées.
66. Foret à vis. Une tige verticale en forme de vis à filets fortement inclinés porte à une[extrémité un outil à percer les métaux, dit foret; à l'autre extrémité est un pivot engagé dans une sorte de pomme de canne qu'un ouvrier tient à peu près immobile d'une main, tandis que de l'autre il saisit un long écrou que la vis traverse et qu'il fait mouvoir alternativement de
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haut en bas et de bas en haut ; d'où il résulte que la vis et le foret tournent horizontalement et alternativement dans les deux sens. Ce cas est géométriquement analogue aux précédents-, la différence est qu'ici c'est l'écrou qui fait mouvoir la vis.
67. Ecrou tournant simplement et vis en translation. A chaque tour de Fécrou, la vis s'avance d'un pas des filets^ quel que soit leur nombre.
68. J>€ux vis inverses. Ces deux vis en prolongement Tune de l'autre ont leurs filets de sens contraires ; elles s'engagent dans deux écrous qui, ne pouvant tourner, se rapprochent ou s'éloignent suivant qu'on donne à la vis à droite la rotation directe ou la rotation rétrograde.
69. Vis tournant dans un écrou fixe. Dans ce cas la vis n'a plus un mouvement simple de rotation^ mais un mouvement béliçoîde composé de translation et de rotation. La presse à vis et la presse à timbrer offrent des exemples vulgaires de cet eniploi de la vis.
Si la vis doit recevoir son mouvement béliçoîde d'un engrenage ou d'une courroie, il faut que la roue dentée ou la poulie qui tourne autour du même axe géométrique que la vis ait un mouvement de rotation, c'est-à-dire ne se déplace pas suivant Taxe, On obtient ce résultat par la disposition qu'indique le numéro 69 du tableau. La roue ou poulie est liée à une goi^e tournant dans un palier fixe. L'arbre qui traverse la roue tourne forcément avec elle, mais peut y glisser longitudinalement, ces deux pièces n'étant assemblées qu'à frottement doux, avec rainure et languette. Ce même arbre a une portion filetée, c'està-dire taillée en vis, qui, lorsqu'elle tourne^ s'avance ou recule dans l'écrou fixe où elle est engagée.
70. Vis différentielle. Deux vis de pas différents sur un même arbre tournent dans deux écrous, l'un immobile A, l'autre guidé B et ne pouvant avoir qu'un mouvement de translation. A chaque tour de l'arbre, celui-ci s'avance d'un pas de Técrou immobile et de sa vis ; mais si les deux vis sont de même sens.
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récrou mobile recule, sur Tarbre, d'un pas de sa vis; donc il ne s'éloigne de Tautre écrou que d'une quantité égale à l'excès du premier pas sur le second. Si, par exemple, la différence des pas est de ifW de millimètre, la vis tournant de 2*», angle facile à mesurer sur un limbe gradué, fera théoriquement marcher récrou mobile de -1/1800® de millimètre. Mais ce mécanisme n'a pas l'utilité pratique qn'on pourrait lui attribuer, parce que la précision des mouvements est altérée par le jeu inévitable des vis dans leurs écrous, et de Técrou mobile entre ses guides.
Commanicatlon par engrenages intermédiaires
71 . Machine à aléser. Un arbre cylindrique creux A A A' A' tourne sans translation sur les deux paliers fixes B, B', reposant sur deux poupées CB, C'B'. Il reçoit son mouvement par une roue DD calée à l'une de ses extrémités ; il entraîne dans sa rota^ tion la roue EE calée aussi sur lui, vers l'autre extrémité, maïs dans l'intervalle des poupées. A l'intérieur de cet arbre creux est un arbre plein cylindrique FF', portant une longue vis à filets quarrés dans l'espace compris entre la roue EE et la poupée C'B' ; et à son extrémité F, en dehors de l'intervalle des poupées, est calée une roue HH, dont le mouvement est lié à celui de la roue EE au moyen des roues dentées I et K calées sur le petit arbre LL tournant sur deux paliers fixés à la poupée C.
Sur la vis de Tarbre FF' se meut un écrou M faisant corps solide avec le porte-outil NN, auquel se trouve fixé le ciseau qui rabote ou alèse la paroi intérieure du cylindre immobile OO. L'écrou M, intérieur à l'arbre creux, et l'anneau extérieur qui entoure ce même arbre et sert de base aux branches N, N, du porte-outil , sont liés entre eux par une languette qui glisse dans une rainure PP, ouverture longitudinale pratiquée dans l'arbre creux. Il en résulte que le porte-outil possède un mouvement composé d'une translation le long de la rainure (translation déterminée par la rotation de la vis relativement à Tarbre
tiv.
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^reux), et d'une rotation égale à celle de l'arbre creux qui Tentralne.
Comme il importe que l'outil aléseur ait une translation trèslente comparativement à sa vitesse rotatoire dans le cylindre €K>, les engrenages des roues E, K, I et H, sont calculés de manière que la vitesse angulaire de la vis soit très-petite comparativement à celle de Tarbre creux. Si les quatre roues avaient un même nombre de dents, les deux extrêmes E et H auraient la même vitesse angulaire^ dans le même sens; la vis et son écrou seraient en repos relatif dans l'arbre creux; par conséquent le porte-outil serait comme fixé sur cet arbre ; il tournerait sans avancer. Pour obtenir une marche longitudinale très-lente^ on fait en sorte que la vitesse angulaire de Técrou et par conséquent de la roue E excède un peu celle de la vis et par conséquent de la roue H^ ce qu'on réalise en donnant à la roue E moins de dents qu'à la roue H , tandis que les roues I et K en ont un même nombre d'ailleurs quelconque. Soient ^ et ir les nombres de dents respectifs des roues E et H. Pendant que les roues D et E font H révolutions, le nombre de dents qui passe au contact des roues E et K, et par conséquent aussi au contact des roues I et H, est égal à HE ; d'où il suit que la roue H fiait E révolutions. Ainsi la vis, liée à la roue H^ fait E révolutions pendant queTécrou, comme l'arbre creux, en fait H; donc Técrou, relativement à la vis, fait H — E tours pendant que les roues D et E et l'outil en font H. Or, à chaque tour qu'il fait relativement à la vis , récrou s'avance d'un pas de cette vis, ainsi que l'outil qu'il entrahie; donc pendant que la roue D, l'arbre creux et l'outil font H révolutions ^l'outil avance de H — E pas, ou bien, le pas étant désigné par p^ à chaque tour de la roue D et
de l'outil, celui-ci avance de p .
ExEHPLE : H=40, i?=39, ;i=0*,Oi. A chaque tour de la roue D et de l'outil, celui-ci avance de 0",000i5.
Reaarqve. — Les deux roues presque égales H et E pour-
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raient être situées Tune près de Tautre, en dehors de Tintervalle des poupées^ et les deux roues I et K confondues en une seule. On sait en effet que, dans le système des profils de dents en développantes de cercle, des roues différentes peuvent engrener avec une même roue, et que la distance des centres, pour deux roues données de cette espèce, est arbitraire entre certaines limites; par conséquent elle peut rester la même, quoique le nombre de dents varie quelque peu.
3" CLASSE. LIAISON DE DEUX MOUVEMENTS BEGTaiGNES.
' 186. Communleatlon Immédiate. — 72. Plan incliné en translation conduisant une tige guidée y ou deux tiges guidées , l'une à coulisse, Vautre à bouton. Ces mécanismes, qui, au point de vue géométrique, ne diffèrent pas, offrent des applications faciles de la théorie de l'article 83.
187. Communleatlon par l'Intermédiaire d'un eorps solide. — 73. Deux tiges guidées^ unies par une bielle. C'est un cas particulier du numéro 55. Si les axes des deux tiges sont dans un même plan, le centre instantané de rotation de la bielle est à l'intersection O des droites AO et A'O menées par les centres d'articulation A et A' perpendiculairement aux directions des tiges. Donc, en désignant par v et v' les vitesses des tiges, on a
— -- = --Tr ou V sin a = v' sin a!
Commnnleatioai par corde et ponlleft siinplei
74 a. Poulie fixe. On appelle ainsi une poulie dont l'axe géométrique de rotation est fixe. Les deux portions rectilignes de la corde, courroie ou chaîne qui enveloppe partiellement la poulie ont la même vitesse ; Tune d'elles doit avoir son axe ou ligne moyenne dans un plan perpendiculaire à Taxe de rotation de la poulie ; mais Tautre peut s'en écarter sensiblement (173), pourvu que la poulie tourne dans un sens déterminé. — 74 b. Deux poulies fixes ou de renvoi, La corde ou courroie a trois parties rectilignes dont la seconde, intermédiaire, rencontre les directions des deux autres prolongées. Pour que le mouvement soit possible dans les deux sens, chaque poulie a son axe de rotation perpendiculaire au plan des deux directions qui lui sont tangentes. — 75* Poulie mobile et poulie fixe de renvoi. Si les deux portions rectilignes de la corde, tangentes à la poulie mobile a, Tune en repos, l'autre en mouvement, sont parallèles, ce qui est le cas ordinaire, un point de la portion mobile et de son prolongement au delà de la poulie de renvoi b a une vitesse double de Taxe et de la chape de la poulie a qui se meuvent en ligne droite. En effet la poulie mobile roule sans glissement sur la portion immobile de la corde, et par conséquent sa circonférence a une vitesse double de celle de son centre.
1 89. Commwiitcattoii par nne eorde et nu palan. — On appelle une moufle un assemblage de plusieurs poulies, tournant dans une même chape, tantôt autour d'un même arbre, tantôt autour de divers axes parallèles situés dans un même plan. Deux moufles liées par une même corde allant alternativement de Tune h Tautre forment un palan, La chape d'une des moufles s'attache à un point fixe, l'autre chape est mobile et supporte une certaine charge. L'une des extrémités de la corde s'attache à la chape d'une des deux moufles* Chaque portion rectiligne de la corde entre les deux moufles s'appelle un courant. Tous les courants sont très-approxinuitiveQ^nt parallèles entre eux*
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La dernière portion de la corde, celle qui quitte une des moufles sans aller passer sur une poulie de Tautre, s'appelle le garant. En général la vitesse des deux courants consécutifs qui aboutissent à une même poulie fixe ont même vitesse en deux sens contraires^ tandis que des vitesses en sens contraires des deux courants qui aboutissent aune poulie mobile, Tune est en valeur absolue plus grande que Tautre d'une qi|antité égale au double de la vitesse de la cbape ; c'est ce qui résulte de ce que les deux points de contact diamétralement opposés des garants et de la poulie, étant considérés dans leur mouvement relatif à la cbape et à Taxe de cette poulie, ont des vitesses égales et de sens opposés.
Il y a lieu de distinguer les deux cas ci-après indiqués; nous supposons) pour faciliter l'explication^ que les courants sont verticaux ainsi que le garant, et que la moufle mobile monte avec une vitesse v .
76. Palan dont les deux moufles ont le même nombre n de poulies. Dans ce cas le premier courant peut être attaché à la chape de Tune ou de l'autre des deux moufles. S'il est attaché à la moufle fixe, 76 a, le premier courant est immobile et le garant descend avec une vitesse égale à 2nv; s'il est attaché à la moufle mobile^ 76 b, le premier courant a la vitesse v et le garant monte avec une vitesse (2» + 1) v .
77. Palan dont une moufle a une poulie de plus que l'autre. Dans ce cas le premier courant doit être attaché à la chape de la moufle qui a le moins de poulies. S'il est attaché à la moufle fixe, 77a, le premier garant est immobile et le garant monte avec une vitesse (2»-t- 2) v, le nombre total des poulies étant ^n + i. S'il est attaché à la moufle mobile, de n poulies, 77 b, le premier courant a la vitesse v, et le garant descend avec une vitesse égale à (2w H- 4) v .
190. Palans coningués. — Nous appelons ainsi deux palans dont les mouvements sont liés entre eux comme on le voit aux
252 GDIÉHATIQUB. 8BCT. II, CHÀP. H.
numéros 78 et 79 du tableau synoptique. Ces assemblages sont de deux espèces.
78. Palans conjugués liant deux vitesses dont le rapport est le produit de deux nombres entiers. Le garant du palan a est attaché à la moufle mobile du palan b. Supposé que le palan a ait 4 poulies et que le palan b en ait 5, si la moufle du premier a la vitesse v, son garant a la vitesse Av et par suite le garant du palan b , dont le mouvement est 5 fois plus rapide, a la vi* tesse 20 V .
79. Palans conjugués liant deux vitesses en rapport fraction^ naire. Les chapes des deux moufles mobiles sont liées par une corde distincte qui, dans la figure, passe dans une poulie de renvoi. Supposé que le palan a ait 5 poulies et que le palan b en ait 4, si la vitesse de la corde de communication est v, la vitesse du garant du palan a est 5 v et celle du garant du palan b est 4v; le rapport des vitesses des deux garants est donc 4/5.
191. Gommimleallon par des ebalnes. — - 80. Balancier à deux secteurs et deux tiges. C'est un double emploi de la liaison indiquée à l'article 489, n^" 51. Les vitesses des deux tiges sont dans le rapport des rayons des secteurs qu'elles touchent.
Transmission de monvement par nn liquide
81 . Deux pistons et un tuyau de communication. Le liquide étant incompressible et ne pouvant fuir entre les pistons et les cylindres où ils se meuvent^ le rapport des vitesses des pistons est inverse de celui des aires de leurs sections droites. La garniture qui s'oppose à la fuite du liquide peut être adhérente au piston mobile, ou au cylindre fixe. Dans ce dernier cas le piston est dit plongeur; c'est un cylindre convexe dont la longueur excède celle de l'espace qu^il doit parcourir.
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195. Commanicatioii immédiate. — 82. Balancier appuyé sur un excentrique à révolution entière, — 83. Balancier à bouton qui circule dans une rainure à révolution entière. — 84. Manivelle à révolution entière dont le bouton se meut dans une coulisse osciU lante. Le rapport des vitesses angulaires se trouve dans les trois cas, d'après la théorie de Tarticle 80, p. 89. Dans le troisième, le boulon de la manivelle a dans la coulisse du balancier oscillant un mouvement relatif, rectiligne et oscillatoire, dont il peut être utile de connaître la loi. Soient a la distance des deux centre de rotation G et C\ h le bras GB de la manivelle , x la distance variable BG' du bouton à l'axe G' de rotation de la coulisse, a Tangle variable G'GB de la manivelle et de la droite des centres de rotation. On a
d;c da
ac^zsa^ + fcâ — Safrcosa d'où x — =:a&sina — ,
^ dt df '
djc
relation entre la vitesse — du bouton dans la coulisse^ et la
d^ da
vitesse angulaire — de la manivelle.
Dans la machine à vapeur à cylindre oscillant de Gavé, le cylindre oscille avec la coulisse, et le piston participe au mouvement alternatif du bouton dans la coulisse.
85. a martinet y b marteau frontal. Les dents qui font lever le marteau s'appellent des cames. Le rapport des vitesses angulaires du marteau et de l'arbre à cames résulte encore de la
254 CUfÙIATIQUB* 8ECT. II, GBAP. U.
théorie de l'article 80. Ce qui distingue ces mécanismes des précédents, c'est que la came échappe et laisse retomber le marteau par Faction de la pesanteur.
Cominniilcatloii pur bielle on par eaiellqnetagfe
86. Manivelle^ bielle et pédale, — 87. Manivelle ^ bielle et balancier. — 88. Excentrique circulaire et balancier. Dans ces trois mécanismes la manivelle ou Texcen trique qui la représente tourne à révolutions entières dans l'un ou Tautre sens, à la volonté du conducteur de la machine. Cette disposition est fréquemment employée, notamment dans les machines à vapeur à balancier. La théorie de l'article 55 s'applique ici. Les deux positions extrêmes du balancier, où sa vitesse est nulle et sur le point de changer de sens s'appellent points morts du balancier et répondent aux deux cas où les deux articulations de la bielle et le centre de la manivelle sont en ligne droite. Les deux points où passe dans ces situations le centre du bouton de la manivelle s'appellent points-morts de la manivelle.
89. Manivelle, bielle et balancier intermittent avec choc. Autour de l'axe géométrique A (fig. 120) tourne un arbre auquel est lié invariablement le balancier AB. Sur le même arbre est articulé à frottement doux un balancier auxiliaire AD, qui peut par conséquent se mouvoir en laissant le premier en repos. Ce second balancier porte une coulisse BC dans laquelle est engagé sans frottement un bouton B faisant partie du balancier principal AB. De plus le balancier auxiliaire AD est lié par une bielle DE à une manivelle OE qui tourne à révolution entière autour de O . Dans la position indiquée par la figure le balancier AD mené par la bielle vient d'achever son oscillation de droite à gauche et il a entraîné de ce côté le balancier AB. Maintenant supposons que le balancier AB ne puisse pas, par la seule action de la pesanteur, se mouvoir vers sa position verticale (condition qui peut se réaliser soit parce que le système solide dont ce balancier fait partie a son centre de gravité dans
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l'axe A, soit par des frottements qui font que ce système reste dans toute position où il est laissé sans vitesse). Cela étante pen-> dant que le balancier AD recommencera son oscillation de gauche à droite, le bouton B/ libre dans la coulisse, restera immobile, jusqu'à oe que Textrémité G de cette coulisse vienne Tatteindre^ ce qui arrivera lorsque les articulations de la bielle auront pris les positions D' et £' faciles à déterminer. A partir de cet instant le bouton sera entraîné à droite par la coulisse et s'arrêtera en G" lorsque les articulations de la bielle seront en D'^ et E". Il y restera jusqu'à ce que l'extrémité de droite de la coulisse vienne le reprendre, ce qui aura lieu quand les articulations de la bielle seront en D"' et E'"; après quoi le balancier auxiliaire^ revenant à la position AD, ramènera le bouton en B. Ainsi le balancier principal s'arrête dans la position AB pendant que le bouton de la manivelle parcourt Parc EE'; il oscille à droite pendant le parcours de lare E'E"; il s'arrête en AG" pendant que Tarticulation de la manivelle va de E" en E'"; il oscille à gauche pendant le parcours de Tare E'^^E .
Ce mécanisme a l'inconvénient du choc que la coulisse opère sur le bouton B au commencement de chaque oscillation du balancier principal, mais qui devient peu considérable lorsque la manivelle ne tourne pas trop rapidement. (On va voir, n« 91, un balancier intermittent sans choc.) La coulisse circulaire du balancier auxiliaire a d'ailleurs l'avantage de n'exercer aucun frottement sur le bouton pendant les temps d'arrêt du balancier principal.
90. Manivelle et balancier à quadruple oscillation par tour. Le bouton d'une manivelle décrit la circonférence ABGb, fig. i2i, autour de O; il est lié par une bielle BB' à un balancier O'B' qui oscille autour de G'; une autre bielle B,B" lie ce balancier à un second balancier O'^B-' qui oscille autour de O". Or il résulte des dispositions de la figure que, tandis que le bouton B de la manivelle fait un tour entier, Tarticulation B' du premier ba« lancier décrit deux fcMs l'arc A'G', en allant à gauche puis en
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revenant à droite, et, dans la même période, l'articulation B'^ du second balancier décrit quatre fois Tare A"E", en descendant et remontant alternatiTement.
Pour simplifier la figure, sur le prolongement du diamètre AC on a pris les distances AA' et CC égales à la longueur BB' de la première bielle, et le centre O' à égale distance de A' et de C'i ainsi A et C sont les points morts de la manivelle; puis on a fait D'A, = O'C, ; ensuite sur la bissectrice O'E, de rare A,E,C, on a pris les points A" et E", de manière que les distances A.A" et E,E" sont égales à la longueur B,B" de la seconde bielle ; enfin on a fixé le point O" à égale distance de A" et de E'.
On remarquera qu'en supposant la rotation de la manivelle uniforme, les deux oscillations successives du premier balancier, bien que d'égales durées, ne se font pas tout à fait avec les mêmes vitesses prises en ordre inverse, parce que si BB' et bB sont les deux positions de la bielle aboutissant au même point B, les deux arcs AB et Ab ne sont pas exactement égaux. Quant aux oscillations du second balancier, les deux premières ont ensemble la même durée que les deux suivantes ; mais elles sont un peu inégales entre elles.
91. Manivelle et balancier intermittent sans choc. Ce mécanisme consiste, comme le précédent, en un balancier intermédiaire O'B' lié d'une part à une manivelle OB par une bielle B'B, et d'autre part à un second balancier 0"B" par une bielle B^B". La différence de la disposition indiquée par la figure 122 et de la précédente, c'est que la droite O'E' (dont le prolongement contient la corde A"E" de Tare décrit alternativement par l'articulation de la seconde bielle B^B'' et du second balancier), divise l'angle A'O'C en deux parties inégales, dont Tune est assez petite pour que l'arc C^E, diflère peu d'une droite perpendiculaire à O'Ej , et soit d'une petite longueur comparativement à la seconde bielle B.B". U en résulte que, si l'on fait E,D4=C^E4, pendant que l'une des articulations de la seconde bielle parcourt
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alternativement dans les deux sens l'arc D,G, , l'autre reste sensiblement immobile en E''. Ainsi Ton voit que si^ sur la circonférence décrite par le bouton de la manivelle, on déter^ mine les points d et D de manière que les distances D'd et d'D soient égales à la longueur BB' de la première bielle, Tarticulation du deuxième balancier parcourt Tare de E'' en A'' pendant que le bouton va de d en A, puis immédiatement elle revient de A" en £" pendant le parcours.de Tare AD, après quoi elle reste sensiblement stationnaire pendant que le bouton va de D en d en passant par G; et ces diverses alternatives de mouvement et d^arrét s'opèrent sans choc.
9S. Levier de Lagarousse. Ce mécanisme est susceptible de deux dispositions a et b. Dans les deux cas, le levier oscille autour d'un axe fixe et est lié par articulations à deux pièces légèrement courbes, dites cliquets ou rockets^ dont les deux extrémités s'engagent entre les dents d'une roue dite roue à rocket^ dents d'une forme particulière qu'indique la figure. Lorsque l'extrémité de droite du levier tourne en montant, le cliquet supérieur oblige la roue de tourner dans le même sens, tandis que le cliquet inférieur est successivement repoussé par une dent sur laquelle il s'appuie, puis obligé par son poids ou par un ressort de s'engager avec bruit dans le cran suivant. Lorsque ensuite le moteur rabaisse le levier, c'est le cliquet inférieur qui force la roue à rochet de tourner, toujours dans le même sens que d'abord, tandis que le cliquet supérieur glisse et saute d'un ou de plusieurs crans. Dans la figure 92 a les cliquets agissent sur la roue en la poussant. Dans la figure 9âb, ils agissent en tirant. Quant à la théorie de cette transmission de mouvement, on voit que les cliquets fonctionnent comme des bielles dont une articulation se déplace par intermittence sur la roue.
93. Levier à encliqueiage intermittent. Ce mécanisme dififère du précédent en ce que la roue à rochet ne tourne que pendant Tune des deux oscillations alternatives du levier. Dans l'exem*
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pie indiqué par la figure 93, le levier est terminé par un anneau ou bague tournant librement, à frottement doux, autour d'un cylindre qu'il embrasse. Ce cylindre repose par deux tourillons sur deux paliers fixes, et le levier, en oscillant, doit le faire tourner toujours dans le même sens pour élever un fardeau attaché à l'extrémité d'une corde qui s'y enroule. A cet effet, on a fixé, sur le cylindre et contre l'anneau, une roue à rochet dans les crans de laquelle s'engagent deux cliquets : l'un moteur, dont l'axe de rotation est fixé sur le levier mobile ; l'autre, dit cliquet d*arrét^dont Taxé de rotation est immobile sur le bâti de la machine. Quand on abaisse le levier a, le cliquet moteur, qu'un ressort maintient eiUre les dents de la roue à rochet, appuie sur cette roue et la fait tourner ainsi que le cylindre qui élève le fardeau, tandis que le cliquet d'arrêt saute d'une ou de plusieurs dents. Quand ensuite on soulève le levier, la roue à rochet empêchée par le cliquet d'arrêt ne peut se détourner, pendant que le- cliquet moteur remonte d'un ou de plusieurs crans sur la roue. Il résulte de là que pendant l'ascension du levier l'effort des ouvriers est employé à le soulever, et que pendant sa descente leur effort agissant en sens contraire concourt avec le poids du levier pour élever le fardeau.
Si^ comme le suppose la description précédente, le cylindre n'est armé que d'une roue à rochet et d'un levier, le cylindre ne tourne et le fakieau ne monte que pendant que le levier descend. Pour éviter les temps d'arrêt, on adapte au cylindre deux roues à rochet et deux leviers pareils, dont l'un descend pendant que l'autre monte.
RenaMiae. — Il n'y a aucune nécessité que le levier portant le cliquet moteur oscille autour de l'axe géométrique de la roue à rochet. On emploie dans les scieries la dispositon indiquée en lignes pointillées : quand le levier b se lève, la roue à rochet tourne dans le même sens ; quand il s'abaisse, elle reste stationnaire.
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94. Encliquetage Dobo. Un arbre dont Taxe est GO (fig. 1^3), ne peut, à cause d'un frottement ou d'une résistance analogue, tourner autour de cet axe, si ce n'est moyennant une ou plusieurs forces P d'une intensité suffisante. Sur cet arbre est calé à demeure un disque cylindrique ABC entouré d'un anneau DDEE assemblé avec lui à languette et à frottement doux. C'est sur cet anneau qu'agissent, au moyen de leviers, les forces P qui doivent faire tourner le disque ABC et son arbre, dans le sens de la flèche. Mais on veut, de plus, que lorsque les forces P changent de sens, Tanneau tourne en sens contraire de la flèche sans entraîner Tarbre. On satisferait à cette condition par une roue à rochet fixée sur le disque et un cliquet adhérent à l'anneau ; mais les oscillations des leviers devraient correspondre à un nombre entier de dents de la roue. 1/encliquetage Dobo n'est pas soumis à cette restriction. Dans le creux cylindrique HIKL compris entre la paroi intérieure d'une partie de l'anneau et la face plane IL du disque sont établies quatre pièces, dont chacune, telle que abc, pouvant tourner sur le plan IL autour d'une goupille c solidement fixée dans le disque AB, est en contact avec l'intérieur de l'anneau par une surface cylindrique adb dont le rayon est tant soit peu moindre que celui de l'anneau. Un petit ressort e presse faiblement cette sorte de secteur dans le sens de adb, et la goupille e est située hors de la normale dO commune aux deux surfaces, de manière que l'angle Ode ait au plus 9 degrés. La théorie du frottement, exposée dans un autre traité, démontre que l'angle Ode étant moindre que Vangle de frotte" ment des matières en contact, il en résulte que le mouvement de Panneau dans le sens de la flèche est impossible sans en-> traîner celui du disque et de Tarbre, et qu'au contraire, dans le sens opposé à celui de la flèche, un faible eflbrt suffit pour faire tourner l'anneau autour du disque resté û\e.
QS. Balancier et double crémaillère guidée. Ce mécanisme,^qui a \xne grande apialogie Avec le levier de.Lagarousse, établit une
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liaison entre le mouvement circulaire alternatif du balancier et le mouvement rectiligne progressif de la crémaillère (ce mouvement rectiligne est considéré ici comme un cas particulier du mouvement circulaire).
i93. Commimleatloii par engrenasse. — 96. Bielle à roue dentée circulante^ dite roue planétaire de Watt. La roue, dont le centre C est à l'extrémité inférieure de la bielle, est fixée invariablement sur cette pièce et ne se meut par conséquent qu'avec elle. Le point géométrique G^ centre de celte roue, tourne autour de Taxe fixe G' de la seconde roue dentée avec laquelle elle engrène et qu'elle entraîne dans son mouvement. Cette seconde roue est calée sur un arbre tournant qui porte un volant destiné^ comme on le verra en dynamique, à régulariser la rotation. L'invariabilité de distance entre les deux centres des roues dentées est établie par une verge rigide GG' articulée à ses deux extrémités et tournant autour de Taxe du volant^ mais avec une vitesse angulaire différente.
Soit w cette vitesse angulaire et soit GG'=a, de sorte que la vitesse linéaire du centre G est wa. Soit w/ la vitesse angulaire du volant qui est aussi celle de la seconde roue. Pour simplifier l'expression du rapport de ces deux vitesses angulaires w et w\ supposons que la bielle soit assez longue comparativement au lien GG' pour qu'elle puisse être considérée comme se mouvant parallèlement à elle-même^ de sorte que tous ses poinTs et ceux de la roue qu'elle porte à son extrémité ont une vitesse linéaire égale hwa. Cette vitesse est donc celle du point de contact des deux roues dentées. Donc si Ton appelle r' le rayon de la seconde roue, on a
wa = w'r'
relation cherchée. Watt^ qui dans ses premières machines à vapeur a employé cette disposition^ faisait a=âr', de manière qu'il obtenait une vitesse angulaire double de celle qu'a le vo-
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tant quand on supprime, comme aujourd'hui^ les deux roues dentées et qu'on remplace le lien CC par une manivelle fixée invariablement sur l'arbre central. Le volant faisait deux révolutions à chaque double oscillation du balancier; mais on a renoncé, et Watt le premier, à ce mécanisme, qui offre peu de solidité.
97. Roue partiellement dentée et pignon alternativement extérieur et intérieur. Par cet ingénieux mécanisme employé dans les métiers de filature, un pignon tournant toujours dans un même sens imprime à une roue, dentée sur une partie seule* ment de la circonférence, un mouvement circulaire alternatif. L'arbre du pignon repose sur deux supports qui lui permettent de petites oscillations dans un plan horizontal passant par le centre de la roue : à cet effet, l'un des supports consiste dans un coussinet à pivot, l'autre est une coulisse horizontale. Le pignon peut ainsi passer de Textérieur à l'intérieur de la denture de la roue sans cesser d'engrener, son écartement étant empêché soit par la coulisse du support voisin et par un butoir fixé sur la roue, soit par une rainure continue creusée. dans la roue et où circule l'extrémité cylindrique deTarbre du pignon.
La machine étant dans la situation indiquée par la figure, si le pignon tourne dans le sens de la petite flèche, il oblige la roue de tourner dans le sens de la grande, jusqu'à ce que la dent extrême A étant venue en contact avec le pignon ne puisse plus descendre, soit parce que le butoir touchant l'arbre du pignon s'y oppose, soit parce que la rainure arrondie amène le pignon au-dessus de cette dent. Alors le pignon continuant de tourner s'appuie sur cette même dent pour passer à l'intérieur de la denture, qu'il fait par conséquent tourner dans le sens contraire à celui de la grande flèche.
BNRB. AXES SON PARALLÈLES
196. CommuiUeation Immédiate. — 98. Marteau à soulèvement latéral. Il diffère du marteau frontal (85) en ce que Taxe
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de rotation de l'arbre à cames et Taxe de rolation da nfiarteaii, situés dans un plan horizontal, sont perpendiculaires Fun à l'autre. Les surfaces de contact des cames et du manche doivent être de forme conique, ayant le sommet à la rencontre des deux axes. — 99. Balancier appuyé sur un excentrique conique. iOO. Balancier appuyé sur un filet de vis d'inclinaison variable. Si la pression mutuelle des deux corps en contact était considérable, ces deux dernières dispositions auraient Tinconvénient d'une grande résistance due au frottement.
197. Commanicatlon par bielle. — i 01 . Manivelle, balancier et bielle à Joint bmé. Ce mécanisme, employé dans les métiers de filature^ ne diffère du numéro 87 qu'en ce que la bielle est articulée à joint brisé, ou plus simplement à double charnière, de manière à pouvoir s*écarter un peu (tantôt d'un côté, tantôt de l'autre) du plan du cercle décrit par l'extrémité du bras de la manivelle.
ERRE. TRANSLATION PARALLÈLE AU PLAN DE LA ROTATION
198* Commuiiicatloii immédiate par exeentriqne. —
102. Manivelle et tige guidée à coulisse.^ 103. Excentrique circulaire et tige guidée à cadre. Pendant que le centre du bouton de la manivelle ou le centre de figure de Texcentrique décrit une circonférence, le cadre ayant ses côtés à une distance invariable de ce centre, parallèles au plan de la circonférence et perpendiculaires à la direction de la tige, un point quelconque de celle-ci se meut comme la projection du centre mobile sur cette direction (art. 131). Les changements de sens du mouvenaent alternatif se font ainsi sans choc.
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104. Excentrique non circulaire et tige à cadre. Ce genre de liaison a été étudié à Fartrcle 132.
105. Excentrique et tige à deux roulettes. — 106. Coulisse excentrique et tige à bouton. — 107. Excentrique et tige à roulette et à ressort. Ces mécanismes, dont la théorie est trèssimple, ont été déjà indiqués à Tarticle 135.
1 99* Commaiiieatioii Immédiate par engrenage ou came.
— 108. Pignon partiellement denté et cadre guidé à deux crémaillères. Ce mécanisme est représenté à une plus grande échelle par la figure 124. Le pignon partiel tourne autour de Taxe fixe O, dans le sens indiqué par la flèche, et porte un petit nombre de dents, trois, par exemple, A, B et C. Un cadre lié à une tige assujettie au mouvement rectiligne par deux guides HI, H'I', présente intérieurement deux crémaillères, abcd, a'b'e'd!, unies entre elles par deux arcs demi -circulaires ad', a'd. On voit facilement que les trois dents A, B et C du pignon poussent successivement vers la droite les dents de la crémaillère abc, et par conséquent le cadre et sa tige, après quoi les trois mêmes dents du pignon poussent à gauche les dents de la crémaillère a'bV et ramènent le cadre de ce côté. Mais si l'appareil se réduisait aux parties qui viennent d*étre indiquées, il y aurait au commencement de chaque course de la tige un choc qui serait plus ou moins violent, selon la rapidité du mouvement du pignon. On atténue ce choc au moyen d'une plaque DEFG fixée latéralement sur le pignon, et d'une came de même épaisseur defg fixée sur le cadre. A l'instant où l'appareil est dans la situation représentée par la figure, la dent A du pignon étant près de la courbe a de la crémaillèire et ne Payant pas encore atteinte, la courbe DE de la plaque touche en d la courbe de de la came, et par conséquent commence par imprimer au cadre une vitesse égale à celle du point D, et plus petite que celle qu'il acquerra à l'instant du contact des dents A et a; et le passage de l'une à
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Fautre de ces vitesses se fait très-rapidement mais sans choc, si les courbes DE et de sont convenablement tracées.
109. Pilon et arbre à cames, La théorie de ce mécanisme se trouve à l'article 433. C'est. un cas particulier du marteau frontal (art. i92). Nous ajouterons ici l'indication d'un moyen d'atténuer l'intensité et les effets du choc qui a lieu entre la came et le pilon. La figure 125 en offre un exemple. La came se compose de trois parties à peu près d'égales épaisseurs et superposées ; leurs profils sont des développantes de cercles dont les rayons sont proportionnels aux nombres i, S et 3. Ces cames sont disposées de manière à attaquer successivement leurs mentonnets respectifs fixés sur le pilon. Dans la figure^ le mécanisme est représenté à l'instant où la première came attaque en A le mentonnet saillant du pilon. Lorsque l'arbre à cames aura tourné de Tangle AOA' et que le pilon se sera élevé de la hauteur A' fi égale à l'arc AB, alors la seconde came A' attaquera le mentonnet A'^ parvenu au plan horizontal de l'axe O. Lorsque, bientôt après, Tarbre à cames aura encore tourné d'un second angle A'OB\ moitié de AOB, et que par conséquent le pilon se sera élevé d'une nouvelle hauteur A/'D égale à Tare A'B' et à l'arc AB, alors la troisième came A'', passant derrière le pilon, attaquera le mentonnet A" parvenu à son tour dans le plan horizontal de Taxe O. Les deux premières cames sont trèscourtes^ parce que chacune d'elles cesse d'agir aussitôt que la suivante est en prise. La troisième a toute l'étendue nécessaire pour la course qu'on veut donner au pilon. Il résulte de cette disposition que la première came imprime au pilon une vitesse qui n'est que le tiers de celle qu'il doit avoir définitivement, la seconde came la double et la troisième la triple. De là trois petits chocs successifs substitués au choc violent qui aurait lieu par l'emploi d'une came produisant immédiatement la même vitesse finale du pilon. C'est encore un exemple des chocs échelonnés dont on verra ailleurs l'avantage sous le rapport de l'économie du travail mécanique.
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110. Arbre à cames à mentonnets intérieurs. Un arbre portant trois cames A^ B et € (fig. 126), et tournant continuellement dans le sens ABC autour de Taxe O, communiqué un mouvement alternatif à un cadre aa'be lié à une tige guidée. Dans la situation représentée par la figure, la came € qui poussait à gauche le cadre par son mentonnet c échappe au contact, et le cadre s'arrête. Bientôt après, la came A attaque le me^itonnet a et le pousse à droite jusqu'à ce que leur contact arrive en a'. Alors cette came échappe^ le mentonnet a et le cadre s'arrêtent, et au même instant le mentonnet e amené en c' est sur le point de recevoir la pression de la came B. On voit que la longueur de la course alternative du cadre est égale à aa' ou bb', et qu'il y a trois allées et venues à chaque tourdeTarbre à cames. Le temps d'arrêt dépend de la distance de la came A à son mentonnet a à l'instant où la came G échappe en c
1 H . Pignon et cadre à denture intérieure continue. Le pignon est disposé comme celui du mécanisme décrit sous le numéro 97. L'arbre qui le porte repose donc sur deux supports qui lui permettent, en tournant toujours dans le même sens^ d'osciller très-peu dans un plan perpendiculaire à la direction de la tige guidée à laquelle le pignon doit imprimer un mouvement alternatif. Dans le cas de la figure» la tige étant horizontale^ l'axe du pignon oscille dans un plan vertical perpendiculaire à celui de cette figure. La tige est liée à un cadre denté intérieurement suivant deux droites raccordées avec demi-circonférences. A ce même cadre, mais en arrière de l'engrenage, se trouve solidement attachée une barre rectiligne contre laquelle s'appuie, tantôt en dessus, tantôt en dessous, le bout cylindrique ou tourillon de Tarbre du pignon qui est ainsi forcé d'engrener avec les dents du cadre. Cela étant, supposé que le pignon tourne de gauche à droite par-dessus, s'il occupe la position indiquée par la figure, son axe géométrique est alors immobile, et ce pignon, par sa rotation^ oblige la crémaillère inférieure de se mouvoir vers la gauche jusqu'à ce que Textré-
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mité^ à droite^ de cette crémaillère^ arrive dans le plan vertical de Taxe du pignon. A partir de cet instant, le cercle primitif du pignon^ dans son mouvement considéré relativement au cadre, roulera sur le cercle primitif de Tengrenage demi -circulaire de droite de ce cadre ; et comme celui-ci ne peut se mouvoir qu'horizontalement; tandis que le centre du pignon ne peut se déplacer que verticalement y le pignon sera forcé de s'élever et viendra bientôt engrener avec la crémaillère supérieure qu*il obligera de se transporter de gauche à droite. Pour permettre au tourillon du pignon de passer alternativement au-dessus et au-dessous de la barre directrice, celle-ci a deux écbancrures circulaires ayant mêmes centres que les demi-cercles dentés du cadre.
Cmnmiiiileatloii par bielle oa par ane eiirde
li2 et 113. Manivelle ou excentrique circulaire y bielle et tige guidée. — 114. Manivelle, double bielle et joug guidé lié à une tige. Ces mécanismes ont une analogie évidente avec ceux des numéros 88 et 89, art. 194.
115. Deux roues dentées égales, deux bielles égales et un joug menant une tige. Les deux bielles égales sont articulées à égales distances des axes respectifs des deux roues dentées. Si la longueur du joug, mesurée entre ses deux articulations, est égale à la distance des deux axes de rotation, la loi du mouvement de ce joug et de sa tige est la même que dans le cas précédent, mais ici le joug n'a pas besoin d'être guidé.
116. Manivelle tournant uniformémeut et balancier à coulisse et à bielle dont les courses sont de durées inégales. Autour de Taxe O (fig. 127) tourne une manivelle dont le bouton B décrit la circonférence bC'B'C". Ce bouton glisse en même temps dans une coulisse rectiligne BB' faisant* partie d'un balancier qui oscille autour de Taxe A. Au point D ce balancier est articulé avec une bielle DE dont le point E est assujetti à se mouvoir sur la droite E'E". D'après cela, en menant les tan-
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gentes AC' et A€'', on a les deux positions extrêmes de la ligne milieu du balancier et de sa coulisse. Le mouvement étant supposé dans le sens de la flèche, Toscillation de AC en AC'' a lieu pendant le parcours du bouton sur Tare C'B'C", et Foscillation de AC" en AC pendant qu'il parcourt l'arc C'BC'. Quant à la bielle, en faisant AD'=:Aiy'=:AD, puis D'E':= D"E"=:I>E, longueur de cette bidle, on a les positions extrêmes E' et E" de Tarticulation E. Ainsi E'E" est la longueur de la course de la pièce guidée, et les durées des oscillations de E' en E'' et de E" en E' sont proporlionnelles aux arcs CB'C" et C'BC.
Ce mécanisme convient, par exemple, lorsque la pièce guidée porte un outil qui a une plus grande résistance à vaincre dans un sens que dans l'autre.
117. Manivelle et poulie de renvoi. Dans ce mécanisme, que la figure fait immédiatement comprendre, une corde fait fonction de bielle. La théorie de cette disposition se rattache à celle du numéro 144. Ainsi, à chaque instant, le rapport des vitesses angulaires de la poulie et de la manivelle égale celui du rayon de la poulie à la plus courte distance de la corde à Taxe de la manivelle. La longueur de la course alternative de la partie pendante de la corde est égale au double du rayon de la manivelle.
SOI. Comnmnlcatlon par eni^enage intermédiaire. — *
118. Roue à mouvement épicycloidal de Lahire. En O est Taxe de rotation d'un arbre tournant. Une grande roue dentée à dents intérieures est immobile, ayant son plan moyen perpendiculaire à cet axe et son centre sur cette même droite. Sur l'arbre tournant est calée une manivelle dont le bras OC est la moitié du rayon primitif de la grande roue. Sur le bouton dont Taxe est en C est assemblée à frottement doux une seconde roue dentée dont le rayon primitif est égal à OC et qui engrène avec la première^ de manière que le cercle primitif de la petite
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roue roule dans le cercle primitif de la grande. On sait (93) que dans ce cas un point quelconque de la circonférence mobile décrit un diamètre de la circonférence fixe. Pour utiliser cette propriété on fixe^ en saillie sur une face latérale de la petite roue, un second bouton dont Taxe passe en un point B de sa circonférence primitive et Ton y articule une bielle qu'on assujettit à passer en un autre point D , sur le prolongement de la droite OB. L'étude de ce mécanisme, plus curieux que pratiquement utile, se réduit à celle de la figure 128 dont toutes les lignes sont dans un même plan. L'articulation B de la bielle décrit le diamètre B'OB", et la distance B'B est parcourue pendant que la manivelle OC décrit Tangle B'Ob. Donc le point B de la tige est à chaque instant la projection sur le diamètre B'B'' du point mobile h situé sur le prolongement de la manivelle 0€ et parcourant la circonférence de la grande roue. C'est la même loi de mouvement qu'on réalise plus simplement aux numéros 102 et 103.
3« fiBHU. TRlKSLAnOI FAElLLfttB A l'aZB DB LA aOTATIOl.
SOS. CoiuBwdeatloB immédiate. — 119. Plateau incliné tournant sur un pivot et tige d galet. La théorie de ce mécanisme est expliquée à l'article 109.
120. Roue à ondes et tige à galet. Si la tige est horizontale^ un ressort oblige la roulette de rester en contact avec la roue; si elle était verticale^ son poids pourrait suflSre.
121. Rainure continue dans un cylindre tournant, et cheville glissante. Cette disposition est analogue à celle du numéro 62 mentionnée à l'article i84. Pour maintenir la cheville glissante dans la rainure qu'elle doit parcourir aux points de croisement, on la munit à son extrémité d'une languette effilée et mobile autour de Taxe de la cheville.
UNE LIAISON DE MOUYEMENT
205. Embrayante par manchon mobile de deux arbres en prolonnement l'un de l'antre. — 122. Embrayage à dents hé^ liçoïdes. Au bout d'un des arbres est calée invariablement une pièce dite manchon d'embrayage^ ayant du côté qui regarde l'autre arbre un certain nombre de saillies égales; sur l'autre arbre est monté un autre manchon pouvant glisser à frottement doux le long de cet arbre, mais sans pouvoir tourner autrement qu'avec lui. Il a d'ailleurs des saillies égales aux premières et par conséquent en même nombre. Il présente de plus une g^orge analogue à celle d'une poulie, où entrent les branches d'une fourche dite fourche dembrayage, formant un levier mobile autour d'un axe fixe, et au moyen de laquelle on engage à volonté les saillies du manchon glissant entre celles du manchon calé, ce qui s'appelle embrayer; ou bien on les dégage, ce qui s'appelle désembrayer ou débrayer. Dans le premier cas les deux arbres tournent ensemble; dans le second l'un peut tourner tandis que l'autre reste immobile.
La forme des saillies ou dents des manchons d^embrayage n'a rien d'absolu. Lorsque le sens de la rotation de l'arbre mo-
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teur est déterminé et toujours le même, la meilleure forme est celle qu'indique la figure 422 du tableau synoptique. L.es surfaces des dents destinées à se toucher sont des surfaces héliçoïdes et des plans passant par l'axe de rotation ; leurs profils sur les surfaces cylindriques qui les terminent sont des portions d'hélices et des droites parallèles à Taxe. Il en résulte qu'à Tînstant où les manchons rapprochés par la fourche commencent à se toucher, ils frottent Tun sur Tautre jusqu'à ce que les faces planes se pressent mutuellement. Le frottement qui précède cet instant peut commencer à mettre en mouvement Tarbre mené et atténuer un peu le choc.
Si le sens de la rotation de Tarbre moteur est variable, les dents doivent avoir la forme de créneaux rectatigulaires; mais dans ce cas il est incommode de faire Tembrayage pendant la marche.
123. Embrayage à canes de friction. Les deux manchons se touchent par des surfaces coniques, Tune concave, l'autre convexe. Moyennant une pression sufiisante exercée par la fourche d'embrayage, Tun des deux cônes entraîne Tautre. Si une résistance exceptionnelle ou un obstacle absolu vient à s'opposer au mouvement de Tarbre mené, les cônes glissent Tun dans Tautre, et Tarbre moteur se ralentit peu à peu; on évite ainsi les chocs et les ruptures.
124. Désembray âge brusque. Il importe quelquefois de pouvoir, en cas d'accident, séparer rapidement les deux manchons d'embrayage^ malgré une grande résistance au glissement. Pour cela, en dehors des deux surfaces cylindriques qui limitent les dentures d'embrayage, on ajoute deux rebords, dont Tun, faisant partie du manchon calé, a la forme simplement annulaire ou de révolution, et l'autre laisse entre lui et le premier un intervalle dont la largeur, dans une partie seulement de son pourtour, est constante et un peu plus grande que la longueur des dents de Tembrayage, tandis que, dans le reste du pourtour, Tintervalle des deux rebords se réduit d-une manière continue jusqu'à
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devenir nulle. A Tinstant où Ton veut désembrayer, un ouvrier pousse dans l'intervalle une forte tige de fer, espèce de verrou noaintenu par des guides dans une direction perpendiculaire à celle des arbres: la surface inclinée du second rebord rencontrant cette tige s'écarte de Tautre, ce qui produit l'effet désiré. 125. Embrayage à vis. Dans les machines très-puissantes, les manchons d^embrayage peuvent être trop lourds pour être manœuvres au moyen d'une simple fourche. Dans ce cas, les boutons qui s'engagent dans la gorge du manchon glissant sont mis en mouvement par une combinaison de leviers, de bielles et de vis dont la figure 125 offre un exemple.
Embrayagpe de deux arbres ft roues dentées
126. Par manchon glissant. Deux roues dentées sont continuellement engrenées; mais Tune a est calée solidement sur son arbre, tandis que Tautre b peut tourner sur le sien sans Tentraîner; c'est ce qu'on exprime en disant que cette roue est folle sur son arbre. Ce même arbre porte un manchon d'embrayage pouvant y glisser longitudinalement, mais ne pouvant tourner qu'avec lui. Ce manchon est armé de dents ou saillies qui, lorsqu'il est suffisamment rapproché de la roue, s'engagent dans les intervalles des bras de celle-ci, et alors les deux arbres fonctionnent comme si la roue b était calée sur le sien.
Ce mécanisme peut être employé de deux manières : si le moteur agit sur Tarbre à manchon, cet arbre tourne continuellement; les deux roues dentées tournent quand le manchon est embrayé, sans quoi elles restent immobiles et, par conséquent aussi, l'arbre de la roue a s'arrête. Si, au contraire, c'est sur ce dernier arbre qu'agit le moteur, il tourne continuellement ainsi que les deux roues dentées ; mais Tarbre de la roue b ne tourne que lorsque le manchon est embrayé.
La figure 126 indique deux arbres parallèles; mais cette condition n'est'pas nécessaire.
127 . Embrayage d'un engrenage par le glissement en long d'un
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des deux arbres» L'arbre glissant a porte deux gorges dans l'une desquelles s'engage un levier d'arrêt h pour fixer la position de cet arbre. Dans le cas de la figure on voit deux roues dentées désembrayées. Pour embrayer on soulèverait le levier d'arrêt, on pousserait Tarbre a à gauche et Ton ferait retomber le levier d'arrêt dans la seconde gorge. Les deux arbres peuvent n'être pas parallèles. Le désembrayage se fail aisément pendant la marcbe^ mais non l'embrayage.
Au lieu de faire glisser l'arbre, on fait quelquefois glisser la roue sur l'arbre; mais cette opération ne se fait pas ordinairement pendant la marche.
20S. Embrayage par rouleaux ou eènes de frietion. — -
128. Embrayage de deux arbres parallèles. Un arbre horizontal tournant autour d'un axe fixe A porte un rouleau cylindrique; un autre arbre, sur lequel est fixé un autre rouleau B^ a un de ses tourillons porté par une poutrelle mobile autour d'un axe G. Celte poutrelle fait un petit angle avec la verticale, de sorte que sous l'action de la pesanteur elle repose sur un appui fixe D; et alors les deux rouleaux ne se touchant pas, le second arbre est sans mouvement. Mais si^par un moyen quelconque, comme par exemple une corde, on relève la poutrelle et Ton force les rouleaux de se presser mutuellement, il y a communication de mouvement de l'un à Tautre.
Si les deux axes de rotation n^était pas parallèles, au lieu de rouleaux cylindriques de friction, on emploierait des cônes.
129. Embrayage, par rouleau de pression, d'wn arbre tournant et d'une tige guidée. Un rouleau A tourne continuellement autour d'un axe fixe horizontal ; une tige verticale BB le touche^ mais n'est entraînée dans son mouvement que lorsqu'elle est suffisamment pressée contre lui. A cet effet un autre rouleau, dit rouleau de pression, est lié à un levier ou à un système de leviers mobiles autour d'axes fixes G, G', sur lequel agit un ouvrier pour transmettre la pression nécessaire. La tige s'élève jusqu'à
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ce que l'ouvrier lâche le levier-, aussitôt cette pression cesse^ et le poids de la tige la fait retomber.
S06. Embrayais des courroies sans fin. -» iSO. Par poulie folle. Un arbre qui n'est pas représenté dans la figure tourne continuellement et porte un tambour embrassé par une courroie sans fin. Un autre arbre parallèle au premier porte deux poulies, 4'une calée a, Tautre folle b. Une fourche d'embrayage^ pouvant osciller autour d'un axe fixe G , sert h mettre à volonté la courroie sur la poulie folle ou sur la poulie calée. Dans le premier cas, le second arbre et la poulie calée restent immobiles, tandis que la poulie folle (ourne : la courroie est désembrayée. Dans le second cas, le mouvement est transmis à la poulie calée et à son arbre, et la poulie folle, qui n'éprouve presque aucune résistance, tourne aussi entraînée par le faible frottement de son arbre.
Remarques. — i" Lb. fourche d'embrayage placée près d'une poulie doit (172) agir sur la partie de la courroie qui se meut vers la poulie, et non sur celle qui en sort.
2<* La poulie calée ne perd pas brusquement la vitesse de la courroie au même instant où celle-ci est embrayée. La courroie commence par glisser, et Ton peut mém*e faire arriver la poulie à sa vitesse définitive par une gradation lente, en poussant peu à peu la fourche d'embrayage. On emploie quelquefois dans cette intention une fourche d'embrayage à vis indiquée ci-après à la figure i S8.
ISl. Embrayage (Tune courroie sans fin par un tendeur. Une courroie sans fin ne peut transmettre le mouvement d'une poulie à une autre qu'autant qu'elle est suffisamment tendue. La figure montre un moyen de produire et de faire cesser à volonté cette tension. Une poulie de tension a sa chape à une extrémité d'une des branches d'un levier coudé tournant sur un axe fixe a; à
Tautre branche est attachée une corde qui^ suivant qu'elle ê^t tirée ou lâchée, presse la poulie de tension contre la courroie ou la laisse s'en détacher par l'effet de la pesanteur.
152. Embrayage etune courroie sans fin par déptàùefnent tfun palier. En écartant les axes des poulies on tend là CdUrrôie ; en les rapprochant on la détend.
807. Bmbi^ayAKeB par dé«1ieii. — 133. Dédie appliqué à une poulie. Un arbre horizontal A tourne continuellement dans le sens indiqué par la flèche. II porte Une poulie folle sur une face de laquelle est fixé l'axe a d'un petit levier pressé par un ressort et terminé à un bout par uu crochet ou loqueteau h. Sur celui-ci s'appuie une pièce calée sur l'arbre. Dans cet état Tarbre en mouvement entraîne h poulie qui peut servir à soulever un corps suspendu à une corde enroulée sur cette poulie. Mais bientôt la queue du levier vient rencontrer un obstacle e. Le crochet b s'éloignant du centre, la pièce calée sur Tarbre échappe et laisse retomber le corps suspendu. Immédiatement là queue du levier ayant quitté l'obstacle, le loqueteau est râ«mené par le ressort à sa première position ; la pièce calée revient le rencontrer, et l'embrayage est rétabli ftu delà de Tobstâcle. Là poulie peut ainsi faire environ un tour alternativement dans leé deux sens.
1 84 . Déclic appliqué à un moutûn. Deux pièces Verticales dites jumelleê servent de guides à un ôorps d'un poids très-grand appelé mouton, qui doit alternativement être élevé puis rétomber librement pour produire un choc. A cet eBtet UU aUtre COrps également guidé par les jumelles est interposé entre le mouton et la corde qui doit Télever en passant sur une poulie. Cette pièce intermédiaire porte deux leviers articulés analogues aux deux branches d*une tenaille, deux ressorts, en écartant leurs bras supérieurs, rapprochent leurs mâchoires inférieures, qui, étant introduites dans un anneau fixé au mouton , obligent celui-ci de suivre le mouvement ascendant de la cordé. Qufind
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il atteint le haut de sa course, les bras supérieurs de la tenaille auxquels on a donné une courbure convenable pénètrent dans un orifice fixe qui les force de se rapprocher ; par conséquent les mâchoires s'écartent et laissent échapper Tanneau du mouton qui tombe.
MOYENS DE MODIFIER UNE LIAISON DE MOUYEHENTS
20B. Changement de vitesse angulaire par roues dentées» et mancbon d'embrayage. — 135. Axes parallèles, — 136. Axes concourants, — 137. Cas particulier du mécanisme prêcèdent.
Deux arbres dont les axes de rotation sont dans un même plan portent deux paires de roues dentées. Les deux roues A et B qui appartiennent à un de ces arbres y sont calées ; les deux autres, engrenant constamment avec les deux premières, sont folles sur le second arbre, et dans leur intervalle joue un manchon d'embrayage analogue à celui de la figure lâ6, si ce n'est qu'il est double, c'est-à-dire qu*il y a des dents ou saillies sur ses deux bases opposées. Suivant qu'il est engagé à droite OU à gauche, c'est Tuile ou l'autre des deux paires de roues qui fotictionne comme si elle était seule.
Si, cointne au numéro 135, tes deux axes de rotation sont parallèles ou se rencontrent hors de Tîntervalle des deux roues folles, le déplacement du manchon change seulement le rapport des vitesses angulaires sans en altérer le sens ; tandis que si les axes de rotation se rencontrent dans Tintervalle des deux roues folles, comme au numéro 136, le transport du manchon de l'une à Tautre change le sens de la rotation d'Un des arbres, le sens de l'autre restant le même.
Le mécanisme n° 137 n'est qu'un cas particulier du précé-
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dent : c'est celui où les deux roues calées se confondent ou se réduisent à une seule. Dans ce cas, le rapport des deux rotations reste constant, et le sens de l'une d'elles change seu* lement.
Conformément à la remarque faite sur le numéro 126, les dispositions dont il est ici question peuvent être employées de deux manières^ suivant que le moteur oblige de tourner continuellement Tarbre à manchon ou Tarbre des roues calées.
209. Ghani^eiiieiit de vllease anipilaire par le déplacement d'une eoarrole sans fin sar diverses pevlles é^Ales. —
IZ8, Axes parallèles. — 1S9. Axes concourants. Dans la disposition n"" (S8, un même arbre A porte quatre poulies d'égal diamètre et voisines les unes des autres. La première à droite est folle ; la deuxième a est calée immédiatement sur l'arbre ; la troisième b est calée sur un canon ou tube cylindrique tournant librement sur ce même arbre ; la quatrième e est calée sur un deuxième canon qui est moins long que le premier et qui tourne librement sur celui-ci. Sur ce même canon et à côté de la quatrième poulie est calée une roue dentée e' dont la figure représente seulement une coupe; plus loin à gauche est fixée au bout du premier canon une deuxième roue dentée b'^ plus petite que la première ; plus loin encore est calée sur Tarbre même une troisième roue dentée plus petite que la seconde* Sur un second arbre B parallèle au premier sont fixées trois autres roues dentées c", b", a", qui engrènent constamment avec les trois précédemment indiquées, et dont les diamètres varient par conséquent en sens inverse. Une courroie sans fin, mise en mouvement par un tambour non représenté dans la figure, est embrayée tour à tour sur les quatre poulies et fait ainsi varier la vitesse de Tarbre B , celles du tambour et de la poulie embrayée restant la même. Le calcul du rapport variable des vitesses en fonction des rapports des rayons des roues dentées n'offre point de difiîculté.
MODIFICATIONS DBS LIAISONS DE MOUVEMENT
Si les arbres parallèles A et B étaient éloignés l'un de Pautre, on substituerait aux roues dentées des poulies constamment embrassées par trois courroies sans fin. Dans les deux cas, Tarbre B arrive du repos à sa plus grande vitesse, en passant par deux états intermédiaires.
Dans la disposition du numéro iS9, un arbre A supposé horizontal porte trois poulies accolées d'égal diamètre, Tune au milieu qui est folle, une autre à droite a calée sur Parbre, la troisième à gauche b calée sur un canon tournant librement sur cet arbre. Sur ce canon est fixée une roue dentée conique b' indiquée en coupe, et à une certaine distance à gauche, est fixée sur l'arbre même une autre roue dentée conique a'. Ces deux roues engrènent respectivement avec deux autres a'' et b" fixées sur nn arbre B perpendiculaire au premier A. Pour se rendre compte de Teifet du déplacement de la courroie^ qu'on la suppose d'abord sur la poulie a, et lui imprimant le mouvement dans le sens indiqué par la flèche i. L'arbre A et la roue a' participent à cette rotation, et l'arbre B tourne dans le sens de la flèche 2, et la roue b' suivant la flèche 3. Lorsque, au contraire, la courroie mène la poulie b, tous les mouvements changent de sens, et il y a entre ces deux états un temps d'arrêt pendant lequel la courroie embrasse la poulie folle. En changeant de sens la rotation de Tarbre B peut aussi changer de grandeur; il suffit pour cela que le rapport des rayons des roues a' et a" diffère de celui des rayons des roues b' et b".
Les remarques de l'article 212 s'appliquent à tous les changements de vitesse obtenus au moyen du déplacement d'une courroie sans fin.
210. Chang^ement de vU<»9se angulaire par Camboars de rayons variables on par poalles étagées. — 140. Courroie Bans fin sur deux tambours de rayons variables. Sur deux axes parallèles tournent deux solides de révolution ou longues poulies embrassées par une courroie sans fin. Les diamètres variant en
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sens inversas sont tels, que, quel que soit le plan perpendiculaire aux axes dans lequel soit placée la ligne-milieu de la courroie, celle-ci^ étant d'une longueur invariable, soit toujours tendue également et suffisamment pour que la rotation d'un des tam« bours entraîne celle de Fautre sans glissement. Un double guide* courroie muni, si Ton veut, de rouleaux et porté par une tige guidée parallèle aux axes, détermine à volonté la position de la courroie et par suite le rapport des vitesses angulaires des deux tambours. Ce rapport variable est inverse du rapport des rayons des cercles actuellement embrassés, la courroie étant supposée inextensible. Le guide- courroie, analogue à la fourche d'embrayage ordinaire, en diffère en ce qu'il doit agir incessamment, sans quoi la courroie, se portant vers le gros bout de chaque tambour, s'y placerait obliquement avec une très-grande tension. Si la courroie est croisée, la condition d'égale tension ou de longueur invariable de cette courroie exige seulement que la somme des rayons correspondants soit constante. Soient en efTet (fig. 139) a la distance C« des axes parallèles, R et r les rayons des cercles actuellement embrassés, I la longueur AB ou A'B' des parties rectilignes de la courroie sans fin, a Tangle ACe ou BeC exprimé par le rapport de l'arc qu'il comprend au rayon, enfin %L la longueur totale de la courroie. On a évidemment
Lz:zl+B(%^a)+r[r:'^a), acos a = ll4-r et f=;asinaj
d'où il suit que a et L sont invariables quand la somme R + f reste constante.
Lorsque la courroie n'est pas croisée cette relation n'existe plus. On a
I,=Z+JI(ic— ai) + ra, icsasina et «— rrsacosa;
trois équations qui déterminent les six quantités a, JL, I, A, r et a quand trois d'entre elles sont connues, ou que Tune de ces données est remplacée par une quatrième relation.
Si, par exemple, on adopte l'hypothèse limite r=: o, et qu'on
suppose a = 1 et <x=-i:, on trouve
jR = cos a = 0,3827, i = sin a =0,9239,
et
|, = f 4- giç 11 = 1,6753.
Supposons, autre hypothèse extrême, que les rayons il et r soient égaux, et conservons la même distance des axes et la même longueur de la courroie. Soient donc a:^l et 1^=1,6753.
On a alors
TU
a=', / = ! et Lmi+icB,,
d'où
Ainsi, entre les deux cas extrêmes x|ui viennent d'être considérés, la somme des rayons varie de Q,3827 à 0,4298, et n'est par conséquent pas, à beaucoup près, constante,
En conservant les valeurs précédentes de a et de L, et en at-
tribuant à l'angle a diverses valeurs, de -iç à tc, on calcu-
lera très^aisément autant de couples de valeurs de R et de r. Lorsque la courroie est croisée et que par conséquent la somme H+r doit être constante, le rapport des vitesses angulaires devient une fonction simple de l'un des rayons. Soient lu et J^ ees vitesses correspondantes aux rayons r et It : si Ton pose
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on a
Dans cette' même hypothèse les deux tambours peuvent être coniques ; ces deux troncs de cônes à axes parallèles ont même angle au sommet, et sont posés en sens inverses, de manière que leurs génératrices les plus éloignées aa' et bb' sont parallèles, de même que les deux plus rapprochées aa et bb. Alors r est proportionnel à la distance de la courroie au sommet du cône auquel appartient ce rayon r.
w Lorsqu'on veut que le rapport — dépende , suivant une
autre loi, de la position de la courroie^ les profils méridiens de tambours doivent être curvilignes» les deux courbes les plus rapprochées aa et bb restant égales et parallèles pour satisfaire à condition R + r=const.
Si, par exemple, on veut que — soit proportionnel à la
distance x de la courroie à un plan fixe perpendiculaire aux axes, on posera
1 = - d'où ac=r (jc+a);
par conséquent le profil du tambour ayant la rotation w est une hyperbole équilatère dont l'axe de ce tambour est une asymptote. i41. Deux tambours dont fun est cylindrique. Le tambour conique monté à frottement doux sur un arbre carré ou sur un arbre rond à languette, est lié à une gorge dans laquelle s'engage une fourche qui pousse le tambour à droite ou à gauche, selon qu'on veut diminuer ou augmenter le rapport de la vitesse angulaire du cône à celle du cylindre. La figure indique la position de deux poulies de renvoi P, dont les arbres glissent dans
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des coulisses parallèles à Taxe du cylindre ; elles déternoinent les deux plans où se meuvent les parties rectilignes de là courroie sans fin, et font en même temps fonction de poulie de tension = .
142. Poulies étagées. Les deux mécanismes précédents permettent de faire varier, d'une manière continue et pendant la marche, le rapport des vitesses angulaires. Lorsque cette condition n'est pas imposée^ on emploie plusieurs paires de poulies disposées pour être, à volonté^ embrassées par une même courroie. L'inconvénient est le temps d'arrêt nécessaire pour changer sans danger la position de la courroie ; mais l'avantage est que la courroie une fois placée ne tend pas à changer de position, et que Faction continuelle d'un guide-courroie n'est plus indispensable.
^iî. Rapport variable des vltesfiies aB^nlalres d*«B eèae oa d'an plateaa elroalalre et d'aae roulette.— 1 id-Câneet roulette* Un tronc de cône A (fig.^ 33) tourne autour d'une axe fixe; son arbre porte une roue ou une poulie dont le rayon est r; la vitesse angulaire commune au cane et à la roue est w. Une roulette dont le rayon est a touche le cône au point T et tourne avec une vitesse angulaire w' autour d'un axe géométrique aa situé dans un même plan avec l'axe du cône, et parallèle à sa génératrice la plus voisine. Il en résulte que le contact du cône et de la roulette subsiste lorsque l'arbre de celle-ci se déplace longitudinalement. Autour de ce même arbre tourne une roue ou poulie dont le rayon est r', et qui a la même rotation w', sans déplacement longitudinal.
Le rapport des vitesses angulaires w et ii/ dépend de la position variable de la roulette. Soit y^ sa distance TS au sommet du tronc de cône, et soit y Tangle de la génératrice et de l'axe. La vitesse linéaire commune de la roulette et du cône^ en leur point de contact T, est wz et w'a; ainsi
wy8iny=%k/a.
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Pour avoir la relation des cbeoiins éx e( àjç' parcourus pendant le tempa 4(, par deux pointa pri$ sur les cirçonférenoes dont les rayons sont r et r^, il auflSt d'écrire dx;=wr a< et dx^ = tu V d^ , d'où Ton conclut
r^y 5tn Y ^ = ra dx'
el en intégmiit
^ r sin f
de sorte que si l'on considère les espaces x parcourus à partir d'une position déterminée^ par un point quelconque de la circonférence de rayon r, et si Ton assujettit la distance y k être à chaque instant égale à une fonction t{x) de la variable jc,
l'espace x' parcouru depuis Tinstant initial par un point de la circonférence de rayon r\ étant affecté du coefficient constant
ra C
-7—: — , est numériquement égal à rintégrale I t(x)dxy prise
depuis zéro jusqu'à l'instant final
144. Plateau toumaïkt et rmhtte^ Ce mécani$ine peut être considéré comme un cas particulier du précédent. IJo plateau cirQulaire A, supposé bori^ontal, tourne autour d'un axe ver^ tical, ainsi qu'une roue ou poulie dont le rayon est r« I^eur vitesse angulaire commune est it>. La roulette dont le rayon est a s'appuie sur la plateau et tourne autour d'un aj^e géonoé^ trique fixe, horizontal et concourant avec Taiie vertical La vitesse angulaire de la roulette et d'une roue dont le rayon est r est désignée par w\ La distance y de la roulette à Taxe verticales! variable, tandis que la roue / n'a qu*un mouvement simple de rotation.
La vitesse linéaire commune de la roulette et du plateau en leur point de contact T donne l'équation
mycBtu
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et si dx et dx' sont les cbemiDS parcourus pendant le temps d^ sur les circoqrérences des roues r et r\ on a d;i:=wriif et dx' = wVdt , d'où Ton conclut :
r'ydx = radx' j
et, en intégrant,
formule analogue à la précédente, et donnant lieu à la même interprétation.
Telle est la théorie fort simple du planimètre d'Ernst et du dynamomètre compteur de MM. Poncelet et Morin.
212. Chang^ement de TUes»e par vis sans fin. — 145* Mou^ •' vement hélicoïdal dont la translation change à volonté de sens. Un
arbre^ qui dans la figure est supposé horizontal, tourne continuellement dans un même sens ; il porte une roue dentée calée qui engrène constamment avec une autre roue montée à rainure et languette sur un arbre vertical ; la languette est fixée dans l'œil circulaire de la roue, et la rainure est creusée dans Tarbre, de manière que celui-ci tourne continuellement, mais peut glisser en montant ou en descendant, tandis que la seconde roue, maintenue par un support fixe, reste toujours à la même hau~ teur. Le même arbre vertical est taillé à sa partie inférieuree en vis qui engrène sans fin avec deux roues dentées à axes horizontaux. Celles-ci tantôt tournent librement sur leurs coussinets, et tantôt deviennent iiiomentanément fixes parce que Tune des deux est enrayée par l'ouvrier qui emploie la machine. Dans le premier cas^ si le foret fixé à l'extrémité inférieure appuie sur une pièce de métal ou de bois à percer, Tarbre tourne en descendant à mesure que le trou se creuse : la vis et les deux roues folles où elle est engrenée ne produisent alors
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aucun effet. Hais dans le second cas ces roues, devenant fixes, font la fonction d'un écrou immobile; lavis remonte, entraînant Tarbre vertical dans son mouvement bélicoîdal jusqu'à ce qu'elle soit entièrement hors de Técrou.
NOTE
SUR LBS ÉPICTGLOÏDBS PLANES
(Meinttonaée k la pag« 104).
On a vu (deuxième note annexée à Tarticle 88, pages 98 et 99) que
Lorsqu'une courbe BAF (fig. 40) mobile dans son plan roule sans glisser sur une autre courbe B'AF' fixe dans le même plan et entraîne dans son mouvement une troisième courbe edaf invaria" blementliée avec elle et dans le même plan, si l'on considère la quatrième courbe e'd'mt qui est l'enveloppe fixe des positions succèssives de la troisième^ la normale commune aA^ en un instant quelconque y à la troisième courbe et à son enveloppe, passe au point de contact actuel A des deux premières courbes, et le rayon de courbure AX ou p de f enveloppe, suivant cette normale^ satisfait à Féquation
dans laquelle
B et JR' sont les rayons de courbure des deux premières courbes pour le point deeontact A,
r est le rayon de courbure de la courbe entraînée eéaff, pour le point ai,
n est la distance «A,
9 est Fangle aAG' des deux normales Aa et AG^
286 NOTB^
Les termes de la démonstration que nous avons reproduite supposent que les deux premières courbes sont des cercles et que par conséquent les rayons R et R' sont constants ; mais cette hypothèse n'est pas nécessaire^ et la démonstration ainsi que la formule [1] subsisterait si les deux courbes étaient quelconques et que leurs rayons de courbure R et R' fussent variables.
Rayon de coarbare de l'éplcyclolde. — Il s'agit ici d^étudier
le cas particulier où la courbe enveloppe est une épicycloîde plane. Non-seulement les deux premières courbes sont alors des cercles et par conséquent les rayons R et R! sont constants, mais la courbe entraînée est réduite à im point, de sorte que r est nul^ et de plus ce point est situé sur la circonférence mobile. Il en résulte que dans la formule [1] il faut Taire (fig. 130)
rziO et cos? = ^.
On à donc
1 1. _ f ^ I \ ji_
5 "^ JR' ~ \n P — »/ ^ *
d'où
Ainsi le point décrivant étant M , pour avoir le centre de courbure % il suffit de prolonger MA égal à n en faisant
AX
2JR+JI
c'est ce que Ton construit en traçant le diamètre MD , puis la droite DC qui doUpe MA prolongée en X ; car la corde SD
étant parallèle et égale à AM , on a la proportion
Ax ; sD ; : xc : es
ou
AX : n ::ii':2R+R'.
DéTeioppée de l'éploycioide. — Le lieu des points X est la développée de l'épicycloïde décrite par le point M. Soit OMK la moitié de cette épicycloïde : les arcs OA et AM sont de même longueur; Tare OAL = ivA; la droite G'K = JR'4-2it»
La formule [2] montre qu*au point G de la courbe OMK , où n = 0, le rayon de courbure est aussi nul; et qu'au point K» où n = 2ll, on^a
p = 2ll-h
■*Mh»
JR' + 2H
de sorte que le centre de courbure S correspoiidant satisfait aux relations
WLt= , Z ' et C^Wsa » '■■■■■'. [3]
Cette longueur CM est le minimum de la distance du point variable X au centre C, et le tracé même approximatif» par points, de la courbe OXN suffit pour faire pressentir son analogie avec une épicycloïde. Pour confirmer cet aperçu, décrivons la circonférence ISP autour dé C', puis là circonférence dont le diamètre est AP. Il est facile de vérifier i*^ que le point X est sur cette circonférence, et â<^ que Tare PX est de même longueur que Tare NP.
Et en effet, i<» à cause du contact en A , le prolongement de MA donne une corde dont le rapport à MA ou n est celui de AP ou NL à 2lt ; ce rapport d'après Texpression précé-
dente de NL est . ; la corde est donc égale à .
R -j" ZR Ji -j- 2 JR
OU à AX.
KtS non sur us tPinciolDBS rLAifse.
2' Les arcs PX et HS ou AD sont semblables. Donc
arc PN ^ arc AL ■
Or, d'après les expressions [3] de NL et de C'N, on a
2R ff '
donc les arcs PX et PN sont de même longueur.
Donc la dévoloppéc NXO est une épicycloïde décnle par I point X du cercle PXA roulant sur le cercle NP. Les rayoi
du cercle mobile et du cercle fixe sont dans le rapport de ^ N
à C'N ou de A à Jt', d'après les relations [3] ; donc la déveloi pée d'une épicycloïde est une courbe semblable à celle-ci, leur rapport de similitude est celui de C'N à R', c'est-à-dire { R à R' + 2R.
[Le tond de ceUe note est empruDlé A l'excelleot ouTi-age intllalË Et tttentt d» eaietU tejtnlKMmal, par H. DdbuIbl, tSM.}
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