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• A V E R^T I S-'g E ÎNÏ E N T. ' ,.
C>ETTE seconde Eididoh est augmiétitée de plus d'un tiers. ' ^'''* ■ "ë* •' i*
On a ajoutié' au Discours prëlfnAifiafrè quelques réflexions sur la questioii i^de's forces vives, et l'examen d'une autre question importante, proposée par rAcadértiiè Royale des Sciences de Pr'usse , si les' lois de la Sla/ique et de la MécJianique Sont de vérité nécessaire ou contingente p.
' Dans la première Partie de l'Ouvrage i ce qui regarde la mesure et là comparaison des forces accélératrices est expliqué avec beaucoup plus, de détail que' dans la première Edition , et contient sur cette matière des remarqués qu'on ne trouvera point ailleurs ; on a inséré aussi dans cette première Partie , plusieurs nouvelles récherches sur les lois de l'équilibre.'
- AVERTT'SS^MENT. -
Lf^s; aclditionsr;»N;i/§i[»alje6 ^& la seconde Partie , sont quelques propositions sur l'état j4lf, centre ^eigravité de, plusieurs Corps qui agissent les uns surj,l,e^ aptrfs ; la spr-
M\^M?^?^^^^.^^ Erobjéme.de Djnaj;?i?iqi^e,i, qui navoit été qu'imparfaitement jiésoju |usqu'ici, parce qu'on n'avoit puséjjsareif le& rndéterminées de l'équation iin aie ( ce Problênie. se trouve art. 97 , et suivans ) ; une solution beaucoup plus simple du Problême V , sur le mouvement
d'un filcl^argé de. plusieurs poids, avec !un grand nop^bre. de réflexions curiepse^ sur ce Problême ; une solution plus délaillée et en même tenis, pjus simple du Problême des CorpS;qvii vac^lent sur des plans; enfin des recherches noiJivelles et des observations importantes sur le choc j^es Corps à ressort. Je ne par^ point de plusieurs autres additions moins considérar
AVERTISSEMENT
blés répandues dans le corps de l'Ouvrage , et qui ont principalement pour but de développer davantage ce qui m'a paru en avoir besoin. Mais je ne dois pas laisser ignorer les obligations que j'ai à M. Bezout de l'Académie Royale des Sciences, qui a bien voulu me fournir pour cette Edition un grand nombre de notes , dont l'objet est de mettre l'Ouvrage à la portée d'un beaucoup plus grand nombre de Lecteurs qu'il ne l'étoit dans la première Edition. Ces notes, au nombre de plus de soixante, sont au bas du Texte.
' Quoique cette nouvelle Edition soit déjà
fort augmentée, mon dessein étoit d y ajouter encore plusieurs autres morceaux, la plupart composés depuis long-tems, et qui ont tous rapport à la Dynamique. Ces morceaux étoient i^. (*) Des recherches sur le mou-
^mmmmm^mtn»im^
' (*) Cejs différens morceaux se trouvent arec beaucoup d'au* très Mémoires très-inléressans dans les huit volume (TO/ms-
AVERTISSEMENT
vement d'un corps qui tourne autour d'un axe mobile; Problême du même genre que celui de la précession des Eauinoxes ^ l'Ouvrage que j'ai mis au jour sur ce dernier sujet en 1 749 , contient tous les principes nécessaires pour résoudre le Problême gér néral dont il s'agit ; et les recherches dont je parle ici , et que je voulois joindre k ce Traité , ne sont que l'application de ces principes, a*'. (*) Plusieurs additions à l'Essai d'Hydrodjmamique entièrement neuf que j'ai donné dans les Chap. VIII et IX de ma Théorie de la résistance desjluides, publiée en 1762; ces additions ont pour objet de faire voir que cet Ess^^i d'Hydrodynamique,
cules Maihémaiiqucs de l'Auteur. Pour les recherches dont il est question, ici , voyez Opusc. Tom. li.^ag. 74. — Tom. IV^ pag. !• — Ibid. pag. 3^2. — Tom. V, pag^. a5i. — Tom. VII, pag. 372
(*) Voyez Opusc. Tom. I, pag. 187. — Tom. V,3o•.et«âI^ Mémoires. — Tom, Vif pag. 379. — Tom. VIII, pag. 1 — Jbid, pag. 02.
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quoique très-court , renferme une Méthode aussi générale qu'on le puisse désirer pour soumettre au calcul le mouvement des fluides, et de déterminer en même tems le petit nombre de cas dans lesquels on peut appliquer /7^o//rett,sc/we/î/ le calcul à la recherche de ce mouvement. 3^. (*) Une théorie des oscillations des Corps flottans , pour servir de supplément à celle que j'avois ébauchée dans le Chapitre VI de mon Essai, déjà cité, de la résistance dés ^fluides, 4*^. (**) Un écrit assez étendu sur les vibrations des cordes sonores , en réponse aux objections qui m*ont été faites sur ce sujet dans les Mémoi" res de r Académie de Berlin de 1753, par deux grands Géomètres , M" Bernoulli et Euler , divisés d'ailleurs entr'eux , même dans ce qu'ils nie contestent , puisque l'un
(*) Voyez Opusc. Tom. I , pag, 104.
(**) Voyez Opusc. Tom. I.
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m*accorcle ce que l'autre me nie. 5 **. (*) Enfin une démonstration du principe de la composition des forces, à la vérité moins simple que celle qui a été donnée dans l'article û8 de cet Ouvrage, mais que je crois cependant n'être pas indifférente pour les Mathématiciens , par le moyen que j'ai trouvé de simplifier la démonstration très-ingénieuse de ce même principe , qu'on peut lire dans le premier Tome des Mémoires de Pélersbourg. Mais ces différentes additions, quoique toutes intéressantes par leur objet, auroient tr.op grossi le Volume que je mets au jour; je me propose donc de les publier, ensemble ou séparément, dans quelqu'autre occasion.
(♦) Voyez Opusc. Tom. I , jpag. 169. Mém. de VAcadé^ mie des Sciences de Paris 176g, pag, a85. Opusc. Vol. VI, pag. 36o« ^
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X-jA certitude des Mathématiques est un avantage que ces Sciences doivent principalement à la» simplicité de leur objet II faut avouer même que, comme toutes ]es parties des Mathématiques n'ont pas un objet également simple , aussi la certitude proprement dite, celle qui est fondée sur des principes nécessairement vrais et évidens par eux-mêmes, n'appartient ni également, ni de la même manière à toutes ces parties. Plusieurs d'entr'elles , appuyées sur des principes pliysiqnes , c est-à-dire , sur des vérités d'expérience, ou sur de simples hypothèses, n'ont, pour ainsi dire , qu'une certitude d'expérience , ou même de pure . supposition. Il n'j a , pour parler exactement , que celles qui traitent du calcul des grandeurs, et des propriétés générales de Tétendue , c'est-àdire , l'Algèbre , la Géométrie et la Méchanique , qu'on puisse regarder comme marquées au sceau de révidence. Encore j a-t-il dans la lumière que ces Sciences présentent à notre esprit , une es-r pèce de gradation, et, pour ainsi dire, de nuance
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à observer. Plus l'objet quelles embrassent est étendu , et considéré d'une manière générale et abstraite, plus aussi leurs principes sont exempts de nuages et faciles à saisir. C'est par cette raison que la Géométrie est plus simple que la Méchanique, et l'une et l'autre moins simples que l'Algèbre. Ce paradoxe ne paroîtra point tel à ceux qui ont étudié ces Sciences en Philosophes : les notions les plus abstraites , celles que le commun des hommes regarde comme les plus inaccessi-^ blés, sont souvent celles qui portent avec elles une plus grande lumière : l'obscurité semble s'em* parer de nos^ idées à mesure que nous examinons dans un objet plus de propriétés sensibles ; l'impénétrabilité , ajoutée à l'idée de l'étendue , semble ne nous offrir qu'un mj^stère de plus ; la nature du mouvement est une énigme pour les Philosophes ; le principe Métaphysique des lois dç la percussion ne leur est pas moins caché ; en un mot plus ils approfondissent l'idée qu'ils se for* tiient de la matière , et des propriétés qui la représentent , plus cette idée s'obscurcit et parott vouloir leur échapper ; plus ilsT se persuadent que Texistence des objets extérieurs , appuj^ée sur le témoignage équivoque de nos sens , est ce que nous connoissons le moins im^parfaitement en eux.
Il réswite de ces réflexions , qïie pour traiter
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suivant la meilleure Méthode possible quelque partie des Mathématiques que ce soit (nous pour** rious même dire quelque Science que ce puisse être ), il est nécessaire non-seulemeut d'j introduire et dj appliquer autaut quil se peut, des connois$ances puisées dan^ des Sciences plus abs<traites, ^t par conséquent plus simples, mais en^ core dVnyisager de la .manière la plus abstraite fit la plu«t simple qu'il se puisse , Tobjet particulier de cette Science ; de ne rien supposer ^ ne rien admettre dans cet objet , q/ie les propriétés que la Science même quon traite j suppose. Dç là résultent deux avantages : les principes reçoivent toute la clarté dont ils sont susceptibles : ils se frpwvei^t d'ailleurs réduits au plus petit nombre posfsiblet et par ce moyen ils ne peuvent, nian»- -quçr d'acquérir en même tems plus d'étendue , puisque l'objet d'une Science étant nécessairement déterminé, les principes en sont d'autant plus féconds» qu'ils sont en plus petit nombre.
On a pensé depuis loug-iemj^^ et niême avec succès , . à remplir dans les Mathématiques , upe {lartie du plan que nous venons de tracer : on a appliqué heureusement^ l'Algèbre à la Géomér trie, la Géométrie à la Méchanique, et chacune de ces trois Sciences à toutes les autres , dont elles sont la base et le fondement. Mais on n'a pjis été si attentif, ni à réduire les principes de ces Scien-
a ij
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ces au plus petit nombre, ni à leur donner toute la clarté qu'on pou voit désirer. La Méchahîque surtout , est celle qu'il paroît qu'on a ïiégligée le plus à cet égard : aussi la plupart de ses principes, ou obscurs par eux-mêmes , ou énoncés et déhiontrés d'une manière obscure^ ont-ils donné lieu à plusieurs questions épineuses. En général, on a été plus occupé jusqu'à présent à augrfaenter l'édifice qu*à en éclairer l'entrée ; et on a pèiisé principalement à l'élever, sans donner à ses fôlidemens toute la solidité convenable.
Je me suis proposé dans cet Ouvrage de satisfaire à ce double objet, de reculer les limites de ' la Méchanique, et d'en applauir l'abord ; et mon but principal a été de remplir en quelque sorte un de ces objets par Tautre , c'est-à-dire , nonseulement dé déduire les principes de la Méchanique des notions les plus claires, mais de les appliquer aussi à de nouveaux usages ; de faire voir tout à la fois, et l'inutilité de plusieurs principes qu'on avoit em|)îèyés jusqu'ici dans la Méchaiiique , et l'avantage qu'on peut tirer de la combinaison des autres pour le progrès de cette Scfience ; en un mot, d'étendre les principes en les réduisant. Telles ont été mes vues dans le Traité que Je mets au jour. Pour faire connoître au Lecteur les moyens p^v lesquels j'ai tâché de les remplir, il ne sera peut-être pas inutile d'entrer ici dans
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un examen raisonné de la Science que j'ai entrepris de traiter.
Le Mouvement et ses propriétés générales, sont le premier et le principal objet de la Méchanique ; cette Science suppose J existence du Mouvement , et nous la supposerons aussi comme avouée et reconnue de tous les Physiciens. A l'égard de la nature du Mouvement, les Philosophes sont au contraire fort partagés là-dessus. Rien n'est plus naturel, je l'avoue , que de concevoir le Mouvement comme l'application successive du mobile aux différentes parties de l'espace indéfini , que noi(s imaginons comme le lieu des corps : mais cette idée suppose un espace dont les parties soient pénétrables et immobiles ; or personne n'ignore que les Cartésiens ( Secte qui à la vérité n'existe presque plus aujourd'hui ) ne reconnoissent point d'espace distingué des corps , et qu'ils regardent l'étendue et la matière comme une même chose. Il faut convenir qu'en partant d'un pareil . principe, le Mouvement seroit la chose la plus difficile à concevoir, et qu'un Cartésien auroit peutêtre beaucoup plutôt fait d'eu nier l'existence, que de chercher à en définir la nature. Au reste, quelque absurde que nous paroisse l'opinion de ces Philosophes, et quelque peu de clarté et de précision qu'il j ait dans les Principes Métaphysiques sur lesquels ils s'efforcent de lappuyer, nous n'en-
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treprendro ns point de la réfuter ici : nous nous contenterons de remarquer, que pour avoir une idée claire du Mouvement, on ne peut se dispenser de distinguer au moins par Tesprit deux sortes d'étendue : Tune , qui soit regardée comme impé*» nétrable , et qui constitue ce qu'on appelle propre* ment les corps ; l'autre , qui étant considérée simiplement comme étendue, sans examiner si elle est pénétrable ou non , soit la mesure de la distance d'un corps à un autre , et dont les parties envisagées comme fixes et inamobiles, puissent servir à juger du repos ou du mouvement des corps. Il poUs sera donc toujours permis de concevoir un espa^' ce indéfini comme le lieu des corps , soit réel i soit supposé, et de regarder le Mouvement comme le transport du mobile d'un lieu dans un autre^
La considération du Mouvement entre quelquefois dans les recherches de Géométrie pure ; c'est ainsi qu'on imagine souvent les lignes , droites ou courbes, engendrées par le Mouvement continu d'un point , les surfaces par le Mouvement d'une ligne., les solides enfin par celui d'une surface. Mais il j^ a entre la Méchanique et la Géométrie cette différence, non-sçulement que dans celle-ci, la génération des Figures par le Mouvement est, pour ainsi dire, arbitraire, et de pure élégance , mais encore que la Géométrie ne considère dans le Mouvement que l'espace parcouru , au lieu que
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dans la Méchanique on a égard de plus au teois que le mobile emploje à parcourir cet espace.
On ne peut comparer ensemble deux choses d'une nature différente, telles que Tespace et le tems : mais on peut comparer le rapport des parties du tems avec celui des parties de Tespace parcouru. Le tems par sa nature coule uniformément, et la Méchanique suppose cette vmiformité. Du reste, sans connoître le tems en lui-même et sans en avoir de mesure précise, nous ne pouvons représenter plus clairement le rapport de ses parties, que par celui des portions d'une ligne droite indéfinie. Or Tanalogie qu'il y a entre le rapport des pa:rtîes d'une telle ligne , et celui des parties de l'espace parcouru par un corps qui se meut d'une manière quelconque , peut toujours être exprimée par une équation : on peut donc imaginer une courbe , dont les abscisses représentent les portions du tems écoulé depuis le commencement du Mouvement, les ordonnées correspondantes désignant les espaces parcourus durant ces portions de tems : l'équation de cette courbe exprimera , non le rapport des tems aux espaces, mais, si on peut parler ainsi, le rapport du rapport que les parties de tems ont à leur unité , à celui que les parties de l'espace parcouru ont à la leur. Car l'équation d'une courbe peut .être considérée , ou comme exprimant le rapport des ordonnées aux
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abscisses , ou comme Téquation entre le rapport que les ordonnées ont à leur unité, et le rapport que les abscisses correspondantes ont à la leur.
Il est donc évident que par l'application seule de la Géométrie et du calcul, on peut, sans le secours d aucun autre principe, trouver les propriétés générales du Mouvement, varié'suivant une loi quelconque. Mais comment arrive-t-il que le Mouvement d'un corps suive telle ou telle loi particulière? Cest sur quoi la Géométrie seule ne peut rien nous apprendre , et c'est aussi ce qu on peut regarder comme le premier Problème qui appartienne immédîal^ement à la Méchanique,
On voit d'abord fort clairement, qu'un corps lie peut se donner le Mouvement à lui-même. Il ne peut donc être tiré du repos, que par l'action de quelque cause étrangère. Mais continue-t-il à se mouvoir de lui-même, ou a-t-il besoin pour se mouvoir de l'action répétée de la cause? Quelque parti qu'on pût prendre là-dessus , il sera toujours incontestable, que l'existence du Mouvement étant une fois supposée sans aucune autre hypothèse particulière, la loi la plus simple qu'un mobile puisse observer dans son Mouvement , est la loi d'uniformité, et c'est par conséquent celle qu'il doit suivre , comme on le verra plus au long dans le premier Chapitre de ce Traité. Le Mouvement est donc uniforme par sa nature : j'avoue que les
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preuvç^qu on ^.doanées jijs^'i présQir^cie^çii; pmnr cipe , ne ^out peut-êtrejpaa,fpr5^iCUa?f^ftpf«ij|Çft s pa verra dap^ mon Oi^yrstgci Ji^ v^ijËftçuklsi'jçWatt peut.j oppwer, et le ^hj^mii? ,^P^ fUî*t^if pàut évitçr de m'engager à Jias.réspudre^ dlinine a^nble qpe cçttjç loi d'uqîforml^é esseûtîelLe au .Mcnivei-
f^ijlëures taisons B.Mr le^uell^ M niedure du ténu par Ae Mov-venaieot h ni forme pul&se êtne appujéç^ Aussi j^i cru devoir «entrer là-dessus dans quelque détail^ quoi^u'au foqd' cette discussion pucBar^iai^ roitre ètppcfgèreà la,3^iécb«iïiqujp* : :>l; ' : î
. . hRjfijrc^d^ inertie^ q'èst à-direvJa propiriàtéjqu'ont les Ocjypj^vde pçrsévérer dw>* teur état de repoâxiu de Mouvement, étant une fols. établie » il est clair que le Mouvement, qui a. besoin d'une icausepou/r CQmm&nt!ipr;an,œmM^9 h «sfifttervtne sauh^itaaoa'.plus étire Accéléré, ^u retaitdé qijie.paiî»infré; c^se^trari* gèr*w Or quelles sont les causée. côp&blesl de produire ou dechangerle Mpuvement dans. les Corps? Nous n'en connaissons jusqua présent que de deux sorties : les uUe^ se manifestent à nous en même.tejDsque l-efFet qu>lle!s produisent , ou plirtôt dont^ elles sont Toccasian : ce sont celtes qui ont leur source dans Taction sensible et mutuelle des Corps, résultante de leur impénétrabilité ;• elles se réduisent; à Tînipulsioji et à quelques autres actions dé-^i nvées decelle^à: toutes iesi autres causes ne se font
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connoiti^'qtie f}ar letir effet, et nous en ignorons efltîépetftent la' natiirè:! telle est la cause qui fait tomber lèS Corps pdsën^ 'vers le centre de la teri^è^i celle qiirs^i^iït-l0s PÏ^nètes dans leiirst>rbîtes, etd Nous verrons bientôt comment on peut détermiiu^r lew effets» de' rimpxîilsion ,• et 'des causes qUi peuvent sy rapporter c-pouf notis eh tenir à celles die là sécoiide espèce^ il est clair que lorsqu'il» eàt question des effets^ produits par de telles causes t
ces effets doivent toujcyurs être donnés indépendainment de la connoissanee de) la cause , puisqu'ils ne peuvent en être déduits : c'est ainsi qtre $ans çoiïnbltre ja cause de la^ pesanteur, nous apprenons par rexpérîence que les' espaceis décrits par un Corps qui tombe, sont entreux comme les quarrésdes tems.. En général , dans les Mouvemeus variéÈ'doût les causes sont inconnues, il' est évident que l'effet »produît par la cause , soit dahs un tems fini , soit dans un iiistbnt , doit tcitijours-^tre donné par l'équation entre les tems et les espaces : cet effet une fois connu , et le principe de la force d'inertie supposé, on' n'a plus besoid que de la Géométrie seule et du caloul , pour découvrir les propriétés de ces sortes de Mouven^ens. Pourquoi donc aurions-nous recours à ce principe donttout le monde fait usage aujourd'hui, que la force accélératrice ou 'retardatrice est proportionnelle a Télément de la vitesse ? principe appujé sur cet
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unique axiome vague et obscur, que Tefiet est proportionnel à sa cause; Nous ti'examineiions point si ce principe est de vérité nécessaire; nous avouerons seulement que les preuvas qu'on en a- apportées jusqu'ici , ne nous paroissent pas hoirs d'atteinte : nous ne l'adopterans. pas, non plusv avec, quelques Géomètres ^ domine de vérité putement C4intingente, ce qui tniineiioi^t la certitude.de lit M^ohanique^ et la réduiroit à n être plus^ , qu lilne Science expérimentale : -nous nous .content erans: d'observêî*/ que vrai ou> douteux»' clair iou obscur, rl^st inutile à la Méclianique^ et que par conséquent il doit? eh être bânhi^"^ , :»!.• . *
Nous-ti'avons fait mdntion jusqu'à; présent/ que du changement pi^oduit dans' la vitesse du mobile par les causes capables d'altérer son Mouvement : et nous n ^vbns point encore cherché ce: qui doit arriver, si* la cause motrice tend à mouvoir le corps dans une direction dîfFéreùte de celle qu'il a déjà. Tout ce que nous* apprend dans ce cas le principe de la. force d'inertie , c'est que le .mobile ne peut tendre qu'à! décrire une ligne droite, et à la décrire uniformément V mails cela ne fait eonnoitre ni' sa vitesse ni sa i direction. On- est donc obligé d'avoir recours â' un second principe,. c'est ceiui qu'on appelle la compositiondes Mouvemens) et par lequel «►n déterm^nele Mouvennetift uniqiiie d'un Corp«.quH€tt)d à*sé tkdûVoiV sumntidiflTéreni
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tes directions à la fois avec des vitesses données. On trouveiia dans, cet Ouvrage une démonstration nouvelie de ce principe, dans laquelle. je me suis, proposéy et d'éviter toutes les difficultés auxquelles sont sujettes les démonstrations qu^on en donne communément, et enniême-tems de ne pas déduire d'un grand nombre de propositions compli** flfàées, un principe quii étant l'un des premiers de) hi M^échaoique., doit néeéssainement être appuya sur des p<*euves simples et faciles. >
Comme ie Moyveaietit d'un Corps qui /change U de direction^ peut jêtre regardé comme composé 1 du Mouvement qu'il avajt id'ëbord et d'un ii:qu veau. il MouYdment'jt|ù'*il ;a reçu, â^ même le Mbuvement j que le Corps avait d'abord peut-être regardé comme [| composé du nouveau Mouvement qu'il a pris, et j d^un autrequ'ila perdu.Delà il s'ensyitque les lois : do Mouvement bhangé par quelques obstacles que j ce puisse être, dépendent uniquement des lois dû i Mouvement détruit par ces mêmes obstacles. Car il est évident qu'il suffit de décomposer le Mouvement qu'avoît le Corps avant k rencontre de l'obstacle, en deux autres Mou vemensi tels, que l'obstacle ne nuise point à f un^ et qu'il anéantisse l'autrei Par-là ^ on peut «on^s^ulement démontrer lés lois du Mouvement changé par des obstacles in^ smrmontables , les seules qu'on ait trouvées jusf^u'và présent per cette Méjtb^cje ; qp ^^% enfKire déter^
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1 miaer dans quel cas le Mouvement est détruit par . ces mêmes obstacles. A Téffard des loiis du Mou-
égard
vement changé par des obstacles qui ne sont pas insurmontables en eux-mêmes , il ^st clair par la même raison, qu>n général il ne faut pour déterminer ces lois ,, qu'avoir bien constaté celles de Téquilibre.
Ot quelle doit être la loi générale de l'équilibre des Corps! Tous les Géomètres conviennent, que deux Corps dont les directions sont opposées , se font équilibre quand leurs masses sont en raison inverse des vitesses avec lesquelles ils tendent à se mouvoir; mais il n'est peut-être pas facile de démontrer cette loi en toute rigueur, et d'une manière qui ne renferme aucune obscurité ; aussi la plupart des Géomètres ont-ils mieux aimé la traiter d'axiome, jque de s'appliquer à la prouver. Cependant, si Ton j fait attention , on verra qu'il n'ja qu'un seul cas où l'équilibre se manifeste d'une manière claire et distincte ; c'est celui où les masses des deux Corps sont égales, et leurs vitesses égales et opposées. Le seul parti qu'on puisse pren» dre , ce me semble , pour démontrer l'équilibre dans les autres cas, est de les réduire, s'il sf peut, à ce premier cas simple et évident par lui-même* CVst aussi ce que faî tâché de faire ; le Lecteur ju-* géra si j'j ai réussi.
Le Principe de l'équilibre joint à ceux de la forcé
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d'inertie et du Mouvement composé, nous conduit donc à la solution de tous les Problêmes où
. Ton considère le Mouvement d'un Corps, en tantqu'il peut être altéré par un obstacle impénétrable
et mobile , c'est-à-dire , en général par un autre.
Corps à qui il doit nécessairement communiquer
du Mouvement pour conserver au moins une par-.
lie du sien* De ces principes combinés on peut
donc aisément déduire les lois du Mouvement de$
Corps qui se choquent d'une manière quelconque,
ou qui se tirent par le mojen de quelque Corps-
interposé entr'eux, et auquel ils sont attachés.
Si les Principes de. l^ force d'inertie ,. du Mouvement composé, et de l'équilibre, sont essentiellement différens l'un dé' l'autre, comme on ne peut s'empêcher d'en convenir; et si d'un autre côté, ces trois Principes suffisent à la Méchanique, c'est avoir réduit cette Science au plus petit nombre de Principes possible » que d'avoir établi sur ces trois Principes toutes les lois du Mouvement des Corps dans des circonstances quelconques , comme j'ai tâehé de le faire dans ce Traité* ;
A l'égard des démon'strations de ces Principes en eux-mêmes , le plan que j'ai suivi pour leur donner toute la clarté et la simplicité dont elles m ont paru susceptibles, a été de les déduire toujours de^ la considération seule du Mouvement , envisagé de la manière .la, plus simpke et la plus claire. Tdut
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ce que nous voyons bien distinctement dans le Mouvement d'un Corps , c'est qu'il parcourt un certain espace , et qu'il emploje un certain tettis à le parcouHr. C'est donc de cette seule idée qu'on doit tirer tous les Principes de la Méchanique* quand on veut les démontrer d'une manière nette et précise ; ainsi on ne sera point surpris qu'en conséquence de cette réflexion » j^aie , pour ainsi dire, détourné la vue de dessus les causes motri^ ces , pour n'envisager uniquement que le Mouvement qu'elles produisent ; que j aie entièrement proscrit les forces inhérentes au Corps en Mouve* ment , êtres obscurs et métaphysiques , qui ne sont capables que de répandre les ténèbres sur une Science claire par elle-même.
C'est par cette raison que j'ai cru ne devoir.point entrer dans l'examen de la fameuse question des forces tH^cs. Cette question qui depuis trente ans. partage les Géomètres, consiste à savoir, si la force des Corps en Mouvettient est proportionnelle au produit de la masse |>ar la vitesse, ou au produit de la raass^ par le quarré de la vitesse : par , exemple , si un Corps double d'un autre , et qui a trois fois autant de vitesse , a dix-huit fois autant dé force ou sîx fois autant seulement. Malgré lesdrÀIputes que ï^ette question a causées, Tin utilité parfaite dont elle est pour la Méchanique, m'a enr: gngé h n'en faire aucune mention dans l'Ouvrage:
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que je donne aujourd'hui : je ne crois pas néan-^ moins devoir passer entièrement sous silence une opinion , dont Leibnitz a cru pouvpir se faire hon* lïeur comme d'une découverte; que le grand Bet- Houlli a depuis si savamment et si heureusement approfondie (*) ; que Mac-Laurin a fait tous ses efforts poyr renverser; et à laquelle enfin les écrits d'un grand nombre de Mathématiciens illustres ont contribué à intéresser le Public- Ainsi , sans fatiguer le Lecteur^ par le détail de tout ce qui a été dit sur cette question , il ne sera pas hors de propos d'exposer ici très-succinctement les Principes qui peuvent servir à la résoudre.
Quand on parle de la force de§ Corps en Mou^ vement, ou l'on n'attache point d'idée nette au liiot qu'on prononce, ou T'en ne peut entendre parJà en général, que la propriété qu'ont les Corps qui se meuvent, de vaincre les obstacles qu'ils ren-» cttntrent, o4i'de leur résister. Ce n'est donc ni par r^espace qu'un Corps parcourt unifornaément ,,ni par le tems qu'il emploje à le parcourir, ni en»fin par la considération simple?! unique et labs-
« (*)î Voyrz le DifcCour^ «ur les lois de la CQipmtttiicfKion du Mouvement^ qui a mérité Téloge de l'Académie en l'année 1726,011 le P, Miizière remporta le prix. La raison pour" laquelle la pièce de M. Bèrnoulli ne fui point couronnée,. se trouve dans l'éloge que j'ai publié de ce'grand Géomètre, quelques m9i.s après- sa mort, arrivé^ au commencement de 4748*
traite
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traite de sa niasse et de sa vitesse qu'on doit estimer immédiatement la force ; c'est uniquement per les obstacles qu'un Corps rencontre, et par la résistance que lui font ces obstacles. Plus l'obstacle qu'un Corps peut vaincre , ou auquel il peut résister, est considérable, plus on peut dire que sa force est grande, pourvu que sans vouloir représenter par ce mot un prétendu être qui réside dans le Corps, on ne s'en serve que comme d'une manière abrégée d'exprimer un fait, à peu près comme on dît. qu'un Corps a deux fois autant de vUesse qu'un autre, au lieu de dire qu'il parcourt en tems égal deux fois autant d'espace, ssiias prétendre pour cela que ce mot de vitesse représente un être inhérent au corps.
Ceci bien entendu, il est clair qu'on peut opposer au Mouvement d'un Corps trois sortes d'obstacles; on des obstacles invincibles qui anéantissent tout-à-fait son Mouvement, quel qu'il puisse être ; ou des obstacles qui n'ajent précisément que la résistance nécessaire pour anéantir le Mouvement du Corps, et qui l'anéantissent dans un instant, c'est le cas de l'équilibre; ou enfin des obstacles qui anéantissent le Mouvement peu à peu, c'est le cas du Mouvement retardé. Comme les obstacles insurmontables anéantissent également toutes sortes de Mou ve mens, ils ne peuvent servir à faire connoître la force : ce n'est donc que dans
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Téqu libre , pu rlans le Mouvement retardé qu'on doit en chercher la mesure. Or tout le monde convient qu'il y a équilibre entre deux Corps, quand les produits de leurs masses par leurs vitesses virr^ tue 1 les > c'est-à-dire, par les vitesses avec lesquelles ils tendent à se mouvoir, sont égaux de part et d autre. Donc dans l'équilibre le produit delà masse par la vitesse, ou, ce qui est la même chose, la q uanti té de Mouvement , peut représenter la force. Tout le monde convient aussi que dans le Mouvement retardé , le nombre des obstacles vaincus est comme le quarré de la vitesse ; ensorte qu'un Corps qui a fermé un ressort, par exemple, avec une certaine vitesse, pourra avec une vitesse double fermer, ou tout à la fois, ou successivement, non pas deux , mais quatre ressorts semblables au premier, neuf avec unç vitesse triple, et ainsi du reste. D'où .les partisans des forces vives concluent que la force des Corps qui se meuvent actuellement , est en général comme le produit de la masse par le quarré de la vitesse. Au fond , quel inconvénient pourroit-il j avoir à ce que la mesure des forces fut différente dans l'équilibre et dan^s le Mouvement retardé , puisque , si on veut ne raisonner que d'après des idées claires , on doit n'entendre par le mot àe force , que l'effet produit en surmontant l'obstacle ou en lui résistant? Il faut avouer cependant que l'opinion de ceux qui regar-
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deut la force comme le produit de la masse par la vitesse» peut avoir lieu non-seulement dans le cas de l'équilibre , mais aussi dans celui du Mou- ' vement retardé , si dans. ce dernier cas on mesure la force, ïion par la quantité absolue des obstacles, mais par la somme des résistances de ces mêmes obstacles. Car on ne sauroit douter que cette sotnme de résistances ne soit proportionnelle à la quantité de Mouvement , puisque , de Taveu de tout le monde , la quantité de Mouvement que le Corps perd à chaque instant, est proportionnelle au produit de la résistance par la durée infiniment petite de Tinstant , et que la somme de ces produits est évidemment la résistance totale. Toute la diflSculté se réduit doue à savoir si on doit mesurer la forcp par la quantité absolue des obstacles, ou par la somme de leurs résistances. 11 paroitroit plus naturel de mesurer la force de cette dernière manière ; car un obstacle n'est tel qu'entant qu'il résiste , et c'est , à proprement parler, la somme des résistances qui est l'obstacle vaincu : d'ailleurs, en estimant ainsi la force, on a l'avantage d'avoir pour l'équilibre et pour le Mouvement retardé une mesure commune : néanmoins comme nous rt'avons d'idée précise et distincte du mot de force, qu'en restreignant ce terme à exprimer un eftet , je crois qu'on doit laisser chacun le maître de se décider comme il voudra
ci;
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là-dessus ; et toute la question ne peut plus consister, que dans une discu.ssion Métaphjsique trèsfutile , ou dans une dispute de mots plus indigne encore d occuper des Philosophes.
Tout ce que nous venons de dire suflBt assez pour le faire sentir à nos Lecteurs. Mais une réflexion bien naturelle achèvera de les en convaincre. Soit qu'un Corps ait une simple tendance à se mouvoir avec une certaine yîtesse , tendance arrêtée par quelque obstacle; soit qu'il se meuve réellement et uniformément avec cette vîtesse; soit enfin qu'il commence à se mouvoir avec cette même vîtesse, laquelle se consume et s'anéantisse peu à peu par quelque cause que ce puisse être ; dans tous ces cas , l'effet produit par le Corps est différent, mais le Corps considéré en lui-même n'a rien de plus dans un cas que dans un autre ; seulement Faction de la cause qui produit l'effet est différemment appliquée. Dans le premier cas, l'effet se réduit h une simple tendance , qui n'a 'point proprement de mesure précise, puisqu'il n'en résulte aucun mouvement ; dans le second , l'effet est l'espace parcouru uniformément dans un tems donné , et cet effet est proportionnel à la vîtesse; dans le troisième, l'effet est l'espace parcouru -jusqu'à l'extinction totale du Mouvement, et cet effet est comme le quarré de la vîtesse. Or ces différens effets sont évidemment produits par une
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même cause ; donc ceux qui ont dît que \^ force étoit tantôt comme la vitesse , tantôt comme son qu^rré , n'ont pu entendre parler que de Veffet , quand ils se sont exprimés de la sorte. Cette diversité [d'effets provenans tous d'une nc^ême cause, peut servir, pour -le dire en passant, à faire voir le peu de. justesse et de précision de l'axiome prétendu, si souvent mis en usage, sur la proportionalité des. causes à leurs efl'ets.
Enfin ceux mêtnes qui ne sçroient pas en état de remonter jusqu'auî^ principe^ .raétaphjsiqucs fie la question des forces vives , verront aisément qu'elle n'est qu'une cjispute de mots , s'ils considèrent que les deux partis sont d'ailleurs entièrement d'accord sur les principes fondqpientaux de, Téquilibre et du mouvement. Qu'on propose le même Problême de Mcchanique à résoudre 4 deux Géomètres , dopt l'un soit adversaire et l'autre partisan des forces vives , leurs solutions, si elles sont bonnes, seront .tou)ours parfaitement d'accord ; la question de la mesure des forces est donc, entièrement. inutile 4 la Méchanique, et même sans aucun objet réel. Aussi n'aurôit-elle pas sansdoute enfanté tant de volumes j si on se fût attaché à distinguer ce qu'elle renfermoît de clair et d'obscur. En s'j prenant ainsi , on n'auroit eu be-, 5oîn que de quelques lignes pour décider 1^ question : mais il semble que la plupart de ceux qui.
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dût traité ùette matière , oient craint de la traiter en peu de mots.
La réduction <\ue nom ïivMis faîte de toutes les lois de la Méchanique à trois, celle de la force d'inertie, celle du mouvement composé, et celle de Téquilibre , peut servir à résou(li>e le grand Problème métaphysique proposé depuis peu par une des plus célèbres Acadértties de rEuropfc , si les lois de la Statique et de la Méchanique sont de vérité nécessaire ok contingente ? Pour fixer nos idées sur cette question, il faut d'abord la réduire au seul sens raisonnable qu'elle puisse avoiV. Il ne sagit pas de décider si TAuteur de la nature auroit pu lui donner d'autres lois que celles que nous y observons; dès qu'on fidmet un être intelligent capable d'agir àur la matière, il est évident que cet être peut à chaque instant la mouvoir et larrêtep à son gré, ou suivant des lois uniformes, ou suivant des lois qui soient difl'érentes pour chaque instant et pour chaque partie de matière ; l'expé* i^i^nce continuelle des ixiinuvemens de notre corps, nous prouve assez que la matière , soumise à la volonté d'un principe pensanit , peut s'écarter dans ses mouvem'ens de ceux qu'elle auroit véritablement si elle étoit abandonnée à elle-même. La question proposée se réduit donc k savoir si les lois de l'équilibre et du mouvement, qu'on observe daps la nature , sont différentes de celles que la
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matière abandonnée à elle-même auroît suivies ; développons cette idée. Il est de la dernière évidence qu'en se bornant à supposer Texistence de la matière et du mouvement, il doit nécessairement résulter de cette double existence certains eSets ; qu'un Co^;*ps mis en mpuvement par quelque cause , doit ou .s'arrêter au bout de quelque tems, ou continuer toujours à se mouvoir; qu*un corps qui tend à se mouvoir à la fois suivant les deux côtés d'un parallélogramme , doit nécessairement décrire, ou la diagonale, ou quelqu'autre ligne ; que quand plusieurs Corps en mouvement se rencontrent et se choquent, il doit nécessairement arriver en conséquencie de leur impénétrabilité mutuelle quelque changemeftt dans l'état de tous ces Corps , ou au moins dans l'état de quelques-uns dVntreux. Or des difFércns effets possibles , soit dans le mouvement d'un Corps isolé, soit dans celui de plusieurs Corpfe qui* agissent les uns sur les autres, il en est un qui dans chaque cas doit infailliblement avoir lieu en conséquence de l'existence seule de la matière, et abstraction faîte de tout autrd principe différent , qui pourroit modifier cet effet ou l'altérer. Voici donc la route qu'un Philosophe doit suivre pour résoudre la question dont il S'agit. Il doit tâcher d'abord de découvrir par le raisonnement quelles seroient les lois de la Statique et de la Méchanique dans la
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matière abaudonnée à elle-même; il doit examiner ensuite par Texpérience quelles sont ces lois dans Tunivers; si les unes et les autres sont différentes, il en conclura que les lois de la Statique et de la Méchanique^ telle que Texpénence les donne, sont de vérité contingente, puisqu'elles seront la suite d'une volonté particulière et expresse de letre suprême;. si au contraire les lois données par lexpérience s'accordent avec celles que le raisonnement seul a fait trouver, il en conclura que les lois observées. sont de vérité nécessaire ; non pas en ce sens q,ne le Créateur n'eût pu établir des lois toutes différentes, piais en ce sens qu'il n'a pas jugé à propos d'en établir d'autres que celles qui résultaient de l'existence même de la matière.
Or nous crojons avoir démontré dans cet Ouvrage , qu'un Corps abandonné à lui-même doit persister éternellement dans son état de repos ou <lç mouvement uniforme ; nous crojons avoir démontré de même que s'il tend à se mouvoir à la fois suivant les deux cotés d'un parallélogramme quelconque, lia diagonale est la <Hrection qu'il doit prendre de lui-même , et pour ainsi dire , choisir entre tputes les autres. Nous avons démontré enfin que toutes les lois de la communication du mouvement entre les Corps se réduisent aux lois de l'équilibre, et que les lois de l'équilibre se réc^uÂçtenl eiiçg-mêmes à celles dé l'équilibre de
deux
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deux Corps égaux . animés en sens contraires de vitesses virtuelles égales. Dans ce dernier cas les monvemens des deux Corps se détruiront évidemment Tun l'autre, et par une conséquence géométrique il y aura encore nécessairement équilibre , lorsque les masses seront en raison inverse des vitesses; il ne reste plus qu'à savoir si le cas de l'équilibre est unique , c'est-à-dire, si quand les masses ne seront pas en raison inverse des vitesses > un des Corps devra nécessairement obliger! autre à se mouvoir. Or il est aisé de sentir que dès qu'il y a un cas possible et nécessaire d'équilibre, il ne saùroit y en avoir d'autres : sans cela les lois du ehoc des Corps , qui se réduisent nécessairement à celles de l'équilibre , deviendroient indéterminées; ce qui ne sauroit être , puisqu'un Corps venant en choquer un autrey il doit nécessairement en résulter un effet unique, suite indispensable! de Texistence et de l'impénétrabilité de ces Corps. On peut d'ailleurs démontrer l'unité de la loi d'équilibre par un autre raisonnement , trop mathé* matique pour être développé dans ce Discours , mais que j'ai tâché de ren(h*e sensible dans mon Ouvrage , et auquel je renvoje le Lecteur (*}• .
tmmm^t
(*) Voyez l'article 46 à la fn^du troisième cas, et l'article 47. On trouve aussi d'excellentes reflétions sur la càéme matière dans le Mémoin da tA^aéémi» des Sciences de 1769, page &8£'ét sui^r* *
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• De toutes ces réflexions, il s'ensuit que les Jois de la Statique et de la Méchanique , exposées dans ce Livre, sont celles qui résultent de Texistepce^ de la matière et du mouvement Or Texpérience nous prouve que ces lois s'observent erk effet dans les Corps qui nous environnent Donc les lois de 1-équilibre et du mouvement, telles. que Tobser* vation nous le^ fait connoître , sont de vérité né* • cessaire. Un Métaphysicien se contenteroit peutêtre de le prouver , en disant qu'il étoit de la sagesse du Créateur .et de la simplicité de ses vues y de ne. point établir d'autres lois de l'équilibrejetr^ du mouvement , que celles qui résultent de reods-c tence même des Corps, et de leur impénétrable lité. mutuelle ; mais nous avons cru devoir noui abstenir de cette manière de raisonner,- parce* qu'il nous; a paru qu'elle porteroit sur un principe trop vague ; la nature de l'êfre suprême nous est? trop cachée pour que nous puissions connoître directement ce qui est ou n'est pas conforme aux vues de sa sagesse; nous pouvons seuleiQwni én^ trevoir .les effets de cette sagesse da»s l'observan tion des loiâ de la nature , lorsque le ; raisonnen ment nîiathématique nous aura fait voir la simpli^ cité de ces lois, et que l'expérience nous en aura montré les applications et l'étendue,
Cette,. réflexion peut servir , ce mç semble ^ à nous faîne apprécier 1^ démonstriitions , que plu*-
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sieurs Philosophes ont données des lois du mouvement d après le principe des causes finales , c est-à-dire , d'après les rues que l'Auteur de la nature a dû se proposer en établi$sa(it ces lois. De pareilles démonstrations ne peuvent avoir de force qu autant qu'elles- sont précédées et appuyées par des démonstrations directes et tirées de principes qui soient plus à notre portée ; autrement il arriveroit souvent qu'elles nous induiroient en erreur. C'est pour avoir suivi cette route , pour avoir cru qu'il étoit de la sagesse du Créateur de conserver toujours la même quantité de mouvement dans l'univers, que Descartes s'est trompé sur les lois de la percussion. Ceux qui l'imiteroient cx)urroient risque ou de se tromper comme lui , ou de donner pour un principe général ce qui n'auroit lie¥ que dans certains cas , ou enfin de regarder comme une loi primitive de la nature, ce qui ne seroit qu'une conséquence purement mathématique de quelques formules.
Après avoir donné au Lecteur une idée' générale de l'objet que je me suis proposé dans cet Ouvrage , il ne me reste plus qu'un mot à dire sur la forme que j'ai cru devoir lui donner. J'ai tâclié dans ma première Partie de mettre , le plus qu'il m'a été possible , les Principes de la Méchanique à la portée des eommençans ; je n'ai pu me dispenser d'emplojer le calcul différentiel dans la
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théorie des mouvemens variés ; c'est la nature du sujet qui m'y a contraint. Au reste, jaî fait ensorte de fenfer*mer dans celte pi^mière Partie un assez grand nombre de choses dans un fort petit espace, et si je ne suis point entré. dans tout le détail que la matière pouvoit comporter, c'est qu'uniquement attentif à l'exposition et au développement des principes essentiels de la Méchanique , et ajant pour but de réduire cet Ouvrage à ce qu'il peut contenir de nouveau en ce genre , je n'ai pas cru devoir le grossir d'une infinité de. propositions particulières que l'on trouvera aisément ailleurs.
La seconde Partie, dans laquelle je me suis pro-. posé de traiter des lois du mouvement des Corps^ entr'eux, fait la portion la plus considérable de l'Ouvrage : c'est la raison qui m'a en^gé à donner à ce Livre le nom de Tmité de Dynamique.
Ce nom qui signifie proprement la Science des puissances ou causes motrices , pourroit paroître d'abord ne pas convenir à ce Livre, dans. lequel j'envisage plutôt la Méchanique comme la Science des effets, que comme celle des causes : néanmoins comme le mot de Dynamique est fort usité aujourd'hui parmi les Savans, pour signifier la Science du mouvement des Corps , qui agissent les uns sur les autres d'une manière quelconque, j'ai cru devoir le conserver, pour annoncer aux Géomètres
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par le titre même de ce Traité , que je m'j propose principalement pour but de perfectionner et d'augmenter cette partie de la Méchanique. Comme elle n*est pas moins curieuse qu'elle e$t difficile 9 et que les Problèmes qui sy rapportent composent une classé très-étendue, les plus grands Géomètres s'j sont appliqués particulièrement dépuis quelques années : mais ils n'ont résolu jusqu'à présent qu'un très-petit nombre de Problêmes de ce genre , et seulement dans des cas particuliers : la plupart des solutions qu'ils nous ont données sont appujées outre cela sur des principes que personne n'a encore démontrés d'une manière générale; tels, par exemple, que celui de la conservation des forces vives. J'ai donc cru devoir m'étendre principalement sur ce sujet , et faire voir comment on peut résoudre toutes les questions de Dynamique par une même Méthode fort simple et fort directe, et qui ne consiste que dans la combinaison dont j'ai p^rlé plus haut , des principes de l'équilibre et du mouvement composé. J'en montre l'usage dans un petit nombre de Problêmes choisis, dont quelques-uns sont déjà connus , d'autres sont entièrement nouveaux, d'autres enfin ont été mal résolus , même par les plus savans Mathématiciens.
L'élégance dans la solution d'un Problême, consistant surtout à n'j emplojer que des principes
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directs et en très-petit nombre , on ne sera pas surpris que runifoi*mîté qui règne dans toutes mes solutions ; et que fai eue principalement en vue, les rende quelquefois un peu plus longues , que si je les avois déduites de principes moins directs. La démonstration que j aurois été obligé de faire de ces principes, ^e pouvoit d'ailleurs que m'écar* ter de la brièveté que j'aurois cherché à me procurer par leur mojren ; et la portion la plus considérable de mon Livre, n'auroit plus été qu'un amas informe de Problêmes peu digne de voir le jour, malgré la variété que fai tâché d'jr répandre , et les dîflScultés qui sont particulières à chacun d'eux.
Au reste, comme cette seconde Partie est destinée principalement A ceux, qui déjà instruits du calcul différentiel en intégral, se seront rendus familiers les principes établis dans la première , OU seront déjà exercés à la solution des Problêmes connus et ordinaires de la Méchanique; je dois avertir que pour éviter les circonlocutions, je me suis souvent servi du terme obscur Ae force , et de quelques autres qu'on emploie communément quand on traite du mouvement des Corps ; mais je n'ai jamais prétendu attacher à ces termes d'autres idées que celles qui résultent des priqcipes que j'ai établis , soit dans ce Discours, soit dans là première Partie de ce Traité.
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Enfin , du même principe qui me conduit à la solution de tous les Problèmes de Dynamique ^ je déduis aussi plusieurs propriétés du centre de gravité , dont les unes sont entièrement nouvelles , les autres n ont été prouvées jusqu'à présent que dune manière vague et obscure , et je termine rOuvrage par une démonstration du principe appelé communément la conservation des for^ ces vwes.
L'accueil que le Public a fait à ce premier essai ^ lorsqu'il parût en 1743, m'a engagé à publier en 1744 un autre Ouvrage, dans lequel ce qui concerne le mouvement et 1 équilibre des fluides a été traité suivant la même Méthode , et par le même principe. Cette matière épineuse et délicate n'est pas la seule à laquelle j'aie appliqué ce principe ; j'en ai fait le plus grand usage dans mes Recherches sur la précession des Equinoxes , Problême dont j'ai donné le premier la solution, long-tems et inutilement cherchée par de trèsgrands Géomètres ; dans mon Essai sur la résis-^ tance des Jluides , fondé sur une théorie entièrement nouvelle ; dans mes Réflexions sur la cause des vents , pour calculer les oscillations que l'action du Soleil et de la Lune doivent produire dans notre Atmosphère , et que personne n'avoit encore entrepris de déterminer ; enfin j'ose dire que plus j'ai eu d'occasions dempiojer les Méthodes
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Défini lions el Notions préliminaires. *
S I <ieux portions d'étendue semblables et égales entrelles sont impénétrables y c'est-à-dîre, si elles ne peuvent être imaginées unies et confondues l'unê avec l'autre , de manière qu'elles ne fassent qu'une mêine portion d'étendue moindre que la somme des deux, chacune de ces portions d'étendue sera ce qu'on appelle un Corps. L'impénétrabilité est la propriété principale par laquelle nous distinguons les corps des parties de l'espace indéfini , où nous imaginons qu'ils sont placés. .1 > j ' .
Le lieu (Tun corps est la partie de Tespace qu'A occupe, c est-à-dire, la partie de l'espace avec laquelle Té tendue du corps est coïncidente.
Uii corps est en repos quand il reste dans un même lieu ; il ^st en mouvement quand il passe d'un lieu dans un autre , c'est-à-dire , quand il occupe successivement et sans interruption des parties de l'espace immédiatement contiguës les unes aux autres.
Comme un corps ne peut occuper plusieurs lieux à la fois, il ne peut arriver d'un lieu à un autre dansle ûième instant: le mouvement ne peut donc se faire que durant un certain tems.
Uespace parcouru par un corps qui se meut est divi* sible à l'infini ; le tems est donc aussi divisible à l'infini. On conçoit de plus , que si un corps se meut en ligne droite , sans subir à chaque instant d'autre changement que le changement de place , il ne peut manquer de parcourir des espaces égaux en tems égaux. Dans ce cas y on dit que le corps se meut uniformément. Si les espaces parcourus en tems égaux sont croissans ou décroissant^ le mouvement est dit accéléré ou retardé.
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PREMIÈRE PARTIE
Loix générales du moin^ement et de téquîlihre
des Corps.
1.C/N peut réduire tou6 les principes de la Mécanique à trois, la force d'inertie V le mouvement composé, et réquiUbre* Au moins f espère Eure voir par ce Traité, que toute cette science peut être déduite de ces trois principes. Je traiterai de chacun en particulier dans chacun des chapitres suivans.
CHAPITRE PREMIER
De la force it inertie ,- et des propriétés du mowement
<jui en résultent,
'2. J*Aï»PEiiLE avec M. Kcwton^rt» d'hteMiei^ tk propriété qu'ont les corps de rester dans Hétat <où ils sortf: d'est cette propriété qu'il faut démodlrer ici. Or un oorps est nécessairement dans Pétat de wpûs ou >âatw celui de mouvement: il &ut donc démontrer >kf deos lois suivantes.
Un oorps en fepos y perasteca, ii,n||^» qu'uiie
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cause étrangère ne l'en tire. Car un corps ne peut se déterminer de lui-même au mouvement , puisqu'il n'y a pas de raison pour qu'il se meuve d'un côté plutôt que d'un autre. ;
Corollaire.
4. De là il s'ensuit, que si un corps reçoit du mouvement par quelque cause que ce puisse être , il ne pourra de lui-même accélérer nî retarder ce mouvement.
II. Loi
6. Un coi-ps mis une fois en mouvement par une cause quelconque, doit y persister toujours uniformément et en ligne droite, tant qu'une nouvelle cause, différente de celle qui l'a mis en mouvement , n'agira pas sur' lui ; c'est-à-dire , qu'à moins qu'une cause étrangère et différente de la cause motrice n'agisse sur ce corps ^ il se mouvra perpétuellement en ligne droite, et parcourra eti tems égaux des espaces égaux.
Car, ou l'action indivisible et instantanée de la cause motrice au commencement du mouvement , suffit pour faire parcourir au corps un certain espace , ou le corps a besoin pour se mouvoir de l'action continuée de la cause motrice.
Dans le premier cas ,\\ est visible que l'espace parcouru ne peutîftre qu'une lignç droite, décrite uniformément
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par le corps mû. Car ( hyp. ) passé le premier instant » l'action de la cause motrice n'existe plus , et le mouvement néanmoins subsiste encore : il sera donc nécessairement uniforme, puisque {Art. 4) un corps ne peut accélérer ni retarder son mouvement de lui-même. De phis 9 il n'y a pas de raison pour que le corps s'écarte à droite plutôt qu'à gauche. Donc dans ce premier cas^ où l'on suppose qu'il soit capable de se mouvoir de luimême pendant un certain tems, indépendamment de la cause motrice , il se mouvra de lui-même pendant ce tems uniformément et en ligne droite.
Or un corps qui peut se mouvoir de lui-même uni* ibrmément et en ligne droite pendant un certain tems ^ doit continuer perpétuellement à se mouvoir de la même manière , si rien ne l'en empêche. Car supposons le corps partant de ^ , {^*^$* 1") et capable de parcourir de lui-même uniformément la ligne AB} soient pris sur la ligne A B deux points quelconques C, D , entre A et B. Le corps étant en D est précisément dans le même état que lorsqu'il est en C , si ce n'est qu'il se trouve dans un autre lieu. Donc il doit arriver à ce corps la même chose que quand il est en C Or étant eu C il peut [hyp.)^ mouvoir de lui-même uniformément jusqu'en B. Donc étant en D il pourra se mouvoir de lui-même uniformément jusqu'au point G, tel que DQ=i CB , et ainsi de suite.
Donc si l'action première et instantanée de la cause motrice est capable de mouvoir le corps > il sera mû
uniformément et èti lignie dtoîte, tant qu^une nouvelle cause ne left empêchera pas.
Dans le second cas , ptiisqu^oH suppose qu'aucune cause étrangère et différente de la cause motrice n'agit sur le corps , rieti 'ne détermine donc la cause motrice à augmenter ni à diminuer; d'où il s^ensmtque son actkm continuée ^erauniforme et constante > et^qn'ainsi pendant le tems qu'elle agira ^ le cotf)S se mouvra en ligne droite tst uniformément Or la même taison qui a hit b^ la cause motrice constamment et uniformément pendant un certain tems, subsistant toujours tant que rien nes^oppose à son action ,?1 est clair <]fue cette action doit demeu- Ter continuellement la même , et produire cdnstammeilt le même effet. Donc, etc.
t)onc en général un corps mis eu monvemen^ îpanr quelque cause que ce soit, y persistera toujotirs unifbr* niément éten ligne droite,tant qu'aucune cause nouvefie n'agira pas ^nr lui.
La K]gne droite qu'un cdrps décrit ou t^ndÀdécitiiie» est nommée sadiredtion.
E X ui ^ Q U s PMEMISRE.
7. Je me âtiis trti p)eu étendu sur la prenve de'k stic&tt' de loi , pàïcè ^*îl y a eu et qu'il y a peut-être eneeve quelques philosophes qui prétendent que letnouvemetit d'un corps doit de lui • ôiéme se ralentir peu à "pea , comme il semble que Texpérience le prouve. Il feat^convenir au reste que toutes les preiïves qpi*on a donnée^
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jusqu*ici de la conservation du mouvement y n'ont point le degré d'évidence nécessaire pour convaincre Tesprît; elles sont presque toutes fondées^ ou sur une force qu'on imagine dans la matière^ par laquelle elle résiste atout changement d'état, ou sur l'indifférence de la matière au mouvement comme au repos. Le premier de ces deux principes , outre qu'il suppose dans la matière un être dont on n'a point d'idée nette, n^e p«ut suf&re pour prouver la loi dont il est question. Car quand un corps se meut, même uniformément, le mouvement qu'il a dans UQ instant quelconque ^ est distingué et comme isolé du mouvement qu'il a eu ou qu'il aura daos les instans précédens ou suivans. Le corps est dpnc en quelque manière à chaque instant dans un nouvel état, dans un état qui n'a rien de commun avec le précédent; il ne fait, pour ainsi dire , continuellement que commencer à se mouvoir, et on pourroit croire qu'il tendroit sans cesse à retomber dans le repos, si la même cause qui Ten a tiré d'abord , ne continuoit en quelque sorte à l'en tirer toujours.
A l'égard de l'indifférence de la matière au mouve^ ment ou au repos, tout ce que ce principe présente , ce me semble , de bien distinct à l'esprit, c'est qu'il n'est pas essentiel à la matière de se mouvoir toujours , ni d'être toujours en repos ; mais s'ensuit-il clairement de là ^lutin corps en mouvement ne puisse tendre continuellement au repos ? Ge n'est pas que le repos lui soit plus essentiel que le mouvement ; mais on pourroit penser
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qiul ne faut autre chose à un corps pour être en repos, que d être un corps, au lieu que pour le mouvement il a peut-être besoin de quelque chose de plus, qui doit être, pour ainsi dire , contînuelleçnent reproduit en lui ; à peu près comme nous l'éprouvons dans le mouvement de not re corps , qui pour se mouvoir a besoin d'un effort continuel , lequel se consume et renaît à chaque instant. Nous ne prétendonspasdonnerpour juste le parallèle des corps animés aux corps inanimés; mais ce parallèle peut au moins faire croire confusément , quoique sans raison , qu'il y a quelque chose dans un corps en mouvement qui n'est pas dans un corps en repos, et suflSt par conséquent pour rendre insufBsante la preuve que nous examinons ici.
La démonstration donnée ci-dessus de la conservation du mouvement, a cela de particuKer, qu'elle a lieu également, soît que la cause motrice doive toujours être appliquée au corps, ou non. Ce n'est pas que je croie l'aclîon continuée de cette cause, nécessaire pour mouvoir le corps; car si l'action instantanée nesuffisoit pas, quel seroit alors l'effet de cette action? Et si l'action instantanée n'avoît point d'effet, comment l'action continuée en aurbit-elle? Mais comme on doit employer à la solutîôA d'une question le moins de principes qu'il est possible, j'ai cru devoir me borner à démontrer que la continuation du mouvement a lieu également dans les deux hypothèses ; il est vrai que notre démonstration suppose l'existence du mouvement, et à plus forte rdi$on sa possibilité;
sibilîté ; maïs nier que le mouvement existe > c'est se refuser à un fait que personne ne révoque en doute.
Remarque seconde.
8. L'expérience est d'accord avec le raisonnement pour prouver le principe de \di force dC inertie. 1°. Nous voyons que les corps qui nous ewironnent restent en; repos, tant que rien ne les en tire; et s'il arrive quelquefois qu'ils paraissent se mouvoir sans que nous en voyons la cause 9 nous avons lieu de juger par l'analogie , par l'uniformité des loix de la nature, et par l'incapacité dé la matière à se mouvoir d'elle-même , que cette cause n'en est pas moins réelle pour nous être cachée. 2^ Quoiqu'il n'y ait point de corps qui conserve éternellement son mouvement, puisqu'il y a toujours des causes qui le ralentissent peu*à-peu, comme le frottement et la résis* tance de l'air, cependant nous voyons qu'un corps en mouvement y persiste d'autant plus long-tems que les causes qui retardent ce mouvement sont moindres; d'où nous pouvons conclure que le mouvement ne Jiniroit points si les causes retardatrices étoient nulles (*).
Du mouvement uniforme.
Nous venons de voir qu'un corps se meut unifor
( *) On trouvera dans PEncjclopëdie , au mot Fobce , plusieurs autres réflexions sur le principe de la force d'inertie \ comme elles n'appar* tiennent' pas immédiatement à notre sujet | nous 7 renroy ons le lecteur.
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moment et en ligne droite , quand aucune cause étrangère n'agît sur lui. D'où îl s'ensuit que le même corps peut-encore se mouvoir uniformément , lorsque deux causes étrangères agissent en même-temps et également, l'une pour accélérer , l'autre pour retarder son mouvement. (C'est ainsi , pour le dire en passant, que les corps qui tombent parviennent à se mouvoir uniformément, lorsque la résistance du fluide où ils se .meuvent tend à diminuer leur mouvement , autant que leur pesanteur tend à l'augmenter). Dans tout autre cas, le mouvement est nécessairement accéléré ou retardé,
10. Si deux parties quelconques jdB , ACC¥ig. 2 ) d'une ligne indéfinie ^O, représentent deux portionsdu tems écoulé depuis le commencement du mouvement , et les WgnesBD, CE, les espaces parcourus durant ces tems par un corps dont le mouvement est uniforme, les points D,E 9 seront à une ligne droite ADE.
Car, puisqu'un corps qui se meut uniformément parcourt des espaces égaux en tems ^aux , les points D,E, doivent être à une ligne telle , que si on prend AB ,BC égales entr'elles et quelconques, on ait toujours BD=FE. Or cette propriété n'appartient qu'à la ligne droite. Donc , etc.
Corollaire.
11. BDiCE :: AB : AC. C'est-à-dire que dans le mouvement uniforme , les espaces sont entr'eux comme les tems employés à les parcourir.
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Remaeque sur la mesure du tems.
1 2. Comme le rapport des parties du tems nous est inconnu en lui-même , l'unique moyen que nous puissions employer pour découvrir ce rapport , c'est d'en chercher quelqu'autre plus sensible et mieux connu » auquel nous puissions le comparer \ on aura donc trouvé la mesure du tems la plus simple , $i on vient à bout de comparer de la manière la plus simple qu'il soit possible^ je rapport des parties du tems > avec celui de touls les rapports que Tça connoit le mieux. De là il résulté que le mouvement umforme est la mesure du tems la plus simple. Car, d'un côté, le rapport des parties d'une ligne droite est celui que nous saisissons le plus facilement; et d« l'autre, il n'y a point de rapports plus aisés à comparer entr'eux, cpje des rapports égaux. Or dans le mou* vement uniforme, le rapport des parties du tema est égal à eelor des parties correspondantes de la Ligne parcourue. Le Bioiivemeiit unilbrooe nous donne donfc tout à la fois k moyen , et de comparer le rapport des parties du ten» au rapport qui nous est le plus sensible, et cjp faire cette comparaison.de la manière la plus simple; noua trouvons doue dans le mou^eâaeât imiforjKie, kt mesure la plus «impie du temsw
Je dis outee cela, que la mesure du tems par le mou* vement uniforme, est , indépendamment de sa simplicité, celle dont, il est le plus naturel de penser àr se servir. En efiet, comme il n'y a point de rapport que nous» cou^
Bij
noissîons plus exactement que celui des parties de l'es-* pace, et qu'en général un mouvement quelconque dont la loi seroît donnée , nous conduîroit à découvrir le rapport des parties du tems , par Tanalogie connue de ce rapport avec celui des parties de l'espace parcouru; il est clair qu'un tel mouvement seroît la mesure du tenas la plus exacte , et par conséquent celle qu'on devroit mettre en usage préférablement à toute autre. Donc , s'il y a quelque espèce particulière du mouvement , où l'analogie entre le rapport des parties du tems et celui des parties de l'espace parcouru , soit connue indépendam* ment de toute hypothèse , et par la nature du mouvement même , et que cette espèce particulière de mouvement soit la seule à qui cette propriété appartienne , elle sera nécessairement la mesure du tems la plus naturelle» Or il n'y a que le mouvement uniforme qui réunisse les deux conditions dont nous venons de parler. Car [art. 6) le mouvement d'un corps est uniforme par lui-même: il ne devient accéléré ou retardé qu'en vertu d'une cause étrangère, et alors il est susceptible d'une infinité de loix différentes de variation. La loi d'uniformité , c'est-à-dîre l'égalité entre le rapport des tems et celui des espaces parcourus 9 est donc une propriété du mouvement considéré en lui-même. Le mouvement uniforme n'en est par-là que plus analogue à la durée , et par conséquent plus propre à en être la mesure, puisque les parties de la durée se succèdent aussi constamment et uniformément. Au contraire, toute loi d'accélération ou de diminutiott
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dans le mouvement , est arbitraire , pour ainsi dire , et dépendante de circonstances extérieures. Le mouvement non uniforme ne peut être par conséquent la mesure naturelle du tems; car» en premier lieu» il n'y auroit pas de r^son pourquoi une espèce particulière de mouvement non uniforme , fôt la mesure première du tems plutôt qu*une autre : en second lieu, on ne pourroit mesurer le tems par un mouvement non uniforme , sans avoir découvert auparavant par quelque moyen particulier Tanalogie entre le rapport des tems et celui des -espaces parcourus» qui conviendroit au mouvement proposé. D'ailleurs» comment connoître cette analogie autrement que par rexpérience?et Texpérience ne supposeroit*elIe pas qu'on eût déjà une mesure du tems fixe et certaine ?
Mais le moyen de s^assurer, dira-t-on » qu'un mouve* ment soit parfaitement uniforme ? Je réponds d'abord , qu'il n'y a non plus aucun mouvement non uniforme dont 120US sachions exactement la loi , et qu'ainsi cette diffi-* culte prouve seulement que nous ne pouvons connoître exactement et en toute rigueur le rapport des parties du tems; mais ilne s'ensuit pas de là, que le mouvement uniforme n'en soit par sa nature seule» la première et la plus simple mesure. Aussi ne pouvant avoir de mesure du tems précise et rigoureuse» c'est dans les mouvemensà peu près uniformes que nousen cherchonsla mesure au moins approchée. Nous avons trois moyens de juger qu'un mouvement est à peu près uniforme; i^. Quand le corps
qui se meut et parcourt des espaces égaux , dans des tems que nous avons lieu de juger égaux ; et nous avons^lieu de juger les tems égaux ,. quaml nous avons observé par une expérience réitéréei qu'il se passe durant c«s teœs des tSets semblables ^ que nous avons lieu de juger devoir durer également loc^-tems. Ainsi nous aive»s lieu de jugeir que hs tems qu'une même clepsydre met à se vuidersont égaux. Si donc pendant ces ten&un coq)s -parcourt des espaces égaux ^ nous «roua lieu de juger que son mouvement est uniforme. 2^..Quand nous acvons Ueu de croire que lefïet de la cause accélératrice ou re<* tardktrice^ s'il y en a une ^ ne peut être quInsemiUe. C'est par la réunion de ces édm mc^^isqu'oa a ^lagé que le mouvement de la terre autour de soq axe est uni-* forme , et cette supposition non-seulement n'est poitijt contredite par le&autres phéooaiènes célestes^ raàts elle paroitmêmc s'y accorder parÊiitement 3^ Quand nous comparons le mouvement d(mk il s'agit à d'autres mou*vemens.^ et que nous observons la même loi dans les un& et les autres. Ainsi> si phisieurs. corps se meuvent ^ dfe manière que les espaces qu'ils parcourent durant un même tems soient toujours entrent ou exactement 9. on à peu près>dansle même rapp(Dirt^on juge que Leœou*veiiaieni; de ces corpxest ou exactem^nt^ out aur mMrns.à très-peu près uniforme.. Car si un. corps A qui se noeiut umformémeot parciMirt Fespace E dusant le tems> T'pris à volonté ^ et qu'mi: autre CjG)rps..£f> se mouvant aussi unir fbrmément,. parcouse L'espace e pendant le même tems
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T, le rapport des espaces E, e , sera toujours le même soit que les deux corps aient commencé à se mouvoir ^ dans le même instant ou dans des instans différens ; et le mouvement uniforme est le seul qui ait cette propriété* C est pourquoi si on divise le tems en parties quelconques égaies ou inégales à volonté ^ et si on trouve que les espaces parcourus par deux corps durant une même partie de ce tems , sont toujours dans le même rapport, plus le nombre des parties du tems sera grand , plus on sera en droit de conclure que le mouvement de chaque corps est uniforme*
Aucun de ces trois moyens n est exact dans la rigueur géométrique; mais ils suffisent, sur-tout quand ils sont; répétés et réunis , pour tirer une conclusion valable , sinon sur l'uniformité absolue, au moins sur Tuniformité très-approchée.
i3. Un corps qui se meut uniformément est dît se mouvoir d'autant plus vUe , que l'espace JBZ> qu'il parcourt dans un même tems AB^est plus grand; de sorte que si BDy Bd, sont les espaces parcourus uniformément par deux corps dans le même tems AB^ on dît que les vitesses de ces deux corps sont entr elles comme BDkBd.
Corollaire.
Donc en général les vitesses de deux corps sont entr'elles
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comme les espaces BD ,Ce qu'ils parcourent dans des tems quelconques , ces espaces étant divisés par les tems employés à les parcourir (i).
La vitesse d'un corps mû uniformément, est donc en général comme ^espace divisé par le tems. La vitesse ne renfermant qu'une idée relative , n'a point de mesure absolue» ou ne juge point de la vitesse d'un autre corps. Ainsi cette manière de parler, si commune chez les Mécaniciens, que la vitesse est égale à V espace dmsé parle tems, n'est qu'une expression abrégée pour dire que les vitesses de deux corps qui se meuvent uniforme-* ment , sont entr'elles comme les espaces que ces corps parcourent , divisés par les tems qu'ils employent à les parcourir: expression qu'il faut entendre elle-même dans le sens expliqué pat la note.
Du moui^ement accéléré ou retardé.
i5. Si les lignes BD, CEjQ Fîg* 3 et 4. ) représen-
(i) L'espace et le tems étant des quantités de nature différente, ainsi qu'on l'a remarqué dans le discours préliminaire, on sent bien qu'on ne peut diviser l'espace parle tems. Âin8Î,quand on d it que les vîtesses sont comme les espaces divisés par les tems , c'est une expression abrégée qui aignifie que les vîtesses sont comme les rapports des espaces à une même commune mesure , divisés par les rapports dçs tems à une même commune mesure ; c'est-à-dire que si on prend , par exemple , le pied pour la mesure des espaces , et la minute pour la mesure des tems, les tî* tesses de deux corps qui se meuvent uniformément sont entr'elles comme les nombres de pieds parcourus divisés par les nombres de minutes employées aies parcourir, et non pas comme les pieds divisés par les minutes. Vojez l'Encyclopédie à la fin du mot Équation»
tant
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tant les espaces parcourus pendant les tems AB^ A C, ne sont pas à une ligne droite, mais à une courbe ADE^ alors le mouvement n'est plus uniforme, mais il est ac« céléré ou retardé , selon que la courbe A DE est con* vexe ou concave yersACj car si le mouvement est accéléré, par exemple , les espaces DX^ PE (Fig. 5. ) parcourus dans des tems égaux ^Q, J?C, sont crois- «ans; ensorteque PE est > DJL;ce qui ne sauroit être à moins que la courbe ADE ne soit convexe vers AC. Cette variation continuelle ne peut provenir ( art. 6. ) que de quelque cause étrangère qui agît sans cesse, pour accélérer ou retarder le mouvement.
La vitesse du corps mû change alors à chaque iîistant, et ne peut avoir, comme dans le mouvement uniforme, une quantité constante pour mesure. On conçoit seulement que son expression pour un instant donné, doit être ^i même qu'elle seroit, si dans cet instant le mouvement cessoit d'être accéléré ou retardé. Supposons donc, par exemple, que le mouvement du corps soit accéléré > et qu'à l'instant même où le corps finit de parcourir latligne BD, il vienne à se mouvoir uniformément avec la vitesse qu'il a en 2?; il est clair , i^ que les lignes TJZ , P N { Fig. 5. ) représentant les espaces qu'il décriroit alors dans des tems finis quelconques BM, B C , seroient terminés par une ligne droite ZJiNT; 2°. que ces lignes PiV, T2ê , doivent être plus grandes que les espaces Zî X , Dx ^ qu'il a parcourus précédemment dans des tems B m = B Mj et BQ= BC; 3"". que
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ces mêmes espaces P./V, TZ doivent éire plus petits que les espaces PE , TG, qu'il auroit parcourus dans les tems^C, BM , si son mouvement avoit continué à être accéléré. Or pour cela il faut que jDiV soit tangente (2). On démontrera la même chose dans le cas du mouvement retardé ; d*où il s^nsuit, en général , en tirant la tangente DN , que PlSf seroit Fespace que le corps parcourroit dans le tems ^C au lieu de PE.
Dans ce cas ( art 14) -^^ exprimeroît sa vitesse; or
le rapport de PiV" à DP, est le même que celui de Félément deBDk l'élément de ABj parce que DJ^f est tangente. Donc si on nomme en général /^ le tems ^ e iespace correspondant parcouru par le corps 9 u la vitesse à la fin du tems t , on aura u = -jt-^
Si on prolonge la tangente DN { Fig. 3 et 4.) jusqu'à ce qu elle rencontre AB en F; B F exprimera le tems que le corps employeroit à parcourir uniformément BD avec la vitesse qu'il a au point Z?. Donc si par le point A on tire A d parallèle à FD; Bd sera Fespace
(a) U est visible qa'on ne peat supposer 4|ue le corps dérive par son mouvement uniforme un espace P Oplus petit que Pespace P.^ terminé par la tangente D N; car P O seroit alors plus petit que D'Xj puisque POzsL Djr. On ne peut supposer non plus qu'il décrire un espace P R plus grand que PN^ car alors on pourroit toujours supposer le point T tellement placé, que l'espace TG' parcouru uniformément pendant le teins D T£ût plus f^tanà que Tespace TG terminé à la courbe , ce qui ne se peut.
que ce même corps parcourroit uniformément avec cette même vitesse àxa% le tems AB.
On voit par-ià {Fig.3) que si ADEf par exem*pie, «st une parabole, c>st«à-dipe 9 si les espaces BD ^ CE sont entr'eux comme ies quarrés des tems, on aura AB = 2BF;etBd= a B D.
CoaOLLAIKE I.
i6. Les espaces NE j ne » sont les espaces qnp lé corps parcourt pendant les tems J?C« .Se,. de plus ou de moîns.que les espaces PN,pn qu'il eût parcourus uniformément avec la vitesse qu'il a en D. Or si on suppose les tems BCjBc, îo6niment petits, les ligne* NE jne, sont entr elles comme le quarré de J5 C au quarré de Bcu Car Tare DE k cause de sa petitesse infinie, peut être regardé comme un arc de cercle ; or soit DN { Fig. 6 ) la partie infiniment petite de la tangente d*un "arc de cercle ; et par le point iV^ et im autre point n quelconque de cette partie, soient tirées à volonté les parallèles NQ,nq} on aura par la propriété un cercle NE'x NQ = DN* ;néXn(f =Dn^ ; et à cause que les lignes nq ,NQ doivent être regardées comme égales, on aura NE : ne :: DN*x Dn^. Qr i¥Tg.3€t4)DN:Dn:*.BC:Bc,et par conséquent en général NE: ne.:: BC* : jBç\
GoROLLAmE II.
T K A ITE
que la cause accélératrice kroit parcourir au corps , dans les instans BC^ Bc, si au commencement de ces instans îl n'avoit aucune vitesse. Donc les espaces parcourus par un corps en vertu d'une puissance accélératrice quelconque, sont au commencement du mouvement comme les quarrés des tems.
CorollaireIIL
18. Donc en regardant BC ou dt^ comme constant on pourra supposer -^^ = F, F étant une quantité
quelconque (3) qui variera si Ton veut pour chaque abscisse ui B, mais qui pourra être censée constante » tant que AB ne variera qu'infiniment peu.
Corollaire IV.
1 g. Si dans un cercle quelconque RDQ ( Fig, 6 ) on tire les cordes infiniment petites RD , DjB, lesquelles soient égales, ou différent Tune de l'autre d'une quantité infiniment petite par rapport à elles , et qu oq prolonge RDenO ensorte que DÛ = RDy qu'enfin on mène par les points O , JS la ligne O Q et par le point D la tangente DN qui rencontre O Q en JV"; on
(3) La proportion I^EmeiiBC^i Bc* donne -—^^ -ï4r; donc 81 -y-cST e*t etf rimé par F, -jutera aussi exprimé par F^ JP
gardant la même râleur , et parconséquent F reste la même lorsfw AS yarietinfiiiimient peu»
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aura par la propriété dû c^cle DN* =^ NExNQ; OD xORou 2DO\=: 0.E x O Q.; donc à cause que les lignes DN etDO,NQ et O Q doivent être re- ^rdées comnie égales , on aura OE :c % 'N E(j^. • Donc si on considère Télément D E d*une courbe quelconque ADE Q Fîg. 3 et 4 ) comme un petit arc de cercle, ce qu'on, peut supposer sans erreur, i] s'ensuit que la différence seconde OE de l'espace parcouru , est double de l'espace réel iV £, que la puissance accélératrice ou retardatrice feroit parcourir au corps dans l'instant BG ; quoique ces deux lignes O E^N E paroissçnt être égales dans la courbe. considérée comnie polygone , parce qu'alors la tangente DN se confond avec le prolongement DO à\x petit côté K D de la courbe.
Corollaire V.
Donc si oà appelle e Pespaée parcouru BD pen
NE
dant le tems t, .on aura ^</e :?= j^ NE, et puisque -5^ . = 2^, on aura -^ ,^ 2 Fj donc, en général l'on peut sup-
(4) Lorsque les llgaet OD^DE , sont égales, on peut démontrer
rigoureusement quf OE=i%N E, Car le triangje D O £7jçst isocèle ,
Tàù^é'b'DE apoùr mesure'la moitiédel'arç A.DË^'et Ifa^gle iV2}.£
la moitié de l'arc &È. D'o& il 9?entmP qtk H'N drrise l'Wùgle apéen
t fleux également , et qYi>t«8i k ««mè ie 4^^qc^)k^y5U»ia'^iP ti%.if£»
. }dais la démonstration que nous avons donnée:, df^vs le, texte, s'étend
' encore au casoù OD^ D£ difiîéreroient d'une quantité Infiniment petite
' par rapport à elles,- et par conséquent lie seroient plàrTigoQtèasèment
poser queréquatîon dîfFérentîo-dîffèrentielle de la courbe jdDE t^i ^ dt"" = Hh ^^/ô, (p exprimant une fonction quelconque de e et de /, ou même de ces grandeurs et de kors difFéreiices ; le signe + étant pour le cas où le mouvement est accéléré , c'est-àndire , ou ia courbe ADE ç^ convexe vers A. C, et Te signe — pour le cas où le fâottvement est retardé, tfest-d^dire , cw la ooiirbe ^UjE est Concave Vers id^C
Puisque {art. i5) d^--i — , on aura 'à cause
de </r constant, dde^diidt ; donc léiijuatîon précédente çrff*=+;rfâ?ôse changera ^n celle- cî ç ^f = -f duj ou^ûfe = +^udiu
Remarques sur les forces accélératrices ^ et sur la ^ cQPipoTMson de ^Qes Jprces erUr elles.
22. Le mouvement uniforme d\m corps né petrt être altéré que par <]U€lque cause étrangère. Or de toutes les causesysoit occasionnelles, soit immédiates, qui influent dans le mouvement des corps , îl n'y à tout au plus que l'impulsian seuledont noqs soyons en état de déterminer Vtffet ôar la->seuf e^x)h<^oi!^Bance de fa cause , comme on le verra dans la sèfconde partie de cet ouvrage. Toutes les autres causes nous sont entièrement inconnues: elles ne peuvent par conséquent se manifestera nous, que par
DE DFNAMIQUE. a3 1 effet qu'elles produiseiat en accélérant ou retardant le mouvement des corps, etnous ne pouvons les distin^er les unes des autres qoe par la; k)i et la grandeur connue de leurs effets , c'est-à-dire^ par la loi et la quantité d^ la variation qu'elles produisent dans le mouvetnent. Donc» lorsque la cause est inconnue^ ce qui est le seul cas dont il soit question ici , Téquation de la courbe A DE doit être donnée immédiatement > ou en termes finis^ ou en quantités différentielles. L'équation est donnée ordinairement en différences, lorsque le ndouvement est accéléré ou retardé suivant une loi arbitraire et de pure hy* pothèse. Elle est au contraire donnée çrdinairemefit ein termes finis, quand la loi du rapport des espaces aux tenjs est découverte par rexpérience. Ainsi , supposons que la puissance qui accélère spit telle que le corps reçoive continuellement dans des instans égaux des degrés égaux de vitesse; alors dt étant constant >Q/^4e serar aussi > et par conséquent <p sera une quantiiè.<jônstânt^ti tien f dt:=^ du sera en ce cfta dopské^ ipraiédiAtea^eni par hypothèse. Supposons ,au (ion traire^ que dans) mfcss particulier on découvre par l'expérience que les espaces finis parcourus dirais le commencenoent du lûouve* ment y sont comme les quarrés des femk étnpfèyés à lès
parcourir, l'équation^ de la Courbe uiDdE sera e = -^^ ^ a étant 1 espace parcouru pendaqt un tems constant quelconque Tj cToù l'on tire dde=-~- et duT, >f#i-. On v<Ht paF4à*que dans cette rappositiçri les accroisse-^
mens de vitesse à chaque instant sont égaux , ce qu*on
exprime autrement en disant que la force accélératrice
(^ est constante; ainsi 9 dans ce cas et dans d autres sem«
blables, les-équatîons difïërentielles ^^/» ^^dde^
pdt^ ±^du^ se tirent de Féquation donnée de Ja
courbe ADEen termes finis.
* Il est donc évident que quand la cause est inconnue »
^équation ^dt = +^ du est toujours donnée (5).
- La plupart des Géomètres, présentent sous un autre
point de vue Téquation (p dt = du entre les tems et le»
vitesses. Ce qui n'est, selon nous , qu'une hypothèse, est
érigé par eux en principe^ Comme Taccroissement de la
( 5) On vient de voir que de quelque manière que le mouvement soit accéléré ou retieirdé, T^quation différent îo-di£Féreotîel le de la courbe sera
tQuÎpurs.dc^ cette forme + ^<^^^=^^** Or si on veut faire usage de cette éqiMition ^ ainsi que des équations ^if/=:-j-<fuet^(fff = -|-u du pour deferminer'dans un mouvettient quelc6A)que la relation entre i«; tjC, il-fi^l^b^Anoître ^ , et Ton pourroit pemelr'qufi pour cet effet la connoitr sjiinceçle la cau^e qui accélèreou retarde le mouyement seroit néeessaire; l'objet de la remarque est de faire voir que non , mais que ^ est toujours donnéparla définition même de l'espèce de mouvement dont il est question) ainsi, conformément à cette même remarque, quand on voudra faif e usage des équations^ dt* = 'jrdd ej^dt:=:^+du et^ dâ^: + udu pour déterminer la relation des espaces , des vitesses et des tems dans un mouvement don t la loi sera donnée , iUafiira de substituer dans ces équa* lions h la place de ^ une quantité propre k exprimer la loi suivant laquelle on supposera que se font les augmentations ou diminutions de vitesse: quand on supposera, par exemple, que les diminutions instantanées de vitesse sont comme les quarrésdela vitesse, on éetiragu^dtzz — du, gu^dé zz'^udu (pétant un coèffict«at constant), et iiinsi du reste.
vitesse
vitesse est TefFet delà cause accélératrice, et qu'un effet , selon eux, doit être toujours proportionnel à sa cause , ces Géomètres ne regardent pas seulement la quantité^ comme la simple expression du rapport duk dt; c'est de plus, selon eux, l'expression de la force accélératrice, à laquelle ils prétendent que du doit être proportionnel, i/^ étant constant; de là ils tirent cet axiome général, que le produit de la force accélératrice par l'élément du tems est égal à l'élément de la vitesse. M. Daniel Bernouilli , (Ment de Pétersb. T. T. ) prétend que ce principe est seulement de yénié contingente, attendu qu'ignorant la nature de la cause et la manière dont elle agit , nous ne pouvons savoir si son effet lui est réellement proportionnel , ou s'il n'est pas comme quelque puissance ou quelque fonction de cette même cause. M. Euler , au contraire, s'est efforcé de prouver fort au long dans sa mécanique, que ce principe est de vérité nécessaire. Pour nous , sa ns vouloir discuter ici si ce pr jnCT^ ^^^ ^^ ^^rît^ nécessaire oj^^
l e prendre pour un e dé finitionj ^^et d'entendre seulement par le mot de force accélératric e , la quantité à laquelle l'accroissement de la vitesse est proportionnel. Ainsi au lieu de dire que l'accroissement de vitesse à chaque instant est constant, ou que cet accroissement est comme le quarré de la distance du corps à un point fixe, ou etc. nous dirons simplement pour abréger et pour nous con« former d'ailleurs au langage ordinaire^ que la force accé* jératrice est constante, ou qu'elle est comme le quarré
de la distance , ou etc. et en général, nous ne prendrons jamais le rapport de deux forces que pour celui de leurs effets , sans examiner si Feffet est réellement comme sa cause , ou comme une fonction de cette cause: examen entièrement inutile, puisque reflfet est toujours donné indépendamment de la cause, ou par expérience, ou par hypothèse.
Ainsi nous entendrons en général par la force motrice le produit de la masse qui se meut par Télément de sa vitesse, ou, ce qui est la même chose, par le petit espace qu'elle parcourroit dans un instant donné en vertu de la cause qui accélère ou retarde son mouvement; par força accélératrice, nous entendrons simplement 1 élément de la vitesse. Après de pareilles définitions, il est aisé de voir que tous les problêmes qu'on peut proposer sur le mouvement des corps mus en ligne droite, et animés par des forces qui tendent vers un centre, ou exerçant les uns sur les autres une attraction mutuelle suivant une loi quelconque, sont des problêmes qui appartiennent pour le moins autant à là géométrie qu à la mécanique, et dans lesquels la difficulté n'est que de calcul, pourvu que Je mobile soit regardé comme un point.
On imagineroit peut-être que lequation ^dt = +^du regardée, non comme hypothèse, mais comme principe^ seroit au moins nécessaire pour calculer les effets dont les causes sont connues, comme l'impulsion, surtout quand cette impulsion consiste en de petits coups réitérés. J'espère qu'on verra dans la seconde partie de
cet ouvrage, que non-seulement ce prétendu principe est encore inutile dans ce cas, mais que 1 application en est insuffisante et pourroit même être fautive.
R E M A B QM E IL
28. Il n'est pas inutile de remarquer que quand on a d'abord Téquation entre e et f en . termes finis , et qu'on en tire par la difFérentiation à IWdinaire Téquation dde = ^ dt* 9 la, vaittir de dde qu on trouve par ce calcul e.st précisément celle de O ^ , véritable diffé-> rence seconde de B D; on pourroit d'abord douter (6),
' (G) H suffit pour former ce doute de se rappeller le principe d'après lequel on trouve les différences secondes. Supposant AM^zt[ Fig. 8* ) et MP^z une fonction de / que je représente par ^ ( ^) ; pour avoir ID on suppose que t devienne < + df /, et alors BD étant =i^(/+i^/), on a ID^^{t-\-dt)'-^^{t) en négligeant les quantités infiniment pe* tJtes du second ordre et des ordres ultérieurs. Ensuite pour avoir £0 oa suppose dans la valeur de ID que / devienne / -|-<f /, et on néglige d£^ns ce calcul les quantités infiniment petites du troisième ordre et des ordres ^ ultérieurs pour avoir la valeur de R E^ ensorte qu'on prend pour dde la différence entre cette valeur de 22 £7 et celle qu'on a trouvé pour /1>» Mais il faut remarquer que puisque dans la valeur de / D on a négligé les quantités du second ordre, cette omission peut influer sur la différence cherchée des lignes ID» RE, laquelle différence est infiniment petite du second ordre^ par conséquent on n'est en droit de conclure que OE est égal à la valeur de xfiftf , qu'autant qu'on aura fait voir que l'omission^ dont il s'agit, ne produit dans le calcul qu'une erreur infiniment petite au-dessous du second ordre.
Pour y parvenfr nous allons d'abord démontrer un e proposition qu^ notre auteur a d^ng^ dans ses recherches sûr le système du monde. Soit f
+ {) unefonction.de z4-|j {étant unequantité très-petite donton suppose que ;;augmen^e, on auraf(x 4-0=3^(2) -{- S A (z)-| LZ-+etc
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vu la nature même du calcul dilFérentiel, si la valeur de (ide trouvée par cette difFérentiation représente vé*rîtablement OjB, ou quelque autre ligne, par exemple JVE. Mais on peut se convaincre par le calcul même que la quantité trouvée çdt* est égale kO E.
RsMuiMquE II L
24. Nous avons vu ci-dessus {art. i5) que quand les espaces parcourus sont comme les quarrés des tems cor-
A(z) étant le coefficient de dz dansladifii^rentlation de ^(z)9etr(z)celui de dz daûs la différentiation de A (z). Car si on suppose f{z^i)z=:p(z) •)- u et qu'on différentie en supposant z constant ( ce qui est permis icl^ puisqu'on suppose que z ne croît actuellement que de la quantité () on aura dlA(^z + {)= du; soit A (z + l) szA (x) + r^ on aura dirÇ^z+i^szdr; soit r (2 +?) = r (x)+^9on aura din(z'\'i^z:^dsy donc en continant de la même manière, on aura éHz+i)=f (z) +/diA {z)+fdi/dlriz)+/difdifdin (z) etc.
Cela posé, MP étant = ^ (t) on a
DoncJD=:<f/A(0+ ^^'^(0
REzzdtA{t) + ldt*r{i)
EE^^ID ou~a£ou — rfrftfs=rf/*r(<).
Mais par les méthodes ordinaires du cakuldiffiérentielyOïi aurait
ID=zdtA(t)
REz=:^dtAll+di)=:diA{t)'^dl^r(^i)
donc m?—- ID ou — O £ ou *— dde = dt* V (<)•
Donc le ddc que donne le calcul diffi^rcAtiel n en effet la vraie faleur de OB.
reepahdan6f un corps qui parcourt un espaeeiJE' dam le tems T» parcoufipit uniforaiément daas le même tems l'espace 2 E avec I9 vitesseiqu^ila à l'extrémité de i'est pace J?. Or queUe que soit la puissance accélératrice ou retardatrice , les espaces ne, NE parcourus en vertu de cette puijSsaGHce». durant les instans Bc-i'BCy sont entr'eux comme les qudrrés. de ces instans. D'où il s'élit suit que dans la courbe pol}/^oneyO£ ou dde^tsL^N'E considérée comme TefFet de la puissance accélératrice ou retardatrice , doit être regardée comme parcourue d un mouvement uniforme avec la vitesse infiniment petite que le corps a acquis à la fin de Tinstant JBC Oq voit par-là de quelle manière on peut rédusire àdn mqtk4 vement imifi>rme l'effet instantané de la puissance qui accélère ou qui retarde le naou vement.
ReMjéequjsIJ^.
25* Dans la courbe polygone les effets de la force accélératrice pendant les instans Bc,BC {jfig.7*) sont représentés par les lignes O'Ef ,0E ; ces espaces (y E9OE sont évidemment entr'eux comme les tems B CjBC^ à cause des triangles semblables D E' Cy, DEO;€t cette poposition sert à confirmer ce que nous venons de remarquer, que Pespace OE est censé paicouru uniformément pendant le tems BC; car quand les espaces CXE', O jBsont entr'eux comme les tems jBc, B C employa à les parcourir 9 le mouvement est uni-* ibrme.
3o T R A IT É^ .
.Pe là ityensuit que puisque dans la Gcmrbe poly^ne J'effet de Ja puissance accélératrice e^t représenté par un mouvemenl uniforme, on ne doit pornt supposent dans cette hypothèse que la vitesse du corps s'accélère par degrés pendantrinstaut ^ C» mais qu'au commencement de cet instant BC^ lorsque le corps a parcouru l'espace RD , sa vitesse reçoive brusqueoïent etcomnfie d'un seul coup toute laugmetitation ou la diminution qu'elle ne doit réellement avoir qu'à la fin de Tinstant ^C
Pour confirmer celte remarque, on peut observer que T E'^RE {^jig^ 8.). sont les espaces que le corps parcouft réellement durant les instans Bc , BC, dan$ l'hypothèse de ia courbe polygone ; que ces espaces sont parcourus uniformément , puisqu'ils sont entr'eur comme les tems JBc, BC; qu'ainsi la vitesse pendant l'instant B C est censée uniforme, et qu'elle est à la vitesse dans l'instant précédent B M comm^ RE est à ID. D'OÙ il s'ensuit qu'au commencement de l'instant BC^ la vitesse change brusquement , suivant Je rapport
deREkID.
AM.Ç<^il<^rairQ dans la courbe rigoureuse ,, les effets de la puissance; accélérât riéCî ou retardatrice pendant les instans Bc^BC^ sont représentés par ne,NE{ Jig. 7 ) et sont entr'eux , comme les quarrés de ces instans ; dans ce cas la vitesse est censée s'accélérer ou se retarder uniformément pendant tout le cours de l'instant BCj en vertu de la puissance accélératrice , qui est censée donner au mobile pendant cet instant une suite de petits
DE D F N A M I QUE
coups égaux et réitérés; et la somme de ces petits coups est égale au coup' unique, que la nlêrtie puissance est censée donner au corps dès le cbœméncem'eiitde.riiistant J5 C dans rhypothèse de là courbe polygone. » Oà pourroit faire ici une diflSculté qu'il est bon de prévenir. L'équation trouvée ddâ ^(^ dC appartient à la courbe rîgoureusç et à Ja couplbe polygone ; doue puisque (p est regardée éomnie constante pondant i'iqs^ tdnt^C,^^^/éloù OE estproportionneUciài^^* i c«tà-dire au quarré de £ C , même dans la courbe polygone ; cependant nous venons de voir que les lignes ElCy ^ EO sont proportionnelles iiux lignes J?c, BC. Comment accorder ces deux propositions? La réponse est très-simple ; c'est que E! O n'est pas le dd'e qui répond à Hnstant B c; comnie il est facile de s'en assurer (7) par la seule inspection de la figure 7.
(7) Il faut remarquer que ce qi^i! détermine ^O ppui; \^,à\Séiçx\Qç seconde de la ligne Ai P^iC'esldj^ s (imposition quej^^ trois points P , ^^^ •oientA la courbe rigoureuse; or PD,pEé{Ant considérais comme sou'* tendantes de ce^e courbe, il est imixq^sible que le point E' lui «appartienne , ainsi £On*e8t point le dda qui répond k Bc , EO étant sup- ^pofé le dde\€\^i répond a B C^pour déterminer ceiui^q^r répondk Bc^ il faut prendre J3 /» = 5 c, .e.t ,a}(fLnt .tiré /;? ^parallèle kM>P > qui vrnpontre la courbe enp, on tirera pBp,^ qni r^n.contre en olsiVignecep parallèle kBD^ei alors so serale fiid^.qui répondà Bc ; il y aura, sei)- Jement cette différence, que la courbe polygone, au lijeu d'être considérée comme ayant D P ei DJSpour cô(és contigus, sera considérée comme ayant D'p H De pour cptés ; p#r conséquent (D^ étant la tangvnte de la courbe rigpur^use au point i>, et pe dpuble ^de^ n«^ puisqu'on t^NEinei: BC*4B'c*, on a aussi QE: oei: BC" iBc* }
3z TRAITÉ
-; îi6. Lès Géomètre» doivent prendre garde à cette distinction des courbes polygones et des courbes rjgou* reuses , dans l'estimation des effets des forces accékératrices et dans la comparaison de ces effets entr'eux. Si un des effets est calculé dans l'hypothèse de la courbe rigoureuse, il faut calculer l'autre dans la même hypothèse ; autrement on courroit risque de faire le rapport des forces, c'est-à-dire de leurs effets, double de ce qu'il est réellement (8).
RÉMuiRQUE F" I'
27.'Si oja suppose une puissance accélératrice constante p teiie que la pesanteur, en vertu de laquelle un
ainsi le» dde sont toujours comme les dt* , et les lignes OE, O' E' terpiinées à la courbe B9!ï«one et à sa tangente jestept comme les df.
(8) Ou peut estimer Wffet d'une cause accélératrice de deux manières, ou t)ar Vespace qu'elle fait naturéllcmeht parcourir dans un instant , ou par celui que le corps pôurrott parcourir pendant un instant égal avec la vitesse acquise pendant ce premier înstaht , continuée uniformément. Dans le premier cas NS , (fig, 3 et 4.) marque cet effet , D N étant tangente de la courbe rigoureuse; dans le second cas, Teffet est marqué par p E double AeNE.DO étant tangente de la courbe polygone.On est maître d'estimer Peffet de la cause accélératrice de l'une ou de Taaire de ces deux manières; mais lorsqû^oii aura deux causes accélératrices à 'comparbr, il faudra observer que si on a exprimé un des effets par NE dans la courbe qui représente les espaces que l'une fait décrire , l'autre effet soît de même exprimé dans sa courbe correspondante par la ligne correÉpondante-, et c'est là ce qu*on entend lorsqu'on dit que si un des * effets a été calculé dans Phjpotbèse de la courbe rigoui-euse, l'autre doit étrtf calculé dans la même hypothèse , «c, '
corps
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corps parcourre l'espace fini z pendant le temâ fini 8^
onaura^:/;::-^:-^(9),ou^:;;::.-j^:-p-; Donctx^^' = P^f;-*' ou dde=-^-^f~-y et
Il faut se donner de garde d'écrire dde= — ^^jr— ,
comme on pourroit y être porté en prenant dî^/e pour N £ j car il est évident que par cette opération oh n*auroit que la moitié de la valeur de d de qui est égalé kuNE ; ainsi en intégrant on n*auroit que la moitié de la valeur de e. Veut-on s'en assurer par un exemple
(9) Oq te propote dant cette remarque de comparer toote force accélératrice k la pesanteur ; et voici le foodement de cette comparaison :
Viqnàiiou ^di* =z dde donne f =z , ■ ■ ; par la même raison
p =s . j mais au lieu du rapport , , on peut substituer un
rapport de quantités finies , en observant que les espaces parcourus naturellement en vertu d'une puissance accélératrice constante , sont
comme les quarrés destems; ainsi on a de* : #* : : ^ : s; (onob-*
servara que nous avons mis dans la proportion ^ et non pas ddz^
parce que ddz^ comme on Ta déjà dit , eêi double de l'espace réel j que la puissance feroit naturellement parcourir pendant l'instant dé). On
aura donc -^yr- =: -^^ — ,etparconsequcnt^:p : :— jp— : —n —
ce qu'on peut encore démontrer d'une autre manière; car en intégrant l'équation pii^l* = ^^z on a l'équation /i «^ s= a z , qui étant comparée à l'équation ddo zs;\di'' donne la snéme proportion»
s 4 TRAITE
simple ? Qu'on suppose 9^ p^ c'est-à-dire la puissance constante et égale à la pesanteur ; on sait que les espaces Cj Zy sont alors entr'eux comme les quarrés des tems
f * , 6* ; donc on a e = -jr- 9 et cVst ce que donne en effet ( quand on l'intègre) Téquation dde= ^^^^f^' ùnddezz — IL-il».; au lîeu que Téquation dde= ^^/*
ne dpnneroit que e s — jjî — , c'est-à-dire la moitié de la valeur e.
DEDTNAMiqUE. 35
THÉORÈME
28. O I deux puissances quelconques agissent à la foie sur un corps ou point A ( fig. 9 ) pour le mouvoir y rune de A en B uniformément pendant un certain temsjT autre de A en C uniformément pendant le même tems, et qiCon ackève le parallélogramme A B D C; ye dis que le corps A parcourra la diagonale A D uni-^ formé ment j dans le même tems qiCil eût parcouru A B
ouAQ.
Soit A g la ligne inconnue parcourue par le corps A / il est certain (art. 6) que cette ligne sera une ligne droite, et que le corps A la parcourra uniformément. Il n^est pas moins évident qu*elle sera dans le plan des lignes^ J9^ -^C, puisqu'il n'y a pas de raison pour-' quoi elle s'écarte de ce plan plutôt d'un côté que de l'autre. De plus, si lorsque le corps est arrivé à un point quelconque^ de cette ligne, on supposoit que deux puissances vinssent à agir sur Jui, dont lume' tendk à le mouvoir suivant gc parallèle k AC avec la même vitesse qu'il a en ^ suivant A C, et en sens contraire 9 et loutre tendit à lui &ire parcourir la ligne go égale
TU A I T È
et parallèle kABjtttn sens contraire, dans le même tems qu'il auroit parcouru AB^il est clair que le corps resteroit en repos au point ^. Gar sa vitesse et sa direction aW-point^ est précisément la même, que s'il é toit animé e% ce point par deux puissances égales et parallèles aux puissances suivant-/;/ J? et ^C, et par conséquent égales et contraires aux puissances suivant ^o jgc.
Cela posé , imaginons que le corps A qui décrit la lighe Ag, soit sur un plan KLMHqui puisse glisser librement entre les deux coulisses K L^ IM, parallèles kA C. Qu'on fesse mouvoir ce plan entre les deux coulisses ^ de manière que tous ses points g décrivent des lignes gc égales et parallèles kAC^ dans le même tems que le corps A eût décrit la ligne AC; et qu'en même tems les deux coulisses se meuvent en emportant le plan parallèlement kABj et en sens contraire, avec une vitesse égale à celle que le corps^aurôit eue suivant AB^ il est évident que tous les points^tlu plan décriront uniformément des lignes ga, égales et parallèles à la diagonale ^ Z> du parallélogramme J5 C. Il est de plus évident queïe corps ou point mobile A^ est tîré<îontinueIkment en cet état par quatre puissances contraires et égales deux à deux, et que par conséquent il doit. rester en repos djans l'espace absolu. D où il s'ensuit, que quand le coirps ou point mobile A, est arrivé à un point g du plan, ce point ^ doit^e trouvera la place que le corps occupoit quand il a commencé de se mouvoir. Ce qui ne sauroît être , à moins que la ligne A g ne tombe
DÉDTNAMKIUE. 3j
BUT la diagànBleADf et le point^ mir le pokt JD (io)« Donc, etc.
29. La démonstration qu'cm apporte d* ordinaire du Théorème précédent, consiste à imaginer que le point ut^ se meuve uniformément sur une règle ji B avec la vîtesse qu'il a reçue suivant ^^^ et qu'en même tems la ligne ou règle A Bit meuve suivant A C avec la vîtesse que le corps A ^ reçue suivant A C. On prouve très-bien dans cette supposition , que le point mobile A décrit la diagonale AD. En général la plupart des démonstrations communes de cette proposition sont fondées sur ce qu'on regarde les deux puissances mis^xiiAB tXAC^ comme agissant sur le corps A pendant tout le tems de son mouvement, ce qui n'est pas précisément l'état de la question- Car l'hypothèse est que le corps A tend à se mouvoir au premier instant suivant AB ttACkhi fois , et Toi) demande la direction et la vîtesse qu'il doit avoir en vertu du concours d'action des deux puissances.
(10) Puisque le point nobile A doit jnester en repos dans Tespace absolu , il faut que le mouvement du plan sur lequel on le suppose , l'emporte en sens contraire précisément de la même quantité dont Use seroit ayancésansle mouvement du plan; donc quand il a dédrit une ligne = Agy le point du plan qui étoît €;ii gy au commencement du ■louyement , doit avoir décrit g A et être par conséquent en A \ d'un autre côté ce point a dû décrire une ligne parallèle à la diagonale AD^ donc la ligne ^^ ne peut être que la diagonale même*
Xiks cptW a pris une directipn moyenne AD , les deux tendances suivant AB eiAC n'existent plus; il n'y a plus de réel que sa tendance suivant A D.
J'ai donc cru devoir prévenir cette difficulté, et Êiîre voir que le chemin du corps ^ est le même, soit que les deux pu issances n agissent sur lui que dans le premier instant, soit qu'elles agissent continuelUment toutes deux à la fois sur le corps. Cest à quoi je crois être parvenu dans la démonstration que fai donnée ci-dessus.
3û. Si un corps parcourt ou tend à parcourir une ligne droite ACfJig. \oJ avec une vitesse quelconque > et qu'on prenne un point B par-tout où Ton voudra sur cette ligne A C prolongée ou non , la vitesse A C pourra être regardée comme composée de la vitesse A B et de la vitesise BC. Car A C peut être r^ardée comme la diagonale d'un parallélogramme » dont ABjBC sont les côtés. Donc^ etc.
R E M ut E Ç^ U E.
3i. Quelques lecteurs pourront être surpris de ce que je tire la démonstration d'une proposition si simple en apparence^ d'un cas général beaucoup plus composé; mais on ne peut, ce me semble» démontrer autrement la proposition dont il s'agit ici, qu'en regardant comme un axiome incontestable , que l'effet dç dffnx r^"^^^ ^^^^ jointes est égal à la somme de leurs effets pris séparé-
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paS^ssëz évident, ni assez simple, qui/tient d'ailleurs de trop près à la question des forces vives^ et au principe des forces accéléralrices dont nous avons parlé ci-dessius art. 22* Cest la raison qui m'a obligé à éviter re;n faire usage, ayant d'ailleurs pour. but dans ce traité de réduire la mécanique au plus petit noimbre de prin-^ cipes possible , et de-tirer tous ces principes de la seule idée du mouvement, c'est-à-dire de^rpspace parcourt et du tems employé à leparcouriK, sans y faire entrer en aucune façon les puissances et leâ ca^u^es motrices. .
Corollaire ïl.
3 2. Si«n corps est poussé suivant ABetAC [Fig^i t ) par deux puissances accélératrices quelconques, sa direction sera la diagonale d'un parallélogramme feit sur des côtés AB, AC , proportiofm^els aux forces accélé-^' tâCrices suivante 5 et ^ C;et safor*ce accélératrice suivant AD sera à chacune des deux suivant AB et AC^ comme AD esta A B et AC. Car soient Ab et Ac les espaces que le corps A eût parcourus dans lecom*' mencement de son mouvement eri Vertu de chacuhé des' puissances , on aura fart^ 22 J A b: Ac: : AB : A C. Donc les lignes bd, cd, parallèles à AC,AB concourront au point d de la diagonale AD. De même si A ^9 A% y s<^t les espaces parcourus en teras égaux en vertu de ces mêmes puissances, on aura Ab.Afi::
le quarré du tems par A bon par A eau quarré du tems par A fi ou par A x, c'est-à-dire comme Ac est k A xj donc le point de concours J^ des lignes /3 /, xcT , sera encore sur la diagonale A D. Donc si on suppose que le corps A se meuve sur la règle AB au premier îns-i tant, avec la force accélératrice qu'il a suivante il? ^ et que la puissance accélératrice suivant A C, agisse en même-tems sur la règle p^ur la porter de A vers C, le point A décrira la diagonale A d, dans le même tems qu'il auroit décrit AbouAc^^tsa force accélératrice suivant AD, sera à chacune des forces suivant les côtés 9 comme la diagonale à chacun de ces mêmes côtés.
De là on voit comment à une force accélératrice quelconque, on peut en substituer d'autres, eu telnom^ bre qu'on voudra.
Au reste, comme nous avons vu cî-dessus {art. 24) de quelle manière on peut réduire à un mouvement uniforme l'effet instantané d'une puissance quelconque; il est clair que la combinaison des effets de tant de puissances qu'on voudra , et la recherche de l'effet uni* que qui en résulte , se réduit par là fort aisément aux loix du mouvement composé uniforme. ;
Du mouvement en ligne courbé^ et des forcés centrales.
33. Comme un corps tend de lui-même à se n^ouvoîr en ligne droite , il ne peut décrire une ligne courbe » qu'en vertu de l'action d'une puissance qui le détourne
continuellement
continuellement de sa direction naturelle. On peut déduire de Tarticle précédent, les principes du mouvement d'un corps sur une courbe.
. Il est .démontré qu'un arc infiniment petit d'une courbe quelconque, peut être pris pour un arc de cercle, dont le rayon seroit égal au rayon de la développée de cet arc de la courbe. On réduit par ce moyen le mouvement d'un corps sur une courbe quelconque, au mouvement de ce même corps sur un cercle dont le rayon change à chaque instant.
: La puissance qui retient un corps, sur une courbe, est appelée i^dJiïcuWhxemeui force centrale j quand elle est toujours dirigée vers un point fixe; mais nous la nommerons ici^rce centrale tn général^ soit qu'elle tende vers un point fixe ou non. Cette puissance n'est par sa nature «qu'une puissance accélératrice ou retardatrice, dont la direction est différente de celle du corps. On peut, par tout ce qui a été dit ci-dessuç, {art. 24 et 82) réduire à un mouvement uniforme l'effet instantané de cette puissance, en regardant comoie un polygone d'une infinité de côtés la courbe qu'elle fait décrire au corps ; et cet effet est double de celui que la force centrale produiroit dans la courbe considérée exactement comme courbe. Ainsi, supposons qu'un corps décrive un arc de cercle infiniment petit TtDE { Fig. 6) , en vertu d'une puissance, qui au point D le détourne de la ligne droite suivant une direction donnée : si on regarde le cercle comme un polygone, la corde RD sera la ligne
que le corps aura décrite dans Hnstant précédent, et DO égale et en ligne droite avec R D , celle qu'il tend à décrire Tinstant suivant. Donc tiraht OE" parallèle, à la direction de la force centrale enDjOË sera TefFet instantané de cette puissance; au contraire, si on considéroît le cercle comme cercle rigoureux , la tangente D iVseioît la ligne que le corps tendroit à décrire, et NE TefFetde la puissance qui le retiendroit sûr la courbe^
La ligne NE divisée par le quarré du tems eiMplô}^ à la parcourir, est {art. 1 8, 22r êjf 26) Texpression de la force accélératrice en vertti de laquelle le corps décrit la courbe ; or cette ligne NE esrt égal^ au quarré de lâ ligne DNoxi de l'arc DE ou RD, divisé par NQ^ et NQ lest au diamètre du cercle, comme le sinus dé Tangle que fait la forcé centrale avec la courbe, est au sinus total (11) ; de plus, la ligne Z>jB divisée par fe tems employé à fct parcourir, est { art. i5) rexpressîon de là vitesse du corps* Donc dans une courbe quelconque , TefFet de la force centrale est comme lé quarré de la vî^* tesse divisé par le. rayon de la développée, et multiplié par le rapport du sinus total au sinus de Tangle que ùAt cette force avec la courbe.
En général, rélémeat du tems étant supposé oonstan*, la force centrale est représentée par la ligne O E dans i« courbe polygone, et par iVJE dans la-courbe rigoureuse. U faut par conséquent avoir égard à cette différence
(i 1) Car NQ on EQ est le double du sinua de l'angle V £ D.
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d^expression dans la comparaison des effets de deux forces centrales; et pour ne pas faire Tun des effets double de ce qull est par rapport à l'autre , il faut considérer les deux courbes, ou toutes deux comme polygones, ou toutes deux comme rigouretises.
Les forces centrales, et en général toutes les forces accélératrices ( si par le mot dejbrce nous n'entendons que les effets) sont entr'elles comme les petits espaces ^u\in corps parcourt dans un même instant en ycrtu de ces forces. On a coutume de comparertoutes ces forces à la force accélératrice constante que nous connoîssons le mieux , je veux dire à la peaanteûr. Si E est l'espace qu'un corps pesant parcourt dans on tems fini T,
— 55 — sera l'espace qu'il parcourra dans le tems dt,
et si Tare DE est supposé parcouru dans le même tems dt, la force centrale sera à la pesanteur , comme
la ligne NS à -^55—, ou çonoune OEz;^zNE
Or soit r ie rayon de !« développée de la courbe en
, N, S le sinus de fangle que fiut la directîqa de la force
centrale avec la courbe t ^ le sinus total ,. e lespace
que le corps parcourroit uniformément dana le tems T
av«c la vtU(S8e< qu'il a en 2)«. icm aura JD £ s: ■ ' ^ ;
OE =; -^ X -4" = ''±^''sr^' ' Donc l'effet instantané de la pesanteur est à celui de la fprce centrale ,
Fij
comme 2 J? à ^^^ ou comme E à t c ^' ^t ainsi
le rapport de ces- deux effets, que la plupart des Géomètres prennent pour celui des causes mêmes, est exprimé en termes finis (*).
CHAPITRE II I
Du mouvement détruit ou changé par des
obstacles.
34, U N corps qui se meut peut rencontrer des obstacles qui altèrent ou même qui anéantissent tout-à-fait son mouvement ; ces derniers , ou sont invincibles par eux-mêmes, ou n'ont précisément de résistance que ce , qu'il en faut pour détruire le mouvement imprimé au
corps- Un obstacle invincible peut être tel qu'il ne permette au corps aucun mouvement , comme quand un corps tire une verge droite attachée à un point fixe; ou l'obstacle pourroit être de telle nature qu'il n'empêchât pas le corps de se mouvoir dans une autre direction que celle qu'il a , comme quand un corps rencontre un plan inébranlable.
Si l'obstacle , invincible. ou non , que le corps
( * ) On trouvera dans V Encyclopédie au mot Force , plusieurs autres théorèmes et, remarques sur la mesure de la force centrifjge. Ceque nous en disoiis ici ^ suffit pour l'objet que nous nous proposons»
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rencontre , ne fait qu'altérer et changer son mouvement sans le détruire, ensorte que le corps ayant, par exemple, la vitesse a avant que de rencontrer Tobstacle^ il soit obligé de prendre une vitesse B dont la quantité et la direction soit différente de la première ; il est évident qu'on peut regarder la vitesse a que le corps a lorsqu'il^ rencontre l'obstacle, comme composée de la vitesse b et d'une autre vitesse c, et qu'il n'y a que la vitesse c qui ait été détruite par Tobstacle.
36. De là il s'ensuit qu'un corps sans ressort qui vient choquer perpendiculairement un plan immobile et im* pénétrable, doit s'arrêter après ce choc et rester en repos. Car il est visible que si ce corps a du mouvement après la rencontre du plan , ce ne peut être qu'en arriére, et dans la direction de la perpendiculaire ; soit u sa vî« tesse avant le choc , v sa vitesse en arrière, que je suppose — mu^ m exprimant un nombre inconnu quelconque, on aura (ûrt. 3o et ZS^ u— — w^^ + w + /w^/• Donc w + m w est la vitesse perdue par le corps à la rencontre du plan. Mais il n'y a point de raison pourquoi m soit ^wibi tel nombre que tel autre. Car la seule condition par laquelle on puisse déterminer la vitesse u + muj lest qu'elle doit être détruite par lé plan : or puisque \hyp.) le plan est inébranlable , il n'y a point de raison pourquoi il anéantiroit plutôt la vitesse u + mu^ qu'une autre vitesse u + nu. Donc le nombre m ne peut être plutôt tel nombre que tel autre. Donc il sera zéro. En effets si la vitesse u + mu peut être anéantie par la rencontre
du plan, comme on le suppose, à plus (brte raison la vitesse u pourra être détruite par la rencontre de ce même plan. Donc elle sera détruite réellement : donc m M, et par conséquent v sera = o. Donc, etc.
Corollaire I.
38. Si on suppose qu'un corps A [Fig. 12) mu suivant A ^«rencontre le plan -immobile et impénétrable BDt sur lequel il soit forcé de se mouvoir, sa vitesse suivant B D sera à sa vitesse suivant AB qmBC, comme le sinus du complément de Tangle CB D au sinus total. Car il fendra regarder la vitesse BC^ comme coo»posée de deux autres, dont l'une BE soit perpendicur laire au plan BDy et l'autre B D soit dans ce même plan: or la vitesse BE étant détruite par le plan , le corps A n'aura plus que la vitesse BD qui sera à J5C : : le sinus de l'angle BCD, complément de CBDt au sinus total.
Corollaire II.
38. Si; un corps se meut le long de piusieur» plans AB,BCyCD, etc. {Fig^ i3 et 14) qu'on prolong» AB^eiBC indéfiniment en F et en £ ; qu'ensuite d'un ravon arbitraire G£ <m décrive l'arc LMj^ qu'on Êtsse LGM;= ÇBF; qu'ayant après cela abaissé k perpendiculaire MK, 00 décrive l'arc du rayon GK farc N K , tel que l'angle KGN^DCE^et qu'oa «ïène la perpendiculaire NJ^el ainsi de suite; )c dis que si on prend G X pour représenter la vitesse suivant
D :e dynamique. at
AB,GI exprimera la vitesse suivant CD. Cela luit évidemment du corollaire précédent.
Corollaire IIL
39. Donc la somme des vitesses perdues deAtnD est égalé à X/ , c'est-à-dire à la somme des sinus verses des angles CBF,DCE, etc. en prenant successivement GZ « G K , etc. pour sinus totaux.
Corollaire IV.
40. Donc en prenant GL pour sinus total commun à tous les sinus verses^ la vitesse perdue sera moindre que la somme de ces mêmes sinus verses.
Du mowement (tïin corps le long épune surface courbe.
41. Si dans une courbé ABCDR (Fig, i5) aptè^ ù¥oir tiré les tangentes A Y , R Y , on inscrit un poly^ gone ABCDRdontles angles extérieursB AY y CBFy D C E 9 etc. soient égaux eut/eux ; Je dis qU'on peut imaginer 06 polygone d'un si grand nombre de tôtés , que la somme des sinus perdes des angles B A Y , C B F, D C E > H D S , etc. soit moindre qu*une gMndeur donnée.
Car la somme des angles BAT y CB F,DCÉ, etc* est égaie à Tangle R TZ fait par les tangentes R Y , ATàe la courbé. Donc si Ton fait langlé ry z ( Fig. 1 6 ) = RFZ , Tangle rj n = à un des angles B AT o\k
CBF, et qu'on nomme n le nombre des angles ; on aura,
arc. rnxn =arc. rz, et '^"^^ '^"^ — x n = àla somme des
^ ikK • cord. r/z* ^. ^ arc. rn* •» arc.rz*
Sinus verses, Mais r — x«<
rz*
soît Tare — ^^ — = ^r. /•/ (tt étant un nombre donné , puisque les lignes rhy ri y et Tare rz sont donnés) ; la' somme des sinus verses sera donc < -^-^ — . Or puisque TT et ri sont des quantités constantes , on peut rendre n si grand , que —^^ — soit moindre qu'une grandeur donnée ; donc à plus forte raison , la somme des sinus verses sera moindre que cette même grandeur donnée.
THÉORÈME
42. Si un corps mu suiçant une droite X A (Fîg, i5) rencontre la surface courbe AR , touchée en AparXA, et sur laquelle il soit obligé de se mowoir ; je dis quHl ne perdra de h en K aucune partie de sa vitesse.
Car on peut inscrire dans la courbe un polygone 'ABCDR à'un si grand, nombre tîe côtés, que la somme des sinus verses de ses angles extérieurs , soît toujours {art.j^\) moindre qu'une grandeur donnée 9 et qu'ainsi à plus forte raison {art. 40) la vitesse perdue de -/i en 21 soit toujours aussi petite qu'on voudra. Donc si ce polygone ' se confond avec la courbe j la vitesse perdue àtAenR sera zéro.
Corollaire.
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Corollaire.
43. II résulte de là que quand un corps se meut sur une courbe, sa vitesse à chaque point delà courbe est précisément altérée de la même manière, .toutes choses d'ailleurs égales, que s'il se mouvoit sur la tangente de la courbe en ce point.
REMABqUE.
44, On démontre d'ordinaire ce dernier théorème en regardant la courbe comme un polygone ABCDR d'une infinité de côtés, dont les angles extérieurs C 5F sont infiniment aigus ; les sinus verses de ces angles étant infiniment petits du second ordre , on en conclut qu'un corps ne perd à chaque instant qu'une partie de vîtesse infiniment petite du second genre, de sorte que la perte totale de ^ en jR n'est qu'infiniment petite du premier. ' • ', < i
La démonstration que fai donnée, quoique peut-être un peu longue, me paroit aussi plus lumineuse , d'autant que la vîtesse perdue de -^4 en JR est réellement et exactement nulle ou zéro, et non pas infiniment petite. Quand on veut démontrer en toute rigueur les propriétés des courbes , on tombe nécessairement dans des démonstrations un peu longues } la méthode des infiniment petits abrège beaucoup ces démonstrations , mais elle n'est pas si rigoureuse. Elle a de plus un autre inconvénient y c'est que les comugieiiçans^ qui n'en pénètrent
So T R^A I T É
pas toujours l'esprit, pourroîent s'accoutumer à regarder ces infiniment petits comme des réalités ; c'est une erreur contre laquelle on doit être d'autant plus en garde, que de grands hommes y sont tombés, et qu'ellemême a donné occasion à quelques mauvais livres contre la certitude de la Géométrie ( * )• La méthode des infiniment petits , n'est autre chose que la méthode des raisons premières et dernières, c'est-à-dire des rapports des limites des quantités finies. (**) Quand on a bien ; conçu l'esprit et les principes de cette méthode, alors il est utile de la mettre en usage pour parvenir à des solutions élégantes.
,' De V équilibre^
4jS. S^ les obstacles qile le corps rencontre dans son mouvement n'ont précisément que la résistance nécessaire pour empêcher le corps de se mouvoir , on dît alors qu'il y a équilibre entre le corps et ces obstacles.
THÉ O R Ê M E
'^ 46. Si deux corps dont les vitesses sont en raison
(*) L'ouvragç de.^. Maq-fjfiurin >^ q^uia pçur titre,. ^4! Treatifeof fluxions ^^ élé publié a Pocc.asîon d'un livre anglais intitulé The Ana^ lyat , eiô» contre laî tîéftîtiiîdfe dek Mathématiques, et dont là plupart dea argumens sopt contre la tnitfaode dev infiniment petit»»
(**) Voyez VE/icjyciopéiiie.^SiviitmoUl>iFVtiiiZlxn:llRL,etFLVXXOH. La métaphysique du calcul différentiel est expliquée dank le preiijîer de ce«arlîele», d\ii}e çianîcre ijarire doit^lmsler aucune'dtttcnlt^.
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mçerse de leurs masses ^ ont des directions opposées , de telle manière que î^ un ne puisse se moui/oir sans déplacer Tautrç y il y aura équilibre entre ces deux corps*
Premier cas.
1®. Si les deux corps sont égaux et leurs vitesses égales, îi est évident qu'ils resteront tous deux en repos. Car il H'y a point de raison pourquoi Tun se meuve plutôt que Fautre dans la direction qu*il a; daiileurs il est clair par l'article 36 , qu'ils ne peuvent se mouvoir dans une direction contraire. Donc, etc.
Je suppose ici , afin que la démonstration ne souffre aucune difficulté, que les deux corps soient non-seulement égaux, mais encore parfaitement semblables , que ce soient par exemple deux globes, deux parallélépipèdes rectangles , etc. Nous verrons plus bas {art. Sj) la démonstration du même théorème dans le cas où les corps ne sont pas semiblables.
SECOfTDCAS.
Si l'un de ces corps Testaiit dans le même état, on augmente du double la masse de l'autre , et qu'on diminue sa vitesse de la moitié, il y aura encore équilibre. Car on peut regarder (art. 3o) la vitesse du petit corps comme composée de deux vitesses, égales chacune à la vitesse du grand ; et la masse du grand , comme composée de deux masses égales, animées chacune de la même vitesse. Donc à la place de chacune des masses propo-
Gij
sées , on peut imaginer dé chaque côté deux masses égales animées de vitesses égales. Or dans cette der-# nière hypothèse il y auroît équilibre ( cas i ). Donc^ etc»
On peut encore démontrer cette proposition de la manière suivante. Soit m la masse du petit corps, 2 m celle du grand; u la vitesse du grand corps et par conséquent 2 u celle du petit. Je regarde la masse 2 m dû grand corps comme composée de deux masses ^/^ , /»% égales chacune à la masse du petit; et au lieu de supposer chacune de ces deux masses w, m\ animées de la vitesse «, je suppose, ce qui revient au même, que la masse antérieure m\ celle qui touche le petit corps, soit animée de la vitesse 2 u en avant , et de la vitesse. ^ — u en arrière , tandis que la masse postérieure m conserve sa vitesse u. Il est évident que la masse m' animée de la vitesse — u doit faire équilibre à la masse égale m animée de la vitesse u. Donc il ne restera que la masse m' animée de la vitesse 2 //, laquelle fera équilibre {cas 1.) à la masse du petit corps m aniiliée delà vitesse 2 i/. ,
Dans ce second cas, et dans les deux suivans, ainsi que dans les corollaires qui en seront tirés, je suppose, afin que la démonstration ne souffre aucune difficulté, que les corps soient deux parallélépipèdes rectangles de bases égales et semblables, et de différente longueur, qui se choquent par leurs bases. On verra plus bas [art. Sy) la démonstration du théorème pour des corps de figure quelconque.
Tmoisièms cas.
Si les deux masses sont entr elles comme deux nombres rationnels quelconques ; soient M^ m 9 ces deux masses, F", u, leurs vitesses , /u la masse qui est la me-' sure commune des deux masses M^y m^vla vitesse qui est Ja mesure commune des deux vitesses F", u; on aura m = /JipjM^ IulP;u = vPy F^= vpyP , et /? exprimant deux nombres entiers. Cela posé, on prouvera, comme on a fait dans le cas précédent, qu'à chacune des masses animées de sa vitesse , on peut substituer un nombre P xp de masses ju. animées de la vitesse v , et qui par conséquent se feront équilibre de part et d'autre. Donc, etc.
Avant que de passer au quatrième cas , nous observerons que dans les trois cas précédens si M J^>ou <muy il ne peut y avoir d'équilibre. Car supposons^ pour un moment , que les corps AT, m , se fassent équilibre en cet état ; soient imaginés ces deux corps ikf, ot, sur un plan ; et soit supposé que ce plan soit mu en emportant les deux corps avec une vitesse x qui soit dans le sens de V ou dans un sens contraire, .et qui soit telle c^eMJ^+^Mx =3 //z /^. +" m x; il est visible que les corps M^m^ ainsi emportés, se choqueront dans Fespace absolu avec des vitesses ^ _+ a; , // "+ a? qui seront en raison inverse de leurs masses , et que par conséquent, suivant ce qui a été démontré ci-dessus, ils doivent rester en repos dans cet espace absolu.
Cependant ils n'y resteroîent pas , sî comme on le suppose , ils se fkîsoîent équilibre avec les seules vitesses J^ et u. Car ces vitesses P^etu étant détruites, par Fhypothèse, à la rencontre des deux corps , il leur resteroit la vitesse commune x avec laquelle rien ne les empêcheront de se mouvoir.
Donc si deux masses commensurables quelconques sont en équilibre , et qu'on augmente ou qu'on diminue la vitesse de lune d elles , l'équilibre sera rompu. À plu» forte raison le sera-t-il si on augmente ou qu'on diminue à là fois la vitesse et la masse d'un des corps.
Supposons enfin que les masses M", m , soient incommensurables , de manière que m = f^pet M= f^P + z^ P €tp étant deux membres entiers , et z <fjL ; je dis que sim¥ku = M^ 7^ y il y aura encore équilibre.
Car supposons qu'il n'y eût point équilibre , et qu'il fallût pour cela ajouter ou retrancher de la masse Mxxne quantité t; la masse /w P + z +; * animée de la vitesse J^, seroit donc en équilibre avec la masse moyifjLp animée de la vitesse u. Or la*quantité t doit être nécessairement plus petite que /u. Car si elle étoit plus grande , on auroit ^u P + z + ? > ;t* P + /w. De plusi> cette dernière masse fjL P + fJty animée de la vîtesse ^p^^ $
fera équilibre à la masse m animée de la vitesse u. Or puisque z<f*y on a ^p^^ < ^p^^ f cest-à- j
dire < V. Donc par la remarque qui est à la fin du cas précédent , la masse ^e P + z + f qu'on suppose plus grande que /jl P + /jl y étant animée de la vitesse V plus grande que — y^r^ ^^ sauroit être en
équilibre avec la masse m animée de la vitesse u. Donc / doit nécessairement être < iLt^ et comme /ul peut être aussi petit qu'on voudra , il s'ensuit que t =z o. Donc , etc.
Si la quantité «étolt une quantité qu'il fallût retran* cher, on auroît en supposant t>f4,juP + z—^t</jiP
et /^ < -^^. Donc , etc. Ce quilfalloit démontrer.
Le produit de la masse d'un corps par sa vitesse est appelé quantité de mouvement. Vie là naît cet axiome, que les corps qui ont des quantités de mouvement égales et directement opposées, se font équilibre,
REMjiBQUE.
47. On a démontré à la fin du troisième cas de l'article précédent, que quand les masses M, m sont commensurables , non - seulement il y a équilibre si MT^^ mu, mais qu'il n'y a point équilibre si MV n'est pas égal à mi/. Il est aisé d appliquer la démonstration qu'on en a donnée au cas des masses incommensurables. D'où il résulte que la Voi de V équilibre est unique , c'est-à-dire qu'il n'y a point d'équilibre et qu'il ne sauroit y en avoir dans un autre cas que dans celui des masseê^en raison inverse des vitesses, lors-
que les corps tendent à se mouvoir dans des directions opposées.
Corollaire I.
48. Si trois corps A^B^C, {^^g* ^7) sont attachés à Une verge indéfinie M iV", ou à un fîi , et qu'ils reçoivent suivant A Af , B ikf, CN des vitesses telles que la somme des quantités de mouvement du corps A et du corps B , soit égale à celle du corps C seul, il y aura équilibre. Car on peut {art. 3o )jregarder la vitesse du corps C comme composée de deux vitesses quelconques, dont la somme soit égale à la vitesse totale; et par conséquent on peut considérer dans le corps Cdeux quantités de mouvement, dont Tune soit égaie et contraire à celle de jE?, l'autre égale et contraire à celle de A. iDonc> etc.
' Donc en général, quel que soit le nombre des corps , il y aura équilibre , quand la somme des quantités de mouvement de ceux qui tirent en un sens , sera égale à la somme des quantités de mouvement de ceux qui tirent en sens contraire,
C O R O L LA IRE II
49. Supposons que trois corps B^C,F^ (^^- ^8) attachés aux fils ou verges ABj AC^ A i^, soient en équilibre , et qu'on cherche le rapport des quantités de mouvement de ces trois corps entr elles. On reoiarquera d'abord que l'action des corps J5 et C sur le point A est la même , que si ces corps B et C étoient en A i où
supposera
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supposera qutAECet-dP soient entrçlles comme les vitesses des corps B'et Ç; on 4^compp^ra chacune de ces vitesses A ii 9 A P en deux autres A GyAN,, et AQj ALy dont les deyx A.G, A Q aient des direclions contraires , et ks deux autres A iV, A L soient dirigées suivant FA prolongée. . ,
Maintenant , puisqu'il y a équilibre , il s'ensuit que Bx AG^^CxA Q;de plus , la quantité de mouvement du corps Fdoit être égale kBxAN + CxAL. Or si par un point quelconque E de la ligne i^yi prolongée, on tire^"^ parallèle à ^ C, et £D parallèle à A J9, je dis que les lignes A E, AD, A K seront entr'elles comme les quantités de mouvement des corps F,C,B^ c'est-àdire que -^ JE: (^^) ::Cx^L+^x^iV^: (?^^^
! AHXKM \ APX OdK^ PL J
àcausede02? = J5[-Ztf):;
PL ' AG
( mettant pour A G et PL leurs proportionnelles
CetB)::ALxC+ANxB:(^^^^ly. Ce qu'il jfalloit démontrer. *
Corollaire MI.
5o. Tout ce que nous venons de dire sur l'équilibre daQs les propositiojds précédentes , sera vrai encore , û
au lieu des vitesses fin îèè imprimées aux corps qui sqnt en équilibré ,' on feùr suppose des forces accélératrice» qui soient eutr'elles comitae étbient ces vitesse^* Rnies i ou , suivant lei définitions donni?es ( art. '2a) dès forces motrices qui soient entr'elles comtne étoîertl leurs quan* tités de mouvement. L'équilibre subsistera encore » il ne faudra qûe^c servir ,: pour la démonstration , du corollaire II, chapitre II, au lieu du corollaire I du même chapitre.
Ke Jd ui R Q U JE.
Sur V usagé du mot de Puissances dans la Statique.
5i. Les puissances ou causes qui meuvent les corps, ne peuvent agir les unes sur les autres que par l'entremise des corps mêçRies qu'elles tendent à mouvoir. D'où il s'ensuit que 1 action mutuelle de ces puissances, n'est autre chose que l'action mêmp des corps animés par les vitesses qu'elles leur donnent. On ne doit donc entendre par l'action des puissances , et par le terme ménae de puissances dont on se sert communément dans la .statique , que le produit d'un corps par sa vitesse ou par sa force accélératrice. De cette définition , et des articles précédens, on conclut aisément que deux puissances égales et directement opposées se font équilibre ; que deux puissances qui agissent en même sens produisent le même éiFet qtie leur somme ; que si trois piuissahce^
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agissant sur un point commun sont en équilibre, et qu^on fasse sur les directions de deux de ces puissances un parallélogramme , la diagonale <le ce parallélogramme sera dans la direction prolongée de la troisième puissance, et que les rapports des trois puissances seront ceux de la diagonale aux côtés, etc. et plusieurs autres théorèmes semblables que Ton démontre dans la Statique; peut-être avec moins de précision que nous le faisons ici, parce qu'on ny donne pas communément une notion du mot de puissance aussi nette que celle que nous ye^ ïions de donner.
Corollaire IV. '
52. Supposons que deux puissances égales appliquées aux extrémités AyB {Fig. 19) d'une verge droite et inflexible ABy agissent en sens contraire d^s la direction de cette même verge, et se fasse par conséquent cqtrtiibre. -Si on imagine une- autre verge quelconque AÇByGxe même, si Yqii veut, en uù point j]uelconque C, il es( évident que l'équilibre subsistera. De plus, si les puissances au lieu de demeure^ appliquées en A et en J3, étoient appliquées par-tout où l'on voudroit dans A J9 prolongée vers A^t vers -ET., il est clair que Féquilibre subsi^teJfoit ^pjÇQr.eK porte Â Q^rS^ppçse la yprg^ A iSanéântie, c^quei U seuie verge A'C B subsiste , les puiiSsanÊes appliquées en A et en S étant égales et de dîrep^posconitr^esj se lieront; équilibre.
eo TRAITÉ
Corollaire V.
Qui contient le principe du levier.
53. Soient AHetBE les directions de deux puissances en équilibre sur le levier A CB , et que A H et B E soient entr elles comme ces puissances ; je décompose la puissance AH en deux autres , dont les directions A K et A G prolongées, passent, Tune par B^ lautre par C, et de même la puissance B E en deux autres, dont les directions BP et BFpassent par A et par C. En menant les perpendiculaires CM, CKj CL,
sur AH,BE,AB, fàî (12)^ K x= ^^cl^ '
et BP = -M|^iL^ Mais à cause de l'équilibre
AK = P B. Donc CM x A H = BÈ xCK. Donc les puissances^ JÏ,J5^ sont entr'elles en raison inverse des distances de leurs directions au point fixe (i3).
■yi2) yt K=. ''^^ft -'en effet les côtrfs ^fl^, jtKdu Iriaif-
gle AKB doivent être entr'eux comme les sînus des angles AKH^ AHKyOuAt leqrs égaux €AL:^CAMy c'est-à-dire en prenant CA :;pouTTaLyon^qu^AH:AK;iCL:CM. .
(lâ) Uéqu9Lti0nCMXAHi=zBEXCrouCMXjiS[—BEXCrxzo fait voir ^e quand deux puissances^nt en équilibre sur un levier, sî '^ maltiplie eliaque p&is9at)cé par sa distance a Pappui, la différence ■;des produits doit étlèiséro. En gétiéiml,lpDik)*^(|ue.tant'de puissances qu'on voudra , dirigées dans un *néipe pl^n 9 «c fassent équilibre , îl faut que la somme des produits de cliaque puissance par sa^ distance & Tappui , soit 2éro j en prenant âTec des signes contrwrcs celles q«î
Corollaire VI.
^4, Si le point Cn'étoît pas fixe, alors il faudrait se servir du Corollaire II ci-dessus , pour savoir quelle puissance il faudroit appliquer en C pour résister aux
agissent dans des sens difierens. Quoique cette proposition soît démontrée dans tous les livres de Statique , cependant comme nous en ferons U«age par la suite, et que nous voulons épargner au lecteur la peine de recourir ailleurs , nous allons la démontrer ici pour trois puissances seulement y mais de manière à faire voir que la démonstration réussiroît de même pour un plus grand nombre.
Sojt le levier A P LE {Fig. ao) dont Tappul est en £, et aux trois points ^^ Pj E soient appliquées trois puissances représentées par ACyPQ^EH. La force P Q peut se décomposer en deux PV^PRy dont la première passe par l'appui , la seconde par le point E'j cette seconde peut se décomposer de nouveaux en deux autres EF^EI^ la première couchée sur u^£, la seconde dirigée à Tappuî*
Let deox forces ^ Cet EH peuvent chacune se décomposer en deux, Tune dirigée k Tappui , l'autre couchée sur la ligne ^£, Cela posé, les forces dirigées aux appuis y sont détruites , il faut donc que les forces A DyEFyEK se détruisent entr'elles, c'est-à-dire que AD ::zKE> ^EF.
Or j\ PQiPRovi EG ::LS:LMjet EG i EF :: LT: LS ;
donc PQ:EF::LTt LM , et par eûnaéqnent EF^ . ^^^^:^^ . . * ' *• ■*
^\ A C : A D : : i T : L N / et E H : E K : : L T : L O ; donc
ADs=: j et EK n^ ; donc requation
^mA CXI'N.+ P^Xfe Af — ^ B XL O = o. Ctf qu^ilfalloû démontra. <,fj|Çn,sui^antlaméme q;|éthode gue dans les corollaires V et VI on démontre de même , que les puissances appliquées en A, PjE agissent sur l'appui L>' comme si' elles étoient immédiatement appliquées à ce point
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puissances^ G,B F. Or comme les puissances A G,
B F peuvent être regardées comme composées des puissances A H et A k,BE etB p ^et que les puissances A lij B p , sont égales et se détruisent, il s'ensuit que la puissance capable de faire équilibre aux puissances A G y BFy sera la même que celle qu'on trouveroît, si au lieu de ces puissances A G , BF^ on imaginoit les puissances AH,BE^ appliquées en C avec leurs directions propres^
Remarque sur le cas où le lei^ier est droit.
55. La démonstration précédente du principe da levier , suppose que les lignes A C et CB fassent un angle , et il semble par conséquent qu'elle ne puisse s'appliquer au cas où le levier est droit , et les directions des J3uissances parallèles. Cependant comme la pix>posîtion est vraie , quelque obtus que soit l'angle A CB ; il est clair qu'elle doit être vraie encore , lorsque I angle ACB est de 180 degrés. Voici, au reste, une démonstration plus rigoureuse du cas dont il s'agit.
Soient A P,AR{ Fig. ai) les bras de levier ;P D, RS les directions des deux puissances, que je suppose en équilibre ; il est évident, en premier lieu, que si les bras de levier sont égaux , les puissances F , R doivent être égales. Mais si les bra» A P,AR sont inégaux^ alors ayant tiré à volonté la ligne A S^ imaginonsi é|ue celte ligne soit une verge inflexible, à l'extrémité iS de laquelle soient appliquées deux puissances S, 5% égales
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ft'Opposées 9 dans la même ligne que la puissance R : supposons de plus , que la seule puissance S' qui tire en en-bas, soit capable de faire équilibre avec la puissance P sur le levier P A S^ il est constant que la puissance 5 opposée à celle-ci, doit faire équilibre à la puissance R^ c'est-à-^dîre {art. 52 ) qu'elle doit lui être égale. Donc
R'±=S=^{m.53)-^^.T)QncR:P::AP:AR.
Ce. qii*ilJalloit démontrer.
Je ne suis pas le seul qui ait déduit les propriétés du levier droit de celles du levier coiirbe. M. Newton en a usé de la même mianière dans ses Principes, quoiqu'il ait suivi une route différente de la nôtre, et il y a lieu de croire que ce grand géomètre sentoît la difficulté qu'il y auroit eu à s'y prendre autrement. J ai tiré les propriétés du levier courbe, dé l'équilibre entre deux puissances égales et opposées en ligue droite; mais comme ces deux puissances disparoissent dans le cas du levier droit, la démonstration pour ce cas n'a pu être tirée qu^indirectement du cas général.
On peut démontrer les propriétés du levier droit, dont les puissances sont parallèles , en imaginant toutes ces puissances réduites à une seule, dont la direction passe par le point d'appui : c'est ainsi que M. J^arignon en a usé dans sa Mécanique. Cette méthode entre plusieurs avantages, a celui de l'élégance et de Tuniformité, mais n'a-t-elle point aussi, comme les autres, le défaut d'être indirecte, et de n'être pas tirée des vrais principes de Téquilibre? U faut imaginer que les directions des
puÎ6s^ances jsrolongées concourent a Tinfinî, les réddire* ensuite à une seule par la décomposition, et démontrer que la direction de cette dernière passe par lé- point d'appui. Doit-on s'y prendre de cette manière pour prouver réquilibre de deux puissances égales, appliquées suivant des directions parallèles à des bras égaux de levier? Il me semble que cet équilibre est aussi simple et ausit faciIeàconcevoir,quecelui de deux puissances opposée^ en ligne droite, ou d'une puissance retenue par un point fixe, et que nous n'avons aucun moyen direct de réduire tun à l'autre : or sija méthode de M. T^arignon pour démontrer l'équilibre du levier est îndirectedans un cas, elle doit Fétre aussi nécessairement dans l'application au cas général
Corollaire VIL
5(i. Toutes choses demeurant les mêmes que dans la remarque précédente , si on suppose au lieu du point fixe ^ une puissance qui fasse équilibre aux puissances P et il , il est évident que sa direction sera parallèle et contraire à celle de ces p\iîssances , et qu'elle sera égale à leur somme. Car en supposant qu'elle fasse équilibre aux puissances P, S' , elle sera'= P + S' (14). Donc^ puisque 5' = il , elle sera aussi = P + il , (1 5).
(14) Car par^e oorollaîre VI les puissances appliquées en P et en 5' agissent sur lepoint^con^e.si elles éloient appliquées en ce pointeur dans ce dernier cas , le point ji seroit sollicité avec une force = P + •^'•
(i&j De toute cette théorie du leyier,il est facile de conclure, que
REMARqUE.
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Remarque Ï.
5y. Lorsqu'un corps se meut ou tend à se mouvoir suivant une direction quelconque , on peut imaginer ce corps comme composé d'une infinité de petits parallélépipèdes rectangles d'une égale épaisseur, dont les côtés soient parallèles à la direction du corps; ces parallélépipèdes se mouvront ou tendront à se mouvoir suivant leur longueur avec une vitesse égale ; et par le principe du levier , on pourra toujours réduire le mouvement de ce corps à celui d'un de ces parallélépipèdes , qui auroit une vitesse égale à la somme des vitesses de chaque parallélépipède , c est-à-dire égale à la vitesse du corps multipliée par le nombre des parallélépipèdes. Par là on voit aisément conmient Téquilibre de deux corps se réduit à celui de deux parallélépipèdes à bases égales; et
pour réduire i une seule force tant de puissances que l'on voudra , qui agissent suivant des directions parallèles et dans un même plan sur un levier , il suffit de chercher sur ce levier un point tel , qu'en y appliquant paralièlenieot i toutes ces puissances une force égale k leur somme (si elles tirent toutes dans le même sens } ou égale à l'excès de la somme de celles qui tirent daas un sens sur la somme de celles qui tirent dans l'aitive, la sbmtme des produits de chaque puissance par sa distance à UD point pris à volonté dans le levier , soit égal au produit de cette puissance totale par sa distancé à ce même poînt. .
Eh général ^ si tant de puissances parallèles qu'on voudra et perpendicnlaires à «a même plan :3ont en équilibre, la somme des prpdcriCs de ces puissances par leurs distances à un plan quelconque, srtuéxomme on voudra^sera toujours nulle. Ces deux propositions sont aisées à démontrer par le principe ditt levier» et se treuTent dans beancoup d'ou« vrages. .....';.,.
par conséquent <îonimertt le théorème de Tarticle 46 s applique à des corps de figure quelconque.
R E M A nqu E II.
58. Soient deux lignes Ee,Z z, {Fig. 22) perpendiculaires Tune à l'autre , et CE' perpendiculaire au plan de ces deux-là ; imaginons une puissance G parallèle à Ce, dont la distance au plan E Z ze soit %, et la distance au plan E' Ce,X9 ^"^ puissance F parallèle hCzj dont la distance au plan E Z ze soit ^, et la distance au plan E' Cz^ fl; enfin une puissance n parallèle à CE' dont la distance au plan E' Ce soit /^, et .la distance au plan.-E'C:5, v : on peut réduire Taction de ces puissances à celle de trois autres; la première sera égale et parallèle à la puissance G^et agira (F/^.aS) sur un point Z' du plan E'Cz, tel que menant
Z'L parallèle à C E\ on ait Z'L = ^ ^ ,
et que Z L' parallèle à CZ soit égale à —^ ;t;
la seconde puissance sera dirigée suivant L Z[ parallèlement à CE' dans le plan E' ÇZ^ ejt sera = Hj la troisième sera dirigée parallèlement kZz dans le même plan E' CZj sera égale à F, et agira à une distance] de -Z'z qu'on trouvera feicilemeat Ces propositipas peuvent se démontrer.aisément par les articles 20, 9I9 sa de mes Recherches sur la précession des, E^uinoxes (1 6).
(16) Que la puisf ince G {^Fig. ^^) rencontre le plan £^ C% aii*fQHit
' Ce principe sert à trouver la loi d'équilibre de tant de puissances qu'on voudra, qui agissent dans des plans et dans des directions quelconques. On décomposera ,
Q, la puissance Fie plan E'C^ au point G, et soient tirées QP^^QD parallèles à CJB', Cz;GE' ^GR' parallèles à Ce,CE\ et enfin CQ qui rencontre en Flalîgoefi'JT parallèle kCz. Au lieu delà puissance Q , qui agit au point Q^ on peut prendre deux puissances qui agissent Pune en CTautre en F^ parallèlement à la puissance G, dont la:, somme soit = G , et qui soient entr'èlfces cniaison de.FÇ à CÇ, ou ,ce qui revient au même , qui soient à la puissance G, comme F Q et CQ sont à CF> ou comme BE' et GPsontà CE'; ainsi la puissance qui
a^'t en C sera G -^ — y — , et celle qui agît en F sera — ^ — 5 mais
cette dernière rencontrant nécessairement en quelque point. Xla^ I^uissance F dirigée suirantG^^ il naît du concours de ces deux* forces une force dirigée suivant Kn, qui prolongée rencontre en 2f le' plaDJS'CZ , et peut être censée agir au point N": or il est visible en tirant' TffO' , parallèle à F/îT^ que le point ZV est sollicité de la même manière* que si on lui applfquoit^ suivant N F et NO', les forces qui agissoient tout-à'llieure suivant G^ et FK : nos deux forces sont réduites à
trois y dont Tune = F agit suivant NF, la seconde =: G *-^ — -^
te.
a{(it suivant C^^ la troisième = — j — agit suivant KO' parallèle
i Ce; mais ces deux dernières peuvent , comme on Pa vu, se réduire k une seule égale à lenr somme ^ et par conséquent =G^ qui passera
par Bj où QD rencontre CN : car CB : BN:: CQiQF:: -^J-:
G^^ — Y — y c'est-à-dire en raison inverse des puissances appliquées
en C et N. De plus, ]e*s deux forces suivant FX et GKj ayant produit une force dirigée suivant KKn, W est visible que si en représeote'la première par FK, la seconde doit être représentée par F^, et qa'aînst
on A F: -V~î •• ^^: ^R ou GE' ou*: donc F2V =: -^— ;
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ce quf est toujours possible, chacune de ces puissances en trois autres, parallèles aux lignes Ç€,Cz,CE'j on nommera ces puissances G, JF, n , et il faudra pour
d^allleurs les triangles CDQj CJB' F donnent E' F ^i ^ , et pat
conséquent NE' = 5^— — - -=r^- ' — aîj
donc les deux forces G et F sont réduites à deux autres , qui sont aussi G et F^doDt la première agit en B parallèlement k Cek une distance
de CE' =. ^ a;* et l'autre agît suivant NF dans le plan
E'Cz à la distance. C£'.
Maintenant (F^. 23) que F'soit le point ou la puissance Tt rencontre le plan 0C2. Soit tirée par le point B, oii est actuellement appli<> quée la puissance G, la ligne B L parallèle & CE' j on aura B/^ s: ( ; soit tirée ensuite L V ; la puissance appliquée en B peut se décomposer en deux , l'une suivant B T prolongement de BD , l'autre suivant BK parallèle à L F^, et qui rencontrera par conséquent la direction F'O dt la p^îssance n. Ayant tiré F^R parallèle kCcj les triangles semblables
LRP'^SSK donneront 5J£ ou la force suivant BT=z ^^ ^^
et la force suivant BX =: — ; mais cette dernière « par son
concours avec la force n dirigée suivant FO, produit nne force dont la direction prolongée OZ' rencontre BL en quelque point Z^ ^ et qn'on peut par conséquent imaginer appliquée à ce point Z' : or si on représente la force suivant BK par B O, la force suivant VO doit être représentée par Z'B^ ensorte que BZ^ : BO : : n r ^^^^ ; donc (i
csuse de BO = I.r)on a BZ' = JÎ2LLÎ1.,
Mais aalieu de la force suivant 2^ O , on peut imaginer au point 2' les forces BOttZ' B appliquées suivant des directions parallèles à BK ttVOy ensorte que la force Z ^ B , ou n agira suivant Z ' B« et la force B O suivant Z ' Q parallèle à ^ F; or cette dernière peut se décompoitr
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Iréquiiibre; i^ s'il n'y a point de point ûxe , que/G = o, /F:= o,/n =0; et que cJq pUxs/Fl^ — Tlf^= o^. /G Ç — n r = o,/FÔ — Gx^ o. 2^ S'ily a un point! fixe, et que ce point fixe soit C( ce qu'on peut toujours, supposer ) il faudra seulement que les trois dernières équations aient lieu chacune en particulier.
Pour démontrer ces trois dernières équations , les seules qui en aient besoin , on considérera que les puissances G étant perpendiculaires au plan E' Zz,-
en detii aulret, Pime suivant ^ ^ 3f parallèle à Ce^ et Ifautre mivant 2 '^parallèle à Cz; et par la comparaison des triangles semblables Z'NQ^LRV on trouyera la force siÛTant Z' Mz=zG^ et la force
tahrant Z'N:=: ^ , VoUà donc nos trois force» réduites k
RV
cinq y la première =£ G qui agit en Z'. perpendiculairement au plan £'CZ à une distance Z^ L de CZ;=: J3L— 5Z' = Ç — " '
la seconde = — — — , qu'on peut considérer comme appliquée
en Z' et agissant suivant Z' L' ; la troisième = qu'on
peut considérer comme appliquée en D et agissant suivant DB; la quatrième=Fj qui agit suivant E' F; la cinquième enfin = II, qui agit sui-
vant Z'Bon LB^à la distance CL :^B3^l ^-'Xi noais les forces
appliquées en Vy Dj V étant parallèles se réd uisent à un« seule ::=
Jl V
+ F^ c'est-à-dire = F, et dont la distance CXkC doit
«rctelleque-22L£JLxCZ-'— .:î^ii^XCD + FXC£'=FXCX; d'où l'on tire CJr = Ç 2— ((.« + — %),
70 " ' ^^KAfTlt^ ■
et les aufres puissances étant dans ce wotètœ ptan Ic5' puissances "G doivent $eti4es et indépendamment des*^ autres être en équilibre ; ddnc non-seulement la somme^ de ces puissances doit être £= ô , mais eîlcore ta somme dfe leurs momentsj>ar rapport aux lignes CL,CV.-
DQnc/G.r(§-rJ^)=:=o, et/G(4^-;t)=o?
Çonc/G| — n If =;: o^ et/iÇ'ô — Gx = o.T)e même^ en rapportant la puissance F perpendiculairement au plan £' Ce, comme on a rapporté la puissance G perpendiculairement au plan E' Z z ^ on trouvera^ fFX,-^ n /u = o , fG X — F^ = o ; et pour la puis-sance n, rapportée perpendiculairement au plan Z ezs on aura/rir — (??=50,/jFÇ — n;« = o. Or ces sîif équations se réduisent aux trois que nous avons données*
il. est bon de remarquer que les équations fG s= o ^
fG{%^^^^o, et/G(-^-;t)=o,sont
chacunes nécessaires pour qu'il y ait équilibre. Car soient par exemple trois puisisances A^B,G, {Fig. 24)' en équilibre et perpendiculaires au plan L CL'; il faut pour l'équilibre i^ Que A+B+G = o. 2''. Que les points A,BfG^ soient eh ligne droite, ce qui donne les deux équations^ X A D + BxBE'hG.xGFz:to^ etAxAK + BxBM+GxGO = o. Si lespoânts A,ByG n'étoient pas en ligne droite, que le point j5, par exemple , fût en Q dans le prolongement de BK, la seconde équation auroit lieu, mais non la première; et il n'y auroit point équilibre. *
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59. Je ne m'ëtendraî pas davantage sur les loîx de Téquilibre dans cette première partie. J'aurai occasion d'en parler encore dans là seconde partie de cet ouvrage. La loi générale de Téquilibre cet que les puissances soient entr'ellçs réciproquement comme les vitesses , estimées suivant la direction de ces puissances. Cest de celte loi générale, dont M. Newton feit mention en peu de naots aju • commencement de ses Principes , que dépend la démonstration de la conservation des forces vives, comme on îe verra dans la'secoinde partie de cet ouvrage; ' • '^ » -r < ' ^ ; .
!Pour ce qui concerne le détail des difFéren tes machines dont on fait mention d'ordinaire dans la Statique, comme I4 poulie , le treuil , etc. je me contente , n'ayant \k^ dessus rien de noùVéàu à dire, dé renvoyer iues lecteurs aux livres qui en traitent, et particulièrement à la Méçanique de M. Camus ^àe Facadémie royale des sciences, publiée il y a quelques années, et à l'ouvrage de M. TVvzoaud^ qui a pour titre : Principes sur Je Mouvement et TÈcjuiUbres ouvrages bu cette matière est traitée avec exactitiide et avec çJÎfUrt^*
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CHAPITRE PREMIER
"^ Exposition du principe.
ES corps n^agissent les uns s\\v les autres que de trois manières différentes qui nous soient connues: ou par impulsion immédiate , comme dans le choc or-dinaire ; ou par le moyen de quelque corps interposé çntr'eux, et auquel ils sont attachés; ou enfin par une
vertu d'attraction réciproque, comme font dans le système
( * ) Ce principe , et la plupart des problébes éaivans , étoient conte* nus dans un mémoire que j'ai lu à Pacadémie sur la fin de 1742 , quoi(]ue la première édition de ce Trait.é n'ait paru qu'en 1743, Le même jour ou je commençai la lecture de mon mémoire^ M. Clairaat en présenta un qui aroit pour titre : Surquelquea Principes quijucilàënt la solution éPun grand nombre de Problèmes de Dynamique ^ Ce mémoire imprimé dans le volume de 1742 , a été lu après le mien , ayec lequel il n'a d'ailleurs rien de commun.
Newtonien
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Newtonien le soleîl et les planètes. Les effets de cette dernière espèce d'action ayant été suffisamment examinés^ je me bornerai à traiter ici du mouvement des corps qui se choquent d'une manière quelconque , ou de ceux qui se tirent par des fils ou des verges inflexibles. Je m'arrêterai d'autant plus volontiers sur ce sujet , que les plus grands géomètres n'ont résolu jusqu'à présent (en 1742) qu'un petit nombre de problêmes de ce genre , ef que j'espère, par la méthode générale que je vais donner, mettre tous ceux qui sont au fait du calcul et des principes de la mécanique , en état de résoudre les plus difficiles problêmes de cette espèce*
PROBLÊME GÉNÉRAL
6o, Soit donné un système de corps disposés les uns par rapport aux autres d^une manière quelconque; et supposons qiLon imprime à chacun de ces corps un mouvement particulier, quil ne puisse suivre à cause de r action des autres corps ^ trouver le mouvement que chaque corps doit prendre.
Solution. '
Soient^, jB,C, etc. les corps qui composent le
^ p.Xïï m$^ système , et supposons qu'on leur ait imprimé les mou- !• ^S^ vemens a, b, c, etc. qu'ils soient forcés, à cause de leur
action mutuelle^ de changer dans les mou vemens a, b , c , etc. Il est clair qu'on peut regarder le mouvement a imprimé au corps A comme composé du mouvement a, qu'il a pris , et d'un autre mouvement a ; qu'on peut de même regarder les mouvemens b,c, etc. comme composés des mouvemens b, ^; c, Jt; etc. d'où îl s'ensuit que le mouvement des corps A^B ^C^ etc. entr'eux auroit été le même, si au lieu de leur donner les impulsions û,A,c,on leur eût donné à-la-foîs les doubles impulsions a,A;b,ê;c,3t, etc. Or par la supposition , les corps A^B^C, etc. ont pris d'eux-mêmes les mouvemens a , b, c; etc. donc les mouvemens AjC^Kj etc. doivent être tels qu'ils ne dérangent rien dans les mouvemens a, b,c, etc. c'est-à-dire que, si les corps n'avoient reçu que les mouvemens a, ^, x, etc. ces mouvemens auroîent dû se détruire mutuellement , et le système demeurer en repos.
De là résulte le principe suivant, pour trouver le mouvement de plusieurs corps qui agissent les uns sur les autres. Décomposez les mouuemens a^b^c, etc. imprimés d chaque corps , chacun en deux autres a , a ; b , ^; c , x ^ etc« qui soient tels , que si ton n^eût imprimé aux corps que les mouvemens a, b, c, etc. ils eussent pu conserver ces mouvemens sans se nuire réciproquement; et que si on ne leur eût imprimé que les mouvemens a^C^jc^ etc. le système fût demeuré en repos ; il est clair que a^ b, c
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seront les mouvemens que ces corps prendront en vertu de leur action. Ce qu il f allait trouver.
Corollaire.
61. Lorsqu'un des mouvemens imprimés est = o , il est visible que les mouvemens dans lesquels on le décompose sont des mouvemens égaux et contraires. Par exemple si a est = o , on aura le mouvement a = et de direction contraire au mouvement a : en effets a est dans tous les cas la diagonale d'un parallélogramme dont a et a sont \es côtés; or quand la diagonale est = o, les côtés sont égaux et directement opposés* Donc, etc.
DÉFINITION I
J'appellerai dans la suite centre de gravité de deux corps, un point pris dans la ligne droite qui joint ces corps , et dont les distances à chacun de ces corps, soient en raison inverse de leurs masses ; et en général , j'entendrai toujours par le mot de centre de gravité de plusieurs corps, ce qu'on entend d'ordinaire par ce mot en mécanique, c'est-à-dire un point tel , que si on feit
K ij
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passer par ce poitit un plan de position quelconque, la somme des produits des masses qui se trouveront d un côté de ce plan, multipliées chacune par sa distance à ce mênae plan , soit égale à la somme des produits des masses qui se trouveront de Tautre côté , multipliées de même chacune par sa distance au plan.
62. Lorsque les pesanteurs des corps sont cotame leurs masses, le centre de gravité, tel que nous venons de le définir , est aussi le point par lequel le système devroit être suspendu pour rester en équilibre, si tous Jes corps étoient unis l'un à Fautre par des leviers inflexibles. Il n'en est pas de même, lorsque les forces motrices ou pesanteurs des corps ne sont pas comme leurs masses. Ce que nous appelions ici centre de gravité y devroît plutôt s appeler alors centre d^jOQ^^ (*). Nous nous servirons cependant dû terme de centre de gravité y pour nous conformer à Tusage reçu.
DÉ F I NITI ON IL
Lorsque plusieurs puissances agissent ensemble, f appellerai yb/ce résultante du concours d^ action de ces puissances , ou simplement force résultante de ces puissances, une puissance égale et directement opposée à celle qui seroit capable de leur faire équilibre*
(*) Ce tenxke de centre de masses a été employé par M* Daniei BernouUi; Traita du flux et reflux, Cbap. III, §, II L
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Ainsi , par exemple, %\ÂM (Fig. 21 ) est la direction de la puissance qui fait équilibre aux puissances P,R sur le levier PARj AN sera, la direction de la force résultante des puissances P, -R, et cette force résultante sera égale à la force suivant A M.
Corollaire.
63. Si plusieurs puissances se font équilibre d'une manière quelconque^ la force résultante sera nulle, s'il n'y a pas de point fixe ; et, s'il y en a un , la direction de la force résultante passera par le point fixe.
Car da/is le premier cas^ puisque toutes les puissances se font équilibre par elles-mên^es les unes aux autres, la puissance capable de faire seule équilibre à toutes ces puissances est donc zéro, et par conséquent aussi {déf. précéd. ) la force résultante.
Dans le second cas^ il est visible que Je point fixe fait FefFet d'une puissance qui soutient Feffort de toutes Ie§ autres ; donc si on détruit le point fixe , et qu on cherche une puissance capable de faire équilibre à toutes les puissances données, la direction de cette puissance passera nécessairement par le point fixe. Donc la direction de la force résultante y passera aussi.
X entends au reste ici , et /entendrai dans les Lemmes suivanspar le mot de point fixe, non-seulement un point mathématique ( comme t appui d'un leçisr, le point de suspension d^une verge ou d^unjil), mais en général tout obstacle insurmontable^ qui par sa résistance soit ca-*
pable de détruire V effet commun des puissances et de produire Véifuilibre entreîles*
64. Si tant de corps quon voudra se meuç^ent uni^ formément suivant des directions parallèles , dans le même plan ou dans des plans différens , la direction de leur centre de gravité commun sera parallèle aux directions d& ces corps , et sa vitesse sera égale à la somme des quantités de mouvement de chaque corps , divisée par la somme des masses. Cette proposition est démontrée dans plusieurs ouvrages , et elle se déduit fort aisément du principe du levier.
65. Soient sur un même plan trois corps A,û,a, (Fîg. 25) ou en général tant de corps quon voudra, et G leur centre de gravité. Soit G M la ligne droite par-courue par le centre de gravité de ces corps ^ dans le tems quils parcourent uniformément les lignes quelconques AC^aCj ctTc. Je dis , que si on décompose les vitesses AC 9 a c,a.K, chacune endeuxautresABjATL>;ahyad; £t ^ 5 a J^, telles que les lignes AB, ah ^ cl C soient parallèles entr elles aussi bien que les lignes B C , b c, CK;et qu'on clterche la ligne G ii que parcourrait le centre de gravité G, si les corps AjU^a^ avoient les vitesses et les directions AB,àb,tt€,etde même la ligne G O que par^ courroitce même centre, si les corps Ay a, a, avoient les
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Vitesses et les directions A D , flt d , « cT: /a diagonale du parallélogramme/ait sur les lignes GN,GO, sera la ligne même G yitfue parcourt le centre^ lorsque les corps A, a , £t, ont les vitesses et les directions A C , « c , a x.
Car supposons que lorsque les corps ^, û, a, sont parvenus en ^, ^, ^, et que par conséquent ( /jy/;, ) le centre G est en iV^, on leur donne suivant BC^hc, €ic^ des Vitesses égales et parallèles aux vitesses suivant^!?, « J, a cT; il est clair qu ils arriveront aux points C, c, k dest lignes^ C, /i c, a x. Or , par la supposition , lorsque les corps ^, ûr, a sont en CjC,Kj le centre G est en i^T^ donc tandis que les corps A^a^a, parcourent les lignes BCjÙCjCkj le centre de gravité parcourra la ligne- NM. Cette ligne iV^ Af sera {Lemr. I.) parallèle aux lignes BCjbc, €x,, et = ~^'^^jt+a^~ *^* M^îsla ligne Q O que parcourroit le centre de gravité G tandis que les corps A^a, a^ décriroîent les lignes AD^ad^ a cT, parallèles et égales h.B C,6cjSk, cette ligne G O, dis-je , seroit parallèle aux lignes AD^ad^aJ'yet seroit
A.jiD+a.ad'^-M. m i" A,B C + a.bC'^u.Sx, AT^tf
ul + a + m A-^-a-^-tt
Donc la ligne G O est égale et parallèle kNM: donc M G est la diagonale du parallélogramme fait sur les côtés NGyGO.Ce qu il Jalloit faire.
Il est visible que cette démonstration peut s'éten
dre à tel nombre de corps qu'on voudra , et qu'ainsi la proposition est générale».
6y.SiGM( Fîg. 25 et 26 ) est la ligne parcourue par le centre de gravité G des corps K,a,(i, tandis que ces corps décrivent uniformément les lignes quelconques A C, ac^etK^et qu ayant transporté ces corps en Vautres en* droits F , f, cp du même plan , de manière quHls soient disposés l^ un par rapport a Vautre comme on voudra , et que y soit leur centre de gravité j on suppose qiCils dé^ crivent les lignes F H , f h , ^ u , égales et parallèles à A C, a c , a X, chacune à sa correspondante : je dis que la ligne y fx décrite par le centre de gravité^ sera égale et parallèle a G M.
Car soient FL,fly <p A égales et parallèles k AB^ ab^ûLC\FP^fp,(p7r^ égales et parallèles k AD^ ad, a J'y chacune à sa correspondante; yv le chemin du centre 7, lorsque les corps décrivent les lignes FL yjly (p A ; 7/ «, le chemin du même centre , lorsqu'ils décrivent F P ^fp , ^ t. II est clair que y v sera égale et parallèle à G N, etycè égale et parallèle kGO. Donc y yw sera aussi égale et parallèle à GM: mais ( Lem. précéd, ) ces deux lignes sont celles que décrivent les centres de gravité G ,y, quand les corps A^a^a et F .y, <p parcourent les lignes AC^ac^ax^ et F H^ Jh j (p «. Donc, etc. Qe quHlJalloit démontrer.
Lemme
68. Les mêmes choses étant supposées que dans le Lem. II ci-dessus , a^^ec cette différence que A B , a b , « ^, ef A D , a d , flft cT, ( Fîg, 27 ) ne soient point parallèles : si GM est le chemin du centre degranté, lorsque les corps Afa^ctj décrii^ent uniformément les lignes AC,aCf ax;GN /e chemin de ce même centre ^ lorsque ces corps décrivent les lignes AB, a b , a € ; ef GO le chemin du centre j lorsque les corps hya^a^ décrivent les lignes AD^ad^ aS"; je dis que G M sera la diagonale du
parallélogramme Jait sur les côtés G N , G O. i
Car Ton prouvera comme dans le Lem. IL que NM est le chemin du centre, lorsque les corps ^, a ,«9 décrivent les lignes B C^'b c, Ck. Mais à cause que A D ady €t S" sont égales et parallèles kB C^b c^ &Xj chacune à chacune; il s'ensuit {Lem. IIL ) que G O est égale et parallèle kN M. Donc etc.
Corollaire L
69. Si on avoît décomposé les mouvemens AC, acy A % chacun en trois autres quelconques , ou en général en tant d'autres qu'on eût voulu , le chemin G M du centre de gravité auroit toujours été la dernière diagonale des parallélogrammes, qui auroient eu pour côtés les lignes particulières que le centre de gravité auroit parcourues^ si les corps A^a^a^ avoient eu séparément*
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et successivement chacun des mouyemens composans. Cela est clair par le Lemme précédent
Corollaire IL
70. La même proposition seroit encore vraie, si les mouvemensr composans n étoient pas en nombre égal dans tous les corps ; par exemple , si le mouvement de Tun étoit décomposé en trois ♦ le mouvement d*un autre en deux , etc. Car le Lemme précédent n'en seroit pas moins véritable » quand on supposeroit par exemple -df Z> = , c'est à-dire , que le mouvement A C n'eût point été décomposé. '
Lemme V.
71. Si tant de corps A, B, C, etc. (ju^on voudra sont liés ou joints ensemble d^une manière quelconque y sans néanmoins qiCily ait dans le système aucun point fixe f etqiùon leur imprime les mowemens M, N, P, etc. tels qiHen vertu de ces mouvemens^ ils soient en équilibre ; je dis que si les corps A, B, C, etc. pouvoient suivre librement les mouvemens M, N, P, etc. le centre de gravité demeureroit en repos.
Car si on décompose les mouvemens M, N, P, etc. chacun en deux autres m, 1^; n, f;p,'M-; etc. parallèles à deux lignes données de position quelconque , que j'appelle KetQj il faudra pour trouver le, chemin du centre de gravité en vwtu des mouvemens M, N, P, etc. dbercher le chemin de ce même centre en vertu des
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mouvemens m,n,p, etc. qui sera {Lent. I.) ps^rallèle 4
-S:,et=^^^±|^|f^;.et le chemin, de ce même centre en vertu dés mouvemens /*, v, ^ etc. qui
sera parallèle à Q, et ^ '^' "" ^ +b Jh cl^''''' - ^^ diagonale du parallélogramme fait sur ces deux lignes^ sera (Lem. II.) le chemin du centre de gravite. Il faut donc prouver que chacune de ces deux lignes sera zéro, pour faire voir que le chemin du centre de gravité est = Q , ou , ce qui est la même chose, il faut démontrer que ^. m+B.n'^C.p + etc. = o , et * /Lt + B . y + C. TT + etc. = 0.
Or puisque (byp. ) les corps A^ B , C, et€L aaimés des mouvemens ikf, N, P, e<c. sonten équilibre, et qu'il n'y a dans le système aucun point fixe , la force résultante des puissances ^. M, B. iV, C. P etc. sera ==0 {art, 63). Or comme les puissances ^. M, B. N, C. P etc. se décomposent dans les puissances A. m, A. fji; B. n, B. r; C. /;, C. tt; etc. la force résultante de ces puissances est celle qui provient de I4 force résultante des puissances A. m, B.n,C.p etc. et de la force résultante des puissances A./^/B. r, C. Tretc. Mais ces deux dernières forces résultantes sont parallèles à deux lignes différentes KeiQ. Donc pour que 11 force qui en provient soit zéro , chacune en particulier doit être = 0, Or la première estA.m+B.n+C.p + etc.
la seconde A. /a + B. v + C. w + e^. Donc cl»-
Lij
cune de ces deux quantités est = o. Ce qu^ilfaïloH démontrer.
72. Z.es mêmes choses étant supposées que dans le^ft^ ^recèdent, si ce n'est que les mouyemens M , N , P, etc. soient quelconques, c est-à-dire , tels que les corps A9 B^ C9 etc. animés de ces mouçemensy semassent équilibre ou non , et quHly ait de plus, si Von veut, un pointjixedansle système: je disque si Von supposoitque les corps A , B , C, etc. suivissent les mouvemens M, N, P, etc. abstractionfaite de leur action mutuelle, leche^ min du centre de gravité sermt parallèle à la direction de la force résultante des puissances A.M,B.N,C.P; etc.
Car pour avoir la direction de cette force , il faut (les mêmes choses étant posées que dans la démonstration du Lemmc précédent ) tirer la diagonale d'un parallélogramme dont les côtés , parallèles à JK et à Q , soient entr'eux comme A. ot+ jB.7z+ C. p + etc. à A. /Ji + B. V + C. TT + etc. Mais pour avoir le chemin du centre de gravité en vertu des mouveraens Mf N, P, etc. il faut (Lem. IL ) tirer la diagonale d'un parallélogramme dont les côtés , parallèles à jK et à Q ,
soient entreux comme T _» nT n 1^ \ a
^ «7- x> -|- c -f- etc.
y ^^ jl!)^X C + etc. ^^^ — ' ^^"^ ^^^ côtés de ces deux |>araUélogramines seront parallèles chacun à son corres*-
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pondant 9 et seront Fun à Fautre dans le même rapport. Donc les diagonales seront parallèles. Donc etc« Ce quil Jalloit démontrer.
Corollaire,
73, Si les corps u^, B,C, etc. a voient les mouvemens — M , — N ^--^P, etc. le chemin du centre de gravité seroît parallèle à la direction de la force résultante , mais en sens contraire.
74. Tous les Lemmes démontrés cî-dessus sont encore vrais, lorsque les corps sont supposés dans des plans difFérens. Car i^ le Lemme I. est vrai dans ce cas comme dans les autres. 2**. La démonstration du Lemme I L ne suppose pas à la rigueur que les corps A, a, a, soient dans le même plan ; elle suppose seulement que les mouvemens AC^ ac, az puissent se décomposer chacun en deux autres parallèles à deux lignes données. Doù il s'ensuit que le Lemme III. sera vrai, lors même que les corps sont dans des plans difFérens, au moins dans la supposi^on que les mouvemens imprimés à chaque corps puissent se décomposer chacun en deux autres parallèles à deux lignes données de position. Or lorsque les corps sont danâ des plans difFérens, on peut décomposer le» mouvemens imprimés, chacun en deux autres, dont Fun soit parallèle à une ligne donnée de position , et dont le second puisse aussi se décomposer en deux autres parai-
lëles chacun à deux autres lignes données de position. D'où il s ensuit que le Lemme IIL est vrai dans tous les cas, et qu'ainsi les Lemmes I V. V. et VI. qui ne sont appuyés que sur les trois premiers, et qui ne demandent point que les corps soient dans un même plan, sont aussi vrais dans tous les cas.
Au reste, nous avons supposé dans les Lemmes précédens, la proposition démontrée par M. Newton , que le centre de gravité de plusieurs corps qui se meuvent uniformément et en ligne droite, sans agir Jes uns sur les autres, se meut aussi uniformément et en ligne droite. Cependant il est facile de voir que par la Méthode de la décomposition des mouvemens eu d'autres, parallèlea à des lignes données, on pourroit aussi démontrer trèsfacilement cette proposition. Ainsi notre Méthode a cet avantage, qu^^n peut s'en servir pour démontrer que le centre de gravité de plusieurs corps, se meut uniformément et en ligne droite , soit que ces corps agissent y soit qu'ils n'agissent pas les uns» sur les autres.
S c G L I E II.
j5. Ajoutons que si plusieurs corps, considérés comme des points , se meuvent en ligne droite , dans un milieu résistant en raison de la vitesse , leur centre de gravité se nK)uvra aussi en ligne droite ^ avec un mouveraent retardé en raison de la vitesse. En effet quand la résistaiice est comme la vitesse, les espaces que les corps décriroient à chaque instant , sont diminués dans
là raison de ces mêmes espaces. Donc le chemin du centre de gravité continue d'être en ligne droite , et l'espace qu'il parcourt est seulement diminué à chaque instant d une quantité qui lui est proportionnelle. Donc etc.
'théorème L
76. L*état de mouçement ou de repos du centre de granité de plusieurs corps, ne change point par V action mutuelle de ces corps entreux , pourvu que le système soit entièrement libre , cest^à-dire, quilne soit point assujetti d se mouvoir autour dun point fixe.
Car i^art. 60 ) les mouvemens a,b,c etc. étant composés des mouvemensa, a; b, S; c, )t; etc. les mouvemens a , b , c , etc. peuvent être regardés comme composés des mouvemens a, — a;^, — ^;c, — x;etc j d'où > il s'ensuit que le chemin du centre de gravité, quand les ^ . corps sont animés des mouvemens a, b, c , etc. est le *^ ^ ^^^ même ( Lem. IJ^*) que si on les supposoit animés d'à- r< ^ ^ ^ ^ bord des mouvemens a,b,c, etc. et ensuite des mouvemens — «, — €, — % etc. Or puisque par l'hypothèse , il n'y a dans le système aucun point fixe , et que le système demeureroit en repos, si les corps n'avoient reçu que les mouvemens «,€,», etc.W s'ensuit {^em. V. et CorolL L^m. T^l. ) qu'en vertu des mouvemens — a, — f , — »> etc. le chemin du centre de gravité est zéro. Donc le chemin du centre de-gravité est le même quand \es corps ont les aiouvemens a, b, c, etc. que s'ils suivoient les mouvemens a,b,c, etc. qu'on leur a imprimés.
Remarque.
yj. S*il y a dans le système quelque point fixe, alors les corps animés des mouvemens a, C, k, etc. peuvent se faire équilibre , sans que la force résultante de ces niouvemens soit zéro : il suffit que la direction de là force résultante de ces mouvemens passe par le point fixe. Dans ce cas , le chemin du centre de gravité en vertu des mouvemens — a, — S, — k etc. sera [CoroU. Lent. VL ) parallèle à la direction de cette force et en sens contraire , et par conséquent ne sera point = o. Donc alors Faction mutuelle des corps changera Fétat du centre de gravité.
THÉORÈME. II
78. Les mêmes choses étant supposées que dans le Théorème L , si la pesanteur ou une force accélératrice, constante pour chaque corps , et différente , si Von veut, pour chacun d^eux, agit sur ces corps suivant ^es lignes parallèles , le centre de gravité ou plutôt le centre de masses commun décrira la même courbe qiiil auroit décrite , si ces corps eussent été libres.
Pour le démontrer, ne prenons que deux corps A , B, ( Fig. 28) et supposons que Att^BC, soient les petites lignes qu ils parcourroient naturellement>n vertu des vitesses primitivement imprimées A a, B b, et de la force accélératrice suivant a a, b €; soit C le centre de masses des corps ^i et 5, c'est-à-dire, un point dont les
distances
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distances aux points AetB soient en raison inverse des masses ^ et J? , (et non pas des poids A et B qui peuvent ici n*étre pas comme les masses ) ; et que les corps A et Bj au lieu de parcourir les lignes A a,B 6^ parcourent les lignes A a^ B b; il est clair ( art. 76 ) que le chemin Cx du centre de gravité au premier instant» sera lé même que si les corps A et B eussent décrit les lignes A àp B €. Dans Tinstant suivant, le& corps tendent à décrire a • = A a, et b cr= B b, et le centre C tend à parcou* rir la droite a? .£ = Ca?, la même qu'il eût parcourue^ si les corps etissent continué à se mouvoir suivant A a ^ B €; mai?. commet en vertu de là force accélératrice , les corps AtlB^ décriroient les lignes parallèles ef, d g dans ce dernier cas , et dans l'autre cas les lignes < 9 » <r > qui leur sont égales et parallèles chacune à chacune , il s'ensuit (^ le chemÎR x k du centre de mas* ses sera lé même^ sçit que les corps décrivent af, ^g^ soit qu'ils décrivent les lignes a ^ ^ b 7. Mais quelque au* tre ligne que les corps A^ B parcourent au lieu de a ^9 b 7, à cause de leur action mutuelle 9 le chemin du cen* tre C sera toujours le même ( Théor. I. ) Donc etc. Oti voit aisément que la démoQStiation s'étend au c^s où. il y auroif un plus grand nombre de corps. Ce Q.F. D.
Remarque L
79. Cette démonstration n'aurbît pas lieu j si la force accélératrice n'étoît pas constante pcMir chaque corps ^ et n'agissoit pas suivant des lignes parallèles. Car alors on
ne pourroit pa» rsiipposer e/égalù et parallèle k^^;dg égale et parafl^Ie k^ y; et par conséquent le chemin x k du i^ntre ne seroit pas le même daûs les deux cas.
RsMuinQujs IL
8o« tl y a cependant un cas à excepter ^ c'est celui QÙ la force accélératrice seront dirigée vers un point fixe, et agin>it en raison de la distance. Car dans ce cas, com* Bde il estatsé de le prouver^ et comme plusieurs Géo** mètres l'ont fait voir , le centre de gravité seroît le même que le centre de masses, et fx <xntre sefoit attîié ou pûussé vers le point ë^te ^^i^c tine fbree ppoporlionr ueHe àla distance où il est de ce point. D'cà il est aisé de dénrantrer que le Théorème précédent aura encore lieu dans le cas dont il s'agit
En effet.;, puisque l'action nmtneile descorps ne chan« gp point l'état du centre de masses, qui est ici le même que le centre de' gravité, le centre dâ cavité se trouvera donc à chaque instant à la même distance du point fixe ou il aiiiroit été sans cette action. Donc il sera attiré avec la même force. Sa vitesÎBe ds projection est d^illeurs la inéme dans les deux icas. Donc etc.
Ainsi dans ce dernier cas, suivant la Théorie connue des forces centrales , le centre de masses ou de.gravité décrira une ellipse dont le point fixe sera le centre, soit que les corps agissent ou n'agissent pas les uns sur les autres; et dans le cas du Théorème précédent i le cen^ tre de masses décrira une parabole.
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Corollaire.
81. Les deux Théorèmes précédens fournissent des moyens très-sîmples de trouver le mouvement des corps inflexibles. Nous pourrons en donner quelques usages dans la suite.
82. Si on conéidèfe chaque corps comme un point , et qu^ils se meuvent dans un milieu résistant en raison de la vitesse, iMle centre de masses sie mouvra en ligne droite si les corps ne sont animés par aucune force ac^ célératrke; et il se mouvra d'un mouvement retardé en raison de la vitesse, précisément comme si les corps eussent été libres. 2^. Le centre de gravité décrira la même ligne et avec la même loi de vitesse^ soit que les corps agissent ou n'agissent pas les uns sur les autres, pourvu que la pesanteur des corps soit constante, ou dirigée vers tin point fixe etcprbportionnelle à la di^nce. C'est une suite évidente des propositions démontrées ci-dessus articles yS ^ 79 et 80.
THÉORÈME III
83. Si tant de corps quon voudra sont liés ensemble d^une manière quelconque , et quun ou plusieurs de ces corps nient forcés de se mouvoir sur un plan ou sur des plans paralléltsj je dis que le chemin du centre de gra^ vite parallèlement à ces plans sera uniforme.
M Ij
[ Ainsi , par exemple , et pour Jixer V imagination p si un corps P, (Fig. 38) Jbrcé de se mouvoir dans la rai^ nure droite P S dont il ne puisse sortir , traîne aprçs lui un autre corps M par le moyen d^une verge P M , /e centre de gravité g de ces deux corps décrira une courbe telle, que les parties de la ligne K S répondantes aux arcs par-' courus par le centre g en tans égaux , seront égales. ]
Car en général, sî on réduit en une seule force tous les mouvemens perdus par ces corps à chaque instant t il est clair qu'à cause de Téquilibre de ces mouvement» la direction de la force résultante sera nécessairement perpendiculaire aux plans. Donc le centre de gravité sera continuellemeot écarté de la ligne droite par une force dont la direction sera (Lem* 7^1. etart.jy) perpendiculaire à ces plans , et dont par conséquent Faction sera toujours parallèle k une ligne donnée. Donc etc.
Corollaire.
84, La même proposition* seroît encore vraie , sî les corps étoient aninaés de forces accélératrices quelconques, constantes ou non, mais.de directions perpendiculaires à ces plans. D'où il s'ensuit, que si les corps se mouvoieht par la seule action de ces forces sans aucune impulsion primitive 5 le centre de masses décriroit une ligne droite perpendiculaire à ces plans. Car dans ce dernier cas, si les corps étoient libres, le centre de gravité décriroit une droite perpendiculaire aces plans; or son mouvement ne sera altéré que par ime force dont la di^
DE DT N AM I qUE\ gS nsctîon sera perpendiculaire à ces plans : donc le centre de gravité ne sortira jamais de la perpendiculaire*
Si les corps pèsent vers un point fixe en raison de la distance 9 et que la ligne tirée du centre de gravité au poin fixe dans le premier instant du mouvement, soit perpendiculaire au plan, on peut prouver de la même manière que le centre de gravité ne sortira jamais de la perpendiculaire.
8 ). Lesproposîtions qu'on a démontrées (^arty6et^8) sont également vraies , quand les corps agissent les uns sur les autres par unefbrce d'attraction mutuelle. Car les chemins qu'ils feroiënt les uns vers les autres en vertu de cette attraction, étant réciproques à leurs masses , la somme des mouvemens de même part seroit zéro; par conséquent le chemin du centre de gravité ne seroit point changé par l'action réciproque de ces corps les uns sur les autres. Qn peut d'ailleurs appliquer ici la démonstration donnée du Théorème I , en imaginant tous ces corps joints les uns aux autres par des verges inflexibles! Car alors en n ayant égard qu'à leur attraction mutuelle, il est clair qu'ils resteroient en équilibre. Donc ^tc.
S6, Il me semble que par les principes établis jusqu'ici 9 on peut démontrer ou plutôt expliquer cette fk-t meuse loi de mécanique, que dans un système de corps
pesans en équilibre » le centre de gravité est le plus bas qu il est possible. Car supposons le système dans un état B infiniment proche de Tétat d'équilibre ; il est certain qu'il y auradans chaque corps un petit mouvement pour se remettre à letat d'équilibre , et Teffort de la pesanteur de chaque corps doit être regardé comme composé de ce petit mouvedient, etd'nn autre qui est détruit. Or comme Tétat B est infiniment proche de Fétat d équilibre, les mouvemens détruits sont infiniment peu difFérens de reffort total de la pesanteur, qui est détruit dans Tétat d'équilibre; ainsi les mouvemens réels de chaque corps sont i;ifîniment petits par rapport à ceux qu'ils auroient eus , s'ils avoient pu se mouvoir librement par leur pesanteur; et le mouvement du centre de gravité est infiniment moindre, que si les corps se fussent mus librement. Cela ne seroit pas ainsi, si des deux états infiniment proches que l'on considère isi, l'un n'étôit pas l'état d'équilibre. D'où il s'ensuit , qu'on peut regarder le centre de gravité comme n'ayant point changé de place depuis l'état B jusqu'à l'état d'équilibre ; c est-àdire , qu'entre ces deux états la descente du centre de gravité est» o. Donc dans l'état d'équilibre la descente du centre de gravité est un maximum, et dans certains cas un minimum. Elle est par exemple un maximum dans le cas de la chaînette, et un minimum dans le cas de plusieurs globules égaux, qui se soutiennent en formant une voûte; ce qui n'est, comme Ton sait, que Jecas de la chaînette renversé.
Peot-êtré s'exprlmeroit-on avec plu8 d'exactitude , en disant simplement que dans le cas d'équilibre la différentielle de la descente du centre de gravité estc^^o; cài: on sait que Tégalité d^une différentielle à zéroi n'indique p^B toujours nécessairement un maximum ou un minimum.
Au reste cette remarque suffît pour montrer qu on au^ roit tort de déduire avec quelques Auteurs les lois de l'équilibre des fluides, de cette.loi prétendue, que le centre de gravité d'une masse fluide en équilibre doit descendre le plus bas qu'il est possible. En effet si le fluide DOS PE^.{ Fijg. 29 ) dont toutes leg parties pèsent vers Q en raison de la distance, est en équilibre dans le vase MDE N, le centre de gravitâ^de ce fluide ne sera pas le plus près du centre Q qu'il sera possible. Car soit MNDE^=DOSPE} il est certain J^ que le centre de gravité de chacune de ces parties sera ici le même que leur centre de mastses. a^ Que les parties KNFj MOL prises ensemble sont égales à LSK^ et que KNP, Af O £ , qui sont plus près du centre Q^ doivent avoir leur centre de masses au-dessus de MN, et par conséquent plus près de Q que celui àe LSK, qui est au ««dessus de M N. Donc puisque la partie DOLKPE est d'ailleurs commune kDOSPEet k DMNE, il s'ensuit qu'en supposant Q r= ou >Q^G , le centre de masses du f\àx\àeDMN E est plus près de Q que celui du fluide DOSPE : cependant la première de ces masses fluides est en équili* hre, et la seconde n'y est pas* Donc etc»
J'avoîs déjà fait cette remarque dans mon Traité de V équilibre et du mous^ement desjluides ^ article i3. Elle est présentée ici dune manière encore plus frappante/ afin de précautionner les Géomètres contre ces sortes d'applications fautives de principes mécaniques , auxquels pn donne quelquefois trop de généralité.
PROBLÈME I
87. JTjr ouvee la Vitesse d!une verge C R fixe en C ( Fîg. 3o ) ei chargée de tant de corps A , 9 » R , qu'on voudra , en supposant que ces corps j sila verge ne les en empêchoit , décrivissent dans des teins égaux ~ les lignes infiniment petites A > B Q , RT , perpendi^ culaires à la verge.
Toute la difficulté sp réduit à trouver la ligne R S parcourue par un des corps lî, dans le même tems qu'il eût parcouru R T; car alors les vitesses B G, A M de tous les autres corps seront connues. Or regardons les Vitesses imprimées RT, J5Q, AO, comme composées
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sées ( art. 3o et 60) des vitesses RS,ST; BC'—GQ; AM, — MO ; par notre principe , le levier CAR seroit demeuré en repos , si les corps R, B , A n'avoient reçu que les mouvemens ST, — G Q, — MO, Donc{i'y)A.MO.AC+B.GQ.BC^R.ST.
CR, c'est-à-dire, qu'en nommant AO , a, BQ,b, iî2\c, CA, r,CB,TtCR, p, etJR5,z, on aura
R7^^T7f = Ar(jY-'-a) + Br(^^b)i par conséquent z^ ^\^\VXly ' -
^ Corollaire L
88. Soient F, y, tp , les forces motrices des corps A, B, R, et on trouvera pour la force accélératrice
du corps R, - ^r^^BrrX^/^f x.p, en mettant pour
a, b,c {art. 22) leurs valeurs — f-> b~* ""I^* ^^^^
si on prend ds pour Félément de 1 arc décrit du rayon CR , et u pour la vitesse du corps R,on aura en général (18)
(17) Voyez la note (i3)pag^. 60, ciohierYez que AX MO ^BXGQetc» lont ici les puissances.
* (16) Il faut considéi'er que AO,BQ^R Tsoui les impulsions momentanées que les forces accélératrices communiquent aux corps A, B, E ; et puisque le corps R n'en conserve que RS oaz^ il s'ensuit que pour avoir le mouvement de ce corps il faut mettre dans la formujç Ç de= u du dt l'article ai ^ à la place de f la valeur de z ^ et J s à la place de d e. Yoyez U uoi^ {5) pag.%^^ '..,••
■ , ^^ !^{^ '^.* L . P ds^=u d Uy quelles que soient
les forces Fj/j (p. Il est aisé par ce moyen de résoudre le Problême des centres d'oscillation dans une hypothèse quelconque.
"* Supposons par exemple que le pendule oscille dans un milieu résistant comme une puissance quelconque w" de la vitesse , on aura au lieu de ^ , (p — A a" ,
(19) au lieu de F^ F ilJlLL^ ^ et au lieu de/,
y ^ — ; et on mettra ces valeurs dans Téqua-
tion précédente ; on considérera ensuite qu*en supposant X la longueur du pendule isochrone , et nommant M sa masse, et n son poids 9 ou plutôt la partie de son poids qui agit perpendiculairement à la verge , on aura pour Téquation du mouvement de ce pendule ( 20}
U X d s l u'* X* ^ X d s ^,__^ Af X X u d u ,
(19) Soit m la résistance qu'éprouverolt de la part du milieu le corps R mû ayec layîtessep; celle qu*il éprouyeralorsqu'il sera mû avec la vîtes-
se M sera — -z — 9 ensorte que sa force motrice ne sera plus que f ^-
■ ; et il est visible que la quantité X: par laquelle on a représenté
-— ip- dépend du volume , de la densité , et de la figure du corps 22 ; il en est de même des quantités ^^ hj L
(ao) L'équation qui naîtra de la substlt utioade f — Jtu^, F— ^
etc. à la place de ^, F etc. sera de cette forme ( P'\-Qu'')ds=udu;
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tfou Ion tire — ^ m ^^-- ^=^ u d u ;
comparant cette équation terme à terme avec celle du mouvement du pendule composé , on en tirera les valeurs de 07 et de /; et il est à remarquer que la quantité / dépend du volume du corps M , de sa figure et de sa densité ; et qu'ainsi on ne doit pas supposer toutes ces choses données (21)*
Il est à remarquer de plus qu'on ne s'exprimeroit pas exactement , en disant avec quelques Auteurs que la distance x du centre d'oscillation est toujours la même^
celle du mouvement du pendule simple tera ( n jds^ ^si
M yf du' ( en nommant dû'Xt petit arc qu'il parcourt dans un instant ^ et 1»^ sa vitesse) ; mais comme on suppose qu'il décrit des arcs semblables
X d s oc lÂ
k ceux du pendule composé, on a ds'^ et u' sz 5 donc
(n # / u" x" ■" * ^ -î~-*— — ,^ ■ v T ) ds:=zudu: dans cette Ma? Af f " * y
équation u et s signifient les mêmes choses qne.dans celle du pendule composé; donc les deux équations doivent être identiques > et chaque
terme égal à sou correspondant J ainsi on a = P; — ^^ ^
(21) n est visible que si on supposoit Af donné, /qui en dépend, com* me on vient de le voir dans la note (19) , seroit donné aussi; par conséquent ayant une seule indéterminée Xj et des équations ■ ^ ■ zz, P ,
l x' — * — — nr n T" = Q? il »« scroit pas toujours possible de satisfaire i
toutes les deux. Voyez Mémoires de l'Acad. 1738.
soit que le milieu résiste, soit qu'il ne résiste pas. Car les quantités F, <p^fy n, etc. qui dépendent de la pesanteur , ne sont pas les mêmes que dans le vuide ^ parce que la pesanteur de chaque corp§ est diminuée par celle du fluide, et qu'elle Test différemment à raison de la densité , du volume et de la figure de chaque corps ; ainsi la valeur de x qu'on déduira de la comparaison des premier^ termes des deux équations » ne^era pas la même que si h, g y h, l étoient == o.
Corollaire IL
De ceque >i. O M. yf C+ Jî. QG. C5 = i
ST.CR, il s'ensuit que A. A M— A O. CA ^B.
BG-^BQ .CB=^R. RT-^RS. C Jt , et qu'ainsi A.AM.CA+B.BG.CB+R.RS.CR=A.AO.
CA+B.BQ.CB + R.RT.CR; c'est-à-dire que les puissances ^, A M, B. BQ^ R. R S, doivent être équipollentes aux puissances A.AO,B.BQ,R.RT.
On pourroit donc encore résoudre le problême précédent, en cherchant la ligne R S, telle, que R. RS .
CR + B. -^-^ + A . -^^^1^ fôt égale à
R.RT.CR + B.BQ.CB + A.AO.CA
Le principe de cette dernière solution revient au inême que celui de M. BernouIIi pour les centres d'oscillation, qui consiste à substituer en un point quel-tonque P de la verge un corps , dont la masse soit
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-rS- + ^i^ + ■■^^-' "^ 1"' «"■' ""'-
mé cTune force accélératrice, en vertu de laquelle le moment de ce poids soit égal aux moimifs des poids ^ , B,R, animés de leurs pesanteurs naturelles A O, JQ> il r, et sa vitesse, celle du point P de la verge. D'où il
s'ensuit , que cette force accélératrice sera ^5 — j
. .. ■ uc CVfti.CR' , g.CB-
et qu ainsi on aura xt o. -^-^ v, — c~p' c p*
+ "c^pf ^x CP = A.AO.CA-\-B.BQ_.
CB + R.RT.CR.Wesl visible que le premier membre de cette égalité, n'est autre chose que la somme des momensA.AM.CA + B.BOlCB + R.RS.CA.
On voit par-là que sans avoir recours au point P,et sans feire aucune substitution de masses , on peut par le principe fondamental de la solution de M. Bemoulli , résoudre plus simplement encore qu'il ne 1' '"' Problème des centres d'oscillation.
C'est de cette dernière manière que j'avoi d'abord de résoudre ce Problême, et c'est au fait M. Euler is.ns un Mémoire imprimé au 7 de tAcad. de Pétersbourg, et où il se sert, de principe , que les puissances B..B.S tB* BG doiventêtreéquivalentesau!!puissancesi{.H!
A. AO. Mais M. Eu/er n'a point démontré c< qui , ce me semble , ne peut l'êHp que par
du nôtre. D'ailleurs TAuteur n'a appliqué ce principe qu'à la solution d'un petit, nombre de Problêmes touchant les oscHlatipns des corps, flexibles ou inflexibles ; et la solution qu'il a donnée d'un de ces Problèmes est peu exacte , comme nous aurons occasion de le faire voir dans la suite ; ce qui ne servira pas peu à montrer combien i^Oftre principe est préférable , pour résoudre non-seulement les Problêmes de cette espèce , mais eu général toutes les questions de Dynamique.
L E M M £ VIL
9.0. Si deux lignes infiniment petites P p $ M m^ ( Fig. 3i ) sont jointes par les lignes finies P M, pm, et qu'on fasse p^r^^P pf^m /jl^=^M m ; jç dis 1 ^. que l'excès de P Af sur tt )6e est égal à deux fois la différence dePMkpm, moins le quarré de l'angle feit entre P M etp m, multiplié par P M.
2^ Que l'angle de tt /« avec/? m est égal à l'angle de P M avec p m , multiplié par 1 + — - — pm^^ — ^
Car ayant mené les lignes Jkf a^ir e^ fif plarallèles k pm,ttMb,aP d^ ^^a> A* ^g perpendiculaires à p m, on aura Mh^=^ fMg; P £/== tt (X Donc ac e ou vrf=i P €t. Or deux an^es infiniment petits P Ma, cn-fiy dont les rayons P A/ , V^tt , différent infiniment peu (les lignes infiniment petites P a, e /jl étant d'ailleurs égaler ) ne. diffèrent que d'un infinimaoït petit du
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second ordre, puisque la différence des çînus est -~-^
— -p7^ = \m..^ .cest-à>dire,jnfini-
ment petite du second ordre. Donc cette dernière quantité , multipliée par P a, sera du troisième ordre. Or
+ bm — dp; et on trouvera de même p m — /m tt =5
— — —^ i- fn g — C p. Donc en négligeant les
différences troisièmes, onaP M — tt )U = 2 . A m — dp
= î. PM^pm 1~ = 2. P M ^ p OT —
fmgI./2MP*xP m:
3^ Uangle e 9rft ou Fanglede/? w avec7ryu=?' ^^ ^ —
Pa Pa Pa
pm — (^bm-^dp) M a ^-^ 2 {6 m — dp) Ma
+ ^'^^m^^ ^ -^ = ( ^» négligeant les différences troisièmes) à l'angle a MP ( i + ^ p^jf^'^ )* Ce qu^ilJaUoit démontrer.
Corollaire L
91. Si les lignes P M , p m sont égales , alors P M— TT /*«= — ( angl. «MP )\ Pikf; et l'angle
io4
ir R AIT È
Corollaire IL
92. Si les lignes M m, m fA( Fig. 32 ) sonts=o, alors Mtt — PM=+ 2;;0+ -^-, et TaH-
PROBLÊMEII.
93. Supposons quune verge G h fixe en G ( Fîg. 33 ) et située sur un plan horizontal, soit changée de deux corps A > D j dont tun A soit fixement attaché à la ver^ ge. Vautre D puisse couler librement le long de ta yerge parle moyen et un anneau i on demandela vitesse de cha^ cun de ces corps à chaque instant ^ et la courbe, décrite par le corps D.
Soient AB , D E les petites lignes décrites par les corps A,D, durant un même instant; si Ton fait Parc BG^^= A B, eila, ligne E i^=ED et dans la même direction, il est clair que ces lignes BC,E i seroient jparcourues par les deux corps dans Finstant suivant ^'si la verge ne les en empêchoit. Le corps A qui décrit nécessairement lare B C, ne décrira donc plus cet arc dans un instant égal au premier : or que la petite ligne B Q infiniment peu différente de B C, soit celle que le corps A auroit parcourue uniformément avec la vitesse qu'il a en B, dans Tinstant qu'il parcourt B Q par son mouvement contraint; et que E o soit la ligne que le
corps
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corps D eût aussi décrit uniformément dans le même tems , et au lieu de laquelle il décrira la ligne E pk cause de la résistance de la vgrge ; il est clair qu'en re* gardant les mouvemens B JSfet Eo, comme composés des mouvemens BC,CQ, et Ep, E l, le levier G B. eût été en équilibre , si les corps A,D , n'avoient eu que les mouvemens CQ,EL Or comme {hyp. ) le corps Z) peut glisser le long de la verge, il est nécessaire pour Téquilibre , que E l soit perpendiculaire au levier G B; et de plus, il faut que ^ • CQ . G À =^D.EL G E . Cela posé ,
SoîtGji=2a,AB=dx,GD=ysFD=^^j
FE=i dy , C Q = fit. On suppose que B Q seroît décrite avec la même vitesse que A B^çt E o avec la même vitesse que DE; donc les lignes B Qet A B^ ainsi que les lignes E o, D £* sont entr'elles comme les tems employés à les parcourir; et comme B Q,Eo seroient parcourues (hyp.) dans un même tems, ainsi qjie A B etD E, omur3iB Q: A B oxxB Ci: E o :D E
ou£ /:donc B C: CQ : : DE\io. Donc /o = — bc • De plus A . C Q. G A =r D . E l . G E donne E l
ou /; o = —^^m Or Tangle i G E ( art. 92 ) =
io6 T R AIT È
et si à l'angle /G jB on ajoute (22) Tangle /Go = • <? » "
JJF __ c Q . b F _ CQ „ -Dr __ _CQ_ -_ _JÎ_
Idë e t . b c ~ gd ab g a a> et l'angle C/> on -|^ = -p;^° , on aura l'angle
;, G £= £ G D- ^^^^ + -^ + ^7' et comme cet angle p G E est égal à l'angle EG D
( con*/r. ) on a — d- ^— + "d^T"
_• a D ^ d y dje
Donc * = -:rrrqrD77- .
Présentement la difiërence de G ikGD est {art. 92) » 1/ jr + X*^-., et --^— exprime la différence ileG/JOuCo à G ». Donc G p — GM = dy +
OU mettant pour et sa valeur déjà trouvée , d d y ^==^ JL±5L^ + ^'^^^y^^ ? équation de la courbe D E p.
Pour en séparer les indéterminées , soit Jrr= -—^j
(aa) Si on décrit du centre G Tare i «, T^uigle i G o ^s. — r-^ 9 et ]( ^ ss - — ^IF — I ^ ^^"^^ ^^^ triangles semblables DFE^sio.'
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0Ti9m^ddy = £Mji_^ et 21^5
*/ ^y ''*\^ — - s= y dy ; cette équation étant
multipliée par (^aa+D^^y)' » et ensuite intégrée ,
donne jpt (^ ^a + i)^^)» ^ aD(^a«+r^^) G exprimant une constante telle, que — j- devienne à rorîgîne de la courbe le rapport donné de Jx à dy (23).
On adoncû?2rou -^-^ = «O/^
pour réquatîon de la courbe D E p.
A r^ard des vitesses de chaque corps , on trouve ( 24) qu'en nommant u la vitesse du corps A , ona
du CQ . ^<? X 1 .1 ,
-— = -Je" > puisque -;g ^ est le rapport du second
(23^ Soit P E (Fig. 34) la direction de l'impulsion que reçoit le corps D au commencement , et soient AKfEi\e% lignes que les deux corps A etD tendent à décrire dans un instant en yertu des impulsions primitives ; supposons qu'au lieu de ces lignes ils décrivent AB,Ep;]e rapport de ^ J3 à Fp est celui qu'on doit prendre pour le rapport de dx à dy à Torigine j et le rapport de A BkEp pour celui de gk hj qu*oa suppose être les vitesses initiales; on déterminera aisément toutes ces quantités y en suivant exactement les mêmes principes qui ont été don-* nés dans le Problème , ainsi que la figure l'indique.
(24} On a ^B = u(//; donc puisque^ Best constant, (ittc/^-}- 2^^^^
— s, ji é. du__ddt^CQ_^CQ = • } et par conséquent = -^-p- - ^-^ = -g-^*
Oîj
instant au premier. Donc ~- = - ^ l^ j^ n^yp ^*
T ^ ^aa + Dyj > ^» prenant g pour la vitesse
inîtfale du corps A y et supposant j =3 à Torigine de la courbe D E p.Dt même si on nomme v la vitesse du
corps D, on a — — = — 2_ -, JL^-^. =
; mais on peut avoir v plus
élégamment par le principe de la conservation des forces vives que nous démontrerons ci-aprës , et qui donne D V V + A u u = k une constante. D'où il s'ensuit, que si on appelle h la vitesse initiale du corps D , on
aura v v = 5 •
Remarque T.
94. J'àî évité de faire dans la solution de ce Problême les d t ou élémens du tems constans, afin de pouvoir parvenir à Téquation de la courbe, sans avoir l'expression de la vitesse » de qui seroit nécessaire si on faî-
soit les d t constans^ parce que d t étant — ^ > oii
ne peut chasser d t que quand on connoit la valeur de u. Cest ainsi que j'en userai toujours dans la suite. Ce n'est pas qu'on ne puisse avoir u par dififérens moyens. Mais j ai cru qu'il étoit à propos de faire voir de quelle
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Rem^bque il
g5. Le Problême précédent ne seroit pas beaucoup plus difficile , si les corps A , D , étoient animés par des forces accélératrices p,f,àe directions et de valeurs quelconques. Pour donner un essai <[u calcul qu'il fâudroit faire en cette occasion , je supposerai chaque force accélératrice constante , et dirigée parallèlement à la verticale VA, en imaginant le système transporté sur un plan vertical. La construction demeurant la même que dans l'article 98, soit de plus Q iVl espace que le corps A auroit parcouru par sa pesanteur)?^ dans Fini* tant qu'il parcourt B C par son mouvement contraint ; comme cet instant diffère infiniment peu du premier,
G V d ct^
on aura { 20 ) Q N = p. "q^ "^ ^^ ' ; de même
fdx* , ,v A. c V .G A A<^ ' '•
o If = — ;^— ;(26)z^= dTdg = "57 ^
{%S) Q N i:z p d i^ j en nommant ^ la force accélératrice suivant Q N. Mais ai oo décompose la pesanteur p en deux forces , l'une perpen- •
diculaire k Q N^ et l'autre suivant Q jY, la dernière sera ' ^ j — ; de plus dx:=zudt; donn Q ZV = -^ —-— X —
G A ié
(26) On suppose ici que ^ soi t le point où le corps D arrive au second instant ; et puisqu'il parvient en w au lieu d'être en 2 ^ comme il y auroit été en vertu de, son mouvement propre et de la pesanteur | il s'ensuit
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( * "^ — ^ a i**"^ — ) ^" nommant G V t s. On aura ensuite , comme dans l'article q3 . -*^ ^"^ -^ =
f p z d X' >. A a m fd »' z .
du «
on a de plus. >-^ -j— ?== •^•^^ Si on met dans lapre-
mîère équation à la place de a sa valeur ^^V^^y
ou — ^ ' ^i ' ^ —j on aura (en intégrant) la valeur de 2^ i^> qui étant substituée^ ainsi que la valeur de « ^
dans la seconde équation d d y ^ ■ ^' ' ^^ — etc. on aura réquatîon de la courbe 2) E p; dans laquelle on
* z /' ^ \ fài\ . }/aa--zK
remarquera que -— = cos. \^~^J[ J» et =
sin-T-f-), ce qui donne un moyen facile de chasser z.
qu'en décomposant ( comme on l'a enseigné ) le mouyement qu'il devoit avoir, il faudra que « z soit perpendiculaire kGC^H que wzX D XG*ouifzXDXDG=:zAXCNXAG. Donc etc.
(*) Ces expressions cos. ( \ sîn. f J indiquentlecosi-
nus et le sinus de ; et en général dans toute la suite de cet Ou-
vrage, je désignerai le sinus et le cosinus d'un angle quelconque C, par sin« C et cos. C.
DE DYNAMIQUE, iii
Ke M ji B qu E 111.
96. Si une puissance appliquée au corps A Toblige de se mou voir sur la courbe A N, avec urie vitesse dont la loi à chaque point soit donnée,, et quW demande la courbe du corps D et sa vîteisse , ce pfoblême^ se réduit au précédent , en cherchant de quâle force accéléra* tricé ? le corps A devroit être animée pour qu^étant mû conjointement avec le corps Z?> il eût à chaque point B la vitesse donnée,
Dans la première des quatre ^ équations de Tartlclé
précédent , on mettra ^ pour — — — , et à cause que u est donnée en 2; ^ on supposera u = X> et
du dX m — . dXdx ^
cette valeur de a étant comparée à celle qu'on tirera de la première équation y on aura la valeur de 9 et Téquation de la courbe D E p. Soit par exemple y= Oy u =^k une constante ^, on aura « = o , et
^^TT' ^^^*== Aa^d^' J
eid dy=t -^, — . Donc rfa; = :^ \g a*\ yj ^^
^dydx ^^ p d X*
on a j = c I et <p = ' ° ^ 'J . C'est pour-
quoi la courbe décrite par le corps D est en ce cas une
spirale logarithmique j puisque ^ — = =^— .
S*îl n'y avoît pas de corps au point A , mais qu'en vertu d'une puissance quelconque appliquée à la verge , la vitesse du point -4 suivant ^^J5 fût donnée, on pourroit résoudre le Pj;DbIême de la même manière, en imaginant qu'il y eût au point A un corps de masse quelconque , et en cherchant de quelle force accélératrice ce corps devroît être animé, pour qu étant mû conjointement avec le corps D, il eût à chaque point j5 la vitesse dont la* loi ert donnée. En général, on peut toujours employer cette Méthode, lorsque des corps se tien: nent par des fils ou par des verges d'une manière quelconque , et qu'un ou plusieurs points des fils ou des verges sont supposés se mouvoir avec une vitesse et une direction données. J avoue qu'on peut résoudre ces Problèmes d'une manière plus simple, sans chercher quelle doit être la force accélératrice du corps dont la vitesse est donnée, pour qu'il se meuve avec cette vitesse en vertu de faction des autres corps ; mais la solution que nous proposons ici, quoique plus longue, n'en est pas moins tirée des vrais principes de la chose , puisqu'il est certaui que la puissance qui meut le corps avec une vitesse donnée , est différente de ce. qu'elle seroît , si tous les autres corps étoient anéantis , attendu qu'une partie de cette puissance est employée à vaincre l'action de ces mêmes corps. Notre solution détermine la différence de
ces
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ces deux puissances^ et c est en quoi consistai ce nié' semble, la vraie métaphysique du problênie dont il 8 agit. . '
RemabqueIK.
97. Si la Verge étôît chargée de deux corps qui pussent couJér librement le long de cette verge , on trouveroît de (a manière suivante les» courbes décrites pat les deux corps.
Afin de conserver ranal9gie avec la solution précédente, ouisuppose^a que le corps A existe toujours , mais qu il soit infiniment petit par rapportaux deux corpa
donnés, et Ion aura -^ —- •" 'T^ + "^r"=o;
et nommant z le rayon vecteur de l'autre corps que j'ap-
pelle£,— -—n + —a Ezz =0» d'où
Ion tire -^r^ d^^ + jbzz ' °* -dlT =
I£î.. Jonc -^ zDydy + ^ Ezdz.
b dt fc; {Dyy + JE z «) â^x.t^e plus les équations ddy = ydx' + -j^^etddz=:zdx'+-j^j
il ei f
donneront (en faisant évanouir âx^ ^tX. mettant ^f
#N yddz'^zddy d dt
PO""- -TT) %dz-.zd/ = -77- » et par
conséque^^ dz-^z dy z^fd t; éoaèydx — £ dy
= -^ — ^^ — 3^ — î ^^^^ supposant z =y w> on
a — .= -^^^ , et r r ^ ^^^^ -Nous aurons
donc y si njcxus pouvons trouver eojcore ijuje équation séparée entre dteidx. Or ,. i °^ le principe de la conseryatiçn^^des^/qrces viMes àonn^ g dt^ ^(^ JT^ E z z) dx^ +D dy"" + E d z\ ougd t^ z=::à d t d X + D d y^ + E d z^ y équation qu'on pourrait aussi tirer directement de notre solution. 2^. L'équation (E^'z z +Dyy) dx'=b'd t étant dîfFérehtîée deux fois de suite, doniie (2E z d z + 2 Dy dy) d x —bddt; et{2 E z d dz-^2 Dyddy + 2E dz"" + 2D dy* ) dx—b d^ t\sï on substitue dans cette dernière équation à la place de 2 Z? dy^ + 2 E d z* sa valeur 2 gdt^ — *• 2 b d t d x^kXdi place de d dy, sa
valeur jy d x"" -^r ' • ;/ 7 > à la place de d d z sa
valeur z d x* + JT~~^ ^* ^ ^^ place de (Dyy
+ E zzydx fet de ( 2 Dy d y^z E z d z) dx^ leurs valeurs b dt et b d d t, on aura 2b dt dx +
''^^*' ^-igdt^ — zbdtdx =: */ ' , ou
d^dt ~ —d^-d7 2 ^ ^ ^ > dont 1 intégrale
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est -j^ = 2gJt^ mj donc,/ ,//jf = g 1 1 d x +
mt dx i" h d X. Donc on aura la valeur de d x en
•y -j_i , M .. . \ .* . rc'î'^-) ruo'i «: !; i . * ;•
dt. Donc, etc. , , i r ' i
Il n'est poiDt à craindre que lea. équations ^. .=3
'du . , ■ ' ■Arf«'•'•'^ '■'•■ : -, -\ ■'
>+.Jm». et.^ a;p^ y.,„ 4. ^,..j^,» . joient la wea^ ëqmtion'; car ili^iudraxt pouviiKdià) qbe Wtav-CilOrtsiiji «i»/7z étant une qèeiiitité constaiatè p/idMi(P|>iiteqaè
yy^ "^^l , on am-ôity=ià oSe- ccïriêtan^* j oé' ^qùî' «é «e pei|t ; cal;' C*J9* ) ** ****?^ S'i^cii pàè fixe: '- ^^ < )
on s'est contenté de trouver réquatlon entre ûi[a; et J<, et par cons^qifent la sîttlatiôh dtf là\^èr^é'à'thaqiièînâi tant; maison a> j)>çiiitcpiiptrai^lf5lf coHgbflSiJÎ^flïh^^^ les dem corps^ Oju f^tôt on i^^cipRgtliii*^ ftes ^Ijy^feef:! pag. 35 , par une méthoae qu^oa ^voue^petre point géométrique , parce qU*èlTe ne tup^aose fkointj^ âépârâBbl\ des indéterminées; on auro.it pui^-giâpçquer cependant qae les équations H d^y^ y d-ê"" ef 4^d^ — z li:il*i'i auxquelles on parvient en faisant h^ t ^constant, donnent
u^,-^ — :± L-n^x-j ^ et pjr conséquéQjf j>( i/)î%è~^^
même constrùétion opà vie»t" d'Are dôtlîléft;'^! <-'i}'i ' • - ■ La courbe décrité'pdt^ilë Govps 1^ <|(>i)'^)^<la'^^tii'^c décrite paplecbrp|^,ipitifN^!'«c:±>^ii/;c ;^up '.-;';i ,i>l
Pij
ia6 TRAITÉ:
-î ■ ' '• ■ -. ■■ K'X^ Jt M Q tr JB ■
98. S*il yatroiscorpsZ), E, H, qui puissentcpu- 1er librement le long de la verge , on trouvera de la mêmç banièite qçe CLHaessua, une équation séparée entre dxeX d't; de plus, on aura par une méthode sembïâlffê rj à z^^ z:d\y\^fdi,pt fd s-^sdy^^ kdi, en jiwnniafeit dil^ diistancevariabledii corps ^ au cra-r tr<9)0ia; point fix^ Ô,.^ 3oppo$âj»t i^iuae quantité con»^
tainte^iiiâréreiit^ de^i Doijc.j// z — j5//y = ^ )C
{y d s rr:à ày{ )mJ^(^ .divisant p9X jr* et Jnt^rs^t ^
on^aofaj ^;."s±">^^ + :d[ ; donc si o» ^iVv^ y^u,
ou au, — ; =5^,^ + 7 > f Çt? étant des constaotes.
'•' Maintenait' on trouvera par la même méthode que d-dessUfe Çh tjp 'if te ( >i? ^ y y '■E'a'z'+B: s /) d so ;
a^Qite - : -u^-r < — ^ =?.. — > >, . ■ . . ■ ■.; DU
•J(i'3..:;ol ,U;o*n ''vT::*^' tr».'. j/Ij-'^ \-'^ r.
.<[u|9f{f)¥Ut e^^tf^ui^^ eifcore ^â^ns ce ças-çUes cpHrbes décrites par çhftJjun des corps D, E ; H^ , Il est.VisîWftcqye le prqhlê<nj3 ne pera pas plus difficile, quel que soit Ie-jH)i3alw:©id€j5 Ç&xf^J^.,-J^\,M.)\^ic.
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99. S'il y a un corps A fixement attaché à la verge à une distance a que je suppose = t , et deux autres corps DyE, qui puissent couler librement le long de la verge , on aura par une méthode semblable à celle de Tartiele ^y ci-dessus,
2®. y dz — zdy —fd t. ;
3 • ^ C da:dt J = 2 gd t J7-— •
Faisons dan^ cette derniète équation d x =s p d t, ce qui donne / \ // < ^ ^^ , et nous Kùrons
il viendra d (-^'^^^^ = "^^^^ -^Ppdp
OU ■ ' -, ■ — i
ou multipliant par , et intégrant ensuite^ -—4
-^2yfj9 + L = 6,Z étant une constante :
P V ' ri' r, .• - .. ',
d!où. Ton tires la'ivakur.de)^' t et;jdk âf ^jèïip\ti dp^^^ de sorte qu'on avifSL dM at ïi^d p s et,/flîa?'?= * dp, n et * étant desTonçtion^ connues dcp^ dont la seconde 't est 5=: /?;q.;*;ji,^ ;.: I
On aura dQnc D y y + E z z = — j^ — A =
b n . y d z ^ z dy _ fd t
■T"î ! ■ ^ ; d'où Ton tire en faisant 4" = « *
l'équation séparée ^^'^^^ = f!^^^ . On
peut donc en ce cas construire les courbes décrites par les deux corps, et trouver la situation de la verge à chaque instant.
M^MUAB^Ul^ VI h
;/ ioçk Si Qiï supposoit deux corps A, B, fixeibent attachés à la verge , et deux autres qui pussent y couler librement 9 le probtén^e se résoudroit encore de ia même
manièce. . . « ^
Donc en général on pouVra résoudre le problême , qupl quç soit ie.nombredes corps attachésilxement à la verge 9 en supposant qu'il y ait outre cela deux corps qui puissent y couler librement. •
Donc le problème, pourra encore se résoudre également, si fé nombre des corps fixement attachés à la vergeM^st infii^L) c>sst-à^i^6 > si oit a égsâti à k masse dfe la verge. D'ailleùps , il esè facile dé voir que le eakul sera le même dans ce cas ^ue dans celui de la remarque précédente , en prenant la quantité A pour la somme
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des produits de chaque particule de la verge par le quarré de leur distance au point fixe G.
' Enfîitfiqaafldily auroit plus xle deux corps pouvant collier librement le long de la verge , on voit par Farticle 97 , et par le précédent , que le problême se ré* soudroit encore par les mêmes méthodes.
Donc en général une verge droite quelconque 9 placée 9ur un plan horizontal, étant chargée de tant de coips qu'on voudra > dont les uns puissent couler librement le long de la verge, les autres y soient attachés, on pourra toujours trouver la situation de la verge à chaque instant, et les courbes décrites par chacun des corps libres, en ayant aiême égard, si Ion veut, à la masse de la verge ; problême jusqu'ici non résolu.
PROBLÈME III
101. Un corps P descendant le long d'une courbe C B, (Fig. 35 ) et tirant après lui un autre corps F par le moyen d'unjil PCF ^ui passe sUr une poulie C , trou^ yer la Vitesse de chacun de ces corps.
Soit P p l'élément parcouru, dans un instant par le corps P , et FJ^p /^l'élément parcouru par l'autre corps durant Je même instant. Dans l'instant suivant', ces corps, si rien ne les en empêchoît, parcourroient p iT = P p , ttf^ = Ff. Mais à cause de la résistance du fil et de son inejctensibîlité^ la ligne/? tt sera parcourue par le corps P dans un instant différent cîu pre-
mieri et dans ce même instant le corps F arrivera au point ^, tel que ^C+C-TT =yC +C/7. »ij
Supposons présentement que, durant le tems.^ue le corps P parcourt /i tt, il eût parcouru naturellement pi, et que le corps F eût décrit naturellement jT « ; que de plus , la pesanteur du corps F lui eût fait par-* courir pendant ce même instant la verticale m v\ et que la partie de la pesanteur du corps P f qui agît suivant;? /y lui eût fait parcourir la ligne i l; si on prend po^^ttl^ il faut, par notre principe, que le corps F animé de la seule force accélératrice représentée par -ar v fasse équilibre au corps P animé de la force /> o , et de la partie de sa peisanteur et de sa force centrifuge qui est perpendiculaire à la courbe Cp suivant /? Z. Or, en menant du point o la ligne o a qui rencontre Cp prolongée en a , et tirant au, il est clair que le reste de la force suivant p Z étant anéanti par la résistance de la surface courbe, il y aura équilibre ^ûF ^m v — P .ptt.
Soit donc u la vitesse du corps P , /? sa pesanteur absolue, g celle du corps F, Fy = dx^ N P = y,
P P = a S , TT t = a; où aura * / = ■ -,» ^ ' > ^t
p 0^ : F/: :i ^: P /?, c'est-àKlire ^ « = —
it d X 'dTs J
^ ^ — ^ ^r • soit 'sr V = » , on trouve ^ <zr ou
-.ddx- ^- — + : -, T — n ; de
plus ,
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plus, à cause de F. W r ==P./? «, on a.F. » = P. j^ •
+ -^— =5— -;;— + ^. : MT^^ORJ^^aîieH^
U* ^ J^* et 3C r f f
j^ J ^ ,' » — Fi«*ax ddx^Tgd»*'dx-^Ppèt*'4r
, , (Pd«» + Prf»») . . %ru}Ê,djpddJt
zs.uduiOVi%udu. — -pdV* —+■■ "' ^"p^,M ' " ' • " ■
= % p dj-^ P î do'ït l'intégrale complète
Th-"^ — Tp'jiï — ^— r— '«■3/hjr.-~''-rv^Tr7-; et fiiiwoti
d 9* ' iP y — /
uu=iipk,<m trouve i& «=r „ . , _^ _ .^ . ,- — .
, On peut remarquer que ,^^ est la vitesse du corps
F ; carie fil étant inextensible j le chemin du corps F à chaque instant est au chemin du corps P , coïxtmedtv est kds^ il
A9\' S» on feit^=/7, on trouve i = -^rfl-THr/i;-,
ce*^(|ui s'accbfde avec la formule dotitièe safis démonstration par M. BeKpçul/If TomeJJlxies Mémoires^ de ^?i^hbii?ff}^ peutse4îrer aîséôœnt du principe de la conservation des fotçes„\^ves. » . ^ ,, -:.
^ io3. Si /; et.^ =,^j c'est-*à-idîre si les deux corps nont pomt de pesanteur, on a ^^i =
kteetbusiarfie... ^\^'- '• :*"^-. ., . ^.- • . .
104. Le problême précédent se résoudroit avec la ]taèa]^fiicilité.sblesxdanf.<»ipsétGfeiit filCBSEior^ieéqn'il^ fussent mus dans,,un milieu résistant coqtupe une foncticm dû }â vîtesisp. €airalj9n> * mettant dan§ tes cakruis
-^jr '-^ '<P u {^y^LM lieu de —7,^ > et dans Téqua-
ài^^; -î f:
tlon dû'prîfclème,\^+^ C"'77~y ^^ '^^^ ^^^> ^^
auroit upe éqi^atiQn doat.Ies indéterminées pourroient ihômè être séparées dfans quelques cas , comme quand ^/u, ma ^ b U, Ujj a et ^é^anili des constantes quel-
". ' . .. ' ^" f ." !j . ■; \ ' j . j IJ ■ . MJ ' . i>j Àj. ' j ju I ' " ' I JIM . (*) Cette quastité f u exprime eo général une fonclioa, de u»
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conques. En effet, puisqtaè, çohtibîssantïê lieu du corps F, on cpnnoît aussi celui du corps P ^ on a pour une situation quelconque (ïes cÔffW )^, P, le rapport de dx k d s; àe plue, parla tiatbrfe de fa, toiirhé.C P p i oti connoît le rapport de d y k d s ; enfin si on fait d X — a d s , .on aura d d x = d à a s^ H on cônlioîtra de même lé rapport âfi d(j aâk. Uojfi'c, sup^osanê dy ^r ds,ti d q =fc z d s,oxi aura dans lé cas présent
équation dont léé i0dëtëi4»în4e« jjetiv^t être séparées par les méthodes connues , en supposé^nt la quadrature
des courbes.
CoftOLLAfRE IV.
io5.Si chacun des deux corps étoît mu surunecourbe, alors nommant (Fig-36) F/, dtj Fu, dcè} Ï^JSf ^dz.
m d t ' g d z as*
on troiîlrerDit ^ » =i^ • ^ ^ ■ ; ût * =±
au lieu de F « il faudra mettre ^V *- (. a7>,- et ?iu ^eu
àt -^ d à x=^ 'f^ + ~-^-^^ ->~ n, o^ écrira
(^7) Parce que le corps P n'a plu^ à faire équilibre au corps F animé deld vitesse v f , mais de la vitesse qu'il perd suivant la dFrecâon dfi Û^ le reste étant anéa&ti parla résistance de la courbe.
— ddi= ' *j^ + - ^Z . J, -—^ n ; le problème sera
résolu moyennant ces légers changemens, et "on trou-
,r im.(Pds*-\-Pdt*y -\ j ■ SFgdz
Vera d [- %^J ^J = 2/; fl^j^ J — .
Squation qu'on poùrroît trouver aussi en Se servant du principe de la conservation des forces, vives. Donc si la valeur primitive de u est zéro, et qu'alors j soit = A ^
u u . (P d s* + F d in
et z = o, on aura — p . j a» """ '- — ^ = 2/; x
, C O R O LJL A I R E V.'
Si dans Farticle précédent on fait uu — ipktt
/? =^, on aura ^ = - — pT^ + fI? • ^" P^"*» ^^
Ion veut , faire A — o, en supposant que le corps P
parte de C, et Ton aura h = pj^r,|,p^/ .
M, Herman , Tome IL des Mémoires de Pétersbourg, a donné une solution du problème que nous avons résolu art. io5. Sa formule ( en faisant A =^0) revient à
/F d X' d z 1 —TT^ J
ât
^ — =- , , ■ ^ , -; s= ( en faisant
dt*^dx* + d<f*)
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pression qui ne sauroît revenir au même que celle de U.Herman, puisque la quantité négative — Fu* dq""
ne sauroît être égale à la positive/^ ^ ^^^^^ ^' )fl?^\ II y
a donc lieu de croire qu'il s'est glissé quelque inadvertance dans la solution de M. Herman , parce que le résultat de notre solution s'accorde avec celui qu'on trouveroit par le principe de la conservation des forces vives , et que d'ailleurs elle n'est appuyée que sur des principes fort clairs (28).
107. La solution du problême III. pourra paroître un peu longue : mais j'ai cru qu'il étoît à propos de faire
(28) Deux choses rendent fautlye la solution de M. Herman.
. d s La première est qu*il égale le produit de par l'effet instantané
de la force motrice d'un des corps , à la somme des quantités de mou venaient que les deux corps reçoivent pendant un instant, au lieu qu'on ne doit l'égaler qu'à la quantité de mouvement que reçoit celui dont on considère la force motrice > comme on peut le voir par Yart. 107.
La seconde est qu'après avoir nommé u la vitesse du corps P suivant P p^ et l' la vitesse du corpsFsuivant F C, il suppose que l'on ait ^1» :dv: : ds:dA\ Il est vrai que u:v iids :dx^ puisque ces petites lignes sont supposées parcourues dans un inéme instant avec des vitesses uniformes; mais la conséquence qu'on en tire suppose que dset dx soient constans , ou au moins que d d9 : ddx i:ds: dx; ce qu'il n'est point permis de supposer.
voir comment mon principe s'y applique. Car si on vouloît résoudre autrement ce problême , on pourroit sy prendre ainsi. Soit Tla tension du fil , qui agit également
suivant CP et CF^ on aura ^^^/ ^ff" pour
la force qui accélère le corps P suivant P pftt T^2,
ï^^y^pour celle qui accélère le corps F suivant
Ff; on aura donc ( — j^ 3T^} ds^P udu^
" (-/<- - -^) <" = T -^ (-^-) , d OÙ Ton tire en ajoutant ces deux équations , et inté-
grant, uu+ p ^ ,, = 2 /? j ^ .
Cette dernière solution est à la vérité plus simple que celle de l'article io5; mais je croîs que d*un autre côté elle n est pas tout-à-fait si lumineuse ni si directe. Car, à parler exactement,' le fil n'agit point sur les corps ; il n'a qu'une force de résistance, et nullement d'impulsion.
PROBLÊMEIV-
1 08. (*) Un corps P étant mu dans une rainure courbe P p TT, ( Fig. 35^ } oïtilest anitné dune force accélé-
(*} Quoique ce pffoblême soit ici à sa véritable place eu égard à l'or*" dre des matières, on peut néaninoins, si on le trouve trop compliqué ^ en remettre la lecture après celle du problème VU et de sesCoroiJairea.
^trite quelconque <p , et trahwnt après lui deux au^ ires corps Af > M , p^r le moyen d^une verge inflexible M P M , on demande la vitesse du corps ^P et les cour^ bes décrites par les deux corps Af , M.
Soient P p, M R, M R les lignes décrites par les oQfpa P s^ M y M durant un instant quelconque, je fais /? TT = P p =p ^ , et je suppose que dans Hnstant que Iç Oijrps P parcourt /^iTT- par son mouvement contraint il eût parcouru naturellement et uniformément pj*, et de plusy q en vertu de la force ^ ; je fais de plus ii i — A/ iî; R î = M R ; et ;e suppose que dans le jaîêrae lems que lé corps P parcourt /? tt , le corps M çût paroauru £ JK > et le corps M, R K, il faut par notre principe décomposer la force suivant K K en deux autres R Z^ Re, et la force suivant RK en deux autres RZ/Re, qui soient telles, que si les corps P, HT, M, h'ëtoient animés que des seules forces tt q, Jt\^ ,R Z\ ils se fissent équîKbre et,que le système demeujât en repos, et qjue s'ils n'avoien»t que les mou-vemens p tt^ Re,Re^i\& pussent conserver ces mouvemens sans se nuire réciproquement, c'est-à-dire que Ton eût7re:^PMj tt e=^P M,,etee = M M\
Jç d^ftQiïipQse,d>bQr<A la force sufvant R Z^n deux au4ires, êmt Pune R J^ soit dans le prolongement de p It^et clé même la force suivant R Zen deux, dont Ttme R V soit danô le prolongement de p R ; et je suppose it F^ et R V tdies, que les corps P , Af , M animés des seules forces t y , H F", R V se fassent équili-
, bre, ce qui arrivera si, en imaginant ces forces réunies eappldi force unique qui en résultera est perpendicu-
laîre à la rainure^ c'est-à-dire sïPxtt q= p j/T"^
Il ne restera plus aux corps M^ M que les force» lî X , R X qui doivent encore se détruire mutuellement , ce qui ne peut arriver que quand les lignes lî X, R X sont dans la même droite 2i R , et qu^on a a/.ilX=M.RX. (B)(3o). '
Soit à présent PM=a, GM = y,gM = y, PM — b, la perpendiculaire constante P Q = c, la ligne MM ou it R, e, w la vitesse en P suivant Pp ; P p = d X, Trf = «, itXi=^, R X =2, on aura
q = — ^. , et TT 7= a + — ^
' (29) Les forces suivant RV,^Y sont ici décomposées en forces perpendiculaires à ;> sr , et en forces suivant ^p F : les premières sont détmîtes par la rainure, ainsi les secondes doivent anéantir la force « 9; or
elles sont -^i^i£-^, et - ^p^^^ S en effet, il est visible qu'on
peut regarder p R comme parallèle kPM. Ponc PX^qzz etc.
(3o) On pourroit demander si l'on n'est pas en droit de supposer fout de suite que A 2, R Z sont couchées sur R f^, R V, et font équilibre avec la force suivant ^9, puisque ces forcesdoivent être détruites ; pour répondre à cette question , il faut observer qu'une telle supposition entraîneroit celle-ci, que les deux corps Jf , M n'agissent point l'un sur l'autre , ce que la nature de la question ne permet pas de supposer ; car la verge étant inflexible, et l'angle Af P M constant (hyp.) les corps M 3 M sont dans le même cas que s'ils étoient unis par une verge inflexible M M.
Si
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Sî du centre p on décrit lare tt es-, et qu'on tire les lignes 7ri,7rK ;Ro; parallèle à VK; o e sera égale et parallèle à it X(3i) , et nommant r le rayon osculateur
en /; , 1 ®. Tangle de /? it avec P M sera ^
»/ a a — jry
+ .Af- ; ( 32 ) or ^'^P^ est égal ( art. 91 )
au qûarré de cet angle. Donc ^ i — p R =: a x ( , , ^^ -. + _£f_ )\ 2^ On aura aussi
(3i) Car s! on imagine ZK, cette ligne tera égale et parallèle à R e,k cause de la décomposition qui a été faite : de plus, la ligne R o est parallèle à VK par la supposition , et elle peut être censée lui être ^ale, . parce que KottRV peuvent être censées parallèles , et que RV^Ko^ sont infiniment petites du second ordre ; donc le triangle V ZK peut être censé semblable et égal au triangle Reo; donc VZouRX peut être ceubée égale et parallèle koe, -
(30 — ^^ ^^ ïa différentielle de l'angle GPM^et doit
\/ aa — jry
être égal krpR^^GP If; parce que l'angle GPM e%t considéré , non pas comme Tangle que P M fait dans toutes ses différentes positions avec, la même ligne PQy mais comme l'angle que fait P M avec chaque côté Pp parcouru successivement ; ensorte que l'angle GPAf devient au second
HUtant r p R et par conséquent r p /l' — G P Si^
y/aa—ypr *
Outre cela l'angle r p P est = , parce que l'angle des deux
côtés de la courbe est égal à l'angle que font Iesrayo|is de la développécji Or^l'angle AepR avec PJIf est Tp/l— GPAf+r;DP. Donç«elc»
i3o TRAITÉ
r étant toujours le rayon osculateur de la courbe ji P p tw p. Z^. Si on décrit du centre h les arcs M N, P T, et du centre ^ Tare (*) i Y , on aura
T K ou T £ — TT K= JLJLi^^JL^ ou ( à cause que iK'.MR:.7rf'.Pp) F K= 'A^^ =-^^4r"
et ( 34 } ^ O — TT e = j,p = — *^-*-5 '—
MitaMkriÉM*^
(33) w ï— ir I = * , parce qtte le triangle « 5 w rectan-
gleens est semblable au triangle ilf 9 Pi sr» pouvant être censée parallèle kPM.
(*) L'angle »îK ne diffère qu'infinioiefnt peu de Tangle aigu PMR, quoique cela ne paroisse guère dans la figure, oii l*on a été obligé pour éylter la confusion , de fiiire assez grandes les lignes MR,R£ qu'on suppose infiniment pcéitei : d'où l'on vent que l'arc il^doît tomber au-delà de I JS: par rapport à sr^ et qu'on aura xuitria&gle iTK semblable à MRN.
(84) «r o»^ «p ^= — ^ — .. Car menant e t perpendiculaire k
^ o , la différence / o des lignes it o y w f peut être prise pour ir o
~ « tf ; or < o = HTp * parce que le^ triangle o e ^ est semblable au triangle M Q P, oe ayant été démontrée parallèle kRX on MM, et oi Tétant kPM.
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a (-—rJJL + -i4-V ; mais U ligne tt «
doit êtïe = P M. Donc (C) »|/[«'-^M
^>Ar^ >|/Ia^-.r'j ^^^
o ( — ''•y + __lf ^)' Oa trouvera da
Je remarque ensuite que - — j-^^ — est égal a i an-
gle de ;i K avec P M; or, on a vu que cetaogleest
fj- +-i^.DoncAf.Z\r=Pr+P^x
J^ rf ■: N ydx a d y
+ .fif_. Or , l'angle de «r i avec ;^ H est égal
( arf. 91 ) à l'angle de /? iî avec P M; l'angle de
«. ,• avec :Ti =. — ^-^^ î i'angle de ^* avec
Rij
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^ ^ =» "PÂT - MR.PM = Pp.MP î l»"g*«
de TT jK ouTToavec 9r e = " ^,- ^ *^ = -ii-. Donc
Tangle de tt e avee w / ( c'est-à-dire la différence se* conde ^e Tangle dep Ret P M)' sera égal à Içi somme de tous ces angles pris avec les signes convenables >
c'est-à-dire qu on aura (E) d ("^T^zi^j + "T^')
_ d x^ .1/ [a^ — y] a / y dx
a d Y adx \ z c i a
-pq^^r£py-+ -7-; ^^: on aura de même
Si on met ensuite dans les équations A et B ci-dessua» à la place des lignes qui y entrent, leurs valeurs analytir
ques,onauraP(.+ ^)= ^» ^ ^> •[^'-^M
+ M.RV. v-t^;-y'3 (G);^g-= ^ (H);
et enfin -~ = "/" (L).
On remarquera de plus qu'à cause de rinflexibililé de la verge, l'angle ikf P M est constant , de sorte que -^
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Êst toujours donné en -^ , Employant donc les sept
dernières équations à chasser «, u^RV ^ RV,2etz, on arrivera à une équation finale qui ne contiendra plus que dx avecy, dy, ddy, et qui sera Téqùation d une des courbes* Après quoi il sera aisé de trouver l'autre. Pour simplifier les calculs de ce problème, on nommera Tangle MF Gj C, et Tangle constant MPM.^ A ;
ce qui donnera — ^ zz, d Q^y :=i a sin. ^,
y a a — y y = a cos. €*,, — -
d{A'--€) = ^d€;y = b sin/ (^ — ff),
K "^ ù — y y = ^ <^os. (A — €) j ou, ce qui est la même chose , y = ^ sin. A cos. C — h sin. C
cos. A , et[/'bb^^yy = b cos. A cos. € + ix sin. A sin. ^. Cela posi^, on mlettrà d'abord dans toutes
les équations , à la place de «sa valeur — ^ — ^— , et
à la place de z sa valeur ^ ; ensuite on tirera
de réfauàtion (E) une valeur de ï; qui étant mise "dans (C) et dans (D), donnera K K^tt R V; et ces valeurs de \R ^.et de R V étant riiîses dans (G) , on aura une équation dont Tintégration donnera la valeur de u; mettant cette valeur de w dans l équation (F), on. aura une équation finale qui ne contiendra plus que ^a? et ^ avec ses différences dCy dd.€: . _
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Si (p étoit = o, on n'auroît pàs besoin de la dernière équation (L) pour trouver l'équation des deux courbes; cette équation (L) ne seroit nécessaire que bour trouver a vitesse u. t
RlSMABQUS L
109. "Si MP, PM étoîent des fife , alors les forces suivant it X et RX seroient nulles, et on a^uroit z^o et z = €)• Mais comme y ne seroit plus donné en y , on auroit six équations , et quatre inconnues â&^ R F"> R y , et ^ à i^re disparoître; il restera deux équations^
Corollaire I.
< 10. Supposons, pour simplifier les choses, que r^o, h s^Op <p s=/) ^ c'est-à-dire que Je corps P soit dans une rainure droite et tire après lui yn seul coips ikf , par le moyen d une verge ou d'un fil ^ ce qui dans le cas pré-
sent revient au même, on aura RF^= ^^ y r ^ "" — tt" ^ - ^ ^ ^ -^ — : doù ion
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*- — y-^^ — PT^ V Soit d X ^ AJl et Ton trouvera
après les substitutions
»/ a» — jr* X [ l' « « + «^ ( «* — ^M ] M A^ dy
— 7 rr"ïi . ir "7~ «\ 1 • Cette équation
étant multipliée par —^( paa^M[à* -y- ) T ®* ^^«uite intégrée, donne ^ [ p7 a + m T?-^ ^7^1" = ^ +
iÂ [Paa + Af(a--:K')3(itf+P ir^ ^ marquant une constante prise avec cette condition » que le rapport dt dxk dy exprimé par ~ soit égal au rapport donné de ces différentielles , lorsque les corps commencent à se mouvoir.
Corollaire IL 111. Soit dans le Corollaire précédent , la ooqstante ^ ^«o, on trouve/^ =t—2r^---Vl^
dx^
(M + P)|/[a«-jr'] •
Cette dernière équation fait voir que dans ce cis la
courbe cherchée est géométrique. Pour la construire , on supposera que CP (Fig, 2>Q) soit la position du fil au premier instant , et ayantdécrit duceritre P lare CMK^ et abaissé d'un point. quelconque M la perpendiculaire
MG, on prendra iVr5 = G P,puisP0=_|-f,i4-,
et ayant tiré O T égale et parallèle à P 2tf , le point T sera un des points de la courbe* Pour en trouver Téquatîon par rapport aux coordonnées NQ,QTj on remarquera que Q T—MG:=iy ; et appellant N P ,f^
NQ,t, on veiTa que NQ = BT=^OS ^ !!' ^ ~
= -^-?^-t,/(— ^J)-/]. ^^— . On a donc t =^ [V { a a -- yy)-- f], >_^^-^— ^ et
^ + —éfpT = M+P ^ ^^ [«^ -7J]' ce qui est lequation d'une ellipse dont le centre D se
trouvera en faisant ND = ^/' ^ , et dont lesdeux
Af + p
axes sont D E = a^ etD X =i Cg = .
iif + p •
Donc lorsque rimjpulsîon primitive des corps P etM ^ sera telle, que le premier dx soit au premier dy com-
™® (itf+p7|/ [ I'— jr'J ^^^ à 1, le corps Af décrira yne ellipse, telle qu'on vient de la déterminer.
COROLLAIRJE
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Siron&itP=/w.Af , la valeurgénéralederfafest
ce qui fait voir que si A n*est pas=o, la courbeà la vérité n'est pas Géométrique, mais peut se construire par la rectification de l'ellipse. Car *^.y»^f('+"')«'-y'l
^ y'T,x/7a*'^v^]' ' ^'" '^ ^""ul« générale de Félément de l'ellipse étant -— _ ^ * - "^ •
si on fait (i +/»). ^=i,et — 7=_£ i, ©n
trouvera y == -^-i;;^- et -^^ = "TT^ î ^'«^ ^^ s'ensuit que ^^^^^^fj^^^^Hl est l'élément d'un
arc d'ellipse, d(Mit l'abscisse est j, le grand axe =2 a, et le rapport du paramètre à cet axe , "* cet arc
étant divisé par v^ y ou multiplié par V [ 1 + /« ] ; ou , ce qui revient à la même chose, c'est l'élément d'un arc d'ellipse dont le grand axe = 2 a j/ [ 1+ m], l'abscisse =y V [ 1 +/»], et le rapport du paramètre à l'axe
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Remjibque il
11 3. Ce que nous venons de dire dans les deux Corollaires précédens, et qui a été déduit du Problême général, peut se déduire d'une manière plus simple de deux Théorèmes donnés au commencement de cette seconde partie (art. 83 et 84); savoir, que le centre de gravité ^des corps P , M", (Fig. 3g ) descend dans une ligne droite perpendiculaire à la rainure P Q, ou au moins que son mouvement parallèlement à P Q est uniforme. Car quand le centre g descendra dans une ligne droite s g V y on sait par les sections coniques, que le point M décrira une ellipse; et dans les autres cas, il n'y a qu'à imaginer que le point g descende dans une droite perpendiculaire à la rainure, tandis que le point P avance vers Q, et que le point A/" décrit une ellipse, et faire mouvoir ensuite tout le système parallèlement k P Q, avec la vitesse uniforme que doit avoir le centre de gravité parallèlement à P Q. Il est à remarquer que tout ceci a lieu, même lorsque les corps P, M, sont pesans , pourvu que la rainure P Q soit alors horizontale.
Soient PQ,M iV^lesvîtesses primitivement imprimées aux corps Pj M; on décomposera la vitesse MN en deux autres , dont l'une Af R soit perpendiculaire , et l'autre Af S* parallèle à la rainure, et on prendra sur R N
la partie It Tielle.queM.RT^P.PQ; -^^^
sera la vitesse du centre de gravité parallèlement kPQ,
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rri JQ w T|^
faîte de la vitesse commune — ^^ - , p , on trouve la
Vitesse du point M dans son ellipse et celle du point P. C'est ce qu'on trouvera facilement par le principe de la conservation des forces vives, que nous démontrerons ci-après. Voilà, comme Ion voit, une méthode bien simple pour résoudre ces problêmes.
Remu^rqueIII.
. 114. Si au lieu de supposer le corps P animé d'une force accélératrice ^, on supposoit qu'il fût contraint de se mouvoir sur la courbe A P p{ Fig. 3/ ) avec une vitesse dont la loi fût donnée, le problême pourrbit toujours se résoudre de la même façon. Il ne seroit question que de déterminer la force 9. V^oycz Vart. 96 ci-dessus.
PROBLÊME V
11 5. Unjil C m M^/fere e/i C, ( Fig. 40 } et chargé de deux poid^ m , M , étant infiniment peu éloigné de la verticale CO^ trouver la durée des oscillations de ce fil.
Soît m u l'arc parcouru pendant le premier instant par le corps /w, et M" y l'arc décrit dans le même tems par le corps Af. On peut regarder le corps M comme ayant & la foiis deux mouvemens, dont l'un Af V est égal et parallèle au mouvement viu du corps m y et l'autre J^ v est un mouvement circulaire autour du centre /// ou u. Nous décomposerons d'abord l'effort absolu de la pesan*
leur du corps m suivant m Q, en deux autres, dont Tua soit capable de faire parcourir au corps m la ligne m u dans le premier instant, et Tautre soit dirigé suivant la • ligne m R dont la position est inconnue. Ce dernier effort doit être détruit, puisque {hjp.) le corps m ne peut se mouvoir que suivant m u. Nous décomposerons de même TefFort absolu de la pesanteur du corps Af suivant Af Z, en deux autres, dont Tun fasse parcourir au corps ilf la ligne MJ^y et l'autre A/ N puisse se décomposer de nouveau en deux autres, dont Tun fasse parcourir au corps M la ligne J^ Vy l'autre soit entièrement détruit, ou, ce qui revient au même, fasse équilibre avec Tef^ fort suivant m R qui doit s'anéantir aussi. Or il est nécessaire pour cela i®. que l'effort du corps M qui doit être détruit, soit dirigé suivant M F dans la direction de m M prolongée; 2^. que cet effort soit à l'effort suivant m Ry comme l'angle infiniment petit S mR{ fait par m R et Cm prolongée ) , est à l'angle M mS (35) , parce qu'il ïbxA pour l'équilibre que la force résultante du concours de ces deux efforts soit dirigée suivant m S. Cela posé, Soit Cm = / ,/? la pesanteur du corps m, P celle du
(35) La (brcer ésultante et les deux forces composantes sont, comme on Pavu , représentées par la diagonale et les côtésd'un parallélogram* me fait sur leurs directions, d^oti il est aisé de conclure qu^elIes sont aussi représentées chacune par le sinus de l'angle compris entre les directions des deux autres; mais quand les angles sont infiniment petits ils sont dans le rapport de Ieur« sinus. Donc etc.
DE DYNAMIQUE, 141 corps M*) M m = L, mK=x, MQ sj, ^.1a force accélératrice suivant mu; on aura i ^. la force 9 à la pesanteur p y comme Tangle RmQ est au sinus de Tangle droit A m u. Donc nommant le sinus total 1 , on aura
Fangle 21 ot Q = -^ • 2^ On trouvera de même langle
NML=-i : donc l'angle P)K^= i^ — f , et
la force accélératrice suivant J^ v ^ P T-^ — ^^ •
mais Teffort du corps M suivant M P, qqi ne difiibre qu infiniment peu de son effort suivant ML y et qui peut par conséquent s'exprimer par Mx P> doit être à Tpffort du corps m suivant //i 2Î ( w x/? ) : : fangle RmS
ou ? — ^ est à l'angle ilf iw 5 pu ^ —- -f •
donc ,«.. <p = J2|5 - Af . P X (f -^ -:f ), et
par conséquent (p = -£-^ _ — ^ — T-^ f)^ ^*
Tefiort suivant ^ v sera ?/ ' ^^ + ■ -' ■ ■
Si on nomme présentement t le tems écoulé depuis le commencement du mouvement , on a {art. 20) les équa-
,t-Jdjr^[Z^. i«t±i)_^.(^ +^)]rf«- (N).
Ce 9ont ces deux éqjaations qui serviront à déterminer le mouvement ide chaque corps.
Corollaire L
1 1 6. Si on suppose que les forcés initiales suivant m i^ et F^v soient entr elles, comme mKkMQ; c'est-à-dire si
jé dis que les corps Af , m, arriveront dans le même tèms à la VeKkale C O. Car il faut pour cela que le* arcs M Q j mK soient parcourus dans le même tems : or si Tanalogie précédente a lieu , les petites parties dont lés arcs m K , MQ diminueront au premier instant et dans les suivans, seront tentr'elles comme ces arcs, et les forces accélératrices seront toujours entr'elles comme les arcs qui resteront âfpajîcpurir jusqu'au point de repos. Donc etc. Lanalogîe ( O ) étant réduite en équation donne
pxy , MPxy M Vyy __ yxP r M + m > œ a: / , Af.P N j
Y , Jfef+m pLm . L TpLm . L , /A£ + m pLm ^ \ ^"1
^^ ar ~ 2 M '^2PMl'^ 2l±yiMPl^ l^\ %M iMPl 2I J >
(36) On donne ici le signe ^^kddxet ddy , t/uoîque le mouvement soit accélér^^ mais il faut faire attention que / croissant, x ety diminuent.
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C O R O L L A 1 R'é II.
ii^i "Sî P' *i= /»,. c*est*'ài--Bih» si; kftiicorf» AÇ et m sont de niêûie gravité spécifique y i^dD' J»nr<9t
y + .r Jlf / •— m l + 1^ L' + '^ I^
quantité qui est sous le signe radical se peut changer en
alors le rapport àey + xkx -ftera précî^mentJe mêtne qui a été donné pour ce cas seulenoient, par M. Dan. Bern.Mém^ de 'P éteYébourgi TorneVJ^p. 1 1 f r CetÀuteur en a donné eivstiûte la dénionstration dâi^siêi Tome VII des naénies Mémoires. M- l&uler a d^nné a«fêsi dans^ le Tome VIII une solution de ce même problème^ Comme il est curieux, etquil peut servira en i^ésoielre; plusieurs autres semblables , j*ai. cru devoir mon^trçr comnient mon principe s'y applique. Au reste je ferai voir plus bas qu'il y a d'aylres ças' que celui-ci, oii les deux corps arrivent toujours en même tems à la ligne yertîcale CO.
C o R G L L» iir r. B K, 1 1 L
118. Si la situation du fil CM m au commencement du mouvement, n'est pas celle qui est indiquée dans le' Corollaire qui précède, ou si çn général cette situation est quelconque, il faiii rècôuriif en ce cas àTîntégràtion
4^4 ' Trait e
des équations (K) et (N) de Vart. 1 15- pour trouver le mouvement des corps m et M. Je supposerai d^abord , pour rendreies calculè'les plus simples qu'il sera possible, non-seulement P» = />, mais encore M—meil^L; àe plus, pour rendre les équations (K)et (N) homogènes, je supposerai que T soit le tems pendant lequel la force accélécatrkse p fèroit parcourir au corps m ou M un espace=/; de celte manière les équations (K) et (N) seront
changée? en celle-ci : (P) — ddx — {2 x^^y )\ -îj^J- ^
. Pour intégrer ces équations, je me sers de la méthd« de qtie j'ai donnée dans les Mémoires de t Académie des Soienceâ de Prusse, année 1748. etailleurs. Je multiplie la.fteConde par un coefficient indéterminé y, et ensuite fe les ajoute ensemble, ce qui donne —ddx — r d dy =
' y* • X(2 — 2V.XX2V — I.JK)* • • • (^y J^ ^^^ ^^'
sortfe que (2 — 2 r) x + (2 v — 1) y soit un mul-
tiple de — a; — K jr , ce qui donne 2— 2 k= — — — ^
et K = + — L-^ ; donc faisant a: + r j = a , ou plutôt
X + . ■^_^ -= «, et « — ■ ^ ' =«', on aura I^deux
équations —a? </a=(a — ^ a). — LîUlfL.
et
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ict«-tirfû?tf.'c=(i2J+-:/- 2) 1 * " f ^' ) . j! pirfUptiant par >•'?
d ou l on tiçe. 7r=:5===-; .==^r~ '^ "^ : . -:?
parce, cme r croissant, u diminue: donc m = ^ cos,
grales qui sbntcompîettes, parce que âx eiJy éîant = o' lorsque. f p. o^jl. faut que fiM £t.^ /fNsjoie^^ itj 9 lorsque t = o '; de-là on tirera les valeuris de x et de y , et oîfi déterhïîWèrâ' les coristahféë-^ et .B'^p» léSf V*^ iears cônmies e t données de.a: et de»jrlorsqne < =±3 cuo
I il ï jf --^ 21 Q rr £ . i.
: j ^j9-îc^;Î>!^9 cherche .dftns, le cas . qi^e.,n9uj .yefliia?? d*examîn^r au Corollaire précédent , ç est-à-dîre lorsqne-P =7 ^M^intiL^P, quef ^'dôit ' èt^è^^l^^i^âpL porldes lignes X, Jrppuravie les corps ^^^ A^n-îvçnt dans le même tems à la verticale , orf trouve¥a (À^t. 116)
^nv*j£tip^ v.i)' I. •::>{/ \ ^ -: ^ ' ^:;')Ci /^.")r ooI'J'm^ .*"^1?!!^
et -^ = + »/ 2 , la même valçur au ori a trouvée pour
•j/ilTcîbci iïï / •j!:;\''^ y • . •' î! — - t; > : .'î'^ ^'' » . . Vf lil
JL Kn effet,. PQur peu qu'on fasse dlattention à la iïb.-
ture du problème , on verra que c^^i^Q^hyM é^Wifiwsp^
i46 , TRA ITJE
m , M, les 4çux valeurs de \ doiveat éttie les mêmes
gttc celles qye tJoît avoir -^^^^ » pour iifiè les poids » »
iljf ,arriYertt tous deux en même . tems à la verticale, tar lorsque les deux corps arrivent en ménie tems à fa verticale, le rapj)ort àexky^àedx à dy etde ddx diddy est toujours constant et ëgàl au rapport de jf à -P; Or supposons dans ce cas Tiadéterminée f telle que
J Z-; iijest clair que dans Téquation-r-û?^^ —
le pBeipîjge^n«mbre sew Z(^o;;Çt par çons^qvieïijt Ie,spcand devrfif J'être. aussi;; ce qui arriioera^ x» si Too a
^ — ^ ^ _ _^ _:J: ZL î— , ou bien si
on a à la fois 2 — 2 if=6,et 2 v — 1=0. Or ce idélrrtier icâi^"renfermant ctjntradlction i.il'^'ensuît que
réqim^ion. <jui dçnne la valeur de v lorsque — =:— — 5^^
est l?it^ JLI_1 -. -L , ta même précisément qifon .4
[C r t .^^VTi■f /i.'. ■.^' ■:-, ,'.' . ■. ■ •■• i' ■■:■■■ ■<■■ -a; - .-t. , .»
ifaiY^é§ 4 -^^esfeus ^ g^éf^d ,; lorsqueJe , rî^qrtik P i yiSTest quelconque. Donc dans cette dernière équation;
la valeur négative de 3- doit être égale a la positive de réquàition qui donne le rappoH de'JP à j£, étia
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R E M Jt BQU E II.
i'20. Or^sent. assez <jue le; raîsonueraent de larticl^ précédent peut s'appliquer an cas où Ton a'a ni P ::z^p^ ni M" = 772, ni L = i; et en effet , si Ton veut prendre la«pèînetle faire le calcul , on verra que Téquation étant
ordonnée par .rapport à -^,. elle ne différera que par
le signe du second terme , de Féquatîon ordonnée par
rapport à -| .
Car en général les équations (K) , (N) dç Tar tiçle ,i 1 5, peuvent être représentées par dda: = .{ a a; + b,y ). d f * ., et ddyzz{cx+ey). d t^. Or pour que les corps ^xn^ veni en même tems à la verticale, il fkuk qiie a x^b'y :
c a: + e./y : : :r : j, et pour avoir, la valeur de — ^îl faut qœ a +- c fi.aç **-i*-i^^-^é Les deiix équaiSckto
ordonnées, Tune par rapport à X, Tautre par rapport à —, ne diffèrent >qHe par b signe. du second terme.
. Ilestaisé .devoir que ki quantité qui est s9tf s je sij radical dans la valeur de -^ ( art. 116), est toujours
réelle. Atnâi les racines de cette équation ne seront ja-
inals «êgéttes; donc réquàtibtf en ràjHJnVfe^ inâmçs r^-
T ij
cines en signe contraire que Téquation en ^» il sen-
suit que ¥ n'aura jamais deux racines égales. On peut voir encore très-aisément que la quantité Radicale est toujours plus grande que Tautre ; d'où il s'ensuit que ja-
mais ^ n aura, une valeur = o , lii par conséquent —,
/ R£ JBH ^ R Q U^ É 11<1.
121 i Au reste, je n'ai considère dans la solution du problême précédent, le mouvement du poids Af, cpni* me composé de deux mouvemens , dont l'un Af /^ lui est commun avec le poids //z, l'autre F^^y'èst un mouvement de rotation autour de >h comme centte , que poiït- préparer le Lecteur à la solution de quelques profclênies qur suivront , et que cette considération rend beaucoup plus aisés à résoudre. Car on auroit pu décomposer d^àbbrd l'action dé ïa pesariteui* M suivant sft/ X, en dejax autife^y doht Fune produisît le mouver pient M V du corps JVf, l'autre suivant MF fût détruite. De cette manière oh eût eu la force accélératrice
suivant Wv=^ k pX ^?VMP z=^ ±£-li l'angle
donc l'angle R m Q auroit été = ^ " [ (z" — -)^ r.A > et par coiiségyent la force accéléraiU-ice sui-
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vant m u auroit été le produit de p par cette dernière quantité. Ainsi comme a; est Tespace que celte dernière force accélératrice tend à faire parcourir au corps 772, et a; + y celui que la force accélératrice totale du corps ikf tend à lui faire décrire , on auroit eu
et — ddx — d dy = f— --^-"l r/ r * ; deux équations,
dont la première est la même que Véquation (K) de Tarticle 1 15, et dont Tautre n est autre chose que les équations (K) et (N) de ce même article ajoutées ensemble. Cette solution par conséquent revient au même que celle. que nous avons donnée curU 1 \S.
122« Si on appelle x^y les distances des deux corps à la verticale , qui dans la Remarque précédente étoient X et y 4- x^' on aura les équation^» du mouvement des deux corps en mettant dans celles de larticle précédent y au lieu de a? + j'» et par conséquent y — x au lieu de y^ Soit de plus P — p ^ a IVspace qu'un corps pesant |>arcourroit librement en tombant durant le
^ = >— ♦ n .— ; on aura
( art. 118) pour les équations générales du mouvement
r1»c A^ftir nnt-rkc
des deux corps ,
tSo TRAITÉ
— ddy=^ {p x^ ITj)
Et en suivant précisément la méthode de Tartide 118, on trouvera que les deux valeurs de v sont
^ -A+n+/ir^' + 4r^ ^ Appelions f , » ,
ces deux valeurs , on aura u = A cos. -^ j/ a + » (p ;
u = B COS. -=■ ï/ A + »' (p ; a; = TniTt
v= "~"*^ : (foii il s'ensuit qne si on nomme
« et ^ les valeurs de x et de y lorsque f = o , on aura A =ss'.ei, + f C, B=,» +.»'>»
( F * + ». f' ff > COS, —y- »/ A + »' ^
^ ■ • : • et
{m.+ I ff ) COS. — jr- V^ A,+ » «
. (. • Ht .' C ) C08. -^ l/T+T^
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'île là il e$t fiicib de trouver «ne 'Construction qui do«itie la vaieur de a: et de y ; car sok a? ^ C ces. p lt+ r G co«* tf t; y tsi H cos- p t + N cds; y / ; soient décrits ( fig* 4* ) de« arcs de cercle des rayons Cui^ Gy CD ^ JS , C B ^N , on aura (en feisanl: Tangie ji^ ,C fj ^p, t ^ ^t l'afigle AÇf^^qt")
x=^CZ + r : C G\ et y ^' ^^xcp ^
C-4^ +CO
J'avois donné dans la première édition de cet ouvrage une autre solution du roême problâme ; «nais celle-ci est beaucoup plu» simple.
Si Ton aa + v S = o, oua+/S=^o, c'est-à- ^ * ^ •*•■■' dire . — ^-7- — ou ^^ , ce qui est Je
cas de« art. 1 16 et 1 20 ; alors les valeurs de x et de j^ seront exprimées <:hacufle par w\ seul terme, et ces valeurs -se wfrt toujours en raiflon constante ; ce qui ç'acooTîde avec ce qui a été remarqiié dans 1 article 116. . On peut remarquer encore que «e ca^ esît le âeuloù )e6 Vajeii^'^ de rp tt de ^ âe réduisent % un ^ul terme; Çar,(47f/,:>i2oJ on itejpi^ut jamçMS;SMppoae(i:.Qi w«o^ ni i'- s= At: «A ^ ac ;«'. ,D<ftBc y«V)r fi^jq^ue^ei-cas ^ • + r € ==: o , ©U joeltti de a + >' ^ s? o ,; qui fwîawî xendpe^nal uil. deg terœes ide jla v^lfw: de x it<itH»;!e«t de même de celle ,de y. . v ,
Comme le^ qùanfilé8'>rf% ne sont janiaîs' egalèS
j52 traité
{art. lîo,) on voit encore que x étrylne pëuvenf ja- . ipais ètœ emraison constante, tant que ces qùantitote sont cwnpoçées de deux termes , c'est-à-dire tant que Ton n'^ pas 4 + r^;— o , .ow a 4..^ ' Ç= ô. •
*Ôiî peut observer enfifi^ que jamaié' un des termes de >}a^valeut- de x et de »feeUe de 3^ ne deviendra constant ; tar il fâudroit pojjf cela ^quq A + v 5) , ou
A 4. y' (p fût = o ; ce. qui donneroit — t-^ ^ -^ — ^ OU — . — + î = ^ équation
imposçifcle,,!' .)
\Ke us: J ii(itï È K.
123. Le Lecteur peut compare|r cette solution avec celle qVre M. Daniel Bernoùllî a doonée du même problême dans lesMé/Twiresde l'^Qadér^ie^ Royale de^ Sciences de Prusse, p pour Tannée 1 753> et juger laquelle des^ deux est la plus siniple^ et surtout la plusdirecte;
Je me contenterai de dire que Toh remarque aîisémerit dans les valeurs de x et de y trouvées fei-de^stts, la double oscillation , que M. Bef pouUî a obseïrëfe datf» I^)moutëiî!re'rit.dU'pendule dôht il ÉTagit; èhà\>Uoé de Gèîs ogtiHàtî<«&s*st."i<epré8€*itéepar- cha<îuii^^es èfeiW termes de la valeur de' a? et dd celfé^ de>y. Èri' effet Téquation du môtt vendent d'un pendule» simple de- fon^
gueur A , est -r- a V/ ? =r r~ . ou z = A x
cos«
DE D r N A M I qU E. i55 . |/_1^_; d'où il est facile de voir que
eos. — ^
Içs mouvemens des corps Af , m sont composés de deux mouvemeus, synchrones chacun à celui d'un pendule simple. On peut en voir le détail , si on le croit nécessaire, dans le Mémoire de M. i?er/îo/////, auquel il suffit de renvoyer. Mais ce qui est important de remarquer , et ceque M. Bernoulli^ ce me semble, auroît dû Faire, c'est que les deux oscillations dont il s'agît, ne sontqu împro* prement nommées de la sorte, parce qu'une de ces oscillations se ^ît par rapport à un point mobile qui oscille lui-même; ainsi les deux oscillations doivent 'réciproquement s'altérer et se dénaturer , pour ainsi dire ; ensorte qu'une partie infiniment petite d'oscillation 9 qui se &ra, par exemple, de gauche à droite par rapport au point mobile, se fera réellement de c^iiite à gauche dans l'espace absolu, si dans ce moment ia vitesse d'oscillation du point mobile est plus grande , et dirigée de droite à gauche ; c'est pourquoi il n'y a point proprement dans le pendule une double oscillation, mais une seule par rapport à J'espace absolu. Il est vrai que les oscillations absolues des deux corps ne se feront pas toujours en même tems, que l'un pourra faire dans le mêtue tem> plus d'oscillations que l'autre; mais chacun en particulier ne fera réellement que des oscillations simples.
REMuiUqUE V h
Les oscillations du corps m finiront lorsque dfo
sera = o, et celles du corps M lorsque J y = o ; car alors la vitesse sera nulle ; ainsi les oscillations du corps m finiront 9
1^ Lorsqu'on aura à la fois sîn. ~ v^ a+ v (p = o, et sin. — v^ A + y' <P = o. Or cela arrivera Lorsque
V à. + V (p sera à v^ A + v' ^ combien nombieà nombre , et lorsque t sera tel que -i- |/ ù + r <p , et — |/ A + / ? seront un multiple de i8o degrés. Car alors chacun des sinus de ces angles sera = o.
3«. Lorsque l'on aura —237===--
»/ A+ , » ._ Vj_y + ' ^ )_, Cette seconde équation l/ A + »' ♦ • » .(• + »' ^)
seule aura lieu lorsque »/A+/4>,etv^A+rfne seront pas comme nombre à nombre.
De même les oscillations du corps iVf finiront, 1*. Lorsque t aura la valeur désignée dans le premier ;des deux cas précédens.
2*». Lorsque Ton aura -^
sin. — ^ »/ A + » f
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Donc 1?. lorsque Ton aura y' a + r y' C -ii o , et M.+ ¥ C^Of ce .qui se réduit à * + i' € — o , toute» les oscillations des deux corps finiront en même tems ; il en est de même si « + y' ^ = o. Il est aisé de voir ( art. 1 28 ) que qes deux cas sont celui de Tarlicle 116.
2®. Lorsque 1/^ A + r ^ , et »/' A + y' ^ne tout pas comme' nombre à nombre ^ les vibrations des cbrp» M et m ne finiront jamais en même tems. Car la va-
SID
leur de _: — — pour le corps m est
sîn. - y A + » 9
à la valeur de la même quantité pour lecorps M , com^ me r est à v. Or r ' n'e^t Jamais égale à y ( art. 1 20 ). Donc il est impossible que la même valeur de t rende à la fois £/ 0? = o, et rf y = o.
3^ Si »/ A — V ^ , et »/ A + y' <p sont entr'eux comme nombre à nombre , quelques oscillations des deux corps finiront en même tems , savoir lorsqu'on
aura à la fois sin^ ^ |/ a .+ y p = a., et sin^ ~
»/ A + / <p = o ; mais si les deux équations qui don-
sini
nent la valeur de ±- ont une
sin. -jT-y^ A + »' ^
solution possible , ou si une des deux seulement est dans cecas ; alors toutes les oscillations des deux cprps ne finiront pas en même tems. Il est à renààrquer que la
V ij
solution.cféséquationsprécédentesser^ impossible, noaseulemeiit si Hnconnue a une valeur imaginaire, mais si elle a une valeur ( positive ou négative) plus grande que l'unité , parce que le sinus d*un angle quelconque ne peut être plus grand que le sinus total. Si une des deux équations seulement a une solution pbssible^, ce* hix\ des deux corps à qui elle appartiendra ( par exemple //i) fera plus de vibrations que Tautre; mais toutes les fois qu'une vibration du corps Af cessera, il y aura une vibration cessante dans le corps m.
4^ Enfin toutes les oscillations des deux corps Rni^
ront en même tems ,$i |/ A + ?^,etv^A + y' p sont entr'eux comme nombre à nombre, et si les deuxéqua-
.j 1 1 J sin. ^ï/ A + /9
tions qui donnent la valeur de l
tm.
n'ont point de solution possible. Soit par exemple
^ ^ + ''^ =2,ona^>^A + /(p==af ^ A+ f (p, et
• Il t / ' " " "
sm. rp 'V A + » ^
un. — ^r-»^ ^ + »
2 COS. JLV t:^ ^ r ^ ; donc
on a à la fois 2 cos. J^. l^ a + f (p = — '— ( !! + / c j" et — r- ^ ^ iY • or, comme les quantités a et S sont
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tout-à-faitindépendantesderéquatiôn \ ^ + ' . '^ .= 2 ,
puisque a et C n'entrent point dans celte équation , il est évident qu'on peut supposer « + / € si petit (sans
être absolument = o) que les deux quantités — t^xt^cT et ■ ( * "^ \f ] u ■ soient plu» grandes que 2 , et par conséquent que t cos* -^ *^ A + r ç.
Il est donc évident que le premier des cas ci-dessus, qui est le même que celui de l'article 1 16. n'est pas le seul où les vibrations des deux corps soient synchrones, c'est-à-dire commencent et finissent toutes en même tems. Remarque d'autant plus importante qu'il semble qu'on ait cru jusqu'ici le contraire.
ReMuébque vil
1 25. En faisant de même les valeurs de 2: = o , jy^ =± o , on trouvera les cas où les deux corps arriveront dans la situation verticale , et ceux où ils y arriveront en même tems. On pourra s'assurer aisément qu'il y a d'autres cas que celui de l'article 1 16 , ou les demi* vibrations de chaque corps, ( j'appelle ainsi les vibrations terminées à la verticale ) finiront toujours en même tems. Car si on a par exemple . ^ T ' ^ r rr- 3 ,
on a COS. -1 v^ A + / ^ = cos. -~ »^ A + r (p ; donc si
. ' y^ à + v (p=Uf COS. -^ *^A + »'? = 4«' — 3«;
COS
en ce cas si cos. -~>^ A + i^ ? = o , on aura aussi
COS. ^ »/ A + v'^ =?= o. Et il faudra pour que toutes les demi-vibrationsfinîssenten même tems, que4//a— 3 ne puisse être égal à //^^;+;^] ni à ] + \,\ ; or
c'est ce qui arrivera si on prend par exemple , at et ^ tels que ci + v' S soit fort petit, sans être absolument zéro ; et ce seul cas fait voir qu'il y a une infinité d'autres semblables qui ne sont pas moîns possibles.
Le premier des quatre cas de Vart. 1 24 n'est pas non plus le seul où les vibrations et demi- vibrations soient à la
fois synchrones. Car soit par exemple — -^^"+11-^^- =: ^p
m étant un nombre entier impair ; il est clair que sin.
ty/ A + >y __ Q ^ rendra sin. -57 V^ A + r'4>=o;
car alors on aura ^*^A + r'<p = àun certain nom-
bre de fQÎs la demi-circonférence , et par conséquent aussi ^ »^ A + ir>, ou -^ 1/ A + v (p = à un cer-
tain nombre de fois la demi - conférence. Dans ce
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donnera aussi cos. ^|/A + y'<p=o; car alors
■jr *^ ^ + ' ^ sera égal à 90 degrés pris un nombre impair de fois ; donc il en sera aussi de même de ^ *
|/ A + r ^. Donc en ce cas les vibrations totales , et les demi-vibrations finiront toutes en même tems, si les autres conditions énoncées plus haut dans cet article 1 25 et dans Varl. 1 24 précédent , sont observées 9 par exemple, si « + y' ^ est très-pelit etc.
Remu^bqub V 1 1 1.
1 26. Si les deux corps avoient une vitesse initiale, ensorte que ^f^ fôt =^> ^t ~ ^ — h ; les équatiens ne seroient guères plus difficiles à intégrer. On considérera pour lors que d x étant =z ' àu-^^ du
tX d y étant = du-^ du — ^ ^^ ^^^^ 1^^ valeurs de
^'* et AJtL. lorsque ? = o , et ces valeurs seront exprimées par. une équation fort simple en ^.et en hj soit donc -~^ = n et r^y ■ = y lorsque « = o ,
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et Téquation — ddu^Kudt^ donnera ^f^* -
^n^z=:Kuu-^KAAp A étant la valeur connue de // lorsque i = o ; donc d t ^ K ^
~ ^ " — : donc si on appelle <^
Tande dont le cosinus est ^ , et le sinus — 4=r t on
aura u = cos. (ty^ K + J") =cos. /cos. t}/ K — sin. S" sin. t \^ K; d'où il est aisé de voir que u sera = A cos.
t v^ K =7 sin. * i/ iC ; on trouvera de même
la valeur de u\
Corollaire IV,
1 27. En général, si un fil CM m jjl (Fîg. 42) est chargé de tant de poids Af , m, fjL etc. qu'on voudra , infiniment peu éloignés de la verticale , on peut toujours déterminer la fiîrce accélératrice de chacun de ces Corps, par Tune des d'eux solutions données arU wS et 121 , pour le cas de deux Corps.
Supposons , par exemple, qu'il y ait trois Corps M , TJij y, , dont les pesanteurs P ,p^ tt suivant M A, m a, fi «, $e décomposeiiit chacune en deux autres, dont les unes soient les forces accélératrices des corps M, rn^/i suivant MV ^ m w, /* u ; les autres, dirigées suivant
MB,
M B,mb, luZfSe fassent équilibre; et que les fils CAf^ M m , m fjL^ soient prolongés suivant M R, mr^ /j^Ta^ il est clair que les puissances suivant fxTjymb^ qui doivent être censées égales aux poids des corps ft, w, doivent se réduire à une puissance suivant m r, qui peut être regardée comme égale à leur somme ; que de même là puissance suivant mroM Mm , et la puissance suivant M B qui doit être censée égale au poids du corps M", doivent se réduire à une puissance suivant Mr. On aura donc la force accélératrice du corps f^ zuTT. angl. Z yu fit ; celle du corps m =:p[ angl. rma,
— angl. "^^'^'^ ] ; celle du corps M= P [ angl RMA^ angl ^^^x(^,.m+>.^) j ^
, En général il est visible, que si pour simplifier le calcul , on suppose toutes les pesanteurs égales à une même quantité ^ qu'on prendra pour Tunité, et qu'on appelle Pj q, r, s etc. les angles M CO, m M R, fM m r etc. etB , C , Dy E etc. les masses à commencer de haut en bas, les forces accélératrices seront par ordre à commencer du corps le plus bas :
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Cç qui s'accorde avec ce qu'a trouvé M. Daniel Ber* UQulUj^ Tom, VIL des Mémoires de Pétersbourg^ p* j 70.
COROI^I^AIRE V. *
1 28. Supposons que le fil ne soit chargé que de trois corps égaux entr'eux, dont x^y eiz soient les distances à la verticale à commencer par le plus haut ; et que les portions du fîl interceptées entre ces corps , soient égales : si on veut que ces corps arrivent en même tems à la verticale, il faut faire a: <j ;: /? — 2(f:p + ç — r, etz :y: :/? + ^+r:/? + ^— r; oii( mettant pour p 9 (fp r, kwrs praportionneltes x^y — 2 ar, z^^^y+x)
x:y: :Sx — 2j^ : 3j-^ aa;— *z; etziy : : z — y : 3 y — 20:— z; donc ( 3 y 2 x — z ).z=:(z — y ) •Jf ^t
{3 y — 2 X — z).x = (3x — 2j' + 2 x).y j, donc
f-^^y^ — 2y — 2a;);(roùrontire^i:^ — 3y —
JiL^+JijZZ — LJ.V+ -^5^ — loy — loa
divisant le tout par x, et ordonnant Téquation par rap* port à Jl, on aura3^ — 13l^!— + JjL+ 8=0,
ce qui est conforme à ce qu*a trouva M. Bernoulli , Mé-
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moites de Pétersbourgy Tom. VL p* ni, où il nom* me 1 ce que nous avons appelle Xj et x ce que nous
avons nommé <2L^
.REMÏJÊRqUE IX.
1 29. En général » quel que soit le nombre des corps et la distance des uns aux autres , si on veut qu'ils arrivent tous en même tems àla verticale, les distances du troisième et quatrième etc. à la verticale ^ se trouve*
font toujours par des équations linéaires en -—•. De plus
Téquation ordonnée par rapport à ^ sera d'un degré
égal à Texposant du nombre des corps , et aura toutes ses racines réelles. Car il est visible que s'il y a trois corps par exemple, et qu'on suppose celui qui esf le plus haut placé à une très-petite distance de la verticale, on pourra toujours trouvar trois situations pour chacun des deux autres corps , pour qu'ils arrivant à la verticale tous deux en même lems que le premîet ; savoir , en les mettant ^ ou tous deux du même côté de la verticale que le premier^ ce qui fait un cas; ou l'un du même côté , et l'autre du côté opposé , ce qui fait deux cas. En général, la situation du premier corps étant donnée 1, le second corps et les autres ont toujours autant de st""
tualions possibles, qu'il y a de corps ; donc -^a tou-
jours autant de valeurs réelles qu^il y a de corps ; et ainsi
X ij
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Féquation ordonnée par rapport à -^ aura toujours
toutes ses racines réelles. Donc la distance infiniment petite du corps supérieur à la verticale étant donnée , chacun des autres corps pourra avoir autant de situations différentes qvTû y a de corps en tout.
Corollaire VI.
i3o. Les mêmes choses étant supposées que dans le Corollaire V. si on veut avoir le mouvement de chaque corpsen particulier,sans s embarrasser qu*ils arrivent tous en même tems à la verticale » on aura les trois équations
— ddx = {5 X — 2j). -^yT-- (S) I
-ddz=(z-jr).^'- (V).
Pour intégrer ces équations, je multiplie la seconde par 9, la troisième par ^u, et je les ajoute ensemble : j'aurai -—ddx — f d dy — fjtddz = [{S -^^t) , X'¥
5 — 2 » = ~^ '" = ^"~' , ce qui donne
A* = ~~" 2 + 3 r — • S V -j- 2vi' = 2ri' — 2 r — - 2« ®'(^ — 2»'). (21»» — 2 r — 2}=2Fr — 3f — 2; !
d'où l'on tire l'équation -4- + -V ^ + 4 = o.
DE DF N AMl^QUE. î6S
Si on ordonne cette dernière équation par rapport à y , on trouvera qu'elle esjt la, mêoie qpe Téquaticft)
^•^ —^ + ^^ '- +8=0' trouvée ci-dés-
•P se iC
SUS art. 128, et quVinsî QarL 129) elle a toutes ses racines réelles ; ce que nous prouverons d'ailleurs d une
autre manière dans larticle suivait. .
Soient donc v , /, /' les trois racines de cette équation y
on aurayb6= ii.ir — 2v — 2; /ut =z 2 v y — 2v — 2; ft" = 2 /' v" — ^^ 2 /' — '2 ; et supposant x + vy + i^z ^szu , X + f j + 114,' z = u'y X + /'y + /a" z =i u\ Qn.a\u:a
les trois équations — iLd u= (5 — a f^.-^UL— —
—- dd u tz:{S ^ 2 t'y. ■ ' "^ * ■; — dvlu" xs ( 5— 2' /') . -iJil^il..; d'où Ton tiré comme dans
Tarticte 118, les valeurs de w, li iu.y et par .conséquent Celles dé a:, j, 2; * .-• r
On résoudra le problême de la 'tfiêmé manîëré , quel <}uesoit le nombre dï^s: corpsv, et le rapport é& leurs masses;" ''-•','
- ' - • jR j? ia A B Q u s Xi
o<4-i3i^ .Q«»n4AeQii*tioa cr (» nkurolt pas toutes se$ racines réelles, il est aisé de voir que la solu^iOQ ne t^ilasircâtp96 jAoifis. G^rt^o^unieied quantités variables '^c^yr^ eta.doiyettt évidemment avoir des valeurs T^elles exprimées eirr/les iraagtnaîres, s'il y en ai se
détruiroient dans les eicpressions de ces quantités. En «flfet j*aî démontré ailleurs que toute quantité imaginaire donnée^ et toute racine imaginaire d'une équa« tîon se réduit à la forme a+Cv^— *i,aet€ étant des grandeurs réelles. Donc dans le cas même ou r ayroit toutes ses racines imaginaires , les équations en w , u' , etc. pourroienl être réduites à cette forme
— (/fl?£^=:(+a + ff i/ — O udt*, dont rmtêgrale (*) est 1^ C3 ^ 9 ^ ii c : or
on sait que c * ~ := cos. z +^ »/ — i x sîn. jc, et
•^■^•^ta
que c " = COS. z + »/ — i sîn. z. Donc
tt
ttz± A e " X ( COS. I f •+ ï/ — 1 . sîn. i < ) +
i5 c X Ccos* $ t ^ Y — 1 . sin* 1 1 ). U e«6erà
de même des valeurs de «', de u" etc. Donc ks valeurs de x^jf z etc. ne pourront jamais contenir tout
au plus 9 que des .quantités de; cette forme c , sin.
i r» co6v I ^> avec des coefficiei». réels, au im&gioaires; et comme il faut que les valeurs de ar, j-, z etc. ioieojt réelles t et que la solution donnée étant générale» doit infailliblement faire trouver ces valeurs, il s^nsuit que les toiàgin&ires ( s*il y en a ) devront tiéèesMtijAeBient se détruire.
Mais on peut prouver aisément par la valéàr htiéme de u qu'il n'y aufà jamai* dlmagiivaires. Car tes équa-
■ p— «— — t I ■ • » I ■■■ I - ■! »y I ■ ■ III ^
C) Poycz les Mémoires de T Académie de Berlin , 1748 et lySo.
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lions z + ihy + fi z^ H etc. prouvent que- les valeurs de u, 14' QtQ. 8ont formées des valcura dt x^y, t. Or lorsque / == o , pn doit avoir d ^=^ o^dy «01 dz=Oj parce que les corps sont supposés partir du repos. Donc aussi lorsque f ;= o, on doit avoir du— o^
du! ^Q etc. Doac ou *ura ê^ A-^^B ±% V — 1 x
A'^ % iZ-^i . Bt^o. Dqdc on aura » ou ^ =: J9^ eu <f^ 35? o et f =5 o. Or je vai« prouver que â doit, être nécessairement «; o. £n effet ka valeurs de ^ 9 de jr et de z «t€. doivent toujours être extrêmement petites^ par }a nature du problème , puisqu'il est clair que cha^ çun des corps ne, peut hïte que des oscillations de peu d'étendue; ainsi les valeurs de ar, j, 2 etc- ne peuvent
renfermer dés quantités de Fespèce c. , parce qu'alors elles croitroient à Tinfîni ; donc u ne doit pas en renfèraaer non fJos : donc J^ = o. Donc u x {A^B)
çQS. i t±iA--^B) V -^ 1 «in. f 'i et coQuoe: « ne doit point avoir de valeur imaginaire, il ^'çqçi^U qiie
QA — J5) >/ -p^i sia ( tsso ; donc An^B^ Donc puisque
u = (^A + B} ços, % ï^ou aura . '^ ^ -^ «"; donc
Téquation différentielle en u ne contiendra jamais d'imaginaires; et comme le coeflSciçnt de u dans cette équa* tion ne renferme d'indéterminée que v , îl s^ensuit que la valeur de tt sera toujours réelfe
Au reste il ef t visible que ^^^ le cas où il y a plus de deux corps , on peut faire $ur Jeuffs niiovvemens et
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leurs vibrations plusieurs: remarques, analogues à celles que nous avons faites ^tir le mouvement du- fîi chargé de deux corps : mais Ce détail nous mènerait trop loin.
R s M ui tt q u E XL
^ i32. Si on suppose que les corps attachés au fil se meuvent dans un milieu dont la résistance soit proportionnelle à y + J'u^ y et cT étant des constantes quelconques, et u la vîtesàe, en ce cas les équations pourroîent. encore s'intégrer» Par exemple supposons pour simplifier le calcul^ quUq'y art que deux corps égaux ^
A^ — ^ ; équations qui peuvent s'intégrer pardifféren-
tèë méthode^,' que j'ai expliquées dans" les Mémoires de' V Académie de Berlin , pour les années 1 748 et 1 750. C'est pourquoi je ne m'y arrêterai pas davantage.
Corollaire VII.
i33. Soit une courbe chargée de poids infiniment petits et égaux, placés à des distances infiniment petites les unes des autres, et tous infiniment peu éloignés de la verticale; soient x les abscisses, y les ordonnées infiniment petites de cette courbe, s les arcs, qui différent infiniment peu des or correspondantes, enfin / la longueur
du
du fil, il suit deTa/t. J27. que la force accélératrice de chaque petit poids, est comme la somme des sinus des angles de contingence depuis le sommet, moins Fangle de contingence multiplié par le rapport des poids inférieurs à ce poids; donc cette force est pour chaque point
(^7)/-^7 ^"^-^-^-^î ^^ 9"i s accorde
avec ce que M. Daniel BernouUi a trouvé dans le Tom, VIL des Mémoires de Pétersbourg^ p. 171.
M. Daniel BernouUi a tiré de-là Téquation que doit avoir la courbe, pour que toutes ses parties arrivent en même tems à la verticale. Koy. ibid. p. 171.
Uéqualion de celte courbe est en générât -^^^
-^^-fj^^^^ = -^- C 38 );. faisant / -
y = c j et p X = Z9 on parvient à Téqualion
ddy (37) On prend —j — pour Tangle de contingence, quoîquecet angle ait pour expression générale — ^ ^— x —] — ; maïs comme on
a s as
suppose tous les points de la corde infinîment près de la verticale, doj et fi? 5 peuvent être pris l'un pour Tautre.
(38)Uéquatîondelacourbee8t -^ _ (/^5)r7^_ ^
as d S' Il ^ ^
ce que la force accélératrice est représentée par —•^_ iiZL^^^IAZ^
ds d s"^ f
et que cet te force étant supposée proportionnelle à l'espace j^ qui reste à parcourir jusqu'à la verticale, tous les points de la courbe arriveront à cette verticale en même temst
nd z+ ^ ^ - — — = — dx^ qui tombe dans le ca«
se
de Ricati, et qui n est pas intégrable par les méthodes connues; ce qui est d'autant plus singulier, que si on fait cp = /< w ", A et m étant des constantes à volonté, oa aura nudz + n mzz du + km u^' du =o, équation qui n'est guères plus composée que la précédente, et dont je nai pu cependant séparer les indéterminées, quoique les deux quantités k , m , puissent être telles qu on voudra , pourvu qu'elles ne soient pas zéro:
Si la courbe na pas cette équation, alors elle changera d équation d un instant à lautre , et la valeur générale dune ordonnée y, ne pourra être exprimée que par une fonction de lare s ou de Fabscisse x correspondante , et du tems t écoulé depuis le commencement du mouvement; cette fonction , lorsque t= 09 deviendra la valeur de j* en ^ donnée par Téquation de la première courbe ( 3g ). Soit donc en général
(89) Quand on suppose que tous les points de la courbe doivent arriver en même tems à la verticale, il suffit pour avoir toutes les figures qu'elle formera successivement , d'avoir par le moyen de l'équation doot on a parlé ci-dessus , la figure initiale ; en effet les ordonnées de l'une de ces .figures quelconque, ont un rapport constant avec les ordonnées delà première , ensorte qu'il suffit de déterminer au bout d'urvtems quelconque / , quelle doit être la valeur de l'une d*entr'elles , c'est à quoi on sa-
tisfait aisémeut en intégrant l'équation — ddj^ = -^ , jr' étant
l'ordonnée qui dans la nouvelle courbe répond au même point delà corde que j' ijisji9 la première. Mais lorsque tous les points de la courbe ne sont
jr = (*) (p ( /. 5 ), d y ^ p dt + q ds^ — d d j la différence seconde de j, en faisant s constante, (je mets — d d j, parce que t croissant j diminue, et que la vitesse augmente) d dy la difF, seconde en prenant t
constante ; on a — ddj=: [-j-j {l — 0- "j^r^V^^*»
ou —-^ = q — O—O • "j-^— (40); on observera
pas supposés devoir arriver en même temsàla verticale, alors la figure initiale étant donnée, les figures qu'elle doit prendre succesbivement ne peuvent plus en être déduites sî aî&ément. Néanmoins on voit assez que la position d'un point quelconque delà corde au bout d'un tems quiconque /, ne peut dépendre que de ces trois choses , de la longueur . de la partie à l'extrémité de laquelle ce point est placé, du tems depuis lequel tous les points sont en mouvement , tt de la figure initiale. Donc l'équation générale qui donnera la valeur dey doit renfermer l'équation de la figure primitive , et doit être telle par conséquent que si on fait y±z^[t,s), cette équation soit celle de la figure primitive, en y supposant / =: o.
(*) Cette quantîtéf (f . 5) exprime en général une fonction de/ et Ae £•.
(40) On a vu ci-dessus que la force accélératrice d'un point quelconque de la courbe étoit ■ -^(Z — s) —f-r^j donc pour avoir le
mouvement de ce point il faut faireT-^— — ( /—s ) ' y -^di* égal
«Q petit espace que cette force tend à faire parcourir à ce point dans le
teœsti^/ > c'est-à-dire égal à la différence seconde de Tor donnée^; or cet te
différence doit être prise en supposant s constante ,ifiuisque le polnt^dont
on considère ici le mpuvement est supposé ne point changer de place sur
, . .11 • ^ f^y ( ^ — s ) d dy là corde. Au contraire dans la quantité ~ — — -> —-' ^^ ^
dy etffJ^ doivent être pris en supposants variable et ^constant, parce que cette quantité marque pourun même tems, pour une même position de la corde, la force accélératrice de chacun de ses points.
Y il ^
que dp doit être prise en ne faisant varier que *, et d q en ne faisant varier que s. Soit dp z=:adt+vds^ dqz=zhdt + rnds; à cause que /?£// + y û^^estune différentielle complette, il faut que ^~= ^~ > cest-à-dîre
^ ;= r. De plus , Téquation r^^ = ^ (i-jhdq
donne — a = q — C l — s) . m ; donc m d s = yc^5 + ^c?g . ajoutant de part et d autre bdtoxxv dt^on
aura mds+ hdt owdq zn. ^ */ "* ^ + v d t. Donc
^^. (7 — 5) — q d s — V dt . (/ — ^)+a ^^, et q . (/ — s") z=.fv d t . (/ — ^5)+ aû?5. Cette équation doit avoir lieu , en cas que toutes les courbes variables dont il s'agit, puissent être renfermées dans Téquation générale j = (p ( if . ,s ).
REMuiJSiquis XII.
184. On renîarque une analogie singulière entre la fonction ^ (^t. s) qui doit exprimer j^, et les différentielles de cette fonction à finfini. Soit / — $ = i/ , on aura \^.p dt — q du une différentielle complette*
^ '-d'r-'i -^^d^^^^-dT - — dié ' " P"
conséquent q u d t — p d u une différentielle complette ; de plus , en faisant encore / — ;s = 1^ , il recuite du Corollaire précédent que a d t — t d u, et
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V udt -^ a d u seront des différentielles complettes ,
dont la seconde sera =d{q.l — s)oud(ç u) : donc si oh fait dy = p dt — if d u,dp — hdt — v d u, d a ^ ^ d l — dû d u etc. et ainsi à Tinfinî , on aura les différentielles complettes deux à deux,
pdt — Ç du; adt — v du; ^ d t — co du; etc. •
et et r et
qudt — pdu; udt — a,du\ cùiidt — ^du\
et ainsi à l'infini; de sorte que si on trouve un seul cas d'intégrabilité , on pourra en remontant , en trouver d'autres à l'infini. Par exemple soit ç = A + B ty et
ù) = C -^ D u , on trouvera que ç d t — c» d u est égal à une différentielle complette, et que û) udt — ç du est aussi une différentielle complette , pourvu que C = — jB. De plus comme on a trouvé d {q n) = vudt — adujOndMïdLàeTaèmed{vu)z=^(êudt — ^du;
donc Aouf^dt — co d u ^ A t + * — B u +
i>. Log. « + E, et V =-5Lf A'^Bt + Jl;
on
trouvera de la même manière p çt q au moyen des valeurs de et, v; et toutes les quantités qu'on trouvera ainsi deux à deux en remontant, et que je nomme en général P et Q , seront telles que P dt — Qduj et Q udt — JP d u seront des différences complettes^ C'est pourquoi le problème dont il s'agit, sera résolu analytUfuement pour une infinité de cas. Je dis analy^ tiquement , et non relativement à la question présente ;
car il fèiut avouer qu aucune de ces solutions ne pourra représenter la courbe cherchée, i^. Parce que ces solutions donnant des termes où t se trouve seule ^ycoîtroit à Tinfîni, à mesure que t croîtroit, ce qui ne sauroit être ici par Thypothèse, 2°. Parce que ces solutions renfermeroient encore des termes de cette forme D • Log. u , qui sont infinis lorsque w =0, c'est-à-dire lorsque s est égale à toute la longueur de la corde.
REMuânquE X I I L
i35. C'est pour la même raison qu'on ne sauroit supposer/ = S + S' t' + 5" r* eta S, 5', 5^' étant des fonctions indéterminées de s; car quoique Ton trouve assez facilement par le calcul les valeurs de S , S'y S"^ etc. les valeurs dey qui en résulteroient auroienl le même inconvénient que !a précédente, par rapport à la solution du problème en question (41 ).
Si on fait j = jT* vS, T étant une ^ ctîon inconnue de r, et 5 une fonction aussi incom . de 6-, l'équation
^ =i 7 - iizillii. donner - 4^ x 5 =
dl ' d s dt*
(41) Car si on substitue kj cette valeur dans l'équalion — d d ^ 1=
•■ * '—(/—») ■ ^ - I c/ 1% en obaerrant de prendre les diflRî-
rencps de la niaistère qu'on a déia dit , et qu'on égale k 2éro (es termes affectifs d'une uiéme puissance de /, on trouvera cjue réquation qui dé-
terimneroitS est. — — ^ = — . Les autres suppostUons que
Ton fait pour j' se vérifient à peu prè^ de la mOaae manière.
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TdS ll—s)TddS „ , ,, ^. —ddT
-^^ -i fp ; dou ion tire -^— =
-L ; et i- - 4i ( / — O 4^- La seconde
équation est celle de la corde dont tous les points arrivent en même temsà la verticale, et la première donne
T=:A cos, — ? — , d T devant être = o lorsque t=o.
Ainsi cette équation n'apprend encore rien, puisqu'elle ne fait trouver les vibrations que dans le cas où la corde a une figure telle que tous ses points arrivent en même tems à la situation verticale.
On pourroît aussi supposer j* = T*. S + T" S" , et faire -irJ^AZL = m ; -Z^^-J^f^l = m\ m et m'
étant des constantes positives indéterminées, et en-
• . . o dS'' f 1 \ ddS"
suite supposer S m== — — — ( / — s) —- ^ — , et 5" m" =-^^ — ( ^ — O -^f- ; mais cette
ds ^ ' d s^ ^
méthode donneroit une équation différentielle du quatrième ordre pour la valeur de S'\ De plus il faudroît que les valeurs de T et de T" fussent telles, i^.^Que y fût toujours très-petit. 2°. Que y fût = o lorsque tf = o, 3°. Que i = o donnât d y -s, o. Or il est assez facile de s'assurer que les valeurs de T et de 2^' tirées
des équations ^^£L ^m T'dt',ttT= ^n^"!^
^ m" . ^ m" dt^ ^
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ne peuvent satisfaire à toutes ces conditions à la fois. Car en intégrant la première de ces équations par ks méthodes enseignées dans les Mémoires de Berlin 1748
et 1750^ on verra que T[ contiendra des quantités de
^ t cette forme c . , cT étant une quantité réelle. Donc
toutes les méthodes proposées jusqu'ici ne peuvent servir à trouver la valeur de y.
RemUbque XI F'.
i36. Mais voici une méthode qui peut réussir dans plusieurs cas. Soit y =^ T S + T S' + T' S" etc. et
so t — — -— = Uy — = m, =^ r etc.
riy m, r, étant des quantités différentes, on aura y = A S COS. t \/ n+ B S' COS. t \/ m + CiS" cos. t \/ retc. et on déterminera S, S\ S" etc. par les équations suivantes qui ne peuvent être intégrées que par les séries
— d S' ( 1 „ \ ddS'
d s ^ ' ds
ds ^ ^ ds^
Mais il faudra pour cela que Téquation primitif de la courbe, lorsque ^=0, soit j'= A. S^ B.S'+ C. S" etc. Ainsi le problème ne peut être résolu par cette méthode que dans certains cas particuliers.
Remarour
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'%3y. Pour faire arec précision les calculs précédens î! làut mettre féquation sous cette forme
-.ddj-=[4^-(/-.)^]. \^p^,
d'étant lé tems quun corps pesant mettrcHt à descen-
4rç de la hauteur û; et on aura j = 'AS cos. . '^ " + •s S' COS. i±^etc. et -1^ = _£i_ -^ ( ^ -- * )
,M. Daniel BernQullî prétend ( 'hiem. de F Académie de Berlin^ 1753, pag. 194 ) que la corde vibrante. ne peut jamais reprendre sa première position j excepté dans
le seul cas de j = A . S' cos. lX-1. , c'est-à-dire ,;
daniile cas ou ^toutes les vibrÂtions Qppur parler le langage de çeigrand Géomètre) sont siu^p^set d'une seule et même espèce.^ Pour que cette proposition fût hors de doute, il faudroit avoir prouvé^ i^ que les quantités m ,n etc- àTinfini sont incommensurables entrVIles, ce que M. Bernoulli4ife p/roît-poîrit àvoîr fait. Il est vrai qïif! trouve q\ïe' ççs qoanlités sont les racines d une équation composée d'une infinité.de termes, mais cela ne^ suffit pas, c,c me semble, pour établir leur încoïn- «Mtpçi^rabUitéimuti^eUe. Ôr si i^Ies^ pespnt.pa^i incom:
mensurableô, ft que v^ m par exemple soit =q \/ n, q étant uni nombre quelconque, entier ou fractionnaire ^ il est aisé de voir que la chaîne -reprendra sa première
forme , quand JL}^^ et ^ii^JL sèrotit chacun
un multiple de 36o degrés. 2°, II faudroît de pIuB avoir prouvé que Téquatioti y -à^Tl-^^S ^ T' S^ +'etc. ou
y ^ A. S COS. --Lv^I^ + B. S' cos. -iîlï. «te.
est la seule qtu puisse exprimer la <x>rde' vibrante. Ot . c'est de quoi on n est nullement assuré.
Remu^rque XVI.
i38. Nous avons vu ci-dessus {^art. i25) que le cas de 1 art. 1 1 6 n'est pas le seul oïi tous lès poids dont un fil est chargé arrivent en même tems à la verticale, et fassent leurs oscillations en mêmt tems% Ilpourroit donc très-bien se faire que Téquation trouvée ( art. 1 33 ) ne fut pas la seule q\ii fendît' syn'chfotie's les Vibrations de la chaîne. Mais il eôt difficile de pttmonctr là^dessus , faute d avoir d'une manière générale" et camplette Té* quation de la chaîné vibrante.
LemmeVUL
1 39. Soit un corps CRM f F^. 48 ) défgurt quet^ conque y dont le centre de^rayîtè soit'G , et que je considérerai pour plus de facilité comme une jftgure p/ahe ; que toutes 2esparties\de ce corps soient animées par de^
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forces V M dont les ditections soient perpendiculaires à la ligne V C, menée dei pQfnt^ V ^v/fi pçi{fpjis;e Ç\,pris à volonté dans le corps, et que ces forces soient entr elles eQmme /m distantes V C ; je dia qve lu diœcuon de la
force'' résultante sera une ligne K L perpendiculaire à la droite C G menée par G , et par le point donné C*
Car d^cpmpQs^nt chAquc force F^^ en deux, Xxxxx^ suivant F'.ZV^parigillôleà C(?a Taijtresuiygipt J^ P perpendiculaire a CG ; il est aisé cje vpir Que le^ forces suivant V'N seront comme Jes distances CQ 4^ çè^ forces. à la ligne C G, qu'ainsi les sommes de ces forces siéront égales à la somme des produits de chaque pa|rticule par sa distance à la ligne CG, Mais comme CQ passe par le centre de gravité G, cette somme est rè o. Donc la force résultante des forces suivant /^ iV est = o . D/ddc la dîrçctîon et la valeur de la force que npu§ cfaerchons, sera la même que celle qui résulte des seules forces suivant V^ P perpppdiGU)l%ire6 kCP- O^iïC h dir^ecti^on de cette force ne peut m^fiq»^ fii'étre utie ligné QKL perpear diculaireà CG.
A l'égard de la valeur delà force suivant O L, elle est^gajeà J^^solnrTîe lies^fwces suivant V P multipliées pai^ les pejtiles niaçse^ correspondantes V^; et comme les forces yP pont prpporUoiînellesà F"Q> et que/vp^* VQ^ «^ ég^i k^CG muItipUé par la masse MxRiC, par là propriété d^ ^exkir^ de gravité ; ii s'ensuit , que si on app^ ^ \^ force accéMrajtfiee du point G ^ la force suî-
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La distance C i! de la ligne O Lk C= ^g —
— U-lJ-Jl-^ Car , puisque toutes les forces ^ se
réduisent à une puissance dirigée suivant O X L , il s'ensuit que la même puissance dirigée en sens contraire suivant LKO feroit équilibre aux forces <p ; cet équilibre étant supposé, il continuera d'avoir lieu , si on suppose le point C fixé. Or dans ce dernier cas, le moment de la force (p . MR C agissant suivant LKO doit être égal ( par le principe du levier ) à la somme des momens des forces K M:\e premier de ces momens est
<p.MRCxCR;\e second est//^^. ^. -Ç|-. /^C
Donc etc.
Corollaire I.
1 40. On voit par-là que la position de la ligne OKL est toujours donnée , quelle que soit ^.
Corollaire IL
141. Si un corps C R M, entièrement libre, est animé par une puissance qiielconque JK, dirigée suivant une ligne quelconque G B, qui passe par le centre de gra* vite G, et quen même tems ce corps tende à tourner autour de son centre de gravité G , avec une vitesse quelconque ; on prouvera, comme dans le Lemme précédent , que la force résultante sera = Jt , et dirigée
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suivant une ligne O KL parallèle k GB. Donc cette puissance dirigée suivant L KO feroit équilibre à la puissance K passant par le centre G , et aux puissances qui tendent à faire tourner le corps. Donc le moment de cette puissance par rapport au point G doit être égal au moment de la puissance JK, par rapport au même point Gj et au moment de toutes les puissances de rotation. Donc si on appelle •*• la puissance qui tend à faire tourner autour de G un point quelconque placé à la distance A, et a la somme des produits des particules par le quarré de leurs distances à G, on aura KxG K =
K xo + ^ ^. ; ou — j— = K. G K.
Il est à remarquer que pour x\ue la force suivant O K L soit du côté où nous l'avons supposée dans la figure ,'la force de rotation doit agir dans ce même sens. Autrement il ne pourroit y avoir d'équilibre entre la force suivant Z X O et la force de rotation.
Dans rhypothèse contraire G^sera négative, et on aura Z x G X = — JL^ ouKxG K+ ^^ = o.
Corollaire III.
142. Delà il est aisé de conclure, pour le dire en passant , que si un corps libre et en repos est poussé par une puissance quelconque K suivant OKL, son centre de gravité G sera mû suivant G B parallèlement à O if £ , de la même manière que si la puissance K
passoit par le centre Gj et que de plus le corps tournera autour de ce môme centre C suivant O I^L avec
yne vitesse '*, telle que * "* = K. G K, c'est-à-
dire avec la même vitesse qu'il lourneroît, si le centre G étoît supposé fixe, et que la puissance K agît au point K çuivant O KL pour faire tourner le corps.
Car ( art. 6 1 ) le mouvement que le corps doit prendre doit être tel, que si on le lui donnoît en sens contraire, il fat en équilibre avec la puissance K. D'où il s'ensuit par farticle précédent qu'il doit prendre le mouvement que nous venons de dire.
Soit M la masse du corps ; toutes ses parties se mouvront parallèlement k G B avec uqe vitesse égale à
— , et de plus ( nommant x leurs dislances à G) elles tourneront suivant O K L autour deG.avec une vitesse = JL^ - ^'^^'^ ; d'où il est aisé de
voir que tous les points de là ligne C G auront parallèlement a G J? une vitesse _^— _ ^' ^^' ^ ; donc
si on prend sur la ligne C G un point iî, tel que G 11:=. ? .. ■ la vitesse de ce point H sera nulle.
Donc ce point sera en repos , et sera par conséquent ce que M, Bernoulli appelle le ce/itre spontané de rp^ talion du corps. Au reste il est visibje que ce centre
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change à chaque instant , puisqu a chaque instant la ligne G K change de situation.
PROBLÊMEVL
1 43. Un Corps C R V ( Fig. 44 ) défigure quelconque, dont G est le centre de grwitèy étant suspendu à un fil A Cy et les lignes A C, C G étant infiniment peu édartées de la verticale, trouver la vitesse des points Q et G pour un teins donné X (42 ).
Les parties du corps CR T^ ont chacune un mouvement égal et parallèle à celui du point C, et elles tournent eu même tenis autour de ce point C avec des vitesses qui sont entr'elies comme Ic^s distances à ce point. Soit/? la pesanteur absolue d'une particule quelconque /^suivant la verticale 7^ Q , et soit cet effort décomposé pour chaque particule en deux autres , dont Tun suivant J^ u soit égal et parallèle à la force accélératrice du point C suivant C P ^ et 1 autre soit dirigé suivant Vru Cet effort V^ n dont on ne connoît point encore la direction, sera égal et de même direction pour toutes les particules : c'est pourquoi on peut regarder tous les efforts /^/z comme réunis au centre G, et agissant suivant Û'N parallèle h,V n.Vi faut de pliîs décomposer cet effort V /zpour chaque particule en deux autres , dont Tun Soit Teffort nécessaire pour faire tourner la particule T^autoûr ^ C, et Tautre soit détruit. J appelle ce dernier effort 5, et puisque tôUs les efforts s doivent être
■^i»**** Il I* »
(42] On suppose que les points A, CyG sont dans un même plan jrenical.
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détruits, il faut que la force qui en résulte soit dans la direction de AC.
On a déjà trouvé que G N parallèle kVn^ei dont la position est inconnue, est la direction de la force résultante des forces J^ n ; on trouvera ( art. 1 40 ) la position de la ligne X i, direction de la force résultante des efforts des particules V^ pour tourner autour de C, quoiqu'on ne connoisse pas encore la valeur de cette force. La force suivant G N étant composée de la force suivant K L, et de la force résultante des forces ^, cette dernière passera par le concours L de G Net KL; de plus elle doit être dans A C prolongée. Donc le point L est dans A C prolongée : donc la ligne G N doit passer par le point où se rencontrent les lignes K L donnée de position, et ^ C prolongée; et CL sera la direction de la force résultante des forces s.
Soit TT la force de C suivant CP, laquelle est commune à toutes les particules, (p celle de Ç pour tourner autour de C, on mènera G i parallèle k C P ^elG M kA P, et on nommera A C, l, C G, a, G K, b , //ila masse du corps, C P^ Xj Tangle fait par C G^ et par
la verticale , — (43} : G jBl et G Z pourront être censées égales, et Ton aura Fangle G L M = — —^ =
(^3) La di$(ance de 6 à ]a verticale qui passe par Ces t supposée ^; -donc l'angle dont M s'agît = ' — , puisqu'il est infiaimeat petit»
DE orNAMIQUE. i85 (i - T> T. e' l'ansle- £ G Af = ^ - (^ - -j-J "f- ; niaîç la force tt — p * E» G M = p (_-/ — •
(-J ~ T") fI» ^* '^ ^°''*^^ suivant -K L ( <p . w) doit être à la force suivant G L(p, m) : : Tangle G L Msm sinus total (44). Donc (p = ;? ("T"* T") T » °" * donc^ddx = [a:— (^ — x) -l]_i4p-, et
^ddy = {I±. ^ -^). ^-,£1 ; équations qui
s'intégreront par une méthode pareille à celle dont on s'est déjà servi pour des cas semblables , dans les art. 118 et 122.
Corollaire.
144, Si on veut que les points C, G arrivent en même tems à la verticale, on fera
aonc -3 j-^ = —r - "À- + — ÂT-*
donc^=_^+-i=^+»/r-^ + (-^*-^i)a
(44) L'angle SLOest considéré comme droit , et dans l'équation sui" Tante T est pris dans le même sens ^u'à l'article xi8.
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Si l est fort grande par rapport à a et à ^ , on a {V = •=î^ et 07 = — j. La première de ces équations donne -£- = -^1 ; c'est-à-dire • que si le fil est fort
la
long, les lignes CG etAC doivent être à très-peu-près dans la même droite, pour que les points C, G arrivent en même tenjs à la verticale. La seconde donne les angles des lignes AC^ CG avec la verticale , et du même côté , en raison inverse de A C k C G; c'est-à-dire que pour les points C, G arrivent en même tems à la verticale, il faut par la première équation, que CG et A C soient dans la même ligne droite, et par la seconde, que le centre G soit situé au premier instant dans la verticale A P, ou au moins fort proche de cette verticale.
Au reste ce problême étant absolument analogue à celui du fil chargé de deux poids, est susceptible de remarques semblables. Nous les laissons à faire au Lecteur.
Des Corps (jui vacillent sur des plans.
PROBLÊME VII
145. Soit unefgure quelconque C K O (Fig. 45) teU lement située sur un plan horizon talMÇ S, que la direction GFde soti centre de gravité G ne passe pas par son point touchant Cj on demande ce qui arrivera à cette
fgure.
Cette figure ne peut avoir que deux mouvemens ; lun de rotation autour du point touchant C qui change à chaque instant; Fautre, qui sera le même dans toutes les parties de la figure, pour glisser le long du plan vers A/ ou vers 5 : il faut donc déterminer d abord , si ce dernier mouvement se fait vers M ou vers 5 ; en second lieu, la valeur de la force qui le produit, et que j appelle tt ; en troisième lieu, la force du centre G pour tourner autour de C, et que je nomme (p\ enfin, si cette dernière force fait tourner G à droite -ou à gauche.
Quelles que soient les forces cp, il est certain qu'on peut trouver Qart. 140 ) laxlireclion Z NO At la force qui en résulte , el que cette ligne N O sera perpendiculaire aC G prolongée. De plus, la force résultante des efforts absolus de chaque particule en vertu de sa pesanteur, sera dirigée suivant iV G F, et sera =: p. //z, en appellant /// la masse du corps, et/; la gravité absolue. De même la ligne KG R parallèle à M 5, sera la direction de la force résultante de toutes les forces tt, et cette force sera tt . m. Or par notre principe , il faut que la force suivant iV F puisse se décomposer en trois , dont la première soit la force résultante du concours d action des forces (p, la seconde la force résultante des forces TT, et la troisième s'anéantisse. Cette troisième ne peut s'anéantir, que sa direction ne soit la ligne CD perpendiculaire au plan en C. De là il est aisé de voir par la seule inspcclion de la figure, i^ que ZVO et non pas JS Z sera la direction de la force résultante des forces 9 >
A a ij
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et qu'ainsi la figure tournera de gauche à droite. 2^ Que la force suivant N G sera composée de la force suivant JVO, et dune force dont la direction N L passera par N et par Tintersectîon L des lignes C D; KR.3^. Que la figure glissera de G vers Kj non de G vers R. 4^. La force suivant N F étant donnée, et les lignes -ZV£, NO données de position , la force suivant NO sera donnée, et par conséquen^t (p. De même la force suivant JV L sera donnée; et comme son rapport avec la force TT.m. est celui de X Q à Q C, la force tt sera donnée- Donc le problême est résolu , et Ton a le mouvement de la figure au premier instant.
Nous avons fait voir ( art. 84) que le centre G descendoit dans une ligne droite verticale. Pour savoir la vitesse avec laquelle il descend au premier instant, çberchons la force accélératrice initiale, c'est-à-dire au premier instant de la descente. Soit ( Fig. 46) G P\ x^ et (p la force accélératrice du point G pour tourner autour de C, m la masse du corps , on aura 1 ^. la force suivant NO =i(p.m (^art. 139); de plus, G Fêtant donnée, on doit par la nature de la courbe connoître G C, que j'appelle X, et G P que j'appelle z. La force suivant N R sera à la force suivant N O ::le sinus de Tangle F N G au, sinus de l'angle G N R. Donc la force suivant N R =
, et la force suivant R L = la
force suivant NR multipliée par
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f . m • G F^^ Donc la force du point G suivant Q L,
est à sa force (p pour tourner autour de C : : G jF: G C : or la force suivant G F est k la force (p ( 45) : : CF:CG;
donc la force suivant G F = —L--^ • mafs la for-
ce suivant N G {p . m) doit être à celle suivant NO {(p . m):: le sinus de RM A au sinus de RNG, c'està-dire : : R k h C F ; donc <p = ^ ' ^f " ; donc la
force suivant G F = ^ ' ^J* ; et comme C F,
CG, R k sont données en ar, il est clair qu'on aura la force initiale suivant G F exprimée en x.
On peut employer une méthode analogue pour trouver la vitesse dans les autres instans : mais l'article sui-
vant donnera une nléthode plus simple.
II est clair par VarU 84 que non-seulement dans
(46) La force arec laquelle le centre G s'approche du plan n'est plus la pesanteur; puisqu'une partie de cette force est détruite au point C comme on l'a vu. Le centre G ne s'approche du plan qu'en vertu de son mouvement de rotation autour de C ; or quel que puisse être ce mouvement qu'on nomme ici ^, l'effort qui en résulte pour s'approcher de
/h \^ (^ TV
M S sera — ^ — , ( comme on le verra aisément en faisant la dé-
composition }•; il n'est donc question que de connoître f ; or la valeur
de cette force doit être conclue de la condition qu'une partie de la pe«
sauteur du corps est détruite au point C.
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le premier instant, mais dans les suivans, le centre de gravité G descendra toujours dans une droite verticale : or de-Ià il est très-aisé sans calcul , de trouver le mouvement de la figure. Car par un point quelconque E ( fig, 45) , soit tirée la tangente E B sur laquelle on abaissera la perpendiculaire G B : lorsque G sera à une distance du plan égale kGB ,]t point E touchera le plan.
Quand le point C (fig. 47) n'est pas un point touchant, par exemple, si la figure donnée est un triangle dont C soit un des angles, alors le centre étant en V^ , le point C sera au point E, tel que J^ E =GC.
Il ne reste plus qu'à savoir le tems que la figure employé à parvenir dans chaque situation donnée.
Voici pour le trouver une méthode assez simple. Soit (fig. 48) G^F^=: Il la quantité dont le centre est descendu après un tems quelconque t; la distance 2: du centre de gravité au plan sera pour lors = V^ F\ et il est clair qu'on aura du = — dxet- — d duz=:ddx; donc x = A — Uy A étant la valeur de x lorsque r = o ; et Ton aura pour la force perdue verticalement par tou-
xi »• y m d du T
tes les parties du corps, p m — ^ — , ou plus exactement ( art. ly ) p m { l —^ ,JL££JL^\ De plus
l'espace circulaire qu'une particule quelconque du corps placée à la distance b du centre G , aura décrit autour de ce centre G pendant le tems t , sera donnée en A et en // par la nature de la figure, et par censé-
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quent pourra être appellée F^, et la force perdue par cette particule sera ~ p d_ d v. é' j^^^^ (art. 141 )
nommant ^' la somme des produits des particules par le quarré de leurs distances à G , il faudra que p rh
( 1 — JL£^Jt_\ X C F -^ r^' ^^ Z:JL^ soit
= o. Or C F' est donnée eu A et en u par la nature de la figure.
Maintenant soit C F = u\ d d J^ = f d d n + s du^ ,
r et ^ étant des fonctions connues de u ^ on aura
„ „, / pmu^ddu.6* -pA'rddu.ê*
KJ if if Uf ^■■■i" I ■ Il ■ ___^ I ■ ■ — ■ .■ Il ^^^
p A'.s du'. é»_ _ ^ . Jqj^^ faisant d t = q d u, et
substituant pour d d 11 sa valeur ~ ^ ^ " à cause que d d t = Oj on aura Téquation différentielle
p m u' n' d u + JJll'lAljJL ^ P^'ré' dg _ ' ' 2 a * 2 a b
^ " — \ — ^ =^^î d'o^ 1'^" tirera aisément par les
méthodes connues C) la valeur de^'en w, et par conséquent celle de t en //.
On peut encore employer à cette recherche le principe de la conservation des forces vives. Soit TJ la vitesse du centre G pour descendre verticalement, TJ'
(*) Voyez les Œuvres de M, BernouUî , Tom. I ; AcU Erud, 1697. etc.
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la vitesse de rotation , on trouvera très-aîsément en nommant M la masse du corps , que la somme des forces vives de chaque particule est M U U^ v. •
maintenant puisque // est la quantité dont le centre est descendu pendant le tems /, on aura par le principe de la conservation des forces vives, 2/? u M = M U U+
J^l^. Or 1^ U = 47-. 2^ L'espace F", dé-
crit pendant le tems t par le mouvement de rotation, est donné en // , et par conséquent on a Î7^ ou ^^
f^ étant une fonction connue de //.
de 5
Donc on aura d t^ = 1^ + ^AlJlU: l'L^ ; ce qui donnera t eu u.
147, Lorsque la figure ne doit faire que des oscillations infiniment petites, la distance initiale G 2^ (fig. 49 ) ne diflfère de la ligne G C menée au point touchant C que d'une quantité infiniment petite du second ordre; d'où il est aisé de conclure que le centre G ne descend que d'une quantité infiniment petite du second ordre, au lieu que l'angle de rotation est infiniment petit dH premier ordre. Donc on peut regarder u comme nul par rapport k J^ : ainsi on a pour lors d d u= o et
p rn.
p m. C r = P ^' àdv. y . ^^ imaginant les ^
rayons osculâteurs infiniment proches CR^ C R, on.
a l'angle -Ç- ou son égal FGF' = CRC' - CGC,
X -^ ; donc faisant C R, r,C G,€, CF^A, on aura C F' ouC G F' . C G = [CG F + F G F' — CGC) xCG = -4- + _fl__Çj_)x C =
-^ + -^— _ -^T^. Donc l'équation ci-dessus de-
viendra ddV^ ' "/, ,^ ^' X ( /« ^ +
— A )• Telle est réqnatîon pour le cas des oscillations infiniment petites j ou, ce qui revient sensiblement au même, très-petites.
Si Ton suppose ê < r, en sorte que m € --^ r m soit une quantité négative; et qu'on fasse attention que V] et d T^ doivent être = o , lorsque t — o ; on aura par \ts méthodes que j'ai expliquées ailleurs {*)
— ^^1 j "^ P^*' conséquent 1 espace parcouru circulairement par les particules qui sont à la
(*) Voyez Recherches sur fe système du mond^^y I. Part. art. 25. p. c'q.
distance h du centre G , sera -7:17^- x ( 1 —• cos.
Si C > /• , on aura par les formules connues ces.
t\/ %a,mi — mr — /v/2a.mC — mr
^ V "A'~' I V Af
quantité réelle , et qui croît à Tinfini à mesure que£ croît ; ainsi l'es oscillations ne seroient plus alors infinîment petites comme on le suppose; ou, pour parler plus exactement , la solution précédente ne pourroit plus servir.
Par exemple , quand une ellipse est posée perpendiculairement sur son petit axe , et qu'on la dérange tant soit peu de cette situation , lexpéricnce prouve qu'elle se remet ou tend à se remettre dans son premier état, en faisant des oscillations Jlrès-pelites ; et c'est aussi ce qui résulte de féquation précédente. Car alors € < r, puisque tout le monde sait que le rayon de la déveîopée à lextrémité du petit axe d'une ellipse, est plus grand que ce petit axe. Donc le cosinus d'un angle quelconque ne pouvant être plus grand que l'unité, 6 J^
ne sauroit être plus grand que — ^—J^^ — ^ Au con*
traire si lellipse est posée sur son grand axe , alors r est < €, et les oscillations ne sauroient être infini-
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ment petites. Cest aussi câ que lexpérience confirme , puisque Je cor{>s culbute, ^t ne se réublàt pas dans sa première situation.
De-là il e^ aisé de tirer une méthode générale pour voir si un corps, mis d'abord en équilibre sur un plan, puis dépJacé un peu de cet état, doit-8*j remettre ou culbuter. Tout se réduit à, «avoir si le rayon oscu*- Jateur au point touchant est phis grand ou plus petit que ]a distance du centre de gravité'à ce point Dans lë pre* mier cas le corps se rétablira de lui-même par des oscillations infiniment petites; dans le second il culbutera.
148. Ijb Savant M. Eu/er dans le Tome VII. des Mémoireide PéterhlH}urg , s est proposé de résoudre le Pro-
.Wémc VII, pour le cas seulement où les-vacrllalions du corps sur le plan doivent être infiniment peti^eis ; sa méthode consiste à Êiîre ensorte que les momens des forces des particules pour tourner autour de C, ( Fig. 45)
' soient égaux aux momens de leur gravité absolue par rapport au point Cconsidéré comme fixe; ce qui revient au même que de décomposer la force suivant N Feu deux , dont lune soit la force suivant N O résultante des forces <p pour tourner autour deCj et fautre passe par les points iV^et C, et soit anéantie.
Or la force suivant N C t\e peut être anéantie , que quand N C est perpendiculaire à MX^S , à tooins'qu on ne suppose le plan raboteux, et d'une aspérité assez gran-
' B b ij
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de, pour détruire TefFet de la force N C parallèlement au plan. Ainsi pour que la solution de M. jÊ^/er ait lieu, il faut supposer que le plan n'est pas parfaitement uni» C'est vraisemblablement ce que TAuteur veut dire par ces paroles : (*) In hoc motu vero nptandum estplanum super qaofit, aUquantuliun asperum esseponendum, ne cmvœ delocosno inter vaciïlandum dimoçeri queant , guod eueniret , si planum maxime foret politum. Ces paroles, ne de loco suo dimoçeri queant , signifient sans doute; de peur queles courbes^ outreleurmous^ementau^ tourdupointtouchanty nuyent aussi un mouvement pour glisser parallèlement au plan. Mais je ne sai ce qnî a empêché que M. Ëuler n'eût égard à ce dernier mouvement dans sa solution. Ce grand Géomètre m'a fait l'honneur de me mandjer depuis , par une lettre du a Octobre 1 746 , que quand il avoît traité ce Problême, il ignoroit la manière de faire entrer dans le calcul le mouvement progressif Notre principe en fournit, comme Ton voit, uu moyen bien simple.
S c G L I E IV.
Î49. Si la circonférence de la figure et la surface du plan surlequel elle glisse ne sont pas par/îiitement unies, voici comment on trouvera pour lors les forces/; et tt au premier instant. On regardera le point C ( Fig. 46 ) comme une petite éminence de masse donnée, et on supposera que l'on connoisse de quelle force accéléra-
(•) Page 108.
trîce g ce petit corpuscule devroit être animé suivant es ou CM, pour que , si cette force étoît tant soit peu augmentée» il fût capable de surmonter la résistance provenante des inégalités du plan. On décomposera d'abord la force absolue suivant N G tn deux , dont Tune soit la force cherchée suivant iV^ O, et Tautre agisse suivant la ligne inconnue N L. Cette dernière force doit être décomposée en deux, dont Tune suivant L K = TT. m, et l'autre suivant L C regardée comme poussant le point Csuivant C T, donne à ce point Cun effort suivant CiS= à J effort connu g. -
Soient les données G P , a^ G N , h , G O , c, C Ry € y R G , f, et Findéterminée G L :=^ y , on aura la puissance suivant JV Z à la puissance suivant
NG {pxm)::\e sinus de Tangle G N O ou
au sinus de langle Z N L ou ,, ^ ; mais -z^-zr- =
^; L Z = G P X -^-^ = ''•^^+-y) ; et
N L = \^ [ b b ■\- y yl. Donc la force suivant
plus la force suivant L C est égalée la force suivant NL multipliée par le rapport de sinus de l'angle N LG ou
au sinus de l'angle R L C ou ^ f ; enfin la
force suivant C 5 est égale à la force suivant L C, mul-
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lîpliée par ±^; d'où Ton tire ^iJ^^J^ on
p. m — L21rpL_.^ pour la valeur de cette force sui«vaut C S : soit f4, la, masse de la petite éminence C, il
faut que p. m. -^^/f^'Y' ^S- 1^'^ ^'^" ^'^" tirera
la valeur dey , et par conséquent les valeurs absolues des forces suivant N L, L K et N O, qui sont celles que l'on cherche.
Mais il y a ici une chose importante à observer, xî'est que la force du point C suivant C S , doit être <îans la naênie direction que celle suivant laquelle les parties du corps C RN glissent parallèlement au plan ; doù Ion voît que le point L ne peut être qu'entre R dt A, A étant le point d'intersection des droites iVC, jR G; et lexpression delà force suivant CAf sera pour
lors ^' ^\ - i\ ^ff* M'j dbii Ton tirera la va-
leur de y. Si cette valeur est plus grande que G R, ou plus petite que G A, ou négative , la figure ne peut faire autre chose que tourner autour du point C , qui dans chaque instant variera, et pourra être regardé comme
fixe pendant un instant.
La valeur de y est _g-^. /^ 7""^^ ^ ~ : cette va-
leur dans la figure présente ne sauroit être plus grande quey, comme il est évident, puisque// mfc — g f^cc
fst < ^ ;u ey + p mfc ; mais elle seroit négative si p mféioit <g /^ e ; et elle seroit plus petite que G A
OU f^^ , si p mfc éioii <gfJL ec + gm c b+gmbf.
Si on veut que la force nécessaire pour faire mouvoir le point C malgré la résistance du plan^ ne soit pas donnée, mais seulen^nt son rapport à la pression de ce point sur le plan , on fera R L k R C dans le rapport de la force du frottement à la force de la pression; et on aura par là le point L qui doit toujours être placé entre Ret A j sinon la figure n'aura aucun mouvement parallèlement au plan.
i5o. Pour trouver le mouvement de la figure dans les fnstans qui suivent le premier, on emploiera des méthodes analogues à celles qui ont été données ci-dessns. Tout se réduit à trouver le mouvement du centre G parallèlement et perpendiculairement au plan , et en même tems le mouvement de rotation de la figure autour de ce centre. Or soit v le mouvement du centre G
suivant G K, on aura jrLELUlAz^ on j=JL!^±^JLi^
pour la force perdue suivant GX , et conservant d'ailleurs les noms de Tarticle 1 46 , il faudra que la force
résultante de la force perdue -II/L!!L^^J!1_, de la
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force aussi perdue ^p^^^"*^* et de la force
perdue de rotation, soit détruite. Pour cela il faut que cette force résultante i?. passe parle point touchant C 2^. Qu'étant décomposée en deux forces, parallèle et perpendiculaire au plan, ces deux forces ayant entr'elles l'équation qu'exige la loi supposée du frottement On aura donc deux équations par le moyen desquelles on pourra déterminer les inconnues u et v. C'est ce qu'il est inutile d'expliquer plus en détail
Au reste, lorsque la figure se meut sur un plan qui n'est pas uni, et que le frottement est supposé proportionnel à une partie donnée de la force comprimante, les lignes C RetC L (Fig. 46 ) ont entr'elles un rapport constant; par conséquent le centre Gi se meut sur la courbe qu'il décrit, comme s'il étoît mû par une force dont la direction fît toujours avec le plan M S un angle constfint.
Des Corps gui agissent les uns sur les autres par des Jilsy le long desquels ils peuvent couler librement.
PRO BLÊME VÏIL
1 5 1 . Unjil A N P M ( Fig, 56) de longueur donnée y étant arrêté fixement en A sur un plan horizontal , cl chargé de deux poids M , P , dont Vun M soit attaché f<tement aujilj et Vautre F ^puisse couler le long du fil
par
DE DFNAMIQUE. ioi
par le moyen d'un anneau s on demande le mouvement de chacun de ces deusç corps,, en supposant quils aient reç^u Vun et Vautre une, impulsion quplcon^iffi.
Soicnt^P Pf M pi, les deiuc lignes parcourues parles corps P, M, dans un instant Ayant djécrît d'unrayoa arbittaire constant A N l'arc iVnyet fait nix^nN , la question se; réduit à trouver là 'grandeur et ila posîr don du côté p /^ qui suit immédiatement P p, et la position F'T de Tâutre partie tlit fil- Je suppose que dans rinstant que le corps P parcourt p V y il eût parcouru uniformément dans la direction de P.p la» ligne y?p = ^9r + 7rp=:P/? + ';rp,et que dp même l^ corps M eût parcQuru uniformément tno^ nj fA.+j^o z^Mm + fAO. Par notre principe, il faut décomposer les mouvemeus^ p, w o chacun en deux autres/? x ', pk V y et m L, in jT, tels que par les mpuvemeçis p J^ , m T, les corps /7, m ne se nuisent point l'un à l'autre, cest-à-dîre qu'on ait A J^+ J^T = Ap + p m, et queparlesmouvemens/? x, m L, ces corps se fassent équilibre. D'où il s'ensuit i^. que m L doit être dans le prolongement de p m. 2^. Que le corps p pouvant couler ( liypO l^ long du fil , il ne sauroit y avoir d'équilibre , à moîn« que sa direction p x ne divise en deux également Tangle Ap ni. 3!îr Enfin, que la force suivant m L doit être à la force suivant pjc, comme le sinus de la moitié de l'angle Ap m est au sinus de cet angle entier.
Les lignes A p, p wi, p x étant données de position ,
Ce
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on voit assez , que si on connoîssoit la grandeur des lignes ;p a;, ^ p,'Ie problème seroît résolu , et qu'il n'y auroît plus que le .calcula faille ^. or i^. les lignes /? a?, t p doivent être telles que les angles T^Aptip A P soient égaux; 2^. les lignes px^^rip étant donnéeis, les lignes A V et V^ T sont donnée!» de grandeur et de position, et la somtoe de ces lignes doit être constante. On aura donc deifx conditions , d^oii lori tirera deux équations qui serviront a trouver/; a: et ^ p. En voici fanàlyse.
Soit A N^ V.Nn^dx, A P:^y\ pQ^dy, }e sinus de la moitié de Vau^ït A Pitftj t^ eBffiri ola longueur du fil •
1^ La différence P A p { d x ) + celle de rangle A P M ( ' ^"^ ) , est égale à Tangle
de P Af avec p m : donc cet angle de P M avec
^dx + —^L±z
y/ [i^zz]
2°, -^ — et -^ — , c'est-à-dire, les sinus des andes
p P D et P p D, sont donnés par le sinus z et par celui de Tangle ApP;]e les exprinoe donc ainsi C) (p (^ ,
4^)et. (., Z^) . ou , (.. _^^^^_)
. I I I ■ ■■ ■ ■■ " ■ ■ ■ Il
(*) Les quantités ^9 A , mises au-devant d'une autre quantité quelconque, marqueront toujours dans la suite une fonction de celte quan* tlté.
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3°. P M — /; m = dy et m B — p D' — d y (dx+ *— ?- > (<"-y)
Si on fait px=€,yrp = a.fOn aura {art. 92} l'an
p^7^oua?yf/;= ^* Donc ^ ^y dx _
5**. yf7ï- = y+ 2 dy+ydx*;Ap= A v ■{•
— Cy^ Il — zz]: donc en supposant ci x constant, on à ddy=^ydx^^—^±±^,^-^^W\^''Zz\{B).
6^ Présentement, on a feo = a. -^ — ; FM — tf fx^
(«Af.90) 7.dy^{dx^ VU^^^ T^^ (^-J).-
^o = TT^ — o / (on suppose que^/est un arc décrit du
centre tt et du rayon tt ju, et que MB est perpendicu-
laire a jB/? } = tt /^ — — ; o p = tt o + — —^ ^
o J^z:z op — €}/ [i— 2z]. Orà cause de Téqui-^ libre, on a Af X o 2': -^ : : i :•[«—« « ]; donc o r= -j^^-j:^-^^; donc rT^oV- >-^ T- ; donc Fr=c— y— 26?y +
%M)/[i — zz]
2cf« N* r \ " «.mJ5 , M.pD
— €\/ [1 — z z]- J^ Î-. Cette ya-
leur de ^ T ajoutée à la valeur de A F" trouvée cidessus «. 5. doit être = c. De-Ià on tirera une équation , qui , avec Téquation (A), servira à chasser a et €.
. 70. L'angle A V p =^ A p P — d ce — pp F^,et l'angle pVTow p T^o =ppo + ppF + po F".
Or l'angle poJ^=i T^ > ^' l'angle ^ p o = ^^o— 7rop=/;7To— pp/J^y) ; l'angle
pTT Ozi^pv l*-\.fl'7ro=p'7rfA, + um.c-y)
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[ P 2) + ( c -j) . (^^4---^^i4l_j_.)] ; l'angle
pTT/bt est égal à Tangle Pp m, plus Tangle deir /u avec p m, et ce dernier angle [art. go ) est = ( d x +
-vfén-rr) • ( ■ + -fli-) • <'°"<= -^ ^z- +
p F'T= ApP + Ppm — </a; — Y^ p F + {dx +
-'''' +p^;^+ il ; mais
ApP + Ppm^AP M+ ^ '^^ , . Donc
r "^J^ + -JL-> + ^-^^ . Si on met
dans cette dernière équation ainsi que dans Féquation (B), les valeurs de «t et de ^ trouvées par le nft. 6, on n^aura plus que deux équations qui ne contiendront que la constante ^ a; avec les variables j et z, et leurs diffërenceâ ; et en faisant évanouir la constante d x j on * n^aura plus qu^une équation difiérentielle à deux varîables j, z) ainsi le problème ne dépend plus que de la séparation des indéterminées. On peut encore simplifier les équations en nommant k langle dont
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le sinus est z , ce qui donnera — ^ = d A ,
ri — z z = COS. Js j et z = sîn. A.
Remu^eque I.
i52. Si Ton attache un fil ^ J5 C ( Fig. 5i ) fixement en A et en C, et qu'un corps B , pesant ou non, puisse couler librement le long duGl A B C, il est évident que ce corps J5 décrira lellipse MB N^ dont A et Csont les foyers. Mais, je dis de plus quil la décrira de la même manière que s*il n'étoit pas attaché au fil , et quil descendit librement dans la cavité de celle ellipse. Car lorsqu'il se meut librement dans Tellipse, la direction du mouvement qu'il perd à chaque instant , est une perpendiculaire à Tellipse au point où est le corps. Mais lorsqu'il se meut le long du fil A BC, la direction du mouvement qu'il perd à chaque instant, est la ligne B F qui divise en deux également l'angle AB Cj et cette ligne B F, comme Ton sait par les sections coniques, est perpendiculaire à l'ellipse ilf-B iV en B. Donc etc.
Remarque IL
i53. Si un fil A MB N C fixe en A et en C ( Fig. 5a) passe à travers un corps KRBGL qui puissecoU- 1er librement dans ce fil , et que toutes les parties de ce corps KRBGL soient animées de vitesses telles qu il soit en équilibre, je dis que la force résultante doit
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avoir pour direction la ligne (y i? qui coupe en deux également langle A C C, fait par les lignes A K, CL prolongées. Autrement le corps K R L^ glisseroit ou vers A ou vers C, et par conséquent il n'y auroît point équilibre, ce qui est contre la supposition.
D après cette remarque, il est aisé de trouver la courbe que décriroient les points K^ L, et la vitesse de chacun de ces points , si le corps avoit reçu une impulsion quelconque. Car il y a pour chaque instant quatreinconnues à trouver, savoir les directions des points jBl et Is, et leurs vitesses. Or il fautqué^fces directions et ces vitesses soient telles, que A K +CL fasse une quantité constante, aussi bien que la distance K L : de plus, les forces perdues doivent être tellement dirigées pour chacun des points du corps K RL.'que la résultante ait pour direction G R; cette dernière condition produit deux équations. Car regardant la force perdue par chaque particule , comme composée de deux autres , lune parallèle, Fautre perpendiculaire à G il, il faut que la somme de ces dernières soit zéro, et que la direction de la force résultante des autres soit G R; on aura donc en tout quatre équations et quatre inconnues, et le problême sera résolu. Je n'en donne point le calcul, parce qu'on imagine bien qu'il est très-long et très-compliqué, et qu'il suffit ici d'en présenter lesprit.
Je ne finirai point cette matière ^ sans faire ici
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une observation assez importante sur la solution des problêmes dans lesquels on suppose que les corps se tiennent par des fils. Comme les fils sont supposés inextensibles, les corps ne peuvent jamais se trouver à une distance Tun de l'autre , plus grande que la longueur qui les sépare ; mais rien n'empêche qu'ils ne puissent se trouver à une distance plus petite que cette même longueur. Ainsi , deux corps étant , par exemple, attachés aux deux extrémités d'un fil, si on leur donnoit des mouvemens tels, qu'ils pussent suivre ces mouvemens sans que le fil s'allongeât, iL^st évident qu'ils suivroient ces mouvemens précisément de la même manière que s^ils étoient libres, et qu il n'y auroit alors aucun problème à résoudre. Aussi ne pourroit-on pas appliquer à ces sortes de cas le principe général dont nous nous sommes servis jusqu'ici : car si on vouloit faire usage de ce prin* çipe, on trouveroit que les mouvemens par lesquels les corps devroient se- faire équilibre , au lieu de tendre à allonger le fil,tendroient au contraire à en rapprocher les -extrémités; et qu'ainsi, puisque le fil ne fait aucune résistance à ce dernier effort, ces mouvemens ne pourroient être détruits.
En général, quand les corps se tiennent par des fils , le moyen de s'assurer si les fils doivent rester toujours tendus, c'est de voir si en les supposant tels, les forces qui doivent faire équilibre , ont des directions qui tendent à allonger le fil. Si cela est, on aura eu raison de supposer que les fils ne se plioient point ; sinon les corps
seront
seront mus précisément comme s'ils étoient libres, et qu'ils ne fussent pas joints ensemble. On n'a pas besoin de prendre toutes ces précautions , quand les corps se tiennent par des verges inflexibles auxquelles ils sont fixement attachés. Car leur distance est toujours nécessairement égale à la longueur de la verge qui les sépare, et ne peut être ni plus grande ni plus petite. Aussi la remarque que nous venons de faire sur le cas où les corps se tiennent par des fils, seroit inutile, si au lieu d'être ^ints par des fils, ils Tétoient par des verges inflexibles unies ensemble par dés charnières. Il y a, au reste, une analogie parfaite entre ce dernier ca;i et celui des fils. Car, quand les mouvemens impriniés à des corps unis par des fils sont tels, que les fils par leur inextensibilité puissent les altérer , il arrive précisément à ces mouvemens le même changement , que si les fils ëloient des verges inflexibles jointes ensemble par des charnières.
SCOLIE GÉNÉRAL
i55. Quand on applique notre principe général à la solution de quelque problême de Dynamique, on pourroit craindre quelquefois de se tromper, en supposant mal-à-propos que les mouvemens de certains corps diminuent, lorsqu'ils croissent réellement, et au contraire. Mais il en est ici comme dans une infinité d'autres pro* blêmes, où le calcul redresse de lui-même les fausses hypothèses que Ton a faites en supposant négatif ce qui devoit être positif, ou réciproquement.
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Il faudra seulement avoir attention de suivre exactement dans le calcul les suppositions qu'on a faites d'abord, et de ne point donner aux équations une forme qui contredise ces suppositions. Par exemple imaginons que et, €y y, etc. soient les forces perdues par chaque corps, et que par les suppositions qu'on a faites et la figure qu'on a tracée , ces forces doivent être parallèles et dirigées dans le même sens : alors si la condition de l'équilibre demande que ces forces se détruisent mutuellement, ( abstraction faite de tout point fixe, et considérant le corps comme libre), il faudra faire ct-f. S + y ^ o 9 et non pas a + Q =^ y , ou a -f 7 =?: ê , etc. Mais si par la supposition qu'on a faite, la force y , par exemple, se trou voit dirigée parallèlement aux forces a et ^, et en sens contraire, alors il faudroit faire a + ^r=^ou tt+ 6 — y=o.
De même si les forces a, €, y, dévoient agir par des leviers x , z , y , ti que ces leviers fussent tous d'un même côté , et les puissances tous du même sens , on auroit ax+&z+yy^o. Mais si y , par exemple, étoit du côté opposé à a: et à z, tout le reste demeurant de même , on auroit et x + Q z z=.y y on oLx + ^z — y y = o ^ et ainsi du reste. De-là il s'ensuit que dans les cas proposés les équations « + ^ + > = û,ou a X + ^ z +7jr = o, représentent parfaitement et en général les conditions de l'équilibre, pourvu qu'on ait soin dans ces équations de donner aux quantités œ, S, >, etc. ttx,y , z, etc. les
DE DTNAMJqUE. 211 signes qu'elles doivent avoir selon les suppositions qu'on a fài les et les figures qu'on a tracées ; il en sera de même jde tout autre cas. Avec de telles précautions on n'aura jamais à craindre de s'égarer.
Des Corps qui se poussent ou qui se choquent.
PROBLÈME IX
i56. Un corps dont la masse est m^ et la vitesse u » se mouvant sur une même ligne avec un autre corps dont la masse est M et la vitesse U , trouver la vitesse de ces corps après le choc.
Soit V la vitesse du premier corps après le choc, F" celle du second : on fera {art, 6i ) u= v + u — l'et TT^F' + V — F'. l{ faut par notre principe, que y^z V et que m Ç u — v) +Af( U — 7^) = o. Donc
^our=_^1+-^-^_
if + m
Corollaire.
1 57. Si un corps M de masse quelconque animé d'une vitesse donnée f7, est choqué par un corps /ra infinimeni petit, dont la vitesse soit «, il recevra par ce choc un< quantité de mouvement égale à m (^u — CI); et si u es infiniment plus grande que U, la quantité de mouvement qu'il recevra sera égale à mM , c'esl-à-dire à iatjuan
D d ij
tité de mouvement du corps choquant. On voit par-là» que quand le mouvement d un corps est accéléré ou retardé par une puissance impulsive, dont il reçoit, pour ainsi dire, à chaque instant des coups réitérés, la quan* tité de mouvement que le corps perd ou gagne à chaque instant, ne doit être regardée- comme proportionnelle à la puissance impulsive, qu'en regardant cette puissance comme une masse infiniment petite, animée d'une vitesse infinie par rapport à la vitesse du corps pouissé. En ce cas, l'effet de celte puissance est toujours le même, soit que le corps se meuve ou qu'il soit en repos.
RjEM^BQUE.
i58. C'est ici le lieu de prouver ce que nous avons avancé plus haut, ( art. 22 ) que le principe des forces accélératrices proportionnelles à 1 élément de la vitesse, ne doit point être employé pour déterminer les mou^ vemens qui résultent de l'impulsion. En effet, supposons, par exemple, qu'un corps vienne en choquer un autre en repos; la quantité de mouvement gagnée par
le choqué , sera ^Jl ^ " , Il faudroît donc que la
cause productrice de mouvement fût proportionnelle à — "^L^Llt — ^ Mais 1^ Comment peut- on prouver
que la cause motrice du corps M est proportionnelle
à — ]g~v— — 9 plutôt qu'à une autre fonction quel-
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conque des grandeurs M, ///, u ? Ne seroît-îl pas mê* me assez naturel de penser que m u pourroît être regardé comme proportionnelle à la cause motrice, ce qui ne manqueroit pas d'induire en erreur, puisque la quan* tilé de mouvement du corps Af n'est point comme mu^ toutes choses d'ailleurs égales ? 2^ Quand on sauroit
que la cause motrice est proportionnelle à - '" '*
on n'en pourroît rien conclure, sinon que la quantité de mouvement du corps M, regardée comme effet
de cette cause , seroit proportionnelle à -
sans savoir si elle seroit précisément cette quantité même (*). Il faut donc nécessairement employer d'autres principes, pour déterminer la .quantité absolue de mouvement du corps choqué.
159. Soit sur un plan Q R un corj?s A K Q R (Fig«53) dejignre quelconque y qui puisse glisser libre* ment sur ce plan de Q vers 9. y ou de R vers Q ; et soit un corps quelconque M j placé sur K Q en tel endroit quon voudra ; supposons que le corps A K Q R ait suiç^ant R Q une vitesse quelconque ^ et que le corps M ait une vitesse et une direction telle quil fasse, équilibre au corps A K Q R. Je dis que cela ne peut arriver i^ que M G pçfpea-
(*) Voyez l'Encyclopédie au mot Cause, Tom. IL p. 790. Voyez sLiiini le luot Force, Tom, VII. p. 114, coL 2.
diculaire à jK Q ne soit la direction du corps M. 2^. Que la force du corps M suivant MO^ et la force du corp« AKQR suivant It Q , ne se réduisent à une seule foroe dont la direction soit perpendiculaire au plan Q R.
Corollaire.
1 60. Donc la force du corps M doit être à celle du corps A KQR, comme A L est k L S.
161. La direction de la force résultante de celles des deux corps, doit être non-seulement perpendiculaire au plan , mais passer par la base QR. D*où Ton voit que si on mène par le centre de gravité de la figure AKQR une droite parallèle a QR, celte droite doit couper la ligne ikf O en un point, d*oii Ton puisse mener une perpendiculaire qui tombe sur Q R.
162. Supposant le corps M animé à! une force accé^ lèratrice (fuelconcjuè perpendiculaire d la base Q R , ^^f le reste comme dans le Lemme précédent, on demande le mouvement du corps M et de la figure.
Soient A B^ J9 ^(Fîg- 54) deux côtés consécutifs de la figure, tels que A B — B Vy et supposons que tandis que le corps M parcourt A B, la figuré ait parcouru A a ; ensorfe que les côtés A B, B S soient parvenus dans la situation aB^BD: soit a â^z^Auf
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B b = Ah y et enfin la ligne b J", celle que le corps Af parcourroit en vertu de sa force accélératrice : les ]ignes âr ce, lB cT seroient celles que les deuK corps parcourroient dans Finstant suivant, sans leur action mutuelle. Au lieu de ces lignes ils parcourront, l'un la ligne a a , Tautre la ligne B z , terminée par le côté h z parallèle k ^ d ; et il faut par notre principe que la masse du corps M animée de la vitesse z S" fasse équi^ libre à la massé m de la figure, animée de la vitesse a et. . D'où il s'ensuit que «Tz doit être perpendiculaire kb Zj étquem.eta : M.z S": :ib: zcT. Donc m. a a= Af. /b; mais ih^kz — ho — aa et a a=:J ( ^ et); donc sî on nomme A a, du, B K j dy , on aura m ddu = Mddy — Mdduy ou d d u.çM+ m^ ::^M ddy.
Equation générale et fort simple pour trouver le mouvement des deux corps , quelle que soit la force accélératrice qui agisse sur le corps Af , pourvu que cette force soit toujours perpendiculaire à Q /?• -
1 63. Les constantes qu'il faut ajouter dans Tintégration de lequation M ddy^ (^M+ my ddu, dépendentdu premier û? y et du premier duj qu'il est toujours facile de trouver. Par exemple, si la direction du raou+vement du corps Af en A (Fig. 55^ est suivant la tan* gente de la courbe A B en A j il faudra tirer la tangente A P, et prendre AO =z — p n. m ^ pour avoir
M 'j^ fn ^
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le point O où la figure se trouvera, lorsque le corps M" sera en iV (46).
Si le corps ikf agit par sa seule force accélératrice sans aucune impulsion primitive, il faudra tirer A Q perpendiculaire kBD, et prendre AOzz ^^'^ ^
Au reste , il est clair par larticle 84 que dans ce dernier cas, le centre de gravité commun des deux corps degcend dans une ligne droite- verticale.
S c o L I E IL
164. On pourroit donner plusieurs autres solutions de ce problême, qui toutes font parvenir à féqualion M d d y = (Af+ 111) . ddu : j'ai préféré la solution qu'on vient de voir à toutes les autres , parce qu elle est extrêmement simple.
(46) i b ( fig. 64 ) est l'espace que le corps parcourt de moins dans le second instant que dans le premier, parallèlement au plaii. Or la quantité dont le corps est retardé à chaque instant est la quantité dont il s'a* yance parallèlement au plan par son mouvemeut propre , moins le mouvement avec lequel la Egure Pen traîne ; donc puisque ihz=.ddy — ddu, £i queddti marque ce dernier mouremcnt , ddj marque le premier ; donc dans l'intégration de l'équation Mddjzz(M-\' m) dduy on ne doit pas toujours prendre MX ^ B pour l'intégrale de M ddy ; car fddy doit être ici la somme de tous les petits espaces que le corps M parcourt paTalièlement au plan par son mouvement propre: or cet espace total est déterminé parla direction primitive du corps. S'il tend à se mouvoir au premier instant suivant jiK^BK scraifddj , puisque sans la surface courbe il seroit arrivé an point K ; si au contraire il tend au premier instant à se mouvoir suivant -^ P ( fig. 55), P Nser^/^dd^j puisqu'ên vertu de cette seule tendance il seroit venu au point P.
Tous
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^ Toùs^ les probJêipe» anal(^ed à cebirci qu!ott pour^^^. rà' proposer, seré^udrôDttcuijourspàrrappHcftlkuide notre principe r^t il n'y aura de difficulté , que. dans I9 càtcùL ^ ) V / • .
i65; Soient deux Snlicrcs t>i C CÏ'îg-.^S^V >^?^"^'y ' suivant G B, C D, a^^ec des r/lesses (jui soient rèpré" sentéespar les lignea infinimenl pe^iu§ Gi B , C D ; i/ e^f clair que ^i D B = C G , çesl-à-dire */ D E = B F , les moùvemêns de ces deux Sphères rie se nitïront point Vùfi à t autre ; (fôù îl s ensuir qQ^eri'géhéraf'y pour que ' ces Sphères ne îîe hlirsfent point ,^îî'fati¥ dan» fchacti^eque la vîlesse du point *touchant\^ suivant là|ierperh- * diculaire'Ç A G au^ àéûx corps:","' soft Aà nlênïe de partet d'autre. En effet on aura pour fors E Di=z F B ;- donc ' DB^CG. • \ ^^ ' ^
]66v/Si,deiix corps de^figure queJooiîq^t-'J^^Jpyahienl,, d^rsien regardant comiije une petite surface gphérique leur point dattducheixient comnaun, Qn verra qnç pour que ces ideux . corps ne- se nui^eQt.poîiiti la y]{tfspedu point il attoùchementc estimée $9Jiye»t !iipe^përp)»}idicu-> bore aux deux surfaces en: dè{ poiot.y doit êtrç U o^iéme pom;^chacun d'eux. !
^ . Le m m e X I.
1^7. 5/ tafU d<^ corps tjk'onvoudrà^ viennent se. cUê^
Êe
quwàe manière iqÏL en îcAsuppoiont parfaitement di{rs et:'sdns tesson \\ih\demew[fnt.U)'mefi*'VpQ^ après h choc; yé dis/jué 'sHLs\ soriù d re^sçrt pa/falti Uf^ retour-* neront en arrière chacun avec la vitesse quil avoit autant le choc. Car lefFet du ressort est- de restituer en sens cçntraire- à chaque ^orp^ le mouvemeçit qu'il a perdu par ractibn des autres/
,1 68. Donc §i tant de corps durs qu'on voudra se cnoqv^nt àrjf^ fyi^f çtqup <i,^ ^tc, sp.ient leurs yîtçsses ayant kçfeoçvfllVfi.pQiçnlt cl^ianlgées après le cboc en a, b etc. alçrs rega^flsint Ips vUesseç a^b etc. cjomme composées c^s vUe^ss^esa^ «t; b, .€;,etc. les vitesses de ces mêmes C9rp& après le cboc (dans lç.Cc^s ou ils seront plastiques) seront composées des vitesses a, — «t; b , — C\ etc.
Nous ne parlerons donc A^x^ IfS problèmes suivans que du choc des corps durs , puisqu'on en déduit aisément les lois du mouvement d^s corps élasliqu6s.
Je nVxamîr^e point ici s'il y^- des corps parfaitement durs : c'est uneqwestîoh qui appartient plutôt à la Physîc^jjuequ'àkif Méoa-nkjue,* et je Me j^pposedci d^'oorps par* faiteméntidurs^ que comme on^uppose.d'ordîdaire dans fa Mécanique des leviers Inflexibles^desmadunee sans frottement etc. Je suppose aussi comme une vérité d'expérience , que le resport rend à chaqye corps en sens contraire ce qu'il a perdu de mouvement par le choc , sans exàoïiDer de quelle maoièrë se fait cette restitutioa*^
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Comme il est assez bien prQiiv^ qije les corps à ressort sapplatisseot et sejÇomprôiiexit par Ig (phoc^^pour se. rétablir epsijiite danglpur p(eguère%ure^ on pOUrroit Qtol* re que ce n'est pas le véritable mofyen de trotovw lesiîois du mouvement de ces corps >. que de Içs supposer, incompressibles » comme nous faisons ict ; et il est vrdi que cette circonstance de plus ou de moins doit apporter à ces lois beaucoup de c'hajûgenient, comme nous leiV rons voir plus bas, Quoiqu UensOit» nousjpiouvons sup poser au moins que les coifps cH^ng^i^t très^n.de figil-** re, et que la compression aussi bSen que la restitutidn sfc fait dans un tems très-petit ; en ce cas , le mouvement après Je choc sera sensiblement le uiême, que si sih>09R4- «déroit les corps comme TinconapressibLes; Qn résou* droit ces problêmes exactement > si on sàvtiit suivant quelie loi la figure du corps change par 1% compression; mais on ne peut faire sur cela que des hypothësesi
• V ÈO B t Ê M E XI. '
1 6^. Sapposcmsxm-un corpus A ( Fîg. Sy ) ^n vienne choquer un autre B O Q en repos , suivant une Ûireetioh A C qui ne passe pas par là centre degtàçité M du âorps chaque ;^ on 'detkande lé mauvemeut de ces deuoù corps après It chàc. . ^ ' ^
Quelque mouvement «que prenfte le ct>r^ B O Q*, îl est certain (^art. 76 ) que son .centre. Af ira toujours eu ligne droite après le choc, tandis qoe toutes ses parties lotfrtiefoYît autour de <îe iMêttié centre. Il faut de plus
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par notre principe » que si onimprimoit à ce €orp$ un mouvement contraire à cefeî qu'il a reçu par le choc , il fît équilibre avec le COrpS .4 animé du mouvement qu'il a perdu par le choc.
On a démontré piuS haut ( art. 141 ) que si le centre de gravité ikf d*un corps se meut suivant une direction quelconque, et que ce corps tourne en même tems autour de son centre , la direction de la force résultante sera parallèle à la direction du centre de gravité (*). Or la direction -de cette force ne peut ici èite que la ligne C A perpendiculaire à l^endroît A du contact ; car cette force doit être détruite par une force égale du corps ^, laqoeile agit suivant A C. Donc le mouvement du centre M rfoit.être parallèle k AC. De plus , la vitesse de rotation doit être telle , qu'étant combinée avec le mouvement du centreAf, les corps ne se nuisent point, c'est* à-dire qu'ils aient dans le même sens une vitesse égale. Or abaissant la perpendiculaire ikfiVsur CA/i\ est aisé de voir que le mouvement du point touchant A suivant A N, est égal au moAvenieot dir point iV, La difficulté se réduit donc à trouver la vitesse du point M y et la vitesse de rotation du point N.
Soit « la vitesse du corps .y4 ^vantJé choo, u sa vitesse après le choc, a la vitesse de M, v la vitesse de rotatioq du point iV, pniauift i^..* + v = u. De
(*) Ceux quivoudront une démonsiratioTi plus détaillée de celle proposition, la troiiTeroot daos dos Recherches sur lapréceniôn des Squi^ noxes, art. 86 et suiv. MaU la déi^nstratîon citée dtVari. 141 parok Hiffisante.
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pïus, la force résullante des mouveraenâ des parties du corps Af en sens contraire, doit être égale à A, [u — u); or celte force doit êlre égale k M. a, et avoir pour dîfectîon la ligne CA ; on a donc 2^. M. ct:=iA . (// — u)î 3^ si on nomme/? là somme des produits des parties du corps M par le quarré de leurs distances à M^ on aura
{art. 141 ) '^ ^ ^ M . a. M N. Ces trois équa-
tîons serviront à déterminer les inconnues a, i/, u. Ce quilJaUoit trouver.
1 70. Deux corps spliérUpies K^ a^(^ Fîg. 5^ ) attachés aux verges C A, C a ^ fixes en Q et eh c^ se choquant avec des vitesses données , trouver leurs vitesses après le choc ; on suppose qu avant le choc ils vont tous deux d^un même côté.
• Soient u^ v^ les vitesses des centres^, a^ avant le choc, u, V les vitesses de ces mêmes centres après le choc. Par notre principe, il faut que les vitesses u , v soient telles, que les deux corps ne se nuisent point, et que si leurs centres avoient les vitesses « — u, v — v, les deux corps se fissent équilibre ; c est-à-dire que les points^, a étant animés des vitesses u — u, v — v^ il faut que la force du corps A regardée comme réunie en A et agissant suivant A a , soit égale à la force du corps ^ regardée comme réunie en a et agîijsant suivant a A.
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Si on mène les perpendiculaires CGf cg k Aa,\a
première de ces deux conditions donne —Â~j- = ^'^^ •
De plus , si on nomme F la somme des produits de$ particules du corp» A par le quarré de leurs distances à C, ou plutôt à Taxe qui passe par C, et /la quantité analogue à celle-là pour le corps a, la seconde condition
donnera _^ -LT^l. + ^Ç'-^- = o. ( 47 ).
De ces deux équations on tirera la valeur de u et celle de V.
1 71* Si les corps sont élastiques, leurs vitesses après le choc seront ( art. 168) u + u — u et v +v—- a^.
La somme des forces vives après le choc , sera — —-
a c^ ^ ^ AC^ ^ a e^
(47) Car u*^ VL étant la vitesse de rotation perdue par le centre
A, la vitesse perdue par tout autre point M ^era(«— ^u) X
CM
et. «a force (m — u ) X ^ ^ X M; mais à cette force on en peut
substituer une agissant suivant G AouAa^ et qui ( en considérant ÂfCG comme un levier angulaire ) doit être sr ' A ' ^ ^ x> ^
par le principe du levier : donc la somme des forces perdues du corps ^ seray— . C^TxC G " CAXCG ^J^ ^ X tf -
_(jlJZiLl.>L.^^Donc,etc, C A X C G * ^
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Mais sron multiplie le premier de ces deux derniers termes par ^g- x'-f^-, et l'autre par.-^^ x ^^ ce qui ne change point leur valeur, on verra qu'à cause de -^-!^ = ^'f , et de LLii?^_J'J_ +
=5 0, ils sei détruisent mutuelle*
ment. Donc la somme des forces vives après le choc
— 'aH^^^^'^T? — ' cest^a-dire, que la somme des forces vives avant et après le choc, est la même.
Corollaire II.
. 1 7?, Si les lignes QA^ca sont parallèles dans J'instant du choc, U faudra faire CG zz-C A^ cg=^ c «, et le, reste coœDDe ciide^sija. Ce derniçr cas a été résolu par, M. Jean. Bernoulîi lô fils , dans le Tome. VH. des Mémoires de Pétersbourg , en supposant ks corps éla^r. tiques^ Nos deux solutions sont fori diffi^reot^ , quant £^)a mçthode et quant ^u pési|Ua(;« Car dans le Mçoioilîfi de M. Betnoitîli\ les Yite3Ste après le choc:$ont expri*^ mées par des quantités radrcalçs ; ici on peut s'assurer aisément qui! n'y aura point de radicaux :» les quantités F^fy les seplçs qui pussent faire cptrer des radicaux dans TexpressioD des vitesses , n'en coûtieiineat:powt9
puisqu'en nommant b, Ê les rayons des Sphères A^ a^ CiV^, a, c;z, a, on trouveF=iCaa + 2a^ + iAA).^, ety=( a* + 2 A^+ ^ ^^) . a. Voyez-en le calcul dans le Mémoire cité de M. Bernoitih.
Mais outre que la solution de M. BernouUi n est pas directe, étant appuyée surle principe de la conservation des forces vives , cette solution est encore fondée sur . un autre principe qui nVst pas vrai. Ce principe consiste à regarder le corps A mû par la verge inflexible C A^ comme si toutes ses parties se mouvoîent d'un mouvement égal à celui du centre A^ et quen même tems le corps A tournât sur son centre avec un mouvement angulaire égal à celui de la verge. En conséquence la force du corps A. est la même selon lui, que s'il n eloit point attaché à la verge, elquetoules ses parties eussent une vitesse égale à celle de son centre , sans aucune rotation ; ce qui me paroît contraire aux lois de la Mécanique. M. BernouUi se contente de faire voir art. XV.* de son Mémoire, que dans fun et 1 autre cas là quantité' de mouvement est la même, soit que le corps tourne autour de C, ou que toutes ses parties se meuvent avec une vîtesse égale à celle du centre A} ce qu'on ne peut Jùi contester. Mais dans une Sphère qui tourne atitour d'un point fixe, la quantité de mouvement et la force ne $o.nt pas la niêitie -chose : il fout avoir égaixJde plus au bras de leviei*- par lequel cliaque particule agît; c'est la somme des produits de chaque élémettt par sa vî- 46sse^t par sa distance iau point fixe y qui feit la force,
et
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et non pas seuleoient la somme des produits de chaque élément par sa vitesse.
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1 73. Deux corps A , B ( Fîg. 5g ) attachés aux fils C A, G B fixes en C et en G, venant à se choquer, trouver leurs mouuemens après le choc.
Soit u la vitesse du point A avant le choc pour tourner autour de C, laquelle vitesse est commune à toutes les parties du corps A ; soit outre cela v la vitesse du centre de gravité du coips A avant le choc 9 pour tourner autour du point A par où le corps est suspendu. Soient de même Ï7et /^les vitesses qui dans le corps B avant le choc sont analogues kuetv : qu'enfin. ces vitesses après le choc soient changées pn u et v , U et V , qui doivent être telles, que les corps A^B aillent de compagnie sans se nuire Tinstant d après le choc, et que s'ils n'avoient que les vitesses u — ^u, v — v, U'-^U^ K — V, ils se fissent équilibre.
Toutes les parties du corps A ( Fig. 60) étant considérées comme animées de la vitesse u — u, on peut réduire tous leurs mouvemens à une seule fi^rce, dont la direction O K passera par le centre de gravité G du corps -^, étirera perpendiculaire kCA prolongée vers L. De plus le centre de gravité du corps A étant animé de la vitesse y — v pour tourner autour de ^ 9 on trouvera (^art. 140) sans connoitre la valeur de v — v» la direction NO de la force résultante, La force suivant O F
que je suppose résulter des forces suivant K^N O, doit sanéantir : elle doit donc être telle, qu'on puisse la décomposer en deux autres t Tunç suivant P L dans la direction de C^, l'autre suivant P a perpendiculaire en a à Tendroit du contact des deux corps. Or comme la position des points P, O est donnée par les lignes aP, CA, NOj KO, toutes données de position; il s'ensuit que la direction O P de la force résultante des forces suivant OKet NO est aussi donnée, et qu'ainsi le rapport de ces forces suivant O X et iVO est donné. Mais en nommant m la masse du corps ^ , on a la force suivant O K = m^ (^u — u ), et (^art. iSç) celle suivant jÎVO:= 7/2 • (y- — y). Donc le rapport de/^— u à y — .V est donné. On trouvera par un raisonnement semblable, que le rapport de U — U à J^ — V est donné pour lautre corps. On pourra donc des quatre inconnues u, v, U et V en chasser deux. On a de plus deux autres conditions à remplir; savoir que la force suivant P a soit égale à celle qui agît pour l'autre corps en sens contraire, et qu'outre cela ces deux corps aillent de compagnie l'instant d'après le choc, c'est-à-dire que la vitesse du point touchant a suivant P a, soit la même pour l'un et pour l'autre : ces deux conditions donneront deux autres équations qui serviront à trouver les deux inconnues restantes, et ces équations ne passeront jamais le premier degré.
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D'un corps qui en choque plusieurs autres d la fois.
P R O B L Ê M E XIV
174. Supposons qu^un corps sphérique A, (Fig. 61 ) mû suivant une ligne donnée A Q rn^ec une vitesse donnée ^ rencontre d la fois les deux corps en repos B , C , o/^ demande les directions et. les vitesses de ces trois corps après le choc.
Soîl A N = u la vitesse du corps A avant le choc, AR sa direction cherchée après le choc, et A F^ =zv sa Vitesse après le choc; BZ, CXles vitesses que reçoivent les corps B, C; on suppose que toutes ces lignes AN , A F', B Z , CX qui représentent des vitesses, sont infiniment petites.
La vitesse B Z du corps B, et la vitesse A F^du corps A , doivent être telles, ( art. 1 65 ) que 7^ Z =AB.T)c même la vitesse CX du corps C, et la vîtesse A P^dn corps A doivent être telles que F^ X= A C De plus, si dans Tinstant du choc , on suppose le corps A animé des mouvemens. A F', F^'N , ou d K , Ap, et les corps B, C aniniés [art. 61 ) des mouvemens égaux et contraires B Z , B z; C X, C x; il faut par notre principe, que les corps A ,B , C, animés des mouvemens Ap, B z,C X, se fassent équilibre.
Soient les données A Q = a, QS =z T,QT=z T, et les inconnues Q R = t , A F = v ; on aura ( en menant R O perpendiculaire kAS^tRokAT)
F f jj
R O (T — t). a , Jg •
^R ~ |/[»* + 5r'],|/[a' + <" ] y AR
__. (Jt'^/f Î-; de plus, àcause de rZ=^
7v — ^r/^^? — ; ., \ On trouvera par un
raisonnement semblable C X = v f-^r "*! "t T rs-
Mais si on mène du point T^ la perpendiculaire y P sur -^ JV, on aura , à cause de Téquilibre »
A.PN::.B.JL^^+C. ^^^'^^ , et
:^. ;rp= B.BZ.QS C.CX.QT ^^
AS ^ AT
mettant dans ces équations au lieu des lignes qui y entrent, leurs valeurs analytiques, on parviendra à déterminer V et t) et on verra, si Ton veut en faire le calcul, qu'il n'y a jamais que des équations linéaires à résoudre- En effet, on tirera d abord des deux équations
la valeur de ; comparant ces deux va-
leurs, on fera disparoitre le radical i/ a^ + i*, et on aura une équation , où il n'y aura plus que t d'incoi^nue, et où cette inconnue se trouvera au premier degré :
DE DYNAMIQUE. ^29 on trouvera donc aisément la valeur de t , qui étant
mise dans Tune des deux valeurs de — / . =r
on aura la valeur de ^. . ^s < .
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\ y s. Je ne m*étends pas davantage sur la solution de ce problême , et je ne cherche pas même à la simplifier , parce que 1 on en trouve une très-belle solution dans Touvrage de M. 'Mac^Laurin , qui a pour titre A Treatise offiuxions. On peut au reste , par notre prin* cipe , trouver les lois du choc quand une boule en rencontre à la fois t^uit qu'on voudra; problême qui a été résolu par M. Jean BemouUi, mais par le principe de la conservation des forces vives y et seulement pour le cas . où les boules choquées sont égales et disposées semblablement de part et d'autre de la direction de la boule choquante. M. Bouguer a au^i résolu ce problème pour ce dernier cas seulemeht ( Journal des Saçans, Avril 1728) mais sans y employer le principe de la conservation des forces vives. M. Bernoulli dans son Discours sur le 'Mouvement 9 a tiré de la solution qu il a donnée un grand nombre de' belles conséquences sur le mouvement des corps dans les fluides. On y trouve entr'autres plusieurs théorèmes quil na pas démontrés , et dont ) ai donné la démonstration dans mon Traité de Véquilibre et du mouvement des fluides , Liv. IIJ. Chap. I. .. i
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J. ♦ri^W'vt^*^^ 176. Au reste, quand on fait attention à la nature du ^•XV-ÎÎ?' problême général des corps qui se choquent plusieurs
à la fois, avec des vitesses et des directions données, on peut rencontrer dans le détail plusieurs difficultés qu'il est bon d eclaircir ici, et qui pourront nous donner lieu de faire sur les lois du choc des corps , quelques observations nouvelles.
Supposons, par exemple , qu'une boule A ( Fîg. 62) raûe suivant A L , rencontre à la fois les boules C, D, M , F semblablement situées de part et d'autre de la ligne .^4 L; que les boules F , JE soient en repos, et que les boules C yD , aient parallèlement k A L une vitesse égale à celle du corps A ; il est évident que le corps A n'aura aucune action sur les boules CetD, et que tout se passera de la même manière, que si le corps A ne touchoit que les bouies E , F. Mais si les boules Cy D avoient une vitesse moindre que celle du corps A suivant AL; alors le corps A auroit de Faction sur ces boules, et il paroît d'abord "qu'il doit communiquer du mouvement à toutes les quatre^
Cependant voici une difficulté. Supposons que la vitesse des boules Cet D avant le choc , ne soit que de très-peu moindre que la vitesse du corps A : si elle n'est que très-peu augmentée après le choc , alors , comme les boules A^ C^ D doivent aller de compagnie , la vitesse de la boule A ne sera que très-peu diminuée; de
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plus les boules F, E devant aller aussi de compagnie avec ia boule yf, auront une vitesse qui sera à la vitesse du borps'A après le choc ) comme le cosinus de Tangle B AFhM sinus totale et qui par conséquent sera comme infiniment plus grande que la vîtesse perdue par le corps A. Mais par notre principe , le corps A animé de la vî* tesse qu'il a perdue, doit feire équilibre aux corps £, F, C ,D anrméfe en sens contraire de ce qu'ils ont gagné de vitesses: or la vitesse perdue par le corps A étant ihjp.) très-petite, ne sauroit faire équilibre aux vitesses finies des corps £, F. Donc la vitesse des boules C, D ne sauroit être de très- peu augmentée. Mais d'un autre côté si leur A^îtesse est augmentée d'une quantité qui ne soit pas très*petite, alors elles ne pourront aller de compagnie avec>le corps A , dont la vitesse doit nécessairement être diminuée.
On rencontre une nouvelle difficulté dans Fapplica- -tîon du calcul à ce problême. Car on trouve très-aisément les expressions des vitesses des cinq corps après le choc, quoique suivant la remarque que nous venons de faire, il ne paroisse pas qu'il dpive être facile de les trouver. Cependant k calcul est fondé expressément sur les deux conditions, que les cinq jcorps aillent de compagnie après lé choc, et qu'animés en sens contraire de ce qu'ils ont perdu ou gagné de vitesse , ils se fassent équilibre.
Mais si on examine de quelle manière le calcul satisfait à ces conditions^ on verra que de la façon dont
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il les exprime , elles ne s*accordent pas toujours avec la nature du problème ^ et peuvent même conduire à une fausse solution, si on ne les applique commQ il fkut à la question proposée. Pour que les corps, par exemple, aillent de compagnie après le choc, il faut que les vitesses de ces corps estimées suivant une perpendiculaire à Feadroit du contact , soient égales entr elles , condition que le calcul exprime. Mais il faut de plus que ces vitesses soient dans le même sens ou dans des sens diffërens , selon l'exigence du cas : condition que le calcul nVxprime point, et ne peut exprimer. De même , pour qu'il, y ait équilibre entre les corps touchans F, C, D, JE et le corps yf, il ne suffit pas que la somme des mouvemens de même part soit = o , ce qui est la seula chose que le calcul exprime ; il faut encore que les mouvemens faisant équilibre , soient dirigés suivant A B , FA, CA,DA,EA.
Comme le calcul ne peot exprimer ces conditions, ce n'est qû'apès avoir trouvé les valeurs et les directions des inconnues, qu'on peut voir si ces conditions sont remplies. Si toutes les conditions ne sont pas remplies, comnae il airive dans le cas dont il s'agit ici , c'est «ne marque qu'il y a de certains corps dans le système qui ne souffrent rien de l'action des autres , et dont \t% mouvemens ne reçoivent aucun changement. Ainsi dans le cas présent, quoique les corps C et Z) aient une vitesse moindre que la vitesse du choquant A^ néanmoins ces corps C et D ne recevront aucun changement, et
tout
DE DYNAMIQUE. 233 tout se passera de la même manière, que^si le corps A choquoit les deux corps jE, F seuls. Car les corps C et D ne peuvent diminuer de vitesse par la rencontre du corps A : ils ne peuvent non plus recevoir de vitesse par 1 action du corps yf; car comme on l'a vu ci-dessus, ces corps ne peuvent aller de compagnie avec le corps A après le choc. Or il n y aura point d afction entre les corps ^, C, jD s'ils ne vont pas de compagnie après le choc En effet» quand il y a action entre deux corps , leurs œouvemens peuvent toujours se réduire à des mouvemens dans le même sens pour chacun, par les-* quels ils ne se nuisent point, et à dés mouvemens contiaires qui se détruisent. Or les mouven>ens contraires ne peuvent se détruire , que les mouvement dans le mêr me'sensné^oient ^aux. Car si lé premier corps alloit plus vite que le second, il n'y auroit entre Tua et l'autre aucune aclioa mutuelle possible.
ReMu^jrque 1 I t. ^
i 77. Il n'en est pas de même^ lorsque tes corps A 9 C, D,E, J^sbnt des corps à ressort. La vitesse du corps A , ne diminue que petit à'petit^t par des^ degrés i nsensibiiesr; aiq^iil ne pe^ mâipy^ les corps C,Z),
et par conséqilet^-ii/^oitrnécessairebent; altérer ieun^> mouvemens. Qe^t pourquoi H ûiqt bien se garder ^powi HxDuV^dahs ce câe^là te» ^tesses après le choc , de so ^rvîr êéliBL rèjgleî qtte wouS avions *d0»fijéei«/Tv>:i ^J ) •>« ^^Getieiréflextoa urfei»* fait feafetipe amrë;! ize&t qufr'
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pour les lois du choc des corps à ressort qui se rencontrent plusieurs à la fois , cette mênae règle peut être souvent très-fautive.
Supposons , par exemple , les cinq corps A . F^ E ^ C, D CFig,,62} à ressort parfait ; il se fait dans l'instant du choc une compression dans chacun de ces corps, telle que le corps choqué reçoit à chaque instant en arrière, suivant chacune des directions F A , C A , D A ^ E A und ^juantité de mouvement infiniment petite^ égale à celle que les corps F^ C, D, E reçoivent en avant :' ces corps s'applatissent ainsi de plus en plus, jusqu'à ce qu'enfin ils puissent aller de compagnie avec des vitesses qui soient égalea dans le même sens; pour lors ils commencent à se rétablir peu à peu , et perdent ou gagnant de nouveau des quantités de mouvement égales à celles qu'ils ont déjà perdues ou* gagnées.
Mais comme nousignorops entiérementsuivantquelle loi le ressort produit Taccélération dansjes corps, nous ne pouvons savoir si les cinq corps cessent d'être comprimées tons cinq au même instant; et si j par exemple , lès corps C et D ne commenceat.pas à se rétablir ,, quoi-^ que les corps '£*> F ne soient pas j encore eotiéiçeçàent Gomprimési »Ea cc«cais , les ci^q. loerps n'îiîQient.ppint def oomjbagnîôlapnèsfîle choc/ ensb^ppbaant lôêm© que| Ift ressqrt Snè ies uétaBlîtîpaè dans leur çreniîer état Or, si» cela étqit^il ne fatfdwit plua povti trouver Je mcHiViementr des citï^corp3^âpflrè5lJieM<âl>fiQiU(S* 8Çf^yk:d^i\^\iaçéi\\Q^^.
dcf Yapfi:x 6h^m^ regaribnit jdîàh©ïîd;ke cijiq. corps fiom-
,me durs; car cette méthode suppose formellement, que les cinq corps ( abstraction faite de leur ressort ) aillent de compagnie fiprès le choc.
Une raison qui donne lieu de douter que la compression finisse dans le même instant pour tous les cinq corps, c'est qu'il y a nécessairement des cas où cela ne j^eut arriver, comme quand les corps C et D sont supposés avoir une vitesse parallèle à ^ i , et qui soit de très-peu moindre que celle du corps A suivant A L.
S*il y a des cas où la compression des .cinq corps puisse finir en même tems, on conçoit qu'en changeant quelques circonstances^ alors la compression pourra ne pas finir dans le même tems; par exemple, si la boule ^rencontre quatre boules C, Z) , Jî, Fj égales et en repos, et que la compression dans ce cas-là finisse au même instant pour toutes les boules ( ce qui ne peut pourtant être prouvé) on conçoit qu'en augmentant la masse des deux boules C et Z) , il pourra se faire que ces deux boules achèvent d'être comprimées avant les deux boules E, FrOU ne le soient qu'après. Il est donc, aKsolu*ment nécessaire de chercher comment il faut s'y prendre dans ce cas, pour avoir les lois du choc. C'est ce qu'on va voir dans l'article suivant.
Du choc cl^s corps d ressort qui se rencontrent plusieurs
à la fois.
178. Je regarde avec plusieurs Auteurs deux corpi à ressort A^ i? qui se choquent , ( Fig. 63 , 64 ) com-
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me S'ils étoîent réduits à leurs centres de gravité j4 ^ Bj et qu'il y eût un ressort placé entre deux, capable de contraction et de dilatation, ce qui représente la compression et restitution successive des deux corps. De plus comme la conipression se fait en fort peu de teras, j'imagine que ce ressort ne se dilate et ne se contracte pas beaucoup, mais qu'étant très-peu contracté il a une trèsgrande force ; et j exprime cette force par une fonction de la quantité dont le ressort est contracté ou dilaté, c'est-à-dire que je suppose proportionnelle à cette fonction la petite quantité de mouvement que l un des corps^ perd , et que l'autre reçoit à chaque instant : car ces deux quantités de mouvement sont égales (art. t5y\ parce que le ressort tend à se débander également en sens contraires, avec une vît esse qu'on doit regarder comme infinie par rapport à celle des deux corps, sa masse étant infiniment petite par rapport à celles de ces mêmes corps. Cela supposé, si a^ b (Fig. 64) sont les points où sont parvenus les corps A,B ^et qu'on nomme Aa^x, B h , y,ei t le tems écoulé , on aura — A ddx = ^ (x — y). dt^,tiBddy:=:^(p {x — j). dt"" ; d'où l'on tire — A ddx—Bddy y etndt — Adx=Bdy, n étant un nombre constant , qu'on déterminera de la manière suivante ; on supposera que a , b soient les vitesses des corps A,B quand ^ = o ; on aura par conséquent lorsque x y et y = o, -^-^ ^=>ae\dy'^bdt:
donc n ^ Aa-\- B b.
L'équation intégrée donne n t — Axi=^ By, et par conséquent — A ddx = (p {x — JLX^^éJL^ d t^ s si l'on fait x — n t — a .t ~ ^ qjj aura f à cause de d t constant ) ^ ^ . b ddu _ . ^ ^ ^, ^^ — ^- V.'*''^" = d f\ d a <p u; d'où l'on tire
^y-^r — - ^;f f "' =dt'rdu<pu,et
179. Au reste, si je donne ici cette solution, ce n'est pas qu'elle soit nécessaire pour trouver le mouvement des corps Â, B; cardans cette hypothèse il leur arrivé précisément le même changement, que si la coni^ession et la restitution se faisoient chacune dans un instant : et comme c'est principalement le mouvement aprè^ le .choc qu'on cherche, que d'ailleurs la loi d accélération ou de retardation instantanée est inconnue, il est évident que la solution précédente ne peut jetter aucune lumière sur ce cas particulier; aussi n'est-elle ici que comme une introduction à des cas plus compliqués.
180. Dansla figure 65, imaginons que les corps ^, C, D,Ej jP soient des points unis par des ressorts A C\ AD eio. et cherchons simplement les vîtesses des corps
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A, F, C, parce que les corps E,D doivent subir précisément les mêmes changemens que les corps I* , C ; supposons Içs corps arrivés en à ^fy.c; menant les perpendiculaires a (p, a X , on aura (if= ofà, cause que les lignes A a , Ff sont très-petites , le ressort A F n'étant que très-peu compressible , comme nous Pavons supposé plus haut. Si on nomme p le cosinus de l'angle B A F, r celui de jB A C ; on aura en faisant A aj X , Ff , yyCcjZi-^Addx — \^ip(p [p ^ — y )+2/'(p(ra; — z)\ dt'' (48); Fd dy^(p (p X — y) dt^ ; Cddz=(p(>x — z) d t^. l\y a un cas où ces équations peuvent être séparées en généVal , c'est celui où (p {px — y) =1 F (p x — y ) ; ç (rx — z) = G (rx — z)(Get Fêtant des constantes ) ; en ce cas-là on peut trouver les valeurs de x , àey et de 2 en /, par la méthode expliquée dans la solution du Problême V ci-dessus , où nous avons enseigné la ^manière de construire des équations semblables. Le rassort cessera de se comprimer entre les corps A , F , lorsque />^/ a; stxdi^dy, et entre les corps A,C, lorsque r d x sera =dz.
i8î. Lorsque le corps A ne choque que deux corps
(^) La quantité dont le ressort A F est comprimé lorsqu'il devient afj estAF — a/z=. A^ + ^F — af; mais afzz^fzr:çF+ Ff^ comme op 1'^ déjsi. remarqué ; 4o|ic la quantité dont le ressort e^i çom* primé, sera-^^ — Ffz=.px — ^. De plus la force ^ (;?a: — ^) dirigée «uivant/a, exerce sut vantai une action exprimée par;5^(par--j-); la même chose doit se dire du ressort A C; donc ^■^Addx:=i etc. -
DE DYNAMIQUE. 239 F, E sembldblement situés de part et d'autre ; ce qui arrive au corps Fdevant également arriver au corps E, ' il n'y a pas plus de diiBculté, que si lecorps A ne cho-. quoit que le seul corps F^. et tout se passe à peu près, comme si la compression et la restitution se faîsoîent en un instant; c'est pourquoi iescaIculsprécédenssontaIor$ fort peu nécessaires. 11$ peuvent n^aninoin s servir à trouver exactement la vitesse du .corps A^ et le chemin du corps F, qui se meut , non suivant la droite Ff^ com me nous, l'avons supposé , et comme on peutlesupposersans erreur, mais sur une très-jielite courbe, . Les équations qu'on ti)6uve~d'abànJ^i en- supposant que F'se meuve suivant F.J', etquç ^f= <pj\ sont — A ddx — -^p ip [px— y }(l i' , et F d dy == ip (^px — y ) ét^:^^où Ton tire, cpaime-dans tart. 178,. la valeur dé x de j- en t. Mais si on nommey o, ( Fig. 56T7j Ônaura de plus Ta forcê^sulvantjro égale
à Ja force, .suivant <?.o itiuitipliée par X4->,ç'çstrà-; dire par ^*- pu par J^ - y -i.- ; — - P; J_ , (yn appellant if -/^V'^) et' -l'on Jîrëridra-àu lièu'de^ a; ^j/'lâ' quantifié pIuB exSote p'x—y-^ , VL'? . '"p') / parce que-f4 F — a (en négligeant I^s différen trdisifemeé ^^,^ff .^ '^ '-~ ff TT TïïTrst^ ;(49.)-
.-I •,■ iir ■it-j ■!, I -i I ,■„. ■!,:■■ ■',■. ^i'cii^ii. ^iip . ■
remarquera ensuite quç dans la' première des équations précédentes, au lieu de .î/;, double du cosinus de Tan- ^t B uiF^ il faut mettre Iex3ouble du cosinus de Tangle B a /(5o), qu'on trouvera =/? — ^^v\}—f^\ ^
v^ [ 1 — /?* ] ; cela pôsé^ nommant u la distance entre les deux corps , on aura les équations — Add ^ ^
Fd dyszçu. dt* j déplus on a — df a ^ p die. — .f_^J_LnZlL — dy, et par conséquentr-^</<3?« = p d.d 0^. -n-. d d y t^ d/i f^w^ -.^-^ ff' v . ^^
parce-que tvdHfk un infiniment petit du troisième ordre pVès, comme
ite«t«î^éaelé.voîr;aeplusiy=---?y- =r — 1^ V '^n bégfigeant
lei quantité in^niment petites du troiâiêmfe ordrc^ . '
(5o) Cos. Ba 1 z=:cos, (B A l -^ A l a) ^coi. B Â l ytx:tk, A la '^sin,
BAliïTi.Ala;. mw, cq4* AImzzli pjpuisquexet angle e8tinfi'(Mmi^ntfi|e7;
^ y-"- — —" ^a^Xx' a^Xi
tît; 8În. Bw^/=;V^.i*— p*;et8ia.-af/a;:; - — r— 7 — =; — rrs — X
(5ÎIJ Nou# supputons ici que U fhrce 8uIvantJP*^ourIe coq>&Fe|ii» même qiie-Ia forcfe .suivant a o, parce qu'elles ne di^rent l'une de l'autre
me.d'une a:ij>.^!:'.f^A'L^"''"^"^P^*'tff ^" ^f^fîwr/ nr^rr , f ^ q»^ "^"* "*^- Tons égard ici qu'aux quantités infiniment petites du y^rrmi^r ordre , négligées danslé ^cnôi^r calcul:' '"^' • -^^ -'^ •
Or
DE DTNAMiqUE. 241 • Or par la première tolu tion approchée^ on a une valeur de ^ eni/^ et de plus wie équation séparée entre dtet ^ du, c'est-à-dire, une valeurde^/renttetrfw; et par conséquent une valeur de i/i^ en 1^ et en rf i ; faisant donc les substîaitions convenables, cfesl-4 dire, mettant au lieu
de ;r sa valeur en u dans les termes lIif!^\ztPDl±Étl^
et ' /■ ^ ^^^ — ^ — au lieu de d d x sa valeur
~ ^ ^ ^^ — ^ et au Heu de d x^ sa valeur, qu^on
trottve aisément égale au produit dddt* par une fonction de «, on parviendra k une équation de cette for-
V étant une fonction de u. Or cette équation est întégrabie. ^faintenant u étant connue en^^ ou plutôt i^eni^^ oA aura la v^eur de a; et à» y par iioeniétbqde ^^t- simple. Car la première soiutic^Klbnne d^s ùtt> et la seconde donne dta. duT u.; donc mettanit A u
au lieu de x dans le terme ^* (^"*^y) » ^' ^^'
\ . - iK ^■'"T — : — :• >on
aura — A ddx^sidt* 2 w, et— -y#4?^rt^ jBf +C = fÂ t f d t Su : doù Ton aura >la valetUTiKle as en u. Celle de y sera encore plus fecile à troovet* , puiitqile J^y + D£+G^/4tfdtif^u:
Où aui-a enfin Yéquditïçn F d d s a ±£lL!=V .L x
dt*p{px "^y ) ; et cpoime <v ety sont connues en t, tout le monde voit que^l'intégcatioii est foct simple.
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1 i8a. II résuhe de IVrtitle- précédent » que quand le corps, udf choque deux corps à ressort C, D (Fîg. 65), également situés de part et d autre delà direction ^ jB du corps choquant, les vitesses de ces trois corps après le choc sont, sinon exactement, au moins à peu près les ;gpièo\es, que si la compression et la restitution du ressort se faisoîent dans uni instant. II n'en seroit pas de même, si les boules choquées n'étoient pas semÛablement sî^tuées; de part et d'autre de la boulp chçquante.
En .effet , supposons que la boule dure A mue suivant 'AB (Fîg. 67) rencontre les boules dures et en repos C, D avec une vitesse représentée par A a; supposons •de plus que cette, boule A. ne change <poit)tde^d|i^tk)|n : aprèâ le ehoc , et qud A a soit sa vitesse^ oft aura ( en faî- ^SQûtile» parallélogranîmes A nml^, A^pt^a i, et mt- \fiant les lignes a.a;,.^ 1/ perpendiculaires h AC,A D) (62) Q. Aw(^A» ^^; et D. A.d^A. n p : donc *zX<: npiiC. Ax : D. A d} c'est-à-dire, que comme n*
1^ ^1 > ^ a ^4 ^ 1 «^ |l. . ^— irii4^ Il I , I > Vu 11 ■■ ^ ■■■ > u II II
' (dft)'LWtfiri»ott[^8'deyftiirttIIev de-cenipajgi^ijpiès le choc, le . fy»rps C doit avoir la vitesse A x (^arl. ;i65 ) , puisque le cçips A étaot supposé garder la vitesse A a aura la vitesse A x dans la direction A C; nais en vertu du principe ^ le corps C animé en setis contraire de la vi«tessé A X doi^ £|iTe équilibre a v eorps A animé .de la vitesse 1 Ji qo'il a perdue ; donc , etc. Même raison de la seconde équation.'
DE DYNAMIQUE. 143 est à ^ n , ainsi te cosinus de Tangle*^ A C, multiplié ' par C, ddît ftreàu produit du corps D par le cosinus de î angle BAD^Bonc le produit dn corps C par h sinus defangte £ ^ C, et parsoo cosinus, doit être égal aa produit du çofps D par le sinus de l'angle B AD,et par son cosinus.
Si^efi x^orps ÇetD sont égaux * on aura le procUiit du sinus d'un des angles par son cosinus, égal au produit du sinus de l'autre angle par son cosinus , ce qui ne peotarriver, à moiiw queies angles ne soient complément i'ua de l'autre à 90 degrés, et qu'ainsi l'angle i?^ Cne soit droit. On aura pour lors ^ f : v£ a; ; : i^^: ^ (/, Donc, n on suppose Ut ligne A a infinîmeht petite, onjvoit que duis le cas où.les trois corps A , C^ D sont à ressort, si l'action dès ressorts AC^AD n'est pas comme les li* gnes Ax, A £^, le pointa sera écarté de la ligne droite A a dès le premier Instant, et c^u'aiiisi les lois du choc entré ces trois corps seîront fort différentes de ce qu'e||Q9 serotent , si la cdoapression et UresUtiitJQQsefaispiejntea un instant. ■ ■ , \ .■ . ■ i
1 83. Soit en général AB{ Fig. 68 ) la direction du corps choquant, j4<ï!a courbe qu'ilxîècfitpèHdànl la c<^pression et ,la.|restî(i4ion du ressortir Jjf.f ^x^ a'it=izl C €t=.y , D i^j^u, \& cDsinitsxlç ûodl'ClaTirrfreii^a
et l'on trouvera — Ad.dx^ =r '^ i^ +'r-^T~y) ; 4. ~i*-A ditii a=<p (a + rq:r-.w-,io)n^ifi;.fÇ<i.«!j,^,;
d'où Ton tire^ A ddx=Cddy jet At — Am^^Cy, et de même — Addz zixDddu, etCt--^ A z=Du.
On aura donc (en mettant dans les deux premières équa^ tîons , peur j et u leurs valeurs ) deux équations où il ne restera plus que deux inconnues ^^ <^ et qui pourront se construire par les méthodes expliquées ci-dessus, si f{x + rz — y)=F. {x^rz — yjeta ip(a + ra: — u) s:zG.(z + rx — u).
1 84. Soient deux corps A,a{ Fîg. 69) , unis par un ressort A a, qui se choquent suivant AD, ad, de manière que leur centre de gravité C restât en repos, s'ils pou voient se mouvoir suivant AD, ad; ces deux corps décriront deux courbes semblables A G , â^ pendant I9 (ems de la compression ( 53 ) , et la compression finira lorsque Casera perpendiculaire à chacune des courbes ; ensuite pendant la restitution du ressort 9 ils décriront les courbes G JP, ^y* semblables aux prémices; d'où Ton voit que leur mouvement après le choc sera le raémei que si la compression et la restitution se fkisoientdansun instant. Cela est vrai en général , lorsque deux corps à
(53) L'état du centre de gravité ne changeant point par l'action des corps entr'euz , ce centre doit rester en repos pendantla compression ^ si, èômme on le suppose , il W dû y rester sans Ito compression : or dans e« éM les distanees des deuàoorps à lee point immobHe gardiattt .toufoucs la rapport récjproque de ces deux corps , seron t toujoars daqs le même rapport : donc les deux courbes AG^ag seront semblables ; il en sera de même après la compression. De plus il est aisé de Toir que la compression doit finir quaàd la Kgnë G^tfni joint les deux cturps est perpendi* csilaire aux^coorbes qu'ils déciifent , puisqu'ils sont alors le plus pfès VuQ de Vautre qu'il est possible»
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ressort viennent à se choquer d'une manièrequelconque; car il est aisé de voir que le mouvement de leur centre de gravité ne changeant point par leur.actÎQn n^utuelle, il n'y a qu'à chercher quels; s^roient leurs .raonveipenft après le choc s'ils venoiept se frapper de manière que, leur centre de gravité fût en repos, et donner ensuite à tout ïe système le mouvemertt du centre de gravité (54). . Si les deux corpsétçiçnt mpus, leurs vUessef après le choc seroient plus grandes qufs s'ils étoient durs. Car. dans le cas de la dureté des deuxcorps, les vitesses après le choc seroient aux vitesses avant lechoc» confine Cd, à Ca iSS'} ; et dans le cas où ils serpieot mqtis , c'est-à'S dire, où le ressort se coinpr|merort.sansseréfab||r» ce;^ mêmes vitesses seroient coqiraq CdkÇ^. Qr Csif^Ç^.-, Donc , etc. _ ,
(64) Car ce iiiouT«in«nt étant commna Ji toul^ le>.p<trliea da tj^té-, me. ces parties n'ont ppîot d'autre actionlei uneaiDrleiaolrct qae celle' ^uî rétal'teroît dettnonvemenseii vertu desquehle'centre Ai^èvit^ré»'' (eroit enrepos. AF^garddel* nteuedaceotie de.gHnrjl^ Q» a dooaé le no(»y.en de la déteiqiiner, art. 7a.
(55) Dam le cai des corps durs , si a b iafiaiment petite reprAeqte la rîlesse arantle chocjaûntirmit Cbcc% dJrriWtt^ tvrt »4, '•éct érè rxftititv% la vitcwr aptèi le ebot * pai*(|ae le «eptiie ttl.tafipaté'ràitn en repçt et qvc la rïteue perdae dpit être dirigée t a b:: Cd:Ca. Dansle cas des corps Oioiu, la ritessi i la rileoe araut le choc :': Cà^: êg;-c*t le» t tteii^t «rit une courbe m rerto d'âne force dirigée k uKpoh ■OD inverte 4fa pfpeiidiculairei meiiées de f^.poJfll
14Â ^ T-KJâlT^É'
SCOLIE GÉNÉRAL
i85/ Ce n'fest-lâ i^ù'uhe trè*-petite partie des ques^ tîbns' qu'on -peut à^er èùr te fchbc des corps; En voîcî quelques-unes tjur méritent lattentîon des Géomètres.
" NûisitVdns faitvmrdârisl'Ëîîé^rddpBdîe'iu iiqke'-Tom€'V'.^. 447.'^/ i^^iie le ^t^sbrt", quand ÎP rehdroit parfaitement aux corps choquans la figure qu'ils ont perdue par le dioc, pourroîtbîen ne leur pas ren* dre pour cela totateléur Vitesse, éf Inéme qall ne la leur tefiddltbàs en effet. Maî^ là quantité dé vitesse perdue ciSpèmt' d<e la ûghré et' de la hiatière du corps, et ne peut être déterminée que d'une manière hypothétique et conjecturale. En effet imaginons une suite de points ou d'atomes parfaitement durs, disposés en ligne droite, ef, l3fnls' bar des' ressorts infiniment pe(i(s placés entre
dw<im-S<»Pf»riG^ ^stéi|i/e.4Çfpc»ûjlt» djjr* ainsi iihis-re- ^ré8efft«râ'ài8fz-iexa€teirient«iho(M^s-àiéssort. Supposons^ensuite que ce système' vienne "fralsperperpendicu-
I^^i;>e9t Up'pliAi joéJ)rAnWe),«wyant la 4irçcUon de Iftitigiteiqui dn(î(«!tau8 ee^'pQtitt'torps/ H est^évident qoe le^ ftKijt'dfirpè *ftjr •fluî fràï)jJëra'îM^cïi?temelrtt're plan ;
perc^a^l i|îstwît. tpulg.fBft. y îjfepse. L^
eeiut*qiM suit iintpédâatdfiQeBt lu «premio*, -pourra awart^
cer*^'àftt^oî<"péu,'^vU l?i çonipressibrîité'èl'petit ressort placé entre'^uï'î^^iaig-çoiïfmé çp tenw9 est -{- /{y^-*)
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InfiraflDdBtifWtii * <|^'i( doit ces$ei^4e. «e.cqmf^rûoiejt dès que ses parties seront absolument contigues les i^ggs^fjx
p^titj^^Fej>E^ arfivcn^ ^osfj^'aUfpreniiei: corps, o^^st-il p»$ jbBe«.«^jïïifsei^)}lftJ?Je,;;(>u «plutôt m%%-i\ pas certain que ce second corps n'aura pas enti^^^gnt pei^u^sçui
jtes^ïlt'OM.pJu.^^ 4g tepdaqçe au cwûvewçqf^ S anéantit» IteWftik çou^j^jicçmnp^e quanjCLf^n. c§ï$« '<!"!«; „<jhoqu^ m:^ 4ii^§ijial4^jU en,sef^dç.5pçfyg3^e.pJi}pjeurs
cor9pres§i^idesjr*^sort8.,,ç^qp^,u>^ pu faj^«fM?f ge lu reste, ne recevront par, la resUt^lipçirCJji.rèssôrt que la partie de mouvement que la compression du ressort leur avoit fait perdre, et ne pdbA'ont jamais recouvrer Tau- IrerBartio, qui. A é^é, entièrement détruite. Cependant chaque ressort se rétablira dans son premier etar, efnar
conséquent le système reprenoTfi'sajDremiere fleufeet
^ -^^ •■ ■ • V" "^ '< '■'■ '-'11? i«''lïv 8 'K'^''^'%. M' SjQia nqnisa^remiere vitesse. Mais on senCbien quii est Ttçs-
.,q;45)ÇV^i^Çt ^^S??°® 4^P9f *^Vw oe-tronver Ta^Viiessc «w chaauç petit.corps âpres la restitution jè(2?«8of?,¥t^âr
..fm.^f. . •' Of;r.1Br«ni 9up§t{o B 29ubiMn ftSM^'îv il
conséquent la vitesse totar&au corps c
♦-WP.V^ÇW^If.^P'itkt'^puver là, vitesse de' — _-_^ ,
ri^ffîS!kiMfwMKiPJn.*£o°aQi^^ ^e degré detéhqtie'^ de iirfrw ,\j«I««5p6rj>kn noiîieoqquz aflw ,3lcrGldm98f .a
roidetir de chaque ressort, ce qui doitrançt dans cha-
^q\li5 cas". t. j ._ . ' j
Ce tjuQ noùs^ vêlions <le dîré du choc dNw^ corps à re^ sort contre un plan inébranlaMé*; doit ât^bir liée et même dans le choc mutuel de deux corps à ressort, <)i(i doivent nécessairement perdre quelque partie de ieur vîfesée par l€ choc.' •
Ôri supposé ordinaîreniént que quand im ^èorps' à ressort chbqiie un plan rnébranïablei il ti^y a ^ueïa partie infiniment petite placée au point dé contact qui perde tout d*un coup son mouvement, et que les autfefs pat- Itîes rië perdenBé leur c][ue! peu À^pëù ,' et sont toujours ôh ipoùveftiehtfpolïrVàpprôcber dù^pïai&i jusqu*à.ce que te ressort 30if tdiit à-fkrt; Bandé. Lé raisooneteient précé- "(Jent sûiaif poûr'i'no'rrtr^i' cfomhièn cette^hj^othèsé eat peu conrormte^à là^âture7\'^ '^ : ^- • ^^^"^^ '• ^•
Nous avons suppose dans tqqt lé cours des fechcr- .ches précédentes, que quand deux corps a ressort se
çhoqu6l^ avec ^qes vitesses qui sont en raison m verte
de leurs masses, té ressort ^ès deuy corps èét senlblkblé- ..Q^eat çt j^eaTfsaient banqea chaque instant, eV<sôrté que
iés yitessQs j:)erdues a chaque instant ^rit en ra^sonrin* . verj?e de». XQfis^es , 'et ^ye le point d attouchement reste ^:çq,repo,s,pçncUîlit tout le rjpssort'se bande
let jse^^ébiàndé. .Or si 'Je ressort dés cj^il^ctorpsiiifet
pas semiblabre 9 cette sûjpposiitioQ n*àurâfpiasliètf| oeqtii
peut
peut apporter du changement dans les solutions.
C est donc une supposition trop limitée et trop peu générale, que celle qui a été faite par plusieurs Auteurs, pour expliquer les lois du choc des corps à ressort. Ils imaginent un ressort placé entre les deux corps, et également bandé par Tun et par l'autre, ensorte que chaque corps perde à chaque instant des quantités de mou* vement égales, ^t que le. point du ressort placé au centre de gravité des deux corps reste en repos. Il est visible que cette supposition ne peut représenter clairement que le seul cas où le point de contact reste eu repos pendant que les deux corps se compriment et se réta* blissent.
Si un corps à ressort vient choquer perpendiculairement un plan inébranlable, et qu'on suppose ce corps à ressort parfait , c est-à-dire capable de reprendre par son ressort la vitesse qu'il a perdue par le choc, il est évident que ce corps rejaillira après le choc avec toute sa vitesse. Mais si dans Tinstant où le corps est entièrement applati , et a perdu toute sa vitesse par le bandement du ressort, on vient tout-à-coup à ôter le plan , il est évident que le ressort étant alors absolument libre, iend à se débander en deux sens contraires , et que les mouvemens qu'jl tend à imprimer étant opposés, doivent se détruire mutuellement; doù il s ensuit que le corps rejaillira avec une vitesse beaucoup moin-
dre que dans le premier cas ; il pourra même arriver qu'il ne rejaillisse pointdu tout, si la figure du corps dans son état de compression étoit telle, que le ressort se débandât également dans les deux sens contraires. Par la même raison si on ôte le plan dans le tems oii le ressort n'est pas encore tout-à-fait débandé et rétabli , le corps rejaillira évidemment avec moins de vitesse que dans le cas du plan immobile.
Or quand le ressort des deux corps est parfaitement semblable, ensortequ ils se bandent et se débandent en même tems , le point de conlact demeurant immobile durant tout ce tems, ces corps se servent mutuellement d'un appui inébranlable; et Ion conçoit qu'ils doivent rejaillir avec leurs premières vitesses. Mais si un «les ressorts est débandé avant l'autre, le corps dont le ressort est débandé ne peut-il pas alors se séparer de lautre corps, et la vitesse avec laquelle ce dernier rejaillît n'en sera-t-elle pas diminuée ?
Quelles sont les lois du choc dun corps dur contre un corps à ressort ? Elles se réduisent à savoir ce qui arrivera quand deux corps, l'un dur, l'autre à ressort, se choquent en sens contraire avec des vitesses réciproquement proportionnelles à leurs masses. Il est évident que dans ce cas le point de coijtact ne peut être immobile, comme dans celui où les deux corps sont à ressort, et à ressort semblable. Le point immobile (car il
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faut qu'il y en ait un ) sera donc dans Tintérieur du corps à ressort Mais ce point immobile sera-t-il toujours le même, ou changera-t-il à chaque instant pendant que le ressort se bande et se débande? Il me semble qu'il doit changerde place. En effet i°. dans le premier instant de la compression le point immobile doit se trouver infiniment proche du point de contact, ou pour parler plus /exactement, très-proche. Car si ce. point n'étoit pas très-proche du point de contact , il faudroit donc que la partie finie du corps à ressort, placée entre ce point et le point de contact, changeât brusquement sa vitesse de positive en négative, ce qu'on ne peut supposer dans un corps à ressort tel que celui dont il est question , et dans lequel toute partie finie doit être supposée perdre sa vitesse par degrés. Pour le faire sentir, nommons a la vitesse positive avant le choc, et — b la vitesse devenue négative dans la partie du corps dont il s'agit ; ii s'ensuivroît donc que cette partie auroit perdu la vitesse a + b qui auroit été détruite brusquement. Or cela ne se peut dans un corps à ressort tel qu'on le suppose. Le point immobile sera donc au premier instant comme infiniment près du point de contact. 2?. Dans les instans suivans, comme les parties du corps dur ne peuvent céder, et qu'elles avancent toujours, il est évident qu'elles doivent £aîre\éculer le point immobile, lequel se trouve tropprèsdu point de contact, etpar conséquent du corps dur t pour rester toujours à la même place. Le point imr mobile changera donc pendant que le ressort se bande^
T B A IT È
Le ressort se débandant ensuite, lé point immobile subira en sens contraire tous les changemens qu'il avoît subis pendant la compression ; et chacun des deux corps recevra en sens contraire à chaque instant la vitesse qu'il avoit perdue par le choc. Donc au dernier instant de la restitution la vitesse de chaque corps sera la même (en sens contraire) qu'au premier instant de la compress on* Ainsi les deux corps reprendront en arrière toute leur vitesse, et les lois du choc des corps durs et des corps à ressort parfait seront les mêmes que si les corps qui se choquent étoîent tous deux à ressort parfait
On voit par ces différentes observations, que nous pourrions étendre encore plus loin, combien de recher-^ ches il reste à faire sur les lois du choc des corps, et combien il s'en faut que la matière ait été épuisée par le grand nombre de Géomètres qui l'ont traitée juç* qu'ici; ces Géomètres n'ayant examiné que les cas \s9 plus simples et les moins ordinaires.
C H A P IT R E I V
Du Principe de la conservation deè forces visses.
186* ^I des corps agissent les uns sur les antres, soit en se tirant par des fils ou des verges inflexibles , soit eh se poussant, pourvu qu'ils soient à ressort parfèût dans ce dernier cas , la somme des produits des masses
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par les quarrés des vitesses , fait toujours une quantité constante ; et si ces corps sont animés par des puissances quelconques, la somaie des produits des masses par les quarrés des vitesses à chaque instant, est égale à la somme des produits des masses par les quarrés des vitesses initiales, plus les quarrés des vitesses que les corps au*^ roient acquises, si étant animés par les mêmes puissan* ces, ils sVtoient mus librement chacun sur lalignequ il a décrite. C*est dans ces deux principes que consiste ce qu'on appelle /a conservation desjorces vii^es.
M. Huyghens est le premier, que je sache, qui ait fait mention de ces deux principes, et M. Bernoulli le premier qui en ait fait voir l'usage, pour résoudre élégamment et avec facilité plusieurs problèmes de Dy namic^ue. J'entreprends de donner dansce Chapitre, sinon une dé-, monstrat ion générale pour tous les cas, au moins lespriur cjpes suffisans pour trouver la démonstration dans chaque cas particulier.
1 87. Imaginons d*abord deux corps A , B (Fig. 70 }, d'une étendue infiniment petite, attachés à la verge inflexible A B; et supposonsqu onimprimeà ces corps des directions et des vitesses quelconques, représentées par les lignes infiniment petites AK,B D.W faut par notre principe, faire les parallélogrammes AfC, N L, tels que LC = A B, et BxB M=Ax A N;B Cet AL seront les vitesses et les directions des corps B et A. Or BO = BD'^2CExCD'~CD\etAL' = AK^^ + 2PLxKL^KL';donc B.BC' + A. AL*
^A.AK' + BxBD'+ACzPL.KL-^KL')
— B(2 CE. CD + CD' ) qui se réduit hA.AK^-i-
B. BD* —-A .KL' — J5. CZ}%àcauseque CE^PL
ttA.KL-B.CD.
Gn adonc^. BC* +A . AL' = A.AK' +B. B D*- -^A.KL' — B.CD\
Corollaire I.
188. Si iVyf,J9Af sontinfinimentpelîtes, c est à-dire si lesvîtessesyiL, 5G,nedifFérentqu'iwfînimentpeudes vitesses AK,BDj laconservationdes forces vives aura lieu. Car négligeant dans I équation les lignes K L, CD, on3iUTdiB.BC' + A.AL' =A.AK'+B.BD\
Corollaire IL
189. Si JV"^ , BMne sont pas infiniment petites, et qu'on fasse CF^CD^ LO^^LK^tX en sens contraire, il est aisé de prouver que BF\-BD^ — ^CE. CD, etA0':=,AK'+4PLxKL.DoncB.BF'+A.A0'
,=:B{BD^^2BM.2CE) + AiAK^+2.ANx 2P L)=^B.BD' + A.AK\ parce que Cfîf PL etA.AN^B.BM.
Donc la conservation des forces vives a encore lieu ici. Mais, si Ton y fait attention, ce cas est précisément celui du choc de deux corps élastiques ( art. 168 }.
De la consen'ation des forces vi^es dans les corps qui se tirent par des fils ou par des verges inflexibles^
Nous avons vu dans l'article précédent, que si
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deux corps sont attachés au bout d'uue verge inflexible , et qu'on leur donne à chacun une vitesse quelconque, la conservation des forces vives n'a lieu que quand les vitesses qu'ils prennent différent infiniment peu des vitesses qu'ils ont reçues. Or la vitesse initiale réelle de chacun de ces corps, peut différer d'une quantitéfinîe de cellequ'on a imprimée à chacun suivant une direction quelconque. Mais quand ils ont une fois commencé à se mouvoir chacun sur sa courbe, leur vitesse ne varie qu'infiniment peu d'un instant à l'autre (56). Ainsi dans le cas de l'article 188 lasommedesproduits de chaque masse parle quarré de sa vitesse est toujours égale, non à la somme des produits de chaque masse par le quarré de la vitesse imprimée à chacune au premier instant , mais par le quarré de la vitesse initiale réelle de chacune.
191 . Il faut donc présentement démontrer en général , que si des corps se meuvent en se tirant par des fils ou
(56) Que les corps ^ et B joints par ]a ligne inflexibles^ 6 (fig. 71 } aient décrit dans un instant les lignes infiniment petitesse, BD ^ et qne dans l'instant suivant au lieii de décrire CEz^CA, D F=.DB^ (comme ils l'auraieïït fait s'ils eussent été libres ] ils décrivent CH^ DK; je dis que les lignes E Hjit FK qui représentent les mouvemens perdus seront infiniment petites du second ordre.
Car quelle que puisse être la position'des points H et ^, le centre de gravité^ doit être dans la ligne droite G^qu^il a décrite au premier ins» tant, et l'on doit avoir^^rsG^ (ar/. 76); donc^fl^=^C=^Gy maïs {art, 91 ^Eg' — AQoM (ce qui est ici la même chose) Egf ^^g^ H cêt égala 2 (u^ G— C^) moins une quantité infiniment petite du second or* dre; donc puisque-/^ G =C^^E^' ^-^gf H est infiniment petite du second ordre, donc EB ?est aussi : la démonstration est lajméme pour FK, Donc, etc.
par des verges inflexibles , et que la vîtesse de chacùti ne varie à chaque instant qu'infiniment peu, la somme des produits des masses par les quarrés des vitesses sera constante?, si les corps ne sont animés d aucune puissance ; et que s'ils le sont, elle sera égale à la somme des effets des forces motrices pour chaque corps.
Or j'observe d abord , que le second de ces deux cas suit immédiatement du premier ; c'est-à-dire que le premier étant supposé vrai, le second Test aussi nécessairement. Car supposons deux corps //,^(Fig. 72) attachés l'un à l'autre parla verge An, et animés par des puissances motrices dirigées suivant les lignes quelconques jEi^, e/, dont la position à chaque instant soîttelle qu'on voudra; que J5 ^, û^ soient les lignes que ces corps ont décrites pendant un même instant, et qui peuvent par conséquent représenter leurs vitesses. Si chacun de ces corps étoit libre , ils décriroient dans Tinstant suivant les lignes ^0,^0 égales et en ligne droite avec AB,ah; supposant que AD, a d représentassent 1 effet des puissances motrices pendant cet instant, leurs vitesses seroient changéesenyi JV, «^2; et menantles perpendiculaires J5C,Ac sur-/fC, ac, onauroit AN^=^AB^ +2. AD.AC, et a «* = ^1 Z>* -^i.ad.a c ; mais comme les vitesses AB ah sont les vitesses réelles que les corps ont dans le premîerinstant, et que les vitesses ^iV,/7/z n'en différent qu'infiniment peu, ces mêmes vitesses ^iV^, annt diffé^ rent qu'infiniment peu des vitesses dans lesquelles elles sei-bni' changées par l'action réciproque des deux corps.
Donc ,
DEDFNAMIQUE. 257 Donc, si on nomme 7^^ v les vitesses AB,ab;TT,ules vitesses des corps ^^ â au second instant , c est-à-dire les yîtesses qu'ils ont au lieu de A N, an, on aura^ . UU + a.uu=A.AN*+a,an* xA {AB* + i^ADx CA)+a(ah^ + ^ a d. ca) =: A.KVj^ a. v v + 2A.AD.CA+ 2a. ad.ca. Donc A (UU^ J^V) + a(f/« — yy) = 2 A.AD.CA + 2a. ad.ca, cest^ à-dire, 2 A Kd 7^+ 2avdv=:2A.AD. CA +2ax ad. c a, ou (supposant 7^= o et 2^ = o au commence-* mentdu mouvement) A J^F'+a vv^fzA.AD.CA +f2 a.ad^ca. Mais si les corps A, a se mou voient librement sur les courbes GA,ga, il e^t clair quey*2 A x A D. C^ seroit lefFet de la force motrice de A depuis G jusqu'en ^ , et de mêmey 2 a. ad. ca TefFet de la force motrice de a depuis^ jusqu'en a {5j). Donc, etc.
Si au commencement du mouvement, on avoit J^=B^ T^b,i\ est évident qu'on auroit alors A VF'+av v — ABB + abb'\^f2A. AD.CA +f2a. ad.ca.
On voit aisément que cette démonstration peut s'étendre à tel nombre de corps qu'on voudra ; car tout ce qu'on a supposé , c'est que si la vitesse ne varie qu'infiniment peu d'un instant à l'autre, et que lescorps ne soient
(57) La force accélératrice eo A étant représentée par AD^%oii ac-
AD yc A C ,
tîon suîrantla courbe sera ----; ; donc s! u' est la rîtesse du
A T) ^ A C corps A mû librement sur G AyOn aura -j-^ XABm u' du' ^
^MAXADXACzzAufA^' : àow%f AXA DXAC ^ Au' u' ; or ce qu.'oti appelle ici l'eAPet d'une force motrice , est le produit de la masse par le quarré de U vitesse que cette force peut imprimer.
point animés, de forcesaccélératrîces, la somme des produits des masses par les quarrés des vitesses fkît toujours une somme constante. C'est donc ce qui nous reste à' démontrer en général Pour cela nous avons besoin des Lemmes suîvans.
192. Soit un parallélogramme quelconque B V h^ (Fîg. 7^)yj^ dis, que si par un de ses angles quelconques B , on tire à volonté la ligne B D de grandeur et déposition quelconque, et que du point D on tire les perpendi^ culaircs D n, D K, D G ^^/r B b , B V , B N prolongées; on aura.B b . B n = B V . B K+ B N\ B G-
DÉMONSTRATION
Des points N, V, h soient menées les perpendiculaires i\rj?, VF, h IIsmBD prolongée; on peut regarder les côtés 5/^, 5 iV comme représentant des puissances décomposées chacune dans les deux B F, VF, etBE, JE N ; et de mêmela diagonale B b comme une puissance décomposée dans les deux BH^ b H. Donc, puisque la puissance Bb équivaut aux deux BJSf, BV on aura B E + B F.= B H : ox à cause des triangles semblables bHB,BDn,on3iBbxBn = BÙxBH^BDx BE + BDxBF=^BN.BG + BV.BK.Cequil
, falloit démontrer (*).
(*) On pOurroit démontrer cette propositiop , par des principes purement géométriques, sans avoir recours à la Mécanique ; mai à la défiions» tration que nouS' avons donnée^ fait voir eoitiment les différentes J^arties des Mathématique* peuvent s'éclairer ïnutuellcifient.
Remarque.
1984 Onvoitaîsément, queselon la position des points Ey Fruh par rapport àTautre et par rsipport an point H, il faudra au lieu de la somme des produitsSW.J^Gi et BK. BK prendre leur différence, el la faire égale à Bb.Bn.
P^ la conservation chis forces vives quand le^. corps J regardés comme des points, se tiennent par desjils. ^
194. Imaginons quie troi« corps ^/J5, C (Fig. 74»), soient attachés au fil -^/jBC, et qu'on imprime à ces corps les vitesses ^«, J5f, C*, qu ils soient forcés de changer parleur action mutuelle dans les vitesses AA^BD^CC^ qui seront telles, que AD = AB^ DC = BC:'û faudra regarder par notre principe les vitesses Act,BCy Cz, comme composées des vitesses AA^BD^ CC, et des vitesses ^û, Bù, Ce par lesquelles seules les corps A, B,Cse feroient équilibre; il faut donc prouve? que A.AA' + B.BD^+C.Ca^^A.Ait^+Ê.B^^ + C.CK%cest-h-dire,{38)queA.Aa.AQ—B.BNx BG+B.BF'.BK — C.Cc.CM==o.OrCM-BK,
et C. Cc=B. B J^,k cause de Téquilibre. De mrême AQ=BG, ttA. A a z=:B.BN. Donc eic.
Siaulieudu corps A onsupposoit u npoi h tfîîie autour
duquel les corps i?, C tournassent, on aurôît A^Q = o ,
(58) Celteéquation revient au mOme que la précédente , en substituant dans celle-ci à la place de /4 A% 5 D% etc. leurs valeurs qu'on trouve aisément par les propriétés connues des quarrés des côtés des tmngles , en "ayant de plus égard k Tarlicle ii)3 précédent , et en néglîgçAÂlètf quantités idfiliinient petites du second brdrd. < j ^>/l c'jr-
■ KkiV
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B G=o, eth proposition seroît encore vraie. Il est visible par la nature de la démonstration précédente, qu'elle est générale pour tel nombre de corps qu'on voudra.
Sî je point B n'étoît pas fixe en sa place, mais pouvoit couler librement le long du fil , alors Bb diviseroit l'angle ^ iî C en deux également, et on auroît A. Aa^= B.BN;B.Br=C.Cc;B.BN=B.BF'; et enfin AQ-^BG = BK-'CM,p3ircequeAD + DC==:
AB +BC; donc A. A a. A Q^B.BN.BG + B. BV. B K — C. Ce. CM=^ o.
On voit donc suffisamment que la conservation des forces vives a lieu dans tous les cas possibles, quand les corps ne sont regardésque comme des points, el se tien-* nent par des fils.
Lemme XIIL
1 95. Soient trois corps A, B , C animés des puissances À Q , B R , C c ( Fig. yS)^ et en équilibre sur un levier défigure quelconcjue; et soient AB, B C /e^ distances de ces corps Vun à Vautre. Imaginons le levier dans une autre situation quelconque infiniment proche de celle-là^ et que les points F , G , E soient alors le lieu des corps A, B, C, ^e sorte ywe F G = A B; G E = B C : ye ^« quen menant les perpendiculaires G K, F X, E Z, on au* raB-BR-BK = A.AQ.AX + C.Cc.CZ.
DÉMONSTRATION
Tant que le levier ABC aest pa? droit , cette proposition peut se démontrer de la même manière qiie si
[/df^Cétoitunfil, parceque chacune<ie8 puissances peut toujours se changer en deux autres, dont la direction passe par les points où lesdeux autres sont appliqués , et que Ton aura ainsi six puissances, égales deuxàdeux et directement opposées. J^oy.les art. 192, 198, 194. .
Il n y a que le seul cas où le levier ABC (Fîg. 76) est droit, dans lequellè une pareille décomposition ne se peut faire, et pour lequel il est nécessaire de trouver une démonstration particulière. Soient donc A Q, BR, C^ perpendiculaires au levier ^i3C, on aursi B.B R.B O [Sg) =C. Cc.CL+A.AQ.AF; maisles lignes BO,B£i CL, CZ y AF,AX ne différent Tune de Pautre que d'une quantité infiniment petite par rapport àelles. Donc B . B R. B K^C.Cc. CZ + A. AQ. A X.Boïicetc.
Ce qu^ilfaïloit démontrer.
R JE M A B Q ,U E
196. Si le levier A B C{ Fig. jj) étoit fixe en quelque point, en r par exemple, et qu'on imaginât le levier dans une autre situation Fv GE, la proposition seroit encore vraie, et se démon trerôit d'une manière semblable.
De la conservation des forces vives, fCjuand tes corps se tiennent par des verges inflexibles , et qu^on les regarde comme des points.
î 97. Il est clair que par le Lemme précédent (60) on
(59) Par la propriété connue des mouvemeos de plusieurs forces en équilibre ehtr*elles.
(6©) Il n*y aura qu'à considérer A Q, AF; BR,BG; Ce, CI? ( fig.
démontrera la conservation des forces vives, quand les corps se tiennent par des verges inflexible^, et que chacun de des corps est fixe à la verge» Si Fuu des corps coipme JB (Fig. yS} pouvait couler le long de la verge , alor$ la vitesse JB2Î qu'il perdrpitç.devroît^tre perpendiculaire à la verge, et il se irouveroit daos Tiustant suivant, i^qh au. point G tel que FG==i A Bj mais à un poiut^ iufi- ■nlnient proche de celui-là (*). Ôr à Cause que. les points JB19 G sont infiniment proches, et que Gg, B Jl doivent être censées parallèles, la ligne G g doit êlre regardée .comme perpendiculaire à BK, et partant on peut prendre JEfvi et jRlK.runp pour l'autre, parce que leur différence est infiniment petite du second ordre. Donc la conservation des forces vives a encorp lieu dans ce cas.
De la conservation des forces vwes, quand les corps sont de masses finies y et quih se tiennent par de^fi/s ou par des i^erges infi.exihle^s.
198. Nous avons vu dans le Lejmme XIII. que si trois . corps ^, S; C animés des forces -^i QrBJl,Cc de directions quelcoaques, sont en équilibre, on aura C* Ce. CZ + 4 . A Q. 4 X=^^BR.BK. p'6ù il s'ensuit, que si on prend B régale et contraire à ÈR (Fig. 75) , c'est-àdîresi on cherche la force résultante des deux puissances
t«fc
«76 ) coaoïiie les vitesses détruites ,«J: le« vitesses restantes aux'^orps A , B^-C:, et suivre exactemejst le même procédé qu'a Tarticle u^i^
(*.) On suppose icj que le Jevifry/ B.Ç e^t unj; courbe aussi hîçn qiie F G E y et que B R est perpendiculaire à cette courl^c en B, H a pa^u inutile défaire pour çri«i;unf; 9oufp|le/jg^re..
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C. Ce, A. A Q^ on réduira toujours C. Ce. CJZ -^ A. AQ. AX k un seul produit B . Br. B K. Ainsi quel que soit le nombre des corps atta^ohés à' une verge inflexible 9 si on prend le point B par où pàssela force^^ré-: sultante>et qu'on imagine ce point J5'parvenuenG:, il raffira de prendre le produit deJ5iiCparlaforce.ré$ullan^ te, au lieu delà somme de: tous ce» produits^- '
Oîpourque la conservation.deïs forces vives aîîf lieu, il faut, comiïienouè Tavons vu, qUe la $ornmjg*de Iqus ces produits soît = o. Donc il faut, ou queia forcer résultante soit = o, ou que ^ j£ soit = ô. Or i^; quatld il n'y a pas de point fixe, la force: résultante est =o. 2?.Quaodj il y en a un», la vitesse du point B doit être nulle, ou aUi moins sa direction est nécessairement perpeijdiculairé à, la direction de la force-résultaîiite; En efFeï , si lobstaçle, est un point Mathématique", comme lepoint d^appui d'uq. levier, la direction de [a force résultante >passe par ce point dappui, et le mouvement du point 5. est un moja-. vemervtderotation autoiir de ce point, ou le, point B n^est autre chose que le point dappui même, doijt le mouvement est zéro. Si l'obstacle' est une surface immobiJe, le* point B par où passe la direction de là force résultante) est nécessairement un point qui touche celle surface, et dont le mouvement instantatié est suivantla direction &€ cette surface même, tandis que la direction de la force résultante pstperpendiculaireàçelte.çprfftce. Donc en génial BK^o, quand il^y a qn point fixe. Il est donc démontré, que quand les corps se tiennent par des leviers
ii^flexîbles, fixes ou non fixes, la conservation des forces vîvei a lîeu.'
199. Si les corps se tiennent par des fils, alors on imaginera aux éxtréqiités de chaquepôrtion de fil qui est en-« tre deux corps, deux puissances égalés et opposées qui tirent dans la direction du fil , et la démonstration se dé« duira aisément de ce qui a été dit ci-dessus ( art. 194 ) quand les corps étoîent regardés comme des points.
200. Silefil passe à travers un ou plusieursdecescorps, de manière qu'ils puissent y couler librement, alors comitae la directioil de la force résultante des mouvemens perdus à chaque instant passe (art. i53 ) par le point de doncours (? (Fig. 78) des lignes CSj A R, et divise cet anglfe en deux paiement; ii faudra, au lieu de cette force réstiltatite^ imaginer deux puissances égales qui tirent suivant S G, et R G dans la direction des fils CS, AR; dé plus si on. suppose que S V, RJV soient les chemina de& points 5"^ R, et qu'on mène les perpendiculaires F^ D, N P, on aura, à cause de AR+ SCconstante, SD = RP. Moyennant ces deux remarques , on viendra aisément à bout de démontrer dans tous les cas, la conservation des forces vives.
t}e la conservation des forces vives dans le choc des
corps élastiques.
201. Nous pourrions démontrer la conservation des forces vives dans le choc des corps élastiques, en regardant ces corps comme durs, et supposaht que la compression
•pression et la restitution du ressort se fit dans un instant, nous avons même déjà donné dana l'article 189 un essai de démonstration de cette tspèce ; mais comme nous avons observé (art. 176 et suiv, ) que cette hypothèse pourroit tromper surles véritables lois du choc des corps élastiques, nous l'abandonnerons ici , et nous démon-r treronsia proposition dont il s'agit, en supposant un res* «ort placé entre les deux corps, et qui leur donne en sens contraires des forces motrices égales.
202, Soient A,B (Fig. 75) , deux points unis par un ressorte J9, lesquelsayant reçu des impulsions quelconques A G, B b y décrivent les courbes Ama^BMb pendant le tems de la compression et de la restitution du ressort : soit (p la force motrice variable , qui est égalé à chaque instant pour les deux corps, et qui les pousse ensenscontrairesdansla direction du ressort Mm, F^lâ vitesse de M, u celle de /7ï> G la vitesse de J?, ^^ celle de AjMK, dz, mu, dx, on aura J5 KV = BGQ *— 2y ^ d z, etAuu^=^A g g + if<p d x. Mais lorsque a b :=i A B , on 3L lf<p r/ a; — 2/*^ û? z = o; car dx-^d z est la quantité dont le ressort se comprime ou se dilate à chaque instant, et quand a bzz^A B ,\q ressort est remis dans son premier état. Donc A uu + B f^F^ ^ A gg+B G G, \orsque\a compression est finie.
Il est clair que cette démonstration peut s'étendre à tant de points qu'on voudra, liés ensemble d'une manière quelconque. On voit donc que la conservation des forces yiyes a lieu pour des points liés par des ressorts.
z66 TRAITÉ
Quand les corps sont finis, il suffit ( art. 198 ) pout* prouver la conservation des forces vives , de prouver que cette conservation a lieu dan? les points par où passe la direction de la ferce résultante des forces qui se font équilibre ; ces points sont dans lun et dans lautre corps le point parlequel ils se touchent, et que nous supposons demeurer toujours le point touchant pendant la compression et la restitution , que nous regardons ici comme achevées dans un tems très-court. C'est par ces points qu'il faut imaginer que passe le ressort, qui leur communique en sens contraire à chaque instant des forces mo* trîces égales, qui se distribuèfit ensuite dans toute la masse. Donc ce cas se trouve par-là réduit au précédent.
2o3. Si les corps A^B{ Fig- 80) se choquoient par* le moyen d une verge CB A fixe en C^ alorçles Ibrces motrices appliquées en ^ et cnJ? ne séroient plus égales i mais elles, séroient en raison inverse des bras CA > CjB> et comme les chemins des points ii? et ^ en tems ^aux, sont en raison directe de ces bras de levier; il s'ensuit que le produit des forces motrices par le chemin des points A , B seroit égal de part et d'autre. Ainsi on peut encore ici démontrer la conservation des forces vives ^ soit par le principe de Yart. 189, en suj^osant les corps incompressibles, soit en înmginant un ressort infiniment petit placé en A et un autre en B. Ce qu'il est inutile d'expliquer plus en détail pour des Lecteurs intelligens.
Donc la conservation des forces vives aura encore lieu dans le cas dont il s'agit ici ; et il est clair en combinant
lés principes établis cî-dessus , qu'on pourra toujours la démontrer dans le choc des corps élastiques. ^
SCOLIE GENERAL
204. Il résulte de tout ce que nous avons dit jusqu'à présent, qu'en général la conservation des forces vives dépend de ce principe, que quand des puissances se font équilibre, les vitesses des points où elles sont appliquées, estimées suivant la direction de ces puissances, sont en raison inverse de ces mêmes puissances. Ce principe est reconnu depuis long-tems par les Géomètres pour le principe fondamental de lequilibre; mais personne , que je sache, n'a encore démontré ce principe en général, ni fait voir que celui de la conservation des force? vives en résulte nécessairement.
Le principe de l'équilibre dont nous venons de parler, peut toujours se démontrer facilement. Car, ou les puissances sont égales et directement opposées, ou elles sont appliquées à des bras de levier différens , ou enfin la force résultante de ces puîss ances passe par quelque obstacle fixe et insurmontable, comme dans le Problême X. Tout ce que nous avons dit ci-dessus est, ce me semble, sufiisant pour démontrer les deux premiers cas : à l'égard du dernier cas , il est visible que les puissances décomposées dans une direction perpendiculaire à la force résultante seront égales, et que les vitesses dans ce même sens seront égales aussi. Or de là il estaitîé de tirçr Ja démonstration en la cherchant sur quelque cas, p^r
L I îj
exemple sur celui du Problème X, où elle est aisée h
trouver.
Si la force accélératrice qui anime les corps fest la gravité g , et que x, z etc. soient les abscisses verticales des courbes qu'ils décrivent, on aura {art. 191) A V^ V'\'a V V etc. = 1 Agx-^ 2 agz etc. en suppo* sant, comme dans la démonstration de cet art. 191 , que les corps partent du repos ; et si lès corps partoient avec les vîtessesinitîales j5,^, onauroit ^ ^/^+fl««eta = A B B -{-a b b -V 1 A gx+ 2 agz etc. Il est à re* marquer que si z est négative par rapport kx, c'est-àdîre, si le corps a monte tandis que le corps A descend» il faudra mettre — 2ag z. Par exemple si deux corps égaux sont attachés à un levier dont les bras soient c , e, et que celui de ces deux corps qui agit par le plus long bras de levier c, entraîne Tautre et le force à se mou* voir de bas en haut , on aura A F^ J^ + A u u on
^ sr A X L£j^.l^_;- doù Ton tire V V ^
..i.^lf_vj_fji:f^J_. équ^^jjQij qu^ontrouveroît aisément
d ailleurs, soit par notre principe, soit par d autres.
Il est de plus aisé de voir que la quantité 1 A gx-^- 2a g z etc. est égale en général au produit de la som«me des poids par le double de la descente du centre de gravité. Car la descente du centre de gravité.
DE DYNAMIQUE. 26^ comme il est aisé de le démontrer par la Statique^ est
jj g^ + ag z etc. ^insi dans le cas où les corps sont ^ s + ^ g etc. • *^
pesans , la somme des forces vives à chaque instant est égalé à la somme des forces vives initiales, plus à la force vive d'un poids unique égal à* la somme de tous les poids, lequel descendroit librement d'une hauteur égaie à la quantité dont le centre de gravité est descendu.
De la conservation des forces vWes dans les fluides.
2o5. Soit un vase de figure quelconque, et indéfini POTQ( Fig/81 ) dont la partie ADCZ terminée par les parallèles AD,CZ soit remplie de fluide. Soit imaginé ce fluide divisé en tranches F KG parallèles a A Dj et que tous les points de chaque tranche soient animés par une force accélératrice représentée par Fordonnée correspondante ^^y^de la courbe dfb^ (les ordonnées a d représentant les forces accélératrices positives , c'est-à-dire, qui tendent de L vers B, et les ordonnées ^y celles dont la direction est en sens contraire); je dis que si le fluide en cet état est en équilibre. Taire ou surface adnm o b c sera zéro, c est-à-dire, la somme des aires positives égale à la somme des aires négatives.
Car pour 1 équilibre , il faut qu'une tranche quelconque F KG soit pressée également de bas en haut, et de haut en bas : or la pression de la tranche F KG suivant L By est la même que si elle étoît chargée du cylindre
E H FG, dont le poids, en appellant L K, x ,et^ la' force accélératrice de chaque tranche, sera FG x/çdx, ou F G xi^din — ^fh); on prouvera de même que la pression de F G suivant BX, sera F G {hfm — mog + ^%c Â) et comme ces deux pressions doivent être égales, on aura a din — ^f f^ znhfm — mog +gc b, etad i n — f^J^^ J^^ -^^ ni o g — gc b= o. Donc etc. Ce quilfalloit démontrer.
Corollaire L
206. Si au lieu de la force accélératrice <p on substitue la petite vitesse r/^quî lui seroît proportionnelle, le tems étant constant, c est-àdire, la petite vîtesseavec laquelle chaque tranche, considérée comme isolée, descendroît dans un instant , on aura fdu dx=o. Donc si le fluide se meut vers AB , et que d u représente la vitesse perdue ou gagnée par<:haque tranche, cest-à-dîre, {^art. 60) la vitesse par laquelle chaque tranche seroit restée en équilibre avec les autres, on aura fd u d x = o.
Corollaire IL
207. Nousavonsfaitvoîrci-dessusen général (^r/. 191) que la conservation des forces vives quand les corps sont animés par la pesanteur ou par une force accélératrice quelconque, dépend de la conservation des forces vives quand il n y a point de forces accélératrices. Nous nous contenterons donc de prouver, que si un fluide^ J9C-Z', poussé et mis d abord en mouvement par quelque cause
DE DFNAMIQUE. 271 (comme par un piston ) se meut dans le vase POTQ, abstraction faite de la pesanteur f la conservation des forces vives aura lieu,
Pourceia, nous imaginerons le fluide partagé en tran^ ches égales et infiniment petites, dont la masse sera appellée m , et dont l'épaisseur sera d x etjy la largeur ; on aura ainsi m = j^ dx. Si on appelle u la vitesse de chaque tranche, etu+du sa vitesse dans Tinstant suivant; il fàu^ dra par notre principe, que les tranches animées des vitesses ^1/ se fassent équilibre, c'est-à*dire, quefdudx sera == o {Cor.préccd. ) Maïs pour démontrer la conservation des forces vives, il faut prouver (61 ) que/m udu =0 :.
or u z=, —^ puisque la vitesse de chaque tranche est en
raison inverse de sa largeur ; m ^y dx) Aowcfm udu ^fdudx = o. Donc, etc.
AVERTISSEMENT
M* Daniel BernoulH dans son excellent Ouvrage qui a pour titre : Hydrodynamica etc. a tiré les lois du môu« vement des fluides dans des vases, delà conservation des forces vives, mais sans la démontrer. Comme notre principe général exposé art. 60 , nous a conduit à en trou-
(61) Sï/m u du:zzoj et qu*oii nomme u^ la vitesse de la même tranche dans l'instant suivant, on aura (en faisantjrc^orou m constant, ce
qui est permis ), y = © ( puisque
*/../ — •«..„ ffg u' u' '^muiA
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ver la démonstration 9 il est évident que nous aurions pu déduire immédiatement de ce même principe le mouvement du fluide , ce qui auroit encore été plus lumineux et plus direct. Maïs comme notre dessein n'est point de traiter ici des fluides , nous nous sommes contentés de faire voir en deux mots l'usage de notre principe dans une matière qui paroît si épineuse. Nous nous contenterons donc ici de ce léger essai, et nous renverrons ceux qui désîreroient un plus grand détail, à notre Traité de Véquilihre et du mouvement des Fluides^ dans lequel nous avons déduit de notre principe général, la solution des Problèmes les plus difficiles quon ait jusqu'à présent proposés sur cette matière,
FIN
Quoiqt
le
Quoique VEcrit suivant soit étrange^ à Vobjet de ce Traité , cependant comme il a trop peu d^ étendue pour être publié séparément , et quit a rapport au dernier Ouvrage que fai mis au jour , fai cru quon me permettroit de V insérer ici.
l_jEs réflexions que j'ai faîtes sur les Tables de la Lune, dans la trpîsièiue Partie de mes Recherches ^ sur le système du Monde, publié en 1756 , ont donné lieu à quelques observations , auxquelles je vais tâcher de répondre ; et j'espère que cette réponse suffira , sans multiplier davantage les écrits, pour mettre au fait des questions controversées , le petit nombre de Juges qui sont à portée d'en connoître.
I. Si le Problême des monvemens de la Lune , sur lequel plusieurs Géomètres se sont exercés, pouvoit élre résolu exactement et rigoureusement, il n'y au roi t entre ces Géomètres aucun sujet de partage sur le degré de perfection dont la solution est susceptible. Maiy dans l'état où est aujourd'hui l'Analyse , le Problême dont il s'agît ne peut être résolu que par approximation , c'est-àdire d'une manière qui est toujours nécessairement imparfaite. Or il m'a paru , et je n'en répéterai point ici les raisons qui, ce me semble, ne peuvent être combattues, que la multitude des quantités qu'on est forcé
de négliger dans ce Broblême , jetoît beaucoup d'încertîtude sur la valeur des coefficîens des équations qu'on trouve par la théorie; je ne vois pas comment on peut être assuré d priori d avoir déterminé la valeur d'aucun de ces coefficîens à une minute près ; il y en a même sur lesquels je croîs que Terreur peut aller fort au-delà, puisque ceux qui prétendent avoir fait ces calculs avec le plus de besoin, ont varié quelquefois de deuxnaînutes et plusdanslesdéterminations successives d'un même coefficient. Je n'ai cependant point donné ces doutes sur l exactitude rigoureuse de la théorie pour des raisons démonstratives, mais pour de fortes présomptions, le seul genre de preuves qu'on puisse employer dans cette matière. Elles paroissent avoir frappé M. Euler ainsi que moî, comme on le peut voir pag. 1 8 de la troisième Partie de mes Recherches sur le système du Monde) et ce grand Analyste s est exercé assez long-tems sur la théorie de la Lune, pour en connoître parfaitement les diflficultés. D'ailleurs il ne faudroît, ce me semble, que Terreur dans laquelle les Géomètres ont élé long-tems par japport au mouvement de Tapogée, pour les rendre trèscirconspects dans leurs assertions sur cette matière; ils ont cru que la théorie ne faisoit trouver que la moitié de ce mouvement, parce qu'ils supposoient faussement que les quantités qu'ils négligeoient ne pouvoient jamais donner qu'un résultat très-petît ; ce résultat négligé et regardé comme presque insensible, étoît pourtant de près dun degré et demi; qui osera répondre après cela
d'une minute et plus d'erreur dans la valeur des aulres coefficîens ? On seroit d autant moins fondé fi le prétendre, que la différence, s'il y en a, est ici toute à l'avantage du mouvement de l'apogée. Ce mouvement étant très-considérable, et de 3*^ à chaque révolution , il faut nécessairement ou que la solution du Probîéme de la Lune soit mauvaise, ou qu'elle donne ce mouvement à peu près tel qu'il est ; trois ou quatre minutes d'erreur sur trois degrés ne seront ici d'aucune considération ; mais une ou deux minutes le seront sur certains coefficiens de l'équation lunaire , sans qu'il en résulte pour cela d'erreur trop grande sur le mouvement total de la Lune. En lîn ptiot pour pouvoir compter sur Texactitude d'un coefficient, il faudroîtêlre assuré, i°. que la série qui exprime ce coefficient çsi constamment et rapidement convergente. 2^. Qu'on n'a négligé dans cette série aucun des termes qui pou voient être de quelque considération. Or je le demande à tous ceux qui ont travaillé à la théorie de la Lune; peut-on jamais rester sans nuage sur ces deux points dans les calculs énormes et très-compliqués que cette théorie demande? Ce ne seroit pas ici le premier Problême qu'on ne pourroit résoudre par approximation que jusqu'à un certain point , et il ny auroît à cela rien de surprenant. Aussi les partisans les plus déclarés et les plus exclusifs de la théorie conviennent-ils que le succès seul peut en constater l'exactitude ; pour lors les raisons de douter céderont aux faits. Mais ils conviendront aussi que jusqu'à présent on n'est point en-
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çore arrivé à ce succès ; puîsqu*après des calculs immenses, Terreur des Tables s'est encore trouvée de plus de ■4' sur 100 observations.
/ II. C'est par toutes ces raisons qu'en publiant mes Tables, je n'ai pas cru devoir rien prononcer -sur leur degré d'exactitude , me contentant d'inviter les Astronomes à s'en assurer. J'aurois fait moi-même cet examen si des occupations indispensables me l'eussent permis; mais pour le faciliter aux Astronomes , j'ai publié au commencement de 1756 des Tables de correction , àovA le calcul est très-expéditif, et par le moyen desquelles on peut vérifier très-promptement les résultats de la théorie. Personne n'ignore que depuis le commencement de ce siècle les Astronomes ont observé et calculé avec soin un grand nombre de lieux de la Lune, et inscrit dans leurs registres la différence du calcul à l'observation ; il n'y aura plus qu'à appliquer les Tables de correction aux lieux calculés , pour voir si ces Tables donnent le lieu de la Lune plus exactement, ce qui ne demande que très-peu de travail. C^i usage si simple et si naturel de mes Tables de correction suffiroit, nonseulement pour justifier la peine que j'ai prise de les . dresser , mais pour les faire préférer a des Tables entièrement nouvelles , dont la comparaison avec les observations sera toujours sans comparaison plus longue et plus épineuse. C'est aussi cet usage que j'ai eu principalement en vue en publiant mes Tables, et qui doit, ce me semble, sauter aux yeux de tous les Géomètres et
de tous les Astronomes ; ce qui me justifie suffisamment de n'y avoir pas autant insisté que quelques Lecteurs auroient paru le vouloir. Il me suffit que ces Lecteurs ne puissent se dispenser de reconnoître cet avantage de mes Tables I et de l'approuver. Mais ce n'est pas le seul. L'expérience montre que les Astronomes ont beaucoup de peine à se détacher de la forme de Tables qu'ils ont une fois adoptée, surtout lorsqu'ils ne connoissent pas assez le degré d'exactitude des nouvelles Tables qu'on leur présente. Ainsi quand ils aurontobservé eux-mêmes un lieu de la Lune , ils trouveront encore plus simple de calculer d'abord ce lieu par les Tables dont ils se servent pour l'ordinaire, d'examiner la différence du lieu calculé à celui qu'ils auront observé , et de voir enfin ( par un calcul d'un moment ) si des Tables de correction diminuent ou non cette différence, que de calculer d'abord le lieu de la Lune par de nouvelles Tables qu'on leur aura présentées.
III. Ces réflexions au reste tombent beaucoup plus sur la grande utilité dont peuvent être en général des Tables de correction pour vérifier la théorie , que sur l'avantage particulier qu'on peut tirer des miennes. Encore une fois , je me suis proposé simplement d'offi^ir aux Astronomes dans ces Tables les résultats que la théorie m'avoit donnés ; tout ce que j'ai dit dans mon Ouvrage, prouve assez que je n'ai point prétendu répondre de ces résultats. Le calcul, par exemple, m'a donné la variation sensiblement plus petite que dans les autres
Tables , et ydi cru sur des raisons qu on a trouvées plausibles, et qui le sont en effet, que les Astronomes pouvoîent Favoir fàî le trop grande. Maïs il se pourroît que je Teusse aussi trop diminuée , et que f eusse en même-tems un peu tropaugmenté Yéi^ection. J'avertis cependant que f aï calculé ces deux élémens avec un soin et une patience extrêmes, en ne négligeant que les quantités du même ordre que la cinquième puissance de Texcentricité; et si ces termes négligés avoient pu produire une erreur de deux minutes , je n*en serois que plus convaincu de ce que j'ai avancé sur Fincerlitude où Ton est toujours dans la théorie de la valeur des quantités qu on néglige. Cependant avant que de prononcer définitivement sur la valeur que j'ai donnée à la variation et à Vévection , il sera bon d'examiner si la différence du lieu calculé au lieu observé, ne viendra pas en très-grande partie des autres termes de Féquation lunaire, dont plusieurs sont jusqu'ici très-incertains , et très-dîfférens dans toutes les Tables. Enfin des Tables de correction , quelles quelles soient, auront toujours un avantage, c'est que les équations en étant fort petites, il sera plus aisé de voir en quoi peuvent pécher ces équations, et de les faire approcher davantage de la vérité, que de • pratiquer cette opération sur des Tables entièrement nouvelles. Quand par ces différens moyens , on aura donné aux Tables de correction toute la perfection possible , il sera facile pour lors de les refondre dans les anciennes Tables,
vi;
IV. Les Tables que J*aî choisies pour y appliquer des Tables de correction , sont celles des Institutions Astro^ nomiques, i^. parce que ces Tables sont celles dont les Astronome^ me paroissent faire actuellement le plus d usage^ le calcul en étant incomparablenient plus court que celui de quelques autres Tables publiées depuis. 2°. Parce qu ayant été comparées à un très-grand nombre d'observations dans toutes sortes de circonstances , on peut se flatter de connoître assez bien le degré d erreur dont elles sont susceptibles, et que M. leMonnier assure monter rarement à 5'. 3°. Enfin parce que Terreur de ces Tables est toute calculée pour une quantité considérable de points. En effet on a déjà Terreur des Tables de Halley pour une période entière : or Ton sait que les Tables des Institutions ne différent que très-peu de celles de Halley, quant au résultat et quant à la forme ; elles ne s'en écartent que sur deux points, auxquels il est très-aisé d'avoir égard. On sait de plus que M. le Monnier continue sur ses propres Tables, ce que Halley^a fait sur les siennes , pour en déterminer Terreur à chaque période, et quil publie de tems en tems le résultat de son travail.
V. De tous les Mathématiciens qui ont donné en dernier lieu des Tables de la Lune, M. Mayer est celui qui se flatte le plus d'avoir approché de la vérité. On assure que M. Bradley y ayant comparé depuis peu plus de 3oo observations, n'a pas trouvé une minute de difFél'nce; ce qui sup pose, ce me semble, que M. Mayer a
fait quelques corrections àses premières Tables;car les observations qu'il avoit d abord comparées à son calcul ( les seules qui aient été publiées jusqu'ici ) s'en éloignoient quelquefois de deux minutes , même dans les Syzygies. Cest cette différence qui avoîi principalement fait naître mes premiers doutes sur Texactilude des Tables de M. Mayer. Car elles avoient le défaut auquel de bonnes Tables ne paroîssoîent pas devoir être sujettes, de n être pas plus exactes dans les syxygîes qu'ailleurs; et l'exactitude qu'elles donnoient dans les syzygies n'étoit gûères plus grande que celle des Tables Newtoniennes , s'il est vrai, comme on le prétend, que Jes pre- ^ miers Astronomes qui avoient borné à l' le degré d'erreur de ces dernières Tables, ne les eussent guères vérifiées que dans les syzygies. Quoiqu'il en soit , bien loin de refuser à M. Mayer la justice qui lui est due, je désire au contraire que l'exactitude de ses Tables soit en effet constatée de plus en plus ; i**. Parce que ces Tables sont de la forme la plus expéditîve pour le calcul 2°. Parce que si l'erreur de ces Tables ne va pas au-delà d'une minute, comme on l'assure, il n'y a guères lieu d'espérer que la théorie donne jamais une exactitude plus grande ; car les Tables formées sur la théorie présentent un très-grand nombre decoefRcîens, dont aucun , de laveu de tout lé monde, ne peut être réputé exact à quelques secondes près : or quelqizes secondes d erreur sur plusieurs çoefficiens seront bientôt une minute sur le tot^l, 3"". Enfin parce que M. Mayer a vraisemblablement
dressé
dressé ses Tables^ moitié sur une théorie qui ne paroît pas avoir été fort rigoureuse , moitié sur une espèce de tâtonnement éclairé par les observations; ce qui serviroità confirmer Topinion où je suis, qu on peut construire plus promptement et plus exactement des Tables de la Lune^ en joignant les observations à la théorie » qu'en employant la théorie seule « ou les observations seules. Ce n'est pas que je ne convienne de la grande utilité, de la nécessité même de la théorie, pour perfectionner les Tables; ce n'est pas non plus que je veuille blâmer les Géomètres qui croyent pouvoir s'en contenter. Mais je crois lautre méthode plus courte et plus sûre, et c'est celle-là que je me propose d'emploj'er, si mes occupations me permettent de terminer mon travail sur U Lune; travail qui ne demande plus que ^e la patience et du teïnst et dans lequel je ne serai point facile d'être prévenu par d'autres. Il me suffira d'avoir résoluyle Pro^ blême des trois corps par une méthode, qui n'est je croîs inférieure à aucune des méthodes connues, et d'à» voir fourni auxGéoœèlreSt comme je l'ai fait , un grand nombre de vues pour tirer tout le parti possibie de la so^ lution de ce Problême, vainement cherchée jusqu'à ces dêmierfi tems*
VI. Il n'est pas douteux qu'il n'entre d'autres quan-' lités que l'excentricité dans Téquation du centre de fa Lune ; il n<e faut quavioir calculé avec exactitude cette équation pour en être convaincu. On peut même prouver qu'en ayant égard à celte remarque, et rédui&ant
Nn
toutes les Tables à la même forme, les différentes équations du centre s'accordent à très-peu-près. Mais cela n'a pas dû m'empêcher de dire Un mot de la diversité entre les excentricités trouvées par dilFérens Géomètres et Astronomes, et d'en laisser, comme je lai fait, la décision aux observateurs à venir; cet élément de la théorie de la Lune ne pouvant être trop examiné.
VU. La comparaison des deux méthodes dont oh peut se servir pour trouver rerréur du mouvement moyen, est en elle-même peu importante, puisqu'on est à peu près le maître de préférer celle des deux qu'on juge à propos; j ai donc cru qu'il étoît inutile d'employer une méthode sévère et pénible pour cette comparaison; et je lui en ai préféré une autre, moins rigoureuse à la vérité, mais aussi d'ime utilité plus générale, et qui donne lieu , comme on en est convenu , à des remarques curieuses. D'ailleurs les Astronomes différent entr'eux de près de i5" sur la quantité quMl faut ajouter au lieu moyen pour corriger les Tables de Halley ; îl auroît fcdlu discuter les raisons de cette difï'érence, et cette discussion m'auroît mené trop loin, d autant qu'elle n'étoit pas essentielle.
VIII. Quand j'ai donné une méthode plus abrégée que celle des Institutions^ pour calculer le lieu de la Lune, je n'ai pas prétendu que le résultat des deux méthodes dût être absolument le même ; cela n'est- nullement nécessaire ; il suffit que Indifférence des résultats 60Ît d'un côté considérablement plus p<îlite que le ré-
3CJ
sultat total, et de lautrfe fort au-dessous de Terreur dont les Tables des Insùi/utions sont susceptibles. 11 y a de. plus deux manières de simplifier des Tables; soit en réduisant plusieurs équations à une seule, qui donnent ou. exactement, ou à peu près le même résultat ; soit en retranchant . celles qui paroi$sent n'être pas nécessaires; cVst pour cett<î dernière raison que j'ai retranché quelques équations, comme une seconde équation du moyen mouvement que le calcul ma fait.trouver trop petite pour toériter attention/ Au reste il me seroil aisé de prouver ( mais cela est eu soi fort peu important) que favois trouvé les abrégés dont il s agit, avant la publication des Tables de M. M<}yer.
' IX. I-a méthode de trouver les coefficîens des équations lunaires par la théorie, ne peut être pratiquée que par un très-petit nombre de Géomètres. Au contraire celle que j'ai donnée de trouver ces coefficiens. par les seules observations , peut être mise en usage à la fois par un très-grand nombre d'Astronomes ,, en se servant de tous lès moyens de simpHfication que je leilr ai fournis. Sans être attachés à aucune théorie, ils auront du moins davantage de connoître déjà à peu près par les différentes théories qui ont été publiées la valeur des principaux coefHciens^ et cette connoissatice peut abréger et^simplifier leur travail Un tâtonnement éclairé pourra leur apprendre;le reste;, et pourquoi ne sVo flatterpitron pas, •lorsqu'on voit ce qu'un pareil.tâtonriement a donné. vraisemblablement d'exactitude aux Tables de M. Mayer?
N n ij
D'aîlleUM c'est pour fournir aux Astronomes tous les secours qu'ils peuvent attendre de l'analyse, que fai donné la méthode dont il s'agit. Dans une matière telle que celle-ci , on ne sauroit se procurer un trop grand nombre de ressources, et de trop d'espèces. C'est par la même raison que j'ai donné en passant la méthode de dresser des Tables d'après la formule du Heu moyen , dont on ne peut contester l'utilité, au moins quand ii sera question de trouver le tems par le Heu.
X. Si je n'ai point construitdes Tables du mouvement horaire, c'est qu'il m'a paru que tout Astrc^omepouvoit les construire avec beaucoup de &cilité et de promptitu-^ de, par la métliode fort simple que j'ai expliquée. Au reste je ne puis croire (vu le peu de certitude qu'onasur Feïactitude des coefficiens) que la théorie donne, au moins jusqu'ici , le mouvement horaire à une seconde près; une minute d'erreur sur la seule variation, donne plus d'une seconded'erreurdaasle mouvement horaire, et il est aisé de juger par la seule inspection des difFérentesTables pu^ bliées jusqu'ici , que ces Tables doivent diiFérer de plu« sieurs secondes dans la détermination de ce mouvement Je ne croi pas non plus que dans aucun cas^ par exemple dans la recherche de la parallaxe, il soit nécessaire d'avoir égard aux erreursd\me secondedans la détermination du mouvement horaire , tant à cause de l'incertitude cfoi reste encore dans ce mouvement, que parce qu'il s'en faut beaucoup qu'on puisse déterminer à une seconde près la parallaxe , cet élément si incertain par tant de raisons
xuj
XI. Je finirai par une réflexion <juî ne doit pas être passée sous silence. Les différens objets de contestation agités aujourd'hui entre les Géomètres sur la théorie de la Lune, ne doivent pas paroître surprenans, puisqu'ils roulent sur des points que le calcul et Tobservation n'ont pas encore suffisamment décidés, et sur lesquels il n'est pas étonnant qu'on se partage au jourd'hui , pour se rap* procher sans doute un jour, lorsque le tems aura pleinement fixé tout ce qu'on peut attendre de la théorie. Mais un point çssentiel, et dont tous les Géomètres conviennent unanimement, cest que la théorie, dans l'état où elle est, fournit les preuves les plus convaincantes du système de la gravitation , et de l'accord de ce système avec les mouvemens de la Lune.
xr
Addition de l Auteur d P article ij6*
Dans cet article , qui est exactement semblable à l'art. 145 de la première édition, fai\ remarqué qu'il y avoit des cas où une boule-, qu*oh suppose infiniment dure, rencontrant à la fois quatre autres boules, ne communique point de mouvement à deux de ces boules 9 mais seulement Bxm deux autres.
Ce que j'ai avaecé sur ce wjet > qùoîqu'appuyé par des preuves qui me semblent démonstratives^ n'a pas frappé de même un savant géomètre , qui a cru pouvoir assigner ies vitesses des cinq corps après le choc. C'çst cç quç Ja yAÎs,ç)^miner, / . .
Soit a\dL vitesse de la boule A ( Fig. 62 } , dont |c 8upç>Qse que A soit I4. masse ^ et A L la direction avant le choc ; D la masse de chacune des boules Z? et C , dont je suppose , que la vitesse avant le choc soit parallèle à ^ i v ^t = A; enfin soit E U inasse de dbacune des boules Jp, F, dont je suppose que la vitesse avant ]e choc soit p^rgllèle h A Lj et = c ; il est visible que b et c doivent chacune être plus petites que a.
Cela posé.
Si on nomme l'angle LAX), « . çt Fangle LA E ^
Oo
xvj
€j X \di vitesse perdue par la boule A suivant AL, z la vitesse communiquée aux boutes D, C , suivant A DetAC, et j la vitesse communiquée aux boules JE y F, suivant A JE , A F; on aura par notre principe de Dynamique , les trois équations suivantes :
(a — x) cas, e^^z + b cos. a.
\a — a; ) cos. ^ = j* + c cos. C -4 ar = 2 Z) z COS* a + 2 Fi y COS. ^. - D'où Ton tire
Par conséquent la vitesse à — a; de la boule A après le choc, sera t •. .
La vitesse z+ ^ cos. tt de la boùle'Z) suivant -^I>, sera
égaleàr^— ^)C0S.*= {AaJt%pbcos.^-4f^^^ccos:i^Sco^.^ ^
£tla vitesse de la boule "E suivant A JS sera de même, et * par les mêmes raison8=(-^''t;^*^°'*'ty^i?*-^'^/°i:5.
Ces formules sont précisément semblables à celles que le savant Géomètre dont il s^àgit , a trouvées par une méthode particulière ; sur laquelle néanmoins on pourroit lui faire , ce me semble, quelques diâ^cultés trèsrbien fondées , dans le détail desquelles je n'entrerai point ici. Quoiqu'il en soit i conune ce r^ultat
xvi)
est le même par sa méthode et par la mienne , c'est uniquement à ce résultat que je vais m'attachen
Je dis donc qu il faut nécessairement que les vitesses des corps D , E ^ après le choc , estimées suivant A D , AÈ , soient plus grandes que les vitesses b , c> de ces mêmes corps avant le choc, estimées aussi suivant AD , A E; car, si les vitesses étoîent égales avant et après le choc , il n'y auroit point eu d'impulsion ; et il est absurde de dire qu'elles puissent être plus petites , puisque l'effet nécessaire du choc est d'augmenter la vitesse du corps choqué.
Il faut donc qu'on ait
A a + 2 E c COS. €*>Ab+2Eb cos. C* ;
. Et de plus » A a -^ 2D b cos. a^>Ac + 2Dc cos. a'.
Soit supposé comme à l'art. 176, c = o; il est visible que la seconde condition aura lieu, et que par conséquent les boules Ey F, recevront du mouvement par le choc de la boule A s mais la première condition n'aura lieu qu'au cas que A a soit >Ab+2Eb
COS
Donc si b diffère très-peu de a, comme je l'ai supposé , ensorte que ^ = a — » , a étant une très-petite quantité, il faut poiu* que les boules C, D reçoivent quelque mouvement par. le choc de la boule A , que la boule E soit assez petite pour quon ait A t» > ^E b COS. €*. Dans tout autre cas les boules C, D ,
ne recevront point d^ nouveau mouvement par le choc de la boule A ; elles conserveront seulement la vîtesse b qu elles avaient avant le choc ; et tout se passera , ainsi que je Tai dit dans lendroît cité j de la même manière que si la boule A choquoit les boules E , P, seules.
En effet , la vîtesse des boules A ^ E ^ F , sera pour lors la môme' que si les boules D , C étoîent absolument nulles ^ puisque ces boules ne contribuent en rien à altérer le mouvement de la boule A.
Prenons le cas où ^ ^5 est = ^ ^ + % E b cos. tf* ; c'est celui où les boules D , C, commenbent à ne plus être poussées par le corps A. On a pour lors 2 = 0, et la vîtesse des boules E , F , qui est =
(Aa+ ^pb COS. f J^^Ee cas. CM cos, Q ^^ ^^^^ r A, -J^ z D COS. Ji* + a J5 cos. S* ^
mettant pour A a là, valeur A b + 2 E b cos, 6* , et en remarquant que c = o ) à la simple valeur de
b cos. ê, ou ^acos^S — à cause de Aa = A b
A + 2 B COS. S
+ 2Eb COS. ê* ; ainsi tout se passe exactement comme si D et C étoîent = o.
A plus forte raison dans les autres cas , où z sera une quantité négative , et par conséquent impossible dans rhypothèse présente , le choc des boules A , E , F , devra seul être considéré.
On remarquera même^ qu^ quoique la seconde con«dition ait toujours Heu > savoir ^ Aa + 2 Db co& »*
> Ac J^^ 2 De COS. a* (au moîn^ lorsque b > c); cependant lorsque z se trouve négative, les formules trouvées ci-dessus pour les vitesses des boules A, E^ F, après le choc, ne peuvent plus servir , à moins que dans ces formules on ne regarde comme nuls les termes où se trouve D ; parce qu'encore une fois les boules D , Cj doivent être regardées alors comme n'existant pas.
En voilà assez pour faire voir que je me suis exprimé très -exactement dans lendroît cité. On peut examiner de la même manière et par les mêmes règles , le cas où ne scroit pas = o, ainsi t^t ceux où b seroit < c.
FIN
Fautes ç, corriger. «^
Page 33, dernière ligne , li»ez ^ d /'. Page 78, ligne 18, ab, ad. Page 98 , ligne 8 , '"" , H- 9 , * "/' • P«& "* » H- ^9.
C wf. Page io5, ligne 4, J5 (?. Page 114, ligne 10, = — j-^ — .
Page ixS , ligne a , + A J a?. Page 121 , ligne a , ^/ - Page ia6,
ligne 5, -^^y^. Ligne 17, «g. 87. Page 141 , ligne 6, P Af N. Page 144; ligne 10,— c^dTjK. Ligne 16, or +. Pa^e 146, ligne 6, 17 et ao , r a. Page 148 , ligne 5 , -i-. Page i5i , ligne a, p/ + r etc.
Page aoo, ligne 14 , G. Page ao3 , ligne iSj{dx+ ^j, — mJ J *
Page aa3 , ligne 5, '"^^^ = '^^^ ■ Page ^64, ligne 17 , CEzs. Ligne x8, ^ . ^ N=. PL III. fig. 40, 5 A.
Fii^. 4.
\Ff^. S.
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