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TROISIÈME ÉDITION
La topographie d'un grand État , fondée sur des procédés trigonométriques et astronomiques , remonte à l'époque où l'illustre Cassini de Thury conç,ut et exécuta le vaste projet d'une carte de la France 5 et cette oeuvre monumentale , qui mérite encore à beaucoup de titres l'estime dont elle jouit généralement, a servi pendant longtemps de modèlft aux autres nations. Mais l'opération à jamais mém^^rable qui a été exécutée de nos jours par deux de nos astronomes célèbres , pour la détermination de l'unité fondamentale de notre système des poids et mesures, est siu'tout remarquable par l'emploi des méthodes particulières d'observation et de calcul qui on| singulièrement contribué au perfectionnement de la science géodésique , et influé même sur les progrès de la topographie. Cette heureuse révolution , suite naturelle de l'invention du cercle répétiteur par Borda, et de son application à la mesure d'un grand arc dejnéridien, s'est propagée dans toute l'Europe savante, et a déjà pénétré dans les autres parties du monde civilisé.
Quoique le cî-devant corps des Ingénieurs-géographes militaires eût exploré géodésiquement, au commencement de ce siècle, les contrées alors soumises à la domination française, et qu'il eût formé une des plus intéressantes collections de cartes qui existent, cependant le Dépôt général de la Guerre, pour accroître ses richesses en ce genre et utiliser pendant les loisirs de la paix l'expérience de ces ingénieurs, méditait depuis 1812 le projet d'une nouvelle description géométrique du royaume qui répondit aux besoins des différents services publics , et qui eût pour fondement la méridienne de Dunkerque mesurée par Delambre et Méchain. Il avait en conséquence signalé plusieurs fois au Gouvernement l'insuffisance et les imperfections de la carte de Cassini , considérée principalement dans se§ détails et dans la configuration du sol ] et lorsque ses propositions furent en partie accueillies , il fit commencer, sous les
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auspices du Bureau des LoDgitudes , quelques opérations préliminaires sur le parallèle de Strasbourg, ainsi que sur celui qui lie le Mont-Blanc à la méridienne dont il s'agit. Mais il appartenait à Tillustre auteur de la Mécanique céleste de fixer définitivement Tattention de l'autorité supérieure sur cet objet (*), de faire acquérir à la Géodésie un degré d'intérêt qu'elle n'avait pas encore eu.
Le désir bien naturel de profiter d'une circonstance aussi favorable pour répandre la connaissance des principes de cette science parmi de jeimes officiers qui devaient être appelés à coopérer à une nouvelle 'triangulation générale du royaume , me fit naître l'idée de refondre en entier mon Traité de Géodésie (i""* édition de i8o5), afin d'en mieux coordonner toutes les parties, et de le rendre plus méthodique et plus complet. Depuis lors mes leçons à l'Ecole d'application des Ingénieurs-Géographes et mes fonctions au Dépôt de la Guerre m'ont mis à même de faire un grand nombre d'observations utiles, d'approfondir divers points importants de la science , et de remplir avec plus de succès que je n'aurais pu le faire sans cela , le cadre étendu que je me suis tracé. Néanmoins V Exposition du Système du Monde, la Mécanique céleste ^ les ouvrages de Delambre, les Mémoires de Legendre sur plusieurs questions de haute Géodésie, ceux de Poisson sur la théorie du pendule composé, etc., m'ont procuré les matériaux les plus précieux et facilité les moyens de réunir en corps de doctrine 9 et sous un point de vue nouveau, tout ce qui constitue la partie la plus essentielle de la science de l'Ingénieur -Géographe et doit être la base d'un cadastre général.
En faisant presque exclusivement usage de l'analyse dans la recherche des . formules géodésiques et astronomiques, j'ai tâché de l'appliquer avec simplicité et élégance, et de la délivrer du reproche qu'elle s'attire quelquefois de prendre les choses de trop haut. Enfin , pour guider le calculateur qui pourrait n^être pas familiarisé avec l'emploi des logarithmes et l'application des formules algébriques, ou qui aurait oublié la théorie, je me suis principalement attaché à présenter avec clarté les types de toutes les opérations les plus impur-
es ) Opinion de M. Laplace sur le projet de loi relatif aux finances, séance de la Chambre des Pairs du 21 mars 181 7.
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tantes et les plus asaelles, et à les accompagner de Tables qui abrég^t considërablement les calculs.
Cet ouvrage est divisé en six livres : le premier renferme des notions de la sphère et du motivemient des corps célestes, et sert d'introduction à ceux des livres suivimts (pu ont pour objet Tapplrcation de FAstronomie à la Géodésie.
Le second livre rappelle les principes généraux de la résolution des triangles rectilignes et des triangles spbériques , et fait connaître les moyens de substituer, dans quelques cas particuliers, aux formules rigoureuses et finies , des séries conrergentes et quelquefois régulières, à l'aide desquelles les résuhats numériques deviennent phis indépendants de l'erreur des Tablés de logarithmes, qui n'ont, comme on sait, qu'une exactitude limitée.
Le troisième livre concerne les opérations et calculs géodésiques , c'est-à-dire la mesure des angles et des bases-, l'évaluation des distances ou des côtés d'un réseau de triangles; la détermination des latitudes, longitudes et azimuts de leurs sommets; celle des différences de niveau de ces mêmes points et de leurs hauteurs au-dessus du niveau moyen des mers ; la rectification des arcs de méridiens et de parallèles, et Févaluation des grandes sus^faces. Tous ces calcula sont fondés sur ce que la théorie et l'expérience m'ont offert à la fois de plus exact et de phis simple. Quant à la théorie des projections dtes cartes* et à Pusage des instruments de réflexion, je me suis décidé, comme de coutume, à n'en parler que dans le Traité de Topograplue^ (¥ Arpentage et de nweilè- TTvent,
Les quatrième et cinquième livres sont consacrés à l'exposition des méthodes d'observation et de calculs astronomiques en usage en Géodésie*. Ils comprennent la mesure du temps, cellte des latitudes géographiques, rorientation dès triangles, et la détermination des longitudes terrestres par les formules analytiques que Lagrange avait proposées pour calculer les éclipses de Soleil et fes occultations d'étoiles par la Lune -, mais ce n'est qu'après leur avoir fait subir des transformutioiiB'qui les rendent beaucoup plus propres aux opérations numériques , que je suis parvenu le premier aies appliquer facilement à des exemples. Néanmoins je ne me suis pas cru dispensé d'expliquer les méthodes élémentaires par lesquelles on arrive au même but, sinon avec plus de promptitude, du moins avec le même degré de précision.
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Enfin le sixième livre contient l'analyse des triangles sphéroïdiques , que j'ai simplifiée à certains égards , et la recherche de la véritable figure de la Terre , soit par les mesures géodésiques les plus accréditées, soit au moyen des longueurs du pendule à secondes qui inspirent le plus de confiance. J^ ai inséré, avec de nouveaux développements , le Supplément publié en 1827, et donnant deux méthodes fort simples , Tune pour déterminer les dimensions de Tellipsoïde osculateur en un point quelconque de la surface du globe , au moyen de ses deux lignes de courbure , Tautrc pour démêler dans les discordances qui se manifestent entre les résultats géodésiques et astronomiques correspondants , ce qui peut être dû aux inégalités de cette surface. Ce livre est terminé par la mesure des hauteurs à Taide du baromètre.
Parmi les nombreuses additions que j'ai faites à cet ouvrage, pour suppléer à ce qui manquait dans la 2® édition, les plus notables ont rapport aux applications du calcul des probabilités aux opérations géodésiques ; à une nouvelle évaluation numérique de la longueur de l'arc du méridien mesuré par MM. Biot et Arago, et compris entre les parallèles de Montjouy et de Formentera \ à la recherche de l'expression théorique du coefficient de la réfraction terrestre \ au calcul des hauteurs relatives déduites de distances zénithales et de mesures barométriques contemporaines ; à la détermination des longitudes par les observations des passages de la Lune à différents méridiens , et par la méthode des feux successifs \ enfin aux corrections et réductions à appliquer aux longueurs du pendule invariable avant de les employer à la vérification de la loi du décroissement de la pesanteur à la surface de la Terre.
Telles sont les principales matières que renferme cette troisième édition^ et qui ont été , pour la plupart , le sujet de mes cours au Dépôt de la Guerre : elles montrent à quel degré j'y avais porté l'enseignement de la Géodésie, science dont le corps des Ingénieurs-Géographes, durant sa trop courte existence, a fait de si belles et utiles applications , qui est admise dans les Programmas de l'École Polytechnique , et dont l'étude particulière est devenue un des besoins de l'époque actuelle.
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TRAITÉ
OU MOUVEMENT DIURNE DE LA. SPHÈRE GI^LESTE
1 . Lorsqu'un observateur, pendant une belle nuit , contemple le £iel borné par un vaste horizon , il conçoit tous les astres qui s'offrent successivement à ses regards à la surface d'une sphère immense, et à l'extrémité des rayons qui partent de son œil pris pour centre de cette sphère; et à cause de la petitesse du rayon de notre globe à l'égard de celui de la sphère céleste , il se suppose au centre même de la Terre , autour duquel tous les astres lui paraissent tourner. Enfin, pour mieux déterminer leur position respective , il les rapporte à différents cercles qu'il imagine dans le ciel : voici ceux qu'il importe d'abord de connaître. •
V horizon sensible ou apparent est le plan tangent à la surface de la Terre supposée sphérique , et le point de contact est le lieu même de l'observateur.
V horizon rationnel ou mathématique est le plan qui , passant par le centre de la Terre, est parallèle à l'horizon sensible. La ligne tirée du lieu de Tobservateur au centre de la Terre, et prolongée de part et d'autre dans le ciel, est la verticale de ce lieu; enfin le point de cette ligne qui répond au-de4»us de l'observateur, est le zénith ^ et le point opposé est le nadir.
Les astres se lèvent lorsqu'ils commencent à paraître à l'horizon , et ils se couchent lorsqu'ils passent au-dessous du plan de ce cercle.
Pour expliquer le mouvement commun et diurne des astres , il suffit d'attribuer à la sphère céleste un mouvement de rotation d'orient en occident, autour d'une ligne dont les extrémités sont les pôles du inonde : cette ligne , qui passe par le centre de la Terre ou de la sphère céleste , se nomme Y axe du monde.
Le pôle élevé sur notre horizon est le pôle boréal on septentrional^ ou nord; et le pôle opposé , qu'on imagine au-dessous de ce même horizon, est \e pôle austral j ou méridional ^ ou sud.
Le grand cercle passant par le zénith d'un lieu de la Terre et par les pôles, se nomme le méridien de ce lieu.
2. Les étoiles qui paraissent conserver entre elles la même situation, se nomment ^jre^. Les astres, au contraire, qui changent de position les uns à l'égard des autres s'appellent planètes ou étoiles errantes; tels sont Mercure^ f^énus , Mars ^ Jupiter et Saturne, connus depuis un temps immémorial , parce qu'on les aperçoit à la vue simple; mais vers la fin du siècle dernier et au commencement de ce- \x\\rc\ , les astronomes , aidés de t^escopes , en ont découvert cinq autres, qui sont Uranus^ Cérès, Pallas, Junonet Vesta.
On remarque parfois aussi une troisième espèce d'astres : ce sont les comètes ou astres chevelus , qui ne se montrent que pendant un certain temps, et qui changent visiblement de place à l'égard des fixes.
Lorsque les astronomes eurent acquis une connaissance exacte des mouvements des corps célestes, ils appelèrent simplement planètes tes astres qui font leur révolution autour du Soleil , et désignèrent par le nom de satellites ceux qui accompagnent les planètes dans leur course , en tournant autour d'elles. La Lune, par exemple, est le satellite de la Terre qui, en tournant réellement sur elle-même, fait sa révolu-
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tion autour du Soleil. Nous expliquerons plus loin le système plané-' taire.
Quant aux étoiles fixes , dont le nombre est immense , on en a formé di£rérents groupes , afin de les mieux reconnaître. Chaque groupe se nomme constellation,
3. Les étoiles dispersées dans Tespace, et supposées toutes aut confins de la s{^ère céleste , décrivent donc chaque jour des cercles d'autant plus petits qu'elles sont plus près des pôles du monde. Le plus grand de ces cercles est évidemment celui dont tous les points sont également distants des deux pôles : on le nomme équateur. Quant aux cercles parallèles à celui-ci , on les désigne simplement sous le nom de parallèles. Les pôles du monde sont les pôles même de Téquateur et de tous les parallèles.
L'équateur partage la surface de la sphère en deux parties égales ; r une forme l'hémisphère septentrional, l'autre l'hémisphère méridional .
Des deux points où l'équateur coupe l'horizon , l'un se nomme orient ^ c'est celui où se lève une étoile qui décrit le premier cercle ; l'autre se nomme occident, c'est le point où la même étoile se couche.
Le méridien du lieu de l'observateur coupe aussi l'horizon en deux points; l'un s'appelle sud, parce qu'il est du côté où se trouve le Soleil à midi par rapport à nous; l'autre 9 qui lui est opposé, se nomme nord: ces quatre points se désignent sous le nom commun de points cardinaux. Lorsqu'un astre, qui se lève et se couche, est dans le méridien de l'observateur, il est à son point culminant, ou à sa plus grande hauteur au-dessus de l'horizon : ce point se nomme aussi médiation.
4. A l'aide d'un grand quart de cercle à lunette , placé solidement dans le plan du méridien , et d'une excellente pendule, on s'assure de l'existence des étoiles réellement fixes, et de l'uniformité du mouve* ment périodique du ciel. £n effet, si chaque fois qu'une étoile passe à la même partie du méridien , l'on mesure sa hauteur angulaire audessus de l'horizon , et si cette hauteur est toujours constante , on doit en conclure que l'étoile est fixe. En comptant dans ce cas, l'heure, la minute et la seconde marquées par la pendule à l'instatit de chaque
passage au méridien 9 l'on s'apercevra que l'intervalle de temps entre deux passages consécutifs ne varie jamais; et en répétant cette observation sur toute autre étoile fixe, on verra que le nombre d'heures , de minutes et de secondes écoulées depuis son passage au méridien jus^ qu'à son retour au même point, n'a nullement changé. Mais il n'est pas. nécessaire que la lunette soit précisément dans le plan du méridien ; elle peut être placée dans un plan vertical quelconque; l'intervalle de temps entre deux passages au fil de la lunette sera toujours le même. Ainsi y il est constant que le mouvement de la sphère céleste ou du premier mobile est uniforme, et que les étoiles fixes décrivent journellement des cercles de la sphère dont les plans sont perpendiculaires à l'axe du monde.
Tous les astronomes partagent en a4 heures le temps qui s'écoule entre deux passages consécutifs d'une étoile à la même partie du mé. ridien: cette durée se nomme, pour cette raison, jour sidéral; et la a4® partie de ce temps s'appelle heure sidérale. L'heure se divise en 60 minutes, la minute en 60 secondes, et ainsi de suite.
Il résulte de ce qui vient d'être dit, que tous les jours sidéraux sont égaux , et que pour reconnaître si une pendule suit le temps sidéral , il faut qu'en lui faisant marquer une certaine heure à l'instant où une étoile passe au méridien, elle indique précisément la même heure lorsque cette étoile y revient plusieurs jours de suite.
Quelle que soit l'inclinaison de l'axe du monde sur l'horizon, la durée de la présence d^une étoile qui décrit l'équateur, est la même au-dessus de l'horizon qu'au-dessous; mais une étoile qui décrit un parallèle , est visible d'autant plus long-temps que ce parallèle est plus près du pôle élevé , et que l'angle que l'axe du monde fait avec l'horizon difiere moins de l'angle droit. Ainsi près du pôle élevé, les étoiles ne se lèvent ni ne se couchent jamais : c'est ce qui a lieu aussi pour celles qui étant plus éloignées du pôle , décrivent des parallèles dont le plan n'est point coupé par l'horizon; telles sont pour nous les étoiles de hi grande Ourse ^ la Polaire, etc. Dans ce cas, l'on voit les étoiles passer deux fois au méridien pendant un jour sidéral ; par exemple, la première fois au méridien supérieur, c'est-à-dire du côté du zénith, et la seconde fois au méridien inférieur, c'est-à-dire entre le pôle et l'horizon. Ces étoiles se nomment, pour cette raison, circompolaires , et
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les observations d'un astre quelques moments avant et après sa cul mination , sont dites circomméridiennes.
Si Ton jette un coup d'œil sur hi figure i , on reconnaîtra tout de suite cette vérité. En effet, soient P, P' les pôles du monde, C le centre delà Terre, Z le zénith, Nie nadir, OH l'horizon rationnel, EQ l'équateur, et AB, A'B', DF, TV Y' des cercles qui lui soient parallèles. Il est évident que pour un observateur dont le zénith est en Z , et le pôle élevé en P, l'étoile qui décrit le cercle IKF' est toujours invisible; que celle qui décrit le cercle DF, au contraire, ne se couche jamais. Quant à l'étoile qui décrit l'équateur, elle paraît 12 heures audessus de l'horizon et reste la heures invisible, parce que les arcs send-diume et semi-noctume EM , QM sont égaux. Enfin , des deux étoiles qui décrivent l'une le cercle AB, l'autre le cercle A'B', la première reste plus longtemps au-dessus de l'horizon qu'au-dessous, et la seconde disparait pendant plus de la heures; parce que dans le premier cas l'arc semi-diurne An > B/i, et que dans le second cas l'on aA'/i'<B'w'.
Les cercles horaires sont des grands cercles de la sphère qui passent par l'axe du monde et qui sont par conséquent perpendiculaires à l'équateur céleste ; ainsi le méridien d'un lieu fait essentiellement partie de ces cercles , et à chaque instant le cercle horaire , sur la circonférence duquel se trouve une étoile , Eût avec ce méridien un angle que l'on nomme angle horaire de l'étoile. Si donc cet angle est oriental et de 1 5 degrés , l'étoile mettra une heure sidérale pour arriver au méridien ; il y aura au contraire une heure qu'elle s'en sera éloignée si ce même angle est occidental.
CHAPITRE II
DU MOUVEMENT PROPRE DU SOLEIL , DES SIGNES DU ZODIAQUE, ET DE LA POSITION DES ASTRES PAR RAPPORT A L* EQUATEUR, A l'ÉCLIP- TIQUE ET A l'horizon.
5. Le Soleil , comme toutes les étoiles fixes , semble emporté d'orient en occident par le mouvement périodique du ciel. Cependant on s'aperçoit bientôt , en le soumettant à l'épreuve indiquée précédemment , qu'il ne conserve pas la même position par rapport aux étoiles, et qu'il parait doué d'un mouvement propre d'occident en orient. En effet, après une longue suite d'observations exactes de sa hauteur méridienne, et de l'intervalle de temps qui s'écoule entre son passage et celui des étoiles au méridien, l'on a reconnu qu'il se meut dans un orbe plan incliné à Téquateur de a3® a8^ environ, et dont la forme est celle d'une ellipse peu excentrique ou peu allongée, à l'un des foyers de laquelle se trouve la Terre. Mais considérons, quant à présent, cet orbe, qu'on nomme écUptique, comme un grand cercle de la sphère céleste , et concevons-le divisé en douze parties égales, à partir du point où le Soleil se trouve au commencement du printemps , c'est-à-dire à l'un des points d'intersection de l'écliptique et de l'équateur, points qu'on nomme equinoxes. Chacune de ces parties comprendra évidemment 3o®, puisque la circonférence entière en contient 36o : ce sont ces parties auxquelles on a donné le nom de signes.
6. Toutes les planètes anciennes s'éloignent plus ou moins de la route du Soleil ou de l'écliptique, tantôt vers un pôle de ce grand cercle, tantôt vers l'autre. Les anciens avaient remarqué que les orbites des planètes se trouvent comprises dans une zone de i6 à 1 8^, partagée
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en deux parties égales par l'écliptique; c'est cette zone qu^ils désignèrent sous le nom de zodiaque.
Les douze signes du zodiaque et les caractères qui les distinguent sont:
SigB. Dcgr. SigB. - D^r.
o T le Bélier o
I V le Tanrean 3o
a )::( les Gémeaux 60
3 Q rÉcreviaee 90
4 £^ le Lion 1 20
5 I1J2 la Vierge 1 5o
6 t^ la Balance 180
7 ]% le Scorpion 210
8 ^ le Sagittaire 240
9 % leCaprioome «70
sr: le Verseau 3oo
1 1 X les Poissons 33o
Afin d'aider la mémoire à les retenir, ob les a exprimés par ces deux vers latins :
SuntAries, Taurus, Gemini, Cancer, Léo, f^irgo, lÀbraque, Scorpius, Areitenens, Caper, Amphora, Pisees.
Il y a aussi douze constellations qui portent les mêmes noms , et qui forment les constellations zodiacales j mais qu'il ne faut pas confondre avec les signes précédents. En effet 9 à Tépoque inconnue de l'invention du zodiaque, ces constellations coïncidaient avec les signes de même dénomination; mais il n'en est plus de même aujourd'hui.
L'ordre de ces signes a lieu d'occident en orient, qui est le sens du mouvement propre du Soleil. Lorsqu'un astre se meut suivant cet ordre, on dit que son mouvement est direct; lorsqu'au contraire il paraît aller dans une direction opposée, son mouvement est rétrograde; enfin , si pendant un certain temps l'astre semble fixe , on le dit stationnoire. Ce dernier phénomène a lieu quand le mouvement, de direct qu'il était, devient rétrograde, et réciproquement. Les planètes, quoique tournant réellement autour du Soleil d'occident en orient, nous présentent ces diverses apparences.
La droite, qui est la commime section de l'équateur et de l'écliptique, se nomiae ligne des éqidnoxes : elle est^insi désignée , parce que , quand le Soleil se trouve à l'une de ses extrémités, les jours sont égaux aux nuits. On la nomme aussi ligne des nœuds.
L'écliptique étant partagée en deux parties égales par l'équateur, il
s'ensuit que les six premiers signes se trouvent dans l'hémisphère boréal, et les six autres dans l'hémisphère austral. Les signes septentrionaux sont donc le Bélier, le Taureau , les Gémeaux , le Cancer, le Lion , la Vierge ; et les signes méridionaux , la Balance , le Scorpion , le Sagittaire, le Capricorne, le Verseau, les Poissons.
On entend aussi par signes ascendants ceux que le Soleil parcourt lorsqu'il s'approche de plus en plus du zénith ; et par signes descendants, ceux par lesquels il passe en s'éloignant sans cesse de ce point : ainsi, le Capricorne, le Verseau, les Poissons , le Bélier, le Taureau et les Gémeaux sont les signes ascendants.
7. Pour fixer la position des astres, on les rapporte à l'équateur ou à l'écliptique. Relativement au premier cercle , leur position est con* nue par leur ascension droite et leur déclinaison.
La déclinaison d'un astre est sa distance à l'équateur, mesurée sur un grand cercle qui passe par son centre et par les pôles du monde ; ce cercle de déclinaison, qui n'est autre qu'un cercle horaire, est donc perpendiculaire à l'équateur. La déclinaison ne se compte que depuis o^ jusqu'à 90^ ; il est donc indispensable d'énoncer si elle est boréale ou australe. La distance angulaire d'un astre au pôle se nomme distance polaire : celle-ci se compte dépuis le pôle boréal jusqu'au pôle austral; elle est donc toujours comprise entre o^ et 180^.
V ascension droite est la distance du point équinoxial du printemps au cercle de déclinaison , comptée sur l'équateur de l'ouest à l'est, et depuis o® jusqu'à 36o®.
On détermine aussi la position d'un astre par rapport à l'écliptique, c'est-à-dire au moyen de sa longitude et de sa latitude. Pour cet effet , l'on imagine des grands cercles passant par les pôles de cet orbe solaire : c'est sur ces cercles de latitude que se mesure la distsmce des astres à l'écliptique. La latitude est australe ou boréale selon que l'astre est entre le pôle austral de l'écliptique et ce cercle, ou entre l'écliptique et le pôle boréal.
La longitude se mesure sur l'écliptique, et se compte, dans le sens du mouvement propre du Soleil , à partir du point équinoxial du printemps, depuis o® jusqu'à 36o^; c'est-à-dire comme l'ascension droite, d'occident en orient.
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8. II est évident que la distance angulaire du pôle de l'équateur à celui de Técliptique situé dans le même hémisphère ^ est la même que Tinclinaison de l'écliptique sur l'équateur : cette inclinaison se nomme obliquité de Véclip tique.
Les cercles polaires sont des petits cercles de la sphère céleste parallèles à l'équateur, et passant par les pôles de l'écliptique : il y a par conséquent deux cercles polaires , Y un antarctique ou au sud , Tautrç aivtique ou au nord ; et leur distance aux pôles du monde, qui mesure l'obliquité de l'écliptique, est de a 3^ a 8' environ.
La hauteur d'un astre est l'arc de grand cercle compris entre l'horizon et cet astre, et dont le plan passe par le zénith de l'observateur. L'angle que ce cercle de hauteur ou ce vertical fait avec le méridien, est dit Yazimut de l'astre. Le grand cercle qui passe par le zénith et par les points est et ouest ^ se nomme premier vertical; celui-ci est donc perpendiculaire au méridien du lieu.
Les cercles de la sphère parallèles à l'horizon se nomment almicantarats; ils ont pour pôles le zénith et le nadir. Tous les astres situés dans le plan d'un almicantarat sont donc à égale hauteur au-dessus de l'horizon.
U amplitude ortive est l'arc de l'horizon compris entre l'équateur et le point où un astre se lève; V amplitude occasale est un arc pareil correspondant au coucher de cet astre. Ainsi , d'après \di figure 1 , l'arc ZM est le premier vertical , et M/i est l'amplitude ortive d'un astre qui décrit le parallèle AnB.
Les étoiles décrivant chacune perpétuellement le même parallèle, il s'ensuit que l'amplitude ortive et l'amplitude occasale restent constantes. Il n'en est pas de même pour le Soleil , puisque , par l'effet de son mouvement propre d'occident en orient, il ne demeure qu'un instant dans l'équateur.
On désigne quelquefois par le nom de colure les cercles de déclinaison, notamment ceux qui passent par les points équinoxiaux etsolsticiaux : nous parlerons de ces derniers points dans le chapitre suivant.
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ET DE LA DURÉE DES SAISONS, ETC
9. En comparant, comme nous Favons déjà dit, à l'aide d'une bonne pendule sidérale, les passages du Soleil au méridien à ceux d'une étoile fixe , on reconnaît que le Soleil y repasse la seconde fois 4 minutes plus tard environ que l'étoile, et que sa marche d'occident en orient est plus ou moins rapide.
Pour avoir une idée plus précise de l'irrégularité du mouvement de cet astre, soient AT P^ (Jig. i) l'écliptique, AP le grand axe de cette ellipse, C le centre, DQ le petit axe, T la Terre placée au foyer ; et supposons que T soit le point o du Bélier, ou celui où se trouve le Soleil à l'équinoxe de printemps; alors ^ sera le point o de la Balance, ou l'équinoxe d'automne , et les deux autres points *??•, % , qui se trouvent sur une droite perpendiculaire à la ligne des équinoxes, seront les solstices d'été et d'hiver.
L'extrémité P du grand axe de l'ellipse solaire se nomme le périgée , et l'autre extrémité A l'o/wgeey parce que quand le Soleil est en P, il est le plus près possible de la Terre; et quand il est en A, il se trouve à sa plus grande distance. L'axe AP se nomme la ligne des apsides; cette ligne partage évidemment l'écliptique en deux parties égales et symétriques : aussi le Soleil met-il le même temps pour parcourir ces deux parties de sa course annuelle , dans la supposition toutefois de l'immobilité de la ligne des apsides; mais avec cette différence que son mouvement se retarde de plus en plus en allant du périgée P au point A de l'apogée , et qu'il s'accélère suivant la même loi , en partant de ce dernier point pour retourner au périgée. La ligne tirée du centre de la Terre à
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celui du Soleil, ou le rayon vecteur Ae^ cet astre, décrit, par le mouvement dont il s'agit, des aires qui sont constamment proportionnelles au temps, ainsi qu*on le démontre dans tous les Traités de Mécanique.
On a déterminé les variations du rayon vecteur en mesurant au micromètre , et à différentes époques de Tannée , le diamètre apparent du Soleil; et pour connaître la position de cet astre sur son orbite, on a observé sa longitude ; ou plutôt cette distance angulaire a été déduite de son ascension droite et de sa déclinaison , parce que ces deux coordonnées circulaires sont essentiellement liées à la longitude par une relation qui dépend de l'obliquité de l'écliptique , et que nous donnerons plus tard. En effet, il est évident que nous devons voir le diamètre du Soleil sous un angle d'autant plus grand ou plus petit, que cet astre est plus près ou plus éloigné de nous : aussi au solstice d'hiver le diamètre paraît-il sous l'angle de 3a' 34", et au solstice d'été sous l'angle de Si'Sa''. C'est par des observations de ce genre qu'on a pu reconnaître la forme elliptique de l'orbe solaire, et la position de la ligne des apsides à l'égard de celle des équinoxes. Â l'époque du i*"" janvier i83o, la longitude du périgée, ou l'angle TAP, était de Q'g'^o'. Or, si à la ligne des équinoxes Tt^, on élève dans le plan de l'écliptique, et par le centre T de la Terre, la perpendiculaire S % ; les points S, % seront ceux où le Soleil arrivera aux solstices d'été et d'hiver. On voit, à l'inspection de la figure, et d'après la connaissance du mouvement elliptique, que les quatre arcs T®, S^,^X, XT, décrits successivement par le Soleil , sont inégaux ; d'où résulte nécessairement une différence dans la durée des saisons.
En effet, la durée du printemps est de. . . . . gaJ 21'» -^2^
celle de l'été, de g3.j3 jl
celle de l'automne , de. . . . 89 . 1 6 ^ celle de l'hiver, de 89. 2 .
tO. Les tropiques sont des cercles parallèles à l'équateur, et passant par les deux points de l'écliptique les plus éloignés de cet équateur: l'un est le tropique du Cancer, décrit par le Soleil le premier jour du solstice d'été; l'autre est le tropique du Capricorne, décrit le premier jour du solstice d'hiver.
Il est aisé de comprendre que lorsque le Soleil se trouve à l'un des
tropiques 9 sa déclinaison est préx^isément égale à l'obliquité de Téclip tique, et la plus grande possible. Si donc Ton mesure à ces deux époques les hauteurs méridiennes du Soleil , leur demi-somme sera la hauteur de Véquateur sur Thorizon; et si de la plus grande hauteur solsticiale on retranche cette hauteur de l'équateur, le reste sera la déclinaison solsticiale ou Y obliquité de Vécliptique, A l'époque où le Soleil est au solstice d'été , sa longitude est évidemment de 3' ou de 90® : elle est au contraire de 9* ou de ^70® lorsque le Soleil est au solstice d'hiver.
La hauteur de l'équateur étant connue, son complément à 90^ est la hauteur du pôle sur l'horizon; car l'axe du monde est perpendiculaire au plan de l'équateur. [Vojrez Isijig. i .)
11. Le jour solaire est le temps qui s'écoule entre deux passages consécutifs du Soleil au méridien supérieur ou au méridien inférieur. Ce jour se divise en 24 heures : on le nomme aussi jour astronomique ou jour vrai y et on lui donne pour origine l'instant du midi. Si au contraire on prend l'instant du minuit pour origine du temps , on le nomme jour civil. Les astronomes ont adopté l'une et l'autre manière de dési* gner le temps, car l'usage n'a pu encore s'établir généralement parmi eux de compter les 24 heures solaires d'un minuit à l'autre. Dans la vie civile, le jour se divise en deux périodes de la heures chacune: l'une est celle du matin , l'autre est celle du soir. Par exemple, le 6 janvier à 9 heures du matin, temps ciM^ répond au 5 janvier à a i heures , temps astronomique.
Les astronomes ont jugé convenable de choisir également pour oririgme du jour sidéral, l'instant où le point équinoxial du printemps passe à leur méridien supérieur: ainsi la pendule sidérale doit toujours marquer o'^o'^o^ou la heures, lorsqu'une étoile qui a zéro d'ascension droite se trouve dans le méridien. En général elle doit marquer Tascension droite d'une étoile quelconque, convertie en temps, à raison de i5® pour une heure , au moment où l'étoile traverse le méridien supérieur.
Les jours astronomiques ne sont pas tous égaux entre eux comme les jours sidéraux; ils sont plus longs que ceux-ci de plusieurs minutes, comme nous l'avons déjà fait observer; car lorsqu'une étoile
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et le Soleil se trouvent en même temps au méridien un certain jour, le lendemain le Soleil , en vertu de son mouvement propre d'occident en orient, passe au méridien plus tard que l'étoile, et après avoir décrit environ 69' 8", 33 de degré de son orbite. Par conséquent, dans l'espace d'une année , le Soleil traverse le méridien une fois de moins qiie l'étoile.
Nous venons de dire que les jours astronomiques ne sont pas égaux; leurs différences résultent à la fois de l'obliquité de l'éclip tique, et de ce que le mouvement propre ou apparent du Soleil n'est pas uniforme; car d'une part il est visible que si, par plusieurs points équidistants de l'écliptique , on fait passer des cercles de déclinaison , les arcs de l'équateur compris entre ces cercles , ou les différences d'ascension droite seront en général inégales entre elles. Ainsi l'inégalité des jours solaires aurait lieu, quand même le Soleil décrirait uniformément l'écliptique : mais d'autre part cet astre a un mouvement irrégulier dans son orbite; donc les jours vrais astronomiques ne peuvent être égaux.
Concluons de là que les oscillations du pendule ou balancier d'une bonne horloge étant isochrones ou d'égale durée, peuvent bien être réglées sur le mouvement diurne des étoiles , mais non pas sur la marche réelle du Soleil. Cependant en faisant abstraction des inégalités de cette marche, ou pour mieux dire, en supposant qu'un autre Soleil décrive uniformément l'équateur en vertu d'un moyen mouvement propre d'occident en orient; l'intervalle de temps entre deux retours consécutifs au méridien supérieur ou inférieur formera un jour mojren astronomique entre tous les jours vrais ou apparents , et l'horloge qui suivra exactement le mouvement imiforme de ce Soleil fictif sera réglée sur le temps mojren.
Le jour moyen astronomique ou civil se divise en a4 heures : tous les jours moyens sont donc égaux.
12. Pour parvenir au but que l'on vient d'indiquer, les astronomes ont d'abord supposé qu'un second Soleil décrivait uniformément une écliptique circulaire circonscrite à la véritable orbite , et cela dans le même temps que le vrai Soleil décrivait cette orbite. Ils ont en outre supposé que ces deux Soleils partaient ensemble du périgée. Enfin ils
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ont imaginé qu'un troisième Soleil partait d'un des points équinoxiaux, à l'instant même où le second Soleil y arrivait; et qu'il décrivait uniformément l'équateur d'occident en orient , dans le même temps que le second Soleil parcourait son cercle. On conçoit , d'après cette hypo* thèse, que l'ascension droite du troisième Soleil, qu'on nomme ascension droite moyenne ^ est toujours égale à la longitude du second Soleil ou à la longitude moyenne ; et que l'un de ces astres est sans déclinaison comme l'autre est sans latitude. La longitude moyenne croît donc proportionnellement au temps. C'est d'après ce principe que les tables du Soleil , calculées par Delambre , donnent les longitudes moyennes pour tous les jours de l'année, à minuit moyen.
La distance angulaire du périgée au vrai Soleil se nomme anomalie vraie; elle est mesurée par l'angle que le rayon vecteur solaire fait avec la ligne des apsides. La distance angulaire du périgée au second Soleil s'appelle anomalie moyenne j et enfin la différence de ces deux anomalies est Vequation du centre. La longitude vraie du Soleil est donc égale à la longitude du périgée augmentée de l'anomalie vraie, et la longitude moyenne est égale à la longitude du périgée plus l'anomalie moyenne. On voit en outre que la longitude vraie du Soleil est égale à la longitude moyenne, plus ou moins l'équation du centre ou de l'orbite.
13. Nous avons dit précédemment que le nombre des retours au méridien , du Soleil fictif situé sur l'équateur, mesure le temps moyen , et que le nombre pareil des retours du vrai Soleil mesure le temps vrai. L'arc de l'équateur compris entre deux méridiens menés par les centres de ces deux Soleils , est ce qu'on nomme Vequation du temps. Cette équation est toujours évaluée en fraction de jour moyen; elle est nulle quatre fois dans l'année, et se trouve toute calculée pour chaque jour dans les éphémérides: par exemple, on la trouve pour tous les jours du mois, et sous le titre de temps moyen au midi vrai^ dans la Connaissance des Temps et dans Vy^nnuaire que le Bureau des Longitudes publie chaque année : elle sert à (aire connaître si une pendule à secondes est bien réglée sur le temps moyen; car il Ëtut pour cela qu'elle marque précisément le temps moyen indiqué dans l'éphéméride , à l'instant où le centre du Soleil vrai se trouve dans le méridien.
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Le second Soleil dont nous venons de parler, détermine j par ses retours à Téquateur et aux tropiques , les équinoxes et solstices moyens. La durée de ses retours au même équinoxe ou au même solstice forme Y armée tropique^ laquelle , selon les calculs les plus exacts, est de 365^242218124 = 365* 5^ 48" 47%6459 temps moyen , pour i83o.
14. Depuis la plus haute antiquité les astroncxnes ont reconnu que la ligne des équinoxes n est pas fixe dans le ciel à l'égard des étoiles, qu'elle a au contraire un mouvement angulaire rétrograde ou contraire au mouvement propre du Soleil; mais cette rétrogradation, évaluée de nos jours à environ 5o^^, i par an , n'est pas exactement la même dans tous les siècles , et c'est ce qui fait que les années tropiques sont un peu inégales. Ainsi le Soleil, pour revenir aux étoiles d'où il était parti, met un peu plus de temps que pour revenir au même équinoxe. Ij' année sidérale étant l'intervalle compris entre deux retours consécutifs aux mêmes étoiles, il s'ensuit qu'elle est plus longue que l'année tropique de 20™ 23'; sa valeur est de 365J,2563744i7=365J6'"9™ io%7496. Enfin l'on a remarqué que le point du périgée a un mouvement direct de 12'' par an dans le plan de l'orbe solaire; et la théorie de l'attraction universelle a appris que l'excentricité de cet orbe diminue peu à peu. Vannée anomalistique étant l'intervalle compris entre deux passages consécutifs au périgée , est donc elle-même un peu plus longue que l'année sidérale. Sa valeur est de 365^,25966046 = 365*6*» i3°*54»,665. On doit conclure de là que la ligne des apsides coïncidera un jour avec celle des équinoxes, ou lui sera perpendiculaire; puisque le périgée a , par rapport au point o ai Arles ou au point vemal , un mouvement relatif et annuel de 62". Ainsi les durées des saisons, telles qu'elles sont données à l'art. 9, éprouveront à la longue des changements sensibles.
C'est encore l'observation qui a constaté un fait remarquable; savoir, que l'orbe solaire se rapproche peu à peu de l'équateur, ou , ce qui est de même , que l'obliquité de l'écliptique diminue insensiblement. Cette diminution, qui s'arrêtera un jour pour se changer en augmentation , est à très peu près de 48'' par siècle; mais la théorie montre que l'écliptique et l'équateur ne se confondront jamais. Indépendamment de ces variations fort lentes , et qu'on nomme pour cette raison
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variations séculaires^ il en est d'autres qui ont une période beaucoup plus courte y et dont nous parlerons par la suite. Toutes ces variations ou inégalités qui troublent le mouvement elliptique du Soleil , sont connues en Astronomie sous le nom de perturbations planétaires^ parce qu'elles résultent de l'action que les planètes exercent sur le Soleil en vertu de la gravitation universelle. Il faut nécessairement y avoir égard pour déterminer le lieu vrai de cet astre avec toute la précision possible; or elles s'évaluent aisément à l'aide des nouvelles tables solaires dont nous ferons connaître l'usage plus tard ^ et qui sont fondées sur les théories de la Mécanique céleste.
En remontant aux valeurs ci-dessus de l'année moyenne et de l'année sidérale, on trouve (le Jour moyen astronomique étant pris pour unité de temps) que la durée du jour sidéral est de 23'"56™4%o9o55; d'où il suit que l'accélération diurne des étoile^ est de 3™ 55%9094 par rapport au moyen mouvement du Soleil.
En prenant au contraire le jour sidéral pour unité, le jour moyen solaire est exprimé par ^4** 3°*56%555348; ainsi lorsqu'on aura des heures moyennes solaires à convertir en heures sidérales , ce qui se pratique très souvent en Astronomie, il faudra augmenter les premières de 9^,856473 ou simplement de lo^, si l'on juge cette exactitude suffisante. Réciproquement , pour convertir des heures sidérales en heures moyennes, on retranchera 9%8:2956 de chacune des premières.
(1 résulte de là que le Soleil moyen achève sa révolution entière, ou parcourt 36o** en 24^ 3™ 56*, 555 348 de temps sidéral; et que dans le même temps le mouvement de la sphère étoilée est de 36o® 59' 8", 33; ainsi les jours moyens sont aux jours sidéraux dans le rapport de
^^ — ' — . Dans une heure solaire moyenne, une étoile fixe décrit
par conséquent un arc de 1 5** a' 27", 847; ainsi dans une seconde de temps moyen elle parcourt i5",o4io7 de degré.
Il s'ensuit en outre que, dans un jour moyen, le mouvement propre du Soleil moyen est de 59' 8", 33, et que ce Soleil ne parcourt que 359® 59' 9", 9 dans une année tropique; puisque la rétrogradation de? points équinoxiaux est de 5o", i .
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DE l'aNNJBE civile ET DU CALENDRIER GRÉGORIEIT.
15. C'est sur l'année tropique que se règle l'année civile: celle-ci est tantôt de 365 jours, tantôt de 366, et commence au minuit qui sert d'origine au premier janvier; quoiqu'il eût été à désirer que lesjeuples de notre hémisphère eussent pris pour époque, soit l'équinoxe du printemps, soit le solstice d'hiver. Pour concevoir pourquoi la durée de Tannée civile est variable, il suffît de remarquer que si elle était constamment de 365 jours , son commencement devancerait sans cesse celui de la véritable année tropique, et parcourrait par conséquent les différentes saisons en rétrogradant. Cet inconvénient, qui ferait évidemment perdre au calendrier un de ses principaux avantages , celui de *" fixer les mois et les fêtes aux mêmes saisons, et d'en faire de cette manière des époques remarquables pour l'agriculture, s'élude à l'aide de l'intercalation suivante , adoptée dans le calendrier grégorien , qui est celui dont la plupart des peuples de l'Europe font usage. .
Sous le règne de Jules César, en ran/45 de notre ère, il fut décidé /^M que , pour rétablir l'accord entre les années solaires et civiles , les années seraient bissextiles tous les quatre ans, c'est-à-dire de 366 jours. Alors l'année tropique, supposée de 365 jours un quart seulement, fiit nommée Vannée julienne; et il fallut, par suite de cette décision, que
/mg/lii rannéy44 f^t augmentée d'un certain nombre de jours; ce qui fit qu'on l'appela Vannée de confusion. Le temps qui s'écoule pendant cent années juliennes forme la durée d'un siècle, la plus longue des périodes usitées dans la Chronologie. Mais cette intercalation d'un jour tous les quatre ans, dans le but de compenser l'erreur résultant de la suppression d'im quart de jour dans les années communes ou de 365 jours, ne pouvait remédier à l'inconvénient qu'on voulait éviter, car on reconnut plus tard que l'année tropique était plus exactement de 365^,24^^64 ou à fort peu près; il fallut donc, pour empêcher le déplacement de l'origine de l'année civile, tenir compte de 0^,007736 dont l'année tropique était augmentée par ce mode régulier d'intercalation. Or, en i58a, sous le pontificat de Grégoire XIII, l'on y parvint en convenant de supprimer la bissextile à la fin de chaque siècle , pour la rétablir à la fin du quatrième , et en arrêtant que le 5 octobre L 3
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compterait pour le 1 5 . Dans ces derniers temps , Delambre a proposé de supprimer cette bissextile tous les quatre mille ans. De là ces deux règles pour savoir si une année grégorienne est bissextile ou non : i ^ si le nombre qui exprime l'année est divisible exactement par 4^ cette année est bissextile; mais si la division ne se fait pas sans reste 9 l'année est commune: ainsi Tannée 1837 a été commune, et Tannée i84o bissextile; 7? quant aux années séculaires, supprimez les deux zéros du nombre qui les exprime , et si ce nombre ainsi réduit est exactement divisible par 4 9 ces années ont été ou seront bissextiles. Par exemple, les années séculaires 1 700 et 1 800 ont été communes , il en sera de même de Tannée 1900; mais Tannée 2000 sera bissextile: toutefois Tannée 4000 sera commune par la raison donnée ci-dessus, [yojrez, pour de plus amples explications , le Traité de la Sphère et du Calendrier ^ par Rivard, 8® édition.)
Les Russes et les chrétiens du rite grec s'en tiennent toujours à la réforme julienne ou au vieux style; aussi comptent-ils maintenant I a jours de moins que nous. Quant aux Turcs , ils règlent leur année sur le mouvement de la Lune. Dans leur calendrier, les mois commençant à la néoménie sont alternativement de 3o et 29 jours; et comme alors leur année est seulement de 354 jours , son origine parcourt suc-^ cessivement toutes les saisons en rétrogradant.
DE LA FIGURE DE LA TERRE, DE SON ATMOSPHÈRE, ET DE LA
RiFRAGTION ASTRONOMIQUE.
16. Les premiers voyageurs durent s'apercevoir bientôt que la surface de la Terre n'est pas ce qu'elle semble d'abord , un plan sur lequel le ciel s'appuie sous la forme d'une voûte surbaissée; qu'elle est au contraire, comme nous l'avons supposé, un corps à très peu près sphérique que le ciel enveloppe de toutes parts. En effet, à mesure que l'on s'avance vers le midi ou vers le nord , des étoiles qui demeuraient constamment sous l'horizon se lèvent et se couchent alternativement , tandis que d'autres qui étaient visibles disparaissent pour toujours. Il est vraisemblable en outre que les dimensions de la Terre ont été connues dès la plus haute antiquité en Egypte et dans l'Asie; car il existe entre plusieurs mesures de ces temps reculés et la longueur de la circonférence terrestre, des rapports qui ne peuvent pas être dus au hasard. Mais quoique la connaissance de la sphéricité et de la grandeur de la Terre date d'une époque très ancienne, il faut cependant arriver aux temps modernes pour en trouver Une mesure assez précise, et c'est celle que l'astronome Picard exécuta en France vers la fin du XVII® siècle. Néanmoins la question délicate de la véritable figure de notre globe fut agitée de nouveau parmi les géomètres , vers le milieu du XVIII® siècle ; et c'était pour en avoir une solution indépendante de toute hypothèse physique que des mesures d'arcs de méridiens furent entreprises au cap de Bonne-Espérance par Lacaille , à l'équateur par Bouguer et Lacondamine, en France par Gassini , en Laponie par Clairaut et Maupertuis, etc. Elles ont prouvé, comme Newton l'avait démontré par la théorie de l'attraction, que généralement les degrés vont en croissant de l'équateur aux pôles, et que par conséquent la
Terre, abstraction faite des aspérités de sa surface, affecte à très peu
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près la forme d'un ellipsoïde de révolution. Quant à présent, il suffit de dire que sa circonférence est de 4o millions de mètres et son rayon de 6 366 198 mètres, en la supposant sphérique.
17. Un fluide élastique, rare et transparent, qu'on nomme Voir y entoure le globe terrestre de tous côtés, et s'élève à une grande hauteur. Son poids fait équilibre à celui du mercure dans le baromètre. Tout ce fluide « éminemment nécessaire à notre existence, forme l'atmosphère : il a la propriété de se condenser par le froid et de se dilater par la chaleur. A mesure que l'on se transporte dans les régions élevées de l'atmosphère, l'air devient plus rare; et à cause de sa compressibilité , ses couches inférieures sont plus denses que ses couches supérieures dont elles supportent le poids. A une température constante sa densité est proportionnelle au poids qui le comprime , et par conséquent à la hauteur du baromètre. De cette propriété résulte la possibilité de mesurer les hauteurs par les observations barométriques.
Nous ne voyons donc les astres qu'à travers xm fluide. Souvent même nous les voyons ailleurs que là où ils sont réellement, par suite de la déviation qu'éprouvent leurs rayons lumineux en traversant l'atmosphère; car il est défait qu'un de ces rayons, en pas^nt obliquement d'un milieu dans un autre dont la densité est différente, change de direction , en s' approchant de la perpendiculaire à leur surface commune, élevée au point où il entre dans le milieu le plus dense. C'est cet effet qu'on nomme réfraction. Le rayon direct et le rayon réfracté forment , avec cette perpendiculaire, deux angles, dont l'un est l'angle d'incidence et l'autre l'angle de réfraction : or, les sinus de ces deux angles sont toujours dans un rapport constant. L'expérience prouve aussi que la réfraction des rayons sur une même surÉace croît avec leur obliquité, et que la force réfringente de l'air est proportionnelle à sa densité mesurée par la pression qu'il éprouve ou par la hauteur du baromètre. Enfin lorsqu'un rayon lumineux passe du vide dans l'air à la température de la glace fondante et sous la pression barométrique de 0^,76, le sinus de réfraction est au sinus d'incidence comme l'unité est à 1 ,000129433:2 1 .
La densité des couches d'air augmentant progressivement depuis les linrîtes de l'atmosphère jusqu'à la surfaice de la Terre, il s'ensuit qu'un rayon lumineux qui traverse obliquement toutes ces couches suppo-
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sées sphériquesy concentriques ^ en équilibre et d'une épaisseur infiniment petite, arrive à nous en suivant une courbe concave vers la surface terrestre; mais comme nous supposons toujours les objets sur la direction même des rayons que nous en recevons , nous rapportons les astres au point du ciel qui se trouve sur la tangente à la courbe ou trajectoire décrite par le rayon lumineux, au point où nous sommes. L'angle que cette tangente fait avec la droite menée de notre œil au lieu réel de l'astre est donc la réfraction qui affecte la hauteur observée de l'astre au*dessus de l'horizon.
18. On conçoit, par l'explication succincte de ce phénomène , lequel paraît être dû à l'action que les corps exercent sur la lumière , que la réfraction astronomique ou plutôt atmosphérique est la plus grande possible , lorsque les astres sont à l'horizon ; qu'elle diminue à mesure qu'ils s'élèvent au-dessus de ce plan , et qu'elle est nulle lorsque les astres passent au zénith.
L'effet de la réfraction est donc de faire paraître les astres plus élevés* qu'ils ne le sont effectivement, et n'a lieu que dans le sens vertical. Ainsi, la hauteur angulaire d'un astre observé de la surface de la Terre , est une hauteur apparente qu'il faut diminuer de la réfraction pour avoir la hauteur vraie.
Il résulte de là que la valeur de la réfraction dépend de la hauteur apparente d'un astre, ou, comme l'on dit, a pour argument cette hauteur apparente.
La réfraction au-dessus de 10 degrés de hauteur, toutes choses d'ailleurs égales, ne dépend sensiblement que de l'état du baromètre et du thermomètre dans le lieu de l'observation. Plusieurs géomètres ont cherché à en assigner les lois , et Laplace , particulièrement , est parvenu, par une savante analyse, à la déduire de formules qui satisfont complètement aux observations , et qui sont fondées sur l'hypothèse que la loi de densité des couches aériennes tient à peu près le milieu entre une progression géométrique et une progression arithmétique. Mais à une hauteur plus petite que 10 degrés, à l'horizon surtout, la réfraction éprouve souvent des variations si irrégulières, qu'elle ^se refuse à toute théorie mathématique.
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CHAPITRE V
DU MOUYEMEITT DE LA TERRE AUTOUR DU SOLEIL; DES LONGITUDES ET LATITUDES GÉOGRAPHIQUES, ET DES DIFFÉRENTES PARALLAXES DES ASTRES.
19. Dans tout ce qui précède sur le spectacle de Tunivers, le Soleil est supposé en mouvement autour de la Terre ; mais il est très probable que ce mouvement n'est qu'apparent, et n'est dû qu'à une illusion d'optique semblable à celle qu'éprouve un voyageur lorsque, étant entraîné par le courant d'un fleuve, il en fixe les rivages, et leur attribue un mouvement contraire à celui par lequel il est emporté réellement. En e£Fet l'hypothèse la plus simple est d'admettre que la Terre tourne sur elle-même d'occident en orient en a4 heures sidérales, et autour du Soleil dans l'espace d'un an, en décrivant une orbite dont le centre du Soleil occupe un des foyers; mais, dans l'une comme dans l'autre supposition , les apparences des mouvements célestes sont les mêmes.
La Terre décrit donc l'écliptique dans le sens même du mouvement apparent du Soleil , c'est-à-dire d'occident en orient, et son axe de rotation est emporté dans l'espace parallèlement à lui-même. Ainsi, quand le Soleil nous paraît, par exemple, au point équinoxial du printemps, la Terre est réellement au point opposé, ou à celui d'automne. Cela posé, si, par le centre S du Soleil {fig* 3), on conçoit à la ligne des équinoxesTr une parallèle Sr', le point y' sera celui d'où l'on .,,
comptera la longitude T'Svde la Terre; tandis que l'angle T'AT sera la /^*< '^'^ "^ longitude de la Terre vue du Soleil, puisqu'un observateur en T rap- ' porte le dernier astre en un point S' de l'orbite terrestre. Ainsi la longitude héUocentrique de la Terre, ou mesurée du Soleil, est de i8o® plus grande que la longitude géocentrique du Soleil , ou mesurée de la
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Terre ; ce qui s'exprime ainsi :
long. J = long. 0^+ i8o^,
c'est-à-dire longitude de la Terre = longitude de Soleil 4- i8o®.
On entend par périhélie le point où la Terre est le plus près du Soleil j et par aphélie celui où elle en est le plus éloignée. Ces deux points , qui forment les extrémités du grand axe de l'orbite terrestre, sont res* pectivement P, A. Si donc t^ et n sont , l'un la longitude du périhélie, l'autre celle du périgée, l'on aura, d'après ce qui vient d'être dit, u^
BT = n + i8o^.
SK). En considérant toujours la Terre comme une sphère, tous les ^ points de sa surface , dans leur mouvement diurne autour de l'axe du monde, décrivent des cercles parallèles entre eux, lesquels, comme dans la sphère céleste, sont nommés simplement parallèles ^ lorsqu'ils sont inégalement éloignés des pôles. L'équateur terrestre est donc le cercle dont le plan coïncide avec celui de l'équateur céleste et partage la surface du globe en deux hémisphères, qui ont pour centre l'un le pôle boréal, l'autre le pôle austral. Ces deux pôles sont nécessairement situés sur l'axe du monde , et correspondent par conséquent à ceux de la sphère céleste.
Le méridien d'un lieu est de même le cercle qui passe par ce lieu et par les pôles de la Terre. Le premier méridien est cdui auquel on est convenu de rapporter tous les autres. Anciennement, et depuis Ptolémée, les géographes prenaient pour premier méridien celui qui passe par l'île de Fer, l'une des plus occidentales des îles Canaries. Cet usage s'introduisit en France sous le règne de Louis XIII ; mais plus tard les géographes français se décidèrent , à l'instar de l'Académie des Sciences de Paris, à compter les longitudes du méridien de l'Observatoire royal de cette ville.
L'angle de deux méridiens est mesuré par l'arc de l'équateur qu'ils interceptent. Cet arc se nomme longitude terrestre ou différence des méridiens y en tant que l'un des méridiens est ou n'est pas considéré comme le premier. La longitude se compte sur l'équateur, de part et
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d'autre du méridien , et peut par conséquent être orientale ou occidentale; elle se compte aussi dans le sens du mouvement de rotation de la Terre, c'est-à-dire d'occident en orient, et depuis o^ jusqu'à 36o®; cela est indifférent pourvu qu'on en avertisse.
Il suit de là, et de ce qui a été dit (art. 11), que lorsqu'il est midi vrai au méridien de Paris, par exemple, il n'est que ii**, temps vrai, au méridien d'un autre lieu dont la longitude occidentale, par rapport à cette ville, est de iS**. Au contraire, il est une heure après-midi dans un lieu situé à l'orient de Paris, et dont la longitude orientale est de même de 15**. Ce que nous disons du temps vrai doit s'entendre aussi du temps moyen et du temps sidéral.
21. Sur la Terre sphérique, la plus courte distance de deux points est déterminée par l'arc de grand cercle qui passe par ces deux points, et la distance d'un lieu à l'équateur est l'arc du méridien de ce lieu, compris entre son parallèle et la ligne équinoxiale ou l'équateur ter^restre; c'est cette dernière distance que l'on nomme latitude géogror phique, ou simplement latitude: il est nécessaire d'indiquer si elle est austr£|le ou boréale.
La latitude d'un lieu est égale à la hauteur du pôle sur l'horizon du même lieu ; car la latitude et la hauteur du pôle ont l'un et l'autre pour complément au quart du méridien, la distance de ce lieu au pôle élevé. On entend par colatitude le complément de la hauteur du pôle.
Quelle que soit la figure de la Terre , la latitude géographique d'un lieu , ou la hauteur apparente du pôle , est l'angle que la normale à la surface terrestre en ce lieu fait avec le plan de l'équateur. La surface de la Terre diffère peu de celle d'un ellipsoïde de révolution , dont l'axe de rotation représente celui des pôles, comme on le verra par la suite. Ainsi, la latitude géographique du point A [Jig. 4)? situé entre le pôle P et le point E de l'équateur, a pour mesure l'angle ALE que la normale AN à l'elhpse génératrice PAE, ou au méridien de A, fait avec le rayon CE de l'équateur. Cette normale, prolongée dans le ciel, détermine le zénith Z apparent, tandis que le rayon terrestre CA prolongé également, détermine le zénith vrai Z', ou le zénith géocéntrique. Dans la nature, l'angle de la verticale ou normale AN, avec le rayon
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AC, est toujours très petit; néanmoins il est des cas où il faut en tenir compte. Cet angle est évidemment la différence entre la latitude apparente ALE et la latitude géocentrique ACE ; puisque , par 1^ propriété de l'angle extérieur au triangle CLA , Ton a angle ALE = angle ACE 4angleCAL.
De même qu'un point est donné sur un plan par ses distances à deux droites fixes 9 de même la position d'un lieu sur la Terre est déterminée par sa longitude et sa latitude. La Géographie mathématique est toute fondée sur la détermination de ces deux coordonnées. Il est même d'usage, maintenant , d'ajouter pour troisième coordonnée d'un point sa hauteur au-dessus du niveau des mers, et de la désigner par altitude; parce qu'un objet terrestre n'est complètement connu de position qu'au moyen de ses trois coordonnées géographiques.
22 . Les plans des cercles polaires de la sphère céleste déterminent , par leurs intersections avec la surface de la Terré, deux cercles correspondants de même dénomination: il en est ainsi des tropiques. La zone comprise sur la Terre entre les deux tropiques, forme la zone torride; parce que les peuples qui l'habitent, ayant pendant deux fois l'an le Soleil d'aplomb sur leurs têtes, éprouvent une chaleur excessive. Les deux zones comprises entre les tropiques et les cercles polaires, forment les :tones tempérées ou plus douces; et enfin les deu\ parties restantes de la surface terrestre composent les zones glaciales.
Les peuples situés à l'équateur ont la sphère droite y parce que l'axe du monde étant alors dans le plan de leur horizon , toutes les étoiles décrivent des cercles perpendiculaires à ce plan; mais entre l'équateur et le pôle élevé, ils ont la sphère oblique , comme le représente la^g. i . Ceux qui seraient aux pôles mêmes auraient la sphère parallèle y parce que l'équateur serait parallèle à l'horizon des pôles : dans ce cas , les étoiles ne se lèvent ni ne se couchent jamais, puisqu'elles décrivent toutes des cercles parallèles à cet horizon.
Il est bien aisé de se rendre compte des différentes longueurs des jours et des nuits à diverses époques de l'année, eu égard à ces trois positions de la sphère. Nous entendons ici , par jour et par nuit , le temps de la présence et de l'absence du Soleil sur l'horizon de l'observateur. I. 4
25. La distance qui naus sépare des étoiles est si grande , que les droites menées de l'une d'elles aux centres de la Terre et du Soleil , ne feraient auciiiS angle sensible ; c'est cet angle que les astronomes désignent sous le nom de parallaxe annuelle ou du grand orbe : les étoiles, même les plus brillantes, n'ont pas de parallaxe appréciable. Il n'en est pas ainsi des planètes, et l'on s'est même assuré que l'angle sous lequel on verrait de leur centre le demi-diamètre terrestre, est de plusieurs secondes.
Supposons, par exemple, un observateur en A [Jig. 5), sur la surface de la Terre sphérique, et considérons le Soleil S à l'horizon sensible AS: la parallaxe horizontale de cet astre sera ASC; mais si le Soleil est élevé sur l'horizon, comme en S', l'angle AS'C sera la parallaxe de hauteur, laquelle est évidemment plus petite que la première , en supposant que SS' fasse partie de l'arc diurne, ou de celui que le Soleil décrit pendant sa présence sur l'horizon. Ainsi, la parallaxe de hauteur décroit progressivement depuis l'horizon où elle est à son maximum^ jusqu'au zénith où elle est nulle. Son effet est tout entier dans un plan vertical et contraire à celui de la réfraction (art. 18), puisque nous voyons un astre moins élevé que si nous étions au centre de la Terre, et cela d'une quantité égale à la parallaxe.
La Terre s' éloignant ou se rapprochant continuellement du Soleil, il est évident que la parallaxe horizontale solaire n'a pas une valeur constante; sa valeur moyenne est de 6'", 58. La parallaxe de la Lune est bien plus grande, puisqu'elle est quelquefois de plus d'un degré.
24. Dans le cas de la Terre elliptique, il ne faut pas toujours confondre la parallaxe horizontale avec la plus grande parallaxe de hauteur, comme cela était permis dans l'hypothèse précédente. En effet, pour im observateur en A (Jig. 6) sur le méridien elliptique PA, la parallaxe horizontale de l'astre S est l'angle S du triangle obliquangle ASC formé par l'horizontale ou tangente AS", le rayon CA de la Terre au point A et la distance CS. Or, en supposant l'astre en S' au-dessous de l'horizon, et à l'extrémité de la droite AS' perpendiculaire au rayon AC , l'angle S' sera la plus grande parallaxe de hauteur, relativement à une sphère du rayon dont il s'agit : l'angle S est donc en général plus petit que S^ Cependant il est des astronomes qui, en parlant dans leurs
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écrits de la parallaxe horizontale , veulent désigner l'angle S^ Lorsque le lieu A de l'observateur est sur Téquateur même, la parallaxe horizontale 9 qui est aussi la plus grande parallaxe de hayteur, se nomme parallaxe équatoriale,
25. Indépendamment des parallaxes dont nous venons de parler, il en est d'autres qu'il est utile de connaître ; ce sont les parallaxes d'ascension droite et de déclinaison , celles de longitude et de latitude : celles-ci n'existeraient pas, si la plus grande parallaxe de hauteur était nulle. Toutes résultent de ce que le rayon terrestre est comparable à la distance de la Terre à l'astre, ou, ce qui revient au même, de ce que deux observateurs, l'un placé au centre C de notre globe {Jig. 7), l'autre à la surface A, ne rapporteraient pas un astre, la Lune L par exemple, au même point du ciel. Le lieu L" d'un astre L vu du centre C de la Terre s'appelle le lieu vrai, et le lieu 1/ vu de la surface terrestre , se nomme le lieu apparent.
Il résulte de là que ces deux lieux étant distincts sur la sphère céleste, l'ascension droite et la déclinaison vraies, ou la longitude et la latitude vraies diffèrent en général de l'ascension droite et de la déclinaison apparentes.
La parallaxe de déclinaison est la diflférence entre la déclinaison vraie et la déclinaison apparente; il en est de même de la parallaxe d'ascension droite ou d^ angle horaire ^ et des autres parallaxes. En effet, soit y le point équinoxial du Bélier, xl'V l'équateur et P le pôle. Si, par le lieu vrai L" et le lieu apparent L' de l'astre L, on conçoit deux cercles de déclinaison PL"/", PL'/', l'arc -ri" de l'équateur sera l'ascension vraie, et l'arc t/' l'ascension droite apparente; et d'après la définition ci-dessus, /"/', mesure de l'angle sphérique /"P/', sera la parallaxe d'ascension droite ou d'angle horaire. De même, l'arc VU' représentant la déclinaison vraie , tandis que / ' L' représente la déclinaison apparente , il suit de là que la diflférence de ces deux arcs sera la parallaxe de déclinaison . Enfin, Z étant le zénith du lieu A, et l'arc ZL"L' le vertical de l'astre L, l'angle L'LL" sera la parallaxe de hauteur, et l'angle PZL" l'azimut de l'astre dont il s'agit, puisque ZP est le jnéridien du lieu A.
26. Maintenant, si l'on considère l'arc céleste y/"/' comme l'éclip-
tique, et P comme le pôle de ce cercle « la plupart des dénomination» précédentes changeront nécessairement; car on voit bien que les ascensions droites seront des longitudes , et les déclinaisons des latitudes: ainsi la parallaxe d'ascension droite prendra le nom de parallaxe de longitude^ et la parallaxe de déclinaison le nom de parallaxe de latitude. Les étoiles sont dépourvues de toutes ces espèces de parallaxes.
• 27. A la rigueur, le rayon terrestre CA prolongé dans le ciel, ne se confondant pas toujours avec la verticale du point A, il existe aussi pour cette raison deux sortes d'azimut: l'un est l'azimut vrai, qui est relatif au zénith géocentrique indiqué par le rayon de la Terre; l'autre l'azimut apparent , qui se rapporte au zénith de même dénomination , et qui est le seul qu'on observe; mais nous n'aurons par la suite aucune occasion d'avoir égard à la parallaxe d'azimut.
CHAPITRE VI
DU MOUVEMENT ET DES PHASES DE LA LUJ^E; DE SES PRllVCIPALES IIVÉGALIT^S ET DE SOIT ACTION SUR LES EAUX DES MERS.
28. La Terre y en décrivant son orbe autour du Soleil, est accompagnée de son satellite, c'est-à-dire de la Lune, qui, par son mouvement propre d'occident en orient , décrit elle-même une ellipse dont le centre de la Terre occupe un des foyers. L'orbe lunaire est incliné sur l'écliptique de 5*^9' environ, et rencontre cette courbe en deux points opposés qu'on appelle nœuds de la Lune; ainsi la ligne des nœuds est la droite qui joint ces deux points. On entend par nœud ascendant Q celui que traverse la Lune pour entrer dans l'hémisphère boréal ou supérieur; l'autre est le nœud descendant Î5 •
La Lune n'est point lumineuse par elle-même ; elle n'est visible que parce que sa surface a la propriété de réfléchir la lumière qu'elle reçoit directement du Soleil , puisqu'elle s'éclipse quand la Terre est interposée entre elle et cet astre. L'observation répétée des taches fixes et nombreuses qui sont répandues sur son disque , a fait connaître qu'elle nous présente à peu près le même hémisphère; mais les taches qui en avoisinent le bord, tantôt s'en approchent, tantôt s'en éloignent. Ce balancement, qui n'est qu'apparent, se désigne sous le nom très expressif de Ubration: il résulte de ce que la Lune, en parcourant son orbite dans l'espace de 227^^, ne tourne pas sur elle-même exactement dans le même temps. Ce mouvement de rotation a lieu, comme celui de la Terre, d'occident en orient.
Les astronomes ont reconnu en outre que la Lune n'a pas d'atmosphère sensible ; ainsi elle ne peut être habitée par des êtres de notre nature.
3o TRAITÉ DÉ GÉODÉSIE.
29. Les phases de la Lune sont les différents aspects sous lesquels elle se présente à nous. Par exemple , elle est pleine quand son disque est totalement éclairé ; noui^elle quand son disque est privé de lumière , et dans ses quartiers lorsqu'elle parait en demi-cercle. L'explication de ces diverses apparences ne présente aucune difficulté, si Ton fait attention que la révolution de la Lune , qui a lieu d'occident en orient, s'effectue en beaucoup moins de temps que celle du Soleil dans le même sens; car, en supposant la Terre immobile, le Soleil décrit son orbe en 365^ j environ, et la Lune au contraire décrit le sien en 27 J-^. Il suit de là que si un certain jour la Lune est entre la Terre et le Soleil, c'est-à-dire en conjonction, elle paraîtra bientôt après à l'orient, par rapport à cet astre. Dans sa position primitive, elle répond au même point du ciel que le Soleil , et sa partie éclairée est invisible pour nous ; alors elle est nouvelle. Un jour ou deux après la conjonction c<, la Luné paraît en forme de croissant dont les pointes ou cornes sont tournées vers l'orient. Peu à peu ce croissant s'élargit, parce que la distance angulaire de la Lune au Soleil , ou son élongation , augmente de jplus en plus. Lorsque cette distance est de 90^, la Lune est dans son premier quartier; et lorsque la Lune se trouve en opposition <p avec le Soleil, ou éloignée de lui de 180®, elle est pleine. Ensuite les mêmes phases reparaissent, mais dans un ordre invet^se; c'est-à-dire que quand la Lune est, par exemple, éloignée de a 70® du Soleil, elle est dans son dernier quartier, et pour lors la partie éclairée de son disque est à l'orient. Ces quatre principales phases se succèdent tous les sept à huit jours, et prouvent que la Lune est un corps sensiblement sphérique.
Les points de conjonction et d'opposition se nomment sjrzjrgies , et les autres points par lesquels passe la Lune, et qui sont à égale distance des syzygies , se nomment quadratures a . Quant aux points également distants d)es syzygies et des quadratures, on les appelle oetans.
La partie de cet astre qui est privée de la lumière directe du Soleil , n'ett pas cependant tout-à-fait invisible , parce qu'elle est un peu éclairée par les rayons solaires que la Terre réfléchit: c'est cette faible lueur qu'on nomme lumière cendrée,
tl ne faut pas croire pourtant, d'après ce qui précède, qu'il y ait éclipse de Soleil à chaque conjonction, et éclipse de Lune à chaque op-
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position; car le premier phénomène ne peut arriver x]ue quand la Lune se trouve précisément entre la Terre et le Soleil ^ et le second phénomène , que quand la Terre est précisément entre le Soleil et la Lune, auquel cas celle-ci est plongée en tout ou en partie dans Tombre de la Terre.
50. Nous avons dit ci-dessus que la Lune , apriès ^7 jours ^ environ, revenait au même cercle de latitude où elle se trouvait à son départ; mais pour qu'elle rejoigne le Soleil il lui £siut au moins deux jours de plus. Ainsi il s'écoule 1^ jours \ d'une conjonction à l'autre; c'est là ce qui constitue le mois sjrnodique ou une lunaison. Plus exactement ce mois, qui est l'intervalle moyen entre deux nouvelles ou d^ux pleines Lunes, = ^9^ id^44°'3'*. Le temps que la Lune emploie pour faire sa révolution sidérale d'occident en orient est de 27^7*^43™ i a*; mais elle met 7* de moins pour revenir au même équinoxe : c'est ce qu'on nomme le mois tropique ou périodique. Dans l'usage civil on compte les mois synodiques alternativemept de 29 et 3o jours; or, une année lunaire étant composée de i a lunaisons, se trouve être de 1 1 jours plus courte qu'une année solaire commune.
31. La Lune a un mouvement très irrégulieir dans son oii>ite; cela tient à ce que son mouvement elliptique est sans cesse troublé par l'action du Soleil et des planètes environnantes. Les géomètres et les astronomes ont constamment réuni leurs efforts pour tacher d'en compléter la théorie ; et ceux-ci ont remarqué , depuis un temps immémorial , que les nœuds de l'orbite lunaire ont un mouvement rétrograde irrégulier et tellement rapide, qu'ils parcourent l'écliptique en 18 ans ^environ.
32. On conçoit bien que pour connaître exactement le lieu de la Lune, c'est-à-dire sa véritable position dans son orbite, il faut d'abord, comme pour le Soleil, considérer spn mouvement purement elliptique , et ensuite avoir égard à toutes les inégalités périodiques et séculaires qui affectent ce mouvement. La plus considérable des inégalités périodiques est Yés^ection , qui diminue l'équation du centre dans les syzygieset l'augmente dans les quadratures; elle est proportionnelle au sinus du double de la distance angulaire de la Lune au Soleil,
moins l'anomalie moyenne de la Lune ; et la période est environ de ^ô-Tô' Une autre inégalité assez grande se manifeste dans les syzygies et les quadratures, et est proportionnelle au sinus du double de Télongation ; elle se nomme variation : sa durée est d'une demi-révolution synodique. Enfin le mouvement angulaire de la Lune s'accélère ou se ralentit annuellement, quand le Soleil s'éloigne ou se rapproche de la Terre; ce qui forme une troisième inégalité désignée sous le nom d'équation annuelle ^ laquelle a pour argument l'anomalie moyenne du Soleil : sa période est d'une année solaire anomalistique (art. 14).
A ces trois inégalités très sensibles se joignent beaucoup d'autres, mais très petites , que les tables lunaires donnent le moyen d'apprécier ; alors, en les réunissant toutes à la longitude moyenne, on obtient la longitude vraie. En Astronomie, les petites quantités qu'on ajoute aux valeurs moyennes, pour avoir les valeurs vraies, se nomment équations.
Pour plus de clarté, soient vN l'écliptique [Jig. 8), P le pôle boréal de ce cercle, r le point équinoxial du printemps, NL l'orbite de la Lune, L son lieu vrai, et T la Terre. On aura par les tables, la longitude tN du nœud Q , la distance de ce nœud au périgée /?, l'anomalie vraie /?L, l'inclinaison LNL' de l'orbite, et par suite la longitude tL', la latitude LL' et le rayon vecteur TL.
Nous ne pouvons citer toutes les inégalités qui affectent les éléments de l'orbe lunaire, parce qu'il n'entre pas dans notre plan de traiter cette matière avec tous les détails dont elle est susceptible : nous ferons cependant remarquer encore , à cet égard , que le périgée de la Lune a un mouvement direct et irrégulier, et qu'il fait le tour du ciel en 9 ans; que le mouvement des nœuds, dont nous avons déjà parlé, est assujetti à une inégalité semblable à celle qui affecte le périgée; enfin que le mouvement du périgée et le mouvement des nœuds de l'orbite lunaire se ralentissent tandis que celui de la Lune s'accélère.
L'analyse seule a pu faire découvrir les lois de ces inégalités et de celles qui affectent la distance de la Lune à la Terre, sa latitude, l'excentricité et l'inclinaison de l'orbite lunaire. {P^ojez^ pour de plus amples éclaircissements, V Exposition du système du Monde de Laplace, et la Mécanique céleste de ce grand géomètre.)
D£S MARIÉES
33. En vertii de la gravitation universelle, la Lune agit sur la masse •entière de notre globe dont les parties fluides, pour céder à cette action plus ou moins forte , et même à celle du Soleil , produisent dans le vaste Océan des oscillations continuelles désignées sous les noms de fiux et reflux ou sous celui de marées. En ne considérant ce phénomène que relativement au Soleil , son effet est le plus grand aux équinoxes. La marée lunaire est aussi la plus forte quand la Lune est dans l'équateur. En général le Soleil et la Lune exercent leur puissance attractive avec d'autant plus d'énergie que ces deux astres sont plus près de nous, et les phénomènes qui en résultent sont d'autant plus sensibles qu'une mer a plus d'étendue. De là vient que la marée solaire est agrandie au i**" janvier et que celle de la Lune l'est également lorsque cet astre est au périgée. Aux époques des équinoxes , les marées sont donc les plus fortes si la Lune est périgée et dans son nœud sur l'équateur, et elles sont les plus faibles quand la Lune est apogée et qu'elle a une grande déclinaison. Il faut qu'il s'écoule un certain temps pour que le phénomène de la marée , annoncé par le calcul , se réalise complètement; ainsi la marée d'une syzygie n'est à son maximum d'intensité que 36 heures après la nouvelle ou la pleine Lune. Les causes constantes qui donnent lieu à ce qu'on appelle V établissement du port sont ce retard de 36 heures après l'action des deux astres attirants, et celui qui est dû aux circonstances des localités. La Connaissance des Temps et Vjinnuaire du Bureau des Longitudes indiquent chaque année les époques des plus grandes marées, calculées par les formules de la Mécanique céleste ^ et les hauteurs auxquelles ces marées parviennent relativement au niveau moyen de la mer; c'est-à-dire à celui qui existerait sans l'action luni-solaire , ou qui, à l'époque des équinoxes , tient le milieu entre les plus hautes et les pluà basses eaux.
CHAPITRE VII
DE LA PRECESSION DES EQUINOXES, DE LA ITUTATION , DE l' ABERRATION ,
ET DU DÉPLACEMENT DE l'ÉCLIPTIQUE.
54. Suivant ce que nous avons déjà fait observer (art. 14), les points équinoxiaux se déplacent dans le ciel , et leur mouvement a lieu contre l'ordre des signes. Il résulte de là que les longitudes des étoiles augmentent progressivement de la même quantité dans le même intervalle de temps , par exemple, de 5o", t par an environ , tandis que leurs latitudes restent constantes ; il s'ensuit en outre que le Soleil arrive un peu plus tôt aux équinoxes que si ces points étaient fixes. Or, les douze signes du zodiaque , qu'il ne faut pas confondre , comme nous l'avons déjà dit, avec ses douze constellations , et qui ne sont, à proprement parler, que des points équidistants de l'écliptique, participent nécessairement du mouvement des points équinoxiaux , et s'avancent comme eux d'orient en occident d'une quantité angulaire de 5o'',i par an. C'est ce mouvement qu'on notmne précession des équinoxes. A l'époque ignorée de l'invention du zodiaque, Téquinoxe du printemps se trouvait dans la constellation du Bélier, et celui d'automne dans la constellation de la Balance; mais maintenant, par l'effet du mouvement rétrograde de ces points, le Soleil se trouve au commencement du printemps dans la constellation des Poissons. Selon les calculs les plus exacts des astronomes , les signes coïncidaient avec les constellations zodiacales en l'an 417 avant l'ère chrétienne:
En considérant l'obliquité de l'écliptique comme invariable et l'équateur céleste comme un plan mobile , la ligne des équinoxes , par son déplacement, fait évidemment décrire à celle des pôles de l'équateur la surface courbe d'un cône droit, puisque ces deux lignes doivent toujours être perpendiculaires entre elles. Les pôles dont il s'agit dé-
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crivent donc chacun en a 5 868 ans environ , des cercles parallèles à Técliptique: c'est la période de la précession.
Dans l'hypothèse de l'immobilité absolue des points équinoxiaux, il faudrait admettre que toutes les étoiles ont un mouvement commun et direct de 5o'\ i par an , puisque telle est la quantité moyenne dont s'accroissent annuellement leurs longitudes; mais la raison se refuse à croire à la réalité d'un pareil mouvement. La précession des équinoxes n'affecte donc pas la latitude; cependant son effet se porte sur l'ascension droite et sur la déclinaison, ainsi qu'il est aisé de le voir. Nous aurons, par la suite, à évaluer les variations qu'éprouvent ces deux dernières coordonnées, en vertu d'un changement survenu dans la longitude pendant un intervalle de temps donné : c'est en cela que consiste le calcul des positions moyennes des étoiles.
35. Nous venons de considérer l'écliptique comme fixe dans le ciel ; mais elle se déplace réellement peu à peu , et la diminution séculaire de son obliquité, constatée par l'observation et la théorie de l'attraction universelle, est d'environ 48'^ De là la nécessité de rapporter l'écliptique apparente ou mobile à un plan fixe , pour connaître dans tous les temps sa position dans l'espace. Ainsi prenant, par exemple, l'écliptique yE de 1750 {Jig. 9) pour ce plan fixe, et y Q pour l'équar teur ; au bout d'un certain laps de temps l'écliptique aura pris la position NE', et Téquateur celle y'Q', en sorte que l'intersection de ces deux grands cercles sera r". Alors l'obliquité primitive « = ni^ 28' 18", c'est-à-dire celle qui avait lieu à l'époque de 1760, ne sera plus que w — rfo, en désignant par rfw la diminution de cet angle, pour l'intervalle de temps compris entre 1750 et l'époque choisie; mais l'angle Et'Q' sera, à la seconde époque, w-h^fw'. Dans le même intervalle l'arc YT' mesurera la précession qu'on nomme luni^solaire , parce qu'elle est produite par l'action combinée de la Lune et du Soleil sur le sphéroïde terrestre; sa valeur annuelle est, suivant la théorie de Laplace et les observations les plus récentes de M. Bessel, de 5o",375. Mais l'écliptique , par suite des perturbations des autres planètes , ayant pris la position NE', la précession que les astronomes observent réellement est mesurée par l'arc r^y'\ le point r, étant celui où se trouvait l'équinoxe T en 1760. Cette seconde précession , qui est annuelle-
ment de 5o", i valeur moyenne, ou, selon M. Bessel , de 5o",2i i , forme ce que l'on nomme la précession générale ou totale. Il résulte de là que le mouvement annuel et direct du point équinoxial en longitude est de 5o",375 — 5o",2ii = o",i64; tandis que le mouvement direct du même point en ascension droite est de (o",i64): cosw = 0,17879 dans le même temps, à compter de 1760. Nous reviendrons, par la suite, sur ce sujet.
56. La précession des équinoxes et l'obliquité de l'écliptique sont en outre sujettes à varier périodiquement : cette variation ou inégalité se désigne sous le nom de natation^ parce que l'on a remarqué que l'axe de la Terre ou du monde est doué d'une espèce de mouvement oscillatoire qui augmente et diminue alternativement de 9",6, dans l'espace de 18 ans et demi environ, V obliquité moyenne de l'écliptique. On entend par obliquité moyenne celle qui aurait lieu sans ce phénomène , et qui ne serait alors affectée que de la diminution séculaire de 48". Il faut donc distinguer cette obliquité de l'obliquité apparente, comme il faut établir une différence entre la précession moyenne et la précession vraie , qui se compose de la première corrigée de la nutation.
Cette nutation résulte de l'influence que la Lune exerce sur le sphé roïde terrestre; et comme elle déplace Féquateur, il s'ensuit qu'en général les ascensions droites et les déclinaisons moyennes des astres éprouvent de petites variations périodiques; iJ est donc nécessaire de les évaluer pour connaître les ascensions droites et déclinaisons vraies.
La période de la nutation étant précisément celle du mouvement des nœuds de la Lune (art. 31), il était naturel de penser, avant d'approfondir la théorie de ces deux phénomènes , qu'ils sont nécessairement liés l'im à l'autre. Mais l'analyse seule a pu faire découvrir que la nutation a pour argument la longitude moyenne du nœud ascendant.
37, On peut, par une construction géométrique, représenter le double effet de la précession et de la nutation lunaire sur la position des astres rapportée à l'équateur. Soient, par exemple [fig* 10), 'Y'E l'écliptique, P' son pôle nord, Cson centre, p le pôle moyen de l'é-
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quateur tQ; alors l'angle pCV sera égal à l'obliquité moyenne w. Soient en outre ^R le cercle que le pôle moyen p décrit en vertu de la précession y et anbn' une petite ellipse tangente à la sphère céleste , dont le grand axe ab soutendant un arc de 18'', 8 soit dans le plan du cercle de latitude P'E, ayant son centre en/?, et dont le petit axe
n'n" = 18", 8 , ainsi qu'il résulte de la théorie. Cela posé, tandis
que le pôle moyen p décrit en 2 5868 ans le cercle de précession plR , le pôle vrai n de l'équateur, ou son correspondant, celui de la Terre, parcourt , contre l'ordre des signes et conformément à la loi que l'observation indique, l'ellipse de nutation nn'b. L'obliquité vraie ou apparente de l'écliptique, qui sera à tout moment représentée par l'angle ttCP', variera par conséquent depuis w H- 9^,4 jusqu'à w — 9",4- Ainsi quand le pôle vrai occupera l'une des extrémités du petit axe n'n'\ l'obliquité sera seulement c<), et la nutation en déclinaison sera nulle : au contraire , quand le pôle vrai arrivera à l'ime des extrémités a & du grand axe, la nutation en déclinaison sera, abstraction faite du signe, de g'%^y tandis que la nutation eu ascension droite sera nulle. Il résulte de là que l'équinoxe moyen est l'intersection de l'équateur moyen TQ:i!b- et de l'écliptique tI^, et que l'équinoxe vrai est l'intersection de cette écliptique et de l'équateur dont n est le pôle.
Le Soleil produit lui-même un phénomène tout semblable, mais dont les effets sont beaucoup plus faibles; cependant, pour avoir le lieu vrai d'un astre avec toute la précision possible, il est indispensable d'avoir égard à cette nutation solaire, comme on le verra par la suite.
38. Un autre phénomène non moins remarquable est celui de V aberration; il est tel, que toutes les étoiles paraissent décrire annuellement de petites ellipses plus ou moins excentriques , et ne pas conserver exactement leurs positions respectives. On l'explique aisément , en l'attribuant à la sensation que le mouvement de la Terre autour du Soleil et celui de la lumière des astres produisent en même temps sur l'organe de la vue; car la transmission de ce fluide n'est point instantanée comme on l'a cru pendant longtemps. En effet, l'on a re-
connu y par une longue suite d'observations des éclipses des satellites de Jupiter, que la lumière meiS^iy,^ à parcourir le demi grand axe de Torbe terrestre.
Pour concevoir la raison de ce fait , soient S le Soleil ( Jig. 1 1 ) , TT' l'orbite de la Terre, JJ' celle de Jupiter. Quand la Terre est en T et Jupiter en J , cette planète est en opposition et plus près de la Terre que si elle était en conjonction , c'est-à-dire que si, se trouvant toujours en J, la Terre était en T'. Dans cet état de choses, lorsqu'un satellite L sort du cône d'ombre que Jupiter projette derrière lui par rapport au Soleil , la lumière qu'il réfléchit alors et qui arrive jusqu'à nous , a parcouru, à l'époque de la conjonction, tout le diamètre de l'orbe terrestre de plus qu'à l'époque de l'opposition. Or, d'après la connaissance exacte que l'on a des mouvements célestes, on peut prédire l'instant physique du commencement ou de la fin d'une éclipse de cette espèce. Mais ce phénomène parait toujours arriver i6'îi6",4 plus tard lors de la conjonction que vers l'opposition. La vitesse de la lumière est donc alors appréciable à nos sens ; et puisqu'il est naturel de la supposer uniforme, il s'ensuit que la lumière parcourt réellement le demi grand axe de l'orbe terrestre en 49^*, a de temps.
Cela posé , si la Terre et un astre lumineux étaient en repos dans Tespace , il est évident que nous verrions cet astre dans la direction même dû rayon qui, dans le système de l'émission de la lumière, nous en apporte l'image; mais si au contraire la Terre parcourt l'écliptique dans une année sidérale, et par conséquent un arc moyen de îio",25 dans 49^% 2 de temps, sa vitesse sera comparable à celle de la lumière: alors, en même temps qu'une molécule lumineuse lancée d'un astre supposé immobile, d'une étoile par exemple, frappera la rétine, elle sera repoussée dans le sens du mouvement de la Terre, c'est-à-dire suivant la tangente à son orbite; et l'œil éprouvera une sensation composée qui sera représentée par la résultante des deux vitesses dont il s'agit, et qui fera paraître l'astre dans la direction même de cette résultante. Il suit de là que nous ne voyons pas les astres dans le lieu qu'ils occupent réellement. L'angle que la résultante de la vitesse de la Terre et de la vitesse de la lumière fait avec celle-ci, mesure l'effet total de l'aberration. Le plan de cet angle décrit donc annuellement une circonférence entière autour de la droite qui joint la
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Terre et l'astre ; c'est là le phénomène observé. Dans le ca^ actuel , la position apparente d'un astre n'est autre que sa position vraie affectée de l'aberration , comme la position vraie n'est autre que la position moyenne corrigée de la nutation. Toutefois il ne faut pas confondre la position apparente produite par la parallaxe ( art. 23) avec la position apparente résultant de l'aberration , ni avec celle à laquelle la réfraction donne lieu.
59. Indépendamment de ces mouvements généraux, l'on a reconnu dans quelques-unes des étoiles les plus brillantes des mouvements particuliers très lents , mais que la suite des temps et de bonnes observations rendront plus sensibles. On est porté à croire, par analogie, que toutes les étoiles ont des mouvements semblables qui se dévoileront dans les siècles futurs; que le Soleil lui-même se meut dans l'espace en entraînant tout notre système planétaire. Pour se rendre raison de la manière dont les astronomes s'assurent de l'existence de ces mouvements propres, il suffit de savoir que quand ils ont observé la position apparente d'une étoile, par exemple son ascension droite et sa déclinaison apparentes, ils la dépouillent de l'aberration et de la nutation dont elle se trouve affectée, afin de connaître l'ascension droite et la déclinaison moyennes de cette étoile pour la même époque. Or, une observation et une réduction semblables étant faites pour une autre époque éloignée de la première, de 5o ans par exemple, ils connaissent de même pour cette seconde époque l'ascension droite moyenne et la déclinaison moyenne de l'étoile. Alors si en calculant la position moyenne de l'astre, à l'aide de la précession moyenne bien connue, les deux résultats ne sont pas identiques , leur différence, en la supposant assez sensible pour ne pas être uniquement attribuée aux erreurs d'observation, est le mouvement propre de l'étoile. Ce mouvement, tant en ascension droite qu'en déclinaison , et dont la loi est absolument inconnue, étant divisé par 5o, exprime par approximation le mouvement propre annuel. Ordinairement on le confond avec celui qui est dû à la précession; ainsi dans les catalogues d'étoiles, comme dans celui que renferme la Connaissance des Temps ^ le mouvement annuel , soit en ascension droite , soit en déclinaison , se compose de la
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précession et du mouvement propre s'il y a lieu. On juge par là comment, en Astronomie, les observations sont rendues comparables entre elles y lorsqu'elles sont relatives à des époques différentes; c'est ce que l'on verra par la suite.
Les horloges ou pendules astronomiques réglées exactement sur le temps sidéral , marquent les ascensions droites apparentes des étoiles , à l'instant de leur culmination ou de leur passage au méridien supérieur (art. II).
CHAPITRE VIII
EXPOSITIOir ABRÉGÉE DU SYSTÈME PLANÉTAIHE.
40. A mesure que les découvertes se multiplièrent en Astronomie , Ton sentit davantage la nécessité de renoncer à l'hypothèse de l'immobilité de la Terre , pour expliquer les diverses apparences des mouvements des astres ; aussi le système de Copernic a-t-il fini par triompher de toutes les futiles objections des partisans de cette immobilité. Ce système est appuyé sur un des faits les plus remarquables du mécanisme de la nature, savoir: que la Terre accompagnée de la Lune, ainsi que toutes les autres planètes , tournent d'occident en orient autour du Soleil , dans des orbes à peu près circulaires. Or il est prouvé en Mécanique qu'un corps, en vertu de son inertie , ne peut se donner du mouvement y ni se priver de celui qu'il a reçu: il faut donc qu'une impulsion primitive ait lancé les planètes dans l'espace , et que de plus il existe une force qui agisse sur elles , pour les ramener sans cesse vers le centre du Soleil ; sans quoi leur mouvement serait perpétuellement rectiligne. Mais l'impulsion donnée, quelle qu'ait pu en être la cause, n'ayant pas sans doute été dirigée par le centre de gravité de ces corps , ils ont dû prendre en outre un mouvement de rotation , comme il arrive à un ballon lancé dans l'air. En effet, l'on est parvenu à constater l'existence de ce dernier mouvement dans plusieurs des planètes et dans le Soleil même , par l'observation des tacho» adhérentes à leur surface ; et ce qu'il y a de bien remarquable , c'est que ce mouvement de rotation a également lieu d'occident en orient. A l'égard de la Terre, sa révolution diurne est de 24 heures sidérales (art- 4).
L'astronome Kepler^ cherchant à connaître les lois des mouvements planétaires, trouva qu'il en existe trois : ces lois, plutôt vérifiées que I. 6
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démontrées d'abord , sont essentiellement liées à un principe général de la nature, dont l'importante découverte est due à Newton, savoir : que tous les corps se comportent entre eux comme s'ils s'attiraient mutuellement en raison directe de leurs masses^ et réciproquement aux carrés de leurs distances respectiifes : tel est le fondement de toutes les théories astronomiques.
Quoique les lois de Kepler se trouvent énoncées dans la plupart des éléments de Mécanique , cependant nous les rappellerons ici en faveur de quelques lecteurs.
I**. Le mouvement de la Terre ^ et celui de toutes les autres planètes y s'opère dans des ellipses ayant un foyer commun occupé par le centre du Soleil;
a°. Les aires décrites autour du Soleil par le rayon vecteur des pinnètes y sont proportionnelles aux temps employés à les décrire ;
3**. Les carrés des temps des réw>lutions des planètes autour du Soleil y sont entre eux comme les cubes de leurs moyennes distances à cet astre.
La situation d'uise planète, ou son lieu dans l'espace pour un ins* tant quelconque , dépend de sept quantités qu'on nomme éléments du mouwment elliptique. Deux de ces éléments déterminent la position de l'orbite de la planète : c'est d'une part la longitude des nœuds de cette orbite, ou de ses points d'intersection avec l'écliptique, et de l'autre Virudinaison de l'orbite sur ce plan. Les cinq autres éléments se rapportent au mouvement de la planète , et sont : i^ la durée de la r^lution sidérale; a^ le detni grand axe de l'orbite y ou la moyenne distance de la planète au Soleil; 3^ l'excentricité de l'orbite; 4^ la longitude du périhélie à une époque donnée; 5^ la longitude héliocentrique de la planète y ou son lieu dans l'orbite à la même époque.
41. Si les planètes étaient assez éloignées les unes des autres, ou que leurs masses fussent assez petites pour que leur attraction réci* proque fût insensible, leur mouvement elliptique autour du Soleil serait parfaitement d'accord avec les lois énoncées précédemment; mais l'écart entre l'observation et la théorie, que l'on remarque à l'égard de certaines planètes, prouve que l'action des astres qui les avoisinent trouble plus ou moins leur mouvement. L'efifet de cette action , que
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rAstronomie moderne sait mesurer, se désigne sous le nom de pei'tur^ bation du mouvement elliptique ^ comme nous l'avons déjà dît. Les périodes de ces perturbations sont plus ou moins longues.
C'est aussi par suite de la gravitation universelle que les orbes planétaires éprouvent divers changements dévoilés par des observations suivies et faites avec le plus grand soin ; tels sont ceux qui se manifestent dans leurs excentricités, leurs inclinaisons sur l'écliptique , ainsi que dans la position de leurs noeuds et de leurs périhélies , leurs grands axes seuls exceptés. Ces variations se nomment inégalités séculaires^ parce qu'elles ne deviennent bien sensibles qu'après un laps de temps assez considérable.
42. Les planètes connues de tous temps, parce qu'on les aperçoit à ia vue simple, sont: Mercure 5? f^énus Ç, Mars <y, Jupiter ip , Saturne T) ; mais l'on doit au télescope ia découverte récente d' Uranus ^ , Cérès Ç , P allas % , Junon $ , l^esta §. C'est aussi à l'aide de ce précieux instrument qu'on a observé les satellites de quelques-unes de ces planètes. Jupiter en a quatre, Saturne sept, et de plus cette planète est entourée d'un anneau mince et presque plat , qui n'est lui-même vi~ sible que parce qu'il réfléchit la lumière du Soleil; c'est ce que prouve en effet l'ombre de cet anneau sur le disque de la planète , et celle de la planète sur la partie postérieure de l'anneau relativement au Soleil. Enfin Uranus possède six satellites. Tous les satellites tournent d'occident en orient autour de leurs planètes respectives.
Les lois de Kepler, auxquelles est soumis le mouvement des planètes autour du Soleil, se manifestent dans chaque système de satellites; cependant elles sont loin, pour la Lune, de représenter les observations, parce que ce satellite éprouve des perturbations de la part du Soleil, ainsi que le démontre la théorie de l'attraction. Il est aussi des faits qui ne peuvent être constatés ou découverts que par l'analyse la plus savante. Par exemple, l'illustre auteur de hi Mécanique céleste a démontré que le moyen mouvement angulaire du premier sa^ tellite de Jupiter^ plus deux fois celui du troisième ^ est et sera toujours égal à trois fois celui du second.
C'est encore M. Laplace qui est parvenu à cet autre résultat très singulier, savoir : que la longitude moyenne du premier satellite de
cette même planète ^ moins trois fois celle du second ^ plus deux fois celle du troisième , est exactement égale à deux angles droits. On tire de là j entre autres conséquences , que les trois premiers satellites de Jupiter ne pourront jamais être éclipsés à la fois.
Les satellites , reconnus pour être des corps opaques , sont éclipsés quand ils se trouvent dans le cône d'ombre que leur planète projette derrière elle, par rapport au Soleil.
La perfection donnée aux tables des deux premiers satellites de Jupiter, permet de faire servir utilement les observations de leurs éclipses à la détermination des longitudes terrestres ; parce que les immersions et les émersions de ces corps célestes sont des phénomènes subits qui, à l'aide de bonnes lunettes et de bons yeux, se remarquent au même instant physique en différents lieux de la Terre.
45. Les orbites de Mercure et de Vénus sont renfermées dans celle de la Terre ; ces deux planètes se nomment , pour cette raison , planètes inférieures: elles présentent des phases semblables à celles de la Lune. Mercure est difficile à voir, parce qu'il est très près du Soleil , et souvent plongé dans ses rayons. Mais Vénus, surpassant par son éclat et sa blancheur toutes les autres planètes, s'observe beaucoup mieux, et ses phases , vues au télescope , sont bien plus distinctes. Cette planète s'éloigne du Soleil jusqu'à environ 48*^; elle est connue vulgairement sous le nom di étoile du jour ou d! étoile du soirj selon qu'elle précède le lever du Soleil , ou qu'elle paraît après le coucher de cet astre : on la voit quelquefois en plein jour à la vue simple.
Les passages de Mercure et de Vénus sur le disque du Soleil , dont les durées sont sensiblement différentes en divers points de la Terre, à cause de la parallaxe, ont servi à déterminer celle du Soleil , et par suite la distance de cet astre à nous. On présume que ces trois corps célestes ont chacun une atmosphère.
Toutes les autres planètes sont dites supérieures ^ parce que leurs orbites embrassent celle de la Terre, et que par conséquent elles s'éloignent du Soleil à toutou les distances angulaires possibles. Mars est le plus près de nous; Jupiter vient ensuite. On aperçoit au télescope, sur les disques de ces deux planètes, et surtout sur Jupiter, diverses bandes obscures, parallèles et changeantes, ainsi que des taches qui
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deviennent plus ou moins apparentes. Ces changements supposent une grande agitation à la surface de ces corps ou dans leur atmosphère , puisque, malgré l'énorme distance à laquelle ils se produisent par rapport à nous , ils sont encore sensibles.
Mars est d'une couleur rougeâtre ; il présente aussi des phases, mais sous forme oblongue: celles de Jupiter sont insensibles , à cause de son grand éloignement du Soleil et de la Terre. On a en outre observé dans Mercure, Vénus, Mars, Jupiter et Saturne, un mouvement de rotation d'occident en orient, et à peu près dans le plan de leurs orbites.
Saturne , bien moins brillant que Jupiter, était , avant la découverte d'Uranus, aux confins du système planétaire. Il est surtout remarquable par son anneau , dont il est entièrement détaché : son disque parait toujours rond ; mais Panneau situé dans le plan de Téquateur de la planète, et qui, à cause de son obliquité, paraît ordinaii-ement elliptique, cesse d'être visible quand il se présente à nous de profil, ou du moins on ne l'aperçoit alors , à l'aide d'une forte lunette , que comme un filet lumineux : on croit même que cet anneau est composé de deux couronnes isolées.
La rotation de l'anneau et celle de la planète sont de même durée , et ont lieu d'occident en orient.
La planète Uranus, découverte par Herschel en 1781, a pu être prise souvent pour une étoile, à cause de son peu d'éclat, de sa petitesse et de la lenteur de son mouvement. Elle décrit en 84 ans un orbe qui com* prend ceux de toutes les autres planètes. L'analogie porte à croire qu'elle est opaque, et qu'elle tourne aussi sur elle-même; mais jusqu'à présent l'on n'a pu en acquérir la preuve certaine.
Les autres planètes découvertes plus récemment encore, sont, comme nous l'avons déjà dit, CérèSj Pallas, Junon et P^esta. On ne les aperçoit, même très difiBcilement , qu'avec une très bonne lunette, et c'est pour cette raison qu'elles ne peuvent intéresser que les astronomes. Leurs orbites sont comprises entre celles de Mars et de Jupiter.
Quoique Mercure et Vénus paraissent se mouvoir tantôt d'occident en orient , tantôt en sens contraire ; que quelquefois même ces deux planètes semblent stationnaires (art. 6), cependant elles ont réellement un mouvement direct comme la Terre. Ce phénomène de la rétrogradation apparente, qui a lieu aussi pour les planètes supérieures, tient à
ce que les mouvements angulaires de ces astres et de la Terre sont ii gaux j comme on peut le voir par le tableau suivant , qui donne , outre la durée des révolutions de toutes les planètes ^ leurs distances au Soleil , les excentricités de leurs orbites et leurs grosseurs relatives.
SATELLITES D URANUS
(Le a® et le 4^ ont été seuls revus.)
1*^' satellite,
fr
On voit par la troisième colonne du premier tableau ci-dessus, que la distance moyenne de la Terre au Soleil est prise pour unité ; cette distance est égale au demi grand axe de l'orbite de la Terre. On exprimera en rayons terrestres les distances renfermées dans cette colonne, en les multipliant par a 8984 9 puisque telle est à très peu près la distance moyenne de la Terre au Soleil ; et si Ton multiplie en outre ces produits par la valeur du rayon de la Terre , supposé de 6 366 198 mètres, on aura approximativement ces mêmes distances en mètres.
DES COMÈTES
44. Les comètes sont des astres dont l'apparition est de peu de durée : elles ti^aversent dans toutes les directions possibles notre système planétaire, et se meuvent toutes , sinon dans des orbites elliptiques très allongées , du moins dans des sections coniques dont le Soleil est au foyer commun. Leur mouvement de translation , comme celui des planètes, est soumis aux lois de Kepler, mais singulièrement troublé, quand elles entrent dans la sphère d'activité de notre système planétaire.
La nébulosité qui enveloppe le noyau de la comète et le rend confus , paraît être son atmosphère. A mesure que cet astre s'approche du Soleil, la matière qui compose sa nébulosité se volatilise probablement de plus en plus par l'action de la chaleur solaire , et forme cette traînée de vapeur lumineuse et transparente , connue sous le nom de queue, laquelle est toujours opposée au Soleil. Mais ce n'est pas là le caractère dîstinctif des comètes , car il en est qui se sont montrées sans ce phénomène.
La comète de 1680 est celle qui s'est approchée le plus du Soleil. A son périhélie elle en fut 166 fois plus proche que nous; il est donc naturel de penser que la chaleur qu'elle éprouva fut 27556 fois plus forte que celle qui est transmise à la Terre, dans l'hypothèse que son action s'exerce en raison inverse du carré des distances. S'il en est ainsi, les substances évaporables d'une comète diminuent à chacun de ses retours au périhélie.
Dans les temps d'ignorance et de superstition , les comètes , ainsi que les éclipses de Soleil et de Lune , étaient regardées comme les signes des plus grandes calamités. En 1773, la France même, saisie d'une vaine frayeur, crut à la fin prochaine du monde, parce que Lalande, dans un Mémoire qu'il :venait de publier, indiquait celles des comètes
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observées qui peuvent le plus approcher de la Terre. Il pensait en outre que, par l'eflfet des perturbations planétaires, quelques-unes pourraient bien , à leur retour, la rencontrer et produire une terrible catastrophe. Cependant, la comète de 1770 qui, à cause de sa grande proximité de nous, devait être la plus redoutable, n'a plus reparu, quoique les astronomes lui eussent assigné ime période de 5 ans et demi environ ; ainsi , à moins que quelque cause ne l'ait fait disparaître pour nous, les perturbations qu'elle a dû éprouver ont changé considérablement les dimensions de son orbite; mais fut-elle revenue plus près de la Terre, il y aurait eu un trè&-haut degré de probabilité contre tout événement funeste.
La difficulté de prédire d'une manière certaine le retour d'une comète tient à celle' de déterminer rigoureusement les éléments de son orbite. La comète observée par Halley, en i68q , et qui avait été aperçue en ï53i et 1607, est la première qui ne laisse aucun doute à cet égard; aussi a-t-elle reparu en i835; sa période est de 76 ans environ. Lorsqu'elle passa à son périhélie en 1607, son noyau, de la grandeur d'un œil de bœuf, dit Delambre, avait l'éclat d'une étoile fixe, et sa queue, de couleur d'or, soutendaitun angle de 60**. Ce beau spectacle se reproduisit en 1682; mais nous en avons été privés en i835, car cette comète était loin d'être aussi remarquable que celle de 181 1. L'ellipse que cette comète décrit est fort excentrique; en effet son grand axe est 35 fois -5^ la moyenne distance du Soleil à la Terre, et sa distance périhélie est seulement les -^ de celle-ci.
Deux autres comètes dont la science sait prédire les retours sont à courte période: l'une revient au périhélie après iao8 jours, l'autre après 6 ans et 8 mois environ ; mais elles n'offi^ent de l'intérêt qu'aux astronomes.
Nous terminerons ici ces notions d'Astronomie, parce qu'elles sont plus que suffisantes pour faire comprendre les méthodes d'observation et de calcul que nous aurons occasion d'exposer. Mais ceux qui voudront acquérir des connaissances plus vastes sur cette matière, et approfondir les théories dont nous n'avons pu donner qu'une faible idée , devront particulièrement étudier V Exposition du Système du Monde ^ ou le Traité élémentaire d Astronomie physique.
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DE LA TRIGONOMÉTRIE REGTILIGNE
45. Nous supposons dans cet ouvrage que le lecteur possède des connaissances assez étendues sur toutes les parties des Mathématiques élémentaires ; néanmoins nous croyons utile de rappeler les principes généraux de la résolution des triangles rectilignes et sphériques , parce qu'ils servent de fondement aux théories et aux méthodes de calcul qui seront exposées par la suite. Nous donnerons même plusieurs formules trigonométriques nouvelles ou peu connues; mais avant d'entrer en matière nous allons présenter le tableau des principales fonctions circulaires qui s'emploient fréquemment dans les calculs trigonométriques y pour y effectuer diverses transformations que les circonstances exigent.
Soient petq deux arcs quelconques d'un cercle dont le rayon est pris pour unité ; on aura les formules connues
sin (p ±.q) = sin p cos q ±i cosp stn q, cos (p ±q)^ cos /? cos ç rp sin /? sin y,
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desquelles on tire aisément celles-ci :
sin
P'\-cos*p= h;
a sin p cos q = sin (/? -H 9) -H «n {p — ç), a cos p sin q = sin {p + q) — sin {p — q)y
2 COS/7 cos 9 = COs(/7 + 9) + cos (/? y),
2 sin /> sin ç = cos(jt> — q) — cos{p -h 7),
a sin p cos wip = sin (m -h i) /> — sin (m — 1) jt>, a cos/7 sin mp = sin (w H- i) p -H sin (m — i)/?, a cosp cos /wjt? = cos (/w + i) /? -H cos (m — i) p, a sin p sin mp = cos(7w — i)p — cos (m -h i) /?,
sin/? -H sin 9 = a sin I {p + <]) cos i (p — 9), sin /? — sin 9 = a cos| [p+q) sin | (/> — 7), cos/>H- cosy = acos| (/^ + ?)cos|(p — y), cos/? — cos q = — a sin |(/?H- ç) sin ^ (/? — ç),
sin a /> = a sin p cos/?, i — cosp = a sin' ^/?,
cosa/> = cos'/? — sin'/?, i +cos/? = acos'^/?,
sin' /? — sin' q = cos' q — cos'/? = sin (/? + 9) sin (/? — 9) cos'/? — sin' q = cos{p + q) cos (/? — ç),
cos/? cos 9 = cos' i (/^ — 9) — sin' | (/? H- 9),
_ sin/> I cosp
O' C0SJ3 ^ -* *angi^ sin j9 '
séc i? = , cosec/? = ^—t
r -H N_ sin(/?±y)__ tang/?±tangy
sinfn a) siufp — q)
tang/, - tangg = ^3^\ cotp - cotç = - ^^^^
eo9*pcoB*q ' ' ' sin-/>
sin/?-|-sin9 tang^ {p-^q) cosjpHhcos^ cot^(p — g)
sin/?--sin^ "" tâiâgï^^r^V cos/? — cos^ "^ tongT(/^ + ^)
sécp-^sécq
sécp — séc q — ^- ^ = iSLllS^ (p '■\- q\ — ' = — COtt(p — g),
""^-''"^ = tangi ip - a), «B.^ZI±«'Li = _ coti (/, + q\
COSp-hCOSq D 2 Vr 7/^ C08/? COS^ "* ^* '^
_ * taDg/>
siny> = ^^ — ^ cosp=:
>J I 4- tang»/? ' v'^ iH- tang»/?
Soit i^ le quadrant; on a, suivant la division du cercle en 36o degrés sexagésimaux ,
et suivant la division du cercle en 4oo grades ou degrés décimaux ,
i"* = loo^; on a en outre
sin i"* = I, cos i"* = o; tang^"* = tang 45** = tang 5o^ = i , tang i** = tang 90** = tang 100^ = 00 = l'infini; cot i"* = o^ séc i"* = ^ ^ 00 , coséc i"* = 1 = rayon.
En général j
sin (i^ ±L /?) = H- cos/?, cos (i^ dz j?) = qi sin p^
sin (a"* ±p)= ±1 sin /i, cos (a'* ±. p) = — cosp^
sin (3* ± p) z= — cos/?^ cos (3^ ± p) =: ±l sin/?,
sin (4"^ ±1 /?) = ih sin/>, cos (4^ ±: />) = + cos/?,
46. Voici les énoncés des règles des signes qu'il importe d'observer dans l'emploi des valeurs trigonométriques.
i^. Le produit de deux quantités est positif ou négatif, selon que ces quantités sont affectées du même signe ou de signes différents. Même règle pour le signe du quotient de deux quantités.
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2®. Le sinus y le cosinus, la tangente et la cotangente d'un angle moindre qu'un droit , sont positifs. Généralement , la sécante a le même signe que le cosinus , et la cosécante le même signe que le sinus , puisque
séc p = , et coséc p = - — .
* cos p '■ sin /?
3^. Si un angle est compris entre i et 'à droits , son sinus et sa cosécante sont positifs; toutes ses autres lignes trigonométriques sont négatives.
4^. Tout angle compris entre a et 3 droits a son sinus et son cosinus négatifs , mais sa tangente et sa cotangente sont positives ; en effet l'on a
sittZ? ^ ^ COS2?
tane p = — ^, et cot p = -r— ^.
^■« cos/? ^ sinp
5^. Lorsqu'un angle est compris entre 3 et 4 droits, son cosinus et sa sécante sont positifs; ses autres lignes trigonométriques sont négatives.
6^. Enfin, le sinus d'un angle négatif, et compris entre o et 2 droits, est lui-même négatif, et le cosinus est positif ou négatif selon que cet angle est aigu ou obtus. Quant aux signes des autres lignes trigonométriques, ils dépendent évidemment de ceux du sinus et du cosinus.
Remarquez que la plupart des formules précédentes ne sont pas homogènes, parce que le rayon des tables y est censé représenté par l'unité; mais, si l'on veut, il sera facile de rétablir l'homogénéité, en désignant ce rayon par R, et l'introduisant comme facteur, ainsi que ses puissances , dans tous les termes où le nombre de dimensions est moindre. Par exemple, la première du tableau s'écrirait ainsi :
R sin (/> zb ç) = sin p cos q ± cos p sin 9,
et la troisième deviendrait
sin^ p -H cos* /? = R* ; cela est évident.
Le rayon des tables pris pour unité, fait que les logarithmes de sinus et cosinus sont ceux de nombres fractionnaires. Dans cette hypothèse on a
log o, I = 9,0000000 =: log sin 5® 44' a i" , 02 , log 0,01 = 8^0000000 = log sin 0,34 «212 , 69, log 0,001 = 7,0000000 = log sin o. 3. sà6 , a6, log 0,0001 == 6^0000000 = log sin o. o. 20 ,63, etc.
C'est ainsi qu'à l'avenir nous considérerons les logarithmes des fractions plus petites que l'unité, quoique quelques auteurs emploient à cet égard des caractéristiques négatives , ou des logarithmes entièrement négatifs; vojrez l'explication qui précède les Tables de logarithmes.
RESOLUTION DES TRIANGLES RECTANGLES
47. Avant de considérer en particulier les triangles rectangles, cherchons les relations qui existent entre les côtés et les angles d'un triangle rectiligne quelconque , et , pour cet effet , partons de ces deux propriétés connues, savoir :
Dans tout triangle rectangle^ i^ le carré de Vhypoténuse est égal à la somme des carrés des deux autres côtés.
2**. Le cosinus d'un des angles aigus est égal au côté adjacent divisé par l'hypoténuse ^ en supposant le rayon des tables égal à Vuiiité.
Soient désignés par a^ b, c les trois côtés d'un triangle rectiligne quelconque [^g. la); par A, B, C les angles qui leur sont respectivement opposés ; par x le segment AD, formé par la perpendiculaire CD, et par jr cette perpendiculaire ; on aura évidemment
jr^ z=h b^ — oc^^ jr^ =a^ -^ (c — x^^
et par conséquent en égalant ces deux valeurs,
«^ = A^ -I- c* — 2CJC,
ou
a' = 6^ -I- c* — a^c cos A,
LIVRE DEUXIÈME
à cause de a? := 6 cos A. Il résulte de là que le carré d'un des côtes d'un triangfe rectitigne (quelconque est égal à la somme des carrés des deux autres côtés , diminuée du double produit de ces mêmes côtés multiplié par le cosinus de Vangle qu'ils Jbrment entre euœ, en supposant toutefois le rayon des tables égal à l'unité et l'angle A aigu. Les trois équations cherchées sont donc
a* = 6' + c'* — 'kbc cos A ,
ô'" = a* + c' — aoc cos B , } (A)
c* = a* -f- ^' — ^ab cos C;
ainsi y lorsque parmi les six parties d'un triangle trois seront connues, savoir les trois côtés j ou deux côtés et un angle , ou bien deux angles et un côté, on pourra déterminer les trois autres parties.
Lorsque le triangle ABC est rectangle , ces équations se simplifient beaucoup; en effet , soit A = i^, on aura cos A := o, et partant
a* = ft> + c%
c — a cos B = o , \ (B)
b — a cos C = o.
On retombe donc sur les deux théorèmes desquels on est parti , ce qui doit être; mais alors cosB = sinC. Ainsi de ces deux dernières équations Ton tire
sin C = % cos C :s= - :
ensuite en divisant Tune par l'autre ,
tangC = ^;
donc, dans un triangle rectangle^ i° le sinus d'un des angles aigus est égal au côté opposé dis^isé par l'hypoténuse ;
a®. La tangente âun de ces mêmes angles aigus est égale au côté opposé disnsé par le côté adjacent.
D'ailleurs, à cause de sin G = - et sin B = - , on a
-;— - := - . OU sin B : sinC :: 0 : c:
sm c c '
ainsi , dans tout triansle rectangle y les sinus des angles aigiis sont proportionnels aux côtés opposés à ces angles. De la relation c =^ a cos B j on tire
a — c = a (i — cos B) ;
mais I — cos B = a sin* \ B ; donc
a — c = aa sin* ^ B.
On a aussi
(i — cosB) . T^ a — c = a - — r-sr—^ sm B;
sinB '
et à cause de — ^-^ — == tang \ B, il en résulte que
a — c = b tang j B ;
donc l'excès de l'hypoténuse sur un des côtés de l'angle droit est égal au double du produit de cette ligne par le carré du sinus de la moitié de V angle aigu adjacent à ce côté^ ou bien est égal au produit d'un des côtés de Vangle droit par la tangente de la moitié de l'angle opposé.
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cos A sa valeur i — a sin' \ A, et alors il vient
a* = {b- cf ^¥^bc sin» ^A
La fraction /r ^ f, pouvant en général être plus grande que le carré de l'unité, supposons-la égale à tang^ d; dans ce cas on a
a = (6-c)[n-tang»0f=^'.
Toutefois, la solution numérique ne sera rigoureusement exacte que lorsque la différence b —• c sera grande ; si cette différence au contraire était très-petite, il faudrait substituer dans l'équation fondamentale, pour cos A sa valeur a cos' -|^ A — i, parce qu'il viendrait
mais dans cette circonstance on doit avoir /t^_ x\ < i > sans quoi la racine de a serait imaginaire ; nous pouvons donc supposer
ainsi
a = (6*-4- c) cos 0.
48. Pour trouver d'autres formules qui conviennent aux différents cas des triangles obliquangles , tirons d'abord de la première relation (A), cette valeur
cos A =
bc
et substituons-la dans l'équation sin' A = i — cos' A; il viendra, après les opérations convenables ,
d'où l'on tirera, après avoir extrait la racine carrée de part et d'autre, et multiplié le second membre haut et bas par a ,
sm A = a X ^--^ i 'i
^aoc
mais si, pour abréger, l'on désigne par M toute la fraction qui multiplie a , on aura
sin A = aM;
or, la quantité M étant une fonction symétrique des trois côtés du triangle , et par conséquent invariable , on en conclura pareillement
sin B = ÔM, sin C = cM; donc
si^ ^ ^ • A . - -n • . .1.
= T > ou smA : sm B ; : a : 6;
sin B b
donc enfin, dans tout triangle rectiligne^ les sinus des angles sont proportionnels aux côtés opposés.
La proportion précédente, pouvant être écrite ainsi
a\ h ::sin(B-|-C) ;sinB,
puisque le sinus d'un angle d'un triangle rectiligne est égal à celui de
la somme des deux autres , on a
# a sin B = 6 sin (B + C) ;
or, en développant le second membre par la première formule de Fart. 45, divisant de part et d'autre par sin B , et faisant attention que
cos C = I — !2 sin"^ C, et sin C = 2 sva\ C cos-| C, on a
formule qui donne directement l'angle B, mais en passant des logarithmes aux nombres, et des nombres aux logarithmes.
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De la même proportion ci-dessus , Ton tire sur-le-champ cette autre
sin A + sin B : sin A — sin B ; ; a -H i ; a — i , d'où
^ sinA+sinB
a — b sinA — sinB
mais, par le tableau des fonctions circulaires (art. 45), on a
sin A 4- sinB tang 1 (A H- B) ,
sinA — sinB tangKA — B)'
ainsi
a-hà ___ taDgl(AH-B) a — b'^ tangl(A— B)'
ou
a^b :a^ b :: tangl(A-t-B) : tang|(A~B);
et en langage ordinaire :
La somme de deux côtés quelconques dun triangle rectiligne est a leur différence^ comme la tangente de la demi-somme des angles opposés .à ces mêmes côtés est à la tangente de leur demi-dij^ férence.
De là on tire , à cause de = i"^ ,
tang [-^) =^:^^tang (^__ j =_^ cot i C .
Cette formule se rapporte, comme la précédente, au cas où l'on connaît deux côtés a, b et l'angle compris C ; c'est-à-dire qu'elle donne le moyen de trouver la demi-différence des deux angles inconnus A , B : et comme on a d'avance leur demi-somme, puisque ^(A + B)= i*^ — ^C, on a tout ce qu'il faut pour déterminer ces angles; en effet
le plus grand angle =
le plus petit angle =
Si les deux côtés a, b sont connus par leurs logarithmes, ainsi qu'il
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arrive fréquemment dans la pratique, on pourra se dispenser de chercher les deux nombres correspondants pour calculer la formule précédente : voici alors comment il faudra opérer.
On considérera a , b comme les côtés d'un triangle rectangle , et en désignant par f l'angle opposé au côté a , on aura
tangf =J;
cet angle sera plus grand qu'un demi-quadrant , puisque Ton suppose ii>f}y et voilà pourquoi nous égalons à une tangente la quantité fractionnaire p donc, à cause de tang (ç — 5o*^) = J/J^^^g g> ^^ ^^ tang 5o^ = I , on aura
tang (9 - 5o^) = ^; mais , par ce qui précède ,
a-hb cot|C »
donc
tang (^-p^) = cot i C tang (çp - 5o^) ,
formule qui donnera de même la valeur de
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Le numérateur du second membre étant le produit des deux facteurs (a + b -- c)y {a — b + à) y on donnera à cette équation la forme
sin^-|A =
bc
mais
a-hc — b a-^b-^c , ^ a -h b — c a -h b ~\- c =r i}f et = C :
si donc on désigne a + & + c par ap, on aura , après avoir extrait la racine carrée f
-iA=\/<^
formule qui peut être calculée facilement par les logarithmes , et qui donne très-promptement un angle d'un triangle dont on connaît les trois côtés. Si Ton y restitue l'homogénéité , et qu'on Ténonce en proportion^ il en résultera que i^ns tout triangle rectiligne, le produit de deux côtés quelconques est au produit des différences de ces mêmes côtés au demi-périmètre j comme le carré du rayon des tables est au carré du sinus de la moitié de V angle que ces côtés comprennent.
On peut exprimer d'une manière analogue le cosinus et la tangente de ^A : en effet , puisque i + cos A = a cos^-| A , on aura^ en mettant ici pour cos A sa valeur en fonction des trois cotés ,
d'où
, =51 COS*-tA,
C08HA=^A±i^';
puis procédant comme ci-dessus, il viendra
oo«iA = ^/P±HM±IE3 = v/£^^'«
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et à cause de — fj = tang -j A , il s'ensuit que l'on aura
tan ff X A - l /LPnillfZlf)
51. S'il était nécessaire de connaître les segments formés par la perpendiculaire CD du triangle ABC {^g. la), on y parviendrait de la manière suivante :
De la formule primitivement obtenue (art. 47), savoir,
a* =s b^ 4-c^ — fàcx ,
et qui peut s'écrire ainsi
(a + b){ a— b) :=ic{c — ix) ,
on tire cette proportion facile à graver dans la mémoire,
c:a+6;:a — ft:c — aar.
C'est-à-dire que quand la perpendiculaire CD tombe dans l'intérieur du triangle , la base ou la somme des deux segments est à la somme des deux autres côtés ^ comme la différence de ces mêmes côtés est à la différence des segments.
Soit donc û? cette dernière différence; on aura
.le plus grand segment = ^
le plus petit segment =
52. On s'assure bien aisément, par l'analyse, que la seule connaissance des trois angles d'un triangle rectiligne ne suffit pas pour en déterminer les côtés; car si dans les trois équations (A) l'on considère a, è , c comme les inconnues du problème, et que l'on ajoute la première équation à la seconde, la première à la troisième , et la seconde à cette dernière; ensuite que l'on divise respectivement ces trois sommes
par acy ^b, najon aura les équations suivantes du premier degré :
c — b cosA — a cosB = o, \ b — c cosA — a cosC = o, > (G^ a — c cos B — 6 cos G = o. )
Mais parce que celleft-ci ne renferment aucun terme tout connu , les valeurs de a^ &, c qu'elles fourniraient seraient nécessairement indéterminées; et l'on aurait pour le dénominateur commun de ces valeurs
I — cos' A — cos' B — cos' G — acos A cosB cos G = o :
c'est en même temps la relation qui doit exister entre les trois angles d'un triangle rectiligne, pour que leur somme soit égale à deux droits. {Application de r Algèbre à la Géométrie ^ par M. Lacroix, p. 141)
DIVERSES EXPRESSIONS DE l'aIRE d'uN TRIANGLE RECTILI6NE.
S3. Soit S Taire du triangle rectiligne ABG {Jig> i t) , et^ sa hauteur; on aura
g _ AB X CD ___^.
mais^ = 6 sin A ; donc
S = |ftcsinA. (i)
D'ailleurs, à cause de sin G ; sinB : ; c : 6, on a 6= . ? et
^ ^^ c* sin A sin B / x
^"~ Tsin(AH-B/ ^
Telles sont les deux formules qui donnent l'aire d'un triangle rectiligne, connaissant deux côtés et l'angle compris , ou bien un côté et les deux angles adjacents. D'un autre côté , à cause de
a':6':£?': :sin' Alsin'Bisin' (A -h B),
on a cette autre proportion
a^ « b^',c^ : :sin' A - sin' Bisin' (A + B);
ainsi , en définitive , la valeur précédente de S devient , en y mettant f celle de c^ tirée de cette dernière proportion,
^ a* — b* sin A sin B . /qv
^- ~T~-8in(A-B)' ^^^
expression qui se présente sous la forme § lorsque a = 6 ; mais alors l'équation (2) donne
S = y- tang A.
Il est utile en outre d'avoir la valeur de S en fonction des trois cotés: or y si dans la formule (i) l'on met d'abord pour sin A sa valeur ^ sin|A cos^ A, on aura
S = fc sin 1^ A cos^ A.
Ensuite, si pour sin^A et cos^A on substitue leurs valeurs trouvées à l'art. 30, on obtiendra sur-le-champ
S = y/pip-à){p-^b){p^cy (4)
De cette dernière expression de S ressort naturellement la vérité de ce théorème , savoir : Entre tous les triangles isopérimètres et de même base, le triangle isoscèle est le plus grand.
En effet la somme des deux facteurs variables et inégaux p^a^p — by étant constamment égale à c pris pour base, leur produit sera toujours moindre que le carré de la moitié de cette ligne; si donc a = b^le ti^iangle sera isoscèle et sa surface un maximum.
Tous les théorèmes précédents peuvent sans doute se déduire de la simple Géométrie , et plusieurs même dérivent de constructions fort élégantes; aussi n'avons-nous adopté dans cette circonstance la méthode analytique qu'à cause de sa fécondité, et que parce qu'elle fournit de la manière la plus simple toutes les formules trigonométriques connues.
DE LA TRIGONOMÉTRIE SPHIÉRIQUE
TTiéorème fondamental.
S4. Les principes pour la résolution des triangles sphériques dérivent d*une seule équation que Ton déduit naturellement d'une propriété des triangles rectilignes , représentée par Tune des équations (A) (art. 47).
Soient [fig* 1 3) AD la tangente et OD la sécante de l'arc AB ;
Soient de même A£ la tangente et 0£ la sécante de l'arc AC.
-Si l'on désigne 9 comme à l'ordinaire , par A, B, C les angles, et par a^bjc\es côtés opposés du triangle sphérique ABC construit sur la surface d'une sphère du rayon i , et dont le centre est en O , le triangle rectiligne ADE donnera, en faisant DE = X9
ar* = tang^ b -h tang'* c — 2tang b tang c cos A ;
le triangle ODE donnera de même
x^ = séc^ b + séc^ c — 2 séc b séc c cos a :
soustrayant de cette équation la première , et faisant attention que séc^ b — tang* 6 = i , on aura , réduction faite ,
sin bsme . cos a
1 H f COS A > = o ,
cos^cosc cos o cos c ^
et par conséquent après avoir chassé le dénominateur,
cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A. I. * 9
Telle est Féquation fondamentale qu'il fallait trouver, et qui ferait connaître le troisième côté d'un triangle sphérique, si les deux autres côtés et l'angle qu'ils comprennent étaient donnés: elle est facile à p, ,r retenir. La démonstration que nous venons d'en donner est due à ^ '^ ^*^' ' ^ De Gua , qui l'a publiée dans les Mémoires de V^icadémie des Sciences (année 1783). Lagrange et d'autres géomètres célèbres l'ont depuis adoptée dans leurs Traités de Trigonométrie : on en verra une nouvelle dans le livre IV, au chapitre des parallaxes.
Une simple permutation de lettres* fournit deux autres équations toutes pareilles ; ainsi Ton a
cosa = cosô cosc + sini sine cosA,
cos b =: cos a cos c + sin a sin c cos B , \ (a).
cos c r= cos a cos 6 + sin a sin & cos C.
Il ne s'agit plus que de combiner convenablement ces trois équations , pour parvenir aux relations qui offrent le moyen de résoudre tous les cas possibles des triangles sphériques.
55. Si de la première équation Ton tire la valeur de cos A , et qu'oYi l'introduise dans la relation sin^A = i -^ cos^A , on aura
. « . cos* a H- CM* h cos* c — acos a cos b cos c
sm^ A = I . ,, . , ;
sin* b sin* c
réduisant les termes du second membre au même dénominateur, multipliant haut et bas par sin^ a et extrayant la racine , on obtiendra
. . J (\ — cos* a — cos* b — cos* r -f- 2 cos a cos b cos c)
sm A = sm a. — -, r— r-. ;
sin tf sin 6 sin r
désignant par M toute la fraction qui multiplie sin a , on pourra écrire plus simplement
sin A = M sina;
et puisque M est une fonction symétrique ou invariable, quel que soit l'angle dont on cherche le sinus, il'est évident que l'on aura
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pareillement
sin B = M sin b ,
sin C = M sin c :
delà
sin A :sinB:sin C : : sin aisin &:sin c, ou bien
«in A sin a sin A sin a sin B sin b ^
sin B sin ^ ' sin C sin c ' sin C sin c '
ainsi les sinus des angles d'un triangle sphérique sont proportionnels au sinus des côtés qui leur sont opposés. C'est en cela que consiste la proportion dite des quatre sinus. ,
Mais pour procéder du simple au composé , examinons d'abord les propriétés des triangles sphériques rectangles, quoique cellesr-ci ne soient que des cas particuliers des propriétés des triangles sphériques quelconques.
RÉSOLUTION DES TRIANGLES SPHÉRIQUES RECTANGLES
56. Lorsque l'angle A est droit , le côté opposé a se nomme Vhypo* ténusey et les relations (a) deviennent
cosa == cosé cosCy \
cosfr = cosa cosc H- sin a sine cosB, > (a') cosc = cosa cos6 + sina sin 6 cosC. /
Il suit de la première relation que dans tout triangle sphérique rec-^ tangle, le cosinus de Vhjrpoténuse est égal au produit des cosinus des côtés qui comprennent l'angle droit.
Éliminant cosa des deux dernières, on trouve
cosô = cosôcos^c + sinasin ccosB = cosi(î — sin^ c) + sinasin ccosB , cosc = cosccos*6 + sinasin6cosC = cosc(i — sin^6)+sinasinècosC;
réduisant et divisant tout par sine , on a ces deux relations entre les
trois côtés et un angle oblique :
sine cash = sina cosB, ^ , „.
sinb cosc = sina cosG; )
mais à cause de sin a = tang a cos a et de cos a = cos b cos c , ces nou* velles relations se changent en celles-ci :
sine cos 6 = tanga cosb cosc cosB, sinb cosc = tanga cos 6 cose cosC;
d'où l'on tire •
tangc r= tang a cosB, tang 6 =1= tang a cosC;
c'est-à-dire, i° que dans un triangle sphérique rectangle ^ la tangente de Vun des côtés de V angle droit ^ divisée par la tangente de Vhjrpo^ ténuse^ est égale au cosinus de V angle oblique adjacent à ce côté; 2°. que les tangentes des deux côtés de V angle droit sont réciproquement proportionnelles aux cosinus des angles qui leur sont opposés.
57. Nous remarquerons en passant, que si, dans la pratique, il s'agissait de trouver l'angle B au moyen de l'hypoténuse a et du côté c adjacent, on aurait à résoudre l'équation
cos B = cot a tang e ;
mais dans le cas où l'angle B serait très-petit , les tables ne pourraient le donner exactement par son cosinus. En le déterminant au contraire par la tangente de sa moitié, on aura toute l'exactitude requise. Or, à
cause de tang^^B = \—^^^^ on a, en substituant pour cos B sa valeur,
tangc
tanff*^ B = ""^g^ — toPgg — tangc _ sin(fl — r) ^ ^ tang c tang a -f- tong c sin (a + c) '
tanga
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et
""«i" = v/Sî
Un angle d'un triangle sphérique étant toujours moindre que deux droits 9 -|B sera nécessairement aigu; ainsi l'on devra rejetter la racine négative, puisqu'elle donnerait -^B obtus.
58. Si l'on combine les deux équations (a''] par voie d'addition et de soustractTon , on aura
sin(6-|-c) = sinfl(cosC + cosB) = ^sina cos ( jcosf j,
sîn {b — c) = sina(cosC — cosB) = 12 sin a sin ( J sin ( j ;
et si l'on divise maintenant ces deux résultats l'un par l'autre, il viendra cette autre relation remarquable
laquelle nous apprend que quand la somme des deux côtés de l'angle droit est plus grande qu'une demi-drconférence, la demi-somme des deux angles opposés est nécessairement plus grande qu'un quadrant; car tang (-— — ) ©t sin (b — c) ayant toujours le même signe,
tang est positive ou négative selon que sin {b + c) est positif ou
négatif.
59. Pour trouver d'autres propriétés , élevons au carré les premières relations (a') , (a"); il viendra
cos* b cos* c = cos* a ,
sin* c- cos* b = sin* a cos* B ;
celles-ci étant ajoutées entre elles, on aura, en simplifiant,
cos* 6 = cos* a -h sin* a cos*B = i — sin* a sin*B,
par conséquent
sin^b = sin^a sin'B ou sinb = sina sinB;
c'est aussi ce qui résulte de la proportion des quatre sinus , démontrée à l'art. 55; ainsi dans un triangle sphérique rectangle j le sinus d'un côté de l'angle droit est égal au sinus de l'angle opposé multiplié par le sinus de l'hjrpoténnse,
60. En Trigonométrie l'on entend par cas douteux celui où l'inconnue est donnée par son sinus ; parce qu'alors le problème est en général susceptible de deux solutions. Si, par exemple , dans le triangle sphérique rectangle on connaissait b et B, qui sont toujours de même espèce, et qu'on voulût déterminer l'hypoténuse^, on l'obtiendrait
par la formule sin a = -^g; or, le sinus d'un arc moindre qu'un qua-
drant étant le même que celui d'un arc qui en est le supplément , on ne saurait pas si a est aigu ou obtus. Il existe donc deux triangles rec* tangles qui satisfont aux données du problème.
Puisque l'on a, par ce dernier principe
sin 6 = sin/7 sinB, siiic = sina sinC,
on obtiendra, en divisant ces deux équations respectivement par
celles (a"),
tangB =-.'^-, tang G = -r\ ;
ainsi dans un triangle sphérique rectangle, la tangente dun angle oblique est égale à la tangente du côté opposé, divisée par le sinus du côté de l'angle droit adjacent.
On sait de plus, par ce qui précède , que
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cos B = —^- , cos C = — — ,
. ^ sine . Tfc siii^
sm C = -7 — , sin B = — — .
sm^i ' sin a
Divisant les équations supérieures par celles inférieures ^ et faisant les réductions y il vient , à cause de la première relation (a')^
cos B tane c sin a « cos G tans ^ sin a
-.-7^ = r-^"- -: — = cosô, -.— s = r-^— • -î— î = c<^ ^; sm G tanga- sm c ^ sm B tang a sin 6 '
donc 9 dans un triangle sphérique rectangle ^ le casinos dun des côtés de l'angle droit est égal au cosinus de l'angle opposé^ diviseur le sinus de r angle oblique adjacent.
Enfin, multipliant l'une par l'autre les équations (a")^ on a pour produit
Xssxia B tang C = — .-^ = — — ,
^ ^ cos b cos c cos a
• OU bien
cos a = cotB cot C.
De cette relation l'on conclut que le cosinus de Vhjrpoténuse est égal au produit des cotangentes des deux angles obliques.
62. Considérant toujours le triangle ABC rectangle en A, on a d'une part
sin ^ ^ 1 ,, ^ -n tansc ^
sm a = -r-i; > et de 1 autre , cos B := -— ?- ^
smB tanga
puis changeant les tangentes en sinus et cosinus , il vient
sin c cos a = cosB cosc sin a = cosB cosc -^-~=:-
smB
Maintenant si Ton substitue pour sin a et sin c cos a leurs valeurs dans la formule connue
sin (a — c) = sin a cos c -- cos a sin Cj
j I — cosB ^ B
on trouvera , a cause de — ^^^ — = tang - ,
sin (a — c) = sin b cos c tang -,
résultat qui, en y mettant au lieu de cos c sa ^^aleur^^» deviendra
sin {a — c) = tang& cosa tang -.
Si Ton change les ft en c et vice versd, dans ces deux dernières formules, on aura suc-le-champ
sin {a — 6) = sin c cos b tang -,
sin (a — ft) = tangc cosa tang -;
ce qui fera connaître l'excès de l'hypoténuse sur un des cotés de l'angle droit. Ces formules ont été données pour la premicfre fois par Prony, mais sans démonstration. En voici deux autres qui s'obtiennent par le même procédé :
cos (il — c) = cos ft -h sin ft sin c tang^^B, tanefa-cl= ^^^^<^Q«^^°67B ,
o^ • / I H- tang ^ sine tang jB'
mais leur forme rend l'emploi des logarithmes moins commode.
63. Voilà tout ce qui concerne la résolution des triangles sphériques rectangles. En ayant 'égard dans les formules, aux signes qui doivent affecter les valeurs de sin, cos, tang, etc., d'un angle, on ne sera nullement embarrassé sur l'espèce de l'angle ou du côté cherché , dans tous les cas qui ne sont pas douteux de leur nature. L'équation cos a = cos b cos c , par exemple , nous apprend que chacim des trois côtés d'im triangle sphérique rectangle est plus petit qu'un quadrant , ou que si deux côtés sont plus grands que loo^, le troisième sera néces-
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sairement plus petit; ou enfin que si les deux côtés de l'angle droit sont d'espèce différente, l'hypoténuse sera plus grande qu'un quadrant.
De même, par l'équation tangB = -r-^— , nous voyons qu'un angle
oblique ej^X toujours de même espèce que le côté qui lui est opposé, puisque sin c est constamment positif.
RESOLUTION DES TRIANGLES SPHÉRIQUES OBLIQUANGLES
64. La recherche des formules pour la résolution des triangles sphériques en général, ne donne lieu à aucune difficulté d'analyse. D'abord, des équations fondamentales (a) l'on tire
cos A cosB cosC
cos a — cos b COSC sin^ sine
COS 6 — COSiZ COSC
sinasmc
COSC — cosacos6
sin a sin ^
Chacune de ces équations fait connaître un angle d'un triangle sphérique, lorsque les .trois côtés sont .connus; mais comme elles ne se présentent pas sous une forme commode pour les logarithmes, il est nécessaire de leur faire subir les transformations suivantes.
D'abord remarquons qu'à cause de i — cos A = a sin ^ | A et de I -^ cos A = 2 cos^^A, les relations (jS) fournissent ces six autres:
I — cos A —
C05(^ — c) — COSfl
tisin^^A,
sin b sin c
I — cos B —
cos{a — c) — cos^ sin a sine
asin^jB,
I — cos C =
cos(a — b) — COSC
asin^C,
sin ^ sin ^
cosa — cos(b'j-c) sin ^ sine
1 •!- cos B =
cos^ — cos(û + c) sin a sine
acos*|B,
I + cos c =
COSC — cos(flr+ô) sin a sin b
îiCos^^C;
puis décomposons en facteurs les numérateurs des seconds membres
en vertu de la formule rappelée précédemment ^ il viendra
sin^-^A
sin^B
sml -
sin^C
sin I -
:)sin(^
sin aw.b
. /a-i-b -hc sm
cos^ ^A =
^sin^
)sin(^
sin
cos^B
sioasinc
sin b sin c
sina sine + c — ^\ . (b^c — a
b-hc^
sin& sine . /fl -f- ^ -I- c\ . /a-hc — h
. /a-hb-i-c\ . (a-\-b — c
cos'^C
sinl -
)sin(^
sin a sin b
Ces six valeurs peuvent se combiner de plusieurs manières différentes. En divisant l'une par l'autre celles qui se correspondent, on trouve
tang*|A =
tangHB = tang* |C =
sin sin
sm •5-(g -4- b —c) sin^(fl + c — ^)
[a -h^ — g) sin-j(6 -hc — a) (â~+T+c) sin^(« -\-c — by
[a -hc— ^)sin|(^-h c — a) sin4-(û -h A -he) sin4-(a -h * — c) ■
sin sin
Ainsi l'on pourra obtenir un angle d'un triangle sphérique en fonction des trois côtés , en calculant le sinus ou la tangente de la moitié
de cet angle.
Maintenant, en multipliant deux à deux les relations (7), on trouve
aisément y après avoir extrait la racine carrée,
sin|Asin^B=sin^C— î-W-^- \ cos^Acos:^B=sin^C — '^ . \
^ ^ sine '22 2 5IJJC '
8iniA8iniC=siniB'M^:¥=^^ cosi AcosiC=sin4 ^^^H^+^+c)
sina -* ^ * sina
siniAcKB=cosiC'^^^±^=:^^ cosiAsin iB=cosiC?^±^=^\
sinc * " '^ sine
siniAcosiC= cosi B"°^^^+/~'^\ cosi A sin iC=cosiB?^^i(t^ , siniBco4C=cosiA'i^t^?±±=î\ cosiBsiniC=cosiA'^^-^"-*^
smar ' ^ " " sin/i
Remarquez que quand on a obtenu la première relation de chaque système, il suffit d'une simple permutation de lettres pour avoir les deux autres relations.
Afin de parvenir aux conséquences les plus utiles, nous tirerons d'abord de ces dernières relations les valeurs suivantes :
sin|(A + B) = sin^ A cos^B-t- cos| A sin|B = cos-|G ^^^j^, ^ ,
COS-jC
sin |(A — B ) = sin I A cos |B — cos^ A sin ^B = cos^ C"° \|^, ^ ^ ,
SUljC
_ «in 1 A «ir. IR = «în LC. ?2!i(i±*)^
cosfc
cos^(A+B)=cos|Acos^B — sin^Asin|B = sin|C
cos^(A — B) = cos|Acos^B-t- sin-| Asin-|^B= sin^C — V^ — \
sinfc
lesquelles s'obtiennent facilement, en ayant égard aux formules de l'art. 45. Ces valeurs remarquables sont dues à Delambre , qui les a démontrées d'une autre manière. On en tire sur-le-champ, en divisant la première par la troisième , et la deuxième par la quatrième ,
tangX(A+B) = cotiC^^ji|^j, tangi(A-B) = coHC:^i^}.
Puis divisant la quatrième par la troisième , et la deuxième par la première , on a '
tangi(a-H*) = u^ngic^^^^^^y tangi(a-ô) = tangic-J^ij^.
Telles sont les quatre analogies de Néper. Les deux premières servent à trouver deux angles d'un triangle sphérique dans lequel on connaît les deux côtés opposés et l'angle compris; en effet, l'on a
le plus grand angle A= 1-
et
A-hB A — B
le plus petit angle B =
Les deux autres analogies s'emploient pour trouver deux côtés lorsqu'on a deux angles et le côté adjacent.
On arrive à ces formules , aux deux premières par exemple ^ par une méthode plus simple , ainsi qu'il suit.
Il est d'abord à remarquer que, d'après l'art 45 ,
1 A . Ti\ sinA + sinB
tangi,A + B) = ^^^-p^g,
< /A T^\ *i»A. — sinB
et tangi(A-B)=^^^_^^^3;
ainsi il ne s'agit que de rendre les seconds membres de ces égalités fonctions de a, b etc. Or*, si entre les première et troisième équations (a) l'on élimine cosc, il viendra cette relation entre cinq parties d'un triangle ,
cosAsinc+ cosCsinacosè = cosasinô j
par conséquent , changeant A en B et a en & , on aura
cosA sine = cosa sin& — cosC sina cos&, cos B sine = cosb sina — cosC s\nb cosa^
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sine (eos A + cosB) = (i — cosG) sin (a^b). [m)
D'un autre côté, par la règle des quatre sinus (art. S5) , on a
sine sin A = sin^zsinC, sine sinB = siub sinC;
ajoutant et soustrayant ces deux équations, il vient
sine (sin A + sinB) = sinC [sina + sin6], sine (siïiA — sinB) = sinC (sina — sin6);
divisant successivement celles-ci par la précédente {m) , on a
sin A + sinB cosA + cosB
sin A — sinB cosA+cosB
sinC /sina-f-sinA
I — cosC \ sin(fl H- ^)/ '
sinC /sina — sin6\
I — cosC \ 8in(<ï — ^) / '
enfin transformant ces valeurs à l'aide des relations de l'art. 45 , on trouve comme ci-dessus ,
tangi(A-B) = coticg^;, •
et de là cette propriété remarquable ,
tangl (A -+■ B) __ tang| {a 4- b}^ tangl (A — B) ~ tang| (a — b]
65. Lorsqu'on n'a pour but que de déterminer un des angles inconnus, l'angle A par exemple, on l'obtient directement de la manière suivante :
Mettant dans la relation
cosAsinc = cosa sin6 — cosC sina cos&,
trouvée précédemment^ pour sine sa valeur — :— — , on a de
suite
cotA sinC = cota sine -— cosG cosé,
et par conséquent
cotA = — T-z^ cotCcos6.
smC
Cette formule donne donc immédiatement l'angle A, au moyen de deux côtés connus et de l'angle qu'ils comprennent. Changeant A en B, aenbj et réciproquement , on a de même
.^ cotb sina ^^
cotB = — 7—p; cote DOS a.
66. Les relations (7) nous ont procuré, par leurs combinaisons , plusieurs formules remarquables; on en déduit aisément encore d'autres : par exemple , en multipliant entre elles celles qui se trouvent sur la première ligne, puis prenant la racine carrée et doublant le produit, on a , en faisant d'ailleurs a + 2» •+- c = a j,
a siniA cosi A = sinA = ^J^fâ^irz^^^LllÈï^tzîlt
2 2 sm^smc '
or, en rapprochant cette valeur de sinA de celle de l'art. 55, on voit évidemment que
4sîn [s] sin(,y — a) sin {s — b) sin (J— -c) =1 I — cos^a — cos^b — cos^c -h acosacosè cosc.
Il n'est pas plus difficile de reconnaître que les relations (7) et (7') donnent
. . . . .^ . .^ siu(s — a) sin (5 — b)sin(s — c)
sml A smlB sm-^C = — ^ -, — \ . . — ^^ ^,
-* 2 2 smasin^sinc '
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et
tangiA tangiBtangiC = ^_ME^M3^S3.
Si on les divisait deux à deux on aurait encore des relations trèsremarquables.
Afin de varier les combinaisons , cherchons les expressions de
sin^(A + B — C), de cos^(A + B — G), et de tang|(A + B — C).
D'abord
sin^(A + B-C) = sin|(A + B)cos|C- cos|(A + B) sin|C;
et à cause des équations (c^) ^ il vient
sin^(A + B — G) — cQs'îrCcosK^ — ^)-«P'7Ccos|(flH-^)
_ cos|(a — ^)— sin*|C[cos j(a — b)-hcosr(a-+- b}]
COSjC
smjaûn^b-hcosYacosjbcosC
COSjC
D'un autre côté
cosi(A+B-C) = cos|(A + B)cosiC + sin^(A + B)sin^C se change par le même procédé , en
*^ ^ cos-J-c cos|c » '
partant,
. ^A . p pv sin|flsin|^-hcosygcos7^cosC taDg|ataDg|6 H-cosC
^**' ^ cosjacosl^sinC sinC
Pour exprimer tang^ (A + B — C) en fonction des trois côtés seulement, multiplions et divisons à la fois sa valeur précédente par
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4sin I a sin 1 6 *, il viendra y en faisant attention que usin^a cos |a=8in a ,
tang
1 / A _i_ Ti n\ 4si''ï*7^ sin*!^ -h sina sin6 cosC
sinasin^ sinC
puis éliminons cos G au moyen de sa valeur (]3), et remplaçons 4sin^^a sin^^A par le produit (i— cosa) (i— cos6); alors nous aurons
1 / . ^ pv (i — cosfl)(i — cosft)-hcosc — cosacos6
^^^ ^ sin/Jsin^sinC
i H- cos c — cosfl — cos b sinasin^sinC '
expression dans laquelle il ne s'agit plus que de substituer à la place
I i/ 1 — cos*a — cos* b — cos*c-f-2cosûcos^cosc
de smG sa valeur ^ •. r-y .trouvée a
sinasinb '
l'art. 55. Soit donc M toute la quantité radicale , on aura
t,A .TV ^x '-f-cosc — cosa — cos^
taiigi(A-t-B-C) = jj— ,
./. .^ ^x i-|-cos6 — COSÛ — cosc
tang^(A4-G — B) =
tangi(B+G-A) =
M I -f- cosa — cos b — cos<:
Ges formules élégantes, démontrées d'une toute autre manière par Legendre, ont servi à ce savant géomètre pour déterminer la position du pôle du cercle circonscrit à un triangle sphérique [Géométrie j noteX). Soit, par exemple {Jig> i4)> O le pôle du cercle qui passe par les sommets des angles du triangle sphérique AEG; les arcs de grand cercle AO, OB, OG seront égaux, et les perpendiculaires abaissées du point O sur chacun des côtés , les partageront en deux parties égales. Si donc x désigne l'angle inconnu OAB, on aura , à cause des trois triangles isoscèles dont se compose le triangle proposé ,
angle AGO = A — x , angle BGO = B — x,
et partant
ou bien
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A-hB — C X = ;
l'angle oc pourra donc s'évaluer, si les trois côtés a^b^c sont connus. Quant à l'arc AO = R , on l'obtiendra par la formule
• tang R = ^"^^"^ = 4»iPT^sin^^ sin|g
Voyez d'ailleurs la note citée.
67. On sait qu'un triangle sphérique est déterminé de grandeur, quand on connaît le rayon de la sphère à laquelle il appartient , ainsi que deux de ses côtés et l'angle qu'ils forment entre eux ; car par l'une des formules (a) l'on peut obtenir le troisième côté. Un triangle de cette espèce est aussi déterminé de grandeur, si, outre le rayon de la sphère, on connaît deux angles et le côté qui les joint. Cherchons les formules relatives à ce cas, et pour cet effet reprenons la relation
cosA sine = cosa sini — cosC sina cos&. On voit qu'en y mettant pour sin a et sin c leurs valeurs respectives
sin A sin h sin€ sin h
sinB ' sinB '
elle devient
cos A sinC = cosa sin B — sin A cosC cos h ;
changeant A en B et a en ft , e^ vice versa ^ on a pareillement
cosB sinC = cos 6 sin A — sinB cosC cosa;
puis éliminant cos A entre ces deux équations, il vient pour la relation
cherchée ,
cos A = cos a sin B sin C — cosB cos C ;
on a donc
cos A = cosa sin B sin C — cos B cos G ,
cos B = cos A sin A sinC — cos A cos G, \ (e)
cos G = cosc sin A sinB — cosA cos B.
Ce système d'équations est analogue à celui que nous avons désigné par (a), et il est remarquable que l'un se déduit de l'autre, en écrivant ABG au lieu de abc^ et réciproquement; les cosinus étant toutefois affectés du signe négatif. La propriété du triangle polaire ou supplémentaire donne lieu à la même conséquence; car si A', B', G' sont les angles de ce triangle, et a\ 1/ c' les côtés opposés , on a [Géométrie de Legendre, propos, IX, livre VII) ces relations:
a' = aoo^ — A, A' = 200^ — a,
i' = aoo — B, B' = 200 —A, c' = 200 — G, G' = 200 — c;
mais nous savons que
cos^' = cos A' cosc' + smb' sine' cos A';
par conséquent
cos (200 — A) = cos (200 — B) cos (200 — G)
sin (200 — B) sin (200 — G) cos (200 — a) ,
et enfin, comme ci-dessus,
— cos A =: cosB cos G — sin B sin G cosa.
68. On peut donc appliquer la règle que l'on vient d'énoncer à toutes les formules démontrées jusqu'à présent, ou bien traiter analytiquement les formules (e), comme nous avons traité leurs analogues (a) : de l'une ou de l'autre manière , Ton parviendra à de nouveaux systèmes d'équations qui compléteront la résolution de tous les cas de la Trigonométrie sphérique. Pour nous borner aux expressions
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I— cosa =
i-t- cosa —
cos(B -♦- C) -h cosA . o,
sin B sin G ^ '
cos A + cosf B — C ) o <
—^7. = 2 COS * ^ a ;
sinB sinC ^ '
mais en général
cos
p + cos q = ^ cos ( — — - \ cos (- \ ,
ainsi
sin^^a =
cos*-|^a =
tang*|a =
-> oos-^(A H- B 4- C) cos|(B -h C — A)
sin B sin C '
cos-^(A + B — C) cosj ( A + C — B) sin B sin C '
— cos|(A4-B4-C)cosT(B-h C — A)^ cosi.( A -h B — C) cosi (A -h C — B)'
l'une de ces trois formules donnera un câté au moyen des trois angles ; ainsi , par la première , on a
sin|^ = y
— cosi(A-hB-f-C)cos|(B + C — A)
sinBsinG
Si la quantité qui est sous le signe radical était négative, comme elle le paraît d'abord , il serait impossible de déterminer la valeur de sin ^ a : cette valeur est cependant toujours réelle , car en général sin (x — i^) = — cos a;; donc
. /ah-b + c
sm
-,^) = -cos(-:t_ — j,
quantité qui est toujours positive , parce que A + B + C étant nécessairement compris entre 2^ et 6^, on a
— i^ > o et < a«.
D'ailleurs le côté d*un triangle sphérique étant plus petit que la
somme des deux autres, on a, par la propriété du triangle polaire,
a^ — A<2'*— -8+ a''— C, d'où -^^^ < i"*; angle dont le cosinus
Mi
est positif.
69. Nous pouvons maintenant tirer des conséquences semblables à celles des art. 55 et 66, ^voir, que
. • I— cos'A — cos*B — cos'C — 2CosAcosB cosG
sm' a = . ,p —7; ,
su * B sin ^ G '
_ — 4cosScos(S — A) cos(S — B) cos(S •— C) ~ sin*B siii»C ^
olS désignant la somme des trois angles.
Si au lieu des formules
1 / . 1L\ -. i cos-5-(A — B)
tangi(a+ 6) = tang i c ^-^L__/ , tangi («-&) = tangic^-[^|],
qui, comme nous l'avons déjà dit, servent à trouver à la fois deux côtés d'un triangle sphérique, au moyen du troisième côté et des deux angles qui lui sont adjacents, on voulait obtenir directement l'un des côtés a, 6, le côté a, par exemple, il faudrait avoir recours à l'équation
cot A sin B . ^ ^k
cot a = ; h cote cosB,
sine
que l'on trouve sur-le-champ en changeant dans l'équation analogue cot A = — .- ^ cot C cosb (art. 65), les lettres majuscules en minuscules, et vice versa ^ et affectant les cosinus et les cotangentes du signe négatif, comme nous l'avons déjà fait observer (art. 67). On a pareillement, par une simple permutation de lettres,
^ , cot B sîn A ^ .
cot^ = — . 1- cote cos A,
sine '
. , cot B sin c . ^ ^
coto = — . h cota COS C:
sin a '
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ce qui donne une relation entre deux angles et deux côtés. Pour en avoir une entre les trois côtés et deux angles, différente de celle de l'art. 65, divisez l'une par l'autre les équations
cosa = cosb cosc + sin b sine cosA,
sin a . sin g sinA sin C'
il viendra de suite
sin A cota = sinC [sinb cosA -f- cosb cote]:
la relation semblable entre les trois angles et deux côtés sera visiblement
sina cotA = sine [sinB cosa •— cosB cotC].
71. Toutes les formules que nous venons de démontrer suffisent pour les besoins ordinaires de l'Astronomie , et surtout de la Géodésie; cependant nous allons en donner encore d'autres qui pourront trouver leurs applications, ou du moins qui concourront, avec les précédentes, à faire connaître la fécondité de l'Analyse trigonométrique.
Si de la formule
sin (a — e) = sina cosc — cosa sine, on élimine sina et sine, dont les valeurs respectives sont . ■ — et
' ^ sin B
sin 6 sin G
— . - , on aura smB '
sin (a — e) =
sin b cosc sin A — sin ^ cosa sinC
sinB
mais à cause de la relation cose sin A = cosC sinB -4- cosa sin G cosB, donnée à l'art. 67, il est évident que l'expression précédente se changera en celle-ci :
sin (a — e) = sinb cosG — cosa sine sinG ( — ~^ ) y
de là
sin (a — • c) = sinb cosC — cos^i sinb sinC tang^B,
formule donnée par Delambre et démontrée dans son Astronomie à l'aide d'une construction que nous avons voulu éviter ici, afin de rendre notre procédé purement analytique. Cette formule est une généralisation de celle de l'art. 62.
Déterminons aussi a — c par son cosinus et par sa tangente. D'abord la relation
cosb = cosa COSC + sina sine cosB,
en y mettant pour cosB sa valeur i — a sin^^B, devient
cosi = cos(a — c) — a sinasinc sin^^B;
j sinésiaC sin ^ sin C 19
puis , a cause de sm c = — :— ^— = . ,t> — rs , on a i expression cherchée
cos(a ~ c) = co&b + sin a sinb sinGtang|By
par conséquent
. . tang^cosG — cosa tang6 sinC tangjB^
tang(a — C) — r+ sina tang^ sinC taiig|B '
formules nouvelles et qui rentrent évidemment dans celle de l'art. 62, lorsque le triangle sphérique est rectangle.
72. Les relations {&) de l'art. 64 procurent de suite ime expression très-simple de sin (^i — c); en effet l'on a, en y changeant B en C et b en c^ et vice versd y
LIVRE DEUXIÈME
multipliant celles-ci Tune et Vautre et simplifiant, on a
►m (a — c) = 2 -J^ — L\ L = sin b
cosC — cosA sin
COS*yB 2COS*jB
On trouverait aussi par une route toute semblable
.... sinècosT(A + C)cos4-fA— C) . «cosG + cosA
sm (a+c) = ' / , ' '^ = smb ^.-tt^- j
expressions données par Delambre {^Astronomie , t. I , p. 16^) , et qui, étant multipliées entre elles , pix)cureraient une autre relation remarquable, mais que nous trouverons plus tard par une autre voie.
Si l'on rapproche les <leux valeurs de sin (a — c)^ on aura visiblement
sin
int(A + C)MBf(A-C) ^ ^^^ ^^^^ ^ ^.^ C tang i B,
bu bien
2 sin 4^ (A + C) sin-^ (A — C) = a cos* | B cosC — cos a sinB sinC,
relation nouvelle entre les trois angles et un côté d'un triangle sphérique; mais on peut y arriver par une route beaucoup plus directe. En effet , les deux équations
cos A = cosa sinBstnC — cosBcosC^ cosC = cosC,
étant soustraites l'une de l'autre, puis ajoutées ensemble, donnent, après quelques transformations £siciles ,
a sin-|-(A+C)sin^(A — C) = 2Cos*|BcosC — cosasinBsin C, a cos |(A -f- C) cos {^ (A — C) = a sin* | B cos C + cos a sin B sin C ;
il suit de là que
tang^ lA + i.) tang , (^A - <. j - ^ ^.^. ,_^ ^^^ ^^^^ sin b lin c " Nous nenous arrêterons pas à faire voir que le triangle supplémentaire
donnerait sur-le-champ des relations semblables entre les trois côtés et un angle.
73. On arrive très-simplement à diverses relations entre les six par* ties d'un triangle , ainsi qu'il suit.
En vertu des art. 64 et 67 on a
cosA sin c = cosa sin 6 — cosC sin a cosby cosa sin C = cos A sin B + cos c sin A cos B ;
divisant ces deux équations en croix, il vient
cos A sin B H- cos e sia A cosB cos a sin C
cos A sin c cosa sin b — cosC sin a cosi*
et simplifiant , on a
sin B -h COSC tang A cosB sin C
sin c sin ^ — cosC tang a cos b *
divisant au contraire membre par membre les mêmes équations , et
sine sin a ^
remarquant que -^-- := -r— r-, on trouve
sin lu sin A
cot A cos a sin 6 — cos G sin a cos b cota cos A sin B -f- cosc sin a cosB
Si dans la première équation l'on changeait A en B, a en b^et réciproquement, et qu'on procédât comme il vient d'être dit en premier lieu , on tomberait sur la relation
cos A tangB + sin Acosc sin G
sine cos b tanga — sin b cosG
donnée par Delambre.
Enfin si l'on multiplie par cosB les deux membres de l'équation
cosB sinC = cosésin A — sinB cosC cosa.
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obtenue à l'art. 67 ^ on aura
sin C — sin* B sin C = cosb sin A cosB — sin B cosB cosC cosa; ou bien
sin C — cos^ sinAcosB • ^ - ^^ -n ry
_-. =: sin B sin c — cosB cosC cos a:
sinB
transportant cette relation dans le triangle polaire ^ on aura de même
sin c — cosB sin a cos h
sin 6
= sin A sin c -f- cosi cosc cos A;
mais les premiers membres de ces deux dernières équations sont égaux, car
sin C — cos^ sin A cosB sin G / , ^^ sin A\
:— 5 = -r-^ ( I — COSÔ cos B -t—t; ),
Sin B sinB \ sin C/
sin c — cosB sin a cos h un c./ . ^ sin a \ et r—r ==-^— T ( I — COSÔCOSB-. ).
sin o sin 0 \ sm c/
D'ailleurs .
sin A sin a sin C sin c ^
sin C sin c ' sin B sin 6 '
on a donc cette autre relation symétrique entre les six parties d'un triangle 9
sinB sinC — cosB cosC cosa = sinb sine + cosb cosc cos A ;
celle-ci a été trouvée par Cagnoli par un procédé analytique tout différent [vqjrez sa Trigonométrie y p. Saô, a® édition). Cet astronome en a fait usage dans la recherche des formules d'aberration.
EN GÉNÉRAL, ETC
74. Le calcul des triangles sphériques ne comprend que six cas généraux.
i^^ Cas. Étant donnés les trois côtés a, b, c, trouver un des angles. Par exemple, veut-on l'angle A? on l'obtiendra par la formule
^ V sin6sinc
dans laquelle s exprime la demi-somme des trois côtés , ou par cette autre
^ V sin 0 sin c '
qui évite une soustraction.
Si Ton voulait calculer directement l'angle A, il faudrait résoudre l'équation
COSfl — cos^cosc
cosA =
sin^ sine
mais alors pour n'employer que les logarithmes de lignes trigonomé-' triques , on supposerait que cos h cos c = cos a , ce qui serait permis , puisque l'unité est la plus grande valeur que puisse acquérir un produit de cosinus : de cette manière on aurait
asm I — - — I nn ( — — - }
. cosa — cos a \ 2 / \ 2 /
COS A — — : — 7 — -, n::! ; — , — , •
sin6 àinc sm6 smc
Le signe de cos A dépend nécessairement de celui de sin i j; et
remarquez que l'arc subsidiaire a est < ou > i**, selon que les côtés i, c sont de même espèce ou d'espèces différentes (art. 65).
75. 2^ Cas. Étant donnés les trois angles A, B, C, trouver un des
cotes.
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On aura le côté a, par exemple, à l'aide de la formule
iin ^ a = w -
sm * a = ^/-«>8t(A + b + C)cosKB + c-a) .
sinB sinC '
on pourrait aussi obtenir ^ a par son cosinus ou par sa tangente (art. 68).
76. 3® Cas. Étant donnés deux côtés a , b , et l'angle compris C , trouver les autres patries du triangle.
On aura le troisième côté c par la formule .
cosc = cosa cosb + sina sine cosC;
mais son emploi immédiat exige que Ton fasse usage de la table des sinus et de celle des nombres. On remédie à cet inconvénient en décomposant en deux facteurs le second membre de la formule; mais cette opération ne peut se faire qu'à l'aide d'un arc auxiliaire. Soit donc (p cet arc, et de plus M un coefficient indéterminé, en sorte qu'on ait
COSC = Mcos(a — 9);
développant cette expression , il vient
COSC = M cosa coscp + M sina siny, d'ailleurs
cos c = cos a cos b -+■ sina sin b cos C ;
et comme ces deux valeurs doivent être identiques , on a , en les égalant terme à terme,
M cos <p = cos &, M sin ç) = sin b cosC, d'où
et par suite,
tangç = tangi cosC, M= ,
cosb f V
COSC = cos (a — 9).
cos f ^ '
Autrement l'on a
cosc = cosb [cosa + tangé cosC sina] ,
et si Ton fait tangé cosC = tangf , on aura , comme ci-dessus,
COSC = cosft [cosa + tang<p sina] = [cosa cos(p + smy smaj
cos b f V
= COS (a — ® ).
L'arc auxiliaire <p représente donc le côté de l'angle droit d'un triangle sphérique rectangle, dont h est l'hypoténuse et C l'angle oblique adjacent (art. S6); en d'autres termes, c'est le segment adjacent à l'angle C, formé par la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle A sur la base a opposée. Lorsque tangf sera négative, auquel cas le segment sera extérieur au triangle , on prendra ç négativement ,• et par conséquent l'on aura cosc = cos (a -4- <p) ; du reste il faudra avoir
égard aux signes des cosinus.
Quant au segmenta de l'angle A, opposé au segment 9 de la base a , il est donné par la relation côtd ;= cos 6 tangC, démontrée à l'art. 61.
77. Si, dans l'expression de cosc, on met pour cosC sa valeur I — asin^^C, il viendra d'abord
COSC = cos (a — 6) — asin a sin h sin* ^ C ;
puis si Ton change de même les autres cosinus , on trouvera , réduction
faite ,
sin*-|^c = sin* \{a — è) + sin a sin h sin* \ C
.5., , V r sin /i sin ô sin* 4- Cl
Soit
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on aura évidemment
sm\c^sin±{a-b) (i + tang»9)^ = ^^^,
solution analogue à celle de l'art. 47: elle est surtout utile lorsque le côté c ne peut être déterminé rigoureusement par son cosinus , à cause de l'exactitude limitée des Tables de logarithmes. En efFet , quand c est très petit 9 son cosinus diffère si peu de l'unité que le logarithme correspondant , qui ne renferme que 7 chiffres décimaux , appartient indifféremment à un arc plus grand ou plus petit. On ne tomberait pas dans cet inconvénient ^ si \c était peu différent du quadrant, et qu'il fut donné par son cosinus.
Pour l'obtenir de cette manière , cm remarquera qu'à cause de
cosc = 2COS^^c — I, et de cos(a — i) = sicos^^(a — i) — - i,
on a
cos^-^c = cos*^(a — b) — sina sine sin^^C
2 4/ rv r sinûsinftsin'icn = cos^i(a — 6) I -77 rf- ;
or, ici l'on peut égaler au carré d'un sinus la quantité qui suit l'unité dans le second membre , parce que le problème n'est possible qu'autant que le facteur binôme est positif.
Soit donc
si"® = cos|(J~^) V^sinasini, on aura
cosjC = cos^ (^ — b) cos 6 :
la seconde racine négative est inadmissible , puisque |c < i*^. Lorsque a — b est très-petit , il vaut mieux, pour l'exactitude de la soUition numérique , changer cosC en acos* iC— i , et l'on voit bien pourquoi , d'après une transformation analogue opérée à la fin de l'art. 47.
78. Quant aux angles inconnus A,B, ils se déduiront tous deux
des analogies de Néper, qui donnent
tangi(A + B) = coticg^^, tangX(A-B) = coticg^;
car ensuite on a
A=|(A + B)+1(A-B), et B=|(A4- B) -- i(A ~B). On aurait aussi directement
^. cotâsin^ — cosGcos^
COtA = 7-j; ,
anC '
^^ cot^sina — cosGcosa COt B = r-7; ;
smC
et pour réduire, si l'on veut, à un seul terme chacun des seconds membres y le premier, par exemple; soit comme ci-dessus ç un angle auxiliaire, et M un coefficient indéterminé, puis supposons que
cot A = M sin (ft — ç) ,
on aura, en développant,
cot A = M sinft cos<p — M cosft sinçi; ensuite, en comparant cette valeur à la précédente, il viendra
M cos© = -r-7,, M sinq} = cotC, ' sinC ^ '
d'où
tangf = tanga cosC, et cot A = -. — sin (A — 9) ;
ce qui revient à diviser le triangle proposé en deux triangles rectangles.
79. Les angles subsidiaires ont donc pour objet de transformer les expressions binômes en un seul terme , afin de les rendre plus faciles
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à évaluer par les logarithmes. On s'en convaincra de nouveau en résolvant le problème suivant :
Étant donnés, comme ci-dessus , a, b, C, déterminer directement rare de grand cercle perpendiculaire au côté inconnu c , et compris entre ce côté et le sommet de l'angle C opposé.
Soitp cet arc ou la hauteur du triangle , on aura évidemment
. « . . siiiasiii^sinC sinp = sin o sinA = —
sine '
d'ailleurs, par ce qui précède,
sine = V^i — cos^c = V^(i + cosc)(i — cosc)
= v/[iH- cos{a — b) — asinasinisin*"!^^] [i — cos (a — ft) + asinasinisin*^C] = 2^[cos*^(a — ft) — sina sin^ sin^^C] [sin*-|^(a— b) + sin^isinftsin^.jC].
Substituant donc cette valeur dans l'expression précédente , on trouvera , après quelques transformations aisées ,
sin a sin ^ sin G
sm p = . , - — =
^(cosa sin b — sina cos ^ oosC)* -h sin'n sin' C
cotjC
/r co9>x(^-6) _ 1 r sin»|(/i-5) V Lsimisin^sin^-yC J Lsinasin^sin*4(
Soient maintenant
co^'Ha-h) _ . a^ et sinH(^-r^) _. > .. ainiisiBésin'i.G — ^^ " ^ ^^ sin a sine sin» i-C ~ ^^"6 " y
alors l'expression précédente se changera en celle-ci :
sinp = cotw cos w' cot~C.
La solution qui se présente naturellement est de chercher d'à-
bord le côté c par son cosinus , et de résoudre ensuite Féquation
sinasin^sinC
sinp = :
' sine
Voyons cependant si , en calculant directement la perpendiculaire p par sa tangente , il n'y aurait pas quelque chose à gagner du côté de la brièveté.
On a
j sin*/? sin*asin*^siii*C
^ « I — sin*/? sin*c — sin»ûsin*^sin*C'
substituant pour sin^c sa valeur i — (cosa cosô + sina sine cosC)^ , puis développant et réduisant , on trouvera
^ sin*asin'^sin*C
^ « I — cos*flcos*^ — sin*«sin*^ — asin^rcos^isin^ cos^cosC *
mettant dans le dénominateur, sin^a + cos^a à la place de l'unité, et réduisant encore , on obtiendra facilement
j sin*asin*^8in*C
O * «in*/» /»r»«*
sin^ a cos* h + cos" a sin^ b — 2sin a cos a sin b cos b co8 C
sin* a sin* b sin* C ,
sin*(fl — b)-\- 4sin a cos a sin b cos b sin*-5"C
enfin, faisant
sin ^a sin 7.b sin* tC
sin* {a — b)
= tang^ $ ,
on aura cosdsinastn^sinC
solution plus courte que la première.
80. Il est facile de trouver d'autres expressions de Tare perpendiculaire , lorsqu'on ne s'astreint pas à les rendre uniquement fonctions de deux côtés et de l'angle compris. Par exemple , si l'on élève au carré l'équation sinp = sinb sin A, et qu'on fasse attention que sine sin A = sin a sinB, on aura évidemment
sin^ p = sin a sin 6 sin A sin B , de là cos^p = i — sin a sin b sin A sin B.
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D'ailleurs, à cause de cosC = sin A sinB cosc — cosA cosB , on a
A * i> cosG + cosAcosB sin A sin B = -!- ,
COSC
«t par suite,
* COSC — > sin a sin b cosG — sin a sin b cos A cos B
COS'p=
' cosc
cos a cos b — sin a sin b cos A cosB
COSC
expression due à Delambre, et qui renferme trois côtés et deux angles. On peut aussi rendre sin p fonction des trois côtés seulement , en mettant dans l'équation sin^ = sin 6 sin A , pour sin Â sa valeur donnée à l'art. 55.
Mais aucune de nos solutions n'indique si la perpendiculaire p est plus petite ou plus grande qu'un quadrant. Pour lever le doute, il faudrait connaître les angles A et B; car s'ils sont de même espèce, la perpendiculaire tombera dans le triangle , et sera aussi de l'espèce de ces angles (art. 63).
81. Nous avons vu plus haut que la 3* équation (a), art. 54, prend cette forme
sin^^c = sin*^ (a — ^) + sina sin b sin* |C; son analogue (e), art. 67, devient, par le même procédé,
sin* jC = cos* -|^ (A -H B) -H sin A sin B sin* | c ; or , si l'on élimine sin* ^ C entre ces deux résultats , on obtiendra
. 2i sin'Kfl — 6) + sinâsin6cos*|(A+B)
^ I — smâsin^sinAsmB
Par une marche parfaitement semblable on trouverait
cos* ^ c = cos* ^ (a + 6) + sin rt sin b cos* ^ C , cos* -^C = sin* |(A — B) -4- sin A sin B cos* | c , I. i3
par suite
et enfin
j ^ C08* Kfl H- ^) -4- sina sin b sin* - (A — B)
COS "n" C ^— • : 7 • I ' Ti y
^ I •— sinasin6sinAsiiiB
2 1 sin'Krt — ^) -h sin a sin 6 COS* 7 (A 4- B)
^ ^ COS* Y (ûJ H- ^) -h sin û sin ^ sin* 7 (A — B)"
C'est une des relations curieuses trouvées par Delambre {Astronomie y tome I, page 20 1). Il en existe une toute pareille entre les trois angles et deux côtés , et cela est une suite naturelle de la propriété du triangle * polaire. Mais en veut-on une différente composée de ces mêmes quantités? Il n'y a qu'à multiplier l'une par l'autre les deux équations suivantes :
.A cosa sin 6 — sina cos ^ cos C sin(«-|-6)sin*7C — sin (a — ^)cos*7C
sin tf sin G sinasinG '
.p cos^sing-^sin^cosflcosG sin(fl-|-^)sin*|G-i-sin(« — ^)cos*|C
sindsmG sin6smG
obtenues à l'art. 65 , et l'on aura
COt AcotB = ^'(^ +^)«°HC--sin>(a - ^)cosHC
smasm6sin*G
ou autrement 9 à cause de sin* C = 4 sin* \ C cos* -j C , il viendra 4 sin a sin h cot A cotB = sin* {a + b) tang* i C — sin* {a — h) cot* { C ;
relation qui nous paraît nouvelle et assez remarquable.
Si , au contraire , on ajoute les valeurs de sin a cot A et sin b cot B , on aura de suite
sin ft cot B + sin a cot A = sin {a + b) tang | C, pareillement
sin b cot B — sin £1 cot A = sin {a — b) cot \ C ;
enfin multipliant, ensuite divisant ces deux résultats l'un par l'autre , il
viendra
sin^b cot^ B — sin* a cot* A = sin (a -h i) sin (a — è) ,
sin^cotB + sinacotA sm(«-+-^) a 1 p
dn^cotB^-sin^ cotA sin(a — b) ^ ^
Toutes ces relations fort simples pourraient servir , dans un calcul trigonométrique, à réduire en un seul terme des quantités complexes.
82. Avant de quitter cette digression sur les recherches de ce genre, nous ferons encore remarquer que les deux équations fondamentales
sin 6sin c cos A = cosa — cosb cosc ,
sinA sina
sin B sin ô ^
étant divisées l'une par l'autre, donnent tout d'abord cette autre relation connue ,
. . -. cos a — cos b cosc
cot A sm B = -. — -, .
sinasinr
On pourrait, par de semblables artifices de calcul , trouver beaucoup d'autres relations trigonométriques , mais qui seraient plus curieuses qu'utiles.
85. 4* Cas. Étant donnés deux angles k, B et le côté c compris^
résoudre le triangle.
La solution relative à ce cas est toute parâlle à la précédente ; ainsi on aura les deux côtés a, b par les formules de Néper , savoir ,
4 / »\ i cosf(A — B)
tangi(a4-i») = tangue ^^r^^rfrë)'
tangi(a -b) = tangue -^^..j^) ,
sin-^(A + B) ou par celles-ci :
cot A
cotAsinB+cosBcosc ^ ç^. cos(B-(p), tang<p= — ^,
^Oj j ^ cotBsipA + cosAcosc ^ ço^ ^,(^_^)^ ^^^^^^
cotB
sine cosf \ ' ^ cosc
loo TRAITÉ DE GÉODÉSIE. Ayanf déterminé a et 6, on trouvera sin G par l'équation
. ^ sine sin A !• ^ ^ i r i ^
sinC = — ; , ou directement par la formule
cosG = coscsinAsinB — cosAcosBf
ou bien soit tang ^ =z , on aura
cosG = -V — sin (A — <p) .
sm «p ^ ^
Pour trouver l'expression du sinus ou de la tangente de l'arc perpendiculaire au côté c en fonction des données actuelles , procédez comme dans le cas précédent ^ ou y ce qui est plus simple ^ transférez au triangle polaire les résultats ci-dessus (art. 79).
84. 5® Gas. Étant donnés deux côtés a, b et V angle A opposé au premier côté, trousser le troisième côtéc et les deux autres angles B, G.
L'angle inconnu B s'obtiendra par la formule sinB = — . ; et
pour trouver l'angle G, on aura à résoudre l'équation
cot A sin G + cos G cos b = cota sin 5,
qui monterait au second degré si l'on y mettait pour cos G sa valeur y/i — sin' G, et qui fournirait par conséquent deux racines. Ainsi le problème proposé est susceptible de deux solutions. Mais au lieu de suivre cette voie, il est plus simple d'introduire dans le premier membre de l'équation un angle auxiliaire tpj tel qu'on ait
M sin (Gh- (p) = cota sin b.
Pour déterminer cet angle ainsi que le coefficient M , développons et comparons terme à terme les deux membres deces équations, il viendra
Mcos^ = cotA, Msin? = cosi.
Delà
A 7 • /^ \ tans ^ sin «p
tang ^= tang A cos 6 et sm(GH-^)= — ^- — -:
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ici i' — ^ est l'angle au sommet C du triangle formé par le coté b et la perpendiculaire abaissée sur la base c (art. 61).
Lorsqu'on substitue pour cos6 sa valeur déduite de la seconde relation (ê) , on a
^ cosB + cosAoosG ^°g^= ccArinC > on a en outre
sinC
^^ cx)tatang^ — cosG*
Le troisième côté c sera donné par l'équation sinc= — =~~r~; ou bien^ en n'employant que les données primitives j par la formule
cos 6 cos c -h cos A sin /^ sin c = cos ^9 qu'on transformera en celle-ci
àl'aide d'un arc subsidiaire^ donné par l'équation tang ^ = cosA tangé. Cet arc, qui est le segment adjacent à l'angle A j çt qui se trouve formé par la perpendiculaire abaissée de l'angle C sur le côté opposé , peut s'exprimer analytiquement de plusieurs manières différentes , selon les données du problème ; par exemple , si les trois côtés sont connus , on aura
tang:9 = tang£^cosA= t—. .
° ^ ^ cos 6 sin c
Si deux côtés et l'angle compris sont donnés , on aura
sin b cos A cos a sine — sin a cosc cos B ^™ "^ cos^ "^ cos û cos c -h sin «sine cos B'
c'est ce qu'il est aisé de voir. Il n'est pas plus difficile de reconnaître que
sinccosA sine cotAsinB
^ ^ cotB sin A + cosccos A tang A cotB -f- côs c cosécucos^*
loa TRAITÉ DE GÉODÉSIE.
Le même segment pourrait aussi s'exprimer en fonction des trois angles.
85. 6* Cas. Étant donnés deux angles A c« B a^ec le côtédi opposé
au premier y trousser les deux autres côtés b, c et le troisième angle C.
La solution de ce problème se déduit de la précédente par la propriété
* i> du triangle polaire; ainsil'on aura le côté 6 pari' équation sin&= — r—^ ,
et le côté c par la formule
cot a sin ^ — cosB cos c = cot A sin B, de laquelle on tirera
/ ^N tangBsincp ^ ^' tangA '
en y introduisant un angle auxiliaire p donné par l'équation
tang^ == cosBtanga.
Enfin l'on trouvera l'angle C au moyen de l'équation
cosa sin B sinC — cos B cosC = cos A ;
mais, pour abréger le calcul, on fera tang (p = y et l'on aura
cosa
• /^^ ^\ cos A sin»
Ce problème est, comme le précédent, susceptible de deux solutions fart. 60). Voyez la Trigonométrie de Legendre, pour savoir distinguer dans ces deux cas si parmi des valeurs particidières des quantités données, il existe deux triangles qui satisfont à la question, ou seulement un seul. Ici nous supposons les cas les plus généraux.
86. Si l'on connaissait deux angles A, B, ainsi que les deux côtés opposés a, bj et qu'on voulût déterminer immédiatement le troisième
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angle C y on pourrait transformer la relation
. , ,v sinrsiii7(A + B)sii)T(A — B)
démontrée à l'art. 72 , en cette autre ,
8in(«i-*) = ^?^tang|Csm|(AH-B)8inA(A-BJ,
qu'on obtient en multipliant le second membre de la première , haut et bas, par sin C; et de là on aurait
^ 1 ç sin A sin (g -^&)
™'« 2sinflsin|(A-hB)sin|(A— B)'
sansambiguité.
Il résulterait en outre de l'article cité,
cot^C= nn Asin(fl--4-^)
^ îisinacosl(A-HB)cosf(A— B)"
Si l'on voulait l'angle G par son cosinus , il faudrait de l'équation
cosC = cosc sin AsinB — cosAcosB
éliminer cosc = cos acosfr + sin asin b cosC^ et l'on aurait, mais d'une manière beaucoup moins commode pour les logarithmes ,
^ cosacos^sinAsinB — cosAcosB
COSLi= : ;■— 7— : — , . _ .
I — sinasinosinAsmB
Lorsqu'on multiplie entre elles les valeurs ci-dessus de tang | C et cot -^ C, on a de suite la relation
sin* a sin (fl 4- A) sin (a — b)
sin» A ~ sin(A-+-B)sin(X^B) '
io4 TRAITÉ DE GÉODÉSIE,
que l'on peut vérifier ainsi qu'il suit : En général j
sin^rt— sin^é = sinrfl-hft)sin(a— i) ) ,^
\ . [ \ art. 45:
sin^ A - sin^ B = sin (A -h B) sin ( A - B)
ainsi j
. . , sin* b \ sin* a\ I — . , .
^in* a J sin {a -h b) sm (a — b) .
sin* A( I —
sin'
lîn*lB\ sin(A-f-B)sin(A — B) ' sin* A
sin b sin B 1
mais -: — =-r---: donc, etc.
sin a sin A ^
Dans les applications numénques , il faudra , pour éviter les solutions inutiles ou fausses , avoir égard aux signes des lignes trigonométriques (art. 46)5 et se rappeler les trois règles suivantes:
i^. Tout angle ou tout côté d'un triangle sphérique doit être plus petit que deux quadrans;
t2^. Les plus grands angles sont opposés aux plus grands côtés , et réciproquement ;
3^. Enfin j un angle ou un côté d'un triangle sphérique ne peut être négatif.
DE QUELQUES PROPRiiTlÊS REMARQUABLTIS BU TRIANGLE SPHERIQUE , ET NOTAMMENT DE DIVERSES EXPRESSIONS DE SA SURFACE.
87. Il existe une propriété du triangle sphérique de laquelle on déduit immédiatement une relation entre les trois angles et deux côtés. Cette propriété est que si Von divise en deux parties égales^ par des arcs de grand cercle ^ chacun des angles dun triangle sphérique y ces arcs se couperont au même point.
Supposons que les arcs Atz, Ce (Jig^ i5), divisent en deux parties égales les angles A, C, et se coupent au point R; il s'agit de prouver que l'arc de grand cercle BR6 divisera aussi en deux parties égales l'angle B.
Or, les deux triangles CAR, RAc, donnent
sinAG sinCR sinAr sincR
sin R sin-J-A ' sinR sinjA*
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divisant ces deux équations Tune par F autre, on a
sinAG sinCR
sinAc sincR^
ainsi , quand un arc tel que AR divise également un angle d'un triangle sphérique, le^ sinus des segments du côté opposé sont entre eux comme les sinus des côtés adjacents.
Le triangle ACB, dans lequdi Ce partage en deux parties égales Tangle C j donne par conséquent
ûnAG sinCB
sin Ac sin cB *
de ces deux rapports égaux il suit que
sinCR sinCB sincR sincB'
donc l'arc BR divise également Tangle B. Donc^ etc.
Maintenant il résulte de l'art. 70 et de l'hypothèse ci-dessus , que les deux triangles BAR, GBR donnent respectivement
*.»» cot-yAsin-fB , ^ . ^
cotBR = — ^ ^ H- cote coslB,
cotBR = ^ »^,^^" -I- cota coslB;
SlDâ
on a donc la relation cherchée en égalant ces deux valeurs , et en réduisant, savoir:
sin (a — c) = (cot-^ C sin c — cot| A sin a) tang-^ B ;
c'est à quoi l'on parviendrait encore par quelques artifices de calcul appliqués à la valeur de sin (a — c)y donnée à Fart. 72.
sin a
sine
Si 1 on fait attention qu a cause de - — r- = -r-;^ , 1 on a
^ ain A «m I.
Sin A
. . sincoosA
sinacotA= — r-^ — ,
^^ sinaoosG smc cote = r-T — ,
sinA '
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et par soustraction
sinccotC — sinacotA = -^-7 (cosC — cosA);
sin A ^ '^
alors en mettant pour cosC et cos A leurs valeurs acos^ ^ C — i et 2COS* 5 A -— I , il viendra
sine cote — sina cotA = -v— r- (cos^iC — cos^iA)
sin c. cos' Y C sin fl. cos* \ A
sinyCcosyC siiiyAcos-j-A
= sinccot^^C — sinacot-^A.
Par conséquent l'on a aussi
sin (ûî — c) = (cote sine — cotA sina) tang-^B.
88. Si du point R de concours des arcs qui divisent également chacun des angles A ^ B , C , on abaisse des perpendiculaires sur les côtés opposés, ces perpendiculaires seront nécessairement égales comme dans le triangle rectiligne 9 et elles partageront aussi les trois côtés en six segments égaux entre eux deux à deux. Par exemple, les segments adjacents à l'angle A auront chacun pour valeur le demi-périmètre s du triangle, moins le côté opposé à cet angle. Ainsi, par la propriété du triangle sphérique rectangle, l'une des perpendiculaires dont il s'agit étant désignée par p , on aura (art. 60),
tang/7 = tangl A sin [s — d) = tang^B sin {s — b) = tang I G sin (^ — c ) ;
de là cette nouvelle relation , signalée par M. Molweide , savoir :
tangj A sin (5 — b)
taogjB sin(^ — a)'
(Voyez la CaKuuùssance des Tems pour l'année 1820 , page 346.) Il est évident que la distance a du point R à l'angle A sera donnée par
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la formule
tsLnefs — a)
tanga = — ^ \ , \
Quand on est parvenu à des formules nouvelles, il est utile de les vérifier par des exemples numériques : on pourra , pour cet effet , employer le triangle d'épreuve, dont Delambre a calculé toutes les pa:rties {Astron. , tome I, page 227), ou celui que nous avons donné (art. 158).
11 est remarquable que si les arcs Aa , Bb^Cc étaient chacun perpendiculaires aux côtés a, 6, c, ils se couperaient pareillement en uu même point R. Cette autre propriété n'est pas plus difficile à démontrer que la précédente, et elle résulte de ce que les cosinus des deux segments de la base , formés par la perpendiculaire , sont proportionnels aux cosinus des côtés adjacents.
89. Occupons-nous maintenant de la recherche de Taire d'un triangle sphérique , en fonction de trois des six parties dont il est composé. Or, on sait que l'aire d'un tel triangle a pour mesure l'excès de ses trois angles sur deux angles droits, c'est-à*dîre qu'elle est égale à autant de triangles trirectangles , ou de huitièmes de la surface de la sphère, qu'il existe d'angles droits dans l'excès dont il s'agit [Géométrie de Legendre, liv. VII, prop. aS). Soit, d'après cela, 2 l'aire cherchée , i^ le quadrant pris pour unité de mesure des angles, et A, B, C les trois angles d'un triangle sphérique ; on aura
2 = A-hB-hC — 2^ (i)
Mai^jO désignant le rayon de la sphère à laquelle le triangle appartient, et TT la demi-circonférence d'un cercle dont le rayon est pris pour unité, on a pour l'expression de l'aire de cette sphère, 4^P^j ^t pour celle T du triangle proposé , évaluée en mesures carrées ,
formule dans laquelle le facteur 2 doit être un nombre abstrait. Par exemple, si 2 était donné en degrés, il faudrait remplacer ce facteur
par — , parce qu'alors i'' = 90*^,
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On peut avoir 1 sous différentes formes. D'abord il est évident que
développant le second membre , il vient
sm -== — cos I ) cos - + sm ( l sm -y
et substituant pour sin (— ^ ) et cos ( j leurs valeurs en
fonction de a , 6, c , C (art. 64) , on trouve
"°l =-- ^^^iTc'^ [cosi{a-b)-cos\{a+b)]
asmlasixij^sinyGcosYG sin|flsip»s-^sinC ' ^ ^
COS-|-C COS7C
enfin remplaçant sin-|^ C et cos | C par leurs valeurs {y) données àl'art. 64, et faisant a^ = a + ft -+- c , pour abréger, on a
sm - = ^—r-^ — ri 1 — ^^ -' W
Cherchons en outre l'expression de cos - : on a d'abord
cos
s /A+B-hC A . /A-+-B . C\
= sm ( ] cos - + cos ( j sm - .
Substituant comme ci-dessus pour sin f j et cos ( — j leurs valeurs, il vient
ï cos\(a — b) cos»|C -h cos{(a 4- b) sin» J^C
cos - = — ^ 1 ^ ' —
2 COS-j-C
_ cos\{a--b)-h[cosi{a-\-b)'—cos-^{a-^b)]ùn*\C
COSyC
C0S7(a — b) — ssin-s-asin-f^sin^YC
cos|acos7^+sin|asiiiy^ (i — 29in*yC)^
cos^c
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ou bien , à cause de cos C = i — asin* -^ C ,
2 COS-jC ^ ^
Cette formule 9 ou celle (3) , fera connaître l'aire d'un triangle sphérique , au moyen de trois côtés et d'un angle. Pour en avoir une qui ne dépende que de deux côtés et de l'angle compris j on divisera Tune par l'autre (3) et (5); en effet, on aura sur-le-champ
j „ sinyasin^^ésinG __ tang-atang^^sinC ^ ^v*
^^ COS7ACOS76 +sinyasinj^cosG i -h tangua tangl^ cos C^ ^ ^
expression encore toute rationnelle*
La valeur précédente de cos - peut se mettre sous une autre forme ,
ainsi qu'il suit.
De ce que
I « cos~{a — b) ^ûn-jaùajbmk^^^C
COS «■ Zê — ; ^— » 1 •
^ COS-jC COS7C
il en résulte, en éliminant sin^ \ C, que
1 y _«»t(^ — ^) 8in(f— g)sin(j— ^),
^ COBjC acOSya COS7P COSy.c'
mais
sin {s — a) sin (j — 6) = ■|-[cos(6 — a)— cosc] ;
ainsi
j „ T^oosjacos-^bcosj {a — b) — \ccfi(a'^ b) -hy <5osc^
COS*? ^ — — ^— — — — ^— T—=r — I j
* aCOSyaCOSY^XOSyC
et comme cos (a— b)^=^ acos* i (^ — ^) — i y le numérateur du second membre de cette équation devient
[cos-|(a — A) ■+• cos|(a -h i)]cos-|(a — 6) — cos*-|-(a — 6)-h|cosc H-|,
et se réduit à
cos-|-(a+6)cos|-(a — 6) + yCosc+|= .
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On a donc cette formule remarquable,
COS-^2— —, ; pr i
COS'YÛ'-|-COS*-i-^-hCOS*-î C — 1^ f W /
et en ia divisant par celle désignée précédemment par (3), il vient
. I -+- oosfl 4- cosft H-cosc
Cherchons maintenant, à l'exemple de Legendre {Géométrie, note X), l'expression du rapport -^. -t~—' Premièrement, par ce qui précède,
I COStI ^ . -, I — COS*T^ — C08*r^ — C08*-5-C-h2C08flieO«4"^CO»TC
— . ,^ = tang-l" 2 = ' / - — =J — ;
*iï^7 ^ K sin 5 sin (j — a) sin (5 — ^) sin (j — c)
en second lieu , le numérateur de cette expression étant le développement de la quantité
(i — cos*^fl)(i — cos^-^i) — (cos|acoS"|^6 — cos-jc)*,
il s'ensuit qu'il peut être remplacé par le produit
(sin^^asin^À + cos^acos^-^ — cos-l^ c) (sin-^asin-ji — cos^acos-I^ÔH- co8-|^ c) |'
ou par cet autre ,
[cos|(a — i) — cos^c] [cos^c — cos|^(aH-6)]
4smi^sm(^-^^ j sm^^-^-Y^j sui (^y
Mais en général ,
iJBJj^ I sin»|^_ i/xtanffXa:-
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ainsi l'on a définitivement la formule suivante, due à LhnUier, de Genève :
tang|2 = y/ [tang '- tang (^) tang (i^^^^ tang (—J^ . (8)
Toutes les relations précédentes sont connues ; mais la route qui nous y a conduit nous paraît nouvelle et directe , et c'est ce qui nous a engagé à les reproduire ici.
90. Avant de terminer cette matière, appliquons d'abord la formule (6) à la recherche du maximum d'aire d'un triangle spbérique dont deux cotés sont constants; et dans ce but, égalons à zéro la différentielle du second membre de cette formule , afin de caractériser ce maximum ; il viendra sur-le^hamp
o 3s i •4<- cot\a cot-^ a cosC , ou bien
o = sin ^a sin ^è + cos^a cos^^i cos C.
Or, en mettant successivement pour cos C ses deux valeurs , i — asin^-|^C et acos^^C — i , on a
icos^a cos-|^i sin^^C = cos\{a — b) , acos^a cos-|^icos^yC = cos|^(a+/^);
et , divisant ces deux relations l'une par l'autre , il vient
tanff^^C- — ^-^^^^^
cosi(fl-H*)
Mais, par une formule de Néper,
cosKa — A).
tang^ (A + B) = - -^-^ . ^^i^jqrF) '
ainsi, définitivement,
tang|C = tang|(A +B) , et C=Ah-B.
Observons toutefois qu'on arrive au même résultat sans l'intervention du calcul différentiel 9 car en multipliant l'équation (3) précédente par la valeur de cos-|-(A + B — G) trouvée à l'art. 66 , on a cette expression nouvelle
sin| 2 = tangua tang| b cos^ (A + B — G) ,
laquelle montre évidemment que l'aire 2 est un maximum lorsque
Ainsi de tous les triangles sphériques formés avec ^ux côtés donnés et un troisième à volonté^ le plus grand est celui dans lequel V angle compris par les. deux côtés donnés, est égal à la somme des deux autres angles.
Cherchons pareillement l'aire maximum d'un triangle sphérique dont le périmètre est donné , et pour cet efiet ayons recours à la formule (8), dans laquelle le côté c = a^ — a — bj puis faisons tang| 1 = Uj pour abréger ; on aura
u == y/tSLag\s tangl (^ — a) tang|(j— 6) tang j (a -h b-^s).
et les équations relatives au maximum étant — = o, ^ = <>, on trouvera d'abord
du tangK* — ^) tangy(g4-)^ — s)
da cos»|{a-f-ô — s) cos*j(s — a) '
OU y en réduisant ,
j- = sin (j — rt) — sin {a + b ^s)= o; ensuite
^ = sin (j — 6) — sin (a + i — j) = o : ainsi
et par conséquent
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D'ailleurs les coefficients difl-érentiels^, ^, g- ^**"t "^»''^'
ils indiquent que 2/ est un maximum. Donc, entre tous les triangles sphériques ou rectilignes de même périmètre ^ le triangle équilatéral est le plus grandi^).
On trouvera au livre VII de la Géométrie de Legendre , d'autres démonstrations de ces deux théorèmes, et les conséquences qui en découlent.
La formule (4) , qui donne Faire d'un triangle en fonction des trois côtés, procure une expression très-simple du rayon du petit cercle inscrit. En effet, p dénotant ce rayon, l'on a, par l'art. 88,
tangjQ = tang^ A sin (j — £i) ; partant,
tang*p = tang-|^ A tang^B tang^^C sin {s — a) sin [s — b) sin {s — c).
Substituant pour tang^A, tang^B, tang^C leurs valeurs (art.64), il vient, réduction faite, et après avoir extrait la racine cubique,
^sîn [s — a) sin [s — b) sin (5 — ^
^sinx
et enfin , à cause de la formule (4)9
2sin T 2 COS T fl COS T ^ cos 1 c
tanff û = ^ î 2-,
^ ' sin j
(* ) Au reste, la démonstration analytique de cette proposition relative au triangle rectiligne n'exige pas le secours du calcul différentiel, car, à cause de (j-a) -h (j - 6) -f- (5 - c) = j, il suffit de prouver que le produit des trois parties d'une quantité est plus petit que le cube du tiers de leur somme. Or si j:, a? -h ^, x -h ^ -+- ^' sont généralement, par ordre
de grandeur, ces trois parties, le tiers de leur somme sera x -\ — ; et si Ton développe les deux expressions
on reconnaîtra que le second résultat est plus grand que le premier.
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expression qui rentre nécessairement dans celle relative au triangle recti ligne 9 lorsque les côtés du triangle sphérique sont infiniment petits. Quant au rayon R du cercle circonscrit (art. 65) , il est donné par cette équation
tangR = *"'6i''^.°gT^tangi.
et si l'on cherche ce qu'elle devient dans le cas du i*' théorème précédenty on trouve R=^c, à cause de tangua tang-|^6=—cosC=sia-|2: ainsi le centre du cercle circonscrit au triangle sphérique dont l'aire est un maximum ^ est au milieu du côté vaiîable *, et l'on conclut de cette propriété que
sin^^a + sin^^ô = sin^-^e.
On reconnaîtra avec non moins de facilité que le sinus de la plus courte distance du sommet de l'angle G au côté opposé ^^ oude la hauteur p du triangle ARC (art. 79) , a pour expression
sinp = v-j — — sm42,
2 étant toujours Taire de ce triangle.
Démontrons encore, par l'analyse trigonométrique , ce beau théorème dû à Lexell , savoir : que les sommets de tous les triangles spheriques de 'même base et de même surface se troussent sur un cercle unique.
Soient a, bj des trois côtés d'un de ces triangles, c la base commune et 2 sa surface ; prolongeons les arcs a , b vers le sommet de l'angle C qu'ils forment, de manière que chacun d'eux soit égal' à une demi-circonférence n : alors la plus courte distance de leurs nouvelles extrémités A', H', mesurée sur la sphère, sera égale au côté c ; et si nous faisons rt'=:7r~a,6' = 7r — 6, non-seulement le triangle a' b'c aura même sommet C que le triangle abc ; mais, d'après ce qui a été démontré (art. 66), le rayon R du cercle qui lui sera circonscrit sera donné par cette relation
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Or on a
cos a' = — cos a , cos &' = — cos b ,
s\n\a' = cos|a, sin|A' = cos|è;
par conséquent
tangR == ^ — ^ .
D'ailleurs 2 étant l'aire du triangle sphérique ABC dont les côtés sont abc , l'on a
sin-s-2 = 7 — i -—rj' — r~ '
2 qcosjacos^ocos-jc
multipliant ces deux équations membre à membre , il vient
Donc R est une quantité constante, donc enfin la circonférence qui passe par le sommet C et par les deux points A', B' diamétralement opposés aux extrémités A , B de la base commune, est, ainsi que M. Steiner l'a feit remarquer le premier, le lieu géométrique des sommets de tous les autres triangles équivalents. Cette démonstration, beaucoup plus courte que celle de Legendre , complète en même temps le théorème de Lexell renfermé dans l'èioncé précédent ; mais celle de M. Steiner, fondée sur des considérations purement géométriques , est d'une admirable simplicité. [Foxez le Mémoire de cet habile géomètre , inséré dans le Journal de Mathématiques pures et expliquées de M. Liouville,
tomeVI(i84i).]
Les auteurs de Traités de Trigonométrie sphérique à l'usage de l'Astronomie, donnent ordinairement une collection de formules différentielles trigonométriques , et même de formules aux différences finies : nous en démontrerons quelques-unes à mesure que le besoin s'en fera sentir; maison pourra consulter, pour plus de détails, le i" volume de Y astronomie de Delambre , ou la Trigonométrie de Cagnoli , 2* édition , traduite de l'italien par Chompré.
Voyons maintenant la résolution des triangles , par la voie des
séries.
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TRIGONOMÉTRIE
91. La résolutio» des triangles par les formules que nous avons données dans les deux chapitres précédents , a tout le degré de généralité que Ton peut désirer; mais il arrive quelquefois dans la pratique, que l'erreur des Tables des logarithmes influe sensiblement sur les valeurs auxquelles conduisent les solutions générales : par exemple , lorsqu'un angle est donné par son sinus , il ne peut être déterminé rigoureusement à l'aide des tables ordinaires à sept décimales , lorsqu'il diffère très-peu de l'angle droit. Pour obvier à cet inconvénient , nous analyserons quelques-uns des cas particuliers dont les solutions , quoique approximatives , ont cependant l'avantage de procurer des résultats numériques plus exacts et plus indépendants de l'erreur dont il s'agit.
Nous emploierons les relations suivantes , qui sont assez connues pour que nous soyons dispensé d'en rappeler les démonstrations.
Sin X =: X 5 -i-
cos a: = I — — -i-
a* = sin a: -( 5 sin* x 4 >— = sin* a: H i-2 — sin ^ x
X = tangor— \ tang^ ^ + j tang* jc — -^ tang^ jc -i- . . . ,
\o^{i ±.x) = ±,x ±: — — Y =4= • • (le module étant = i).
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cos X = cos Jtr, sin a: = sinor,
2cos*x = COS2JC+ I , asin^x = — cosajc-|- 1 ,
4cos' x = cos3x+3cosar, 4sin'x= — sinSor + Ssina:,
Scos^or = cos4j: + 4c<^saJC+ 3, 8sin* jc = cos4'3P — 4cos2j:+3.
Nous aurons aussi occasion de convertir en parties du quadrant , ou en grades 9 un arc donné en parties du rayon pris pour unité. Cette opération est fondée sur la considération suivante :
Si Ton suppose que le rayon soit développé sur la circonférence, il comprendra un nombre de parties du quadrant , que Ton obtiendra à Taide de la proportion
n désignant la demi-circonférence d'un cercle dont le rayon = i, Q le quadrant, et R un arc égal au rayon.
Dans la pratique, i^ dépend du système de division que l'on adopte; ainsi, dans l'hypothèse que i^ = 100 grades ou degrés décimaux, le rayon sera exprimé en centigrades ou minutes centésimales, par
dont le logarithme = 3.80388012297, àcausederr = 3,i4i59265359, et de 2"* = 20000 \
De même le rayon sera exprimé en déx^imilligrades ou secondes centésimales, par
dont le logarithme est 5 . 8o388oi . Nous employons l'accent grave pour désigner les minutes et secondes de degré décimal , afin qu'on ne puisse pas les confondre avec les minutes et secondes de degré sexagésimal. Ainsi, un arc quelconque, donné en parties du rayon considéré comme unité, sera exprimé en secondes, par exemple, en le multipliant par R" ; et un arc donné en secondes sera converti en parties du rayon , en le divisant par R".
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Si l'on employait l'oacienne division du cercle , on aurait , à cause de a^ = i8o X 36oo",
R" = ao6264%8, et log R'' = 5.3i4425i.
Il est remarquable que R^' = -: — i, , du moins à très-peu près. Pour
s'en convaincre 9 il suffit de remarquer qoe le sinus de \" ^ vu sa petitesse , pouvant être pris pour l'arc même , on a sensiblem^it
-y - = -^ ; mais '„ = R*' exactement ; donc
sin I arc 1 ' arc i
sin I
Nous ferons, par la suite ^ usage de l'une et de l'autre expression du rayon réduit en secondes.
RESOLUTION d'un triangle REGTILIGNE DONT DEUX COTÉS SONT DONNÉS
AVEC l'angle compris.
i*^. En supposofit cet angle très-obtus;
2*^. En supposant qu'un des côtés donnes soit très-petit à P égard de l'autre.
92. Soient a, ô les côtés connus, et C = a"^ — 6 l'angle compris, 0 étant très-petit.
La formule (A) de l'art. 47 donnera, en conservant la notation qui y est indiquée, et en faisant attention que le cosinus de C est négatif ,
c^ = a^ + b^ -j- lab cosô;
mais l'angle Q est si petit par hypothèse, que les tables desUinus qui ne renferment les logarithmes qu'avec sept décimales, ne donneraient pas le log cos Q avec assez de précision ; ainsi l'évaluation du terme %aJ) cos 6 ne serait pas assez exacte : à la vérité on pourrait , dans ce cas, recourir à la formule de la page 57, mais il vaut encore mieux procéder ainsi qu'il suit.
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D'abord , tf après Tart. précédent ,
ainsi
c« = a^ + b^ + ^ab(i «Ç) =(a^-ô)^-aW^•
donc si F on prend la racine carrée en se bornant aux termes de Tordre 9*, on ain^
Il est remarqiaable que, dans cette formule très-sioiple y Q est introduit couixie un arc donné ea parties du rayooi; maâs dans la pratique, cet arc est donné en minutes ou^secondes; et comme il doit être employé dans la première hypothèse, il faudra diviser 6 par R' ou R*^ ; on aura donc en général
Maintenant, de Téquation ^—^ = -, ou -7— r- = - on tire, en sub-
' ^ amC c' siB 0 c '
stituant la valeur de c et celle de sin 0 = 9 r,
OU bien
sm A = r 1 I H , — — xTT — . Tf ). (a)
Mais Tangle C étant très-obtus, Tangle A sera fort aigu; ainsi le sinus de celui-ci pourrait être pris pour son arc , et vice versd. Mais d'ail-
A^ , * . » . sin^Ax
leurs on a sin A = A tt- ; donc A = sin A H 7^--'. Substituant po
ur
sia A. et sin. A' leurs valeurs déduites. de Téquation (a)^ on aura plus
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exactement, en se bornant toujour3 aux termes de Tordre ô',
A _ sm A + g _ ^^^ yi H- ^^_^^j. . g j.
11 faut , dans cette formule , comme dans la valeur précédente de c, et pour la même raison , écrire — au lieu de 0 : mais la valeur actuelle
de A sersiit donnée en parties du rayon; donc, pour l'avoir en minutes ou en secondes , il faudra la multiplier par p.,, ce qui revient à
93. Supposons maintenant que b soit beaucoup plus petit que a^ et qu'on veuille l'angle B en série ; on développera d'abord la formule
^ _ 8ia(B+C) î "" sin B ^
qui deviendra
a sinB = b[sm BcosC+ cosB sin C),
et de laquelle on tirera
sin B ^ sin G
cosB a — ^cosC
Mais en général
.im^^.yfzr, ^,^- 1 _,^^ ,
sm X = . > — , cos or = ,
e étant la base des logarithmes népériens , ou le nombre dont le logarithme hyperbolique est = i ; par conséquent l'équation précédente deviendra
Bv/^.^-Bv^-l aT^Cv'-.^.^-C^-.)
Celle-ci peut être mise sous une forme plus simple et plus symé-
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trique ; car en divisant le premier membre haut et bas par e on aura pour quotient
ou pour abréger ,
-Bv/-i
fi — y
et le second membre pourra s'écrire ainsi :
; — ^ / — ^ , — j ou, plus simplement,
L'équation (3) est donc de la forme
«— ' _ jg— y.
«4-1 i8-hy*
or , si dans cette dernière on chasse les dénominateurs , et que Ton réduise, on trouvera
et si l'on remplace a, ^, y par les valeurs que ces lettres représentent, on aura
aB*/— I a — be N a
OU prenant le logarithme népérien de chaque membre ,
aB 1/— I =tr logN — logD.
Maintenant, développant le second membre d'après la formule connue, log (i — or) = ^ — etc., on aura
a aa* 3fl^
puis divisant tout par 21 \/^ i y et réduisant au moyen de la formule
= sin. mC,
on aura enfin pour la valeur de l'angle B, exprimée en parties du rayon,
B = - sinCH : sin aC + -5-5 sin 3C
afl" 3a^
Cette série élégante, à laquelle Delambre est parvenu le premier, est évidemment d'autant plus convergente , que b est plus petit à l'égard de a : elle donnera B en secondes en multipliant tous ses termes par R".
Il suit de là que si l'on avait à résoudre l'équation tang x = —7- -j
et que \^ fut une très-petite fraction , comme ci-dessus , on aurait
jo = i' sinC sin aC H- ^ sin 3C —
Pour avoir le logarithme du côté c par une série qui procède suivant les cosinus des multiples de l'angle opposé, mettons au lieu de cosC sa
valeur ^ ; on aura
et par conséquent
Prenant le logarithme de chaque membre, et réduisant en série, il vient
alogc = 2loga--e ^ -— e ^ -j^e
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puis simplifiant à l'aide de la formule cos mC = — — ,
réduisant et changeant les logarithmes népériens en logarithmes vulgaires, on a
log c = loga — fJL- cos C — |U — ^ cos aC — jul ^3 cos 3C — . . . ,
|x désignant le module 0,434^94^- Cette série très-remarquable est due à Legendre.
ÉTANT CONNUS l' HYPOTÉNUSE D*UN TRIANGLE SPHÉRIQUE RECTANGLE , ET UN DES ANGLES OBLIQUES, TROUVER LA VALEUR DU COTÉ ADJACENT A CET ANGLE, EXPRIMÉE EN SÉRIE.
94. L'équation qui donne le côté de l'angle droit c en fonction de l'hypoténuse a et de l'angle compris B est, d'après l'art. 56,
tang c = tang a cos B ; on a donc
tang a — ^ tang c = tang a ( i — cos B) ,
tang a + tang c = tang a (i + cos B); or, si l'on divise les deux équations l'une par l'autre, il viendra
tang a — tang c i — cos B
tang a -h tang c i -h cos B '
ou
^^^i^-<^) _ tanc^lB-
sin(«-|-c) - ^"6 2^^
et si Ton change les sinus en exponentielles imaginaires , on aura
p= == = tang^ i B ;
Multipliant et divisant par e^** ^^^ ' , on trouve
= tangHB, •
ç-^-*-^..- <W^ ' ■ r <:^1K X^'-^éi
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d'où
Mais
substituant cette valeur dans l'équation précédente ^ on tire enfin
Maintenant si, comme dans l'article précédent , on prend de part et d'autre les logarithmes népériens, et que l'on développe en vertu de
la formule log (i + z) = z 1 . . . . , il viendra
2(û — c)v/— i==tang»|Be''«V'-"~-;tong4|Btf4«V^+|tang«|Be6*v'^—
— tang»i.B^-W^ -h i.taiigHBéf-4«v/=^— 1 tang« | Be -6«v^i_^..^
et enfin
a — c=r tang'jBsins^ — jtang*fB8in4«-4-Ttaiig^YBsin6fl! —
Cette série y que Lagrange a publiée pour la première fois dans les Mémoires de VAcadénUe de Berlin ^ année 1776, se déduit aisément de celle de l'article précédent, comme on peut s'en assurer; elle n'est qu'un cas particulier d'une autre plus générale, que Legendre a donnée dans ses Exercices de Calcul intégral^ lorsqu'il s'est proposé de développer en séries convergentes l'arc dont la tangente est donnée par une fonction rationnelle des sinus et cosinus d'un autre arc indéfini {voyez cinquième partie, page 238).
95. Soit généralement tang c = d tang a] on aura, d'après ce qui précède ,
sin aa « i (î^)' ^'"^ ^"^
Si l'on voulait avoir a — c en fonction de c , on tirerait d'abord de
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l'équation hypothétique , tanga = ^ tang c, ou, pour abréger, . . . tang a = $' tang c; ainsi, en vertu de la série précédente, on aurait
_^8»,c-i(^ sin4c + i(^ sm6c,
OU
-«= ^«™=»^-i(J-TrTy»i°4c + 4(?^y sin6c;
ou bien, en changeant les signes,
a-c=(l^)9inac+i(;-^y8in4c + i(}^ysin6c.
Ces séries ne peuvent être utiles dans la pratique, qu'autant qu'elles
convergent rapidement j ce qui exige que r soit une fraction plus
petite que l'unité.
RESOLUTION d'un TRIANGLE SPH^RIQUE DONT DEUX COTÉS SONT PEU
DIFFÉRENTS DU QUADRANT
96. Soient aetb les deux côtés donnés , supposés très-peu différents du quart de la circonférence ; on propose de trouver C en fonction des trois côtés a 9 è, c.
Par hypothèse ,
a=-r ^ OL
et comme a et |3 sont très-petits , l'angle C a pour mesure un arc trèspeu différent de c. Soit alors
on aura
C = c-l- jc;
sin^C = sin-|^ (c H- or) = sin|c + {x cos^c,
puisque x est fort petit ; et par suite ,
sin^lC = svû?\C'\' X sin^c cos^c.
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L'équation exacte
Sin -s- Vu ;; ; — ; y
' smasmo
obtenue dans Fart. 64, résout la question proposée; mais vu qu'il serait pénible d'avoir C avec une grande exactitude, il vaut mieux calculer le petit excès x de l'angle C sur c. Pour cet effet , l'on mettra dans l'équation précédente pour ^ , ô et sin^^C leurs valeurs actuelles, et l'on aura
sm^^c +ocsm\c cos-^-c = *-^ ^ ^ :
2 ' 2 2 COSaCOSp
puis prenant la valeur de a: sin^^c.cos^c, il viendra
^ ^ cosa cosp '
mais
cosacoëP5=|cos(a*4-j3)4--|cos(a— j3) = cos*-|(a— P)— sinH(a+i3)> puisqu'en général cos^ = i — asin* | p = acos^ ijP "" ' 5
donc
^ _ 8inH(a-|-p)taDgic~8in4(«-p)cot|c^ , .
cosa cosp ' ^ '
Telle est la formule à laquelle Delambre est parvenu par une voie différente: en prenant les petits arcs pour les sinus, elle rentre dans celle que Legendre a donnée; c'est-à-dire que l'on a, d'après cette hypothèse ,
a: = |(â 4- /3)» tangue «|(a - ^y cotic. (a)
2* Solution, On parvient plus simplement à cette formule ainsi qu'il suit. D'abord, à cause de
^ cos c — ces a cos b
COSC = ; r— r ,
suuisin^ '
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on a
^ cosc — sinasinô cosc^—aô
cos C = 5— i- = w , . ^Q,v
cosa cos p I — 7 («M- P*)
= COSC — ajS + i (^^ + P^) c^sc = cosc — jr sin c , en ne conservant que les quantités du second ordre ; et de là
smc
D'ailleurs , à cause de
cosc = cos* ^c — sin^l^c , et de
a]3 = a]3 (sin'|c + cos*|c), on a ; comme ci-dessus ;
_ (a-hp)*8iD*ic— («— P)'co8'jc
4smyccosYC
= (fi±êytangic-(^7-PycoHe.
Dans la pratique , les quantités a -f- j3 et a—jS sont données* en minutes ou secondes 9 tandis qu'elles doivent être considérées dans cette formule comme des arcs comparés au rayon pris pour unité: mais si Ton y met
--fr^ et ^— à la place de a + j3 et de a— /3 , la correction x fera ellemême partie de ce rayon , et en la multipliant ensuite par R^ elle sera exprimée en secondes; on aura donc en général, mais d'une manière un peu moins exacte ,
Il est évident que l'on obtiendra de même x en secondes, en multipliant par R", ou par -; — j, , le second membre de la formule (i).
Si l'on veut maintenant c en fonction de C, on remarquera que puisque ces deux quantités diffèrent très-peu l'une de l'autre, on peut écrire C au lieu de c dans la valeur précédente de jr , ce qui
revient à négliger les quantités du troisième ordre; ainsi , d'une part,
on a
et de l'autre, si l'on fait — x =jrj la correction cherchée sera
j. = _x («:+ ^r îî^ +K« - /3)' ^- (3)
On verra par la suite que la formule (2') sert pour réduire un angle à l'horizon , et que la formule (3) est employée pour réduire un angle horizontal au plan des cordes de deux arcs terrestres. . ' ^
RESOLUTION d'uN TRIiiNGLE SPHl^RIQUE DONT UN CÔxi EST TRÈS-PETIT
A l'égard des deux AUTRES.
97. Le calcul des latitudes, longitudes et azimuts des points fondamentaux d'une carte , dérive , ainsi qu'on le verra par la suite , de la résolution complète d'un triangle sphérique dont un côté est fort petit par rapport aux deux autres. Occupons-nous donc de cette question.
i'* Solution. Dénotons, comme à l'ordinaire , par Â , B , G les angles , et par a , 6 , 6* les côtés d'un triangle sphérique quelconque ; et cherchons les parties inconnues de ce triangle, dans lequel les deux côtés 6, c et l'angle compris A sont supposés donnés.
Cherchons d'abord les angles B , G , et supposons c < è ; on aura , par les formules de Néper (art. 64) ,
tangi(B + C) = cot-J A yj ,
un ( -^^)
tangi(B - C) = coti A -)^-
sin
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Renversant ces valeurs , et développant , il viendra
^ _ tangic
,«^ [.oo. - (»-±«)] ^ ^«-8H,
tongjc
""8 [.oo. - (Î=S)] = _^ ^„gH.
tangl^
Ces deux équations étant de la forme de celle de l'art. 95 , on aura , en réduisaiXt en séries par la méthode de cet article ,
\ 2 / 2 I tangfô *tang*^^
d'où l'on tire, par addition et soustraction ,
aoo*'— B=A— [tang -^ft — cot ^b] tangue sin A
+ j [tang* I ft + co t* I i] tang^ \ c sin a A — ^[tang* |6 — co\^\h\ tang* |c sin 3A + . . . et
C=[tang^ft + cot|ft]tang|csinA— ^[tang^^ô— cot^^ft]tang^|csinaA
+ ^ [tang' I A + cot' ^ ft] tang* -|-c sin 3 A — . ..
Ces deux séries régulières, dont la loi estévidente^sontduesàLagrange: elles convergent d'autant plus rapidement, que c est plus petit par rapport aux deux autres côtés.
98. Il reste, pour compléter la solution du problème dont il s'agit, à trouver le côté a en fonction des mêmes données 6, c, A. Or, de l'é-
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quation
cosa = cosb cosc + sinft sinccos A
on déduit aisément celles-ci :
sin^ |ii=sin*-^ftcos^ ^c+cos^|6sin*^<?— 2sin|ftcos^co&^ftsin|ccosA, cos' -|tf = cos* I ft cos^-|^ c+sin^-^ô sin*^ c+ acos^è cos ^ c sin ^ftsin -| c cos A ;
d'où Ton voit que sin | n peut être considéré comme le troisième côté d'un triangle rectiligne dont on connaît les deux côtés sin -l-^cos^c, cos^l^isin-^c, et l'angle A compris. Appliquant donc la méthode de l'art. 95, on a^ en logarithmes vulgaires ,
logsinia = log(siniftcos|c)-,x ^|i^ cosA- /x^^^ cosaA-.., et
logcosia=log(cos.iftcosic) + fx ^^ cos A - fx ^^ cosaA-h...,
/x étant le module o>434^945; par conséquent en soustrayant, l'on a, en logarithmes népériens,
log. tangl^ = log. tang^ i — tangue [tang | ft -4- cot| b] cos A
4- 1 tang* -i^c [tang^ i ^ — ^oi^ \ b] cos a A — |tang'-jc[tang*|ô+ cot* -j ft] cos 3A + . . .
Cette série et les précédentes n'étant pas sous une forme qui permette d'évaluer facilement les quantités qu'elles représentent , lorsqu'un des côtés connus est très-petit par rapport à l'autre, il est nécessaire d'en obtenir d'autres qui soient développées suivant les puissances ascendantes de ce côté; et c'est à quoi l'on parvient par la voie élémentaire suivante.
99. a"" Solution. Dans le triangle sphérique A, B, C on a (i) cos a = cos b cos c + smb sin c cos A ,
T^ sin A
y^l o cot^sinc — cosccosA'
W S cot^sin^ — cosftcosA*
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Ordonnons d'abord le second membre de l'équation (j) par rapport aux puissances ascendantes de l'arc c; en y mettant au lieu de sine et cos c leurs valeurs en séries (art. 91); on aura, en s'arréUnt aux termes en c',
cos^ = cosftfi — —
sini [c « jcosA
= cosô + c sin ft cos k — ^c^ cosft — i c* sin ft cos A ,
ce qui fait voir que
a = ftH-cP + c^Q + c'R+
P, Q, R,... étant des coefficients indéterminés. Prenant donc le cosinus de chaque membre de cette série hypothétique , il viendra
cosa = cosb — cP sinft — c^
Q sin 6 — c' P^ cos ft — c'
PQcos^;
et comparant terme à terme cette valeur de cos a avec la précédente | on trouvera y après quelques réductions faciles,
— cosA,
cot ft sin* A
^ (-^ + cot^ b) cos A sin^ A ;
ainsi en portant ces valeurs dans la série (4)9 on obtiendra celle-ci : (I). a = ft— c cos A -h \c^ cot b sin* A -H \c^ cos Asin^ A [\+ cot* b)... Le moyen de déterminer maintenant l'angle B est de faire
tang,,aoo°— A — B) = tang (100— A -h 100— -B) = tango:,
car 200° — A — B étant un très-petit angle, on pourra le développer en série suivant les puissances de sa tangente. En effet,
*a«« r.— cotA tangB -j- 1 , ™^%^— tangB -cotA '
et si pour tang B on met sa valeur (2) j on aura
sinAcosA(i — cosc) + cot6sincsiDA ^ I — cos*A(i — cosc) — cot^sinccosA*
7£*smAco8A+ le — -^ j sinAcot^
cos*A — le ^ jcosAcot^
Réduisant le second membre en série par la formule du binôme ^ on obtiendra ^ après les réductions ,
tang jc = c sinA cot b + c^ sin A cos A (-^ + cot^ b)
c' sin A cos* A cot ft ( i -f- cot* 6)
— TT sin A coté, b
Mais en général
X = tango: — -^ tang*;r + ;
ainsi substituait ici pour tang x sa valeur précédente , et faisant attention que sin' A =: sin A (i — cos* A), l'on aura la série
(II). 200' — B = A + csinA coti +jC^ sinAcosA (i -4-acot* b)
+ ^ c* sin A cos* A cot ft (3 + 4 cot* b) — -g^ c* sinAcot^ (i H- acot* b). . .
Il reste à obtenir l'angle G. Or, l'équation (3) devient, en y mettant pour tang c sa valeur en série ,
^ sin A tans c
tang G = -r-7 7 — ^
^ sin6 — cos A cos 6 tang c
sinA (^,+ Çl
sin ft I I — cos A cot ^ ( ^ -H 0- ) 1
puis développant également en série , il viendra
sin A 2 sinAcosAcot^ c^ sin A . sin A cos* A cot* 6
tanfifG ^s c - "4* c — «t.
^ sin^ sin6 3 sin^
sin b *
et parce que
G = tangG — |tang»G
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on aura
Csin A , « sin Acos A cot b
j Fj shiA sinA cos'Acot'^ ^ sin^A"! ^ L^ sinï sin^ ^ sin^^J *
mais
sin*A = sinA(i— cos" A), et -r-rr = — ^—r
substituant ces valeurs dans celle de C précédente y on trouvera enfin la
sene
(III). C = ~r^- sin A H — ^-r sin A cosA coté
^ ^ sin 6 sino
+ i -r^T sîn A cos^ A ( I + A cot* ô) — T • r siu A cot* b. . .
* sin 6 \ ■ *t y • sm 6
Nous aurons par la suite occasion de faire usage de ces séries , que nous déduirons plus simplement encore du théorème de Taylor.
PAR RAPPORT AU RATON DE LA SPHÈRE
100. La résolution des triangles sphériques très-peu courbes, se ramène immédiatement à celle des triangles rectilignes, au moyen d'un théorème très-remarquable dû à Legendre , et qui est de la plus grande utilité dans les opérations géodésiques. En voici l'énoncé et la démonstration.
Le triangle sphérique très-peu courbe ^ dont les angles sont A, B, C, et les côtés opposés a, b, c, répond toujours à un triangle rectiligne qui a les côtés de même longueur, et dont hs angles sont A— ^e, B — ^£, C — ^ 6 , g étant l'excès de la soilime des angles du triangle sphérique proposé sur deux angles droits.
Puisque a^b^c sont les côtés d'un triangle sphérique construit sur une sphère dont nous désignerons le rayon par r; un triangle semblable,
tracé sur la sphère dont le rayon = i , aura pour côtés-, -> ~; et par
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l'art. 04,
ooê - — cos - cos -
COsA== r ^"
Mais, pour abréger, nous représenterons respectivement -, -, - para, j3, y^ et nous aurons
. COSa — COS/8COS7
sin/S 8107
r étant fort grand par rapport aux côtés a^ bj c^ il s'ensuit , sans erreur sensible, que
il en sera de même des valeurs de cosjS, cos}' et sin y. De là l'équation précédente deviendra
Transportant au numérateur le facteur (i — i i3^ — | >*) élevé à la puissance — I , développant jusqu'aux quantités du quatrième ordre inclusivement, et réduisant, on aura
i8» -h 7» — a* a< -f- /8* + 7^ — 2a*/8» — 2**7» -- ag»7*
remettant les valeurs de a, jS, >, le second membre sera toujours composé de la même combinaison de lettres , et pourra être représenté par
cosA=— -h— ^^ {\\
ihc • 2 Éficià ' ^ '
Soit maintenant A' l'angle opposé au côté a, dans le triangle rectiligne dont les côtés seraient égaux en longueur aux arcs a , 6 , c ; on aura
ibc nbc
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élevant les deux membres au carré , et mettant i — sin^ A' au lieu*de cos* A', il viendra
~ 4 fc* c' 8in* A' = a* -h ft* + c* - la^V — la^c^ - aiV^ = N.
L'équation (i) sera donc ramenée à la forme
hc
cos A = cos A' — .^ sin* A'.
Soit A = A' + ^; on aura, esa rejetant la seconde puissance de j? ,
cos A = cos A' — X sin A'; d*oii Ton tire y après la substitution de la valeur de cos A ,
X = g-; sm A'.
Nous voyons par là que x est du second ordre par rapport à - et - ;
ainsi ce résultat est exact, aux quantités près du quatrième ordre. Donc , à cause de A = A'+ j?,
A = A'+g^sinA';
mais ^ hc sm A' est visiblement l'aire du triangle rectiligne dont a, hr^ c sont les côtés, laquelle ne di£fère pas sensiblement de celle du triangle sphérique proposé; donc si l'une ou l'autre aire est appelée ^, on aura
et semblablement ,
d'où il résulte que
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On peut donc considérer — comme étant l'excès de la somme des trois
angles du triangle sphérique proposé sur deux angles droits , et Ton doit remarquer que dans tout ce calcul , les angles des deux triangles sont censés mesurés par des arcs de cercle dont le rayon est T unité. Telle est la démonstration donnée par Lagrange y dans son excellent Mémoire sur la Trigonométrie sphérique (6* cahier du Journal de l'École Polytechnique) j et que Legendre a adoptée dans sa Trigonométrie. M. Gauss en a imaginé une autre fort élémentaire, que M. Liouville a publiée dans son Journal de Mathématiques pures et appliquées (tome VI, cahier de Juillet i84i).
U excès sphérique e = — , qui est proportionnel à l'aire du triangle,
peut toujours se calculer à priori, et cela en considérant le triangle sphérique proposé comme rectiligne. Si donc deux côtés bj cet l'angle compris A sont donnés, on aura l'aire ^ = i^ 6c sin A. Si au contraire on connaît un côté a et les deux angles adjacents B, G, on aura l'aire
s =:i\a^ "wbICTT' ^^^^^^^^ nous l'avons démontré (art. 53).
La remarque de l'art. 91 est encore applicable dans cette circonstance, où il s'agit d'avoir V excès sphérique t en secondes; ainsi,
La valeur de e étant toujours d'un petit nombre de secondes, il s'ensuit que celle de l'aire du triangle n'a pas besoin d'être déterminée avec une grande précision. Mais veut-on savoir ce qu'on néglige en calculant s par le procédé qu'on vient d'indiquer? on n'aura qu'à développer en série l'expression
tang^^ = ^°6i^^°gT^siDC
démontrée à l'art. 89, et l'on trouvera, par la méthode de l'art. 93,
y^ = tang^atangl^ftsinG — |-tang^^a tang^ {b&m a G
\ tang ^\a tang '-J- b sin 3G — etc. ;
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d'où Ton voit qu'en ne prenant que le premier terme de la série, on néglige des quantités du quatrième ordre et des ordres supérieurs , qui sont tout-à-fait insensibles dans la pratique de la Géodésie ; on a donc
1 j = tang I a tang-^6 sin G , et enfin
^ = X ^^ sin G ,
en substituant en outre aux tangentes des petits arcs leurs valeurs en séries , et ne conservant que le terme du second ordre , qui est le plus considérable. Il résulte ^ là que l'aire d'un triangle sphérique peu courbe y peut s'évaluer comme celle d'un triangle rectiligne.
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CHAPITRE lY
MÉTHODES PARTICULIÈRES ET GÉNÉRALES d' INTERPOLATION DES LIGNES
101 . Les logarithmes des lignes trigonométriques ainsi que ceux des nombres, qui sont insérés dans les Tables, correspondent à des quantités entre lesquelles on est, à chaque instant, obligé d'interpoler d'autres logarithmes ; mais cette interpolation , effectuée par la voie ordinaire des parties proportionnelles, serait souvent très-peu exacte, même en faisant usage de grandes Tables à dix décimales , telles que celles de Vlacq , et si les arcs donnés étaient très-petits. Quoique dans la pratique de la Géodésie l'on ait peu a craindre l'influence des erreurs de ce genre , cependant il convient de donner une idée des moyens par lesquels on peut en préserver les résultats que l'on cherche, lorsqu'on désire obtenir la plus grande exactitude possible. Ces moyens, dont il s'agira ici , sont ceux que Legendre a expliqués dans la Connaissance des Tems pour i8y>-
Soit oc un très-petit arc , exprimé en parties du rayon = i , et supposons qu'on veuille les logarithmes de son sinus , de son cosinus et de sa tangente; on commencera par mettre les trois premières formules de l'art. 91 sous cette forme
— ^ ( l — TT *1 ' — • • • ) ?
sm jc
COS JC = I — , , . . , ,
tangx = X (^i 4- -g- + -g- 4- . . . j;
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ensuite on prendra les logarithmes des deux membres de chacune des deux premières, et l'on aura, après les réductions,
log . sin a: = log ^ - f^- ^ ^ <- ^33 - etc. , log.cosx= -f?fl-efl-!^ -etc..
Faisant la même opération sur la troisième formule , ou , ce qui est plus simple , soustrayant log cos x de log sin x , il vient
log tang j: = log jr + 1^ + le! + ^^ + etc. ,
séries dans lesquelles le module fx = o,434^9 448i9o3252. . . a pour logarithme vulgaire
logfjL == 9,63778 43i i3 00537,
On abrégera beaucoup les calculs en évaluant chaque terme séparément à l'aide des logarithmes; mais il £siut£sdre attention de réduirez en parties du rayon , si cet arc est donné en degrés , ou en minutes , ou en secondes , afin de le ramener à l'hypothèse de la formule ; c'està-dire qu'il faut le diviser par R**, ou R', ouR". G^mme l'opération est beaucoup plus commpde et plus prompte par les logarithmes , on fera , dans ce cas , usage des valeurs suivantes :
logR® = 1,75812263^409172,^ logR' = 3,53627 38827 92816, logR" = 5,3i44a 5i33t 76459.
Les séries ci-dessus sont tellement convergentes , que si l'on se borne à dix décimales, et que x soit plus petit que 6^7% on pourra s'arrêter aux lermes en x^.
Des formules connues
(. . sin'o: . 1 .3 sin^* , . \
x=tanga:(i — itang'a:-+-itang*j:— etc.),
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on déduit par le même procédé ,
logo: = log sin ^ -^ z sin* jr -+- -~^ sin* x + etc., logo* = logtango: — ^ tangua: -+- — - tang^ x — etc.; •
ce qui donne le moyen ^e trouver l'arc dont le logarithme sinus ou le logarithme tangente est donné.
Legendre substitue aux formules précédentes d'autres formules plus avantageuses , lorsque l'arc passe une certaine limite. On arrive à cellesci en développant en série l'expression générale log sin [a -H x.) Or si, pour abréger, l'on fait logsina = z, le théorème de Taylor donnera
log8m(fl + :r)=z + ^a: + ^.- + ;^3^ + etc.;
mais les coefficients différentiels devant se rapporter aux logarithmes vulgaires ou de Briggs , on a
— = a cota , J-. = r^ , 7-T = -v-r — , etc. ;
da ^ do} sin* a' da^ sin^a '
partant ,
log sin (a-h x) = log sina + /j,r cota (\ — -.^~ + t7^\ — etc. Il sera tout aussi facile de trouver que
log cos(a+a:)=log cosa— ax tanga ( i + . •^- — ^- ^--^ J — etc. , logtang(a4-j:)=logtanga+ -?^ (i --a:cot2aH-|x^+|jtr*cot*2a)H-etc.
sm2a
On emploiera ces formules quand les logarithmes du sinus, du cosinus et de la tangente tomberont dans les tables entre deux arcs consécutifs a, a + A.
Proposons-nous maintenant de déduire x de l'équation
log tahg [a-^- x) — log tang a=i r =: ^ixp. (i)
On regardera ûo comme une fonction dep;et puisque ces deux quantités deviennent nulles en même temps , on aura , en recourant au théorème de Maclaurin ,
série dans laquelle les coefficients différentiels doivent correspondre à a:=o. Mais en général j par les différenciations successives, l'équation (i) donne
^= 8in(aa-4-aJc), -jl = acos (aa -J- ^■x)'-r- = sin (4« -+■ (\x) , -^ = 4cos (4a +4«^)- 3- = 4sin (^ta + ^x) cos (4^ -H 4^) > etc. ;
par conséquent , en faisant a* = o dans ces coefficients , il vient définitivement
X =: psinaa + — sin 4^ + -y" ^^^ ^^ ^^* 4^ + etc. (a)
Si Ton avait à résoudre l'équation
log sin (a -H Jc) — log sin a = r, (3)
on ferait r = [ip cot a , et en passant aux différentielles successives , on aurait
— = tang [a + x) cot a f p
d^x dx cota
dp"^ dp cos*(a-f-4:)'
d^x d^p cot a 2cot£i sin (a -h x)
û^3 ^» oos*(a-+-j:) co8^(a-{-x) '
i4a TRAITÉ DE GÉODÉSIE.
mais comme il faut ensuite faire a: = o , dans ces coefficients différentiels, on a plus simplement
dp) ' \4p*/ 8in2fl* \^P^ ) sin^.aa siQ*2ii '
delà
en se bornant aux termes en p'.
105. Les deux questions que Ton vient de traiter sont relatives aux tables trigonométriques. Il en existe d'analogues pour les tables des nombres ; les voici :
Soit log A un logarithme donné , dont il faut trouver le nombre A correspondant, au moyen de grandes tables de logarithmes. On choisira , parmi les logarithmes de «es tables , celui dont les quatre ou cinq chiffres décimaux soient communs avec log A , et l'on aura
log A = log a H- r.
Passant de là aux nombres , il viendra
A = ae^,
e désignant le nombre dont le logarithme hyperbolique ou népérien = I , et A: étant le module qui sert pour passer des logarithmes ordinaires aux logarithmes hyperboliques, c'est-à-dire que
Xr = - = — 7o-r- = 2,3o258 . . ; ainsi,
fx 0,43429 ' ' '
mais en
général
etc..
e-" = 1 — M -4. 5 -4. -—7 — etc. :
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conséquemment ,
enfin , prenant le logarithme vulgaire de chaque membre y on a
log( A - «) = log {akr) + ir + ^ At» - ^^ k'r' + etc. (5)
SMl s'agissait de la formule
log A = log a — r, on aurait cette série ,
log (a - A) = log(aÂ:r) ^ ^r + i^kr' •• -^^k'r' -^ etc. (6)
La convergence de ces deux séries permet le plus souvent de s'arrêter aux termes en r.
i04. On résout analytiquement le problème inverse avec la plus grande facilité. En effet, soit A un nombre donné, dont on demande le logarithme exact jusqu'à la quatorzième décimale : on choisira, dans les grandes tables, un nombre a qui ait les cinq premières figures communes avec A , et l'on fera
A — a = r, après quoi l'on aura
logA = loga + /x (^ - -~ + ^ - etc.). {7)
On suppose, dans cette circonstance, que l'on n'a à sa disposition que la table ordinaire des logarithmes à vingt décimales, pour tous les nombres depuis i jusqu'à 1161 on laooj alors, pour trouver le nombre a^ on cherchera dans la Table des diviseurs les plus simples des nombres, par Burckhardt, un nombre très-peu différent de celui qu'expriment les quatre ou cinq premières figures de A, et dont les facteurs soient plus petits que ti6i, afin que leurs logarithmes puissent se trouver dans la table avec toute l'exactitude désirable.
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105. Un autre problème non moins important à résoudre est celui-ci: Etant donnés séparément logB et logC^ trouver le logarithme de B -f- G ou celui de B — G , c'est-à-dire réduire deux termes à un seul.
Supposons G < B; on fera ~ = A, et Ton aura
logA = logG — logB, log(B-4-G) = logB-h log(i -h A).
Maintenant soit a un nombre fort approché de A , et dont le logarithme se trouve dans les tables y ainsi que log (i + a)ou log (i —a); on aura
log A = log a dz r,
r étant un très-petite quantité qu'il faut déterminer avec beaucoup de précision. Si Ton passe de là aux nombres ^ on aura, comme ci-dessus,
A = ûe*S ou bien
I + A = I -h a^'' + a — a; par suite,
Soit b = ; on pourra écrire
H~ A = (i -4- a) [i — i (i — 6^)]; et prenant les logarithmes vulgaires de chaque membre , il viendra
log(i+A) = log(i-ha)-fxè(i -c*^)-fx^(i ^e^Y^etc.j [L étant toujours le module o,434^944B. Mais
e*'' = I -t- ArH-etc;
on a donc , à cause de /xA: = i ,
log(n.A) = log(i -|-a)±:*r+^— ^Ar^itetc; (8)
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et si Ton Ésiit b = , on aura de même
log (i - A) = log (i - a) :p èr - ^JL±h kr» qr etc. (9)
Pour des tables ordinaires à 7 décimales, il suffit de tenir compte du terme en r. Legendre pense qu'à Taide de ces dernières on peut calculer aisément toutes les formules trigonométriques à deux termes , parce que l'on évite l'emploi des angles auxiliaires y qui allongent souvent les opérations numériques. C'est pour cette raison que nous sommes entrés dans quelques détiails à ce syjet.
106. On peut substituer à ces formules j^articulières d'interpolation une formule générale qui dispense de connaître la loi d'après laquelle se forment les termes successifs des tables.
Soient Â, A', Â", A^, etc., les termes consécutifs d'une série correspondants aux indices en progression arithmétique ou par différences, a^a^^ hyU'^ nhyU'^ Zhj etc. ; on aura un terme quelconque jr ou A^;,) correspondant à l'indice a + nh par la formule suivante , démontrée à la page 691 du Traité élémentaire de Calcul intégral , par M. Lacroix (5® édition), savoir:
dans laquelle cfA, (?*A, c^A, etc., désignent les diflférences i"^, a®, 3®, etc., de A, supposées continuellement décroissantes et positives. Lorsque les tables ne donnent que les différences premières, il faut, par des soustractions successives, former les différences ultérieures; après quoi l'on évalue les termes de la série précédente, en poussant l'approximation jusqu'au degré de précision que comportent les tables. Si, par exemple, on employait celles de Ylacq qui sont à 10 dé- I. 19
cimalesy il suffirait de n'avoir égard qu'aux difFérences secondes; ainsi
l'on aurait simplement
Ac.> = AH-/j((fA + ^cï«A), (II)
et de là, en faisant A(«) = j^, on tirerait
n = ' ; (la)
aA+^ — !.^A
c'est-à-dire que pour trouver n par le moyen de^ , on n^ligeràit d^abord au dénominateur le terme du second ordre cf * A, pour avoir une
première valeur approchée de n qui derait n =- ^ y et à l'aide de laquelle on évaluerait d'une manière suffisamment exacte le terme négligé. Ensuite on déterminerait une seconde valeur de n par la formule entière (12) : elle représenterait alors le véritable indice cherché, et l'on n'aurait plus qu'à évaluer la variable a^nh correspondante à la quantité^ donnée. De cette manière on obtiendrait dix décimales pour les logarithmes et dix chiffi^es significatifs pour les nombres.
107. i^ Exemple. Supposons qu'on demande l'angle A ^^^ donné par la valeur logsin A^^) = 9,55797 90661 2900, et qu'on Ait à sa disposition les grandes tables dé la Trigonometria britarmica calculées pour des intervalles d'un centième de degré ; on verra tout de suite que l'angle A („) est compris entre 21**, 18 et a 1*^,1 9.
Soit donc a = 21^,18; on aura immédiatement, à cause de la relation (3) ,
logsina = 9,55786688653682, mais log sinA^;,} = 9,5579790661 2900;
ainsi , différence r = 112c 795 92 1 8.
Maintenant calculant seulement les deux premiers termes de la série (4),
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on a y en les évaluant en degrés y
log r =; 6,04991 38568 33
log (- =* j = 0,36221 56887 00
log tanga = 9,588a4 i3447 9^
logj9 = 6,00037 08^3 3i kijgR^ s 1,7581a a63a4 09 log [i] 2= 7,75849 35aa7 4© • ^'« ...•..*..•
log [2] mais à cause de A („ ) = 41 -H'^, et de jr = [ i} + £2] -
angle cherché Â („) = 21*^,1857353249469.
Les termes en p^ que nous avons négligés n'augmenteraient que d'une unité la dixième décimale : leur valeur est i . o64-
Pour vérifier ce résultat par la formule générale d'interpols^tion , il faudra former le tableau suivant au moyen.d^difierences premières ù A prises dans la table.
logsin ^a, = 9,82852 24
■1 II» ti«.iii «■
log/?:sin2a = 6,1718485 7,7584»^
= 3,93o34 ao ;
r etc. , on a
log a ou A
II
Or , on a A = o*,oi et
et puisque , d'après la formule générale d'inteipolation rapportée ci-
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dessus,
j-A=n [<^A + îi=li(«^A+^-^<^•A)],
que d'ailleurs
y — A= log. 8inA(,) — loga = ii 217959318,
on trouvera , par la méthode des approximations successives indiquée plus haut 9 que la valeur approchée de ti, en négligeant d'abord les différences 3® et 4^, est /i = 0,57353 a6, et qu'^isuite on a plus exactement n = 0,57353 a5o5a 70; ainsi définitivement l'angle cherché ou
A(„) = a-4- (o**,oi) n = 21*^,18573 53a5o 5^7,
à très-peu près comme ci-dessus.
2® Exemple. On propose de trouver le nombre Â, sachant que
log A = 9,63778 43ii3 00537.
Les Tables de Call et, qui sont à sept décimales, font d'abord connaître que A = o ,434^945. Prenant pour les cinq premiers chiffres décimaux 4343o, ce nombre, ou simplement 434^^ ^^ ^^ produit de 43 par loi . Comme il approche de celui qu'on désire trouver , on fera
a = 0,4343 = 0,43 X i,oi ,
et par la table I à vingt décimales qu'on trouve aussi dans celles de Callet, on a
log. 0,43 = 9,63346 84555 795865
log 1,01 = 0,004321 ^^737 8264216
de là log a = 9,63778 98293 62229
mais log A = 9,63778 43ii3 oo537
donc, différence ou r = 55 180 61692.
Calculant maintenant la formule (6), qu'ion peut réduire à celle-ci
log (a— A) = log(aàr) — i^r,
(a-A)*= log (air) -X
on a
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\og r = 4,74178 655i6 log k = o, 36a ai 56887 log a = 9,63778 98a93 6 — -j r = — a759o 3
Delà
et puisque
on a enfin
c'est précisément le module que nous avota^désigné ci-dessus par jj..
3® Exemple. On demande le logarithme du nombre
A = 3,141593653589793, approché jusqu'à la quinzième décimale; ce nombre est, comme on le voit bien, la denû-circonférence d'un cercle dont le rayon est égal à l'unité.
Soit n ^ 3,i4i6 = 1,68 X 1,87; on aura
a — A = r = 0,00000 73464 ioao7 , et la formule (7) , en y faisant r négatif, puisque a> A , deviendra
logA = loga-^(n-i^+i^);
en l'évaluant par le moyen des logarithmes, on aura
log 1,68 = o,aa53o 93817 a586a 85
log 1,87 = 0,37184 i6o65 36498 97 log r = 4^86607 51747
log a = 0,49715 0888a 6a36i 8a o,497i5 o8883
[i] = — ioi55 67o4o5 log£ = 4>3689a 4^864
■ I ■ ■■ I I M»^»^— ■■■■^■« ,.■■■■0 ■» ■^■■1 P^IIB ■
0,497149873695331 S logfi' = 9*63778 43ii3 [3] = — IÏ874 log-[i] 4,0067085977
log A = 0,497149873694134 '<»8 i-= 4,0678943
* log. [a] 8,07460 39.
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Tel est le résultat qu'U fallait trouver, et qui est exact jusqu'à la quinH
zième décimjtle.
4« Exemple. Soit log A=9,33o54 o8833 91 87; on demande log ( i +A) avec le même degré d'exactitude.
Pour trouver le nombre a , qui diffère très-peu de la valeur approchée A. = o,ai4o63, Legendré i-éduit cette valeur en fraction continue , et il trouve que Tune des fractions convergentes esta = ^. En efiPet 9 la fraction
I 4-etc. ;
ainsi l'on a pour quotients consécutifs
4, I, 2, 22, I, i,etc.,
et pour fractions convergentes
* ' ' ^ ^ JZ !}l etc ' ■
7' 4' 5' 74' Hts' 3i^' ??S'*^*^'
c'est-à-dire, sur la première ligne on écrit les quotients 4 > 1 > ^ > «te. , puis l'on prend pour première fraction intégrante j, et pour seconde l'unité divisée par le premier quotient 4; ensuite on multiplie séparément les deux termes de celle-ci par lé quotient corrd^fmdant , et l'on augmente chaque produit , d|i numérateur et du dénominateur de la frac- , tion qui précède ; ce qui donne les deux termes de la fraction suivante j. Enfin l'on opère de la même manière poui^ déterminer siiccesnvement les autres fractions.
I>IVR£ DEUXIÈMEr 1 5 1
La valeur de a étant trouvée , Ton a
log a = 9,33o54o593i 725a log A = 9,33o54o88339i37
log A — loga «3 r =c 290a i885.
D'ailleurs i -v-a = .J^; si donc l'on continue d*opérer avec quinze décimales y et qu'on évalue -led^ termes consei^és de la formule (8), on aura
log(i -4-a) = 0)084^4 10448 17027
R = 5ii 71163
enfin, log(i H-A) = 0,08424 10969 8819,
R représentant ici les termes en r et r' de la formule.
5® Exemple. On sait que log sin d = 9.61722 43 1 46 6214; on demande log cos Q j avec un pareil nombre de décimales ?
Soit A = sin* Q ; on aura cos* 6 = i — A et log cosô = | log (i — A) ; il s'agit donc de déduire log (i — A) du logarithme donné. Or, en le doublant , il vient
log A = 9,23444 86293 2428,
et l'on a,, pour valeur approchée, A = o, 1 7 1 573. Développant , comme pi-dessus^ cette valeur en fraction continue, on trouve qu'elle diffère très-peu de -fH ; d'après cela , si l'on fait a = -^ , on aura i'^a = |^ ; et si l'on. effectue le calcul de la formule (9), comme on vient de faire ^ celui de la formule (8), on trouvera définitivement
log(i — A) = log cos* ô = 9,91825 431032612,
et partant ,
logcos9= 9,95912 7i55i 63o6.
Legèndrea donné d'autres applications intéressantes de ses formules; on- fera bien d'y recourir, si ce qui précède parait insuffisant.
CHAPITRE PREMIER
CONSIDÉRATIONS GÉNl^RALES SUR LA FORMATION DU CANEVAS DES
GRANDES CARTES TOPOGRAPHIQU^S.
108. La Géodésie est une partie de la Géométrie appliquée j qui traite de la division des champs ; mais suivant Tacception la plus étendue, elle a pour objet la mesure de la Terre y ou celle d'une partie de sa surface , et c'est sous ce point de vue général que nous nous proposons de l'envisager. Les opérations géodésiques sont donc celles par lesquelles on détermine les positions respectives des principaux lieux d'un pays dont on veut lever la carte. L'ensemble de ces opérations forme ce que l'on ftppelle unç tiiangulation ou un canewis trigonométrique , parce que les positions dont il s'agit représentent les sommets des angles des triangles qui^ par leur enchaînement , composent un réseau continu dans tous les sens. Ces triangles de premier ordre y dont on observe rigoureusement les angles , réunissent les conditions les plus avantageuses, lorsqu'ils sont aussi grands que possible^ à peu près équilatéraux, et qu'ils sont liés au moins à une ligne principale, ou base que l'on mesure avec beaucoup de soin. Lorsque cette base et les trois angles
I de chaque triangle sont connus y on a tous les éléments nécessaires pour
calculer de proche en proche les distances entre les objets; car un trian^ gle est déterminé de grandeur , quand parmi ses six parties l'on connut un côté. Le canevas général d*une carte étant ainsi établi, on le divise en canevas partiels , c'est-à-dire que Ton couvre de triangles secondaires et tertiaires la surface de chaque grand triangle. Les triangles secondaires prennent leurs bases de départ de quelques-uns des cotés du . réseau de premier ordre , et l'on en mesure pareillement leê trois angles. Quant aux triangles tertiaires , leurs sommets ne ^ont le plus souvent déterminés que par l'intersection des rayons visuels menés des stations du second ordre. On conçoit que, par ce moyen, l'on a une multitude de petites directions et de points rapprochés auxquels ceux qui relèvent les détails à la planchette ou à la boussole , pour former une topographie complète du pays, rattachent continuellement leurs travaux.
L'ibstrument adopté en France vers la fin du xviii* siècle, et ensuite dans quelques autres pays de l'Europe, pour mesurer les angles des triangles du premier et du second ordre , ainsi que pour observer les latitudes et les azimuts, est le cercle répétiteur de Borda : c'esj celui • dont nous donnerons particulièrement la description, et dont nous
4 ferons connaître l'usage. La préférence qui lui a été accordée résulte
• de l'extrême précision qu'il procure, même sous d'assez petites di-
mensions , et de la facilité avec laquelle on l'établit dans le plan des objets ; mais comme l'axe de la lunette inférieure ne passe pas celui de rotatation de l'instrument, l'angle observé a quelquefois besoin d'être corrigé de la petite erreur occasionnée par V excentricité de cette lunette. Il est même souvent impossible de placer le cercle au centre de la station , et alors l'angle observé doit encore éprouver une correction , que . l'on nomme réduction au centre, et qui est analogue à celle dont on vient de parler.
Il arrive en outre, presque toujours, que l'angle ob^rvé est incliné à l'égard du plan horizontal qu'on imagine passer par le centre de l'instrument: la projection de cet angle, sur ce plan, se nomme réduction à l'horizon. Mais depuis les perfectionnements apportés au théodolite répétiteur y dont le limbe jouit de la propriété de rester dans la position horizontale, tandis que les lunettes semeu vent dans des plans verticaux ; I. î»o
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les angles observés entre les objets, avec cet instrument, sont naturellement réduits à lliorizon.
Enfin y si l'objet sur lequel on pointe est éclairé du Soleil, et qu'il soit d'une largeur sensible, l'observateur n'en voit ordinairement qu'une partie ou phase ^ et le rayon visuel , dirigé sur le milieu apparent de cette phase, ne passe pas par le centre de l'objet. Il faut donc encore à l'angle observé, faire une correction qui dépend essentiellement de la position du Soleil et de la forme de l'objet; mais il est très-rare que cette correction soit nécessaire , parce que l'on fait en sorte de pointer sur des objets très-distincts , et cependant d'une très-petite largeur apparente.
Lorsque les angles des triangles d'une grande chaîne sont réduits à l'horizon de leurs sommets respectifs, on ajoute ceux d'un même triangle, et la somme que l'on obtient surpasse nécessairement deux angles droits; parce que les angles ajoutés sont ceux d'un triangle sphérique dont les côtés très-peu courbes , à la vérité , représentent les distances curvilignes comprises entre les verticales des stations. Ensuite l'excès dont il s'agit, et qui* est en même temps affecté des erreurs d'observation , se répartit indistinctement par tiers sur les trois angles du triangle dont il dépend. Quand ces angles sont ainsi réduits à ne valoir que deux angles droits, on procède au calcul des distances, en les considérant simplement comme des côtés de triangles rectilignes, en vertu du théorème de l'art. 100, quoiqu'elles soient des arcs de grand cercle de la sphère dont le rayon estJe.méme. que celui de la ligne géodésique, ou de la base réduite préalablement à un niveau constant, qui est celui de la mermojrenne (n^ 33). Quant aux triangles secondaires, ils se forment, s'observent et se résolvent de la même manière que les grands triangles qui leur fournissent pour bases un ou plusieurs de leurs côtés.
Au lieu de ramener par cette voie la résolution des triangles sphériques peu courbes à celle des triangles rectilignes, on peut les traiter comme tels en dégageant chacun de leurs angles observés du tiers de l'erreur totale , ou bien Ton peut réduire les angles horizontaux aux angles formés respectivement par les cordes des arcs compris entre les stations; et pour lors les triangles à calculer sont réellement des triangles rectilignes, dont un des côtés est la base mesurée et réduite à sa corde, ainsi qu'à un horizon fixe tel que celui de la mer.
On ne saurait néanmoins assigner, par le moyen des seules distances calculées , la place que les stations occupent réellement sur le globe terrestre; il faut en outre déterminer astronomiquétnent la latitude et la longitude de Tune d'elles , ainsi que V azimut de l'un des côtés de la chaîne, c'est-à-dire l'angle qu'il forme avec le méridien connu. On déduit alors deces nouvelles donnéesles positions géographiques des autres objets observés , ou leurs distances à l'équateur et au méridien d'où Ton est convenu de compter les longitudes. Il est surtout essentiel dans les triangulations de premier ordre , faites dans le but de déterminer les dimensions de la Terre ou de former une exacte description géométrique d'un grand état, de mesurer plusieurs bases de vérification, et de s'assurer si les résultats fournis par les calculs s'accordent avec les latitudes et les azimuts observés vers les extrémités de la chaîne des triangles.
Pour connaître en outre le relief du terrain, il est nécessaire de déterminer les hauteurs de ses différents points au-dessus des mers, à l'aide de leurs angles d'élévation ou de dépression et de leurs distances réciproques: or c'est ce que procurent les nivellements trigonométriques , qui font essentiellement partie des opérations géodésiques des différents ordres. La latitude, la longitude et l'altitude, ou la hauteur absolue de chacun des sommets des triangles d'un réseau, sont donc trois coordonnées indispensables.
Lorsqu'on a recueilli ainsi tous les éléments qui constituent le canevas d'une carte , on y trace , suivant une certaine loi , deux systèmes de lignes, dont l'im représente des méridiens, l'autre des parallèles; et l'on fixe, à l'aide de ces lignes, les positions de tous les lieux donnés par leur latitude et leur longitude. Quelquefois aussi , quand la carte n'embrasse qu'une petite étendue de pays, on en rapporte les principaux lieux à deux axes rectangles, qui sont le développement rectiligne du méridien principal de cette carte , et celui d'un arc de grand cercle perpendiculaire à ce méridien. Dans ce cas, les coordonnées des points déterminés par le réseau de triangles , sont des distances à la méridienne et à sa perpendiculaire , ou des plus courtes distances géographiques.
Tel est le précis des matières que nous allons traiter avec tout lé détail nécessaire : nous tacherons même que les personnes qui sont peu
ao..
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versées dans l'Analyse et la Géométrie , retirent tqut le fruit poftible de la lecture de cet ouvrage ; et comme dans la plupart des exemples de calculs trigonométriques , nous emploierons la division centésimale du cercle , afin de les rendre plus simples et de nous conformer à ce qui se pratique parmi les ingénieurs-géographes français , nous aurons soin d'indiquer les légères modifications qu'il y aurait à faire dans nos formules ^ pour que les résultats en soient donnés en degrés sexagésimaux, dont l'usage est universel.
CONSTRUCTION DES SIGNAUX
109. Nous avoùs déjà dit que les triangles d'un réseau de premier ordre doivent avoir de grandes dimensions ; mais la courbure de la Terre et la force des lunettes du cercle répétiteur fixent à cet égard une limite que Ton ne saurait franchir sans s'exposer à nuire à la précision qui résulte de l'emploi d'un bon instrument , quand les objets qu'on observe sont bien distincts. Nous avons dit aussi que les triangles réunissent les conditions les meilleures , quand ils sont équilatéraux ou peu différents de cette forme; c'est ce que va prouver l'analyse suivante :
Soient y comme de coutume, A, B, C les angles 9 et a, 6, c les côtés d'un triangle géodésique ; on aura
asinB = 6 sinA;
et si Ton suppose que la base& ait été mesurée avec un soin tout particulier, l'erreur sur cette mesure pourra être considérée comme nulle. La différentielle de cette équation , en y regardant h comme constant , sera donc simplement
da = . ^ dk ;--- aB;
siD B sm B '
et à cause de
sin B sin A '
on aura
da=^a coX. kdk — a cotB^B.
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Dans cette formule différentielle y les variations ^A y dB sont supposées positives : elles peuvent en général désigner les erreurs commises sur la mesure des angles A , B , erreurs supposées de quelques secondes seulement y et qui se composent de celles de l'instrument et du pointé. Si Ton admet qu'elles soient égaleâf, et dans le même sens , on aura y pour Terreur du côté cherché a ,
da = adA (cot A — cot B) ,
laquelle sera évidemment nulle si A = B.
Si au contraire on suppose que les erreurs dA^ ^B soient égales , mais de signes différents y on aura
da = ±1 adk (cot A + cot B) ; et puisque 9 d'après Fart. 45,
cotA + cotB = 'i^(^ = . , 'y^^"^,^^,>
sinAsmB •5-co$(A — B) — |co8(A-+-B)
il s'ensuit que
da = ±: ad A • — 7-7 — lt-t-: ;;;
cos(A — B)-+-cosG
l'erreur da sera donc la plus petite possible^ lorsqu'on aura
cos(A — B) = I , ou A = B.
Il résulte de ces deux hypothèses y que la condition la plus awinta^ geuse est en effet que les deux côtés cherchés dun triangle soient cha^ cun égaux à la base mesurée.
Dans la pratique y il est impossible de satisfaire complètement à cette règle ; mais en formant des triangles dont les côtés diffèrent peu entre eux y les erreurs des observations angulaires auront très-peu d'influence sur les côtés calculés. En général y il ne faut admettre aucun angle audessous du tiers d'un angle droit y à moins que les localités ne forcent à s'écarter de ce précepte. D'ailleurs on se procure par là un autre avantage; c'est qu'un angle de cette grandeur s'observe avec le cercle de Borda plus facilement que s'il était plus petit.
La formule fondamentale a = • ^^^- étant différentiée par rapport à
UVRE TROISIÈME. iSg
a et b, on A
. \sinB/
ainsi Terreur qui a£Fecte le côté cherché est égale à celle de la base , multipliée par le rapport -:— ^ , ou par une quantité plus grande que
l'unité. En effet , en supposatit B = 5- , on a A4- C = x-> ©t par consé-
quent ^ pour la valeur moyenne de A ou de C.
Les bases doivent donc être mesurées avec l'attention la plus scrupuleuse , et n'être pas trop courtes par rapport aux autres côtés des triangles dont elles dépendent.
En formant un long réseau , on conditionne les triangles dont il se compose, de manière à ce qu'ils s'agrandissent peu à peu 9 à paitir de la base mesurée 9 et qu'ils acquièrent les dimensions que comportent les localités et les instruments.
tlO. L'expérience démontre que les erreurs dans la mesure des angles, loin de s'accumuler de plus en plus sur les côtés des triangles par lesquels on passe pour arriver à la dernière ligne d'une longue chaîne, se compensent au contraire en partie, lorsque ces triangles j'emplissent les conditions qui viennent d'être énoncées* Par exemple, Bouguer et les autres académiciens français qui furent chargés, en 1 740, de la mesure des trois premiers degrés au Pérou, trouvèrent seulement 65 centimètres (a pieds) d'erreur entre la mesure et le calcul, sur la dernière base déduite d'une série de vingt-huit triangles étendus sur un arc de plus de 35oooo mètres; de nos jours, les opérations géodesiques de Delambre et Méchain , quoique étant composées de quelques triangles d'un choix peu satisfaisant dans la partie de la méridienne de Dunkerque comprise entre Bourges et Fontainebleau,» semblaient n'avoir donné lieu qu'à une différence d'un tiers de mètre dans la longueur de la base de Perpignan, conclue de celle de Melun, par une chaîne de plus de 60 triangles [j^stronamie de Delambre, tome III, p. 545); mais la triangulation plus récente qui sert de fondement à la nouvelle carte de France, a fait reconnaître que ces deux bases pré-
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sentent réellement une discordance de i™,82 sur 11706^,4, qui est la mesure directe de la base de Perpignan ( vojrez notre N ombelle Description géométrique de la France^ t. P"", p. %[\i et 47^^); d'où il suit que l'arc de méridien limité par les parallèles du Panthéon et de Montjouy , et calculé par Delambre, doit être augmenté de 33 toises -î^.
Laplace , dans un savant Mémoire sur le Calcul des Probabilités appliqué aux opérations géodésiques ( Connaissance des Tems de 1 8ao , p. 4î*î^)> trouve en général de l'avantage à ce qu'un réseau soit composé du plus petit nombre possible de triangles.
111. Le choix des stations 9 c'est-à-dire des points où l'on doit observer, exige beaucoup de discernement de la part de l'ingénieur, pour allier l'économie avec la précision à laquelle on désire atteindre. Il est nécessaire qu'il fasse d'abord la reconnaissance du pays , et qu'il trace le plan de son canevas trigonométrique. S'il a pour but de mesurer un arc de méridien , ou toute autre ligne fondamentale d'une grande opération géodésique, il doit disposer ses triangles de manière qu'ils soient, autant que possible, traversés par cette ligne; or c'est de quoi il s'assurera en faisant des observations et des calculs provisoires, comme nous l'enseignerons par la suite. Mais s'il entreprend le levé de la carte d'une contrée, il n'est plus gêné dans sa route; il a la liberté d'étendre son réseau dans tous les sens. En général , il doit choisir de préférence les endroits assez élevés pour qu'ils se projettent dans le ciel , lorsqu'ils sont aperçus des stations voisines.
Supposons que du point A (Jig. 16), on voie le point B dans le ciel. Pour savoir si de ce second point l'objet A se projettera de même dans le ciel , on prendra la distance zénithale ZAB et la distance zénithale ZAC du point opposé de l'horizon. Or, il peut arriver que la somme ZAB 4- ZAC surpasse sensiblement deux angles droits ; dans ce cas , l'objet A sera bien visible du point B. Mais si la somme dont il s'agit est plus petite que 200° , l'objet A se projettera en terre ou sur la montagne qui borde l'horizon vu du point B, et sera souvent difficile à distinguer nettement , à moins que l'intervalle qui le sépare des limites de l'horizon ne soit considérable.
Ix)rsque la somme des deux distances zénithales sera de deux angles droits , ou quelques minutes de plus , il y aura lieu d'espérer que le
signal À , vu de la station R j sera suffisamment élevé par la réfraction , pour être aperçu dans le ciel.
112. Les clochers, les tours et les donjons couronnés de plateformes sont en général des stations commodes ; mais il n'est pas toujours possible d'en disposer pour former des triangles avec les conditions les plus avantageuses y et le plus souvent ces objets ne dispensent pas de l'usage des signaux , quand on veut rendre le pointé plus sûr. Il est vrai que, dans ce cas, ces signaux sont très-simples, et s'établissent à peu de frais. Par exemple , une poutre verticale , surmontée d'un poinçon ou tonneau, ou d'un petit cône , étant établie sur le haut d'un édifice dont la forme et la grosseur nuiraient à l'exactitude des observations angulaires, offre un point de mire avantageux. Quelquefois aussi l'on préfère un disque d'un demi-mètre de rayon , peint en noir, et percé au centre pour apercevoir le ciel à travers. Mais ce moyen n'est praticable que quand on peut charger quelqu'un de diriger le disque en face de l'observateur.
Dans les opérations délicates exécutées en Angleterre, vers la fin du siècle dernier, et dans l'Inde au commencement de celui-ci , l'on a préféré les observations de nuit, et l'emploi des feux du Rengale, parce qu'ils jettent une lumière très-vive. Nos cercles français, construits d'après le principe de la répétition , se refusent à l'usage de ces feux de courte durée; mais on y supplée par des lampes à courant d'air, accompagnées de miroirs paraboliques qui réfléchissent la lumière dans la direction de l'observateur. Ces signaux paraissent être les meilleurs qu'on puisse se procurer lorsque les distances qui les séparent du lieu des observations sont considérables. MM. Riot et Arago s'en sont servis en Espagne , avec beaucoup de succès , dans le prolongement de la méridienne de France ; et M. Laplace en avait recommandé expressément l'usage pour la mesure d'une grande perpendiculaire à la méridienne passant par Paris, et considérée comme l'une des lignes fondamentales du canevas trîgonométrique de la nouvelle carte du Royaume.
On augmente le foyer de lumière, en réunissant plusieurs réverbères; mais il faut en confier la garde à une personne qui prenne le soin d'entretenir les lampes , afin que le centre de figure soit toujours le même. Il parait que trois réverbères de moyennes dimensions, qui seraient dis-
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posés aux angles d'un petit triangle équilatéral ^ offriraient une masse de lumière suffisante pour une distance de dix à douze myriamètres. En les adaptant à un pivot qui représenterait l'axe du signal j on pourrait les faire tourner au gré de l'observateur. Les avantages qu'on trouve bilans leur emploi consistent en ce que l'on n'a aucune phase à craindre;
Cque le point de niire est toujours très-distinct; et qu'à moins d'oscillations produite&jiar une atmosphère agitée/, ou de fortes brumes, les observations sont généralement plus faciles que celles qui sont faites de jour, si les réticules sont suffisamment éclairés.
Quand on ne peut profiter des édifices comme points de station , l'on emploie des signaux qu'on établit sur des lieux élevés. On les forme avec de longues files de bois réunies en pyramide tronquée à base quadrangulaire , et on leur donne de la solidité en les enfonçant en terre, ou en les maçonnant aux quatre angles de la base; enfin, pour les rendre plus visibles, on garnit de planches les quatre faces jusqu'à environ deux mètres de terre : cet intervalle , laissé libre , est nécessaire pour voir les signaux environnants. Alors on se place précisément dans l'axe du signal , afin d'éviter la réduction au centre {v. Isijîg. 17): cet axe est déterminé par la verticale passant par le point de mire. On a soin , en faisant le plan du signal , d'indiquer le point où cette verticale rencontre la base. Si , au contraire , ce signal est établi dans une plaine ou au milieu d'un bois, et qu'il faille lui donner une grande hauteur , on construit à son sommet une petite chambre d'observation avec des ouvertures par lesquelles on puisse voir les objets éloignés.
En France, les ingénieurs-géographes sont dans l'usage, pour le service de la carte de France, de planter une borne au centre d'un signal érigé en rase campagne. Cette précaution , que ne prennent pas toujours les observateurs , procure des points de repère très-utiles , tant pour ceux qui doivent lier leurs opérations de détail aux points trigonométriques, que pour coordonner des nivellements partiels du terrain avec le nivellement général résultant de la triangulation.
Des arbres bien droits , et dépouillés de branches vers le bas de leurs tiges, sont aussi de bons signaux naturels; lorsqu'ils se trouvent isolés et sur les sommets des montagnes , ils s'aperçoivent de très-loin , surtout s'ils se projettent dans le ciel et sur les nuages.
On fait aussi construire en pierre des pyramides carrées , et on les
dispose de manière que les faces soient à peu près perpendiculaires aux côtés des triangles qui ont ces pyramides pour sommets. Si ces signaux se projetaient en terre , ou sur un fond qui les dérobât à la vue , on les ferait peindre , ^n qu'ils pussent se bien détacher par l'effet de l'op- _ position des couleurs. Lorsqu'un signal se projette dans le ciel , il convient de le peindre en noir; s'il est vu sur un fond vert, la couleur blanche le fera bien distinguer.
Del ambre prescrit de donner à un signal une hauteur telle , que de la station la plus éloignée il paraisse sous l'angle de 3i'' de la division sexagésimale; dans ce cas cette hauteur est
H ='o,ooo
lO
K étant la distance à ce signal. Il prescrit en outre de donner au côté de la base le tiers de la hauteur.
Parmi les signaux d'une forme insolite , nous citerons particulière* ment les flèches très-aiguës, parce qu'elles sont souvent invisibles. Les moulins à vent, à cause de l'irrégularité de leur figure, sont aussi de mauvais signaux; d'ailleurs comme ces objets, souvent mobiles, tournent sur un axe qui ne passe pas par le centre de figure, ils se présentent sous différents aspects, selon la direction dans laquelle on place les ailes pour donner prise au vent. Il est donc important , lorsqu'on est obligé de les employer, de se prémunir autant que possible contre les erreurs d'observation qu'ils sont susceptibles de faire commettre.
Si l'on adopte pour signal une flèche élevée, il faut tâcher de se placer assez près du point où l'on doit viser des stations voisines, afin que le défaut de verticalité de la flèche ne donne lieu à aucune erreur sensible dans la réduction à l'axe.
i64 TRAITÉ DE GÉODÉSIE.
DESCRIPTION ET USAGE DU CERCLE REPIÉTITEUR
113.. Si Ton partage la circonférence d'un cercle en plusieurs parties égales 9 et qu'à partir de zéro l'on porte successivement sur cette circonférence, et suivant l'ordre des divisions , la longueur d'un arc jusqu'à ce que sa seconde extrémité tombe exactement sur une des lignes de division , ou du moins en soit si près que la différence échappe aux sens; on obtiendra rigoureusement, ou d'une manière très-approchée, le nombre des parties contenues dans l'arc proposé, en divisant le nombre des parties de l'espace parcouru , par le nombre de fois que l'arc aura été porté sur la circonférence. Supposons, par exemple, que cette circonférence soit divisée en 4ooo parties, et qu'à la neuvième fois, après une révolution entière, l'arc dont on cherche la mesure tombe sur la ligne qui termine la 5o® division ; il est clair que l'espace parcouru contiendra 4o5o parties , et que l'arc proposé aura pour mesure ^-^^ = 45o. Cet arc sera donc à la circonférence entière dans le rapport de 9 : 80. S'il existe une erreur dans cette évaluation, il est évident qu'elle ne doit être que la neuvième partie de celle dont peut être affectée la neuvième division; mais rien n'empêche de rendre cette erreur beaucoup plus petite, en portant l'arç à mesurer un plus grand nombre de fois sur la circonférence.
Ce moyen fort ingénieux de trouver, par des opérations répétées , le rapport d'un arc à la circonférence dont il fait partie , est dû à l'astronome Mayer ; mais Borda en fit une application très-utile dans la mesure des angles , en imaginant pour cet effet le cercle répétiteur dont nous avons déjà parlé, et qui réunit le précieux avantage de garantir
presque entièrement des erreurs de la division , lorsqu'on multiplie suffisamment les observations.
Un cercle de 43 centimètres (i6 pouces) de diamètre suffit pour les opérations les plus délicates de la Géodésie, et son limbe comprend aisément 4ooo parties égales , dont i o forment le grade ou ,1e degré décimal. Dans un cercle de cette dimension, et même dans les cercles plus petits, la lunette supérieure AB [PL III) est adaptée à un châssis formé de deux règles ou alidades rectangulaires. On évalue les fractions des plus petites parties du limbe au moyen des divisions tracées aux extrémités des règles du châssis; l'ensemble de ces divisions compose ce que l'on nomme le vemier ou le nonius.
Pour concevoir l'usage du vernier, supposons que le limbe comprenne 4ooo parties , et par conséquent 4oo grades ; et que 9 de ces parties embrassent les i o parties du vernier : alors quand la première ligne du vemier, qu'on nomme index ou ligne de foi ^ sera exactement sur une ligne de division du limbe, sur le 4^^ grade par exemple, la seconde ligne du vemier sera en arrière de sa correspondante sur le limbe, d'un dixième de décigrade ou d'une minute centésimale. Si donc on faisait avancer la lunette supérieure suivant l'ordre de la graduation , et de manière que toutes les lignes du vernier coïncidassent les unes après les autres avec celles du limbe, on lirait successivement
4o^,o, /jO^yOi, l\Q^yOi^. . . ., 4û*^>ï;
puisque l'index , partant du 4o^ grade , aurait parcouru -j^ , ensuite -nr, 1^? 1^? • • • > i^ d'un décigrade, ou de la plus petite partie du limbe. Le vernier donne donc dans ce cas les centièmes du grade ou les minutes. On peut même avoir par estime des millièmes ou des dixaines de secondes. En général , si le vernier contient n parties , il donnera
^^ de la plus petite partie du limbe ; et par conséquent une partie du
vemier sera à celle du limbe dans le rapport de /i — i \n. Ordinairement les dix parties principales du vernier sont chacune divisées en deux également, pour rendre l'estime plus sûre.
Il suit de là que si un cercle était d'une petitesse telle que le grade ne pût être partagé qu'en 5 parties égales, chacune d'elles représen-
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terait un arc de ^o minutes centésimales , ou 20 centigrades; ainsi ^ ]e vernier composé de 10 parties donnerait les minutes de a en a.
Sur les cercles de moyennes dimensions (o™,22 de diamètre) , que l'on construit maintenant , et dont la graduation est tracée sur une lame d'argent, le grade est divisé en 10 parties égales ^ tandis que les deux traits extrêmes du vernier désignés par o et i o, et séparés l'un de l'autre par 5o parties égales , embrassent 49 parties du limbe. Ainsi lorsqu'on aura lu sur ce limbe les grades et les dixièmes , et sur le vernier les dixièmes des dixièmes ou les centièmes de grade , et enfin les plus petites parties, jusqu'à la parfaite coïncidence des traits, on doublera ces dernières parties pour en faire des millièmes de grade ou des dixaines de seconde centésimale.
Afin de pouvoir lire aisément le vernier, on se sert d'une loupe qui grossit les objets; et même pour rendre les traits plus distincts, on est . quelquefois obligé d'éclairer la partie du cercle où l'on doit lire , par un reflet de lumière provenant d'un morceau de papier ou d'une petite glace dépolie , que l'on dispose au-dessus du limbe , dans une situation convenable. Cela est surtout indispensable lorsque les divisions sont tracées sur l'argent, parce que l'on obtient de cette manière un blanc mat qui ne fatigue point la vue. Dans les cercles français, chaque loupe est ordinairement adaptée au châssis des vemiers; mais il est beaucoup plus commode d'en placer deux aux extrémités d'une branche mobile , assujettie à tourner autour du centre du limbe.
L'agrafe qui accompagne chaque lunette sert à la rendre fixe sur le limbe de l'instrument. Pour cet effet , l'on fait tourner dans le sens convenable les vis de pression />,p'(PZ. P^I). Quand on commence à éprouver de la résistance , on est sûr que la lunette ne peut plus se mouvoir indépendamment du limbe. •
A chaque agrafe est adaptée une vis de rappel R , R', au moyen de laquelle on fait avancer ou reculer lentement la lunette.
Chaque lunette porte à ses extrémités deux verres convexes d'inégales dimensions. Celui qui a le plus grand diamètre se nomme Yohjectif; c'est le verre qui est traversé le premier par les rayons lumineux venant de l'objet. L'autre verre ou lentille, se nomme V oculaire ^ parce que c'est à travers cette lentille que l'on regarde directement.
L'objectif est formé de deux verres de dififérente espèce: le premier,
de verre ordinaire ou de crown-glass, est convexe, et placé tout-à-fait au bout de la lunette; le second , de cristal ou deJUnt-glass, est concave et placé du coté de l'oculaire , de manière à emboîter exactement la convexité du premier. Les lunettes qui ont un pareil objectif sont dites achromatiques, parce qu'elles ne produisent aucun iris autour de l'image de Fobjet, et que la vision est alors très-nette, surtout vers le centre de l'objectif.
On a imaginé en Bavière, il y a peu d'années , un procédé pour faire le flint-glass, et il parait qu'on l'obtient de très-bonne qualité, c'est-à dire très-dense et sans stries. On en fait aussi d'excellent en France.
Ije champ de la lunette est tout l'espace circulaire dans lequel l'œil aperçoit les objets extérieurs : il est utile qu'il soit le plus grand possible. Les meilleures lunettes sont celles qui oiOFrent un fort grossissement.
Dans les lunettes à deux verres convexes seulement, les objets sont vus renversés , et plus clairement que dans celles où ils sont vus droits, à l'aide d'un plus grand nombre de lentilles. On n'eu adapte pas d'autres aux instruments de Géodésie et d'Astronomie. Ce renversement de l'image n'a aucun inconvénient , parce que l'on est bientôt accoutumé à discerner les objets dans cette situation .
L'objectif de ces lunettes est quelquefois adapté à une pièce cylindrique mobile, enveloppant l'extrémité du canon. Nous indiquerons tout à l'heure l'usage de cette pièce.
Le lieu intérieur de la lunette où viennent se peindre avec beaucoup de netteté les objets extérieurs, se nomme \tfojrer de l'objectif. On tire ou bien l'on enfonce le petit tube qui porte l'oculaire à très-court foyer jusqu'à ce que cette netteté soit obtenue. La distance de l'oculaire à l'objectif varie selon la vue de l'observateur.
Le réticule, placé près de l'oculaire et au foyer de la lunette , est un diaphragme ou petit anneau de métal dont les diamètres rectangulaires, un peu plus petits que ceux de la lunette, sont représentés par deux fils de soie, d'araignée ou d'argent. Cet instrument a la propriété de se mouvoir perpendiculairement à l'axe de la lunette , et de s'incliner d'un demi-quadrant. S'il arrivait que ces fils donnassent lieu à une parallaxe, c'est-à-dire que leur image parût éprouver du dérangement à l'égard de l'objet que l'on fixe, lorsque l'on regarde par différents points de l'ouverture de l'oculaire ; alors on ferait mouvoir en
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avant ou en arrière, et parallèlement à elle-même , la pièce qui entraîne l'objectif, de manière à en ramener le foyer à l'endroit même des fils supposés fixes. Au contraire , quand ces fils sont mobiles dans le sens de la longueur de la lunette , on les rapproche ou on les éloigne de l'objectif jusqu'à ce qu'il n'existe plus de parallaxe.
Les extrémités du cylindre X {PL ///et f^I) traversent celles des supports Z, Z'. Ce cylindre, en' tournant, incline l'axe Y placé perpendiculairement au centre du cercle auquel il sert de pivot. Pour incliner le cercle à volonté, et le conserver dans la position que l'on juge convenable de lui donner, on desserre d'abord la vis P du quart de cercle attaché au cylindre X; ensuite on la serre quand on a obtenu l'inclinaison désirée. Il est utile qu'il y ait aussi une vis de rappel à ce quart de cercle , pour lui procurer un mouvement lent analogue à celui qu'on peut donner aux lunettes.
Dans le cercle de Borda, construit en premier lieu par Lenoir, l'axe Y traverse une espèce de boîte TT' qui porte le nom de tambour, et dans laquelle est enchâssé un plomb servant de contre-poids au cercle, pour le tenir en équilibre dans le cas où l'on oublierait de faire agir la pince P pour fixer le quart de cercle C au support Z.
Le périmètre du tambour est dentelé , de manière qu'à l'aide de la vis sans fin W {PL V) qui engrène dans cette dentelure, on fait tourner lentement le cercle et les lunettes , sans que la colonne S participe à ce mouvement. Cette vis sans fin , que l'on nomme aussi vis tangente , se détache du tambour au moyen d'un pivot tournant D , auquel est fixée une petite pièce d'acier faisant l'office d'un levier. '
Les supports Z, Z' sont unis par une traverse, et forment ce que l'on nomme \2i fourchette. Cette traverse se fixe à la colonne de Tinstrument, en la plaçant sur le talon qui termine cette colonne , et en l'arrêtant par le moyen des vis H , H'. On voit donc que l'instrument est composé de deux parties qui peuvent être réunies ou séparées à volonté: on les sépare pour les emboîter et les transporter plus commodément.
Le pied de la colonne est placé au milieu d'un cercle denté z z', que l'on nomme cercle azimutaL Ce cercle est établi à demeure sur le pied de l'instrument, composé de trois branches V, V, V". I-.e bas de la colonne entraine par son mouvement de rotation une alidade zz' {PL FII^ n^ a), à l'une des extrémités de laquelle est un vemier qui
sert pour estimer les parties des divisions du cercle azimutal. La pince K est destinée à arrêter ce mouvement , tandis que la vis d'engrenage , ou le pignon O, sert à le procurer. Quelquefois le cercle azimutal tourne avec la colonne, et pour lors le vernier est fixe. , 11 résulte de ce qui précède, 1^ que les deux lunettes peuvent être rendues fixes ou mobiles indépendamment l'une de l'autre; a® que la colonne étant immobile, le limbe peut tourner rapidement ou lentement autour de l'axe Y, si l'on désengrène ou si l'on fait agir la vis du tambour ; 3^ que tout l'instrument peut tourner de la même manière sur sa colonne; 4^ enfin que le limbe s'incline dans deux positions différentes, au moyen du quart de cercle et des vis du pied.
Il nous reste à parler du grand et du petit niveau.
Le premier ^\P/. f^) , adapté invariablement à la lunette inférieure A'B', est composé d'un étui en cuivre recouvrant en partie un tube de verre fermé hermétiquement, et contenant de l'alcool ou de l'éther, et une petite quantité d'air ou de vapeur dé la liqueur, qui prend vers le milieu du tube une forme plus ou moins oblongue, suivant la température de l'atmosphère. La justesse de cet instrument dépend surtout de sa sensibilité; on entend par là la grande facilité avec laquelle la bulle d'air quitte le milieu du tube pour se rendre à son extrémité la plus haute , lo^rsqu'on donne la plus petite inclinaison à ce tube. Cette sensibilité se manifeste d'autant plus que la bulle est plus longue et que le tube est d'un plus grand diamètre. Il faut cependant que cette sensibilité ait des bornes , car si la paroi intérieure du tube était cylindrique, la bulle d'air, hors le cas de parfait équilibre , se précipiterait toujours à l'extrémité supérieure de la colonne fluide. Feu M. de Chezy, ingénieur des ponts-et-chaussées , reconnut le premier que pour remédier à cet inconvénient, et faire en sorte que l'écart de la bulle d'air fût proportionnel aux degrés d'inclinaison de l'axe du niveau, il fallait donner à l'intérieur du tube , dans le sens de la section longitudinale , la forme d'un arc de cercle d'une très-légère courbure. Un tube travaillé de la sorte est dit bien rodé.
On juge que le niveau est calé, c'est à-dire que la bulle d'air est stationnaire au milieu du tube , lorsque les extrémités de cette bulle répondent aux mêmes numéros qui désignent les divisions tfacées symétriquement sur le tube , ou sur une petite règle d'ivoire ou de métal I. nn
placée au-dessus du niveau. Les plus petites parties de cette règle sont ordinairement des millimètres , et le point zéro est au milieu du tube. Il n'y a que Texpérience, comme on verra par la suite, qui puisse faire connaître combien de parties doit parcourir la bulle en partant du milieu du tube, pour que Tinclmaison de l'axe du niveau soit de 1".
Le petit niveau gk{PU VI) est construit d'après le même principe que le précédent, et il est placé sur l'axe Y du cercle; l'une de ses extrémités est fixée à une charnière, mais l'autre extrémité peut être soulevée par le moyen d'une vis. Ce jeu est nécessaire pour caler ce niveau, lorsque le limbe du cercle a été disposé verticalement à l'aide d'un fil-àplomb suspendu à une pince qu'on adapte à la circonférence du limbe. Pour que cette verticalité ait lieu, il faut que le fil-à- plomb batte librement sur la ligne tracée autour de la petite tige de la seconde pince accrochée au point le plus bas de la circonférence dont il s'agit. Lorsque l'artiste a eu le soin de tourner le cercle sur son axe même, il est plus exact, pour mettre le plan de ce cercle dans une situation verticale, de disposer l'axe horizontalement au moyen d'un niveau à bulle d'air que l'on y suspend.
114. Le cercle de Borda, tel que nous venons de le décrire , est extrêmement précieux en Géodésie et en Astronomie , à cause de l'exactitude des résultats auxquels il conduit lorsqu'on sait en faire un bon usage. Néanmoins y il n'est pas exempt de quelques imperfections , et l'une des plus grandes , selon nous , est dans l'effet de la vis tangente ; car si en la faisant engrener, il arrive qu'un de ses filets tombe précisément sur un de ceux du tambour, le cercle éprouve un ébranlement subit et violent aussitôt qu'il reçoit un petit mouvement.de rotation par le moyen de cette vis, en sorte que les lunettes sont transportées tout à coup bien au-delà des points auxquels on vise; mais on corrige ce défaut en substituant une pince à la vis tangente. Un autre inconvénient, c'est que la colonne est si longue, que le cercle oscille par un vent faible, ou parle moindre choc; mais il est des artistes qui remplacent cette colonne par un axe en fer , soutenu par trois branches de cuivre faisant les fonctions d'arcs-boutanta : alora le cercle a dans toutes ses positions une g{*ande soKdité. Tels sont les cercles géodésiques et astrono^ mdques qui sontsortis des ateliers de Lenoir et de Fortin.
Feu Reichenbachy de Munich, a construitdescercles répétiteurs qui ont aussi acquis une grande réputation. Ils sont principalement remarquables par l'exactitude de la division , la bonté des vis de rappel , et en ce que la lunette supérieure est adaptée à un cercle mobile tournant avec la plus grande liberté dans un autre cercle gradué. Le grand cercle astronomique de cet artiste, et dont M. Laplace a enrichi l'Observatoire royal, est un chef-d'œuvre d'exécution. Enfin les beau:!: et précieux instruments de précision que nous devons maintenant à l'habileté de M. Gambey, membre de l'Institut, nous dispensent d'être, à cet égard , tributaires de l'étranger.
DE LA. MESURE DES AliGLES ENTRE DEUX ORJETS.
H5. Avant de procéder à la mesure d'un angle, il est essentiel de s'assurer si les axes optiques des lunettes, c'est-à-dire si les droites menées par le centre de réfraction de chaque objectif et l'intersection des fils des réticules , sont exactement parallèles au plan du limbe : pour cela, on se sert d'une lunette dépreus^e. Cette lunette ep{PL /^0> V^^ n'a qu'un fil , traverse deux plaques carrées qq' parfaitement égales. Lorsqu'elle est placée sur le limbe disposé horizontalement , on voit à quelle ligne distincte d'un objet très-éloigné son fil horizontal répond; et si , en la renversant sur les faces qq opposées à celles 9Y5 ^^ ^ passe par la même ligne apparente, on est sûr alors que l'axe optique est exactement parallèle au limbe. Si au contraire cette épreuve fait connaître que l'axe optique passe par une autre ligne, il sera nécessaire dans ce cas d'élever ou d'abaisser le réticule de la lunette de la moitié de la distance des deux lignes observées; ce qui se fait au moyen d'un tourne-vis qu'on implante dans la tête de lavis de rappel de ce réticule. Cette vérification étant faite, et la lunette d'épreuve restant dans la même situation , l'on dirige sur sa ligne de repère les deux lunettes de l'instrument; et si les fils horizontaux de leurs réticules, ou bien si les intersections des fils inclinés d'un demi-quadrant n'y répondent pas, on les y amène au moyen des vis d erappelr des réticules; après quoi les axes optiques des trois lunettes se trouvent parallèles au limbe.
On peut se passer de lunette d'épreuve par le procédé suivant. Après
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avoir rendu vertical le plan du limbe et mis le cercle azimutal dans une position horizontale, à l'aide d'un petit niveau /m', on amène la lunette supérieure sur un objet éloigné, ensuite on fait faire exactement une demi-révolution à l'instrument, puis on ramène la lunette sur l'objet; alors si l'intersection des fils du réticule s'est écartée du premier point de mire dans le sens horizontal, cela vient évidemment de ce que l'axe optique n'est pas parallèle au plan du limbe ; dans ce cas l'on amène l'intersection des fils au milieu de l'intervalle, à l'aide de leur vis de rappel. Pour vérification l'on recommence cette opération plusieurs fois, et quand on est sûr que le parallélisme existe, il ne reste plus, pour l'établir relativement à la lunette inférieure, qu'à faire coïncider son axe optique avec celui de la lunette supérieure. Ce procédé, dont il est facile de se rendre raison , serait exact sans les imperfections peut-être inévitables de l'instrument; aussi vaut-il mieux, pour plus de sûreté, recourir à la lunette d'épreuve.
Lorsqu'on doit observer une flèche, on trouve quelquefois qu'il est plus commode et plus exact de l'amener à l'intersection des fils inclinés, ainsi qu'il vient d'être dit. Mais il est à propos de remarquer que de quelque manière. qu'on dispose ces fils pour l'observation, il faut préalablement les vérifier dans la situation qu'on aura adoptée, parce que, comme ils ont dans chaque lunette un mouvement commun, il arrive souvent que, par un petit défaut de construction, leurs intersections ne répondent pas précisément au même point, dans les deux positions que l'on peut donner aux réticules; et c'est ce qui ferait que les angles seraient souvent observés dans un plan autre que celui sur lequel on compte les grades ou les degrés. Enfin , il est important de rendre l'objectif fixe à l'égard du tube de la lunette; car, comme le centre de figure et celui de réfi*action ne coïncident pas toujours, l'axe optique se dérangerait dans le cours d'une observation, si Fobjectif venait à tourner sur lui-même.
Maintenant , pour mesurer un angle entre deux objets terrestres , il faut d'abord amener les axes optiques des lunettes dans le plan de cet angle, et les y conserver pendant tout le cours de l'observation. Pour cet effet, l'on commence par disposer le limbe du cercle de manière que son plan passe à très-peu près par les deux points de mire; or, c'est à quoi l'on parvient en bornoyant à la vue simple, et inclinant seule-
ment le limbe, en faisant tourner un peu, s'il est nécessaire, tout l'instrument sur sa colonne , jusqu^à ce que les objets paraissent à égales distances du limbe. Ensuite , Tùn des observateurs (car il est bon d'être deux pour s'entr'aider et éviter beaucoup de lenteurs et tâtonnements) rendant la colonne immobile, donne un mouvement de rotation au limbe , jusqu'à ce que la lunette supérieure fixée à zéro soit dans la direction de l'un des objets, de celui de droite, par exemple. Le second observateur, de son côté , place la lunette inférieure, rendue libre, dans la direction de l'autre objet; et chacun choisissant une vis du pied de l'instrument, la plus voisine du vertical de son oculaire, la fait mouvoir pour amener l'image de l'objet dansle champ de sa lunette, et ensuite à l'intersection des fils.
Ce procédé est évidemment fondé sur ce principe, qu'un plan est donné de position lorsqu'il passe par deux droites qui se coupent, ou lorsque, passant par un point, il est assujetti à être parallèle à ces mêmes droites. Ceux qui commencent à faire usage du cercle , ont quelquefois de la peine à se rendre ce procédé familier, quoiqu'il soit fort simple , et qu'il réussisse d'autant mieux qu'on a eu la précaution de disposer une des branches du pied dans la direction de la ligne qui divise à peu près en deux parties égales l'angle à mesurer. Cependant s'il arrivait que, par une position particulière du cercle , les deux mouvements imprimés en même temps aux deux lunettes avec les vis du pied se nuisissent continuellement , il faudrait déranger un peu là direction des pieds , afin de détruire cet eftet et de parvenir au but qu'on se propose d'atteindre. Delambre a donné une formule pour éviter les tâtonnements à cet égard; mais avec un peu de pratique, on est toujours dispensé d'en faire usage.
Supposons donc que les axes optiques soient dans le plan de l'angle à mesurer , et que les divisions du limbe , selon l'usage en France , soient numérotées de gauche à droite; on amènera, i*^ sur l'objet à droite la lunette supérieure toujours fixée sur zéro , en faisant tourner le limbe , après avoir isolé la vis tangente des filets de la vis du tambour , ou desserré là pince qu'on lui a substituée ; ensuite , en faisant tourner cette vis lentement, lorsqu'elle aura été remise en action.
a**. On amènera la lunette inférieure sur l'objet à gauche, d'abord en desserrant son agrafe pour la rendre libre , puis en faisant jouer la
vis de rappel de Fagrafe rendue fixe : alors quand les deux lunettes seront exactement dirigées sur les deux objets , on aura la première partie de l'observation.
3^. Sans déranger les lunettes, on désengrenera la vis tangente, et l'on fera tourner le limbe , en dirigeant la lunette inférieure sur l'objet à droite; et , pour l'y fixer, l'on fera engrener la vis tangente. De cette manière, l'objectifde la lunette supérieure aura été repoussé dansleméme sens d'une quantité égale à l'angle mesuré; et s'il arrive que le cercle ne soit plus dans le plan des objets, on l'y remettra à l'aide des vis du pied.
4^. On amènera enfin sur l'objet à gauche, la lunette supérieure rendue libre, et on l'y fixera en serrant son agrafe; par ce. moyen, cette lunette aura décrit un arc égal au double de celui qui mesure l'angle proposé. On lira l'arc parcouru par la ligne de foi du vernier, et la moitié de cet arc sera la mesure de l'angle observé , abstraction faite toutefois de la petite erreur causée par l'excentricité des lunettes.
Cette mesure s'obtient donc à l'aide de deux observations conjuguées. Dans la première, la lunette supérieure est fixe à l'égard du limbe, tandis que l'inférieure est mobile. C'est tout le contraire dans la seconde observation.
En répétant l'opération précédente i, a, 3, 47« • • fois, et partant toujours du point où la lunette supérieure est arrivée sur le limbe , à la fin de la seconde observation conjuguée ou de l'observation paire, on aura évidemment le quadruple, le sextuple, l'octuple, etc., de l'angle , pourvu qu'on ne néglige pas de tenir compte des icirconférences entières parcourues.
116. Il existe un autre procédé pour mesurer un angle avec le cercle répétiteur; le voici. Au lieu de faire des observations croisées j comme ci-dessus , on fixe d'abord la lunette supérieure à zéro , et on la dirige sur l'objet à droite; ensuite on y amène la lunette inférieure, qui ne sert plus alors que de repère , et, sans faire tourner le limbe , on pointe la lunette supérieure , rendue libre , sur l'objet à gauche , ensuite on la fixe. De cette manière, l'angle est mesuré exactement par l'arc que cette lunette a parcouru lorsqu'elle n'a point d' excentricité j c'està-dire quand le plan mené par l'axe Y du cercle {PL III) contient en entier l'axe ab de cette même lunette. Si l'on veut continuer d'observer
Tangle proposé, pour compenser les erreurs du pointé , et atténuer surtout celles des divisions du limbe, on fera tourner l'instrument en désengrenant la vis tangente , afin de ramener la lunette supérieure sur l'objet à droite, et on l'y fixera; ensuite on y ramènera la lunette inférieure pour la faire servir de repère, et l'on dirigera , comme la première fois, la lunette supérieure, rendue libre, sur l'objet à gauche. Alors la ligne de foi du vernier de cette lunette marquera le double de l'angle observé. On peut continuer d'opérer de la même manière pour avoir le triple, le quadruple, etc., de cet angle; mais ce procédé exige évidemment plus de temps que par les observations croisées, lorsqu'on veut atteindre le même degré de précision.
117. Dans les grands cercles, la lunette supérieure entraîne ordinairement quatre verniers disposés à angles droits, ou à peu près, afin de pouvoir lire sur quatre points différents de.la circonférence du limbe, et obtenir par là une moyenne plus indépendante des erreurs de la division et de celles de la lecture. Supposons, par exemple, qu'on lise les quantités suivantes au commencement de l'opération :
verniers i®' a® 3® 4*^
(a) o,ooo, ioo,oa5, 1999985, 3oo,oi5,
et qu'après la dixième observation de l'angle , ces verniers marquent respectivement les nombres suivants , en tenant compte des circonférences entières parcourues durant la série ,
(b) 548^,1 la, 648^,108, 748*,ioo, 848^, io5;
on prendra le complément à l'unité , des parties décimales comprises dans la ligne (a), toutes les fois qu'elles appartiendront à des nombres au-dessous de 100, aoo ou 3oo; et l'on affectera tous les restes du signe négatif. Ici Ton aura
[a') H- 0,000, +o,0'^5, — o,oi5, +o,oi5.
On procédera de même par rapport aux parties décimales comprises
dans la ligne [b)j si les nombres dont elles dépendent n'ont pas tons le même chiffi*e aux unités. Or, dans le cas actuel , cette circonstance n'ayant pas lieu , on a
,rc j^e 3e ^e .
[b') -+-o,iia, 4-0,108, +0,100, +o,io5.
Ensuite on fera une somme des fractions [a')^ qui sera +o,oa5, que l'on retranchera de celle des fractions (ô'), c'est-à-dire de -+-o,4a5; puis l'on divisera le reste +o,4oo par 4> ^tle quotient +0,100 sera la partie décimale à ajouter au nombre 548^; de sorte que le décuple de l'angle mesuré sera définitivement 548^, 100; donc l'angle simple = 54^810.
On voit clairement par cette méthode., qui est générale, que le quart de la somme des nombres de la ligne {a') marque le point de départ d'un vernier moyen parcourant Tare moyen entre les quatre; tandis que le quart de la somme des nombres de la ligne {p') désigne le point d'arrivée de ce même vernier.
Mais il y a possibilité de simplifier un peu le calcul précédent. Pour cela, ajoutez toutes les décimales de la ligne (a), et ôtez de la somme autant d'unités qu'il se trouvera de verniers marquant moins de 100^, ou aoo ou 3oo: ici Ton a o,0!i5.
Ajoutez de même toutes les décimales de la ligne {h) , et ^tez de la somme, ou ajoutez-y autant d'unités qu'il y aura de nombres où le chiffi*e des unités aura une valeur moindre ou plus forte que celui qui se trouve dans le nombre marqué par la ligne de foi du premier vernier. Enfin , de cette somme , ainsi diminuée ou augmentée s'il est nécessaire , soustrayez la première et divisez le reste par 4 > c'està-dire par le nombre des verniers; le quotient sera la partie décimale moyenne cherchée.
Voici le cas. Au commencement les verniers marquaient
0,000, 100,001, 199^9989 3oo,oo3;
à la fin de la dixième observation , ils indiquaient
532^,001, 63i*',998, 732*',oo3, 83à^^ooa-
Or, dans la première ligne, la somme des décimales diminuée de l'imité , = OyOoa
dans la deuxième ligne, cette somme diminuée de l'unité. = o,oo4
différence. = o,ooa
\ = o,ooo5
Autre exemple. Au commencement, les verniers marquaient
0,000, 100,001, 199,998, 3oo,oo3;
à la fin de la dixième observation l'on avait
4^1,998, 52a,ooi, 6ai,997, 721,996.
Or, la somme des premières fractions diminuée d'une unité = 0,00a celle des secondes fractions augmentée d'une unité. ..... =r 3,99a
diflFérence. • = 3,990
de là arc parcouru = 4^1^79975, et angle mesuré * = - — '^^
On peut aussi se dispenser de faire la soustraction indiquée, en prenant le complément arithmétique et à Tunitéde la somme des parties décimales marquées par le vernier au commencement de la série ; ou , ^e qui revient au même et ce qui «st plus simple , on lit le vernier à contre-sens, en mettant par la pensée 10 à la place de zéro, et récipro- •quement. Bien entendu qu'il faut alors oter du résultat autant d'unités qu'on a pris de compléments , si les verniers marquent des nombres au"^essus de 100, aoo et 3oo^.
A moins qu'on n'ait peu de temps pour observer, il est toujours utile de noter tous les angles d'une même série , afin de pouvoir s'assurer 'de l'uniformité de sa marche. Voici l'ordre que l'on peut suivre à cet égard :
ij8
NOMBRE des
RÉPÉTITIONS
mt
ANGLES
maltiples.
586,947 704,338 821,729 939,122 I o56 , 5 I 1 ii73,f)oi
Arc moyen parcouru = 1 173«,89725
simples.
VERNIERS au point
de départ.
0,000 o,oo5
d^arrivée.
er
complém .
arithmét .
Somme Le quart
Il n'est pas nécessaire de lire les quatre vemiers chaque fois qu'on veut inscrire un angle multiple ; il suffit de les observer au commencement et à la fin de la série , comme dans le tableau précédent. Ainsi^ les fractions décimales des nombres delà seconde cofonneont seulement été indiquées par le premier vernier, à l'exception de celles du dernier nombre 1173989725^ qui sont le résultat de la combinaison des fractions insérées dans les deux dernières colonnes^ combinaison faite d'^^ près la troisième méthode exposée ci^^dessus.
Il n'arrive pas toujours que les séries de cette espèce soient aussi régulières- que la précédente; car les vapeurs qui s'élèvent quelquefois durant l'observation, par l'action d'un soleil ardent, produisent des ondulations qui (ont paraître les objets mobiles , et qui nuisent par conséquent à l'exactitude du pointé. De là ces anomalies qu'on remarque dans les séries d'un même angle. En général, les meilleures observations ont lieu pendant l'absence du soleil.
118. Dans les triangulations de premier ordre, il est convenable de prendre plusieurs séries d'un même angle à des jours différents; mais
3 séries de 10 répétitions chacune y prises dans les circonstances favorables et avec un cercle de 27 centimètres de diamètre, sont toujours suffisantes : alors , comme le plus souvent elles iliffèrent entre elles , on en prend la moyenne arithmétique.
Il n'est peut-être pas inutile de dire qu'on entend par moyenne arithmétique, le quotient qu'on obtient en divisant par le nombre total des observations la somme de tous les arcs parcourus sur le limbe. Si, par exemple , n eàt le nombre des observations de la première série , et A l'angle simple ; que rtf et A' soient relatife à la seconde série ; que rf et A"^
se rapportent à la troisième série; l'angle moyen sera — ^ ,, .En
faisant chaque série d'un même nombre d'observations, la règle est plus simple, puisqu'il ne s'agit que de diviser la somme des résultats partiels par leur nombre.
DE LA M£&UR£ DES DISTANCES ZIÎNITHALES
il9. La distance au îfénith d^un objet est le complément de sa hauteur angulaire, ou sa dépression augmentée de 100 grades, ou, ce qui revient au même , l'angle entre cet objet et le zénith de l'obser* vateur • Avant d'observer une distance zénithale , on mettra le limbe du cercle dans la situation verticale ainsi qu'il suit.
On disposera l'axe Y du limbe [PL V^X VI) dans une position à peu près horizontale , en desserrant la pince du quart de cercle et en renversant le limbe: ensuite, après avoir amené la bulle d'air du grand niveau df^M milieu du tube, ce qui se fera d'abord en rendant libre la lunette inférieure, puis serrant son agrafe et faisant usage de sa vis de rappel , on fera tourner tout l'instrument sur sa colonne S , de manière que l'index , ou la ligne de foi du cercle azimutal zz'^ partant de la ligne de division qui se trouve vis«à-vis un des pieds de l'instrument, de V par exemple, parcoure une demi-circonférence. Si, dans cet état, la bulle d'air, après quelques oscillations, ne se fixe pas d'ell^méme au milieu du tube , l'axe de la colonne ne sera pas dans un plan vertical ; alors on fera la correction moitié avec la vis du pied Y qui se trouve précisément au-dessous du grand niveau , moitié avec la vis de rappel R' de la lunette inférieure.
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On ramènera Findex du cercle azimutal au point de départ ; et si , dans cette première position , la bulle ne conserve pas le milieu du tube, on fera la correction qui vient d'être indiquée. On continuera cette épreuve jusqu'à ce que la bulle revienne d'elle-même entre ses repères dans les deux positions de l'instrument. Alors Taxe de la colonne sera dans le plan vertical passant par zz\
Ensuite, si après avoir placé l'index à loo* du point où il se trouve maintenant, la bulle ne rentre pas entre ses repères, on Yj ramènera en faisant la correction moitié avec la vis V, moitié avec la vis V", c'est-à-dire en élevant l'une et abaissant l'autre d'une égale quantité. De cette manière, l'axe S de la colonne du cercle se trouvera à la fois dans deux plans verticaux, et sera par conséquent vertical. Ainsi, quelque part que soit placé l'index du cercle azimutal, la bulle reviendra au milieu du tube pour s'y fixer. Cependant, si l'instrument a quelque petit défaut de construction , ou bien si l'opération que l'on vient d'indiquer n'a pas été feite avec toute l'exactitude possible , la bulle sera errante, lorsqu'on fera tourner la colonne S, et qu'on arrêtera l'index sur différents points de la circonférence ; U faudra donc pour la rendre stationnaire au milieu du tube, faire de légères cor- f
rections, en procédant comme ci-dessus. Au surplus, la verticalité de la colonne n'est pas d'une nécessité absolue ; elle dispense seulement de caler sans cesse les niveaux quand observe une distance au zénith.
Enfin, l'on mettra avec beaucoup de soin le limbe de l'instrument dans la position verticale , à l'aide du fil-à-plomb dont il a* été parlé à l'art. 113; ou mieux encore, au moyen d'un niveau à bulle d'air disposé pour cet effet. Alors , si le petit niveau gh que porte l'axe Y du cercle est incliné à l'horizon , on le calera au moyen de la vis de rappel qui y est adaptée, et l'on serrera la pince du quart de cercle, afin que le limbe ne puisse se déranger à l'égard de l'axe de la colonne. Lorsqu'en manœuvrant l'instrument, l'horizontalité du petit niveau n'aura plus lieu , on la rétablira en tournant dans le sens convenable la vis du pied qui se trouvera à peu près dans la direction de ce niveau, et cela afin de remettre le limbe vertical.
Maintenant, pour mesurer une distance au zénith, l'observateur ^xera à zéro l'un des verniers de la lunette supérieure bien équilibrée , et placera cette lunette à sa droite , si les divisions de l'instrument sont
numérotées de gauche à droite; ensuite il la dirigera sur l'objet, en dégageant la vis tangente , puis faisant engrener cette vis pour procurer un mouvement lent à cette lunette. Alors Taide observateur placera horizontalement la lunette inférieure qui porte le grand niveau , en la faisant mouvoir indépendamment du limbe. Lorsque la bulle restera au milieu du tube j en même temps que le point de mire sera sous le fil horizontal du réticule , ce que chaque observateur saura en s' avertissant mutuellement 9 on aura la première partie de l'observation, et le cercle sera à la droite de celui qui pointe sur l'objet.
On fera ensuite tourner tout l'instrument sur sa colonne , jusqu'à ce que l'index du cercle azimutal ait parcouru une demi-circonférence, c'est-à-dire que le limbe soit à la gauche de l'observateur dans le vertical de l'objet; et pendant que l'aide observateur, toujours placé à l'opposé des divisions du limbe , ramènera la lunette inférieure dans la position horizontale pour caler le grand niveau, en faisant tourner le limbe à l'aide de la vis tangente du tambour , l'observateur fera mouvoir la lunette supérieure, qu'il aura rendue libre, jusqu'à ce que le point de mire soit exactement sous le fil horizontal. Pour parvenir à ce but , il aura soin de serrer l'agrafe de cette lunette et de faire usage de la vis de rappel. Mais ce mouvement, imprimé à la lunette supé«* rieure, aura pu déranger la bulle du grand niveau; il faudra donc la replacer entre ses repères, ou la caler en faisant tourner la vis tangente , et ensuite ramener l'axe optique de la lunette supérieure sur le point de mire, au moyen de sa vis de rappel. Lorsque le grand et le petit niveau seront calés, et que l'objet sera en même temps sous le fil , on aura la seconde partie de l'observation , et l'arc parcouru par la ligne de foi du vernier de cette lunette sera le double de la distance zénithale cherchée.
En efifet, soit G le centre du limbe {PL ^, n° a), AB la direction de la lunette lors de la première observation , et CH la ligne horizontale déterminée par le grand niveau. Lorsqu'on tourne le limbe à gauche pour faire la seconde observation conjuguée, et que l'on cale derechef le niveau, la lunette supérieure prend la direction A'B', c'est-àdire qu'elle fait avec la ligne horizontale GH le même angle qu'auparavant, mais en sens contraire. Donc le point O, d'où l'on compte les grades^ se trouve alors en O'; donc, si l'on détache la lunette supé-
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rieure pour la ramener sur l'objet B, le point O' reviendra en O, en parcourant Tare OZO^ Mais oet arc est évidemment le double de la distance zénithale ZGO cherchée ; donc à la fin de la seconde observation conjuguée, on a le double de cette distance.
En répétant plusieurs fois de suite cette opération, et partant toujours du point où s'est arrêtée la ligne de foi du premier vemier à la fin de la secondé observation conjuguée, l'on parviendra au quadruple, au sextuple, etc. , de la distance zénithale, et l'on atténuera les erreurs du pointé et de la division , comme dans la mesure des angles entre les objets terrestres.
Nous prescrirons de mettre , avant tout , une des branches du pied de* r instrument <lans le plan de l'angle à mesurer; voici pourquoi. Dans la deuxième partie de l'observation , Ton est obligé, pour caler le grand niveau, de faire tourner le limbe autour de son axe ; mais les filets de la vis tangente qui produit ce mouvement, étant trop espacés les uns des autres, il n'est guère possible d'amener exactement par ce moyen la buUe au milieu du tube. Aussi, quand la correction est légère , vaut-il mieux la faire avec la vis Y du pied , qui se trouve précisément audessous du grand niveau, et qui procure un mouvement très- doux, surtout si > au lieu de cette vis, on fait agir celle de l'étrier ee' sur lequel elle pose. On peut aussi , par la même raison , amener le fil horizontal de la lunette sur l'objet, avec cette même vis, lorsqu'on fait les observations impaires , puisque alors cette lunette est fixée au limbe. Ce u^ouvement de la vis dont il s'agit ne dérange pas le limbe de sa position verticale, ce qui est évident.
Les cercles où la graduation se lit de droite à gauche , exigent qu'en commençant la mesure d'une distance* zénithale , * la innette soit à gauche , sans quoi l'angle observé serait la distance au nadir de l'objet ou le supplément de sa distance zénithale.
120. Malgré toutes ces précautions, il en est encore d'autres à prendre pour obtenir la plus grande précision possible. Par exemple, comme on n'est pas toujours sûr que le point de mire soit exactement sous l'axe du fil , il importe , pour ne pas tenir compte de la demi-épaisseur de ce fil , s'il est d'un diamètre assez sensible , de mettre successivement ses bords supérieur et inférieur en contact avec le point de mire ;
parce que si Tangle observé est plus petit dans Tobservation impaire , il sera plus grand de la même quantité dans Tobservation paire ^ ou réciproquement.
De plus, comme il est commode de mettre le point de mire à une petite distance du fil vertical , et que rien ne peut faire juger de la parfaite horizontalité de l'autre fil, voici la manière de se prémunir contre l'erreur que causerait la petite inclinaison de ce dernier fil.
Si , lors de la première partie de Tobservation^ le point de mire m ( PL f^j n^ i) parait dans la lunette à la droite du fil vertical AV, îl sera réellement entre ce fil et le limbe , puisque les objets sont vus renversés ; et l'angle HAX représentera l'erreur commise sur la distance zénithale , si Rh est la vraie position du second fil à l'égard de l'horizontale AX. Mais la lunette se renversant dans la deuxième partie de l'observation , il s'ensuit que le fil AH sera incliné dans le même sens par rapport à l'observateur* Si donc on place l'image du point de mire en m'y c'est-à-dire à gauche du fil AV et de manière que km' = Am , la nouvelle erreur faite sur la distance au zénith sera xAk , c'est-à* dire égale, mais de signe contraire à la précédente; ainsi, il y aura compensation. Il est donc évident que le point de mire se retrouvera réellement entre le fil vertical et le limbe, et au même point physique.
Dans tout ceci nous avons fait abstraction de l'excentricité de la lunette supérieure , parce qu'elle n'existe pas dans les cercles que l'on construit maintenant; d'ailleurs, eût-elle lieu comme dans la figure citée , la mesure des distances au zénith ne subirait pour cela aucune correction , parce que celle qui est relative à la seconde observation conjuguée est égale et de signe contraire à la correction qui se manifeste pendant la première observation , ainsi qu'il est aisé de s'en assurer.
Les distances zénithales des objets terrestres servent pour réduire les angles à l'horizon , et faire connaître les différences de niveau des stations. Il est cependant nécessaire d'avertir que ces distances zénithales sont quelquefois affectées d'une erreur constante y lorsqu'on <^re avec un grand instrument : erreur attribuée à la flexion de la lunette supérieure , lorsqu'elle n'est pas parfaitement équilibrée , et que nous ap* prendrons plus tard à évaluer.
121. S'il arrive que le lieu de l'observation ne permette pas de faire
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faire au limbe une demi-révolution , dans ce cas on le laisse dans la position la plus favorable, et l'on mesure la distance zénithale, en faisant des observations successives analogues à celles décrites à l'article 116; c'est ce que Ton concevra encore mieux par ce qui suit.
Après avoir mis le cercle dans la position verticale , dirigez la lunette supérieure , mise à zéro , sur un objet très-éloigné ; amenez-y aussi la lunette inférieure , afin de rendre les deux axes optiques parallèles. Cela £siit , et sans détacher du limbe la lunette inférieure , calez son niveau à l'aide de la vis tangente , puis rendez libre la lunette supérieure 9 pour la pointer sur l'objet dont on désire connaître la distance zénithale, et fixez-la dans cette position ; alors l'arc qu'elle aura parcouru sera l'angle de hauteur ou de dépression cherché.
Pour doubler cet angle, refaites la même opération comme si la lunette supérieure était fixée sur zéro. Cette lunette parcourra ensuite un nouvel arc qui, étant ajouté au premier, sera la mesure du double de l'angle cherché. On pourrait de même se procurer le triple, le quaduple, etc., de cet angle. Mais l'on conçoit bien qu'il sera affecté d'une erreur occasionnée par le défaut de parallélisme de l'axe optique de la lunette inférieure et de l'axe de son niveau , qui est dépourvu de moyens de rectification : c'est là ce qu'on nomme l'erreur de colli" mation. Or la différence entre la mesure de la distance zénithale d'un objet , obtenue de la sorte et celle donnée exactement par le premier procédé décrit ci-dessus , sera cette erreur dont il faudra alors tenir compte dans la première mesure.
122. Il est à propos de dire comment on détermine le degré de sensibilité.du grand niveau. Pour cet efifet , mettez le limbe vertical , comme pour prendre ime distance au zénith ; fixez la lunette supérieure à zéro , et dirigez-la sur un objet quelconque, en faisant tourner le limbe avec la vis du tambour, jusqu'à ce que cet objet soit sous le fil horizontal. Desserrez la lunette inférieure , pour amener une des extrémités de la bulle du grand niveau vis-à-vis le trait de division extrême de la règle qui supporte ce niveau , et voyez si la lunette supérieure ne s'est pas dérangée. Ensuite faites tourner la vis du tambour, jusqu'à ce que la même extrémité de la bulle arrive à l'autre trait de division extrême , pourvu toutefois que l'autre extrémité de la bulle n'atteigne pas celle
du tube, ensuite, ramenez la lunette supérieure sur le point de mire, en faisant usage de sa vis de rappel. Enfin , lisez le nombre de parties de la règle parcouru par la bulle ; ce nombre n sera celui qui correspond à l'arc décrit par la lunette supérieure. Mais cet arc étant trop petit pour pouvoir être lu exactement , recommencez la même opération comme si la lunette supérieure partait de zéro , et vous aurez le double de l'angle correspondant au même nombre de parties d'inclinaison du niveau. Continuez de la même manière jusqu'à ce que vous ayez, par exemple ^ le décuple de l'angle cherché. Enfin, divisez cet
angle A par le nombre n de parties , et le quotient - sera le nombre
de secondes correspondant à une partie d'inclinaison du niveau.
On est surtout obligé d'évaltrer cette inclinaison , lorsque l'on opère avec un cercle à nis^eaujixe. Ce niveau, au lieu d'être adapté à la lunette inférieure, est fixé sur la colonne, et se trouve par conséquent tout à fait indépendant du limbe; ce qui est quelquefois à regretter. Il est cependant des observateurs qui préfèrent le niveau fixe au niveau mobile, parce que l'on observe avec une très-grande promptitude les distances zénithales des objets terrestres et des astres.
125. Pour observer avec un niveau fixe , on donne toute liberté au limbe de tourner lorsqu'il est vertical. Cependant on peut l'arrêter au besoin, au moyen d'une forte pince, qui fait corps avec la colonne; ou bien on lui imprime un mouvement de rotation très-lent, à l'aide d'une vis de rappel adaptée à cette pince. Quant au grand niveau qui est , comme nous venons de le dire , fixé sur la colonne et entièrement isolé du cercle, il ne sert que pour mettre vertical l'axe de cette colonne, ou pour en faire connaître l'inclinaison. Ce niveau a aussi sa vis de rappel pour le caler, et est placé parallèlement au limbe.
Ceci étant bien compris, voici la manière de mesurer l'inclinaison de l'axe de la colonne , et d'évaluer son effet sur les distances zénithales.
Représentons par B la longueur actuelle de la bulle d'air du niveau , et supposons que l'artiste ait eu le soin de mettre le zéro de l'échelle exactement au milieu de cette bulle, lorsque le tube est horizontal. Dans cette position , les extrémités de la bulle marqueront les mêmes nombres; et si l'on retourne le niveau bout pour bout sans changer la
i86 TRAITÉ DE GÉODÉSIE.
position du plan sur lequel ce niveau repose , la bulle , après.quelques oscillations, rentrera entre ses repères. Mais si l'on élève une des extrémités du niveau, l'extrémité droite, par exemple , la liqueur obéissant à la loi de la pesanteur, se déplacera , et portera la bulle vers la partie élevée ; en sorte que l'extrémité droite de cette bulle marquera -j B + X = D parties de l'échelle , tandis que l'extrémité gauche marquera |^ B — ^ = G; puisque nous supposons que le tube est bien calibré , et que la bulle , pendant l'expérience , conserve sa longueur. Or^ ^.désignant, en parties de l'échelle, l'inclinaison de l'axe du tube , on a aor = D — G ; c'est-à-dire que le double de cette inclinaison est égal à la dififérence des nombres marqués par les deux extrémités de la bulle , quand le plan sur lequel s'appuie le niveau est horizontal. .
Mais donnons au plan , dans le sens de la longueur du niveau , une inclinaison jr telle que l'extrémité droite de la bulle marque
|BH-xH-7-=D;
alors 'l'extrémité gauche marquera
|B — jc — j = G.
Maintenant si nous retournons bout pour bout le .niveau, sans rien changer d'ailleurs à la ^position du plan , l'extrémité droite de la bulle donnera
lB-ar-^J=D,;
celle de gauche donnera au contraire
ainsi , de ces quatre équations l'on tirera
ax = D — D|, ou a: = ,
« — G, ou X = ,
aj^=D-G,, ou ^ = -_-, a^ = D,-G, ou ^ = -— — ;
de là les deux règles suivantes , données par Delambre ( Astronomie, tom. I, p. 82) :
1®. Le double de V inclinaison du tube est égal à la différence des deux nombres de la droite; le second nombre se retranche du premier.
Si X est positif, le bout du tube qui était d^ abord à droite, est plus élevé que celui qui était à gauche; si x est négatif, c'est le contraire.
a**. Le double de V inclinaison du plan sur lequel s* appuie le nisfeau, est égal à la différence des nombres indiqués successisfement par Vex-^ trémité qui était dabord à droite; le second nombre se retranche du premier.
Sijr est positif, c'est la partie droite du plan qui est la plus éleyée; ce serait le contraire si y était négatif.
Ce que nous disons du plan , doit s'entendre de Taxe de la colonne -du cercle qui porte le niveau. Ainsi , dans l'observation d'une distance zénithale avec un cercle à niveau fixe , on doit toujours considérer la même extrémité physique de la bulle avant et après le retournement dii cercle y pour évaluer l'inclinaison de l'axe de la colonne.
Supposons 9 par exemple , que le cercle étant dans sa première position , G soit l'extrémité de la bulle dirigée vers l'objet , et D soit l'extrémité située du côté de l'observateur. Dans la seconde position du cercle , les mêmes extrémités physiques changeront de nom , puisque le bout du niveau qui était tourné vers l'objet sera au contraire tourné vers l'observateur; ainsi D deviendra G| et G deviendra D,. Si donc dans le cours d'une observation de distance zénithale ^ on lit à chaque position du cercle les parties du niveau marquées par les deux extrémités de la bulle , afin d'obtenir plus de précision , et qu'on désigne généralement par G les parties correspondantes au même instant à l'extrémité objet, par D les parties correspondantes au même instant à l'extrémité observateur, les diverses valeurs de j seront renfermées dans les deux suites suivantes :
ik*.
NOMBBE
OBSBRVATIONS.
objet obéerrateur
observât, objet.,
ar
ar
Uf
D, Gî
D« Gs
Limbe à droite.
Limbe à gauche.
Il faut faire attention que si le niveau , supposé perpendiculaire à l'axe de la colonne , est élevé du côté de D ou de l'observateur , cet axe prolongé vers le zénith passera entre ce point et le rayon visuel dirigé sur l'objet. Or, comme on rapporte la distance zénithale à l'axe de rotation du cercle pris pour verticale apparente, il est clair que l'inclinaison de cet axe doit s'ajouter à la distance zénithale observée : c'est en effet ce que suppose le tableau précédent.
Toutes les valeurs de a/*,, a/,, , ojr^ , . . . données par la même extrémité physique de la bulle, seraient égales entre elles, si Taxe de rotation n'éprouvait aucun dérangement pendant tout le temps qu'on observe; il en serait de même des valeurs de a^', a^", a^'", . • • De plus, ces deux séries seraient identiques; mais comme il n'en est pas tout à fait ainsi , il est convenable de prendre la moyenne entre toutes les valeurs précédentes de^, c'est-à-dire de faire une somme de toutes les différences a^', a^", ... , a^^, a^,,, ... , et de la diviser par le double du nombre des observations simples. De cette manière , on aura un arc * moyen ^, lequel étant converti en secondes (art. 122), s'ajoutera à l'angle observé , ou s'en retranchera , selon que la somme des termes positifs sera plus grande ou plus petite que celle des termes négatifs .
Pour plus de clarté , voici une série que nous prîmes à l'Observatoire du Dépôt de la Guerre, avec un grand cercle de Lenoir , auquel cet artiste avait adapté un niveau fixe.
NOMBRE des
MARCHE DU NIVEAU FIXE
objet observateur-
Arc moyen Gorr. du niv.
différence
obserTateurHobjet —
différence b.
Dist. zénit. = 85<,89o3,oo
Somme des a = — 8 Inclinaison de Taxe de rotat.
Som. des b = a -h i
Facteur constant
Prod. ou eorr. du niveau— 9*, 5o
Le facteur constant ii',5ï est la valeur d'une partie du niveau en secondes centésimales; il a été déterminé avec beaucoup de soin par la méthode de Fart. 122; néanmoins il est trop grand pour que la correction soit sure. Les niveaux de Fortin paraissent ne laisser rien à désirer: il en existe de cet artiste, qui sont d'une sensibilité telle , que la bulle parcourt régulièrement 3 millimètres quand l'axe s'incline de i'" sexagésimale; d'où il est aisé de conclure que le rayon dé courbure de la paroi intérieure et longitudinale du tube est de
124. D'après l'idée que nous avons donnée de la' construction du cercle à niveau fixe, on doit en inférer que la vis tangente du tambour est remplacée par la vis de la pince ajustée à* la colonne, lorsqu'on fait usage de cet instrument pour observer les distances zéni-
thaïes; que cette pince doit fixer tellement le limbe à cette colonne pu à la plaque qui lui est adhérente, qu'il ne puisse avoir le moindre mouvement de rotation , en passant de la première à la seconde observation conjuguée ; mais que rien n'avertit du contraire , puisj[{ue le niveau est indépendant du limbe ; qu'enfin , ce niveau pourrait bien être ramené chaque fois à la position horizontale , ou entre les mêmes repères, comme dans les cercles ordinaires, au moyen d'une des vis du pied; mais qu'on opère plus commodément et plus rapidement, en concluant l'inclinaison de l'axe de rotation des diverses positions de la bulle. Toutefois l'on n'est pas dispensé d'avoir un aide uniquement chargé d'observer cette bulle, surtout si le cercle n'est pas établi sur un corps parfaitement stable ; car l'observateur, en allant de la lunette au niveau, changerait l'inclinaison de l'axe, en dérangeant par son propre poids la position du centre de gravité du système ; inclinaison qui doit être invariable pendant la durée de deux observations conjuguées.
Une autre remarque non moins essentielle à faire, c^est qu'il importe que le limbe soit maintenu dans sa position verticale, pendant toute la durée des observations (art. 119).
Lorsqu'on fait une longue suite d'observations de distances zénidiales d'un même objet, on fait varier chaque jour l'inclinaison de Taxe de rotation dn cercle, de manière que la correction du niveau soit tantôt positive, tantôt négative. Par là on donne lieu à des com pensations qui rendent les résultats mo;^ens plus indépendants des parties du niveau.
DU THÉODOLITE RBPIÉTITEUR.
125. Quoique l'usage du cercle répétiteur ordinaire nécessite le calcul d'ailleurs fort simple de la réduction des angles à l'horizon , il était à désirer que cet instrument fut garni de lunettes plongeantes, c'est^-dire de lunettes qui pussent se mouvoir de plusieurs degrés dans un plan parfaitement perpendiculaire au limbe ; parce qu'en disposant ce limbe horizontalement à l'aide de deux niveaux placés à angle droit, il en résulte que les angles observés sont naturellement
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réduits à Thorizon. Les ^éodolites répétiteurs de Reichenbach, et surtout ceux de M. Gambey, qui sont d'une construction parfaite, jouissent précisément de cette propriété. lia lunette inférieure de cet instrument, qui ne sert que de repère , a un petit jeu dans le sens vertical et dans le sens horizontal; mais la lunette supérieure AB {PL XI) est traversée par un axe bien calibré, et dont les extrémités G, G entrent dans ^es collets égaux élevés de quelques centimètres au-dessus du limbe ou s'appuient sur deux plans inclinés, de sorte que cette lunette, ainsi placée sur des supports, peut parcourir. un arc de plusieurs degrés dans le plan perpendiculaire au limbe.
Il faut avant tout vérifier l'instrument, c'est-^à-dire s'assurer si l'axe de rotation GG de la lunette supérieure est horizontal et parallèle au limbe , et si l'axe optique de cette lunette décrit \m plan perpendiculaire à cet axe de rotation. Pour cet effet, l'on se sert du niveau NN' suspendu à deux crochets parfaitement égaux Z, Z', qu'on adapte à l'axe de rotation; et lorsqu'il est calé au moyen des vis du pied de l'instrument, cet axe doit se trouver horizontal. Néanmoins, pour plus de sûreté, on retourne le niveau bout pour bout, afin de voir si la bulle rentre dans ses repères : s'il arrivait le contraire, les deux crochets ne seraient pas égaux , et il faudrait corriger le niveau moitié avec sa vis de rappel , moitié avec la vis du pied qui incline l'axe de rotation. Enfin on dispose cet axe parallèlement au plan du limbe, à l'aide des vis des supports et du pied , et ai procédant comme il a été dit à l'art. 119, pour placer horizontalement le cercle azimutal.
Il s'agit ensuite de rendre l'axe optique perpendicidaire à l'axe de rotation ; or c'est à quoi l'on parvient de la manière suivante. Dirigez la lunette supérieure sur un objet éloigné; ensuite renversei^la de manière que la partie supérieure devienne la partie inférieure. Dans cet état, le bout de l'axe qui était à droite se trouvera à gauche; et si lorsque la lunette est ramenée sur l'objet, l'axe optique ne répond pas au même point qu'avant le renversement , ou fera mouvoir le réticule jusqu'à ce que l'intersection des fils partage en deux parties égales la moitié de la déviation observée; puis l'on donnera à l'instrument un petit mouvement de rotation , pour ramener l'axe optique sur le premier point de mire. On renversera de nouveau la lunette, car si elle donne encore lieu aune petite déviation, l'on fera la correction qui vient
d'être indiquée. Après un petit nombre d'essais de ce genre, Taxe optique sera rectifié.
Dans le théodolite que nous décrivons, et qui a appartenu à M. Legendre , le cercle vertical MM' ne donne les angles simples de hauteur ou de dépression, qu'avec une médiocre exactitude; mais avec le théodolite {PL J^III)j qui fait l'office du cercle répétiteur, les distances zénithales se déterminent très-exactement. Cependant s'il fallait les prendre par le procédé expliqué art. 121 , l'on «ittacherait à la lunette supérieure un petit niveau à bulle d'air, afin qu'en le disposant ensuite horizontalement, l'axe optique fut lui-même horizontal ou à trèspeu près; et alors l'erreur de collimation se mesurerait ainsi qu'il a été dit à l'article cité.
Maintenant , pour mesurer avec cet instrument un angle entre deux objets terrestres , dans l'hypothèse que les divisions se lisent de droite à gauche, comme dans la figure, on met d'abord le limbe horizontalement et l'un desvemiers à zéro; ensuite on amène la lunette supérieure sur l'objet de gauche , en faisant tourner à la fois les deux limbes concentriques, et l'on dirige la lunette inférieure, qui est indépendante de ce mouvement , sur un objet quelconque pour servir de repère ; puis on détache la lunette supérieure, afin de l'amener sur l'objet de droite , et pour lors l'arc que le vernier tracé sur le limbe intérieur a parcouru sur le limbe extérieur portant la graduation , est la mesure de l'angle proposé , si toutefois la lunette de repère ne s* est point dérangée; autrement il faudrait la remettre convenablement à l'aide de la vis qui fait tourner tout l'instrument, et ramener ensuite la lunette supérieure sur l'objet de droite. On peut répéter indéfiniment cette mesure, en ramenant sur l'objet de gauche la lunette supérieure, par un mouvement de rotation imprimé au cercle, et laissant toujours la lunette inférieure dirigée sur le point de repère, ou l'y ramenant en cas de déviation; ensuite, en desserrant la lunette supérieure pour la ramener seule sur l'objet de droite: de cette manière, l'arc qu'elle aura parcouru sera la mesure du double de l'angle proposé. En répétant cette même opération , on aura le triple, le quadruple, le quintuple, etc., de cet angle; et il est visible que quoique les observations ne soient pas croisées ^ comme avec le cercle répétiteur ordinaire, Qn parviendra néanmoins^ après un même nombre d'obser-
vations simples y au même degré d'exactitude, toutes choses égales d'ailleurs*
Les théodolites de M. Gambey^ dont nous avons déjà parlé et dont les officiers d'état-major se servent pour les opérations géodésiques de la carte de France, sont doublement répétiteurs, parce que le limbe gradué peut se placer verticalement comme celui du cercle de Borda (P/. VIII\ Dans ce cas la lunette supérieure se dispose de manière que son axe optique soit parallèle au plan du limbe, et ce parallélisme, après avoir été établi comme il est dit à l'art. 115, n'éprouve aucun dérangement lorsque la lunette a été préalablement rendue fixe à l'égard du cercle-vemier. Enfin les grands théodolites de cet artiste , dont les verniers donnent 16 secondes centésimales, sont très-propres aux ol> servations de latitude et d'azimut, parce qu'ils se composent de deux cercles perpendiculaires entre eux, et ayant chacun o™,3 de diamètre : l'un destiné à la mesure des angles horizontaux, l'autre à celle des angles verticaux. Celui-ci est placé extérieurement au cercle horizontal , et est armé d'une lunette dont l'axe optique doit être parallèle au limbe. On peut alors, par une manœuvre facile, mesurer et répéter indéfiniment, soit les angles horizontaux, soit les angles verticaux; mais pour la mesure des premiers il est indispensable de faire usage de la lunette de repère. Nous n'en dirons pas davantage à ce sujet, la vue et l'examen des instruments en apprenant plus que les explications écrites les plus détaillées.
DE l'usage du cercle DANS LES OBSERVATtONS ASTRONOMIQUES.
126. Les observations azimutales se font souvent en prenant la dis^ tance angulaire entre un astre voisin de l'horizon et un objet terrestre. La méthode qu'on emploie pour cet effet ne diffère pas de celle par laquelle on mesure un angle sur le terrain ; il est seulement à remarquer, 1^ que le cercle a besoin d'être ramené sans cesse dans le plan variable des objets , parce que l'astre s'éloigne ou s'approche continuellement de l'horizon ; 2^ que l'on doit tenir compte de l'heure précise de la fin de chaque observation. Cette pratique demande une grande habitude;
aussi le théodolite répétiteur est-il de beaucoup préférable au cercle ordinaire y en pareille circonstance.
Si l'on observe une étoile, son diamètre est insensible , et se réduit
à un point lumineux, même dans les plus forts télescopes; mais la
lumière de l'étoile et le feu établi à l'objet terrestre (par exemple, une
lampe à courant d'air munie d'un réflecteur parabolique) , n'étant pas
suffisants pour éclairer le champ des lunettes de manière à ce qu'on
puisse bien distinguer les fils, si l'on observe pendant la nuit, on place
un feu de bougie près de chaque objectif. L'observateur qui est chargé
de pointer sur l'astre , ne le met pas exactement sous le fil vertical ,
afin que l'autre observateur ait le temps de ramener sa lunette sur
l'objet terrestre, dans le cas où il y aurait un petit écart; ensuite l'un
d'eux compte l'heure , la minute, la seconde et la fraction de seconde
que la pendule marque à l'instant où l'étoile passe sous le fil. Si une
troisième personne était chargée de noter l'heure de l'observation^
celle qui pointe sur l'astre l'avertirait,, à l'instant du passage sous le
fil , par un mot d'une seule syllabe.
Comme le mouvement de l'astre, par rapport au signal, est sensiblement uniforme pendant de courts intervalles de temps , comme de 8 à lo minutes, on divise l'arc parcouru, par le nombre des observations; et l'arc moyen qui en résulte est assez ei^actement la dis» tance de l'astre au signal , pour l'instant moyen entre ceux de toutes les observations.
Si l'on observait le Soleil , on interposerait un verre noir entre l'œil et l'oculaire de la lunette du cercle, afin de pouvoir fixer cet astre sans danger; et l'on mettrait alternativement en contact avec le fil vertical son bord oriental et son bord occidental, pour éviter de tenir compte du demi-diamètre de cet astre ; ayant soin d'ailleurs que le disque soit au même instant divisé en deux parties égales par le fil horizontal. Quand on préfère observer le même bord, il est essentiel d'indiquer celui qu'on a mis en contact avec le fil vertical , afin de savoir si Tare de distance mesuré doit être augmenté ou diminué du demi-diamètre du Soleil ; et il ne faut pas oublier que la lunette renversant les objets , le bord oriental apparent est le bord occidental vrai>. et vice versa.
127. S'il s'agissait de connaître la distance zénithale d'un astre , on procéderait encore comme on l'a expliqué à l'art. 119. Ainsi , lorsque cet astre est éloigné du méridien, l'arc parcouru par la lunette supérieure, divisé par le nombre des observations, donnera, comme cidessus, pour quotient un arc moyen qui, eu égard à l'uniformité de la marche de l'astre pendant de petits intervalles de temps , de 8 à lo minutes, par exemple, sera la distance au zénith, pour Tinstant moyen entre ceux de toutes les observations. En mettant l'un après l'autre en contact avec le fil horizontal les bords supérieur et inférieur du Soleil , en sorte que le fil vertical passe le plus près possible du milieu du disque de cet astre, la distance trouvée sera celle du centre du Soleil au zénith.
Les observations de ce genre devant être faites dans le moins de temps possible , on se contente , pour éviter des longueurs , de lire les arcs parcourus par la lunette supérieure après 4> 6> 8 ou lo observations, selon les cas. Les distances zénithales s'obtiennent très-rapidement à l'aide d'un cercle à niveau fixe (art. 122).
Lorsqu'on observe une étoile qui n'est pas de première grandeur, on évite delà mettre à l'intersection des fils, parce qu'il pourrait arriver qu'elle fut entièrement cachée, et qu'elle ne se trouvât pas exactement dans l'axe optique; mais on la place derrière le fil horizontal, le plus près possible de cet axe, et successivement à droite et à gauche du fil vertical, par la raison donnée à l'art. 120.
Pendant le crépuscule , et avec de fortes lunettes , on observe aisément les étoiles de seconde grandeur ; il arrive cependant quelquefois qu'elles disparaissent avant d'être entièrement sous le fil , quand leur lumière est extrêmement faible. Cet inconvénient a également lieu lorsque l'on pointe sur une flèche très-aiguë. Alors les observations sont trop incertaines pour en tenir compte.
Quand on observe pendant la nuit, on adapte ordinairement un réflecteur Y [PL III) à la lunette supérieure, pour éclairer les fils du côté de l'objectif, afin qu'ils paraissent en noir sur un fond clair. Ce réflecteur est formé d'une petite plaque de métal percée elliptiquement, argentée, et disposée convenablement pour réfléchir dans la lunette , les rayons de lumière qui proviennent de la bougie atta- Xîhée à la fourchette de l'instrument. Un petit disque d'ivoire placé en
avant de l'objectif fait le même office; mais il est préférable d'éclairer les fils par une ouverture pratiquée au milieu de la lunette^ et près de laquelle se trouve intérieurement le réflecteur.
Lorsqu'un astre est près du zénith , il est presque impossible de l'observer directement. Dans ce cas, l'on adapte à l'oculaire un verre prismatique, qui a la propriété de faire voir l'astre dans une direction perpendiculaire au limbe. Les observations astronomiques seront l'objet du Livre cinquième.
CHAPITRE IV
P£ LA CORRECTION A FAIRE AUX ANGLES MESURES AVEC LE CERCLE Rlép^TITEUR, A RAISON DE l' EXCENTRICITÉ DES LUNEITES.
128. Quoiqu'on ne soit plus dans l'usage de rendre les deux lu« nettes excentriques, nous allons cependant donner la formule de correction qui convient à ce cas général.
Nous avons déjà dit que Texcentricité d'une lunette est la distance de son centre à l'axe de rotation du limbe. Soit CE = e {fig- i8) l'excentricité de la lunette supérieure; CD = e' l'excentricité de la lunette inférieure; D la distance de l'objet à droite; G celle de l'objet à gauche; et supposons toujours que les divisions du limbe se lisent de gauche à droite.
Lors de la première observation d'un angle entre deux objets A, B, la lunette supérieure, fixée sur zéro, a la position A£, et la lunette inférieure est dirigée suivant BD. Pour faire la deuxième observation conjuguée, on amène cette lunette inférieure sur l'objet de droite, en faisant tourner tout Tiiistrument sur son axe; et l'on dirige la lunette supérieure, rendue libre, sur l'objet de gauche, en sorte qu'elle prend ]a position BE\ Or il est visible que cette lunette , à la fin de la seconde observation , a décrit une quantité angulaire égale à la somme des angles EŒ', DCiy .
Gela posé, si l'on désigne par x l'angle cherché BGA, et par m l'arc DD' + EË' parcouru sur le limbe, la mesure de l'angle DGF sera
7" = AGE +BGD -hJc; elle sera encore
7 = BGE ' + ACD ' — X -h wi î
mais vu la petitesse des angles ou des parallaxes a, a', /3, j3 V
ACE = 100*^ — a = 100* — —, BGD =100 — â =; 100 — î^, BCE'=ioo -^'=100 -^, ACiy=ioo —a' =100 ^^\
ainsi , après avoir égalé les deux valeurs de y y simplifié et réduit en secondes (art. 91), on aura, pour la correction cherchée,
2D sin 1 * 2G sin 1 * '
laquelle s'ajoutera à l'angle doQné immédiatement par l'instrument; pour avoir le véritable angle de position ACB.
Cette formule , qui est générale , nous apprend , i ^ que si les deux excentricités sont ^ales et opposées , comme dans la PL III j la correction est nuUç; 2^ que si les deux excentricités sont égales et du même côté, cette correction est, abstraction faite du signe, double de celle qui a lieu quand la lunette supérieure n'est point excentrique.
Il faut pourtant prévenir qu'il est très-rare que l'on soit obligé de corriger les angles mesurés , de l'excentricité des lunettes; parce que cette correction est d'autant plus petite, que les côtés des triangles $ont plus grands. Delambre, qui n'a donné cette correction que pour le c^s ou e = o, l'a réduite en table, en supposant successivement e' = — 16, = — 18, = — 20 lignes {^ojrez à ce sujet la page loa de la Base cfu Système métrique décimal ^ tome I) .
Quant aux distances zénithales, elles ne sont point affectées de l'effet de l'excentricité de la lunette supérieure , comme nous l'avons déjà fait remarquer (art. i!^0). Mais ces distances pourraient, malgré tout, pécher par défaut, d'une quantité constante sans qu'on s'en aperçût. Cela arriverait infailliblement si la lunette supérieure était décentrée, c'est-à-dire si l'anneau qui la retient à Taxe du limbe avait jun petit jeu à l'égard de cet axe. Cette erreur du centrage ne peut
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avoir lieu dans les cercles de Reichenbach et de Gambey , parce que , d'une part, l'axe dont il s'agit est conique, et que, de l'autre, la lunette se trouve toujours en contact immédiat avec cet axe , par l'effet d'un petit ressort qui tend sans cesse à la faire avancer vers le plus gros bout. Cependant les cercles à axe conique et de grandes ^dimensions ne sont pas toujours exempts d'une erreur constante , provenant d'une autre cause, ainsi que nous l'avons déjà dit (art. 120).
Faisons voir, par un exemple numérique, l'effet peu sensible de l'excentricité de nos cercles actuels , et supposons pour cela ê = o , e' = — ao lignes = — o™,o45a, D z=z 24000™, G = aSooo™; la formule ci-dessus se réduira à
de là
2 aDsini^ aGsini* ^
log^c' = 8,3541 c.logsinT = 5,8039
c.log D = 5,6198 c.logG = 5, 6021
log i^^ terme = 9, 7778 log 2® terme = 9, 7601
I®' terme, -+- o*,5995 2* terme 9 — o ,0756
Correction -+- 0^,0239
Ainsi la correction d'excentricité serait,, dans ce cas, de o'',02 de la division centésimale, et sans doute bien au-dessous de l'erreur de l'observation .
11 est facile de reconnaître que l'effet de l'excentricité des deux lunettes sur les trois angles d'un triangle se réduit à zéro; car, en désignant par a, 6, c les cotés, d'un triangle, l'effet de l'excentricité sur chacun de ses angles sera
pour l'angle A , -^^ -^ ,
pour l'angle B^
e — tf' € — e'
pour l'angle C, -^3 — r
d'où l'on voit que ces trois valeurs étant réunies , se réduisent à zéro.
Dans les théodolites de Gambey à deux cercles gradués , et dont les divisions se lisent de gauche à droite , la lunette attachée au cercle vertical a une assez forte excentricité à l'égard du centre du cercle horizontal, considéré comme celui de l'angle à mesurer; mais comme cette lunette est douée d'un mouvement complet de rotation verticale, on peut annuler la correction d'excentricité par lé procédé que voici :
D'al>ord on mesurera une première fois un angle en ayant la lunette à droite et commençant par pointer sur l'objet de droite ; puis une seconde fois , en ayant la lunette à gauche , et finissant par pointer sur l'objet de gauche. En continuant ainsi un nombre pair de répétitions, le multiple de cet angle, lu sur le limbe et divisé par ce même nombre de répétitions, sera exactement l'angle simple.
Si cependant l'on était dans la nécessité d'observer en ayant cons* tamment la lunette du même côté, la correction d'excentricité à appliquer à l'angle mesuré aurait pour expression
VDsini* GsiniV'
selon que cette lunette serait à droite ou à*gauche de l'observateur.
CHAPITRE Y
DE LA REDUCTION DES ANGLES d'uN PLAN A UN AUTRE PLAN.
Réduction à V horizon.
129. Quand les angles de position ne sont pas situés dans le plan horizontal mené par le lieu de l'observateur , et que les lunettes de l'instrument dont on se sert restent constamment parallèles au limbe j comme dans les cercles répétiteurs, ces angles de position doivent être réduits à l'horizon de leurs sommets respectifs. Les éléments de cette réduction sont , pour chaque angle , les distances zénithales des deux objets observés.
Soit z [Jig. 19) le zénith de l'observateur, qui du point C a observé l'angle BCA incliné à l'horizon WCAJ. Cet angle aura, pour projection horizontale, l'angle B'CA' qu'il s'agit de trouver, et qui est formé par les plans verticaux ACA', BCB', dans lesquels sont situés respectivement les signaux A A^ BB^ Mais l'angle B'CA' est le même que l'angle sphérique z du triangle zab formé par trois arcs de grand cercle, dont l'un za est la distance au zénith de l'objet A ; l'autre zby la distance au zénith de l'objet B; et le troisième ai, la mesure de l'angle observé BCA. Donc, si ây &' sont les distances au zénith connues za^ zb, et que C soit l'angle de position BCA, on connaîtra les trois côtés du triangle sphérique abz; ainsi, en se conformant à la notation actuelle, l'angle z sera donné par la formule de l'art. 74 , savoir :
2 V smosina'
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s désignant la somme des trois côtés Cy â^ ^'j et le rayon des tables étant égal à l'unité.
Soient
angle de position , C = 65^,4^6 dist. zénithale de A , d^ = 86 ,a5o dist. zénithale de B, (^' = 85 ,400
on aura somme s = a 37 ,106
1^ somme -= 118 ,553 ii8«^,553
'-^&= 32,3o3 --(?'= 33,153; let Topératioo , par les logarithmes , sera
logsîn/- — tJ j =logsm3a*,3o3. . . 9,6865639
iogsinf- — ^M =log8in 33 ,i53. . . 9,6968333
compl. log sin d^ o,oioao95
compl. kg sin ^' 0|Oii5aa4
log sin* ^z i9,4o5i^8o
moitié, ou log sin^js 9,7oa564o = 33*^,639a;
ainsi, la projection de l'angle O, ou cet angle réduit à l'horizon
Il est bien rare que les distances au zénith soient aussi petites que dans l'exemple ci-dessus; et si elles ne différaient de l'angle droit que de ^ ou 3 grades, la formule précédente deviendrait trop pénible à calculer, pour avoir avec exactitude la projection de l'angle observé. En général , il vaut mieux chercher la réduction , qui n'est ordinairement que de quelques secondes , et qui s'obtient par la formule suivante :
a: = |sinï^[aoo«-(c^+t^')]» tangue -|sini^(c^-c^')*cot^C;
c'est-à-dire par celle (a') de l'art. 96, dans laquelle on a mis ioo« — i pour a, et 100* — c^' pour /3; ou bien par celle (i) du même art. , si les angles a , |3 sont plus grands que 3 grades.
Supposons qu'un angle observé ait pour valeur G = 56*^,965a , et qu'il soit compris entre deux objets dont les distances zénithales soient
on aura & + &' = 177 ,3o55
&^r = , o ,7995 par suite
2oo« _ ((? + (?') = a,6944" =py {à- n = û,7994' = î-
I*''' terme positif. 2*^ terme négatif.
log^sin I == 3,59406 logjsini* = 3,69406
a \ogp = 8,8609a a log q = 7,8o55a
logtang^C = 9,68111 logcot^C = 0,31889
réduction + 84 ,53
angle de position. . . . 56«,965a ,00
angle réduit à l'horizon, 56^,9736 ,53 (*).
Le calcul de cette réduction s'efFecttie aussi au moyen des tables I et II , qui se trouvent à la fin de cet ouvrage , et qui sont indépendantes des logarithmes. La première a pour argument l'angle observé, c'està-dire le nombre qui sert pour entrer dans cette table, et vis-à-vis du-
(*) Il est évident que si l'on s^était servi d'un cercle divisé en 36o degrés, et que les valeurs depetq fussent exprimées en secondes sexagésimales, il suffirait de remplacer, dans les deux termes ci-dessus , le log constant S^Sg^oS par log 7 sin 1'^ = 4)08351 .
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quel on trouve un des facteurs des termes de la réduction. La seconde table a pour argument aoo» — (d^ + d^') ou d^ — d^' , et donne les autres facteurs dés termes dont il s'agit.
Par exemple, avec l'angle observé qu'on vient de déduire, les colonnes de la table I , intitulées tangentes et cotangentes , donnent , en termes concrets ,
et avec les angles aoo» — (d^ + d^') et d^ — d^' la table II donne les deux autres facteurs en nombres abstraits , savoir :
multipliant respectivement par ceux- ci les deux précédents et opérant par la règle abrégée , qui est très-connue , les deux termes de la réduction seront
+ i36%8a, —Sa', 29;
réunissant ces deux produits, qui sont toujours de signes contraires, on aura enfin, comme ci-dessus, pour la réduction totale, + 84*j53.
Des tables toutes semblables, calculées dans le système sexagésimal , ont été données pour la première fois par Delambre , qui les a reproduites dans la Base du Système métrique décimal : quand on voudra en faire usage , et qu'on aura observé un angle avec un cercle divisé en grades , on réduira cet angle en degrés , ainsi qu'il suit :
Soit proposé de convertir en degrés sexagésimaux
l'angle de 101^,66950
on retranche le dixième. 10,166950
on a pour reste en degrés et décimales 9i^,5o255o
multipliant la fraction par 60 , on obtient 91 3o',i53
multipliant encore la fraction décimale par 60, il vient
enfin en degrés, minutes, etc 9i°3o'9",i8.
S'il s'agissait de résoudre le problème inverse , on s'y prendrait de la manière suivante. Pour convertir en grades, par exemple, l'angle de 9î°3o'9'',i8, on réduit les secondes en fractions décimales de mi-
nutes, en divisant 9", 1 8 par 60, et il vient 9i**3o',i53
on réduit les minutes en fractions décimales de degrés,
en divisant de même par 60, et l'on trouve 9i°,5oa55
on ajoute le neuvième 10,16695
el Ton a en grades 101^,66950
Ces deux règles sont évidemment fondées sur ce que le grade est au degré dans le rapport de 10 à 9. Les Tables trigonométriques décimales de Borda sont terminées par une table de conversion de ce genre, qui n'exige que de simples additions.
Lorsque les distances zénithales doivent être employées, comme dans l'exemple précédent , pour réduire les angles à l'horizon , il est nécessaire qu'elles soient observées avant, ou immédiatement après ces derniers, afin qu'elles se rapportent autant que possible aux mêmes circonstances atmosphériques, quoiqu'une erreur de plusieurs secondes soit à cet égard de peu d'importance.
On conçoit aisément que lorsque les trois angles d'un triangle sont réduits à l'horizon, ils représentent ceux d'un triangle sphérique dont les côtés sont compris entre les verticales des trois signaux observés, si toutefois les observations ont été faites dans l'axe même de ces signaux : autrement il faudrait réduire les angles horizontaux aux centres des stations, afin qu'ils jouissent de cette propriété; c'est ce que nous enseignerons bientôt.
Réduction des angles horizontaux aux angles des cordes.
130. Il est peu de praticiens qui, à l'exemple de Delambre, réduisent les triangles sphériques aux triangles rectilignes formés par les trois cordes , pour déterminer, par le moyen de ceux-ci , les distances respectives des objets. Cette méthode, qui a tout le degré d'exactitude que l'on peut désirer, mais qui est trop longue, exige que l'on réduise d'abord les angles horizontaux aux angles des cordes, et que l'on substitue ensuite à la ligne géodésique, prise pour base, la distance rectiligne qui joint ses extrémités (art. 108). De ces deux problèmes, le premier est le seul qui nous intéresse pour le moment , et se trouve résolu à l'art. 64 : car soit le triangle sphérique ABC [fig. ao) qu'il faille
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réduire au triangle rectiligne A'B'C; si a^b, c sont les côtés du premier, opposés aux angles A, B, C^ eta% b% c' les côtés du second , opposés aux angles A', B', C; que du point C, comme centre, on décrive avec un rayon = i , les arcs z'a', 2'/3', a' j3', et qu'on mène aux arcs by aies tangentes ou les horizontales CT, CT'; l'angle de dépression T'CB, formé par une corde et une tangente , aura pour mesure ^ a, ou la moitié de l'arc connu AC. De même l'angle de dépression TCA sera = 1 A.
Cela posé , l'arc z' /3' = i oo« — i ^ , l'arc z' a' = i oo« — 1 6 , et l'angle horizontal TCT' est donné; ainsi dans le triangle sphérique z'a'^'j on connaîtra deux côtés et l'angle compris : reste donc à trouver le troisième côté a' ^\ ou l'angle C qui est l'angle horizontal réduit à l'angle des cordes. Mais sans faire usage de la formule de l'art. 64, laquelle serait d'ailleurs peu propre à donner l'angle cherché avec précision , vu la petitesse de a et de i, il est clair que la question à résoudre est précisément l'inverse de la précédente. Si donc on dénote par w la réduction cherchée , et par C l'angle horizontal connu , on aura (art. 96) ,
et à cause de — a=:-, — j3=-,
(^ = ~i(^^*ytanglCsin i'' + i(^y
formule dans laquelle aetb sont toujours de même signe. Pour en faire l'application , il faut commencer par calculer approximativement les côtés des triangles considérés comme rectilignes, en supposant que les observations ont été faites aux centres des signaux, ensuite convertir les côtés aetb en minutes centésimales.
Si , pour se conformer aux notations ultérieures , on désigne a par K, et i par K', et qu'on représente par G la longueur du grade moyen pour le lieu où l'on opère; ces arcs seront convertis en minutes centésimales , par ces formules
ioo\K , ioo\K' ? = -G-' "? =~G~-
Mais cette conversion , pour l'objet qu'on se propose, sera sufïisam-
ment exacte en supposant la Terre sphérique , et par conséquent G de 100 000 mètres; donc alors
^ fooo ^ 1000
Supposons y par exemple,
K = a4iio™, R' = aSgSo*",
et l'angle observé réduit à l'horizon , ou
on aura
y=:îi4\ii, 9' = 25^93 ; et par suite
i ou P ^ iV,o5
- ou P' = I a ,96
Maintenant avec les nombres P+P', P— P', on trouvera dans la table II 9 les facteurs 0,039 0,000
avec l'angle horizontal 68^,03. . . on trouvera dans la table 1 et aux colonnes intitulées tang^ cot^ — 37%68 •+• io7%65;
multipliant ces quantités par ordre, on aura, pour le premier et le deuxième
terme de la réduction . ^ i%47 •+- o*,oo*
Or, l'angle horizontal C = 68^,0334960
donc , l'angle nèduit au plan des cordes ,
ou :c= 68^0333^,73.
Ddambre a csiployé cette méthode dans le caicul des triangles de
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la méridienne. Nous reviendrons sur ce sujet; cependant nous ferons observer, pour le moment, que l'évaluation des arcs en minutes se ferait avec plus de précision , si Ton connaissait leur véritable rayon de courbure ; mais , dans l'ignorance où l'on est à cet égard , il convien t de prendre le degré de la sphère dont la surface s'écarte peu de celle de la Terre, dans le lieu de l'observation. Or on verra, par la suite, que le degré moyen considéré comme la 36o® partie de la circonférence entière , est à peu près , en France , de 670 1 5* = D ; en sorte que le rayon
de la Terre exprimé en même mesure, ou p = ; 7r,= 3,i4i59a
étant le rapport de la demi-circonférence au rayon. 11 est clair que Ton
a aussi p = , puisque les arcs semblables sont proportionnels à
cllv I
leurs rayons.
Partant ,
log rayon en toises = 6,5 i4i 1 17
ajoutant le logarithme constant 0,11898:100
on a log rayon en mètres = 6, SoSqS 1 7 ;
résultat qui diffère peu de celui-ci 6,8o388oï , que l'on trouve «n considérant le quart du méridien sphérique de 10 millions de mètres.
Réduction ctun angle pris dans un plan à un autre plan incliné
à Phorizon.
151. IjC centre de l'instrument et le point de mire n'étant pas ordinairement les mêmes dans chaque station , c'est ce qui est , en partie , cause que les trois angles d'un triangle rectiligne diffèrent de deux angles droits. Si donc l'on ramenait au plan des trois centres des stations les angles observés entre les sommets des signaux, ces angles ainsi corrigés serviraient à faire juger du degré d'exactitude des observations ; mais la réduction dont il s'agit pourrait aussi faire connaître l'effet de la réfraction terrestre sur les angles observés.
Soient deux signaux AA', BB' {fig. 19) observés du signal zC. Si C, a% h' sont les centres des stations, et que l'on ait relevé l'angle
ACB=: c; l'angle a' Cl/ sera dans le plan des stations, et l'excès de l'angle horizontal sur l'angle observé sera , d'après Fart. 96,
jo =/?* tangue — q^col^c. (i)
L'angle a^Cb^ étant très-peu différent de ACB , on aura de même
oc' =zp'^ tangue — q'^ cot^Cj (a)
x' désignant aussi l'excès de l'angle horizontal sur l'angle a'Cl/. Maintenant il est évident que puisque ACB + x = a'Cl/ •+• x% on a
a'Cl/ — ACB = ;r — x';
ainsi , les équations (i) et (2) étant soustraites l'une de l'autre , il viendra, pour l'expression de la différence cherchée ,
x — x' = {p^ —p'^) tangue — (9^ — î'^)cot|c. (3)
Mais si les angles sous lesquels on voit du point C les hauteurs Aa'j Bl/ sont représentés par &H. , e^H', les hauteurs angulaires des points de mire A et B au-dessus de l'horizon étant toujours désignées par H, H', on aura, par rapport aux hauteurs des points de station a'j l/y
p' = |(H + H') - K^H -*- ^H' ), et 9' = i (H - HO - i (c?H - c?H' ) .
D'ailleurs
et si Ton fait attention que
l'équation (3) deviendra , en réduisant en secondes ,
a:-a:' = i(?5^)[H + H'-i((JH-^(JH0]tangic, - i (^^i^) [H - H' - i {&H - cJH')] cotic.
Cette formule, comme nous l'avons déjà dit, peut servir à évaluer l'effet de la réfraction sur l'angle observé , et cela en y mettant pour ^H et d^H' la valeur de cette réfraction déterminée à priori par une méthode que nous exposerons au chap. xx de ce livre ; mais nous ne donnerons aucun exemple numérique à ce sujet, parce que les besoins de la Géodésie ne le réclament nullement.
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OE LA RÉDUCTION DES ANGLES AU CENTRE DE LA STATION
Centres visibles et accessibles.
132. Toutes les fois que Ton observe au centre même de la station , on a immédiatement les angles sous lesquels on voit de ce point les distances qui joignent les extrémités des signaux ; mais il arrive souvent que Tinslrument ne peut être placé que hors de Taxe du signal pris pour centre de la station : dans ce cas , il est nécessaire d'y réduire les angles observés.
Soit C (^. 21) le centre de la station , et O celui de l'instrument , ou le sommet de l'angle observé AOB. On demande la mesure de l'angle ACB qui est la réduction du premier .
Faisons les données
AOB = 0, BOC=j, CO = r, BC = G, AC=D,
et Tangle inconnu ACB =1 C.
Puisque Tangle extérieur d'un triangle est égal à la somme des deux intérieurs opposés , on a , par rapport au triangle lAO,
A1B = 0 + IA
et par rapport au triangk MC ,
AIB = C-4-CB0.
Égalant ces deux valeurs, on obtient
C = O + lAO - CBO.
D'un autre côté l'on a
sin CAO = '-^(2-±^^ sinCBO = :f^;
mais les angles CAO, CBO étant toujours fort petits, leurs arcs peuvent être pris pour leurs sinus; donc la réduction en secondes est
^ _ Q ^ r^^4^) _ rrinj^^ ' (,)
Dsin r' Gsm i" ^ ^
L'usage de cette formule très-simple ne peut, dans aucun cas, être embarrassant, pourvu que Ton ait égard aux signes de sin (0+^) et de sin jr ; ainsi le premier terme de la correction sera positif si l'angle O -+-^ est compris entre o et aoo«, et il deviendra négatif s'il surpasse 200^; le contraire aura lieu dans les mêmes circonstances, pour le second terme qui dépend de V angle de direction y.
11 est remarquable que D est la distance de l'objet à droite, et G la distance de l'objet à gauche. Quant à l'angle j^, c'est toujours celui sous lequel paraissent le centre de la station et l'objet à gauche; ainsi , quand on a mesuré l'angle de position AOB, la lunette supérieure est dirigée sur l'objet à gauche B, et l'inférieure sur l'objet à droite A ; alors celle-ci restant fixe sur A , si l'on fait mouvoir*la lunette supérieure dans le sens de la lecture de la graduation, jusqu'à ce que son axe réponde au point C , l'arc qu'elle aura parcouru sur le limbe sera la mesure de l'angle jr^ qui doit toujours se compter suivant l'ordre des numéros de division de l'instrument, et dont la valeur peut aller depuis o jusqu'à 4oo*. •
Nous supposons ici que la graduation est numérotée de gauche à droite ; mais si elle l'était de droite à gauche , comme sur les cercles allemands et quelques théodolites de Gambey, il faudrait changer D en G, et réciproquement, dans la formule (i); parce qti'alors^ serait l'angle entre l'objet de droite et le centre de la station , mesuré comme il vient d'être dit. On pourrait aussi, sans opérer ce changement,
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prendre encore pour^ l'angle compris entre le centre de la station et l'objet de gauche 9 en laissant libre le limbe pour amener la lunette supérieure sur le centre , puis arrêtant le limbe en ce point et détachant la même lunette pour la diriger sur l'objet de gauche. En effet ^ l'arc parcouru par la lunette suivant l'ordre des numéros de division serait évidemment la mesure de l'angle de direction. De cette manière la formule (i) est générale: elle se réduit à un seul terme , lorsque l'une des distances D^ G est comme infiniment grande par rapport à r; ainsi, selon que A ou B sera le centre d'un astre , on aura simplement
c-o=-^„ ou c-o=^y+/).
De plus , on aurait G — 0 = o, siAetB étaient deux objets célestes , ou bien si A étant un astre et B un objet terrestre , le centre O du lieu de l'observation était en même temps dans la direction G, et vice versa ^ auquel cas j- = o, ou^ = — O.
Mais sans supposer infinie aucune distance D, G, on peut encore
avoir C — O = o ; alors
sin^ G^
sin(0-f-7)~D'
et comme dans le triangle ABC y on a
sinA sinA G
sinB ~ sin(A + C) D'
il s'ensuit que
sin^ sin A
sin(C-+-/) ~ 8in(A-+-C)'
Mainfenant développant les dénominateurs, il vient
sin^ sinA
sinGcos7 + cosGsiQj^ sin AcosC + cosAsinC
OU bien
sin C cot^ + cosC cosC -h cot Asin G' donc
tangT" = tang A = tang (aoo» + A) ;
ce qui signifie que les quatre points A , B^ C ^ O sont suf une même circonférence de cercle.
Il suit de là que pour que l'angle réduit soit égal à l'angle observé , il suffit de se placer de manière à ce que ^ = A ou = aoo*^ + A , c'està-dire sur la circonférence du cercle circonscrit au triangle ABC. Pour éviter tout tâtonnement à cet égard , Delambre observe et démontre (page 24» Déterm. dun arc du mérid.) que l'on peut se placer sur la tangente au cercle ABC, menée par le point C et le plus près de ce point qu'il sera possible, et même à plusieurs mètres sans inconvénient ; mais pour cela, il faut connaître l'un des angles A, B, afin de pouvoir déterminer la direction de la tangente.
155. Si plusieurs angles consécutifs O, O', O", O'" étaient situés dans un même plan, oblique à l'horiison , si l'on veut, on les réduirait tous au centre C , à l'aide d'un seul angle de direction j et de la distance au centre r: alors, par rapport à l'angle CK, l'angle de direction serait
y =jr +0; par rapport à O",
par rapport à O',
L'angle O'*' étant censé achever le tour de l'horizon, la réduction qui lui convient doit être égale à la somme de toutes les autres réductions prises avec un signe contraire. Pour le prouver, soient s, s', s", f les réductions correspondantes des angles O, O', O", C^; on aura
C = Oh-6, C' = 0'4-6', C"=0" + é", C" = 0"' + 6%
d'où
C -H C -(- G" + C" = O 4- CK 4- O" -h O" -h (6 -h 6' -h £"+ £-).
Or, par hypothèse, les angles C, C',..., aussi bien que les angles O, 0',...,font un tour d'horizon; donc l'équation précédente ne peut subsister, à moins qu'on n'ait
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donc
Enfin y quand même les plans des angles O', O",... seraient différemment inclinés à l'horizon, les éléments^ et r pourront seuls être employés, pourvu que l'angle O soit horizontal; mais avant de faire usage de la méthode actuelle, il faudra réduire à l'horizon les angles O', O",... Au surplus, quand les objets sont fort près de l'horizon de l'observateur, ainsi qu'il arrive toujours dans les triangulations du premier ordre, il est indifférent de réduire d'abord à l'horizon l'angle observé, ou de le réduire au centre de la station pour le ramener ensuite au plan horizontal.
134. Nous avons déjà indiqué la manière d'obtenir l'angle de direction ; cependant il est utile ici de faire connaître plus particulièrement le procédé que l'on suit dans cette circonstance. On détache la lunette supérieure pour la diriger sur le centre de la station , en fixant deux points marqués sur le haut du tube, l'un près de l'oculaire, l'autre près de l'objectif; mais la vis du réticule et celle de la petite pièce cylindrique qui entraîne le verre objectif, ont ordinairement assez de saillie au-dessus du tube, pour servir de points de mire.
Supposons, pour fixer les idées, que cette lunette, au moment du départ, marque 9761^,2, et qu'arrivée dans la direction du centre, après avoir marché de gauche à droite, c'est-à-dire suivant l'ordre des numéros de division du limbe, elle marque ioo45*,3!a
Qu'au moyen d'un second mouvement donné à la même lunette , en la ramenant sur le centre de la station , elle réponde à 10045 ,28
Qu'après un troisième essai tout semblable , elle marque. ioo45 ,3o
Prenant le tiers de la somme de ces trois quantités, on
aura ioo45 ,3o
De ce nombre, retranchant celui du point de départ, 97^1 ,20
la différence sera l'angle de direction ^ =294^10.
Il faut bien prendre garde, à chacun de ces essais, que l'instrument ne se dérange : on s'assure qu'il a gardé sa position primitive, lorsque l'axe optique de la lunette est resté dans la direction de l'objet de droite :
ft'il s^en était écarté, il faudrait l'y ramener en tournant la vis du tambour, et diriger de nouveau la lunette supérieure sur le centre de la station. Quelque attention que Ton prenne pour avoir la mesure exacte de l'angle de direction , il reste toujours à cet égard une petite incertitude, mais elle n'est d'ailleurs d'aucune conséquence. 11 n'en est pas de même de la mesure de la distance du centre de l'instrument à l'axe du signal : celle-ci doit être prise avec beaucoup de soin , et l'on peut se servir à cet effet d'un cordeau que l'on dirige dans le sens de la lunette supérieure dont l'axe répond au centre de la station.
135. Nous ferons remarquer en outre que si la lunette supérieure était excentrique , il faudrait, à la rigueur, faire une correction à l'angle de direction observé; mais les cercles actuels en dispensent.
Passons maintenant au calcul de la réduction au centre , et pour cela donnons à l'équation (i) la forme
— ^ rsin(0+r) _ sinrl ""sini" L D ^ y
en faisant g = C — O.
Soit l'angle de position O = 48^,756,
l'angle de direction jr = 294, i ,
la distance au centre r = 3™, 267,
la distance à l'objet de droite D = 175218'", logD = 4)a4373,
celle à l'objet de gauche G = ao345 , log G = 4>3o846.
1 •' terme de la correction. a* terme.
première partie
réduction ê= -+- 8 ,982
angle observé. . • . O = 48^97^60 y
angle réduit au centre C= 48,7568,982
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Ce calcul suppose que les distances à l'objet de droite et à celui de gauche sont connues, du moins par approximation. Ces distances peuvent se prendre sur le canevas trigonométrique dressé d'après une échelle 9 et sur lequel les angles construits à Faide d'un rapporteur représentent ceux de position; ce qui est suffisamment exact. Mais on évite cette construction préliminaire en résolvant tous les triangles supposés rectilignes, comme si les observations avaient été faites aux sommets mêmes , après avoir toutefois réduit à 200^ la somme des trois angles de chaque triangle (art. 100). Ce calcul, dans lequel on peut n'employer que les logarithmes à cinq décimales, s'effectue avec beaucoup de promptitude (vojrez la résolution des triangles, art. 150).
La réduction au centre s'obtient aussi à l'aide d'un seul terme ; en effet, la formule précédente pouvant s'écrire ainsi
^ ^ r.G.sin(0-4-r) — r.Dsinj
et le triangle ABC [Jig. oli) donnant
D.sinA
sin(AH-C)'
on a, à cause de O = C , du moins à peu de chose près ,
p D.sinA
^""sin(A-+-0)' et par suite
^ ^ rsinA.8in(0-+-7) — rsmjsin(AH-O)^
Li — \J OU £ — JT — : — 2 î
D.sinA '
puis développant et réduisant en secondes,
rsin O.sin (A — y)
D.sinA.sini'^
Quoique cette formule soit moins rigoureuse que celle dont elle dérive, elle est cependant d'une exactitude suffisante. Il faut bien re*
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marquer que le sommet de l'angle A est l'objet de droite. Il est bien rare qu'on se trouve dans la nécessité d'en faire usage.
Centres invisibles des tours à bases circulaires.
136. Lorsqu'on observe au dehors ou au dedans des clochers, des tours, etc., leurs centres sont souvent invisibles ou inaccessibles. Voici les moyens les plus simples pour lever cet obstacle.
Si Ton est placé en O, extérieurement à la tour circulaire Tzï' [Jig, 212), on mènera les tangentes OT, OT', sur lesquelles on prendra deux distances égales et arbitraires 0.r, Oa:% de manière cependant que la ligne xx' soit le plus près possible de la tour dont C est le centre : on fera xm = x'/n, et Om sera évidemment dans la direction de ce centre. On mesurera alors l'angle COB =7", et à la distance O2 on ajoutera le rayon Cz pour avoir CO = r.
S'il était impossible de mesurer le rayon ou la circonférence du cercle TzVj on mesurerait l'une des tangentes OT, par exemple, et l'on aurait
«^ = ÔT'
puisque toute tangente au cercle est moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa partie extérieure. Le reste de l'opération n'a maintenant aucune difficulté.
Il est à propos de remarquer que l'on a plus simplement l'angle^
ou COB = ; ainsi , l'on fera coïncider d'abord l'axe de la
lunette supérieure avec la tangente OT, ensuite avec la tangente OT', et l'on tiendra compte , chaque fois , du nombre de degrés marqué par cette lunette , qui doit toujours marcher dans le sens de la graduation : on opérera ensuite comme dans l'art. 134, pour trouver chacun des angles TOB, T'OB, dont la demi-somme = j^.
Lorsque l'on sera placé dans l'intérieur d'une tour circulaire, on fera en sorte que le centre de l'instrument soit sur le milieu de la corde qui passe par ce point; et la perpendiculaire à cette corde sera la direc-
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tion du centre de la tour. Tous ces procédés sont si simples , qu'il est inutile d'insister sur leur développement.
Centres inwsibles des tours à bases polygonales.
137. Si l'on était en dehors de la tour rectangulaire DD' {Jig^ a3), en O par exemple 9 et que de ce point l'on pût voir les extrémités de l'une des diagonales DD', dd'^ on aurait l'angle de direction COB =^ par la méthode suivante :
On mènera une droite parallèle à DD', en partageant en parties proportionnelles les côtés OD, OD' du triangle ODD, et le milieu de cette parallèle sera sur la direction OC.
Autrement, on mesurera exactement la droite Op perpendiculaire à //D', ainsi que la partie pm comprise entre Op et la perpendiculaire Cm imaginée abaissée du centre de la tour sur le côté ^'D. Comme Cm est censé connu , on aura mq par la proportion
Cm -h Op : pm : : Cm : mq.
Ainsi la droite O^, dont la direction est maintenant déterminée, passera nécessairement par le centre C; on mesurera donc 0(/, et l'on aura
îC=V^
Cm 4- mç, et enfin
r=Oq + qC.
Ainsi, les deux éléments de la réduction de l'angle observé en O seront connus.
Il est visible que ce dernier procédé est général pour tous les polygones réguliers, soit que l'on soit placé dans l'intérieur, soit que l'on se trouve au dehors: toute la difficulté consiste, lorsque le centre est inaccessible , à déterminer l'apothème Cm du polygone qui l'entoure, et c'est ce que la Géométrie enseigne [vqjrez aussi sur ce sujet le Mémoire de Delambre sur la détermination (Vun arc du méridien).
Cependant s'il arrivait que Ton ne pût mener la perpendiculaire Op, on tirerait la droite Om, et l'on élèverait à D)> une perpendiculaire vers le milieu de pm. La partie de cette perpendiculaire comprise dans le triangle COm sera facile à déterminer par la théorie des lignes proportionnelles ; on aura donc la direction du rayon OC , et ce moyen est aussi général que le précédent.
Il est évident que tout ce qui vient d'être dit relativement aux tours rondes ou polygonales , s'applique mot pour mot aux poutres verticales qui peuvent embarrasser le centre de la station.
I^es signaux temporaires , contruits comme on l'a dit à l'art. 112, dispensent de cette réduction, qui est presque toujours une source d'erreurs , quand les éléments n'en sont pas bien connus.
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DES SIGNAUX
138. Lorsque les signaux sont éclairés obliquement par rapport à l'observateur 9 et qu'ils ne se terminent pas en pointe , les angles observés ont besoin d'une correction; parce que si le signal abcd[Jig. 24) a pour base un rectangle , par exemple , et que ah j dont la position est connue par rapport aux stations environnantes, en soit la face éclairée, le rayon visuel OÂ , dirigé exactement sur le milieu de cette face y ne passera pas par le centre M du signal , si ab n'est pas perpenculaire à AO, et la correction additive ou soustractive sera égale à l'angle AOM.
Or
A i^TkjT AM sin AMO .
sm AOM = r^r ;
AU
et le triangle obliquangle AOM donnant
.^ OMsinAMO
sin (AMO + AOM)'
sm(AMO
on a, en substituant et développant,
TTT-. sinAMO
OM
tang AOM = — = tang x;
OM
^rr^COSAMO
OM
puis réduisant en série (art. 93), il vient
_ /AM\ sinAMO /AMysina(Al ~\0M/ sini'' "*"\0M; sin a''
(^^^ + etc. ,
ou simplement
_ /AM\ SJPAMO
ce qui est toujours suffisant.
Des deux angles BOA, B'OA observés, l'un doit être augmenté de x-^ l'autre doit en être diminué; cela est évident.
On voit bien à quoi serait égal l'angle A'OM, si l'on avait observé la face bd.
Pour plus d'exactitude , il faudrait en outre dégager l'angle AOM d'une très-petite correction due à une illusion d'optique qui résulte de ce que le rayon visuel dirigé du point O sur le milieu apparent de la face ab^ ne répond pas toujours exactement à son vrai milieu , ainsi qu'il est aisé de s'en convaincre ; mais cette correction peut toujours se négliger, parce qu'elle tombe au-dessous de l'erreur de l'observation; surtout quand les côtés des triangles sont fort grands.
139. Quand le signal est une tour ronde d'im grand diamètre, et que le centre est de même invisible, la correction est un peu plus longue à calculer, parce qu'il faut avoir recours à l'observation du Soleil.
Soit, dans cette circonstance, CS (fig. a5) le vertical du Soleil au moment de l'observation, c'est-à-dire l'intersection de l'horizon de la tour AMB avec le plan vertical dans lequel se trouve le centre du Soleil. MS = z sera l'azimut de cet astre compté depuis midi, et le demicercle ASB, dont le milieu est S, sera entièrement éclairé; parce que les rayons lumineux tangents à la tour peuvent être considérés comme , parallèles. Mais l'observateur en O , supposé très-éloigné du point C , et qui verrait à très-peu près la demi-circonférence DPE de la tour, si elle était assez éclairée , n'en verra au contraire de bien distincte que la partie APE dont le milieu apparent est p\ puisque l'arc AD est dans l'ombre.
Cela posé, lorsque du point O l'on observe Tangle entre un signal et la tour C, on pointe dans la direction Op, au lieu de pointer dans la direction OC; on commet donc l'erreur angulaire COp = Q qu'il s'agit d'évaluer. Or si l'on désigne par 9 l'angle OCS entre le Soleil et
la station O y par D la distance OC qui di£fère extrêmement peu de OA , par u l'angle AOp moitié de AOE , enfin par r le rayon AC ; le triangle obliquangle AOC donnera, sans erreur sensible ,
sin (m - e) = ^ sin (90^ — ?) = 5COS9,
et le triangle rectangle COE donnera exactement
sin(M+ 6) =g.
Soustrayant ces deux équations Tune de l'autre , après en avoir développé les premiers membres , il viendra
acosi^sind = -(i — cosç) = a. -sin^-^^ç;
d'où l'on tire
sm5 = -r î-i.
D cosu
Mais Tangle u j moitié de AOE ^ étant très-petit y l'on peut faire cos uz=zi; partant
(0 ô = J55:T^ = ^_sinH(^-^),
^ D smi ' Dsinr ^ ^ '^
en désignant respectivement par x et z les azimuts de la station O et du Soleil S sur l'horizon de la tour.
Si )e Soleil et l'objet auquel on compare la tour sont du même côté, la correction d est additive ; s'ils sont de différents côtés , la correction est soustractive ; enfin si a: > z, le Soleil est à droite de l'observateur : tout cela est évident.
Il ne reste plus, pour calculer la formule précédente, qu'à déterminer x — z ainsi qu'il suit , lorsqu'on peut voir le Soleil de la station O.
Après avoir mis le limbe du cercle dans une situation verticale , et avoir fixé le mieux possible la lunette supérieure sur le centre du signal j on tiendra compte du nombre de degrés marqué par l'index du cercle azimutal; ensuite on fera tourner l'instrument sur sa colonne, suivant l'ordre des n®* de division de ce cercle , pour amener la même lunette dans le vertical du Soleil. L'arc parcouru par l'index sera , dans tous les cas 9 le supplément à deux angles droits de l'angle ^ — 2; car par ce mouvement l'index a décrit l'arc de droite ou de gauche COS', dont le supplément est PCS = x — z.
Si l'instrument n'a point de cercle azimutal , on le disposera horizontalement y et ensuite on dirigera sur le signal la lunette supérieure dont l'index est arrêté à zéro ; on y amènera de même la lunette inférieure. L'instrument étant fixe dans cette position , on imprimera un mouvement à la lunette supérieure jusqu'à ce qu'elle soit dans le vertical du Soleil j plan qui sera indiqué par un fiil à plomb placé près de l'objectif, et dont l'ombre devra se projeter sur la lunette dans le sens de son axe. L'arc parcouru sur le limbe sera l'angle COS' observé entre le Soleil et le signal, ou le supplément à deux droits de l'angle x — z.
A la rigueur, cet azimut, au commencement de l'observation, n'est pas le même qu'à la fin, parce que le Soleil s'approche ou s'éloigne continuellement du méridien du signal; mais pour un petit intervalle de temps , le mouvement de cet astre peut être considéré comme uniforme. Donc, si l'on prend un milieu entre les deux azimuts dont nous venons de parler, on aura l'azimut pour le milieu de l'observation , et c'est celui qu'il faut employer pour plus d'exactitude.
Supposonsl'azimutCOS' pris avant l'observation. , . . = 1 75^,35 et pris aussitôt après = 1 75 ,65
l'azimut pour le milieu de l'observation sera =.175 ,5o
dont le supplément à deux droits aoo
sera la valeur de l'angle JC — 2 = 124 ?5o
Maintenant si, dans la formule (i) , on a
r=4'",75, et D= i843a
on en obtiendra le résultat ainsi qu'il suit :
logR*. . . = 5,8o388
logr.. . . = 0.67669
log. sin4-(a: — r). . . =9.28157
Idem, . .= 9.28157 c.logD. . . = 5.73443
logÔ. . , = 0.77814 = 6".
La correction Q à faire à Fangle observé est donc ± 6* ; et le choix du signe est certain, d'après ce qui a été dit précédemment.
140. Ce sont surtout les phases des signaux, auxquelles personne avant Delambre n'a eu égard , qui produisent de grandes discordances dans les séries relatives à un même angle. Un Mémoire manuscrit que voulut bien me communiquer cet illustre astronome, et qui avait pour titre : Réflexions sur les différentes espèces de signaux ^ confirmait cette remarque, et faisait mention de toutes les dififérences entre l'angle plus grand et l'angle plus petit parmi ceux obtenus entre deux objets , dans l'opération de la méridienne. Il est donc bien important de faire im bon choix de signaux , et d'éviter parmi les monuments existants ceux qui , comme le belvéder de Cullan , auquel est du le grand écart de 18", 86 {Base du Système métrique, 1. 1, p. 221), ont la forme d'une pyramide octogone écrasée; car si , à une grande distance, les sommets de ces pyramides deviennent invisibles , le calcul des phases est nécessairement incertain , parce qu'on ignore à quelle hauteur on a visé. Un autre écart de i4'S98 se trouve p. 822, entre deux séries, l'une du matin, l'autre du soir, où les signaux étaient éclairés en sens contraires. « Méchain , dit Delambre, n'a publié que la moyenne entre les » deux séries , et cette moyenne est confirmée par une autre série ob- » servée dans l'ombre. Ces observations prouvent l'effet considérable » des phases ; elles prouvent en même temps qu'on peut les éluder » et les anéantir. » Néanmoins les signaux de réverbères paraissent à cet égard mériter la préférence, quoique ceux qui en ont fait usage aient trouvé des écarts de plus de 4"; aussi M. Laplace avait-il désiré
qu'on les employât pour la mesure de la grande perpendiculaire de Strasbourg à Brest, ainsi que nous l'avons déjà annoncé (art. 112). Quant à nous^ nous croyons qu'il est plus sûr d'établir des mires au centre même des stations choisies sur le haut des édifices, comme on Ta fait pour la triangulation primaire de la nouvelle carte de France , et qu'il vaut mieux observer de jour. Quelquefois un signal situé sur une hauteur qui borde l'horizon et qui réfléchit vivement la lumière du Soleil couchant s'observe de très-loin , même quand l'atmosphère n'est pas très-transparente. Par exemple, des disques réflecteurs construits d'après les idées de M. Gauss , et que ce célèbre géomètre appelle héliotropes, ont été employés avec succès par M. le général Schubert dans les opérations géodésiques qu'il a Élites en Russie en i8a3, et sans lesquels il lui aurait souvent été impossible d'apercevoir ses signaux.
CHAPITRE VIII
DE LA MESURE DES BASES 9 DES MOTEKS d'eN RAMENER LES LONGUEURS A UNE TEMPERATURE UNIQUE, ET DE LES RlÎDUIRE AU NIVEAU DE LA MER.
141. La mesure des bases est une des opérations les plus délicates et les plus importantes de la Géodésie , lorsqu'il s'agit de déterminer rigoureusement les côtés d'un réseau trigonométrique. Il est essentiel que les bases soient , sinon les plus longues possible, du moins en rapport avec les côtés des triangles auxquels elles appartiennent ; qu'elles soient établies sur un terrain de niveau , ou plutôt que les lignes géodésiques qui les représentent soient situées dans des plans verticaux , et fassent par conséquent partie des grands cercles de la Terre ; que leurs longueurs soient déduites d'une unité de nifesure parfaitement connue et ramenée au même état de température ; car on sait que les métaux , les bois , etc. , passent par dififérents degrés de dilatation ou de contraction lorsque la température de l'atmosphère varie ; enfin , il importe que ces bases soient projetées sur une surface unique, telle que celle de la mer.
Les règles qu'on emploie dans la mesure des bases sont de métal , ou de bois, et représentent un multiple de l'unité de mesure, du mètre par exemple; elles doivent être étalonnées avec la plus scrupuleuse attention , c'est-à-dire comparées à cette unité , afin d'en connaître exactement les longueurs. Lenoir, qui fut un de nos plus habiles artistes, imagina pour cet effet un instrument nommé comparateur , parce qu'en superposant deux règles appuyées par un de leurs bouts sur une pièce d'arrêt de cet instrument , les plus petites différences qu'elles pré-
sentent à l'autre bout sont agrandies et mesurées avec une extrême précision , sur un arc de cercle gradué. On peut en voir la description et l'usage dans le 3® volume de la Base du Sjstème métrique décimal^ p. 447-
Nous venons de faire observer que l'influence du calorique sur les corps se manifeste par l'augmentation ou la diminution de leurs volumes , et Borda a trouvé que par chaque degré du thermomètre centigrade, le platine se dilate de o,ooooo8565 dans chacune de ses dimensions, le fer de 0,00001 156, et le cuivre jaune de 0,00001783; mais pour l'objet actuel , la dilatation linéaire des règles est la seule qu'il importe de connaître, afin de pouvoir prendre pour longueur d'une base celle qui répond à une température unique adoptée pour terme de comparaison.
Supposons, dans la vue de fixer les idées à cet égard, qu'une règle de cuivre, étalonnée à la température de 10 degrés du thermomètre centigrade, ait été trouvée précisément de même longueur que la règle de platine soumise à la même température , mais ne représentant le mètre qu'au terme de la glace fondante ; supposons en outre que l'on ait mesuré avec la règle de cuivre une longueur R à la température moyenne de 18°, on saura combien cette longueur contient de mètres ainsi qu'il suit :
Désignons d'abord par dilatation absolue la dilatation totale et linéaire qu'une règle de métal , d'une longueur déterminée, acquiert en passant d'une température quelconque à une autre plus haute : désignons de plus, dans les mêmes circonstances, par dilatation relative l'accroissement de longueur évalué en parties de la règle prise pour unité, au terme de la température la plus basse.
Cela posé , si P et C sont les dilatations relatives du platine et du cuivre , pour chaque degré du thermomètre centigrade , et que x soit le degré de température auquel il faut ramener la règle de cuivre, afin que sa longueur représente réellement le mètre; on aura, en prenant pour unité de longueur chacune des règles à la température de l'étalonnage ,
mètre de platine .. . = i — loP, mètre de cuivre. .•. = !— (10 — x) C;
égalant ces deux valeurs ^ on tire
Or en supposant , comme ci-dessus,
C = 0,00001783, et P = o,ooooo8565,
on obtiendra
a: = 5*^,2 centigrades:
c'est la température que doit avoir la règle de cuivre pour représenter le mètre.
Mais la base K ayant été mesurée à la température moyenne de 18^, et trouvée par conséquent trop courte, il faut, pour l'exprimer en mètres, la diviser par la longueur de la règle de cuivre ramenée à la température de 5®, 2 , ou, ce qui est de même, tenir compte de l'excès de température de 18^ — 5^,2 = 12^,8; partant,
longueur de la base en mètres = r^r = 0^ — ?
Donc, une longueur K égale à 10 000 fois la règle de cuivre vaudrait K -h 1 2,8 CK = loooo"^ -h 2^,2839 ; d'où l'on voit que la correction de température étant ici de 2™, 2839, ^ ^'^* P*^ permis de négliger cette correction , quand les bases et les distances des stations qui en dérivent doivent être mesurées avec une grande exactitude.
Remarquez qu'il est plus simple d'étalonner une règle d'im métal quelconque sur une règle de même matière, parce qu'alors il est inutile de constater le degré de température à laquelle cette opération a été faite. Si, par exemple, une barre de fer a été étalonnée sur un mètre de même métal , elle représentera la longueur réelle du mètre à la température de la glace fondante, c'est-à-dire 3^' ii'^«,296 de l'ancienne toise de l'Académie, prise à i3° du thermomètre de Réaumur.
Les astronomes français qui furent chargés de la grande opération
relative à la fixation du mètre définitif employèrent, pour mesurer leurs bases, des règles de platine et de cuivre, formant, par leur superposition, des thermomètres métalliques. Ces règles ne furent point mises en contact, afin d'évier Témoussement de leurs extrémités et l'effet du recul; mais le petit intervalle qui les séparait fut mesuré avec une languette ou réglette graduée, comme on le verra bientôt.
Dans les opérations géodésiques ordinaires, on peut, sans inconvénient, mettre les règles ou les perches bout à bout; mais il est utile de mesurer deux fois, et en sens contraire, la même base, et de prendre pour vrai résultat la moyenne des deux mesures obtenues. A défaut de règles de fer, on se sert avec avantage de verges de bois de sapin trempées dans rhuile bouillante, puis recouvertes d'un vernis épais; parce que , par cette opération , elles sont très-peu sensibles aux variations hygrométriques de l'air. Lajig. a6 représente la forme dune de ces verges; les branches du losange ABCD et la traverse CD servent d'arcs^ boutants à la règle AB, et l'empêchent par conséquent de se courber latéralement. On a au moins deux de ces verges, qu'on étalonne avec beaucoup de soin, et à chacune desquelles on donne communément 5 mètres de long. Leurs extrémités doivent être très-peu épaisses, garnies en fer et à vives arêtes, afin d'obtenir un contact parfait. Le mieux est que ces extrémités soient représentées l'une par un clou à tête ronde, l'autre par un clou à tête plate.
Avant de procéder à la mesure d'une base, on trace un alignement avec la plus grande précision possible, à l'aide de jalons ou perches bien droites garnies par le haut d'un petit carré de carton , et par le bas d'une pointe de fer, afin de pouvoir les ficher en terre. On fait disposer tous ces jalons en ligne droite ou dans un même plan vertical, au moyen d'une lunette placée à une extrémité de la base, et dirigée sur l'autre extrémité. Cette lunette doit se mouvoir dans le sens vertical, à la manière des lunettes des passages, afin de pouvoir l'élever ou l'abaisser selon que le terrain l'exige. Ensuite on place les règles sur un pont formé de plusieurs madriers calés solidement sur des trépieds ou chevalets : on les aligne avec le plus grand soin , et on les fixe sur le pont au moyen de brides, afin qu'en ôtant la première pour la placer en avant des autres, celles-ci n'éprouvent aucun dérangement. Comme il importe d'observer la température des règles, on
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leur adapte des thermomètres , mais on prend la précaution de les préserver de l'action directe du soleil. Si ces règles , dont on doit soigneusement éviter la flexion , ne pouvaient être disposées horizontalement, on mesurerait leur inclinaison à Taide d'un niveau à perpendicule gradué, comme on le voit {fig^ 27); maisen les mettant constamment dans une situation horizonlale (ce qui, du reste, fait perdre beaucoup de temps), il est nécessaire, à cause des inégalités (lu terrain ou de son inclinaison, de leur faire faire des ressauts comme bcj de {fig. a8). Dans ce cas, on fait correspondre exactement l'extrémité postérieure de la règle cd à l'extrémité antérieure b de la règle ah : et c'est à quoi l'on parvient à l'aide d'un fil-à-plomb.
Nous terminerons nos remarques à ce sujet, parce que l'ingénieur intelligent saura suppléer à nos omissions, modifier selon les circonstances les moyens d'exécution et les procédés pratiques que nous indiquons, et donner aux divers instruments à employer dans la mesure des grandes bases, tout le degré de perfection dont ils pourraient être susceptibles.
142. La réduction des règles à l'horizon s'effectue très-faeilement. En effet, soient / une longueur quelconque, 6 son inclinaison, etxsa réduction à l'horizon, ou sa projection horizontale; on aura évidemment
a: = l cos 0.
Mais comme $, qu'il n'est pas nécessaire de connaître très-exactement, est toujours un très-petit angle, cette formule ne pourrait donner jr avec assez de précision (art. 91); il vaut mieux aloi*s calculer le petit excès de / sur x: ainsi l'on aura, en supposant Q donné en minutes,
/ - .r = /(i - cosQ) = a/sin« (^) = ^ 16* sin» i'.
Dans la pratique , on met cette formule en table , afin d'abréger considérablement les opérations numériques; et si les observations donnent le double de l'inclinaison d, on le prend pour argument, ce qui
dispense de faire chaque fois une division , et rend le résultat plus sûr. Dans ce cas, la formule se met sous cette forme :
/-a7 = l/sin2(ae).
Quant à la différence dn de niveau des extrémités de la longueur /, on voit bien qu'elle est égale à
dn = lsmd = LO sin i';
ainsi, la somme algébrique des dn donnera la différence de niveau des extrémités de la base. 'l'outefois il ne faut pas considérer cette différence comme étant rigoureusement déterminée par cette méthode ; car d'une part, les inclinaisons ô ne sont pas évaluées avec assez de précision, et de l'autre, les dn sont trop peu exactes et par trop multipliées.
En insistant sur la nécessité de faire les extrémités des règles d'une très-petite épaisseur, on a pour but d'atténuer les erreurs des contacts, qui ne s'opèrent pas toujours de la même manière, à cause des diverses positions des règles à l'égard de l'horizon : éclaircissons ceci par un exemple. Supposons que ab^ bcj rfe, fg soient quatre règles consécutives mises en contact, la première horizontale, et les trois autres inclinées, comme le représente la^yig^. 29. La longueur totale de ces quatre règles réduites à l'horizon , sera a'b' + b'c + d'& +J'g9 tandis que la distance horizontale a'gj ou la longueur réellement mesurée, sera plus grande que celle observée, de la somme des intervalles cd\ e! j* . Or, relativement à cd\ l'épaisseur de la deuxième règle est cd = e; si donc 9 est l'inclinaison de cette règle, on aura cd' = s sin ô. A l'égard de la troisième règle, son épaisseur sera seulement représentée par ef^=' ê'; si donc 6' est son inclinaison, on aura e!j' = i sin 6'; ainsi l'erreur des contacts est
£ sin ô -h g' sin ô'.
quantité qu'il faudra ajouter aux quatre longueurs des règles réduites à l'horizon , pour avoir la longueur vraiment mesurée ; mais cette correction pourra être considérée comme nulle par la précaution indiquée précédemment.
145. Il est sans doute beaucoup plus commode de choisir pour base un ligne droite , ou, pour mieux dire, une ligne exactement située dans un même plan vertical ; mais il est des cas où cela est impossible. Les bases de Melun et de Perpignan mesurées par Delambre , offrent en effet chacune l'exemple d'une ligne géodésique brisée, dont les extrémités étaient même à quelque distance des deux termes choisis pour centres des stations. •
Soient ACB [Jig. 3o) une ligne brisée ; S, V les extrémités de la véritable base , SA et VB des droites respectivement perpendiculaires aux deux arcs sphériques AC, BC mesurés, et G Tangle horizontal que forment ces deux arcs. Le triangle ABG étant réellement sphérique , il faudra, avant de calculer la distance AB pour en déduire ensuite YS, trouver l'excès sphérique de ce triangle (art. 100), retrancher de Tangle G le tiers de cet excès , et faire usage de la méthode de l'art. 92 pour calculer la base AB et les angles GAB, GBA.
Si au contraire on adoptait le procédé de Delambre (art. 130), on retrancherait de chacune des deux parties AG, BG de la base brisée, la quantité dont elles surpassent leurs cordes respectives, ainsi que nous allons le faire voir ; on réduirait à ces cordes l'angle horizontal , et l'on prendrait pour base véritable la corde qui joint les points A et B, et qui s'obtient par la résolution d'un triangle rectiligne.
En désignant par b le côté d'un triangle sphérique très-peu courbe , pour ime sphère dont le rayon = i , et par k la corde correspondante , on aura, par la première des séries de l'art. 91,
è — 2sin4^6 = 6— /:=:-T.
Lorsque B est la longueur d'un arc, et K celle de sa corde, pour un rayon = |ô, on a évidemment
donc
b^k ou i = iiy.
Tel est l'excès de l'arc sur sa corde, dans la supposition que b fait
partie du rayon pris pour unité; mais cet excès sera donné en même mesure que le rayon de la Terre, en multipliant par p la valeur de e, \ ^ c'est-à-dire qu'alors
B — K ou 2 = ^?J.
Enfin ^ Ton aura 2 en secondes, à l'aide de la formule
L'arc ou la corde AB, ainsi que les angles CAB, CBA, étant déterminés par le moyen que l'on vient d'indiquer, on résoudra les petits triangles rectangles SAa, VBé, dans lesquels on connaîtra les angles et les hypoténuses SA, VB; et il ne s'agira plus, pour obtenir SV, que de calculer son excès sur Y a! = ba : or, dans le triangle rectangle
Sa'V, on a VS*= Va'V Sa'] d'où
donc l'excès cherché, ou
V5— y a —j-^^^y sans erreur sensible.
144. Voici maintenant comment on réduit une base au niveau de la mer.
Soient p [fig. 3i) le rayon de la Terre réputée sphérique , pour le niveau de la mer ; p + ^ le rayon pour le sol de la base AMB , supposé de niveau; h sera l'élévation ka du sol au-dessus de la surface des
eaux. Soient de plus B la base mesurée AMB, et 6 la base réduite amb. Cela posé , puisque les arcs semblables sont entre eux comme leurs rayons , l'on aura
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prenant la valeur de b^ et ajoutant de part et d'autre — B, il viendra
BA _ BA
puis développant Fa puissance négative par la formule du binôme , on aura
Tel est l'excès de B sur b. Nous apprendrons au chapitre des différences de niveau à déterminer h.
Tous les côtés des triangles que l'on calculera d'après la base réduite b, seront des arcs de grand cercle d'une même sphère. Si au contraire on prend pour base la corde de l'arc b , ces côtés seront les arêtes mêmes du polyèdre inscrit dans la sphère dont le rayon = p.
Comme la surface des mers s'élève et s'abaisse chaque jour par l'effet des marées y l'on est convenu de prendre pour niveau absolu celui qui tient le milieu entre la plus haute et la plus basse mer, lors des syzigies des équinoxes; c'est en effet, ainsi que M. Laplace l'a démontré, à très-peu près la hauteur à laquelle les eaux de l'Océan se trouveraient constamment, sans l'action de la Lune et du Soleil. On suppose alors tous les triangles d'un réseau projetés sur le prolongement de la surface d'une mer tranquille.
DESCRIPTION £T USAGE DES RÈGLES DE PLATINE QUI ONT SERVI DANS
l'opération de la MERIDIENNE DE FRANCE.
145. Les règles de platine, dont nous avons déjà parlé à Tart. 141, sont au nombre de quatre; elles ont la pieds de long sur 6 lignes de largeur environ et une ligne d'épaisseur. Chacune est recouverte d'une règle de cuivre qui est de six pouces plus courte que la règle de platine ; l'une et l'autre sont seulement fixées ensemble par une des extrémités , afin que la dilatation des métaux ne se manifeste que du côté de l'autre extrémité qui se trouve libre {vojez fig. 3a). On apprécie alors à chaque moment l'effet de la température , par la quantité dont
le cuivre se dilate plus que le platine : cette quantité ou différence des^ deux dilatations s'estime à l'aide des divisions ah tracées vers l'extrémité de la règle de cuivre , sur une petite pièce de ce métal j adaptée à la règle de platine. Chaque division est ^ôir ^^ ^^ longueur de la règle de cuivre j et le yemier n donne des parties dix fois plus petites , * ou des iioo millièmes de la même longueur. Les divisions se lisent aisément, au moyen des microscopes L, L'.
La languette cd est une petite règle de platine divisée aussi en 20 millièmes de la règle de même métal, assujettie à glisser entre deux rainures du côté du thermomètre métallique; elle sert à mesurer le petit intervalle qu'on laisse entre les règles, lorsque Ton mesure une base, et son vernier est en n'. Pour préserver ces règles des accidents qui pourraient survenir dans le transport, et pour les rendre même plus propres à l'usage auquel elles sont destinées, chacune est enchâssée dans une pièce de bois de sapin , de manière à être maintenue constamment en ligne droite. Sur le petit toit TT' qui couvre le tout , sont deux pointes de fer pp' placées aux extrémités de chaque règle, et que l'on aligne dans la direction de la base , quand on opère. Les toits des règles sont peints de couleurs différentes, pour les distinguer, et sont en outre Numérotés.
Les trépieds sur lesquels on pose les règles, ont chacun à leurs angles des vis qui donnent le moyen d'élever ou d'abaisser ces règles, pour pouvoir faire usage des languettes.
L'instrument ACB [fig. 33) est une espèce d'équerre composée d'un arc de cercle gradué , et d'une branche de cuivre à laquelle, vers son milieu , est fixé un niveau à bulle d'air ef. Cet instrument se place sur chaque règle à la manière des maçons , et lorsque la verticalité de la branche est indiquée par le niveau , on écrit le nombre de degrés que marque la ligne de foi de l'extrémité de cette règle. On retourne ensuite l'instrument, et l'on remet la branche dans la situation verticale; alors l'arc qu'elle a parcouru est le double de l'inclinaison de la règle de platine.
Borda , qui est l'inventeur de ces règles , a reconnu , par des expériences très^délicates et répétées avec beaucoup de soin , que le thermomètre métallique de la règle n® i, marque 385^^,3 à la température de la glace, et que l'allongement de chaque règle est de 0<*^,9q4S
pour une partie des thermomètres. Gela posé, si ^' est le terme moyen de toutes les observations du thermomètre métallique de la règle n^ i , faites pendant la mesure de la base y
{tf - 385p,3) X o,9a45
sera la correction moyenne de température relative à cette règle prise pour module au degré de la glace; module que nous désignerons par M.
Les mêmes expériences ont fait connaître que la règle n^ 2 , exposée à la même température, est plus courte que la première de 0,2, et que son thermomètre marquait alors 383^,5; par conséquent la correction qui convient à cette règle est
{tr — 385,5) X 0,9245 — oP,a.
On a vu aussi que les corrections respectives des règles n® 3 et n® 4? sont , dans les mêmes circonstances ,
(r — 38o,3). 0,9245 — oP,4, (r - 384,3). 0,9245 - o ,4.
Or, en multipliant chacune de ces corrections par le nombre de fois que les règles correspondantes ont été portées sur la base , on aura la . correction pour les quatre règles. Mais ce résultat peut se trouver plus simplement; car si t désigne le terme moyen des observations des quatre thermomètres , faites pendant la mesure de la base , auquel cas t = somme des thermomètres divisée par le nombre de fois qu'ils ont été lus, la correction moyenne cherchée sera évidemment
(^-. 383P,8). 0,9245 — oP,25 = P.
Les parties de cette expression exprimeront des deux cent-millièmes de la longueur fixe M. Observons cependant que le thermomètre ^ci//' de la règle moyenne P a été supposé, par Delambre, marquer 383^,3 au lieu de 383^,8, et Ton ne sait trop pour quel motif, si ce n'est pas par inadvertance..
Maintenant 9 soit n le nombre de fois que les règles ont été employées dans la mesure de la base; on aura, pour la correction totale, nP. Mais il faut encore corriger les petites distances d'une règle à l'autre , mesurées par les languettes; et , à cet égard, il s'agit de faire séparément une correction de température à chaque distance observée , et une autre correction des vemiers, qui est la même pour toutes les distances. La première correction est toujours additiye, si la température est au-dessus de zéro ; la seconde s'est trouvée soustractive et = — oP,i5.
La première correction pourrait être donnée au moyen d'une petite table qui aurait pour premier argument les parties de thermomètre métallique observées pendant la mesure , et pour deuxième argument les parties données par les languettes. Si, par exemple, le thermomètre marquait ^5o^j et la languette n^ i, aooo^, la table de correction de température devrait donner 0^,6. En e£Fet, on sait, par ce qui précède, que chaque règle s'allonge de 0,9^24^ pour une partie de son thermomètre; par conséquent, pour 45o — 385,3 = 64P>7y elle s'allongera de 60P; et puisque la languette marque aooo^, l'allongement relatif à cette longueur sera le quatrième terme de la proportion suivante , dans^ laquelle le premier terme exprime la longueur de la règle,
aoo 000 : aooo ; ; 60 : a: = 0,6;.
e'est ainsi que l'on formerait la table dont il s'agit; mais nous verrons plus loin qu'on peut éviter cette table.
Pour concevoir la raison de la seconde correction , il faut remarquer que la ligne de foi du vemier n® i ne tombait pas exactement sur le zéro de la divisicm à l'instant du contact des règles, puisque alors elle marquait 0^,7 ; la vraie distance de la règle n^ i à la suivante doit donc être diminuée de cette quantité , ou, ce qui est de même , la correction du vernier n° i = — 0*^,7. Celles des trois autres vemiers étant respectivement -h 0,9; — I ; -h o,a , il s'ensuit que le quart de ces quatre nombres, ou que la correction moyenne des vemiers est, comme nous l'avons rapporté , — op , 1 5 .
Enfin l'on calculera, pour chaque règle, la correction de l'inclinaison à l'horizon; puis l'on réduira toutes les distances horizontales par^
tielles, au niveau d'une des extrémités de la base, par exemple , et ensuite la longueur totale de cette base au niveau de la mer, comme nous l'avons expliqué plus haut.
Borda fit aussi la comparaison de la toise de l'Académie avec la règle n^ I . Il trouva , en dernière analyse y que cette règle = ^ toises 4- 5p,4, quand son thermomètre marque 386P,a j qu'elle est = a toises
— a^ lorsque le thermomètre marque 413^,49 ©t qu*à i6®-J- du thermomètre centigrade y le thermomètre métallique indique 4 1 5^94-
Il est donc aisé de déduire de là, par une interpolation, qu'à ce même degré de température choisi par Bouguer, pour étalonner les perches dont il fit usage au Pérou , la règle n^ i = M + ^7^,8 = a toises
— aP,5, et par conséquent que les a toises = M -h 3oP,3. Postérieurement à ces expériences, une commission de savants fit,
en 1799, une nouvelle comparaison de la toise du Pérou avec les 4 règles de platine qui avaient servi pour la mesure des bases de Melun et de Perpignan. Elle reconnut, i^ que la règle n^ i était exactement le double de cette toise à la température de i3^ de Réaumur; a^ que le quart de la longueur de $ règles mises bout à bout, ou que la règle mqjrenne surpassait la règle n^ i , de o\ oooooao ; 3^ que le véritable point de la glace à ces mêmes règles, était de o^oo38o•8, et non pas 383^,3 comme l'avait cru Borda; 4^ que 10 degrés du thermomètre de Réaumur valaient aS^, 1 6 du thermomètre métallique , ou que i^ centigrade valait 1^,853; 5^ enfin, que la correction moyenne du vernier des languettes était — o^ 00000. 3644- Nous ferons bientôt usage de ces résultats.
En 17849 pour mesurer la base de Honslowheath , des savants anglais employèrent avec beaucoup de succès des tubes de verre , dont la dilatation est moindre que celle de l'acier, du fer fondu, et de toute espèce de cuivre. Les expériences qui furent faites à ce sujet firent même connaître qu'une verge massive de verre est plus dilatable qu'un tube de même matière. Mais ensuite ces savants jugèrent à propos de mesurer une base de vérification avec une chaîne d'acier parfaitement bien construite , aussi exacte et plus solide que les tubes de verre. Les deux bases, situées à 60 milles de distance l'une de l'autre^ ayant été liées par un réseau de a4 triangles, il ne se trouva que 4 pouces ^ de différence entre la mesure directe de l'une d'elles et le résultat du calcul.
PREMIER EXEMPLE
146. Je choisirai pour premier exemple la base dite de la Goi^ dalch^ mesurée en Bavière par les ingénieurs-géographes français, parce qu'elle est susceptible d'un grand nombre de réductions.
Pour mesurer cette base , l'on fit usage de 5 règles de bois de sapin ^ qui avaient chacune 5 mètres , et qui étaient construites comme nous l'avons dit précédemment. Ces règles j mises bout à bout et en ligne droite y composaient une longueur appelée portée. Chaque portée , placée sur des poutrelles soutenues par des chevalets ^ fut mise de niveau, afin d'éviter la réduction à l'horizon, et de pouvoir mettre plus intimement les règles en contact. On observa la température de chacune de ces règles avant de les changer de place, et l'on considéra la moyenne des cinq températures, comme la température de la portée que représentait ce système de règles. Enfin , après avoir procédé de la sorte, en allant d'une extrémité de la base à l'autre, on trouva gggpoitées^ ju^ jg^j^g l3 longueur de cette base.
Il restait à étalonner la portée , et à connaître exactement sa dilatation , pour appliquer à la base mesurée la correction de température et l'évaltier en mètres. Or, afin d'atteindre ce but, l'on jugea à propos d'établir sur le terrain un étalon invariable : c'étaient deux pieux implantés en terre, et distants l'un de Tautre d'un peu plus de a5 mètres. Il fallait alors connaître rigoureusement la longueur de cet étalon , c'esl-à-dire la distance fixe des centres des pieux ^ et ensuite comparer
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cette longueur à celle de la portée. On employa à cet efifet un mètre provisoire en cuivre qui représentait exactement , à la température de 1 o grades , 3 pieds 1 1 lignes -^ de la toise du Pérou prise à la température de i3^ de Réaumur, ou de i6^^!i5. Mais pour mesurer l'excès de l'étalon sur la portée, l'on se servit |d'un autre mètre de cuivre, divisé en millimètres, et auquel on avait adapté un vemier (art. 113). Ce mètre auxiliaire fut trouvé un peu plus court que le mètre provisoire , dans le rapport de 3o ooo à 3o oi4*
Voici maintenant les principaux résultats des expériences dont il s'agit.
Expériences relatives à la longueur E de rétalon.
Alatempér. de 9*,375=f, onatrouvéE=a5"*'P-+-o,o8775=a5-t-6 ,
Remarquez que les unités représentent des mètres provisoires , aux températures ^, ifj t\ et les fractions £, s^, f^ des parties du mètre auxiliaire: ces parties doivent donc être multipliées par le rapport Yoq\\ y puisqu'elles sont trop grandes.
Expériences relatis^es à l'excès rs dk Pétalon sur la portée.
A la température de 9^^376 = ^ , on a trouvé or = 0,09^32 ,
a6 ,a5o = f ty" = o,o9o3a.
Ces valeurs sont de même des fractions du mètre auxiliaire ; il est donc nécessaire de les multiplier aussi par le rapport |§ffj, pour les évaluer en parties du mètre provisoire.
Soient E^^o)!^ longueur de l'étalon invariable, exprimée en mètres provisoires à 10 grades de température; d la dilatation relative du cuivre, pour chaque degré du thermomètre centigrade; et, comme ci-dessus, t la température observée, £ l'excès de l'étalon sur a5 fois la longueur du mètre , qnfin A: le rapport \ll\\ : il est évident qu'on aura^
en vertu des trois premières expériences ,'
E^<o) = [a5-+- cA] [i+d{t —10)], E(*o) = [a5 + sfk] [i +d{t' ^ 10)] , E(,o) = [a5-t. y'Â:] [i J^d[t" - 10)];
ou bien faisant, pour abréger,
a5 + sA: = A, ^ — 10 = B, \s + ^k^M, t'— io = B', 25 + ^'k = A", r- 10 = B%
on aura plus simplement
E(,o) = A (i + rfB), I^,o) = A'(n.rfB'),
Ces trois équations ne renfermant que deux inconnues, savoir, E^^o) et d : l'une d'elles serait satisfaite par les valeurs de E^,©) et d déduites des deux autres , si les observations étaient exemptes d'erreurs ; mais comme il n'en est jamais ainsi, on pourra, par exemple, combiner ces équations deux à deux, et prendre une moyenne arithmétique entre les différentes valeurs d'une même quantité ; de cette manière on trouvera
Eç,o) = ^5'»p,o874i;
c'est la longueur de l'étalon en mètres provisoires , à la température de 10 grades. On aura en outre, par un milieu,
c'est la dilatation relative de la règle de cuivre, employée dans la mesure de l'étalon.
Maintenant désignons par IIq la longueur de la portée au terme de la glace fondante, mais évaluée en mètres provisoires à 10 grades de température ; par A sa dilatation absolue pour chaque degré du ther- I. 3i
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momètre centigrade , c'est-à-dire sa dilatation évaluée en fraction de mètre provisoire; on aura, d'après les deux dernières expériences rapportées plus haut, et en désignant toujours par E^^o) 1^ longueur de l'étalon,
Eçio) = no-+- A^ +TsrÀ[i +rf(<— io)] = IIo + A« +7ffk{i + dB)j
De ces deux équations du premier degré , Ton tirera aisément les valeurs des inconnues ITo et A : faisant le calcul , on aura
1X0 = 24™P,994o4> A = o"P,oooii657.
Or, par le tableau des températures des portées, inséré dans le Registre des observations, l'on voit que toutes ces températures sont positives, c'est-à-dire au-dessus de zéro; ainsi la correction totale à laquelle elles donnent lieu est additive et de i^'^^g']'] 34- Cette correction, comme on le conçoit bien, est l'expression de la somme des corrections partielles. Si, par exemple, n portées eussent été observées à la même température T, la correction qui leur est relative serait évidemment nTA. Mais le nombre de portées contenues dans la base était de 866, i486, par conséquent on a
Longueur de la portée H^ = a4™''*>994o4
multipliée par 866 , i486
produit a 1648 ,55^75
Correction de température +' i »97734
Longueur de la base en mètres provisoires, B' = at65o' ,53oo9«
Postérieurement à la mesure de cette base , le mètre , déduit des opérations géodésiques de Delambre et Méchain , fut définitivement fixé à 3 pieds 1 1 lignes -j^^ de la toise du Pérou ; le rapport entre le mètre légal et le mètre provisoire étant donc > /ô^H" >
il est clair qu'il faut multiplier par ^^ le 'a valeur précédente de B'
trouvée trop courte; partant l'on a
base exprimée en mètres définitifs ou B = B' x ^/o Z^ ~ '^ i657™,563o.
La di£Fér^ice de niveau des extrémités de la base étant très-petite, on peut considérer la longueur B comme celle d'un arc de grand cercle terrestre compris entre les verticales de ces mêmes extrémités , et représentant le sol mojren de la base- Or, il résulte d'un grand nombre d'observations barométriques, que ce sol est élevé de 486"" au-dessus du niveau de la mer \ la réduction de la base à ce niveau , évaluée au moyen de la formule de Tart. 144, sera donc — 1*^,6532; de là
base réduite au niveau de la mer = aiGSS'^ygogd;
c'est cette longueur qu'on emploie immédiatement dans le calcul des triangles, quand on les considère comme sphériques.
On devait mesurer une base de vérification avec des règles de fer que le Dépôt de la guerre français avait fait construire , et dont l'appareil était assez commode , comme j'eus occasion de m'en convaincre en mesurant, en i8ii, avec ces règles, une petite base dans la plaine du Vésinet , près de Saint-Germain-en-Laye , dans la vue de déterminer la hauteur de l'aqueduc de Marly au-dessus de la Seine. Mais malgré la précision qu'on obtient par im pareil procédé, elle n'équivaut pas à celle qui résulte de l'emploi des règles de platine dont il a été parlé à l'art. 145. Pour ne laisser rien à désirer à ce sujet, voici un exposé succinct de la mesure de la base de Melun et des diverses réductions qui y sont relatives.
DEUXIÈME EXEMPLE
147. Delambre, qui fut contraint de mesurer une ligne brisée, le long de la route de Lieursaint à Melun , employa quatre règles de platine de a toises chacune, et construites comme nous l'avons dit (art. 145) : les toits de ces règles étaient peints de différentes couleurs , afin d'éviter toute méprise. A la fin de chaque journée , et après avoir employé plus de dix-sept fois ces quatre règles , on enfonçait dans la terre un pieu dont la tête était carrée et recouverte
a44 TRAITÉ DE GÉODÉSIE,
d'une lame de plomb sur laquelle on marquait , par deux traits croisés,
le point où tombait le fil-à-plomb abaissé de Textrémité de la dernière
règle.
L'arc de cercle du niveau qui servit pour évaluer l'inclinaison des règles était de lo degrés, formant mo parties, dont chacune valait par conséquent 5 minutes, et le milieu de cet arc était numéroté 60. L'alidade mobile à laquelle était adapté un petit niveau à bulle d'air, portait un vernier donnant la minute, {f^ojr, \B.fig, 33.)
On jugeait que la règle allait en montant, en allant du premier au deuxième terme de la base, lorsque l'arc était plus petit dans l'observation directe qu'après le retournement (art. 145). En général, l'élévation de la partie de l'avant au-dessus du niveau de la partie de l'arrière , est égale à la moitié de l'excès du second arc 6'' sur le pre-
mierÔ', c'est-à-dire . On aura une idée de l'ordre que Delambre
mit dans ses observations, par le tableau suivant.
BRIE
HALTOISIKE.
rhorizon
part-
;2oi8!if3
l48lf2
DaDS ce tableau , les parties des thermomètres métalliques et des languettes sont des looooo'^*^ d'une toise (art. 145); mais les unités des nombres contenus dans les colonnes ^N sont des dix-millièmes de toise.
La colonne intitulée Réduction à Vhorizon comprend les nombres qu'il faut ôter de la longueur de chaque règle non compris sa languette, pour la réduire à l'horizon. Cette réduction se calcule au moyen de la formule
sin^^e = 4'sin^|(ae
dans laquelle 9 est l'inclinaison de la règle. On aurait de même , pour la réduction de la languette /,
2/ sin^ 1 (ciô ) = I / 4* sin^ i- (aÔ). On voit donc que
réduct. de la languette = réduct. de la règle x \ long, de la lang.
Mais Delambre a employé à cet effet la formule suivante, qui est suffisamment exacte, et qui a l'avantage de donner la réduction totale, savoir :
/11, 7 soin, des languettes X réd. des règles
° * nombre des règles
Le tableau précédent n'offre que les résultats de la première journée, ou de la première page du Registre des observations. Voici un second tableau où se trouvent réunis les résultats de chaque page.
N« II
BQ m
KOMBBB
des règles.
SOMME
des thermomètres.
SOMME
des languettes
SOMME
des réductions à rhorizoD.
SOMME
des différences de niveau.
aoi8a/',3
— ia56i ~ 5i8
+ iii33i
3oai'' 6o4a<
ia< 75863,8
o'3a7ii,3
Les règles^ comme nous l'avons dit^ ont été réduites séparément à
l'horizon, ce qui a produit ,• • • ^ 0*3^71 1, 3
Et les languettes y réduites de même, ont donné 17898
En sorte que la réduction totale à l'horizon est 0^3289091 .
On fit correspondre, à l'aide d'un fil-à-plomb , l'extrémité de la première et de la dernière règle aux deux termes de la base; ainsi, la longueur mesurée doit être augmentée d'une épaisseur de cordonnet évaluée à 0*00067,8.
On a donc
Longueur mesurée 6o4a*
Languettes 34* ^6068, 3
Épaisseur du fità-plomb -<- 0.00057,8
Réduction des règles à l'horizon. . . — o . 327 1 1 ,3
Réd. des languettes à rhorizon. . . — ^78,8
Base mesurée. , 6o75*93a36,3
Thermomètres 12*76863,8
Somme des rfN 7*364
Mais la dernière règle, ou la 3o2i*^™®, dépassait réellement le terme austral, et l'intervalle réduit à l'horizon fut trouvé de 0*06492,8, quantité évidemment soustractive.
De plus , les deuxpartiesde la base, dontl'une = 3946*, l'autre 2 1 3i*, formaient un angle horizontal de i79^io'47'\o9 : en le réduisant au plan des cordes (art. 150) , on le trouve de 179® 10' 4o''?9i ; d'où l'on conclut, pour la réduction à la ligne droite (art. 92) , — 0*142371 .
Enfin une petite correction , évaluée à + 0*00002,78, est résultée de ce que la dernière règle était éloignée du coude où était placé le centre du poteau , de i pied 7 pouces 8 lignes.
Delambre ayant substitué la corde à l'arc, il faut en outre réduire chacune des parties de la base , à l'aide de cette formule :
différence de l'arc à la corde = — ,^\ ,
dans laquelle R désigne le rayon moyen de la Terre (art 130). Faisant
le calcul , on trouve
Pour la partie 3946* — 0*00023,88
Pour la partie 2i3i — 3,76
Réduction aux cordes. . . — 0.00027,64 Correct, du vemier des languettes (art. 145) — 0.01100,48 C'est-à-dire la correction moyenne 0*00000, 3644 multipliée par le nombre des règles.
Report. — o^oiiaSyiti
Réductions précédentes 2**.. ..... — 0.14239,10
Somme — o. 2o855,24
Résultat immédiat 6075.93236,35
Base corrigée 6075.72381,11
Les éléments de la réduction de la base au niveau de la mer sont donnés par ce qui suit.
Le sol du terme austral est élevé au-dessus de la mer de 36^ 1 1 Celui du terme boréal , de 45 ,91
Moyenne entre les deux termes l^i^joo
Le sol au coude est élevé de l\'x ,00
En regardant Télévation moyenne entre les deux termes comme l'élévation moyenne de la base , la réduction calculée par la formule de l'art. 144 serait — 0^,07615. En partageant la base en sept arcs différents, Delambre a trouvé — 0^,07735 ; c'est ce dernier résultat qu'il a employé. Ainsi,
Base réduite à la ligne droite 6075,72381
Réduction au niveau de la mer '— 0,07735
Base au niveau de la mer. ...» 6075^,64646
Il s'agit maintenant d'avoir égard à la température des règles. Or, la somme 1 2*75863,8 des thermomètres métalliques divisée par 3o2i, nombre des observations ou des règles , donne le quotient 0*00422, 3o ; c'est la température moyenne des règles.
En partant d'une remarque de Delambre, le point de la glace de ces mêmes règles est, selon Borda, de o*oo383p,3
Mais des expériences ultérieures citées précédemment (page 238) ayant démontré que le thermomètre centigrade répondait plus exactement à -<- i^' ,35, il faut soustraire du nombre précédent 2,5
Reste donc pour le véritable terme de la glace des quatre règles o*oo38oP,8
et comme lo degrés deRéaumur valent a 3p,i6, il s'ensuit que pour 1 3 degrés du même thermomètre on a. . io^y i
donc i3 degrés de Réaumur répondent à 4iû ,9
mais à la température moyenne de la base , on a eu. . . 4^^ 9^
Ainsi la différence est de 1 1 ^4
L'allongement de la règle de platine étant deoP,9a459 celui qui correspond à la différence 11,4 sera ioP,539
Ces parties sont des deux cent-millièmes de la règle; en les multipliant par 3038, nombre des règles , on aura pour la réduction totale à i3 degrés de Réaumur. • . . o,3aoi7
Ajoutant cette correction à la base exprimée en demimodules, savoir 6075^,64646
on trouvera que cette base, réduite à cette dernière température et à la ligne droite , vaut en demi-modules. 6075,96663 Ajoutant la différence de l'arc à la corde 0,00087
L'arc de la base •. =6075,96750
Cette valeur est donnée en parties du demi-module qui surpassait la demi-règle n^ i de 0^00000,10, d'après des expériences faites au retour de la base de Perpignan ; ainsi la réduction additive sera de o*,ooooo, i X 6076. . = + 608
Donc, la base réduite = 6075,97358 et comme à cette température de 1 3 degrés de Réaumur le demi-module ne valait que i toise — o^ooooi 1574? il s'ensuit que cette base doit être encore diminuée de o*,ooooi 1574 X 6076 =—0,07032
donc enfin , la base réduite vaut en toises du Pérou. . . 6075,903^6
Delambre a trouvé 6075,90338
DiflFérence entre son calcul et le nôtre. . . . o*,oooia
Toutefois ota peut s'arrêter au nombre 6075^,9, à cause des petites erreurs inévitables dans l'alignement et l'épaisseur des règles ; mais il est à remarquer que Delambre présenta en dernier lieu , à la commission des poids et mesures , pour la base réduite à la ligne droite , la valeur 6o75%899 197 qu'il faut augmenter de o%ooo 87a , pour la
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changer en arc, ce qui donne 6075^900 069; et c'est en effet sur cette base que tous ses derniers calculs ont été faits (page 45 du tome II* de la Base du Système métrique).
Il est évident que, par la manière dont on a mesuré cette longueur, chaque règle ou les deux toises formaient à la surface de la Terre deux tangentes d'une toise chacune. Or, la somme de toutes ces tangentes ayant été prise pour l'arc correspondant, on a nécessairement commis une erreur; mais cette erreur est-elle sensible? c'est ce qu'il s'agit de savoir. ^
Soit A un arc terrestre dont le rayon est R ; on a , comme l'on sait ,
A-tangA < ^«"^.i * ^^^ ctc • A — lang A — j — j^ h -5 — ^^^ eic. ,
série qui donne l'arc A en toises , si la tangente est donnée en unités de cette espèce. Mais, dans la supposition actuelle, tang A = i*; on a donc simplement
tang A ^ A = \-^ = 351-
Cette différence entre la tangente et l'arc doit être multipliée par le nombre de toises contenues dans la base, c'est-à-dire par 6076*; ainsi, à cause de log R = 6,5 1 4o6 à trè&-peu près , l'on a 0% 00000 0000 1 89 à retrancher de 6o75S9o3a6, pour avoir le véritable arc de la base. Il est donc toujours permis de négliger cette correction.
A la rigueur, cette base étant un arc du sphéroïde terrestre , se trouve douée d'une double courbure, qu'on peut néanmoins considérer comme nulle. Observons en outre, que l'analyse des probabilités offre une règle fort simple, à l'aide de laquelle on détermine^ dans certains cas, l'erreur moyenne commise dans la mesure d'une base; la voici :
En désignant par a l'erreur accidentelle due à une lecture inexacte des verniers de chaque règle , l'erreur totale s à craindre sur la longueur d'une base contenant n règles, sera
Par exemple , les parties du vernier des languettes de chaque règle de platine étant des cent-millièmes de toise, il n'est guère possible de commettre dans la lecture une erreur ai estime de plus de j de partie
ou de oSoooooaS = a, soit en plus, soit en moins ; ainsi, pour une longueur de 3o2 1 = n comme la base précédente , on aurait seulement
6 = ±1 o*,oooooa5 v3oâT= ±:o*,oooi37;
quantité assez petite pour n'en tenir aucun compte.
Quant à Terreur due à un défaut d'alignement des règles et à leur épaisseur, Delambre trouva à peine cinq millièmes de toise à ôter d'une longueur de 6076 toises.
Le grand canevas trigonométrique de la nouvelle Carte de France , dont les lignes primordiales ont été mesurées par l' ex-corps des Ingénieurs-Géographes militaires , se rattache aux bases de Melun et de Perpignan mesurées par Delambre , et à cinq autres , pour lesquelles on a employé pareillement les règles de platine ; mais seulement au nombre de trois , parce qu'il a été décidé que celle n^ i resterait en dépôt au Bureau des Longitudes, pour servir désormais de terme de comparaison aux trois autres. On trouvera, page 4^ du Discours préliminaire de notre Nouvelle description géométrique de la France (tom. I), un autre exemple du calcul précédent appliqué à la mesure de la base d'Ensisheim près de Colmar.
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DU CALCUL DES TRIANGLES, ET DE QUELQUES PROBLÈMES DE GÉODÉSIE
148. Puisque les bases mesurées et réduites à une même surface de niveau sont ou peuvent être considérées comme des arcs de grand cercle de la sphère terrestre, et qu'elles sont liées à la chaîne des triangles, de manière à en représenter les côtés principaux, il serait naturel de calculer ces triangles par la voie de la Trigonométrie sphérique ; mais leur courbure étant peu sensible , on peut aussi les traiter comme des triangles rectilignes, en faisant toutefois usage du théorème de Legendre, démontré à l'art. 100, ou bien substituer à ces triangles sphériques les triangles rectilignes formés par les cordes qui en soutendent les côtés. Exposons successivement ces trois méthodes.
Résolution des triangles géodesiques considérés comme des triangles
sphériques.
149. Lorsque les angles de position d'un réseau du premier ordre sont réduits à l'horizon de leurs sommets respectifs et au centre, qu'ils sont corrigés de l'excentricité de la lunette inférieure ou supérieure, et des phases des signaux , s'il y a lieu , la somme des trois angles d'un même triangle doit excéder deux angles droits d'une quantité qui, en faisant abstraction de l'erreur totale des observations , est imiquement due à la courbure de la Terre , et est précisément égale à la surface du triangle réduite en secondes (art. 100). Pour résoudre les triangles de cette espèce par la règle des quatre sinus (art. 55), il faut d'abord dégager les angles d'un même triangle de l'erreur des observations.
Dans les opérations faites avec beaucoup de soin, il est rare que l'erreur du triangle aille à l^' sexagésimales ; et quand les triangles sont bien conditionnés , cette erreur n'a aucune influence sepsible sur les côtés.
Par exemple, choisissons le 43* triangle de la Base du Système métrique décimal j dans lequel la distance de Lieursaint à Melun est la base mesurée , et cherchons , au moyen de cette base et des trois angles , les deux autres côtés.
Il Êiut passer préalablement des angles observés aux angles sphériques. Or, on a , tome I , page SolI^ ,
MOUS
des stations.
ANGLES OBSBEVlte
réduiU.
Malvoisine
Lieursaint
Melun
Excès sphérique
Somme des erreurs. ....
Dans ce tableau, les angles observés et réduits sont les angles de position réduits au centre et à l'horizon; leur somme = i8oVo",4i : Fexcès sphérique déterminé par la méthode de l'art. 100 , ou ainsi qu'il sera expliqué plus particulièrement à l'article suivant, est de o'\^g; l'erreur du triangle est donc — o",o8, et elle est négative, parce que la première somme est plus petite que la seconde : on l'affecterait du signe + si le contraire avait lieu. En la répartissant également sur les trois angles , on aura ce nouveau tableau :
NOUS
des stations.
AHGLKS 8PHSIUQUBS.
LOG. SIHUS DES A1HSLK8.
Malvoisine
Lieursaint
Melun
Faisant usage de la notation de l'art. 54^ le côté a sera connu ; ainsi , par la règle des quatre sinus , on aura ces deux proportions pour déterminer les deux autres côtés A, c,
sin A : sin B : : sin a : sinbj sin A : sin C ; ; sin a : sin c.
Mais elles supposent que la base a , donnée en mètres j est un arc de grand cercle réduit en parties de l'unité ou du rayon des Tables. On peut cependant exprimer en mètres le sinus de a, et pour lors sin b et sin c seront donnés en pareille mesure. En effet, lorsque le rayon est l'unité, on a (art. 91)
sm or = X ( I — ^ H • • • • I ;
mais le rayon de la Terre étant désigné par |9, l'on a
sinjc = a:(i— ^--H r — ....).
\ Dp* 120p* / .
sin 'or sera donc donné en mètres, si l'arc x est lui-même exprimé en unités de cette espèce. De là
log sin X = log X -h log (i - ~ ^
en négligeant les autres termes de la série, qui sont toujours insensibles dans la pratique de la Géodésie , et représentant par jul le module 0,434^94 9 dont le log = 9,63778.
Le passage de l'arc au sinus , ou réciproquement , se fera donc trèspromptement, en remarquant que le coefficient de ;r*, c'est-à-dire
^, a pour log. 5,26187 lorsque p = 6 366 198™.
Si Ton désigne par D le degré moyen et par n la demi-circonférence d'un cercle dont le rayon est i, on aura p = ^, et par
suite
Delambre , qui le premier a fait usage de ce procédé , et évalué tous les côtés de ses triangles en toises, a supposé D = 57oao^ On a aussi en parties du rayon
de là
et
enfin,
cos or = I :+...;
ilogcosa? = log(i-^)= ~^';
log sin X = log x + \ log cos a:.
Pour application, soit, comme Delambre, x = i4o88S2858; en convertissant cet arc en secondes, on aura, d'après la valeur de D ci-dessus ,
logjc =4,14886 log 36oo" = 3,5563o c. log 57020 = 5,24397 ^
logx" = 2,94913, d'où x'' = i4'49%5;
puis y par les Tables de Ylacq à lo décimales, on aura
log i4o88Sa858 = 4,i4885 84^^18
+ ilogcos i4'49",5 = 9>99999 ^^SSg
et enfin y log. sin or en toises = /^^i/^SSS 70767
Lorsque le sinus de a: est donné en mesures connues , et qu'on veut avoir a: de la même manière , on a , par ce qui précède ,
log a: = log sin X H- ^ sin ^Xy ou log X = log sin a: — ^ log cos x.
Soit 9 comme ci-dessus ,
log sin X en toises = 4» ^4885 70767 - I log cos X =^99999_86539
de là log X = 4,1 4885 84a 18
La valeur de a:, ou plutôt de a, dans le 4 3^ triangle que nous prenons pour exemple, est, en arc, 6076^9001, dont le log . sin = 3,78361 03721; ainsi les deux proportions précédentes donneront
c. log sin A = 0,18643 00703 =0,18643 00703
log sin a = 3,78361 03721 = 3,78361 o37ai
log sin B = 9,986^5 01 102 log sin C = 9,96264 1^944
log sin b = 3,96629 06626 log sin c = 3,92268 17368
Passant du sinus à Tare, comme ci-dessus, on a
C'est ainsi que Delambre a obtenu tous les côtés des triangles de la méridienne ; mais il observe que l'on peut très-bien s'en tenir aux Tables deCallet, et résoudre dans tous les cas les triangles géodésiques, au moyen des logarithmes à 7 décimales.
Lorsqu'une chaîne de triangles est terminée par deux bases, on est dans l'usage d'en calculer chaque moitié avec la base qui en fait partie : alors on prend pour côté de jonction la moyenne arithmétique entre
les deux résultats. Mais Delambre, pour ne pas laisser accumuler ainsi toute l'erreur sur un côté, aime mieux faire accorder exactement les deux bases 9 en modiûant tant soit peu les angles des triangles. Cette manière de répartir, tout le long de la chaîne , Terreur entre une base calculée et mesurée, quoique étant tout à fait arbitraire, ne donne lieu cependant qu'à des corrections qui sont bien en deçà des limites des erreurs probables d'observation. Laplace, dans l'ouvrage que j'ai déjà cité (art. 110), donne à ce sujet une méthode certaine et toute fondée sur une analyse rigoureuse; je la ferai connaître à l'art. 207.
Résolution des triangles sphériques peu courbes , par la Trigono^
' métrie rectUigne.
150. La méthode par laquelle on ramène, à l'aide du théorème de Legendre , la résolution des triangles sphériques à celle des triangles rectilignes , est généralement adoptée à cause de sa simplicité. Ainsi , pour calculer les différents côtés des triangles ABC, BCD,... [fig* 34)» on ôte de chacun des angles horizontaux de ces triangles le tiers de l'excès de leur somme sur deux angles droits ; après quoi l'on applique successivement à chaque triangle le principe de l'art. 48.
Je choisirai pour exemple un des triangles du réseau trigonométrique que je fis servir, en 1816, d'exercice aux élèves du Corps royal des ingénieurs-géographes , savoir : le triangle Panthéon — ScUnt-Martindu-Tertre—Dammartin. Dans ce triangle , le seul côté de commun avec la méridienne de France est la distance du Panthéon à Saint- Martin, laquelle = ag 269^,30, réduite en arc et au niveau de la mer. Voici les résultats de nos observations et de nos calculs.
WOMS DES STlTtOMS.
ANGLES EÉOmrS.
Dammartin (église paroissiale)
Panthéon •
Saint -Martin
Somme. ..•.•••■.
200 • ooo3* 1 .
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Les angles réduits , rapportés dans ce tableau , sont ceux de position réduits au centre et à l'horizon (art. 152 et 129); leur somme étant de aoo^.oooS^^i, l'excès sur deux angles droits = 3\i.
Désignant par A^ B', C les angles moyens ^ ou les angles A, B, G diminués chacun du tiers de cet excès, on aura
ANALES MOYBHS.
LOG. SllfVS.
Gela posé , le triangle ABG supposé rectiligne , donnera , en adoptant la notation de l'art. 100,
sinA' ; sinF \\a\b, sinA' ; sinG \\a\ c\
les côtés b et Cj c'est-à-dire Danimartin-^Saint'Martin^ et Panthéon- Dammartin^ seront donc connus. Opérant par logarithmes, on a
c. log sinA'
log^i
log sinB'
logé = 473982 171 = 25 oi6",o
c. log sinA'
loga
log sinG'
log c = 4,524971 1 = 33 494">3o.
Il est utile , dans la pratique , de mettre de l'ordre dans les calculs ,de cette espèce, et de les abréger autant que possible. Voici comment les ingénieurs-géographes les disposent sur leurs registres.
BMBI
COTÉS
en mètres.
64v3ia5 51,5278
29269^,30 25oi6 , 00
aoo.ooo5 ,6
Dans ce tableau , les mètres qui sont sur la même ligne qu'un angle expriment la longueur du côté opposé à cet angle , et ainsi des autres. La première longueur est toujours la base ou le côté connu.
Si le triangle ABC [fig. 34) représentait celui qu'on vient de calculer et qu'il fût le premier du réseau , le second triangle BCD aurait évidemment pour base le côté BC , et se calculerait de la même manière que le premier triangle. En allant ainsi de proche en proche, on arriverait au dernier côté KL du réseau.
151. Pour obtenir les angles sphériques dont on déjà vu Tusage à l'article précédent, il faut connaître l'excès sphérique de chaque triangle; d'ailleurs cet excès met à même d'apprécier la somme des erreurs des observations. On le détermine ainsi qu'il suit.
Par l'art. 100, l'excès sphérique « = — p, ^ dénotant Faire du
triangle que l'on considère , p le rayon de la Terre, et R" = -^—r, le
nombre de secondes contenues dans le rayon. Or, on a^=^ — - — ,
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et , par ce qui précède ,
log a =: 4 ;4664 1 , log * = 4 ,3982a;
mais avant d'évaluer t y nous remarquerons que — est une quantité
constante y dans laquelle |9 et R doivent être exprimés par les mêmes unités qui ont été choisies pour la mesure des cotés et des angles des triangles. Ainsi j pour avoir le logarithme de l'excès sphérique % exprimé en secondes, au logarithme de l'aire du triangle on ajoutera la quantité
log R — alog|9.
Si l'on part des anciennes mesures et de la division du cercle en 36o^y
on aura
logp = 6,514069 logR'' = 5,3144^9
log R — a logp = a,a863i . .
Si l'on fait usage des nouvelles mesures et de la division du cercle
en 400 «,
log p = 6,8o388 , log R* = 5,8o388 ,
logR — 3log/9 = 2,19612.
Enfin , si les côtés du triangle sont exprimés en mètres , et qu'on emploie la division du cercle en 36o^ , on aura
log R — a logp = 1,70667.
La valeur ci-dessus de s étant calculée par les logarithmes, on aura, en vertu des données précédentes,
logi, ou 0,5 = 9,69897
logsinC = 9,98642
log a = 4,4664 î
log b = 4,39822
log s = 8,55oo2 log constant = 2,19612
log € = 0,74614 = 5*, 57;
UVKE TROISIÈME. a6i
l'excès sphérique est donc tel que Tindique le tableau ci-dessus. Or, la somme des trois angles observés étant de 20ok,ooo3,i, Terreur totale est de ^''yS; c'est la quantité dont il s'en faut que le triangle ne ferme exactement. Chacun des angles étant augmenté du tiers de !2%5, on a les angles sphériques cherchés.
Il arrive souvent , quand le triangle a peu d'étendue , que la somme des erreurs des observations , lorsqu'elle est négative , surpasse , abstraction faite du signe, l'excès sphérique de ce triangle. Dans ce cas, la somme de trois angles observés est nécessairement moindre que 200^. Néanmoins, l'on forme les angles sphériques en corrigeant chaque angle du tiers de l'erreur totale, si les observations ont été faites à chacun des sommets, dans des circonstances Êivorables; c'est en effet la répartition la plus avantageuse , comme Laplace l'a démontré dans le second Supplément à sa Théorie analytique des Probabilités. Cependant si la mesure de tel angle méritait plus de confiance que celle de te] autre , on modifierait cette règle de répartition , de manière à faire supporter à l'angle le plus douteux la plus forte correction.
152. Puisque l'excès sphérique du triangle ABC [fig. i5) est égal
à la surface s multipliée par -^ , et que cette surface se compose de
celle des deux triangles rectangles ABD, CBO, on a, en désignant par s' y s" ces deux triangles partiels,
mais, d'après l'art. 100,
j' = I c' sin A cos A «^^ == i ^* sin C cos C
= I c* sin a A , =\a^ sin aC;
donc
c* sinaA . a* sinaC
4 p* sini'' 4 P* «ini"'
Telle est la forme qu'il convient de donner à la valeur de 6 , pour calculer une table qui donne l'excès sphérique en deux parties; mais
a62 TRAITÉ DE GÉODÉSIE,
comme cette table est très-peu utile, je me suis dispensé de la reproduire dans cette 3® édition. Au surplus, Delambre l'a donnée en toises {Base du Système métrique décimal) , et il a même formé une table à l'aide de laquelle on a tout d'un coup l'excès sphérique. Quant à celle-ci je l'ai donnée en nouvelles mesures ; on la trouvera à la fin de ce volume, sous len° III : pour s'en servir, on cherchera sur la carte des triangles, et au moyen de son échelle, les nombres de mètres contenus dans leur base et dans leur hauteur, et avec ces deux nombres, pris pour arguments , on entrera dans la table comme dans toutes celles à double entrée. Quoique cette table s'arrête aux nombres lo ooo et 5o ooo, on voit bien qu'elle peut servir pour des nombres multiples. Désignant par b la base , et par h la hauteur d'un triangle , on a évidemment
Veut-on faire usage des anciennes mesures , c'est-à-dire de la toise et de la division du cercle en 36o^? Dans ce cas,
log — ^ = 1,98528, ou bien t = o", 00000 00096 66.6/r.
Veut-on au contraire employer les nouvelles mesures? On a
log— =1,89509, ou bien g = o", 00000 00078 54 hh.
Dans l'application de ces formules, il est suffisant d'exprimer les longueurs en unités de mille toises ; ainsi l'on a , en secondées sexagésimales , ou dans la première hypothèse ,
£ = o",oo96666A; et en secondes centésimales , ou dans la seconde hypothèse ,
C'est d'après cette dernière valeur que j'ai calculé la table en question.
153. Pour donner une autre application de l'excès sphérique^ résolvons le triangle géodésique dans lequel on connaît seulement l'angle C et les deux cotés adjacents a, b^ savoir :
C = I20*,a897*,i2, logfl = 4^6859571, logé = 49^434696.
On trouvera Fexcès sphérique de ce triangle de 12*, 65; le tiers 4*>ï*^ étant ôté de l'angle C, on aura l'angle réduit C = 120^,289290. Il s'agit maintenant de résoudre un triangle rectiligne dans lequel un angle est C'y et les deux côtés adjacents sont a et 6 , comme ci-dessus. Pour cet effet, l'on aura recours à la méthode de l'art. 49, qui donne lieu au calcul suivant :
logfl = 4^6859571 1. tang(9 — 5o*) = 9,2110910 c. log b = 5,45653o4 logcot-|^C = 9,8591844
log tang y =0,14^4875 j^^ ^^^
ICrrs 60, 144645
iC
7«,45oi77 39,855355
Maintenant le troisième côté c s'obtiendra à l'aide de l'équation
aùnC
ftin A' '
loga= 4>685957i
log sinC = 9,9775601
c. log sin A' = o, 1696973
logc = 4,833ai45; et pour preuve de l'opération , l'on calculera è, comme s'il était in-
connu ; on aura en efiFet
loga + c. log sin A' = 4>8556544 log sin B' = 9,687815a
log 6 = 4^5434696;
ce qui est conforme à Tune des données du problème. Il résulte donc
de ce calcul , et en ne supposant aucune erreur dans l'observation de
l'angle C, que les parties du triangle géodésique proposé, qu'il fallait
trouver, sont
B = 3a,4o56oo = B' + i6,
loge = 4,833a 145, ou c = 68iio"»,56.
1S4. On peut toujours employer la méthode deLegendre dans les
opérations les plus délicates de la Géodésie, et dans le cas même où les
côtés du triangle seraient d'un degré et demi , et plus. Nous donnerons la
preuve de cette assertion , en résolvant le grand triangle qui fait partie
du prolongement delà méridienne de France sur le territoire espagnol.
Ce triangle observé de nuit, a pour sommets Is^iza^ Mbntgbj Desierto
(Jig. 35). MM. Biot et Arago trouvèrent, toutes réductions faites, les
angles sphériques suivants [BaseduSjstème métrique décimal, tomelV,
page 179):
Angleàlviza = 59°5o'53'',4o = I
àMontgo = 78. 4- 9 ,53 = M
à Desierto = 4^- 5.36 ,07 =D
Somme = 180. 0.39,00
Le côté ^o/{^gô-/ma étant de56559,o4 toises en arc, on peut calculer les deux autres côtés dans deux hypothèses difiPérentes; d'abord en faisant abstraction de sa courbure , ensuite en le traitant comme sphérique. i'*^ Solution. Les angles moyens du triangle se trouveront en ôtant I y\ c'est-à-dire le tiers de l'excès 39^, de chacun des angles sphériques ; ainsi ,
Angle à Iviza = 59^5o'4o",4o = V àMontgo = 78. 3.56 ,53 = M' à Desierto = 4^« 5.a3 ,07 = Jy
Somme = 180. o. 0,00
Delà
c. logsiniy = 0,1737348 0,1737348
logMI = 4?7525oao . 4775a5o20
log sin M' = 999906099 log sin V = 9,9368482
logDI =4,9167467 log DM = 4,863o85o et par suite, DI = 82555*,62 DM = 72960^0.
L'excès sphérique, s'il n'était pas connu, se trouverait ainsi qu'il suit :
logconst. = 1,98528 = log—;.
log sin M = 9,9905 1
log MI = 4? 75260
logMD = 4,863o8
logexcèssph. = 1,59137 =39",o3.
Nous trouvons o'',o3 de plus que la commission du Bureau des Longitudes , probablement parce qu'elle n'a pas tout à fait supposé comme nous p = 3 266330^ ou log p = 6,5i4o6oi (*).
2® Solution. Le moyen le plus simple pour confirmer les résultats précédents , est de résoudre le triangle par la méthode rigoureuse de
l'art 149. Soit, pour abréger, la base donnée MI =(?; on aura, d'après le même article ,
log. sin(? = log(?-^;
{*) Un grand triangle formé pnssi par les ingénieurs-géographes , dans le but de lier à la triangulation de la France le Monte-Gnto situé en Corse, a pour base une distance de ^S^SG'^yg qui s'étend le long de la côte de Nice ; et les angles à cette base , réduits à rhorizon, sont, l'un de 8a°,o63o, l'antre de 96*92662. Calculant alors l'excès sphérique de ce triangle, par la formule de l'art. ItfS, on le trouve de i4o secondes centésimales ; d'où il suit que l'angle au sommet, qu'on n'a pu mesurer, est de 2 1 ^,6848, et que les deux autres côtés sont 235 887^,5 et 266491^96. {Descrip, Géom. de la France, tome I, page 176.)
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mais log /x = 9,63778
logcJ^ = 4,75250
c. log 6 =9,22i85
comp. log p
5,3365 1 = 0,0000217 — log & — 4,7525020
log sin & = 4,7524803
c. logsinD= 0,1737046
logsin M =9,9905 157
donc , log sin DI = 4,9167006 .
Passant du sinus à l'arc , on trouve j à cause de
log(? = logsin<? + ei2L*, sans erreur sensible ,
g ^ = o,oooo4d2 +
mais logsin DI = 4,9167006
donc logDI = 4,9167468 = 82D55S64.
Ce résultat ne différant du précédent que de 2 centièmes de toise , et représentant la valeur du plus grand côté du triangle , il est prouvé par le fait, que la méthode de Legendre est applicable en toute circonstance : elle convient même à tout triangle géodésique formé par des lignes de plus courte distance , sur un sphéroïde quelconque peu différent d'une sphère, ainsi que ce célèbre géomètre l'a démontré. Cette méthode est donc tout à fait indépendante de l'aplatissement de la Terre , et par cela seul , elle nous paraît avoir de l'avantage sur celle que nous allons expliquer.
Résolution des triangles rectilignes formés par des cordes de la sphère
terrestre.
155. Lorsqu'au centre de chaque station les angles horizontaux sont réduits aux angles des cordes (art. 130), ces derniers, relatif à
un même triangle ^ et ajoutés ensemble ^ devraient donner une somme égale à deux angles droits ; mais l'excès ou le déficit y qui représente l'erreur totale des observations, se distribue sur chacun des angles, comme dans la méthode précédente. Quant à la ligne géodésique, prise pour base et réduite au niveau de la mer (art. 144) , on la remplace par la distance rectiligne qui joint ses extrémités (art. 143). De cette manière, le premier triangle du réseau auquel cette base appartient a pour sommets les pieds des signaux projetés suivant la direction de la pesanteur, sur le prolongement de la surface de la mer. En résolvant donc ce triangle rectiligne, et calculant ensuite tous les autres triangles de proche en proche, ils représenteront les faces d'un polyèdre inscrit au globe terrestre. Telle est l'une des méthodes qui furent employées par Delambre , dans le calcul de la méridienne , comme je l'ai déjà dit.
Afin de ne laisser rien à désirer à ce sujet, voici un tableau extrait de ceux de la Base du Sjstème métrique , tome I.
ROHS
des stationB.
Malvoisine Lieursaint Mclun. . ..
ANGLES
obser^ci.
40036' se^Si
Somme des erreurs — o^oS
Monilbéri. .
MaWoisine .
Torfou
550 10' ©"lO 43.5a. 3,3i 80.57.54,79
BIC&S
sphérique.
AMCLBS
sphériques.
40036' 56*84 75.39.^9,83 63.43. 33,Sa
BHMBSil^ ANCLBS
des cordes.
ANCLBS
moyens.
La colonne intitulée angles observés contient les angles de position réduits à l'horizon et au centre.
La colonne suivante , qui a pour titre : excès sphérique^ donne pour chaque angle horizontal , Texcès de cet angle sur l'angle des cordes correspondant; il se calcule par la méthode de l'art. 130 , ou plus directement encore au moyen d'une Table que Delambre a donnée, et qui a pour arguments la somme K + K' et la différence K — K' des côtés qui comprennent l'angle à réduire. Les trois excès partiels forment l'excès sphérique du triangle, tel qu'il se trouverait directement par la formule de l'art. 151.
La cinquième colonne s'explique d'elle-même.
La sixième colonne comprend les angles des cordes , qui s'obtiennent en ôtant des angles sphénques les excès sphériques correspondants.
Enfin , la dernière colonne donne les angles moyens qui servent pour résoudre les triangles sphériques par le procédé de l'art. 150.
A l'aide de ce tableau j et de la base de Melun à Lieursaint, réduite à sa corde 9 on aura les éléments nécessaires pour déterminer tous les côtés du réseau , soit par le procédé actuel , . soit par les deux . précédents.
La méthode de réduction au plan des cordes a été suivie pendant quelque temps au Dépôt de la Guerre; mais depuis 1817, époque à laquelle ont commencé les opérations de la nouvelle Carte de France, tous les registres géodésiques ont été rédigés , d'après ma proposition, conformément au principe de l'art. 100, qu'on appliquait comme par instinct, même bien avant que Legendre en eût prouvé la légitimité.
Comme je suis entré dans assez de détails sur cette matière , je me bornerai à faire observer que la longueur d'un des côtés les plus éloignés de la base mesurée, doit être le milieu entre tous les résultats qui dériveraient du calcul de différentes chaînes de triangles, auxquelles ce côté serait commun.
156. Déterminer la position dun lieu doit Von aperçoit trois points donnés sur la carte.
i" Solution. Si du point D [fig. 34), élevé au-dessus du plan ABC supposé horizontal , on a observé les angles ADB , ADC , ainsi que les distances zénithales des points A , B , C dont on connaît les distances respectives, on réduira à l'horizon les deux premiers angles.
afin que le point D puisse être considéré comme le pied de la verticale abaissée du lieu de l'observation sur le plan ABC; et pour lors, avec deux des distances horizontales AD, BD, CD déterminées par le calcul, on fixera la projection de ce lieu ; c'est ce que l'on va voir.
Nommons j3,y les réductions à l'horizon des angles observés ADC, ADB. Soient en outre DA = D , DB = D', DC = IT, angles ABD = x , ACD =^; adoptons, pour le triangle ABC , la notation de l'art. 47, et enfin faisons abstraction de la courbure de la Terre.
Cela posé , dans le quadrilatère ABDC , supposé plan , les quatre angles vaudront ensemble deux angles droits , et les triangles ADC , ADB donneront respectivement
d'où
TV b sinr -rv c ûnx
b siny sin^
et par suite
c sinô
sin « -H sini>^ b sin7 4- c sin p , . tang 7 {x -{-y) ^ siny
sin j? — smy d siny — c sin p ' tang 7 (x — y) c sm p
Or, si l'on fait
l'expression précédente deviendra
tangua:— r) i — tangz » \^ 2/'
et si , pour abréger, l'on pose
on aura
tangcf = 'ÎHii^ = cot (z + 1') tangS.
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& étant connu , il s'ensuit que
a: = S-Hc?, jr = S^&i , (3)
^ changerait dç signe si sa tangente était négative.
Quant aux valeurs de D, D', D'', il est évident qu'elles seront données par les équations
1^ b sinjr c sIdx
smp siny '
^, __ c sin {x + y) _ gsin(7~C) , , .
^ "" sinv ~ sin(p + 7) ' / ^^^
yx„ b sin(x •+- P) __ fl sinfa — B)
sinp sin(pH-7)
Cette solution , que l'on doit à Delambre y n'exige la construction d'aucune figure ; elle nous parait la plus simple et la plus commode de toutes celles que l'on pourrait donner du même problème. Cependant si l'on voulait une formule qui donnât immédiatement l'une des inconnues^ jp par exemple , on trouverait sans peine , en faisant ^=/?—jï' dans la relation (m), et développant,
(csin ô \
T— : \r 1 ); bsmy cosp / '
ou faisant en outre tane cp = i f -" ~~ , on aurait
" ^ Dsiny cos/?
COt X = COt p ^ 7—^ ,
* COS (f COSj^
expression dans laquelle /> = 4^ — A — /3 — y, et cos i^ = Vï-
Quoiqu'il soit aisé de se rendre compte des changements que les formules ci-dessus éprouvent suivant la position du point D à l'égard du triangle ABC, nous ferons les remarques suivantes : i^ si le point A était dans l'intérieur du triangle BCD , on aurait
s = 2« - i(4« - A" + /3 + 7) =^^—±Zl,
c'est-à-dire qu'il faudrait prendre le supplément à quatre angles droits de Tangle A du triangle ABC ;
a®. Dans la même circonstance, il faudrait mettre jc -+- B et^ -t- C dans les valeurs de D" et de D', parce que les angles B, C seraient extérieurs au quadrilatère DBAC ; au lieu de lui être intérieurs comme dans le premier cas ;
3^. Lorsque le point D sera dans l'intérieur du triangle ABC, la somme des angles observés |3 -H 7 surpassera nécessairement deux angles droits;
4®. Si le point D était placé sur la ligne BC = a , la somme B -t- 7 vaudrait précisément deux angles droits , et Ton aurait
sin /3 = sin 7, tang ^ = 1 ;
è serait la dififérence des angles connus B , C , et alors
Dans le même cas, on aurait
D, g sin o -^„ a sin o^
sin o ^ sin o
expressions qui laissent D' et D" indéterminées; mais ces distances pourront être calculées par les formules
p, _csin(B + 7) jy" — ^sin(C + P). sin 7 ' sin 7 '
5®. Enfin, si a: -t- ^ = a«, on a sin x = sin^, et pour lors
i># -. 6 sin 7^ sinx / 1 • » 6 sin 7 ^
1 équation ^ = 5^7 se réduit a -5^ = i. Quant à l'équation
—^ = ^^ — 2 (A^ + /3 + 7) , elle donne, dans la même circonstance ,
i ( A -t- ^ + 7) = iQ, d'où ^ + 7 = a« — A : propriété qui appartient au quadrilatère inscrit. Ainsi, les quatre points D, A, C, B étant sur une même circonférence , le problème est indéterminé.
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Ce problème est uon-seulemént utile pour trouver les positions des points secondaires d'une carte , et savoir d'avance si l'emplacement d'un signal que l'on se propose d'établir donnera des triangles assez bien conditionnés , mais encore pour déterminer les distances qui servent d'éléments aux réductions des angles que l'on aura observés près de ce signal : passons maintenant à son application.
TYPE DU CALG17I..
Supposons que les angles observés en D et réduits à l'horizon soient
^ = 37«,63io, y = 6o,a535,
/3 + 7 = 97.8845; et que dans le triangle ABC
log 6 = 4 902118939 log c = 4 ^170^617,
on aura
A = 86^,3406 loge = 4»i7026'7
6 + 7 = 97,8845 log8inp= 9,7460735
A -h p 4- 7 = 184 ,aiSi ''^"'P- ^®8 ^ = 5,9788107
i(A H- p + 7) = 92 ,, ia55 ''"''"P- ^^8 «n 7 = o>o9079"
^ 99 ^65769 log cot . de 98 ,9694 = 8,2092227
jr 116,11711 logtangS = 0,9047133 -
P 37,63ioo log rang (î = — 8^,22976 = 9,1139360---
r-Hp« . . . 153,74821
X + 7. . . . iSg >9iii9 On a affecté du signe - la tangente de <?, parce qu'elle résulte du
produit de deux facteurs affectés de signes différents; en effet, la tangente d'un angle aigu est positive, et la tangente d'un angle obtus est négative.
Ensuite ,
\ogb = ^y02ii8gi ' loge = 4,1702617
log ÛTiy = 9,9859308 log sin j: = 9,999998 7
c. logsin p = 0,2539265 c. log sin 7 = 0,090791 1
logD = 4'^^'o4^ = «8240,29 logD = 4>^6'o465 = 18240,92
log c = 4>'7026i7 log 6 = 4^021 1893
Iogsin(x + 7)=9,770o5i4 logsin (j-|-p) = 9,8228470'
c. log siny = 0,090791 1 c. logsin ^ =: 0,2589265
logD'rr 4,0811042 = 1074^,47 log D'^ = 4,0974628 = I25l5,92
Il conviendra de calculer D' et D" par les autres formules (4) , ce qui servira de vérification ; et si Ton désire avoir ces distances avec plus d'exactitude, il faudra employer les logarithmes avec 8 décimales.
On détermine encore la position du point D par une construction qui dispense de tout calcul , puisqu'il ne s'agit que de décrire sur AB et AC des arcs respectivement capables des angles observés y et |3 : sur quoi , voyez la Trigonométrie de Legendre , ou celle de M. Lacroix ; mais cette opération graphique n'est en usage que dans les opérations topographiques de détail.
1^ Solution. Si les points A^B^C étaient les sommets d'un triangle doiH: l'excès sphérique fut sensible ; en d'autres termes si les quatre points AyBy C,D étaient considérés comme ceux d'un réseau trigonométrique du premier ordre , la position du point D à l'égard des trois autres se déterminerait sur la sphère d'une manière toute semblable , et c'est ce que n'a point fait remarquer Delambre. D'abord on ferait abstraction de l'excès sphérique du quadrilatère ACDB , et l'on procéderait comme ci-dessus pour connaître approximativement les angles x^y^X. pouvoir calculer les excès sphériques i , é des triangles ADC , ADB , dans chacun desquels on connaîtrait deux angles et un côté : ensuite on traiterait ces mêmes triangles comme sphériques, et l'on aurait entre les quatre angles du quadrilatère ABDC cette relation
d'où
De plus , les triangles sphériques ABD , ADC donnant
sin AD =
sin csmx
siny
. T^ sin 6 sin r in AD = r-r-^,
sinp
sin
on aurait
sinx sin à siny
sin j sine sin 6*
de sorte qu'en faisant tang z = "'^ ^ ^^° ^ , il en rësul tei'ait, comme dans le cas du quadrilatère plan ,
sin ^siny
tang-^(ar —j) = tang-|-(a:-Hj^)cot (z 4- So'').
Cette solution suppose que les angles observés sont réduits à l'horizon et tout à fait exempts d'erreur.
Appliquons cette seconde solution aux donnéessuivantes, puisées dans le premier volume delà Nouvelle description géométrique de la France^ p. 3o6; mais en corrigeant une faute d'impression qui s'y est glissée.
LOG. COTÉS
C Monclar
A FiScassefort
B Romestaing. . . .
4 3765385 = loge
4 621 4781 log fl 4.4o8o5oi = log^
A la station de Xaintrailles , que nous désignerons par D j les angles observés et réduits à l'horizon sont, d'après les registres manuscrits ,
ADC = |3 = 45* 7309,7 ; excès sphérique £ = 6', 7 ; ADB = y = 43 .1 179,3; excès sphériques' = 5 ,7.
Ainsi , à cause de A = 128^.5778,19, on a
1(A + ^ + y) = 1088.7133,60 2^ 4- -|(€ + g') = aoo .0006,20
|(j? + ^)= 91 .2872,60; logtang = 0,8610617
Passant ensuite des arcs aux sinus (art. 149) , on obtient logsin b = t\jl\o%o[\%^ , log sin c = 4537^5375 ;
et calculant l'angle auxiliaire z, il vient
log tang z — 9,9897534, z = 498.2490,6
z + So* = 99 . 2490,6 ; log cot = 8,07 1 7453 . Delà
log tang ^ {x —jr) = 8 .9328070
et enfin ^{ûc — ^) = 58.44^3 , 6
jr = 85 .8469,0
Les angles x , j étant trouvés , on traitera les triangles ABD , ACD comme sphériques , et il viendra pour la distance D de Xaintrailles à Escassefort ,
log sin D = — ^ = 4,5789126
, TN sin 6 sin r , t o o
log sm D = -^j^ = 4,57891 13 ;
puis revenant du sinus à Tare , on aura
log D =4,5789152, D = 379a4'»,io logD = 4,5789139, D = 37923 ,97
par un milieu , D = 37924 ,o3
Quant aux distances de Xaintrailles à Romestaing et à Monclar, désignées respectivement par D' et D", on trouvera
L'exactitude de ces résultats doit inspirer une grande confiance dans l'application de la méthode qui fait le sujet de cet article,
157 . Trouver la plus courte distance de deux lieux dont on connaît la latitude et la longitude géographiques.
Par exemple y on demande la plus courte distance de Paris au cap de Bonne- Espérance ?
D'après la Connaissance des Temps, latitude de l'Observatoire royal de Paris = 48® 5o' 1 3", complément ou colatitude . c = 4 ï ** 9' 47"
Latitude australe de l'Observatoire du cap de Bonne-Espérance = 33® 56' 3" ; de là , distance au pôle boréal b = ia3®56' 3"
Longitude orientale du même lieu j comptée de Paris A= 16® 8'ai"
Soient donc A le pôle nord, B Paris, G le Cap de Bonne-Espérance; on aura , pour résoudre le triangle sphérique ABC , dans lequel on connaît deux côtés et l'angle compris, les deux formules de l'art. 76, savoir :
tang ff = tang c cos A, cos a = cos ( 6 — © ) .
Opérant par logarithmes, on a
log tang c = 9,94i658a log cos c = 9,8767024
log cos A = 9,9825378 c. log cos f = o, 1 1 59041
Iogtangr = 9,9241960 log cos ( 6 - y ) = 9,0257259
ç = 40* i'29",5 log cos « = 9»o»83.3«4 . /
ft= 123.56. 3,0 a=84«o'4^",9 /^
Vérifions ce résultat au moyen des deux formules
tang 9' = lang b cos A ,
ces b f ,.
cosa= ;Cos(c — ©');
COS«p' ^ ^ ^'
tang 6 :
cos A =
tang ç' = o, 1 546272 — = -54-59'27%4
cos 6 = comp. cos (f' s= cos(c — f') =
cos a = a =
9,7468209 — o,24i3io7 + 9,0301995 —
9,oi833ii + 84^0' 44%9
Il s'agit maintenant d'évaluer Tare a en myriamètres; or le quart du méridien étant de i o 000 000 de mètres y on a 90^ = 1 000 myriamètres ; et puisque a = 84®,oi25, on trouve proportionnellement que a = 933 -j^ myriamètres, ou à très-peu près 2100 lieues de 25 au degré.
158. Les trois côtés dun triangle sphérique étant donnés ^ trousser les angles au moyen des logarithmes à dix décimales.
Soient y, g, h les côtés donnés, et F, G, H les angles cherchés. Le tableau suivant fait connaître ces trois côtés, avec leurs log-sinus et log-cosinus tirés des Tables de Vlacq.
COTÉS OOIUOÉS.
LOG. aiNCS.
COS F
dans laquelle nous ferons A = '^—r , pour lui donner cette forme :
cos F = — cot g cot A (i — A).
Or, par l'article cité, l'on a
log A = log a ±: r, log(i-.A) =log(i-a)zH72 - (Tir^-Ç^etc;
arrêtant cette série au terme en r', ainsi que cela est permis quand la différence r est très-petite ; puis supposant que
HhU- log (i - A) = log(i - «) 1: R, et r» = ^,
ou aura évidemment
enfin, prenant de part et d'autre le logarithme vulgaire, il viendra, à cause de fxA: = i ,
log R = log a -j- log r* ±: — .
TYPE DU CALCUL
log . cos/ = 9,36522 78723 — l. COS ^ COS A = 9,69071 80464
différen. log A = 9,67460 98289 ^^j^ur approchée a = 0,47262
log a = 9,67451 20959 I -fl = 0,52738
r = OjOoooo 22700 log A. = log a — r
iogr = 4>356o2 59
— log(i— a) = 9,72212 37 log(i-fl) = 9,722 £2 36559
1 I ITT-, R = -h 20343
Iogr* = 4963390 22 .
logfl = 9,67451 21 log(l — A) =r 9,72212 56902
i-r* = — 22 l.cotg^cotA = 9,99726 18916
log R = 4>3o84i 21 log( — cosF) = 9,71938 76818
Cette méthode et cet eiLémple ont été donnés par Legendre dans la Connaissance des Temps de 18 19. Des calculs semblables conduiront à
log cos G = 9986933 39724,
logcosH = 9,91728 6o3i3,
et les tables citées fourniront , d'après ces valeurs , les résultats suivants : -
On pourrait déterminer le sinus de chacun de ces angles, de F par exemple, en faisant A = cos^ F, et procédant comme à l'art. 107. '- Voyez au surplus le Mémoire de Legendre, où l'on trouve ces valeurs:
log sin F = 9.9302746482, log sin G = 9.8276374638, log sin H = 9.7503664860.
Observons maintenant que si , dans le triangle actuel , on abaissait de l'angle H une perpendiculaire sur le côté opposé h , cette perpendiculaire tomberait en dehors, parce que le segment ^ de ce côté et celui d correspondant de l'angle opposé seraient tous deux négatifs. En effet , des relations
tang tp = tang g cos F, cot 9 = cos g tang F, démontrées art. 76, on tire, d'après ce qui précède,
log. tang ç) = 9,7982694-- ; log. cot 6 = 0.0173688— ;
d'où
Ainsi les deux autres segments analogues sont
f' = 72°9'o" ô' = 78^ 6'i9%5 puisque d'ailleurs, h = 4o.o. 10 H = 34- ï5.3.
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Enfin l'arc perpendiculaire dont il s'agit, et que nous désignerons par py étant déduit de la proportion des quatre sinus , on a
sin p = sing sin F ; de là
log.sin/? = 9.81 56382 y et/? = 4o^5iV,74.
Voilà donc onze éléments connus d'un triangle, dont plusieurs pourront servir de données pour vérifier celles des formules trigonométriques que l'on voudra choisir comme exercice de calcul.
Pour donner une nouvelle application de la formule générale d'interpolation rapportée à l'art. 106, je vais chercher l'angle G , dans une table qui donne les sinus et cosinus logarithmiques de minute en minute; or j'y vois que cet angle, donné par son cosinus, est compris entre 4^*° ï5' et 4^® 16'. En s'arrétant donc à a = 4a**i5', et ayant seulement égard aux premières et secondes différences , on a
log cos G = 9,86933 397^4 = J^ logcos4a®i5' = 9,86935 97165 = A
La même table donne <?A = — 1 147947 > d^^ A = •— 571, A = 60"; ainsi
n = .^ = o.n^àj &^A = aaa,
et plus exactement,
""n = ~'^ \ ti = o,2a43i ; — 1147735 '
enfin
G = /i + nA = 4a^i5' + o,2243i x 60" = k'^^'i^' i3%4586.
Si la table était calculée pour des intervalles de 10^ comme celle de Vlacq , qui a pour titre : Trigonometria artjficialis ^ on aurait précisément le résultat ci-dessus.
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laquelle on donnera autant d'étendue que le terrain pourra le permettre.
Au lieu de tracer effectivement cette ligne sur la surface de la Terre, on emploie une construction qui conduit au même résultat sans présenter les mêmes difficultés : voici en quoi elle consiste.
Soit ABCDE.... {fig> 34) une chaîne de triangles étendue dans le sens du méridien , et dont les côtés , calculés par la méthode de l'art. 150, sont de très-petits arcs du sphéroïde terrestre. Supposons que l'on connaisse par l'observation Vazimut ou l'inclinaison du côté AC sur le premier côté AM de la méridienne; alors on trouvera, par la Trigonométrie, le point M où cette courbe rencontre le côté BC. Les points A, B, G étant dans im même plan horizontal, la ligne AM sera de même dans ce plan , et représentera par conséquent une tangente à la surface de la Terre ; mais le prolongement MM' de cette ligne se trouvera au-dessus du plan du second triangle horizontal BGD; si donc, sans changer l'angle GMM', on rabat la ligne MM' sur le plan de ce second triangle BGD, en la faisant tourner autour de BG comme axe , le point M' décrira un très-petit arc de cercle qui pourra être considéré comme une droite perpendiculaire au plan BGD; ainsi l'opération se réduit à plier le côté MM' suivant une verticale, et à calculer la distance AM' pour trouver la position du point M'. En pliant ainsi de proche en proche les parties de la méridienne sur les triangles horizontaux correspondants, on aura, à l'aide du calcul, la direction et la longueur de cette méridienne , depuis une extrémité de la chaîne des triangles jusqu'à l'autre.
Nous ferons remarquer, à cet égard , que l'on emploie les angles sphériques de chaque triangle , c'est-à-dire les angles horizontaux corrigés chacun du tiers de la quantité dont leur somme diffère de deux angles droits plus l'excès sphérique (art. 151). Ainsi, dans le premier triangle partiel AGM , on connaîtra les deux angles A , G ; le premier est l'azimut supposé observé avec une grande précision, et le second est un des angles sphériques du triangle ABG. Au moyen de ces deux angles et du côté AG connu , l'on évaluera, par la méthode de l'article cité, l'excès sphérique £ du triangle AGM, et le troisième angle sphérique M sera = aoo« -t- e — A — G; alors, ôtant j e de chaque angle, leur somme sera réduite à deux angles droits, et l'on pourra, par ce
moyen y procéder, comme à l'art. 159, pour déterminer le côté A M et le segment CM, cVst-à-dire que l'on aura ces deux proportions :
sin(aoo«? — A - C + f g) : sin(C — | s) : : AC ; AJM, sin(aoo«f ^ A-C + |£):sin(A-|€) :: AC : CM.
Si l'on traite de la même manière le triangle ABM dans lequel les angles sphériques A, B seront connus, on obtiendra le segment BM, et, en l'ajoutant à CM, la somme devra être égale à BC déterminé directement.
Il est évident que le second côté MM' de la méridienne se déterminera par un procédé tout pareil , puisque dans le triangle BMM' on connaîtra le côté BM et les deux angles adjacents B , M ; mais la résolution du triangle ABM' donnerait immédiatement AM'. Pour abréger ainsi le calcul de la méridienne, il faut faire un choix de triangles bien conditionnés (art. 109).
Quant à la partie M 'M'' qui se trouve extérieure à la chaîne des triangles, on pourra l'obtenir ainsi qu'il suit : on prolongera CD jusques en N , afin de former le triangle MCN dans lequel le côté CM et les angles C, M seront connus, et l'on déterminera, comme cidessus , les côtés MN , CN et l'angle sphérique N. Ainsi , dans le quadrilatère sphérique NDFM", l'on connaîtra les trois angles, DNM" supplément à deux droits de CNM, NDF supplément à deux droits de CDF, et DFM' supplément à quatre droits de DFE -t- EFG + GFH : on pourra donc résoudre le triangle DNF, c'est-à-dire déterminer, parla méthode exposée à l'art. 153, les angles sphériques DNF,DFN et le côté NF, diagonale du quadrilatère proposé. Il résultera de cette détermination , que dans le triangle NFM'' l'on connaîtra le côté NF et les deux angles adjacents, savoir l'angle FNM"= aoo«— CNM— CNF, et l'angle NFAJ" = DFM*' — DFN ; ainsi l'on pourra calculer les côtés NM'^ et FM% passer de là à la détermination de M" M*' à l'aide du triangle M''HM'' qui offrira pour données k côté M"H = FH — FM" et les angles sphériques adjacents M", M'^'HM"; enfin, atteindre l'extrémité M""' de la méridienne.
S'il arrivait, cependant, comme dans la partie sud de la méridienne de France, limitée à l'île de Formentera {PL X), que le réseau de
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triangles qui en mesure l'étendue s'éloignât beaucoup trop de cette ligne pour que l'on pût opérer facilement de cette manière , on choisirait le méridien qui traverse la plus grande partie de ce réseau , et l'on supposerait alors que l'arc rectifié de cette ligne auxiliaire est égal à celui de la ligne méridienne principale qui serait comprise entre les mêmes parallèles. On verra au chapitre xvi un exemple numérique pour ce cas particulier.
160. Une ligne tracée ainsi qu'il vient d'être dit , ou déduite de mesures trigonométriques , par le moyen que l'on vient d'indiquer, se nomme ligne géodésique : elle a la propriété d'être la plus courte que l'on puisse mener entre ses deux extrémités sur la surface de la Terre, et elle y mesure par conséquent la distance itinéraire des lieux; c'est ce que l'on démontrera plus bas. A la rigueur, cette courbe diffère un peu du méridien terrestre, et c'est un fait dont il est facile de se rendre raison ; car pour que la ligne que déterminent les opérations géodésiques coïncidât avec le méridien terrestre, il faudrait que les verticales des points A, M, M', M'' fussent parallèles au plan du méridien céleste , c'est-à-dire à celui qui passe par la verticale du point A et par l'axe du monde ; circonstance qui n'a pas lieu lorsque la Terre n'est pas un solide de révolution. Cependant , dans l'état actuel des choses, la différence entre les deux courbes dont il s'agit est si petite, qu'il est inutile d'y avoir égard.
161. Maintenant, si l'on imagine un cercle perpendiculaire au méridien céleste , et passant par la verticale du lieu de l'observateur, il représentera le premier vertical de ce lieu. L'ensemble de tous les points de la surface de la Terre qui auront leur zénith à la circonférence de ce cercle , formera la perpendiculaire à la méridienne , que l'on tracera absolument comme il est indiqué ci-dessus.
Sur la sphère , les perpendiculaires à la méridienne sont des grands cercles qui se coupent tous à l'équateur en deux points diamétralement opposés; mais sur l'ellipsoïde de révolution, et à plus forte raison sur le sphéroïde irrégulier, ces perpendiculaires concourantes sont des courbes à double courbure. En effet, soit A un lieu situé entre le pôle et l'équateur, et ABB' (Jig. 36) la perpendiculaire à la
méridienne PA ; le premier côté AB de cette ligne sera dans le plan AMB déterminé par la verticale AM et par le côté AB. De même le second côté BB' sera dans le plan BNB', BN étant la verticale du point B : or on verra, au chapitre suivant, que CM>CN; la verticale BN sera donc inclinée sur le plan AMB. Il en sera de même de la ligne BB' qui représente le prolongement de AB, plié suivant une droite parallèle à BN. On prouverait pareillement que B'B" s'écarte du plan BNB', et ainsi de suite; donc les quatre points A , B', B'', B'"' ne sont pas dans un même plan ; donc enfin la perpendiculaire à la méridienne est en général une courbe à double courbure.
Quelle que soit la nature du sphéroïde terrestre, les parallèles à l'équateiir sont des courbes dont tous les points sont à la même latitude : sur le sphéroïde de révolution , ces courbes sont planes et circulaires.
162. La situation d'un lieu est déterminée lorsque l'on connaît la perpendiculaire à la méridienne, ou le parallèle sur lequel il se trouve, et sa position sur cette perpendiculaire ou sur ce parallèle. Donc lorsque tous les triangles qui forment le canevas d'une carte géographique ont été calculés et orientés d'après les principes exposés précédemment , on obtient les positions respectives des sommets de leurs angles , par le moyen de leurs coordonnées ou de leurs distances à la méridienne et à la perpendiculaire du lieu principal. Voici comment on calcule ces distances par la méthode de Legendre , et lorsque les sommets des triangles s'écartent peu de la méridienne.
Supposons, comme ci-dessus, que les triangles ABC,BCD (j^g. 34) fassent partie d'une chaîne quelconque d'autres triangles dont les côtés soient des arcs de grand cercle d'une sphère ayant pour rayon la distance du niveau de la mer au centre de la Terre , et que l'on connaisse par l'observation l'angle CAX qui mesure l'azimut z du côté AC, ou son inclinaison par rapport à la méridienne AX; on calculera, par la méthode de l'art. 152 , l'excès sphérique £ propre au triangle rectangle AcC , et Ton établira ensuite ces deux proportions , pour trouver Ac, Ce,
sin(iooS — i 0 • ^^^(^ — I ê) : : AC : Ac = or, sin (ioo« — I ê) ; sin (z — | s) ; : AC ; Ce =y.
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L'azimut de ^ est connu immédiatement à cause de
BAX = CAB — GAX; et, si l'on calcule l'excès sphérîque s' propre au triangle ABM'^ on aura
AM'B = 2008 ^ M'AB - ABM'+ b'.
Pour déterminer les côtés AM', BM', il faudra ^ comme nous l'avons déjà dit, ôter de chacun des angles sphériques du triangle ABM' le tiers de b% et l'on aura ces deux proportions :
sin (aoo8 — A — B + I ê') ; sin(B — I g') : : AB ; AM', sin(aoo8 - A — B + | ê') : sin{A — | e') : : AB : BM',
en désignant respectivement par A, B les angles sphériques M'AB, ABM'.
On connaîtra donc dans chacun des triangles rectangles A6B , M't/D, deux angles et l'hypoténuse , c'est-à-dire tout ce qu'il faut pour déterminer les côtés Aby 6B , et M'^, ^D. Donc les distances des points B,D à la méridienne AX et à la perpendiculaire AY seront connues.
Traitant de la même manière le triangle ACN ou M'DN, pour avoir AN et DN prolongement de CD , et ensuite le triangle DNF, pour connaître le côté NF et les angles DNF, DFN, il sera facile de calculer les coordonnées du point F.
La distance /F et les angles DFN, NF/ étant connus, on aura
/FP = aoo« ~ EFD — DFN - Nï/;
car tous les angles horizontaux autour d'un même point de station valent quatre angles droits; ainsi dans le triangle rectangle y FP on connaîtra deux angles et un côté; on pourra donc calculer l'excès sphérique qui lui convient, l'angle FP/ et les côtés /P, FP. Résolvant ensuite le triangle rectangle eEP, on aura de même la position du point E à l'égard de la méridienne AX et de sa perpendiculaire AY, c'est-à-dire les distances Ee, Ae = AP — eP. Il est nécessaire, avant tout, de figurer, d'après l'échelle, la chaîne des triangles observés, afin de voir si ceux tels que ACN, eEP , etc. , que l'on forme pour faciliter le calcul des distances à la perpendiculaire et à la méridienne, n'ont pas des angles trop obtus ou trop aigus.
Telles sont en peu de mots deux méthodes de calcul que l'on peut employer pour trouver la longueur d'une ligne géodésique quelconque comprise entre deux points tels que A et X. Mais en considérant la ligne AX comme une méridienne , on voit que Ton détermine en même temps les azimuts d'un grand nombre de côtés de la chaîne ; on peut donc vérifier si les azimuts conclus de la série des triangles s'accordent avec ceux qui résultent de l'observation.
Nous exposerons plus tard , à l'art. 201 , plusieurs méthodes analytiques beaucoup plus commodes que les deux précédentes, et applicables, soit à la détermination d'un arc de méridien, soit à celle d'un arc de parallèle.
163. Afin de donner un exemple du calcul rigoureux des distances à la méridienne et à la perpendiculaire, dans le cas où la Terre peut être supposée sphérique , soient A le Panthéon , et B Dammartin. Alors l'azimut BAX compté du nord sera z = 5i*,4oo3*, et le logarithme de la distance AB ou K sera log K = 4>52497i i .
Il s'agit d'abord d'évaluer l'excès sphérique du triangle rectangle ABft; or on a art. (100)
j = Y K.* sinzcosz, s étant l'aire de ce triangle ; partant
logi = 9^69897
!2 log K = 9,04994
sin z = 9,85883 COSJ3 = 9,83972
log^ = 8,44746 log.const. = 2,196112
log.excèssph. f = o,64358 £ = 4*j4oï
de là z — 1£ = 5i*^,4ooo*,o7, z — ^e = 5i*,4oor,53;
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et à cause de
-^ = ^^^^S^ = ^^fe^ = K^cos(z-fe)[,+V.«*...],
on aura , en convertissant l'excès sphérique en parties du rayon dans le facteur [ï + iV ^^•••]» pour satisfaire au principe de Fhomogénéité ,
logK = 4,5a497ii 4,5249711
l.cos(z — fe) = 9,8397211 l.sin(z — |é) = 9,8588296
logi*"^ terme = 49^646922 log i^ terme = 4>3838oo7 dex, de/,
• Hts = 8,74473 8,74473
2logÊ = 1,28716 1,28716
2sin i' = 8,39224 8,39224
log 2® terme = 2,78882 log 2® terme = 2,80793
2® terme = o™,ooooooo6i5 2® terme = 0^,0000000642.
Ces seconds termes sont tout à fait insensibles ; ainsi en s'en tenant aux premiers , on a
164. Les géographes emploient pour calculer les distances à la méridienne et à la perpendiculaire , un procédé un peu plus commode et qu'il importe de faire connaître, quoiqu'il ne soit pas aussi exact que le précédent. Ils mènent par tous les sommets des triangles des parallèles à la méridienne et à la perpendiculaire ; par ce moyen , les côtés de ces triangles deviennent les hypoténuses de triangles rectangles qu'ils résolvent en partant de l'azimut connu, et sans tenir compte de l'excès sphérique , parce qu'ils considèrent tous les triangles de la chaîne comme décrits sur une surface plane. Par exemple , la résolution des triangles rectangles APM, AP'M' (Jig. 37) donnera les Coordonnées absolues jc/y x' y* des points M, M'. La résolution du
triangle M'il^ô fera de même connaître les distances relatives 6M", ftM' ; et comme les coordonnées absolues du point M" sont x'\f'% on ^ura
a:" = AP' + ÔM', 7" = P'M' - bM\
Pareillement, lorsque Ton aura calculé les distances rfM", rfM"', on aura, pour coordonnées absolues du point M'",
x'" = AP" -h dM% j" = V'W + ^/M^
et ainsi du reste.
C'est de cette manière que les distances des lieux de la France à la méridienne et à la perpendiculaire qui passe par l'Observatoire de Paris, ont été calculées approximativement par Cassini. Nous ne nous arrêterons pas à montrer comment on détermine les angles aigus des triangles rectangles M'ôM", M^t/M'", . . ., ou les angles d'inclinaison de leurs hypoténuses par rapport à des parallèles à la méridienne, parce que cette opération ne présente aucune difficulté, dès que l'on connaît l'azimut de départ; mais nous ferons observer que lorsque l'on enregistre les distances à ]a méridienne et à la perpendiculaire, il importe d'indiquer le sens dans lequel elles doivent être prises; et, à cet égard , on peut adopter la convention établie dans la théorie des courbes, relativement aux signes; par exemple, admettre que dans la région sudouest , limitée par la méridienne et sa perpendiculaire , les coordonnées x^ y sont positives. Alors les signes seront donnés par le tableau suivant :
Région sud-ouest + «^c, + ^,
Région nord-ouest — a:, + ^,
Région nord-est — -3:, — y^
Région sud-est..- + x, — ^.
Si , dans le calcul des distances à la méridienne et à la perpendiculaire, on désigne par K le côté connu, et par Z son angle d'inclinaison avec le méridien d'une de ses extrémités, compté du sud à l'ouest et depuis zéro jusqu'à 4oo^, on aura généralement
jr = KcosZ, ^ = KsinZ;
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en sorte qu'en observant la règle des signes de sinus et cosinus (art.éG), on saura tout de suite à quelle région appartiennent x et j^.
MODE DE SON TRACÉ
165, Soient, comme ci-dessus, ABC, BCD (^^. 38) deux triangles consécutifs d'un réseau, et AM == ds l'élément ou le premier côté d'une ligne géodésique quelconque; MM' le prolongement de cette ligne. Si Ton prend MM' = ^, et qu'on' le plie suivant la verticale M'N au second triangle BCD , on aura MN ou ds' égal à ce prolongement , et cela à un infiniment petit près du troisième ordre ; car l'angle M'MN=: / étant considéré comme un infiniment petit du premier ordre , on a , à cause du triangle rectangle élémentaire M'NM,
ds' = ds cos / = ^^ 1 1 — - j = efo ,
en négligeant les termes d'un ordre supérieur à / ^ ; mais - ^ est une
quantité du troisième ordre; donc ds* = ds\ donc la propriété d'une ligne géodésique s résuite de ce que sa différentielle ds est constante. D'un autre côté , la normale
M'N = ds sini = ds \i ^ j •=! ids — ^ ds,
ou simplement M'N=«/y; donc la normale comprise entre le prolongement du premier côté de la ligne géodésique et la surface terrestre est du second ordre. On remarquera que puisque la ligne géodésique AMN est égale à la distance rectiligne AMM', cette ligne jouit nécessairement . de la propriété d'être la plus courte entre toutes celles que l'on peut mener sur la Terre, entre ses extrémités A, N. En effet, ABM' > AMM' = AMN : mais ABM' = ABN à un infiniment petit près du troisième ordre : donc ABN > AMN.
Maintenant, soient x, jr^ z les coordonnées rectangles de l'origine de l'élément ds^ ou du point A du sphéroïde terrestre ; celles de l'extréoiité
M de cet élément seront x + dx^jr + djj z + dzj et les coordonnées du point M% extrémité du second élément MM' ==ds^ seront évidemment
Mais nous venons de démontrer que la petite normale M' N , ou la perpendiculaire au second triangle BCD, est du second ordre; par conséquent elle peut être considérée comme la diagonale d'un parallélipipède rectangle dont les côtés seraient du même ordre," c'est-à-dire ddx, ddjTj ddz. Ainsi les coordonnées du point N, ou du pied de cette normale , seront
jc-4- ^dx — ddx = X', j+ ^dj — ddj=:Y'j z+ idz — ddz = Z',
Or, par la théorie connue des surfaces courbes ( Traité élémentaire du Calcul différentiel de M. Lacroix, ou mon Recueil de propositions de Géométrie y 3* édit., page 434)» on a en général, pour les équations des projections de leur normale ,
X'-X-+-/i(Z'~Z) = o, Y'- Y+(jr(Z'-Z) = o,
p = (;7-), q = (^) étant des coefficients aux différentielles partielles; on a donc, pour le cas dont il s'agit,
ddx -^ pddz = Oj ê .
ddj + qddz = o. ;
D'ailleurs, lorsque u =/(x,7yZ) = o désigne généralement l'équation d'une surface courbe , /étant le signe d'une fonction quelconque , son équation dififérentielle est , comme on sait ,
mais, en supposant aussi l'équation de cette surface représentée par
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z = f {x,y), on a de même, pour son équation différentielle,
de là on tire aisément
/du\ / dz\ (du\ / dz\
Enfin 9 substituant ces valeurs dans les équations (A), il vient
Telles sont les équations de la ligne la plus courte sur une surface courbe quelconque, puisqu'elles résultent de la propriété même de
cette ligne. Éliminant entre elles (-^) , on a, pour troisième équation
de la plus courte distance ,
Ces trois équations seront donc celles d'une ligne géodésique, si i^ = o exprime l'équation de la surface terrestre {vojrez aussi sur ce sujet le Calcul des F^ariations ^ par M. Lacroix, ou celui de M, Francœur).
1B6. Pour première application , supposons w=jc^-4-j^*+;5*— r*=o, c'est-à-dire considérons une sphère du rayon r; les trois coefficients aux différentielles partielles seront évidemment
(du\ /du\ fdu\
ainsi , en divisant par ds chacune des trois dernières équations précé-
tiition ,
^ cosX' cos(p' — - cosX' siiKp' — sinX' = o,
A Tt
g cosX"cos9'' — - cosX" sin©" — sinX" = o.
Si l'on suppose que la ligne géodésique , partant du plan des xz y lui soit perpendiculaire, on aura B = o, 9' = o; ainsi
- - tanff)' - - "^^^ d'où
équation qui exprime évidemment une des propriétés connues du triangle sphérique rectangle.
CHAPITRE XII
FORMULES PAR LESQUELLES ON EXPRIME EN FONCTION DE LA LATITUDI- DIFFÉRENTES LIGNES DE l'eLLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION, ET APPLICA- TIONS DE CES FORMULES AU SPHÉROÏDE TERRESTRE.
167. Suivant Newton, la Terre considérée comme une masse fluide homogène , dont les molécules sont soumises à leur attraction mutuelle, aurait la forme sphérique, abstraction faite de son mouvement de rotation sur elle-même ; mais la force centrifuge due à ce mouvement l'a renflée à l'équateur et aplatie aux pôles, en lui donnant la figure d'im ellipsoïde de révolution dont les axes sont dans le rapport de a3o à 2219; figure qui se sera conservée à très-peu près durant la solification , si aucune cause n'est venue troubler l'équilibre de la masse. Que la Terre ait été originairement sous Tinfluence d'une très-haute température , dans un état de fluidité parfaite , c'est ce que semble prouver l'étude physique et géologique de son écorce ; mais il est impossible d'admettre l'hypothèse de l'homogénéité (*). Aussi Clairaut, à qui la science est redevable d'une belle théorie mathématique de la figure de la Terre, a-t-il montré, par la comparaison des longueurs du pendule à secondes,
(*) Une excellente notice scientifique de M. Arago sur ce sujet, insérée dans V annuaire du Bureau des Longitudes pour i83{ , donne un gi^and poids à Fhypothèse d*une excessive chaleur d*origine , qui paraît exister encore sous les premières couches solides qui recouvrent notre globe ; puisqn^in accroissement régulier de température s*observe partout, à mesure qu'on pénètre à de grandes profondeurs , et qu^il sufiit d'un enfoncement de 20 à 3o mètres pour que cet accroissement soit de i degré centigrade.
mesurées à différentes latitudes , que Taplatissement qui en résulte appartient à un sphéroïde hétérogène , et est par conséquent moindre que dans l'hypothèse établie par Newton, c'est-à-dire plus petit que j^ô- L'illustre auteur de la Mécanique céleste a ensuite embrassé cette théorie délicate dans sa plus grande généralité, en l'étendant aux planètes supposées recouvertes, comme la Terre, d'un fluide en équilibre.
En admettant donc que notre globe ait la forme elliptique, la pesanteur, qui agit suivant la verticale du lieu où on la considère, augmente nécessairement d'intensité en allant de l'équateur au pôle, et le calcul fait connaître que son accroissement est proportionnel au carré du sinus de la latitude du lieu dont il s'agit. De plus, la force centrifuge qui s'exerce toujours perpendiculairement à l'axe de rota- . /
tion est également variable , et sa diminution/est aussi proportionelle jvf^^w!^ au carré du sinus de la latitude. Enfin, par la réunion de ces deux causes , la pesanteur observée en un point de la surface de la Terre est l'excès de l'attraction totale sur la force centrifuge décomposée suivant le rayon terrestre; et cette force est, à l'équateur, à très-peu près —^ de la gravité , tandis qu'aux pôles elle est nulle.
Avant de nous assurer, par des mesures géodésiques et astronomiques, si la Terre est réellement un ellipsoïde de révolution aplati aux pôles, nous la supposerons telle. En conséquence, soient CE (^g. 89) le rayon de l'équateur, et P le pôle. Si par le point A on mène la tangente AT à l'arc elliptique PAE, la droite AM, perpendiculaire sur AT, sera la normale en ce point, et l'angle ALT = FAT sera la latitude H du point A.
Soient de plus le rayon de l'équateur CE = a, celui du pôle CP = b; l'équation du méridien sera
ay + b*x^ = a''b'', (i)
jCy y étant les coordonnées CF, FA d'un point A quelconque. Or, il
résulte des principes du Calcul différentiel , que le rapport -j- exprime
en général la tangente trigonométrique de l'angle que la tangente à une courbe fait avec l'axe des ^ ; on a donc
^ = cotH.
D'aUleurs, en différenciant l'équation (i), il vient ^ = - ^; ainsi
- ^ = cotH. (a)
Combinant entre elles les équations (i) et (a) , on obtient aisément
ou éliminant les cotangentes et extrayant la racine carrée , on trouve
a'cosH i'ànH
VA'sin'H+a'cos'H' "^ Jb'sm'R-ha*coi*B
Mais si l'on désigne par e le rapport de l'excentricité de l'ellipse du méridien au demi grand axe , on aura e» = ?l:zi.' . et si en outre l'on
change les cosinus en sinus , dans les dénominateurs des valeurs précédentes, il viendra
^_ g'cosH __ acosH
v'«._(a._i.)sin«H ~ (, -e'sin'H)^' .
y._ &'sipH _ a(i— g')ginH f^'
Va«~(«>--6.)sm«H (, _ ^ ,;„. gj^'
Maintenant désignons par N la grande normale AM; par N' la petite normale AL; par t la tangente AT; par t' la tangente AT'; il est évident qu'on aura, à la seule inspection des triangles rectangles que présente la figure, ^
x = NcosH, ^ = T cosH,
a'=T'sinH, j'tsN'sinH;
partant, et à cause des valeurs de xet^ trouvées ci-dessus,
N=-^= , T = r 3écH-"^'~'^^*^° \
(i— e»sin'H)» {i-<»8m'H)» ( .
^'=ri^= «(.-<^') ^==^cosécH=— ff5i5_.(^^^ ^- 38
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on a encore
sous-normale LF = N'cosH = ^-^- — — -y^^
(i— e»siii»H)»
^-, . „ a(i — tf*)taDgHsinH
sous-tangente FT = t sm H = — ^^ ^-— ^ — \ — ,
(i — ff'sin»H)»
CL = a:-LF = -^^1^^5_,
(i— <?»siii*H)~
CM = CLtangH= ^^'^"^^
(i— <?»sin»H)»
Enfin, soit r le rayon AC de la Terre ; on aura , par ce qui précède ,
r = Vx*+j' = ^y^i-ea(a-e^)sin»H. (5)
Cette dernière valeur est susceptible de prendre une forme plus simple^ 4 et voici comment.
168. Si l'on imagine une sphère ^a£ circonscrite à Tellipsoïde PAË, laquelle ait pour rayon celui de l'équateur; qu'on prolonge l'ordonnée FA jusques en a , et que par ce point l'on mène la tangente aT : celle-ci et la tangente AT se rencontreront nécessairement au même point T sur l'axe CX; car^ remarquons d'abord que l'ellipse donne
et le cercle circonscrit
j' étant l'ordonnée aF; de là
jr^ := ^^ (<t*— x^) , et y^= a^ —x^\ et par suite
Mais sou&-tangente dans l'ellipse =^ — = FT,
sous-tangente dans le cercle =^— = FT' ;
de plus, à cause de — = ?» on a dy'=^ -7^; par conséquent
FT' = y'!^ = r ^ = FT.
•' df -^ djr
Soit maintenant X l'angle aCF, et h l'angle ACF ou la latitude géocentrique du point A ; on aura
tang X = — et tang A = ^;
divisant ces deux relations l'une par l'autre , on obtiendra définitivement
tang A = -tangX.
D'un autre côté, les triangles rectangles AFT, aFT donnant
YY=y tang H = j' tang X,
on a tang X = - tang H. (6)
Dans cette relation , l'angle X se nomme la latitude réduite, et l'angle H la latitude vraie y d'après Dionis du Séjour et Tjegendre; parce que la première est plus petite que la seconde. On a en outre, et par suite,
tang A = -i tang H ; (7) mais à cause de la relation (6),
— tang* H
sin^ X = tang* X cos* X = — rr = r^ :
^ i-4-tang»X A» ,„'
puis mettant pour tang H sa valeur — =, et faisant attention que — = I — e*. on a définitivement
Or '
sm* X = ' /. ,„ ;
1 — «•sm'H ^
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partant y la valeur ci-dessus de r, désignée par (5) ^ devient plus simplement
r = a(i — e^sin^Xy, (5')
comme nous l'avions annoncé.
Enfin si Ton faisait e^ sin^ H = sin* bt, e^ (a — e^) sin^ H = sin^©', on aurait cette autre expression finie
a co8t7
C08 tJ
L'angle GAM de la verticale avec le rayon CA étant représenté par ô, il est évident que Ton a
Mais
tange= ^S^-^Sà ^
^ I + tanc H tane h
tangH— - tangH jtangH
I -h -tangH i-h--tang»H
si donc l'on change les tangentes en sinus, et que l'on ait égard à ce
que sin * H = , et sin aH = asin H cos H, on aura
t^^C g ^ (ii'-^')taDg H ^ , (fl»-^')sin2H ^ o fl* + ô» taDg*H 2 a» — (a* — A»)sin»H
fl» — ^' . „ r-sinaH
a» — ô* „ I H 7-_ cos aH
169. Pour achever de compléter ce système de formules, cherchons maintenant l'expression du rayon de courbure du méridien au point A dont les coordonnées sont x , 'jr. Soit p ce rayon ; on aura , par la théorie connue des oseulations , et en supposant dx constante ,
^ dxd}y
H- cot» H)^ — cosécMa
d*x dx*
dx*
Mais puisque — ■=. cot H, on a, en différenciant,
^ = -.^ = ^i°coséc»H
djF* dx sin* H dx '
et par conséquent
û = 3=r coséc H.
' ail
Reste à trouver l'expression du rapport différentiel ^ ; or cela est facile , car, à cause de j: = ^ , on a , en différenciant ,
(i-r<?*sin»H)''
1 g^«cosH I a cos Hrf. (i — e»sin*H) — a{\ — g*)sinHrfH
ax — j- — 3 — ^ .
( I — tf*sin*Hf (i — c>sin»H)^ (i — <?^8in*H)"
Mais dans cette différenciation , or et H sont supposées croître en même temps , au lieu que x croît quand la latitude H augmente ; il faut donc changer le signe du second membre, pour avoir égard à cette circonstance : ainsi, l'expression cherchée du rayon de courbure du méridien sera définitivement
(i — c» sin» H)*
C'est ce que l'on obtiendrait encore en se rappelant que, dans toutes les courbes du second ordre , le rayon de courbure est égal au cube de la normale N', divisé par le quart du carré du paramètre : or, relativement à l'ellipse, le paramètre = — .
Cherchons en second lieu l'expression différentielle d'un arc s du méridien, en fonction de la même latitude H, et supposons l'origine de cet arc à l'équateur, c'est-à-dire en E : dans ce cas s croîtra lorsque x diminuera , et l'on aura évidemment
ds = — [dx^ -|- dy^y z=z ---dxfi + -^j =-~dx coséc H.
Substituant ici pour dx sa valeur précédente, il viendra sur-le-champ
ds = — ^ — j. (10)
(i— Ér*sin»Hf
3o2 TRAITÉ DE GÉODÉSIE.
En rapprochant cette valeur de celle (9), on remarque cette relation connue d'ailleurs,
ds
c'est en effet celle que donne le secteur infinitésimal formé par deux normales consécutives à l'ellipse, et l'élément rf^ de cette courbe correspondant à l'angle dH infiniment petit.
170. On entend par aplatissement ou ellipticîté de la Terre supposée un ellipsoïde de révolution, la différence a des demi-axes a, ft, celui de l'équateur étant pris pour unité ; c'est-à-dire que Ton fait
or, l'aplatissement a et l'excentricité e sont liés l'un à l'autre par une relation facile à trouver. En eflfet, on a d'abord visiblement — =( i — a)* ;
et de ce que e* = j — , on tire en outre -; = i — e* ; égalant ces
deux valeurs, on obtient la relation dont il s'agit, c'est-à-dire
aa — a* = e^.
On verra bientôt que a est une quantité très-petite , que Ton considère comme du premier ordre ; ainsi le double de l'aplatissement est à peu près égal au carré de l'excentricité. Cependant , il est des géomètres qui prennent pour aplatissement de la Terre , l'excès du grand axe sur le petit axe pris pour unité. Soit af cet excès; dans ce cas
et comme il est d'usage de faire a = — , soit aussi a' =— . Alors, à cause de
- = !_«=, __, - = xH-«'=,H-^,
d'où m = m' + i.
Au surplus, cette conséquence est évidente par elle-même, car on prend ordinairement pour représenter le rapport des demi-axes de la Terre, deux nombres qui ne difierent que de l'unité.
Nous pourrions substituer l'aplatissement à l'excentricité dans toutes les formules précédentes , mais elles seraient évidemment moins simples, si Ton ne voulait pas y négliger les termes en a^, c'est-à-dire les termes du second ordre.
Comme elles sont d'un fréquent usage en Géodésie , rassemblons ici les principales , et désignons par | le rayon du parallèle dont la latitude est H ^ auquel cas ^ = jr ; on aura
Normale terminée au petit axe, Normale terminée au grand axe, Tangente terminée au grand axe,
Tangente terminée au petit axe.
Rayon du parallèle, Ç = I_III-1I — j- ^
(i— <?»8in*Hf
Rayon de courbure du méridien, p = ^ — '^ — <—^ j
(i--^5in»H)^
j , r,. ^fï— e»(3— e»)sin'H")'
Rayon de la Terre, r=^a\ ^ r-^= |>
■^ L I — <?» sm* H J
our = «(f — e^sin^X)':
H et X étant liés par l'équation tangX = - tangH, démontrée à l'art. 168.
Enfin y ds étant la différentielle d'un arc s de méridien commençant à l'équateur et se terminant à la latitude H, on a
Différentielle d'un arc du méridien, (h = ~ 5.
(1— e*sin*H)^
Toutes ces formules peuvent être mises sous une autre forme qui les rende susceptibles d'être développées aisément en séries: en effet, à
(i— c»sin«H)'
(i— ^sin»H)'*
a{i — tf*)tangH
— JL7
a coi H
(i— éf>sin*H)'
a cos H
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cause de
I — e*sm*H e* e* „
I 1 cos aH
si Ton fait, pour abréger, n = _^ ^, il s'ensuivra que e^ = — —,
I = , et que par conséquent
I — tf* sin*H I+/ÎC082H' par suite
^ "" , x,^T' "" 7"Vi-4-«cos2H; *
fl \H-/icos2H/ ' \ I-4-/ÎCOS2H/ ' ? = a COS H ( — ; = 1 , û = — I ; = 1 .
Quant au rayon de la Terre , sa première expression précédente prend une forme semblable à celle de la normale N ci-dessus, en y foisant
n' = --1-i-Zlf-Z-. comme on a Éaiit n = — — dans l'expression de
N ; ce qui établit alors cette relation :
En effet l'on a en définitive
^ -^ L(i-i-/»cos2H)(i-h/«')J ' ^^ ^
et par suite
a \ 1 +/IC0S2H/
DÉVELOPPEMENTS ETX SÉRIES PES FORMULES PRÉCÉDENTES
SÉBnS FONDAMENTALES.
171. Lorsqu'on élève au carré chacune des expressions finies des lignes de Tellipsoîde de révolution y le dénominateur se compose d'une quantité de cette forme : i + tï cos z ; ainsi Ton peut se proposer de
développer en général la fonction , ordonnée, suivant les cosinus des multiples de Tangle z. Euler^ dans sdh Calcul intégral^ a résolu complètement ce problème ; mais la théorie des exponentielles imaginaires conduit au but d'une manière beaucoup plus simple que celle employée par ce grand géomètre. £n efifet ^ feignons que Ton ait
I + /1C0SZ
pc*V^ a-^pc-'^'
A 9 B , a , /3 étant des coefficients indéterminés ^ et c la base des logarithmes hyperboliques : or, à cause de cos z = , on a
2 _ A-4-Bc^V^ A-hBc-'V^^
et si Ton réduit au même dénominateur les deux termes du second
membre de cette équation , ensuite qu'on égale entre eux les termes
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homogènes , on aura ces relations
Aa + B/3 = I, a* + /3* = a, A/3 + Ba = o, oL^ = Hy
desquelles on obtient
B(/3^-a^) = /3, /3» =1 -Vi-'»% a» -/3' = 2>/r— n^; ainsi
I + /2COSZ a» — 6*\ Ô ^v/^ . P — «^^
Si 9 pour abréger y l'on £sdt ^ = m, ensuite que l'on réduise en série chacune des fractions -;= j 77^= > ®* que l'on ait égard
à ce qu'en général cos yuz = , on trouvera définitivement
(f^ = . (i — 2m cosz + aj9i* cos 22 — 2m^cos3z -h 2/w<cos4»•••)• ^ ^ H-ncos« ^,_^»\*
La même méthode s'emploie avec un égal succès pour réduire en série de cette forme la fonction log (i + 's cos z). Pour le prouver ,
soit encore mis ici ^ — - , au lieu de cos z\ on aura
log (i +« cosz) = log (a -h nc^"^ + nc""^') — log a ; et parce que l'on peut supposer que
a et j3 étant indéterminés , on aura, en développant et égalant la quantité rationnelle à la quantité rationnelle , et la partie imaginaire à la partie imaginaire ,
a* + jS* = a, a]3 = n; ainsi
aa = v/a (Vi + n + y^i - 71) , ^ = - — ^' =
ap = Vâ (Vi+ n — Vi — n) , n = 7^:^; et comme en général log [i + u) = u h -0- — ..., on trouvera,
= —log h ayte[;iicosz — |w*cosaz + j/n'cosîz — ....],
a " 3 après les réductions convenables ,
(B) log(H-ncosz)=log— + logru-Tnc*^ +log(i+mc"'^^)
/x = 0,434^9448 étant ici le module des tables; ce qui est conforme au résultat auquel Euler est parvenu.
Développons^ par le même procédé, la fonction -. r
On a d'abord
■ = (i — a/7ico$z + 2/7i*cosa8 — a/n^cos3z + a/n^oos42 — etc.);
et si l'on multiplie, ensuite qu'on divise la valeur précédente de w,
par I + V'i — n^, on aura
D'ailleurs
I I / 1 — aiwcoss -{- a/w'cosaz — aiw^ cos 3s -h etc.\ ^
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et si l'on suppose que
! = î [ï -j- E/,) cosz -h Ef ,) cos az + E^) cos 3z + etc. ] ,
on aura alors
I /i — 2mcoss-Ha/n*cos2g — ai«^ cos3s. . . \
(,«„.)! \ i-+-«co$z ;
= — î — j [H-E(i) <îos« + E(a) cos az + E<3) cos3z. . . ];
puis, après avoir chassé le dénominateur i + ncosZj
j (i — am cosz + a/n" cos az — a/ii* cos3z. . .)
_ I r 1 + Ef,) cosz + E(,) cos az + E^j cos3z 1
"" (,— «•)! I +^cosz+/iE(.)CO$zcos z+/iE(,)Coszcosaz. . J
Mais en général I cos (i^+ i) z-|-|cos(i^ — i)z = cosi^zcosz; ainsi on a Féquation identique
(i — n^) [i — am cosz -h a/n* cos az — am* cos 3z + etc. ] = I + E(,) cosz + E(,) cos az -h E(3) cos 3z H- etc. + Ticosz Hr I nE(,) cos az -h I wE(,) cos 3z -h etc.
+ - E(.) + i /iE(,^ cos z -h i 7iE(3) cos az -h -^ nE^^^ cos 3z -h etc. Égalant les termes semblables , il vient
— am (i— w*) = E(,)+ 7H-|/îE(,),
-h am» (i - /i») = E(,) +inE(o +i7iE(3) ,
- am* (i - n^) = E(3) +iwE^.) +i'»E^4) 5
d'où l'on tire, en mettant pour m sa valeur "
E(.) = —an,
j. (a«'— I -4- v^i— «') _ in*{i + 3 ^1— «')
■c (3«^ — in + 7.n V^i— «*) — an' (n- 3 v'î— »*)
-, _ (4it«— 3i»»H-3«Vi— II») _ a/i<(i + 4 Vi— «*)
OU enfin y pour abréger,
E(,) = — an,
E(3) = — am' (i + 3^1 — n^) , E(4)= am*(n.4Vi — n»),
E(,.) = ±. %rnt (i -H i \/i — n').
Telles sont les valeurs que Laplace a obtenues par un procédé différent {Mécanique céleste ^ tome I, page i56).
173. La fonction (i + racosz)*' peut aussi se développer en série delà forme A + B cos z + G cos az + D cos 3z+. . . ; mais comme nous n'aurons besoin par la suite que du développement particulier de
1, nous effectuerons ce dernier par la njéthode naturelle,
(i 4-«cosz)'
laquelle consiste à développer d'abord (i + ncOsz) ' par la formule du binôme, et ensuite à changer dans le résultat les puissances du cosinus de l'arc z en cosinus de ses multiples. Cependant, afin de pou*
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voir découvrir aisément la loi des coefficients numériques du développement, nous aurons soin de n'effectuer aucune réduction dans la formule générale ,
1^ " ' cos z^ = cos [xz + ii cos (/x — a)z+^ cos (|x — 4) ^
qui, comme l'on sait, exige que l'on s'arrête lorsque l'arc devient négatif, et que l'on ne prenne que la moitié du coefficient du cosinus de l'arc nul que l'on trouvera, si /x est pair. Il résulte de là, que l'on a d'abord
(i + ncosz) •=! — ncosz+-.-:rrcos^z — . 7. ^/ï'cos*z
~** ~7. /*• rï '* cos jz • • ■ • • ,
ensuite, en ordonnant par rapport àcosz, cos 22, cos 3z,..., il vient, toute opération faite,
n.q.ii.i3 - H
(l-h/îCOSZ =1 2/r2« I
La'. 2 2^2.2.4 25.2.2.4.4'6 27.2.2.4.4-6.6.8 J
I /^af '«3.5 2.3.5.7.0 a . 3.3.5.7.0. Il .i3 . 1
I q-bT ï.a.3.5.7 , 2.3.3.5.7.0. Il - 1 o
La^.2.2.4.4'^ 2^.2.2.4. 4'6. 6. 8 J
série convergente , lorsque n est plus petit que l'unité. Si Ton désigne respectivement les coefficients de ses termes par q, 7', 7% ç",.--? ^^
aura
(C) ( ^ j =q — q'cosz+q"cos^z-'q'*'cos'iz+q^^cos^z
Avec un peu d'attention, l'on reconnaîtra que le terme général du premier polynôme q de cette série est, en désignant par h le rang de celui que Ton cherche ,
et que le terme général du polynôme 9^'^ cos(z — i) 55, occupant le rang i dans cette même série , est
-*-^ ^ L+ 2('+«*-3)2«. 4v6« [2i+2A-4f jcosi^'- 1 j2,
le signe — ayant lieu lorsque 1 est pair, et le signe -H lorsque i est impair; et les facteurs h[h+ i) . . . [1 + A — 3] ne devant être pris que quand [î+A — 3] est plus grand que h.
174. Il nous sera encore utile, par la suite, de connaître le développement de la valeur de
procédant suivant les puissances de e. Dans cette vue, soit. . . . A= I -H VI "~ ^* =T"» on aura X: = 2 — 7 •" or, par un théorème de Lagrange, généralisé par Laplace, lorsque^ = a -H or y {jr)y on di {Cale, différ. de M. Lacroix, tome I, page aSa, 2® édit.)
da* * 2.3
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Ck>mparant donc
avec la proposée /
on a
par conséquent si l'on veut avoir la valeur de k^, auquel cas. • . • f^jr) = A:", on aura
Ainsi la substitution de ces valeurs, dans la série précédente , donne
Mais à cause de k^ = -, on a A*;*=-7^; donc
Donc enfin
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Cette série , dont le terme général est
/ g Y ( " ("+0 ("+'+ ' ) («4-f--l-2) («H-i-4-3) . . > [tf +(2f — 3)] / e Y^^- ' ^ ) \2y ( 1.2. 3. 4. 5. .,(1—1) \i) )'
trouve son application dans les hautes sciences mathématiques {^oj, le tom. I de la Mécan. céleste, page 180) 9 où il est cependant nécessaire de corriger une petite faute non signalée et facile à reconnaître , d'après ce qui précède.
Applications des séries fondamentales,
175. En prenant le logarithme de la valeur de la normale N donnée à Tart. 170^ l'on aura , à cause de la série (B),
log N = log û + I log (i + w) — 4 log ( I + n cos aH) = log a + |log(n-/ï) + |log(i -h m*)
— |x(mcosaH — |fn*cos4H-|-^w' cos6H— ...) = log a -^ fJL[m — \m^ -+-|m*— )
— jx(fncos aH — ^iii*cos4H-|-|^mcos6H— . . ),
Par la même raison ^
log N' = log h /x(w — I w* + |/n' — . . .)
-- /u{m cos 2H — -^m^ cos4H-+-^m'^ cos6H — ...), log p = log-^+3|x(/n— im^-+-|»î» — ...)
— 3yu(/7icos aH — ^m^cos4H+-|^m*cos6H — . • .),
et ainsi de même pour les logarithmes des autres lignes du sphéroïde. Pour ce qui concerne le logarithme du rayon de la Terre, son développement en série sera un peu différent; car de l'équation (5"), art. 170, on tire
log - = I log (i + n) + ^ log ( i-t- 7i' cos aH)
— i log ( I + /î') — I log ( I + n cos aH); I. 40
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et à cause de
log(i + /îcosaH) ±= — log(n-m*)
+ a [i (mcos tH ^ \m^ cos^'R+ ^m^ cosôH — . . .},
et de la relation ^~^'""^ = m^ on aura pareillement
log(i+/ï'cosaH)= — log(i+7n'')
-|-a^(/w'co8aH — ^/n'^cos4H-|-^w'*cos6H— . • .).
D'ailleurs on sait par ce qui précède, que n' = ——; ; donc m' = /î ,
ou /w' = -; mais comme n est plus petit que l'unité, cette seconde
valeur de m' ne peut être admise, puisqu'elle rendrait la série divergente; donc
+ /x[(/i— m)cosaH— 1(«*— m*)cos4H4-|(n*— m')cos6H— ...]; et puisque n = ,, , m = , , à cause de e^ = ; — , on a
donc enfin
logr = log« + log[|lt^]
+ |JL [(^^— ^'î) cos aH — |(/i* — m*) cos4H + \ (n^—m^ ) cos6H — . .].
Dans le second volume de la Méridienne ^ et le discours préliminaire des Tables du Bureau des Longitudes j Delambre a donné le logarithme de r en série ordonnée , comme la précédente , suivant les cosinus linéaires de la latitude ; mais j'ai préféré d'en rendre la loi des termes manifeste.
Voici ce logarithme , en fonction de l'aplatissement :
logr = log/i-|UL[|a — |a»-.^a'-(ia+|a*-^a«)cosaH
|{a*4-a')cos4H — ^a*cos6H + . . .].
Si 9 au lieu des logarithmes, on voulait les valeurs mêmes de ces lignes, voici comment on procéderait pour arriver encore à des séries régu-^ Hères et fort simples.
Par exemple , la valeur de N élevée au carré donne
et, par la formule (A) de Tart. 47 1, on a
— = (-3-) (i — amcosaH + aw^cos4H — a/w' cos6H-f- )
= j(i — 2mcosaH+ a/ii^ cos^H — am'cosGH-h ....).
Il est évident que les expressions des autres lignes du sphéroïde se transformeraient également en séries de même forme que cette dernière.
Comme toutes ces transformations sont très-faciles à effectuer, je me dispenserai de les donner. J'observerai seulement que , pour parvenir aux valeurs des premières puissances des lignes du sphéroïde, qui ne continssent de même que les cosinus des multiples de la latitude, il serait nécessaire de suivre la méthode donnée à l'art. 173, pour développer ainsi l'expression du rayon de courbure du méridien ; mais alors la loi des coefficients serait bien moins simple que celle ci-dessus.
176. Il est à remarquer que les valeurs de n et «de m, élevées à une puissance entière ^elconque, peuvent ètpe exprimées aussi en
séries régulières ; car d'abord puisque n = —3-7 j on obtient sur le
champ^, par la forjoule du binôme,
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et ensuite , par la méthode connue de l'élévation d'un polynôme à la
puissance u,
-Wj +[„+»j^+ï(ï=iiiî=î)](ii)'+...j'
d'ailleurs
, un a^ — b^
ou , si l'on veut ,
/î' = a/ï (i + n^)'* == an (i — n* + n* — n« + ).
11 s'agit aussi de connaître la valeur générale de m" : or on a vu , à Tart. 171 , que ^~ ^""^ = m; par conséquent
iH — a
i-*-V^i — tf* \i-4-/i — g*/
expression qui est la même que celle de l'article 174; on a donc généralement y en vertu de l'équation (D) y
\a/ ] , 2«(aa + 5) (att + 6) (a» + 7) /g\« _^ l'
177. On ne peut évaluer numériquement toutes les séries précédentes y sans connaître les axes de la Terre. A l'instar de la Commission des poids et mesures , qui fut créée à l'époque où l'on introduisit en France le système métrique décimal y j'emploierai à cette recherche les arcs de méridien , mesurés à l'équateur et sur le territoire français y afin de parvenir aux résultats mêmes dont cette Commission rendit compte à l'Institut national , par Torgane de M. Van-Swinden. {Fbjrez le rapport de ce savant, inséré parmi les Mémoires de cette docte Assemblée 9 tom. II , page 4 3)* Mais, avant tout, il s'agit d'intégrer l'équation différentielle d'un arc du méridien.
D'abord, à cause de la série (C) , et de la valeur de ds donnée à Fart. 170, on a, en intégrant,
s = ^'(i + nf r9H-i-'sinaH-|-^8in4H-Ç8in6H+ .... 1;
la constante étant nulle , puisque l'arc s s'évanouit en même temps que H.
Il est évident que pour un autre arc s'y terminé à la latitude H', on a de même
j' = ^ ( 1 + « ) » çH ' - 1^ sin aH ' H- ^ sin 4H' - ^ sin 6H '+ . . . J ;
ainsi, entre les limites H et H', considérées comme les latitudes des extrémités de l'arc A , on trouve , d'après l'art. 4S ,
ç(H-H')-ç' 8in (H-H')co8 (H + H') A = ^(H-nf| +i^sina(H-H')cosa(H+H')
-Çsin3(H — H')cos3(H + H')...
Pour un autre arc A compris entre les latitudes A et A' , on a pa reillement
'ç(A-A') — î'sin (A-A')cos (A + A') A'=*I(n-/i)^| +^sina(A-A')co8a(AH-A
— ^sin3(A — A')cos3(A+A').. ..)
Dans la vue d'abréger la notation , soient
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alors les deiiK équati<M)S précédentes seront
A (99 "" î' sin çcos4> + — sin aç cos a$ ' — ^sin 3(p cos3$...
, (îy'— î'siny'cos<^+ -sin aç)' cos a4>'
— ^sin 3ç' cos 3^. . .
Pour en déduire une relation entre les quantités connues et les puissances de l'excentricité, il faudrait remplacer ç, q\ 9", q'"^ par leurs valeurs en €'; or, en bornant l'approxiiiiiation aux termes «n e^, on a, par ce qui précède ,
et par suite
puis substituant ces valeurs dans les équations (M), il vie»t
i H û^* sin a© cos a4> 1
Al .( ( I +n7^M ç' — 7(e*+-e* jsin©' cos^)
\ + -^ e* sin 29' cos a$' )
Mais il est possible d'obtenir plus promptement d'autres valeurs analogues de A et A', en développant immédiatement en série l'expression différentielle d'un arc de méridien, savoir.
ds =
(1— e*ttn*H)»
et en intégrant ensuite entre les limites H et H'. En effet Ton trouve
d'abord
puis, changeant les puissances des sinus de H en cosinus d'arcs multiples par le procédé connu , et intégrant , il vient
s=a{i — c') pH — -^8inaH+jp"sin4H— .-.l,
série dans laquelle
et où la constante est nulle , puisque ^ et H s'évanouissent en même temps. On a donc , à l'aide de la notation ci-dessus ,
(M'>i ( ^ =^(ï ^O [P9 — /^'siny cos$ +^/i"sina(p cosa$ — . . .J, ^ ( A'=a(i — e^) [pç'— //sin9'cos$'-|--|^^"sin2ç'cos2$' — . . .].
Il s'agit maintenant de déterminer e^ et a par la combinaison de ces deux arcs : or, en divisant l'une par l'autre les deux dernières séries précédentes , il vient
A pif — //$inf C08* +7/7''9in2fcos2<fr
A' />y — // sin^' cos*' -h 1/?" sin 2y cos 2*' '
puis y chassant les dénominateurs , on obtient cette relation
(/w) Mp - N// 4- ^¥p" = o
lorsque , pour abréger, l'on fait
N =Asin9'cos$' — A'sinçcos^,
P =Asin29'cos2$' — A'sinaçcosîi€>,
et que n désigne la demi-circonférence d'un cercle dont le rayon est l'unité.
La relation [m) est propre à faire connaître la valeur de e^ en y substituant pour Pj //, p'' leurs valeurs précédentes. En effet l'on a
M-?e»(N-M)-|-i^e*(3M-4N+iP)=o;
mais pour simplifier un peu le calcul numérique, nous la multiplie-
rons par i — 7 e*, en ne conservant cependant, dans le produit , que
les termes en e^ et en e* ; alors ce produit sera
Remarquons d'ailleurs qu'à cause de la petitesse de e* et de celle du
coefficient de e* qu'on obtiendrait en divisant tous les termes par j N,
on peut, au lieu de résoudre cette équation du second degré, employer la méthode des approximations successives. Dans ce dernier cas, l'on trouve sans difficulté cette série
au moyen de laquelle les trois premiers termes donneront toujours e' avec une grande précision : souvent même on pourra se contenter du premier terme , et obtenir ainsi avec assez d'exactitude
en faisant A„ = ^_^, et A'^ = _ , , et exprimant les amplitudes f , f' en degrés et décimales de degré ; c'^t-à-dire les angles H — H> A — A',
Applications numériques.
178. Selon les mesures de France et d'Angleterre, l'arc du méridien compris entre Greenwich et Formentera , corrigé de toute erreur [Nous^elle Description géométrique de la France^ tom. II, p. 6io) ,
^* A = 73o53îiT,8
Latitude de Greenwich H = 5i^28'4o"
Latitude de Formentera H' = 38 . Sg . 56, 1 1
Selon les mesures du Pérou , l'arc du méridien coupé par l'équateur
et vérifié par Delambre , est A' = 176877*^,0
Latitude boréale de Gotchesqui. , A = -h o®a'3i",o Latitude australe de Tarqui. . . A' = — 3.4.32 ,0
y' = A — A' = + 3.7. 3 ,0 ainsi l'on a d'abord
log A = 5 . 8636398 ; log A' = 5 . 24767 14 j
logç = 1. 1076234; y = 12^8121917; 0 = 9o«8'36%i;
log y' = 0.4938065 ; f ' = 3^1175 ; O' = ^ 3^ 2' i".
Opérant ensuite par les logarithmes à 7 décimales, il vient M = 196,41; N = 39771,6; P = 155390; et par la relation (N) on a
1" terme. a* terme. 3* terme.
logM = 2.293i636 logP = 5.19142 c.logN = 5.4004^70 c.logN = 5.40043 logl = 0.1249388 log^ = 9.19382 logl = 9.69897^
loge: = 7.8185294 a loge; = 5.63706 5.63706
1®' terme. -H o,oo65846o 2* terme. + 0,00002647 3* terme. — 0,00002168
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Le carré de l'excentricité étant connu maintenant , on tirera l'aplatissement a de la relation
e* = aa — a*.
laquelle donne , sans erreur sensible,
on a donc
Delà
loge» = 7.81885
o,ooooo54 a = o,oo33ooi
loga = 7.5i853, Compl. arithm. 2*48i47 = 3o3,oa;
donc enfin
179. II s'agit maintenant de déterminer la longueur du quart du méridien , et dans ce but l'on remarquera qu'en la désignant par Q , la série
j = a (i - c») [pH — \p' sin aH + ^p" sin 4H . . . . ]
donne, en y faisant H = -^tt, quel que soit d'ailleurs le nombre de ses termes,
Cette expression exacte étant divisée par la i** série (M'), pour en éliminer le rayon a de l'équateur, il vient, en supposant toujours
l'amplitude f exprimée en degrés »
f — ^— sin ç cos * -+- 7 ^— an 2ç cos a*
Dans cette formule on a, d'après ce qui précède,
P__ 3-,ai_3^4. P 16 ^4.
coefficients exacts aux termes près en e* ou du 3* ordre par rapport à l'aplatissement. Cherchons en outre les deux demi-axes.
De la même expression de Q , et de ce que 6 = a (i — e^) » , on tire, avec un peu d'attention , ces deux séries
puis y prenant les logarithmes de part et d'autre , on a
log a = log ^ + fx (I a + ^ a^ — . . • )j
log6 =logî^-^(^a + :ï2-a» ^ ...),
séries dans lesquelles le module tabulaire a pour logarithme
log |x = 9.6377843.
180. Calculons d'abord numériquement le quart du méridien, et soit a = ^-x, ainsi que nous l'avons trouvé ci-dessus; ou plutôt pre-
• 6o5 a la — b)(a^by
nons e^ = tt't^j puisque e^ = ^ 4 ^^î ^^ snxva,
log e^ = 7.8188702, log —= 7.6953591 ,
log p = 0.00a 1542, log (p = 1.1076^34; ïogi^ = 4.7060a; log-^= 8.2418774.
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Ensuite, appelant D le dénominateur de Q, on trouvera
d'où Ton voit que l'aplatissement de la Terre a , dans le cas actuel , extrêmement peu d'influence sur la valeur cherchée du quart du méridien. Cette valeur s'obtient ainsi qu'il suit :
log^TT
log A
c. log D
Partant ,
log Q = 6.7102578 Q = 5i3i658' = 10001789"*,
Le quart du méridien trouvé , les demi-axes a, bf s'en déduiront naturellement, et l'on aura, sans difficulté ,
log a = 6.5 148549 en toises, 0.2898200
log a
log b
en mètres
181. Les mesures de France, comprises seulement entre Dunkerque et Montjouy, furent combinées avec celles du Pérou non rectifiées , lors de rétablissement de notre nouveau système des poids et mesures , dont l'unité fondamentale est le mètre ou la dix-millionième partie du quart du méridien ; et elles conduisirent à des résultats assez différents de ceux qui précèdent, puisque le quart du méridien fut trouvé de 5i3o74o
toises, et l'aplatissement terrestre de ^^. Ainsi le mètre légal est de
443"*^-, 296 de la toise de fer de l'Académie , prise à i3* de Réaumur; mais , d'après la rectification que Delambre fit ensuite à quelques éléments des calculs des deux: arcs cités 9 Ton aurait, selon nous,
Q = 5i3iiio* = 10000722™, et a =
par suite,
log a = 6.8o46i3o; a = 6376950""; log b = 6.8o32o63; b = 635633o"*. (*) .
Néanmoins tous les calculs géodésiques relatifs à la triangulation de la carte de France supposent , comme Delambre ,
Q = 10000724*", et a = o,oo324 = J^g^? en sorte que l'on a log/i = 0.0021 147; log/?' = 7.6894243; logp' = 4.99165,
et enfin
log a = 6.8046154 ; log a = 7.5io545o; logé = 6.8o32o6o; loge^= 7:8108714.
Ces remarques sont utiles pour le lecteur qui voudrait procéder à la manière de nos ingénieurs-géographes.
En bornant, comme nous venons de le dire, l'arc méridien de France à Dunkerque et à Montjouy , où les latitudes ont été observées, mais prenant pour sa longueur celle que nous avons trouvée de 55 1 6 1 6^,9 iyojrez liv. YI, chap. 2), et adoptant les latitudes de ces deux stations telles que Delambre les a données en dernier lieu. Ton a
Latit. de Dunkerque. . . H = 5i^ 2' 8",5o Latit. de Montjouy. . . . H' = 4i-^^-46,58 Arc mesuré A = 55i6i6*,9.
(*) Voyez la Nouv^ descripu géom. de la France , tome II , page 606.
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Ces quantités étant alors combinées avec celles relatives à l'arc du Pérou, l'on trouvera
M = i53S2o; N = 3iaoo*,76; P = 1 17976*;
et la série (N) donnera
e^ = 0^0065469 + O9O000253 — O7OO00214 = o,oo655o8;
après quoi Ton aura
loge^ = 7.8162943 et loga = 7.5159798; ainsi
a = 0,0032808 = ô-T-j; ou simplement a = ^-g.
Passant ensuite à l'évaluation du quart du méridien , l'on aura d'abord log j9 = o.oo2i4i6; log — = 7.6927530; log — = 5.oo25o;
et à cause de log A = 5.7416375, log ç = o.98555o3, il viendra, en vertu de la formule (P),
log numér. = log^TrA = 5.9377574, dénom. = o,i6882i5 + o,oooo347 — 0,0000017 = 0,1688545, log dénom. =9,2275127.
De là log Q = 6.7102447?
et enfin Q = 5i3i5o5* = 10001491"';
ce qui porterait la longueur théorique du mètre à 3p'oP^ii',362, et donnerait en valeurs métriques
loga = 6.8046572, logé = 6.8o323o4; ' \ a = 6377600», i = 6356680"».
On voit donc que 9 malgré la correction que nous avons cru devoir faire à la longueur de Tare de France employé à la détermination de l'unité fondamentale de notre système métrique ^ la longueur ci-dessus du mètre excède seulement de 7^ de ligne celle fixée par la loi.
En définitive, quels que soient les différents résultats qu'on obtienne pour la longueur du quart du méridien , le mètre légal déposé aux archives du Royaume 9 est censé la dix-millionième partie du quart du méridien d'un ellipsoïde JictiJ àe révolution dont la surface s'écarte le moins possible de celle de la Terre ; et il est évident que s'il venait à se perdre 9 les mesures géodésiques en feraient retrouver la longueur avec un degré de précision capable de satis&ire aux besoins de la science. Mais les observations du pendule qui seront l'objet du chap. 4 du liv. YI , conduiraient bien plus rapidement au même but.
182. L'expression analytique de Q provenant de la première valeur de s de l'art. 177, dans laquelle H =2=90^, se développe en une série régulière et très-remarquable, comme nous allons le faire voir.
D'abord, à cause de
on a
mais (art. 173)
Par conséquent ,
, 2\ " -.2 »-3.S 4 1.3.5.7.9 - 1.3 5.7.9>ii.i3 , ^
et enfin
/ tf»\i ir/ I . 1.3.5 . 1.3.5.7.Û g 1. 3.6.7.9.1 i.i3 \ , ^/ ^
Lorsque 6 = 0, on a e* = — ^ — = i, n = __ ^ =1, etQ = a; partant
"""'""4^ ""4^8» "■ 4».8Ma» 4».8m2M6» "" •• •
C'est aussi ce que Ton trouve à l'aide d'une valeur générale du quart d'ellipse 9 donnée par Legendre dans les Mémoires de t Académie des Sciences^ pour l'année 1786.
1S3. lia méthode par laquelle nous avons réduit en séries procédant suivant les multiples des cosinus de la latitude , les logarithmes des diverses lignes du sphéroïde terrestre 9 est surtout usitée en Astronomie , et dans tous les cas où elle peut rendre les intégrations plus faciles ^ ou bien lorsque l'on veut calculer les termes d'une série convergente, indépendamment des tables de logarithmes; Mais l'emploi de ces tables
permet de développer tout simplement les fonctions r-— r; et
log (i + /z cosz)'% en séries procédant suivant les puissances des cosinus de l'angle z ; parce que l'évaluation de leurs termes ne se fait pas avec moins d'exactitude. On pourrait, par exemple, calculer la valeur du logarithme de la normale N, au moyen de la série suivante :
logN = loga + ilog(i + n)
[lin cos 2H — — cos* aH -+- ^ cos* 2H — . . • ) ,
ou même de cette autre
logN = log a H- ||xf e^sin' H H sin^H-4--Y8in*HH- . . . ] ,
qui dérive de Tune des équations (4) de l'art. 167, et dans laquelle le module /JL = 0,434^9448- On aurait par le même procédé,
logp =loga + alog^^^
-H -jtJL {e^ sin*H -| sin* H -+- -5- sin • H H- • . • j.
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Cependant il importe , dans la pratique, de choisir parmi les séries d'une même expression , celles qui convergent le plus rapidement. En voici d'autres qui ne sont pas moins utiles en Géodésie.
Les valeurs ci-dessus de log N et log p font voir sur-le-champ que
logp = 3 logN + a log- - 2 loga = 3 log N H- log^,
et que par conséquent le logarithme du rayon de courbure du méri • dien peut facilement se déduire d'une table qui donnerait celui de la normale N 9 connaissant d'ailleurs les logarithmes de a et de 6. Quant à la valeur du rayon r, on la mettra sous cette forme :
r= p yji — e^ (a — e* ) sin *H.
Passant de là aux logarithmes et faisant ^ pour abréger, e% i — e*) = A:% on trouvera facilement cette série régulière :
logr=logflH-ifjL[(e»^A:^)sin^H+|(c*-A:*)sin*H+i(e*-A>n*H...,];
mais en bornant la série aux termes en a^, on a simplement logr = loga — ^ltJL(e* — e*)sin^H — Ifjie* sin*H;
et en éliminant log a donné précédemment , il vient
log r= log — + ||x6^cos2H+xî-i^^*-l" ai^^*sii^*H — |e*sin*H...,
ou en fonction de l'aplatissement,
log r = log ^.^i|ULacosaH+-ïVf^a' + ïfJ^a* cosaH -. |/^a^cos4H... ,
Q représentant, comme ci-devant, le quart du méridien, et n le rapport de la circonférence au diamètre.
Si l'on voulait la valeur immédiate de ce rayon , elle serait donnée I. 4a
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par cette série régulière
Faisant disparaître le radical en élevant à la puissance | la quantité qu'il renferme , et s' arrêtant j dans le développement ^ aux termes en e* j il vient
r = ^ [i- l(e> - e*) sin ^H - f e* sin*H...].
Remplaçant maintenant e^ par sa valeur ^a — a*, on a enfin , sans erreur sensible et toutes réductions faites ,
r= a(i— asin*H-H|a* sin'.aH),
expression toujours suffisante , à cause de la petitesse du 3® terme , et à plus forte raison, des termes subséquents.
CHAPITRE XIV
CONTINUATION DE LA RECHERCHE DES EXPRESSIONS ANALYTIQUES DES DIVERSES LIGNES DU SPHEROÏDE TERRESTRE.
184. On s'est proposé , à l'art. 177, d'exprimer un arc d'ellipse en fonction des latitudes de ses extrémités ; mais j dans la pratique de la Géodésie, il est quelquefois plus commode, lorsque cet arc a une petite amplitude, de l'avoir en fonction de son rayon de courbure.
Soient A un arc du méridien , U son amplitude , H la latitude de son extrémité sud , et p son rayon de courbure au même point ; on a en général , par le théorème de Maclaurin ,
les valeurs des coefficients diflférentiels étant déterminées pour le cas où U = o. Mais, par l'art. 170, ( ts ) = ^^'""^'^ = p; si donc on
calcule les coefficients différentiels suivants , en ne conservant que les termes en e^, on trouvera aisément
3 I « sin^H ■.^^« . 3 ^ « cos^H
^ ^ ^ a 2 "^ I — e*sin»H a 2.3 ' i — tf*sm*H
3 2* , siii2H TTA 2 2.3.4 ' — tf*sin»H
série régulière et qu'on peut écrire plus brièvement ainsi : A = pUsini" + j^pN^sinaH.U'sin^i"
i^ pN*cos2H.U*sin» i^ - ,
en supposant Taniplitiide U exprimée en secondes , et désignant par N la normale à la latitude H (^.
Or il est remarquable que tous les termes enU^,U*,U*,... forment cette suite:
V — ?îl£ sinaH r(iU)« (aU)^ (t>U)^ 1
^ ~2 2» • I— ^»sm»HL 2 2.3.4 "^ a. 3.4.5.6 "y
tandis que les termes enU', U*,U^,... forment celle-ci :
Y'—^îH COS2H r(2U)^ (2U)S (!&U)7 1
2 2* * (i— e»sin»H) [ 2.3 2,3.45 2.3.4.5.6.7 *"'J'
ainsi 9 en négligeant les termes en e^, on a
V =|e* p sin 2H [ I — cosaU], V =|e* p cos 2H[2U — sin 2U] ;
et partant , sous forme finie ,
A = p\J+^e^p[sin!kR(i — cos2U)-4-cos2H(2U — sinaU)] = joU H- |a^p [sin2H — sin 2(H -4-U) + 2UC0S 2H].
Mais si H et H' sont les latitudes des extrémités de A , on a U = H^ — H^ et par conséquent
A=p(H--H)[i+|e'cosaH-|e'"°"'^^»'+°].
(*) Cette série, qui a la forme A = f»U +c»'U* +c»"U'. . . , se rapporterait à un arc de méridien dont l'origine H serait au Panthéon et l'autre extrémité plus au nord , en faisant
logr= 5. 0460677, logp^ = 0.9715463 9 logc»" = 8. 16797;
ce qui suppose que les dimensions de Tellipsoîde sont celles admises dans les opérations géodésiques de la carte de France ( £81 } , et que Tamplitude U de Tare est exprimée en degrés sexagésimaux. Cette amplitude devrait être prise négativement si Tare A s'étendait au sud du Panthéon. (Voyez Descript, géom, de la France , tome H, page 636.)
en faisant
On voit donc que les longueurs des degrés sur l'ellipsoïde de révolution croissent de Téquateur aux pôles , sensiblement comme les carrés des sinus des latitudes de leurs milieux.
Pour un autre arc M' d'un degré, correspondant à la latitude ij^', on
a pareillement
M' = P+Qsin*f ;
ainsi généralement
M--M' = A("^=Qsin(ij;-hf)sin(4/-.f),
et pour deux degrés consécutifs , leur différence est
A^'>=-^a6^(i — e2)sin(2f-Hi^)sini*>.
Par exemple, à la latitude de 48**5o', et en admettant pour valeurs de a et de e' celles de l'art. 181, on trouve que l'accroissement d'un degré à la latitude de Paris, et en allant vers le nord, est A^'^ = i8",4.
Les valeurs ci-dessus de M et M' étant divisées l'une par l'autre, conduisent à celle-ci :
2 ^ 3 (M sin> Y — M' sin» ^^) ^^
formule attribuée à Maupertuis et qui donne approximativement l'aplatissement de la Terre par la mesure de deux degrés de méridiens, pourvu cependant qu'ils répondent à des latitudes très-différentes , afin que le dénominateur de a soit le plus grand possible. Cette condition étant remplie par les degrés de l'équateur et de France, on a, d'aprèsl'art. 178, et en vertu de la notation actuelle ,
En France, M = iiii3i"»,a, ^};= 45^ 4'i8%o5; A l'équateur. M' = i loSSa"*, i , f^'= — i .3i . o,5o. Delà
résultat bien peu différent de celui que nous avons obtenu précédemment en poussant plus loin Tapproximation.
185. La méthode employée ci-dessus , pour développer un arc en série ordonnée suivant les puissances de son amplitude, s'applique également au problème inverse. En effet, on a généralement
mais
/rfH\ _ (i— g'sin'H)» _ i^ \dÂ) fl(i— e») "" p '
cherchant donc les autres coefficients différentiels , et ne conservant que les termes en e^ ; puis faisant attention que c^ t; = tang^ I , et que
N = p' = , on obtiendra en parties du rayon ,
(ï--tf»5in*H)»
(II) U = 7 tang^ I sin aH. —7 . — 5 tang^ I cos 2H. -—,
-.— ^-rtang^IsinaH. -r?
a 2.3.4 ^ py
série encore régulière , et dont la loi des termes est en évidence. Jamais, dans la pratique, on n'a besoin de tenir compte du quatrième terme.
Si l'on bornait la série au terme A', et que l'on conservât la quatrième puissance de l'excentricité , on trouverait
/TTTN TT A 3a* e* sin aH . «
(III) u=- iF^p—^
_ fl^ fcosaH g' sin» aH /3a' JLW A»*
~ ^ L"py" 4p \^' P'* «*P / J '
mais comme, par cette formule, l'amplitude U serait donnée en parties de l'unité , il faudrait , pour l'avoir en grades , multiplier tous les termes
du second membre par - — , n ayant la même signification que cidessus.
186. Jusqu'à présent nous n'avons considéré que le rayon de courbure de l'ellipse génératrice de l'ellipsoïde de révolution : occuponsnous de la recherche de celui d'une section faite dans ce corps, par un plan mené d'une manière quelconque suivant une des normales; et, pour cet effet, désignons par x'^ jr' les coordonnées rectangles d'un point de la limite de cette section verticale; prenons pour axe des x' la normale à un point du méridien elliptique ayant H pour latitude; plaçons l'origine des x' au point d'intersection du rayon de l'équateur et de la normale dont il s'agit; enfin, désignons par Xyjr^ z les coordonnées rectangles d'un point quelconque de l'ellipsoïde de révolution, de manière que le rayon ^de l'équateur soit l'axe des Xj b celui du pôle l'axe desj^, et la droite perpendiculaire au plan des xjr l'axe des z. Gela posé, l'équation de l'ellipsoïde, rapportée au
centre, sera
or, pour trouver en général l'équation de la section faite dans ce .corps, il faut, comme l'on sait, substituer à Xj j^ z les valeurs suivantes :
ia==>3 -hJc'cosH-t-j'-'sinHcosô, ^ = jtr' sin H —jr' cos H cosô , z ^=jr' sin Q ,
dans lesquelles 9 est l'angle que le plan sécant fait avec le méridien xjr^ et fi la distance du centre de l'ellipsoïde au point où la normale ren-
contre le rayon de l'équateur (art. 167) , auquel cas yj = \ ;
(i— e»sin*H)"
e désignant toujours le rapport de l'excentricité au demi grand axe.
Ges substitutions faites, on a un résultat de cette forme :
(3) mx'^-\-ny'^ — px'j'-^qx'-^rjr'^s-j
c'est l'équation à l'ellipse , ou celle de l'intersection cherchée. Il est facile de voir que l'on a
m =a^sin^H+ i^cos^H, n — i' + (a^ — 6')cos'Hcos*0,
(4) { p =a(a^ — i^)sinHcosHcosô, q = ^rib^cosRj r =2>j/;^sinHcosô, j* =(a* — yj*)i-.
Lorsque cette ellipse est perpendiculaire au méridien , on a d = ^ tt et pour lors cos d = o ; circonstance qui réduit l'équation (3) à la suivante :
(5) (û»sin*H + *»cos»H) a/* -+- i>7**cosH.x'-4. A>j'* = [a" - yj^) i% et de laquelle , en faisant f=o, l'on tire
"" <i»siii»H+^»co8»H '
Soient donc x[ , x\ ces deux racines , abstraction faite de leurs signes ; on trouvera j avec un peu d'attention , et après avoir mis pour in sa valeur rapportée ci-dessus,
(ï— <î*sin» H)* (i — c»8in»H)^{i — tf»cos»H)
la première racine est la normale N' (art. IGT), et la seconde racine , la partie opposée de la corde x[ xl .
Soient en outre a' le demi grand axe de l'ellipse dont il s'agit, et b' son demi petit axe; on aura
Pour trouver le demi grand axe , on chassera le second terme en x' de l'équation (5), et cela en faisant x' = a/' - ^.^in.n + ^^'H^ ^^ cette manière qp aura
OU , pour abréger, ^
Mais à x^ = o correspond y=^a'\ partant
(i— c'sin'H)' (r — «»cos»H)^ ^"^
Si au contraire on faisait y = o, on aurait x" = 6', et l'on retomberait sur la valeur du demi-axe trouvée ci-dessus , ou , ce qui est de même , on aurait
Enfin , désignant par e' l'excentricité de cette même ellipse , on aura
et , à cause des valeurs précédentes ,
^»sin*H
I — <?*cos* H'
187. Maintenant, pour avoir l'expression générale du rayon R de courbure de la section que l'on considère , quelle que soit d'ailleurs la valeur de l'angle 9, nous ferons usage de la formule connue, sa-
voir :
dans laquelle la différentielle dy* est constante; et pour introduire ici
les valeurs de v-yet -i-yz-t nous différencierons deux fois de suite l'é-
df <r
quation (3) ; mais comme nous avons en vue de trouver le rayon de courbure à l'origine de la normale à l'ellipse du méridien, nous ferons alors jr' =1 o dans le résultat de la différenciation , en sorte qu'il viendra
et puisque la section est faite suivant cette normale, on a (art. 167)
«(i — ^»sin»H)* y
Il résulte de là et des relations (4), que la quantité r — px' = o; donc quand le rayon de courbure cherché coïncide avec la normale à l'ellipse du méridien , on a simplement
2/Wx'
Remplaçant maintenant m, ç, /i, jc' par leurs valeurs précédentes, on a , pour une section verticale quelconque ,
(i — c* sin»H)''[^»-H(a» — 6»)cos*Hcos*ô]
Soient p et p' le rayon de courbure du méridien et celui de l'arc perpendiculaire au même point; on aura le premier en faisant d = o, et le second en faisant B = loo^ : ainsi, comme l'on sait d'ailleurs, les rayons de plus petite et de plus grande courbure de la Terre sont
P = Tj P = T-
a{i— e*siii*H)' (i — tf»sin*H)»
On voit par là que la valeur de p' est égale à celle de la normale N (art. 167).
Afin de donner à l'expression (6) une forme symétrique et dépendante de py p% on pourra d'abord écrire
ïx =
è»4-(a»--ô*)cos*Hcos»0 ô» + (a* — ft»)cos*ô — (fl* — ft*)sin»Hcos»Ô'
et mettre fe* sin* ô + 6* cos^ 6 au lieu de b^; ce qui donnera
fl*cos*ô(i — e»sin*H)-|-ô*sin*ô
L(i— c»sin«H)^ a(i — <r*Mn*H)>J
enfin,
^7) *'• = psin*ô-+-p'cos»Ô'
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Tel est le résultat auquel Euler est parvenu le premier, par une autre méthode analytique. Il exprime une propriété remarquable de l'ellipsoïde de révolution; mais cette propriété, commune aux sur* faces courbes en général {vojr. la théorie des osculations de ces surfaces, Calcul différentiel de M. Lacroix, tom. I, pag. 372, a* édit.), se démontre très-directement, par l'analyse précédente.
188. Une ligne géodésique menée dans une direction quelconque, se confondant sensiblement, dans une étendue de plusieurs degrés ^ avec la section verticale correspondante , ainsi qu'on le prouverait à l'aide des formules que nous donnerons par la suite, il s'ensuit que l'arc d'un degré d'une section perpendiculaire au méridien peut être pris pour l'arc de plus courte distance ayant même amplitude et même direction. Cela posé, si l'on désigne par D, M et P le degré oblique, le degré du méridien et celui qui lui est perpendiculaire , on pourra , dans l'expression (7) , remplacer R, petp' par D, M et P, puisque les arcs semblables sont entre eux comme leurs rayons; on aura donc
M8in»ô-hPco$»ô /P— M\ . ^J
OU réduisant en série , et n'en conservant que les deux premiers termes, il viendra
(8) D = M(n.?^sin»e).
Quoique cette formule ne soit qu'approximative, puisque les arcs D , M , P, en vertu de la propriété des rayons de courbure , devraient être infiniment petits , cependant c'est ce qu'on peut proposer de mieux pour la pratique. Pour en faire usage, il faudrait connaître M et P. Or, nous avons déjà donné M en fonction de son rayon de courbure (art. 184) : cherchons à exprimer P d'une manière semblable. Dans cette vue, remarquons que si, dans la série (I) (art. cité), on suppose H = 90^, alors U sera négative , p = p', et l'on aura simplement
Mais, par l'art. 186, l'origine d'un arc P' perpendiculaire au méridien est l'extrémité du petit axe de cet arc elliptique ; ainsi , à cause de
^1 = -^ et parce que c* se change en e'*, on a en généra]
P' = i5?P'u(i-ie'sin«H.£,U»).
Or, à la latitude de 49^9 qui est à peu près celle de Paris, pour une amplitude U de 5® et un aplatissement de j^ , le second terme de cette valeur serait de %ù^ environ, tandis que le troisième terme n'irait pas à un décimètre ; on a donc la longueur du premier degré
de l'arc F censé mesuré, en prenant la valeur de -g-p' de l'expression précédente. Soit P cette valeur; alors
âfr
180(1— ^sin»H)^
Maintenant si l'on suppose que les longueurs M et P d'un degré du méridien et d'un degré perpendiculaire à la même latitude H , soient connues , on pourra, par la combinaison des formules (m) et (/i), déterminer l'excentricité de la Terre. En effet, on tire de ces deux formules, et à cause de e^ = sin* I,
I — sin»l8in»H' cos'
par suite,
Msin^I+Mcos^I — Msin^Isin^H = Pcos*I+ 7-^ Psin'^Isin aH;
P enfin , à cause de ^ = i à très-peu près , on a
tang' I =
Mcos«H(.-|.^tangHy
OU bien
— ^j — = tang^Icos*H — T--g-tang*IsinaH.
Mais le second terme de cette expression est évidemment très-petit ; si on le négligeait , on aurait la relation 77 = tang^ I cos^ H ,
donnée par Delambre, dans la Connaissance des Temps pour l'année 1818, page a 5a : toutefois, il paraît convenable de conserver ce terme. Tang I étant trouvée par ce moyen , on aura e = sin I , et par suite , aplatissement a = asin^^I, comme on Ta déjà dit (art. 184). Dans toutes ces formules , n désigne la demi-circonférence d'un cercle dont le rayon est l'unité. Bien entendu que si H était la latitude de l'extrémité nord de M , il faudrait , dans la dernière formule ci-dessus , faire -jr- négatif.
Si, au lieu de connaître P, on connaissait l'arc B d'un degré du parallèle à la même latitude , il est facile de s'assurer qu'on aurait
B = r> et par conséquent — r=. = P.
O / ^ • 3xi\T ^ QOhR
100(1 — ^sin^H)*
Nous pouvons actuellement donner à la relation ( I ) une forme toute / % nouvelle ; il suffit pour cela de remplacer M par sa valeur (/w), et de '
taire attention que = . — = à fort peu près ; on
aura en conséquence
{d) D=-j^(n-^.-^tang^IsinaHcos^e + tang^Icos*Hsin^ôy
189. Il est utile de connaître en général la différence des normales N , N' correspondantes aux latitudes H , H'. Pour l'avoir en série développée suivant les puissances de H'— H = AH , soit
N'=/(AH
y^ étant le signe d'une fonction quelconque; on aura , par le théorème
de Maclaurin ,
les valeurs des coefficients différentiels étant prises pour le point où AH = o. Or, on a
N'=^[H.|e»sin^H'4-i.|e*sin*H'-|-etc. . . .];
et si Ton fait attention qu'au point où H'= H , on a N'= N , les coefficients différentiels, pris dans cette hypothèse , seront
l^H') =^^^sinHcosH4--. 3e*sin'HcosH. . . L (^'^=^pcos^H--e^sin^H-t-|e*sin»Hcos^H--|e*sin*H...l.
Mais à cause de e^ = aa — a^, a étant le rapport de l'aplatissement de la Terre au demi grand axe , il s'ensuit que e^ est de l'ordre de cet aplatissement, comme nous l'avons déjà fait observer (art. 70). Si donc AH est de cet ordre, et qu'on rejette les termes supérieurs au troisième ordre , on aura
(/i) N'-N=iae^sinaH.(n-fe^siu^H)AHH-|^e^cosaH.AHS
ou , en se bornant au terme du second ordre , ainsi que cela est souvent permis dans la pratique ,
{n') N'- N = iae^ AH sin aH.
Il est à remarquer que quand H' < H , la différence AH est négative; ainsi, pour avoir égard à cette circonstance, il faudrait, dans la série (/t), changer le signe des termes où AH est affectée d'une puissance impaire.
190. Voici encore quelques conséquences de la théorie précédente. La série donnée (art. 179) pouvant s'écrire ainsi
— n r ^ ^ ^ sin aH j^ ^ sin4H "|
lorsque Q désigne le quart du méridien; on a , en fonction de Taplatissement et en s'arrétant aux termes^ du second ordre,
^fH /3 3 .XsinaH . i5 ,8in4H 1
par conséquent un arc de méridien quelconque y compris entre les latitudes H y U'j est exprimé par
+ i|^* sin 2 (H ^ H') COS2 (H + H')].
Pour un arc D d'un degré , on fera H — H'= i® ; et si Ton part de cette hypothèse que Q = looooooo" et a = OyOo3a4 , que de plus H > H' ; on aura
D = iiiiii"^,iii— 54o"',848cos(H + H') + i",o97Cosa(HH-H'),
tandis que pour un arc G d'un grade , on aura
G = 100000°* — 486'»,763 cos (H + H') + o'°,987 cos a (H + H').
Un arc B de parallèle y dont la latitude est ij; et l'amplitude exprimée en degrés est U , a généralement pour expression
" ~" 36o<» ~ l8?^^ , , . ...i.» ■^-aUcoSij/ i4--e^sin*tj;4-ge*sin*tj;. . . L
et en série
ou en fonction de l'aplatissement
B = -^aUcosij/ i-+--(aa — a*)sin'ïj^-|--a'sin*ij/. . . ; ainsi y en faisant U = i^, on aura la longueur d'un degré de longitude
à la latitude |; ou bien en remplaçant 1 80^ par aoo^ et faisant de même U = i^, on aura le grade de longitude.
La table V, extraite de la Base du système métrique décimal ^ donne les valeurs des arcs de méridien et de parallèles j en supposant que Tellipsoide terrestre a les dimensions ci-dessus énoncées.
191 . La recherche des dimensions de l'ellipsoïde osculateur de révolution à la surface de la Terre , en un point dont la latitude est ^ , exige qu'on ait recours à ses deux lignes de courbure qui sont le mé* ridien et le parallèle en ce point , parce qu'elles offrent deux équations distinctes entre le demi grand axe et le carré de l'excentricité , deux principales quantités à déterminer. En effet , l'arc A de méridien a, d'après ce qui précède , la forme
dans laquelle
^ I i35 sînfCos4»
rp ^ i_ ^^5 smfoos4» 3 i36 sinsfcosa^
4 w ff 4 '^ 9
ainsi qu'on s'en assurera en ordonnant la série (M') de l'art. 1 77 suivant les puissances de l'excentricité.
L'arc B de parallèle donne lieu à une série de même forme , en faisant i = B;„, et g^ = a:; puisqu'on a
^ =A:=:;g[i-RV-TV...],
Ucos>|«
lorsqu'on fait
R'=-^siii»tj;, T'= — |sin*t|;.
Telles sont les valeurs analytiques de A„ et A^ qu'il s'agit de combiner entre elles pour en obtenir celle de e*. Or, en les divisant l'une par l'autre, on a sur-le-champ
A„,R — AmR
et appelant e* la valeur approchée de e', qui résulte d'abord de la suppression du terme en e*, il vient , par une seconde approximation,
A/« — Agi k Am 1 — A« 1
Mais, vu que le premier terme peut toujours suffire , on a définitivement
_ fi i35 sinocoson , ^ , . , i >
B« 7 + — . — -hiA«cos^^8m>+
et même assez approximativement
^(B«— A«cos^|;)
B«(i — |.siIl»^*)-^■^A«cos^^sm»^^
expression dans laquelle ^0 =|(m- H'), et qui provient des valeurs de A;„ et de B;,^ réduites au même degré d'approximation. Nous ferons, par la suite, une application numérique de cette formule.
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192. Tous les sommets des triangles d'un réseau sont tellement liés entre eux , que si la position géographique de Tun d'eux était connue , c'est-à-dire sa latitude et sa longitude , et que la ligne géodésique qui joint ce sommet à un autre du réseau fût orientée, la position géographique de tous les points de ce réseau et les azimuts des côtés seraient également connus Le problème à résoudre en ce moment est donc celuici : La latitude et la longitude du point M ( fig. 4o) étant données, ainsi que l'azimut du point M' sur l'horizon de M, trouver tant la latitude et la longitude de ce second point, que l'azimut de M sur l'horizon de M'.
Avant que les méthodes géodésiques eussent été portées au degré de perfection où elles se trouvent maintenant, les géographes résolvaient cette question par la Trigonométrie sphérique seulement , en prenant pour rayon de la Terre celui qui résulte du degré moyen dans la région du réseau. On conçoit en effet que si, par les points M, M', on mène les méridiens PM, PM', le point P sera le pôle de la Terre, et que dans le triangle sphérique MM'P l'on connaîtra l'angle M'MP ou l'azimut de M', ainsi que deux côtés, savoir : MM' ou un côté du réseau évalué en secondes (art. 150), et PM ou le complément de la latitude de M. On pourrait donc, par les Analogies de Néper, déterminer l'angle MM'P, ou l'azimut du point M sur l'horizon de M', l'angle P ou la différence des méridiens, enfin le côtéM'P ou le complément de la latitude de M'; mais par ce moyen, l'on n'obtiendrait pas la latitude particulièrement avec assez de précision. Voici une autre méthode qui est de beaucoup préférable.
PRSMliEE SOLUTION.
195. L'hypothèse de la sphéricité de la Terre ne pouvant manquer de simplifier la question , considérons une sphère du rayon égal à la normale MN au point M donné sur la Terre elliptique , et les arcs de grand cercle/?M, pM' comme les méridiens de M et de M' sur la sphère fictive ; puis calculons la position géographique du point M', en résolvant le triangle sphérique pMMfy non par les formules finies de Fart. 78, lesquelles ne donneraient pas assez de précision dans la pratique, à cause de la petitesse de la ligne géodésique MM', mais par les séries de l'art. 98, qui ont une exactitude indéfinie. Ensuite, nous examinerons l'erreur qui résulte de notre supposition.
Soient à cet effet H la latitude du point M; H' celle du point M' ; P, P ' les longitudes de ces mêmes points, ou les angles MPa, WPa] enfin V, V les inclinaisons de la ligne géodésique MM' = R, ou de son prolongement sur les méridiens respectifs pM, pM'. On aura, en transportant cette notation dans le triangle sphérique ABC , résolu à l'art. 98 , et en désignant par u le côté K réduit en parties du rayon ,
a=ioo»— H', A=V,
A = ioo»— H , B = aoo« — V,
Telles seraient les valeurs à introduire dans les séries (III), (I), (II) ; mais on est convenu, dans la pratique, de compter les azimuts et les longitudes, les azimuts surtout, du sud à Touest, et depuis o^ jusqu'à 4oo«. Soient alors Z l'azimut de M' sur l'horizon de M, et Z' l'azimut de M sur l'horizon de M', l'un et l'autre étant comptés à par; tir du sud; on aura, d'après la^g. 40) ' • ^ ^*^
V = aoo — Z, V'=4oo — Z'; ^
et les séries citées se changeront respectivement en ces trois autres , {a) H'=H — McosZ — Iw^sini^sin^ZtangH, {b) P'=P+'^-^iE.«sini''sinaZ.Î^, ^
^ ' cosH * cosH '
{c) Z'=aoo«-i-Z— MsinZtangH4-|w^sini"sinaZ(i+atang'H), en supposant d'ailleurs l'arc u réduit en secondes (art. 91).
Il ne serait pas difficile de prouver en outre que
Z' = 200«4-Z-MsinZtang^(H4-H') + ^tt»sini^sinZcpsZtangm;
mais cette formule ne serait guère plus simple à évaluer que la précé dente , à moins qu'on ne jugeât inutile de tenir compte du troisième terme , dans un calcul provisoire.
La première formule (a) , bornée aux termes du second ordre , s'obtient encore plus simplement ainsi qu'il suit.
D'abord dans le triangle sphérique pMM' supposé obtusangle, on a cette relation
sinH' = sinHcosi/ — cos H sin u cos Z y'
et comme la latitude H' ne diffère de H que d'une petite quantité , soit alors H' = H + ar ; on aura
sin (Hh- a:) = sinHcos^^ — cosHsini^cosZ.
X* . , tt*
D'un autre côté, àcause de cos jc= i . ... et de cos m = i . .,
il viendra , après les développements nécessaires ,
ar = — M cosZ — \ ir tangH + \x^ tang H ;
ainsi, par une première approximation , ^= — z/cosZ. Mettant alors cette valeur dans le second membre , on aura plus exactement
x= — M cosZ — I a' sin*Z tang H ,
et enfin la valeur de H'=H+a: sera telle que l'indique la formule (a). Toutefois cette latitude H' appliquée au point M' sur le sphéroïde terrestre, serait un peu fautive, car la véritable latitude de ce point est l'angle M'N'Q' que la normale M'N' sur l'ellipsoïde de révolution fait avec le plan de l'équateur dont la trace , sur le méridien P£ , est la droite CE ; tandis que la latitude déterminée par la formule {a) est représentée par l'angle que l'oblique M'N fait avecNQ; N'Q' et NQ étant supposés deux pians parallèles à CE. La correction de lati-
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tilde, que nous désignerons par ^|^, est donc l'angle NM'N', puisque dans le triangle N'M'R l'angle extérieur M'RQ' = H' vaut la somme des deux intérieurs opposés NM'N', M'N'Q', de sorte que
. , NN'.ftinPN'M'
si«^ = wjv •
Mais avant de rechercher la valeur exacte de cet angle, nous ferons remarquer que quand la ligne géodésique K est au plus d'un demidegré, son amplitude H' — H = dH sur la sphère devient AH sur l'ellipsoïde, et que ces deux amplitudes d'arcs de même longueur étant entre elle^ réciproquement comme leurs rayons de courbure N, p fart. 170) , on a cette proportion
AH :ûîH::N : p :: i : '7^\„,
^ I — e * sin * H '
d'où l'on tire à très-peu près
AH = rfH(i-He* cos^H), et par conséquent ^ = dlle^ cos^H; donc enfin la latitude H' corrigée est
(a' H' = H — (wcosZH-iw*sini''sin^ZtangH)(n-e^cos^H), et l'on a en secondes
__ K(i — e^sin'H)"^ _ K a 8in i N sin 1
Les formules lè), (c) ne sont pas non plus celles dont on fait communément usage, parce que quand la latitude H' est connue sur le sphéroïde, on s'en sert pour déterminer P' et Z'; mais il faut, dans ce cas, introduire H' dans les valeurs de ces deux inconnues : or, c'est à quoi l'on parviendra tout d'abord ; car d'une part, le triangle sphérique /?MM' donnant
sin(P'-P) = ?^^-^,
^ ^ cosH
on a , à cause de la petitese de u ,
usinZ cos H
Ib'j P' = P + r7r^r,
d'autre part , dans le même triangle , l'on a , en vertu de l'art. 78 ,
tangi(M + M') = coti(P'-P)^^|[5^;
et puisque cot = , on peut écrire
coti(M + M') = tangi(P'-P)^i^|±^^
= tang[i'-i(MVM;)];
mais i' — "KM + M') et P' — P étant toujours des angles très-petits, on a simplement, à cause de M + M' = Z' — Z ,
Il est évident que ces formules n'éprouveraient aucun changement dans les signes de leurs termes , si l'on voulait compter les azimuts et les longitudes du sud à l'est; et que si l'on s'en tenait seulement à la convention reçue pour les azimuts , il faudrait affecter du signe positif les longitudes occidentales, et du signe négatif les longitudes orientales.
194. Nous avons fait tout à l'heure, à la formule de latitude, la correction dépendante de l'excentricité des méridiens terrestres. Quant aux formules de longitude et d'azimut , désignées par {b') et (c'), elles s'emploient sans modification , parce que l'aberration de sphéricité n'a sur elles aucune influence sensible. On voit en effet, que l'angle MpM' des deux méridiens sphériques est le même que celui des deux méridiens elliptiques PM , PM'. Mais de combien l'azimut pM'M, sur la Terre sphérique, c'est-à-dire l'angle des deux plans pM'N, MM'Nj dififère-t'il de l'azimut PM'M, sur la Terre elliptique, c'est-à-dire de l'angle dièdre PN'M'M? C'est ce qu'il faut chercher.
Si l'on considère le point M' (^g. 4ï) comme le centre d'une sphère, sa surface sera coupée par les trois plans MM'N, N'M'N, MM'N', suivant le triangle sphérique aN/7^ : or, dans ce triangle, on connaît l'angle aN/it : c'est l'azimut calculé. On connaît en outre Tare Nm ou l'angle
N'M'N = ^j qui est la correction de latitude; et à cause de l'angle MNM' = w, on a, en considérant le triangle MM'N comme isoscèle,
arc àH = i*^ ; donc si § désigne la correction d'azimut , et z<
l'azimut vrai compté du nord , on aura Z| — § = aJSm = azimut approché z' compté de même. Il résulte de là que dans le triangle sphérique aT^rriy on connaît deux côtés et l'angle compris, et qu'il s'agit de déterminer l'angle ou l'azimut vrai m'am = z<. Or, N/n = ^ étant très-petit, la solution de ce problème se trouve dans la formule (c) ci-dessus. On a donc, à cause de niNa = s' compté du nord,
z-i = z' -t- t|; sin js' tang -
d'ailleurs (j> = e* AH cos^ H =r e^u cos Z cos^ H; il en résulte
z^= z' + e^2^sin z'cosZcos^H tang-;
OU enfin , parce que u est un très petit arc , et que Z et z' diffèrent peu l'un de l'autre ,
z^ = z' H- j e^tt sin 2Z cos^ H tang u. Lai correction d'azimut , représentée par le terme
\ e^ u tang u sin aZ cos^ H , et qui se trouve du troisième ordre, peut donc toujours se négliger.
DEUXIÈME SOLUTION
195. Quoique les démonstrations des formules précédentes soient très-élémentaires, cependant ceux qui connaissent le Calcul différentiel préféreront sans doute la méthode suivante, à cause de son élégance et de sa généralité , et parce qu'elle conduit plus rapidement aux mêmes résultats.
Conservons d'abord la notation précédente, puis considérons PA {Jig- 40 bis) comme le premier méridien, et AM" comme un grand cercle
dont la partie AM = s soit constante de direction , mais variable de grandeur, et dont l'autre partie MM' = K représente un côté de triangle. Cela posé, si Ton mène les autres méridiens PM, PM' ayant respectivement H, H' pour latitude y et P, P' pour longitude; que de plus V, V soient les angles PMM', PM'M", ou les azimuts de K et de son prolongement , comptés du nord ; on aura généralement
la lettre y étant le signe d'une fonction indéterminée. En supposant donc que s reçoive un accroissement K , on aura , en vertu du théorème de Taylor,
H-=H + f H + i^JSK.+jij^^K-H
Maintenant, pour déterminer les valeurs des coefficients différentiels, formons le triangle sphérique différentiel APR, dans lequel AR = ds, l'angle APR = dV et l'angle extérieur PRM' = Y + dY; ce triangle offrira évidemment ces relations :
sinrfP _ sin(V+<^V) sin ds cos H
sin (V + rfV) _ sin V
cos H "" cos (H -hdB.)^
sin (H + dTL) = sin H cos rfj -H cos H sin A cos V ,
puisque AP = loo* — H , RP = loo** — (H -|- rfH). Si l'on chasse les dénominateurs , qu'on développe , enfin qu'on réduise conformément k la doctrine des infiniment petits, on obtiendra sans peine
^_siny ^^tanffVtanffH ^ — cos V
et par suite
^ = sinV tangH.
Les trois coefficients différentiels de premier ordre étant connus, Ton passe sans difficulté à ceux des ordres supérieurs, en regardant seulement ds comme constant; et tout calcul fait on a, y compris les coefficients du premier ordre ,
(^) =<^-V, (^) = -sin«VtangH,
sin 2V tang H
\€U J "" cosH* \ds- ) ~ cosH '
fdPV'\ asinVcos>V, . ,, a„v 6sinV/i^ ^ „\
(^') = sin V tang H, {^) = 1 sin aV(atang» H + 1) (^') =- 6sin»V tangH (^+ i tang^n)
6sinVcos*VtangH(|+tang»H) = 6sinVcos^ VtangH(i +^tang^H) -6sinVtangH(|+|tang«H).
Si Ton s'arrête aux quantités du second ordre , et que Ton compte les longitudes et les azimuts du sud à Touest j ce qui exige que l'on iasse V = 200 — Z , et V = 4oo — Z', on retombera précisément sur les séries (a), (6), {c)y en supposant d'ailleurs K réduit en secondes et représenté par u.
Pour faire à la première de ces formules la correction due à l'ellipticité de la Terre , nous nous appuierons encore sur ce principe, savoir: que les arcs de même étendue sont en raison inverse de leurs rayons ; mais au lieu de prendre le rayon de courbure du méridien elliptique à la latitude H de départ, nous considérerons, pour plus de précision,
celuiqui répond à la latitude moyenne |(H-l-H'). Ainsi, en nommant R ce rayon , et appelant dH la différence de latitude sur la sphère , AH la différence de latitude des mêmes points sur l'ellipsoïde , on aura
-=-, ou AH = -rfH;
c'est-à-dire qu'il faudra multiplier par - la valeur approchée de H'— H
que donne sur la sphère la première série (A) , pour avoir cette différence exactement sur l'ellipsoïde de révolution. On a donc en définitive , et en secondes de degré ,
" -"-"^NSSrr- R « N»sini" ^""S «• R
et il suffira de connaître approximativement H' comme dans la première solution (art. précédent), pour déterminer R.
Procédons maintenant au développement en série du rapport- . D'abord on a
N= 1 -=:a(H-i6^sin*H + |c*8in^H...),
(i— ^8in»H)»
et si l'on fait i (H + H') = H -\-\cm. = Ç, on aura
, ^(. - ^' »m' %y ^ i (,_^e. + e._|e«sin»Ç— Ksin«Ç+ie*sin*Ç).
Multipliant ces deux séries l'une par l'autre, changeant les sinus en cosinus , et faisant attention que sin» Ç = sin» H - rfH sin H cos H , on aura , toutes réductions faites ,
-= I +e» cos» H -1-e* cos* H — |e« <lHsin H cos H,
ou mettant pour dH sa valeur approchée - - cos Z, on aura enfin - = n-e»cos»H-t-e*cos»H-»-|e*|cosZsinHcosH.
La correction à appliquer à la latitude H' calculée sur la sphère , et que nous avons désignée par t|^ (art. précédent) , est donc
i^ = (e^ cos* H + e* cos' H + I e* ^ cos Z sin aH j rfH ,
et elle sera donnée en secondes si ^H est exprimé en mêmes unités.
Lorsque nous exposerons au chapitre P"^ du sixième livre les principes de la trigonométrie sphéroïdique , nous ferons voir comment on arrive à ces derniers résultats par la considération des propriétés de la ligne de plus courte distance , résultats qui dépassent sans doute les besoins ordinaires. Toutefois lorsque les triangles destinés à la mesure précise d'un arc de méridien sont de la grandeur de celui qui a été mesuré en Espagne (art. 154), il importe de calculer les différences de latitude par la série (A') précédente, prolongée jusqu'aux termes du troisième ordre inclusivement, et d'y appliquer la correction ^J^ que nous venons de trouver, comme on le verra par la suite.
196. La méthode précédente, par laquelle on détermine les positions géographiques des sommets des triangles , à l'aide des distances obliques, avait été proposée, dès 1787, par Legendre, dans un Mémoire sur les opérations géodésiques , imprimé parmi ceux de l'Académie des Sciences ; et c'est celle que Delambre a principalement adoptée, à l'occasion de la nouvelle mesure d'un arc du méridien. Legendre, considérant en outre le cas où la ligne géodésique est perpendiculaire, a donné des formules qui dérivent des séries (A), en y supposant V = 100^, comptant les azimuts du nord, et faisant V = aoo^ — z\
La première hypothèse introduite dans les coefficients différentiels , donnant
\ ds
les séries dont il s'agit se réduisent aux suivantes :
H' = H - |K>.taDgH,
cos H 3 cos H
z' = 1008 — K tang H + I K» tang H{{ + tang^ H' ) = ioo« — R tang H'— | K» tang H'(i+ 1 tang^ H')
Mais H' n'étant que la latitude approchée du point M', il faut^ d'après ce qui a été dit précédemment, avoir égard au terme dépendant de l'aplatissement de la Terre. Alors si , pour indiquer que la ligne géodésique K est perpendiculaire au méridien de M, on la désigne par jTj et qu'on la divise par N pour la ramener à une sphère du rayon pris pour unité y on aura définitivement en secondes
(a'O H, =H-i'^^(i + e»cos»H);
réciproquement
(aj H = H. + '-^;?5i5i(n.e»cos«H,);
V /// « 2 N» sin r ^ '^ ^
puis longitude
(Ô'O P' = Ph._.4 — -fi-l^tang^n), ou bien
J F = PH
Nsini"cosH/
azimut
(O z'=ioo«-jj^tangH+ijj4ptangH(i+tang«H); OU 9 si l'on connaît seulement H « ,
(O z'=ioo«-jj^,tangH. -ijp:^,tangH, (1 + itang»H,y Enfin des formules (6'') et (c'') on tire sans difficulté cette relation
{d") (P' - P) sinH = loo» - z' +lp^ tang» H
laquelle est, comme on voit, presque indépendante de l'aplatissement
terrestre.
Ces formules n'exigent que la recherche d'un très-petit nombre de logarithmes, et elles ont toutes des éléments communs qui en rendent le calcul très-rapide. Elles servent surtout lorsque les sommets des triangles sont connus par leurs distances à une méridienne et à sa perpendiculaire (art. 163) ; et comme elles dépendent de la latitude H du pied de la perpendiculaire y^ latitude qui le plus souvent n'est pas donnée immédiatement , il est nécessaire de résoudre d'abord cette question :
Connaissant la distance x du pied M de la perpendiculaire y au point principal du réseau trigonométrique dont la latitude connue est h , trouver la latitude de M.
Or, on a par l'art. 185
ATT TT f ^ 3 / <?* \ sinaAj:» , .
AH = H — A = — : — ;7— /l \\- — ^ — y (ij
p et p' désignant les rayons de courbure du méridien et de l'arc perpendiculaire à l'origine de x\ c'est-à-dire que
(i — ff*sin» A)* (i — e»sin*A)*
X doit être pris positivement ou négativement, selon que cet arc se trouve au nord ou au sud du lieu principal. On peut presque toujours, dans
la pratique , se contenter du terme — : — ;; ; d'ailleurs il est aisé de cal-
*^ * ' p sin r '
culer le second terme , en faisant usage des valeurs numériques données dans l'art. 181; et il y a cela de remarquable, que les coefficients de X et x^ sont constants pour toute l'étendue de la carte.
Au surplus, les formules (a'), (6'), {(/) étant générales, on pourra les appliquer encore dans cette circonstance , en regardant les coordonnées rectangulaires x^jr comme deux lignes géodésiques consécutives K, K'* l'une jc ou R ayant pour azimut Z = o , ou Z = aoo*^ , selon que cette abscisse s'étendra vers le sud ou vers le nord; l'autre^ ouK' ayant pour azimut Z= loo* ou Z;= 3oo*, selon que cette ordonnée sera à l'occident ou à l'orient du lieu principal du canevas trigonométrique.
Cependant si Tabscisse x était de plus d'un degré sexagésimal , il faudrait en déterminer l'amplitude par la série (II) de l'art. t8S, prolongée jusqu'aux termes du 3® ordre.
197. Si l'on désigne toujours par h la latitude du lieu central d'une carte, par H, H' les latitudes respectives du pied et de l'extrémité de la perpendiculaire jr^ par P la différence de longitude de ces points y on aura ensuite
H = A + A;i, tangP = ^, amplitude en degrés,
„=i8î4 + |e«^8m«H.4' (art. 188); et
sin(H — H') = sin H sini^ tang - ( I 4-e' cos' Hh- . . .), ou
sin(H — H') =sinH'tangMtang?(H-e*cos'H'+. . .);
en vertu des art. 62 et 195.
Ces dernières formules ne dépendant pas de la petitesse de u , doivent, pour cette raison, être substituées à celles de l'art. 196, lorsque les points de la carte sont très-élpignés du méridien principal. Mais, comme les positions géographiques des sommets d'un réseau se calculent plus aisément et avec plus d'exactitude par la méthode des distances obliques (art. 195), nous ne prolongerons pas plus loin nos remarques à ce sujet.
Applications numériques.
198. Dans le dessein d'abréger le calcul des formules précédentes, nous avons construit la table lY , pour l'aplatissement o,oo3!24 9 ^^ pour le quart du méridien de 100007^4"^'^'"; ce sont, en effet, les deux éléments fondamentaux qui furent adoptés en 181 7, au Dépôt de la Guerre, pour les calculs de tous les points trigonométriques de la
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nouvelle carte de France (art. 181). Nous aurons recours à cette table pour résoudre la question suivante.
La latitude du Panthéon , à Paris ^ déduite de celle de l'Observatoire royal , est , selon les opérations de la carte de France | K=5/i''jti']^aj55 ; sa longitude orientale , comptée du même Observatoire 9 est.... P = — o°,oio6,8i ; le log. de la distance, en mètres , du Panthéon au clocher de la paroisse de Dammartin , est log K = 49^249711 (art. 150); enfin l'azimut de cette distance sur l'horizon du Panthéon est Z = a5i''94oo.^ compté du sud à l'ouest : on demande la latitude H' et la longitude P' de Dammartin , ainsi que l'azimut Z' du Panthéon sur l'horizon de cette ville. [Voyez PL IX.)
Calcul de la latitude (formule a').
En écrivant cette formule ainsi ,
H' = H - AKcosZ - BK* sin^Z, ; "
on a
et en faisant
f-<?*cos*H Nsini
"= N>sin,- 'i^°g»?
Nsini"* ) H-tf*cos»H'
( N étant la normale au Panthéon ) , les logarithmes de ces quatre facteurs et de cette normale , qui ont pour argument la latitude H , seront donnés par la table lY ; en sorte que les calculs de la position géographique de Dammartin se réduiront à ce qui suit.
logK = 4.5^49711 1. cosZ = 9.8397186—
log jc = 4.3646897 — (Tab. IV) log A = 8.9996822-
I*' terme
I ^^ terme 2® terme
AHh- = 23o8,8i
log K = 4-524971 1 1. sinZ = 9.8588310—
log^ = 4.3838o2i —
2 log^ = 8.76760 (Tab.) log B= 1. 95167—
log 2* terme = 0.71927—
latitude H'=:i 54 ,5o5 1,36
cos H
Nota. Les logo: et log^ sont ceux des distances à la perpendiculaire et à la méridienne du Panthéon ; ainsi la position de Dammartin est parfaitemen connue par ce premier calcul , puisqu'on a
a: = — a3i57",4 nord, 7 = — a4i99 ,3 est.
Calcul de la longitude (formule b'),
p/_p_^pKLsinZ
(Table IV) log F = 8.9984669 ( ci-dessus ) log r = 4. 3838o2 1 — \e^K^ c. logJH' = 0.1835335 P = - o%oio6%8i
' log AP = 3.5658oîi5-., AP = - o ,3679 ,61
Longitude P' = — o ,3786 ,4a orientale.
Calcul de l'azimut (formule c').
Z' = aoo- + Z-AP»i5_|iH±H;)
cos|(H — H')^
(ci-dessus) log AP = 3.5658oa5-H
log sinl (H + H') = 98774549 C. log cos^ (H — H') = 0.0000007 200 + Z = 5i'*,4oo3,oo
log AZ = 3.443258i-h AZ = + o ,2774,96
azimut Z'= 5i ,6777,96
Ces calculs donnent les corrections en secondes centésimales; si Ton voulait les avoir en secondes sexagésimales, il faudrait ajouter aux log. des facteurs A, B, F, le log. 9.5io545o, et convertir en grades l'argument de cette table. Enfin le logarithme du rayon de courbure du méridien , à une latitude donnée , se trouvera par la même table, en faisant attention que logp = 3 log N + 6.3879504 , d'après l'art. 183.
Dans ce dernier calcul, la correction d'azimut AZ, qu'on nomme I. 46
aussi cons^ergence des méridiens \ est positive , parce qu'on a pris AP avec un signe contraire, ainsi que l'exige la formule; et l'on a rejeté de la somme, 4oo* qui font une circonférence entière.
C'est ainsi qu'en allant d'un sommet de triangle à un autre , on parvient à déterminer géodésiquement leurs positions géographiques , et à retomber sur des points déjà calculés; ce qui sert de vérification.
Par exemple , pour avoir la position géographique de Saint-Martindu-Tertre, qui est aussi un des sommets du triangle résolu (art. 150) , partons encore du Panthéon où l'angle sphérique compris entre Saint- Martin et Dammartin est de 5 1^,5279,2 ; l'azimut d« premier objet sera / évidemment, d'après ce qui précède,
Z = 25i«,4oo3 — 5i^,5a79,a = i99«,87a3,8;
et l'on trouvera, en opérant comme ci-dessus,
H = 54%a742,55 P=— o%oio6,8i, aoo-i-Z=399%8723,8
AH =+ 2924,78 AP = + 8,93 AZ
lat. H' = 54 ,5667,33; long. P'= —0,0097,88; azim. Z'=399,87i7,i
Les deux premières valeurs sont la latitude et la longitude de Saint- Martin , et la troisième valeur est l'azimut du Panthéon sur l'horizon du même lieu.
Enfin partons de Dammartin pour retrouver la latitude et la longitude de Saint-Martin. D'abord, si à l'azimut du Panthéon, trouvé de 5 1 ',6777,96, on ajoute l'angle sphérique compris entre ce monument et Saint-Martin , savoir 64*^,3 127,4 > on aura Z = ii5%99o5,36; et à cause de log K = 493982 171, il viendra, en prenant dans la table lY les log. de A et de B correspondant à la latitude 54%5,
AH=+ 6i5,9 AP =-1-0, 3688,5
Ainsi ces deux résultats sont les mêmes que ci-dessus. Dans tous le» calculs de ce genre , ce sont lee angles sphériques qui
lu
concourent avec un azimut primitif à former les azimuts des objets observés d'un même lieu : or il arrive souvent que la somme des angles qui forment un tour d'horizon diffère de quelques secondes de quatre angles droits , et alors on conçoit que les azimuts Z de départ y introduits dans le calcul des coordonnées géodésiques , devraient à la rigueur être corrigés proportionnellement de l'erreur dont il s'agit. Mais, à vrai dire, cette correction est généralement trop minime pour qu'il soit nécessaire d'y avoir égard en géographie. Voyez d'ailleurs dans la Nous^elle Description géométrique de la France^ tom. P% p. 65 , la note que nous avons donnée à ce sujet.
199. Calculons maintenant la différence des latitudes des stations de Desierto et de Mongo (art. l&i), à l'aide des éléments suivants.
Latitude de Desierto H= 44%54oa,79= 4o*'5'io",5
Azimut de Mongo , sur l'horizon de Desierto , compté du sud à l'ouest Z = 396 ,3644970 = 356.43.4o ,9
log. de la distance de ces
deux stations. log K = 5. iSii 9o53.
Comme cette distance est considérable , on déterminera d'abord approximativement la latitude H' de Mongo , au moyen de cette expression
H' = H - |4^ = H - FR cosZ,
Nsini
et l'on aura
(table IV) log F = 9.00032 —
log K = 5.16291 1. cos Z = 9.99929 H = 44%54
log cïH = 4.1 5252, cïH = — I ,42^40*
latit. appr. H' = 4^,12
De là, latitude moyenne i (H -h H^ = 43%83.
Cette latitude et celle H de départ seront les nouveaux arguments de la table dont il s'agit, pour déterminer les logarithmes de R et de N,
qui sont aussi des éléments de la formule
KcosZ . K» siii»Z ^, . K^sin'ZcosZ, ^ ,„.
;^--7, tangH + i ^,p,:^../ (i -hStang» H)
Rsini" 'NRsini
N*Rsini
démontrée (art. 195). Cette opération préliminaire donnera
logR = 6.8o35ooa, logN = 6.8051987,
puisqu'en appelant N^ la normale correspondante à la latitude moyenne |(H + H'), on a (art. 183)
log R = 3 log N,„ + 6. 3879504 ; après quoi le calcul de H' — H s'efFectuera ainsi qu'il suit.
i*' terme.
logK
tangH
c. logN = 3.19480
c. log R sin I* = 9.00038
log 2* terme. 9.638oo
4" terme.
log 3* terme = 7.58273
log. 3 = 0.47712
2 log. tang H = 9.85028
log 4* terme 7.91013
i" terme —
2* terme —
3** terme -^
4*" terme +
cherchée AH — —
différence de latitude Ainsi la latitude de Mongô H'=H-|-AH=:43%i I9a%94=38«48'a6",5.
Notez bien que la formule précédente pouvant s'écrire ainsi qu'il suit:
en y désignant la différence de latitude approchée par ^R exprimée en secondes, le calcul serait réduit à deux termes, à l'aide d'une petite table à double entrée qui donnerait le log. du facteur trinôme
i -^ sin )' - (?H taneH sin i" = G
^ tang H ^
Dans l'exemple actuel, les arguments de cette table seraient cHl et H, et l'on aurait
log. G = 9.98783 log. 2® terme ci-dessus 9.63800 —
log. 2* terme corrigé 9.62583 = — o^f^^n
i^ terme — i°4î^09 >433 AH = — 1,4^09,855.
On verra bientôt un autre moyen d'effectuer ce calcul sans la petite table dont il s'agit. Au surplus il est presque toujours permis de faire G = i .
Cette latitude H' serait plus forte de i",85 centésimale en l'évaluant par le procédé ordinaire exposé à l'art, précédent, puisqu'il donne AH = — i*,42o8 = — i®i6'43",49; Dtiais il n'est pas difBcile de s'assu-
rer qu'en multipliant AH par T.^, on ramènerait cette différence de
latitude à sa vraie valeur, T étant un facteur donné par la table IV.
Quant à la différence de longitude des mêmes stations, elle se déduira également de la formule
B') AP = F
qui est encore assez exacte dans la circonstance actuelle (art 367). En
voici le calcul :
(Table IV ) log F = 8.99868 1/|
logK = 5.1 529053 1. sinZ = 8.75645^1 — c. logcosH' = o. 1083191
log AP = 3.0163579 — Partant .^
AP = - io38%38
et comme longit. de Desierto, P = + a >5639 ,8a ouest
longit. de Mongo, F = + a'*,46oi ,4^1 = a<'ia'5o",87.
L'azimut de Desierto, sur l'horizon de Mongô , s'obtiendra pareillement , avec une exactitude très-suffîsante , par la formule employée à l'art, précédent; nous nous bornerons à dire qu'on le trouvera de i96%43o4%5= 176^47' i4%66.
Si dans la formule (A') tout était connu excepté K, l'on aurait par le retour des suites
R=_ J^(H'-H)sini"-i?i^^^?^.^(H'-H)»sin»i"...;
cosZ ^ ^ * cos'Z N ^ ^ '
et en passant aux nombres, il viendrait, à cause de H'— H négatif,
C'est de cette manière que , dans la reconnaissance géographique d'un pays, l'on obtiendrait approximativement la longueur d'une longue base dirigée à fort peu près dans le sens du méridien y s'il y avait impossibilité de la mesurer directement , et si l'on avait observé avec soin les latitudes de ses extrémités ainsi que son azimut. Mais il est évident qu'une incertitude d'une seconde sexagésimale dans l'amplitude H' -- H ferait que la base cherchée ne serait connue qu'à une trentaine de mètres près.
N. B. La formule (A'J donne en toute rigueur la différence des latitudes des extrémités de l'un des plus grands côtés de triangles qui aient été mesurés; mais quoiqu'elle ne soit pas très-longue àcalculer^
nous avons cherché à la modifier de manière à la réduire à ses deux premiers termes sans en altérer sensiblement l'etactitude , et nous avons remarqué qu'il suffisait pour cela de faire
(a) H^-H=: ^g^,— x^'""'^tangi(H + H-).
^ ^ R sin j " 2 ]yï^_ sin ,// & 2 v )
En efifet, si Ton développe tang ^ (H + H')= tang (H+|rfH), rfH étant kl différence approchée des latitudes^ et si l'on observe que
rfH = ■— — cosZy à très-peu près, il viendra, en arrêtant le développement aux termes du troisième ordre ,
- i|j^ sin» Z tangH + j^sin" ZcosZ (i + i tang» H),
tandis qu'on devrait avoir
-i^«ia»ZtangH + ^sin»ZcoéZ(|+itang«H).
Mais il est aisé de voir qu'à la latitude de 4^ degrés le facteur binôme du dernier terme serait \ d'une part et f de l'autre , et qu'en définitive il y a presque compensation. C'est d'ailleurs ce qu'un exemple numérique va mettre hors de doute.
D'après les données ci-dessus , la nouvelle formule (a) donne
et puisque le premier terme eôt le même que précédemment, l'on a
H' — H = — i%4ao9%433 - o',4a3 = — i%4ao9,856.
On pourra donc, à l'avenir, substituer cette formule à la première (A'), et être sûr qu'elle procurera , à très-peu de chose près , les mêmes résultats, puisque, dans l'exemple actuel, la différence est à peine dans les millièmes de seconde centésimale.
La plus courte distance de deux points donnés sur le sphéroïde terrestre, par leurs latitudes et leurs longitudes géodésiques , est susceptible d'être déterminée exactement par les formules précédentes, lors-
qu'elle est très-petite à l'égard du riayon de la Terre , ou, comme on dit, lorsqu'elle est de l'ordre de l'aplatissement. En effet, si^ dans les deux formules (A'), (B') employées ci-dessus , on pose
X = KcosZ, et ^ = KsinZ,
et qu'on néglige, dans la première, le troisième terme qui est à peu près insensible pour les plus grands triangles dont on peut observer les angles, on aura évidemment à résoudre ces deux équations
AH
Rsini" aNRsin
^^tangH, AP = j^^,-^^-,„,
lesquelles donnent sur le champ
y = N. AP cosH' sin i% x = — R. AH sin i"
de là
= tane Z, et enfin K = — =- =
î-^^angH;
sinZ'
Telle est la solution fort simple qui résout le problème que nous considérons en ce moment, et dont nous prendrons ci-dessus les données.
Valeur de /.
logN = 6.8051987
logAP = 3.0163679 logcosH' = 9 8916809 logsin i' = 4-i96ii99
logjr = 3.9093574
Valeur de Z.
terme
jr = 141970 ,0
Z = — 3%6355*,4 ou 396%3644*>6; c'est-à-dire l'azimut de Mongo sur l'horizon deDesierto.
Enfin l'on a
\ogj = 3.9093574 — c. log sin Z = i . 3435473 —
logK = 5. 1629047 -h et distance cherchée, K = 142201^,7;
résultat seulement de o",2 plus petit que le précédent.
Les opérations par lesquelles les ingénieurs-géographes ont lié à la triangulation de la France deux sommets de montagnes de l'île de Corse (art. 154), m'ont fourni l'occasion d'appliquer utilement cette solution. (Voyez Nom^elle description géométrique de la France ^ t. I, p. 75 et suiv.) On pourrait au surplus restituer, pour plus de rigueur, dans la valeur de AH précédente , le troisième terme
-^l^r» ('+3tang3H)
que j'ai omis à cause de son extrême petitesse ; ou mieux encore , pour abréger les calculs , employer la formule (a) de l'art. 199.
Je terminerai ce sujet par le tableau suivant , contenant le résumé du calcul des positions géographiques de quelques points de la triangulation des environs de Paris, dont il a été parlé (art. 150) et que représente en partie la^g. i [PL IX), Cette triangulation se rattache à la méridienne de Delambre par le côté Panthéon Saint-Martin-du" Tertre^ et au parallèle de Brest à Strasbourg par le côté Panthéon Belle- Assise. Les jeunes lecteurs pourront s'exercer à vérifier les nombres correspondants au point qu'ils regarderont comme inconnu.
nous DES STATIONS •
AZIHCTS.
a65.&ii
6i.6i53,6 ti6i.a559,3
— oGoio6«8i
Saint-Marlin-du-Tertre
Panthéon ; . .
Belle' Assise
Panlhéon
Vélizy
Saint-Marlin-du-Terlre
Les Allaets
Dans ce tableau la position de Dammartin n'est pas comprise^ parce qu'elle a été déterminée précédemment. Si l'on veut trouver pareillement celle de la flèche de Saint-Denis , on partira de son azimut sur rhorizon du Panthéon , qui est de ao6%o793'' , et de la distance de ces deux points qui est de 9998™,7.
MOYEN DE RAMEITEB, A UNE CERTAINE HYPOTHÈSE d'aPLATISSEMENT DES RIÊSULTATS GEODÉSIQUES OBTENUS DANS UNE AUTRE HYPOTHÎlSE.
200. Si, après avoir déterminé les coordonnées géographiques des points pris pour fondements d'une grande carte, on reconnaissait que l'aplatissement de la Terre choisi à cet effet fût trop différent de celui qui convient à la région levée géométriquement , la question à résoudre pour corriger les résultats obtenus serait celle-ci :
Étant données les latitudes et longitudes des points éCun réseau de triangles j calculées sur un ellipsoïde dont F aplatissement est a, trousser, par la voie la plus prompte , ce que deviennent ces éléments géographiques lorsque F aplatissement est ai! ^^oL-hda.
Solution. Soient comme précédeniment H, H' les latitudes, et P, F les longitudes de deux points quelconques d'un ellipsoïde de révolution dont a est l'aplatissement , Q le quart du méridien et a le rayon de l'équateur. Appelons en outre Â la difféi*ence des parallèles de ces points , B celle de leurs méridiens, mesurée sur un arc de parallèle passant par le point H'; on aura, art. 190, les deux relations
A = -^ (H' ~ H) - 3 a ^ sin (H' - H) cos (H' + H) , P-P = JË^(,_asin»HO,
dans lesquelles n désigne le rapport de la circonférence au diamètre, et les amplitudes sont exprimées en degrés sexagésimaux. Si l'on suppose que la latitude H et la longitude P sont les deux données fondamentales qui , avec l'azimut de départ , ont servi à calculer H' et F, ces dernières quantités varieront avec a , et il en sera de même de Q et de a ; ainsi , en différenciant et négligeant les quantités du second ordre, telles que
txda, etc., on aura
(i) rfH' = | ^sin(H' - H)cos(H'+ H) - ^(H' - H), (2) rfF = - </a(sm» H' + I) (P' - P) - ^ (P' - P) ,
à cause de
a = ^(i+ia), etde "^ =\doL ' ^^
Telles sont les deux formules de correction à employer lorsqu'on veut rendre rigoureusement comparables des positions géodésiques qui n'ont pas toutes été assujetties à la même hypothèse d'aplatissement : elles ont le précieux avantage d'être non-seulement indépendantes de A et de B, puisque ces quantités doivent être supposées invariables, mais encore de la petitesse des amplitudes H' — H et F — P. Par exemple lorsque deux triangulations sont rattachées Fime à l'autre, et que tous les points de chacune ont été ramenés au même aplatissement a, on ajoute une constante aux latitudes et aux longitudes des points qui avaient été déterminés en supposant l'aplatissement a! ; et il est évident que cette constante est exprimée par la diflférence qui existe entre les coordonnées géographiques des points communs aux deux triangulations.
L'effet d'un changement d'aplatissement de la Terre, sur un azimut conclu, s'évalue aussi avec facilité, car la formule {if)j art. 196, dans laquelle nous changerons H en A^, pouvant visiblement s'écrire ainsi :
z' = 90° — (P'— P)sinAo-*-- - -,
sa différentielle , en regardant P et A^ comme constants , est
dz' = — rfP'sinAo,
et puisque h^ est nécessairement la latitude du pied de la perpendiculaire abaissée du point H' sur le méridien de H, on a cette relation (art. 56)
cot Hq = cot H' cos( F — Pj
pour déterminer cette latitude. Il suit de là et de ce que 2' = Z' — 1 80®, que la différentielle dz' se change définitivement en celle-ci :
(3) dZ' = [^a(sin>H'+i)(F - P) + ^ (F - P)j sin h^;
l'azimut Z' étant , bien entendu , compté du sud à Touest.
Il faut faire attention que y dans ces formules , la différence de longitude F' — P est positive ou négative, selon que le point P' est à l'occident ou à l'orient du point P; ainsi l'on pourra, dans la formule (2), prendre toujours P' — P positivement et ajouter algébriquement à cette différence de longitude sa correction dP' ; mais dans la formule (3) il faudra prendre P' — P négativement, si le point P' que l'on considère est à Test de la méridienne de P : cela est important pour ne pas faire une fausse application numérique de ces formules. Le deuxième volume de la Description géométrique de la France oflfre, aux pages 628 et suivantes, plusieurs exemples de leur utilité; en voici un : Quel serait l'aplatissement que devrait avoir l'ellipsoïde terrestre pour que les observations de latitude et d'azimut faites à la tour Saint-Âubin d'Angers, s'accordassent avec la latitude et l'azimut géodésiques calculés dans l'hypothèse de o,oo3a4 d'ellipticité, et en partant de pareilles données recueillies à l'Observatoire de Paris? sachant qu'à Angers l'on a eu
Latitude. Azimut de La Salle.
Géodésiquement. . . . H' = 47^28'! 0^67 Z' = io«33'48%56 Astronomiquement. . . 47«2i8. 6 ,79 io.33.3i ,85
rfH'=^I 3T88 dZ' = ~ 16,71 Longitude géodésique F = + 2i**53'ai",57 ;
et que de plus à Paris la latitude de l'Observatoire H = 48**5o'i3'''. Celaposé,lesformulesdifférentielles(i), (3), danslesquelles nous ferons
-^ = dqy et P = o, seront numériquement
- 3%88 = 8ii",oa da -h 49aa%53 dq,
— 16 ,71 = 7999 ,7 da -h 7669 ,7 dqj
et donneront
d^ = — 0,00521734; éafa = — o,ooi5834;
mais par supposition , a = o,oo35i4 5
donc c/! ^=. tf, Àç' doL =. o,ooi6566 = zr-5-21;
donc la correction du quart du méridien est
rfQ = Q X rfy = - 52734°",
en supposant Q de dix millions de mètres. C'est-à-dire que pour que l'accord demandé eût lieu, il faudrait que Paris et Angers fussent situés sur un ellipsoïde très-peu différent d'une sphère d'un rayon moindre que celui de la Terre. Mais cette conséquence, pour être juste, implique , sinon la parfaite exactitude des mesures géodésiques et astronomiques , mises en comparaison , du moins l'extrême petitesse des erreurs dont elles peuvent être affectées, et c'est ce qui est en effet indubitable. Sans entrer quant à présent dans plus de détails, voilà de quelle manière j'ai été amené à conclure que si les ea.ux de la mer recouvraient tranquillement le sol de la France, leur surface n'y serait pas celle d'un solide de révolution.
PAR DIVERS PROCÈDES ANALYTIQUES
201. Lorsque l'amplitude géodésique d'un arc de méridien est connue avec une grande exactitude y et qu'elle est au plus d'un degré et demi y il suffit , pour en avoir immédiatement la longueur, de la multiplier par le rayon de courbure correspondant à son milieu, et calculé dans la même hypothèse d'aplatissement adoptée pour la détermination des différences de latitude des sommets des triangles. Par exemple , selon les calculs faits au Dépôt de la guerre, par M. Largeteau, la différence des latitudes de Dunkerque et de Greenwich est (p = 0^,49 lA^'ySa; et à la latitude moyenne ^ = 56*^,45, le logarithme du rayon R de courbure, déduit de la table IV, est
logR = 6.80433^8 on a de plus log y = 3.6914900
logsini' = 4.1961199 logconst. 9. 71 01 800
de là , log distance mérid. = 4 • 4oa 1227 en toises ;
et enfin , arc du méridien compris entre les parallèles de Dunkerque et de Greenwich , A := 25î24i^>93. C'est aussi ce que Delambre a trouvé par un tout autre procédé que nous expliquerons bientôt.
La méthode géométrique expliquée à l'art. 159, pour déterminer la longueur d'un arc de méridien et d'une perpendiculaire , dépend de celle sur laquelle est fondée la résolution des triangles sphériques peu courbes, et de la connaissance de l'angle azimutal du premier côté du
réseau. Quoiqu'elle soit fort simple, on ne saurait cependant l'appliquer avec succès qu'en choisissant parmi les triangles du canevas construit à une échelle assez grande , ceux qui jouissent des conditions requises.
Lorsque , dans les calculs de cette espèce , on emploie uniquement les angles sphériques, ainsi que l'a fait Delambre dans la détermina ~ tion de l'arc du méridien compris entre les parallèles de Dunkerque et de Barcelonne ^ on se trouve obligé de passer des logarithmes de sin K et sin K' à celui de sin (K — K!). Par exemple , la résolution du triangle sphérique ACM {Jig. 34) donnant log sin CM , on a besoin de connaître log sin BM = logsin(BC — CM), pour pouvoir résoudre le second triangle sphérique BMM'. Voici comment Delambre lève cette petite difficulté.
A cause de
sinK - sinK'= asin| (K - K') cos^(K-h K')
sin(K — K')co9|(K + K')
oo»-i.(K — K')
on a
par suite
sin (K - K') == ("°«^-"''^;)co»i(K-K') ^ ' cos|(K+K')
_ Sin K 1^1 - -^^j ^,i(g_^.K,) »
log sin (K - K') = log sin K + log (i - ^)
+ log[i-asin»i(K.-K')] -log[i-asinH(K + K')].
D'ailleurs la petitesse de K et de K' permettant de faire
log [i- asin'KK - K')] - log[i- asin^ (K + K')] = aM [sin4(R + K') - sin'i (K - K')] = a/* sin^K sin iK'
s-l-fisinKsinK',
on a, en faisant attention que sin K et sin K' sont donnés en mètres, log8in(K-R') = logsinK + log(i-^) + ^sinKsinK';
p étant Je rayon de la Terre, et /x le module o,434^9-*- Pareillement
logsin(K + K') = logsinK + log(i+|^)-J^sinKsinR'.
Mais on est dispensé de Tusage de ces formules et d'une figure , par le procédé analytique suivant.
Supposons premièrement qu'il faille calculer la longueur de la méridienne AX ( j%. 34) comprise entre les parallèles des points extrêmes A, L. On commencera par déterminer, à l'aide des formules (a'), (i'), {c')j les positions géographiques des points B, D, F, H , K , L, situés sur la ligne polygonale qui s'étend le long de la méridienne. Ensuite on calculera la différence des parallèles des deux premiers points A , B, c'est-à-dire l'arc de méridien qui les sépare ; puis des points B, D ; puis des points D, F, etc., jusqu'à ce qu'on soit enfin arrivé à l'extrémité L de la chaîne. La somme de toutes ces différences sera la longueur cherchée , comme cela est évident.
La formule qui donne en unités métriques la différence des parallèles de deux points tels que A, B extrémités du premier côté K du réseau, est précisément la première (A) de l'art. 195, dans laquelle R est exprimé en mètres. Mais, dans cette circonstance , il est indispensable de conserver les termes du troisième ordre ; ainsi , en rétablissant l'homogénéité et faisant H' — H = dM , on a cette formule de rectification employée par Delambre ,
r/M = ~ K cos Z — i 1^ sin^ Z tangH -h i |J sin^ZcosZ( H-3tang^ H); (A)
N désignant la normale au point A de l'ellipsoïde de révolution. On voit donc que la distance entre les parallèles du pied et du sommet d'une
perpendiculaire^ à la méridienne est simplement rfM = -l^*^, tangH',
en désignant par H' la latitude du sommet dont il s'agit.
Si , au lieu de recourir à ce résultat déjà obtenu , l'on voulait y parvenir aussi directement que possible par la voie du calcul différentiel , on ferait , comme à l'art, cité , ^M =y'(K), pétant le signe d'une fonction quelconque; et par le théorème de Maclaurin, on aurait généra-
lement
les coefficients différentiels répondant à K = o. Or, d'après la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique ,
sin H'= sin H cos K — cos H sin K cos Z ,
le rayon représentant Tunité , et l'azimut Z , toujours compté du sud à l'ouest, étant censé aigu ; et par des différentiations successives prises en regardant R et H' comme les seules variables , il vient , après avoir fait K = o,
i^lë) = ^ ^'''' ^ ^^^^ (3 + tang^ H) ;
valeurs qui , étant substituées dans la série précédente , reproduisent la formule (A).
La valeur numérique de la- normale N ne peut se calculer qu' approximativement pour chaque point de départ; il en est de même des valeurs des séries {a'), (é')> (^')» puisque quand il s'agit d'évaluer un arc du méridien. Ton est censé ne connaître l'aplatissement de la Terre qu'imparfaitement. Mais l'incertitude qui existe à cet égard n'est ici d'aucune conséquence.
Remarquons d'ailleurs que , dans le calcul de la différence des parallèles, chaque arc partiel, tel que rfM, peut être considéré, vu sa petitesse, comme celui d'un cercle dont le rayon est égal à la normale correspondante ; mais la véritable amplitude de cette petite ligne géodésique est sur le sphéroïde l'angle des deux normales de ses extrémités, et non celui des deux rayons extrêmes de l'arc de cercle dont il s'agit.
En calculant de la même manière la distance comprise entre les parallèles des points extrêmes A, L, à l'aide de la ligne polygonale ACEGIL, qui ne s'écarte pas encore trop de celle qu'on veut déterminer , on aura une vérification du premier résultat : il convien- I. , 48
dra de prendre le milieu entre les deux , s'ils difTèrent un peu l'un de l'autre.
Afin de donner une application de la formule précédente , nous allons évaluer la différence des parallèles du Panthéon et de Dammartin. Les éléments de cette formule sont, d'après l'art. 198 ,
log K = 49534971 1 , Z = a5i^94oo3, H = 54*,a74a55 ;
et la table IV donne, avec l'argument H, log N = 6,8o54i3a9 puisque l'aplatissement des méridiens , en France, a été supposé de -^ (art. 181).
TTPB DU CALCUL.
1*' terme.
logK = l.cosZ ^
4,5a497ii
terme log
a* terme.
log i = 9>69897 alogK = 9,04994
a log sin Z = 9,71766
log tang H = o,o5849
c.logN = 3,19459
log 2^ terme = 1,71965 —
a log tang H = 1.4* terme = 9,3374' -^
Réeapieuiation.
i*' terme = + a3i57",4a a« terme — 5a"*,438 \
4^ — o ,ai7 )
di£f. des parall. ^M = a3io5 ,a5
On calcule directement la correction à faire aux distances obliques , pour les réduire à l'arc du méridien compris entre les parallèles de leurs extrémités , en employant la formule suivante :
K-rfM = aKcosHZ + i^8in»ZtangH
- igjsin* Zco»Z(i + 3tang* H)
qui n'est autre que (A), en y écrivant 2Cos*|^Z— i au lieu de cos Z; et pour lors toutes les fois que cos| Z sera très petit , totrt le calcul pourra s'effectuer avec les logarithmes à cinq dédmales.
Nous pouvons évidemment appliquer ici la simplification que présente la formule (a) de Fart 199; c'est-à-dire remplacer la précédente (A') par celle-ci :
(aO rfM = - K cos Z -- I ^sin^ Z tang{(H + H'),
dans laquelle N est la normale à la latitude moyenne -^(H + H')? latitude géodésique qu'il suffit de connaître approximativement.
Pour exemple y et pour le cas le plus défavorable, cherchons la distance méridienne comprise entre les parallèles de CamjHfe^ et du Desierto de las PalmaSj deux des stations de MM. Biot et Arago , situées sur les cotes de Catalogne; et prenons pour données celles consignées dans la Nouvelle description geométriqêse de la France j à savoir :
Latitude approchée de Gampvey.. . H =^ 43^4
Latitude /efeiw de Desierto H' = 44 ,5, |(H+H') = 44b.
log K = 5.2065667 en mètres;
azimut de Desierto sur l'horizon de Campvey
On a de plus, à la latitude 44^ l'ogN = 6.8051869 en mètres. Cela posé , par la formule (A) il vient en toises
ciM = 5886oSa - 4i5So - 3So6 - 6So5 = 58436Si,
et la formule (af) étant également? évaluée par les logarithmes, on
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trouve
I*' terme. a* ternie.
logK = 5.2065667 — l^gi =9*69897
cosZ = 9.8530750 — 2logK=o.4i3i3
log const. . . 9.7101800 asinZ=9. 69166
logi**^ terme 4.7698217+ tangi(H-hHO =9.91 765 I" terme 5886oSa comp. log N =3. 19481 2« terme — 4^3,1 log const. =9.71018
DisTAircE MÉRIDIENNE 58437, 1 log 2* terme 2.62640= —423^06 ci-dessus 58436, i
Différence i^o
Ainsi cette nouvelle formule est en discordance d'une toise avec la précédente , parce qu'elle est appliquée à l'un des plus grands triangles qui aient été mesurés ; mais elle s'en écarterait beaucoup moins dans toute autre circonstance. Sa simplicité la rend propre à abréger singulièrement les calculs faits comme premier essai, et même à vérifier promptement un résultat obtenu.
Une autre méthode analytique fort exacte, quia une grande analogie avec celle-ci , mais qui conduit encore plus vite à la rectification d'un arc du méridien , consiste à évaluer rigoureusement les différences des latitudes des extrémités de tous les triangles qui s'étendent le long de cet arc , différences qu'il importe par conséquent de connaître à la précision d'un dixième de seconde centésimale, à l'aide de la formule (Â'), art. 199. Par ce moyen, la somme de toutes ces différences ou amplitudes partielles sera l'amplitude totale qu'on introduira ensuite dans la formule de rectification (M') démontrée à l'art. 177, pour avoir en mètres le développement entier de l'arc du méridien. C'est ainsi que j'ai opéré pour vérifier les diverses parties de la méridienne deDunkerque, et que j'ai découvert une erreur de 68 toises commise parla Commission du Bureau des Longitudes qui évalua, en 1808, la longueur de l'arc de méridien compris entre les parallèles de Montjouy et de Formentera [Nous^elle Description géométrique de la France ^ t. II, p. 34). En effet, selon mes calculs bien vérifiés, l'amplitude géodésique de cet arc de l'extrémité sud de la méridienne deDunkerque, est,
en grades , et par une moyenne entre deux valeurs très peu différentes H — H' = (p = a% 9974? 89
Latitude géodésique de Montjouy.. H = 45 >9599, 3o
Latitude idem. deFormentera. H' = 4^ 996^16,214
De là H + H' = 0 = 88 ,9aa5,l!4
Ensuite, appelant A Tare de méridien cherché , la formule (M') de Tart. 177, qui prend cette forme
A = Vç — V sin ff cos$ + V" sinaç) cos aî>,
s'évaluera très-promptement en partant des valeurs numériques des coefficients V, V, V, obtenues dans l'hypothèse d'aplatissement adoptée pour la carte de France (art. 181), et par moi relativement aux amplitudes partielles dM^ ctMf^ • . . = 9 ; et alors les logarithmes de ces valeurs seront
logV = 5.oooo3i4> lûgV = 4-491^^09» logV" = 1.49^2;
le rayon a de Téquateur étant exprimé en mètres, et l'amplitude f l'étant en grades ou degrés centésimaux. Mais, pour avoir A en toises, il faut ajouter à chacun de ces logarithmes 9.7 10 1800. Voici au reste le type de ce calcul fort simple :
!«' terme. 2* terme. 3* terme.
log V = 5.oooo3i4 logV' = 4-491^209— logV"= 1.49^4^+
logç =0.4767578 1. sin ç = 8.6727173 log sin 29 = 8.97327
logconst. =9.7101800 l.cos$ = 9.238366o logcos2$ = 9.97310—
i*' terme. . . . +153804*^,57
2* terme. ... — 129 ,56
3® terme. ... — * i ,4i
Distance méridienne exacte de Montjouy
àFormentera A=i53673 ,60
Selon la Base du Système métrique ^ t. m, p. 545 . . i536o5 ,17
Erreur commise par la Ck>mmission du
Bureau des Longitudes. • = 68*^,43
38a TRAITÉ DE GÉODÉSIE.
Si r amplitude 9 avait été évaluée en degrés et fraction décimale de degré, il aurait suffi de faire log V = 5.0457889 (*).
Cette erreur de 68 toises méritait, à cause de sa gravité, d'être signalée dans l'intérêt de la science. Pour la retrouver à l'aide de la méthode de Legendre exposée à l'art. 150, je puiserai dans la iVbwi^eZfe Description géométrique de la France (t. Il), les éléments des calculs, ainsi qu'on le voit dans les tableaux suivants; mais je ferai remarquer , auparavant , que la méthode abrégée ci-dessus m'a donné pour résultat moyen 1 53674*^,1 3, en procédant du nord au midi, e^ v/c^ very^^ et passant par les côtés les moins éloignés de ta méridienne deDunkerqûe. Un des membres de la Commission de 1 84 1 > chargée de refaire à son tour la même vérification, est arrivé à la même valeur par un autre procédé très-exact mais beaucoup plus long. {Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, t. XII, p. 1 178.)
{*) La rectification de cet arc, effectuée par parties, au moyen du logarithme du rayon de courbure de chacune d'elles, est encore assez prompte, en ayant recours à la Table IV qui donne ce logarithme. Par exemple, en diTisant l'amplitude 2^, 9974,9 en trois parties dont deux soient, chacune, d'un grade ou de 10000 secondes centésimales, et la troisième de 0^,9974*99; puis calculant les rayons de courbure corre^ pondants aux milieux de ces arcs partiels, on aura
à la latitude de 45^, 46, logB =6.8o36o59; à la latitude de 44 , 46, logR' = 6 . 8o354 1 1 ; à la latitude de 43 ,46, logR''^: 6.8034763;
et si l'on procède comme au commencement de cet article, en allant du nord au sud, on trouvera
pour le I®' arc d'un grade 5ia75^,oi
pour le a* arc d'un grade 5ia67 ,36
pourle3"de o,9974*,9d'amplit.. . 5ii3i ,06
PiSTANCB xiiBioiEnirB i53673 ,4^
Détermination de la plus courte distance de Mon^oujr à Saint-Jean
(Pi X).
TaUNGLU à réMNidre.
MontsernitA.
Montjouy B..
MataB C
MonUgut. • . .
Nontjouy. ...
MooUerrat. . .
Saint- Jean...
Montjouy....
MonUgut....
DOimÉBS
aofiM •phirlqvM.
io3. 53. 11,94
lof.oOléf en Bètrw.
oai
BXCÊft iphérl.
l^So
A!fGLKa •phèriqaat.
a6«3i'a6''oo 75.22.38,75 78. 5.57,05
io3.53.ii,94
AMGLE8 moyens.
L06. smtft detantlet.
LOG. CdTÉS en nètrei.
Le calcul de l'azimut de Montjouy , sur l'horizon de Saint-Jean , s'effectue par la formule suivante :
démontrée à l'art. 195, et au moyen de la table IV.
A Montjouy , azimut de Matas observé , 1107® . Sg'Sa'^o (*) angle entre Matas et Saint-Jean. . . — 1 37 .55. a^G
azimut de Saint^ean • . . Z = 69 .44'49y4 latitude de Montjouy. . . H = 4i<>.ai'5o'' = 46%96 et y par ce qui précède j log K = 4*86i9883...
Delà
Z' = a49^44'49%4 - o«3a'9^9 = a49"ia'39",5,
et l'azimut de Montsia, sur le même horizon 9 est de 5o®a9'44'S39.
(*) Base du Sysi. méi., tome H, page i38*
Tableau du calcul des parties de la méridienne de Saint-Jean.
TRIANGLES à résoudre.
Pied de la perpendicul.
de MoDtjouy (m).. A.
Saint-Jean B.
Monljouy C.
ANGLES SPHER.
dODDéa.
Pied de la perpendical.
de Montsia (m')
Saint- Jean
Montsia
Pied do la perpendical.
de Montsia (m')
Désierto
Montsia
Nœad(x)
Pied de la perpendic (m') Désierto
go*> o' o" 6g, m, 3g M
go. o. o 5o.a9.44,39
LQG. COTÉS
donnés en mètret .
■OBHB EXCÈS spbérl.
BSiaBBEBSOMBIBi IMGLES
moTenf.
89^59' 58''5i 69.12.38,01 ao.47*i3,48
LOG. SIKIIS.
o33To
Récapitulation des parties de la méridienne ^ calculées depuis la perpendiculaire de Montjouy jusqu'à celle de Fermentera :
1 3253^,33 294^4 jO^
De la perpendiculaire de Montjouy à celle de Fermentera
Calcul des réductions au parallèle de Montjouy et à celui de Fermentera , à Taide de cette formule
dn={Ç tang H (art, 196) ,
dans laquelle jr est la perpendiculaire du point dont la latitude = H et la normale exprimée en mètres = N.
I**. à Montjouy,
H = 46%96; logN = 6.8o523o3; log y = 4.8327493.
Delà
log dR = 2.5039675 en met.
log const. 9*7101 800
en tois. dH = -h
Ainsi en définitive, on a trouvé ci-dessus : .
i5383oT,63 ôtant (163,73 - 8,07) = i55 ,66
il reste pour la distance
méridienne de Montjouy
à Fermentera 153674^,97
Selon la Comm. du Bureau
des Longitudes de 1 808 . 1 5 36o5 ^ 1 7
Erreur 69 ,80 .
Si l'azimut de départ à Montjouy était, selon Delambre, de... 207*^39'57",5, c'est-à-dire de 5",5 plus fort que je ne l'ai supposé d'après Méchain, la correction de latitude à Formentera serait de — o",o455 sexagésimale [formule {m') de l'art, 204] , ou de 0*^,72; et alors la distance méridienne ci-dessus serait réduite à i53674^>a$, comme je l'ai trouvée en premier lieu à deux di^cièmes de toise près par la méthode de Delambre, mais en partant de l'azimut de Belle- Assise sur l'horizon du Panthéon (^Description géom. de la France, tom. II, page 37). On peut donc s'en tenir définitivement au nombre 153674 toises.
Les méthodes de rectification précédentes reposent sur la supposition que tous les méridiens qui traversent l'espace occupé par le réseau de triangles appartiennent au même ellipsoïde de révolution, et voilà pourquoi,^ en effectuant le développement de l'arc du méridien de Saint-Jean , on élude si facilement les difficultés que présenterait le procédé de Legendre, si on voulait l'appliquer comme dans le cas où les triangles s'écartent très- peu de l'arc à rectifier réellement. Il aurait pu se faire, cependant, que la longueur cherchée se fut trouvée un peu différente de celle calculée ci-dessus, si les localités eussent permis de prolonger directement la chaîne méridienne de Dunkerque jusqu'à l'île dlviza.
202. Il est des géomètres qui emploient, pour rectifier un arc de méridien, la méthode des perpendiculaires exposée à Tart. 164, mais que l'on rend plus exacte et plus générale ainsi qu'il suit :
Soienl MM;' [fig, 4*) im côté K de la chaîne des triangles, et AX
Ja méridienne dont on cherche la longueur. Si, par les points M, M S on conçoit deux arcs de grand cercle OM, OM' perpendiculaires en P, P^ à la méridienne AX^ ces arcs se rencontreront en un point O qui sera le pôle de Tare PP' qu'on a en vue de calculer. Or, en désignant les coordonnées AP, PM par ar, jr] celles AP', P'M' par x% ^'; les latitudes de M, M' par H, H', et leurs longitudes par P, P^; enfin la normale au point M par N; Tamplitude de l'ordonnée du point M s'obtiendra à l'aide de la formule
(i) sin jr = cos H sin P,
qui dérive de la propriété du triangle sphérique rectangle />PM formé par les deux méridiens p9^ pM et par l'ordonnée circulaire PM.
Si l'on désigne l'azimut Villp par Çj ce même triangle donnera
(a) cotÇ = sin H tangP,
et I oo" — Ç sera en M la convergence 6 du méridien PM par rapport à l'axe pX des abscisses ; ainsi (art. 196)
Q = loo** — Ç =^tangH,
en supposant^ exprimé en minutes ou en secondes.
De plus , l'azimut du côté MM^ sur l'horizon de M est connu ; représentons-le par Zf comme à l'ordinaire; alors l'angle OMM' sera égal à Ç — Z. D'ailleurs , en considérant les deux arcs OP, OF comme deux méridiens, les ordonnées^, y seront , par rapport à eux, les latitudes de M, M' ; et comme dans le triangle sphérique OMM' le côté MM'=K est très-petit à l'égard des deux autres , on aura, en vertu des formules {b)j (a) (art. 195), et en faisant aoo" — Ç -t- Z = V, pour abréger,
(fi') x' = or -H — anVcosV— 2^,
(a') f = I — KcosV— ^ ^sin^Vtang^;
d'où l'on déduira
PP' = or' — X.
Il suit delà que, si Ton connaît x^ yen mètres, on aura par ces formules , a/, y^ en même mesure ; mais en partant de l'origine A de la méridienne, les coordonnées x^jr sont nulles.
Remarquez qu'il n'est pas nécessaire que la formule (i) soit évaluée avec une extrême précision, en tant qu'il n'est question que d'avoir les diflFérences jc' — x et ^ — ^ ; mais qu'il faut que les angles Ç et Z, soient généralement déterminés à chaque point à projeter; ainsi Ton doit avant tout connaître les positions géographiques de ces mêmes points. Si cependant le réseau trigonométrique était traversé par la méridienne, on pourrait, sans inconvénient, déduire les azimuts Z de la supposition du parallélisme des méridiens (art. 164) et faire simplement V = loo + Z. C'est ainsi que Delambre a opéré depuis Dunkerque jusqu'à Montjouy {Base du Système métrique^ t. III, p. 4)- Toutefois ce serait mal interpréter sa formule que de l'employer dans cette hypothèse , s'il s'agissait de projeter des côtés éloignés de la mé» ridienne. La preuve en est dans l'erreur qui avait été commise en i8o8 par la Commission du Bureau des Longitudes, en procédant de la sorte et sans examen préalable , dans la recherche de la distance méridienne comprise entre les parallèles de Montjouy et de Formentera, ainsi que nous l'apprend le rapport très-circonstancié que M. Largeteau a fait au nom de la nouvelle Commission de 1841, qui a examiné à fond la question actuelle. (Voyez Addit. à la Corm. des Temps pour i844> page Ta3.)
Au surplus, quoique la série (/3') soit théoriquement exacte , elle est très-longue à évaluer, à cause des éléments subsidiaires dont elle se compose. Disons cependant qu'en choisissant convenablement pour axes des abscisses , dans la longueur d'une chaîne de triangles telle que celle d'Espagne {PI. X),un ou deux méridiens auxiliaires, et déterminant sur chacun les arcs partiels correspondants, à l'aide de la projection orthogonale, la formule (/3') pourrait s'appliquer à la manière de Delambre, et alors les calculs seraient beaucoup plus simples.
Bornons-nous, maintenant, à corroborer par un exemple la remarque relative à cette série (/3'), appliquée dans le cas le plus g^éral; c'est-à-dire projetons orthogonalement la distance de Formentera à Campvey sur le méridien de Dunkerque.
On a
Latitude de Fermentera H = 4^*^59626,46
Longitude ouest comptée de ce méridien P = o ,9364^09
Latitude de Campvey H' = 43 ,4oo3,4o
Longitude ouest F= i ,1378,90
log distance de ces deux stations, ou log K = 4*6673346 en mètres. Azimut de Campvey >à Formentera. . . Z = 178^,0796,2
A cette station logN = 6.8o5i652 en mètres.
A Campvey logN' = 6.8o5i74o
Appelons en outre ^ et ^ les perpendiculaires abaissées de H et H' sur le méridien de Dunkerque, et l'on aura, en vertu de ces valeurs, par la formule (i),
X = o^,73ii%34;
delà
JogJ* = 3.8639970
sin 1' == 4-^961 199 '
log^ = 8.0601 169 en parties de l'unité. logN = 6. 5 1 5345a = log normale en toises.
log^ = 4-5754621 en toises, y = 37623'^,7 Le même procédé conduira à ^ = 45465 ,6
Évaluant la formule (2), en partant de Formentera, il viendra logtang(ioo — Ç) = 7.963374, d'où 100 — Ç = 585o'',83 = 0;
et pour connaître l'azimut V du côté K sur la perpendiculaire y (cet azimut étant compté du sud à l'ouest, en regardant le point de concours des deux perpendiculaires^, y' comme le pôle de la sphère), on aura V = 100^ + Z + 0 ; partant ,
Z = 1 78^, 0795,2 sin V = cos (Z -H ô)
100 + ô = 100 ,585o,8 cosV =— sin (Z-|- ô).
ensuite la formule (|3') donnera
I®' terme. 2* terme.
logK = 4.6673346 logK* = 9.33467
sinV = 9.9751404 — sinV = 9.97514
c. cos^ = a86 cosV = 9.51715
i®' terme ^ii^nS^'jg
loga^terme = 9.79^07 —
La distance des perpendiculaires jr^ y' mesurée sur le méridien de Dunkerque est donc de 2a5a6'^,4i- Quant à celle des parallèles des mêmes extrémités du coté K, évaluée par notre formule (a'), elle est de 2^443^74^ * or, en calculant les réductions à ces parallèles, au moyen
de leur expression générale \ — tang H , on a
pour y^ qui est plus au sud, réduct. = -H 172^,88 pour ^', qui est plus au nord, réduct. = — 256 ,oa
réduct. totale — 83 ,i4
maisor' — x = 22526,41
donc, distance méridienne = 2^443 ^27;
donc les deux méthodes conduisent au même résultat , mais cette dernière est incomparablement plus longue.
203. Le calcul d'un arc de parallèle s'effectue par un prbcédé tout semblable à celui dont il a été question dans l'art. 201.
Supposons que K, K', K%... soient, à partir de la méridienne principale, les côtés consécutifs d'un réseau trigonométrique allant de l'est à l'ouest, par exemple, et, par les extrémités de ces côtés, concevons des méridiens : ceux-ci intercepteront sur un même parallèle à l'équa-
leur terrestre des parties quil s'agira de calculer. Or si, après avoir déterminé assez exactement les positions géographiques des sommets des triangles, on désigne par H' la latitude de l'extrémité de K la plus éloignée de la méridienne principale ; par W la normale en ce point , par H;;i la latitude du parallèle dont on veut avoir la longueur, et par Nm la normale à cette latitude; on aura^ relativement au côté K, et pour la partie P;„ de parallèle cherchée,
p _ NmCosHti /,. . „ K^sinZ . K'sin^Z
"*^ N'cosH'
Dans cette formule très-simple, qui provient du développement en sé-
r^ ûnKsinZ
ne de smP = =7— et de ce prmcipe, savoir : que les arcs semblables sont e»tre eux comme leurs rayons , on a
N' = — r, N,^ "* r (art. 167) ;
(1— c»sia»H')> (i--^»8in*H«)»
Z étant toujours l'azimut d.e K sur l'horizon de son origine , et compté du sud à Touest.
Pour chaque côté K, on aura une équation semblable ou une valeur de Pm ; si donc II dénote la longueur du parallèle à la latitude H,;, , on aura
Ainsi , partant de la méridienne principale pour se rendre à l'extrémité de l'arc à mesurer, on obtiendra, à l'aide de deux systèmes de lignes telles que R, K', K",.,., deux valeurs de II , lesquelles se serviront de preuve mutuellement, et si elles ne diffèrent entre elles que d'une trèspetite quantité , la mojerme arithmétique sera le résultat définitif. Ce moyen ^ analogue à celui que Delambre a employé pour calculer l'arc du méridien depuis Dunkerque jusqu'à Barcelonne^sera très-commode dans la pratique , si l'on a soin de former d'avance une table des diverses valeurs du logarithme de la normale , d'après la connaissance approchée de l'aplatissement de la Terre } parce qu'il n'y a d'autre fMfécautÎQn à avoir que celle qui est relative aux signes algébriques.
EXEMPLE
Supposant les mêmes données^ et la même cotation qu'à Tart. 198^ on demande Tare du parallèle compris entre les méridiens du Panthéon et de Dammartin , et dont la latitude B-n = 54*^?
On a
et la table IV donne
logN' = 6,8054182, logN;;, = 6,8054073; de là , et en vertu de la formule (B) ci-dessus :
1'^ terme.
a* terme.
logN
c.logN' =
logcosH,;, =
c . log cos H' =
log facteur =
logK =
sin Z
log I®' terme = 4- 2877309
Récapitulation ,
1*' terme 3*
— o ,i36 Pm =— a44ï9 y^9^
log facteur 31ogK c. log 6
2 c . log N' 1. sinZ
log 2^ terme = 9,04868 +
3* terme, log 2® terme = 9,04868 — 2logsinZ = 9,71766 2C.log cos H' = 0,36706
log 3* terme = 9, 1 334o —
L'arc cherché P,a est affecté du signe négatif, comme étant situé à l'est du méridien du point de départ du Panthéon ; il serait positif, s'il était situé à l'ouest du même point.
Cette méthode dispense d'évaluer les longitudes de tous les sommets des triangles, ce qui est un avantage; mais si l'on faisait précisément le contraire pour se procurer un moyen de vérification et s'assurer si les
déterminations astronomiques s'accordent avec les résultats géodésiques, les différences en longitude c^P des extrémités des côtés consécutife K , K% K!\ « . . y qui seraient alors données chacune par la formule (B, art. 190), feraient également bien connaître le développement de l'arc total B ou de Tune de ses portions, puisqu'on aurait en général
^ an PcosH
et en particulier
^^^'''(i-^*sin>H„)^'
n désignant le rapport de la circonférence au diamètre , P étant exprimé en unités de degré sexagésimal , et c^P en secondes de degré , ou bien changeant i8o^ en 200^ si P est donné en grades. Mais il faudrait nécessairement calculer les amplitudes partielles (?P, (?F,.,. avec une très-grande précision pour avoir P à un dixième de seconde centésimale près. Il faudrait en outre employer pour a, e^ leurs valeurs numériques adoptées dans le calcul des c^P ; parce que, comme nous l'avons déjà dit , il est d'autant plus important de conserver le même aplatissement dans tous ces calculs , que cet élément a généralement une influence assez sensible sur les positions géographiques des sommets des triangles. On remarquera que par ce mode de développement, l'arc de parallèle est supposé une courbe plane , ce qui pourrait faire craindre que l'on n'eût pas sa véritable longueur sur le sphéroïde irrégulier auquel appartient le réseau de triangles. Pour suivre alors cette ligne dans tout son cours , et mesurer son écart du parallèle correspondant sur l'ellipsoïde de révolution, il faudrait que l'on eût observé exactement quelques latitudes intermédiaires, et c'est ce que nous enseignerons dans le second volume. La mesure d'un arc du parallèle moyen en France a été soumise à ce procédé.
CHAPITRE XVII
FORMULES DIFFÉRENTIELLES SERVANT A CORRIGER LES POSITIONS GÉO- GRAPHIQUES PROVISOIRES DES POINTS PRINCIPAUX d'uNE CARTE, ET APPLICATION DU CALCUL DES PRORABILITÉS AUX OPÉRATIONS GÉODÉ- SIQUES.
204. Les éléments des calculs d'un grand canevas trigonométrique sont sinombreuxy et les opérations qui en procurent les valeurs exactes demandent tant d'attention , qu'on est quelquefois obligé de faire subir aux données de départ reconnues fautives, de légères corrections qui influent plus ou moins sur les positions géographiques déjà calculées. Il est donc important de rechercher quelles sont, en général, les relations qui existent entre les quantités susceptibles de varier par suite de leur mutuelle dépendance; afin que si quelques-unes d'elles doivent être rectifiées, on puisse corriger toutes les auti'es de la manière la pins simple et la plus directe. La méthode analytique que nous allons exposer conduit précisément à ce but.
Supposons d'abord que les latitudes et longitudes de tous les points principaux d'un réseau trigonométrique aient été calculées à l'aide d'un azimut provisoire ; il s'agit de faire à ces latitudes et longitudes les corrections dues à l'erreur commise sur cet azimut, sans recourir pour cela aux formules de l'art. 195, ni à d'autres qui pourraient remplir le même but.
Comme les distances entre les points trigonométriques sont censées avoir été déterminées exactement , la nouvelle orientation s'effectue surle-champ, en faisant tourner tout le réseau autour du point où l'on a observé l'azimut, d'une quantité angulaire égale à la différence de l'azimut vrai à l'azimut approché. En effet, soient A (^. 43)lelieu del'observation , B un sommet quelconque de triangle , et C le pôle de la
Terre que Ton peut supposer sphérique dans cette circonstance. Si , en vertu de la variation observée dans l'angle BAC , le point B doit être transporté en B', tout autre point b lié invariablement au premier sera , par suite du mouvement commun autour de A , transporté en b' ; et l'angle bkb'y qui est égal à BAB', sera la variation d'azimut , variation que nous supposerons de quelques secondes seulement. La question , envisagée sous ce point de vue , est donc ramenée à la recherche des équations différentielles d'un triangle sphérique dans lequel un angle est variable et les deux côtés qui le comprennent sont constants
Soient ABC ce triangle, eta, 6, c les côtés opposés aux angles de mêmes dénominations; on aura
cos a = cos6 cosc + sin b%\XkC cos A, - (i)
cos c =: cos a cos b + ^inasinb cos C, (2)
sin A sin c = sin a sin C. (3)
Si l'on différencie les deux premières équations, en faisant varier A , a et C , et regardant 6, c comme constants, on aura
da sin a = dA sin A sin b sine, o == — rfa sin a cos b + da cos a sin b cos C — dC sin C sin a sin b.
Mais de la troisième équation l'on tire sin c = — . ■ ■ : mettant cette valeur dans la première équation différentielle, on obtient
da = dA sin 6 sin C ; {m)
et introduisant cette valeur dans la seconde, on a
rfC = — cos 6(1— cot a tang b cos C) dA. (n)
Soient maintenant H la latitude vraie du point A; H' la latitude approchée du point B ; Z l'azimut approché du côté BA , observé sur l'horizon de A , et compté du sud à l'ouest depuis o jusqu'à 400*; enfin P' la différence approchée des longitudes des points A et B : les formule» de correction (m) et (n), relatives à la variation d'azimut de départ, seront
respectivement
dW — cos H sin P' rfZ , (rnf)
rfP' = sin H (1 — tang H' cot H cos P') dZ ; («')
puisqu'en supposant comme de coutume Z < 100^ on a nécessairement da = — dW, dA=—dZ et dC = dV.
Si, au lieu de la longitude P', qui pourrait être inconnue. Ton voulait employer la perpendiculaire j- abaissée du point B sur le méridien de A, on aurait évidemment
. ^ sin r • -n/ siï^J .
smC = -^, ou smP'=— -^,;
sma cosll
et alors l'équation différentielle (m') se changerait en celle-ci :
rfH' = '^,sinr.^Z. (m")
Il résulte de là , que
latitude vraie du point B = H' -h rfH '. différence de longitude des points A et B = P ' + ^P'-
J'observerai que la variation d'azimut dZ doit être prise avec son signe, et que Z doit, dans ce cas particulier, se compter du sud à l'est, si l'on ne veut pas faire ^ ou P' négatif.
On concevra encore mieux l'utilité de ces formules en résolvant quelques-unes des questions qui se présentent naturellement dans la mesure d'une ligne géodésiqué. Si , par exemple , on voulait savoir quelle est l'influence qu'une erreur sur l'azimut de départ peut avoir sur la longueur d'un arc de parallèle , la formule diffîÊrentielle (n') serait propre à faire apprécier cette influence. Soit donc
rfP(„) = sin H(^) (i — tang H^„) cot H^,) cos P^^,)) dZ,
H(|) étant la latitude du point de départ ou de l'origine de l'arc mesuré, dZ l'erreur de l'azimut en ce point, H^„) la latitude de l'autre extrémité du réseau qui mesure l'arc dont il s'agit, P^») la différence des longitudes de ces points extrêmes, et ^P(n) l'erreur sur cette
différence des longitudes produite par celle de Tazimut. Pour application j supposons
dZ = ao", H(o = 44" 3o', H(„) = 45^ etP^) = 5^
on aura par les logarithmes
log^Z = j.aoio3o logsinH(i) = 9.845662
log é/Z sin H (.) = 1.046692 = -H ii%i35 1. tangH(,) = o 000000 1. cotH(,j = 0.007580 1. cosP(„) = 7.998344
ii",288 Erreur cherchée, <iP(n) = — o",i
A la latitude de 45*^, la longueur du degré du parallèle =78800™, à fort peu près ; ainsi un arc d'une seconde est de 21 "",89. Donc Terreur sur l'arc de parallèle qui aurait une amplitude de 5^, serait seulement, * r. abstraction faite du signe, de 3",28 = 21*^,89 x o",i5, en supposant, contre toute vraisemblance, que l'azimut de départ ne fut connu qu'à 20^" près. Cette erreur ne serait donc d'aucune conséquence, et d'ailleurs elle serait absolument insensible, si les opérations géodésiques étaient fisiites avec le soin et l'exactitude qui caractérisent celles relatives à la carte de France.
La correction de latitude à l'extrémité du réseau de triangles, résultante d'une erreur dans l'azimut de départ , sera donnée par la formule suivante, savoir:
rfH(„) = cosH(,)JsinP(.)rfZ.
Soient , comme ci-dessus ,
P(„; = 5% H (,j = 44"^ 3o' et rfZ = 20" ; on aura
logcosH(,) = 9.85324
sinP(„) = 8.94o3o
log^Z = i.2oio3
Ainsi l'erreur sur la latitude géodésique de l'extrémité de la chaîne serait au plus de i" de degré.
Enfin la longueur du parallèle mesuré n'éprouverait de même aucune correction sensible , la latitude de départ ne fut-elle connue qu'à trois ou quatre secondes près.
205. Cherchons en outre la variation d'un azimut quelconque pris sur l'horizon du point à rectifier et déduit du premier.
Soient toujours 6,6', les deux côtés constants, et A l'angle variable du triangle sphérique ABC ; dk la variation de l'azimut de départ, et rfB celle de l'azimut au point B : on parviendra à trouver le rapport de dk à ^B, en difFérentiant l'équation
cos b = cosa cos c + sin a sin c cosB;
opération qui donne d'abord , après avpir mis à la place de sin c cos B, sa valeur déduite de cette même équation ,
, /cos c — cos a cos ^\ . . • t» _lrk
^ / . _| «(_ smasmcsmBaB = 0;
\ sin a I
puis réduisant, on a
da cosC + ^B sina sinC = o.
Mais da = dk sin 6 sinC; par conséquent
sin^cosC
rfB = - £/A
sina
Soient donc Z l'azimut pris du point A et compté du sud à l'ouest, Tl un de ceux qui ont été conclus de celui-ci et qui se trouvent sur l'horizon de B ; on aura, en vertu de cette formule , et désignant d'ailleurs par H, H' les latitudes de ces deux points , par P' leur différence en longitude,
dV^'^t^^^dZ,
cosH '
parce que Z et TJ croissent ou décroissent en même temps. Ainsi, sans repasser par tous les azimuts intermédiaires , on assignera siir-le-<;hamp
la correction à faire à un azimut quelconque , par suite d'un très^petit changement survenu dans celui dé départ.
Si l'on différencie dans la même hypothèse Téquation
sin & sin C = sin B sin c , on aura
£/C sin6 cosC = d& cosB sin c, d'où
j« jry sin h cos C cos B sin c '
égalant cette valeur à la précédente , on trouve
£/G sine cos B
dk sin a '
enfin , posant
c = K , A = aoo" — Z , B = Z' — 2ioo% on a
Telle est la relation entre la variation d'azimut de départ et celle de longitude du point que l'on considère.
206. Examinons maintenant le cas où la latitude et la longitude du lieu principal d'une carte éprouvent une petite correction , et cherchons l'influence de ces deux corrections sur les positions géographiques de tous les autres points du réseau.
D'abord il est évident que si la longitude absolue y du lieu principal A augmentait d'ime quantité quelconque rs^ les longitudes de tous les autres points du réseau , et comptées toujours dans le même sens , augmenteraient de la même quantité. Il reste donc à faire connaître le moyen de corriger tant les latitudes et les longitudes de ces mêmes points , que les azimuts conclus, lorsqu'il existe seulement une petite variation dans la latitude du point A.
Pour cet effet, l'on regardera c, A comme constants dans le triangle ABC, et, à cause de la relation
sin A sin c = sin a sin C,
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il viendra, en différentiant.
da= — de
tanga
tangC
Opérant de même sur l'équation
cosa = cos^cosc + sin 6 sin c^ cos A , on aura d'abord
sinada = dh (sin6 cosc — cosb sine cosA),
et comme le facteur du second membre = sina cosC (art. 64), on aura ensuite
(i) da = dbcosC'^
valeur qui , étant égalée à la précédente , donnera
(a) de = — db siaC cota.*
L'équation
cos b = cosa cosc + sin a sin c cos B,
traitée de la même manière , devient en premier lieu
db sinb =^ da sinb cosC + sina sincsinB^B,
et à cause de sine sin B = sinC sinb , on a
db = da cosC 4- sina sin CrfB ;
remplaçant da par sa valeur db cos C , on a enfin , après réduction faite ,
(3) dB = db ^.
Maintenant, si l'on introduit dans les trois équatioMs différentielles les notations géodésiques déjà admises , on aura généralement
è=ioo« — H, a=ioo« — H', C = P', rfB=: — rfZ',
et de ce que H, H', P' croissent en même temps que TJ diminue, les trois équations citées donneront respectivement,
Variation en latitude, dVL' = ^HcosP',
en longitude, rfP' = JH sinP' tangH',
ânP'
en azimut, dV = — JH
cosH
De sorte que
la latitude exacte du point B sera H' + ^/H',
sa longitude absolue et rectifiée y + zy + P'4-rfP',
et un azimut quelconque sur Thorizon de ce
point, de Z' qu'il était, deviendra Z' + rfZ'.
Si , dans le triangle ABC , dont nous examinons les variations , le côté b et l'angle A sont considérés comme constants, il suffît, pour obtenir les équations di£Férentielles relatives à ce cas , de changer dans celles (i), (3), (2] précédentes, les h en c et les c en b\ on a donc immédiatement
da ^=- de cosB,
srn a^
dB = — ûfc sinB cot^.
Or en faisant c = K , B = Z' — 200*, et remarquant que H' et Z' diminuent quand le côté K augmente (l'azimut Z au point A étant toujours supposé aigu) ; ces variations seront
rfH' = rfK cosZ',
d2'= - £/K sin Z' tangH',
et résoudront le problème où il s'agit de corriger les positions géographiques des sommets des triangles, en vertu d'un changement survenu dans lalignegéodésique de départ. Éclaircissons ce sujet par un exemple. I. 5i
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Application numérique.
Le canevas trigonométrique de la nouvelle carte de France offre une belle chaîne de triangles, qui s'étend depuis la station de Bourges jusqu'à celle de l'île de Noirmoutier , et qui fait partie du parallèle mesuré par M. le colonel Corabœuf ; des calculs définitifs efiFectués par cet ancien ingénieur-géographe , l'ont conduit à reconnaître que toutes les positions géographiques de ce parallèle , calculées provisoirement au Dépôt de la Guerre , devaient être corrigées de quelques secondes ,
.. parce qi?il trouva sur la ppsition de Bourgips les petites discordances
. suivantes: t '*
Par les calculs provisoires, latitude de Bourges. H = 5a" 3i45",59 Par les calculs définitifs Sa .3i44 9^6
Variation dR = — i ,23
Quant à la longitude orientale de cette station , elle fut trouvée dans les deux cas de P = — o*o688*,89 ;
mais l'azimut du côté Bourges-Dim-le-Boi^ servant à l'orientation des triangles du parallèle , fut trouvé
provisoirement de Z = 365"7634%4o
et définitivement de 365. 7615 ,oo
en sorte que la variation dZ ^=^ — 19940
Il fut reconnu en outre, que le logarithme d'une distance quelconque, évaluée provisoirement en mètres , devait être augmenté de 0.0000674. [Description géométrique de la France^ tome I, page 269.)
Maintenant , pour obtenir à />norî les corrections à faire à la latitude H' et à la longitude P' d'un point quelconque du parallèle dont il s'agit, ainsi qu'à l'azimut Z' sur l'horizon de ce point, par exemple, à la position géographique de Noirmoutier dont les calculs provisoires avaient donné
latitude de Noirmoutier H' = 52*2734*964
longitude ouest de Noirmoutier. P' = + 5 .0868 ,33;
on cherchera , par le procédé de l'art. 199 , la distance K de ce point à Bourges , et l'angle 6 que cette distance fait avec le méridien de Noirmoutier ; et l'on trouvera
log K = 5.5476707, d'où K = 35291 5",4 ; ou bien en grades, K = S^Saga".
Déplus, Q =96*4758'', compté du nord à l'est.
Ajoutant ensuite à log K le log constant 0.0000674^ on obtiendra log K, = 5.5477381, d'où K, =352970™,2. Partant, la variation de f oiiL — S =e/i = 54'",8 , /fC^ 1^ ^ IC "^ ^^
et en secondes de grade, «T = 5*, 48, / ^^
On aura en outre, pour l'angle C ou 9 des deux méridiens de Bourges et de Noirmoutier,
Avec ces données fondamentales on évaluera très-facilement les trois corrections suivantes , qui dérivent des équations différentielles démontrées précédemment (art. 204 et 205), en y changeant P^ en 9 et Z' en 200'' -H 0, savoir :
Correction de latitude ,
dB! = sin 9 cos H rfZ 4- cos 9 dB — cos9 dY^ ; correction de longitude ,
j^, cosOsinR 1/7 . . . tj/ ^/rr . si^O j^
aP' = 57--"Z 4- smçtangH'oHH =7 rfK;
cos H' T o cog H' ?
correction d'azimut ,
COS H' cos H' , ^
En effet , en opérant avec les logarithmes à cinq décimales, on trouve
rfH' = - i%o68 - i%226 — o%3o3 = - :2%597; rfP' = — o ,009 — I ,3i6 -H 8 ,022 =4-6 ,697; aZ' = — 19 ,3o5 4- o ,146 — 5 ,867 = — 25 ,026.
4o4 TRAITÉ DE GÉODÉSIE.
Mais par les calculs provisoires on a eu
Latitude de Noirmoutier H' = Sa** a a 34' 7 64
Correction dBf = — a ,60
Latitude corrigée Sa .aaSa ,o4
Longitude de Noirmoutier. ... F = 4- 5* 0868 ,33 Correction dV = -+- 6 ,70
Longitude corrigée 5 .0876 ,o3
Enfin , azimut provisoire de Bouin
sur l'horizon de Noirmoutier. . Z' =: Sog"* 6665 ,0
Correction dZ' = — a5 ,0
Azimut. 309 .6640 ,0
Il est évident que si la longitude P , du point de départ ou de Bourges, eût varié de ^P, il aurait fallu ajouter algébriquement cette petite quantité à toutes les autres longitudes calculées provisoirement.
Passons à une autre question non moins importante en Géodésie.
Moyens désHiluerj aussi exactement que possible, la longueur dune ligne géodésiquey et celle de ses différentes parties, à l'aide dun réseau de triangles appuyé sur deux hases qui présentent entre elles une petite discordance.
P&BXliRE SOLUTION.
207. La solution que l'auteur de la Mécanique céleste a donnée à ce sujet dans le troisième Supplément à sa Théorie analytique des Probabilités, est, sans contredit, la plus rigoureuse et la plus savante que l'on pût imaginer. Avant d'en donner une idée, en voici une autre , toute fondée sur des considérations élémentaires, et qui , sans avoir à beaucoup près le même mérite , nous parsut cependant d'une exactitude suffisante, parce que dans les bonnes triangulations la discordance des bases est ordinairement très-petite.
On en acquerra la preuve par la comparaison que nous avons faite des sept bases mesurées en France , et liées à l'immense réseau, trigonométrique des ingénieurs-géographes [Nous^elle Description géomé-^ rique, t. I, p. 470* P^ir exemple, en concluant la base de Perpignan
de celle de Melun , au moyen de la meilleure chaîne de triangles qui les unit, on trouve i^ySo. de plus par le calcul que par la mesure effective, c'est-à-dire -^^32 d'erreur sur un côté de 1 1706^,4 (art. 110), tandis que, d'après les triangles de Delambre, cette erreur ne serait que de o™,33. Néanmoins la Commission générale des nouveaux poids et mesures, s'appuyant sur les données mêmes de Delambre et deMéchain, calcula la partie du méridien comprise entre Evaux et Barcelone sur la base de Perpignan, et Tautre partie du méridien comprise entre Dunkerque et Evaux sur la base de Melun ; ou, ce qui revient au même,
elle ajouta à la longueur B de Tare mesuré la correction | B-r^.? s^"^ désignant Texcès de la base mesurée sur la base af^^ calculée. Par ce procédé, on laissa bien les bases intactes, ainsi que les angles des triangles des astronomes français, mais on troubla un peu Tharmonie des azimuts vers le milieu de cet arc , et de plus on donna nécessairement deux valeurs différentes au côté du triangle correspondant à ce point. Delambre , dans le but de tout concilier et de faire disparaître la trèspetite différence de o™,33 ci-dessus mentionnée, prit le parti d'altérer imperceptiblement les angles des triangles , attendu que leurs valeurs sont en général moins sûres que celles des bases mesurées. Par exemple, il reconnut, après quelques essais , qu'iUsuffisait dans chaque triangle de diminuer de o%i Fangle opposé à 1^ base, et d'augmenter chacun des deux autres de o'',o5. Il n'eut pas même besoin défaire partout cette faible correction , qu'il modifia arbitrairement dans le dours de ses calculs, pour établir entre les deux bases un parfait accord. Le moyen d'éviter de se livrer à de pareils essais et à des tâtonnements fastidieux , est d'adopter la règle suivante, qui est aussi simple que commode.
En représentant par a la base du premier triangle d'un réseau ; par A l'angle opposé, et corrigé, conformément au théorème de Legendre, du tiers de l'excès des trois angles observés sur deux angles droits ; par a' le côté commun à ce triangle et au second ; par B l'angle adjacent à la base a, opposé à a', et corrigé également du tiers de l'excès dont il s'agit ; on aura
, a sin B
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Si Ton nomme de même A' Tangle opposé à la base al du second triangle, B' l'angle adjacent à cette base et opposé au côté à' cherché ; on aura pareillement
ji
sinA'
En général, si n désigne le nombre des triangles d'un réseau continu, et ^^"^ le dernier côté cherché, on aura
/ON („ j a sin B sin B'sin B" . . . . sin Bv"" ' )
^ ^ sin A sin A' sinA'^ ... sin A(""' ^
Lorsque ce dernier côté a^"^, déduit de la base observée, diffère de sa mesure effective a, et que
la différence e^"^ est la résultante des erreurs que les angles A, A', ... , B, fi', . . . , ont produites sur les côtés calculés d^ à\ . . •
On pourrait bien faire disparaître cette différence en altérant sim< plement les angles d'un seul triangleMe la chaîne ; mais, pour être autorisé à cela , il faudrait que ces angles eussent été observés dans des circonstances atmosphériques très-défavorables. Dans le cas, au contraire, où tous les angles qui entrent dans l'expression de a^"^ méritent à trèspeu près une égale confiance , il paraît naturel de les faire concourir tous à la disparition de £^"^, et de leur appliquer en conséquence la même correction. Supposant donc que les angles A, A', • . . soient chacun diminués de x^ et les angles B, B', augmentés de la même
quantité, on aui*a exactement
a = «^"^ + t^"^ = ^»^"(B -^ x)sin(B'-^- ar)...8in(B(*'') H- x)
sin (A — x) sin (A' — x) ... sin(A("-0 — x)*
Prenant le logarithme de chaque membre, développant en série et réduisant au moyen de l'équation (3), on aura, en s' arrêtant à la pre-
mière puissance de £^"^ et de Xj ce qui est toujours suffisant,
, .V e^ __ r cotA -h cotA' H- ... cot A^"-') "j .^^
En allant donc de la première à la seconde base, Téquation (4) donnera la correction x, qui sera positive ou négative selon que e^"^ sera un excès ou un déficit. Si l'on veut ensuite corriger un des côtés intermédiaires, par exemple le cinquième, il suffira de faire l'indice /2=5 dans cette même équation , c'est-à-dire de s'arrêter au cinquième triangle de la chaîne. En général , lorsque l'on connaîtra la correction €^*^ du côté a^'*^ on aura
log^^*^ corrigé = loga^"^ -h M -ç^^ ,
M = 0,434^9 étant le module tabulaire. Ce procédé donne lieu à des applications numériques si simples, qu'il nous paraît inutile d'entrer à cet égard dans déplus amples détails.
Dans le calcul du développement d'une ligne de plus courte distance , ou d'un arc de parallèle qui traverse un réseau trigonométrique, les portions de cette ligne sont comprises entre des arcs de grands cer-
(*) Plus généralement , pour accorder les deux bases , soient x^y^ s , les corrections à faire aux angles A, B, G du premier triangle; x'^ y\ z' y celles à faire aux angles du second triangle, et ainsi de suite jusqu^au /t^'** triangle ; on aura
^^j _ flsin(B-hr)sin(B^-hy)«>" sin[B(""'^ -hr^""'^] "*"* "~ sin(A-+-aj)sin(A'-h^') sin[A(»-') -hx(«-0] '
et par suite
t(«) (5) -j;^ = xcotB-f-/'cotB' -f-jC-OcotBC^O
— «cotA— j:'cotA' — jr(»"')cotA(""');
et l'on aura en outre
puisque la somme des trois angles d*an triangle doit foire exactement deux angles droits plus Pexcès sphérique.
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clés menés par les extrémités des côtés a^ a% a'% . . ., a^^K Soient donc J, J', J",. . ., J^"^ ces portions consécutives d'une même ligne, il est évident que la correction de l'une de ces portions sera généralement , d'après notre hypothèse ,
(6) ây^ = *^.
Ainsi lorsque les bases aux extrémités d'une ligne géodésique présenteront entre elles une petite discordance j on calculera séparément &yj &r,.. .y J^"\ et la somme de toutes ces corrections sera celle de la ligne entière. Ce mode de correction est donc applicable à une partie quelconque de la ligne mesurée.
Si les triangles du réseau étaient tellement bien conditionnés , qu'ils eussent à peu près la forme équilatérale , il serait assez exact de supposer que le facteur qui multiplie x dans le second membre de l'équation (4) se réduit à %n cot 60^ : donc en exprimant x en secondes de degré, on aurait
(7) -çjj = ce (an cot 60®) sin i'\
Dans cette formule y tout est connu y excepté x; ainsi
^^J ^ — aiiaC»)8ini'''
Une chaîne de 53 triangles lie les bases de Melun et de Perpignan , et l'excès e^'^ de celle-ci sur sa longueur déduite de la première base , s'est trouvé de o™,33 environ , selon Del ambre; l'une et l'autre base sont à peu près de i aooo mètres ; ainsi, en supposant tous les triangles
équilatères ,
0,33 tang 60^ . ^
D'où l'on voit qu'en diminuant les angles A, A% . . • et augmentant les angles B, B',. - • chacun de o*',o7, on atténuerait sensiblement l'excès de la base mesurée sur la base calculée. C'est à peu près à cela que se réduit la correction faite par Delambre. (Base du Système métrique, tome II, page 704.)
Au lieu de nous arrêter ainsi à des cas particuliers , envisageons la question sous le point de vue le plus général , et pour cet effet remarquons que, puisque les triangles sont jugés d'autant meilleurs que l'erreur T de la somme des trois angles de chacun sur deux angles droits , plus l'excès sphérique, est plus petite, c'est se rapprocher de la doctrine des probabilités que de supposer les corrections xj^ j^y ,. . ., considérées dans la note précédente , proportionnelles aux erreursT,T',... de ces triangles , abstraction faite des signes de ces erreurs. D'ailleurs Laplace a prouvé que la manière la plus avantageuse de répartir les erreurs T, T',..., dans chaque triangle, est de les distribuer par tiers sur chacun des angles. Faisant donc
la formule (5) se changera en celle-ci :
,^,v '^"^ _ i r— TcotA — T'cot A' — "j
dans laquelle q sera une constante facile à déterminer, puisqu'elle est seule inconnue.
Maintenant si BM (^g. 2, PL IX) est une ligne méridienne mesurée parle réseau trigonométrique BCKM, et que Z, Z', Z",..., Z^"^ soient les azimuts des côtés a, a', a",..., a^"^ comptés du sud à l'ouest, on trouvera sans peine, en supposant les méridiens parallèles dans la zone étroite qu'occupent les triangles , et considérant les angles sphériques,
- ^ - jrS
TJ' = i8o*> + Z — C -4- a — C
+ JP + J— ^— y
+ jc" + r ,
et ainsi de suite. Partant , les corrections des angles azimutaux seront 1. 5^
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successiveoient
- af - f, ^ 3f ->r r.
<?ZW= X — xf -Jit- x" — x''...±. a:<*-' + 7 - y + 7" - f' . .=t y-";
et la formule (6) que nous avions trouvée dans l'hypothèse de èZ' =■ <?Z" = .... = o, devra être remplacée par la suivante:
(6') iw = S^- t»°g z'"^ • <^z« ,
qui fera connaître la correction d'une partie J^"^ quelconque de la ligne méridienne mesurée , et , par suite, de la totalité de cette ligne ; et qui dérive de la différentielle de J^"^ = — a^"^ cosZ^"^ S'il s'agissait au contraire d'un arc de parallèle [Jîg. 37, tomeir, on aurait, en conservant la même notation ,
La formule (5') rentrerait naturellement dans celle (4) si tous les triangles étaient équilatéraux, ou si toutes les erreurs T, T', . . . étaient nulles ; mais ces deux cas n'ont jamais lieu dans la pratique. On voit que par ce dernier système de correction , les angles des triangles , dans lesquels T= o, restent intacts.
Il est évident que , pour se conformer au principe de l'homogénéité , le premier membre de l'équation (5') doit être divisé par sin i\ et que la valeur de (?Z^"^ dans l'équation (6') doit être multipliée par sin i".
Vu la simplicité de ce procédé et de celui qui précède , il serait utile d'en légitimer l'emploi en les soumettant à l'angJyse des probabilités. Mais voici en peu de mots comment Laplace applique cette analyse à la question qui nous occupe en ce moment*
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Si l'on met l'équation (5) de la note de la page 407 sous cette forme, -— = te + m;^ + Z'a:' + my + etc.,
auquel cas
/ = — cot A, /' = — cot A', etc., cot B, m' = cotB', etc.;
et que l'on fasse -j^ = y, qu'ensuite on désigne par F la fonction
/a _ mZ + zn* + V^ — m7' + m'*+ etc. ,
la probabilité d'une erreur ±: y dans la seconde base déduite de la première j est , selon Laplace , et lorsque c exprime la base des logarithmes népériens ,
l'intégrale étant prise depuis r nul jusqu'à r:=-^ y'^ , limite dans
laquelle 6^ exprime la somme des carrés des erreurs des trois angles des n triangles qui unissent les deux bases.
Quant à l'erreur moyenne de y, dont la probabilité est \ , son expression est
V = iesin,"y^, et les limites entre lesquelles elle est comprise sont
en faisant r = 3 ; car il y aurait cinquante mille à parier contre un qu'elle ne les atteint pas.
Maintenant, si l'on fait une somme s de toutes les valeurs de -j^,
données par l'équation (6') précédente, elle aura définitivement cette forme :
^ = ^jc + çj 4- p'x' + q' y -+• etc. ; alors, en appelant Q la fonction
p^-pq + q^+p'''-p'q'+ ?''-»- etc. ,
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la probabilité que l'erreur de la mesure de la ligne géodésique , par une seule base^ est comprise entre les limites dt Sy est; comme ci-dessus,
3 s /fi
en prenant l'intégrale depuis rnul jusqu'à '' = ~^ V/ô? et l'expression
de l'erreur moyenne est également 1 0 sin i" i/ - > tandis que sa limite
est sextuple.
La mesure directe d'une seconde base a^"^ mettant en évidence l'erreur y, il importe 9 pour faire disparaître cette discordance des deux bases y de corriger de la manière la plus avantageuse tous les angles et tous les côtés 4u réseau : or Laplace prouve qu'il faut , pour cela , introduire , dans la fonction s précédente ^ les corrections
^ = {1 - im)l, r = {m- i/)|,
d'où il suit que, 2 désignant une somme,
sera la quantité à ôter de l'arc BM ( Jlg. a , PL IX) calculé rigoureusement et à l'aide de la première base (art. 159) pour avoir sa longueur corrigée ; en supposant la mesure directe de la seconde base plus petite que sa longueur déduite.
Les mêmes considérations analytiques conduisent j sans di£Giculté , à l'erreur moyenne du dernier azimut Z^"^ d'une chaîne de triangles ; car à cause de
c?Z(-> = {pc + j) — {a/ +y ) + . . . dz [x^*"^^ H-^^""'^] ,
ou de c?Z^"^ = px + 517* — p'x' — q'y' + etc. ,
en feisant pi=y=i, |?'=:^'= — i, etc. ,
la valeur moyenne de (?Z^"^ , que nous désignerons par s^, sera
la somme des carrés des erreurs des trois angles des n triangles étant encore exprimée par 9^. On peut voir, au chap. VI du Discours préliminaire de la Nouvelle Description géométrique de la France, comment nous avons essayé de démontrer élémentairement ces formules de probabilité.
La valeur numérique de l'intégrale précédente s'obtiendra aisément au moyen de la Table que Kramp a donnée à la fin de sa Théorie des réfractions astronomiques et terrestres (*'). Par exemple, on y prendra immédiatement la valeur de l'intégrale
i'^dr.c-'^*; mais comme celle-ci
J^dr.c-^' = iyjn, il est clair qu'on aura
et ensuite
Ç'^dr.c-^' — ^sjn'- C'^dr.c-'^*; 4= fdr.c-^' = I - -p f'^dr.c-'"^
Pour exemple, faisons r=3; la table citée, qui a pour argument cette limite , donne
/ dr.c—^* = 0,000019577 ;
ainsi la probabilité cherchée , ou
(*) A défaut de cette Table, voyez le Traité élémentaire des Prohabilités, par M. Lacroix (5^ édition y page 334), ^^ l'intégrale en question est donnée en une série convergente.
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Il y a donc presque certitude que les erreurs moyennes considérées ci-dessus sont comprises entre les limites énoncées : autrement , la probabilité contraire à P étant
sItzJ r
on a P' = o^oooo!! 12091 ,
ou sensiblement P' = ■= . Il y a donc , à très-peu près , comme nous
l'avons dit, cinquante mille à parier contre un, que les erreurs moyennes n'atteignent pas les limites dont il s'agit.
N.B. Si l'on appliquait l'analyse précédente à la méridienne de France, comme l'a fait M. Damoiseau, sur l'invitation de M. Laplace, on trouverait, relativement à la partie de cette ligne mesurée par 26 triangles et comprise entre la base de Perpignan et Formentera , que son erreur moyenne probable est ± S*", i85 ; mais la mesure d'une seconde base à l'extrémité sud de l'arc , eût procuré les corrections les plus avantageuses à faire aux angles des triangles, et eût rendu en même temps cette erreur moyenne moins probable.
PARTIE DE SA SURFACE
De la mesure de l'aire dun triangle et d'un trapèze sphériques.
208. Les triangles qui couvrent le pays dont on a levé la carte , présentent souvent une sorte de ramification continue autour du centre du lieu principal 5 mais quand même ces triangles ne seraient pas tous liés immédiatement les uns aux autres , la question proposée serait toujours ramenée à calculer les aires des triangles ou des quadrilatères sphériques que renferme le terrain. Quant aux petites portions de surface qui pourraient être comprises entre les limites du pays et les côtés des triangles ou des quadrilatères extrêmes dont il s'agit , leur évaluation s'effectuerait aisément à l'aide d'opérations graphiques exécutées sur la carte même, comme on le verra dans le Traité de Topographie.
Lorsque les triangles d'un réseau ont peu d'étendue , leur courbure est insensible, et alors on les considère comme des triangles rectilignes dont la surface s s'obtient par la formule connue
ab . ^
,y = — sm G.
S'ils sont de premier ordre , on en évalue la surface au moyen de la série donnée à la fin de l'art. 100, mais qu'on peut, dans tous les cas, borner au second terme.
En général on a , pour un triangle sphérique ABC,
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g désignant l'excès des trois angles sur deux angles droits. Lorsque l'aire delà sphère est évaluée en triangles trirectangles {Géom. de Legendre , liv. VII ) , l'excès e réduit en parties du quadrant exprime l'aire même du triangle : alors si S est la surface de la sphère, donnée en mesures connues, on aura £ exprimée en mêmes mesures, par le quatrième terme de cette proportion ,
puisque la surface de la sphère est composée de huit triangles trirectangles. Or, cette surface S = 4^P*? 9 étant le rayon de la sphère, et 71 le rapport de la circonférence au diamètre. Donc, pour les triangles sphériques qui font partie de la surface du globe terrestre , on a , en mètres carrés ,
S =4^: (6366198)% et logA= xi,8o388oi,
ou un peu plus exactement , en prenant le milieu entre les logarithmes des deux demi-axes de la Terre donnés par Delambre {Base du Système métrique ^ tome III, page 196),
logS = log47r + 2 log 6,80387 92654 = i4>7o696 83948; ainsi S = 60929380650 hectares = surface du globe terrestre ,
^^ '^Se^ = 11^80387 84078;
ou bien , en employant la division nonagésimale du quadrant ,
■ Iogg^ = 11,8496358984,
ou enfin , en substituant à ces logarithmes ceux qui résulteraient des valeurs des demi-axes de la Terre que nous avons obtenues (art. 181). Ainsi, pour avoir l'aire d'un grand triangle sphérique, au logarithme de l'excès de ses trois angles sur deux angles droits, exprimé en grades ou en parties de grade, on ajoutera le logarithme constant
1 1,80387 340789 et la somme sera le logarithme de l'aire du triangle évaluée en mètres carrés. On voit par là avec quelle promptitude on obtiendra l'aire d'un polygone sphérique décomposé en triangles dont les angles sont connus.
Mais lorsque tous les points d'un réseau trigonométrique sont donnés par leurs distances à une méridienne et à sa perpendiculaire (art. 164), la surface d'un grand état se décompose en trapèzes sphériques , dans chacun desquels on connaît les trois côtés qui sont perpendiculaires entre eux.
Pour exemple, supposons que les côtés i, c qui comprennent l'angle A [Jig* i3) soient prolongés jusqu'à ce que les arcs Aa, B/3 soient égaux chacun au quart de la circonférence; alors les angles a, |S seront droits, et l'aire du triangle isoscèle AajS qui, en général, = A -ha + jS — 2"^, deviendra=A. L'aire du trapèze sphérique a/3BC, ou Aa^ —ABC , sera donc = 2^ — B — C.
Mais, par les analogies deNéper , démontrées à Fart. 64, on a
tangi(B + C)=cotiA^M|=fj;
donc si Ton désigne par 2 l'aire du quadrilatère sphérique dont il s'agit, on aura
2 /B-hC\
tang - = cot y—^) =
tang (^-^j
ensuite
2 cos\(b-{-c) . I .
a co5 7(^ — c)
et si l'on dénote par 7, y' les deux côtés B^, Ca du quadrilatère, perpendiculaires à la base ajS = A, en sorte que ^ = 1^ — i, j^' = 1^ — c, on aura, pour la détermination de Taire 2, la formule
tang
i^=Mfe^'«"«i*-
cosKr — r')
Cette formule, que nous venons de démontrer d'après Lagrange ( Trigonom. sphér. , pag. 276 , vi* cahier du Journal de ï École Polj- I. . 53
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technique)^ est très-utile pour mesurer les surfaces sphériques terminées par des arcs de grand cercle ; pour en faire usage , il faudra évaluer l'amplitude de chacun des arcs jr^ jr' donnés en mètres ou en toises, ainsi que celle de l'arc de méridien A = or' — ar (art. 196). De cette manière, l'aire 2 sera donnée en grades ou en degrés; et on l'évaluera en mètres carrés, en procédant comme il a été dit à l'art. 89. En voici un exemple.
Les coordonnées rectangles des extrémités du côté Chapelle-la- Reine- Boiscommun^ calculées par Delambre , et rapportées à la méridienne et à la perpendiculaire de Dunkerque , sont
Pour Chapelle-la-Reine ,
X = i55i94Sa, J = — 73ioS3; pour Boiscommun ,
on demande l'aire comprise entre ce côté de l'un des triangles de la méridienne, la différence x' — x des abscisses et les deux ordonnées y^ ^S en la considérant comme étant celle d'un quadrilatère sphérique.
Faisons le rayon de la sphèt^ p = — D = 67020* (art. 149) , et
R® désignant le rayon exprimé en degrés (art. 101); ou bien, pour employer les tables décimales et avoir l'aire cherchée en hectares,
substituons à R^ ce rayon exprimé en grades , auquel cas
logR''= i.8o388oî; il viendra, à cause de logp = 6.5i4i49S en toises ,
logl A = 9.1892636; log^m = 8.8711224; log I n = 8 . 8333^66 ; d'où
et la formule précédente donnera
log sin-^ m = 7.06724^3 .
tang
c. sin i' = 5.8o388oi
log 2 = o.3oio3ôo
log 2 = 0.5575369; 2 = o%ooo3%6 10247.
L'aire 1 du quadrilatère proposé étant connue en grades, il faut maintenant ajouter à son log 6.5575369 — 10
le log. constant 1 1.8038784
et l'onauralog 2 = 8.36i4i53 en mètres carrés; ainsi à fort peu près
2 = 229834530™-*' = 22983,45 hectares.
De Caire dune zone spkérique.
209. On sait que Taire d' une zone sphérique est égale à son épaisseur E multipliée par la circonférence d'un grand cercle. Soient donc H et H' les latitudes des bases de la zone , et supposons-les de même dénomination , puis désignons par p le rayon de la sphère , on aura
E = p (sin H' — sinH) = 2p sin|(H' - H) cos|(H' + H) , circonférence = nnp ;
partant , aire de la zone , ou
2 = 47rp' sin^ (H' - H) cos| (H' + H).
Calculons , à l'aide de cette formule , Taire de la zone torride , de la zone glaciale et de la zone tempérée. La première étant bordée par les tropiques du Cancer et du Capricorne , les latitudes de ces deux
cercles sont
H' = + a3«îi8' H = - 23.28
de là H' + H = ,0.0
Or, par ce qui précède ,
log/inp^ = 14^70696 83948 déplus lsin^(H' — H) = 9,60011 81 358
lcos| (H' + H) = o,
log2 = 14,30708 653o6;
donc la surface de la zone torride 2 = 20280867640 hectares ; nous avons ôté une dixaine du produit, pour satisfaire au principe deThomogénéité (art. 46), et nous avons évalué la surface en hectares, en divisant par loooo les mètres carrés donnés immédiatement par log2, ou, ce qui revient au même, en diminuant de 4 unités la caractéristique de ce logarithme.
Pour la zone tempérée boréale , qui est bordée par le cercle polaire arctique et le tropique du Cancer, on a
H' - H = 43. 4 i(H' - H) = ai°32'
l8in|(H' - H) = 9,56471 63o65
lcos|(H' + H) = 9,84948 5ooai
log constant = 14,70696 83948
log2 = i4,iaTi6 97034;
donc surface d'une des zones tempérées = i3ai8iao44o hectares.
Enfin , pour une des zones glaciales , on a
. H' - H = 23.28 i(H' - H) = ii°44' H' + H = i56.32 KH'+ H) = 78.16
logsin-^(H' — H) = 9,30825 90190
logcos|(H' + H) = 9,30825 90190
log constant = 14970696 83948
log2 = 1 3,32348 64328; donc surface d'une zone glaciale = 2 1 061 36 io3 hectares.
RÉCAPITUDLTIOIf.
Les deux zones glaciales 4^^^272206 hectares.
Les deux zones tempérées 26436240880
La zone torride 20280867640
Surface entière du globe 50929380726
Par le calcul direct 50929380650
Différence. . . 76
Cette différence de 76 hectares vient de ce que , dans les recherches des nombres correspondant aux logarithmes , nous n'avons eu égard qu'aux différences premières ; ce qui est bien suffisant quand on ne veut , comme dans le cas actuel , que des résultats en nombres ronds.
De Vaire dune portion de zone sphéroidique,
210. Considérons, pour plus de généralité, la Terre comme un ellipsoïde de révolution, et cherchons l'aire 2 d'un quadrilatère formé sur le sphéroïde elliptique , par deux méridiens dont la différence de longitude = /?, et par deux parallèles dont les latitudes sont o et H.
D'abord, en prenant toujours pour équation de l'ellipse génératrice du sphéroïde terrestre ,
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l'axe de rotation sera celui des j^ ; ainsi, la différentielle de l'aire 2, faisant partie de la zone entière engendrée par la révolution de l'arc s de l'ellipse autour du petit axe b , sera en général
rf2 = ^ nxds ;
n étant le rapport de la demi-circonférence au rayon, Q désignant le quadrant, et a: étant le rayon du parallèle à la latitude H exprimée en grades ou en degrés. Or, on a (art. 170)
__ a (i4-/»HcosH ^ _ ^* (i -h/i)^rfH ^ (i -f-«cosaH)' û(i-h/icos2H)î
par conséquent, la différentielle de l'aire du quadrilatère proposé sera
expression qui peut s'intégrer par séries ou par logarithmes. Supposons, comme à l'art. 172,
I _ I rn-E(i)COS2H+E(jjCos4H 1
(i -h /î COS2H)» ~(, — n>)ï Y +E(8) cos 6H + etc. . . . J '
on aura
^ = V ^73^ j ''^ I -^ E,.,cosHcos4H
E(,)CosHcos6H
Transformant chacun des termes de cette série, au moyen de la relation acosHcosfJiH = cos(fjL4-i)H 4- cos(|x — i)H, puis intégrant et remarquant que ~ — ^ = \/~- = % (art. 175), il viendra
^^P^ab _j^ ( [n-iE(,)]sinH-h^[Ef,, + E(,,]sin3H ^
^^' '»-''( +-5V[E(t)+E(„]sin5H + ]'
Mais, d'après l'art. 172, on a*
m=——==u dou v/i-w2=_^;
on a aussi
E(,) = am (an — m),
E(8) = — im^iZn — im\
E(4) == o^m^ij^n — 3m).
Par conséquent
I 4-iE(,j =1-/1,
E, -^ •/'2/1-h a/w' — m — Zmn\
(«) + I^(») = am"l ^j 1,
■F E,,, = -- am"( ^j 5- j,
D'ailleurs, de /i = — ; — ^^ on tire
ainsi
+ in» =
pn^/1
an»)],
et enfin
y _ /^«* rsinH — |^m(2-jr.m)sin 3ll + ^m^(3 + im) sin SHl ~ "^ L - im»(44- 3m) sin 7H 4- etc. J ^ ^^ ^
formule dans laquelle m = "" , (art. 175). Si donc on employait
l'aplatissement 3^, on aurait m = ^-f^, et ab = J-^ «x*.
On obtient cette série régulière par un autre procédé que nous
croyons devoir exposer. Si , dans l'expression différeiitielle
dl = ^ nxds.
on met pour xeXds leurs valeurs respectives ,
acosH b^dl5.
( I — e» sin* H) î û (i— « » sin*H)ï
trouvées aux art. 167 et 169, on aura
Or 9 en faisant e sinH = z, il est évident que
>7y _ P^h*dz .^. ^ ^^ — 2<ïe(i-»»)» ^^'
d'ailleurs
dz r I -h g* _, I 1 #
ainsi intégrant 9 il vient
/(Ti??): = r{i:F)+ ^ *°S *»yP- 7
et par conséquent
4' Li — tf* sin*H vke ^ «^^^ \ 1 — ^ smH/ J' ^ ^
(*) Cette valeur de dl étant réduite en série , et ensuite intégrée entre les limites H et 1 00^, ou yfr, on trouve tout d'abord
2=^^[(i— sinH)+fc*(i— sin3H) + |^(i— sin^H)...].
Telle est l'expression simple et r^ulière de l'aire d'une zone formée par deux méridiens elliptiques et terminée au parallèle dont la latitude est H. En faisant p ='4^ ^< H = o, l'aire de Thémisphéroîde est
sans constante , parce qu'elle est nulle lorsque H = o. Pour appliquer plus commodément les logarithmes ordinaires à cette expression, soitesinH = siny; on aura, en faisant attention quHl faut convertir , dans le second membre , le logarithme ordinaire du facteur du second terme en logarithme hyperbolique ou népérien ,
[X étant le module 0,434^^4 (art. 107).
Il résulte de là que Taire entière de l'ellipsoïde a pour expression
Mais , pour retrouver la série précédente , on remarquera d'abord qu'à cause de
/>7r6«r z I r dz 1
_/?7r6«/ sinH r dB cosH \
"4^ \i — tf'sin'H"*" J I — e»5in»H/
valeur qui, d'après l'art. 170, peut être mise sous cette forme : ,
^— ^ci (^^ "*" '^J \n-/icosaH "^ J i-f-/icosaH/'
Or, en développant en série chacun des termes du second membre , puis faisant les transformations qui se présentent d'elles-mêmes, pour n'avoir que des cosinus linéaires, et intégrant, on retombera définitivement sur la série (i).
Il suit de là qu'en désignant par H et H' les latitudes de deux parallèles, et par />, j/ les longitudes de deux méridiens, l'aire 2^,^ du quadrilatère compris entre ces lignes sera, en faisant d'ailleurs I. 54
on a
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i(H-H') = î., KH + H')=*,
/ sin (p cos$ — ^ f» (a + m) sin 3(p cos 3$ ] ___ /^— y\ j +|w*(34-afw)sm5<pcos5$
(*) "~ \^ i^~^/ j —y/w*(4+3m)sin7(pcos7Î>
série dont le terme général est évidemment ± nab (^"7^ ) ) . ^ ^w*"* ['+('"" i)'»]sin(2i— i)f cos(a/— i ;$> ;
le signe supérieur ayant lieu lorsque i, qui est le nombre des termes , est impair 9 et le signe inférieur devant être pris dans le cas contraire. On a par là le moyen de calculer, avec une extrême facilité, l'aire de l'étendue d'un pays dont on a construit la carte à l'aide des latitudes et des longitudes. Par exemple^ on peut embrasser dans un seul calcul la plus grande portion de cette étendue comprise entre deux méridiens et deux parallèles; ensuite évaluer, d'après des mesures prises sur l'échelle de la carte , les rapports que les parties du terrain figuré dans les quadrilatères partiels ont avec ces mêmes quadrilatères dont les surfaces s'exprimeront en mesures carrées , à l'aide de la formule précédente (*).
211. La recherche de diverses expressions du volume d'un segment de sphéroïde terrestre , compris sous des bases parallèles au plan de l'équateur, ne saurait oflfrir aucune difficulté d'après ce qui précède. Par exemple , si o et H sont les latitudes de ces bases , le volume Y de ce segment sera donné par la formule suivante , qui est rigoureuse , à savoir :
= Tii V' sin ïï • (' ^ 5^' ^^^ h) '
(*) y oyez y pour l'expression de Taire d*iin ellipsoïde à trois axes, les Exercices de Calcul intégral par Legendre, i" partie, page 182,
ou , par cette série régulière et simple ,
y = îrA»p'sinH.ri-~*sin»H.(n-e«sin*H-He*8in*H+. • .)];
p'etp étant , comme à l'art. 187 , les rayons de plus grande et de plus petite courbure de la surface du sphéroïde terrestre y au point dont la latitude est H. En doublant cette valeur de Y et faisant H = loo^, le volume entier de Tellipsoîde à deux axes a donc pour expression ^nba^.
application numérique.
212. Étant données la différence p—p' des méridiens extrêmes d'une portion de zone sphéroidique et les latitudes H , H^ des parallèles qui bordent cette portion de zone sur la Terre ; évaluer en hectares l'aire 2(,) qu'elle renferme, en supposant le quart du méridien de lo millions de mètres, et l'aplatissement de g^^^^g = OyOo3a4.
Soient
H =45Vi5%
et remarquons que par suite de notre hypothèse ,
a = 3^, log a = 6,8o458 39646 en mètres, /^ m= ^= j{j, log b = 6,8o3i7 4566i;
on aura , en se bornant aux trois premiers termes de la série ,
(p—p'\ ( sin 9 cos $ — I m (a + m) sin 3ç ces 3^ ^ Z(., = naby-^J}^ -|.XTO*(3 + am)8in59Cos5<ji'
4a8 de là
a4 43.54» la
Tous les éléments de la formule étant préparés , on procédera au calcul de chaque terme; et comme le premier est le plus considérable, on l'évaluera au moyen des grandes Tables de Ylacq à 10 décimales. Quant aux deux autres termes, il suffira de les calculer avec les Tables de Callet.
D'abord il est à remarquer que Tangle 9 étant très- petit , il convient, pour avoir son log-sinus exactement , de tenir compte des di£Férences troisièmes. Or, les Tables citées donnent
LOO BIN l046'0'' = A
68 aïooi 68 1 0^197
et d'après l'art. 106, si jr désigne le logarithme -sinus cherché, on aura
II
(III) = _+ i^
logsini«46'3'^ = 8,48916 79055.
Afin de faire remarquer la concordance des résultats obtenus par des méthodes dififérentes , cherchons derechef le sinus de i**46'3'% par cette série
log sin (a + ar) = log sin a + fxjr cota (i .^-^ + . . . j ,
démonlrée à Part. 101. D'abord on a
a =1^46', log sin a = 8,48896 3i63o, a: = 3";
et ensuite , en calculant les deux termes en a: , il vient
*ogf* = 9,6377843
log 3" = 0,4771212
c.logR" = 4,6855749
l.cota = i,5io83o4
log /xo? cota = 6,3ii3io8 = + ao 479^0 log 3" 4- C.logR' = 5,16270 c. logsinaa ^ i,aioai
a,684aa = — 483
log a = 8,48896 3i63o log i«46'3" = 8,48916 79057.
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Delambre a donné, dans les Tables de Borda, les logarithmes sinus et tangentes de lo minutes en lo minutes centésimales pour tout le quart de cercle , avec onze décimales. On interpolerait par cette méthode entre ces logarithmes; mais alors on aurait
compl. logR' = 4^196 1 1 987703.
Voici le calcul de logcos43**54'i2i".
On a
h = 10", nh = a", n = 0,2 ;
et , d'après les tables ,
LO6 cob43<>54'io''.
TA
de là
n&A. = (o,a)(— aoa648) = — 40629,6
Quand les différences secondes sont presque constantes, comme dans ce dernier cas, on peut se contenter des différences premières ou de la méthode des parties proportionnelles; c'est ce qu'a fait Delambre , dans le calcul des triangles de la méridienne par les Tables de Vlacq.
Procédant maintenant au calcul de la formule 2^,), on a
i" terme.
log;r loga log*
I.cos
On trouve dans les Tables de Vlacq , que le premier terme de la formule est compris entre 16662 et i6663 ; ainsi a = 16662 , et A = i . De plus ,
saBSÊÊ^mm
log 1" terme, x = 22175 01461 loge, A r= 22172 7i3oi
2 3oi6o
BIBHHI
de là , et en vertu de l'art. 106 ,
« = nrr^ = o,883 ; ^
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et plus exactement <
par suite
nombre cherché, ou a + nh = 16662 + o,883o4
= i666â883o4oo mètres; enfin,
1*^"^ terme = 16662883 hectares.
2® terme = + 49^^^ 3* terme = — i4o
sui&ce2(,) = 16712599
Il faut bien faire attention que les sinus et cosinus des angles étant des fractions, Ton doit supprimer de la caractéristique des logarithmes, autant de dixaines qu'il existe de ces fractions comme facteurs. C'est pour cette raison que l'on a rejeté 5 dixaines de la somme des logarithmes qui composent le deuxième terme ; et comme la soustraction a pu s'effectuer, la caractéristique 8 restante appartient nécessairement à un nombre de mètres composé de 9 chiffres. Mais toutes les fois que le nombre des dixaines d'une somme de logarithmes sera moindre que celui que l'on doit retrancher, la caractéristique représentée par le chiffre des unités appartiendra à une fraction.
Lorsqu'on veut donner plus d'exactitude au résultat que procure la méthode d'interpolation précédente , on prend trois différences premières consécutives , desquelles on déduit deux différences secondes ; et si celles-ci diffèrent l'une de l'autre, leur demi- somme représente alors la valeur de (J*A.
CHAPITRE XIX
DE LA RÉFRACTION TERRESTRE} MOYEN DE LA DÉTERMINER EXPÉRI MENTALEMENT SUR LA TERRE SUPPOSÉE SPHÉRIQUE.
215. Nous avons déjà fait observer (art. 17) que lorsqu'un rayon de lumière traverse obliquement l'atmosphère , il se détourne à chaque instant de la route qu'il suivait dans l'instant précédent , et décrit une courbe dont la concavité est tournée vers la surface de la Terre, parce que la force réfractive des couches atmosphériques est proportionnelle .à leur densité. Un observateur qui reçoit l'impression de ce rayon , le voit par conséquent dans la direction de la tangente à la courbe ou trajectoire dont il s'agit. C'est cet effet que l'on nomme réfraction.
Dans la supposition que la densité de l'air est constante à la même hauteur au-dessus du niveau des mers , et que la Ten^ est sphérique , le rayon lumineux ne peut se mouvoir que dans un plan vertical; puisque ce plan partage symétriquement j en deux portions égales , toutes les couches atmosphériques. Cependant, les variations fréquentes et singulières que la densité de l'air éprouve près de la surface de la terre, modifient tellement la trajectoire lumineuse, que, de concave qu'elle est dans l'état ordinaire de l'atmosphère, elle devient quelquefois convexe, quand le sol est très - échauffé , et nous fait voir alors les objets au-dessous de leur lieu réel : c'est le cas des réfractions extraordinaires. Il peut même arriver que cette trajectoire soit à double courbure et qu'elle donne lieu à une réfraction latérale. Quelques observateurs, etDelambre principalement, attribuent à ce dernier phénomène une partie des écarts des séries d'un même angle entre deux objets terrestres. Cette déviation horizontale ne pouvant I. 55
être évaluée , ce qu'il y a de mieux à faire pour éluder son influence, c'est y comme nous l'avons prescrit, de prendre plusieurs séries d'un même angle aux époques du jour où les réfractions extraordinaires sont le moins à redouter.
Les opérations géodésiques que j'ai faites au commencement de ce siècle 9 en Italie et dans le Milanais, m'ont mis à même d'observer moi-même ce dérèglement des réfractions terrestres. Les chaleurs d'été occasionnent continuellement des vapeurs qui s'exhalent de tous les petits canaux qui arrosent l'immense plaine de la Lombardie , et c'est pour ainsi dire un autre phénomène, que d'y voir l'atmosphère trèstransparente.
214. Voyons comment on mesure la réfraction terrestre, en supposant qu'elle n'ait lieu que dans le sens vertical.
Si du point A {Jig. 44) oï* observe un objet terrestre B éloigné , le rayon lumineux qui en transmet l'image , suivra , d'après ce qui précède , une certaine courbe BDA , et l'objet B sera vu dans la direc» tion de la tangente à cette courbe , c'est-à-dire en B'. L'angle BAB' mesure donc l'effet de la réfraction sur la position de l'objet observé.
Dans la pratique de la Géodésie, la trajectoire lumineuse BDA est une courbe toujours assez peu étendue pour pouvoir être confondue avec son cercle osculateur ; ainsi l'angle de réfraction B'AB , formé par une corde et une tangente, a pour mesure la moitié de l'arc AB soutendu par cette corde. Pour un objet D intermédiaire, la réfraction serait représentée par l'angle B'AD, qui aurait aussi pour mesure ^ AD. Il suit de là que la réfraction terrestre en A est proportionnelle aux arcs AD, AB.
Maintenant si, par les points A, D, B, l'on conçoit les verticales AC, DC, BC qui passent par le centre G de la Terre, les arcs de distance adj ab^ faisant partie d'un grand cercle, seront, à très-peu près, dans le même rapport que les arcs correspondants AD, AB de la trajectoire. Il est donc vrai de dire que la réfraction terrestre est proportionnelle à l'angle formé par les verticales des extrémités de k courbe de réfraction, et qu'elle est sensiblement la même, à une époque donnée , aux deux stations comparées , si toutefois leur différence de niveau est très-petite.
D'après cela, soit 0 la réfraction BAB' correspondante à l'amplitude C de Tare terrestre ab ; on aura en général
e = 7ic,
n étant un coefficient que Texpérience fait connaître, et qui est constant pour le même état de l'atmosphère.
Soient toujours C le centre de la Terre (Jîg. 45) , A et B deux signaux . Si du point A l'on observe le point B, celui-ci paraîtra en B' par l'effet de la réfraction ; de même le point A paraîtra en A', observé du signal B.
Faisons les distances apparentes au zénith
ZAB' = &, VBA' = &\ et les angles de réfraction correspondant s
ZAB = C + ABC
VBA = C + BAC; donc
ZAB + VBA = 2^ + C = D + D'. (a)
Ce résultat nous apprend que les deux distances zénithales vraies surpassent deux angles droits d'une quantité précisément égale à l'arc de grand cercle mené d'un signal à l'autre.
Enfin des équations (i) et (a) , l'on conclut
cJ^ + cJ^' + 0 + ô' = 2« -H C;
ou bien, à cause que 9 est sensiblement égal à 0% lorsque les distances zénithales diffèrent peu Tune de l'autre , et qu'elles répondent aux mêmes circonstances météorologiques , on a
Divisant tout par G , et faisant
on a enfin
0 = /i G , ou assez exactement , 0 4-6'= a/iG ;
et il résulte de l'équation .(3) que
ZAB = (^ + 0 = i^ + iG H- i(c?- &'), 7BA = (?' + 6'= 1' + |G - ll^ - &').
Le coefficient n varie souvent d'une manière très-irrégulière , et son expression théorique, que nous ferons connaître, n'est pas toujours conforme à la réalité des faits. Delambre a remarqué en France que n a environ pour valeur moyenne 0,07876 , ou simplement 0,08. Il a quelquefois trouvé par des temps brumeux o, i5, et en hiver seulement; plus communément 0,06 à 0,08 en été, et 0,08 à 0,10 en hiver. D'autres observateurs ont même trouvé o,5 par les temps de pluie. Si n était négatif, la réfi*action abaisserait les images des objets, au lieu de les élever, et produirait accidentellement le phénomène du mirage.
Il serait sans doute nécessaire, pour déterminer n avec précision, que les distances zénithales des points A et B fussent prises au même moment par deux observateurs; et il est entendu que, dans ce cas, on doit s'assurer si les deux instruments n'exigent pas qu'il soit Esiit une petite correction aux distances zénithales réciproques pour les rendre parfaitement comparables. Mais , comme il est très- difficile de recueillir des observations réciproques et simultanées à la fois , on prend à chaque station plusieurs séries dans les circonstances atmosphériques les plus favorables , par exemple vers le milieu de la journée
et par un beau temps , et alors la moyenne des résultats de ces séries (art. 118) est celle qu'on emploie , soit dans le calcul du coefficient n de la réfraction , soit pour déterminer les différences de niveau {*).
215. Dans ce qui précède , nous avons supposé que les cercles étaient placés aux sommets des signaux j et c'est ce qui a rarement lieu dans la pratique. Si, par exemple, le centre du cercle est au point a j dans l'axe du signal , la distance vraie du point B au zénith est ZaB, et sa distance apparente observée =ZciB': désignons celle-ci par A , on aura évidemment
ZAB' = ZaB' + AB'a = A + AB'a;
reste donc à déterminer l'angle AB'a^ qui est la réduction cherchée.
Soient AB' = AB = K, Aa = dhet AB'a = dA ; le triangle AB'a donnera
d/i sinA
sin dA =
Prenant l'arc pour le sinus, et réduisant en secondes, il viendra
dA = ^-. — j^. (S)
Lorsque les triangles sont calculés suivant la méthode de l'art. 155, on obtient la corde de l'angle C pour une sphère dont le rayon est la distance de l'horizon de la mer au centre de la Terre, et cette corde est plus courte que la distance aB = K. Pour évaluer l'erreur, on
{*) Un grand nombre d'observations réciproques et simultanées faites durant Pété, depuis la mer Baltique jusqu*à Berlin , serrent de base à des recherches intéressantes sur les réfractions , et constituent en même temps un des nivellements trigonométriques les plus exacts de notre époque : elles mettent en relief les continuelles variations an* gulaires auxquelles ce phénomène donne lieu dans ^tte contrée du nord. Il est cependant à regretter, théoriquement parlant, que ces observations n'aient pas été accompagnées de mesures barométriques et thermométriques contemporaines. Fby^ez l'ouvrage qui a pour titre : Nivellement zivischen swinemûnde und Berlin y etc., von J.-J. Baeyer, major im generalstabe ( 1 84o).
pourrait rendre dA fonction de la corde connue et du rayon de la Terre ( Mémoire sur la détermincuion dun arc du méridien, par Delambre, page 9a) ; mais il sera suffisant , dans tous les cas, d'employer la formule précédente, en faisant abstraction de la différence de Tare à la corde.
La réduction précédente étant appliquée aux deux distances au zénith observées , on aura , pour celles qui l'auraient été aux sommets des signaux 9
ZAB' = A + dA = (^, VBA' = A' + dA' = d'.
Bien entendu qu'il faudrait prendre dA et dA' négativement , s'il s'agissait de réduire les distances zénithales aux pieds des signaux ; et si l'on fait en sorte de mettre le cercle le plus près possible de l'axe du signal , il sera inutile d'avoir égard à la réduction à cet axe , à cause de son extrême petitesse , ainsi qu'il est aisé de s'en assurer.
Telles sont les valeurs à employer dans les formules (3) et (4) 9 pour évaluer la réfraction; mais, pour rendre cette théorie complète, indiquons les moyens de déterminer àh ou la hauteur du signal audessus de la lunette, lorsque cette hauteur ne peut être mesurée directement. '
S'il s'agit d'une flèche qui ait peu d'élévation, on mesurera le diamètre à deux hauteurs différentes, ainsi que la différence des deux hauteurs , et l'on considérera cette flèche comme la pointe d'un cône tronqué. Or, soient m, m' les diamètres inférieur et supérieur, h la distance des deux bases , x la partie du clocher qui s'élève au-dessus du diamètre supérieur m'\ on aura, ainsi qu'il est démontré dans tous les éléments de Géométrie ,
Mais lorsque la pointe de la flèche est très-élevée , une petite erreur sur la détermination des quantités 771 — 7/1' et A, pourrait en occasionner une très-grande sur la hauteur x. Alors soient B {fig* 46) la pointe de la flèche observée du point A , B' la galerie où a été placé le cercle : on mesurera les angles ZAB, ZAB', et BAB' sera la différence
des deux distances au zénith : or, le triangle ABB' donne
sinB '
mais AB' est très-peu diflFérent de aA'= K, et Tan a AB'B = eî' + ô', ZAB'=f + 0; doncB^a* — A — (d^'+ô'); donc BB' ou
,, KsinA KsinA
gin(^'-he'4-A)~sm[i*-|-4-C-t-|(*' — *)-HA] KsinA KsinA
""«in[i^ — ^C— 1(^'— *) — A]""cos[i(r--^)-l-iCH-Ay
Développant le dénominateur par la formule connue du cosinus de la somme de demt arcs , on aura
dh= ''^^''
cosf (^' — ^ -h C)cos A — sin|(^' — ^ -H C)sin A ' ou bien
d* = Ï^ÏT^??^) [» - tangA tangi(<?' - c? + C)]- ;
mais|(c?' — c?4- C) étant un très-petit angle , on peut se contenter du premier terme de la série ; donc assez exactement
__ K tang A
dh =
cosi(^'— ^-l-C)*
Delambre fit usage de cette formule pour déterminer les hauteurs des flèches d'Amiens et d'Orléans ; il observait dh de deux stations voisines 9 et prenait le milieu entre les deux résultats dont la différence était légère. Dans tous les cas semblables, il faut faire en sorte de se placer le plus près possible du point de mire , afin que la réduction à ce point soit plus sûre.
La hauteur du centre du cercle au-dessus du sol de la station est aussi un élément essentiel à recueillir dans les opérations du nivellement; en l'appelant dT, celte du signal, comptée depui» la surface du terrain jusqu'au point de mire, sera dh + dT.
Calcul de la réjmction terrestre.
216. A 17°^ au-dessous du sommet du signal A (^g. 4^)9 on a observé la distance au zénith 100^,2408 du sommet du signal B; réciproquement à 1 5™, I au-dessous de l'extrémité supérieure du signal B , une autre personne a observé au même moment la distance au zénith 99^,9259 du point A : la distance rectiligne entre les deux signaux étant de 285o4™,75 = K, on demande la valeur de la réfraction et celle de son coefficient?
Pour réduire les distances au zénith aux sommets des signaux , on fera usage de la formule (5) :, ainsi ^ par rapport au signal A, on a
àh = i7",o; A = 100*^,24^8;
et par rapport au signal B ,
àh' = i5",i; A' = 99^9259;
logdA= 1,23045
Isin A = 9,99999
c.logK = 5,54508
c. logsin I* = 5,8o388
logdA = 2,57940 = 379\67
A = ioo>, 240800 -h dA== o ,037967
Dist. réduite ) , ^ £; * , > ioo«, 278707 = 0 au sommet A ) ' / / /
logdA'= 1, 17898
Isin A' = 9,99999
c.logK = 5,54508
c. log sin I* = 5,8o388
log dA' = 2 , 52793 = 337' , i!\
^' = 99"» 9^5900 -I- dA'= o ,033724
Dist. réduite ) f^^» » •,
au sommet B ) 99 » 9^^4 —
Lorsque les distances zénithales apparentes sont réduites aux sommets des signaux , on emploie les formules (3) et (4) pour avoir la réfraction d et son coefficient n. On ne peut, à cet égard, espérer d'ar river à des résultats bien certains, que quand tous les éléments des deux formules dont il s'agit , ont été recueillis avec les attentions les plus scrupuleuses. Ce qui nuit singulièrement à la bonté des observation s et les rend très-discordantes, c'est lorsqu'elles sont fûtes dans les moments où les objets sont fortement ondulants.
Les formules citées exigent que l'on connaisse l'angle au centre C exprimé en secondes. Or, la distance K entre les deux signaux A et B = 285o4",75; et Ton a C, réduit en secondes , à l'aide de la
formule C = -^=— = =r-: — ; y la normale N étant prise pour le rayon
terrestre (art. 170). Or, en supposant les observations faites à la latitude de 45® ou 5o grades, la table IV donne logN= 6,8o53i89; partant ,
logK = 4,454917a
c. l.sini* = 5,8o388oi
c. logN = 3,1946811
log. C = 3,4534784 = 284i%o5 centésimales.
La distance AB répond donc à un arc de 2i8^4i%o5.
Voici maintenant le calcul de la i*éfraction 9 et celui de son coefficient n.
On a , par ce qui précède ,
(3) 0 = iC - ^{&+r - 200^),
et , en vertu des valeurs trouvées ci-dessus ,
c^= ioo^2787*,67 &'= 99.9596 ,a4
|((f + (^'— aoo)= — 0.1191 ,95
\C = 4-o.i4ao ,52
e = +0.0228 ,57 logô = 8,35902
c. logC = 0,54662
log/i = 8,90554 donc n = o,o8o45 = yj environ.
Ainsi , en supposant la réfraction constante , et là même aux deux sta- I. 56
tionS) on a
ô = wC := (o,o8)C.
Mais il est important de savoir si les réfractions locales aux deux extrémités d'une même trajectoire lumineuse sont réellement égales , comme on le suppose ordinairement en Géodésie , lorsque les observations de distances zénithales sont réciproques et simultanées, et que les rayons vecteurs AC = r, BC = r' de cette trajectoire {fig- 46 ) diffèrent entre eux. Or on atteindrait évidemment ce but, si Ton connaissait exactement la différence de hauteur r' — r des stations A , B , le rayon r de la Terre et l'angle G des verticales ZC , VC ; parce qu'alors en évaluant, dans le triangle ABG, les angles A, B, qui sont respectivement les suppléments des distances zénithales vraies A , A% la comparaison de ces distances avec les distances zénithales apparentes cf, i' mettrait en évidence les réfractions correspondantes Q , 0\ Voici en effet d'excellentes observations extraites de la Nouvelle Description géométrique de la France y tome II , page 669 , et qui répondent complètement à cette question.
Hauteur relative des points A , B {Jig^ 46),
savoir r'—r=^ io63°.
log. distance horizontale de ces mêmes points,
ou logK= 3.9715779
Distance zénithale de la mire B , observée de
celle de la préfecture de Clermont-Ferrand. & = 92'*8436',32
Distance zénithale de la mire A de la préfecture, observée de celle du Puy-de-Dôme. . c?' = 107 .234ï,59
Enfin , angle de leurs verticales C= o .0933,52
parce qu'à la latitude de Clermont le log. du rayon rde la Terre, ou plutôt de la normale N, est, d'après la Table IV, logN = 6.8o53366. Nous ferons cependant remarquer que la distance zénithale observée réellement de la préfecture, était de 9a^8478*,37; mais comme le centre du cercle, placé en O {Jig. 48 bis) y dans le plan vertical OAB, était de o"',47 = ni en arrière djB la verticale ZA de la mire a, placée à o"*,57 au-dessous de ce centre, cette distance zénithale a dû éprou-
ver deux réductions. Tune de — 3* ,55 à la verticale ZA^ et l'autre de — 38', 5 à la mire a. Or, il est assez évident que la première réduction s'obtient par la formule (i) deTart. 132, dans laquelle la distance de gauche G est infinie ; c'est-à-dire que
réduct. a la verticale = -f- — — ^ — 5 — ^ = — — ^, — - ;
D sifi I D 8111 1 '
et qu'à cause de r' — r = i o63™, la distance oblique D = -: — -z , du
moins à très-peu près. Quant à la réduction à la mire a , elle se calcule par la formule (5) de l'art. 215 et en prenant dh^sz—- o"",57. Ainsi , avec les données précédentes et la formule
démontrée à l'art. 49 , laquelle se change en celle<<;i :
cot
(^-C) = ^;^'+tangiC
à cause de B= A — G {Jig. Ifi) et de ft= r ou N; on a tout ce qu'il faut pour déterminer la distance zénithale vraie A correspondante à la station de la préfecture. Exposons donc ce calcul et la conséquence qui en dérive.
log [r' — r) = 3.oa65333
c. logN = 3.1946634
c. logsinG = a. 8337566
tang^G = 0,000733a
cot (A — G) = o,ii4dd9a.
Delà log. cot (A -— G) = 9.05774^2, et A — G = 92*7597%6o
ajoutant G = 933 ,5a
on a, distance zénit. vraie à la préfecture, A = 9a.853i ,ia.
Get angle étant calculé ainsi , avec toute la précision que comportent
les mesures géodésiques , on a
à la préfecture A = ga'SSSi*,!^ .
réfraction 0 = 94 ,80 = 3o'',7a sexag.
ainsi le coefficient n = ^r = 0,1 01 55.
De plus , à cause de la relation ^-^â' + Q + 0' = aoo* + C , on a
au Puy-de-Dôme, aoo* — (A — C), ou distance vraie
A' = i07"a4oa*,4o (?' = 107.3341 >59
réfraction 6' = 60,81 = i9'S7 sexag.
et par suite , /i' = — = o,o65i4.
Enfin le coefficient moyen de la réfraction, ou^(/i+7i') = o,o8335. Il parait donc que, lors des observations simultanées , la réfraction à la station inférieure était environ de 1 1 secondes sexagésimales plus forte que celle observée à la station supérieure. Quant à la détermination théorique des réfractions , elle dépend essentiellement de la formule suivante due à l'illustre auteur de la Mécanique céleste^ mais un peu modifiée , et composée d'éléments météorologiques qu'il est indispensable de recueillir en même temps que les distances zénithales.
EXPRESSION THÉORIQUE DU COEFFlCIElTr DE LA RÉFRACTION TERRESTRE.
217. On trouve par des considérations physiques et mathématiques, que ce coefficient, que nous avons désigné ci-dessus par n, a pour expression
(i) n =|Pp j(i — g/), ou w = -J-Ppr(X — e),
ainsi que nous le démontrerons au chapitre II du 4^ livre. Quant à présent, nous nous boraerons à faire remarquer que r=6366i98 est
le rayon de la Terre supposée sphérique ; ^ = (/) =; 7960™ le rapport de la densité du mercure à celle de Fair, multiplié par la près* sion barométrique 0^,76; P le pouvoir réfringent de l'air sec; |9 sa densité actuelle, celle correspondante à zéro de température étant l'unité ; s un coefficient dépendant de la loi du décroissement de la chaleur à mesure qu'on s'élève dans l'atmosphère.
De plus 9 on a à Paris , suivant les expériences de MM. Arago et Biot, |(P) = 0,00014719 sous la pression o"*,76 et à la température zéro; et l'on sait que la dilatation d'un volume d'air, pris pour unité, est de 0,00375 = /3 pour chaque degré du thermomètre centigrade , tandis que la dilatation cubique du mercure est àe-^^^ = 0,00018 = /3'. Ainsi, en désignant respectivement par f et ^' les températures actuelles de l'air et du mercure, et par h la hauteur observée du baromètre , on a
partant, le coefficient de la réfraction devient
(2) n = \ (P) 5=r^-(7qr37r(i-hP'^') LCÔ'rTlfî " ^ J '
ou par les logarithmes et en ayant égard aux valeurs numériques données ci-dessus, l'on a
logX = 6,o9909-log(n-^«), I
logw=3,o9095-+-logA— log(n-^0— log('-*-/3'^)+log(X— fi), ) ^ ^
en admettant d'ailleurs que l'air humide réfracte la lumière sensiblement comme l'air sec , ainsi qu'il résulte des expériences citées.
Quant au coefficient s, sa valeur 0,0000275 a été déterminée avec beaucoup de soin par M. Plana, pour la latitude de 4^^; et nous la supposerons constante , quoique en réalité elle varie d'un lieu à un autre, et peut-être aussi dans un même lieu en différentes saisons. Au surplus on a , suivant ce savant géomètre ,
lorsque T et T' sont les températures de l'air observées eu même temps au pied et au sommet d'une montagne dont la hauteur z est connue et exprimée en mètres.^
Cependant , si Ton voulait avoir égard à l'effet que produit la vapeur aqueuse constamment répandue dans l'atmosphère y et dont la densité est les f de celle de l'air sec qu'elle remplace , il faudrait considérer que p étant alors la densité du mélange et (p) celle de l'air sec , on a ( Mécanique de Poisson ^ tome II , page 634 )
f désignant la force élastique de cette vapeur sous la pression baro métrique h ; et que, dans la même circonstance ,
( Physique de M. Biot, tome III, page 3i5).
Ces valeurs étant substituées dans la formule (i), et y exprimant la tension de la vapeur d'eau à l'état moyen d'humidité ( Traité de Physique y tome I, page 53i), on a
f = o"',ooa56i -t- o"',ooo43a45.<, logX = 6,09909 — log(n-^i) + log (1-0,375 =J),
log A = 3,09095 , log B = log (i + 0,082 ^ j ;
et enfin
log/i = logA + logB — log(i +p<)— log(i-+-P'/')
log(X — ê).
Quoique ce moyen d'évaluer le coefficient de la réfraction ne soit pas fondé sur une théorie physique tout à fait dégagée d'empirisme , comme on le verra plus tard , cependant nous avons prouvé par maints exemples , dans la Description géométrique de la France (tome II, page 645 et suivantes) , que les résultats numériques aux-
quels i] conduit sont généralement satisfaisants , quand les circonstances atmosphériques sont favorables, c'est-à-dire lorsque la sphéricité des couches aériennes d'égale densité n'est pas sensiblement troublée. Voici un de ces exemples.
Le 27 novembre 181119 le colonel firousseaud , lors de la mesure du parallèle moyen , observa vers midi et au sommet du Puy-de-Dôme,
la hauteur du baromètre . h = o",644725 ,
la température du barom. t' = 10^,6 centigrades,
la température de l'air . . . ^ = 9 ,4 9
éléments météorologiques qui correspondent précisément à l'époque des observations des distances zénithales citées à l'art, précédent, et d'après lesquels les deux formules (A) s'évalueront ainsi qu'il suit.
i** formule. a* formule.
c. log(n-/30 = 9^98493 logA = 9.80938
logX = 6.o84osk ^- log(i +/30 = 9,98493 c. log(n-i3'*') = 9.99918
X = o,oooiai3 iLm A \^
' ^ *ûgfA — €) = 0.07220
logTi = 8.85664.
On a donc «=0,07188; et si l'on veut savoir quelle était à très-peu près la réfraction à cette station du Puy-de-Dôme, on aura, à cause de C = 933%53 = 62",46 sexag., d'après ce qui précède,
réfraction ô = /i C = ai", 74 sexag. logw = 8.85664 Par la mesure trigonométrique. . 19 ,70 logC = 2.9701 3
différ^ice. . 2 ,o4 log Q = 1.82677 centés.
sexag
Cette différence entre la théorie et l'observation est si petite, dans cette circonstance , qu'on ne saurait décider si l'une de ces deux valeurs est préférable à l'autre.
A la station inférieure de la préfecture de Clermont-Ferrand , la réfraction déduite pareillement de mesures barométriques et thermométriques j prises le même jour et à la même heure par Bamond , était de a5",a sexag., c'est-à-dîre de 5'\5 de moins que par l'observation ; c'est ce qu'il est facile de vérifier au moyen des données suivantes :
hauteur du baromètre o°*5 7325 ,
thermomètre du baromètre. i/**,5 centig. thermomètre libre
et desquelles on déduit, par un calcul semblable au précédent ,
\ogn' = 8.91994 ou n' = o,o8i6a8;
en sorte que le coefficient moyen serait théoriquement
par l'observation trigonômétrique
(art. précédent) o,o8335
différence — 0,00660.
Ainsi , d'après la théorie que nous avons adoptée , la somme des réfractions qui se sont manifestées aux extrémités de la même trajectoire lumineuse aurait été de 46'S99 tandis que, par la résolution du triangle hypsométrique ( art. précédent ) , elle aurait été plus exactement de 5o",4. Il peut se faire que ce léger désaccord provienne, en grande partie , de ce qu'il y a eu décroissement' de température de l'air en sens inverse (*).
I , _ ,- -■ I T-| " I II . ---II- I
(*) Dans le but de compléter un grand travail sur les réfractions, inséré dans les derniers volumes de la Connaissance des Temps, M. Biot a repris et étendu la théorie des réfractions terrestres exposée au chapitre II du livre X de la Mécanique céleste; mais Tapplication qu'il a faite de quelques-unes de ses formules à Texemple actuel nous ayant paru donner lieu à une sérieuse objection , nous renverrons le lecteur aux Additions à la Connaissance des Temps pour 1 84a 9 et surtout à la page 663 du second volume delà Nouvelle description géométrique de la France, pour tous les éclaircissements qu*il pourrait désirer à cet égard.
CHAPITRE XX
DETERMINATION DES DIFFERENCES DE NIVEAU, PAR LES PROGÉdEs \ • TRI60N0MÉTRIQUES.
218. Deux ou plusieurs points sont dits de nivecui entre eux, lorsqu'ils appartiennent à une même surface semblable et concentrique à celle des eaux tranquilles de la mer ; et une droite perpendiculaire à la direction de la pesanteur est dite une ligne horizontale ou une Ugne de nis^eau apparent. En supposant la Terre sphérique , toutes les verticales ou lignes de gravitation passent par son centre ; mais si l'on regarde le globe terrestre comme un sphéroïde engendré par la révolution d'une ellipse autour de son petit axe, les verticales qui sont, des normales à sa surface , rencontrent en général le demi grand axe entre le centre et l'équateur {fig> Sg).
Ces définitions étant bien comprises, il s'agit de procéder à la recherche des formules propres à la détermination des différences de niveau, dans chacune des deux hypothèses précédentes; afin de juger avec connaissance de cause du degré de précision qu'on peut obtenir dans les deux cas.
PEBMiiRE HYPOTHÈSE.
La Terre étant sphérique.
Soient C {Jig* 46 ) 1^ centre de notre globe réputé sphérique , et A, B deux points inégalement éloignés de ce centre. Si AB' est une ligne de nweau vrai ou un arc terrestre, la hauteur BB' = riE sera la différence de niveau des deux points A, B. Or, par les opérations géodesiques, on connaît la plus courte distance de ces points , ainsi que I. 57
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leurs distances zénithales réciproques, ou tout au moins l'une d'elles; on a donc tout ce qu'il faut pour déterminer dE,
En effet , représentons par c? la distance zénithale apparente du point B y observée de la station A ; par &' la distance zénithale apparente du point A , observée de B ; par G l'angle que forment les deux verticales passant par A et B et se coupant au point G; par R le rayon de la sphère dont la surface s'écarte le moins possible de celle de la Terre aux lieux des observations; par S, S' les réfractions dont les distances apparentes (?, d^' se trouvent respectivement affectées; enfin par D, D' les distances vraies (?-+-ô, cî^'+ S'; et supposons d'abord D < D' : le triangle rectiligne ABG, que nous appellerons triangle hjpsométrique y donnera
sinD': R :: sinD: R + rfE,
d'où
jr T> /sinD — sinD'\
rfE == R ( r-~, ) ;
\ smD / ^
jx i\ r^f /D-4-D'\ . /D — D'\ ^
puis , à cause de sm D — sm D' = 2 cos I j sin ( j , et
, D-4-D' „ C, rti*N J /D-f-D'\ . C
de — --- — = loos H — (art. 214), ou de cos ( J = — sin — , on
aura
2Esin ^sinl(D'--D) aRsm -ain|(D' — D)
^ *" sin(aoo— D') "^ cos|(D— D' — C) '
Mais en général
cos(x)=cos(-x), et sin^ = ^|^ -. ^ (i")'"^ '"'
de plus, RC = K< , K^ étant l'arc qui mesure la distance des stations A , B, et dont la corde est K; ainsi 2R sin — = K, et
\ * 24R>y cosi(D'-D4-C)' OU
d] dE- «-«"HD-P)
Au surplus 9 il est très-rare qu'on ne puisse pas prendre dans ce cas l'arc pour la corde.
Supposons maintenant D>D'; le triangle ABC [fig* 46 ^'^) donnera
sinD: R :: sinD' iR + rfE; par conséquent
\ sin D / '
et par suite, en procédant comme ci-dessus , ou, ce qui est plus simple, en changeant dans le résultat précédent D en D' et vice versa , puis supposant qu'on nivelle en allant de A en B ,
a^— ^jv, ^^^^j ________
ou
^ ' co3|(D — D'-f-C)
Si l'on compare cette valeur à la précédente (i), on reconnaîtra que celle-ci est négative et que l'autre est positive , mais que dans le dénominateur, la différence D' — D doit toujours être prise positivement , lorsque l'on emploie pour K la distance des deux stations réduite au point le plus bas. Or, par le calcul d'un réseau trigonométrique , K est nécessairement réduit au niveau de la mer (art. 141), et est alors représenté par ab'. Ainsi la différence de niveau BB' = e/£, obtenue à l'aide de R = ab\ est un peu trop petite , puisqu'elle devrait l'être au moyen de AB' ; mais dans la pratique on peut , sans inconvénient , faire abstraction de la très-petite différence des deux cordes a^^, AB', à moins que les stations ne soient très-élevées (art. 256).
Afin de comprendre ces deux formules dans une seule , et de les assujettir à l'hypothèse précédente, nous écrirons
f'X\ ^ir Ksini(D' — D) ,. ,„ Ksini((î' — ^)
La réfraction ne modifie en rien ce résultat , puisque , d'après ce qui a été dit à l'art. 214, on peut presque toujours supposer d = 0' : il en
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serait évidemment de même si les distances zénithales réciproques c^, d' étaient affectées chacune de la même erreur. On entendra par le signe oo, que la différence (?' oo (? qui entre au dénominateur, doit toujours être considérée comme positive et s'ajouter à l'angle G. Ainsi, le signe de rfE, qui dépend uniquement de celui du numérateur sin ^ [ù' — è\ sera positif ou négatif selon que l'angle i' — c^ sera lui-même positif ou négatif.
La formule (i) ou (2) , qui est rigoureuse , conserve ce caractère en développant le dénominateur et en faisant attention que aR sin-| G=K , et que R est la normale N de Tune des stations (art, 170), Gette opération très-facile donne en effet
W "^— I— taiiglCtangi(^— *+0'-9)'
et c'est encore ce que l'on trouve en appliquant au triangle hypsométrique le théorème démontré art. 49. Au surplus, à moins que la distance des objets mis en comparaison ne soit très-grande, ce qu'il faut éviter, cette dernière formule, en y supposant Q = Q'j peut se réduire à celle-ci :
(40 dE = aR tangiC tangi (&'-&) = ^ tangi (<?' - (T),
laquelle est fort usitée. Si Ton en chasse l'angle des verticales au moyen de cette rdation
C = <?+ (^ -h Ô -h 0' — a" = (^ 4- <f' + nC H- n'a — a%
qui donne
on aura définitivement , avec une approximation suffisante ,
(5) ^E = ^^^Ëf^ tangi (<^.'-c^).
G'est à l'aide de cette nouvelle formule qu'on déterminerait assez bien ,
dans une exploration géographique y la différence de niveau de deux points éloignés l'un de l'autre sans connaître leur distance , en supposant cependant que les coefficients riy ri des réfractions locales fussent déduites théoriquement d'observations barométriques et therraométriques contemporaines de celles des distances zénithales. Autrement l'on serait obligé de faire /i = /i' = 0,08, et alors la différence de niveau laisserait encore plus d'incertitude sur sa véritable valeur ; car il faut bien faire attention que la substitution du diamètre de la Terre et du complément de la demi-somme des distances zénithales à la place de l'arc de distance K qui est censé inconnu , produit quelquefois une erreur considérable sur^E, puisqu'elle serait, par exemple, d'un 70® si l'on déterminait , par les seules distances zénithales apparentes et les coefficients de la réfraction, rapportés art. 216 et 217, la hauteur du Puy-de-Dôme au-dessus de la préfecture de Clermont-Ferrand. En effet la formule (5) donnerait dlL = 1048", tandis qu'on a exactement io63"" par la formule (4'), qui est explicitement fonction de la distance K.
219. Si l'une des distances zénithales et la différence de niveau dE étaient connues, et qu'il fallût avoir l'autre distance zénithale, pour réduire à l'horizon un angle observé entre deux objets inégalement élevés, la formule (4) donnerait sur-le-champ
tangi(c?'-c?)=-^5^ ;
i-h-j^sin|C
et par la méthode de l'art. 93, on aurait ,- en série et en secondes ,
fA^f A\ _ ^^ COS7C f^Y sinjC {dEy cos|C
mais l'on pourrait bien dans ce cas se contenter du premier terme.
L'usage du théodolite rend ce calcul inutile, puisque les angles observés avec cet instrument se trouvent réduits à l'horizon (art. 125); et ce qu'il y a d'avantageux, sous un autre rapport, c'est que la réfraction , dans le sens vertical , ne peut jamais troubler l'accord des séries. Mais ce n'est pas une raison pour négliger d'observer les dis-
tances zénithales, puisqu'elles servent à déterminer exactement les différences de niveau.
220. Ne faisons maintenant dépendre la formule (4) que de la seule distance zénithale ^^ et y dans cette vue, rappelons-nous que
d' -j- 6 = i« + -i-C — ^ ((^ — c^) ; on aura tout d'abord , en éliminant 1. ((J' — (J) = i« ^ ((? + 0 — IC), cette expression finie
W «^— i-tang|Ccot(^+e-iC)'
ou , parce que le dénominateur diffère très-peu de l'unité ,
dE = aR tangiCcot (c^H- ô - |C) = ^^ cot ((? -h ô -'iC);
ou encore , en introduisant ici le coefficient de la réfraction , on a (6') dE = ^cot[â + {n-i)C];
et il est évident que le signe de dE dépendra de celui de la cotangente. Enfin , si dans l'équation (6) on fait
a: = tangue cot (c? -+- ô — ^C) , on aura
(6") rfE = aR.^-;^=aR.(ar + jr»-l-JC»+...);
mais il est extrêmement rare que le premier terme de cette série ne suffise pas.
Lorsque la valeur numérique du coefficient de la réfraction ne peut se déduire d'aucune observation directe , faite à l'époque où les dislances zénithales ont été prises, on la suppose ordinairement de + o,o8. Dans le cas d'une réfraction extraordinaire, n peut être négatif; mais il n'y a que l'observation qui puisse véritablement faire connaîti'e ce coefficient et le signe dont il doit être affecté.
221. La formule (6') se transforme en une autre équivalente ainsi qu'il suit. D'abord soit , pour abréger, (n — |) C = |3 , on aura
co.[*+(.-eC] = co,(* + ft = ^^i^^
et puisque , dans la pratique, l'angle |3 est fort petit, on peut prendre l'arc pour la tangente : ainsi ,
cot((»+<3)= 'Z^'^^'f ,,.
Ensuite multipliant haut et bas par (H- jS cotcf)"*, et développant, il vient, en s'arrêtant aux termes du premier ordre par rapport à /3,
cot [à + P) = (cote? - /3)(i - p cote?) = cot^ - ^;
puis, remplaçant j3 par sa valeur, et faisant attention que C = — , on a enfin
OU , ce qui est encore permis dans beaucoup de cas, (8') rfE = K cot(? + ^ '- ^^
^ ^ aR R
Ce dernier résultat, auquel on peut sans doute parvenir par une voie plus simple et plus directe, met en évidence et le terme dépendant
de la sphéricité de la Terre, savoir —, et celui qui est produit par la
réfraction , savoir ^. U serait donc facile de former une petite table
pour difiGérentes valeurs de n.
Mais quand il est permis de faire constamment ti = o,o8, et de prendre pour R la normale à la latitude de 45 degrés, on a
rfE = Kcot(J + 9K%
et log q = 2 .81793 : expression très-usitée dans la triangulation secondaire et dans les opérations de détail.
Un autre avantage de cette formule (8) est de donner la valeur du coefficient de la réfraction, quand on connaît rfE, K et la distance
zénithale apparente & : en effet, soit — 7^ = dE\ on a (9) I ~ an = '- ^.
Mais rien ne prouve que n soit constant pour toutes les trajectoires lumineuses qu'on peut concevoir, au même moment, autour du centre de la station.
Si au lieu d'exprimer la différence de niveau par les premiers termes d'une série d'ailleurs très-convergente , on en voulait une expression finie, il suffirait de mettre dans la formule (i), art. 218, pour Kiy — D) sa valeur i"* — D 4- ^ C, car on a sur-le-champ
, Kcos(D-iC)
^^- sin(D-Cr'
Observons toutefois que si l'on se bornait à remplacer ici la distance zénithale vraieDpar sa distance apparentée^, la différence de niveau résultante serait , d'après ce qui précède , en erreur d'une quantité exprimée par le terme — ■ , ^z dû à la réfraction; mais elle sera évidemment exacte, en faisant D = ^-4- 71 C, ou ce qui est pins commode pour le calcul numérique, en écrivant
sin{^ — C) Rsin»(î"
222. Lorsqu'on aperçoit l'horizon d# la mer, d'un lieu élevé d'où l'on observe, il est facile d'obtenir la hauteur de ce lieu au-dessus des eaux, au moyen de l'angle observé entre l'horizon et le zénith, si Ton connaît d'ailleurs le coefficient de la réfraction ; voici comment :
Si , par le point B de l'observateur {Jig. 4?) > l'un imagine une tangente BA à la surface de la mer, le rayon terrestre CA = R sera évidemment perpendiculaire à AB. Si l'on imagine en outre une ligne de
niveau y ou un arc terrestre ÂB' compris entre le point A et la verticale YB, la hauteur cherchée sera BB' = E. Or, faisant comme à l'ordinaire la distance zénithale vraie YBA = D = c^ + d^ (^ étant la distance apparente observée et ô la réfraction ; le triangle rectangle CAB donnera , à cause de Fangle CBA = i^ — C, et de CA = R,
siii(i« — C) eosC
Mais BB' = E = CB — R, par conséquent
£ _ ^(i— -cosC) _T. asin^lC cos c cos G
= ^ sm.êcosC = ^ **°g^^ **°6^-
Quelle que soit la hauteur de la montagne , la distance zénithale qui aura pu être observée du sommet ^ sera toujours peu dififérente de l'angle droit ; ainsi Fangle C sera très-petit. Mais parce qu'en général tang nue = m tang x , lorsque x est un fort petit arc , et m un coefficient peu différent de l'unité y on a sensiblement y en considérant R comme :1a normale N du lieu ,
E = |R tangue.
De plus, à cause de C = c? + ô — i^ = çj + nC — i^ (art. 214), on a
enfin,
(10) E = iR^-^-l^ tang» ((?-!');
OU , faisant la dépression apparente (^— i^ = {<, onaà fort peu près
E = ^R(H-7i)^tang*w.
Cette formule usitée aurait cependant plus de précision si on la modifiait de manière à tenir compte de la difiTérence qui existe très-probablement entre la réfraction à la surface de la mer et celle qui se mani- I. 58
feste eu même temps à la staticm élevée. Or, en reprenant la formule (40» et remarquant que, dans le cas actuel ^ (? = loo^, ^' = loo^ + u, elle devient, en y changeant d'ailleurs dEi en £ pour désigner une hauteur absolue; elle devient, disons-nous,
E= aR tangue tang^u;^
puis, substituant pour G sa valeur en fonction des coefficients des réfractions locales, savoir :
on aura très-approximativement
(II) E = t»R(^-^)tang»i«.
Maïs Ton remarquera que cette formule présente dans la pratique le même inconvénient que celle (5) de Fart. 218 y et qu'il est impossible d'y remédier.
223. On voit par ce qui précède , de quelle manière on déterminera les élévations des sommets des signaux au-dessus d'un même horizon , àardwau moyen de l'Océan , par exemple : ainsi, en en retranchant les hauteurs des signaux , on aura celles du sol au-dessus de ce niveau (art. 53).
En attendant que nous donnions un exemple de ce calcul , supposons que les points R y R', R", . • .,&") soient inégalement élevés au-dessus d'une même surface de niveau, en sorte que h' soit l'élévation du point R' au-dessus du niveau de R ; h" l'élévation du point R^ au-dessus du niveau de R"; d'" la dépression du point R'^, par rapport au niveau R", et ainsi de suite; il est évident alors qu'on aura généralement pour la difiFérence de niveau des deux points extrêmes y h — rf , en prenant positivement les hauteurs A'-hA''...= Ayet négativement les dépressions rf"" 4- rf'^« . . = é/ supposées observées de gauche à droite. Si la différence A — rf est affectée du signe H- , le point extrême R^"^ sera au-dessus du niveau de R ; et si elle est affectée du signe — , le point B ^"^ sera au-dessus du même niveau.
Concluons de là , que si E est la hauteur du point B au-dessus du ni-
veau de la mer, E + h^ d sera la hauteur de tout autre point au-dessus de ce niveau.
Toute hauteur au-dessus de la mer se nomme hauteur absolue, et la différence de niveau de deuxpoints s'appelleen général A^i/^ee/rreZa/zVe. Maintenant on est assez d'accord en Géodésie pour désigner sous le nom d^ altitude la hauteur absolue d'un point; parce que cette troisième coordonnée réunie à la latitude et à la longitude de ce point a même désinence, et qu'elle achève d'en assigner la véritable position sur la Terre*
Divers calculs de différences de niueau.
224. Toutes choses étant égales, comme dans l'art. 216 où les distances zénithales sont réciproques et supposées avoir été observées simultanément , on demande la différence de niveau des sommets des I . deux signaux A et B (Jig. ^S). Cette différence est donnée par la for- ^ ,
irj) mule exacteJ(4K ; V //' .••'■••'^•' '' "'';'""■; '^ "^
et Ton a *^ , '. - k ^'m'î ii''-*" )
& = 100 ,278767 logK= 4*45491 7» '
<^_(J=^. 0,319143 l.smi(<^ -(>)=— 7,3990750
C = -f- o,a84io5 c.lcosi((?'— d'+C) = H- 0,00000/19
Donc... dE=— 7i"',449-
Cherchons oicore cette dififérence de niveau par la formule (4'), approchée ,
dE = ^^%-'\ (40
logK = 4,454917»
l.tangA((J'-<?) = 7,3990778 -
c. 1. cos -^C = 0,000000a
logrfE= 1,8539951 =- 71 «",448.
^^ L. T ^( -f ^ ^ uf y^■^x^»
^U te \\oui«'^ c U / c
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Ainsi, le point B est plus bas que le point A , de 71*^,45. Nous aurions pu borner tout ce calcul à 5 décimales.
Si Ton ne connaissait que la distance au zénith e^, prise du point A, il faudrait recourir à la formule (6), ou à celle (6'). Dans ce dernier cas y et en supposant le coefficient n de la réfraction = 0,08, on aurait
^E = K cot ((?+o,o8C — 0,5 G) = K cot (c^ — o,4a G).
9= ioo«, 278767 logK.= 4 > 4^49'
— o,4aC = — OyiigSa^ —l.tang 15^9226=— 7,89873
^ — o,4aC=-h 100,159445 dE = — 1.85365= — 71"*, 39.
En prenant le milieu entre ce second résultat et celui que donnerait l'autre distance zénithale, on retomberait sur le premier : ils seraient identiques , en employant la valeur de n déduite des deux distances zénithales ^, &' (art. 216). En général les observations réciproques annullent presque entièrement Terreur provenant de la supposition d'égalité entre les réfractions aux deux stations comparées , erreur évidemment représentée par le très-petit terme + aR tang \ G tang|(9' — 6), ou +|K(6' — ô) sin i", que l'on trouve en mettant dans (4') au lieu de ((f'-.e^) la quantité (c^' + Ô'—d'-ô), art. 214.
Au surplus, quand même les distances zénithales â^â' n'auraient pas été prises simultanément par deux observateurs , la différence de niveau des deux stations se déterminerait encore très-exactement, si des mesures barométriques et thermométriques avaient été recueillies en même temps que les distances zénithales ; parce qu'on pourrait évaluer les réfractions d, Q' co)Tespondantes (art. 217), et apprécier le terme précédent qui en dépend.
Parmi les observations réciproques et simultanées qui ont été faites sur le parallèle de Paris , pour trouver la différence de niveau entre le sommet du Panthéon et celui du clocher de Vélizy [Jig. i , PL IX) celles du 128 août 18 19 sont [Description géométrique de la France, tome I, page a36) :
Au Panthéon, distance zénithale apparente
réduite au sommet de la lanterne.. . . d^ = 99', 7886;
A Yélizy , distance zénithale apparente réduite au sommet du clocher (^'= 100 ,3!2!28.
L'arc de distance entre ces deux stations, ou K = i3 3^1 mètres; de Jà log K = 4. 1345368, et à la latitude de Paris, H= 48<>5o' = 54%27 ; ainsi , d'après la table IV, on a pour le logarithme de la normale ,
logN = 6.8o5435a. Calculant l'angleau centre, C = ^^t-t — s-, on trouve
log C = i3a7*,3. Évaluant ensuite la formule (4') ci-dessus, il vient, à cause de â' > âj
log rfE= 1.7473333, delà rfE=-55%89;
c'est-à-dire que le sommet du clocher de Vélizy est , par rapport au niveau de la mer, plus élevé que celui du Panthéon.
Le nivellement géodésique qui a été conduit de la sorte depuis Paris jusqu'à la mer à Cancale, a donné pour hauteur absolue du sommet de la lanterne du Panthéon i43°',849 et pour celle du pavé de ce monument 60^,54 ; d'où l'on conclut que l'altitude du sommet du clocher de Vélizy serait de 199"*, 7 3 si Ton s'en tenait à la seule observation précédente; mais trois observations pareilles, faites à i'^ d'intervalle et composées, chacune, d'une série de ao répétitions, ont donné, par un milieu, 199^,44* Ce beau nivellement, qui a été e:xécuté en partie de jour et de nuit, ainsi que l'avait prescrit la Commission royale de la nouvelle carte de France présidée par M. Laplace, aurait offert un double intérêt si , conformément au désir que cet illustre géomètre avait exprimé , on!y eût ajouté des observations météorologiques contemporaines; parce qu'elles se fussent trouvées dans des conditions très-favorables pour faire mieux apprécier les effets de réfraction sur les différences de niveau.
Dans le calcul d'un réseau trigonométrique , on a toujours soin de faire de fréquentes vérifications de tous les résultats qu'on obtient : par exemple, la différence de niveau des sommets des signaux érigés aux points A, B du triangle ABC {Jig. 34) , après avoir été déterminée directement par la distance AB, se vérifiera en passant par le point C, c'est-àdire au moyen des deux différences de niveau des points A , C et des points C,B.
Voici, pour exemple, des hauteurs absolues qui ont été obtenues de la sorte , et qui se rapportent au triangle résolu à l'art. iSO.
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Quand on emploie à cet effet des distances zénithales moyennes et réciproques y résultant d'observations faites dans les moments les plus convenables et avec un bon instrument , les limites des discordances sont tellement resserrées , que l'on peut répondre des différences de niveau à quelques décimètres près, dans les triangulations primaires, ainsi que le prouvent tous les registres géodésiques du Dépôt de la Guerre : alors, la recherche du coefficient de la réfraction terrestre perd lin peu de son importance. Ce coefficient, assujetti à toutes les vicissitudes atmosphériques , varie tellement à certaines époques , pendant la présence du soleil , et surtout dans les lieux bas et humides , ou lorsque le rayon visuel rase une plaine sablonneuse fortement échauffée , qu'on ne saurait établir par aucune théorie mathématique des formules qui en donnent les valeurs exactes dans ces cas exc^ tionnels. Mais lorsque les circonstances météorologiques sont plus conformes à l'hypothèse admise par Laplace et d'autres géomètres, sur la constitution physique de l'atmosphère, il est avantageux, pour évaluer très • approximativement ce même coefficient, de procéder comme à l'art. 217 , et comme on le peut voir encore par ce qui suit.
225. Nous venons d'obtenir la différence de niveau de deux points d'où l'on a pu observer simultanément les distances zénithales réciproques : cherchons maintenant cette différence à l'aide d'une seule distance au zénith , mais accompagnée de mesures barométriques et thermométriques prises à la même station.
Le 7 juin 1812, vers 10 heures du matin , la distance zénithale du sommet du signal du mont d'Or, observée du Puy-de-Dôme , et réduite au sommet du signal de cette station, était J^ = 99''2i88\
Alors barom. h = o"',644o7?
therm. du bar. <' = -|- 17*^ centigrades, therm. libre < = + i5.
Le temps était superbe et le vent souf&ait de l'est.
On calculera . d'abord le coefficient n de la réfraction (art. 217)
et Ton aura
log. const. == 6.09909
c.log(i-<-pO = 9-976^5
log X = 6.07534 = 0,00011894.
log. const. = 3.09095
log A = 9.80893
c. log(n-]3f) = 9.97625
c.log(i+/3'^0 = 9.99866
iog(X — e) = 5.96114
logw = 8,83593; n = o, 068537 et (0,5 — Ti) = o,43i463.
Le log. de la distance K des deux sommités actuelles, déduit de la résolution des triangles du parallèle moyen, est logK = 4*4 709 248 , et celui de la normale au Puy-de-Dôme est logN =6.8o53388 ; ainsi
l'angle C des verticales, étant tiré de son expression =-: — 77, on a
G = 2947*96 centésimales.
Il s'agit maintenant de calculer la difiièrence de niveau des sommets des signaux du mont d'Or et du Puy-de-Dôme , et pour cela nous emploierons la formule
"E = — rn + (^>5 — n) ^ , ,^.
cos 7 G ^ ' ^ N siB * d-
!•' terme. 2* terme.
logR=4.4709!i48 log(o,5— /i) =9.63474-+- 1. cote? =8.0889044+ alogK=8.94i85
c.logcos^C=o.oooooia c. logN=3.i9466
a,55983o4=36a»,94 c. logsin» (J =0^00007 .
dE=/^'i'i ,00
Par un grand nombre d'observations réciproques faites à ces deux stations , et à d'autres époques , cette différence de niveau s'est trouvée de 4î^^"; et ce n'eèt pas le seul exemple d'un accord aussi remarquable. (Voyez Descrip. géomét. de la France ^ tome II, Appendice. ) Néanmoins il est toujours prudent de ne pas adopter sans vérification un résultat dont l'exactitude est trop dépendante de celle de la réfrac- ' tion; ici ce phénomène a fait paraître le signal du mont d'Or à 9°", 39
au-dessus de son lieu réel , puisque telle est la valeur du terme n . ,^.
La question que nous venons de résoudre trouverait naturellement son application s'il fallait déterminer la di£Férence de niveau ou les hauteurs absolues de deux points C, D [Jig> 4^)9 situés dans la plaine et visibles des stations élevées A, B, mais inaccessibles ou non visibles l'un de l'autre.
226. 11 arrive souvent , dans la recherche des points trigonométriques , que l'on ^eçt obligé de connaître à fort peu près la différence de niveau de deux stations qui ne peuvent être aperçues l'une de l'autre , afin de savoir s'il est possible de remédier à cet inconvénient j en y érigeant des signaux d'une hauteur admissible et d'un prix* modique. On choisit alors un point intermédiaire d'où les stations projetées soient aperçues 9 et l'on observe, avec un petit instrument propre aux reconnaissances , les deux distances zénithales d'après lesquelles on détermine par le second procédé de l'art. 224 , et en supposant n = O908 , la différence de niveau des deux stations. Quelles que soient et Terreur commise sur la constante de la réfraction , et celles qui peuvent affecter les distances horizontales du lieu de l'observation aux deux stations dont il s'agit, distances que l'on peut
prendre graphiquement sur une carte , on ne sera pas moins en état de jtiger, par le résultat du calcul , si le projet d'érection est possible ou non, ou s*il est suffisant de faire faire une percée dans le bois qui pourrait être l'obstacle intermédiaire , ou enfin s'il y a lieu d'espérer qu'à certaines époques, la réfraction élèvera assez le point de mire de l'une des stations par rapport à l'autre, pour que les observations puissent se faire sans beaucoup de frais.
Calcul de la hauteur dun lieu doù Von voit l'horison de la mer.
227. Du sommet B d'une montagne (^g. 47) on a observé l'angle de ioo'',35459 entre l'horizon de la mer et le zénith; on demande la hauteur du centre de l'instrument au-dessus du niveau de la mer, ou sa hauteur absolue j en supposant le coefficient de la réfraction de 0,08. On a, d'après l'art. 222,
E = |R (1 + nf tang* (& — 100^),
9 == ioo%3545 logo,5 = 9,69897
^— 100 log R = 6,8o532
Dépression apparente u = o,3545 , ^^(' ' ^^)* = Z'^f^i
r t-r ' ^ log tang*(*— 100) = 5,49148
log E = 2 , 06262 = 1 1 5"*,5
Donc le centre du cercle était élevé au-dessus de l'horizon de la mer, de ii5",5.
Pour que les hauteurs déterminées de cette manière s'accordassent aussi bien que possible avec celles obtenues par des mesures directes , il faudrait que des observations météorologiques , propres à constater l'état actuel de l'air, eussent été £siites simultanément au sommet de la montagne et tout près du rivage de la mer, afin d'employesr la formule (1 1) de l'art. 222. U faudrait en outre observer l'horizon de la mer lors des hautes et basses marées, afin que la moyenne des résultats se rapportât à la mer moyenne. Faute de procéder de la sorte 9 on est obligé d'adopter pour n une valeur purement hypothétique 9 et il ne serait pas impossible alors qu'il y eût une incertitude de 10 à 12 mètres sur une grande hauteur calculée d'après une observation de l'horizon de la mer prise isolément (Base du Système métrique^ tome II, page 759), surtout si cet horizon n'était pas bien tranché.
228. Supposons maintenant que l'on ait déterminé, par les mé-thodes des articles précédents , la différence de niveau entre le sommet B de la montagne dont il s'agit, et un point quelconque?; ensuite la différence de niveau des points P, P', puis des points F, F', et ainsi de suite; de manière, par exemple, que la dififérence de niveau
entre B et P = -+- ^^"",6
entre P et P' = - 68",4
entre Fet P" = — 27 ,1
entre P"et P"' = + 40^,8
entre Fet F'" = + 12 ,0
on aura (art. 225) + A = + 76 ,4 ; — rf = — gS ,5 ;
par conséquent la hauteur du point V"" au-dessus du niveau de la mer sera ,- suivant la remarque de l'art, cité ,
E + A — rf = I iS^jS + 75"*,4 — 95^,5 = gS",».
C'est ainsi que Delambre a fait le nivellement géodésique d'une centaine de points de la méridienne de France, depuis l'Océan jusqu'à la Méditerranée. Il est très-remarquable que cette opération , qui n'était que secondaire , et dans laquelle on s'est abstenu d'employer tous les moyens qui pouvaient la rendre plus précise, s'est trouvée d'accord avec le beau nivellement de^la chaîne des Pyrénées, que MM. Ck)rabœuf et Peytier, ex-ingénieurs géographes du Dépôt de la Guerre, entreprirent en 18a 5, et duquel il résulte que les niveaux des deux mers n'ont entre eux aucune différence sensible. Les hauteurs absolues de tous ces points sont , dans la Méridienne de Delambre , comptées à partir de la laisse de basse mer; il faudrait les diminuer de 0^97 pour les rapporter au niveau de la mer moyenne (art. 144).
Si, en faisant la triangulation d'un pays, l'on ne pouvait se procurer, par des mesures géométriques, la hauteur absolue d'aucune station , il faudrait alors recourir à l'usage du baromètre. Nous parlerons des mesures barométriques, dans la seconde partie de cet ouvrage.
Les hauteurs des objets au-dessus d'un plan de comparaison sont principalement utiles pour former le relief d'une carte topographique.
UVRE TROISIÈME. ffi-j
DEUXIÈME HYPOTHESE
La Terre étant an ellipsoïde de révolution.
229. On pourrait craindre que les conséquences déduites de la théorie précédente j dans laquelle nous avons fait abstraction de la figure ellipsoïdale de la Terre j ne fussent pas assez exactes dans ]a pratique. Pour dissiper tous les doutes à cet égard, nous allons envisager la question sous son véritable point de vue.
En considérant la Terre comme un ellipsoïde de révolution , la différence de niveau de deux points, Tun étant sur sa surface , est mesurée par la longueur de la perpendiculaire abaissée de l'autre point sur cette surface. Parles opérations géodésîques, on obtient leur plus courte distance au niveau des mers , ainsi que leurs positions géographiques : alors la corde de cette plus courte distance et la hauteur cherchée sont les deux côtés d'un triangle rectiligne donné de position , et dans lequel on peut connaître en outre , par l'observation , l'angle que le troisième côté fait avec la hauteur ou la verticale dont il s'agit. Relativement à la sphère , ce triangle serait invariable , toutes choses égales d'ailleurs, quelque part qu'il fut situé et quelque direction qu'il eut ; mais il n'en est pas de même à l'égard du sphéroïde.
230. Il résulte de la théorie exposée k Fart. 167, que si M et M' {fis* 4o) sont les extrémités d'une ligne géodésique K ayant pour latitudes H, H% et que pj p' soient les longueurs des normales MN, M'N' comprises entre ces points et ceux où elles rencontrent l'axe de rotation, l'on 'a
(i — <?*sin»H)» (i— «»sin*H)*
Nous avons vu en outre à l'art. 189 , que la différence de ces deu% normales est du second ordre. Cherchons , par un procédé analogue , la différence de la normale p du point M à l'oblique M'N = p^ du point M', parce qu'elle nous sera utile.
D'abord 9 en vertu du triangle NM'N', et de ce que l'angle
NM'N' = (j», ona
p'cosH' p'
f^* cos(H' + ^) cos^(i — tangT|«taDgH')
= p'séctjip (i -4- tangtj» fangH' -j- . , .)j
ou , à cause de la petitesse de (f ,
pt =f»'(ï -h tang «j; tang H')
= a [(H- ie» sin« H'-H |e* sio* H'. . .)](»+ tang«l» tangH'),
ou encore
_ il H-|e>sin*H' + |e*8in'H' + tangftangH') P« — *» I -HAe«sin»H'tang<{.tangH'
D'un autre côté , le théorème de Maclaurin donne ,
et puisque
p =fl[n-|e*8in*H+|6*sin*HH- ...], on a
(^) = a[e*sinH'cosH' + fe*8in»H'cosH'],
par suite,
p =a[i+i6*sin»H' + |ô*sin*H'...] + ae^sinH'cosH'.AH+a-cos»H'.AH*
+ |éïc*sin»H'cosH'.AH-aî^sin*H\AH*f et par conséquent
c*8inH'cosH'.AH4--cos»H'.AH*
p-p,=:a < -^sin»H'.AH«-tangtj;tangH' ^;
+ |6*sin»H'cosH'.AH — |e* sin> H' tang^^tangH'
d'ailleurs, par l'art. 195 , et à cause de tang tj» = ; , du moins
à très-peu près, on a en fonction de H',
tangt|; tangH' = e» sinH'cosH'.AH — ie»sin*H'.AH*
+ e*sin»H'cosH'.AH; ainsi, définitivement,
_ _ i te'cos»H'.AH» + f e'sin'H'CosH'.AH i
(>-P» — ^[ _e*sin»H'cosH'.AH-|e*sin»H'cosH'.AH \ = |a6»cos»H',AH*=fi;
expression exacte aux quantités près du quatrième ordre , et qui , en mettant pour AH=:H — H' sa valeur approchée (art. 192), devient
p^p^z=:f^=\ae^^ cos» H'.cos* Z = \e* — cos» H' cos» Z.
Si Ton avait K= 6oook)"*, il s'ensuivrait que ft = o"',3cos^ H' cos^ Z; il est donc tout-à»fait inutile de tenir compte des termes négligés.
231. Problème i. Déterminer la réfraction terrestre par deux distances zénithales réciproques.
Au point M [Jig. 49)9 on a pris la distafnce zénithale ù du point M % et à celui-ci on a observé au même moment la distance zénithale ù' du point M; où demande le coefficient de la réfraction.
Nous supposerons toujours que la trajectoire MM% décrite par un rayon lumineux j a très-peu d'étendue , et qu'elle se confond sensiblement avec son cercle osculateur ; ainsi , les réfractions aux points M, M' sont ^ales (art. 214). ai donc un de ces angles est désigné par Q , les distances zénithales vraies seront d^-H- ô^ ^' -f- ô. Ces deux distances zénithales n'étant pas en général situées dans un même plaù 9 rien ne les lie entre elles ; mais soit d'i -4- Ô l'angle MM'V< formé par ]a corde MM' et l'oblique NM' V| ; alors dans le triangle rectiligne NM'M on aura évidemment,. en faisant MNM' = C,
(> + Ô + (J^^ 4- Ô r= aoo^ -(- C,
d'où
ô=ioo«+?«(i±ii); delà ^+e = ioo+l + (i=^\
Reste à trouver la relation qui existe entre â^ + O et&' + Q; car c^^ n'ayant pu être observé, il faut éliminer cette distance zénithale auxiliaire de la valeur précédente de 9.
Pour cet e£fety on remarquera que dans le triangle sphérique miiii' (^. 5o), on a {z' étant l'azimut de M sur l'horizon de M% compté du nord vers Test) ,
cos (c^i +0) = cos ^ cos {â' + ô )-l-sin t^ sin (^'H- 9) cosjs',
ou j en supposant cos vp = i ,
cos ((?! + 9 ) — cos {&'+ 9) = sin iji sin {&' + 9) cos z'
= ^ sm (^— j— + 9 j sm [—;—) ;
or, J^i et â' devant différer très -peu l'une de l'autre, on a, par une première approximation ,
sinij/sin(c3^'4-9)cosz'=sin(d"-h9)sin(c>'-.(>i),
et même
c^' — ^, = i|; cosz', ou ^1 = ^' — ij/ cosz'.
Substituant cette valeur dans l'avant -dernière -équation ci-dessus, on aura plus exactement
sinij;sin(c3''4-9)cosz' = !tsin f^'-+-9 — - cos z'j sin r "^- '),
et par suite
^^^^ ^cosz'ûnji' ^9)
in (^' -+- 0) fi — ^ cos «' cot (^' -f- 0)1
= ^cosz' ri-+-|cosz'cot((>'-t-9)l = ^cosz' + \ (j^* cos* z' cot((^'-h9);
mais comme nous sommes convenus de négliger les quantités du quatrième ordre y nous aurons seulement
partant ,
d'ailleurs on a , par la théorie développée à l'art. 192 ,
a' = Z — usinZtangH; de là
oosa' = cosZ + Msin'ZtangH, et ? = (|'00sz' = e»cos»H'cos*Z,— ^^
p SID l"
+ e' ces* H' cosZ sin'ZtansH. ^'
^ f>»sini" =^ e» cos» H' cos» Z.^^
P sut l"
+ -r sin aH' sin aZ siriZ. ^' •
4 p»smi"'
le second terme, qui est dii troisième ordre, est tout-à-fait insensible. Quelle que soit la nature de la trajectoire MM', cette courbe peut toujours, dans la pratique de la Géodésie, être, comme nous l'avons déjà dit, remplacée par son cercle osculateur; et alors il est évident que, dans les mêmes circonstances météorologiques , la réfraction terrestre est proportionnelle à l'angle C: on a donc, comme à l'art. 214
(7') ^ = nC.
Tenir compte du terme ip dans la formule précédente , c'est supposer que le» observations de distances zénithales sont très-exactes , que la réfraction n'a pas varié pendant ces observations , et que la Terre est effectivement un ellipsoïde de révolution } mais rien de tout cela n'est parfaitement prouvé.
L'angle C est nécessairement déterminé , si l'on connaît sur le globe
la position des deux stations M , lA' {Jig. 49). Or, par la résolution des triangles d'un réseau , l'on obtient l'arc de distance bm''j ou la corde bm" = R du sphéroïde , comprise entre les verticales VN , V N' ; et il est évident que cette corde di£fère , dans tous les cas, extrêmement peu de la droite bm' correspondante, puisque dans le triangle rectiligne bwlw!'^ le côté wlni' opposé à l'angle ^ de ^" sexagésimales au plus, est extrêmement petit , et même absolument insensible , à cause du peu d'élévation du point M' au-dessus de ni' ou du niveau des mers. En effet, en supposant ni'W de aooo™, m' m'' ne vaudrait que o™,o48; ainsi nous considérerons à l'avenir bm'' comme égal à bm\
On a remarqué d'ailleurs que p — p^ = /x est une quantité du troisième ordre; d'où l'on peut inférer que si /n*' N = mN (^. 5i), on a aussi à très-peu près nmf ou K, = K : c'est au surplus ce que prouve le calcul suivant.
On a d'une part
K; = ap — ap* cos C = 4p* sin*-|C; d'où K< = 2/3 sinl^C;
d'autre part
K» = p* -H (j3 — |x)' — a/}(p — II) cosC = jUL» + 4p' sin*|C — 4pfx sin'^C
et de là
K = 2p siniC + j^£^ - fx siniC.
Cette dernière expression de K, dans laquelle sin |G est une quantité du premier ordre , peut se réduire à son premier terme , c'est-à-dire à
K = ap sin -^ C, puisque la fraction . \ ^ , qui renferme la normale p
au dénominateur, est de beaucoup inférieure au terme du quatrième ordre fx sin |C. L'angle Csera donc assez exactement connu par l'équa-
tion sin -g- C = — , ou sin l" C = —7, puisque p et p' ne diffèrent que
d'une quantité du second ordre.
232. Problème ii. Déterminer la différence de niveau de deux points^ par le moyen de deux distances zénithales réciproques.
Admettons la même notation cjue précédemment; supposons de plus y que bm' {fig, 49) soit la corde du sphéroïde qui mesure la distance rectiligne des deux stations M, M'; menons mm' parallèle à MM% et désignons par £^£ la différence de niveau bm des deux points m, m! . Cela posé y on tirera du triangle niHm! la proportion suivante :
sm((?H-Ô):p< :; sin(<?| + Ô) :|0 + ^E,
d'où rfE = p'"°^^-tVrT^^"^'^ î
mais p = p<H-|EjL,et<î^+5= ioo« H 1 ^ ; par conséquent
«in(^-f-ô) ^
Déplus, à cause de ^, -l-0-+-<?+ô = aoo» + C, on a
i^ +9= 1008+ ^j par suite ,
2f>i8infGsm( j
co» (-^j «»- ['-«""«TCtaiigl-^jJ
= K séc i C tang (i:^) ^ KsécACtangiCtang^ (l=ii) - /*; d'ailleurs
par conséquent
dE = Kséc\C tang (^-—^ + ^ cos A ■+■
4- K sécA G tangl G tang* (^^ + J co» «') — ."• ( ■ ) + 1 tang >|i cos»' — 7taog>|«cosc'Ungl j
K séc I G tang { G tang» (^-^) —(i
= K séc ^ G tang ( J ■+■ ^ tang <^ cos z' séc* ( 1 j + etc.
= Kséc:^c tang (i^W Kséc^Gtang|Gtang« f^^)
H — tang ^ cos zf -— fi;
car séc^ ("~~) ^'^ séc ^ C difSèrent Tune et l'autre très-peu de l'unité.
Cette valeur de ^N, dans laquelle e^ est supposée plus grande que<^', doit être prise positivement , lorsqu'on nivelle de M' en M , et négativement lorsqu'on nivelle de M en M', c'est-à-dire quand on va du nord vers le sud; dans ce second cas,
^E=KséciCtang(^^^=^ - K séc ^ C tang ^ C tang» (^^)
tang ^ cos z' H- |ui .
Les deux derniers termes de cette valeur de dE se détruisent mutuellement; en effet 9 à cause de
tang cj; = e» cos» H^ AH = e* cos» H'. - cos Z ,
on a
- tang t]f cos z' = ^ 6» cos» H'. — cos» Z ;
d'ailleurs
(8) jx = I ae^ ^ cos* H' cos* Z = | e' cos^ H'. — cos^ Z; ainsi l'on a seulement
(9) ^E = RséciCtang(^^^ -KséciCtangiCtang^r^^V
Dans la pratique, on aura égard au signe delà tangente, ce qui rendra les deux termes négatif si d^ > &'.
Il Suit de là que la différence de niveau sur le sphéroïde, déterminée à l'aide de deux distances zénithales réciproques, s'obtient comme sur une sphère dont le rayon serait égal à la normale p. Cependant la vraie différence de niveau cherchée est BMau lieu de (m; mais il n'est pas difficile de voir que puisque ces deux hauteurs sont proportionnelles aux lignes NB, Né, la différence BM — bm est très-souvent insensible dans la pratique et bien au-dessous des erreurs qui affectent les observations.
Il est à remarquer que la valeur ci-dessus de dE ne doit être en erreur que de celle résultant de la moitié de la différence qui pourrait exister entre les réfractions aux points M et M' (art. 224).
255. Problème m. Calculer la différence de nii^eau de deux points^ à l'aide dune seule distance zénithale.
Supposons d'abord que le lieu M {Jig. 49) le plus boréal soit celui d'où l'on a observé la distance zénithale c^ du point M' ; on demande la différence de niveau BM ou bm , toutes choses d'ailleurs étant comme dans le problème précédent.
Le triangle mNm' donne
,p. _ p,siD(J-he— c)— psin(^-he).
ou bien, à cause de p = p, +fj.,
. p.[ria(J + 9-C)-»in(^-H9)]
— ap,co8(*+9 I sm-
— BLcotU-f-0 y
cos^C 1 1-4- tangiCcot f *-4-0— - j
= -KséciCcot((^+e-^)
+ Kséc^Ctang|Ccot*((?+e- ^\ - fx;
ou y changeant le signe cette valeur, puisqu'on nivelle du nord vers le sud j et que & est obtus dans la figure ^
— Kséc{Ctang|Ccot*(d'+e— ij + i^-
On aura , dans Tun comme dans l'autre cas , égard au signe de la cotangente.
Le terme fi n'est pas détruit comme dans la question précédente ; mais il n'y aurait aucun inconvénient à le négliger, car il est du troisième ordre , et le plus souvent en deçà des limites des erreurs d'observation : d'ailleurs l'erreur de l'hypothèse à fsiire dans ce cas sur le coefficient de la réfraction, faute de mesures météorologiques, l'emportera souvent sur la valeur de ce terme.
On déduit, comme conséquence de cette formule, celle (9) dépendante de deux distances zénithales, et cela en remarquant que
\K tangt]; cos z' — jx = o.
Supposons, en second lieu, que Ton connaisse seulement la distance zénithale &' observée du point M'; il est aisé de voir que Ton aura, en nivelant du nord au sud ,
idE = — KséciC cot U' + 6- -) / cV
- Rséc|C tangue cotM<J'-he -^j -|ui.
Concluons de là, que la formule pour déterminer, sur le sphéroïde, la différence de niveau de deux points par une seule distance zénithale, est dépendante de l'aplatissement, soit qu'on nivelle du nord vers le sud , soit qu'on nivelle en sens opposé. Delambre a déduit de ses calculs une conséquence toute contraire et évidemment paradoxale, pag. 746 et 749 du tome II de la Base du Système métrique décimal; mais il est aisé de voir que c'est par une légère inadvertance. On remarquera en outre que le signe du terme jul qui contient l'aplatissement, dépend de l'espèce de l'angle observé. A cet égard , on peut établir pour règle générale, i^ que si la distance zénithale observée est > 1 00^, le terme |x est de signe contraire à celui du premier terme de la valeur de dE ; o? que si cette distance zénithale est < 1 00^, ces deux termes ont le même signe.
Des deux formules (10) et (i i) , dans lesquelles on négligerait la réfraction d, la première relative à ^ > 100^ donnerait évidemment une hauteur dE trop faible de toute la quantité due à cette réfraction , dans l'hypothèse que la densité de l'air décroît à mesure qu'on s'élève ; et la deuxième, relative à d' < ioo«, donnerait une hauteur rfE' trop grande de la même quantité; ainsi la demi-différence de ces deux valeurs est précisément la correction à faire à l'une des hauteurs calculées. Or, soit AA = ^ {dE' -+" dE) cette correction; comme elle sera donnée en mètres , on l'obtiendra en secondes par la formule suivante
Kaini"'
K étant la distance des deux points M, M'. C'est là une des méthodes que Méchain employait pour déterminer la réfraction terrestre.
234. Problème iv. Déterminer la hauteur dun lieu doii Ion voit rhorizon de la mer.
Examinons, comme dans le problème précédent, les deux cas qui peuvent se présenter. Pour cela , supposons que la station M soit boréale par rapport au point de l'horizon observé M' (Jig. 5a), point dont la distance zénithale apparente est cf ; alors la hauteur cherchée E sera représentée par AM, et le triangle rectiligne MNM' donnera, à cause que Tangle MM' V^ = 100* — 1|; cosz' = ioo« — ç,
£ _, p,[cosy — cos(y-hC)]
cos(G-4-C) ^
p, [cos<p(i — cosG) + 8iii^sinC]
cos7CosC[i — UDgftaDgC] ^
^ P* ['œ^^^' "^ ^^"S'^ tangC) + tang(p tangc] - yu, ou simplement, à cause de la petitesse des angles C et 9,
r îsinHC ^ . ^ ni
= I/o, tâng* C + pt tangç tangC — jut; mais dans le triangle dont il s'agit ,& + $ = i oo' + 9 + C , ou
<?-hnC=iooe-t-9-|-C, d'où C = *"'*'*' ~^
ainsi
E = iPi tang^ (^ /^""^ ^) + p. tang 9 tang (^^) - ^
= i p. tang^ iTr^j - P^ *^°g ? ^"g TTT^ïyr
/^î— ioo\
+ Pi tang 9 tang (^-^jurj ~ f^-
La valeur moyenne du coefficient n de la réfraction étant seulement de 0,08 environ, il s'ensuit que le deuxième et le troisième terme de cette valeur se détruisent sensiblement ; ainsi l'on a seulement
(.3) E = ip,tang»(^)-f.;
et si Ton mettait p au lieu de p^y l'on ne négligerait encore que des quantités absolument insensibles dans la pratique.
Le cas où le lieu de l'observation est au sud, c'est-à-dire en M' (^. 53), se traite de la même manière. Soit alors &' la distance zénithale observée ; l'angle auxiliaire MM'Vi sera &^ + ô, et la hauteur cherchée N sera A' M' ou A" M'. De plus le triangle MM'N donnera
_ p — piCosG p(i — cosC) .
1*. SSZ —————— -TT ■ ■ —4— fX
cosC cosC ^
— — rrTTT 1 — rrTT 4- u = ap tane' t^ •+-' i^
= ^tang«C + ^;
et comme c?^ -t- & = 100* -4- C, ou «?< -4- nC = 100 -t- C, d'où
il s'ensuit que ^
tang(^'— 100)
-ptangy y^_^^, ^ + fi,ou seulement
Mais la petitesse de l'angle C permet de faire
p tangf tang(<^' — 100) = p tang^ tang C = ap sin|C tang 9
:=:Ktang(|; cosz^ = ayu;
48o TRAITÉ DE GÉODÉSIE,
ainsi définitivement
/ OA ,7 ^tang*(J'— ioo«)
formule qui est la même que la précédente , parce que la différence de p k p^ peut, comme nous l'avons déjà dit , être considérée comme nulle.
Â la rigueur, les distances zénithales apparentes &j â'j prises au même moment au point M, Tune vers le sud , l'autre vers le nord, ne doivent pas, en général , être les mêmes sur le sphéroïde ; mais leur différence est si petite qu'elle échappe nécessairement aux observations: ainsi les termes du quatrième ordre, rejetés des formules ( î 3) et ( 1 3'), et de toutes celles qui précèdent, sont très-inutiles.
23.^. Il résulte de cette analyse, i® que les formules pour calculer les différences de niveau sur le sphéroïde de révolution, sont les mêmes dans tous les sens du nivellement ; ti^ que ces formules ne renferment plus les termes dépendants de l'aplatissement de la Terre, si l'on y introduit deux distances zénithales réciproques ; ou bien si , en ne faisant usage que d'une seule distance , on opère dans le sens des parallèles; 3^ enfin, que la correction d'aplatissement, lorsqu'elle parait nécessaire , étant presque toujours au-dessous des erreur^ des observations, le nivellement trigonométrique peut, dans tous les cas, être considéré comme ayant lieu sur une sphère idont le rayon est ^al à la normale comprise entre le point d'où l'on observe et l'axe de rotation de la Terre.
Il paraîtrait cependant convenable d'introduire dans les formules précédentes , au lieu de la normale dont il s'agit , le rayon de courbure de la ligne géodésique K obtenu à l'art. 187. Si l'on prenait ce parti , on aurait
' app 2p app' '
p, p' et Z ayant ici les mêmes significations qu'aux art. 187 et 192 : mais, après tout, ce serait compliquer le calcul sans avoir l'espérance de parvenir à de meilleurs résultats ; puisqu'il existera toujours , quoi
qu'on fasse, une petite incertitude sur les distances zénithales employées comme éléments des différences de niveau.
Explication de nous>elles Tables servant à abréger le calcul des
différences de niveau.
236. Parmi les nivellements trigonométriques de premier ordre , dont on est redevable à Tex-corps des Ingénieurs-Géographes français , il en est un (art. 228) qui a eu spécialement pour objet de faire con* naître si les eaux de TOcéan et celles de la Méditerranée , considérées dans un état de repos absolu, forment une seule surface de niveau, ainsi qu'on était déjà porté à le croire d'après des calculs provisoires de Delambre. Un réseau de triangles très-bien conditionnés lie ces deux mers l'une à l'autre, et fait partie des chaînes primordiales du canevas de la nouvelle carte de France. De nombreuses observations de distances zénithales, prises la plupart sur de hautes sommités des Pyrénées, et dans des circonstances atmosphériques qui ne nuisent pas sensiblement à leur accord, ont permis de regarder celles qui sont relatives à deux stations voisines comme étant susceptibles de procurer de trèsbonnes différences de niveau, malgré leur défaut de simultanéité.
Pour envisager cette question sous le point de vue le plus général et le plus /conforme à l'état des choses, il convient de considérer la Terre comme un ellipsoïde de révolution, et d'avoir égard surtout, dans le calcul des différences de niveau , aux hauteurs des stations au-dessus de la surface à laquelle se rapportent toutes les distances géodésiques j puisque , relativement aux Pyrénées, ces hauteurs surpassent souvent 2800 mètres. Mais nous avons démontré précédemment que les différences de niveau peuvenjt, en pareil cas, être calculées comme sur une sphère dont le rayon serait égal à la normale comprise entre l'une des stations et la ligne des pôles.
Les formules pour le calcul desquelles nous avons formé des tables sont les trois suivantes, démontrées aux articles 218, 220 et 222.
i^. Lorsque &etâ' sont les distances zénithales réciproques observées aux extrémités d'une base R dont l'amplitude estC, la différence de I. 61
niveau de ces deux extrémités est
(a) dÉ = K séc^C tang (^^) + Rséc^C tang» (tT^)" ' '
série indépendante de la réfraction et dans laquelle les deux premiers termes doivent toujours être de même signe , quand an prend pour R la base du triangle hypsométrique dont une des extrémités est la station la moins élevée au-dessus du niveau de la mer. Ainsi ces deux termes sont positifs ou négatifs, selon que la distance zénithale ^' est plus grande ou plus petite que &.
a^. Lorsqu'une seule distance zénithale est connue, &' par exemple , et que n désigne le coefficient de la réfraction , la différence de niveau
est
[b) dE = Kséc|Ccot U'^^^c\ + Rséc|C cot^ (rf'+ ^^cV..
Notez bien qu'il faut avoir égard au signe de la cotangente , et que les deux termes du second membre sont, comme précédemment, de même signe toutes les fois que R répond à la station la plus basse des deux que l'on compare.
Si les observations ne font pas connaîti^e le coefficient n de la réfraction pour lé moment où elles ont été faites, on suppose n = 0,08 , et
alors — ^^^ == — 0,42.
y. Enfin la hauteur absolue d'un lieu élevé d'où l'on voit l'horizon de la mer, se détermine par cette formule
(c) E = iR(i + n)«tang»((?- i<i),
démontrée à l'art. 222 et dans laquelle (^ — i^ est l'angle de dépression apparente de ce même horizon , et R le rayon terrestre , ou encore mieux la normale N au lieu de la station. Il serait cependant plus exact
de remplacer, dans cette formule, le facteur (n-w)*par __ ^ ,
{vojez art. 222).
Nous avons déjà dit que les triangles géodésiques sont tous projetés sur une même surface de niveau regardée comme le prolongement de celle de la mer, et que leurs côtés sont des arcs de plus courte distance sur cette même surface. Dans la recherche des hauteprs relatives des
stations par les distances zénithales, on prend communément pour base du triangle hypsométrique l'arc terrestre au niveau de la mer, compris entre les verticales des deux stations mises en comparaison , au lieu de la corde de l'arc semblable à la station la plus basse ; et en effet , il est très^rarement nécessaire que la ligne géodésique, donnée par la résolution des triangles très-peu courbes , soit augmentée d'une quantité dépendante de la hauteur absolue de cette dernière station , et diminuée de son excès sur la corde correspondante ; mais pour le cas dont il s'agit dans cet article, la première correction est indispensable.
Cela posé , si k désigne au niveau de la mer la plus courte distance curviligne des deux stations dont on cherche la différence -de niveau , et que h soit la plus petite hauteur absolue , connue à peu près par un calcul provisoire , le log. de la base K du triangle hypsométrique, qui fera connaître cette différence de niveau par l'une des deux premières formules précédentes, sera
logK = log*+!^-^,
fx = 0,434^9 étant le module des tables, et N la normale prise pour rayon moyen de la Terre. Dans cette expression, log -7^ = 4*6498;
si doncou avait logA =4.5563, on trouveraitque — ^=7= — o.oooooo58;
quantité qu'on pourrait négliger sans inconvénient.
D'un autre côté, si A = 1000 mètres, on aurait , à cause de...
log^ = a. 83390, à la latitude de5o^, ^ = o.ooo68a, quantité utile
à conserver; c'est cette quantité qui est désignée par log A (tab. VI).
Quant à la table VII , elle donne log B = log. séc | w —^ ; ainsi l'on
a tout ce qu'il faut pour évaluer R = Âr.A.B. Enfin la table VIII fait connaître le second terme T=çK* de la formule (8'), art. 221 , soit que n = 0,08 , ou que ce coefficient ait une autre valeur.
APPLICATIONS
i" Exemple, Déterminer la différence de niveau E par deux distances zénithales c^, cf ^ sachant que la hauteur h de la station où a été prise d
est A= looo" à peu près.
Soient log * = 4. 5563oa5 , «^ = 99^ 5o\ c^' = 1 00^ 36' f on aura
et ensuite ^ d'après la formule (a),
logA: = ^.SS6?^ii5 logA, tab. VI = 0.0000682 logB, tab. YII = 0.00000 II
log R = 4-5563718 1. tangi(rf'-<J) = 8.oa86453
log. i*' terme = a.585oi7i = 384",6i logC,tab. VII = 7.44897 1. tang|((^-c^) = 8. 02865
log. a* terme == 8 . o6a63 = + o ,ai
On voit donc qu^ le a® terme est insensible , et que la différence de niveau cherchée est exactement E = 384" ^6 (*)•
2® Exemple. Déterminer la différence de niveau E par une seule distance zénithale e^, en supposant connu le coefficient n de la réfraction.
Soient log A: = 4*69897001 â = gS^5o\ » = o ,08, h = aooo™ ;
(*} Ce calcul suppose que la réfractioa est la même aux deux stations ^ et c'est ce qui fait que son influence est nulle sur la différence! (^ — 8); mais Terreur qui peut exister à cet égard n*est d*aucune importance dans les hautes régions de l'atmosphère, où les variations de densité de l'air sont généralement moins fréquentes et moins fortes que dans les parties basses.
on aura, par la formule {b)y
log Al = 4 • 6989700
logA) tab. VI = o. 0001 364
log B, tab. VII = 0.000002a
log K = 4«699io86
logcotc^ = 8.3722915
log i*' terme = 3.0714001 = 1178^,7
a* terme T, tab. VIII = -»- 164 ,5
Le point dont on a observé la distance zénithale est donc élevé de 1343*^921 au-dessus de la station.
On fera attention que le second terme T = ^K^ est toujours positif, et que le signe du premier dépend de celui de cot â.
Si le coefficient 71 de la réfraction avait une valeur autre que 0,08, on multiplierait par ^ — /i le nombre qu'on trouve dans la cinquième colonne de là table VIlI, et le produit serait le second terme T cherché. Il est évident que la moitié de ce nombre est précisément la correctibn due à la sphéricité de la Terre.
3* Exemple. La hauteur absolue h d'un lieu élevé d'où Ton voit l'horizon de la mer se détermine sur-le-champ au moyen de la table IX qui est à double entrée. Cette table sera principalement utile pour faire connaître les hauteurs relatives des stations le long des côtes que l'on devra figurer. Les nombres qu'elle renferme se rapportent à 71=0908 , et cela est bien suffisant pour les besoins de la Topographie ; mais soient en général /t= OyoS±.z, et A Ma hauteur approchée, donnée par la table , on aura pour véritable hauteur
Par exemple, pour le coefficient w = 0,07, on a z= — 0,01, et pour une dépression apparente de o*,845o , la table IX donne A' =65 5™, 1 7 ; donc
A = A' — 1,85 X 0,01 A' = 655», 17 — i2»,iï = 643",o6.
C'est en effet le nombre que l'on trouverait en évaluant la formule {c) précédente , indépendamment de la table dont il s^agit , et supposant que log. N eût pour valeur celle tiri^ de la table IV, à la latitude de 50**.
CHAPITRE XXL
METHODES SIMPLES POUR APPRECIER l'eRREUR DVN WIVELLEMEIVT TRlGONOMiTRIQUE, ET RÉPARTIR AVANTAGEUSEMENT CETTE ERREUR.
237. C'est en calculant en toute rigueur les différences de hauteur par les procédés expliqués précédemment que les résultats numériques seront parfaitement comparables entre eux j et c'est ainsi que l'on a pu vérifier si les eaux de l'Océan et de la Méditerranée forment une seule surface de niveau , abstraction faite de l'action que la Lune et le Soleil exercent sur elles. Par exemple , lorsqu'une chaîne de triangles joint deux points de l'une de ces deux mers , il faut que la somme algébrique de toutes les différences de niveau E comprises entre ces points satisfasse à l'équation /E = o, ou tout au moins que Terreur dont cette équation se trouve afiectée soit assez petite pour être considérée comme la plus forte que produise un nivellement trigonométrique qui réunirait toutes les conditions nécessaires. Dans ce dernier cas, cette erreur sera la limite probable de celle dont est susceptible le nivellement géodésique ; et voici alors comment on la fera disparaître.
Puisqu'un pareil nivellement est naturellement vérifié lorsqu'il s'appuie sur deux points d'une même surface de niveau, et qu'il peut arriver, ep désignant respectivement par Ë, E% E^...^ A, A% A%..., les hauteurs et dépressions relatives , que l'on ait
au lieu de = o , il est convenable d'appliquer à chacune de ces quantités les corrections les plus avantageuses. Or, en représentant par dE, c/E ',..., e/A , di^j .., les corrections de E, E',..., A, A',..., il est évident
qu'on aura généralement
rfE + rfE'+ ... + rfA + rfA'-h...= £. Ainsi l'équation de condition /*E =? o deviendra
(E-^E)-4-(E'-rfE')+ ... -(A-|-^A)-(A' + rfA')- . . . = o.
Les corrections partielles dEf...j ^A,..., étant de signes contraires et arbitraires, il semble à propos de leur donner des valeurs absolues proportionnelles aux bases K, K', K'S... qui ont servi à déterminer les différences de niveau correspondantes; puisque les erreurs de ces différences y en tant qu'elles ne dépendent que de celles des mesures angulaires 9 sont proportionnelles à ces dernières multipliées par ces mêmes bases. Partant donc de cette hypothèse , on aura en général
dE ou dà =
et par suite les hauteurs absolues des stations seront dégagées de l'erreur 6 du nivellement.
Nous supposons toutefois, dans ce mode de correction, que le nombre des observations de distances zénithales est le même pour chaque différence de niveau , et que l'état moyeu de l'atmosphère n'a pas varié pendant les observations réciproques; dans le cas contraire , il faut considérer les dEf...y dà,y..,. comme composés de deux parties X , 7 , l'une produite par les erreurs commises sur les distances zénithales d'j l'autre par la non-simultanéité des observations réciproques. Or il n'est pas difficile de voir que, dans ce cas général , X et 7 seront respectivement proportionnelles à K et K*, et que si l'on accorde aux valeurs de X une confiance d'autant plus grande que le nombre desobservations auxquelles elles sont dues est plus considérable, c'està-dire si on les suppose en raison inverse des nombres d'observations ifVj Vj... qui leur correspondent , on aura
rfE=X + 7, rfE' = X' + 7', rfE" = XM*/,. ..,
irr
* mr .^ 9 • • •
et de là
La chaîne de triangles procurera nécessairement deux équations de cette forme ; et si elles ne sont pas identiques ^ elles serviront à faire connaître X et 7 : autrement on attribuera à ces inconnues la même influence sur Terreur totale e, ou Ton fera
De l'une ou l'autre manière, les corrections partielles X, y, X', y',..., et par suite ^E , ^£% ... 9 seront déterminées.
Tel est le procédé élémentaire qui me paraît le plus naturel et le plus commode pour répartir avantageusement Terreur connue d'un nivellement trigonométrique , laquelle est presque toujours fort petite quand ce nivellement est effectué avec tous les soins convenables. Faute d'un moyen direct de vérification pareil à celui dont il vient d'être question , ce n'est que par la savante méthode que Laplace a exposée dans le troisième Supplément à sa Théorie analytique des Probabilités^ qu'il sera possible de déterminer les limites de Terreur dont il s'agit, et d'obtenir les corrections les plus avantageuses. Faisons donc encore ici une application des formules qui s'en déduisent.
Recherche de Verreur moyenne probable d'un nis^ellement.
D'abord, partons de ce principe fondamental et connu, savoir : Si x est le résultat moyen d'un grand nombre de valeurs particulières provenant de la mesure réitérée d'une mém,e quantité, et que ot', a%..., a^"^ soient les écarts de ces tù valeurs de part et d'autre de la moyenne x. Terreur dx de ce résultat, dont la probabilité est \^ aura pour expression
c'est ce qu'on nomme Verreur moyenne. En donnant à cette expression
la forme
^x =^ ±. 0,47708g, ou simplement âx = ±: |g,
le facteurs' = 7^ Va (a'* + a"*+ .... + a ^'*^^) sera la mesure ou le
module d'un grand nombre d'observations.
En second lieu , représentons par X la différence de niveau de deux points tellement éloignés l'un de l'autre que l'on a , par une suite de nivellements partiels ,
-A. ^^ uC "X^ ^^ "i* • • • • ^^" ^t 7
et appelons (?a*', ùx"j...yùx leserreurs moyennes de .x', jc",..., a: , lesquelles sont indépendantes entre elles; celle deX sera, conformément à un autre principe de la Théorie des Probabilités ,
(i) (?x = ± \l{ùx'y+{ùx"y + ...+[ùx^'''y.
Pour appliquer cette dernière formule à la pratique , on remarquera que dans l'expression de X on a généralement
(A) .T = ^^tangi(z-zO^
z et Z| étant les distances zénithales moyennes apparentes observées réciproquement aux extrémités de la base K, C désignant l'angle formé par les verticales des deux stations, et x étant leur différence de niveau. D'un autre côté l'on sait que les distances zénithales, qui sont données par plusieurs séries prises avec le cercle répétiteur, et qui diffèrent peu de l'angle droit, sont en général affectées d'erreurs fortuites provenant des défauts de l'instrument, des erreurs du pointé ou d'autres causes accidentelles; nous désignerons donc ces erreurs respectivement par dz et dz\ Enfin il est évident que si les observations n'ont pas été faites simultanément aux extrémités de la base, ou si elles ont eu une assez longue durée , la réfraction , supposée la même dans la formule ( A ) , aura pu être différente aux deux stations ; ainsi nous aurons égard à cette circonstance en appelant B el 0' les réfractions relatives à z et z\
Ces préliminaires posés , on aura , en désignant par Z et Z' les distances zénithales moyennes rigoureuses ,
Z'= z'4- rfz'4- 9'= z'4- rfz'4-
n et n' étant ici les coefficients variables de la réfraction , et R représentant le rayon de la Terre.
Delà
et pour véritable différence de niveau partielle ,
x+dbc: = ^^tangi(z'--z) + |(rfz'— rfz) + ^(/i'--/i);
dans la supposition toutefois que la base K est exactement connue. Si au contraire elle est entachée d'une erreur dk , on aura , en faisant JL(zf — z) =(;, et n'—n = dnj pour abréger, et prenant pour K sa longueur k au niveau de la mer,
dx = i^dk + kdif H- — dn.
Chaque nivellement partiel donnera évidemment une équation semblable; ainsi, en- supposant cos-^ C = i, on aura
X = A:|tangt^i-hA:2tangï'2-hÀ-3tangi^3 + . . .-t-A/tangp,,
7 étant le nombre de ces nivellements partiels ; et sa différentielle ^X aura généralement pour expression, à cause de la petitesse de (^,
dX = l{vdk) + l{kdv) + l(-^dnj,
1 désignant, comme à l'ordinaire, la somme de tous les termes pareils à celui que cette caractéristique précède. Il résulte de là que Terreur
moyenne dont la différence de niveau X pourra être affectée , sera représentée par
quant à ses limites, elles seront dz 6(^X; on aura donc de la sorte la mesure de la précision du nivellement trigonométrique.
Dans cette formule, les erreurs moyennes âv^ an dont la probabilité est|, s'obtiendront par le premier principe qui sert de base au
calcul actuel; et l'on pourra faire d'ailleurs âk = 5 ,^ d'après ce
qui a été dit sur la discordance des valeurs d'un même côté, déduites de différentes chaînes. Enfin l'on aura soin de satisfaire au principe de l'homogénéité, en réduisant en parties du rayon les quantités angulaires i» et âi^, c'est-à-dire en écrivant i^ sin i"etc?(» sin i", si ces quantités sont exprimées en secondes : alors la valeur de âX sera donnée en mêmes unités que les bases du nivellement.
Deux cas se présentent dans la pratique : le premier est celui de la simultanéité des distances zénithales réciproques, et alors l'erreur
moyenne ^v est celle correspondante aux différences , qu'on
obtient en combinant les séries contemporaines dans chaque nivellement partiel. De même l'erreur moyenne ân^ pour chacun de ces nivellements, est celle relative aux différences n'-^ n que procurent ces séries prises deux à deux. Le second cas, qui est le plus fréquent , est celui de la non-simultanéité des distancés zénithales réciproques ; il exige que l'on opère sur l'ensemble des séries prises à chaque station , parce qu'elles ne donnent qu'une valeur de n relative à l'état actuel de l'atmosphère pour chaque nivellement partiel; la variation un déduite de toutes les valeurs particulières n', n'\. . ., w^'^, est donc celle qu'il convient d'adopter pour (?w', èn''^ . . . , ùn^'^.
Dans ce dernier cas, si c', c", c"', . . . représentent respectivement le nombre des observations qui ont produit /î', «", n'% . . ., et qu'on fasse (7 = (7'+ <7"4- a", . . . , on aura
1°. Pour la valeur moyenne des /*', n", n'\ . . .
1^. Pour la valeur moyenne des carrés de ces mêmes quantités,
^^n'^^fj"n"^-^fj'"n"'^^ ..
Prenant ensuite
le nombre g" sera , comme on l'a déjà dit, la mesure de la précision du coefficient moyen n de la réfraction , et ^g = (?n exprimera l'erreur moyenne en de ce même coefficient.
De plus , il est indispensable de remplacer dans la formule (2) la
somme 2 {kèvy par celle-ci : 2 (^ èz'^-'^ 1 (^ &z\^j c'est-à-dire de
chercher séparément les erreurs moyennes c?z, âz' qui se rapportent aux distances zénithales à chacune des stations comparées; ainsi l'on a , dans cette circonstance ,
(3) (?X=y^2(pc?A)^+2(^(?z'y4-2(^c?2y+2(^(?/2y.
Ce serait nous engager ici dans de trop longs calculs , que de faire une application numérique de ces deux dernières formules , dont l'importance ne se fait d'ailleurs sentir que dans les opérations très-délicates de la Géodésie; mais le lecteur pourra consulter, à cet égard, le i®*" volume de la Nouvelle Description géométrique de la France^ dans lequel nous avons apprécié le degré de précision de deux des nivellements les plus étendus et les plus exacts qui aient été exécutés de nos jours. Nous nous bornerons donc à faire les remarques suivantes :
D'abord, en faisant abstraction des termes en ùk et ene^^v», la formule (2) se réduit à
et lorsque les erreurs individuelles èn\ ân'\ sont nombreuses, on
peut remplacer les carrés de chacune d'elles par la somme q de leurs carrés y divisée par leur nombre 2; ainsi l'on a
«=-\/fK0-
LIVBE TROISIÈME. ^qS
En supposant de plus égales toutes les bases partielles k^y k^^... ^ k^ ^ ((7 étant leur nombre), et appelant A la longueur entière de la ligne trigonométrique , on a enfin
d'où Ton voit que , toutes choses étant égales d'ailleurs , plus c augmentera plus Terreur moyenne c?X sera petite. En général , il est nécessaire que k ne dépasse pas 12000 mètres , afin que le pointé soit plus certain et que la variabilité de la réfraction ait moins d'influence sur les différences de niveau.
Les conséquences déduites du calcul 'des probabilités n'étant relatives qu'aux erreurs fortuites des mesures, il est- essentiel d'employer les meilleurs instruments , de multiplier le nombre des observations et d'en varier les circonstances , afin d'atténuer l'effet des erreurs accidentelles, d'éviter les causes constantes d'erreurs, et d'obtenir des résultats précis. On remarquera cependant que si les distances zénithales ont été observées avec le même cercle répétiteur, l'erreur constante dont cet instrument peut être affecté (art. 120), n'a aucune influence sur les différences de niveau déduites de la formule (A); mais dans les observations correspondantes et simultanées , comme on fait nécessairement usage de deux cercles, l'effet de leurs erreurs constantes, supposées inégales et inconnues, ne peut être détruit que par le moyen indiqué à l'art. 214, ou en répétant le nivellement en sens inverse, c'est-à-dire de manière que les stations du premier observateur soient faites par le second observateur, et réciproquement, et en prenant la demi-somme des deux résultats. Il est donc évident que sans cette précaution , il resterait toujours de l'incertitude sur la différence de niveau des termes extrêmes , et même des points intermédiaires d'un grand nivellement trigonométrique , quelles que fussent d'ailleurs la multiplicité et la précision des observations.
DF PLUSIEURS QUANTITÉS NUMÉRIQUES EMPLOYÉES EN GÉODÉSIE
,, . , (sexagésimales log. R = 5,3 1 44^- t)i33ir
Rayon réduit en secondes < 7 « *. o -7oo
(centésimales log.R =: 5,oo3oo 012297
log. demi -circonfér. d'un cercle dont le rayon = i, ou log. tt = 0,^9714 987269
Logarithme du nombre |x par lequel il faut multiplier les logarithmes hyperboliques ou népériens , pour les convertir en logarithmes ordinaires, ou log. jx = 9,63778 43n3<>
la toise en mètre 0,9.898 r 999^7
le pied en mètre 9,5ii66 874?'3
le pouce en mètre 8,43248 749^3
Logarithmes constants et / i^ jig^^ en mètre 7,3533o 625o3
additifs pour convertir ^ le degré vulgaire en grade 0,04576 74906
la minute vulgaire en grade 8,26760 62402
la seconde vulgaire en grade 6,48945 49^9^
Les compléments arithmétiques de ces sept derniers logarithmes serviraient à convertit
les mètres en toises, ou en pieds , ou en pouces, ou en lignes; les degrés décimaux, en
degrés, ou en minutes, ou en secondes vulgaires.
Logarithmes constants et f en pieds de Londres, selon le baron de Zach . log o , 0276553
additifs pour convertir } de Vienne log 0,01 184 10
les pieds de Paris ( du Rhin log o , o 147747
Mesures françaises .
Le mètre = 44^^*'>^9^ = o,5i3o74 ^^ toise;
La toise = i ,94903669 1 2 mètre ;
Le mètre carré = 0,2632449^94;^^^^^'^^^''^^^'
La toise carrée = 3,7987436338 mètres carrés;
Le mètre cube = 0,136064128946 de toise cube;
La toise cube = 7,4038903430 mètres cubes;
Un are ou 100 mètres carrés. = 26,3246 toises carrées;
L'hectare ou Tarpent métrique se compose de 100 ares ou de loooo mètres carrés, et vaut en ancienne mesure 2,9249437 arpents de Paris, de loo perches carrées de 18 pieds de côté chacune, ou 1,9680201 arpent des eaux et forets; chaque arpent de 100 perches, chacune de 22 pieds linéaires.
Les mesures linéaires en usage dans la marine , sont :
La brasse de 5 pieds = i "*,6Ti4'' »
La lieue marine de 20 au degré = 285oS4* = 5555",-|;
Le mille marin est le tiers de la lieue marine ;
Le nœud vaut 45 pieds ou i i^fii 78.
Mesures itinéraires de différents pays.
Lieue française de 25 au degré = 4444"">4 = 4j4444 l^lomètres;
Le royriamètre = loooo mètres ou 2,25 lieues de 25 au degré;
Selon Prony [Annuaire de 1 839 , p. 70) , la toise anglaise ou le fathom = 1 ,82876696 mètre ou 1,065765 toise française;
Le yard impérial est la moitié du fathom ;
Le mille anglais = 1 760 yards == 1609,3149 mètres ;
Le myriamètre = 6,21 38 milles anglais ;
Selon le Manuel allemand de Géographie, par Muncke> le mille géographique allemand = 3807,07 toises françaises ;
Enfin le mille italien de 60 au degré = i85 1 ,8 mètres ;
Le mille polonais de 20 au degré =: 5555,6 mètres;
Le mille prussien de 2000 verges = 7508,0 mètres;
Dilatations de diverses substances.
Une colonne de mercure se dilate de ~r« P*^ degré du même thermomètre , et à partir de la glace fondante.
Voici les dilatations de quelques autres substances :
.NOMS DES SCBSTANCES.
DILATATION LINÉAIHB
pour un degré centigrade.
Platine
o^ooooo8565 0,000019097 0,000017173 0,000018778
0,000012204 o,ooooi235o 0,000010791 0,000008757
Arifent de couoelle»
Cuivre •
Laiton en cuivre iaune »
Fer doux forcé
Fer rond passé à la filière
Acier non trempé
Tube de verre sans plomb
Toutes ces dilatations sont en parties de Tunité, et sont comptées à partir de la température zéro.
Quant à un volume d^air sec passant de la température de la glace fondante à celle de Teau bouillante, il se dilate, non pas de 0,875 comme l'ont admis depuis longtemps les physiciens, mais de o,3665 suivant de nouvelles expériences très-précises dont M. Regnault vient d'entretenir l'Académie des Sciences ( 1 3 décembre 1 84 1 )•
Dimensions de la Terre.
Rayon de la Terre supposée sphérique 6366 198 mètres; log == 6.8o388oi
Degré moyen en France = 57020 toises = 1 1 1 134 mètres.
Pour l'aplatissement ~^ et le quart du méridien de 10 millions 722 mètres, on a
log aplat, a = 7.5157002; log er* = 7.8160176 log rayon de l'équateur ou log a = 6.8046237; log rayon du pôle ou log b = 6.8081974; log rayon à la latitude de 45** ou log r = 6.80891 28 .
Quant aux dimensions adoptées dans les opérations géodésiques de la carte de France, voyez page 825.
TABLES GÉODËSIQIËS.
TABLE I. — Argument, Angle à réduire.
TABLE L
Argument, Angle à réduire.
Cherchez l'aDgle observé dans la colonne à gauche et descendante , si cet angle est momdre que tOO^^, et dans la colonne à droite et ascendante , s'il surpasse 100^.
Pour un angle à réduire à l'horizon, le nombre tangente est positif, et le nombre cotangenie est négatif; c'est le contraire pour un angle à réduire au plan des cordes.
Ahglb.
ts
Targ.
5*o6 5,11 5,i6 5, ai 5,26
6,07 6,ia 6,17 6,aa 6, a;
Cot.
ZI
>'»99 ia,o4
ia,oo
ia,i5
ia,ao ia,a5 ia,3o la, 40
ia,A6 ia,5i ia,56 ia,6i ia,66
ia,7a
ia,77 ia,8a
ia,87
ia,9a
Cot.
GOTARO.
^59*76 358, la 356 yôo
33a ,3i 33o,Qo 3ao,5i 3a8,i3 336,76
3a5,4o 3a4,o5 3aa,7i 3ai,38 3ao,o6
3ii,io 3oQ,86 3o8,63 307,41
3u6,ao 3o5,oo 3o3,8i 3oa,63 301,45
3oo,a8 a99»iîï
Tâng.
OlVF.
•^ ,aa
,21 ,ao
Anglt.
Anglb.
Targ.
ia,oa
id,oa
16, oo 16,08
Cot.
GOTARG.
294*58 ap,46 a9a,35 a9i,a5 390,16
2jSM 377,63
a58,oa - ,i5
a5i ,aa ,50^
TâDg.
OlFP.
•la
,oI
,oa ,01
ITSC
a 17fi ô
Angle.
Argl£.
38Gi
Targ.
IH,I
îl:i2
Got.
mammmmmm
aa8,47 aa7 ,78
aa7,o9
aao,4i aa5,73
aa5,o5 aa4,38 aaj,7i aa3,ol aaa,3d
2ai,7a aai,07 aao,43
ai
ai8
ai7
ai7,ai
ai6,58
Tang.
Angle.
5oo
Angle.
Tang.
r9«og
«9, '5 i9,ao I9,a6
»9,97 aOjOa
ao,o8
ao,i3
ao ao
ao,3o ao,35 ao,4i
ao,âa
ao,63 20,69
\-jà
ao
ao
ao,85
ao,9i
ai,oa a 1,07 ai,i3 ai, 18 ai,a4
ai,3o ai, 35 ai,4i
'»,46 ai ,5a
ai ,57 a 1,63 ai, 68
Cot.
TABLE L — Argument, Angle à réduire .
COTANG.
aia"a6 au ,66 ai 1,06 aio,46 209,87
ao ai
08,68 ao8,io 207,5a
2o5,79 ao5,ai ao^,64 ao4
ao3,5a aoa,Q6 aoa,4o aoi ,85 aoi,3o
aoo ,75 aoo,ao 193,66
Tang.
DlFF.
li$8 o
Angle.
Angle.
Tang.
4«Gi
ai«85
aa,oa aa,o8
4tf o
aa,i3
aa,3o
aa,36
aa,4i
aa,42 aa,33
aa,58
aa,64
aa aa
aa,86 22,92
23, o3 23, ao
al, 40 24,46
Cot.
GOTANG.
i83,ia i8a,66 18a, ao
'70,09 "69,fo i69,a8 168,88 168,48
Tang.
BOB
DlFF.
Si
Angle.
Angle.
47Gt
Tamg.
24,86 ai .9a
a5,'o3 a5,ai
a5ya6 a5,3a
25,96 a6,oa a6,o8
,oa
a7,i^ a7,ai
Cot.
BBBi
COTAMC.
i56,8a i56,47 i56,ia i55,77 i55,4a
i53,35 i53,oi i5a,67 i5a,34 i5a,oo
Tang.
DïFF.
?* lî
Angle.
■Bi
TABLE I. — Argument, Angle à réduire.
Bot
Anglb.
ikS o
Tang.
Cet.
COTANG.
i33,ii i32,5o
DlPF.
Tang.
Angle.
Angle.
tf7Ci
6fi o
Tang.
32, IQ 32,25
Cot.
D Cot ANC.
ï27,OI
Tang.
DlFP.
ai ai
Angle.
Anglb.
6fi<^i
Tang.
34,aa 34,39 34,35
Cot.
COTAKG.
ii8,65 118,43 118,21
116,67 116,45 116,23 116,02 ii5,8o
115,59 115,37 ii5,i6
ii3,o5
I I ,82 1 II
Tang.
DiFF.
Angle.
5oa
TABLE I. — Argument , Angle à réduire.
Akgli.
Tamg.
^'74 38,bi
Cot.
COTANC. DiFF.I
io9''4i 109,31 109,01 108,81 108,63
108,43 108,33 To8,o3
lo^IsS 106,69
106, 5o io6,3i 106,13 105,93 io5,74
io5,55 io5,37 io5,i8 104,09 104,80
io3,53 103,34 io3,i6 103,98
Tang.
ISS 0
AncLB.
Angle.
Takg.
Cot.
COTAMG.
99,79 99,ea
Tang.
DiFF.
Angle.
Amglb.
Tahg.
Cot.
Cotahg .
9» '98 9i,fco
le
oS
Tang.
DiFF.
IMG
Angle.
TABLE I. — Abgument, Angle à réduifé.
Anclb.
ae o
Tàng
5o,68 50,76 5o,84 50,92 5i,oo
Cot.
Cotauc.
Tang.
DlFF.
Ahglb.
87Gi
as o
Angle.
9ft o
Tàrc
52, So 52,58 52,67
53,17 53,26 53,34 53,43 53, Si
Cot.
COTAKG.
76, aa 76,10 75,98 75,86 75,73
72,21 Tang.
DiFF.
llfiG
Angle.
Ang£b.
9SGi
9tf
Tahc
56»ai 56, 3o 56,39 56,48 56,57
Cot.
COTAKC.
Tang.
OlFF.
une.
lOtf o
Angle.
TABLE I. — Argument^ Angle à réduire.
Anoli.
97Gi
Tahg.
6o«83 6o,ga 6i,oa 6i,ii 6i,ai
Got.
COTARG.
Tang.
DlFF.
lOfiG
ioa o
Angle.
AncLE.
98Gi
Tahc.
Got.
COTAKG.
Tang.
DiFF.
iOfc
a toi o
Angle.
Arcle.
Tarc.
Got.
GOTARC.
DlFP.
iOOC
Tang.
Angle.
8BBI
BBSB
BBi
TABLE IL — Arguments, :too'' — (^ -h ^) , ^— i' .
TABLE IL - ARGUMENTS, 2oo<^ - (<J + &'), & - &', &, &' étant les distances zénithales observées.
Pour réduire à l'horizon un angle observé dans un plan incliné, prenez dans cette Table un nombre avec l'argument 200® — (^ -f- ^') , et puis un second nombre avec Targuipent S — S\
Pour réduire l'angle horizontal ou sphérique à l'angle des cordes, prenez dans la même Table un premier nombre avec l'argument (P -h P'), et un second avec l'argument (P — P'). Fojrez page 207.
Cbstic.
iG
OG
o,oo3
o,ooi
o,oo5
DiFF.
IG
DlFP.
DiFF.
5,965 6,oo3 6,042 6,081 6,120
6,962 7,ool
DiPF.
io,oi5
io,o65
io,ii5
io,i65
10,265 fo,3i5 10,365
10,416 10,467 io,5i8 10,569 10,620
10,274 io,8i(5
10,930 10,782 I I ,034 11,086 ii,i38
ii,i(;o 11,242 ii,2q5 11,348 11,401
11,454 11,507 11 ,56o il ,614 11,668
DiFF.
tB
i5,5i8 i5,6oo 15,662 15,724
15,786 i5,848 i5,9io 15,973 16,0:
DlFF.
TABLE II. — Arguments, !20o
Bssmg 2G
■esssms
Centig.
if
OG
0,104 0,100 0,114 0,119 o,ia4
Oy308
o,aaa
o,3ii 0,320
o,5ii
OlFP.
IG
5oi
DlFF.
2Gé
odo
■EBBBBH DiFF.
DiFP.
^'7io 2,766
3,5oi 3,562 3,620
■ne
DlFF.
tfG
8,3ii
ao.oQ9
20,3ll 20,382
21,024 2i,og6
DlFF.
TABLE in. BASE ET HAUTEUR DES TRIANGLES.
Soj
TABLE m. -
Pour trom^r Feoccès sphérique exprimé en secondes centésimales. ARGUMENTS : Base et hauteur des triangles.
[Voyez page 262.)
BB
Oi
lOO
2,0jS 2,088 2,144
3io
oi5
TABLE IV. — CALCUL de positions géographiques.
TABLE IV . — Pour abréger le calcul des positions géographiques
des sommets des triangles.
Nota, Le logarithme du rayon R de courbure du méridien , à la latitude H , s^obtiendra à Taide de la
relation , log R = 3 logN + 6. 3879504 [voyez page 36o et suivantes).
Latitude
en grades.
3oC 3t 3a
LoG A.
ÎÏ
96ai 6.9980016
6ii4
DlFF.
4oi
TABLE V. — ABCS DU méridien.
Sog
TABLE V. — Arcs du méridien, degrés de latitude et degrés de parallèles ^ pour l'aplatissement o,oo3a4 =-309) ^" mètres.
LiHT.
du
méridien.
ooocoo"
iiiSii
;rffi:ï
■wia3j7,7
al™8o,8
S^ri
É3;jg:;
ife-Z
45ioîi5,8
.o66d,4 ofi79.î
O&Jl ,0
ioy»S,5 [ioiï,5
10641 1 ,j loWiS.g
io46oG|a
8[5oG,o 80171,7 783>a,é
dû
7Î3i8oa,5 7^33383 ,6
8j3,fi
oi^.,3
ilO TABLES Vï ET VII. CALCUL DES DIFFÉBENCES DE NIVEAU.
TABLES VI El VIL
— Calcul des différences de niveau.
HjIUTEUIL I
du facteur C dua'Wrme.
4oooo 45ooo
o.oooooii 0. 00000 ■»
?iS
55ooo 60000 65o.>o 70000
dE étont la différence de niveau cher-
chée et * la base donnée par la résolution des triangles, on a pour la hauteur absolue h du point le moins élevé
rfE — *.A.Btangi(J' — J)
+ Cx(i"terme)tangi(J'-J).
Le 3' terme , qui est trèft-souvent insensible, est toujours de même signe q«e le 1" terme.
TABLE Vin. CALCUL DES DIFFÉRENCES DE NIVEAU. 5ll
TABLE VI IL — Calcul des différences de niveau.
BASE k.
lOOOO™
i5ooo i55ùo 16000 i65oo
17000 inSoo 18000 i85oo 19000
igSoo 20000 aoSoo 21000 2i5oo
23ooo 235oo 24000
24500 26000 255oo 26000 26600
■HBBB
TABLE IX
ANGLES
de
dépression.
0^2000 o,ao5o 0,2100
Oy2l5o
o,225o o,23oo o^235o 0,2400 0,2450
o,3ooo o , 3o5o 0,3 100 o,3i5o
o,325o o,33oo o , 335o 0,3400 0,3450
^ams
Calcul des hauteurs au-dessus de la mer^ par les angles de dépression.
HAUTEURS
absolues.
36»7oo 38,558 40,460 42,411 44,406
DIFFIÊE.
Jà
IIO
ANGLES
de dépression.
0^3600 o , 365o o , 36oo o , 365o 0,3700
o , 3760 o,38oo o , 3860 0,3900 o , 3960
0,^260 o,^3oo 0,4360 0,4400 o , 445o
o,45oo 0,4550 0,4600 0,4660 0,4700
o , 4750 o,4ooo o , 4860 0,4900 0,4960
[AUTEUES
absolues.
ii2»39 116,62 118,91 122,26 126,61
129,02 i32,48 i36,oo i3q,56 143,16
146,80 i5o,4q 154,23 i5o,oi 161 ,85
SUITE DE LA TABLE IX
ANGLES
de dépression.
0,8250 o,83oo o,835o o , 8ioo
o,85oo o , 855o 0,8600 o,865o
OyS^^OO
HAUTEURS
absolues.
DIFFI^R.
ANGLES
do dépression.
I ,0000 I , oo5o I ,0100 I , o I 5o I ,0200
I ,0260 I ,o3oo I ,o35o I ,o4oo I ,0460
I , o5oo I , o65o I ,0600 I ,o65o I ,0700
HAUTEURS
absolues.'
101 I ,70 I 02 I , 36 I o3 f , 06 io4o,8o io5o,6o
DIFFER
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