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AVERTISSEMENT DE L'ÉDITEUR
L^Ouvrage dont nous publions la traduction a paru en Angleterre sous le nom de Traité des Sections coniques ^ et forme le premier volume de la série des excellents Traités de Géométrie analytique de M. G. Salmon.
Sous un titre modeste, M. Salmon, associant d'une manière plus intime qu'on ne Tavait fait jusqu'ici l'Analyse et la Géométrie, donne les éléments nécessaires pour aborder la théorie générale des courbes^ et fait une exposition à peu près complète des divers systèmes de coordonnées : cartésiennes, trilinéaires et tangentielles. La traduction a été faite avec un soin consciencieux et une connaissance approfondie du sujet, mais sans interprétations ni mutilations, comme il convient pour une œuvre correcte et remarquable en elle-même.
Un coup d'œil jeté sur la Table des matières permet de constater la richesse des matériaux que renferme ce livre et la méthode magistrale qui sert à leur mise en œuvre. Nous nous bornerons à citer ici la théorie des notations abrégées et ses nombreuses applications, l'exposé analytique et géométrique Am principe de dualité, la méthode des polaires réciproques^ les propriétés harmoniques et anharmoniques des sections coniques, la mé-
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thode (les projections^ la mélhode des infiniment petits^ enfin la théorie féconde des invariants et covariants des systèmes de coniques^ qui permet k la Géométrie d'utiliser les ressources de la nouvelle Analyse.
Ce qui distingue, en outre, cet Ouvrage, c'est la si^ge progression avec laquelle sont exposées les théories, le choix gradué de nombreux Exercices, et l'emploi systématique de problèmes numériques pour faire saisir plus nettement les applications.
Dans l'esprit des traducteurs, l'édition française du Traité de M. Salmon est appelée a rendre un réel service à l'enseignement; aussi nous espérons que cet Ouvrage ne tardera pas à devenir classique en France, comme il Test déjà en Angleterre.
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CHAPITRE PREMIER
§ L — Préliminaiiies.
1. La méthode que nous allons exposer, pour déterminer la position d'un point sur un plan, est due à Descartes, qui l'a indiquée dans sa Géométrie en 1637 • «l^e a été généralement 5ui?ie par les géomètres qui lui ont succédé.
Par le point P [fig. i), menons PM et PN parallèlement aux
Fig. I.
droites Oxes XX', YY' qui se coupent en 0 et sont données de position : il est évident que, connaissant la position du point P, nous pourrons en déduire les longueurs des parallèles PM et PN; et que réciproquement, connaissant ces longueurs, nous pourrons déterminer la position du point P.
Si, par exemple, on a PN=a, PM = 6, il suffira de prendre OM == a, 0N = 6, et les droites MP et NP menées parallèlement à YY', XX' se couperont au point cherché P.
Z CHAPITBB FRKIIIEB.
On représente babituellemeni par la lettre j la parallèle PM à OY, et par la lettre x la parallèle PN à OX. On dit alors que le point P est déterminé par les deux équations x:=a,y^:^b.
3. Les parallèles PM et PN s'appellent les coordonnées du point P; PMest Vordonnéeàe ce point, et PN, qui est égale au segment OM de OX déterminé par l'ordonnée, se nomme l'abtclsse.
Les droites fixes XX' et YY' sont les axes de coordonnées, et le point 0, ou elles se coupent, est Vorigine. Les axes sont dits rectangulaires ou obliques suivant que l'angle qu'ils comprennent est droit ou non.
Il est facile de voir que les coordonnées du point M [fig- 1 ) soiU;c = a,_^:=:o; celles du point N, ;c = o,^ = tj et celles de l'origine x = 0, x=o,
3. Pour que les équations x = a, j"=^ft ne représentent qu'un seul point, il faut tenir rompte, non-seulement de la grandeur, mais encore du signe des coordonnées.
Car en prenant [fig. 2) OM = a, et ON = b, d'un côté ou de l'autre de l'origine, on obtient quatre points P, P,, P„ Pi dont les coordonnées satisfont aux équations x = a, y=^ b. Mais nous pouvons établir une distinction algébrique entre les lignes OM et OM' (qui sont de longueur égale et de direction opposée}, en admettant, comme règle, que si des longueurs mesurées dans une diiection sont regardées comme positives. les lignes mesurées dans une direction opposée seront considérées comme négatives. Le sens positif est en soi arbitraire, mais il est d'usage de regarder la longueur OM [mesurée en
allant de gauche à droite) et la longueur ON (mesurée de bas en haut) comnie positives.
En parlant de ces conventions, on distinguera facilement les quatre points P, P., Pa, Pg. Les coordonnées de ces points seront respectivenfient
jc=-|-a, jr = — b; x =: — a, j^= — b.
Ces distinctions de signe ne sauraient présenter aucune difficulté au lecteur familiarisé avec les principes de la trigonométrie.
Remarque. — On désigne souvent, pour abréger, par point [a, 6], point {x', x') les points qui ont pour coordonnées x=^a, y=^b ou x=ix'y y=iy'.
11 résulte de ce que nous avons dit plus haut, que les points {-ha, -h b) et ( — a, — h) se trouvent sur une même droite passant par Torigine, sont également distants de l'origine et soolsitués dans des régions opposées par rapport à cette origine.
4. Trouver l'expression de la distance i des deux points [x^^ y'')^ (x^f X")y ^^ coordonnées étant rectangulaires.
Fig. 3.
fA
'Vr
On a évidemment pour la distance PQ ijig*^) des deux points P et Q dont les ordonnées sont PM et QM', QS étant parallèle à OX,
PQ'=PsVqs'; d*ailleurs
PS =:PM — QM'=^ -J^
QS = OM - OM' =: a/ - ar"; par suite
a» = pq'= (^r' ^x^y-hir' —y"?-
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Pour trouver la distance d'un point (^, j^') à l'origine, on n'a qu'à faire af ^o,y" z=o dans l'équation précédente, et on trouve ainsi
5. Nous aurons rarement occasion dans la suite de nous servir des coordonnées obliques, parce que les formules sont en général beaucoup plus simples avec les coordonnées rectangulaires : néanmoins, comme il y a quelquefois avantage à employer les coordonnées obliques, nous donnerons les formules principales dans leur forme la plus complète.
Si nous supposons que l'angle YOX soit quelconque [Jig. 3 ) et égal à (ù^ nous aurons
PSQ = i8o" — w, et
PQ' =: Ps' -f SQ'- 2PS.SQ cosfsQ, ou
PQ'= (/ -/')» -h (X' - X"Y + 2 (/ — /') (X' - X") C0S6).
La distance d'un point (:r', ^'') à l'origine s'obtient en faisant j7'^r= o,j" = o dans l'équation précédente; ce qui donne
o^=zx'^-\-y'* -h ^x' y' cosw.
En appliquant ces formules, il faut faire attention aux signes des coordonnées. Ainsi, par exemple, si le point Q se trouvait dans l'angle XOY', le signe de/" serait changé, et la ligne PS serait la somme et non la différence de/' et y''. Du reste, le lecteur n'éprouvera aucune difficulté en écrivant les coordonnées avec leurs signes, et en ayant soin de prendre pour PS et QS la différence algébrique des coordonnées correspondantes.
EXERQCES.
I. Trouver les longueurs des côtés du triangle dont les sommets ont pour coordonnées j:' = a, /' == 3 ; x* = 4, /' = — 5 ; x*" = — 3, /"' = - 6 (axes rectangulaires).
RépONSB. v^i V^) v^ioG.
n. Ménoes données, les axes faisant un angle de 60 degrés.
RépONSB. /Sa» V^> /*5i .
ni. Exprimer que la dislance du point [x, y) au point (a, 3) est égale à 4-
RÉPONSE. (x — 2)*-h (jr — 3)*= l6.
IV. Exprimer que le point (x, jr) est également distant des points (2, 3),
RiPONSB.
(x-îà)'-h(j-3)> = (x-4)'-K(r-5)' ou ar+7 = 7.
y. Trouver le point qui est à égale dislance des points (a, 3), (4, 5), (6, 1). On pose deux équations qui servent à déterminer les inconnues j et r.
RÉPONSE. x=-5-» J = ôi
la distance de oe point à chacun des trois autres est égale à ^^*
6. La distance de deux points, étant exprimée par une racine carrée, peut recevoir le double signe; de plus, si la distance PQ, mesurée dans le sens PQ, reçoit le signe +, la distance QP, mesurée dansle sens contraire QP, reçoit le signe — . Lorsqu'il s'agit simplement de la distance entre deux points, le signe n'est susceptible d'aucune interprétation, puisqu'il ne sert qu'à indiquer si cette distance doit s'ajouter à une autre dislance, ou s'en retrancher; mais il n'en est pas de même lorsqu'il y a plusieurs distances à considérer. Si, par exemple, on se donne trois points en ligne droite P, Q, R, et les deux distances PQ, QR, on aura PR=:PQ-hQR; et, d'après ce qui a été dit plus haut, celte équation sera toujours vraie, que le point R soit ou non entre P et Q. Car s'il est en dehors de P et Q, PQ et QR se trouvent mesurées en sens contraire, et leur difTérence arithmétique est encore égale à leur somme algébrique.
Hors le cas où les droites sont parallèles à l'un des axes, on n'a établi aucune convention sur la direction qui doit être regardée comme positive.
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7. Trouver les coordonnées du point R qui partage dans le rapport m:n la droite joignant les deux points P et Q.
Menons les ordonnées QN, RS, PM {Jig. 4) ; el soient x, y; ^'»j'; ^'\x'\ les coordonnées des points R, Pet Q; nous avons
/ii:/i::PR:RQ:: MS:SN, ou
c'est-à-dire
mx — nx" = nx' — nx, d*où
mx -h nx X ^=
Nous trouverions de même
» my^-^-ny'
Si la droite doit être coupée extérieurement (*) dans un rapport donné, nous aurons
mm:: X — x' :x — x".
et, par suite,
mx — nx* my — nr
On voit que les formules relatives au cas où la droite esi coupée extérieurement se déduisent de celles qui sont relatives au cas où elle est coupée intérieurement en changeant
(* ) NouB avons cru devoir conserver les expressions : droite coupée intérieurement ^ extérieurement ; section intérieure^ ejtérieure^ en raison de leur concision.
le signe du rapport, c'est-à-dire en remplaçant m: + ra pur . m : — II. De fait, dans le cas où le point de partage ^st siaié entre tes deux points, PR et RQ sont mesurées dans la m^me direction, et par suite leur rapport doit être considéré comme positir(n** 6); tandis que, le point de partage étant situé en dehors, PR et RQ se trouvent mesurées suivant des directions opposées, et leur rapport doit être considéré comme négatif.
EXERCICES
I. Trouver les coordonnées du milieu de la droite joignant (jc\jr*), (x*,/").
Réponse. jt = -> y -- —^ - •
n. Trouver les coordonnées des milieux des côtés du Iriangle, ayant pour sommets les points (a, 3), (4i — 5), (— 3, — 6).
«i • 1 II I 3 , Réponse. -^ î 1 î 3, — i.
ID. On divise en trois parties égales la droite joignant (a, 3), (4, —5): trouver les coordonnées du point de division le plus voisin du premier point.
Réponse. '^ ~ 3 ' •^' ~ 3 *
IV. Les coordonnées des sommets d*iin triangle sont x*, /'; a:*,/"; x". r*; une des médianes est divisée en trois parties égales ; trouver les coordonnées du point de division le plus éloigné du sommet d'où part la médiane.
Réponse, x ~ 5 j r = 5 •
V. Trouver les coordonnées de Tinterseclion des médianes ûv triangle
de VEx. II.
RÉPONSE. X=I, /=r — -•
YI. On joint au sommet d'un triangle le point qui divise lo côté opposé dans le rapport de m:n; trouver les coordonnées du point qui divise la droite de Jonction dans le rapport de //i + /i : /.
/x* -h iwx* -f- /ix*' Iv' -^ my" -h fty'"
Réponse, .r = — ; » f=' — ^/~rrrT:„ —
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§ II. — Transformation des coordonnées.
8. On appelle transformation des coordonnées l'opération à laquelle on est conduit, lorsque, connaissant les coordonliées d'un point par rapport à un système d*axes, on veut déterminer les coordonnées de ce point par rapport à un autre système d'axes.
Nous examinerons successivement trois cas.
I. Les nouveaux axes sont parallèles aux anciens
Soient (fig'5) Oxj Oy les anciens axes; O'X, O'Y les nouveaux; x' = 0'S,7'=0'R les coordonnées de la nouvelle
Fig. 5.
origine 0' par rapport aux anciens axes ; x = OM, r = PM les anciennes coordonnées du point P; X = 0'N etY=:PN les nouvelles : on aura
OM = OR -f- RM. PM = PN -+- NM,
c'est-à-dire
Ces formules sont évidemment indépendantes de l'angle que les axes font entre eux.
II. On change la direction des axes sans déplacer r origine
Soienl(^g^.6) Ox, 0/ les anciens axes; 0X> OY les nouveaux; OQ = x et PQ=:/ les coordonnées du point P par rapport aux anciens axes; ON = X, PN=Y les nouvelles coordonnées. Désignons par a et (3 les angles que OX et OY font respectivement avec l'ancien axe des x; par a' et p' les angles que ces droites font avec l'ancien axe des j. Si w est
DU pourr. 9
langle yOa: compris entre les anciens axes, nous aurons évidemment a -f- a'=oi, puisque \0x -h XOj= jtO/; ei de même
Fîg. 6.
Nous obtiendrons facilement les formules de transformation en exprimant en fonction des anciennes et des nouvelles coordonnées les longueurs des perpendiculaires abaissées du point P sur les axes primitifs. Pour cela, menons à Ox les perpendiculaires PM, NR, et la parallèle NS.
Nous avons
PM = PQ sin ^^, ou
PM = rsinto.
Mais
PM=:NR + PS=ONsinNOK + PNsin
donc
j^sinw = Xsina H- Ysin p.
Nous trouverions de même
ou
a: sin « =Xsina' H- Ysin P', ^sinû>=:Xsin(a) — a) -H Ysin (w — P).
Dans la Jlg. 6, les angles a, (3 et &> sont tous mesurés du même côté de 0^; et les angles a', ^' et u tous du môme côté de Ox '" si l'un de ces angles se trouvait de l'autre côté, on devrait lui donner le signe —. SI, par exemple, OY se trouvait à gauche de 0/, l'angle (3 serait plus grand que &>, ei 3'==((o — P) serait négatif, et par suite le coefficient de Y dans l'expression de xsino) le serait aussi; c'est ce qui arrive dans le cas suivant, qui se présente assez souvent, et auquel nous consacrerons une figure spéciale.
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ni. Transformer l'équation %x^— 5^^^BL= 4) prise par rapport à des axes faisant entre eux un angle de 6o^^^p, en prenant pour nouveaux axes les bissectrices des angles form^^ar les anciens.
RÉPONSE. X'— 27Y*-f^Bt= G.
IV. Transformer les mêmes équations en prenant de nouveaux axes rectangulaires et conservant ^^ème axe des x.
RÉPONSE. 3X' -h loY' - 7XY v/3 = 6.
y. Il est évident qu*en passant d'un système rectangulaire à un autre ayant même origine, on a toujours x'-+- j*= X*h- Y', puisque Tun et Taulre terme de cette équation représentent le carré de la distance d'un point à l'origine. Vérifier cette proposition en élevant au carré el ajoutant les valeurs de X et Y données au n° 9.
VI. Vérifier de môme qu*on a, en général
X* -+- 7' -h a JT/ cosxOr =-- X' H- Y> H- aXY cos5cOV. Si l'on pose
Xsina -h Ysinp = L, X cosa h- Ycosp = M,
les formules du n** 9 peuvent s'écrire
^sinu = L, jrsinw = M sin&> — Lcosw; donc
sin*w(j"^-h^*-i- ax^cosw) = (L* h- M') sin'w. Mais
L*-+-M' = X'-h Y'4-2XYcos(a-p) et a - fi = 5^.
W. La transformation des coordonnées ne change pas le degré d'une équation existant entre les coordonnées d'un point.
La transformation ne peut augmenter le degré de l'équalion, puisque les termes j;", j", ..., du degré le plus élevé dans l'équation donnée, se trouvent n:mplacés dans l'équation transformée par les termes
[j;'sin«-hj:sin(&) — a)+jsin(&) — (3)]", {y sin û) + sin a. -h jsin p )",
qui ne contiennent pas jt: et ^ à un degré supérieur à m.
DU POINT. l3
La transformation ne peut pas non plus diminuer le degré de l'équation, car il faudrait alors que la transformation inrerse augmentât le degré de l'équation, ce qui esi impossible, comme on vient de le voir.^
§ III. — Coordonnées polaires.
12. On peut aussi déterminer la position d'un point P {Jig»g) par sa distance p = OP à un point fixe 0, et l'angle 6 que fait la droite OP, avec une droite fixe OB passant par le point 0.
La droite OP s'appelle alors ra^on vecteur; le point fixe est le pôie. La distance p et l'angle 0 sont les coordonnées polaires du point P.
Il est facile de trouver la relation qui existe entre les coordonnées rectilignes x = OM, jr= PM d'un point P (7?g. lo),
et ses coordonnées polaires p = OP et 0 = POliJ, relatives à la même origine 0.
Fig. 10.
0 MX
I* Supposons que l'axe fixe soit l'axe des x; nous aurons
OP : PM : : sin PMO : sin POM ; représentant OP par p et l'angle POM par 6, il viendra
'' sino) Nous trouverions de même
sinoi)
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Si les coordonnées soni rectangulaires, ce qui est le cas le plus général, &> est égal à 90 degrés; les formules se simplifient alors et deviennent
^=zpcos9, jr^psinO,
2° Supposons que la droite fixe OB ne coïncide plus avec Taxe des x (Jig. n), et fasse avec lui un angle a; on aura alors
^=:Ô et ^Oà = B-CL,
et il suffira de remplacer 0 par 0 — a dans les formules précédentes.
Fig. 1 I .
Dans le cas des coordonnées rectangulaires, on aura
a:=:pcos(0 — a), 7 = psin(9 — a).
EXERCICES
I. Rapporter à des coordonnées polaires les équations suivantes, relatives à des coordonnées rectangulaires,
x* -h^* = 5/w.r, RÉPONSE f = 5//f cosô,
jo^ _ V* = a\
II. Rapporter à des coordonnées rectangulaires les équations suivantes relatives à des coordonnées polaires,
p^sinaô — rt^
f = «'cosaO,
P'COS-Ô
RÉPONSE, a-y = «',
{ 2 jr^ -f- 2 r' — (iJ^Y = fi' (.ï'' -H ,>■').
DU POINT. l5
13. Exprimer la distance S de deux points en fonction des coordonnées polaires de ces points^
Soient P et Q [fg* 12) les deux points, 0 le pôle et OB la droite flxe.
OP = p', POB = 0,
Fig. 13.
mais
donc
PQ =0? -hOQ -2OP.OQCOSPOQ;
i6 cbàpitrb h.
DE LA LIGNE DROITE
14.. Deux équations quelconques entre les coordonnées représentent géométriquement un ou plusieurs points.
Lorsque ces équations sont toutes deux du premier degré, elles représentent un seul point, car, en les résolvant par rapport k x ^Xy^ on obtient deux équations de la forme :r == a, y=by qui, ainsi que nous l'avons démontré dans le Chapitre précédent, représentent un seul point.
Si ces équations sont d'un degré supérieur au premier, elles représentent plusieurs points; en effet, éliminant j entre les deux équations, on obtient une équation en x seulement, dont nous représenterons les racines par a,, a,, a„ .... En substituant une de ces valeurs, a,, à la place de x dans les équations primitives, on trouve deux équations en j, ayant une racine commune j=Pi (puisque l'équation résultant de l'élimination de y entre les deux équations est satisfaite par^=:ai). Les valeurs a: = a,, j = (3i satisfont aux équations données et correspondent à un point représenté par ces équations. Le même raisonnement s'appliquerait aux autres points x^^ol^j j=(3„....
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Éliminant y entre ces équations on trouve
Les racines de cette équation sont j*' = i, x' — 4, et par suite les quatre valeurs de x sont
JT = -+• I, X = — I, j: = -H a, j? =r — a.
Sobstîluanl successivement ces valeurs dans la deuxième équation, on trou?e, pour les valeurs correspondantes de /,
^- = -ha, r = -a, ^=-i-î, r = -»- Les deux équations données représentent donc les quatre points
(-HI, H-a), (-1,-2), (H-a, -hî), (-a, — i).
m. Quels sont les points représentés par les équations
X — j=i, x^-hj' = a5?
RÉPONSE. U» ^)> ( — 3, — 4)
IV. Quels sont les points représentés par les équations
jc*— 5xH- jH- 3 = 0, x'-h^'— 5x— 37-»-6 = o? RÉPONSE. (1,1), (a, 3), (3,3), (4,1).
15. Une seule équation entre les coordonnées représente un lieu géométrique.
Il est évident qu'une seule équation est insuffisante pour déterminer les deux inconnues x et y, et qu'elle peut être satisfaite par un nombre indéfini de systèmes de valeurs de x et de Xf sans que, cependant, elle le soit par un système de valeurs pris au hasard. L'ensemble des points dont les coordonnées satisfont à l'équation forme un lieu qui est considéré comme la représentation géométrique de l'équation donnée.
Ainsi, par exemple» nous avons vu(n® 5, Ex. III) que l'équation
représente la distance du point [x,y) au point (2, 3), qui est égale à 4* Cette équation est donc satisfaite par les coor-
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données d'un point quelconque du cercle qui a pour centre le point ( 2, 3) et 4 pour rayon, et elle n'est satisfaite que par les coordonnées de ces points. On dit alors que le cercle est le lieu représenté par celte équation.
L'exemple suivant, plus sinnple encore, nous permettra de faire voir aussi qu'une seule équation entre les coordonnées représente un lieu géométrique. Reprenons la construction au moyen de laquelle (n° 1) nous avons déterminé la position du point représenté par les deux équations ^ = a, y^=^b. Nous avons obtenu le point P (/g. i3) en prenant MP:=^ sur la parallèle MK menée à OY par le point M distant du
Fig. i3.
point 0 deOM=:a. Si nous nous étions donné une valeur différente V pour 7-, en procédant de la même manière, nous aurions encore trouvé un point situé sur la ligne MK, mais à une distance différente de M. Enfm, si la valeur de y est laissée tout à fait indéterminée, et si nous ne nous donnons que l'équation ^ = a, le point P sera silué quelque part sur la ligne MK, et sa position sur cette droite sera indéterminée. La ligne MK est donc le lieu de tous les points représentés par l'équation a; = a, puisque, quel que soit le point que l'on prenne sur cette ligne MK, l'abscisse x de ce point sera toujours égale à a.
16. En général, lorsqu'on a une équation de degré quelconque entre les coordonnées, on peut prendre pour x une valeur arbitraire, jt = a, et déduire de cette équation un nombre fini de valeurs de y correspondantes à cette valeur particulière de X : par. conséquent cette équation sera satisfaite par chacun des points p, ç, r,...{^gr. i4), qui ont pour abscisse cette valeur particulière, et pour ordonnées les valeurs corres-
1>B LA UGNl DBOITB. I9
Vondames déduites de Téquation. En parlant d'une autre valeur de X, jc ^^ a* y nous trouverons de même une autre série
Fiç. 14.
de points satisfaisant à l'équation. Et il en sera encore ainsi pour d'autres valeurs de a:, a; = «", x = o^, . . . . Si donc nous donnons successivement à a; toutes les valeurs possibles, l'ensemble de tous les points trouvés comme il vient d'être dit formera un lieu dont chaque point satisfera à l'équation, et qui en sera par conséquent la représentation géomélrique.
On peut, en suivant le procédé qui vient d'être indiqué, déterminer autant de points qu'il est nécessaire, pour figurer là forme du lieu.
EXERaCES.
I. Représeriler graphiquemeni (*) une série de points satisfaisant à i'àiuation jr = ix -h^,
RÉPONSE. Donnant à x les valeurs — 2 , — 1 , o , i , a ,..*.,» oi> trouve, pour y, — i, i, 3, 5, 7, . . . , e^ l'on voit alors que les points correspondants sont en ligne droite.
n. Représenter le lieu correspondant à l'équation ; = jr' — 3 r — 2.
j I ' 3 5 - 7 , RÉPONSE. Aux valeurs de x : — i, , o, -, 1, -, a, -, 3, -, 4,
correspondent les valeurs de j : 2, — -? — 2, — -r-, — 4, — j-> — 4,
(") yovA recommandons au lecteur de se servir pour cet objet de papier quadrillé.
— T-, — î*, — 7J 2. Ces points sont suffisants pour indiquer la forme 4 4
de la courbe ; on peut du reste les multiplier en donnant à x des valeurs positives ou négatives plus grandes.
m. Représenter la courbe r = 3 ± /siô^— x — x^,
RÉPONSB. A chaque valeur de x correspondent deux valeurs de y : aucune partie de la courbe ne se trouve à droite de la ligne .r = 4, ni à gauche de la ligne a: = — 5, puisqu*en donnant à xdes valeurs positives ou négatîves plus grandes, la valeur de/ devient imaginaire.
17. Toute la Géométrie analytique est fondée sur la corrélation qui, ainsi que nous venons de le montrer, oxiste entre une équation et un lieu géométrique. De là un double but à remplir. Si une courbe est définie par une propriété géométrique, nous aurons à déduire de cette propriété l'équation qui devra être satisfaite par les coordonnées des points de la courbe. Ainsi, par exemple, si Ton définit le cercle : le lieu des points [x^y) dont la distance à un point fixe (a, 6) est constante et égale à r, on aura pour \ équation du cercle en coordonnées rectangulaires (n* il) *
[x — ay-{-{y— by = r\
Si, d*un autre côté» on nous donne une équation, nous aurons à déterminer la forme de la courbe qu'elle représente, ainsi que les propriétés géométriques de cette courbe. Pour faire cette recherche avec méthode, après avoir classé les équations suivant leur degré, nous déterminerons la forme et les propriétés du lieu représenté par une équation, en commençant par les équations du degré le moins élevé.
Le degré d'une équation se déOnit par la plus grande valeur de la somme des exposants de x et de y prise dans chacun de ses termes. Ainsi l'équation xy-+-2x-\-3yz=^ est du second degré, puisqu'elle renferme le terme xy. Si ce terme n'existait pas, elle serait du premier degré. On dit qu'une courbe est du degré n lorsque l'équation qui la représente est elle-même du degré n.
Nous étudierons d'abord l'équation du premier degré : nous
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leroDs voir qu'elle reprësenie toujours une ligne droite, et que, réciproquement, l'équation d'une Ugfie droite est toujours du premier degré.
18. Nous avons déjà examiné (n" 15) un cas très-simple de l'équation du premier degré, celui de l'équation x = a. Reprenant les mêmes considérations, nous ferions voli' que l'équation y-=^b représente une parallèle PN à Taxe OX (^g'.iS), coupant l'axe OY à une dislance de l'origine ON = 6. Si 6 devient nul, l'équaiion se réduit ky^o et représente l'axe OX; de même l'équation ar — o représente l'axe OY.
Passons à un cas un peu moins simple, el cherchons quelle est la relation qui existe entre les coordonnées d'un point situé sur une droite passant par l'origine.
Les deux coordonnées PH et PN du point P (Jig- iS) sont de longueurs variables, mnis leur rapport est constant, puisqu'il est égal à
sinPO!i:sin!aPÔ; l'équation
_ sin^OM"
sinMPÔ
sera donc satisfaite par tous les points de la droite : ce sera l'équation de la ligne OP.
Réciproquement, si nous cherchons quelle est la ligne représentée par l'équation
nous voyons, en mettant l'équation sous la forme -
cela revient à « trouver le lieu d'un point P tel, que le rapport PM:PN des deux droites menées par ce point parallèlement à deux droites fixes soit constant. » Ce lieu est évidemment une droite OP passant par rinterseclion 0 des droiios fixes, et divisant l'angle qu'elles forment de telle sorte que
sinPOM^imsinPON.
Si les axes sont rectangulaires, on a sinPON =cosPOM, et
alors m=tangPOM. L'équation représente dans ce cas une droite passant par l'origine et faisant avec l'axe desx un angle dont la tangente est m.
19. Une équation de la formej^ = -i- mx représente une droite OP située dans les angles YOX, Y'OX' ; car il résulte de cette équation qu'à une valeur positive de x correspondra une valeur positive de ^, et à une valeur négative de x une valeur négative de j. Les points représentés par cette équation auront donc leurs deux coordonnées à la fois positives ou à la fois négatives : par suite, ces points ne pourront se trouver (n® 4) que dans les angles YOX, Y'OX'.
Au contraire, pour que l'équation y= — mx soit satisfaite, il faut que j soit négatif si x est positif, ou positif si x est négatif. Les points satisfaisant à cette équation auront donc leurs coordonnées de signes différents : par suite, la droite que représente l'équation se trouvera { n° 3) dans les angles Y'OX, YOX'.
20. Cherchons maintenant l'équation de la droite PQ {Jîg, i6) située d'une manière quelconque par rapport aux axes.
Menons par l'origine une parallèle ORà QP, et soit R le point de rencontre de OR et de l'ordonnée PM. Il est évident ( n° 18) que le rapport RM :0M est constant (on aura, par exemple, RM = m.OM); mais l'ordonnée PM diffère de RM de la quantité constante PR = OQ = b; nous pourrons donc écrire
PM:r=RM-4-PR ou PM = m.0M4-PR,
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r'esl-a-dire
Cette équation, étant satisfaite par tous les points de la droite QP, sera par suite l'équation de cette droite.
Il résulte du numéro précédent que m sera positif ou négatif suivant que la parallèle OR à QP se trouvera dans l'angle YOXou Y'OX. D'autre part, b sera positif ou négatif suivant que le point Q, où la droite rencontre l'axe des /, sera au-dessus ou au-dessous de l'origine.
Réciproquement, l'équation y=^mx -^b représente toujours une ligne droite. En mettant, ce qui est possible, cette équation sotis la forme
et menant QT parallèlement à OM, on aura
TM=:ft,
et, par suite,
La proposition ci-dessus revient donc à « trouver le lieu d*un point tel, qu'en menant par le point une parallèle PT à OY jusqu'à la rencontre de la droite fixe QT, on détermine un segment PT qui soit à QT dans un rapport constant, m Et ce lieu est évidemment une droite PQ passant par le point Q. L'équation la plus générale du premier degré,
kx -hBj-h C = o, peut évidemment se ramener à la forme j — m^c + 6, puis-
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qu'elle est équivalente à
Elle représente donc toujours une ligne droite.
21. Ce que nous venons de dire plus haut permet de préciser la signification géométrique dès constantes qui se trouvent dans réquation de la ligne droite. Si la droite représentée par réquation j= mx -4- b fait un angle a avec Taxe des x et un angle (3 avec Taxe des j, on a (n" 18)
sina ni= -7-^»
sinp
et» si les axes sont rectangulaires,
m =r tanga.
D'ailleurs (n^'SO) b est le segment déterminé par la droite sur Taxe des y.
L'équation étant donnée sous la forme A a: -+- B^--i- C = o, peut se ramener comme précédemment à la forme r=wx-4- b; on trouve alors
sina smp
ou, si
les axes
sont rectangulaires.
tanga;
et le rapport -
représente le
segme
mine sur Taxe
des j.
Corollaire. — Les droites x= ^^ ■+" ^> J = ^' ^ "^ ^' sont parallèles si m^=m\ puisqu'elles font toutes deux les mêmes angles avec les axes. De même les droites A^ -h B/-hC 1=0, K'x 4- B'j -4- C = o sont parallèles lorsque
Avant d'aller plus loin, nous allons faire connaître deux
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formes difTérentes sous lesquelles on met fréquemmenl l'équation de la ligne droite.
fâ. Trouver V équation d'une droite MN [fig^ 17 ) en fonction des segments OM = a, ON = b qu'elle détermine sur les axes.
Nous pouvons déduire cette équation de Téquation déjà connue
A^-hBj-f-C — o ou yî J^ H-p .r -+- 1 = o. Cette dernière équation, devant être satisfaite par tous les
points de la droite, le sera par le point 1A{x=za, j = o) ,n'^2); nous aurons donc 1
L Vj a
Elle le sera de même par le point N( j: — o, ;^=: 6), donc
C"" b' Portant ces valeurs dans Téquation générale, elle devient
Cette équation est indépendante de Tangle que font entre eux
les axes de coordonnées.
La position de la droite varie évidemment avec les signes
X y des quantités a et b. Ainsi, à l'équation — h -r- = i, qui donne
des quantités positives pour les segments faits sur les axes,
correspond la droite MN, tandis que l'équation T" '»
qui donne un segment positif sur Taxe des x et un segment négatif sur Taxe des^-, représonie la droite MN'.
On verrait de même que Téquation h ^ = i repré-
sentela droite NM', et Téqualion v — > la droite M'N'.
Une équation du premier degré peut toujours se ramener à
une des quatre formes précédentes, en divisant tous ses termes
par le terme constant.
EXERCICES
I. Examiner la position des droites suivantes, et trouver les segments qu'elles déterminent sur les axes
2.r — 3 r ~ 7, Sx h- 4j^' -h 9 = o^ 3^' -h 2 V — 6, 4 >" — 5.r — îio.
II. On prend deux des côtés d'un triangle pour axes ; trouver l'équation de la droite qui joint les extrémités des segments obtenus en prenant sur chacun des côtés sa w^'"" partie, et démontrer (n^âl) que cette droite est parallèle à la base.
RéPONSB. . , —
23. Exprimer V équation d'une droite MN [Jig- 18) en fonction de la longueur de la perpendiculaire abaissée de V origine sur cette droite, et des angles que celte perpendiculaire fait avec les axes,
Fig. i8.
Soient OP=/?lalongueur de cette perpendiculaire ;POM= a l'angle qu'elle fait avec l'axe des x; PON = p celui qu'elle fait avec l'axe des y; OM = a^ ON = b.
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L'équation de la droite MN est (n<* 22)
Multipliant cette équation par p, il vient
-^'^tX = P'
ilc *1 ^-^ nr\c M »_
Mais - = cosa, Ç =^ cosô, donc l'équation de la droite sera a o *
.r cosa -+- j cos(3 =/?.
Si les coordonnées sont rectangulaires» ce qui est le cas le plus fréquent, ^ = 90**— a, et l'équation de la droite devient
;rcosa 4-/sina = />.
Si l'on suppose que a puisse prendre une valeur quelconque comprise entre o et 36o degrés, cette équation présentera quatre cas particuliers correspondants à ceux de l'équation du n^22. Si la droite a la position NM' {Jig. 17), a sera compris entre 90 et 180 degrés, et le coefficient de x sera négatif; si elle a la position M'N', a sera compris entre i8o et ^70 degrés, les coefficients de x elde y seront tous deux négatifs; enfin, si elle a ta position MN', a étant. compris entre 270 et 180 degrés, le coefficient de x ^^^ négatif. Néanmoins, dans ces deux derniers cas, il sera plus commode d'écrire l'équation sous la forme arcosa-4- jsina = — /?, et de regarder a comme l'angle, compris entre o et 180 degrés, que le prolongement de la perpendiculaire fait avec la direction positive de l'axe des X. Par suite, dans l'emploi de la formule
:rcosa -+-^sina =/?,
nous supposerons p susceptible de recevoir le double signe, et nous prendrons pour a l'angle, toujours inférieur à 180 degrés, que la direction positive de l'axe des x fait avec la perpendiculaire ou avec son prolongement.
On peut facilement ramènera la forme ^cosa-f- jsina = p, l'équation générale Aa;-+-B/-+-C=o; car, en divisant tous
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ses termes par v/A' h- B', on a
ABC
y/A» 4- B» v^A* -+- B« yjS} -+- B»
el on peut prendre
cosa, ■=^ sing,
V^À'-hB' v^A'-f-B*
puisque la somme des carrés de ces quantiiés est égale à Tunité.
On voit donc que et ■ expriment res-
pectivemcnt le sinus et le cosinus de l'angle que la perpendiculaire abaissée de l'origine sur la droite kx -hB/4- C == o
fait avec l'axe des^r, et que est la longueur de ceiu*
ylS} -+- B»
perpendiculaire.
*24. Réduire V équation Aar-hBj-hC — o( rapportée à des coordonnées obliques ) à la forme x cosa -+- y cos^ = p.
Supposons qu'en multipliant l'équation par un certain facteur R, on la ramène à la forme demandée; on aura alors RA = cosa, RB = cosj3; mais si a et ^ sont deux angles donl la somipe est égale à &), on a
cos?a -f- cos*i3 — 2COsacos{3cos(k) = sin'(k),
d'où
R'( A' H- B» — 2 AB COS&)) == sin^w.
L'équation ramenée à la forme demandée est donc
Asino) Bsino)
X H — zrz- — =r^ r
\JPi}-\- B'— 2ÀB cosck) v^A'-i- B'— ïABcosw
Csinu
V A' -I- B' — 2 AB cos w On voit que
Asinot) Bsin&3
et -~
v/A^-h B'— 2 AB cos&j v^A* -h B' — 2 AB cosw
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expriment respectivement les cosinus des angles que la perpendiculaire abaissée de Torigine sur la droite
Aa:-f-B7 + C = o
fait avec l'axe des x et celui des y, et que
C sin <k)
VA» + B*— 2ACCOSW
est la longueur de cette perpendiculaire. Cette longueur peut, du reste, se calculer plus facilement en divisant le double (ON.OM sino) de Taire du triangle NOM (Jig, i8) par la longueur de MN dont on connaît l'expression.
Le radical qui se trouve au dénominateur doit recevoir le double signe, puisque l'équation peut se ramener à l'une ou l'autre des formes
X cosa -h y cos(3 — /? = o,
a: cos(a 4- 180*) 4- 7'COs((3 -+- 180*») -+-/? = o.
25. Trouver l'ange compris entre deux droitesy dont les équations sont données^ en coordonnées rectangulaires.
L'angle formé par les deux droites est évidemment égal à celui qui est compris entre les perpendiculaires abaissées de roriglne sur ces droites ; si donc ces perpendiculaires font avec Taxe des x les angles a et a', Aj:-f B/4- C=: o, A';ir-f-B'^-+- C =0 étant les équations des deux droites, nous aurons (n** 23)
cosa = 1 sma =
^A* -t- B' si h? -f- B^
AA' + BF
COSl X — X]= . n
VA'H-B'.v/A"+B"
3o chàpitrb a.
' et, par suite,
,, BA'-AB'
Corollaire I. — Les deux droites sont parallèles (n" 21)
lorsque
BA' - AB' = o,
puisque l'angle qu'elles forment devient nul.
Corollaire If. — Les deux droites sont perpendiculaires
lorsque
AA'-hBB':=io,
puisque la tangente de l'angle qu'elles comprennent devient infinie.
Si les équations des droites sont données sous la forme
y=z mx -\- b, y"'=^ m'a: -+- b\
les tangentes des angles qu'elles font avec l'axe des x sont m et m (n° 21 ), et comme l'angle qu'elles comprennent est égal à la différence de ces angles, on aura pour sa tangente
m — m' 1 H- mm'
Les droites sont parallèles si m^=m\ et perpendiculaires si I -h mm' =^ o.
*20. Trouver Vangle compris entre deux droites, les coordonnées étant obliques.
Partant des expressions du n° 24, et procédant comme ci-dessus, nous trouverons, en désignant par oi l'angle que
forment les axes,
A sin&) cos a = - z z^_ ^n_^ 9
VA^H-B' — aABcosw A'sin&)
cosa' —
et
sma =^
sina' =
s/Â'^-4-B'^-2A'B'coso)
B — A cosw v/Â» ^- B» — "2AB c~oVa) ' B' — A' cos M
v'A"-t-B''-2A'B'cosa)
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Donc
(BA'— AB')sin«
sin(a — 3c ) = —, = =^ — — r ^ '■ ~- »
VA' -h B'— 2ABCOSÛ). v^A'^» -+- B'^ — aA'B'cosû)
BB'-4- AA'— (AB'-h A' B) cosw
sin(a — a') = -t-
V^A' -h B' — 2 AB cosw . v'A'^' -h B"— aA'B' cos
. _ (BV^ABMsiim
ïang a a ) — gg, _^ ^^, _ ^ ^U _^ A'B ) cosw '
Corollaire I, — Les droites sont parallèles lorsque
BA'= AB'
Corollaire IL — Les droites sont perpendiculaires lorsque
AA' -h BB' = ( AB' + B A' ) cos w.
27. On peut toujours trouver une droite satisfaisant à deux conditions.
Toutes les formes sous lesquelles nous avons donné l'équation générale de la ligne droite renferment deux constantes. Ainsi les formes j^* = m^ -h 6, :r cosa 4-j^sina=:/? renferment les constantes m et 6, a et p. La seule forme
kx -\- By -h C = o
semble en renfermer un plus grand nombre ; mais dans ce cas on n'a pas à considérer les grandeurs absolues des coefficients, mais bien leurs rapports, car, en multipliant ou en divisant tous les termes d'une équation par une même quantité, on ne change pas la nature du lieu qu'elle représente* On peut donc ramener l'équation kx -t- B/ 4- C = o
à n'avoir que deux constantes j;? jr en divisant tous ses
termes par C. Par suite, en adoptant une quelconque de ces formes, par exemple jr= mx -hb, pour celle de l'équation générale de la droite, on peut considérer m et b comme des inconnues qu'il s'agit de déterminer. Lorsque nous aurons deux conditions, nous pourrons trouver les valeurs de m et de b relatives à la droite qui satisfait à ces deux conditions.
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Ce sujet sera du reste développé d'une façon plus explicite dans les n*« 28, 29, 32 et 33.
28. Trouver Vêqiiation d'une droite menée par un point (x', y') parallèlement à une droite donnée.
La droite cherchée devant être parallèle à une droite donnée, la constante m de son équation y == mx -h b est déterminée (n®21. Cor.); puisque en outre cette droite passe par le point (x' y jr')y son équation, qui doit être satisfaite par les coordonnées d'un quelconque de ses points, le sera par x'y y'; on aura donc pour déterminer b,y=mx''\-by el Téquation cherchée sera
jr = mx-hX^ — ^^' ou X — y'' = ni{x — x^).
Si dans cette dernière équation nous considérons m comme indéterminée, nous aurons l'équation générale des droites passant par un point donné.
Trouver l'équation de la droite passant par les deux
points {x', y )y (■^^r")•
L'équation générale (que nous venons de trouver) d'une droite passant par un point donné {x% /') peut s'écrire
m étant une indéterminée. Si la droite doit passer en outre par le point {x'', jr"), cette équation sera satisfaite lorsqu'on y remplacera x eiy par ^" et j'\ Donc
> Ti = "^^
et, par suite, l'équation cherchée est
Sous cette forme, elle se grave facilement dans la mémoire. En chassant les dénominateurs, on obtient l'équation suivante, qui est d'un usage assez fréquent,
[x' — X")^ — {x* — jt")/ 4- X* x" — j'a;''= o.
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On peut mettre aussi celte équation sous la forme
qui représente une droite, puisque les termes en xy dispantsseni: on vois immédiatement qu'elle est satisfaite par Tune ou Fautre des hypothèses or = x\ )'=r'; x = x'', x^^X' * ^^» en développant on retombe sur le résultat précédent.
Corollaire. — L*équation de la droite joignant Vorigine au
point [x'p y' ) est
jr' X = x'jr.
EXERCICES
I. Écrire W équations des côtés du triangle ayant pour sommeU les points (a, i), (3, —2), (—4, - i).
Rbpoxse. X -h 7j»' -h 1 1 = o, 3j — Jc - i^ 3.r -h y = 7.
D. Uème problème ; les sommets étant (2, 3). (4i — ^), (— 3, — (>). Réponse. x — 7 r = 39, g-r — 5y = 3, ^x -f-r — jt.
ni. Trouver l'équation de la droite joignant les pointa
RÉPONSE. ( v' — j") j: — (x' — x^)r ■+■ T'y" — x'x' — o.
VI. Écrire Téquation de la droite joignant
RÉPONSE
— ^[/{w — /i)x'-H/w(/i — /)a:'-f-/f(/— /ii)x*']
30. Trouver in condition pour que trois points (j;,, ^, ), {^^9 y-t), (j^a, /s) soient en ligne droite.
Il suffît, pour résoudre celle qucsiion, de voir si les coordonnées du iroisième point satisfont à l'équation (n^'SO) de la droite joignant les deux premiers. On obtient ainsi la relation
qui peut se meure sous la forme plus symétrique
y,[xt — x,)-h7,(j:, — ^,) -\-Xi(Xy — j:,)i=o (*).
31. Trouver les coordonnées du point d'intersection de deux droites données parleurs équations.
Chacune de ces équations exprimant une condition à laquelle doivent satisfaire les coordonnées du point cherché, on trouvera ces coordonnées en résolvant les deux équations par rapport 9i xtX y.
Nous avons dit (n** H) qu'un point était déterminé lorsqu^on avait deux équations entre ses coordonnées; nous voyons maintenant que chaque équation représente un lieu sur lequel le point doit se trouvei', et par suite que ce point est l'intersection des deux lieux représentés par ces équations. Ainsi, les équations les plus simples pour la détermination d'un point sont xr=a, x= b; elles représentent deux parallèles aux axes de coordonnées, et le point se trouve à leur intersection. Lorsque les équations sont toutes deux du premier de-
{*\ En employant cette formule, et d'autres semblables que nous ronconticrons plus loin, on doit bien faire attention de prendre les coordonnées dans un ordre fixe {voir la figure ci-après). Si, par exemple, pour avoir le deuxième
terme de la formule cl-detsus, nous remplaçons dans le premier^-, par^r,, j:, par X, et 4r, par x, ; pour obtenir le troisième nous devrons marcher dans le même ordre, et remplacer ^, par j)\ , x, par x^ , et x, par x,.
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gré, elles ne représentent qu*un seul poînl, puisque chaque équation est celle d'une droite, et que deux droites ne peuvent se couper qu'en un seul point. Dans le cas, plus général, où les équations sont d'un degré supérieur, les lieux correspondants se coupent en plusieurs points.
EXERCICES
I. Trouver les sommets du triangle dont les côtés ont pour équations j:H-^=a, x — 3j=4, 3jrH-5j-h7 — G.
U. Trouver les coordonnées des intersections des droites
3jr -♦- r — !i = o, j: -h 2^- = 5, ^x — 3r -h y = o,
RÉPONSE. (1, 11), {-±, î^), (-1, iiy
ni. Trouver les coordonnées des intersections des droites
2JC -H 3/ = i3, 5x — jr =7, a: — 4^ -h lo -- o.
RÉFO?(SB. — Ces droites se coupent au point (2, 3).
ÏV. Trouver les coordonnées des sommets et les équations des diagonales du quadrilatère dont les côtés sont
2x— 3r=io, a^r-f--r = 6, i6jr — ioj=33, i2j:-+- i4j-f-29 = 0,
RéPO?!SB.
6/ — x = 6, 8jp -f- 2/ -h i = G.
y. Trouver les intersections des côtés opposés du même quadrilatère et réquation de la droite joignant ces points d'intersection.
Ripc^E. m, î^j> (—y» ^)» 162/- 1990?.-= 446a
VL Trouver les diagonales du parallélogramme formé par
X ~ Oy X — a\ y = hy r — //.
RÉPONSE
( /, _ ^,') x - (^ «. «') v= a'b - ith\ (ù - b')x H- (rt - a') Y = ab - u'V.
VII. On prend pour axes la base d'un triangle et la médiane correspondante; trouver les équations des autres médianes et les coordonnées de leur point d'intersection, les coordonnées du sommet opposé à la base élnnl o, jr\ celles des autres sommets, x', o et — x\ o.
RÉPONSE
3j:'j — j-'x — x>' = o, 3x'; -h^v'x — x'j'-- o; io, —j-
VIH. On prend pour axes les côtés opposés d'un quadrilatère, et les autres côtés ont pour équations
2^1 10 'la 10
trouver les points milieux des diagonales. RÉPONSE. [tff b'), [a' y b).
IX. Mêmes données; trouver les coordonnées du poini milieu di» l.i droite joignant les points d'intersection des côtés op|)osés.
« , n'b.n — nb* ,rt' n'b,b' — rrb'.b
Réponse. rv y,— ^ n , •
a b — ab a b — ab
La forme de ces expressions indique (n* 7) que ce point divise extérieurement la droite joignant les deux premiers en deux segments (pii sont dans le rapport a'b : ab\
32. Trouver y en coordonnées rectangulaires^ l'équation île la perpendiculaire abaissée d'un point donné (x\ y') sur la droite y =^ nix 4- 6.
Puisque /n/n'= — i (n" 25) est la condition pour que deux droites soient perpendiculaires, on a pour Téquaiion cherchée
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On trouverait de même pour la perpendiculaire abaissée du point [jc'j y') sur la droite A x -h Bj 4- C = o, Téquation
qui peut se déduire de celle de la droite en y permutant tes coefficients de x et de y\ et changeant le signe de Vun d'eux.
EXERCICES
I. Trouver les équations des hauteurs du triangle (2, 1), (3, — a),
RÉPONSE. Les équations des côtés sont (29, Ex. I)
j: H- 7^-+- Il = o, 3^— .r=i, 3j? -1-^—7, et celles des hauteurs
Le triangle est rectangle.
II. Trouver les équations des perpendiculaire^ élevées sur les mirieiix des côtés du même triangle.
RÉPONSE. Les points-milieux étant
les perpendiculaires ont pour équations
yx — jr -h a = o, 3 x -^y -h 3 = o, 3 >• — x -4- 4 — o,
rt elles se coupent au point ( — 7 > ~ r )'
m. Trouver les éciuations des hauteurs du triangle (■>, 3), (4, —5), (—3, —6) (29, Ex. II).
RÉPONSE. 7-r-h^=i7, 5.r-i- 9J-+- a5 = o, j:~-4/=ai; droites se coupent au point ( ~ » ] •
IV: Trouver les équations des perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du même triangle.
RÉPONSE, '^x H- j H- a = G, 5 j: -h 9 V -h i6 = o, .r — 4 ) = 21; ces droites se coupent au point ( » y
V. Trouver les équations des hauteurs d'un triangle ayant (j^', ) ';, l-*"') j')» (•'^*'» J**) PO"** sommets.
RÉPONSE
(.r''-x'")xH-(r''-/'")r-4-(x'x'"-hr'/'"} - (x'x'-f- r'.v" ) ^ o.
VI. Trouver les équations des perpendiculaires élevées sur lo milieu des côtés de ce triangle.
RÉPONSE
VIL On prend pour axes la based*un triangle et la hauteur correspondante; trouver Téquation des deux autres hauteurs et les coordonnées de leur point d'intersection. Les coordonnées des extrémités de la base sont (x*, o), (— x", o), et celle du sommet opposé (o, v').
RÉPONSE
vin. Mêmes données ; trouver les équations des perpendiculaires élevées sur les milieux des côlés et les coordonnées de leur interj-ertion.
RÉPONSE
IX. Trouver l'équation de la perpendiculaire abaisséedu p int {■*'', y' ) sur
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h droite Jtroosx -f- jsinsc = p, et les coordonDées do pied de cette perpendiculaire.
RÉpœcsE. X — y = langa(a: — j:'),
x'-HC03flt(/? — x'cosa — jr'sina), j'h- sina(/7 — .r'cosa — r'sina).
X. Trouver la longueur de cette perpendiculairo. RÉPONSE. =t (p — 4:' cos a — ^' sin a ) .
33. Trouver en coordonnées rectangulaires r équation d'une droite passant par un point donné {x',r')f ^t faisant un angle ^ ai^ec la droite y = mx -h h.
Soit
l'équalion cherchée, nous aurons (n® 25)
tang^ =
h mm
d'où
, m — tanf^Q m =
I + mtangcp
34. Trouver la distance d'un point [x\jr') à une droite xcosa -f-^cosp=/?.
Nous avons déjà indiqué (n** 32, Ex. IX elX) un procédé pour résoudre celte question, mais on peut, à l'aide de la géométrie, arriver au même résultat. Soient MN (Jig. 19} la
Fig. 19.
droite donnée, OR la perpendiculaire abaissée de Toriginc sur celle droite, QK l'ordonnée du point donné Q.
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' Menons QR et KT parallèles, et QS perpendiculaire à la droite donnée. Alors
mais
donc
par suite
OK = j:', OT=:j;'cosa; SQK = (Î et QK=/',
RT = QS=:j'cos(3, x' cos a H- j' cos |3 = OU.
Retranchant de chaque membre la dislance OP de Torigine à la droite, on aura, pour la dislance cherchée,
jr'cosa -h j'cos|3 — /> — PR = QV.
Si Ton avait pris dans la figure le point Q du même côté de ia droite que Torigine, OR aurait été plus petit que OP, et on aurait trouvé /> — or'cosa — j'cos|3 pour la valeur de la distance cherchée; celle distance change donc de signe suivant que le point se trouve situé d*un côié ou de Tauire de la droite. Lorsqu'il ne s*agit que d'une seule distance, on peut ne considérer que sa valeur absolue, abstraction faite du signe; mais quand on a à comparer les dislances de deux points, tels que Q et S, il faut nécessairement (n**6) tenir compte des signes de ces dislances QVel SV, puisqu'elles se trouvent mesurées suivant des directions opposées. Le sens positif étant en soi arbitraire, on peut prendre, pour représenter la distance d'un pointa une droite, l'expression (p — x'cosa — j'cos(3), soit avec le signe -h, soit avec le signe — . En la prenant avec le signe +, autrement dit en supposant le terme constant positif, on considère comme positives les distances des points situés du même côté de la droite que l'origine, et comme négatives les distances des points qui se trouvent de l'autre côté. Si l'on prenait l'expression avec le signe —, ce serait l'inverse qui arriverait.
Si l'équation de la droite est
kx -f- B/-^- C = o,
DB Là UGNB DBOITB. 4>
eD la ramenanl à la forme
JTCOSa -hj^'cosp — p = o, on trouve pour la distance du point (x'^ y') à celte droite
Ax'-hBr'-hC (Ax'4-Br'-4-C)sin(k,
V^A'-+- B» \lk} H- B' — aAB cosw
suivant i|ue les axes sont rectangulaires, ou obliques sous l'angle o). En comparant les dislances respectives du point ■a/, jr') el de l'origine à la droite, on voit que le point (x', y') se trouve du même côté de la droite que l*origine lorsque kxf -4- Bj^' H- C a le même signe que C, el inversement,
La condition nécessaire pour qu'un point {x\ y') se trouve sur une droite Ax -^Wjr -k'C = a s'oblienl évidemment en eiprimant que ses coordonnées x* et y' satisfont à celle équation, ce qui donne
Ax'-+-B/'-+-C = o.
Celte condition n'est donc, d'après ce qui précède, que la traduction algébrique de ce fait : que la distance du point à la droite est nulle.
EXERCICES
I. TrQu\er la distance de Forigine à la drcile 3.r h- 4/ -*- '^o — o, \vs axes étant rectangulaires.
RéPONSB. 4«
n. Trouver la distance du point ("Jt, 3) à la droite i.r -hy— i = o.
RÉP0?s8B. -rr ; le point est situé du c6té opposé à celui de lorigino.
m. Trouver les hauteurs du triangle (2, i), (3, — 2), (— 4, — i). RÉPONSE, av/î, y/ïo, a/ïo* LVigineestà l'inlérieur ilu triangle.
IV. Trouver la distance de (3, — 4) à 4x h- aj — 7 = o , l'angle des
axes étant de 60 degrés.
Répo?fSB. 1 ; le point est du même côté que Torigire.
V. Trouver la distance de l'origine à la droite
a(x — fl) -h b{jr — ^) = o.
RÉPONSE. \/a^ ■+- b^,
35. Trouver V équation de la bissectrice de Vangle compris entre les deux droites
orcosa 4- jsina — p =o, xcos(3-l- jsinj3 — p' -- o.
Le moyen le plus simple pour trouver celle équation consiste à exprimer algébriquement cette propriété connue : « Les points de la bissectrice d'un angle sont à égale distance des côtés de cet angle. » Nous avons alors immédiatement l'équation
X cos« -^ jr s\n oc — p = ± {x cos^ -f-;rsin(3 — /?')»
puisque chacun de ses membres exprime la distance d'un de ces points à une des droites ( n° 3^).
Si les équations des droites étaient données sous la forme A:r 4- B^-4- C = o, A'.r -4- B j* -f- C = o, on trouverait pour réqualion de la bissectrice
A:c-f-Br-+-C _^ A'^-f-B'r-hC
V^ÂmTB^ V A'' -4- B'=
Le double signe montre qu'il y a deux bissectrices. Les points de la première sont à égale distance d'une des droites, dans la région que nous considérons comme positive, et de l'autre droite dans sa région négative ; les points de la deuxième sont à égale dislance des deux droites prises dans leurs régions positives ou dans leurs régions négatives.
En prenant le signe de telle façon que les deux termes constants soient de même signe, on a (n'^S^) la bissectrice de l'angle dans lequel se trouve l'origine; en donnant aux deux termes constants des signes contraires, on obtient la bissectrice de l'angle supplémentaire.
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EXERCICES
I. Ramener les équations des bissectrices des angles formés par les deux droiles de renoncé du n** 33 à la forme jc cosa -+- r sina = p.
RÉPONSE
xcosri(aH-f)H-9o»l-hr6inri{aH-^)-i-9o»l= !^f^ j
*- -^ L -* asin-(a — &)
arcos-(a -h fi) -h j8m-(a -h fy) =
acos-(a-f)
n. Trouver les équations des bissectrices des angles formés par les
droite
3jr H- 4 J — 9 = o, 12 j: -h 5 j — 3 = o.
RÉPONSE. 7-!^ — 9^ H- 34 = o, 9 x -H 7^- = I a. 36. Trouver l'aire du triangle formé par les trois points
Le double de Taire de ce triangle peut s'obtenir, en muliîpliant la longueur de la droite joignant deux de ces points
(•*'i»7'i)» (^>>tO par la dislance du troisième point (xt, x*) « celte ligne. Cette distance lorsque les axes sonl rectangulaires, est égale (n<« 29, 34) à
et comme le dénominateur de cette fraction exprime la longueur de la ligne joignant (x,, /i) à(a*3y jrO» '^ quantité
représente le double de Taire du triangle formé par les trois points.
Nous trouverions, en répétant le même raisonnement et en employant les formules relatives aux axes obliques, que, dans le cas de deux axes faisant entre eux un angle u, il suffit de multiplier l'expression précédente par sinw.
A la rigueur nous devrions faire précéder cette expression
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du double signe, puisque jious l'obtenons en extrayant une racine carrée. Dans le cas où il n\v a qu'une seule aire 5 considérer, et 011 par suite il ne saurait être question que de grandeur absolue, c'est chose inutile. Mais il n'en est plus de même lorsqu'on a à évaluer deux triangles dont les sommels (^8» Ja), (-^4, y*) ^^ se trouvent pas du même côté de la droite joignant (x,, j, ), (j:», ^j)» ^^ Q"î sert de base commune aux deux triangles; il faut alors donner des signes différenis aux aires de ces triangles, et la surface du quadrilatère formé far ces quatre points est la somme, et non la différence, de ces deux triangles.
Corollaire /. — Le double de Taire du triangle formé par les points {x„ j,), (Xi, j,) et l'origine s'obtient en faisant a-a— o, ^3=0 dans l'expression précédente eta pour valeur/, ^rj—jj^,.
' Corollaire IL — Considérée au point de vue géométrique, la condition (n" 30) pour que trois points soient en ligne droite exprime que l'aire du triangle formé par ces trois points est nulle.
37. Exprimer l *aire d *un polfgone en fonction des coordonnées de ses sommets.
Joignons un point quelconque [x, y), pris dans l'intérieur du polygone à tous les sommels (.r,, j,), (j:„ j, ), (jra, ^3), . . ., nous diviserons ainsi le polygone en un certain nombre de triangles, et la somme des aires de ces triangles sera évidemment égale à l'aire du polygone. Le double de l'aire decha(|i;e triangle est (n* 36) respectivement
^{j'— rO — /(-^t —^0 H- ^.j*i 4-^7/1,
x{x„^i — 7« j — /(^fl-i — :r„) -h a-,_, j„ -- x„r„_,,
Ajoutant toutes ces valeurs, et observant que la somme des facteurs de x ou de/ est nulle (ainsi que cela doit être, puisque l'aire du polygone est indépendante de la manière dont
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elle a éié divisée en triangles], on trouve pour le double de Taire du polygone
( X. j% — .r , j^-, ) -h [x^Xz — x^Xi) -+-...
-h ( ^«-., Xn — ^1. J— I ) -H ( x^r^ — X, Xn), expression qui peut s'écrire
^. O'i — r- ) -^- ^i {.n—x* ) -+- -^3(74 — rO + • • • + ^« (r« — r— J»
ou bien encore
EXERGCES.
I. Trouver Taire du triangle (a, 1), (3, — a), (—4» — 1). RÉPO?iSB. 10.
II. Trouver Taire du triangle (a, 3), (4, — 5), (— 3, — G). Rbpo?(sb. ag.
m. Trouver Taire du quadrilatère (i, i), (a, 3), (3, 3), (4, i).
RÉPO?(SB. 4-
38. Trouver la condition pour que trois droites concourent en un même point.
Soient Ax-4-Br-+-C~o, A'xH-By-+-C'=o, A"x + BV-+-t:":^o
les équations de ces droites.
Si elles se coupent en un même point, les coordonnées de l'intersection de deux d'entre elles doivent satisfaire à la troisième équation.
Les coordonnées de Tintersection des deux premières sont
BC-B^C CA -r/A • AB' — A'B' Ab'-AB'
et en les substituant dans la troisième équation, on trouve A''(BC— B'C)^-B''(CA'-C'A)-4-C''(AB'-A'B) = o; cetle condition peut encore s'écrire des deux manières sui-
vantes
AIB'C- B'C) -f- BCCA'^— C'A') -+- C(A'B''- A"B') = o, A(B'C*^-B"C)H-A'(B"C-BC") -t- A'^IBC- B'C) .^o.
*39. Trouver l'aire du triangle formé par les trois droites
A^ -f- B/ -hC =: o, A'x-4- B'/-hC'=o, X^x-^-B^r-^ G" = o.
Les coordonnées des sommets du triangle s'obtiendront en éliminant successivement jr et ^ entre ces équations prises deux à deux. £n substituant leurs valeurs dans la formule du n** 36, on trouve pour le double de Taire
BC^B'C/K'C-^CK" A^C — C^A AB — BA' VB'A' — A'B" B"A — A"B
BT/--B^CYA"C— C^A AC - CA^\ "*■ A'B" — B'A"VB"A — A'^B BA'~ AB7
B" C - BC^ /Ar/-CA AT/~r/A^^
"^A"B — B"A VBA'— AB' BA"— A'B'
Si Ton réduit, dans chacune des parenthèses, les deux fraclions qu'elles comprennent au même dénominateur, on obtient une série de fractions ayant pour numérateurs la quantité
A"(BC' — B'C)-hA(B'C"-B"C')-hA'(B"C-C"B),
multipliée respectivement par A'', A et A', et il vient pour le double de Taire
[A^B^C^- B^C)-4- A'( B^C — Br/)-hA''(BC — B' C )] ' (AB'-«BA'j(A'B'— B'À")(A"B-B''A) " '
Si les trois droites sont concourantes, cette expression s'annule (n" 38); si deux des droites sont parallèles, elle devient infinie (n» 25).
W. Ti^uver l'équation d'une droite passant par Vintersec^ tien de deux droites données.
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On peut résoudre cette question en substituant à x* et/' dans réquation /•— r'=m(a: — jr') du n^ 28, les coordonnées de Tîntersection des deux droites, déterminées d'après le n^'Sl. Mais on arrive plus facilement au résultat en s*appuyant sur le principe suivant, qui est d'une grande importance.
SiS= o, S'=o sont les équations de deux lieux ^ le lieu représenié par l'équation S + /» S' = o ( dans laquelle le est une constante) passe par les points communs aux deux premiers.
Il est évident, en effet, que tout couple de coordonnées qui satisfera à la fois aux équations S=:o, S'=:o satisfera aussi à réquation S -*- kS'= o.
Il résulte de là que l'équation
( Ax -+- B/ -+- C) -f. k[k'x 4- B'x -+- C) = o,
qui est du premier degré, représente une droite passant par Fintersection des deux droites
A JT -f- B/ -h C = o, A':f -h B'7 H- C -r o.
Les coordonnées du point d'intersection de ces deux droites satisfont évidemment à l'équation
( A ^ -h Bj 4- C ) -»- /r ( A':r -4- B> 4- C ) — o,
puisqu'elles annulent séparément chacune des deux parties de cette équation.
EXERCICES
I. Trouver l'équation de la droite joignant à Torigine rinterseclion de
Ax -h B/ 4- C = o, X'x H- B> -4- C = o.
RÉPONSE. Multipliant la première équation par C\ la seconde parC, et soustrayant, on obtient Téquation cherchée
( AC- A'C)a: -h (BC' - CB')/ = o.
La droite qu'elle représente passe en effet par Torigine (n"" 18) et par rinterseclion des deux droites (n** 40). '
H. Trouver Féquation de la droite menée par rinterseclion de ces deux mâmes droites parallèlement à l'axe des x.
BÉP05SB. (BA' - AB')^ -h CA' - AC = o.
III. Trouver Téqualion de la droite passant par le point d inlerseclinn de ces deux mêmes droites et par le point (j:',^').
RÉPONSE. Déterminant dans Téquation générale donnée ei-dossus la ronstanio À-, de manière que cette équation soit satis^faile par .r', } ', on trouve pour Téquation cherchée
(Ax-+-Bv-hC)(AV-hB>'-+-C')= (A'j:-f-B>-KC')(A.r'-HBv'-hC).
IV. Trouver l'équation de la droite joignant le point (a, 3) à l'interseclion des deux droites a j: -+- 3 r -f- i = o, 3j: — 4j' = '».
RÉPONSE
11(20; -H 3/-»- i) H- i4(3j: — 4/— 5) = o, ou G4-i' — '^3 » — 59.
41. Le principe établi au numéro précédent donne, pour reconnatire si trois droites se coupent en un même point, un critérium souvent plus commode dans la pratique que celui du n* 34 :
Trois droites A .r -h B^ -t-C=:o, A'a:-t-B'^-4-C' = o, A^x -+■ B^j*-f- C^r^: o passent par un même point, lorsque la somme de leurs équations multipliées respectivement par une constante est identiquement nulle ^ c'est-à-dire si la relation suivante, dans laquelle /, m, n représentent trois constantes, est vraie, quels que soient x et j,
/(Ax-+-Bv-t-C)-hm(A'x-+-By-hC')-h/î(A'x-+-B"r4-C'') = o.
Car alors les valeurs des coordonnées qui annulent séparément les deux premiers termes de Téquaiion annulent aussi le troisième.
EXERCICES
I. Les trois médianes d'un triangle se coupent en un mémo poinf . Leurs équations sont (29, Ex. IV)
H- (xV*- r"x') -+- (.r>'- j'>) = o..
^ (x'^"— j V) -h (xO"'— /"x'") = o.
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La somme de ces équations est identiquement nulle, les droites qu'elles représentent se coupent donc en un seul point, dont les coordonnées sont
D. Démontrer le même ihéorème en prenant pour axes les deux côtés du triangle dont les longueurs sont a ei b.
Réponse . h v — > = o, - -+- -j- — i = o, t — o.
m. Les hauteurs d'un triangle se coupent en un même point. Il en est de même des perpendiculaires élevées sur le milieu des celés. La somme des équations (n° 3i, Ex. Y, VI) est identiquement nulle.
IV. Les bissectrices des angles d'un triangle se coupent en un méms point.
Elles ont, en eflet, pour équations,
(xcosa H-j^sina — p) — (xcosp H- jsinô ~ /?')= o, (xcosp H-jsinp— />')— {a:cos7 -h^siny —/?*)= o, (jpcosy H-^sinS — //) — (xcosa-h/sina —p) = o.
■4.2. Trouver les coordonnées de V intersection de la droite joignanl les points {x',jr')^ (^'^y) «^^^* i<^ droite \x H-B/-h C^= o.
Le but de ce problème est d'exposer une méthode (que nous aurons souvent occasion d'employer dans la suite) pour déterminer le point où un lieu donné rencontre la droite joignant deux points donnés. Nous savons (n" 7) que les coordonnées d*un point de la droite passant par ces points peuvent s'exprimer par les formules
mx'' -h nx' my" H- nr'
Nous prendrons pour inconnue le rapport — des segments dé-
terminés par le lieu sur la droite joignant les deux points, et nous en chercherons la valeur en exprimant que les coordonnées ci-dessus satisfont à l'équation du lieu. Ainsi dans le
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cas actuel nous aurons
r -+- nx' _. my -4- w^^
hB-^ s
d'où
m^ A:r'H-Br'4-C
l'ordonnée du point cherché sera donc
_(Aa-^H-Br^4-C)3:^— ÇA^^-i-Br'^-hClx^ ^"" (Aar'H-B^'H-C)-(Aar"4-B7"4-C) '
et Ton aura une expression analogue pour Tabscisse. La valeur du rapport — peut s'obtenir géoméiriquemenl, en remar-
quant que le rapport dos segments de la ligne joignant (jr', r'), [^fX") csl égal à celui des distances de ces points à la droite donnée. Ces distances sont (n® 3b],
si h} -4- B' ' v^ A^ -f- B»
Le signe — qui se trouve dans Texpression de — donnée
plus haut tient à ce que, dans le cas de la section intérieure
auquel correspond le signe -h pour le rapport— (n"7), les
points [x\y'), (x*,/'^)ne se trouvent pas du même côté de la droite, et que par suite les distances de ces points à la droite doivent être de signes contraires ( n"" 34-).
Nous pouvons dès lors démontrer facilement le théorème « suivant :
Si une droite coupe les côtés d'un triangle BC, CA, AB (Jtg. 20 ) aux points L, MyV, on aura la relation
BL _ CL
CM
Si
Ajf' + Br'-HC
A:r*'-hB.r*-i-C
AN
AN BN
Ax' kx'
Br'
Aar'-hB/''-+-C Fig. ao.
Le ihéorème est dès lors évident.
*43. Trouver le rapport dans lequel la droite joignant les deux points {xiyjri\ (Xi^y^) est coupée par la droite passant par les deux autres points ( x,, ri )> ( ^'4. X^ )•
L'équation de cette dernière ligne est (n** 29)
(r»— rO*^ — (^a— '«•4)7 -+- ^3^4— "^^^3 = o;
donc, d'après le numéro précédent,
__ (r» — .^'« )^i --{^i — Xi )ri + X, r« — ^iji
(r* — r*)^^ — (-^3 — ^4)/» -h JTs/, — :r4 r,
ii est à remarquer (n^ 36) que ce rapport est égal à celui des surlaces des triangles ayant pour sommets (xi,Xi), (*»f /j)> (x«, X*) c* (^>»rO> i^if r»)' («^4» ^4) î ce qui, d'ailleurs, est évident au point de vue géométrique.
Comme application nous pouvons établir le théorème suivant :
Si les droites joignant un point donné aux sommets A, B etC d'un iriangle coupent les côtés opposés à C0S sommets BC
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CA, AB aux points D, E, F, on aura la relation
BD.CE.AF DC.EA.Ffi
Soient en effet (^r,, 74) le point donné, et (:r,,j,), (j:,,^,), i^ifX*) les sommets du triangle, on aura
BD __ jr,(r»— ,r<
CE _ j:,(j3 — n EA a:,(/,--/4
AF __ X, (.r« — r,
FB -i;(^3-:^4
■+- ^ii.ri — rO
ce qui démontre le théorème.
kk. Équation de la ligne droite en coordonnées polaires.
Prenons pour axe fixe la perpendiculaire à la droite, et soit OR {Jig. 2 1 ) un rayon vecteur quelconque mené du pôle 0
Fig. 3 I .
à la droite donnée PR. Posons
Mais
OR i^ p, ROP ^ 0.
ORcose = OP.
L'équation de la droite est donc
pcos0 ==p.
Dans le cas où Taxe (ixe fait un angle a avec la perpendiculaire, elle devient
pcos{9 — a)=.p.
Cette équation peut aussi s'obtenir en transformant Téqua
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Uon du n"" 5K3
En y remplaçant x par p cosO, et y par p sin d ( n** 12 ), on obtient
p(cos6cosa + sind sinde)=: p»
ce qui revient à
pcos(0 ^ a)=^p.
Une équation de la forme
p{AcoseH-Bsine) = C
peut (n* 23) se ramener à la forme pcos(0 — «)=/?; car, en la divisant par v^A^H- B% on peut poser
V^A»H-B» VA'-hB' V^A«h-B*
EXERCICES
I. Ramener â des coordonnées rectangulaires l'équation
p = a/7 6éc (ô ■*"^)'
Rbpo?ise. jr cos :r — T sin ,t = a a.
II. Trouver les coordonnées polaires de rinlersection des doux droites
. pcos^Ô-^j = 2//, pcos(ô~Jj = ri, ft Tangle « qu'elles forroeiit entre elles.
RipoMSB. P = a//, ô=r-» W=5-"
m. Trouver Téquation polaire de la droite passant par les deux points dont les coordonnées polaires sont (p', 6'), (p*, 0").
RÉPONSE, p'p' sîn(ô'— 0')-+- p'p sin (9"- ô) -h pp'sin (0 - ô') =. o.
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45. Après avoir, dans le dernier Chapitre, exposé les principes qui permettent d'exprimer algébriquement la position d'un point ou d'une droite, nous allons donner quelques exemples de leur application à la solution des problèmes de géométrie. Nous recommanderons d'éludier avec soin ces questions, jusqu'à ce qu'on ait acquis habitude et facilité dans l'emploi de ces principes. Généralement les équations auxquelles nous serons conduit pourront être simplifiées par un choix judicieux des axes de coordonnées, puisque, en choisissant pour axes deux des lignes les plus remarquables de la figure, nous serons amené à des expressions plus simples. Cependant, il arrivera quelquefois que, en prenant des axes indépendants de la figure, les équations gagneront en symétrie plus qu'elles n'auront perdu en simplicité. Il suffit, pour s'en convaincre, de comparer les deux solutions que nous avons données de la même question (n° 41, Ex. I et II). La première est la plus longue, mais elle présente cet avantage que, l'équation d'une des médianes étant déterminée, on peut écrire immédiatement les autres sans faire de nouveaux calculs.
L'emploi des coordonnées obliques conduisant à des expressions assez compliquées dans les questions relatives aux angles, il sera presque toujours préférable de se servir dans ce cas de coordonnées rectangulaires.
46. Lieux géométriques, — La géométrie analytique se prête avec une facilité toute particulière à la recherche des lieux géométriques. Il suffit, en effet, de déterminer les conditions auxquelles les données de la question assujettissent les coordonnées du point dont on veut trouver le lieu géomé-
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irique : la traduclion algébrique de ces conditions donne immédiaiement réqualion du lieu cherché.
EXERCICES
I. On donne la base AB et la difTérence m* des carrés des côtés AC, CB d'un triangle ABC; trouver le lieu du sommet C.
Prenons la base du triangle pour axe des x, et la perpendiculaire élevée sur le milieu de celte base pour axe des y. Désignons par c fjpj^. vx) la moitié de la base, et par x, y les coordonnées du sommet.
Tlg. 32.
Nous aurons alors
L'équation du lieu est donc 4^-r = ///'. Elle représente une per|)er.diculaire élevée à la base du triangle en un point distant du milieu do
relie base de la quanti té x= — • Il est facile de voir que la différence dos
carrés des segments que ce point détermine sur la btise est é^alo à la différence des carrés des côtés.
n. On donne la base AB et la quantité cotA -+- m cotB = p [fis- ^^,1 , trouver le lieu du'sommet.
(*) On Tait quelquefois le raisonnement suivant : la li^ne AR so ooiiii)0!»o de deux parties AM = — cet MR = ^, sa longueur est — e-^-x et non pas
cH-x; donc AC =^*-t-(jr— c)'. Mais on doit observer que le signe d'une longoeur ne dépend pas du câté de l'origine où elle se trouve, mais bien du -sctis suivant lequel elle est mesurée. Nous allons de A à R dans le sons positif, en prenant d'abord dans cette direction AM = r, puis ensuite MR=^.r; donc AR = C-+- -r. Pour aller de R à B, nous suivons d'abord le sens négalif en prenant RM = — jr; puis, revenant en sens contraire, nous prenons MB = c ; donc RB = <r — X.
Il est évident, d'après la figure, que
.. AR c -h X ^_ r — .r
CR j X
L'équation cherchée est donc
Elle représente une ligne droite.
III. On donne la base AB et la somme m des deux autres côtés du triangle (y^. sia); on prolon.^e la hauteur RC au delà du sommet C de telle sorte, qu'elle devienne égale à un des côtés : trouver le lieu des extrémités de la hauteur ainsi prolongée.
Prenons les mêmes axes et cherchons la relation qui existe entre les coordonnées du point dont on demande le lieu. L'ordonnée de ce point est évidemment MR, et son abscisse est, par hypothèse, é^alo à AC;
on aura donc
BC = //i — r; mais
k'=ÂB -hÂc'—aAB.AR,
ou
et en réduisant,
équation d'une ligne droite.
lY. Deux droites fixes OA, OB sont coupées par une parallèle à une troisième droite fixe OC; trouver le lieu des points P qui partagent les droites ÂB dans un rapport donné, c'est-à-dire tel que PA= //AB.
Prenons OA et OC pour axes (Jîg, 23 ) : soil r = mx l'équation de OB.
Fig. Qj.
Puisque le point B se trouve sur cette droite, nous aurons
AB=//i.OA, dtfhc
AP
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Ms XV est Tordonnée^ du point P, OA en est l'iib8ci»8e x; le lieu du foÎDl P est donc une droite passant par l'origine et ayant pour équation
y = mnx.
V. La droite PÂ, parallèle a OC, comme ci-dessus, rencontre un certain nombre de droites fixes aux points B, B', B',. . ., on prend PA proportionnel à la somme des ordonnées BA, B'A,... ; trouver le lieu des poÎBls P.
RÉPO.'iSB. Les équations des droites fixes étant
celle du lieu sera
Ajr = mx -¥- [m'x -h n') -+- ( m''x h- //*) -h . . . .
VI. On donne les côtés a, b,c,.., et la somme m^ des aires d'un certain DOffibre de triangles ayant le sommet^ opposé à ces côtés, commun; trou- ^er le lieu de ce sommet.
Soient a, ù^ c les longueurs des côtés, et
JTCOSa -Hj^sina — // = o, xcos^ -*- jsinji — //— o,... ;
lears équations. Puisque (n^Si) xcosa -i-/sina — p représente la distance du sommet (j",^) à la première droite, i7(j:cosa -h jbin a— /^) sera le double de Taîre du premier triangle, etc. L'équation du lieu seia
«(xcosa-t- j- sin a — /?)-+- ^ (xcosf H-j'sinp — y^')-H.. .= a/w*;
et comme elle ne contient x et y qu'au premier degré, elle représente Qoe droite.
VII. On donne un angle 0 d'un triangle [fs-'^^) ®^ '* somme dos <^tés qui le comprennent; trouver le lieu du point P où le côté opposé à ^l angle est partagé dans un rapport donné.
m PT
Prenons pour axes les côtés qui comprennent l'angle; soit — = p^r lo
Fig. a/}.
rapport donné. Nous déduirons de la similitude des triangles
OK=i^^i^, OL = iiîL±jZ)l .
Le lieu cherché est par suite une droile ayant pour équation
m u m -H n Vnr. D'un point P on abaisse des perpendiculaires PM, PN sur deux
Fig. aj.
/ Il
droites fixes OM, ON (fg. 25) ; trouver le lieu du point P, tel que
OM -h ON = const. Prenant les droites fixes pour axes, on a évidemment OM = jT-hjrcosw, ON = J-+- -ccosw; l'équation du lieu est donc
jr -h / = const.
IX. Trouver le lieu du point P dans le cas où MN est parallèle à une droite fixe.
RÉPONSE. /-h JTCOSW = /w(x -hJCOSw).
X. Trouver le lieu du point P dans le ras où MN est divi?é en deux parties égales (ou dans un rapport donné) par la droite j= ntx -+- n.
Les coordonnées du point milieu de la droite MN, exprimées en fonction des coordonnées j: et / du point P, sont
- (ar-*-jrcosw), - (^•-h.rcosw),
et puisqu'elles satisfont à Téquation de la droile, les ccordonnées du point P satisferont à Téqualion
X -^ X cos w = m[x -^y cos w ) -h a
XL Le point P glisse le long d'une droite /= m.v-h/ij trouver le lieu du point milieu de MN. Si a et 6 sont les coordonnées du point P, .r et jr celtes du point milieu, on a
2 j: = a -+- p cosw, 2/ = p -h X cosw ;
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i8iii**>= ajc — 'xy cos«», ^sin*»» = a/— axcosw. Mas xel^ sont Ués par la relation
P = /;t a -h /ij donc
'ky — aj: coso» = nt\ix— 2/cos6>]h- //sin'».
n. On représente liabituellement par j; et /-les coordonnées du point doni on cherche le lieu, et par des lettres accentuées celles des points fixes, comme nous l'avons fait dans les problèmes précédents. Mais il arrive souvent que, dans la recherche d'un Vieu, on est obligé d'écrire les équations de certaines Vignes Viées à cette recherche; de là une confusion possible entte les coordonnées courantes j: et/ d'une de ces lignes et celles x et ^ du point dont on demande le lieu. Il csi alors plus commode de représenter les coordonnées de ce point par d'autres lettres, telles que a et j3, jusqu'à ce qu*on soit arrivé à la relation qui doit exister entre elles. Une fois l'équation du lieu trouvée, rien n'empêche d'y remplacer a et ^par x et/» de manière à la ramener à la forme habituelle oùx et/ représentent les coordonnées courantes.
EXERGICES.
1. On donne la base CD d*un triangle {Jig, :iG) el le rapport AM : NB des segments que les prolongements des côlés délerminenl sur une parallèle AB à la base ; trouver le lieu du sommet.
Fig. î6.
c- . Id
Prenons pour axes fa droiXeABetIa perpendiculaire élevde au point A, et exprimons AM, NB, en fonction des coordonndes a, ^, du \ oint P. Soit j-, x\f^j ', les f oortlonnées de C, D. (Ces points ont même ordonnée, puisqu'ils sont sur une parallèle CD à AB.) L'équation de la droite PC, qui
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joint les points (a, p), (j:',.v'), est (n** 20)
Cette équation étant satisfaite par les coordonnées de tous les points de PC le sera par celles du point M(/ = o, a* = AM); on aura donc, en faisant r = o,
On trouverait de même
AB
la relation AM a-r'
= X-.BN devient
On a exprimé ainsi les conditions du problème en fonction des coordonnées du point P; toute confusion étant devenue impossible, on peut remplacer a et ^ parx et r, et on trouve, en chassant les dénominateurs, pour l'équation du lieu,
r^'— ^y = ^[r{r - y) — [rx' - xy')]. II. Deux sommets du triangle ABC (7%. 27] glissent sur deux droites
Fig. 37.
fixes LM et LN, tandis que les trois côtés passent par trois points fixes 0, P, Q, situés en ligne droite; trouver le lieu du troisième sommet.
Prenons pour axe des x la droite OP contenant les trois points fixes, et pour axe das j^ la ligne OL joignant Tintersection des deux droites fixes au point 0. Désignons par a, S les coordonnées du point C, et <oit
0L = ^, OM = fl, ON = û', OP = r, OQ = c'.
Les équations de LM et LN sont évidemment
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L'équalion de CP, qui |>as8e par ( a, ^) et P ou ( j = o, x = r), est
Les coordonnées de l*intersection À de celle droite avec
>«ronl
nb\% — r\ ->r- nc^ ^ _ ^(/f — c)p
Celles de B s'obtiendront en accentuant les lettres des précédentes
a'b{ai--'C*]-^a*v'^ _ b{a* — c'\^
La condition pour que les deux points (x,,v,]', (j^,, r,) se trou\ent sur une droite passant par l'origine est (n^30) : :-^ = ^ ; on aura donc
b{a-c)p _ b{ri'—c')P nb[oL^c) -h ncp ~ a'b(<i — r;')H- ac'p'
Nous avons ainsi déduit des conditions du problème une relation qui doit être satisraite par les coordonnées a, ^, du point C ; en y remplaçant z, p, par X, y, nous aurons l'équation du lieu sous la forme ordinaire. Chassant les dénominateurs, on trouve
{a — c) [a'b (x - c') H- n'e'j] = (/i'- c') [nb(x - c) -h /îrj] ,
re qui revient à
[ac* — a'c)x Y
cc'[a — a') — aa'(c — c') b équation d'une droite passant par le point L.
m. Les points F et Q du problème précédent sont sur une droite passant, non plus par le point 0, mais par le point L; trouver le lieu du sommet.
Nous traiterons d'abord le cas où les points P et Q ont une position quelconque. Prenons les droites fixes LM, LN pour axes, et désignons respectivement par x' '; x*, /'; x*, j"; a, p, les coordonnées des points Py Q, 0, C. La condi ^ nous avons à exprimer revient à ceci : les
droites CP, CQ, ce '<« aux points A et B, la droite AB doit
passer par le point
L'équation de CP i
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Le segment LA qu'elle détermine sur Taxe des x a pour valeur
LA
On trouverait de même, pour le segment LB, fait par CQ sur l'axe des/,
La droite AB a pour équation
LA'^'LB"'» ^" f-r'-a/' "*■ax''-fJJ''~'• La condition du problème est que cette équation soit satisfaite par les coordonnées x'"yj''"\ elle sera donc remplie lorsqu'on aura entre « et ^ la relation
pjc'—af' a/"— {Sx* ~~
En chassant les dénominateurs, on trouve que cette équation renferme en général les coordonnées a et ^ au deuxième degré. Mais si Ton suppose que les points (x', j'), [x^^x") ^^ trouvent sur une même droite r= mx passant par Torigine, on pourra, en observant que ;>"= mx", écrire l'équation
a^(p — SL/ii) a:''(xw — p)
chassant les dénominateurs, remplaçant a, p par x, y^ on trouvera pour le lieu cherché une droite ayant pour équation
x"'x''( r — jr') — j'^ar' (x — jc") = x'x" (mx—x)-
W. 11 est souvent commode, au lieu d'exprimer les conditions du problème directement en fonction des coordonnées du point dont on cherche le lieu, de les exprimer d'abord au moyen des autres lignes de la figure; on peut alors obtenir autant de relations qu'il est nécessaire pour éliminer les indéterminées que l'on a introduites, et arriver en définitive à une relation entre les coordonnées de ce point. Les exemples suivants serviront d'éclaircissement.
EXERQCES.
L Trouver le lieu des centres des rectangles inscrits dans un triangle.
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Prenons CR et AB pour axes [Jig, a8). Soit CR = p, DR = s, AR = s'\
les éqnalions de AC et BC seront
Menons une parallèle FS à la base, à une dislance FK = k de cette base; nous trouverons les abscisses des points F et S, où cette parallèle rencontre AC et BC, en faisant/ = / dans les équations de AC et de BC. Nous tirons ainsi de la première
p s' et de la seconde
, X = RX==:-f'^l--^,
Des abscisses de F et S, nous déduisons ( n"" 7) celle du point milieu deFS, X = ( I ) , qui est évidemment l'absciss*; du centre du rectangle; d'ailleurs l'ordonnée de ce centre est j = -k. Pour trouver la relation qui subsiste enire cette abscisse et cette ordonnée, quel que soit X-, DOQS n'avons qu'à éliminer /* entre leurs expressions. En portant, par aemple, la valeur /* = u^, tirée de la seconde, dans la première, nous obteDons
ou
'kx ar
poor l'équation du lieu cherché. Elle représente une droite joignant le milieu de la hauteur au milieu de la base, ainsi qu'il est facile de le voir en examinant les segments qu'elle détermine sur les axes.
II. On mène une parallèle FS à la base AB d un triangle, et on joint par des droites FT et SV les points F, S où elle rencontre les c<»tés CA et CB à deux points fixes T, Y de h base : trouver le lieu de rinlei-seciion de ces droites.
Prenons les mêmes axes que dans Texemple précédent, etc. Soient ///, o; /i, o, les coordonnées respectives des points fixes T et V de la base.
Léquation de FT sera
et celle de SV
I .V' \r^j.j-i- mK -h Ax - hfi = o, I .V ( f J — n \f^Âx-hAn = o.
Puisque le point dont on demande le lieu se trouve sur les deux lignes FT et SV, chacune des équations précédentes exprime une relation à laquelle doivent satisfaire ses coordonnées; et, comme ces équations renferment /-, elles ne sont vraies que fiour le point particulier du lieu correspondant au cas où on a mené la parallèle FS à une distance / de la base. Si donc nous éliminons entre ces équations Pindéterminée / , nous trouverons une relation no renfermant que les coordonnées du point et des quantités* connues, et qui, étant satisfaite quelle que soit la position de la parallèle FS, sera l'équation du lieu. Pour éliminer X-, on peut mettre les équations ci-dessus sous la forme
(A'-+-//l)j-/f^J — X-+-/;ij=:0,
On trouve alors pour celle du lieu
Elle représente une ligne droite.
m. On mène une parallèle FS à la base AB d'un triangle, et on joint par des droites transversales les points F et S où elle coupe les côtés CA et CB aux extrémités A et B de la base; trouver le lieu du point d'intersection de ces droites.
Ce problème nVst qu'un cas particulier du précédent; maison peut en trouver une solution pins facile en prenant pour axes les côtés AC et CB du triangle. Soient a, 6, les longueurs de ces côtés; pi^, f^^ les sei;ments proportionnels interceptés par la parallèle. Les équations des transver-
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a fiù ua o ^
Botranchaiit ces équations l'une de l'autre , et divisant le résultat par ( I ] « nous aurons, pour Téquation du lieu,
Cette équation, ainsi que nous Tavons vu (41, Ex. Il), représente la médiane de la base du triangle.
IV. On donne deux points A et B, situés chacun sur un des axes; on prend sur ces axes les points A' et B', de telle sorte que
OA'-f-OB'=OA-+-OB;
irouver le lieu de l'intersection de AB', A'B.
Soient OA = a,OB =x b^ OA' = « -h X- ; d'après les conditions mêmes du problème, on a 0B'= b — A\ Les équations de AB' et de A' B sont respectivement
a b — k ' rt-hX- b '
ou
bx -^ ajr — ab -h k (a ^ x) ^ Oj
bx-^ay — ab-^ k[jr — b) ~ o.
En éliminant k par soustraction, nous trouvons pour Téquation du lieu
X -+- ^ = fl H
V. Sur la base AB d'un triangle ABC, et à chacune de ses extrémités, on prend des segments AT, BS, dont le rapport est constant; par les points T,S, on mène des parallèles TE. SF, à une droite fixe CR : trouver le lieu de Tintersection 0 des droites EB et FA.
Prenons AB et CR pour axes {fi^, 29) , et soient AT = X , BR = j, AR = s\ CR = />, BS = /w . AT = mk. Les coordonnées du point S seront ( j — /wX,o) ,
Fig. 29.
et celles de T ( — (/ — X), o) ; les ordonnées de E et F s'obtiendront en
Bubstiluant ces valeurs de x dans les équations de AC et de BC; noustrouverons ainsi , pour E et F,
Les équations des transversales £B^ AF seront alors
, , ,. mpk mpks'
(s -¥■ S — mk) y -— x = o:
en les retranchant Tune de l'autre et divisant par /-, nous trouvons pour l'équation du lieu
Elle représente une ligne droite.
VI. On mène aux deux côtés AB, AC d'un parallélogramme doux parallèles quelconques PP', QQ'; trouver le lieu de rinlerscction des droites PQ et P'Q'.
Prenons ces deux côtés pour axes, et soient </, b leurs longueurs {Jîg, 3o) ^
posons AQ' = w , AP = n,
Fig. 3o.
ri — f-
L'équation dePQ joignant P (o, «) à Q(w, ^) est
{b — n) xmjr -h wn = o.
Celle de P'Q' joignant P' [a,n)-à Q' (/w, o) est
nx — [a — m) y — mn — o.
Il y a deux indéterminées m et /?, et on ne saurait à priori affirmer la possibilité de les éliminer au moyen de deux équations. Cependant si l'on ajoute les deux équations ci-dessus, m et n disparaissent à la fois, et on trouve pour l'équation du lieu
bx — ajr = 0.
Elle représente la diagonale du parallélogramme.
PllOBL.tLHBS SUR LA LIGNE DROITS. 67
Vil. On donne un point et deux droites fixes; par le point, on mène deux droites que\conques, et on joint transversalement les points où elles coupent les droites fixes : trouver le lieu du point d'intersection des transversales.
Prenons les droites fixes pour axes; soient
JC Y X Y
Ws équations des droftes passant par le point fixe [-r'^f] : nous avons alors les conditions
par :»uite
\m m) '^ \n n' J Les équations des transversales sont
d'où
Eliminant ; et ; entre celte équation et celle obtenue
plus haut, il vient
x'jr-^ y'x = o
pour réquation du lieu. Cest celle d'une droite passant par l'origine.
VQI. Par un point de la base d'un triangle^ on mène, parallèlement à une droite donnée , une droite de longueur fixe , de manière qu'elle soit coupée par la base dans un rapport donné; trouver le lieu de l'intersection des lignes joignant ses extrémités à celles de la base.
&9. Toutes les fois qu'un point est assujetti à une condition géométrique déterminée, ses coordonnées doivent satisfaire à une équation correspondante : c'est là Tidée fondamentale de la géométrie analytique. 11 est important, pour celui qui en entreprend l'étude, de se pénétrer de cette idée, et de faire tousses efforts pour arriver à trouver facilement l'équation correspondant à une condition géométrique. Aussi ajouteronsnous ici, comme exercices, quelques problèmes touchant les
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lieux géométriques, et conduisant à des équations d'un degré supérieur au premier. L*ihterprétation de ces équations sera l'objet d'autres Chapitres ; mais la métliode à employer, la seule chose que nous ayons actuellement en vue, est exactement la même que celle qu'on emploie lorsque le lieu est une ligne droite, et, en réalité, le degré de l'équation du lieu est inconnu jusqu'au moment où l'on arrive à cette équation.
Les exercices suivants ont été choisis de manière à ce que l'on puisse en calquer la solution sur celle des problèmes qui viennent d'être exposés, et en suivant un ordre analogue. Les axes et les notations sont les mêmes dans les exercices correspondants.
EXERCICES
I. On donne la base d*un triangle et la somme des carrés des deux autres côtés; trouver le lieu du sommet.
RÉPONSE. • j:*-h r' = - w' — c'.
II. On donne la base, et m fois le carré d'un côté ■±. n fois le carré de l'autre.
■ RÉPONSE. (/W=fc/l)(x'-hj') -h2(/7l i;: /l)cX-h(/W±/?) C*=//.
III. On donne la base et le rapport des côtés
IV. On donne la base et le produit des tangentes des angles à la base, Dans ce problème et les quatre suivants, on se servira des valeurs des
tangentes des angles à la base (n** 46, Ex. II).
RÉPONSE. r* -H m^x^ = rn^c^,
V. On donne la base et l'angle au sommet, ou, en d'autres termes, la somme des angles à la base.
RÉPONSE. x'-hy^'-'T.xy cot C = c*.
. VI. On donne la base et la différence des angles à la base.
RÉPONSE. x' — ^' -f- a xjcot D = c^.
Vn. On donne la base : un des angles à la base est double de l'autre.
RÉPONSE. 3x«— /'H-aCJ7=C*.
X. On prend pour PA la moyenne harmonique entre AB et AB
RépONSB. a mx ( m*x ■+- n*) = jr( mx -+- m'x -♦-/?').
XI. On donne Vangle o) au sommet d'un triangle; trouver le lieu du point P où la base est coupée dans un rapport donné m :n, lorsque Faire est constante.
RÉPONSE. XX = const.
Xn. Trouver le lieu du point P lorsque la base b est constante.
-., x* r* aoTCOsw
RÉPONSE. — ^ -+- "^^
/«* n* mn [m -^ n)*
XŒ. Trouver le lieu de ce point P lorsque cette base passe par un
point fixe [x^,y'),
n . mx' ny' Réponse. h — ^^ = m-^ n.
XrV. Trouver le lieu du point P (46, Ex. VIII) lorsque MN est constant.
RÉPONSE. X* -H r ' -+- a 2*j cos w = const.
XV. Trouver le lieu de ce point P lorsque MN passe par un point fixe (x\y).
RÉPONSE. '- 1 •^— = I
JT-h^COSW J-HJTCOSW
XVI. Trouver le lieu de l'intersection des parallèles menées aux axes par les points M et N lorsque MN passe par un point fixe (x', r').
x' y' RÉPONSE. h — = I .
XVII. Trouver le lieu du point P (47, Ex. I] dans le cas où CD n'est pas parallèle à AB.
XVni. On donne la base CD d'un triangle PCD , et le segment AB dé-
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terminé par ses côtés PC, PD sur une droite donnée; trouver le lieu du sommet P.
RÉPONSE
50. 'Problèmes oà il faut démontrer qu'une droite mobile passe toujours par un point fixe.
Nous avons vu (40) que la droite représentée par l'équation
Aa: 4- B/ -+- C -+- /»' ( A';r -+- B> -4- C) =r o, ou, par la suivante,
( Ax 4- A-A') X -h (B -t- /f B') j -+- C 4- A-C = o ,
dans laquelle k est une indéterminée, passe par un point fixe, autrement dit, par Tintersection des droites
Aa: -h Bj -+- C == o, A' j: -h B'j -h C = o.
Donc : Si V équation d*une droite contient une indéterminée au premier degré, cette droite passe toujours par un point fixe.
EXERCICES
I. On donne, dans un triangle, un angle et la somme — des réciproques des côtés qui le comprennent; prouver que le côté opposé à l'angle donné passe par un point fixe. '
Prenons pour axes les côtés qui comprennent Tangle, l'équation du coté opposé sera (en désignant par ^ et & la longueur des autres côtés),
Mais on a
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€( renferme rîndéterminée - : la droite qu'elle représente pa^se donc toujoors par un point fixe, qui est l'intersection des deux droites
H. Les trois sommets d'un triangle ABC glissent sur trois droites fixes OÂ, OB, OC, issues du même point; deux de ses côtés AC, CB passent par deux points fixes (j^', 7'), [x\ y") : démontrer que le troisième eôté AB passe aussi par un point fixe.
Prenons OA et OB pour axes (fig. 3i) : l'équation de OC sera j — mx.
Fig. 3 1 .
Soit a Tabscisse du sommet C dans une position quelconque, l'ordonnée correspondante sera ma. L'équation de AC sera alors
(x' — «) J— (.>'' — nia) X ■+- a{y* -— mx') — o,
<%lle de BC sera de même
(x^— a)y ^ (/'-" /Wfljo: -H « ( j'— mx") = o.
Si Ton Tait x = o dans Téquation de AC, on trouve, pour la longueur deOA,
On obtient de même pour la longueur de OB , en faisant / = o dans réquation de BC,
j — nia L'équation de AB est donc
r ' — ma x' — a
y — mx jr — mx
Puisque a est une indéterminée et n'entre qu'au premier degré dans cette équation, la droite AB passe toujours par un point fixe. En mettant réquation sous la forme
y x' / mx Y \ _
y' — mjtf^ y* — mx'^ ^ V/" — /"-c" y' — mx' J ~~ '
on voit que le point fixe se trouve à l'inlersection des deux droites
y" x' _ mx y _^
m. La droite sur laquelle glisse le sommet C (Ex. précédent) ne passe plus par le point 0 : à quelle condition doivent satisfaire les autres données du problème pour que le côté AB passe toujours par un point fixe.
Conservons les mêmes axes et les mêmes notations que ci-dessus : l'équation de la droite sur laquelle glisse le sommet C sera j = mx h- n, et les coordonnées du point C dans une de ses positions seront a^ ma + //. L'équation de AC sera
(x' — a)y— [y' — ma^n)x -h a{y — mx') — nx = o,
et celle de BC
{x" — a) y — (y" -^ma — n)x-^ a (y" — mx") — nx" = o;
d'où
/^ * ^(y'— 'wjc') — nx* _^ air"— mx" ) — nx" OA = ^ ; — , OB = ^- „
X' — a y"— ma — n
L'équation de AB est donc
r " — ma — n x'— a __
a\^f — mx") — nx* ^ (^' — mx') — nx'
En chassant les dénominateurs, on obtient une équation dans laquelle a entre au second degré : en général , le côté AB ne passera donc pas par un point fixe. Mais si les points [x\y')^ [^"j x") ^^^ •*"'' ""^ firoite (y= Âx) passant par le point 0, on peut remplacer, dans les dénominateurs/", par Xx", et/' par Ax' : l'équation devient alors
y" — ma -— n x' — a , . ,
et ne renfenne plus l'indéterminée a qu'au premier degré : donc, dans ce cas particulier, le côté AB passe par un point fixe.
lY. Si la somme des distances d'un certain nombre de points fixes (•^'» j')ï ("^j/")--- à une droite, multipliées chacune par un facteur constant m\ m", est nulle, la droite passe par un point fixe.
Soit xcosa-h/sina — /? = o réqudtion de la droite, la distance du point (j:', /') à cette droite sera
X* cos a -h /' sina — /?,
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el VéqaaUoii suivante exprimera les conditions du problème «'^x'cosx-4- r'sina— y») -»-/ii'(*'cosa H- j'sina — ^) -h ... — o. En posant, |>oiir abréger (*),
2 ( /wx' ) = m'x' -h m" x" -+- m'^.r"' -h . . . , 2 (my)= m' y -h m'x" -+■ m'^x'" -h . . . , Z (///) =z m' -+- ni' -+■ m"' ■+■
on peut écrire Téquation précédente
2 (mx') cosa -h I (/wy ) sina — ;?2 (/«) = o.
En portant la valeur de p qa*on en déduit, dans l'équation primitive de- la droite mobile, on trouve
jrS (/w) cosa H-/2(/ii) sina — 2 (wjp') cosa — Z ( wj') sin a = o,
ou bien
ar2{/ii) — 2(/nx')-^[(^2(m)— 2{/n/')]tanga^o.
Celte équation renferme l'indéterminée tangaau premier degré; la droite qu'elle représente passe par un point fixe, qui est déterminée par TinterseciioD des droites
xl[m) — l(mx')==Oy x'^(m) —l(mjr') = o,
et qui, par suite, a pour coordonnées
_ M'x'-h wVh- /wV-4- . . . . _ m'y' -h m'/" -h m'"Y'"-¥- , . .
'^~ /»j'-+-/w*-i- w**-»- ... ' ^ ~~ m'-h m"-hnr-h,..
Ce point s appelle quelquefois centre des distances proportionnelles,
51. Lorsqu'un point (a:',/) glisse sur une droite, la droite, dont l'équation renferme les coordonnées du point [x\y) au premier degré, comme la suivante
(Ax'-+-B/-+-C)^-h(AV+By-f-C')r-f-A"^'-hB'y-+-C''=°' passe par un point fixe. Caries coordonnées du point satisfont
(•) La ioinme ÎDdiquée par Tabrévialion 2(w), par exemple, est une wmmealgébHque; car pluaieup» des quantités m', m\.., peuvent être néga tive*.
•;4 CHAPITRE m.
à une équation de la forme
La:'-4-M/-hN=o,
et en éliminant x' entre celte équaiion et la précédente, nous retombons sur une équaiion ne renfermant plus qu'une indéterminée j' au premier degré, et représentant par suite une droite passant par un point fixe.
Si donc les coefficients de l'équation Ax -\- By-i- C = o sont liés entre eux par la relation aA-f-6B-f-6"C=:o {dans laquelle a, b et c sont des constantes , et A^B et C des variables) la droite qu'elle représente passe par un point fixe.
Car la relation donnée nous permet d'éliminer C et de mettre réquation sous la forme
{ex — a) k-h [Cjr — 6)B=:0,
on voit alors qu'elle représente une droite passant toujours
par le pomt ( a: = -? ^ == - 1 •
52. Coordonnées polaires, — Les coordonnées polaires sont en général d'un usage commode, lorsqu'il s'agit de trouver le lieu des extrémités des droites menées par un point Vwe suivant une loi déterminée.
EXERCICES
I. A et B sont deux points fixes; par le point B, on mène une droite quelconque BP, sur laquelle on abaisse une perpendidulaire ÂP du point A ; on prolonge AP jusqu'en Q, de manière que le rectangle PA.AQ soit constant et égal à A^ : trouver le lieu du point Q.
Prenons AB pour axe fixe (fig. 82) , et A pour pôle : ÀQ = p sera le
rayon vecteur, et QAB = d, l'angle qu'il fait avec l'axe 6xe. L'équation du lieu sera la relation qui lie p et 9.
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Posons AB = r. Le triangle rectangle APB donne ÂP = cco8d; mais, d'après les conditions du problème, ÂP.AQ = P : l'équation du lieu est donc
prcosO = À* ou pcosO = — ;
nous avons vu (44) que cette équation représente une droite perpendi-
X' culaire à AB, et menée à une distance — du point A.
n. On donne les angles « , ^ , 7 d'un triangle ABC ; le sommet A est fiie, tandis que le sommet B glisse le long d'une droite BP : trouver le Hea du troisième sommet C.
Prenons le sommet fixe A pour pôle (^g. 33), et la perpendiculaire AP
Fig. 33.
fil- '
a la droite fixe BP pour axe, on a alors AC = p, et CAP = 0. Puisque les angles du triangle sont donnés , le rapport m de AB à AC
sera constant ; d'ailleurs, BAP = 0 — a ; mais
AP = AB cosBaP = /w . AC cos^AP ; en posant AP = a, nous aurons, pour Téquation du lieu,
/wpC03(Ô-- a) = fl; c'est une ligne droite (44), faisant un angle a avec les droites données, et passant à une distance — du point A.
m. On donne la base AB = c d'un triangle ABC, et la somme AC + CB = m des deux autres côtés; à l'extrémité B de la base, on élève la perpendicoiaire BP au côté adjacent EC : trouver le lieu du point P où cette perpendiculaire rencontre la bissectrice extérieure CP de l'angle ACB.
Prenons le point B pour pôle {Jtg. 34), et le prolongement BD de la
base pour axe fixe; alors BP= p, PBD= 0.
IVsignons par a, 6, c, les côtés du triangle opposés aux angles A, B, C, .on a
BCP = 90^ - -C, BC = « = p tang-C.
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Mais, dans le triangle ABC, on a
^'= «'-h c — a^/ccosB.
Fiff. 34.
et en raison des conditions du problème
h — m — a^ cosB = sin 0 , donc
m'— afl//n-û^= ft'H-c' — 2^csinO;
d'où
21 //i — csinô)
Nous avons ainsi deux expressions de a : Tune en fonction de 0 et des constantes du problème; l'autre en fonction de p et de tang -C : si donc
nous pouvons exprimer tang - C en fonction de 0 et des constantes du problème, noua pourrons éliminer a et trouver l'équation du lieu. Mais
I ^ ^ gin C
tang - C = Yi ?M '
'^a 4>(i-HcosC)
et
^sinC = c8inB = ccosô, 6cosC = «--rcosB=: a — rsinô;
donc
1^ ccosG tang-C = ^-r-
L*équation du lieu sera ainsi
m^^c^ __ pc.cosÇ a(w — c-sinô) "" /w — csinG' ou
pcos0 =
Elle représente une droite perpendiculaire à la base du triangle et
ïf} — c
passant à une distance — ^ du point B.
On trouverait, en suivant la même marche, le lieu du point P, dans le
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cas OÙ CP serait ia bissectrice iniffneure^ et où on donnerait la différence au lieu de la somme des côlés.
IV. On donne n droites fixes et un point fixe 0 ; par ce point, on mène on rayon yecleur qui roupe les droites en r, , r„ r,,. . ., /*,, et on prend sm ix rayon vecteur an point R, tel que
OR Or, Or, Or, Or,
trouver le lieu du point R.
Soient
pcos(0- a)=;>„ pcos(9-P) =/?„...
les équations des droites, il est facile de voir que Téquation du lieu est
P Pi I\
qui représente une ligne droite (44). Ce théorème n'est qu'un cad particulier d*un autre plus général que nous démontrerons par la suite.
Nous ajouterons ici, comme au n** 49, un petit nombre de problèmes conduisant à des équations de degré plus élevé.
V. Soit BP une droite fixe [fig. Zi) ayant pour équation p cosO = m\ sur chaque rayon vecteur AQ, on prend une longueur constante PQ = </ : trouver le lieu des points Q.
Par hypothèse AP = — ^ ; donc AQ = p = — 7 ■+- d, •*^ cosô' ^ r çQgô
Cette équation, rapportée à des coordonnées rectangulaires, devient
VI. Trouver le lieu des points Q, lorsque le point P décrit, non plus une droite BP, mais un lieu ayant pour équation en coordonnées polaires
La longueur AP est égale au rayon vecteur p du lieu cherché, diminué de d\ l'équation s'obtiendra donc en remplaçant, dans celle du lieu du point P, p par p — </ : on trouvera ainsi
Vn. Le point P décrit le lieu p = <p (9) ; on prolonge AP jusqu'en AQ, de manière que AQ = aAP : trouver le lieu du point Q.
Il suffit de remplacer, dans Téquation du lieu de P, p par - p pour avoir Téquation cherchée.
CHAPITRE III. — PROBLÈHES SUR LA LIGNE DROITE
VIII. On mène la bissectrice ÂP' de Tangle PAB, et, sur cette bissectrice, on prend un point P^ tel que AP' = m.AP; trouver le lieu du point P', lorsque P décrit la droite pcosG = m.
L'angle PAB étant égal au double de la coordonnée angulaire 6 du lieu,
on a AP = T) et, par suite, pour l'équation du lieu,
p'cosaô = ni^.
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APPUCATION DE LA MÉTHODE DES NOTATIONS ABRÉGÉES A L'ÉQUATION DE LA LIGNE DROITE.
Nous avons vu (40) que l'équation
xcos a -4- ^ sîn a — p — h(x cos (î-4-jsinj3— />') = o
est celle d'une droite passant par l'intersection des deux lignes
jrcosa+^sina — /> = o, xcos^ 4-j^sin j3 — />'— o.
Si, pour abréger, nous représentons
X cos a -h j sin a — /?, a: cos (3 -h^sin ^—p',
par a, p, nous pourrons exprimer plus simplement le théorème que nous venons de rappeler, et considérer l'équation a — k^z=o comme celle d'une droite passant par l'intersection des deux lignes données par les équations a = o, |3 = o. Nous appellerons a et {3 ces dernières lignes, et (a, P) leur point d'intersection.
Lorsqu'il y aura lieu d'employer des abréviations analogues pour les équations de la forme Ax -^ Bx -4- C = o, nous nous servirons des lettres romaines, réservant les lettres grecques pour le cas exclusif où les équations sont de la forme
a:cosa-l-7"sin a — p = o,
54. Cherchons maintenant la signification du coefficient k de l'équation a — /rj3 = o. Nous avons vu (3i) que a (c'est-à-dire xcosa -hj^sina — ;?) était la distance du point {x,x) à la ligne OA, que nous supposons représentée par a : de même ^ est la dislance du point {x,x) à la droite OB représentée
8o CHAPITRE IV.
pBr |3. L'équation
exprime donc que si, d'un point du lieu qu'elle représente, on abaisse des perpendiculaires PA, PB sur les droiies OA, OB (Jig. 35), le rapport de ces perpendiculaires PA : PB est con-
Flg. 35.
stant et égal à k. Ce lieu est une ligne droite passant par le
point 0, et on a
, _PA_ sin POA
PB~sinPOB*
En se reportant à la convention . faite relativement aux signes (34^), on voit que an- /r (3 = o représente une droite divisant extérieurement l'angle AOB en deux parties telles,
que -: — iTT-TK = k : il est bien entendu, dans ce que nous ve- ^ smPOB ^
nous de dire, que les perpendiculaires PA et PB sont celles
que nous sommes convenu de regarder comme positives;
celles qui tombent sur les directions opposées à a et ^ étant
considérées comme négatives.
EXERCICES
I. Démontrer, en employant ces notations, que les trois bissectrices des angles d'un triangle se coupent en un même point.
Les équations des trois bissectrices du triangle formé par les droites a, p et 7 sont évidemment (35, 34) : a — p = o, p — 7 = o, 7 — a = o, et leur somme est identiquement nulle.
II. I^s bissectrices extérieures de deux des angles d'un triangle se rencontrent sur la bissectrice intérieure du troisième angle.
En se reportant à la convention relative aux signes, on voit que a+P = o, a H- 7 = o, sont les équations des bissectrices extérieures : si on les retranche l'une de l'autre, on trouve p — 7 = o, équation de la bissectrice intérieure du troisième angle.
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m. Les trois hauteurs d'un triangle se coupent en un même point.
Désignons respectivement par A, B, C les angles opposés aux côtés a, p, 7. La hauteur passant par le sommet A divise Tangle correspondant en deux autres, qui sont respectivement complémentaires des angles B et C :
son équation sera donc
acosA — pcosB = o.
Qn trouverait de même pour les autres hauteurs :
PcosB — ycosC = 0, ycosC — acosA = o.
Ces trois droites se coupent évidemment en un même point.
IV. Les trois médianes d*un triangle se coupent en un même point. Le rapport des distances du milieu du côté 7 aux deux autres côtés a et S est sîn A : sinB. Les équations des médianes seront donc
zsinA — ^sinB = o, ^sinB — ysinC = o, ysinC ~ asinA = o.
Leur somme est identiquement nulle.
Y. Les longueurs des côtés 2, p, 7, i d*un quadrilatère sont a, b, r, d; trourer Téquation de la droite joignant les milieux des diagonales.
Celle équation est «a — ^p-t- C7 — rf^ = o; en effet, la droite qu'elle représente passe par rintersection des droites au ^ bp et cy — fi 9, qui, d*après l'Exercice précédent, sont les médianes de la base commune aux deux triangles formés par une diagonale dans le quadrilatère; elle passe aussi par rintersection des droites ast — dS ei cy — bp, qui se coupent au milieu de Tautre diagonale.
VI. Trouver Téquation de la perpendl.culaire élevée sur la base p d*un triangle, et à son extrémité C.
RÉPONSE. a -h 7 cosB = o.
Vn. Si Ton a deux triangles tels, que les perpendiculaires abaissées des sommets du premier sur les côtés du second se coupent en un même point; réciproquement, les perpendiculaires abaissées des sommets du second sur les côtés du premier se couperont en un même point.
Soient a, p, 7 ; «', p\ i les côtés des triangles ; désignons par (a p) l'angle compris entre a et 6 ; nous aurons respectivement, pour les équations des perpendiculaires abaissées de (a, p) sur 7', de (P, 7) sur a', de (a, 7)
mp\
acos (py) — pcos(a7') = o, Pcos(7a') — 7 COs(Pa') = o, 7C0S(ap')— aC0S(7p') = O.
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On trouvera la condition pour que ces trois droites se coupent en un même point, en éliminant p entre les deux premières équations et en exprimant que le réiultat obtenu estid entique à la troisième. On aura ainsi
COS{a^')cos(p7')cos(7a') = cos(a'P) cos(f.'7) cosfy'a).
La symétrie de cette équation montre qu'elle exprime aussi la condition pour que les perpendiculaires abaissées des sommets du second triangle sur les côtés opposés du premier se rencontrent en un même point.
55. La droite a — /f^ = o fait évidemment, avec la ligne a, le même angle que la droite A'a — f3 = o fait avec ^ : ces deux droites sont donc également inclinées sur la bissectrice a— p=:o.
EXERCICE
Si, par les sommets d'un triangle, on mène trois droites se coupant en un même point, les trois droites menées par ces sommets et faisant avec les bissectrices des angles correspondants, les mêmes angles que les premières se couperont aussi en un même point.
Les côtés du triangle étant a, p, 7, les équations des trois premières droites seront
Ix — //i p = o, m p — «7 = 0, «7 — - /x = o ;
car ces droites se coupent en un point (40] et passent respectivement par les points (a, P), (P^y), (7, a). Les équations des trois autres droites seront, d'après ce que nous venons de dire plus haut,
/ m m n ni
ce qui (40) démontre le théorème. *
56. Lorsqu'un faisceau de quatre droites OA, OP, OP', OB, issues du même point est coupé par une transversale aux quatre
AP P'B
points A, P, P', B, le rapport ' ^^ (que Ton appelle rapport
anharmonique du faisceau) est constant^ quelle que soit la transversale.
En effet, soit p la distance du point 0 à la transversale
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[Jig. 36), on aura les égaillés
p.ÀP =OA.OP sin AOP, p.P'B = OB.OP'.sinBOP', p.AP'=OA.OP'sînA0P', p.VB =:OB.OP slnBOP,
puisque, dans chacune d'elles, les deux termes expriment le
Fig. 36.
double de la même aire. On en déduit
p» . AP . P'B = 0 A . OP . OB . OP' sin AOP . sin BOP', p».AP'.PB =OA.OP.OB.OFsinAOP'.sinBOP,
AP.FB _ sin AOP, sin BOP' AP'.PB ~ sin AOP'. sin BOP*
Ce dernier rapport est constant et indépendant de la position de la transversale.
Sîa — A-(3 = o, a — <'(3 = o sont les équations de deux
droites, jp est le rapport anharmonique du faisceau formé par
quatre droites a, p, a — A-p, oL — h'^i car OA , OB, OP, OP' représentant ces quatre droites, on aura (54)
. _ sin AOP ,,_ sinAOF sinPOB* ~ sinP'OB' ei par suite
k sin AOP. sin POB F ""sin AOP'. sin POB*
Le faisceau est un faisceau harmonique^ lorsque p = — 1«
car alors Tangle AOB est divisé intérieurement et extérieuremenl en parties dont les sinus sont dans le même rapport; d*oti Ton déduit ce théorème important :
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Le$ deux droites ayant pour équations a — Af(3 = o, a -h /fP = o forment avec a et ^ un faisceau harmonique.
58. En général, le rapport anharmoniquc des quatre droites a— A-(3, a— /(3, a — mp, a — ii(3(0K, OL, OM, ON)est égala
En effet, la parallèle KN à (3 {Jig. 87 ) rencontrant ces droites
ax / / /
aux points K, L, M et N, le rapport anharmoniquc du faisceau aura pour valeur
NL.MK
NM.LK
Mais ces quatre points ont même p, puisqu'ils se trouvent sur une parallèle à la droite ^; leurs distances à a (en raison de réquation des droites OK, OL. . .} sont donc proportionnelles à /r, /, m, n : et il en est de même des longueurs AK, AL, AM, AN. Par suite, les longueurs NL, MK, NMet LKsont proportionnelles à 71 — /, m — A", n — m et / — Ar.
59. Les théorèmes que nous venons de démontrer dans les deux numéros précédents subsistent encore lorsque les équations des droites sont P— /rP', P — /P',..., en représenlant par P et 9' les expressions ax -h by-^c, a' x -h b'jr-^c'. En effet, on peut ramener Pà la forme xcosa -f-jsina — />, en le divisant par une certaine quantité (23), et, par suite, transformer les équations P— A*P'=o, P — /P'=o,... dans les suivantes a— A-p(3=o, a — /pP = o,..., p étant le rapport des quantités par lesquelles on doit diviser P et P' pour les ramener à la forme a, P; d'ailleurs la valeur du rapport anharmoniquc ne change pas lorsqu'on y remplace Ar, /, m et n par kp, Ip^ mp, np.
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Considérons les deux systèmes de droites
pariani chacun d'un point différent, et appelons correspondantes les droites telles que P— /iP', Q— A-Q', nous aurons, en remarquant que le rapport anharmonique ne dépend que des coefGcients Ar, /, m, n, le théorème suivant :
Le rapport anharmonique de quatre droites quelconques du premier sjrstème est égal à celui des quatre droites correspond daates du second.
Ces systèmes^ que nous aurons souvent occasion de considérer par la suite» s'appellent systèmes homographiques.
Les trois droites a, p, y formant un triangle ( * ), on
peut toujours ramener inéquation d'une droite ax H- fc^-f- 6-=-=o
à la forme
la -h m(3 -h n)' = o.
L'équation /a-+-m(3-+-ny = o devient, en y remplaçant «, 5 et y par leurs équivalents orcosa-h^sina — /?,.•.,
(/cosa -+- mcosp-f- n cosy) j:
-f- {IsiïïoL -f- msin^-f- ns\ï\y)jr— [Ip ■+■ mp'-h np") = o;
elle sera identique à l'équation donnée lorsque l'on aura
^cosa -f-/ncosp-l-ncosy=:«, /sina -hmsin J3-f- /isiny-=ft,
Ip 4- mp' -f- np" = — c,
eil'on pourra toujours déterminer /, m et n, de manière à satisfaire à ces équations.
Les exercices suivants serviront d'éclaircissement.
(*) Ifous disons : formant un triangle^ car si les lignes «, /d, y se rencontrent en on point, la.-^ in^-^-ny représente une droite passant par ce même point, * paisqa€ les valeurs des coordonnées qui annulent sc|>urément «, ^3, y annulent avssi /a -i- m ^ + t y.
CHAPITBE IV.
EXERCICES
1. Démontrer analytiqueinent les propriétés du quadrilatère complet. Soient
a = o, P = o, 7 = 0, /a — /wp = o, nip — 7/7 = o, les équations des droites
AC, AB, BD, AD, BC
en fonction desquelles nous allons chercher à exprimer toutes les autres
lignes de la figure (^. 38).
Fig. 38.
L*équation de CD sera
/a — ///Ph-«7 = o,
puisque cette droite passe par l'intersection D des deux droites la — m^
et 7, et par Tintersection C de ///f — /17 et a. De même /a — /17 =r o
est l'équation de OE, puisque OE passe par E ou (a, 7), et par 0 ou
(/a — ///p, mp — ny),
La droite EF joint le point E ou (a, 7 ] au point F ou ( /z — ///p -h /17, 7) ;
son équation sera donc
Les quatre lignes EA, EO, EB, EF forment un faisceau harmonique (55), puisqu'elles ont pour équations
a = o, 7 = 0, lx± ny = o.
La droite FO joint le point F, (/a + 717, p), au point 0,
( /a — 7/1 p , 77/ p — 717) ; son équation est donc
Les quatre lignes FE, FC, FO et FA forment aussi un faisceau harmonique (57), puisqu'elles sont représentées par
/a —- Twp H- 7?7 = o, p = o, /a — 7m p -h 717 ± 777p = o. Les quatre droites OÇ, OE, OD^ OE constituent aussi un faisceau harmo-
BB LÀ LIGNS DROITS. ROTATIONS ABEfiCÉBS. 87
nique, puisqu'elles ont pour équations
/a— /wP = o, /ï/^ — «7=0, /a — wp±(wp — /f7) = 0.
II. Discuter les propriétés d un système de droites formé en menant par les sommets d*un triangle ABC des droites AD, BE, CF, se coupant en on même point 0.
Soient a, p, 7, les côtés BC, AC et AB du triangle [fg, 39) ; /wf - n^^
Fig. 39.
«7 — /a, U — mp les droites AO, BO, CO [voir n" 55).
Les équations des lignes EF, DF, DE qui joignent deux à deux les points ou les droites issues des sommets viennent rencontrer les côtés s'obtiendront facilement. Ainsi l'équation de EF, qui passe par les points E, ou (p,«7 — /«), et F, ou (7, ///p — /a), est
/WP-+-/17 — /a = o.
On trouverait de même pour Téquation de DF
la. — wf-f- /17 = o,
et pour celle de DE
Les points L, M, N, où les droites EF, DF, DE rencontrent les côtés CB, AC, AB du triangle qui leur sont respectivement opposés sont sur ane droite qui a pour équation
car elle passe par les points N ou (/a h- w p ~ 717, 7) , M ou (/a — w p -h «7, S)^ L ou ( /?#p -H /17 — /a, a).
Le côté BN du triangle est divisé harmoniqùement par les droites CN^ Câ, G^, CB, puisqu'elles ont pour iquations
a = o, P = o, /a — wîp = o, /a-h//ip=04
On rencontre assez souvent des cas où l'on peut se servir des équatîoBS précédentes. Ainsi (54, Ex. III), l'équation de la droite joignant
les pieds de deux hauteurs est aco8A + ^cosB — 7C0sC = o ; et la droite a cosA -+• ^cosB -h 7C0SC = o passe par les points d'intersection des lignes joignant les pieds des hauteurs, avec les côtés opposés du triangle. De même (54, Ex. IV] la droite a8inA+ psinB — ysinC joint les milieux de deux côtés du triangle, etc.
III. Deux triangles sont homologues lorsque les intersections de leurs côtés correspondants se trouvent sur une droite qui est Vare d^homologie; prouver que les droites joignant les sommets correspondants de deux triangles homologues se coupent en même point.
Soient a, p, 7 les côtés du premier triangle, /a -h /wp -+- /?7 Taxe d'homologie, Téquation du côté du deuxième triangle passant par Tintersection de a avec cet axe sera de la forme /'a -+- wp -+- /17 = o ; de même celles des deux autres côtés seront
Dès lors les lignes joignant les sommets correspondants auront pour équations
(/-/')k = (//i — /lOP, (//i -/;/') s =(/i-/i')7, («_„')7 = (/_/') a.
Elles passent par un même point, que Ton appelle centre (Vhnmologic.
61. Trouver la condition pour que les deux droites la -h m^ -\- ny, /'a H- m'(3 -f- n'y, soient perpendiculaires entre elles.
En remplaçant, comme au n"60, a, (3 et y par leurs équivalents, et en ayant égard à la relation obtenue n''25, corollaire II (AA'-f- BB'=o), on trouve
//'-+- mm' -h nn'-\-{mn' -^ m'/i)cos(j3 — y)
[nV'hn'l)Q0s[y — 0L)-k-[lm'-^ /'m)cos(a— (3) = o,
d'ailleurs, (3 et y étant les angles que font, avec Taxe des .r, les perpendiculaires abaissées sur les droites (3 et y, P — y représente Tangle compris entre ces perpendiculaires, et par suite est égal à Tangle compris entre les deux droites elles-mêmes ou à son supplément. Si Ton suppose que Toriglne se trouve dans l'intérieur du triangle formé par les droites a, (3, y, et que A, B, C, soient les angles de ce triangle, (3 — y sera le supplément de A, et la condition pour que les droites soient per-
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Vfcti&\e\iU\res pourra s'écrire
U'-\-mm'-*- nn'— (/w/i'-i-m'n)cosA
— {nt-^ n'/)cosB — (/m'-hm/')cosC = o.
Ainsi la droite Za -f- m ^ -h /i y esl perpendiculaire à y, quand on a
n = m cos A -h / cos B.
On trouverait de même que, en partant de la formule n* 3(, la disunce du point (jr',/)à la droite /«-+- mj3 -h «'y est donnée par l'expression
/g' H- m^-h ny
V'-h m* -h n^ — 2 mn cos A — 2/1/ cos B — 2 /mcosC
où Ton a fait a'=x'cosa H- j^'sina — /i». . . .
EXERaCES.
I. Trouver réquation de la perpendicalaire élevée à la droite 7 en son eitrémîté B, où elle eat rencontrée par la droite a. Celte équation est de la forme /je -+- /17 = o; la condition de perpendicularilé donne n = i cosB, B étant Fangle des droites a et 7. (roirn'' 51, Ex. VI.)
n. Trouver Téquation de la perpendiculaire élevée sur le milieu de 7.
Le point milieu de 7 est Tinlersection de 7 avec a sin A — ^ sin ^ ( a, p, 7, A, B, C ayant la signification indiquée ci-dessus); par suite Téquation sera de la forme a sinA — ^ sinB -f- /17 = o, avec la œndition
n = sin(A — B).
III. Les trois perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés d*un triangle se coupent en un même point.
Les équations de deux de ces droites sont
asinA — ^sinB + 78in(A — B) = o, psinB — 7sinC-f-asin(B- C)=ro.
En éliminant successivement x, ^, 7 entre ces deux équations, on trouve, pour les lignes qui joignent Tinterseclion do ces deux droites aux trois som-
mets, — j = — i-= = — ^ : la symétrie de ces équations montre que
les trois perpendiculaires se coupent en un même point.
IV. Trouver, d'après le n*^ 25, le sinus, le cosinus et la tangente do Fangle compris entre les deux droites /a -^ nip-^ 7/7, /'« -h m'^ h- n'y.
V. Prouver que acosA + ^cosB + ycosC est perpendiculaire à asinAcosÂsin(B— C)-4-^sinBcosBsin(C — A)+7sinCcosGsin(4 — B).
VI. Trouver Téquation de la droite menée par le point (a', ^', 7') perpendiculairement à la droite 7.
RÉPONSE. a(3'H-7'co8A) — S(a'-h7'cosB)-i-7(p'cosB — a'cosA) = 0.
62. Nous avons vu qu'en prenant trois droites quelconques, a, p et y, nous pourrions toujours mettre Téquation (l*une quatrième droite sous la forme
/a-f- m(3-f- ny = o,
et résoudre des problèmes, par une série d'équations en a, p, y, sans faire aucune mention directe de a: et de/. Nous pouvons maintenant envisager à un autre point de vue le principe exposé au n" 60, et au lieu de considérer a simplement comme abréviation de la quantité a: cosa-+-j^sin a — />, le regarder comme exprimant la distance d'un point à une droite a. Nous nous trouvons ainsi conduits a imaginer un système de coordonnées trilinéaires dans lequel la position d'un point est définie par ses distances à trois droites fixes [qu'on appelle lignes de référence ), et la position d'une droite par une équation homogène entre les distances de ses points aux lignes de référence, équation de la forme
/a -h mp 4- ny = 0.
Dans les coordonnées cartésiennes (coordonnées ordinaires en X et/), la plus grande simplification à laquelle on puisse arriver consiste à choisir pour axes deux des lignes les plus remarquables de la figure : dans les coordonnées trilinéaires, et c'est là leur avantage, on peut espérer une simplification plus grande, puisqu'on peut prendre trois des lignes de la question pour lignes de référence a, p, y. Pour se convaincre de ce qui précède, il suffit de comparer les expressions données au n^5^ à celles qui leur correspondent dans le Chapitre 11.
63. Les distances d'un point 0 aux droites de référence a, p, y sont liées entre elles par la relation
aa -h 6(3-f-cy = M,
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dans laquelle a, b, c, sont les longueurs des côtés , et M le double de l'aire du triangle ABC de référence. Cela est évident, puisque aa, b^, cy expriment respectivement le double de l'aire des triangles OBC, OCA, OAB. Celte relation subsiste toujours, que le point 0 soit ou non dans l'intérieur du triangle ABC : rappelons-nous, en effet, que, lorsque le point ne se trouve pas d*un même côté d'une des lignes {a) de référence que des autres, sa distance à cette ligne doit recevoir le signe — : la quantité aa -f- 6(3 4- cy devient alors le double de OCA -+- OAB -- OBC, c'est-à-dire reste encore le double de l'aire du triangle.
Puisque sinA, sinB, sinC sont proportionnels à a, b, c, la quantité
a sin A -h |3 sin B + y sin C
est aussi constante : ce que d'ailleurs on peut démontrer autrement. En effet, cette quantité est égale à
asin((3 — y)-+-psin(y— a) -f- y sin (a— (3),
et en remplaçant dans cette expression a, |3, y par leurs] équivalents en X et /, on voit que les termes en jr et j s'évanouissent.
Le théorème que nous venons de démontrer permet d'employer toujours des équations homogènes en a, |3 et y : ainsi par exemple l'équation a = 3 peut se mettre sous la forme homogène
Ma = 3(flflt-t-6;3 -hey).
64. Trouver en coordonnées iriiinéaires Vêquation d*une parallèle à la droite /« -h m(3 -f- ny.
En coordonnées cartésiennes, deux droites, kx-^ B/-t- C, kx -4- Bj^ -4- c, sont parallèles lorsque leurs équations ne diffèrent que par une constante. L'équation
/«H- m|3-l-ny-H/f (asinA -h (3sinB -t- ysinCj = o
représente donc une parallèle à la droite /a-+-mp-hny=:o.
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puisqu'elle ne diffère de réquation de cette droite que par une quantité que nous venons de démontrer constante.
La droite Aa7-+-Bj^-f- C H-(AarH-Bj4-C')= o est aussi parallèle aux deux droites kx -+- B/-4- C=o, A^ -+- Bj -+- C'= o; elle est de plus à égale distance de chacune d'elles. Si donc deux équations P=:o, P' = o, sont telles que P — P'=const., l'équation P -+- P' = o représente une parallèle à P et P', passant à égale distance de ces droites.
EXERCICES
I. Trouver Téqualion de la parallèle menée à la base 7 d*un triangle par le sommet C.
RÉPONSE. a sin A + ^ sin B = o.
Cette droite passe en effet par a, p^ et son équation, qui peut s'écrire ysinC— (asinA-f- BsinB H-ysinC) = o,
ne diffère de 7 = o que par une constante.
Nous voyons ainsi que cette parallèle asinÂ + ^sinB et la médiane de la base asinA— ^sinB forment, avec a et p, un faisceau harmonique (57).
II. La droite joignant les milieux de deux côtés d'un triangle est parallèle au troisième côté. En effet, son équation est (60, Ex. Il),
asinA-f- psinC — 7 sinC = o, ou 27sinC= asinA-+- psinBH-7sinC.
III. La droite ax — b^ ■+■ c^f — d$ (34, Ex. V) passe par le milieu de la ligne joignant (x, 7), (p, J). En effet, la quantité («a -+- 07) h- (^p -h d$) est constante comme étant lo double de Taire du quadrilatère : donc les droites act-^c^ et bp-hfi^ sont parallèles; il en est de même de (aa-h r7) H- (^^ -f- cl9) qui passe à égale distance des deux premières. Cette dernière droite divise donc en deux parties égales la droite joignant les points (a, 7) et (^, S) pris respectivement sur la première et sur la seconde droite.
65. Écrire sons la forme /« -f- m (3 -t- ny = o l'équation de la droite joignant les deux points (^ ,/'), {x", y^').
Désignons toujours par a', (3\ . . ., les quantités
x' cos a -t-/' sin a' — ;?,
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La coQdiiion pour que les coordonnées x'f y' satisfassent à
réquation
la -l-mp-f-ny=o
pourra s'écrire
/a'-f- rap'-h n/mo,
et on aura de même
/a''-f-mp" + ny' = o.
Tirant de ces deux équations les valeurs du rapport -9 — ) et
les portant dans l'équation primitive» on obtient pour Téquation de la droite joignant les deux points
On doit observer que les équations en coordonnées trilinéaires étant homogènes» il n'y a pas lieu de considérer les distances absolues d'un point aux lignes de référence, mais seulement leurs rapports. Ainsi l'équation précédente ne sera pas altérée si l'on y remplace a', (3', y', par p«', pj3', py* . Si donc
un point est donné comme intersection des droites -7 = -i^ = ^ «
on peut prendre /» m et n comme ses coordonnées trilinéalres. Car SI nous désignons par p la valeur de ces fractions, les distances du point aux lignes de référence seront /p, mp, np, p étant donné par l'équation alp -h bmp -h cnp == M; mais, ainsi que nous l'avons fait voir, nous n'avons pas besoin de déterminer p. Partant de là, nous pouvons prendre pour les coordonnées de l'intersection des médianes du triangle ABC : sin B sin G, sin C sin A, sin A sin B ; pour celles des hauteurs : cosBcosC, cosCcosA, cosAcosB; pour celles du centre du cercle inscrit : t, i, 1 ; pour celles du cercle circonscrit : cos A, cosB, cosC, etc.
I. Trouver l'équation de la droite joignant Tintersection des hauteurs à celle des médianes.
Répo.xsB.
2SinAco3Asin(B— C) -h psinBcosBsin(C — A)
H- 7 sinCcosCsin( A — B) = o.
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II. Trouver Téquation de la ligne joignant les centres des cercles inscrits et circonscrits.
REPONSE
a(cosB — cosC)-t-PlcosC— cosA) -f-7(cosA — cosB) = o.
66. On peut démontrer, comme au n** 7, que si une droite joignant deux points se trouve divisée par un troisième point dans le rapport / : m, la distance de ce point de division à une
droite a sera — -, y a' et a" étant les distances des deux
premiers à cette même droite. Les coordonnées trilinéaires du point divisant» dans le rapport / : m, la droite joignant les points («% P'. /)» («"» (^^ y"), seront donc : /«'-+- m(x\ /p'-t-m^", // + my^. Il est du reste évident que le point dont nous venons de donner les coordonnées se trouve sur la droite joignant les points donnés, puisque si a', (3', /, a", P", y", satisfont à la fois à réquation Aa -4- B(3 -+-Cy = o, il en sera de même de la' -h m"».. ..
Les propositions suivantes se démontrent sans difficulté {*) : Le point la!— ma'' est quatrième harmonique aux trois points la' -^-ma*^ a', a". Le rapport anharmonique des points a' — ka", a' —la"^ al — ma" y a' — na" ^ a pour valeur
Lorsque les deux systèmes de points a' — ha''^ a' — /a", . . . , as— ka^y ai— la^y, . ., sont situés chacun en ligne droite, ils sont ho mo graphiques , puisque le rapport anharmonique de quatre points quelconques de la première droite est égal au rapport anharmonique des quatre points correspondants de la seconde.
Quelle est la ligne représentée par
a sin A + (3 sin B -h y sin C = o.
(■) Le point (/a'-H ma", l^'-i-mfi", ly'-hly") est désigné, pour abréger, par point /«'+ ma".
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Celte équaUon, par sa forme, rappelle celle de la ligne droite ;
mais nous avons vu (63)quelaquantité(zsin A-H jSsinB + ysinC
était constame et jamais nulle. En nous reportant à Téqua-
tion générale de la ligne droite Ax-h B/-t- C = o, nous voyons
que les segments interceptés sur les axes par cette droite sont
C C — -T-' — ~D^ P^^ conséquent, plus A et B sont petits, plus ces
segments sont grands, et' par suite plus grande est la distance
à laquelle cette droite se trouve de l'origine. Si donc A et B
sont nuls à la fois, les segments deviennent inflnis, et la droite
esta une distance infinie de Torigine. L'équation revient alors
à celle-ci : o.x -4-o./H-C = o, et on voit que si elle ne peut
être satisfaite par des valeurs finies de x et de^, elle peut l'être
par des valeurs Infinie^, puisque le produit d'une quantité
nulle par une quantité infinie est indéterminé et peut être
fini. Donc Véquation a sin A + 13 sin B + y sin C = o représente
une droite située tout entière à une distance infinie de Vori^
gine. En coordonnées cartésiennes, l'équation d'une pareille
droite est o.x -ho.jr-{'C = o : nous la représenterons, pour
abréger, par 0 = 0.
68. Nous avons vu (64) que l'équation a + C = o représentait une parallèle à a = o; ce que nous venons de dire montre que ce n*est là qu'une extension du principe exposé au n^ 40. Une parallèle à a peut en efTet être considérée comme rencontrant a à l'infini, et l'équation a + C =3 o représente (40) une droite passant par l'intersection de a = o et de C = o, autrement dit par l'intersection de a avec une droite à l'infini (67).
69. Les coordonnées cartésiennes ne sont qu'un cas particulier des coordonnées trilinéaires. Cependant il parait exister au premier abord une diiïérence essentielle entre les deux systèmes : les équations trilinéaires sont toutes homogènes, tandis que les équations cartés^iennes que nous avons rencontrées jusqu'Ici renferment un terme absolu, des termes du premier degré, du deuxième, etc. Mais un peu de réflexion montre que celte différence n'est qu'apparente, et que les équations
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cartésiennes sont homogènes en réalité, bien qu'elles ne le soient pas dans la forme. L'équation x = 3, par exemple, signlfîe que la ligne x est égale à 3 mètres, 3 décimètres, ou à trois fois une unité linéaire quelconque; Téquaiion j7j = 9 exprime que le rectangle xy est égal à g mètres carrés, 9 décimètres carrés, ou à neuf fois le carré fait sur une certaine unité linéaire, et ainsi des autres.
Pour que nos équations deviennent homogènes dans la forme, comme elles le sont au fond, nous n'avons qu'à représenter par z l'unité linéaire, et écrire l'équation de la droite
Aar-h B^'-l-Cz = o.
En la comparant avec l'autre équation
Aa-i-B(3-i-Cy = o,
et nous rappelant (67) que, lorsqu'une ligne est à l'infîni, son équation prend la forme z = o, nous voyons que les équations en coosxlonnées cartésiennes ne sont que la forme particulière prise par les équations en coordonnées trilinéaires , lorsque deux des lignes de référence devenant axes de coordonnées^ la troisième ligne de référence s* éloigne à r infini.
70. Nous terminerons ce Chapitre par quelques indications sur les systèmes de coordonnées tangentielles. Dans un pareil système, la position d'une droite est déOnie par des coordonnées, et celle d'un point par une équation ; toutefois, dans cet ouvrage, nous le considérerons moins comme un nouveau système de coordonnées, que comme une nouvelle manière d'interpréter les équations. L'équalion d'une droite (en coordonnées trilinéaires ou cartésiennes) étant
Ix -i- [Ly -\' vz =0,
la position de celte droite sera déterminée lorsque Ton connaîtra les quantités X, p, v : nous pouvons dès lors appeler ces trois quantités ( ou plutôt leurs rapports qui sont seuls à considérer) les coordonnées tungentielles delà ligne droite. Lorsque cette droite passe par un point fixe ( x'y y y z' ), on a
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la relation Xj/ -h jul^ -h v2' = o; si donc on se donne une équation de la forme a). -^ 6/ui H- cv = o , entre les coordonnées X, ^ et V d'une droite, elle exprime que cette droite passe parle point flxe(a, 6, c) (51), et peut s'appeler l'équation de ce point.
Nous pouvons employer des abréviations pour les équations de points, et représenter par a, J3, les quantités ^'X H- j'p-h^'v, x'I-hjr^ u -h z^v; alors /a -t- w^ = o est l'équation du point divisant dans un rapport donné la droite qui joint les points [x^ P); lac=:mp, m^z^ny, ny^=^laL sont les équations de trois points en ligne droite; a-h/r(3, a — A (3, représentent deux points qui forment avec (a, (3) un système harmonique.
Au reste, nous développerons ces analogies plus loin, et nous aurons alors occasion de montrer que les théorèmes respectivement relatifs aux points et aux droites ont une corrélation telle, que, les uns étant donnés, on peut en déduire les autres, et que souvent on peut les démontrer les uns et les autres, en interprétant diversement les mêmes équations. Les théorèmes auxquels nous venons de faire allusion s'appellent théorèmes réciproques.
EXERQCE.
Interpréter en coordonnées tangentielles les équations employées (60, Ex. 11).
Soient <x, p, y les équations des points A, B, C; mp — /ly, ny ~~ /a, iz — mp, celles des points L, M, N; on voit que mp -h ny — Iol, ny -h- loi — WjS, /a -h wf» — //y représentent les sommets du triangle formé par LA , MB, NC : /a -+- mp -h ny définit le point 0 où concourent les droites joignant les sommets de ce triangle aux sommets du trianglo primitif : wp H- /?7, ny -+- /a, /a -h m^ représentent D, E, F.
Il est dès lors facile de voir les points de la fij^ure qui forment des dividions harmoniques.
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DES ÉQUATIONS D UN DEGRÉ SUPÉRIEUR AU PREMIER REPRÉSENTANT DES LIGNES DROITES.
71. Avant de nous occuper des courbes représentées par des équations d'un degré supérieur au premier, nous allons examiner quelques cas où ces équations représentent des lignes droites.
Si Ton fait le produit d'un nombre quelconque d'équations L=o, M = o, N = o, on obtient une équation composée LMN... =o, qui représente l'ensemble de toutes les lignes correspondantes à chacun de ses facteurs, puisqu'elle est satisfaite par les valeurs des coordonnées qui annulent séparément chacun d'eux. Réciproquement : Si une équation d'un degré quelconque peut se décomposer en plusieurs équations de degré moindre, elle représente l'ensemble de tous les lieux correspondant à ces dernières équations.
Ainsi lorsqu'une équation du n'*^* degré peut se décomposer en n facteurs du premier degré, elle représente n droites.
72. Une équation homogène du /i""* degré entre les variables représente n droites passant par Vorigine.
Soit l'équation
x" — px^^^jr-h qx'^'^y'^ — ... H- /^" = o; en la divisant par/", il vient
Si a, fr, c,..., sont les n racines de cette équation, on peut l'écrire
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et réquatîon primitive se met sous la forme
On voit ainsi qu'elle représente n droites, x — a/ = o,.. ,, passant toutes par Torigine. En particulier, l'équation homogène ,
x^ — pxj* -+- qjr* z= o
représente les deux droites x — ax = o : a eib étant les racines de réquation du deuxième degré
On prouverait de la même manière que l'équation
(x — a)-— />(x— a)"-'(7-— 6)-f-^(ar--a)"-*(j— ft)'-^-••• représente n droites passant par le point {a, fr).
EXERQCES.
I. Que représente Téqualion xjr=ot
RÉPO?iSB. Les deux axes; puisqu'elle est satisfaite par Tune ou Tautre des suppositions x= o, jrz= o.
n. Que représente Féqualion x^^jr^= o?
RÉPOKSE. Les bissectrices x dbjr = o des angles formés par les axes (39).
ni. Que représente Féquation jt*— Sor^-h 6j*= o?
RicpoNSB. X — a/ = o, or — 3/ = o.
lY. Que représente Téquation x^— ajrjsécO -t-j' =r o?
RipoNSE. jr=7lang( 45 ±-ô j.
V. Quelles sont les lignes représentées par x*— axj tango — j* = oT
VI. Quelles sont les lignes représentées par x" — 6x^jr -f- 1 ixj'— 6jr*=o?
73. Examinons plus en détail les trois cas qui peuvent se présenter dans la résolution de l'équation x^ — pxjr 4- gxjr'=: o,
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de celle dernière sonl réelles el inégales, ou bien imaginaires.
Le premier cas ne présenle aucune difficullé : a el 6 sonl les langenles des angles que les droiles fonl avec l'axe des y (les axes éiani supposés reciangulaires) ; p esl la somme de ces langenles, el q esl leur produil.
Dans le second cas , a = 6 : on dii habiluellemeni que Téqualion ne représenle plus qu'une droile [x — ay"=^o)\ mais alors le fail géomélrique ne correspond pas à l'expression algébrique, el il y a avanlage à faire disparaître ce désaccord. Nous regarderons donc, dans ce cas, Téqualion comme représenlanl deux droites qui coïncident , el non pas une seule droite, de msme que nous disons que Téquaiion a deux racines égales, el non pas qu'elle n'a (\\ïune seule racine.
Dans le iroisième cas, les racines sonl toules les deux imaginaires, el on ne peul satisfaire à l'équalion par aucunes coordonnées réelles aulres que celles de l'origine a: = 0,^'=: o : aussi dii-on habiluellemeni que l'équalion ne représenle plus un syslème de lignes droiles, mais bien l'origine. Celte manière de s'exprimer soulève plusieurs objeciions, elle suppose, en effel, que, dans ceriains cas, une seule équalion peul représenler un point; el cependani nous avons vu (n"" \k) qu'il faul deux équalions pour déterminer un poinl. Elle suppose, en oulre, qu'une quanlilé innombrable d'équalions peuvenièire regardées comme celles d'un même point; car du momenl où p^ esl inférieur à 49« les racines sonl imaginaires, indépendammenl des valeurs parliculières de /; el de g : el nous avons loujours considéré les équalions différenles comme n'ayanl pas la même signiHcalion géomélrique. Nous irouverons donc préférable de calquer le langage de la géométrie sur celui de l'algèbre, en disanl que l'équalion représenle deux droiles imaginaires, el non pas qu'elle ne représenle aucune droite, de même que, dans ce cas, où p^ esl inférieur à 49> nous disons que l'équation a deux racines imaginaires, el non pas qu'elle n'a poinl de racines.
En résumé, l'équalion or' — pxy-f- qy^ = o pouvant, dans
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lous les cas, se nielire sous la forme [x ^ ajr){x— hy') = o, représente loujours» quels que soient a et b, deux droites passant |»arVong\ne. Si a et 6 sont réels, les deux droites sont réeWes; lorsque n est égal à b, les deux droites coïncident, ^nfia quand a et b sont imaginaires, les deux droites sont \maç\naîres. Il peut paraître, de prime abord, indifférent d adopier telle ou telle manière de s'exprimer; mais nous verrons parla suite à combien d'analogies importantes peuvent conduire les principes que nous venons d'indiquer. De semblables remarques s'appliquent à l'équation
puisqu'on peut la ramener à la forme x» — /?jr>'-i- g/*== o, eo divisant tous ses termes parte coefficient de x\ Elle représente donc toujours deux droites passant par l'origine; ces droites sont réelles lorsque B'-— 4 AC est positif, coïncident lorsque B' — 4^^ ^^^ nul, enfin deviennent imaginaires lorsque B' — 4^^ ®s^ négatif.
Nous interpréterons, de la même manière que ci-dessus, les racines égales ou imaginaires qui pourront se rencontrer dans réquation homogène du n***' degré.
74. Trouver l'angle compris entre les droites représentées par l'équalion x* — pxj'-^ qy^ = o.
L'équation équivalente étant {x — aj'){x— 6j) = o, la lan-
gente de l'angle 9, compris entre les deux droites, aura pour
expression (25)
mais, d'après la théorie des équations ,
ab=:q^ a — bz=^p'—^q, donc
tango = ÎXZlM.
Si l'équation avait été donnée sous la forme
A^' -+- Bary- H- C^* = o ,
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on aurait trouvé,
B' — 4AC
Coro//a/re.— Les droiles son l perpendiculaires lorsque tang(p devient infini, c'est-à-dire lorsque j = — i, ou A-hC=o, suivant que l'on considère la première ou la deuxième forme d'équation.
Quand les axes sont obliques, l'angle tics deux droites est défini par la relation
sina)v/B'---4AC ^"^'^""A + C-Bcoso)'
EXERQCE.
Trouver l'angle compris entre les droites
x' -H j*^ — 6 r' = p, X* — 2xjsécO-+- j' = 0. Réponâb. (f = 45**, r = 9.
75. Trouver l'équation des bissectrices des angles que forment les droites représentées par Inéquation
Ax'-i- Bxy H- C^* = o.
Soient x — cï/ = o, x — fr/= o, les deux droites ; x — ij.y=Of l'équation d'une bissectrice.- Pour déterminer ft, remarquons (18) que p est la tangente de l'angle fait par la bissectrice avec l'axe des y, et que cet angle est égal à la demi-somme des angles faits par les droites avec cet axe : nous avons donc
2|UL a "h b ^
I — ix^ I — «6 '
mais, d'après la théorie des équations,
par suite
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Nous avons ainsi, pour déterminer p, une équation du deuxième degré : une des racines sera la tangente de Tanglc (ait avec l'axe des y par la bissectrice intérieure des deux droites; l'autre, la tangente de l'angle fait par la bissectrice extérieure avec ce même axe. En remplaçant dans la der-
nière équation ^k par sa valeur—» nous trouverons, pour Té-
quatioQ composée des deux bissectrices,
jt' — 1 — ^ — xy — 47*= o(*).
Elle montre (74) que ces bissectrices se coupent à angle droit.
On pourrait arriver au même résultat en posant (35) les équations des bissectrices intérieure et extérieure de l'angle formé par les droites x — qy = o, ^ — 6j = o, les multipliant l'une par l'autre, chassant les dénominateurs et remplaçant a-^by ab parleurs valeurs en fonction des coefficients A, BetC.
76. Nous avons vu que l'équation du second degré peut représenter deux droites, autrement dit, se décomposer en deux facteurs du premier degré; pour qu'il en soit ainsi, il faut que ses coefGcients satisfassent à une condition que nous allons déterminer.
(*) Les racines de cette équation sont toujours réelles, même lorsque celles de l'équation primitÎTe Aj:*h- Bjr^H-C^*= o sont imaginaires. Ainsi : « Les bissectrices des angles formés par un système de deux droites imaginaires sont réelles. • C'est dans l'existence de pareilles relations, entre des lignes réelles et des lignes imaginaires, que l'emploi de ces dernières puise quelque utilité.
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L'équation générale du second degré
ax^ -h 2 /ixj -+- 6 y* -^^gx -\- ^fr -f c = o ( * ), peut s'écrire
ax^ +^{hX'h g)x -]- 6j* H- ifj- -f- c = o, et en la résolvant par rapport à x, on trouve
ax= — {hx -h g)±\/ {/i' — ab)j^ -^ ii{hg -- af)x-h{g^—ac].
Pour que cette expression puisse se ramener à la (orme xzzzmy-h rij il faut que la quantité sous le radical soit un carré parfait, ce qui donne pour la condition cherchée
( A»- ab) (g^'- ac) = {hg^af)\
ou, en développant et divisant par a,
abc •+- ^fgll -- dp— &g'— 6*A'=:0.
Lorsque cette condition est remplie, les équations des deux droites s'obtiennent en prenant le radical successivement avec le signe -f- et avec le signe — .
EXERCICES
L Vérifier que réquation
représente deux droites , et trouver ces droites.
(*) H pourrait paraître plus naturel dVrrire cette «équation :
ma», pour conserver une notation uniforme dans tout le cours de cet Ouvrage, nous avons cru devoir adopter, dès le commencement, l'autre forme, dont nous aurons lieu, plus tard, d'apprécier la commodité et la symétrie. Nous verrons, en effet, que cette équation est liée intimement avec l'équation homogène à trois variables, à laquelle on a donné la forme symétrique :
dont elle se déduit en y faisant z = i. I^ coefficient a qui se trouve dans plusieurs termes rend plus simples et plus faciles à retenir un certain nombre de formules auxquelles conduit l'emploi de cette équation.
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KÉPONSE. En résolvant cette équation par rapport k x, comme il vient d'être dit, on trouve, pour les deux droites,
jo—y — I = o, X — 4/-+-î* = o.
II. Vérifier que l'expression suivante représente deux droites
m. Quelles sont les lignes représentées par Péquation
x^^ xy -^ y^ — JT — r -t- I = o?
RÉPOXSB. Les droites imaginaires x -f- 0j -h ô' = o, x-^ ^y 4-0 = 0, 9 étant une des racines cubiques imaginaires de l'unité.
IV. Déterminer /i, de telle façon que l'équation
jr'-ha/ijy-h/'— 5-r— 7/-f- 6 = o
représente deux droites.
RÉPOXSB. Remplaçant les coefficients de l'équation générale par les valeurs qui leur correspondent dans l'équation donnéo , on trouve , pour déterminer /i, l'équation du second degré 12/i'— 35A -h tiS = o, dont
5 5 les racines sont 0 ^^ 7 *
* 77. La méthode exposée au numéro précédent, trèssimple lorsqu'il s'agit d'une équation du second degré, n'est pas applicable aux équations du degré supérieur : aussi donnerons-nous une autre solution du problème , en cbercbani dans quelles conditions on peut identifler une équation du second degré avec le produit des équations de deux droites
(a:r-i-|îj — i)(a':r -+-(3'/— i) = o.
Pour cela, il suffît d'effectuer le produit indiqué et d'égaler le coefficient de chaque terme à celui du terme correspondant de l'équation générale du deuxième degré, après avoir préalablement divisé cette dernière par c, de manière à rendre le terme absolu égal à l'unité. On obtient ainsi cinq équations : quatre d'entre elles servent à déterminer les valeurs des inconnues ce, a% p, ^', en fonction des coefficients de l'équation générale; la condition cherchée se trouve alors en exprimant que ces valeurs satisfont à la cinquième.
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Ces cinq équations sont
Des quatre premières, on déduit sans peine, pour déterminer a» a', (3, |3'y deux équations du deuxième degré qu'on peut aussi trouver en observant que les valeurs de a, a\ |3, [3' sont les réciproques des segments déterminés par les droites sur les axes. Ces segments s'obtiennent en faisant alternativement X =z o, jr= o û^ns l'équation générale, et sont ainsi donnés par
Si le lieu rencontre les axes aux points L, L', M, M', et s'il se compose de lignes droites, son équation peut aussi bien représenter les deux droites LM, L'M' que les deux droites LM', L'M, et doit par conséquent s'identifier avec l'une ou l'autre des équations
( aa: -h (3 j — I ) ( ax -+- ^'y — i ) = o, (a.r + p'/— i)[a'x-^^r — i) = o.
lit Si l'on effectue les multiplications, on voit que — doitavoir,
non-seulement la valeur a^' -h (3a' donnée plus haut, mais bien encore celle-ci a^ -+- a' (3'. On a ainsi, pour la somme de ces deux quantités,
a(3 -f- a' (3' -+- ap' -4- Pa' = ( a -h a' ) ( (3 -h (3' ) = ^,
et pour leur produit
(«(3 H- a'P')(a'(3 + «P' ) = aa' ( (3' + (3'') -+- (3(3' ( a» -h a'*)
a ^P — ibc b^g^—iac
Les valeurs de - sont donc données par l'équation du deuxième
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degré
A' fg '>'h af'-\- bg^— abc
qui se ramène facilement à la condition donnée précédem* ment.
EXERCICE
Déterminer /*, de manière que x'-t- aZ/jj -+- j'— 5x— 7j-f- 6 = o représente deux droites (76, Ex. IV).
Les segments déterminés sur les axes sont donnés par les équations
x' — 5x -4- 6 = o, ^'— 7/-f-6=o, dont les racines sont
En formant les équations des droites joignant les points ainsi obtenus, 00 Toit que si Téqualion donnée représente des droites, elle doit être de l'une ou de Tautre des formes
fx-^-a^ — a) (ax-t-^— 6) =o, (x -h 3/— 3) (3x-f-^- — 6) = o. Effectuant les. multiplications, on trouve facilement les valeurs de /<.
* 78. Trouver le nombre des conditions auxquelles doivent satisfaire les coefjicienis de l'équation générale du n'*"* degré, pour qu'elle représente un système de n droites»
Nous procéderons, comme au numéro précédent, en comparant réqualion générale, dans laquelle nous aurons rendu le terme absolu égal à l'unité par une division préalable, avec le produit des équations des n droites
(ax-f- {3/— i)(«'x-h P'j— i) (oTx -^ P''/— i). . . - o.
Nous trouverons ainsi (N étant le nombre des termes de l'équation générale) N — i équations, puisque les termes absolus sont identiques : 2/1. d'entre elles suffisant à déterminer les 2/» Inconnues a, a% a'^,...,»! faudra N — 1—2 n conditions qui s'obtiendront en éliminant a, a', a!', . . . entre les N — i équations.
Io8 CHAPITRE V.
En écrivant l'équation générale sous la forme
-h Bj: -f- Cj
on voit immédiatement que le nombre des termes est égal à la somme des termes d'une progression arithmétique, et que
xT o- / V (/i H- i)(n -+-2)
formule d'où l'on déduit successivement
^»»»mi
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79. Nous croyons utile, avant de discuter l'équation générale du second degré, d'étudier d'abord le cercle, pour faire voir, par ce cas assez simple, comment on peut déduire de l'équation d'une courbe toutes ses propriétés, sans en avoir fait une étude préalable par les procédés géométriques.
L'équation en coordonnées rectangulaires du cercle qui a pour centre le point (a, P) et pour rayon r est ( 17)
SI le centre esta l'origine des coordonnées, on a a— o, (3 = o, et l'équation devient
ar* -4- r' = r'.
Lorsqu'on prend pour axe des a: un diamètre, et pour axe des/ une perpendiculaire à l'extrémité de ce diamètre , a = r, ^1=0, l'équation devient
Ces deux derniers cas se rencontrent assez souvent dans les applications.
80. Dans l'équation du cercle en coordonnées rectangulaires, les coefficients de x^ et de y^ sont égaux, et le terme eo xjr manque.
L'équation générale
ax^-\- ^hxjr-^-by^'^ igx -h ^yy -+- c = o
ne peut donc représenter un cercle que si az=b, /i=o, et ^ alors on peut la ramener à la forme (^ — a)' 4- (y— P)'= i^f
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en suivant un procédé analogue à celui qui est usité dans la résolution de Téquation du deuxième degré. Après avoir, par une division préalable, ramené les coefficients de x^ et de 7' à Tunité, il suffit de faire passer dans le second membre le terme absolu, et de compléter les carrés en ajoutant aux deux membres la somme des carrés de la moitié des coefficients de X et de j^.
En appliquant ce procédé à l'équation
a ( a:' -*- j^' ) 4- *igx -h 2// -4-c = o, on trouve
Les coordonnées du centre sont —-2, — £., ei le rayon a
«_ff, _/, etl a a
pour valeur
Si ç(^ -h/' est plus petit que «<?, le rayon du cercle est imaginaire, et l'équation, étant équivalente à
ne peut être satisfaite par aucune valeur réelle de x et de y.
Lorsque gf' H-/* est égal à ac, le rayon est nul, et l'équation, étanl équivalente à
(x-ar + (7-(3r=:o,
ne peut être satisfaite par aucune coordonnée autre que celles du point (a, P). On dit alors que celte équation est celle du point (a, P); mais pour des raisons déjà énoncées (73), nous préférons la considérer comme l'équation d'tt/i cercle infiniment petit. Nous avons vu aussi (73) qu'on pouvait la regarder comme l'équation de deux droites imaginaires
j[x — a)dr(j^-- (3)^/^=0, passant par le point (a, P). De même l'équation x^ -hr* = o peut être regardée comme celle
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d*un cercle infiniment petit ayant l'origine pour centre, ou bien comme celle des deux droites imaginaires x-±.y v^— T= o.
EXBRQCE. Rameoer à la forme (x — a)'+ {y— ^)' les équations
x*-+-j^* — aj: — 4j = ao, 3x'+3^' — 5x — 7vh- i = o. Rbpo?isb.
les coordoDDées du centre elle rayon sont, dans le premier cas, (i) ^) et 5; et dans le second, ( ^' i ) ®^ î* V^-
81. L'équation du cercle en coordonnées obliques est peu usitée; on l'obtient en exprimant (n"* 5) que la distance d'un point au centre est égale au rayon ; on trouve ainsi
( j: — a)'-h (j — P)»H- 2( j: — a) (j^ — (3) COSM = H.
En la comparant à l'équation générale, on voit qu'elle ne peut représenter un cercle que si a = é, A = a cos w, et alors, en égalant les coefficients des termes correspondants, on trouve, pour déterminer les coordonnées du centre et le rayon, les équations
«4-6 COS (k) == — s , ô -h « COS û) = — ^ »
a'-f- û*H-2aflcosû>-~ r*=-« ^ ^ a
Les deux premières équations qui servent à déterminer a et p ne renferment pas c, par suite : deux cercles sont con~ . eentriques lorsque leurs équations ne digèrent que par une constante.
Lorsque c= o, l'origine est sur la courbe, puisque son
équation est satisfaite par les coordonnées x = o, j=: o de
VoTîgine. Cette remarque est générale, et lorsqu'une équation
n'a pas de terme absolu^ la courbe qu'elle représente passe par
Foriginem
82. Trouver les coordonnées des points où une droite X cos a -h/sin a = p rencontre un cercle x^ -h x^ = ''*•
En égalant Tune à Taulre les valeurs de j^ tirées de chacune des'équations, on trouve, pour déterminer x,
p — X cos g sina ou, en réduisant,
a:'— 2/?.r cosa -4-/?'— r'sin^a =0;
d'oii
x=p cos a li: sin a ^ r^ — /;* ;
on trouverait de même
X = p cos a zp cos a y/ z*^ — p'»
Il est facile de s'assurer, en subsiiluant ces valeurs dans les équations données, que le signe — dans les valeurs de j, correspond au signe -+- dans la valeur de x, et vice versa.
Puisque nous sommes conduit à une équation du deuxième degré, c'est-à-dire ayant deux racines réelles ou imaginaires pour déterminera:, nous devons en conclure, pour faire correspondre le fait géométrique à l'expression algébrique, qu'une droite quelconque rencontre un cercle en deux points réels ou imaginaires.
Lorsque p est plus grand que r, c'est-à-dire lorsque la distance de la droite au centre est plus grande que le rayon, cette droite, considérée géométriquenient, ne rencontre pas le cercle, et cependant l'analyse donne des valeurs imaginaires définies pour les coordonnées des points d'intersection. Aussi ne dirons-nous pas que la droite ne rencontre pas le cercle, mais bien qu'elle le rencontre en deux points imaginaires, et cela parce que nous n'admettons pas que l'équation du deuxième degré n'a pas de racines, mais bien qu'elle a deux racines imaginaires. Par point imaginaire, nous n'entendons pas autre chose qu'un point ayant une de ses coordonnées imaginaires, ou toutes les deux. C'est là une pure conception analytique que nous ne chercherons pas à représenter géométriquement.
DU CBBGLB. Il3
pas plus que nous n'attachons de signiOcation arithmétique au\ valeurs des racines imaginaires d'une équation. La considération des points imaginaires est nécessaire pour conserver à nos raisonnements toute leur généralité; nous trouverons en effet bientôt plusieurs cas dans lesquels la droite joignant deux points imaginaires est réelle et jouit de toutes les propriétés géométriques de la droite qui lui correspond quand ces points sont réels.
83. Lorsque /^ = rja géométrie nous apprend que la droite est tangente au cercle, et l'analyse nous conduit au même résultaiy puisque les deux valeurs de x sont égales entre elles, ainsi que celles de/ : ce qui signifie que les points correspondant à ces valeurs coïncident. Nous ne considérerons donc pas la tangente comme n'ayant avec le cercle qu'un seul point commun, mais bien comme le rencontrant en deux points qui coïncident; attendu que Ton ne dit pas que l'équation du deuxième degré qui les détermine n'a qu'une seule racine, mais bien qu'elle a deux racines égales. Aussi définirons-nous en général la tangente à une courbe comme la droite joignant deux points infiniment voisins de la courbe.
On trouve de même une équation du deuxième degré, pour déterminer les points d'intersection de la droite A^ + Bj+ C avec le cercle donné par l'équation générale, et celte droite est tangente au cercle, lorsque cette équation du deuxième degré a ses racines égales.
EXERCICES
1. Trouver les coordonnées de l'intersection de j:' -+- ^ * = 65 ,
RÉPONSE. (7t 4) et (8, i).
n. Trouver Tintersection de (j: — r)'-h (/ — ac)'= a5c*, 4x-<- 3^= 35r.
RÉPONSE. La droite tangente au point (5c, 5c).
in. Dans quel cas x= mx-\-b est-il tangent à x^ -h /* = r' ?
RÉPONSE. Lorsque ^' = r' ( i -h m* ) .
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iV. Dans quel cas la droite / = mx menée par Torigine touche-t-elle ^/(jr'-f-2J:jC0Sw-+-/')-»- ag'x-h 2/}'-+- c = o?
Réponse. Les points d'intersection sont donnés par l'équation
fl ( I H- 2 /w cosw H- m^ ) .r' -h a [g -hfm )x-\-c= o,
qui a ses racines égales lorsque
(^-4-,///?)' — ac(i -h a/// cosw -h/;/') ;
on en déduit une équation du deuxième degré pour déterminer m. V. Trouver les tangentes menées par l'origine à
RÉPONSE. X — J=0, X-H7J
84. Il est souvent préférable, pour fixer la position d'un cercle donné par son équation, de chercher les segments qu'il détermine sur les axes plutôt que son centre et son rayon, d'autant plus que trois points étant suffisants pour le déterminer les quatre points qu'on obtiendra ainsi pourront servir à mieux le faire connaître. En faisant alternativement j = o, x = Oy dans l'équation générale du cercle, nous trouvons, pour déterminer ces points, les deux équations du deuxième degré
ax^ -h 2 gx -h c = o, aj ' -+- :tfr -f- c = o.
L'axe des x sera tangent au cercle lorsque les racines de la première équation seront égales, c'est-à-dire lorsque g^ = ac; Taxe des/ sera pareillement tangent lorsque/* = ac.
Réciproquement, si l'on veut trouver l'équation d'un cercle déterminant des segments X, X', sur l'axe des Xy on aura, en faisant a = i, pour obtenir les coefficients de l'équation,
îig-=-(x-4.x'), c = ïy.
Si le cercle doit intercepter des segments jjl et [x' sur l'axe des Xf il vient
On peut déduire de là le théorème connu jyL|ut' = XX'.
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EXERGCES.
I. Trouver les points où les axes sont coupés par
jr' -4- ^* — 5x — yr-h 6 -- o.
RÉPONSE. -r = 3, JT = 2 ; / = 6, / — i .
n. Quelle esl Téquation du cercle Langent aux axes à une distance a de Torigine?
REPOUSSE. x^ -hj'—^ax — in y -h a' = o.
in. Trouver Téquation d'un cercle en prenant pour axes une tangente et une droite passant par le point de contact.
RÉPOTTSB. Dans ce cas, )., V et ii sont nuls; il est d'ailleurs facile de voir sur une Ggure que p' = arsinw.
L'équation cherchée est donc x^-hi j: vcosw -t- j* — a rr sino) = o.
85. Trouver Véquation de la tangente en un point {x',y ), d'un cercle donné.
Puisque la tangente à une courbe (83) peut être considérée comme une droite joignant deux points infiniment voisins de cette courbe, nous pourrons déduire son équation de celle de la corde passant par deux points quelconques (^',j'), (x'', y"), de la courbe, en y faisant x' = x"^ y =^y" .
Supposons d*abord que le cercle ait son centre à l'origine, son équation sera
L'équation de la droite passant par les deux points (^',j^''), x',/^), esl (29)
Si on y fait ^= a:", y=:y^ y le second membre de l'équation devient indéterminé; cela lient à ce que nous n'avons pas encore exprimé que les points (x\ /'), (x", y") se trouvent sur le cercle : en introduisant cette condition, on fait disparaître rindéternainalion , car on a
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el
par suite
x' -^ x" y'-\-y" L'équaiion de la rorde est alors
Tf'>
el en y faisani .r' = x", y*=z y^'\ on aura pour l'équaiion de la tangenle
qui devieni, loules réductions faites.
xx' -+- )*>•'=: r-.
On peut encore arriver à celle équation de la manière suivante (*) :
L'équation
représente la corde joignant les deux points (x\ r'), (^", >*') d'un cercle. En effet, elle représente une ligne droite, puisque les termes en x^ et y^ disparaissent après le développement : d'ailleurs, si on y fait x = x\ y=:y', le premier membre s'évanouit, et il en est de même du second, attendu que {x',y') est un point du cercle : cette droite passe donc par un point [x', y') du cercle; on verrait de même qu'elle passe par un autre point {x'^y"). En faisant x' =: x'\ y' := y" dans cette équation, on obtient pour celle de la tangente
qui se ramène, comme plus haut, à la forme
xx' H- vr'= f^'
(* ) Cette méthode est due à M. Burnsidc
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Si l'on veut rapporter les équations ci-dessus à une autre origine, de telle sorte que<zet [3 deviennent les coordonnées du centre, il suffit d'y remplacer (n° 8 ) j:,j:', j',^', respectivement par jr — a, x' — a,/ — 3,/'— ^ : on trouve ainsi, pour l'équation du cercle,
ei pour celle de la tangente,
équation qu'il est facile de se rappeler en raison de son analogie avec celle du cercle.
Corollaire. — La tangente jtjt' -4- ^r.y' — r^ est perpendicu-: laire au rayon x'j* — y^x = o aboutissant au point de contact (32).
86. La méthode que nous avons indiquée en dernier lieu peut s'appliquer à l'équation générale (*)
aj^^ -+■ a hxy -f- bj-^ -h 9. gx -h o.fy -+- c = o,
et l'équation
a[x^x'){x^x'')^tli{x^x'){r-^)')^b(r^y'){y-y") = ax^-+- 2hxy*^- by^-h'^gx-h ^fx-^ c
représente la corde passant par les deux points (x', j' ), ( a", j" ) de la courbe, puisqu'elle est du premier degré, et qu'elle est satisfaite par les coordonnées x\ y\ x", y^ de ces deux points. En y faisant x" = jr', y" z=zy\ on trouve pour l'équation de
(*) Lorsque cette équation représente un cercle, il est bien entendu que ^=a, A = acos6i; mais, puisque la méthode est (jénérnle et indépendante des valeurs particulières de b ou de A, nous aimons mieux obtenir immédiatement les formules générales dont nous aurons besoin plus tard dans la discussion de l'équation générale du deuxième degré.
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la langente
«(j:— x')=-4- 2 fi{^ — x'){x^x') -4-6(7 — /')' z= ax- -h ^hxy*-\- by^ + 2 gx -f- ify -h c,
ou
lax'x H- 2 h[x' y -4- ^•'x ) -h 2 6;r'/ H- * gx -\- ify -+- c ^= a r'' -h 2 A x'/'' -h /;j^'* ;
si l'on ajoute de pari el d'autre 2 ^x' -h a/j' H- c, en observant que {x*yy*) est un point de la courbe, on trouve
ax' X -{- h[ x'y -f- y'x ) -f- h y' y -^ g{x -^ x' )
On se rappellera facilement cette équation de la tangente, si Ton observe qu'elle se déduit de celle de la courbe en v remplaçant respectivement x^ aiy^ par x' x^ y'y; ^ xy, 2.x, 2 >•
par x'y -hy' x, x' -f- x, y^ "+-7-
EXERCICES
I. Trouver les équations des tangentes aux courbes xr = c^ et y^ = px. RÉPONSE, x'y -h y'x = 2c*, 2 )j' =jj [x -+- .r').
II. Trouver la tangente au point (5, 4) de (.r — 2)'-f ( r— 3)' = 10.
RÉPONSE. 3j:-Kr = i9.
II. Que représente l'équation (y-j-yjx h- (j) '-+-7")/= /•'-h.r'jr"-h ) ') " par rapport au cercle x' -h,)' = r'?
RÉPONSE. La corde joignant (.r', y')^ (x". y").
IV. Trouver la condition pour que Xx -+- R v-h C — o touche
RÉPONSE. — , = /•, puisque la distance de (a, S) à celte ligne
doit être égale au rayon. *
87. Mener une tangente an cercle o:^ 4- /' = /•' par un point {x\y').
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Soient Jc^yV^ les coordonnées du poiiU de contact; puisque, par hypothèse, les coordonnées x'.y satisfont à l'équation de la tangente en ix",)-**), nous aurons la condition
et comme {x^,x'' ) se trouve sur le cercle, nous aurons aussi
Ces deux équations suflisent pour déterminer (^'^,7") : et en les résolvant, on trouve
Par un point quelconque, on peut donc mener deux tangentes à un cercle : ces tangentes sont réelles si x'^ -+-j'^ > rS c'està-dire quand le point est en dehors du cercle ; elles sont imaginaires si x'' 4- >-'^<r% c'est-à-dire lorsque le point est à l'intérieur du cercle; et enfin elles coïncident lorsque j:'* -4- j"= /**, autrement dit quand le point est sur le cercle.
88. Puisque les coordonnées des points de contact s'ob • tiennent en rqîsolvant par rapport à x et r les deux équations
xx* -t- yj^ =: r*, X* -h r^ = /■',
nous pouvohs dire que, géométriquement, ces points se trouvent à l'intersection du cercle j:»-f-j*=r*, et de la droite xx^'^jy'=r\ Cette droite passe par les points de contact des tangentes menées par (x\ y), comme on peut du reste le vérifier, en formant l'équation de la droite joignant les deux points dont nous avons trouvé les coordonnées au numéro précédent (*).
[*) En général, l'cquation de la tangente à une courbe exprime une relation entre les coordonnées d'un point quelconque de la tangente et celles du point de contact. Si noua voulons, étant donné un point de la tangente, trouver le point de cootact, nous n'avons qu*à considérer comme coordonnées courantes celles de ce dernier point (en supprimant l'accent qui s'y trouve dans l'équation de la tangente, et accentuant au contraire les coordonnées du point donné),
Nous voyons donc que, quelles que soîeni les tangentes
menées par [x\ y ), réelles ou imaginaires, la droite qui joint
leurs points de contact sera la droite réeWe xx' -^ yy' = r\ que
nous appellerons la polaire de {x\y' ) par rapport au cercle.
Cette polaire est évidemment perpendiculaire à la droiie
a:' j — r'-^ = o joignant le point (x', j') au centre, et passe à
r^ une distance . , .- de ce centre (23). On peut donc
construire la polaire d'un point P, en joignant ce point au centre C, prenant sur PC un point M tel que CM.CP=: r», et élevant à PC une perpendiculaire en M.
L'équation de la polaire est de même forme que celle de la tangente; elle n'en diffère que parce que le point [x'^y), dont elle renferme les coordonnées, n'est pas nécessairement sur le cercle; dans le cas où ce point s'y trouverait, elle serait alors identique à l'équation de la tangente : la polaire d'un point du cercle est donc la tangente menée au cercle en ce point.
Le point (a:', x' ) s'appelle le pôfe de la droite
xx'-h y*x' =^ r'.
89. Trouver V équation de la polaire de ( x', y*' ) par rapport à la courbe
ax* -^^ nlixy -\' hy-^ -+- 2 gx -f- ify 4- c = o. Nous avons vu (86) que l'équation de la tangente est
ax' X -\- h(x' y -h y' x) -^ byy-\- g{x'-hx)-hf{y' -+- >•)•+- cr=o,
et elle exprime une relation entre les coordonnées x,y d'un point de la tangente et les coordonnées x\ j' du point de
et noug aurons Téquation d'un Heu dont l'intersection, avec la courbe donnée, nous fournira les points de contact. Si, par exemple, l'équation jra-'*-Krr'*= r* représente la tangente à une courbe au point (x',^'}, les points de contact des tangentes menées par un point (-i'', ^') se trouveront sur la courbe x'or* -H r V' = r*. Ce n'est que dans le cas des courbes du deuxième degré que l'équation qui détermine les points de contact est de même forme que celle de la tangente.
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contact. Pour montrer que les coordonnées du premier point sont connues, nous leur donnerons un accent, et nous supprimerons l'accent des coordonnées du dernier pour indiquer que ce sont celles qu'il faut trouver, ce qui ne change rien à l'équaiion, puisqu'elle est symétrique par rapport à x, /, x\y' . Cetie équation, qui, lorsque (x\y' ) est sur la courbe, est celle ' de la tangente en ce point, représente, quand le point {x',x') n'est plus sur la courbe, la droite sur laquelle doivent se trouver les points de contact des tangentes réelles ou imaginaires menées par {x'^y') : elle est alors l'équation de la polaire. Si l'on y remplace x^ jr par x'^ y\ on obtient le même résultat qu*en substituant a^ y y' à or, y dans l'équation de la courbe : ce résultat ne peut donc être nul que si [x' ,y') se trouve sur la courbe. Donc la polaire d'un point ne passe parce point que s'il est situé sur la courbe, à laquelle elle est alors tangente.
Corollaire. — La polaire de V origine est gx -4-^ -i- c — o.
EXERCICES
I. Trouver la polaire de ( 4t 4 ) par rapport à ( j: — i)' -+- ( j — a )' = 1 3.
RÉPONSE. 3 J: -h ^ }- = -20.
II. Trouver la polaire de (4, 5) par rapport à ar'-hj' — 3 x — 4j^ = 8. Rbpo.xsb. 5x h- Gj' = 49-
ni. Trouver le pôle de kx -\- B/ -h C = o par rapport à x'-h r' = /'. RépONSB. Le point se troave facilement en comparant l'équation donnée avec xjc^-^ yy' = r', ce qui donne I p-» p^ )•
IV. Trouver le pôle de 3jr -t- 4/ = 7 par rapport à x' -+-^ ' — 14. Rbfo?ise. (6, 8).
V. Trouver le pôle de a x -h 3 j = 6 par raport à (x — 1 )' -1- (/ — '2)'— 1 2. RipoNSB. (—11, — 16).
90. Trouver la longueur de la tangente menée par un point au cercle (x — a)* + (/ — P)' — r^ = o.
Le carré de la dislance d'un point {j:,r) au centre est
il est égal au carré de la longueur cherchée augmenté du carré du rayon. On trouvera donc le carré de la longueur de la tangente en substituant, dans le premier membre de Téquation
du cercle
les coordonnées du point par où elle est menée aux coordonnées courantes.
Puisque l'équation générale, en coordonnées rectangulaires,
peut, en étanl divisée par a (80), se ramener à la forme
on aura le carré de la tangente menée par un point au cercle dont réqualion est donnée sous la l'orme la plus générale, en divisant celte équaiion par a et en y remplaçant les coordonnées courantes par celles du point.
Le carré de la tangente menée par l'origine s'obtient en faisant dans l'expression précédenie j: = o, j^- = o; il est donc égal au terme constant c divisé par le coefficient a de x^.
Le même raisonnement s'appliquerait au cas des coordonnées obliques.
*91. Trouver le rapport dans lequel la ligne joignant deux points (x', j'), {x", y" ) est coupée par un cercle donné.
Nous suivrons la marche indiquée au n" 4.2. Les coordonnées d'un point quelconque de la droite peuvent (n°7) être mises sous la forme
lx"-^mx' lr"-^nir' l-\- m .^ t '\- m
En substituant ces valeurs dans l'équation du cercle
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on trouve, après réducUon faite, pour délcrminer le rapporl —t réquation du deuxième degré
la connaissance du rapport / : m entraîne celle des coordonnées des points où la droite rencontre le cercle. La symétrie de cette équation rend quelquefois cette méthode plus commode que celle indiquée au n"" 82.
Lorsque le point (ar",jr^) se trouve sur la polaire de (^',7'), on a (88)
x'x*' -hjr'}'^ — r' — o,
réquation précédente se décompose alors en deux facteurs /-+- jmm, / — /xm, et la droite passant par (x',j' jet (x*', j")cst coupée intérieurement et extérieurement daps le même rapport, d'où ce théorème connu : une droite menée par un point est divisée harmonique ment par ce points le cercle et la polaire du point.
*92. Trouver V équation des tangentes menées par un point à un cercle donné.
Nous avons déjà (87) obtenu les coordonnées des points de contact; en substituant leurs valeurs dans réquation x3f-\-jrjr''^:^r^, nous trouverons pour l'équation d'une tangente
et pour celle de l'autre
r[xx' — yy' — J^'*— /'') — {^y' — yx') ^x'^-^y'^— r'= o.
En multipliant ces équations Tune par l'autre, nous aurons l'équation des tangentes qui ne contient pas de radical. Mais les résultats obtenus au numéro précédent nous permettent d'arriver plus simplement au résultat; en effet, l'équation qui
déiermine le rapport — aura des racines égales lorsque la droite
passant par (j;', j'), (x'\y") sera tangente au cercle : si donc [x^y jr") est l'un ou l'autre des points de contact des tangentes menées par(a:', j'}, ses coordonnées devront satisfaire à la relation
qui est ainsi Féquation des tangentes menées par (x\ y'), et il n'est pas difficile de prouver qu'elle est identique à celle qu'on obtient par la première méthode.
Les méthodes indiquées dans ce numéro et le précédent s'appliquent également à l'équation générale, et l'on a alors, pour déterminer le rapport /:m, l'équation du deuxième degré
/' (rt:r"' -*- 2 A^^r" -4- 6r "' -h 2 gx'' + 2//" c ) -hiilm [ax''x"-h h [xf y" -^ y' x" )
^- hy'y' ^ g[x' ^ x") ^f{y' + j") H- r;] -f- m'(aj:''-f- 7,hx' y' -\- by'*-h ngx' -^ '^fy'-^ c) = o,
et de celte équation résulte, comme ci-dessus, que, lorsque (^"> x") se trouve sur la polaire de (.r , j'). la droite joignant ces points est divisée harmoniquement, et que l'équation des tangentes menées par (x\y') est
{ax'^-\- 7.lix'y' -\- by'^-^ igx' -^ ^fx' -^ ^)
X [ax^-v- ihxy-\- by^-h- ^gx + ^fy-^ c)
= [ax'x -+- h{xy -^y'x )^byy -^ g[x '\- x') -\-f[y -f-/} -+- c]\
93. Trouver V équation du cercle passant par trois points donnés.
Il suffit de substituer successivement, dans l'équation générale
^' + 7*-+- ^g^ -^ '^fy-^ c= o,
les coordonnées de chacun des trois points, pour trouver trois équations qui déterminent les inconnues^,/, c. On peut
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aussi obtenir réquaiîon cherchée en déterminant les coordonnées du centre et le rayon, comme au n"* 5» Ex. V.
EXERCICES
I. Trouver Téquation du cercle passant par les points (2, 3), (4, 5),
RÉPONSE, ^x- y)V (r- §)' = —• i^oir n» 5, Ex. V.
II. Trouver l'équation du cercle passant par Torigine, (u, 3 ) et (3, 4)- Ooa
d'où Ion tire
m. Prenant les mêmes axes qu'au n" 48, Ex. I, trouver l'équation du cercle passant par Torigine et les milieux des côlés CA et CB, ot montrer qu'il passe aussi par le milieu de la base AB.
Réponse, a/? (x* -+" J^') — p[s ~- s*).v — [fP -h s.\']y = o.
*9i. Exprimer l'équation du cercle passant par les trois points [a^ , y') , [x" y y" ), [x^^y"), en fonction des coordonnâmes de ces points.
On n*a qu'à substituer dans
.T' -+- r* ^ ^g^ -1" '^fx -h c = o, les valeurs de g^f c, déduites des équations
(ar'' + j'») -K 2 gx' -h ^fy -h c — o, ( jr''»4-^"*) -I- 2 gx" + 2//' -f- c — o,
(^«-f-jr"') + 2 gx"^-^ ^fxl-^ ^ - - o. On trouve ainsi pour l'équation cherchée
-(*"4-r")[^(r-r)+*'(r-r')+^(r"-r)] +(x"+^'»)[*-(/-r')+jr(^-'-/')+x'tr-r )] -(**"+r")[^(r'-r')+^Cr'-r)-i-^"(r-r')] = *''
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comme on peui le voir en multiplianl respectivement chacune des quatre équations primitives par les facteurs de (x* -f-j'),. . ., dans les dernières équations, et ajoutant ensemble les résulats obtenus; car alors les quantités g-,/, c, s'évanouissent.
Si Ton veut trouver la condition pour que quatre points soient sur un même cercle, il suffit de remplacer, dans la dernière équation, a?, j, par les coordonnées j:4, J4, du quatrième point. On arrive ainsi à une condition qu'on peut interpréter géométriquement de la manière suivante : si A, B, C et ]) sont quatre points situés sur un même cercle, 0 étant un cinquième point quelconque, on aura
Ôk . BCD -hÔc' . ABD = Ob' . ACD -+- Ôd' . ABC, BCD représentant Taire du triangle BCD.. . .
Équation polaire du cercle
On peut trouver Téquation polaire du cercle, en remplaçant X ei X par p cosO, psin0(n" 12), dans Tune ou l'auiro des équations connues
a ( a:* -f- j' ) 4- ^gx -+- ify -i- c rt= o, [x — a)'-h (j — P)'~ '*'»'
mais on peut aussi l'obtenir directement en partant de la définition même du cercle.
Soient en effet 0 le pôle [Jig. 4^), C'ie centre du cercle, OC Taxe fixe,
Fig. /,o.
iT " K c
r le rayon et d la distance OC. Menons un rayon vecteur OP, joignons PC, on a
PC =0P 4- OC -aOP.OCcosPOC, ou, en faisant OP = p, angle POC = 0;
r» = p*H-rf'— aprfeosS;
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parsuiie, l'équation polaire du cercle est
p' — 2prfcos6 + rf' — r* = o.
Lorsque le pôle esl sur le cercle, on a r'r=: rf% et réquaiion se réduit à la forme la plus simple
p=: arcosô.
On aurait pu arriver immédiatement à ce résultat, en observant que Tangle inscrit dans une demi- circonférence esl droit, ou bien en substituant 2i x ei y leurs valeurs en roordonnées polaires, dans Téquation (79)
Lorsque Taxe fixe ne coïncide pas avec OC, mats fait avec celle droite un angle a, on trouve (44) pour Téquation du
cercle
P* — 2prfcos(5 — a) 4- d'— r^=o.
96. Dans le Chapiire précédent, nous avons fait voir comment on pouvait former les équations du cercle et celles des lignes les plus remarquables qui s'y rapportent : dans celui-ci, nous chercherons à faire ressortir par des exemples la signification de ces équations, en les appliquant à la démonstration de quelques-unes des propriétés les plus importantes du cercle. Les exercices que nous avons donnés au n** 49 peuvent nous servir ici d'introduction ; après avoir reconnu, parmi ces lieux géométriques, ceux qui sont des cercles, on en déterminera la position soit en cherchant leurs centres et leurs rayons (80), soit en déterminant les points où ils rencontrent les axes (84).
Les exercices suivants se rapportent au même genre de question.
EXERCICES
L Dans un triangle ABC, on donne la base AB et l'angle ACB qui lui est opposé : trouver le lieu du sommet C.
Soient y, x'\ ^"i y l^s coordonnées des extrémités de la base, et C Tangle donné. L'équation d'un des côtés étant
celle de Taiitre côté, qui fait avec lui un angle C, sera (33)
(n-wtangC)(r-7") = (m - tangC) (x- a-");
éliminant //i, on trouve pour l'équation du lieu
tangC[(r-r')(r-:^'') + (.r-x')(.r-x')] H- •r(r' -X") - v(x' - .r") -h- x'j ' - v'x" = o.
Si l'angle C est droit, les équations des côtés seront
r — r'= ni(x^x'), /yi(^- — j'')4-(x — x") = o,
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n celle du lieu
n. On donne la base d'un triangle et Fangle qui lui est opposé : trouver le lieu des intersections des hauteurs du triangle. Conservons les mêmes notations; les équations des hauteurs sont
(/w — langC)(j— ^')-f-(H-/wlangC) (.'- j^') -~-- o,
ei en éliminant ///, on trouve pour l'équation du lieu :
tangC[(j-7') (r- j') -^ [x - .v'){.r - .r" )]
Cette équation, ne différant de celle de TExorcice précédent que par le ïigne de tangC, est celle que nous trouverions dans ce dernier cas si, la base restant la même, nous cherchions le lieu du sommet correspondant à un angle ÂCB supplémentaire du premier.
m. On donne un certain nombre de points : trouver le lieu du point tel, que la somme de m' fois le carré de sa distance r' au premier point, m' fois le carré de sa distance r" au deuxième point , etc.. soit égaie à One constante; autrement dit, en adoptant la notation du n** oO, Ex. IV, que l(//#r') soit une constante C.
Le carré de la dislance d'un point (j:*, r) au point (.r', y') est
Multipliant ce carré par m\ et ajoutant ce produit aux produits correspondants obtenus pour la distance de (jPjX) ^^^ autres points ('7", j"), ;x",^^),..., nous trouverons pour l'équation du lieu
l(w)x'-»-2(/ii)^' — a2(/«x')j:— 2S(w;-')/-»-S(/;/.t;'-)-+- l(nn") = C.
Ce lieu est un cercle dont le centre a pour coordonnées
_ l(f/fx') _ H/ny')
et se confond avec le point que nous avons appelé centre dos distances proporlionneNes (30, Ex. IV). iVous aurons, pour déterminer la valeur du rayon R (Je ce cercle, la
^^^^ R»Z(i/i) = i(wr') - 2(wp'),
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dans laquelle p représente la distance d'un point quelconque du système au centre ; par suite, ^(mp*) est la somme de /// fois le carré de la distance au premier point, etc.
IV. Par un point 0, on mène successivement, à chacun des côtés a^ b, c d'un triangle, des parallèles qui coupent les autres côtés en B, C ; C\ A'; X\ B" : trouver le lieu du point 0 tel, que la somme des rectangles
BO.OC -h C'O.OA' -4- A'O.OB"
soit constante et égale à rn^.
Si l'on prend deux des côtés a et b du triangle pour axes, l'équation du lieu est
ou. en désignant par C l'angle compris entre a et b,
j:' -+-^' -H '1 :r/cosC — or — bj' -h w* = o.
Ce lieu est un cercle concentrique au cercle circonscrit : les coordonnées a et ^ du centre sont données par les équations
2(a H- Scosc) = ^, a(p -»- acosc) = />,
qui permettent de trouver le lieu des centres du cercle circonscrit, lorsque deux des côtés du triangle étant donnés de position ont leurs longueurs liées par une relation donnée.
V. La droite qui joint le point 0 à un point fixe A détermine, sur Taxe des T, le même segment que détermine sur l'axe des y la perpendiculaire menée par le point 0 à la droite OA : trouver le lieu du point 0.
Vl.^On joint un point 0 aux sommets A, B, C d'un triangle; puis oa mène par les sommets A, B, C des perpendiculaires aux droites OA, OB, OC : trouver le lieu du point 0 tel, que ces perpendiculaires .se coupent en un seul point.
97. Les exercices suivants se rapportent au problème du n** 82 : trouver les coordonnées des points où une droite rencontre un cercle.
EXERCICES
I. Trouver le lieu des points milieux des cordes menées dans un cercle parallèlement à une droite donnée.
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SoUxcosz H- rsina — ^ = o l'équation d'une de ces cordes : a est dooDé ]-ar hypothèse , et /? est indéterminé. Les abscisses des points où cette droite rencontre le cercle se déduisent de Téquation (n"" 82)
X* — 2/?jrC0Sa -Hyt;* — r'sin*a = G.
Si les racines de cette équation sont x' et x", l'abscisse du milieu de la
corde sera ( n** 7 ) - ( x' -h x") ou, d'après la théorie des équations, /^cos x.
Ou trouverait de même v = p sina pour l'ordonnée du milieu de la corde. L équation du lieu est donc r = x tanga : c'est celle de la perpendiculaire abaissée du centre sur la direction donnée.
U. Trouver la condition pour que le segment déterminé par le cercle x'-hr^= r* sur la droite xcosa -f- jsina — /; = o soit vu du point fj'./') sous lin angle droit.
Nous avons trouvé (96, Ex. II), pi.ur que les droites joignant [od'^y*)^ (x", r*) à {x\y) soient perpendiculaires, la condition
Soient (x*, y')^ (x", y'") les points où la droite rencontre le cercle, on aura, d après l'Exercice précédent,
x" -4- x*' = 2/? cosa, x'x'" = />* — r' sin'a, y' -^ y*" ~ 2/? sina, r''^'" = //— /-"cos'a,
eten pcrtant ces valeurs dans réqualion précédente, on trouvera, pour la ODndition cherchée,
x*^-^ y*"^ — a/>x'cosa — a/^^'sina -h a/i'— /•'= o.
in. Trouver le lieu dés points milieux des cordes vues sous un angh* droit d un point donné [x\y).
Si X et^' sont les coordonnées du point milieu, nous avons (Ex. I)
p C0S2 = X, /7sina — y^ // = x' -f- r\ Sul)gtituant ces valeurs dans la condition trouvée plus haut, il vient
IV. On donne une droite MN et un cercle : trouver un point 0 tel, qu'en menant par ce point une corde Afi, le produit des distances ÂM, BN des extrémités À, B de la corde à MN soit constant.
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Prenons MN pour axe des x et pour axe des j une perpendiculaire passant par le centre du cercle, Téqualion du cercle sera
Si jc\ y sont les coordonnées du point cherché 0, Téquation d'une corde quelconque sera j^ — /' = w (x — x'); en éliminant x entre cotte équa- • lion et celle du cercle^ nous trouverons, pour déterminer >-, une équation du deuxième degré dont le produit des racines,
I -h iir
. devra être constant, c'est- à-diro indépendant de m ; ce qui ne peut arriver que si le numérateur est divisible par i -h ///*, et alore x' — . o, j" = p^— /•'.
V. Trouver la condition pour que le segment déterminé sur la corde -r cos a 4- y sin a — p = o par le cercle
soit vu de Torigine sous un angle droit.
L'équation des deux droites joignant Torigine aux extrémités de la corde peut s'obtenir en multipliant les termes du deuxième degré de l'équation du cercle par />', ceux du premier degré par^ (x cosa -»- rsina), et le terme constant par (xcosa + jsina )' ; en eflet, l'équation à laquelle on arrive est homogène, et elle est satisfaite par les points du cercle qui se trouvent sur la corde xcosa 4- jsina — /; = o. Cetle équation, développée et ordonnée, devient
(// 4- a gpco^x H- c cos* a) x'
-H 'À (g^sina-4-/c05a «4- f sinacosa) xj-f- (/^'-h ifp^xxï a -h c sin' '')y'= o,
et les deux droites sont perpendiculaires lorsque (74)
2/>'-H 2/j(^cosa -h/sinx) -h c = o.
VI. Trouver le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur la corde vue de l'origine sous un angle droit.
Les coordonnées polaires du lieu sont /^ et a dans l'équation que nous venons de trouver : l'équation de ce lieu est donc
1 (J^' H- j') -»- a^-c H- iLfy -H c — o,
et représente le même cercle que celle de l'Exercice lU.
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Vn. Par un point fixe P d'un diamètre AB, on mène une corde MN, les droites AM, AN déterminent sur la tangente au cercle en B des segments dont le rectangle est constant.
Prenons pour axes le diamètre AB et la tangente en A, Téquation du cercle sera ^-^ j^'— arx = o; soient x', o les coordonnées du point P, réquation de HN sera j= /m (x — j:') ; en formant alors, comme à T Exercice V, réquation des droites AM, AN et en y faisant j: = ^r, nous trouve-
roDS les valeurs des segments dont le produit ir*- — -, — est indépendant de m.
98. Nous allons déduire des équations du n"* 88 un certain nombre de propriétés des pôles et polaires.
Lorsqu'un point A, (^'»^')* f^t situé sur la polaire de B, le point B, (x", x")* *^ trouve sur la polaire de A.
La condition pour que {x\x') appartienne à la polaire de {x',jr") est x'x" '^yy= r', et c'est aussi celle pour que le point (^,j") se trouve sur la polaire de {jc\jr'). Le nrtème raisonnement peut s'appliquer à l'équation générale (89), et on voit facilement qu'en remplaçant, dans l'équation de la polaire de {x', y'], les coordonnées courantes par x'^ et^", on obtient le même résultat qu'en substituant dans l'équation de la polaire de (ar*', j"), x' etjr' aux coordonnées courantes. On énonce quelquefois ce théorème ainsi qu'il suit : Lorsque la polaire de B passe par un point fixe A, le point B glisse sur la polaire du pofnt A.
Ce théorème et les suivants sont vrais pour toutes les courbes du deuxième degré. '
99. Étant donnés un cercle et un triangle ABC, si Ton prend par rapport au cercle les polaires de A, B, C, on forme un nouveau triangle A'B'C, qu'on appelle triangle polaire^ et dans lequel A', B' et C sont respectivement les pôles de BC, CA et AB. Dans le cas particulier où les polaires de A, B, C sont respectivement BC, CA, AB, le second triangle se confond avec le premier, auquel on donne alors le nom de triangle autopolaire ( * ).
(*) On appelle quelquefois ce triangle, triangie conjugué: c'est à la fois pour ériter une confosion et pour conserver Theureuse symétrie de l'expression anglaise [conjugale^ iclf'conjugate^ que nous l'avons appelé triangle autopolaire.
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Les droites AA', BB', CC, qui joignent les sommets d'un triangle à ceux de son triangle polaire ^ se coupent en un même point,
Soienl [x\y'), (x\ y''), (a:^ y'") les sommets A, B, C du premier triangle; les sommets du second seront donnés par ïes intersections successives des polaires de ces points. L*équation de la droite AA' joignant [x\y') à l'inierseciion de jTjr^-hj'j"— r2=o, et^x^-f-//'"— r'=r o, sera (40)
[x'x^-^y'y'"^r^){xx*' -{-yy"-- r^)
— {x'x''-^y'y"-'r^)(xx'^-\-yy"'—r^) = o.
On trouverait de même, pour les équations de BB' et CC,
(x' x" -^ y' y'' — r^){xx'"'^yy''^ r») • — ( x" x" + y" y'" ^ r' ) [xx' -^yy' — r') = o, ( A'V-f- yy— r'){xx''hyy'—r')
— (x'x'^-hy^y^— r*){xx*'-{-yy''— r^) = o,
et Ton voit que ces trois droites (40) se coupent en un même point.
Nous aurions pu démontrer ce théorème en partant de Féquation générale. Désignons, pour abréger, par P, z= o la polaire axx'-^ h{xy'-^yx']-h...z=zo (89) de {x\y'), par P,, P, cellesde (jt'',^''), [x"',y'"); représentons par le symbole (i .2) le résultat [ax'x''-^ h [x"y'-\'y''x')'h. . .] de la substitution de x" eiy" aux coordonnées courantes dans l'équation de la polaire de {x', y').
Les équations des droites AA', BB', CC, seront
(i.2)P, = (:2.3)P„ (2.3)P.=:fi.3)P,;
et Ton voit qu'elles se coupent en un seul point. Il s'ensuit (60, Ex. III) que les intersections des côtés correspondants du triangle et de son triangle polaire se trouvent en ligne droite.
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Le théorème suivant n'est qu'un cas particulier de celui que nous venons de démontrer :
Si un cercle est inscrit dans un triangle , et qu'on joigne chaque sommet du triangle au point de contact du côté op^ posé, on obtiendra trois droites qui se couperont en un même point,
100. On joint deux à deux, directement et transversalement, les points où deux droites fixes issues d'un point 0 rencontrent un cercle : si P est Vintersection des droites directes, et Q celle des droites transverses ^ la droite PQ est la polaire du point O.
Prenons les deux droiles fixes pour axes; et soient \ >/, u. et ^', les segments que détermine le cercle sur leurs directions. Les équations des lignes directes seront alors
A [JL A [JL
et celles des droites transverses
K \L A lÂ
L'équation de la ligne PQ sera
r'^V-*-'--+-^-a=:0, A / jLf. |!X
puisque (40) elle passe par l'intersection Pdes droiles directes
et celle Q des transversales
A IJL A [J.
D'ailleurs l'équation du cercle étant
ax^'^9.hxj' -h bjr^ -h igx -*- î/j -h <? = o, l et V seront les racines de ax^-\- otgx -^^ c=zo (84), et Ton
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aura
on trouverait de même
L'équation de PQ devient alors
cette droite est par suite la polaire de l'origine 0 (89). Si le point 0 est fixe et les deux droites mobiles, le lieu des points P et Q sera la polaire du point 0.
101. On donne deux points quelconques A et B, et leurs polaires par rapport à un cercle dont le centre est 0 ; AP et BQ étant les distances des points A et B aux polaires de B et dé A ; démontrer que Von a la relation
AP~BO
102. 11 est souvent commode, pour étudier certaines questions relatives au cercle, d'en représenter les points, non plus par deux coordonnées, mais au moyen d'une seule variable indépendante. Si nous désignons par Q' l'angle que le rayon aboutissant au point [x' , y*'] fait avec l'axe des Xy nous
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aurons (le centre du cercle étant pris pour origine),
x'= rcosô', j= rsinô',
et nous pourrons, au mojen de ces valeurs, simplifier ceruînes de nos formules.
L'équation de la tangente en un point (jr',r') prend alors
la forme
X cos ô'-h ys\x\6' =. r,
et celle de la corde joignant les points (x', /'), {x^fy^"), qui est (86)
x{x' -^x") -♦-7(r'-4-j") = /-'4- x' x" -i-xy", devient
xcos-(6'-j-6'')-4-rsin-(e'+0"J=:rcos-(^'— 0"),
B' et B" étant les angles que font avec Taxe des x les rayons menés aux extrémités de la corde.
Cette équation aurait pu se déduire directement del'équatien générale de la ligne droite (23) jrcosaH-^sina = /y, en observant que l'angle compris entre l'axe des x et la perpendiculaire à la corde est égal à la demi-somme des angles formés avec le même axe, par les rayons menés aux extrémités de la corde, et que la longueur de cette perpendiculaire est égale à
/•cos-(0'-6").
EXERaCES.
I. Trouver les coordonnées de rintersection de deux tangentes au cercle.
REPONSE. Les tangentes étant
X cosO' -h r sin 6' — r, x cosO''-^- y sin 0* = /•, Jes coordonnées de leur intersection seront
cos-(ô'-hô') sini(0'H-r/')
cos-re'-ô") sin-tO'-O")
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n. Trouver le lieu de TintersecUon des tangentes menées aux extrémités d'une corde de longueur constante.
RÉPONSE. En effecluant la substitution indiquée plus haut dans
on trouve
cos(6i'— B") = const., ou 0'— 0*= const.
Lorsqu'on donne la longueur de la corde irs\n$, on a ô'— 0"= a^, et les coordonnées trouvées à l'Exercice précédent satisfont à la relation
(.r'-hj')cos'^ = r\
III. Quel est le lieu du point où une corde de longueur constanle est coupée dans un rapport donné?
. RÉPONSE. En écrivant (n° 7) les valeurs des coordonnées de ce point, on voit qu'elles satisfont à la' relation
jc' ■+- r' = const.
i03. Nous avons vu que la tangente au cercle x^-hx'^=^ r^ a pour équation
xcosQ -^jsin9 = r;
on verrait de même que celle de la tangente au cercle
est
{x — x)cosO -\- (y— (3)sin0=r r.
Réciproquement, si l'équation d'une droite renferme une indéterminée 0 sous la forme
(^ — a)cos0-4- (j— P)sine = r, celte droite est tangente au cercle [x — ay-hix— ^y= r\
EXERCICES
I. Si une corde de longueur constante est inscrite dans un cercle, elle est constamment tangente à un autre cercle.
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En effet, dans Téquation de celte corde
xcosi{e'-t-ô')H-7sini(ô'-+-Ô*) = rcos'(0'-0'),
l'angle Ô' -- &•= a^ est connu, et 6' h- •* est indéterminé : la rorde louche donc toujours le cercle j:' -h/' = r' cos'^.
n. Si la somme des distances d*un certain nombre de points fixes (jr\j'*), (-r*,^'),... à une droite, multipliées chacune par un facteur constant m\ m',..., est constante, celte droite est constamment tangente à an cercle.
Cet énoncé ne diffère de celui du n"* SO, Ex. IV, qu'en ce que la somme est constante au lieu d'être nulle; en employant les mêmes notations, on trouve, pour Téquation de la droite,
[xZ(/m) — l(mx')] cosa h- [j-(/w) — 2 (/;*>')] sinz = const.
Elle est constamment tangente au cercle
^ — h — r M" L> — v\ ' \ = const.,
qui a pour centre le centre des dislances proportionnelles du système des points donnés.
lOi. Nous terminerons ce Chapitre par quelques problèmes relatifs à l'emploi des coordonnées polaires.
EXERCICES
I. Le rectangle construit sur les segments OP.OP', déterminés par un cercle de centre 0 sur une sécante quelconque issue d'un point fixe 0, est constant.
Prenons le point fixe 0 pour pôle^ Téquation du cercle sera (95)
Les racines 'de cette équation sont évidemment les valeurs OP, OP' des rayons vecteurs correspondant à une valeur donnée de 0.
D après la théorie des équations on a OP. OP' = ^Z' — r' ; ce rectangle est indépendant de 0 et, par suite, constant, quelle que soit la direction suivant laquelle soit menée la sécante. Si le point 0 est en dehors du cercle, le reclangle devient égal au carré de la tangente (r/^— /•*).
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IL Par un point fixe 0 (fig, 4i), on mène à un cercle une sécante sur laquelle on prend une longueur OQ égale à une moyenne arithmétique des segments OP, OP' : trouver le lieu du point Q.
En nous reportant à l'équation du deuxième degré de Texemple précé-
Flg.41.
dent, nous avons OP -f- OP' = ar/cosô; d ailleurs d'après l'énoncé,
OP-HOF=aOQ = p.
Uéquation polaire du lieu sera donc 0 = r/cosd, et représente un cercle décrit sur OC comme diamètre.
Le problème que nous venons de résoudre aurait pu s'énoncer ainsi : trouver le lieu du milieu des cordes qui passent par un point fixe.
m. On prend OQ (J!g, 4 » ) moyenne harmonique entre OP, OP' : trouver le lieu du point Q.
2 OP OP'
On a alors par hypothèse OQ = j^ — Tïp'' ™'''^ ^^ "•" ^P'= '-i^'cosO,
OP.OP'= d^ — r'; Téquation polaire du lieu est donc
(f — ;•' , rf' - r'
elle représente une droite (44) perpendiculaire à OC, passant à une
distance d— ~-t du point 0, et, par suite, à une distance — du centre C
du cercle. Donc (88) le lieu est la polaire du point 0.
Nous pouvons aussi résoudre cette question et d'autres semblables, lorsque l'équation du cercle est donnée sous la forme
/? ( j:' -h r ' ) -+- igjc -+- 'xfy h- r =: o. Transformée en coordonnées polaires, celte équation devient
6* -h a ( - cosO -h - sinô I p -h - = o, ' \a a J ^ n
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et en opérant comme ci-dessus, on trouve, pour Téquation polaire du lieu,
^cosô-»-y'sinô
En revenant aux coordonnées primitives, cette équation devient
c'est celle que nous avons obtenue précédemment (89) pour la polaire.
IV. Étant donné un point 0 et une droite PM, on prend sur le rayon vecteur OP de la droite une longueur OQ inverse de celle du rayon vecteur : trouver le lieu du point Q.
V. Dans un triangle , on donne un sommet, Tangle C à ce sommet et le rectangle h^ des côtés qui le comprennent ; le deuxième sommet glisse sur une droite ou un cercle : trouver le lieu du troisième sommet.
Prenons le sommet fixe pour pôle, et désignons par f>, &' les côtés de l'angle donné; par 0 et 9' les angles que ces côtés font avec Taxe fixe : 00 a
En écrivant Téquation polaire du lieu que décrit le deuxième sommet, on aura une relation entre p et 0; et en y remplaçant p et 0 par -r et 0' — C,
aura entre p' et 0' une relation qui sera Téquation du lieu décrit par le troisième sommet.
On résoudrait le problème de la même manière, si on donnait le rapport des côtés au lieu de leur rectangle.
YL Par l'intersection de deux cercles, on mène une droite ; lrou\er le lieu du point milieu du segment que les cercles délenr.inmt sur cette droite'.
Les équations des cercles seront de la forme
p= 'ircos(ô — a), p = 2/''cos(0— x'),
et celle du lieu sera alors
p= rcos(0— a) -+-r'cos(0 —a') ,
qui représente aussi un cercle.
VIL Par un point 0 pris sur un cercle, on mène trois cordes quelconques; sur chacune d'elles, comme diamètre, on décrit un cercle. Les trois cercles ainsi obtenus (qui passent évidemment en 0) se coupent en
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trois autres points qui sont en ligne droite { Cambridge Matliematical Journal^ vol. I, p. 169).
Prenons le point fixe pour pôle , et un diamètre pour axe : l'équation du cercle sera, d étant le diamètre,
p = r/cos6.
Le diamètre du cercle construit sur la corde faisant avec Taxe un angle % sera r/cosst, et l'équation du cercle correspondant
p — //cosa.cos(9 — a).
L'équation du deuxième cercle, dont le diamètre fait un angle [j avec
Taxe, sera
p = r/cosp.cos(9 — f).
Nous trouverons les coordonnées polaires de l'intersection de ces deux cercles, en cherchant quelle est la valeur de d, qui satisfait à la relation
C0SaC0S(ô — a) = C0SpCOS(ô — p),
et qui est évidemment 0 = a -+- p : la valeur correspondante de p sera
p = ^/cosx.cosfJ.
De même, les coordonnées polaires de l'intersection du premier et du troisième cercle dont le diamètre fait un angle 7 avec Taxe) seront
0 = a -H 7, p = <'/.cosa.coS7.
L'équation polaire de la droite joignant ces deux points s obtiendra en substituant successivement ces valeurs de p et de 0 dans Téquation générale pcos(X — 0) =/? (4i). On trouvera ainsi, pour déterminer/; et /•, les deux équations
p— r/cos«cosficos[X — (a -h p)] = r/cos3tcos7Cos[/- — («-»- 7)] ;
d'où
/ = a -h j6 H- 7, /7 = r/cosacosficos7.
La symétrie de ces valeurs montre que cette droite passe aussi par le point d'intersection du deuxième et du troisième cercle.
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PROPRIÉTÉS D'UN SYSTÈME DE DEUX OU D UN PLUS GRAND NOMBRE DE CERCLES
105. Trouver r équation de la corde d'intersection de deux cercles^
Soient
les équalions des deux cercles. L'équation S — /rS'= o représente un lieu passant par les points d'intersection des deux* cercles S et S' (40); elle est du deu-xième degré, ne renferme pas de terme en xy^ ses termes en x^ et^* ont même coefficient; elle représente donc en général un cercle.
Dans le cas particulier où /r= i, les termes du deuxième degré disparaissent , et l'équation prend la forme
elle représente alors une droite passant par les points d'intersection des deux cercles.
106. Ces points d'intersection s'obtiendront en déterminant (82) les points où la droite S — S' rencontre l'un ou l'autre des cercles donnés. Ils pourront coïncider, être réels 0(] imaginaires, suivant la nature des racines de l'équation servant à les déterminer; mais l'équation de la corde d'intersection S — S'=o représentera toujours une droite réelle, dont les propriétés subsistent lors même que les deux points qui la définissent deviennent imaginaires (82).
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Celte droite porte le nom d'axe radical des deux cercles (*). Nous allons étudier quelques-unes de ses propriétés les plus importantes.
107. Le carré de la tangente menée à un cercle S =: o par un point (x,j) s'obtient en substituant ses coordonnées x et r aux coordonnées courantes dans l'équation de ce cercle (90); l'équation de la droite S — S' = o, axe radical des deux cercles S = o et S'=o, exprime donc que ;
Les. tangentes menées à deux cercles par un point de leur axe radical sont égales.
Cette propriété de la droite S — S\ indépendante de la nature des points d'intersection des deux cercles, permet de la construire géométriquement lorsque ces points sont imaginaires; car on en conclut facilement que cette droite est perpendiculaire à la ligne des centres, qu'elle divise en deux .segments tels, que la différence de leurs carrés est égale à la différence des carrés des rayons des cercles.
Le lieu des points tels que les tangentes menées de ce point à deux cercles S = o, S' = o soient dans un rapport donné h a pour équation S — /r'S'^o (90); c'est celle d'un cercle (105) passant par les points d'intersection, réels ou imaginaires, de S et S', ayant, par suite, même axe radical que les deux premiers.
108. Les axes radicaux de trois cercles S, S' et S", considérés deux à deux^ concourent en un même point qu'on appelle a centra radical des trois cercles ».
Ces axes radicaux ont respectivement pour éiiuation
ils se coupent donc en un même point (&0).
(*) Cette dénomination, introduite par M. Gaultier de Tours (Journal de l'École Polytechnique f cahier XVI, i8i3), est préférable à celle de « corde d'intersection », qui peut paraître singulière lorsque, géométriquement, les cercles ne se coupent pas.
DES SYSTEMES DE CERCLFS
Ce théorème conduit au suivant :
Les cordes d* intersection d'un cercle fixe C, avec une série de cercles 0, d, O3, . . . passant par deux points donnés AB, passent par un point fixe.
Considérons en particulier les cercles 0, 0, et C; les cercles 0 et Oi ayant AB pour axe radical, ia corde d'Intersection de 0 avec C et celle de Oi avec C doivent, d'après le théorème précédent, se rencontrer en un point de AB; les cordes d'intersection du cercle C avec les cercles 0, 0„ 0„- . passent donc toutes par un point iixe situé sur AB.
EXERaCES.
II. Trouver le centre radical de
<r-i)*-f-{jr-a)'=7, (.r-3)'-f-r'-5, (x -+- 4)» ^- (^-f- 1)»^ 9.
RÉPONSE. ( j> :: ) •
\ 16 ib/
*109. Les systèmes formés par des cercles a^^ant un axe radical commun, c'est-à-dire passant par deux points fixes Jouissent de plusieurs propriétés remarquables qu'il est facile de trouver en choisissant convenablement les axes coordonnés. En prenant pour axe des j l'axe radical commun et pour axe des j: la ligne des centres, l'équation de l'un quelcontjue des cercles du système pourra s'écrire
x^ -^jr^— 2. lix dz i» = o,
o' étant constant pour tous les cercles du système, k variant avec chacun d'eux et servant à le définir. En effet, le cercle représenté par cette équation a son centre sur l'axe des x, à une distance variable /r de l'origine, et coupe l'axe des j^ en deux points fixes donnés par la relation /'ibd' = o, qui est
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indépendante de A*. Ces points seront réels lorsque 6* aura le signe —, et imaginaires dans le cas contraire.
*110. Les polaires d'un point donné (^', j'), prises par rapport à un système de cercles ayant un axe radical commun^ passent par un point fixe. ^
L'équation de la polaire de (x'^y') par rapport au cercle
^'-4_ j2_- 2/fJC -f- ô-:= G
est (89)
xx' 4- yy' — k [x -\- x' ) -^ à^ z= o ;
elle renferme l'indéterminée If au premier degré : la polaire passe donc toujours par un point {\\q que détermine Tiniersection des droites xx' 4- yy' h- ô'= o et a: -4- :r:' = o.
*111. On peut toujours trouver deux points tels, que leurs polaires, par rapport à un système de cercles ayant un axe radical commun, soient fixes,
La polaire du point [x',y') sera fixe, c'esi-à-dirc indépendante de l\, si les équations xx' -h yy 4- ô* = o et a; -f- ^' = o^ représentent la même droite, et, par suite, la polaire. Mais alors les coordonnées x' et y' de ce point satisfont aux relations
^irzo, x"^z=zh' ou a;'==iiô.
Les deux points cherchés se trouvent donc sur Taxe des x^ à droite et à gauche, et à une même distance de l'origine; ils sont réels lorsque les deux points communs à tous les cercles sont imaginaires, et imaginaires dans le cas contraire.
Ces points jouissent de plusieurs propriétés importantes dans la théorie de ces systèmes de cercles*, ainsi la polaire de l'un d'eux, prise par rapport à un quelconque de ces cercles, passe par l'autre point et se trouve perpendiculaire à la ligne des centres.
L'équation générale des cercles élant de la forme
7»4-(j: — /r)»=/i' — ô' ne peut représenter un cercle réel que dans le cas où h^ esi
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plus petit que d*; lorsque A*' devient égal à d% le rayon du cercle est infiniment petit (80), et son centre a pour coordonnées y =o» X = did.
Les points que nous venons de trouver peuvent donc être eux-mêmes considérés comme des cercles faisant partie du système; pour cette raison, M. Poncelet (*) leur a donné le nom de points limites du système de cercles.
*112. Les tangentes, menées à tous ces cercles par un point de Taxe radical commun^ étant égales ( 107 ), le lieu de leurs points de contact est un cercle; et ce cercle coupe orthogonalementtous ceux du système, puisque ses rayons leur sont tangents. Son équation peut se trouver de la manière suivante :
Le carré de la tangente menée par un point (or = o,^= h) au cercle or* -f- j*— 2kx -h d^=z o, s'oblenant (90) par la substitution des coordonnées du point aux coordonnées courantes du cercle, sera A' 4- ô'. Le cercle cherché ayant pour centre ( jc = o, j = A J et pour carré du rayon A* -*- 3% aura pour équation
ou
'^' H- ^' — 2 hy = 5^
Quelle que soit, sur Taxe radical, la position du centre, autrement dit quelle que soit la valeur de A, ce cercle coupe toujours la ligne des centres aux points fixes^ z=zo, x = ±d que nous avons trouvés précédemment. Donc, tous les cercles coupant ortliogonalement les cercles d'un système à axe radical commun passent par les points limites du système.
EXERCICES
I. Trouver la condition pour que les deux cercles
x^-^y^-^ ig'x-h %f'y-\- c' — o se coupent à angle droit.
/*) Traité des Propriétés projeecives, p. ^i»
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En exprimant que le carré de la distance de leurs centres est é^al à la somme des carrés de leurs rayons, on trouve
ou, en réduisant,
II. Construire le cercle coupant orthogonalcment trois cercles donnés. La condition trouvée dans l'Exercice précédent fournit trois équations
du premier degré qui permettent de déterminer les trois inconnues ^, / et c; on achèvera la solution en employant Téquation du n° 91.
On peut aussi trouver une solution en observant que le centre du cercle cherché est le centre radical des trois cercles, et que son rayon est égal à la tangente menée de ce centre à Tun quelconque des cercles donnés.
III. Trouver le cercle coupant orthogonalcment les trois cercles de l'Ex. U, n*» 108.
RÉPONSE. (^a:^±y^(^y^^y = l2^
IV. Lorsqu'un cercle S coupe orthogonalcment les trois cercles S', S" et S", il rencontre à angle droit le cercle /.S'-»- /S*h- mS'"=o.
En effet, la condition
^g(M'-^ isT^ /w^)-^ î^/( V-^- (/■'+ //'/'")
= (X- -h / -H //i ) c -h kc' -4- le" -H me"*
est satisfaite, puisque, d*après l'hypothèse, les coefficients do X-, / et m sont tous séparément nuls.
On verrait de même qu'un cercle coupant orthogonalcment S et S" rencontre à angle droit le cercle /S' -h /S*.
V. Tous les cercles qui coupent orthogonalcment deux cercles S' et S" ont même axe radical.
Ce théorème, déjà indiqué au n" ii2, peut encore se démontrer de la manière suivante. Les deux équations du premier degré
^gs'-^ '^ff'=c-h c\ igg'-^ ^ff''= c-^c' donnant les valeurs de g et de /, l'équation
ne renferme plus que rindélerminée c qui est du premier degré, et par suite (105) représente une série de cercles ayant même axe radical.
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VI. La polaire de Pextrémilé A du diamètre AB d'un cercle, prise par rapport à un cercle coupant orlhogonaleroent le premier, passe par Ir (>oint B.
VII. Trouver le cercle coupant orthogonalemcnt trois cercles donnés. Cette question peut se résoudre, comme plus haut, par le centre radical, ou bien (Ex. VI) en cherchant le lieu du point dont les polaires, par rapport aux trois cercles, passent par un même point.
VIU. Le carré de la tangente menée d'un point quelconque d'un cercle à un autre, est dans un rapport constant avec la dislance de ce point à l'aie radical des deux cercles.
IX. Trouver l'angle a suivant lequel deux cercles se coupent. Soient R et r les rayons des cercles, D la distance de leurs centres, on
aura
0'= R'-hr'— îiRrcosa,
puisque l'angle suivant lequel les cercles se coupent est égal à celui dos rayons aboutissant au point d'intersection.
X. Si un cercle mobile coupe deux cercles fixes sous des angles constants, il coupera tous les cercles ayant même axe radical sous des angles constants.
Soient S = o, S' = o les équations des deux cercles fixes, r et /•' leurs rayons, a et ^ les angles sous lesquels ils coupent le cercle mobile , R le rayon du cercle mobile; les coordonnées du centre de ce cercle satisferont aux relations
R»— aRrcosa = S, R'— aRr'cosB =^ S',
puisque le carré de la tangente menée à un cercle fixe S est égal à D^ — /*',
D étant la distance des centres des deux cercles (90).
On en déduit
„- r. Xvcosa -h /r'cosS /S -h /S' R'— aR . -. ^- ~ - - — ;- ,
ce qui est ia condition pour que le cercle mobile coupe le cercle /S -+- /S' sous l'angle constant 7 : 7 étant défini par l'expression
(X -h /)r'coS7 = /rcosa-h /r'cosS,
dans laquelle r* est le rayon du cercle /S -f- /S'.
XI. Le cercle qui coupe deux cercles fixes sous un angle constant est tangent à deux cercles fixes.
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On peut en effet déterminer le rapport j de l'Exercice précédent, do
telle sorte que 7 = 0, -autrement dit que COS7 = 1; d'ailleurs il est facile de voir que si D est la distance des centres des cercles S et S', on a
En portant dans l'équation précédente la valeur de r' qu'on en déduh,
on trouve, pour déterminer le rapport 7 1 une équation du deuxième degré.
Mener une tangente commune à deux cercles
Soient
(^ — a)''-4- (j— (3)'=r rS
les équations des deux cercles S et S'. L'équation d'une langenie au cercle S sera (85)
ou bien
(a: — a)cos0 4-(,r— P)sin0 = r,
en posant, comme au n"* 102,
i=cos0, i-=sm9;
on a de même, pour la tangente à S',
[x — a') COS0' H- (r — P' ) sin0' = r' .
L'équation dç la tangente commune s'obtiendra en écrivant que les deux équations précédentes représentent une même droite. Ramenant à l'unité, dans chacune d'elles, le coefficient de X et comparant les coefficients de^*, on trouve
tang0 = tango'; d'où
0=:0' ou ÔzrrlSo^-l-ô'.
En exprimant que l'une ou l'autre de ces conditions est remplie dans l'équation fournie par la comparaison des termes
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'Consianis, on a, pour la relation cherchée,
(a — a' j cos9 + (j3 — (3')sin0 -f- r — r' = o lorsque 0 = Q\ et
(a~a')cos0-f-(;3 — P')slii0-+-r-i- r' = o
-dans le cas oii 0 = i8o" -h 5' .
Chacune de ces expressions conduit à une équation du 4]euxième degré pour déterminer 6. Les deux racines de la
Fig. 4q.
•première correspondent aux tangentes communes extérieures •(ou directes ) A a, A' a' (y7^. 4^); les deux racines de la seconde, aux tangentes communes intérieures (ou transverses) B 6, B'b\ Pour obtenir les coordonnées du point de contact de la tangente CQmmune avec le cercle S, il suffit de remplacer, dans les équations précédentes, cosO et sind par leurs valeurs
cosQ = » sin0 = '-^^ -i
on trouve ainsi, suivant le cas,
(a-a')(j;'-a)-4-((3-13')(r'-p)-4-r(r~-r')rzro, (a — a') (0/ — a) -+- (P — P')(^'— j3) -h r(r -4- r') = o.
La première de ces équations , combinée avec celle du 'Cercle S, fournit une équation du deuxième degré ayant pour racines les coordonnées des points de contact A, A' des tangentes communes extérieures (88); et Téquation
(«'— a)(:r-a)-h(P~|3')(j-(3)-f-r(r-r') = o représente la corde de contact AA' de ces tangentes.
iSs CHAPITRE VIII.
De même
(a'_a)(x-a)-^(;3-?')(j-(3)-hr(r4-r')=:o
représente la corde de conlacl BB' des tangentes communes intérieures.
Si le centre du cercle S est pris pour origine, on a a=ro, |3r=o, et réquation de la corde de contact devient
CL X -^ (3'j^ '•(''=F ''')•
EXERCICE
Trouver les tangentes communes aux cercles
x}-^ y- — 4 x — aj -h 4 -- o, x' -4- j- -h 4^ H- aj — 4 ~ o.
I>es cordes de contact des tangentes communes par rapport au premier cercle sont
IX -\- y -- G, 'ix
La première rencontre le cercle aux points (ji, ->.], f -— , ^ J ; les tangentes menées par ces points ont pour équation
y = '/, 4 j: — 3j= lo.
I^ seconde rencontre le cercle aux points (i, i), (^j ^j; les tangentes correspondantes sont données par
114. Les points O et 0', où se rencontrent respectivement les tangentes communes extérieures et intérieures, sont les centres de similitude des deux cercles. On verra plus loin la raison de cette dénomination.
Leurs coordonnées se trouvent facilement; car 0 est, par rapport au cercle S, le pôle de la corde de contact A A', dont réquation est
i p- {X— a)-^ ^-^ ^ ix — P = r».
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En comparant cette équation avec celle de la polaire du point (:r\y)
on irouve, pour les coordonnées x\ y' du point 0,
ou bien
On trouverait de même, pour les coordonnées de ()',
a'r-f-ar' ,__?'''+?
Ces valeurs montrent (n" 7) que les centres de similitude sont les points où la droite joignant les centres des cercles est divisée, extérieurement ou intérieurement, dans le rapport des rayons.
EXERCICE
Trouver les tangentes communes aux cercles
x'-»-r' — 6.r — 8r= o, j:*-f-r' — ijo — 6r— 3.
Lëquation des tangenles menées au cercle
par le point (a-', ^ ') est (92)
Les coordonnées du centre extérieur de similitude étant —a, — i, le^^ langentes passant par ce centre auront pour équation
25(x*H-7' — 6j: — 8r) = (5j:-i- 5/— lo)», c'esl-à-dire
x;- -+- x -h 2j -h 2 = o, ou (j: H- 2)(j-f- i) = o.
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I^s cercles donnés se coupant en des points réels, les tangentes intérieures sont imaginaires; leur équation
se trouve de la même manière en observant que le centre intérieur de
ii.1 3i similitude a pour coordonnées — et — •
115. Les droites menées par l'intersection des tangentes communes à deux cercles sont coupées en parties proportionnelles par ces cercles.
Si l'on prend sur le rayon vecteur OP, issu du point 0 et aboutissant au point P, un point 0» tel que 0P=: m.OQ, les coordonnées du point P s'obtiendront en multipliant par m celles du point Q; si P décrit une courbe, Q en décrira une autre dont l'équation se trouvera, en remplaçant x et j par mx et mj dans Téquation de la courbe décrite par P-
Prenons pour axes les tangentes communes, et représentons [fig> 4^) Oa par a, OA par a' : les équations des deux cercles seront (84-, Ex. II)
•^*-+-jr' -t- ^aT'COSû) — 2 or — lay -f- a' = 0, :r'-+-j^' — ^xycostù — ic^x — 2a'^-f-a'* = o.
La seconde se déduit de la première en y remplaçant x et j par —7-» -7-; elle représente donc le lieu obtenu en prolongeant chaque rayon vecteur dans le rapport de a à a'.
Corollaire. — Puisque le rectangle Op.Op'(yîg^. 43) est constant, OR étant avec Op dans un rapport constant, le rectangle OR.Op'= OR'.Op est aussi constant, quelle que soit la droite menée par le point 0.
116. 5/, par un centre de similitude 0, on mène deux droites coupant le premier cercle (Jig'^^) aux points R, R', S, S', et le second aux points p, p', o-, o"', les cordes RS et pa^ R'S' et p'o-' sont parallèles, et les cordes RS et pV, R'S' et p<T se coupent sur l'axe radical PQ des deux cercles.
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En prenant OR et OS pour axes, on aura ( H5)
OR = m.Op, 0Sr=m.0(7.
Fig. 43.
Le cercle p(Tç><j' ayant pour équation
a ( x' -I- ixy cosw ■+-'>*') -+- '^gx -+- '^•fy -\- c r^o ^ celle du cercle RSR'S' sera
a{x^-\-ixyç,Q%us -h^*) -h im[gx -\- fy) et celle de Taxe radical (105)
Les équations de po- et pV seront
en posant
Op = a, 0(7 = A; Op'=a', 0(j' = ft'.
On aura alors pour celles de RS, R'S'
X r ma mb
ma
mh'
D'après la forme de ces équations, RS est parallèle à pa, et R'S' à pV.
Quant aux cordes RS et p'a', elles se coupent sur la droite
r'esi-à-dire sur Taxe radical des deux cercles, puisque celle équation peut se mettre sous la forme (100]
^- ig^ -4-/j) -^ ( m -h I ) c = o.
Il en esl de même pour les cordes R'S' et pc.
Comme cas particulier de ce théorème, on voit que les tangentes en R et p, R' et p' sont parallèles, ei que les tangenies en R et p', R' et p se coupent sur Taxe radical.
il7. Les centres de similitude de trois cercles S, S' et S", pris deux à deux, sont situés trois par trois sur une même droite,
Soie'nl r, r', r" les i ayons de ces trois cercles; (a, (3), (a', [3'), (a", (3") leurs centres. Les coordonnées de deux des centres de similitude seroni (\\k)
rot! ^ ar' r(3' — (3r'
et la droite qui les joint aura pour équation (29, Ex. VI)
/•(P'a"— j3"a')-hr'((3"a— (3a") + r"((3a' - (3'a) r^ o.
La symétrie de cette équation montre que cette ligne passe aussi par le troisième cenlre de simililtide
Celte droite s'appelle axe de similitude des trois cercles.
Puisque chaque couple de cercles a deux cenlres de similitude, il y a en tout six cenlres de similitude S, S', S", . . . pour les trois cercles; ces cenlres sont distribués sur quatre axes de similitude, ainsi que le représente la^ig. 44*
Les équalions des trois aulres axes s*obtiendront en changeanl successivemenl les signes de r, r', r^ dans Téquation donnée plus haut.
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Corollaire. — Si un cercle 2, est tangent aux deux cercles S et S% la droite qui joint les points de contact passe par un centre de similitude de S é?^ S'. Car lorsque deux cercles se loucheni, un de leurs centres de similitude coïncide avec le point de contact.
Fig. 4'|.
Quand ^ est tangent intérieurement ou extérieurement aux deux cercles S et S' à la fois, la droite joignant les points de contact passe par le centre de similitude de S et S' qui leur est extérieur; lorsque 2 est tangent intérieurement à l'un des cercles et extérieurement à l'autre, cette droite passe par le centre de similitude intérieur, ou situé entre les deux cercles.
*118. Trouver le tieu du centre du cercle 2 coupant trois cercles donnés S, S', S" sous des angles égaux,
SoitS:== o, ou
l'équation d'un cercle, le carré de la distance d'un point (:r, y) à son centre a pour valeur
Les coordonnées du centre du cercle 2 de rayon R, coupant S sous un angle a> satisfont à la' condition (112, £x. V]
Sr=:R*— aRrcosa;
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elles satisfont de même aux relations
S' = R* — aRr'cosa, S''i= R* — aRr'cosa,
p 1 i • - . prî S et S' sous Tangle a.
En éliminant R et cosa entre ces trois équations, on aura réquation du lieu cherché. On obtient successivement
S — S' == 2R(r' — r) cosa, S — »'= 2R (r*'— r) cosa,
Le lieu est donc une droite qui passe par le centre radical (108); en remplaçant S, S' et S'^ par leurs valeurs développées, on trouve, pour les coefficients de x et de j,
En comparant ces expressions avec celles correspondantes de Tcquation d'un axe de similitude (117), on voit (32) que le lieu est la perpendiculaire abaissée du centre radical sur un des axes de similitude.
Il est indifférent de prendre, pour angle des deux cercles, l'un ou Tautre'des deux angles supplémentaires que forment les rayons aboutissant au point d'intersection. Les formules (112) employées supposent que cet angle est celui sous lequel la distance des centres est vue du point d'intersection ; dans cette hypothèse, le lieu dont on vient de trouver l'équation est une [Jerpendiculaire à l'axe extérieur de similitude. Si l'on n'admet pas cette restriction, on peut prendre
Si=: R*:r:2R/'C0Sa,
ce qui revient à changer le signe de l'une ou l'autre des quantités r, r', r" dans les expressions précédentes. Par suite ( 117), le lieu cherché peut être perpendiculaire à l'un quelconque des axes de similitude (*).
(*) Les cercles coupant sous des angles égaux trois cercles donnés S, S', S",
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Lorsque deux cercles sont tangents intérieurement, Tangle sous lequel ils se coupent est nul, puisque les rayons du point de contact coïncident; mais s'ils se touchent extérieurement, cet angle, en vertu des conventions faites précédemment, est égal à i8o degrés, puisqu'un des rayons est situé dans le prolongement de l'autre. La perpendiculaire abaissée sur Taxe extérieur de similitude contient donc le centre du cercle tangent intérieurement ou extérieurement à la fois aux trois cercles donnés. Le centre du cercle tangent extérieurement à S et intérieurement à S' et S" (ou vice versa) sera sur la perpendiculaire à un des autres axes de similitude, puisque Téquation du Heu décrit par le centre s'obtiendra en changeant le signe de r dans la précédente. On peut donc en tout mener à trois cercles donnés huit cercles tangents; les centres de ces huit cercles se trouvent, deux par deux, sur les perpendiculaires abaissées du centre radical sur les quatre axes de similitude.
•|19. Décrire un cercle 2 tangent à trois cercles donnés S, S', S".
Ce qui précède indique un lieu sur lequel doit se trouver le centre du cercle cherché : on peut en déterminer un autre en éliminant son rayon K entre les deux équations
mais on trouverait ainsi une courbe autre que le cercle. On obtient une solution plus élémentaire en cherchant, au
de rayons r, r\ r', ont pour axe radical commun un des axes de similitude. Soient, en effet, trois cercles S, S', 1", ée rayons R, R', R'', coupant les ccrclos donnés respectivement sous les angles a, /S, 7. Les coordonnées du centre do S satisfont aux conditions
2 =r*— arRcosa, 2'= r*— arR'cos/3, 2"= r» — arR" cosy,
d'où
(Rcosa — R'co8-/)(2— 2') = (Rcosoe— R'cosy8)(2 —1").
Cette équation, analogue à celle d'une droite, est satisfaite par les coordonnées du centre de S, S' et S'', trois points que nous n'avons pas supposés en ligne droite; elle est donc de la forme 2 = A2'+/S'', et prouve que les trois cercles ont même axe radical.
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lieu des coordonnées du centre du cercle tangent 2, celles do son point de contact avec un des cercles donnés. Ce point se trouvant sur un cercle, on a déjà une relation entre ses coordonnées; il suffira donc d'en trouver une autre pour qu'elles soient complètement déterminées (*).
Plaçons, pour simplifier, l'origine des coordonnées au centre du cercle S, dont on veut déterminer le point de contact avec 2, l'équation de ce cercle se réduit à
cl celles des autres cercles S et S' sont toujours
{x ^ oTY -^{y—^^'Y ^ r"^.
Si A et B sont les coordonnées du centre de 2, elles satisferont aux relations
de plus, les coordonnées du point de contact de S avec 2 étant X et j, on aura
■rfR-^r) _. r(R-4-r) r r
Pour trouver le résultat de la substitution de mx, mr à X Qiy dans l'équation d'une droite, on peut multiplier toute l'équation par m et en retrancher ( m — i ) fois le terme constant. Ce terme étant égal à
dans S — S' (105), le résultat de la substitution de A et B à X Qi y dans S — S' = aR (r — r' ) sera
^.±1(8- S') -h- (a'»-hP"-+-r»-r'»)r=r2R(r— r').
(*) Cette solution a été donnée par M. Ger(;onne {Annales de Mathématiques, l. Vn, p. 289).
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OU
Od aura de même
En éliminant R entre ces deux équations, on voit que le point de contact cherché se trouve à l'intersection du cercle S avec la droite
120. Pour compléter la solution géométrique du problème, il reste à montrer comment on peut construire cette droite. Comme elle passe par le centre radical des cercles donnés, il suffit d'en trouver un deuxième point. En -remplaçant S — S', S — S"' par leurs valeurs développées (105), son équalion devient
aa' JT -h 2 13> -4-r'^-- r* — a'' — ^''
ou en ajoutant l'unité à chacun des termes,
cc'x -f- (5'r4-(r'— r)r _ a"^ H- S" r H- ( r" — r) r
ce qui exprime qu'elle passe par l'intersection des droites ax -f- ;3'j -f- (r' — r)r — o, a"x -f- p"7+ (''''— 0 ''= «>•
La première de ces droites est (113), dans le cercle S, la corde de contact des tangentes communes aux cercles S et S': autremenl dit (IIV), c'est la polaire par rapport à S du centre de similitude de S et S' ; de même, la seconde droite est la polaire par rapport à S du centre de similitude de S et S''. L'intersec-
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lion de ces droites est donc le pôle de Taxe de similitude des ' cercles, par rapport au cercle S.
De là on déduit la construction suivante.
Construire (fig. 45) un des quatre axes de similitude SS' des trois cercles C, C, C; déterminer le pôle de cet axe successi-
Fig. /,5.
si
CM
vement par rappori aux trois cercles, et joindre les points ainsi trouvés P, P' et P'^au centre radical R. Si les droites RP, RP', RP", rencontrent les cercles aux poinls,a 6; a', V ; a", b", le cercle passant par les points a, a', a'* sera un des cercles tangents cherchés, et le cercle mené par les points fr, 6', //' en sera un autre.
En appliquant la même construction aux trois axes de similitude, on déterminera les six autres cercles tangents.
121. On peut arriver, sans calcul algébrique, au même résultat, de la manière suivante :
I® Les lignes ah, a' b, a' h" se rencontrent en un point qui est le centre de similitude des cercles aa'a", bVh" (117, Corollaire ) ;
a« Les droites a'«", b'b" se coupent en S centre de similitude de C et C^ (1J7);
3* Par suite (116) les lignes transversales a' 6', a" 6" se coupent sur Taxe radical de C etC". De même, a"b" et ab se
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coupent sur Taxe radical de C^ et C : le point R, centre de similitude des cercles ada"^ hW* est donc en môme temps le centre radical des trois cercles C, C et C";
4* Puisque a' 6', a" 6" passent par le centre de similitude de ada^j bb^b^y les droites a' a", b'b" se rencontrent en S sur Taxe radical de ces deux cercles (116). Les points S' et S* se trouvent ainsi sur ce même axe radical. Donc, Vaxe de similitude SS'S*' des cercles C, C, C" est en même temps Vaxe radical des cercles a a' a y bb' b*';
5*» Comme a^b" passe par le centre de similitude de aaV, bl/b"y les tangentes menées à ces cercles (116) aux points où a^b^ les rencontre se coupent sur Taxe radical SS'S'' en un point qui est évidemment le pôle de a"b" par rapport au cercle C*; le pôle de a'^b" se trouvant sur SS'S", le pôle de SS'S" par rapport à C sera (98) sur «"6". On pourra donc construire a"b" en joignant le centre radical R au pôle P de S' S" par rapport au cercle C;
&* Le centre de similitude de deux cercles étant sur leur ligne des centres, et Taxe radical perpendiculaire à cette ligne, la droite joignant les centres des cercles aa^a'\ bb'b" passe par le point R (118) perpendiculairement à SS'S'^.
121 (a). Lorsque- quatre cercles sont tangents à un cinquième, les longueurs de leurs tangentes communes satisfont à la relation
(i2)(34)it:(i4)(23)±(i3)(-24)=.o,
dans laquelle (12) représente la longueur de la tangente commune au premier et au deuxième cercle, etc.
Soient R le rayon du cinquième cercle, 0 son centre Jig. ^6); r et r' les rayons des cercles i et 2, A et B leurs centres; a ei b leurs points de contact avec le cinquième. Le triangle a 06, étant isoscèle, donne
a6:=2Rsin-a06.
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Les côtés du triangle AOB étant R — r, R — /•' et D zz: AB,
on a
siï)^-nOb~
d'ailleurs
par suite
Dans le quadrilatère inscrit formé par les quatre points do contact «, 6, c et rf des quatre premiers cercles avec le cinquième, les côtés et les diagonales satisfont à la condition
ab.cd -h ad.bc = ac.bd;
remplaçant, dans celte équation, chacune des cordes ab,. . . par sa valeur, trouvée précédemment, en fonction de la longueur (12), . . . de la tangente commune correspondante, et sup-
primant le facteur commun — r== y
s^\y^ — r)(i{— r')(K-' r"){ii- r"' ) on obtient la relation qu'il fallait démontrer.
121 (6). On peut déduire de ce théorème une solution du problème posé au n® 119. Lorsque le quatrième cercle se réduit à un point, ce point appartient au cercle tangent aux trois
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premiers; les expressions (40» (4^) 6l (43) représentenl la longueur des tangentes menées par ce pointa ces trois cercles. D'ailleurs, en désignant par S, S' et S'' les valeurs particulières que prennent les équations des trois premiers cercles lorsqu'on y remplace les coordonnées courantes par celles de ce point, on aura, d'après le n^ 90,
Les coordonnées d'un point quelconque du cercle cherché satisferont donc à la relation
(23)v^±(3i)v^S^zfc(i2)v^=o,
qui se transforme en une équation du quatrième degré lorsqu'on fait disparaître les radicaux. Dans le cas où (23), (3i) et (12) sont les tangentes communes directes, elle se décompose en deux équations du second degré représentant respectivement les cercles tangents intérieurement et extérieurement {Jig> 45 ) au^ iï*ois cercles donnés.
Cette solution et le théorème d'où on la déduit sont dus à M- Casey.
121 (c). Ce théorème peut aussi se démontrer sans recourir aux propriétés du quadrilatère inscrit. En prenant, comme au n" 104 (Ex. VI), sur chaque rayon vecteur OP {Jig. 4" )• mené par un point 0 à une courbe, une longueur OQ inversement proportionnelle à OP, on obtient une nouvelle courbe qu'on appelle inverse de la courbe donnée. L'inverse, par rapport à l'origine 0 du cercle
jj.»_l_ j^a_^ igx -h a/y -f- c = o a pour équation
C ( J?' -f- ^' ) -h 2 gX -f- 2/1^' +1=0.
C'est un cercle, excepté dans le cas où c= o (c'est-à-dire quand le point 0 est sur le cercle), cas dans lequel c'esl une ligne droite. Réciproquement, l'inverse d'une droite est un cercle passant par le point 0.
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A un couple de cercles correspond, par rapport à un poini, un couple inverse, qui forme avec le premier un système jouissant de la propriété suivante, indiquée par M. Casey : le rapport du carré de la tangente commune au produit des rayons est le même dans l'un et l'autre couple (*). En effet, le rayon r d*un cercle étant donné par (80)
celui de son inverse s'obtiendra en remplaçant, dans cette équation, g", /et c par -^~'>-tç\ sera ainsi égal à -• La quan-
tilé D'— r^ — r'^, qui est représentée par c -f- c'—- '^gg'—^ff (112, £x. I), deviendra, par une substitution analogue, égale
à —, • Le rapport deD'— r* — r", au produit rr' des
rayons, et, par suite, le rapport de D*— (rit r')' à rr' est donc le même pour chacun des couples.
Considérons maintenant quatre cercles tangents à une mémo droite en quatre points. Les distances mutuelles de ces quatre points situés en ligne droite, qui sont alors les longueurs des tangentes communes, sont liées par la relation
comme il est facile de le voir en partant de Tidentité
(6-n)(rf— c)-f-(rf— û)(c- 6)=r(c~«)(rf— A),
dans laquelle «, 6, c, d représentent les distances de ces quatre points à un point quelconque de la droite pris pour origine. L'inverse du système, par rapport à un point quelconque, se composera de quatre cercles tangents à un cinquième; et la relation précédente subsistera encore, puisque le rapport de chacun de ses termes à la racine carrée du produit des
(") Ce qui revient à dire (112, Ex. VIII), que Tanglc sous lequel se coupent les deux cordes d'un couple est le même pour les deux couples : proposition facile à établir {jéomctriquement.
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rayons des quatre premiers cercles, ne change point quand on passe du premier système à son inverse.
La relation entre les tangentes communes étant ainsi établie directement, on peut en déduire, comme cas particulier, les propriétés relatives aux côtés et aux diagonales du quadrilatère inscrit. Il suffit, pour cela, de supposer que les quatre premiers cercles se réduisent à quatre points.
Cette démonstration fait voir en outre que, dans le cas où deux cercles sont tangents à la fois Intérieurement ou extérieurement au cinquième cercle , il faut faire entrer dans la relation donnée ci-dessus leur tangente commune directe, et leur tangente inverse lorsqu'ils^ sont situés Tun à l'intérieur, l'autre è l'extérieur. Ainsi l'équation des quatre couples de cercles tangents à trois cercles donnés
représentera :
i"* Les cercles tangents laissant du même côté, intérieur ou extérieur, les trois cercles donnés lorsque {12 ), (28) et (3i) seront les tangentes communes directes; 2* les cercles touchant intérieurement le premier cercle et extérieurement les deux autr^ (ou inversement), lorsque (23) sera une tangente directe, (3i) et (12) des tangentes inverses; 3® enfin les deux autres couples de cercles, en considérant successivement Tune des tangentes (3i) et(i2) comme directe, et la troisième tangente comme inverse.
A L'ÉQUATION DU CERCLE
122. Pour savoir si une équaiion du deuxième degré, exprimée au moyen de la méthode des notations abrégées exposée au Chapitre IV, représente un cercle, il suffit de la ramener à une équation en x et j, en y remplaçant chacune des abréviations a par son expression équivalente
X cos a 4- / sin x — p^
et de voir, dans cette équaiion transformée, si le terme en xy disparaît, et si les coefficients de x^ et de x^ sont égaux. Les exemples suivants serviront d*éclaircissemenis.
Trouver la condition pour qu'un cercle soit le lieu d'un point tel, que le produit de ses distances à deux côtés opposés d'un quadrilatère soit dans un rapport constant k avec le produit de ses distances aux autres côtés.
Soient a, p, y, ô les quatre côtés «du quadrilatère; l'équation du lieu est
(xy = h i38
et représente une courbe du second degré qui passe par les sommets du quadrilatère, puisque son équation est satisfaite par une quelconque des quatre conditions
Si Ton rcmplae, dans celte équation, les abréviaiions a, (3, y, è par leurs expressions équivalentes en x et j, on obtient Té-
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qualion transformée
(xcosa -+-j^'sina — p){xcosy 4-j''siny — p")
= /» (jrcos(3 + 7Sin(3 — />')(j;cos<î -♦-jsini — /;'").
En écrivant qne les coefficients de x* et de 7 ' sont égaux, et que celui de xy est nul, on Irouve, pour exprimer que celle courbe est un cercle, les conditions
cos(a-i- y)=/f cos((3 -hô), sin(a -f-y) = A* sin (^ + ô).
Si l'on ajoute ces équations, après les avoir élevées au carré, il vient
Celle condition étant remplie, on a
a -h y = (3 + 0, ou a 4-y =^i8o<»4- (3-l-â; d'où
a — /3z=ô— y, ou a — p==: i8o*»-f- â — y;
et comme Tangle a— j3 est (61) le supplément de l'angle formé par les droites oc et (3 entre lesquelles se trouve Torigine, cette condition est satisfaite lors(|ue le quadrilatère est inscriptible. Quand Torigine est à Tinlérieur du quadrilatère, on doit prendre /r = — i : l'angle compris enire « et j3 est ^lors supplémentaire de l'angle formé par y et 0; on prendra, au contraire, /r = 1 si l'origine est en dehors du quadrilatère, et les angles opposés seront alors égaux.
123. Trouver la condition pour qu'un cercle soit le lieu d'un point tel y que le carré de sa distance à la base d'un tri^ angle soit dans un rapport constant avec le produit de ses distances aux autres côtés.
Soient a, ^, y les côtés du triangle, l'équaiion du lieu sera Si, pour déterminer les points où la droite ol rencontre le lieu,
on fait a = o dans son équation, on trouve y*==o. Le premier membre étanl un carré parfait, la droite a rencontre le lieu en deux points qui coïncident; autrement dit (83), elle est tangente au lieu au point {ce, y). De même, (3 est la tangente au point (p, y). La droite y est donc la corde de coniact des deux tangentes a et p.
En remplaçant les abréviations par leurs valeurs développées, comme au numéro précédent, et écrivant que les conditions indiquées au n"* 80 sont remplies, on trouve
cos(a -f- (3) = /rcosay, sin(a -f- (3)=r A-sinay,
et, par suite.
Pour qne le lieu soit un cercle il faut donc que le triangle soit isoscèle : résultat qui peut s'énoncer ainsi :
Le produit des distances du point d'un cercle à deux tangentes est égal au carré de la distance de ce point à leur corde de contact.
EXERCICE
Trouver la condition pour qu'un cercle soit le lieu d'un point tel, que hi somme c' des carréâ de ses distances aux trois côtés d*un triangle a^y soit constante..
L'équation du lieu étant en général a' -h 6' -h 7* = c', représentera un cercle lorsqu'on aura
cosaa -f- cosap -ncosav = p, sinaa -f- sinaf -h sin^y = o;
cosaa = — 2COs(p-f-7)cos(P — 7), sinaa = — 2sin(^ -4-7) cos(f — 7).
En élevant au carré et ajoutant, il vient
1= 4cos'(P — 7), p — 7 = Go^
On verrait de même que chacun des autres angles doit être égal à 60 de< grés. 11 faut donc que le triangle soit équilatéral.
124.. Trouver l'équation du cercle circonscrit au triangle formé par les droites a = o, (3 = o, y = o.
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Une équation de la forme
/(3y 4- mya -f- na(3 = o
représente une courbe du second degré circonscrite à ce triangle, puisqu'elle est satisfaite par chacune des suppositions
az=:o, (3=o; (3=zo, y = o; y=ro, a=:o.
En suivant la marche indiquée au n» 122, on trouve, pour exprimer que cette courbe devient un cercle, les conditions
/cos((3-f- y)4- mcos(y -l-a)-h/icos(a -h (3) = o, /sîn (P -f-y) H- 'w sin{y-f-a)+ nsin(a H- (3) = o.
Mais lorsqu'on a les deux équations
/a'-f-m(3'4-ny'— o, /a''-f-m|3"-+-/iy"==o,
les quantités /, m et n sont proportionnelles à |3'y"— (3" y', Yar— Y^y a'P"— «"(3' (65); dans le cas actuel, l, m ein seront donc proportionnels à sin (j3 — y), sin (y — a), sin (a — (3) ou à sin A, sinB, sinC, A, B et C désignant les angles du triangle formé par les droites a, (3, y, comme au n° 61. L'équation du cercle circonscrit sera donc
Py sinA H- ya sin B -i- «(3sinC — o.
125. L'interprétation géométrique de cette équation n'est pas sans importance. Les perpendiculairesOQ,OPCAg-.47)abaissées
Fig. frr
d'un poinl O sur les deux côtés a el ? du triangle ABC ont précisément pour longueur a et (3 (51j; d'ailleurs l'angle QOP
qu'elles comprennent est le supplément de Tangle C du triangle : le produit a(3sinC mesure donc le double de Taire du triangle OPQ. De même yasinB, (3ysinA représentent respectivement le double de l'aire des triangles OPU, OQR, OR étant perpendiculaire à y. La quantité
j3y sinA -f--/a sinB -f- a(3sinC
est donc le double de Taire du triangle PQR, et Téqualion du numéro précédent exprime que, si le point 0 appartient au cercle circonscrit au triangle» Taire PQR est nulle, c'està-dire ( 36, Corollaire li) que les trois points P, Q, R sont en ligne droite.
Le lieu d'un point 0 tel, que la surface du triangle PQR formé par ses projections sur les trois côtés du triangle ABC soit constante, a pour équation
Pv sinA -+- yasinB-h a^sinC = const.
Cette équation, ne différant que par une constante de celle du cercle circonscrit, représente (81) un cercle concentrique à ce dernier.
126. Reprenons Téquation l^y -\- mya-h nsc^ = o, nous pouvons la mettre sous la forme
y{l^ -h ma) -{- nx^ = o;
la droîie y rencontre la courbe sur les droites a et |3(124), puisque, si nous faisons y r=:o dans Téquation ci-dessus, elle se réduit à aj3 — o. Pour la même raison, la droite /j3-+-/na rencontre la courbe en deux points situés sur les droites a et (3; mais ces deux points coïncident, puisque l^-h ma passe par Tintersection de a et (3 : la droite /a + m[3 rencontre donc la courbe en deux points qui coïncident, c'est-à-dire lui est tangente (83) au point (a, (3).
Cette conséquence de Téquation /j3y -h mya H- /iaj3==o, ainsi que quelques autres dont l'exposé va suivre, ne supposent point aux coefficients /, m, n les valeurs particulières sinA, sinB, sinC : elles s'appliquent donc non-seulement à
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un cercle, mais à une courbe quelconque du second degré circonscrite à un triangle.
Dans le cas du cercle, la tangente a pour équation
asinB ■+- |3sinA =0,
et, comme asinA + |3sinB = o représente une parallèle au côté y menée par le sommet (a, (3) (6'»), la tangente fait avec un des côtés a du triangle le même angle que le coté opposé / fait avec le troisième ^ (55).
Les équations des tangentes menées à la courbe du second degré par les trois sommets du triangle peuvent s'écrire
m /i ni l m
par suite, les trois points où ces tangentes coupent rospeclivemenl les côtés opposés du triangle sont situés sur la droite
En retranchant Tune de l'autre les équations des tangentes, on trouve, pour les droites qui joignent les sommets du triangle formé par les tangentes aux sommets correspondants du triangle primitif,
m n ni l m
Ces droites se coupent en un même point (40) (*).
127. Si «', ;3', y'; a", P", y" sont les coordonnées de deux points de la courbe, la droite qui les joint a pour équation
/a mS ny
et: X p p y i
en effet, elle est satisfaite lorsqu'on y remplace les coordonnées courantes a, [3, y par a', P',y', puisque a", (3", Y vérifient
f ■) Les tftéorèmcs de ce numéro sont dus à M. Bobillier {Annales de Mathi" manques, t.XVIlI, p. 3qo.). U premicre équation du u» 127 e&t Je M. Hcrmet.
réquation de la courbe qui peut se meure sous la forme
On verrait de même qu'elle est satisfaite par cf!'y^",y". On déduit de là, pour l'équation de la tangente en un point
la. m& ny
Réciproquement, si Xa -4- ap-4- vy = o est Téqualion d'une tangente, les coordonnées «', (3', / du point de contact sont données par les relations
En portant les valeurs qu'on en tire pour a',j3',7' dans l'équation de la courbe qui doit être satisfaite par les coordonnées du point de contact, on trouve
V^/X ■+- si mu. H- y/iy = o.
C'est la condition pour que la droite Xa -h /jl|3 -+- vy soit tangente à la courbe /(3y + m ya -4- na^, et on peut l'appeler (70) Véquation tangentielle de la courbe. On obtient aussi celte équation tangentielle en éliminant y entre l'équation de la droite et celle de la courbe, et exprimant que l'équation résultant en ^ a des racines égales.
128. Trouver la condition pour que Véquation générale du second degré en a^ ^, y
aa'4- 6p*-f- cy'4- 7.f^y-\- 'xgyoL -h 2/1 «p =10 représente un cercle (*),
Les équations de tous les cercles ayant les mêmes termes du second degré, x'-hj-*, ne peuvent différer que par une
(*) Dublin, Exam. Papers^ janvier 1867.
quaniité linéaire. Si donc S représenle un cercle, l'équation
S -f- /x + my* -+■ n=^o
sera celle d'un cercle quelconque, el il en sera de même en
coordonnées trilinéaires : il suffit donc d'ajouter à l'équation
connue d'un cercle la fonction linéaire /a -t- mS -4- ny, après
l'avoir toutefois multipliée par la constante
«sinA 4- psinB -f- y sinC,
afin de conserver l'homogénéité, pour obtenir Téquation d'un cercle quelconque.
Si Ton se reporte au n® 124., on voit que cette équation peut se mettre sous la forme
(/a -h m^-f- ny){asinA -t-^sinB -h y sinC)
-h fr(Py sinA -f- y^csinB -h a(3sinC)= o.
En comparant les coefficients de ses termes en a% j3% y' avec ceux des termes correspondants de l'équation générale, on voit que cette dernière peut s'écrire
(-At a -+- -^ (3 -t- -v^ y") (« sin A -+- 13 sinB -h y sinC) \sinA sinB^ sinC'/ ^ '
z=zk(^y sinA -h yasinB -4- a^sinC).
On déduit de là, pour les autres coefficients,
2/sinBsinC = csin»B-h6sin^C-h/fsinAsinBsinC, 2g"SÎnCsinA = asin'C-4- csin'A -f- /rsinA sinBsinC, Tia sîn A sîn B = 6 sin' A -h a sin'B -f- A* sin A sin B sin C ;
et en élinnînant A-, on trouve, pour les conditions cherchées,
6sin'C4- csin*B — a/sinBsinC =rcsin'A H- asin'C — agsinCsînA = asin*B + 6sin'A — 2/isinA sinB.
Si deux cercles ont pour équations
(/a-f- mJ3 4- /iy)(asinA -h psinB-i-y sinC)
-+- /r{(3ysinA -^ya sinB + a[3 sinC = o, (/'a-4-m'(3-4-/i'y)(asinA-h(3sinB4-ysinC)
-r- A (PysinA -f- ya sinB 4- a^sinC — o,
ils ont pour axe radical la droite
/a + mp -f-ny — (/'a4- m'P -i-/i'y)=:o,
et la 4-m(3-i- ny représente Taxe radical correspondant au premier de ces cercles et au cercle circonscrit au triangle.
EXERCICES
I. Vérifier que y.^ — 7' représente un cercle lorsque A -- B (1:^ ). Cette équation peut en effet se mettre sous la forme
otèsinC -f- p7sinA-f- yasinB — 7(asinA -è- f 8inBH-7sinC) = o.
II. Les milieux des côtés d*un triangle et les pieds des hauteurs sont si lues sur un cercle.
En eflet Téquation
a'sin A cosA -h f' sinB cosB -h 7' sinC cosC
— ( f 7 sin A -+- 7a sinB 4- ap sin C ) = o
représente une courbe du deuxième degré passant par les points en quo2>lion ; car en y faisant 7 = o, on trouve
a'sinAcosA h- ^'sinBcosB — afî(sinA cosB -h sinBcosA) = o^
expression qui se décompose dans les deux facteurs
a sin A — ^ sinB et acosA — ^cosB.
Cette courbe est un cercle, puisque son équation peut s'écrire
(acosA -h ^cosB -h 7COSC) (a sin A -h f sinB-f- 7 8inC)
— 1 (f 7 sin A -h 7» sinB h- a^ sinC) = o.
L'axe radical de ce cercle et du cercle circonscrit a pour équation
a cosA -f- f cosB -f- 7 cosC = o,
qui est aussi celle de Taxe d'homologie du triangle donné f>ar rapport iui triangle formé en joignant les pieds des hauteurs.
129. Trouver V équation du cercle tangent aux trois côtés du triangle a^y.
La courbe du second degré tangente aux trois côtés du triangle a pour équation
/'a'-h m^p^-h /l'y^— ?/;m(3y — iinlycx. — oJma^::^ o(*);
puisqu'en y faisant 7^0 pour déterminer les points où celte courbe rencontre le côté y, on obtient le carré parfait
/'a'-h /w'j3'— am/ap =: o.
Le côté / est donc tangent à la courbe» et il en est de même des autres côtés.
Cette équation peut aussi se mettre sous la forme commode
comme il est facile de s'en assurer en faisant disparaître les radicaux.
Avant de déterminer les valeurs de /, m et n, pour lesquelles celte équation représente un cercle, nous allons en déduire quelques propriétés communes à toutes les courbes du second degré inscrites dans des triangles.
En écrivant la première équation sous la forme
«y(/iy — a/a— 2m(3) -h (/a — /ii[3)'=:o,
on voit que la droite (/« — m(3) qui passe par le point (a, P), passe aussi par le point où y rencontre la courbe. Les trois lignes qui joignent les points de contact des côtés aux som-
( *} A la rigueur, les doubles rectangles a/3, a/,... pourraient avoir le double Mgne sans que la démonstration cessât de s'appliquer. Si l'on donne le signe -ià tous ces rectangles ou h l'un d'eux seulement (les deux autres ayant le signe — ); l'équation ne représente plus une courbe du deuxième degré, mais bien le carré de l'une ou l'autre des lignes Ik± mjizt. ny. La forme adoptée ici reufertne le cas où un seul des rectangles est négatif, pourvu que l'on suppose que /, /" *•* " emportent leurs signes avec eux.
mets opposés du Iriangle circonscrit ont donc pour équations
la, — m(3=:o, mp — /iy=:o, ny — /a = o,
et, par suite, se coupent au même point.
La droite ny — 2/a— 2m[3 = o est tangente à la courbe, puisque, en combinant son équation avec celle de la courbe pour déterminer leurs points d'intersection, nous trouvons le carré parfait (/a — /w(3)* = o, c*est-à-diredeux points qui coïncident; la droite la — mi^ passe d'ailleurs par le point de contact. Si donc, après avoir joint par des droites les sommets du triangle aux points de contact des côtés opposés , nous menons de nouvelles tangentes à la courbe par les points où elle est rencontrée par ces droites, ces tangentes ont pour
équations
a -\-im^ — ny = o
a m (3 4- 2 /j y — la =0,
^ny -h nia — m(3=r^o,
et rencontrent les cotés qui leur sont opposés en trois points situés sur la droite
la -f- m|3 -f- /ly -: o,
puisque cette droite passe par les intersections de la première tangente avec y, de la seconde avec a, et de la troisième avec (3.
130. La corde menée par les deux points (a', |3', y'}, {a", (3", y") de la courbe a pour équation (D^ Hart)
ail (v^^' -f- v^I^Y) -h |3 v'm ( >/y~^ -h ^Y^')
-f- y \/7i (v/^' -f- sja^') = 0;
car, en y remplaçant a, (3, y par a, (3', y', le premier membre devient
et se réduit à zéro, puisque les deux points sont sur la courbe.
En égalant respeclîvemcnt a", (3", y" à a', (3', y' dans Téquation de la corde, on oblient Tcquation de la tangente, qui se ramène à la forme _ _
lorsqu'on la divise par ay^a'jS'/.
Réciproquement^ si la droite XaH-f/(3H-vy est tangente à la courbe, les coordonnées a', P', / du point de contact seront défînies par les relations
En tirant de là les valeurs de a', (3', y' et les portant dans Téquation de la courbe, on trouve
rH 1- -mo
pour exprimer la condition que la droite ).a -f- /jl(3 -h vy lui est tangente : c'est Yéquation langenlielle de la courbe.
Pour mieux faire ressortir la réciprocité qui existe entre les équations ordinaire et tangentlelle de la courbe, nous résoudrons le problème inverse : trouver l'équation de la courbe dont les langentes satisfont à la relation
Reprenons la nuirche indiquée au n*» 127. Les deux droites /.'a M- /x'P -4- v'y, 7^^<x -h /[a'^P -hv^'y seront tangentes à la courbe dont nous cherchons l'équation, si les quantités X', /V, v', X", |x*, v'^ satisfont à la relation précédente; mais (70) une équalion de la forme A>. -4- B/x -h Cv = o, exprimant que la droite
Xa -f- ^.p -4- vy == o
passe par un certain point, est l'équation tangentlelle de ce
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point : donc la relation
/X mu. nv
If. [X V V
qui est vérifiée par les coordonnées tangeniielles des deux droites, est Téquation tangentielle de leur point d'intersection.
En égalant respectivement >/, ij.\ v' à X", /ul", v", nous aurons l'équation de Tintersection de deux tangentes consécutives, autrement dit l'équation du point de contact d'une tangente. On trouve ainsi
l\ mu. nv
Les coordonnées trilinéaires du point de contact seront
alors
Si l'on tire de là les valeurs X', ]y/, v' pour les porter dans la re lation à laquelle elles doivent satisfaire par hypothèse, on obtient pour l'équation de la courbe cherchée
si la. -4- shn P H- y/ï^y —• o.
131. Les conditions pour que la courbe du deuxième degré tangente aux côtes d'un triangle soit un cercle sont (128)
m*sin*C -+- /i'sin*B-+- 2m/isinBsinC
= /i»sin'A-|- /^sin'C -f an/sin A sinC
= /'sin'B H-m»sin»A H- a/msinA sinB, ou bien
msinC -f- nsinB
— ih (/isinA 4- /sinC)
= ih (/sinB 4-msinA).
On peut mener quatre cercles tangents aux trois côtés d'un triangle, puisqu'en changeant les signes, on peut écrire ces
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équalîons de quatre manières différentes. En prenant à la fois tous les membres positifs, on aura les équations
/sinC— m sinC -h n(sinA — sinB) z=:o, /sinB -i-/n{sinA — sinC) — /isinB = o,
doù l'on tire (12i]
/ = sinA(sinB + sinC — sinA), m = sinB(sinC 4- sinA — sInB), n =sinC(sin A -4- sinB — sinC).
Mais puisque, dans un triangle, on a
sinB-f-sinC — sinA — 4cosJ AsiniBsinjC,
ces valeurs de /, m et n sont respectivement proportionnelles à ces* y A, cos'yB, cos'yC; l'équation du cercle correspondant, qui est inscrit dans le triangle, est donc
cos^ A v'a -h cos -, B ^p -+- cos ; C v'y rz: o ( *), ou bien
a» cos« JA H- p* cos* jB-f- y» cos<|C — 2 «(3 cos' ;^ A cos'IB
— 2 (3y cos^B cos' ; C — 2 ay cos'y C cos'jA = o.
Il est facile, du reste, de s'assurer qu'elle représente un cercle en la mettant sous la forme
/ cos'Î^A oCos^^B cos*;C\, . , « . « . -nx \^—r^. — h-p-^^-f-V-T-^T- (asmA-hpsmB-i-ysinC V sinA ^ smB smL / r § 1
4cos»|Acos'iBcos»;C,^ . . , • n . a • /-x
— - r^-T— 7— i!— ;— ,r^- 3ysmA-+-yasmB + a3smC)=o.
smAsmBsmL ^' ' r /
(*) Le D*" Hart déduit ceUe équation de la manière suivante de celle du cercle circonscrit. Soient a', /3', y'ies côtés du triangle formé en joignant les points de contact; A% B', C les angles de ce triangle. L'équation chcrchoc est ( 12^ )
^'/sinA'-+-y'«'8inB'-l-a'/3'8ÎnC'=o,
mais (123), pour chaque point du cercle, on n a"=/3y, /3'*=-/«, y"=a;1; d'ailleurs A'=90® — ^ A; et en substituant ces vulcurs dans l'équation précédente, on retombe sur Téquation
cos } A ^ -h cos J B v^/S -f- cos J C ^ = 0.
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On trouverait de même pour réqualion d'un des cercles exin scrits
oC cos*i A 4- j3' sin^ ;-B + y» sin'iC •- 2 (3y sin^ B sin' ^G
-f-'î/asin^Ccos'l A 4- 2 aj3sin'|Bcos'Y A = 0. ou bien
COS7A v^— a -+- sin^B v^p-hsinJC v^y^o.
Le signe — de « lieni à ce que ce cercle n'est pas du même côté de a que le cercle inscrit.
EXERCICE
Trouver Taxe radical du cercle inscrit et du cercle passant par les milieux des côtés du triangle.
En employant la méthode du n** 128, on trouve pour son équation
2C0s^ - A cos' - B cos' - C ( a cos A -»- & cosB -^ 7 cosC)
(cos* - A cos* - B cos* - C a — r— . — I- Ô — - ,— ■+- 7 — 7-' sinA ^ sinB ' sinC
divisant par acos- Acos-Bcos-C, le coefûcient de x devient r~ 2 2 2
cos ou
s - A ( 2 cos* - A sin- B sin - C — cos A cos - B cos - C | 2\222 22/
co3-Asin-(A — B)sin-(A — C);
par suite, Téqualion peut s'écrire
a cos - A P cos - B 7 cos - C
sm
in-(B-C) sinf(C-A) sin~(A— B) 2 . À 2
La droite qu'elle représente est tangente (130) au cercle inscrit, et les coordonnées du point de contact sont sin'-(B — Ç), sin'-(C — A)
et sin'- (A — B). II résulte de ces valeurs (66) que le point de contact
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se trouve sur la ligne des centres dont les coordonnées sont i, i, i et cos(B — C), cos(C— A), ces (A — B).
On démontrerait de la même manière que le cercle passant par les milieux des côtés est tangent à tous les cercles qui touchent les côtés. Ce théorème a été indiqué par Feuerbach (*).
132. Lorsque l'équation d'un cercle en coordonnées Irilinéaires est équivalente à une équation en coordonnées rectangulaires dans laquelle m est le coerflcient de x* et de /% le résultat obtenu en y remplaçant les coordonnées courantes par les coordonnées d'un point, exprime m fois le carré de la tangente menée au cercle par ce point. On pourra donc déterminer cette constante m en cherchant, par des considérations géométriques, la longueur de la tangente menée au cercle par un point, et en déduire alors la longueur de la tangente menée par un autre point. SI, après avoir calculé ainsi les constantes m el m' relatives à deux cercles, on divise respectivement leurs équations par m et m', la différence des résultats obtenus, qui représente l'axe radical des deux cercles, sera toujours divisible par asinA -f- (3sinB -hy sinC.
(*} M. Casey a donné, du théorème de Feuerbach, une démonstration qui peut s'appliquer au théorème beaucoup plus général du D^ Hart : Les cercles tangents à trois cercles donnés sont quatre peir quatre tangents à un même cercle. Désignons par i, 2 et 3 les cercles exinscritSi par 4 io cercle inscrit, par (iq) et (12)' les longueurs respectives des tangenlcs directes et inverses »>mmunefc aux cercles i et 2, et soient a, 5, c les côtés du triangle rangés par ordre de grandeur. La droite a ayant d*un côté le cercle i, et de l'autre Icîi cercles 3, 3 et 4, on aura (121) (c),
de même
ajoutant membre à membre, il vient
Les quatre cercles 1,3, 3 et 4 sont donc tangents à un cinquième cercle qui laisse le dernier d'un côté et les trois premiers de l'autre.
l84 GHAPITBE IX.
EXERCICES
I. Trouver la valeur de la constante m du cercle
a} sinÂ cosA -h p' sinB cosB -\- y* sinCcosC — Pysin A — 7a sinB
— a^sinC = (»
passant par le milieu des côtés du triangle de référence (1S8, Ex. H]. Puisque ce cercle coupe le côté 7 en deux points dont les distancer au
sommet A sont~r et ^cosA, lo carré de la tangente menéo à ce cercle
par le point A sera -6c cosA. Et comme pour le point A , on a ^ = o.
7 = o; le résultat obtenu en substituant aux coordonnées courantes les coordonnées du point A dans l'équation du cercle sera a'^sinAcosA (a' étant la distance du sommet A au côté opposé), ou bien
bc sin A sinB sinC cosA.
On aura donc
/// = 2sinAsinBsinC.
II. Déterminer la constante m pour le cercle circonscrit
P7 sin A -h 7a sin B -h ap sinC = o. Si deTéquation de l'Ex. précédent nous retranchons les termes linéaires (acosA-H pcosB H- 7COSC) (a sin A h- p sinB -h 7sinC) (Ci),
le coefficient de x' h- j' ne change pas. La constante cherchée est
donc
~ sinA sinB sin C.
III. Trouver la distance D entre les centres des cercles inscrit et circonscrit.
Soient r et R les ravons de ces cercles : le carré de la tangente menée par le centre du cercle inscrit au cencle circonscrit sera égal à D- — R' et s'obtiendra en substituant les coordonnées du centre a = p = 7 = r du cercle inscrit dans Téquation (Ex. II) du cercle circonscrit. On a par suite
smAsmBsinC
Donc
IV. Trouver la distance D entre les centres du cercle inscrit et du cercle passant par le milieu des côtés.
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Soit ù le rayon de ce dernier cercle; en employant la formule
sinA cosA <h sinB cosB + sinC rosC = 2 sin A sinB sinC, on aura
et comme R = ap, on en déduit D = r — p, autrement dit les cercles sont tangents.
V. Trouver la constante m pour le cercle inscrit
RÉPONSE. m = 4I' cos' - A cos* - B cos' - C.
VI. Trouver l'équation langentielle du cercle ayant («', f', 7') pour centre et r pour rayon.
En procédant rx>mme au n* 86, Ex. IV, et en se reportant à la formule du n* 61 , on trouve pour l'équation cherchée
= r*(V-i- ft*-h v'— apvcosA-H avXcosB — a/ucosC). Léquation correspondante en a, p, 7 est la suivante : r' ( a sin A -h p sinB h- 7 sinC )'
= (pv- p'vr-^ ('/*'- 7'^)^^ («&'- ^'py
— 2(7»'— 7'a) (a^'— 3t\6) cosA
— 2(a6'--a'p)(p7'— f'7)cosB -a(f>7'-?'7)(7a'- 7'a)cosC,
comme on peut s'en assurer en employant la méthode indiquée au n*" S8^i. Cette équation donne aussi une expression pour la distance de deux points.
VII. Les projections sur les côtés du triangle de référence dos i oints
(*'i P't y') et (-/' z-/» -7 ) (^o//- n° 55) sont sur un même cercle.
En se reportant au n** 01, Ex. VI,* on voit que ce cercle a pour équation
l'iy sinA -f- 7a sinB h- ap sinC) (a' sin A -+- p' sinB -+- 7' sinC )
X ( py sin A ^- 7 V sin B -f- a' f/ sin C )
= sin A sin B sinC ( a sin A -h p sin B -h 7 sinC )
"a a'ifj'-h y cosA) (7VycosA) Pp'(Y-h ol'cosB) (oi'-hy'cos B) sinA sinB
yy'(ot'-^p'cOSC)(p'-i-x'cOsC )
sinC
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132 (a). La notation des délerminants (*) esi acluellemeni d'un usage assez fréquent, pour que nous puissions y avoir recours sans inconvénient, dans les Chapitres les moins élémentaires de ce Traité.
Le double de Taire du triangle formé par les trois points (•^1» Ji)> (^«» Ja)> {-^«jjs) (n°36) est donné par le déterminant
La condition (38) pour que trois droites se coupent en un même point peut s'écrire
ABC
Les équations du cercle passant par trois points (9^), et du cercle en coupant orthogonalement trois autres (112, Ex. II), sont respectivement
jpî H-j'
x"-hx'^
On peut aussi obtenir Téquation de ce dernier cercle en se basant sur le théorème du n° 116 (Ex. VI), et en le considérant comme le lieu du point dont les polaires, par rapport aux trois cercles donnés, passent par un même point; on trouve ainsi
x-hg'
x-hg"
g'x+fy+c'
x-hg'
g'x +fy+c
(*) La théorie des déterminants a été exposée par M. Salraon dans ses Leçons d'Algèbre supérieure. Voir les quatre premières ferons de la traduction française, par M. Bazin. Paris, Gauthier-Villars ; 1868.
Nous discuterons plus loin Téquaiion correspondante rela* tive à trois courbes du second degré.
EXERCICES
Trouver la condilion pour que les équa lions
soient compatibles.
Soit \ la valeur commune de chacune de ces quantités. En éliminant j-, Y et \ entre les quatre équations ox h- Aj -+- c = >, . . . , on trouve pour la condition cherchée :
ou bien
A-»-C = B-hD,
A, B, C, D désignant les quatre déterminants mineurs obtenus en supprimant la première ligne, et successivement chacune des colonnes dans le déterminant qui précède.
La condition pour que quatre droites forment un quadrilatère circonscrit peut s'obtenir en exprimant que les équations a = ^ = 7 = ^ sont compatibles. Dans ce cas, les déterminants mineurs A, B, C, D représ^ient respectivement le produit d'un côté du quadrilatère par les sinus des deux angles adjacents.
n. Trouver les relations qui lient les distances deux à deux de quatre points pris sur un cercle.
En effectuant, d'après la règle connue, le produit des deux déterminants
x\-hjr\ -2j:, -a/,
xJ-Hj-J - aj7,
ajl
Xk
qui expriment tous deux la condition indiquée au n" 9i, on trouve pour la relation cherchée
o (la)' (i3)' (14)' 1
(la)' o (a3)' (a4)' ^^
dans laquelle (12)' représente le carré de la distance des deux point^ i et ^, Le développement du déterminant conduit à Téquation
m. Trouver une relation entre les distances deux à deux de quatre points sur un plan.
Ajoutons une unité et des zéros aux deux déterminants dont nous avons fait le produit dans TExercice précédent, il vient
Nous avons maintenant cinq lignes horizontales et quatre colonnes seulement; le produit doit donc être nul. Mais ce produit n'est autre que to déterminant
1 (i4)' (a4)' (MY qui donne le développement
(i2)M34rr(iî^rH-(34)'-(i3)^-(i4)*-(23)*-(24r]
(i4)Mî^3)^[(i4)' + (23)'-(i2)»-(i3)'-(24)'-(34n (23)M34)M42)' + (i4)'(43)M3i)' + (i2)'(îi4)'(4i)'
En remplaçant dans cette équation (23), (3i), (12) par a, b^ r; (14)^ (24), (34) par R 4- r, R-h r', R-+- r', on obtient une équation du second degré en R, dont les racines représentent les rayons des cercles touchant à la fois extérieurement ( ou intérieurement) les trois cercles ayant r, r', r" pour rayons, et dont les centres forment un triangle av^ant a, b eic pour côtés.
Les solutions des problèmes des Exercices II et III sont dues à M. Cayley. (P^oir les Leçons d'Jtgêbre supérieure, traduction française, p. 27.)
lY. On peut obtenir une relation entre les longueurs des tangentes communes à cinq cercles, en suivant la même marche que dans l'Exercice précédent.
Écrivons les deux séries d'éléments
ni
yn ^ ,.'1
— ir — 'ir — 'xr
~ a.r' — 2)" — 'ir
ronlenanl chacune cinq lignes horizontales et six colonnes; leur produit doit être nul. On a donc, en suivant les règles indiquées pour la mulli- (•lîcation des déterminants, la relation
(Ur (--^4)* (34)'
dans laquelle (12) représente la longueur de la tangente commune aux deux premiers cercles. Si le cinquième cercle est tangent aux quatre premiers, les quantités (i5), (25), (35), (45) s'annulent, et on retrouve ainsi, comme c<)S particulier de la relation précédente, le théorème de M. Casey (lil) qu'on peut alors exprimer sous la forme suivante :
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CLASSIFICATION ET PROPRIÉTÉS COMMUNES DES COURBES REPRÉSENTÉES PAR L'ÉQUATION GÉNÉRALE DU DEUXIÈME DEGRÉ.
133. L'équation du second degré entre deux variables x et 7", dans sa forme la plus générale, peut s'écrire
ax^-\- ilixy -h fcj^-h 7.ffx 4- a/j' -+- c=r=o,
û> f>9 Cjfy gf A étant des constantes.
La nalure d'une courbe ne dépend pas de la grandeur absolue des coeïViciexMs de son équation, mais seulement de leurs rapports mutuels, puisqu'en multipliant ou en divisant tous ses termes par une quantité constante, on ne change pas la courbe qu'elle représente. Cinq relations suffisent donc pour déterminer une courbe du second degré, dont l'équation renferme six constantes, puisqu'on peut les ramènera cinq en les divisant toutes par le terme absolu, qui devient alors égal à l'unité.
Ainsi une conique est déterminée par cinq points, puisqu'en substituant aux coordonnées courantes, dans l'équation générale, les coordonnées x^y',.., des cinq points par où doit passer la courbe, on obtient entre les coefficients cinq équations qui sont suffisantes pour déterminer les cin
quantités -j -,....
^ ce
(') Nous démontrerons plus loin que la section faite par un plan dans un cône à base circulaire est une courbe du deuxième degré, et que, réciproquement, toute courbe du deuxième degré peut être placée sur un pareil cône, par suite être considérée comme une section conique. C'est du reste à ce point de vue que les courbes du deuxième degré furent étudiées d*abord par les géoctres. Ainsi dirons-nous fréquemment, pour abréger: section conique et mènu' conique, au lieu de courbe du second de^è.
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134. Comme nous aurons souvent à employer dans le cours de ce Chapitre la transformation des coordonnées, nous allons chercher ce que devient l'équation générale du second degré lorsqu'on transporte les axes parallèlemenl à eux-mêmes à une nouvelle origine (x', j').
Remplaçant, dans Téquation générale, x et y par x->rx\ r-^r' (n**8), il vient
Développant et ordonnant, nous voyons que les coefficicnis respectifs a, 2 A, 6 de ^S xy^ y^ n'ont pas changé, et que g,f, c ont pris les nouvelles valeurs g'yf'y c' indiquées ci-après :
g = ax' -^hy'-^g,
b'^hx' -^by'^f,
c' = ax'^-{- ikx'y' -+- l>y'*-h 2gx' -+- ?./j' ■+■ c.
Donc, si Von rapporte à de nouveaux axes parallèles aux anciens l'équation d*une courbe de second degré, les coefficients des termes du degré le plus élevé ne changent pas, et le nouveau ferme absolu est le résultat de la substitution des coordonnées de la nouvelle origine aux coordonnées courantes dans l'équation pjrimitive (* ).
135. Une courbe du second degré est toujours reiicontrte par une droite en deux points réels, coïncidents ou imaginaires.
Ce théorème résulte de ce que, pour déterminer les points d'intersection d'une droite y=^ mx '\- n avec une conique, on obtient une équation du second degré.
Ainsi les points où la conique rencontre les axes sont donnés par les équations (84)
ax^ -h igx -h c =^0, by^ -f- if y -\- c =^0,
{*) Ce théorème est également vrai pour les cqualions de degré quelconque; on le démontre de la même manière.
L*équation donnant les points d*inlerseclion s'abaisse au premier degré, lorsqu'un des termes en x^ owy^ manque dans réquation de la conique. C'est ce qui arrive, par exemple, quand, pour chercher Tinlersection de
xy* H- 2t^* -4-j:-f-5j^-|-3 = o
avec Taxe des x^ on y fait j =: o. Ce cas semble faire exception au cas général, mais l'exception n'est qu'apparenie, comme on va le voir.
Lorsque, dans l'équation du second degré
Ax'-f- 2Ba:-+-Ci=o,
le coefficient C s'annule, on ne la regarde pas comme une équation du premier degré, mais bien comme une équation
du second degré, ayant pour racines jr'=:o, x"=^ --.
De même, les racines de l'équation transformée
c(iy-^^Ki)-^^="'
lorsque A devient nul, sont -7 = 0, — -.— — — • Les racines
de l'équation primitive sont alors a;'= x , x"=^ — —» et l'équation peut encore ^êlre considérée comme étant du second degré.
Ce qui précède pourrait aussi se déduire de la valeur générale de x^ qui peut s'exprimer par l'une ou l'autre des fraclions
^ B di v^B'^^\C C
A — Bip\/B^— AC
suivant qu'on la déduit de l'équation en x ou de celle
en -•
Si donc on trouve, pour déterminer les points où une droiie rencontre la courbe, une équation du premier degré, on peut
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regarder celle équation comme le cas limite
o.a;*-h 2Bx 4- C = o,
auquel correspond une racine infinie, et dire qu'un des points d'inierseclion de la courbe avec la droite est situé à TinOni. Ainsi, réquation citée plus haut pour exemple, pouvant
s'écrire
représente deux droites; Tune coupe Taxe des x à une distance finie de Torigine; l'autre renconlrç cet axe à Tinfini, puisqu'elle lui est parallèle.
Si, dans l'équation Ax*+ zBx + C = o, B et C s'évanouissenl à la fois, les deux racines sont égales à o; si Bel A s'évanouissent, les deux racines deviennent infinies.
On voit donc qu'en tenant compte des points situés à l'infini, ainsi que des points imaginaires, on peut dire qu'une droite rencontre loujours en deux points une courbe du second degré.
136. L'équation générale du deuxième degré, transformée en coordonnées polaires, devient (*)
(/icos'0 -h2Acos0sin0 -\- bs'\n^O)p^
-h 9.{gcosQ -4-/sin0)p 4- c = 0;
ses racines expriment les longueurs des rayons vecteurs correspondant à une valeur déterminée de l'angle 9. La condition pour qu'un de ces rayons vecteurs soit infini, c'est-à-dire qu'il rencontre la courbe à l'infini, s'obtiendra en' écrivant que le coeffîcienl de p' devient nui. On aura ainsi l'équation du deuxième degré
a + 2/itangd + fclang'O = 0
{ * ) Nous supposons Téquation rapportée à des coordonnées rectanjpilaires ;
mais ce que nous allons dire s'appliquerait encore si les coordonnées étaient
sin0 sîn(w — $) , _ 4o> obliques. 11 suffirait alors de remplacer x etr par -: — p , r- p \no i {,) ;
le raisonnement resterait le même.
poar déterminer les valeurs de 6, auxquelles correspondent ces rayons vecteurs; donc
On peut toujours mener par l* origine deux droites réelles, coïncidentes ou imaginaires, qui rencontrent la cohrbe à Vinfini.
Si, après avoir multiplié par p' l'équation
acos'9 4- 2Asin6cos0-f- 6sin'0 = o,
nous y remplaçons pcosô, psinÔ par leurs valeurs x et/, nous aurons, pour Téquaiion de ces deux droites,
ax^ -\- 2 hxy -\- bjr* = o.
Le deuxième point de rencontre de chacune d'elles avec la courbe se déduira sans peine de l'équation
2(g'cos0 -f-/sin0)p-+- c = o.
Comme l'origine est arbitraire, il s'ensuit que, par un point quelconque, on peut toujours mener deux droites rencontrant la courbe à l'infîni. Dans les équations qu'on obtient en prenant successivement les différents points pour origine, les constantes a, b, h ne changent pas ( iZK) : les directions des droites rencontrant la courbe à l'infîni sont donc toujours données par la même équation
rtcos'ô -h 2Asin 0COS0 -f- ftsin'ô = o.
Donc y si par un point on peut mener deux droites réelles rencontrant la qpurbe à V infini, les parallèles menées à ces droites par un autre point quelconque rencontreront aussi la courbe à V infini (*).
137. Une des questions les plus importantes qu'on puisse se poser relativement à la forme d'une courbe représentée par une équation est celle de savoir si cette courbe est limitée
(*) Ce théorème est évident géométriquement, puisque deux parallèles peuTent être considérées comme passant par le même point situé à l'infini.
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dans tous les sens» ou si elle s'étend à l'infini dans une certaine direction. Nous avons déjà vu qu'une équation du second degré peut représenter une courbe limitée en tous sens, qui est le cercle» ou bien un lieu s'étendant à rinflni» comme dans le cas oii elle représente deux droites. Il est donc nécessaire de trouver un critérium qui permette de distinguer facilement à laquelle de ces classes appartient le lieu représenté par une équation donnée du second degré.
Ce critérium peut se déduire facilement de ce que nous avons dit au numéro précédent; car si la courbe est limitée dans tous les sens» on ne peut mener par l'origine aucun rayon vecteur réel ayant une valeur infinie; autrement dit» on ne peut satisfaire à l'équation
a -h aA tangS -4- b tang'd = o
par aucune valeur réelle de 6.
i"* Si l'on suppose A'— a6<^o» les racines de cette équation sont imaginaires» et il n'existe aucune droite réelle rencontrant la courbe à l'infini : la courbe est alors limilée dans tous les sens et a reçu le nom &ellipse. On verra» dans le Chapitre suivant» que sa forme est celle indiquée par la/fg". 48.
Fig. 48.
a* Lorsque A*— a6>o, les racines de l'équation
a-haAtangO-h lang*Éi==o
sont réelles; par conséquent» il y a deux valeurs de 9 pour lesquelles le rayon vecteur mené par l'origine à la courbe devient infini. On peut donc» dans ce cas» mener par l'origine les deux droites réelles
ax^-\- ihxy -\' bj'*= o,
renconlrani la courbe à Tinfini. Une pareille courbe s'appelle hyperbole^ el sa forme, ainsi qu'on le montrera plus loin, est celle que reproduit la^g^. 49.
Fig.49-
3** EnHn, dans le cas où /i^— ab = o, les racines de Téqua-
tion
a ■+- 2/1 langÔ 4- tang'd = o
sont égales, et les deux directions suivant lesquelles on peut mener des droites rencontrant la courbe à l'infini coïncident. La courbe, qui porte alors le nom de parabole, a la forme indiquée par la^g'. 5o. Dans ce cas, les trois premiers termes
Fig. 5o.
de l'équation de la courbe forment un carre parfait, et cette propriété peut servir à définir la parabole.
138. Bien qu'il soit plus commode de n'étudier complètement la forme de la courbe représentée par une équation du second degré qu'après avoir simplifié celte équation, nous montrerons cependant ici comment, en partant du procédé exposé au n^'lG, on peut vérifier les indications du numéro précédent.
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En résolvant par rapport à y l'équation générale (76), on a
hx= — {hx H-/) ih^( A»— rt6) j?»-h 2( A/— ft/j )a: -f-/'— Ae.
D*après la théorie des équations du second degré, une quantité de la forme x^-^ px -4- q peut toujours se remplacer par le produit (j: — a)(ar — (3) de deux facteurs réels où imaginaires; la quantité située sous le radical pourra donc s'écrire
[h^—ab){X'-a){x — P).
Si A'— afc est négatif, celte quantité est négative, et par suite ^ est imaginaire, tant que les facteurs x — oc, x— ^ sont à la fois positifs ou à la fois négatifs. On ne peut ainsi trouver des valeurs réelles pour jr que lorsque x est compris entre a ei^; la courbe se trouve donc tout entière dans Tes-' pace limité par les droites xz=:a^ x = ^. { f7>i>n^l6, Ex. III.)
Lorsque h* — ab est positif, c'est l'inverse qui a lieu. On ne peut trouver des valeurs réelles pour j qu'en prenant pour j: dés valeurs telles, que les facteurs j? — a, or — (3 soient à la fois positifs ou à la fois négatifs. La courbe se compose alors de deux branches s'étendant à l'infini. Tune dans la région positive, l'autre dans la région négative, et séparées par un intervalle compris entre les droites j? = a, j; = ^, dans lequel ne se trouve aucun point de la courbe.
Si A' — ab est nul, la quantité située sous le radical est de l'une des formes ^ — a ou a — :r : dans le premier cas, la valeur de X 6st réelle quand x est plus grand que a; dans le deuxième, lorsque x est plus petit que a. La courbe se com* pose donc d'une seule branche s'étendant à l'infini à droite ou a'gauche de la Vigne x = a, suivant la forme de la quantité qui se trouve sous le radical.
Lorsque les facteurs a et |3 deviennent imaginaires, la quantité sous le radical peut se mettre sous la forme
(A»— rtft)[(a; — y)»4-o'];
elle est constamment positive quand /V—ab est positif, cl toutes les- parallèles à l'axe des j rencontrent la courbe.
igS CHAPITRE X.
Lorsque h^—abesi négatif, la quantité sous le radical est constamment négative, et Téquation ne représente aucune ligne réelle.
EXERaCES.
1. Construire, d'après le n*^ 1(), les courbes suivantes et en déterminer Tespèce :
RÉPONSE. Hyperbole.
5x^-1- /ixjr -h^'— 5x —- 2^— 19 = 0.
RÉPONSE. Ellipse.
RÉPONSE. Parabole.
n. Le cercle est un cas particulier de Tellipse. L'équation générale représente un cercle lorsque a = h^ h = a cos» (81 ) ; mais alors
h^ — ab = — fl' sin'w, donc
IIL Quelle est la courbe représentée par l'équation générale lorsque A = o?
RÉPONSE. Une ellipse lorsque a et ^ sont de même signe, et une hyperbole lorsqu'ils sont de signes contraires.
IV. Quelle est la courbe représentée par Téquation générale si a = o, ou si ^ = o?
RÉPONSE. Une parabole lorsqu'on a en même temps /t = o, une hyperbole dans les autres cas. La courbe rencontre à l'infini Taxe des x lorsque « = o, et Taxe des jr lorsque b= o,
y« Quelle est la courbe représentée par
x' %xy r' 2x 2j _ à* ab b' a b ~~ '
RÉPONSE. Une parabole touchant les axes aux points x = a^y = b,
Lorsque, dans une équation du second degré
A:c*4-aBa:-+- C = o,
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le coefGcient B s'annule, les racines deviennent égales et de signes contraires. L'équation
(a cos'9 -h 2 A sinO cos9 -f-6 sin'Ojp»
-f- 2(grcos0 -f-/sin9)p 4- c = o
aura donc ses racines égaies lorsque les rayons vecteurs seront menés suivant la direction définie par la relation
gcos9-H/sin0 = o.
Les points de la courbe correspondant à ces valeurs de p égales et de signes contraires sont équidistants de l'origine et dans des régions opposées; donc la corde représentée par l'équation
est divisée par l'origine en deux parties égales.
Par suite, on peut, en général, mener par un point donné une corde qui soit divisée en ce point en deux parties égales.
lU). Il y a cependant un cas où il est possible de mener par un point plus d'une corde ayant ce point pour milieu. Si, dans l'équation générale, on a à la foisg=o, /=o, la quantité gcosO -i-fs'ittO est nulle, quelle que soit la valeur de 9, et alors toutes les cordes menées par l'origine ont leur milieu en ce point qui s'appelle alors le centre de la courbe.
On peut, en général, par une transformation de coordonnées, rendre nuls les coefficients g et h. Et en égalant à zéro les valeurs de g- et A (134) relatives à une nouvelle origine {x', y'), on trouve, pour les conditions auxquelles doivent alors satisfaire ses coordonnées,
ax' -{- hy + g = o, hx' -¥- bjr' -4-y=o.
Ces deux équations sont sufOsantes pour déterminer les valeurs de x' et de^', et, comme elles sont linéaires, elles ne peuvent être satisfaites que par une seule valeur de x et de j.
Donc les sections coniques ont en général un centre, et n'en ont qu*un.
Les coordonnées de ce centre, déduites de ces équations.
aOO CHAPITRE X.
sont
h}—ak ^ h^ — ab
Dans Tellipse et Thyperbole, li^—ab a une valeur finie (137), tandis que, dans la parabole. A'— ab = o, ce qui rend infinies les coordonnées du centre. Aussi Tellipse et l'hyperbole sont-elles souvent désignées sous le nom de courbes à centre, tandis que la parabole est dite dépourvue de centre. A la rigueur, on doit considérer toutes les courbes du second degré comme ayant un centre; dans le cas de la parabole, ce centre est à l'infini.
141. Trouver le lieu des milieux des cordes menées dans une courbe du deuxième degré parallèlement à une droite donnée.
Le milieu d*une corde faisant avec l'axe des x un angle 0, se trouve à l'origine (139) lorsqu'on a
g COS0 -t-/sin 9 = 0.
Transportons l'origine en un point quelconque (x', f'). Une corde parallèle à la première sera divisée par la nouvelle origine deux parties égales, si l'on a la relation
cos 9 (ax' -f- A j' -h g)-hs\nO[hx' -hby' -f-/) = o,
les quantités entre parenthèses exprimant (134) ce que deviennent les coefficients g et/ lorsqu'on passe à la nouvelle origine. Les milieux des cordes faisant avec l'axe des x.un angle 0 se trouveront donc sur la droite
cos0(aa; 4- ày-^g] 4-sin0(Aj7 -f- bjr -\-f) = o,
qui est le lieu cherché.
La droite passant par les milieux d'un système de cordes parallèles s'appelle le diamètre de ces cordes; les cordes sont les ordonnées de ce diamètre.
La forme de l'équation du diamètre montre (40) que tous les diamètres passent par l'intersection des deux droites
aX'\- h^-^ g=09 hx + bjr-hf=o, et comme ces équations sont celles qui déterminent le centre
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de la courbe (1^0), tous les diamètres passent par le centre de la courbe.
En faisant alternativement d = o et 9 = go« dans l'équation da diamètre, on trouve
ax -h hjr -h g=o
pour l'équation du diamètre des cordes parallèles à Taxe desx, et
hx -h bjr -^f= o
pour celle du diamètre des cordes parallèles à l'axe des j (*).
Dans la parabole^ on a h*=:ab, ou j = -j-y par suite les
droites ax -4- A/ -h gf = o et A j; -f- 6/ "+"/= ^ sont parallèles ; donc tous les diamètres d*une parabole sont parallèles. Ceci est du reste évident, puisque tous les diamètres d'une section conique passent par le centre; dans la parabole, ce centre est à l'infini, et des parallèles peuvent être considérées comme se rencontrant à l'infini.
Ce qui précède permet, étant donné un arc de section conique, de déterminer son centre et son espèce. En effet, en menant deux cordes parallèles et joignant leurs milieux, on obtient
Fig. 5i. Fig. 52.
un diamètre MM' {fig. 5 1, 52 et 53); on en détermine de roême un second NN'. SI ces diamètres sont parallèles (fig. 5i)
1*) L'équation du n® 138 étant de la forme hyz=. — (A x -h/) dz R peut se construire facilement en traçant d'abord la droite hx -\-by -^f, et prenant sur chaqse ordonnée MP de cette ligne des longueurs PQ, PQ' égales à R, alternativement an-dessus et au-dessous. On voit ainsi que chaque ordonnée e t divisée en dem parties égales par la droite hx-^by -^f.
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la courbe est une parabole; s'ils se coupent, leur point d'intersection est le centre de la courbe. Lorsque ce centre est du côté concave de Tare {fig'Si)^ la courbe est une ellipse ;
Fig. 53.
quand il est dans la partie convexe [fig, 53), c'est une hyperbole.
Les exemples étudiés dans la théorie du cercle (Chap. VI) suffisent pour donner une première idée sur la nature des diamètres dans les courbes du second degré; mais il faut bien observer qu'en général les diamètres ne sont pas perpendiculaires à leurs ordonnées. Ainsi, dans la parabole, la direction du diamètre étant constante, tandis que celle des ordonnées est variable, l'angle compris entre un diamètre et ses ordonnées peut prendre toutes les valeurs possibles.
142. La direction des diamètres d'une parabole est la même que celle de la droite passant par V origine et rencontrant la courbe à l'injini.
Les droites menées par l'origine et rencontrant à l'infini la courbe du deuxième degré ont pour équation (136)
ax^ -h 2 hxjr -f- by^ = o,
qui devient, dans le cas de la parabole, en y remplaçant h par sa valeur ^ôF,
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mais les diamètres (14.1 ) sont parallèles à la droite
ax -h hx= 0, dont l'équation se réduit à
lorsque A = ^ab. Les diamètres sont donc parallèles à la droite qui coupe la courbe à TinOni, et, par suite, ne peuvent la rencontrer qu'en un seul point situé à une distance finie.
143. «Si deux diamètres d'une section conique sont tels, que l'un d^eux divise en deux parties égales les cordes parallèles à l'autre, réciproquement cet autre divisera en deux parties effiles les cordes parallèles au premier.
L'équation du diamètre des cordes faisant un angle 0 avec l'axe des^ est (Hl)
[ax -f- hj--^ g)-h(hx -¥■ 6j^ 4-/) tango = o.
L'angle 6' que ce diamètre fait avec ce même axe est donné
par
., aH-Atang0
tango z=— 7 î ^»
° A-+-iiang0
d'où
frtangd tange'-t-/i(tang6) 4-tange')-+- a = o.
La symétrie de cette équation montre que les cordes faisant un angle 0' avec l'axe des x ont pour diamètre une droite faisant un angle 0 avec ce même axe.
Ces diamètres, qui sont tels que l'un d'eux divise en deux parties égales les cordes parallèles à l'autre, s'appellent dia-mètres conjugués { * ).
Si dans l'équation générale on a A = o/les axes sont parallèles a un système de diamètres conjugués; car le diamètre des cordes parallèles à l'axe des x ayant alors pour équation
(*) n est évident que, seules, les courbes à centre ont des diamètres conjugué*, puisque dans la parabole tous les diamètres ont même direction.
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ax -h g == o est parallèle à Taxe des y. De même, le diamètre des cordes parallèles aux j, ayant pour équation 6^-f-/=o, est parallèle à Taxe des x,
144-. Lorsque dans Téquation générale c = o, l'origine est un point de la courbe (81); et l'équation du second degré
(«cos*9-f- 2Asin0cos9-f-6sin'0)p*-4-2(^cos9 -f-/sin(})p= o
a constamment une de ses racines nulle. La deuxième racine
devient nulle aussi, autrement dit le rayon vecteur rencontre
la courbe en deux points, qui coïncident lorsqu'on a en même
temps
g^cosô -f-/sin9 — o.
La tangente à l'origine a donc pour équation
L'équation de la tangente en un autre point de la courbe peut se déduire de celle de la tangente à l'origine par une transformation de coordonnées, en rapportant la courbe à ce point pris pour origine, écrivant l'équation de la tangente comme il vient d'être dit, et la rapportant ensuite aux.anciens axes.
En appliquant celte méthode à l'équation générale , on obtient, pour la tangente au point (^',7'), l'équation
que nous avons déjà trouvée par une autre méthode (86).
EXERCICE
Le point (i, i] étant sur la courbe
trouver, par une transformation de coordonnées, la tangente en ce point.
(*) On prouverait de la môme manière que, dans une courbe de degré quelconque, lorsque le terme constant est nul, Torigine est sur la courbe, et que les termes du premier degré représentent la tan(;cnte à Torigine.
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Uéqualion de celle langenle, par rapporl aux nouveaux axes, csl
9x — 5v=: o, et par rapport aux axes primitifs ,
145. Lorsque, par un point [x'y y') non situé sur la courbe, on mène des tangentes à une courbe du deuxième degré, les points de contact sont les intersections de la courbe avec une droite, ayant une équation de forme identique à celle de la tangente et portant le nom de polaire du point (x', j') (89). Et comme une droite rencontre toujours une conique en deux points, on peut toujours mener par un point (x', r') deux tangentes réelles y coïncidentes ou imaginaires à une courbe du deuxième degré ( * ).
La polaire de l'origine, ainsi qu'on l'a vu au n"* 89, ayant pour équation
est parallèle à la corde g^-^fx, qui est divisée (139) par Toriglne en deux parties égales, et qui est l'ordonnée du diamètre passant par l'origine. Donc : la polaire d'un point est parallèle aux ordonnées du diamètre passant par ce point. Ce théorème renferme, comme cas particulier, le suivant : la tangente à V extrémité d'un diamètre est parallèle aux ordonnées de ce diamètre, théorème qui, dans le cas des courbes à centre, où les ordonnées d'un diamèire sont parallèles au diamètre conjugué, devient : la polaire d'un point pris sur un diamètre d'une courbe à centre est parallèle au diamètre conjugué,
146. Les principales propriétés des pôles des polaires ont déjà été démontrées dans les Chapitres précédents. Ainsi (98) lorsqu'un point A se trouve sur la polaire du point B, récipro-
( * ) Une courbe est dite de la n'*'^' classe lorsqu'on peut lui mener par un point n tangentes. Une section conique est donc à la fois du deuxième de(;ré et de la deuxième classe; ^ais, en général, dans les courbes de dejré plus èleré, les Indices du degré et de la classe ne sont pas les mêmes.
2o6 CHàPITRB X.
quement le poinl B se trouve sur la polaire du point A, ce qu'on peut énoncer autrement :
Lorsqu'un point A glisse le long d'une droite fixe (la polaire du point B), sa polaire passe par un point fixe (B);
Ou réciproquement :
Si une droite (la polaire du point A) passe par un point fixe{B)f son pôle A décrit une droite fixe (la polaire de B).
On peut encore énoncer ce théorème :
L'intersection de deux droites est le pôle de la ligne menée par les pôles de ces droites;
Et réciproquement :
La ligne joignant deux points est la polaire de Vintersec^ tion des polaires de ces points.
Car si Ton prend deux points sur la polaire de A, les polaires de ces points passent par le point A.
On a vu (100) que si, après avçir mené par un point deux droites coupant une conique, on joint deux à deux les points d'intersection, les>droités de jonction se coupent sur la polaire du, point.
Dans le cas particulier où les deux droites coïncident, ce théorème peut s'énoncer ainsi :
Si l'on mène par le point 0 {fig» 54) une droite rencontrant la courbe aux points R', R'', les tangentes en W et R" se cou-pent sur la polaire PR du point 0.
Il peut se démontrer en observant que la polaire R'R'^ du point P passant par le point 0, le point P se trouve sur la polaire du point 0.
Nous avons vu aussi (103, Ex. III) que si, sur un rayon vecteur OR mené par Torigine, on prenait une moyenne har* monique OR entre OR' et OR'", le lieu du point R était la polaire de l'origine : donc, la droite menée par un point est divisée harmoniquement par le points la courbe et la polaire de ce point. Ce théorème a été aussi démontré au n*> 91.
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Si donc on mène par le point 0 une droite quelconque OR, et si l'on joint le pôle P de cette droite au point 0, les lignes OP,
OR forment un faisceau harmonique avec les tangentes OT, or issues du point 0; car, puisque OB est la polaire de P, PTRT' est divisé harmoniquement, et alors OP, OT, OR, OT' forment un faisceau harmonique.
EXERCICES
I. Lorsqu'un quadrilatère ABCD (Jfg '55) est inscrit dans une conique, on quelconque des points E, F, G est le pôle de la droite joignant les deux
autres.
Fig. 55.
Puisque EC et ED sont deux droites passant par le point E, et que CD et AB joignent les points d'intersection de ces droites avec la conique, CD et AB se coupent en 0 sur la polaire du point E; il en est de même de AB et CB : donc la droite OF est la polaire du point £. On démontrerait de môme que.EO et EF sont respectivement les polaires des points F et 0.
n. Par un point E pris en dehors d'une conique, lui mener une tangente au moyen de la règle seulement.
Mener par le point Edeux droites quelconques EA, E^(/îg, 55), com-
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pléter le quadrilatère comme sur la Ggure; la droite OF coupera la conique en deux points, qui seront les points de contact cherchés.
III. Dans un quadrilatère ABCD (fig, 55) circonscrit à une section conique, une diagonale est la polaire de Tinterseclion des deux autres.
Ce théorème peut se démontrer (comme celui de l'Ex. l]au moyen des propriétés harmoniques du quadrilatère. On sait (60, Ex. I) que les droites EÂ , EO, EB, EF forment un faisc^eau harmonique; mais EA, EB étant, par hypothèse, tangentes à la conique, et EF passant par leur point d'intersection, EO (i46) passe par le pôle de EF; on verrait de même que FO passe par le pôle de EF : ce pôle est donc le point 0.
\Vî. Les tangentes menées à une conique par un point (j?',r') ont pour équation (92)
(a.r'* -+- iha^y -\- by'* 4- ^gx' -f- 2/j' -+- c) 'X{ax^ -h 2/1 xy -4- by'^ — igx -h ^fy -+- c )
•==. [ax'x -+- h{x'y •+■ y'x) H- by'y -^ g[x' -h x) -hfiy' -h y) -h c]\
On peut, en y faisant ^' =:j'= o, en déduire Téquation des tangentes menées par Torigine ; mais on peut aussi, pour trouver celte dernière équation, suivre le procédé indiqué au n^'SS, Ex. IV. Lorsqu'un rayon vecleur mené par Torigine est langent à la conique, les deux valeurs de p données par l'équation
( a cos* 0 4- 2 A cos 0 sin 0 -f- 6 sin» Q) p'
-f- 2 f g-cos 6 4-/sin 0 )p -h c = o
doivent être égales, ce qui implique la condition
(acos'0 -h 2/icos0sin0 -h bsïn^6)c = {gcos0 -\-fs\n6y.
En la multipliant par p% on en déduit, pour Téquation des tangentes menées par Torigine,
{ac — g^)x^ 4- 2{ch — gf)^X-^ (^^ "~/')^' = o*
Les tangentes coïncideront lorsque les racines de celte équation seront égales, c'est-à-dire lorsqu'on aura
ou
c{abc -f- ^fgh — af* — cA') = o.
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Celle dernière condition est satisraite lorsque c = o , c'est^ à-dire lorsque l'origine est un point de la courbe : donc» un point de la courbe peut être considéré comme V intersection de deux tangentes qui coïncident, de même que la tangente peut être regardée comme la droite joignant deux points qui coïncident.
Cette condition sera aussi satisfaite si l'on a la relation
abc -h ^fgh — af^ — bg* — cA* = o,
qui exprime (76] que l'équation du second degré représente deux droites. Pour expliquer comment il se fait que l'on retombe ici sur cette relation, il suffit de remarquer que, par tangente, on entend en général une droite rencontrant la courbe en deux points qui coïncident. Lorsque la courbe se réduit à deux droites, la seule ligne qu'on puisse mener de manière à la rencontrer en deux points qui coïncident est celle qui passe parleur point d'intersection, et puisqu'on peut toujours mener deux tangentes à une courbe du deuxième degré, les deux tangentes doivent dans ce cas coïncider avec la droite passant par {x% jr') et par ce point d'intersection.
Ii8. Si par un point 0 on mène deux cordes rencontrant une conique aux points R^ R'', S', S', le rapport des rectangles OR^OR'' et OS'.OS'^ sera constant, quelle que soit la position du point O, pourvu que la direction des cordes soit constante.
De l'équation donnée pour déterminer les valeurs de p (136), on déduit facilement
OR «OR ^= TT z Â — '» — 7i — ; — L — '• — wT'
acos'd -haAcosôsmô -f-6sm'6
0 étant l'angle que forme la corde OR' avec Taxe des x; de même, 6' désignant l'angle compris entre la corde OS' et cet axe, on aura
^ "■ acos^Ô' -f- 2Acos0' sinô' -h *sin»0"
d'où
OR\OR^_ gcos^y 4- 2 AcosO' sinO^ -f- fesln^y OS'. OS" ■" acos*e-+-aAcos9siae-4- frsin'ô '
Ce rapport est constant» puisque a, bel h ne changent pas lorsqu'on déplace l'origine (134), et que la direction des cordes, définie par les angles 0 et 6' qu'elles forment avec Taxe des x^ est constante.
Si, par deux points fixes 0 ei 0', on mène deux cordes parallèles OR, O'p coupant respectivement la conique aux points R', R^p^p'', le rapport des rectangles OR'. OR" et O'p'.O^ est constant et indépendant de la direction des cordes.
Ces rectangles ont pour expressions :
acos*0 -f- 2/icos6sinô -h 6sin*0
acos*6 -f-2 Acosôsinô -f- 6sin*0'
B étant l'angle fait par les cordes avec l'axe des Xy et c' la valeur que prend le terme absolu lorsqu'on rapporte la courbe
au point 0' comme origine : le rapport de ces rectangles -7 est indépendant de 6.
149. Le théorème du numéro précédent comporte quelques cas particuliers qu'il est utile d'énoncer.
1** Si le point 0' est le centre de la courbe, on a O'p' = O'p", et le rectangle O'p'. O'p" devient le carré du demi-diamètre parallèle à OR'. Donc les rectangles construits sur les segments de deux cordes qui se coupent sont entre eux dans le rapport des carrés des diamètres parallèles à ces cordes.
a® Lorsque OR est tangent à la courbe, on a OR'=OR"; le rectangle OR'. OR" devient le carré de la tangente, et, puisque nous pouvons mener par le point 0 deux tangentes, nous pourrons extraire la racine carrée du rapport trouvé plus haut, et en conclure que les tangentes menées par un point sont dans le rapport des diamètres qui leur sont parallèles.
3® Supposons enfin que la ligne 00' soit un diamètre et que les cordes OR, O'p soient parallèles à ses ordonnées : alors OR' = OR", 0'p'=0'p"; et, si A et B sont les points où le
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diamètre 00' rencontre la courbe, nous aurons
OR^' _ 0>^' A0.0B""A0'.0'B
Donc, les carrés des ordonnées d'un diamètre sont proportionnels aux rectangles des segments qu'elles déterminent sur ce diamètre.
150. Il y a un cas dans lequel le théorème du n® 148 n'est plus applicable, c'est lorsque la ligne OS est parallèle à Tune des droites qui rencontrent la courbe à l'infini : alors le segment OS'' devient infini, el la corde OS ne rencontre plus la conique qu'en un seul point situé à une distance finie.
OS' Cherchons à quelle condition, dans ce cas, le rapport ^^, ^
UK «OR
peut être constant.
Prenons, pour simplifier, OS et OR pour axes des x et des^. Puisque Taxe des x est parallèle à une des lignes rencontrant la courbe à Tinfini, le coefficient a doit être nul (138, Ex. IV), et l'équation de la courbe sera de la forme
2. hxy -i- bjr* -f- 2 gx -f- :ify -{- c = o. En y faisant successivement j^= o, a: = o, on trouve pour le segment déterminé sur l'axe des x, OS' = » et pour le
rectangle des segments faits sur l'axe des 7, OR'.OR"=:^*
Nous aurons donc
OS' __ b OR'.OR" "" 2g
Si l'on déplace les axes parallèlement à eux-mêmes (134), b ne change pas et g prend la valeur Aj' + g {y' étant l'abscisse de la nouvelle origine): le rapport précédent devient alors
^{ày-hg)
Lorsque la courbe est une parabole on a A = o, et ce rapport est constant; donc, si, dans une parabole, une droite de direc--
tion donnée rencontre un diamètre, le rectangle de ses segments est dans un rapport constant avec le segment qu'elle détermine sur le diamètre.
Lorsque la courbe est une hyperbole, le rapport ne peut être constant que lorsque jr* est constant : donc, dans une A/perbole, les segments déterminés par deux cordes parallèles sur une droite rencontrant la courbe à r infini sont proportion^ nels aux rectangles construits sur les segments des cordes.
* 151 . Trouver la condition pour que la droite "kx H-|ut^-*- v = o soit tangente à la conique représentée par l'équation générale.
En substituant, dans Téqualion générale, la valeur de r tirée de X^ -*- /xj -f- v = o, pour déterminer les abscisses des points d'intersection de la droite avec la courbe, on a
(a/ji* — 2 AXjtjL -f- b7i*)x* -+■ 2(g|x* — A/xv— //xX-f- JXv)j:
-f- ( c/x* — ^fl^v -f- bv^) = o,
et la droite sera tangente lorsque les racines de cette équation seront égales, c'est-à-dire lorsqu'on aura
(afx*— 2/«Xa — 6X')(c/x»— 2/|xvH-6v') = (g^|x»— A/xv--/]uiX+6Xv)».
Développant et divisant par /x% cette condition devient
(ftc — /') X» + (oa — g^) |ul' -*- (ab — A») v»h- a (g^A — af) /xv
-f- 2 (A/— bg) vX H- 2 (/g-— cA) Xjut = o.
On trouvera plus loin une autre méthode pour obtenir cette relation, qu'on peut appeler V équation tangentielle de la courbe, et qu'on écrit souvent de la manière suivante :
AX* 4- B/x* -+- Cv» -f 2 Fjuiv 4- 2 G vX H- 2 H Xfx == o,
en posant \ = bc — /*, B = ca — g^% . . . . Les coefficients A,
B, C, 2 F, 2 G, 2 H ne sont autre chose que les dérivées de la
fonction
abc H- 2^A — af* — bg* — ch*
prises en y considérant successivement a, b, c, /, g, A comme
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variables. Cette fonction, qui devient nulle lorsque la conique se transforme en deux droites, s'appelle le discriminant de l'équation générale du deuxième degré, et se désigne ordinai* rement par la caractéristique A.
EXERCICES
I. Former réquatioQ de la conique qui détermine des segments \ \\ pi, \jl' sur les axes.
Si Ton fait successivement j = o, j: = o dans cette équation, elle devra se réduire à
jc*— (>-hV)x-f-).V= G, V»— (pH-pi')jH-fxpi'= o; elle sera donc
Le coefficient h reste indéterminé si Ton ne se donne une nouvelle condition. On peut mener deux paraboles par les quatre points donnés puisqu'alors
n. hà polaire d'un point fixe prise par rapport aux coniques passant par quatre points donnés passe par un point fixe.
Si l'on prend pour axes deux côtés opposés du quadrilatère formé par les quatre points, Téquation des coniques sera celle de TExercice I, et l'équation de la polaire du point (x\ y') renfermera Tindéterminée h au premier degré (145) : donc la polaire passe par un point fixe.
m. Trouver le lieu des centres des coniques passant par quatre points fixes.
Le centre de la conique de l'Exercice I est donné par les équations
apitt'jr -h ixhjr— |x^'(X-t- V) = o, aAVj-h ihx — W(^ -+- p') = o, et en éliminant //, on trouve, pour l'équation du lieu,
(Test une conique sur laquelle se trouvent les intersections des trois couplk^s de droites passant par les quatre points donnés et les milieux de ces droites.
Le lieu est une hyperbole lorsque \ X', ainsi que fx et ii\ sont à la fois de même signe, ou à la fois de signes contraires ; dans le cas contraire, c'est une ellipse. Ainsi le lieu est une ellipse lorsque les deux points situés sur un axe se trouvant du môme côté de lorigine, les deux autres points
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qui appartiennent au deuxième axe sont Vun d'un côté, l'autre de l'autre côté de l'origine, autrement dit lorsque le quadrilatère formé par les quatre points a un angle rentrant. Ceci est du reste évident géométriquement : à un pareil quadrilatère, on ne peut pas circonscrire une conique de la forme d'une ellipse ou d'une parabole, mais bien une hyperbole; et comme le centre d'une hyperbole n'est jamais à l'infini, le lieu de ce centre doit être une ellipse. Dans l'autre cas, il y a deux positions du centre à l'infini : ce sont celles qui correspondent aux deux paraboles que l'on peut faire passer par les quatre points donnés.
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DE L'ELLIPSE ET DE L'HYPERBOLE
§ I. — Réduction de l'êquàtion générale du deuxi6iie degré.
152. Nous pouvons simplifier beaucoup les équalions qui nous serviront dans la recherche des propriétés de Tellipse et de l'hyperbole, en prenant le centre pour origine des coordonnées. L'équation générale du deuxième degré (133) se
réduit alors à
ax^ H- 2 hxy -t- by"^ -i- c' = o ;
car (140), lorsque le centre est pris pour origine, les coefficients de X et Aey deviennent nuls. La valeur de d en fonction des coefficients de l'équation primitive et des coordonnées jr' et^' de la nouvelle origine a pour expression (134)
et peut s'écrire
(/ = [ax' -\-hx'-^g)x''h{hx''hby'-\-f)x' + gx'-^fx'-hc.
Lorsque x' et jr' sont les coordonnées du centre, les deux premiers termes s'annulent, et la valeur de c' se réduit à (140)
(*) Le résultat de la substitution des coordonnées du centre {x\jr') dans l'équation de la polaire d'un point {jo'',x")
est le même que celui de la substitution de jc'jjr' dans l'équation de la courbe, puisque les deux premières séries de termes s'annulent dans les deux cas.
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153. Si le numérateur de celle dernière fraclion esl nul, réqualion transformée prend la forme
ax^ -^ili xy -h hy"^ = o,
et représente (73) deux droiies réelles ou imaginaires, suivant que ah — A' esl négalif ou posilif. On relrouve ainsi la condition du n^'Tô
ahc -\- ^fgh — af^ — bg^ — cli^ =■ o,
pour que Téqualion du deuxième degré représente deux droites; car elle doil être remplie pour qu'en transportant l'origine au point d'intersection des droites, le terme absolu puisse s'évanouir.
EXERQGES.
II. Rapporter la courbe
x^-h aarr — j'-H 8-r 4- 4 J — 8= o à son centre (— 3, — i).
RÉPONSE. x' -+- IXY — j' — 22.
154.. Nous avons vu (136) que, lorsque 0 satisfaisait à la relation
acos'0-+- 2 Acos0sin0 -t- 6sin'0=:o,
le rayon vecteur correspondant rencontrait la courbe à rinfini, et en un point situé à la distance finie de l'originfî
gcosB -f-/sinô
Lorsque l'origine est le centre de la courbe, g = o,f=o, et celte distance devient aussi infinie. 11 esl donc possible de mener par le centre deux droites rencontrant la courbe chacune en deux points coïncidents situés à l'infini. Ces droites, qui, par suite, peuvent être considérées comme des tangentes ayant leurs points de contact à l'infini, s'appellent asymptotes de la courbe : elles sont imaginaires dans l'ellipse et réelles
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dans l'hyperbole. On verra plus loin que ces asymptotes se rapprochent d'autant plus delà courbe, qu'on s'éloifçne davanuge de l'origine » toutefois elles ne rencontrent la courbe qu'à l'infini.
Puisque les points de contact des tangentes réelles ou imaginaires menées par le centre sont situés à TinOni» la droite qui les joint est aussi tout entière à l'infini; donc* d'après la définition des pôles et polaires (89), le centre peut être considéré comme le pôle d*une droite située à V infini. On arriverait â la même conclusion en remarquant que l'équation de la polaire de l'origine gx -\-fx -+- c = o se réduit à c? = o lorsque le centre est pris pour origine, et représente alors (67) une droite située à l'infini.
155. En prenant le centre pour origine, les coefficients g et/de l'équation générale s'évanouissent. Si de plus les axes forment un système de diamètres conjugués» le coefficient h s'annule également (143), et l'équation, se simplifiant encore, devient
/la?' 4- bjr^-^ c = o.
On voit facilement que toute corde parallèle à un axe est divisée en deux parties égales par l'autre; car si Ton donne, par exemple, à x une valeur quelconque, on en déduit immédiatement pour y deux valeurs égales et de signes contraires. L'angle compris entre deux diamètres conjugués n'est pas droit en général « mais il existe toujours un système de diamètres conjugués faisant entre eux un angle droit : ces diamètres sont les axes de la courbe, et les points où ils la rencontrent en sont les sommets.
Pour le démontrer, rappelons-nous ( 143) que les angles 6 et ô', que font avec Taxe des x deux diamètres conjugués, sont liés par la relation •
b tango tango' -+- A ( tango -h tangO') 4- a = o.
Si les diamètres forment un angle droit, tang 6' = -- ^ ( 25 ) ;
o ^ tangO
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par suile,
/lUiig'O-i- (a-~6)lang9 — A = o.
Multipliant par p% remplaçant p cos 9, p sin 0 par :c et 7, il vient
Aj7* — {a — b)xjr — hy^= o,
équation de deux droites réelles perpendiculaires l'une sur l'autre (74). Les courbes à centre ont donc deux diamètres conjugués à angle droit, et n'en ont que deux.
Ces axes, ainsi que le montre (75) leur équation, sont les bissectrices intérieure et extérieure de l'angle compris entre les droites réelles ou imaginaires
ax^-\- 7.hxy-^ bjr^= o.
Les axes sont donc les bissectrices des angles formés par les asymptotes, et ils sont réels (75, note), que les asymptotes soient réelles ou imaginaires, c'est-à-dire que la courbe soit une hyperbole ou une ellipse.
156. Nous aurions pu arriver au même résultat, par une transformation de coordonnées, en montrant qu'il est toujours possible de trouver un système d'axes rectangulaires tel, que l'équation de la courbe par rapport à ce système d'axes n'ait pas de terme en xy. Supposons les axes primitifs rectangulaires, et faisons-les tourner d'un angle 0 autour de l'origine : l'équation transformée s'obtiendra en remplaçant respectivement X et y parjicosô — jsinô et j? sin 0 +7 cos 0 dans l'équation primitive, qui devient ainsi
a{x cos 9 —y sin 6)'+ i.h{x cos 0 — j sin 0) [x sin 0 -\-y cos 0)
+ 6(:csin0 + jcos0)*-l- c = o,
et en développant, nous aurons, pour les nouveaux coefRcients, a', 6', A',
a' = a cos'0 -h 2 A COS0 sin 0 h- 6 sin*0,
A' = 6 sin 0 COS0 -f- A(cos'0 — sin'0) — a sin 0 cos 0,
V = a sin'0 — 2 A cos0 sin 0 -f- 6 cos*0.
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En faisant A'= o, pour déterminer l'angle d que les axes de la courbe forment avec les axes de coordonnées» nous retomberons sur l'équation du n® 155, qui donne
tang2e = ^-^.
157. Le théorème suivant permet de simplifier les calculs i exécuter pour déterminer les nouveaux coefficients relatifs à la transformation d'une équation de la forme
ax^ -4- by^ + c = o.
Si Von transforme une équation du deuxième degré en passant d'un système d'axes rectangulaires à un autre système rectangulaire^ les quantités a-h b et h^— ab ne changent pas.
En effet, en ajoutant les valeurs de a' et b' calculées plus haut (1S6), on trouve immédiatement
On a aussi
aa'=a-h6H-2Asln20 -h (a — 6)cos20, 26' = aH- 6 — 2ésin29 — (fl — b)cos26;
d'où
4a' 6' = (a 4- 6)*~ [2 A sin29 -f- (a — b)cos26]\
Mais
4A'«= [2A COS29 — {a — b) sin2e]»;
donc
4(fl'ô'— A'») = (aH-6)»-4A'-(a-6)»=4(a6-A»).
Pour écrire l'équation rapportée aux axes, on a ainsi les relations
A' = o, a'-+-6'=:a + 6, a'b' = ab — h*;
elles donnent la somme et le produit des coefficients inconnus d et b'y qui se trouvent ainsi déterminés.
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EXERCICES
I. Trouver les axes de l*e1Iipse i4«r'— 4-'v> -f- iir* = 60, et rapporter la courbe à ces axes.
L'équatioa des axes est (155)
4x"-f-6:rj— 4^-'=o, ou
(ax— j)(jr-4-2j) = o.
On a d'ailleurs
rt'= 10, b' — \5;
réquation transformée est donc
U. Rapporter Fhyperbole iix'-f-84j:v— 24)*= iSGàsesaxes. On a
/ï'-i-^'= — i3, rt'^'=— ao'i8, /i'=39, ^'=— Sa; par suite l'équation transformée est
III. Rapporter la courbe ax^-+- 2//jv4- br^-^ c = o k ses axes.
RÉPONSE
(rt-h^-R).r'-h(«-+-/^-+-R)v'=2r, R=r= 4/,»-+- (« - ^)».
* 158. Lorsqu'on passe d'un système d'axes rectangulaires à un autre système rectangulaire, les quantités a-\-b, ah — h^ ne changent pas. Cherchons ce qu'elles deviennent lorsque le second système d'axes est oblique. Conservons le même axe des Xy et désignons par (ù l'angle que le nouvel axe des/ fait avec lui. Pour transformer l'équation, il faut y remplacer respectivement ( 9 ) ^ et j par .r + 7 cos w, y sin û) ; on trouve ainsi
a'=a, A'=: a cosw H- Asincj,
6' = acos''û) + 2/1 cosw sinw -i- ésin^w,
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d'où
a'-h6'— aA'cosw . àb'—h'^ . . ^-- = a-«-6, — :-- — = ab—h\
Donc, si l'on transforme une équation du second degrés pour passer d'un système d'axes à un autre, les quantités
a -h b — ihcos(ù ab — A' sin'ok sin'oi)
ne changent peu.
Ce dernier théorème permet de rapporter une équation aux aies de la courbe qu'elle représente, puisqu'on peut exprimer la somme et le produit des nouveaux coefficients a et & en fonction des anciens.
EXERCICES
I. Rapporter à ses axes la courbe i oa ' -h 6 xj + Sy^ = i o, pour laquelle
, 285 , ioa5 - , 2o5 16 16 ' 16
RÉPONSB. i6j:*-h 4'^'= 3^-
n. Rapporter à ses axes la conique x*— ^xy-t-y* -+■ 1 = 0, en supposant 6» = 60**.
RÉPONSE. -F* — i5y^ = 3.
m. Rapporter à ses axes la conique aa^-h ^hxy -h by=i c.
RiPONSB.
(a-i-b — a^cosw — R)x*H- (a-f-^ — 2/1 cos» -hR)/'= 2csin'<ki R»= [2A -(a-h à)cos«P -h (a - by sin*^.
* 159. Les théorèmes des numéros précédents ont été démontrés de la manière suivante par M. Boole {*),
Supposons que nous ayons à passer d'un système d'axes disant entre eux un angle g», à un autre système faisant un angle Q; en effectuant les substitutions indiquées au n"* 9, la
(*) Cambridge Math. Journ.f \\l, p. 106; et nouvelle série, VI, p. 87.
quaniiié ax^ -h 2hxx -^ bx^ deviendra a'X*-l-2A'XY-f-6'Y» (x et j étant les anciennes coordonnées, X et Y les nouvelles). De même x*-h aor/cosw -h j* deviendra X*-4- 2XY cosû -f- Y% puisque Tune et l'autre de ces deux dernières expressions représentent le carré de la distance d'un même point à l'origine. Nous aurons donc, X étant une indéterminée,
ax^ -4- 2Ajr^-4- bjr^-h X(a:*H- 2XjrC0S(ù -^X^)
= a'X»-f- 2 A'XY -4- ft' Y»-f- X(X' ■+- aXY cosw 4- Y»),
y et si nous déterminons X par la condition que le premier membre de cette équation soit un cdrré parfait, le second membre devra être aussi un carré parfait. Celte condition peut
s'écrire
(aH-X)(6 4-X)=:(A + Xcosw)%
et X sera une des racines de l'équation du second degré
X*sin*û) -+-(a -4- 6 — 2Acos(>i)X4- ab — A'=o.
Nous trouverons une équation de même forme pour déterminer la valeur de X rendant le second membre un carré parfait, et, puisque les deux membres deviennent des carrés parfaits pour la même valeur de X, les deux équations du second degré devront être identiques. Égalant donc les coefficients des termes correspondants, nous trouverons, comme plus haut,
g 4- fr — 2 A COS6) _a''\-b' — 2h' cosQ ab — h} _ a' 6'— A" sin^oj "" sin*ii ' sin*&> sin*i2
EXERCICES
I. La somme des carrés des réciproques des demi- diamètres qui se coupent à angle droit est constante.
Soient a et ^ leurs longueurs : en faisant alternativement x = 0,7 = o dans réquation de la courbe, on aura a 7}^ c, b^"^ = c\ on voit ainsi que le théorème qui vient d*ètre énoncé n'est que l'interprétation géométrique de la constance de la somme a-^b.
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n. L'aire du triangle formé en joignant les extrémités de deux demidiamètres conjugués est constante.
L'équation de la courbe rapportée à deux diamètres conjugués est
x' et S' étant les longueurs de ces demi -diamètres, et puisque — ^ — est constant, a'^'sin&> est constant.
m. La somme des carrés de deux demi-diamètres est constante. Puisque "^ est constant, il en est de même de
sin' d'ailleurs, a'p' sinw est constant : donc a" h- p'^ est constant.
160. Nous avons vu que Téquation d'une conique rapportée à ses axes était de la forme
B étant positif dans le cas de l'ellipse et négatif dans le cas de l'hyperbole (138, Ex. III}. (Nous avons repris ici les lettres majuscules, parce que nous allons avoir à employer les lettres a ei b avec une signification nouvelle.)
L'équation de l'ellipse peut encore s'écrire sous une forme plus commode. Supposons que les segments déterminés par l'ellipse sur ses axes soient x=^a, ^=6; en faisant j=o
dans réqualion de l'ellipse, il vient Aa' = C, d'où A = -;-,
nous trouverions de même, en y faisant / = o, B = ^ • L'équatioo de l'ellipse peut donc s'écrire ainsi
Puisque nous pouvons prendre un quelconque des axes de la courbe pour axe des x, nous supposerons que nous avons choisi cet axe de telle façon que a soit plus grand que b.
L'équation de l'hyperbole, qui, ainsi que nous le savons.
ne diffère de celle de l'ellipse que par le signe du coefficient de jr^y pourra se meure sous ta forme correspondante
Le segment déterminé par l'hyperbole sur Taxe des x est évidemment a? =± a; celui qui est déterminé sur Taxe des j\ étant donné par Téquation j^=— 6% est imaginaire; J'axe des j^ ne rencontre donc pas la courbe en des points réels.
Puisque nous avons pris pour axe des x l'axe rencontrant la courbe en des points réels, nous n'avons pas à nous occuper de la grandeur relative de a par rapport à h.
161. Trouver l'équation polaire de V ellipse y le centre étant pris pour pôle.
Nous n'avons pour cela qu'à remplacer x par pcosO, et y par psind dans l'équaiion précédente; nous trouverons ainsi l'équation
I cos'9 sin*e
qui peut s'écrire sous l'une ou Tautre des formes équivalentes
^ ""a'sin»0-i- é'cos^Ô
"" fr»4-(a'— i')sin*0"~a'— (a'— 6»)cos'e Les abréviations suivantes sont d'un usage fréquent :
La quantité e s'appelle Y excentricité de l'ellipse.
En divisant par a' les deux termes de la dernière fi action trouvée pour la valeur de p% nous obtiendrons l'équation sous sa forme la plus usitée
^ i — e*cos'6
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Déterminer la forme de V ellipse
La plus petite valeur que puisse avoir le dénominateur i'4-(a'— ft*)sin*9 de l'expression de p* est celle qui correspond à 0 = o; le maximum de p est donc le segment a déterminé par l'ellipse sur l'axe des x.
La plus grande valeur de 6'+(a'~fr')sin*6 correspond à sin6 = i ou & = 9o<*; le minimum de p est donc le segment h déterminé par la courbe sur l'axe des^. Le plus grand rayon vecteur qu'on puisse mener du centre à la courbe est donc Taxe des Xy et le plus petit l'axe des y. En raison de cette propriété, on a appelé ces rayons le grand axe et le petit axe de la courbe.
11 est évident que p est d'autant plus grand que 6 est plus petit. Donc un diamètre est d'autant plus grand que sa direction se rapproche le plus de celle du grand axe, La forme de la courbe est par suite celle qui est représentée par la^g-. 56.
Les valeurs de p correspondant aux angles 6 = a, 0 = — a sont égales; donc deux diamètres faisant des angles égaux avec le même axe sont égaux; théorème dont la réciproque est évidente.
Cette propriété permet de déterminer géométriquement les axes d'une ellipse dont le centre est donné. En effet, les points d'intersection de la courbe avec par un cercle concentrique sont les extrémités des diamètres égaux , et les bissectrices des angles formés par ces diamètres, les axes cherchés.
163. Si l'on compare l'équation de l'ellipse résolue par rapport kjr
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avec celle du cercle concentrique et de rayon a
on voit de suite que Ton peut construire l*ellipse de la manière suivante : Décrire un cercle sur le grand axe A A' comme diamètre, prendre sur chaque ordonnée LQ un point P tel, que le rapport de LP à LQ soit constant et égal à b:a; le lieu des points P est l'ellipse demandée.
Le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre {Jlg. 5; ) est situé tout entier en dehors de la courbe. On pourrait de
même construire l'ellipse en décrivant un cercle sur le petit axe comme diamètre, et dilatant chaque ordonnée dans le rapport de é à a : le cercle décrit sur le petit axe est situé tout entier à l'intérieur de Tellipse.
L'équation du cercle est, du reste, la forme particulière que prend celle de Tellipse lorsqu'on y fait 6 = a.
lôi-.N Trouver l'équation polaire de Vhyyerbole, En opérant comme au n° 161, on trouve
fc'cos'Ô — a'sin'0
6'— (a' -4- b') sin'0 (a'-f- 6') cos'0 — a'
Puisqu'on passe des formules relatives à Tellipse aux formules correspondantes relatives à l'hyperbole en changeant le signe de 6S on peut employer pour l'hyperbole les abrévia-
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lions
c'= a* + oS e* = »
el considérer e comme \ excentricité de l'hyperbole.
£n divisant alors par a' les deux termes de la dernière eipression de p', on obtient, pour l'équation polaire de l'hyperbole,
^ e'cos^Ô — l' qui ne diffère de celle de l'ellipse que par le signe de 6*.
Déterminer la forme dé V hyperbole
Les dénominations de grand axe et petit axe n'étant pas applicables à l'hyperbole (160), nous appellerons l'axe des .r axe transverse, et Taxe des y axe conjugué ou axe non transverse.
Puisque le dénominateur 6* — (a' -I- 6*) sin'Ô est maximum lorsque 0 = o, la valeur correspondante de p est minimum, autrement dit, Vaxe transverse est la ligne la plus courte qu'on puisse mener du centre à t hyperbole.
L'angle 9 augmentant, p croît jusqu'à ce que l'on ait
s\nO=:—: -y OU tang0=i-;
alors le dénominateur est nul et p est infini. Au delà, p' devient négatif et les diamètres cessent de rencontrer la courbe en des points réels jusqu'à ce que l'angle 0 ait atteint la valeur 9i, définie par les relations
sinOi = --====y ou tang0, = -5
et pour laquelle p redevient infini : l'angle 6 continuant à augmenter, p diminue et repasse par sa valeur minimum a pour 8= 180^.
La forme de l'hyperbole est ainsi celle qui est représentée par un trait plein sur la Jig, 58.
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Nous avons vu que Taxe des y ne rencontrait point
Fie. 58.
^'A It
l'hyperbole en des points réels, puisque ces points sont donnés par l'équation **
nous pouvons cependant prendre sur Taxe des/ des segments CB = CB' = 6, et appeler cette longueur axe de la courbe. De même, si nous trouvons, pour déterminer un diamètre, une équation p' = — R', nous pourrons, bien que ce diamètre ne rencontre pas l'hyperbole en des points réels, prendre sur la direction correspondante et à partir du centre une longueur d= R pour le représenter, et appeler cette ligne un diamètre de rhjrperbole.
Le lieu des extrémités de ces diamètres qui ne rencontrent pas la courbe s'obtient en changeant le signe de p' dans l'équation de l'hyperbole, qui devient ainsi
I _ sin*0 cos^9 p^ "" T' ô^'
ou
C'est l'équation d'une hyperbole rencontrant l'axe des/ en des points réels, et l'axe des x en des points imaginaires. Cette courbe représentée en pointillé sur la Jig. 58 s'appelle hyperbole conjuguée de l'hyperlfole donnée.
167. Les diamètres qui correspondent à tangd = dr -? rencontrant la courbe à l'inOni (165), sont, pour cette raison, les droites que nous avons appelées ( 154 ) asjrmptotes de la courbe*
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Sur ta Ogure, ce sont les lignes CK, CL : elles séparent évidem* ment les diamètres qui rencontrent la courbe en des points réels, de ceux qui la rencontrent en des points imaginaires. 11 est» du reste, évident que deux hyperboles conjuguées ont les mêmes asymptotes.
L'expression langO = db - permet de tracer les asymptotes
lorsqu'on connaît les axes en grandeur et en position : il suffît pour cela de mener des parallèles aux axes par leurs extrémités B et A ; l'asymptote CK est la diagonale du rectangle ainsi formé. L'asymptote CL se construit d'une manière ana* logue.
Les asymptotes font avec l'axe des x des angles égaux 9 définis par la relation
COS
d'ailleurs, celui qu'elles comprennent est égala 2 0 : donc, en se donnant ^ excentricité d'une hyperbole^ on se donne V angle formé par les asymptotes^ et cet angle est le double de celui qui a pour sécante l'excentricité.
EXERCICE
Trouver rexcenlricité de la conique donnée par l'équalion générale.
Nous pouvons (74) trouver la tangente de Tangle compris entro les
droites représentées par Téquation ax^-\^' T.hxy-h by^ = o, et en déduire
la sécante de Tangle moitié; ou bien suivre la marche indi([uée au
îiM57 (Ex. III).
Nous avons
R'= 4/<'-h (rt-]&)'= 4/i' — 4r/^ -H (rt -h b)\ i._±-Ji g'-^V 2R
§ II. — Tangentes et diamètres conjugués.
168. Les équations de l'ellipse et de l'hyperbole ne différant que par le signe de 6' (160), ces courbes ont un certain
avec Donc
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nombre de propriétés communes qui peuvent se démontrer ensemble en considérant le signe de 6' comme indéterminé. Aussi les étudierons-nous à la fois, en employant en général le signe de i*, qui se rapporte à l'ellipse, et laissant au lecteur le soin de déduire les formules correspondantes relatives à l'hyperbole.
Trouver l'équation de la tangente à la courbe
au point (a^,j').
On peut la déduire de l'équation générale de la tangente (86), ou l'obtenir directement en suivant la méthode indiquée au n» 86.
L'équation de la corde qui joint les deux points (jr',j'), (x''^y") de la courbe est
ou bien
(x'-^x")x _ (j' +r")r x'x" xY ^ ,
En y faisant x' = x'\x' =y\ on en déduit pour l'équation
de la tangente
xx' rr'
Celte démonstration est indépendante de l'angle que font entre eux les axes de coordonnées. Lorsqu'on prend pour axes un système de diamètres conjugués, le coefficient de xjr dans l'équation de la courbe est nul (143); les coefficients de x et de j sont nuls aussi, puisque le centre est pris pour origine, et si a' et b' sont les segments déterminés sur les axes de codonnées, l'équation de la courbe devient (160)
-4- il — I •
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et celle de la tangente est encore
xx' yx'
169. L'équation de la polaire du poinl(:r', j'), c'esl-à-dire de la droite qui joint les points de contact des tangentes menées par(:p%j^'), est de même forme que celle de la tangente (88, 89); elle est donc
xx' yy' xx' yt'
^^•^ =1, ou —77+ — ■
suivant qu'on prend pour axes de coordonnées les axes de la
courbe on un système de diamètres conjugués.
£q particulier, Téquation de la polaire d'un point de Taxe
xx^ des X est —7^ = 1. Pour construire la polaire d'un point P, il
faudra donc mener le diamètre PC passant par ce point (C étant le centre de la courbe), et trouver sur ce diamètre un point P' tel, que le rectangle CP.CP' soit égal au carré a'* du demidiamètre : la parallèle menée par P' au diamètre conjugué de a! sera la polaire cherchée. Cette construction démontre de nouveau ce théorème du n® 145 : La tangente menée à Vextrémité d'un diamètre est parallèle à son diamètre conjugué.
EXEROCES.
L Trouver la condition pour que >jr + pij= i soit tangente à la courbe --5 -»- tî = ' •
xx Y y
Ëncomparantl6séquations^jr+/xj = i et — 5--»- yr = ^ on trouve
d*où la condition cherchée n. Trouver Téquation des tangentes menées à la courbe par (x\ r ') (92).
RÉPONSE
m. Trouver Tangle <f compris entre ces tangentes.
Lorsqu'une équation du deuxième degré représente deux droites , l'équation obtenue en égalant à zéro ses trois termes du deuxième degré est celle de deux droites menées par Torigine, parallèlement au deux premières : Tangle f dépend donc seulement des trois termes du deuxième degré de Téquation des tangentes. En développant à ce point de vue réquation de TËxercice II, on obtient (74)
IV. Trouver le lieu de l'intersection des tangentes qui se coupent à angle droit.
En égalant à zéro le dénominateur de la valeur de lang f , on trouve
équation d'un cercle ayant même centre que l'ellipse.
Le lieu de rinlersection des tangentes qui se coupent sous un angle donné est en général une courbe du quatrième degri^
170. Trouver réquation, par rapport aux axes, du diamètre conjugué de celui qui passe par le point {x'^y' ) de la courbe.
Le diamètre passant par l'origine est parallèle ( 169 ) à la lan génie menée par le point (^',7'); son équation est donc
Si B et 0' sont les angles que font avec l'axe des x le diamètre primitif et son conjuguo, on aura évidemment ^
lang0 = -^;
d'ailleurs, d'après Téquaiion du diamètre conjugué (21), on a
&' x' iang{;' = -— -,
par suite,
tangO lang 9' = ;•
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Celle relation aurait pu se déduire de celle du n^ Ik^. Dans le cas de Thyperbole, elle devient (168)
tang étang (;' = -•
171. Puisque dans l'ellipse tangd tangd' est négatif lorsqu'un des angles 6, 9' est aigu, c'est-à-dire quand sa tangente est positive, l'autre angle 6', 6 est obtus, puisque sa tangente est négative; donc, dans V ellipse, deux diamètres conjugués ne peuvent jamais être situés d'un même côté du petit axe, puisque ce petit axe correspond à 0 = 90^
Dans l'hyperbole, au contraire, tangStangd' est posilif; par suite, 0 et B' sont tous deux aigus ou tous deux obtus. Donc, dans rhyperbole, deux diamètres conjugués se trouvent toujours d'un même côté de l'a^e conjugué. Quand tangd est
plus petit que -» tangd' est plus grand; et comme (167) le
diamètre correspondant à l'angle dont la tangente est - est
l'asymptote qui (167) sépare les diamètres rencontrant la courbe de ceux qui ne la rencontrent pas, on voit que, dans V hyperbole, lorsqu'un diamètre rencontre la courbe en des points réels, son conjugué ne la rencontre pas. On reconnaît en même temps que chaque asymptote peut être considérée comme étant son diamètre conjugué à elle-même.
172. Trouver les coordonnées x" , y" de V extrémité du diamètre conjugué de celui qui passe par le point [x\y*) de la courbe.
11 suffît, pour cela, de résoudre, par rapport à j: et j, les équations de la courbe et du diamètre conjugué
xx' yy' x^ y*
En substituant successivement dans la seconde les valeurs de X et dey tirées de la première, on trouve sans difficulté
173. Exprimer les longueurs du diamètre [a') et de son conjugué { fc' ) en fonction de l'abscisse de r extrémité du premier.
I** On a
a'^zzzx'-hx'^f
mais
donc
a'' = b'-h ^' , x'* =b^-he^ x'\
2*» On trouverait de même
b* a* donc
On déduit de là
La somme des carrés de deux diamètres conjugués d'une ellipse est constante (159, Ex. III).
174. Dans l'hyperbole, il faut changer les signes de 6* et b^\
On a alors
La différence des carrés de deux diamètres conjugués d'une hjrperbole est constante.
Si, dans une hyperbole a=: b, son équation devient
et l'hyperbole est dite équilatère.
Le théorème précédent montre que, dans une hyperbole
équilatère^ un diamètre quelconque est égal à son conjugué.
Les asymptotes de V hyperbole équilatère forment un angle
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droit, puisqu'elles sont données par l'équation
Aussi appelle-t-on souvent l'hyperbole équilalère : hyperbole rectcaigulaire,
La condition pour que l'équation générale du deuxième degré représente une hyperbole équilatère est a = — b; elle exprime en eflfet (74) que les asymptotes {ax^ + ^hxy -♦- hy^) forment un angle droit. D'ailleurs, si l'hyperbole est rectangulaire, elle est équilatère, puisque ( 167) la tangente de la moitié
de l'angle compris entre les asymptotes est-» et comme cet angle est de 4^ degrés, on a 6 = a.
175. Trouver la distance p rfv centre à la tangente en [x',jr' ). La distance de l'origine à la droite
xx' yr'
a pour expression (23)
I ab
mais nous savons (173) que
donc
ah
176. Trouver l'angle 9 compris entre deux diamètres conjugués.
L'angle 9 compris entre deux diamètres CP, CP' {Jig. Sg) est égal à l'angle CPT compris entre l'un d'eux CP et la tan-
génie PT parallèle à Taulre CP'. MaisCT étant la perpendi
Fig. 59.
culaire abaissée du centre sur la tangente, on a
sinCPT = § = 5-,
donc
ab
L'équation a' b' s\ï\(^ = ab montre que raire du triangle formé en joignant les extrémités de deux diamètres conjugués d'une ellipse ou d'une hyperbole est constante (159, Ex. II).
177. La somme des carrés de deux diamètres conjugués d'une ellipse étant constante, leur rectangle est maximum lorsqu'ils sont égaux, et sino est alors un minimum : donc les angles aigu et obtus compris entre deux diamètres conjugués égaux sont respeciivement le plus petit et le plus grand des angles que peuvent former deux diamètres conjugués.
La longueur des diamètres conjugués égaux s'obtient en
faisant a' = b' dans la relation a'^ + 6" z=za^ -^ b\ alors a'' est
la moitié de a* 4- 6' : donc
onb
smo = r-'
L'angle que ces diamètres font avec Taxe des x se déduit de l'équation
tango tango' =:—-; en y faisant tango = — tang 0', puisqu'ils font des angles égaux,
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mais de signes contraires, avec l'axe des j:(162). On trouve ainsi
tango = -•
Si donc (167) une ellipse et une hyperbole ont mêmes axes en grandeur et en position, les asymptotes de Thyperbole coïncident avec les diamètres conjugués égaux de Tellipse.
L'équation générale de l'ellipse, rapportée à deux diamètres conjugués (168), devient x* h- j^'r= a'" lorsqu'on y fait a'= b\ autrement dit lorsqu'on la rapporte aux diamètres conjugués égaux. Elle prend alors la même forme que l'équation du cercle x'-*-^*=r', mais les axes de coordonnées sont obliques,
178. Exprimer la longueur de la perpendiculaire abaissée du centre sur une tangente en fonction des angles que cette perpendiculaire fait avec les axes.
Soient {x' yjr')\e point de contact de la tangente, p la longueur de la perpendiculaire, et a l'angle qu'elle fait avec l'angle des x. Pour mettre l'équation
xx' Yr' a» 6'
sous la forme xcosa -hrs\na=p (23), il suffit d'y faire
x' cosa x' _ s'"«.
a'~^ p ' ft»"" p ^
et si l'on substitue, dans l'équation de la courbe, les valeurs de x' et j' qu'on en tire, on trouve
y?' — a»cos*a-f-6*sin*a (*).
L'équation de la tangente prend alors la forme
X cosa H- 7 sina — ^à^ cos'a 4- 6' sin'a = o. La distance du point [x',x') à la tangente est donnée par
(") De même /»' = fl'*co»'«-t-*"co»*/3, a et /3 étant les angles que la perpendîcnlaîre fait arec deux diamètres conjugués.
l'expression (Si)
^a'cos^a -H b^sln^oc — ^cosa —y' sina,
pourvu que Ton considère celte distance comme positive lorsque le point (^',^') se trouve du même côté de la tangente que l'origine.
EXERCICE
Trouver le lieu de J'interseclion des tangentes qui se coupent à angle droit.
Soient /?, p' les perpendiculaires abaissées du centre sur ces tangentes, on a
/>* = à' COS'a H- b^ sin^a, p'^ = a^ sin'a -h b^ C0S*a, p^ ■+- p'^= «'-h ^'.
Mais le carré de la distance du centre à Tintersection de deux droites qui se coupent à angle droit est égal à la somme des carrés des distances de ce centre aux droites elles-mêmes. La distance de ce point d*intersection au centre est constante, et le lieu cherché est un cercle (169, Ex. IV).
179. Les cordes qui joignent les extrémités d'un diamètre à un point de la courbe s'appellent cordes supplémentaires.
Les diamètres parallèles à un système de cordes supplémentaires sont conjugués.
Considérons le triangle formé en joignant les extrémités
d'un diamètre ÀB à un point D de la courbe, puisque la droite
menée par les milieux de deux côtés est parallèle au troisième,
le diamètre de la corde AD sera parallèle à BD, et celui de la
corde BD sera parallèle à AD. On peut démontrer anal^tique-
ment ce théorème en formant les équations de AD et de BD,
et en montrant que le produit des tangentes des angles que
b^ font ces cordes avec l'axe des x est égal à :
Nous pouvons maintenant construire géométriquement deux diamètres conjugués faisant entre eux un angle donné. Si l'on décrit en effet sur un diamètre un segment capable de l'angle donné, on aura, en joignant aux extrémités de ce diamètre les points où ce segment coupe la courbe, deux cordes supplé' mentaires qui seront parallèles aux diamètres cherchés.
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EXERaCES.
L Les tangentes menées aux exlrémités d'un diamètre sont parallèles.
Leurs équations sont en effet
fr à
Ce théorème peut aussi se déduire du n^ 146, en remarquant que le centre est le pôle de la droite située à l'infini (154).
n. Une tangente quelconque menée à une section conique à centre détermine sur deux tangentes fixes et parallèles des segments dont le rectangle est constant et égal au carré du demi-diamètre parallèle à ces tangentes fixes.
Prenons pour axes le diamètre b' parallèle aux tangentes et son conjugué a'; les équations de la courbe et de la tangente variable seront
En £axsant alternativement x = a\ x = — a' dans la deuxième équation, on trouve pour les segments j déterminés sur les tangentes
b'^ f x'\ Leur produit
se réduit à 6" lorsqu'on exprime que le point (x', y') est sur la conique.
m. Le rectangle des segments de la tangente variable (Ex. II) est égal au carré du demi-diamètre qui lui est parallèle.
Le rapport entre le segment déterminé sur une des tangentes parallèles et le segment adjacent de la tangente variable est le même que celui des diamètres pa rallèles à ces tangentes (149); donc le rapport du rectangle des segments des tangentes fixes au rectangle des segments de la tangente variable est égal à celui des carrés des diamètres parallèles aux tangentes : le premier rectangle étant égal au carré du demi-diamètre parallèle, le second sera aussi égal au carré du demi-diamètre parallèle à la tangente variable.
IV. Le rectangle des segments déterminés sur une tangente par deux
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diamèlres conjugués est égal au carré du demi-diamètre parallèle à la tangente.
Prenons pour axes le diamètre parallèle à la tangente et son conjugué : les équations de deux diamètres conjugués étant (170)
y' XX* vy'
les segments qu'ils déterminent sur la tangente s'obtiendront en y faisant X z=z a\ Nous aurons ainsi
xr * fi y
le rectangle de ces segments est évidemment V\
Nous aurions pu, en suivant la même marche, donner une démonstration purement analytique du théorème de TEx. III.
On déduit de là que les diamètres passant par les points d'intersection d'une tangente avec deux tangentes parallèles sont conjugués.
y. Étant donnés, de grandeur et de position, deux diamètres conjugués Oa, 0^ d'une conique à centre, déterminer les axes.
La construction suivante est fondée sur le théorème de l'Ex. IV. Par lextrémité a [Jtg, 6o) d'un des diamètres, menons une parallèle AB à l'autre ;
cette parallèle est tangente à la conique. Sur Oa prenons un point P (dans le sens Oa pour l'ellipse, dans le sens aO pour l'hyperbole) tel,
que Oa,aV =^0b , et décrivons un cercle passant par OP, et ayant son centre C sur la droite ÂB ; les droites OÂ et OB seront les axes de la courbe. En effet, puisque
ka.n^ = Oa,aV = Ôb ,
les droites OÂ et OB sont des diamètres conjugués, et comme ÂB est un diamètre du cercle, l'angle ÂOB qu'elles comprennent est un angle droit.
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VI. On donne deux diamètres ; de Textrémité de l'un on abaisse une ordonnée sur l'autre : démontrer que les deux triangles ainsi formés sont équivalents.
VU. Étant donnés deux diamètres, par Textrémité de Tun on mène une tangente jusqu'à Tautre; prouver que l'on forme ainsi deux triangles équivalents.
§ Jil. — Normale.
180. On appelle normale à une courbe la perpendiculaire menée à la tangente par le point de contact.
Pour trouver l'équation de la normale à l'ellipse au point l^'^X'h *' suffit donc de former, d'après le n" 32, l'équation de la perpendiculaire menée par ( j:', r') à la tangente
On trouve ainsi
ou bien
/•' représentant, suivant l'usage (161), la quantité (^- — b^)-
Le segment CN (Jig>^\) déterminé par la normale PN sur Taxe des x
Fi{». Cl.
s'obtient en faisant r--o dans l'équation précédente, ce qui
donne
CN-r-^'r^e'j;'.
On peut dès lors mener une normale à l'ellipse par un point N pris sur l'axe, puisque de la valeur de CN on peut déduire l'abscisse x* du point de la courbe par lequel passe cette normale.
Le cercle peut être considéré comme une ellipse dont Fexceniricilé est nulle, puisque c^ = a^ — 6% el que, dans ce cas, a^=z 6»; le segment CN est alors constamment nul : donc toutes les normales menées à un cercle passent par le rentre-
181. Le segment MN de Taxe des x compris entre la normale PN et l'ordonnée PM s'appelle la sous-normale. D'après le n*» 180, la longueur MN de cette sous-normale est
MN = x' x' = — x,
La normale divise donc Tabscisse en deux segments dont le
rapport est constant.
Le segment Mï de Taxe des x compris entre l'ordonnée PM
et la tangente PT au point P est la sous- tangente,
a^ Comme CT := — (169), la sous-tangente a pour valeur
}AT = ^-x' =
La longueur de la normale PN a pour expression
PN =:PM-*-MN =7'^H--jt'''=--- (^j'>-f--^;r'M.
Mais en désignant par h' le dçmi-diamèire conjugué de CP,
la quantité comprise entre parenthèses est égale à b'^ (173);
on aura donc
PN
Si Ton prolonge la normale jusqu'à sa rencontre N' avec le petit axe, on trouve de même
, Donc le rectangle des segments PN, PN' déterminés par les axes sur la normale en un point P est égal au carré du demidiamètre conjugué de celui qui passe par P.
DB l'bllipsb et db l'htpebbolb. a43
On sait (175) que la distance p du centre à la tangente est
donnée par la relation p = — : donc ie produit de la normale
par^ la distance du centre à la tangente est constant et égal au carré du demi-petit axe.
La longueur de la normale en fonction de Tangte a qu'elle fait avec Taxe des x a pour expression (178)
P ^tf^cos'a H-^'sin'a ^i — e'sin'a
L Mener par un point donné ('^'> j') une normale à une ellipse ou à .une hyperbole.
Soit (X. Y) le point de la courbe par où passe la normale; l'équation de la normale sera alors
et, puisqu'elle passe par (x', /'), on aura
a'x'Y - b'yX = c'XY.
Les points de la courbe dont les normales passent par (x\ x') sont donc les points d'intersection de la courbe avec l'hyperbole
II. Si, par un point donné d'une conique, on mène deux cordes faisant enire elles un angle droit, la corde joignant leurs extrémités passera par an point fixe de la normale au point donné.
Prenons pour axes la tangente et la normale au point donné. L'équation de la conique sera alors
ax* -h ihxjr ■+■ bjr^ -h 2/7 = o,
car c doit être nul puisque l'origine est un point de la courbe, et g est nul (144) parce que l'axe des x\ dont l'équation est / = o, est tangent
à la courbe. Soit
• ' x^-hipxy-k-qy^^o
l'équation de deux droites menées par Torigine; roulUpliant cette équa-
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tion par a, et la retranchant de celle de la courbe, nous trouvons
Cette équation, qui est celle ( 40 ) d'un lieu passant par les points d'intersection des deux droites et de la conique, se décompose on deux :
y -~ G, 2 (// — ap) X -J- (/; — nq)y H- 2/— o;
la première représente Taxe des x tangent à la courbe, et la seconde
la corde joignant les extrémités des deux droites.
Le point où cette corde rencontre la normale (c'est-à-dire l'axe des v)
est déBni par la relation
wj — b
Mais si les droites menées par l'origine se coupent à angle droit, on w q — ~\ (74), et la longueur du segment j, déterminé sur la normale e>t constante, puisque
Si la courbe est une hyperbole équilatère « -+- ^ = o, la coi-de est constamment parallèle à la normale. Donc, si par un point d'une hyperbolo équilatère, on mène deux cordes formant un angle droit, la perpendiculaire abaissée de ce point sur la corde joignant leurs extrémités est tangente à la courbe.
III. Trouver les coordonnées de l'intersection des tangentes aux points Les coordonnées x et y de l'intersection des droites
sont
xx" Y y" fl* b'
if^^r'-x") ^^ - y"jc'— y'x"
IV. Trouver les coordonnées x et y de l'intersection des normales menées aux points [x\x')^ (•^% .?'")•
Rbp. a: = '- -J , y = -^(^ ''— ,
(*) Ce théorème est encore vrai si les droites sont menées de telle softe, que le produit des tangentes des angles qu'elles font avec la normale soit Cou'
2/ stant; car alors 7 est constant, et par suite le segment — '^—i est constant.
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X el Y étant les coordonnées de rintersection des tangentes trouvées à lEx. précédent.
Les valeurs do X et Y peuvent se mettre sous une autre forme, puisqu'on combinant les équations
on trouve
[)onc
On peut encore écrire
§ IV. — Foyers et directrices.
182. On appelle foyers d'une ellipse deux points F, F' [Jig. 62) situés sur le grand axe, et également distants du
F'ifg, 6a.
rentre il de la quantité
Les foyers d'une hyperbole sont situés sur Taxe iransverse el également distants du centre de la quantité
Exprimer la distance d'un point de l'ellipse au foyer.
Le carré de la distance FP d'un point P {^'9 y') au foyer F
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dont les coordonnées sont x = -+- Cy r ^= o ^ pour expression
Mais (173)
^'»-l-r"= ft'H-e'x" et 6» -f- ^^ — /i» ; donc '
fF' :=a' — ncx' -4- e^x'\
et comme c = ae, il vient en définitive
FP — rt — ex\
Nous rejetons la valeur ex' ~ a obtenue en donnant Tautre signe à la racine carrée; carx' étant toujours plus petit que a, et e plus petit que i, la quantité {ex'^ a) est constamment négative. Cette valeur ne saurait donc convenir dans le cas actuel, où nous n'avons pas à considérer la direction du ra^^on vecteur FP, mais seulement sa grandeur absolue.
Pour trouver la distance F'P du point (x^, j') à Tautre foyer, il suffit de changer le signe de c? dans les formules précédentes; par suite
F'Pz=^a-hex\
Si Ton ajoute ensemble les valeurs de ces distances, on a
FP-hF'P- 2«.
Donc /n somme des distances d'un point d'une ellipse aux foy^ers est constante et égale au grand axe.
En appliquant la méthode précédente à l'hyperbole
nous obtiendrons la même valeur pour FP ; mais en extrayant la racine carrée, nous- prendrons le signe contraire, parce que, dans Thyperbole, x' est toujours plus grand que a, et e plus grand que i, et que, par suite, la quantité a— ex' est constamment négative. Nous aurons donc, pour le rayon vecteur dans l'hyperbole,
¥P = ex' — a;
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de même
donc
FP-FP =ia.
La différence des distances d'un point d'une hyperbole aux foyers est constante et égale à l'axe transverse.
Dans les deux courbes, le produit des distances d'up point au foyer ih (a* — e^x*) est égal au carré h"^ du demi-diamèlre conjugué de celui qui passe par ce point (173).
184. On peut démontrer la réciproque des théorèmes précédents en cherchant le lieu du sommet d*un trianpie dans lequel on donne la base 2c, et la somme ou'la différence 2« des deux autres côtés.
En prenant le point milieu de la base pour origine, la base pour axe des j;, et une perpendiculaire pour axe desr» l'équation du lieu sera
V.r' -t- [c 4- xf ± )/y^ -\- {c — x)' — la, ou, en réduisant,
Si Ton donne la somme des côtés, a est plus grand que c, puisque la somme des côtés est plus grande que la base : le coefficient de y^ est positif et le lieu est une ellipse.
Si Ton donne la différence, a est plus petit que c, le coefficient de J-* est négatif et le lieu est une hyperbole.
183. Les théorèmes précédents permettent de décrire d'un mouvement continu une ellipse ou une hyperbole.
Si les extrémités d'un fil sont attachées en deux points fixes F et F', il est évident qu'une pointe qui se mouvra le long du fil en le tendant constamment décrira une ellipse dont les foyers seront F et F', et dont le grand axe sera égal à la longueur de ce fil.
Pour décrire une hyperbole, fixons une règle en un point F,
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(le manière qu*elle puisse tourner aulour de ce point, et attachons un fil d'une part en F', de l'autre à un point 11 de la règle^ en le faisant passer dans un anneau P [Jig- 63); le point P dé-
Fig. ()3.
crira une hyperbole lorsqu'on fera tourner la règle et glisser l'anneau en tendant le fil. En effet, F'P -h PR étant constant, il en est de même de FP — F' P. Les points F et F' sont les foyers de l'hyperbole dont l'axe transverse est égal à la différence de longueur du fil et de la règle.
186. La polaire d'un foyer s'appelle directrice de la sectioi» conique. La directrice est donc (189) perpendiculaire au grand
axe et située à une distance ± — du centre.
La distance d'un point de la courbe à une directrice est
X zrr.-la — ex'] r. - [a — ex' ) ;
d'ailleurs, celle de ce point au foyer correspondant esl^i—^jc': donc la distance d'un point de la courbe au foyer est dans le rapport constant de e à i avec sa distance à la directrice.
Réciproquement , on peut définir une section conique comme le lieu d'un point tel, que sa distance à un point f\\Q foyer) soit dans un rapport constant e : i {Jlg, G4) avec sa
Fiç.6/|.
distance à une droite fixe (directrice). C'est même sur cette
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définition que plusieurs géomètres ont basé la théorie des sc^clions coniques.
Prenons la droite fixe pour axe des x^ et soient x\r' les coordonnées du point fixe, e le rapport conslani; Téquation du lieu sera
et repréjsentera une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que e sera inférieur, supérieur ou égal à l'unité.
EXERCICE
Si une court)e est telle, que la distance p d'un quelconque de ses points (x, x) à un point fixe puisse s'exprimer par une fonction rationnelle et linéaire des coordonnées x,j, cette courbe est une section conique ayant le |M)int fixe pour foyer (*).
Cette distance p peut s'exprimer par
et conim« Xj- -i- B^ -h C est proportionnel à la distance du point u-, /) à la droite (Aj: ■+■ B/ h- C ~ o), cette équation exprime que la distance d'un point (j:, jr) de la courbe au point fixe est dans un rapport constant avec sa distance à une droite fixe.
187. Trouver la distance FT du foyer F ri une tangente PT (fig^ 62 ).
La distance du foyer F ( -h c, o) à la tangente PT, dont l'é-
X X 'K y quatîon est -— p -4- —jr^ =^ 1, a pour expression (3^)
rx
FT
Mais (175}
y a* b' ab
(•> G* Rkir:«, Coordinatc Geometrr^ p. 85.
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donc
On trouverait de la même manière
puisque
Le produit des distances des foyers à une tanf^ente est constant et égal au carré du demi-petit axe.
Celle propriété est commune à l*ellipse et à Thyperi^ole.
188. La tangente TT' fait des angles égaux avec les rayons vecteurs PF, PF', qui vont du point de contact P aux deu.T foyers F et F' (fig> 62, 65).
On a
b' ' FP" b''
mais
FT
pp =sinFPT.
Le sinus de l'angle que le ra^on vecleur FP fait avec la tangente TT' est ainsi égal à ^; un calcul analogue conduirait à
la même valeur pour le sinus de Tangle F'PT' que l'autre rayon vecleur F'P fait avec la tangente PT'. Ces deux angles sont donc égaux.
Cette propriété est vraie pour Tellipse et l'hyperbole; mais
Fi g. G5.
en examinant lesyîgf. 62 et 65, on voit que la tangente à l'ellipse
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est la bissectrice extérieure de l'angle formé par les rayons vecteurs allant du point de contact aux foyers, tandis que la tangente à l'hyperbole en est la bissectrice intérieure.
Donc une ellipse et une hyperbole homofocales {By^ni même foyer) se coupent à angle droit, c'est-à-dire de telle sorte que leurs tangentes respectives aux points d'intersection soient perpendiculaires.
EXERCICES
I. Démontrer analytiquement qu'une ellipse et une hyperbole homofocales se coupent à angle droit.
Les coordonnées .r', y' de l'intersection des coniques
satisfont à la relation
obtenue en retranchant la deuxième équation de la première. Mais si les coniques sont homofocales a^— a'^ — // — A", et alors la relation devient
ce qui est la condition (32) pour que les deux tangentes
x.r* Y y' xx' rr'
a' h' ' fi" h"'
soient perpendiculaires.
II. Trouver la distance du centre à la tangente, estimée parallèlement à Tun des rayons vecteurs allant du point de contiict aux foyers.
Elle s'obtient en divisant la dislance -jr du centre à la tangente par le
sinus T7 de l'angle compris entre le rayon vocteur et la tangente ; elle
est donc égale à a,
m. Vérifier que la normale, qui est la bissectrice de l'angle compris entre les rayons vecteurs focaux, divise la dislance des foyers en deux segments proportionnels aux rayons vecteurs adjacents.
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La distance du pied de la normale au centre est c^x' (180); ses distances aux foyers sont donc c h- e^x\ c — (:^x\ et par suite respectivement égales aux produits de /i -h ex\ a — ex' par c,
IV. Mener à l'ellipse une normale par un point du petit axe. Le cercle passant par le point donné et les deux foyers coupe l'ellipsi^ en des points qui appartiennent aux normales cherchées.
FT.F'T':^ F^F
ou
FT Mais -rr- est le rapport des sinus des angles partiels TPF,
FP/ déterminés par la droite PF dans l'angle total TP/; de
W V même =77^7 est le rapport des sinus des angles partiels ^PF',
F'PT' déterminés par la droite PF' dans ce même angle TP/ : donc les angles TPF, f'PF' sont égaux.
La tangente menée en P à une section conique passant par ce point P et ayant F et F' pour foyers fait des angles égaux avec les rayons vecteurs FP, F'P (188); par suite de ce que nous venons de démontrer, cette tangente fait aussi des angles égaux avec les droites PT, P/ : donc les deux tangentes PT,
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P/ menées à une conique par un point P d'une conique homofocale sont également inclinées sur la tangente menée en P rt la deuxième conique.
190. Trouver le lieu des projections d'un foy^er sur les tangentes.
La longueur de la perpendiculaire abaissée du foyer sur la tanf^ente peut s'exprimer en fonclion des angles que rette perpendiculaire fait avec les axes en faisant dans la formule
p =z ^a^ cos^a-h fc'sin'a — x'cosa — r' sina
du n* 178, x' = c, r' =^ o : on trouve ainsi , pour Téquation polaire du lieu,
p rz: ^fi^ cos'a -♦- h- sin'a — c rosa,
oïl
p -♦- icp cosa -f- c' cos'a — : rt' cos'a -h h' sin'a;
par suite
p^-h ^cp cosa rr: ft».
Cest réquation polaire d'un cercle (95) ayant son centre sur Taxe des x à une distance — e du foyer; ce cercle est ainsi concentrique à la conique : son rayon est égal à a.
Donc la projection d'un foyer sur une tangente à V ellipse ou à l'hyperbole se trouve sur le cercle ayant pour diamètre le grand axe de l'ellipse ou Vaxe transverse de l'hyperbole.
Réciproquement, si par un point F [Jig. 62), on mène un raron vecteur FT à un cercle, et une perpendiculaire T^ à FT, cette perpendiculaire TP sera tangente à une section conique ayant F pour foyer, et qui sera une ellipse ou une hyperbole, suivant que le point F sera à l'intérieur ou à l'extérieur du cercle.
En' se reportant au n"" 188, Ex. II, on voit que la ligne CT, dont la longueur est a, est parallèle au rayon vecteur F'P aboutissant au foyer.
191. Trouver l'angle sous lequel est vue du foyer la tangente menée à une section conique à centre par le point (x, y).
Soient (^fX') '^ point de contact; p et p' les rayons vecteurs menés par le foyer aux points (x, j), (x'y y'); 9 el 0' les angles que ces rayons vecteurs font avec Taxe; on aura, en prenant le centre pour l'origine,
COS0:r=— "tf, Sin0=-^, COS 0' = ^'-^^'^ , sin(?'=r-lj.
Donc
En substituant, dans cette expression, la valeur de xx' tirée de réquation de la tangente
on trouve
pp' cos(0 — Q') = xx' -^ ex -^ ex' -4- c' ^ xx^ -\- b^
= e^ X x' -^^ e X -\- ex' -\- a}:=(a-^ex){a -\-ex' )^ et, comme p - ■ a-¥- ex\ on a en détinitive (*)
ta G, ^ a -h ex
Celte valeur ne dépend que des coordonnées x et r du point {x, x) Gt ne renferme pas celles du point de contact; donc les angles sous lesquels sont vues, du foyer, les deux tangentes menées par le point [XfX) sont égaux. Par suite, l'angle sous lequel une eorde est vue dufoxer a pour bissectrice la droite menée par le foxer au pôle de la corde.
192. La droite joignant le foxer au pôle d'une corde menée par ce foxer est perpendiculaire à cette corde.
Ce théorème peut se déduire du précédent en observant que Tangle sous lequel est vue la corde est alors de i8o degrés, ou bien se démontrer directement de la manière suivante :
(*) 0' Brien, CoordiniUe Geometrj^ p. i56.
DE l'ellipse et DE l'hypeibole. 0,55
La perpendiculaire, abaissée d'un point {x\ y') «ur la polaire de ce point
XX' vv'
a' ^ h^ -'• a pour équation
a} Mais, quand (x', j') se trouve sur la directrice, on a j;' - — *
et l'équation de la polaire ainsi que celle de la perpendiculaire sont satisfaites par les coordonnées du foyer a: = c, j^ — o.
Lorsqu'une courbe est exprimée en coordonnées polaires, on appelle sous-tangente polaire le segment déterminé par la tangente et le pôle sur la perpendiculaire menée par le pôle au rayon vecteur. Le théorème que nous venons de démontrer peut alors s'énoncer de la manière suivante :
Le foyer étant pris pour pôle, la directrice est le lieu des extrémités des sous- tangentes polaires.
Nous prouverons plus loin ( Chapitre XIl ) que les théorèmos énoncés dans ce numéro et le précédent sont encore vrais dans le cas de la parabole.
EXERCICES
L L'angle sous lequel est vu du foyer le segment déterminé sur uno tangente mobile par deux tangentes fixes est constant.
Cet angle est(19i) la moitié de celui sous lequel est vue la corde de contact des deux tangentes fixes.
n. Si une corde PF coupe la directrice en D (Jig.^y), la droite FD
Fig. 67.
est la bissectrice extérieure de l'angle PFP'.
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En effet, T étant le pôle de PP', FT est la bissectrice intérieure de l'angle PFP' (191); mais D est le pôle de FT puisqu'il se trouve à l'interseclion de PP' polaire de T, et de la directrice qui est la polaire de F ; par suite DF est perpendiculaire à FT : donc DF est la bissectrice cxlérieure de l'angle PFP'.
(Les théorèmes suivants fondés sur l'analogie qui existe entre les équations de la tangente et de la polaire m'ont été communiqués par le Rév. W.-D. Sadleir. )
III. La perpendiculaire abaissée d'un point d'une ordonnée fixe de Taxe sur la polaire de ce point passe par un point fixe de Taxe.
Le segment déterminé sur l'axe par cette perpendiculaire a pour valeur e^x* (180); il sera constant lorsque x' sera lui-même constant.
IV. Trouver les dislances du centre et du foyer à la polaire du poini
V. Sur une corde TT' (y%'.G8) on abaisse des perpendiculaires FG, F'G', CM, PN, des foyers F, F', du centre C d'une conique et du pôle P cU»
Fig. 68.
F CM' T
cette corde; prouver que GM.PN'=/>^ Ce théorème est analogue au suivant : le produit de la normale par la distance du centre à la tangente est constant (181 ).
VI. Prouver que PN'.NN'= -j {a^— ^'^"), r' étant l'abscisse du
point P. Lorsque le point P est sur la courbe, cette expression donno
pour la normale la valeur connue — (181 ).
VII. Prouver que FG.F'G':^ ÇM.NN'. Lorsque le point P est sur la courbe, cette expression devient FG.F'G'= ^'.
193. Trouver l'équation polaire de V ellipse ou de rhy^perbole en prenant le foyer pour pôle,
Lalongueur du rayon vecteur allant du foyer à un point [x\jr*)
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de la courbe est (182) a — ex'. D'ailleurs, B étant l'angle que le rayon vecteur forme avec l'axe, on a
, a:' = pcos9 4- c;
l'équation cherchée est donc
p = « — ep COS0 — ecj ou
^ i -{■ e cos 9 a i-^-e cos B
On appelle /ifl/ia/nè/re le double de Tordonnée du foyer; sa valeur, qu'on représente par p, se déduit de l'équation précédente en y faisant 0 = 90* : on trouve ainsi
2 a et l'équation de la courbe prend la forme
I -H ^COS
I. La moyenne harmonique entre les deux segments détermmés par le foyer sur une corde focale (c*est-à-dire passant par le foyer] est constante et égale au demi-paramètre.
Les deux segments FP, FP' d'une corde focale PP' ne sont pas autre chose que les rayons vecteurs correspondants à 0 et ô + 180*^; on aura donc
FP = /:! ! , FP
2 I-H6'C08f^ 2 1— eCOSÔ'
d'où
FP ¥?'~Jj'
IL Le produit des segments déterminés par le foyer sur une corde focale est dans un rapport constant avec la corde entière.
Ce théorème n^est qu'une autre manière d'énoncer le précédent ; mais on peut l'établir directement en calculant le produit FP.F'P' ei la somme
FPh- FF. On a ainsi
FP.FP'-^ 1 j., FP-+-FP'= — 1 — --:
d'où
FP.FF _lhl_p FP-hFP'~ a fl ~ 4'
m. Une corde focale est troisième proportionnelle à Taxe transverse et au diamètre parallèle à la corde.
La longueur R du demi-diamètre, faisant avec l'axe transverse un angle 6, est donnée par Téquation (16i ]
1 — c'cos'ô'
aR»
par suite, la longueur de la corde FP -+- FP' est
lY. La somme de deux cordes focales menées parallèlement à deux diamètres conjugués est constante.
Cela résulte du théorème précédent, et de ce que la somme des carrés des deux diamètres conjugués est constai^te (173).
V. La somme des inverses de deux cordes focales se coupant à angle droit est constante.
1%. L'ellipse rapportée à son sommet a pour équation
(x — aY r '
OU
Donc, dans une ellipse, le carré de l'ordonnée est plus petit que le rectangle du paramètre et de Tabscisse.
On trouverait de même, pour l'hyperbole rapportée à son sommet,
Dans l'hyperbole, le carré de l'ordonnée est donc plus grand que le rectangle du paramètre et de l'abscisse*
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Nous verrons plus loin que, dans la parabole, ces quantités sont égales.
C'est en raison de ces propriétés que les noms ie parabole, hyperbole et ellipse furent donnés autrefois aux courbes qui nous occupent (*).
§ V. — Asymptotes.
195. Les propriétés que nous venons d'étudier sont communes à l'ellipse et à Thyperbole; il n'en est pas de même des suivantes, relatives à l'hyperbole seulement, parce qu'elles dépendent des asymptotes, qui, dans l'ellipse, sont imagi* naires.
Nous avons vu (136) que l'équation des asymptotes s'obtenait en égalant à zéro l'ensemble des termes du deuxième degré, le centre étant pris pour origine. L'équation de la courbe rapportée à deux diamètres conjugués étant
celle des asymptotes sera
DU
Les asymptotes sont parallèles aux diagonales du parallélogramme ayant pour côtés adjacents les deux demi-diamètres con* jugués. Soient CA et CB (Jig. 69) les deux diamètres conjugués a' et b' auxquels est rapportée la courbe. L'équation de la dia-
r b' gonale CT est — = -7; CT coïncide donc avec une asymptote.
X y L'autre diagonale AB, ayant pour équation -7 + p = 1, est parallèle à l'autre asymptote. ( roir au n* 167.)
(«) r«> Papros, Math, ColL, liv. VII.
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On peut donc, étant donnés deux diamètres conjugués d'une hyperbole, trouver les asymptotes, ou bien déterminer le dia-
mètre conjugué d'un diamètre donné, connaissant les asymptotes. Si CA est le diamètre donné, on mènera par le point A une parallèle AB à une asymptote, de manière que cette parallèle AB soit divisée en deux parlies égales par Tautre asymptote : la droite CB sera le diamètre conjugué de CA.
196. Le segment déterminé par les asymptotes sur une tangente est divisé en deux parties égales au point de contact et est égal au diamètre parallèle de la tangente.
Ce théorème n'est qu'un corollaire du précédent, puisque AT = 6' = AT'; mais on peut le démontrer directement. Prenons pour axes le diamètre passant par le point de contact et son conjugué, l'équation des asymptotes sera
Pour X = a\ elle donne
mais la tangente en A étant parallèle au diamètre conjugué, cette valeur b' de l'ordonnée n'est autre chose que le segment déterminé par l'asymptote sur la tangente.
197. Si une droite DG coupe une hyperbole, les segments DE, FG déterminés sur cette droite par la courbe et les asymptotes CD, CG sont égaux.
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Prenons pour axes le diamètre CB, parallèle à DG, et son conjugué CA (Jig, 70) : il résulte du numéro précédent que le
segment DG est divisé en deux parties égales par le diamètre CA; il en est de même de la corde Ef. Donc DE = FG.
Les longueurs de ces lignes peuvent se trouver facilement, car de l'équation des asymptotes
nous déduisons
r(=DM = MG):=:=L^^,
et de réquation de la courbe
nous tirons
donc
DE(^FG):=-6'(|-y/|rr;)
et
198. De ces équations, il résulte que le rectangle DE.DF est constant et égal à V^\ par suite, plus DF sera grand, plus DE sera petit. Mais à mesure que la droite DF s'éloigne du centre, sa longueur augmente, et en prenant x suffisamment grand
nous pouvons rendre DF plus grand que toute quantité donnée. Donc :
Plus une sécante sera éloignée du centre, plus la portion de cette sécante comprise entre Vasymptote et la courbe sera petite; et en augmentant la distance de la sécante au centre, on peut rendre cette portion plus petite que toute quantité donnée,
199. Si l'on prend les asymptotes pour axes, les coefficients ^ et A de l'équation générale, ainsi que les coefficients a et 6 disparaissent: les premiers, parce que le centre de la courbe est pris pour origine; les seconds, parce que les axes rencontrent la courbe à l'infini (138, Ex. IV). L'équation de l'hyperbole prendra donc la forme
qui exprime que Vaire du parallélogramme formé par les coordonnées est constante.
L'équation d'une corde passant par (^',7')» (-^'^ X") ^st alors (86)
OU
En y faisant x' =x'\ j'= j", on aura pour l'équation de la
tangente en (^', j')
x'y-hy'x = 2 A"',
qui devient, en remplaçant A"' par x'x\
Les segments faits sur les asymptotes par une tangente ont ainsi pour valeur 2^7', 2j'; leur rectangle est égal à t^lo. Donc :
Vaire du triangle formé par une tangente et les asymptotes est constante et égale au double de Vaire du parallélogramme construit sur les coordonnées»
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EXERCICES
I. Les droites joignant à deux points fixes (x', y'), (x', jr") d'une hyperbole un point quelconque (x'", j''") de la courbe, déterminent sur une asymptote un segment de longueur constante.
L'équation d'une de ces droites est
en y faisant^ = o, on trouve pour le segment qu'elle détermine sur l'axe des X à partir de l'origine, x'^-i-x'; on trouverait, de môme, pour le sèment déterminé par la deuxième droite x^'-t- x*. La différence x'— x* entre ces deux quantités est le segment cherché. Sa valeur est indépendante de x", c'est-à-dire de la position du point mobile.
n. Trouver les coordonnées x et / de l'intersection des tangentes menées aux points (x', j^'), (x", j*).
En résolvant par rapport à x et / les équations des tangentes
on trouve
et en observant que
on a
On trouverait de même
ax'x"
'Aj-y
200. Exprimer la quantité It^ en fonction des axes de la courbe.
Puisque Taxe Iransverse est la bissectrice de l'angle formé par les asymptotes, les coordonnées du sommet s'obtiendront en faisant x^zy dans l'équation xy=zfi^. On a ainsi pour le sommet
X =y = If ;
maïs, 6 étant l'angle compris entre Taxe et Tasymptote, on a
a=:2/rcos6,
puisque a est la base d'un triangle isoscèle ayant /r pour autre côté et d pour angle à la base; d'ailleurs (165)
COS0I
donc
L'équation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes devient
ainsi
rt' -h h^
201. La distance du foyer à une asymptote est égale an demiaxe conjugué b.
Cette distance est égale à csinO, et comme
c^^ V«' H- b', sinO =r
V rt ' -+- b' on a-
6'sin6=:6.
Cette propriété peut aussi se déduire, comme cas particulier, du théorème connu : a le produit des dislances des foyers à une tangente est constant et égal à — 6' »; car l'asymptote peut être considérée comme une tangente dont le point de contact est à l'infini (154), et les distances des deux foyers à celte asymptote sont égales.
202. La distance du foyer à un point de la courbe est égale à la distance de ce point à la directrice estimée parallèlement à une asymptote,
La distance du point au foyer est égale à e fois la distance du
point à la directrice (186), et cette dernière est à la distance
. estimée parallèlement à l'asymptote dans le rapport de cos(;,
c'est-à-dire de -(167) à i.
DE l'ellipse et DE l'hYPERBOLE. 265
On peul déduire de là un procédé pour décrire l'hyperbole d'une manière conlinue. Une règle ABR coudée 'en B glisse le long de la droite fixeDD' (fig. 71); un fil, dont la longueur
Fig. 71.
fB
est RB, est fixé aux deux points R et F; un anneau P niainlienl le fil tendu; le point P décrit une hyperbole dont F est le foyer, DD' la directrice, et dont l'asymptote est parallèle à BK, puisqu'on a toujours
PB = PF
§ 1. — Réduction de l'équation générale.
203. L'équation du deuxième degré représente une parabole (137) lorsque ses trois premiers termes forment un carré parfait, c'est-à-dire lorsqu'elle est de la forme
{(XX -+• ^yy -I- 'igx -h 'ifjr -h c = o.
On ne peut pas alors la transformer (140) de manière à faire disparaître à la fois les termes en x et j. Mais la forme même de réquation indique le procédé à suivre pour la simplifier. Les quantités ax -+■ (3/, 2gx -f- T.fy-^-c sont respectivement proportionnelles aux distances du point {x^y) aux droites ayant pour équations
a^-+-(3j=o, 2^^ 4- 2yy -4- c = o.
L'équation de la parabole exprime ainsi que le carré de la distance d'un point de la courbe à la première de ces droites est dans un rapport constant avec la distance de ce point à la deuxième droite. En prenant donc ces droites pour axes de coordonnées, l'équation de la courbe pourra se réduire à la forme y*z=pxy puisque les distances d'un point à deux axes sont proportionnelles aux coordonnées de ce point par rapport à ces axes.
La nouvelle origine est un point de la courbe, et comme à chaque valeur de x correspondent deux valeurs de j égales et de signes contraires, le nouvel axe des x est un diamètre dont les ordonnées sont parallèles au nouvel axe des )\ Mais l'ordonnée menée à l'extrémité d'un diamètre est tangente à la courbe (145); donc le nouvel axe des y est la tangente
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à l'origine. En se reportant à Féquation primitive , on voit ainsi que ax + ^y est le diamètre passant par Torigine , et que ^gx -f- 'ifjr-h c est la tangente au point oii ce diamètre rencontre la courbe.
L'équation d'une parabole rapportée à un diamètre et à la tangente menée par l'extrémité de ce diamètre, est donc de la forme jr^=px.
304. Les nouveaux axes auxquels nous avons été conduit dans le Auméro précédent ne sont pas, en général, rectangu* laires; mais il est toujours possible de ramener l'équation de la parabole à la forme j* = px et d'avoir en même temps des axes rectangulaires. Pour le démontrer, introduisons dans l'équation générale de cette courbe une constante arbitraire /r; elle deviendra alors
(aj:-+- (3^4- /f)' + 2(g'— a/c)x -4-2(/— PA-)^-»- c — /i» = o. De même qu'au numéro précédent
a^ -h j3j-h /i'=:o représente un diamètre, et
2{g— a/f)jr-t- 2(/— p/r)j-t-c — A^ = o
la tangente à l'extrémité de ce diamètre. Si nous prenons ces droites pour axes, l'équation de la parabole deviendra j' = px, et nous pourrons déterminer k par la condition que ces deux droites soient perpendiculaires. Nous aurons ainsi (25)
d'où
Puisque nous ne trouvons qu'une seule équation du premier degré pour déterminer k, il n'existe qu'un seul diamètre formant avec ses ordonnées un angle droit. Ce diamètre s'appelle axe de la courbe.
205. On peut aussi ramener l'équation de la parabole à la forme jr^ = pxpdir la transformation des coordonnées. Lorsqu'il s'est
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agi (Chapitre XI) de réduire l'équation générale du deuxième degré nous avons déplacé les axes parallèlement à eux-mêmes, puis nous les avons fait tourner autour de la nouvelle origine de manière à faire disparaître le terme en xy. Pour la parabole, nous effectuerons ces transformations dans Tordre inverse (comme nous aurions, du reste, pu le faire pour l'ellipse et l'hyperbole); cette marche semble d'autant plus convenable que Ton ne peut pas, en déplaçant les axes parallèlement à eux-mêmes, faire disparaître à la fois le terme en x et le terme en j.
Prenons pour nouveaux axes la droite olx -f- (3/, et sa perpendiculaire ^x — oLy, Puisque les nouvelles coordonnées X et Y représentent les distances d'un point de la parabole aux nouveaux axes, on aura (34)
V'a' -h (D^ y/a' -f- fJ'
En faisant, pour abréger, a' H- (3' = y% les formules de transformation deviennent
y Y — a:r -+- P/, y X = (3^ — cLy\
d'où
yjr=:aY-hpX, yjr=j3Y-aX.
La substitution de ces valeurs dans l'équation de la courb(^ donne
y'Y^ -^ 2 (g^|3 ~/a)X + 2(g^« -^/(3) Y + yc = 0.
Ainsi, en faisant tourner les axes autour de l'origine, nous avons réduit l'équalion de la courbe à la forme
Transportons maintenant les axes parallèlement à eux-mêmes et prenons le point (x', y') pour origine, elle devient
by^-hzg'x •+- 2(6'j'-<-/')j-f- b'y'^ -f- ig'x* -h ^f'y' -4- c'= o.
Le coefficient de x n'ayant pas changé, on ne peut chercher à le rendre nul ; mais on peut déterminer x' et/' de telle sorte que
le coefficient de y el le terme absolu s'annulent. On aura alors
L'équaiion est ainsi ramenée à la (ormey^ =: px, et/? a pour valeur
Lorsque la parabole est représentée par j^ =/?a:, on donne i p \e nom de paramètre du diamètre pris pour axe de x; lorsque les axes sont rectangulaires, p est le paramètre principal (19^).
EXERCICES
I. Trouver le paramètre principal de la parabole
gx'-h 24 jy^H- 16/* -^ aax h- 46/ 4-9 = 0.
En suivant le procédé du n** 201, on trouve X- = 5; l'équation peut
alors s*écrire
(3xH-47-h5)'= 2(4-r — 3j-h8).
Les distances d'un point de la courbe aux droites
3jr-h47"H-5 et 4'^ — 3/-I-8 étant X et Y, nous aurons
donc
On peut aussi procéder comme au n^ 205. Si l'on rapporte la courbe aux droites 3j:-+-4/, ijo — 3/ pour axes, on trouve
a5Y'-f- 5oY — loX-h 9 = 0
ou
25(Y-i-i)' = ioX-i-i6,
et en transportant les axes parallèlement à eux-mêmes au point ( ~~ 7' ~~ ' ) ' on retombe sur Téquation
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II. Trouver le paramètre de la parabole
ab b"
RÉPONSE
On peut déduire cette valeur de /?, des théorèmes suivants que nous démontrerons plus loin :
Le fojer d'une parabole est la projection rie l'intersection de detLx tangentes se coujxint à angle droit sur leur corde de contact;
Le paramètre d'une conique s'obtient en divisant quatre fois le produit des segments déterminés par le foyer sur une corde focale par cette corde focale (193, Ex. I).
m. Si a et ^ sont les longueurs de deux tangentes à la parabole se coupant à angle droit, et si m est le quart du paramètre, prouver que
206. Si dans l'équation primitive de la courbe on a g^ =:focj le coefficient de x est nul dans l'équation transformée
qui, prenant alors la forme
6'^' -f- ^f'x -^ c' = o, peut s'écrire, en désignant par X et fx ses racines,
Elle représente alors deux droites réelles ou imaginaires parallèles au nouvel axe des x.
Il est facile de vérifier que, dans ce cas, la condition générale (76) pour que réquation représente deux droites est satisfaite. En effet cette condition se traduit par la relation
c{ab — /i») = ap—i hfg -f- bg\
et si Ton y remplace a, li,b respectivement par a^ a^, (3% le
DE hk PAEABOLE. 27 1
premier membre s'annule et le second se réduit à (foc^g^y. On peut mettre ia relation
sous l'une ou l'autre des formes
et on Yolt alors que l'équation générale du second degré représente deux droites parallèles , lorsque ses coefficients satisfont à la fois à la relation ab — h^=o, et à l'une ou l'autre des conditions af= hg, fh = bg.
*Sff7. Lorsque les axes primitifs sont obliques, on peut encore réduire l'équation de la parabole, comme au n"205y en prenant pour nouveaux axes la droite ax + ^jr et sa perpendiculaire, dont l'équation est alors (26)
(P — acosw)ar — (a— pcoso))/— o.
Posant, pour abréger,
y>= a»-t- (î'— aa(3cosa>,
les formules de transformation deviennent (34)
yY=(ajr-f-pjr)sinw, yX = ((3 — acos&>)x— (a — (âcosw)/,
d'où
yxsin(ù = {a— pcosw)Y -h pXsino),
y/sin&î =(P — acoSû))Y — aXsino).
En effectuant les substitutions, l'équation de la parabole devient
y» Y' 4- 2 sin»a)(g-p — /a)X
2sinû)[gf(a — pcos&))-4-/(P — acosw)]Y-4-ycsin'w=:o;
si l'on déplace ensuite les axes parallèlement à eux-mêmes comme au n'' 205, on trouve, pour la valeur du paramètre principal/?,
__ 2^ _ 2(/« — gP)sin»(k)
(a»-4-P»— 2a(3cos&))'
EXERCICE
Trouver le paramètre principal de la parabole
.r' 7.XY r* IX 7.Y
RÉPONSE. p =
rt* ab ' b^ a b
[à^ -\- b^ -^ ^ab cos w ) "^
208. L'équation j^=/?j; nous permet de trouver facilement la forme de la parabole. Celle courbe est symétrique par rapport à Taxe des j, puisqu'à chaque valeur de x correspondent
Fig. 72.
deux valeurs égales et de signes contraires pour/; elle n'a
aucun point situé du côté des x négatifs, puisqu'en faisant x
négatif, y devient imaginaire; les valeurs de y croissent en
même temps que les valeurs positives de x. Cette courbe a
donc la forme indiquée par la^^. 72.
La parabole ressemble à l'hyperbole, en ce sens qu'elle a
des branches infinies; mais il y a une grande différence entre
la nature des branches infinies de ces deux courbes. Celles de
l'hyperbole tendent, à la limite, à coïncider avec deux droites
divergentes, tandis que celles de la parabole ne jouissent pas
de cette propriété. Si nous cherchons les deux points où la
droite
rencontre la parabole y^=2pXf nous obtenons l'équation du second degré
y' — pky — plzzzo,
dont les racines ne peuvent jamais devenir infinies tant que k et / restent finis.
Il n'y a donc aucune ligne, située à une distance finie, qui puisse rencontrer la parabole en deux points coïncidents et situés à Tinfîni. Le diamètre (j = m)qui rencontre la courbe à
HnOni (142), la rencontre aussi en un point ix- - ) » dont
l'abscisse croît en même temps que m, mais ne peut devenir infinie tant que m reste fini.
209. Le théorème suivant conduit à une conception plus claire de la forme de la parabole. Si, dans une ellipse définie par un sommet V et le foyer correspondant F [fig. 73), on fait croître indéfiniment le grand axe y V ellipse tend à se transformer en parabole.
L'ellipse rapportée à son sommet a pour équation (194)
Pour exprimer b en fonction de VF== m {fig. 78) supposé
Fîg. 73.
— - ,^ ♦■ — 1- ~' -fc
y-l VyF F'
constant, nous avons
niz=za — ^a^—b^ (182;,
6»= 2am — m*.
L* équation de l'ellipse prend alors la forme
/, 2/n'\ [im m»\
Lorsque a devient infini, elle^se réduit a
y^=^mx, et représente une parabole.
Une parabole peut aussi être considérée comme une ellipsf^ dont rexcenlricilé e est égale à Tuniié, car on a
et ~? coefficient de a:* dans Téqualion de l'ellipse, s'annula
lorsque a devient infini, les autres conditions étant d'ailleurs remplies.
On démontrerait de même qu'une hyperbole, définie par un sommet et le foyer correspondant, tend à se transformer en parabole lorsqu'on fait croître indéfiniment son axe transverse.
§ II. — Tangente et normale.
210. La corde qui joint deux points (j^', j'), {x'",)-") de la courbe a pour équation (86)
(r — r' )ir — r" ) = r' — p^f
ou
En y faisant x'^= .r', j'=z j ", on a pour l'équation de la tangente, au point {x',y''),
La sous-tangente TM [Jig* 74) est divisée en deux parties égales par le sommet, c'est-à-dire qu'elle est double de l'abscisse, puisqu'en faisant j = o dans l'équation précédente, on trouve x=z — x\
Si Ton prend pour axes de coordonnées un diamètre et la tangente à son extrémité, l'équation de la parabole reste de la forme y^=^p'x (203); celles de la corde et de la tangente ne changent pas; la sous-tangente est donc encore, dans ce cas, double de l'abscisse.
Cette remarque permet de mener une tangente en un point P de la parabole {Jig* 74)' î^ suffit, en effet, pour la construire, de prendre VT = VM ( PM étant l'ordonnée du point P), et de
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joindre PT. On peut aussi, après avoir tracé celle tangenlc, trouver l'ordonnée PM' du point P par rapport à un autre dia-
Fig. 74.
mètre TW : il n> a qu à prendre V'M':=: VT, et à joindre PM'.
211. L'équation de la polaire d'un point {x^yj') ayant la même forme que celle de la tangente (89) est
el en y faisant 7 = o, on trouve x^=z-^x' pour le segment déterminé par cette polaire sur Taxe des x. Donc le segment détei^miné sur Vaxe par les polaires de deux points test égal au seffment déterminé sur cet axe par les perpendiculaires abaissées de ces points,
212. L'équation de la normale ou de la perpendiculaire PN élevée en (^',j') P sur la tangente PT,
Fig. 75.
est
V* \ VL
Le point N (Jig. 7$), où cette normale rencontre l'axe des jc,
est donné par
el, puisque VM = x\ on a, pour la longueur MN de la 5o//5normale {\AV),
MNzzrip.
Donc, dans la parabole, la sous-normale est constante et égale au demi-paramètre.
La longueur de la normale PN a pour expression
PN = V P m' + M N V- y/.r'= -h i /7' = y/;,(:r' + i p) = ^ v//»,»' •
§ III. — Diamètres.
213. Nous démontrerons ici de nouveau que, lorsqu'on prend pour axes un diamètre et la tangente à son extrémité, la parabole a pour équation y^=ip'xy afin de trouver l'expression du paramètre/?' en fonction du paramètre principal p.
Si Ton transporte parallèlement à eux-mêmes, au point (^',r') de la courbe, les axes rectangulaires auxquels correspond l'équation y^ = px de la parabole, on obtient
Conservons le même axe des x, mais prenons un nouvel axe des/ faisant un angle 0 avec lui, cette équation, en y remplaçant X eix respectivement par x-4- jcosO, jsinô {n° 9), devient
j'sin'0 -f- 2j'jsin0=::/?^ -hp^cosO,
et pour qu'elle se réduise à la forme j==/?^, il faut qu'on ail
'iy' sinO = pcosOy ou tang9 = -^, ;
cet angle 9 est précisément celui que la tangente au point [x',y'') fait avec l'axe des x, comme on peut le voir en se
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reportant à son équation
L'équation de la parabole rapportée à gn diamètre et à la tangente à l'extrémité est alors
7 P •^ sin'0 ^
La quantité p' est le paramètre correspondant au diamètre V'M', 61, comme on a
sin'6
le paramètre correspondant à un diamètre est inversement proportionnel au carré du sinus de V angle que les ordonnées de ce diamètre font avec l'axe.
On peut, en parlant de Téquation tang9r=-L_, exprimer le
paramètre d'un diamètre en fonction des coordonnées de Texirémilé de ce diamètre^ car on a
sind
par suite,
§ IV. -T- Foyer et directrice.
214- On appelle/ojer de la parabole le point situé sur Taxe de la courbe à une distance du sommet égale au quart du paramètre principal. Nous avons déjà entrevu (209) l'analogie de ce point avec le foyer dans Tellipse; d'ailleurs une parabole peut être considérée comme une ellipse ayant un de ses foyers à rinfini. Afin de ne pas avoir d'expressions fractionnaires
dans les numéros suivants, nous représenterons j p par m.
Distance d'un point {x\y^) de la parabole au foyer.
Le carré de la distance du foyer (m, 0)3 un point (^',j'j
de la parabole a pour expression
(or'— m)^-\-jr'^=^x'^'- ^nmx' -¥- m^ -t- ^mx' = [x' -h my.
La distance de ce |ioini au foyer est donc x'-h m.
Nous pouvons ainsi exprimer plus simplement le résultat obtenu précédemment (213) : le paramètre d'un diamètre est égal à quatre fois la distance de son extrémité au foyer.
215. De même que dans Tellipse et l'hyperbole, on appelle directrice la polaire du foyer de la parabole.
Puisque m est la distance du foyer au sommet de la parabole, sa polaire (211) est perpendiculaire à l'axe qu'elle rencontre en un point symétrique du foyer par rapport au sommet. La distance d'un point {x', r' ) de la courbe à la directrice est donc x'-\-m; par suite (214) les points de la parabole sont à égale distance du foyer et de la directrice^
Dans Tellipse et l'hyperbole (186), les distances d'un point au foyer et à la directrice sont dans le rapport constant de e à I. Il en est de même pour la parabole; mais alors e:= i (209).
Le procédé indiqué (202) pour décrire l'hyperbole d'un mouvement continu peut s'appliquer à la parabole; il suffit de prendre l'angle ABR égal à 90 degrés.
216. Le point de contact {x\y' ) d*une tangente et le point où elle rencontre l'axe sont à égale distance du foyer.
Car la dislance du sommet au point 011 la tangente rencontre l'axe est égale à x' (210), et, par suite, la distance de ce point au foyer est x' -^ m.
217. La tangente fait des angles égaux avec l'axe et avec le rayon vecteur mené du foyer au point de contact.
Cela résulte de ce que la tangente, l'axe et le rayon vecteur forment un triangle isoscèle, ainsi que nous l'avons démontré au numéro précédent.
On peut aussi regarder ce théorème comme une simple extension de la propriété de l'ellipse (188) relative à l'égalité
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des angles TPF, Ï'PF [fig. ^3, p. 273); car, si Tun des foyers F' s'éloigne à rinfinl, la droile PF' devient parallèle à Taxe, el les angles PTF el TPF soni égaux.
La tangente menée à Textrémilé de Tordonnée passant par le foyer fait avec Taxe un angle de 45 degrés.
218. Trouver la distance du foyer à une tangente, La dislance du point (m, o ) à la tangente
a pour valeur
'>.m{x' -\- m) im(x' -h m)
Vj''-f- 4/»' si^mx' -^ ^m-
Donc [fg. 75, p. 275) FR (distance du foyer F a la tangenieTP) est une moyenne proportionnelle à FV et FP.
Il résulte aussi de cette expression et du n** 212 que FR est la moitié de la normale, comme on aurait pu le voir géométriquement, en partant de Tégaliié TF= FN.
219. Exprimer la distance du foyer à une tangente en fonction de V angle a que la direction de cette distance fait avec l'axe.
Nous avons [fig- 75, p. 276)
cosa = sinFïR r^ i/-, '^- - (213).
Donc (218)
FR=:v//n(a:'-i-m)=:
cosa
En prenant le foyer pour origine, l'équation de la tangente devient
m :rcosa -h r sma H- - — zz^o.
cosa
el permet d'exprimer la longueur de la perpendiculaire abaissée d'un autre point sur les tangentes en fonction de l'angle que celte perpendiculaire fait avec Taxe.
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220. Le lieu des projections du foyer sur les tangentes est une droite.
Car en prenant le foyer pour pôle, on a immédialement pour réqualion du liau
.0= > pcosa = m,
^ cosa ^
qui représente la tangente au sommet.
Réciproquement, si par un point F {Jig. ^5, p. 275 ), on mène lin rayon vecteur FR à une droite VR, et une perpendiculaire RP au rayon vecteur, la ligne RP sera constamment tangente à la parabole ayant F pour foyer et V pour sommet.
On pourrait arriver à l'équation du lieu ci-dessus, en employant des coordonnées rectangulaires.
Nous verrons plus loin comment on peut résoudre d'une manière générale les questions de ce genre , questions dans lesquelles on omet une des conditions nécessaires pour déterminer une ligne, et où Ton demande de trouver son enveloppe, c'est-à-dire la courbe à laquelle cette ligne est constamment tangente.
221. Trouver le lieu de r intersection des tangentes qui se coupent à angle droit.
L'équation d'une tangente étant (219)
X cos'a -t-^'sinacosa -h m = o,
celle de la tangente qui lui est perpendiculaire s'en déduira en y remplaçant a par 90° -+- a, on a ainsi
LÎnS
xsin^a. -h jsinacosa h- m = o.
En ajoutant ces deux équations, l'angle a disparaît, et on trouve
pour l'équation du lieu
X •+- im=: 0.
C'est celle de la directrice, puisque la distance du foyer à celle droite est égale à 2m.
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222. L'angle compris entre deux tangentes est la moitié de l'angle sous lequel est vue du foyer leur corde de contact.
De ce que le triangle PFT (Jig. 75, p. a^S) est isoscèle, Tangle PTF que la tangente fait avec l'axe des x est la moitié de celui PFN que le rayon vecteur allant du foyer au point de contact fait avec ce même axe. D'ailleurs Tangle compris entre les deux tangentes est égal à la différence des angles que ces tangentes font avec Taxe des x\ et l'angle sous lequel est vue la corde de contact est égal à la différence des angles que font avec Taxe les rayons vecteurs menés du foyer aux points de contact.
Le théorème du n** 221 peut être considéré comme un corollaire du précédent. Car si deux tangentes se coupent à angle droit, la corde de contact sera vue du foyer sous un angle de 180 degrés; d'après la définition même de la directrice, les deux tangentes devront alors se couper sur la di- «
rectrice.
223. La droite FT qui joint le foyer F au point d* intersection T de deux tangentes est la bissectrice de V angle PFP' sous lequel on voit du foyer leur corde de contact PP'.
Les équations des,()eux tangentes sont (219)
^cos^a H-^sina cosa -+- m = o, arcos'P -h7sin(3cos{3H- m=. o;
et en les retranchant l'une de l'autre, on trouve, pour l'équation de la droite FTqui joint le foyer (c'est-à-dire l'origine) à leur point d'intersection,
d;sin(a -+- (3) — /cos(a -+- (3) = o.
Cette droite fait avec l'axe des x un angle a-^ ^; mais puisque a et j3 sont les angles que forment avec l'axe les perpendiculaires abaissées du foyer sur les tangentes , nous aurons (Vêlant le sommet) VFP = aa, VFP'=: 2(3. Donc la droite qui fait avec l'axe un angle a -h p est la bissectrice de l'angle PFP'. Ce théorème peut aussi se démontrer ej\ calculant, comme
au n" 191 , Tangle 0 — 0' sous lequel e^l vue du fover la langénie menée à la parabole par un point (j:, 7). On trouve ainsi, pour déterminer cet angle, la relation
cos G — 6' = ,
qui, étant indépendante des coordonnées du point de contact,
se rapporte à Tune et à l'autre des tangentes qu'on peut mener
à la parabole par le point {x, y-), (0. Brien, Coordinate Geo-
metry, p. i56.)
Corollaire 1. — Si Ton considère le cas où l'angle PFP' est égal à i8o degrés, la corde de contact PP' passe par le foyer, les tangentes TP, TP' se coupent sur la directrice, et l'angle TFP est droit (192). Ce corollaire peut se démontrer directement en formant les équations de la polaire d'un point (— /w, /') de la directrice, et de la droite joignant ce point au foyer. Ces équations sont
jr' y =z im{x — m ), 2 m ( r — j' ) -h j' ( ^ H- m ) = o ;
les droites qu'elles représentent jsont perpendiculaires enlre elles.
Corollaire IL — Si une corde PP' coupe la directrice en D (Jig. «yô), la droite FD est la bissectrice extérieure de
Fig. 76.
l'angle PF P' . Pour la démonstration de ce corollaire, voir n° 192, Ex. il.
Corollaire III. — Le segment PQ (fig. 77) déterminé sur une tangente variable par deux tangentes fixes R/?, Rq est vu du foyer sous un angle QFP égal au supplément de l'angle PQR
formé par les tangentes fixes; car Tangle QRT est la moitié de Tangle pFq (222), et l'angle PFQ est aussi la moitié de pFq (223) : donc
PFQ ^ ^' := i8o» - PRQ.
Corollaire IF» — Le cercle circonscrit au triangle formé par trois tangentes à une parabole passe par le foy^er,
I-.e cercle passant par P, Q, R [Jig. 77) passe aussi par F
Fig. 77-
puisque l'angle PFQ est supplémentaire de Tangle PRQ.
224. Équation polaire de la parabole^ le foyer étant pris pour pôle.
Fia- 78.
Le rayon vecteur p(r= FP) [fig. 78)3 pour valeur (214.) p=:r JTH- /w = VM -f- m == FM -f- im :^ pcos0 -h 2/n,
0 élani l'angle que fait avec l'axe le rayon vecteur allant au point P {x,y). On tire de là
^ ' ' l — COS0'
équation qui peut du reste se déduire de celle du n** 193, en
y faisant e=z \ (209). Les propriétés étudiées dans les Exercices du n** 193 subsistent donc pour la parabole.
L'équation précédente suppose que B est mesuré par rapport à la direction FM; lorsqu'on mesure cet angle par rapport à la direction opposée FV, elle devient
ou bien ou encore
im
-h COS&'
cos^
cos^
el rentre ainsi dans l'équation générale
p"cos/i0 = a% dont nous étudierons ailleurs quelques propriétés.
THÉOBÈHBS ET PROBLÈMES SUR LES SECTIONS CONIQUES. a85
§ I. — Problèmes divers.
2^5. La méthode à employer pour résoudre analytiquement les problèmes relatifs) aux sections coniques ne diffère pas de celle que nous avons suivie dans le cas du cercle et de la ligne droite, et ne saurait par suite présenter aucune difficulié au lecteur qui aura étudié avec soin les solutions données aux Chapitres III et VU. Nous nous bornerons donc à l'examen de quelques-uns des nombreux problèmes conduisant à dos équations du second degré» et nous réserverons la fin de ce Chapitre à l'exposition de certaines propriétés des sections coniques, qui n'ont pu trouver place au Chapitre précédent.
EXERCICES
I. Par un point fixe P (fig, ^4, p. 67) situé dans un angle donné LOK, on mène une droite LK sur laquelle on prend un point Q tel, que PL = QK; trouver le lieu du point Q.
n. Deux règles égales AR et RC (y^^. 79) sont reliées par un pivot
en B : l'une des extrémités A est fixe, tandis que l'autre C glisse sur la droite AC; trouver le lieu décrit par un point P pris sur BC.
m. Dans un triangle, on donne la base et le produit des tangentes des moitiés des angles à la base; trouver le lieu du sommet.
Cela i^evient à se donner la somme des côtés, ainsi qu'on peut s'en assurer en écrivant la valeur du produit des tangentes en fonction des côtés; le lieu est donc une ellipse ayant pour foyers les extrémités de la base.
IV. Dans un triangle, on donne la base et la somme des côtés; trouver le lieu du centre du cercle inscrit.
Ce lieu peut se déduire de l'Exercice précédent et de l'Ex. IV du n^ 49; c*est uno ellipse ayant pour sommets les extrémités de la base.
V. On donne la base et la somme des côtés; trouver le lieu de l'intersection des médianes.
VI. Trouver le lieu du centre du cercle déterminant des segments de longueurs données sur deux droites données.
VU. Trouver le lieu du centre des cercles tangents à deux cercles, ou à une droite et à un cercle.
VIIÏ. Trouver le lieu du centre des cercles passant par un point fixe, terminant un segment de longueur donnée sur une droite donnée.
IX. Trouver le lieu du centre des cercles passant par un point donné P, et déterminant sur une droite un segment qui soit vu du point P sous un angle donné.
X. Deux des sommets d'un triangle donné glissent sur deux droites^ fixes ; trouver le lieu du troisième sommet.
XL Un triangle ABC est circonscrit à un cercle donné; l'angle C est donné et le sommet B glisse sur une droite fixe; trouver le lieu du sommet A.
Nous emploierons les coordonnées polaires en prenant pour pôle le centre 0 du cercle, et pour axe polaire la perpendiculaire abaissée sur la droite fixe. Soient p, ô, p', Ô' les coordonnées de A et de B; /? la distance du point 0 à la droite fixe; r le rayon du cercle; a l'angle AOB; on aura p'cosô'=:/;; d'ailleurs l'angle a est connu, et, puisque le triangle AOB a pour hauteur le rayon r du cercle, on a
pp'sina r = ' '
v/p'-h p'^~ app'cosa et, comme 0 + G'= a, l'équation polaire du lieu est ^2_ ^'p'sin'a
p'C0S'(a — Ô)-f- /?'— a/^pcosacos(a — 0 ) et représente une conique.
XII. Trouver le lieu des pôles par rapport à une conique A des tangentes à une autre conique B.
Soil (a, p) un point du lieu ;lx -¥ fxj -+- v sa polaire par rapport à la conique A; >, fi et v sont alors (89) des fonctions du premier degré en a et p. Mais (131) la condition pour que >x -h fxj-f- v touche la conique R est du second degré en a, pi, v; donc le lieu cherché est une conique.
Xin. Dans untf conique à centre, trouver le lieu de l'intersection de la perpendiculaire abaissée du foyer sur une tangente, avec le rayon secteur allant du centre au point de contact.
RÉPONSE. La directrice correspondante.
XIV. Trouver le lieu de l'intersection de la perpendiculaire abaisvsée du centre sur une tangente, avec le rayon vecteur mené du foyer au point de contact.
RÉPONSE. Un cercle.
XV. Trouver le lieu de l'intersection des tangentes menées aux extrémités de deux diamètres conjugués.
RÉPONSE. -1î -^ -V^ = a-
Ce lieu so trouve facilement en élevant au carré et ajoutant les équations des deux tangentes, eu égard aux expressions du n*^ Vil.
XVI. Partager un arc de cercle en trois parties égales
RÉPONSE. Les points de division sont sur une hyperbole (49, Ex. VII).
XVII. Dans un trapèze, on donne : une des bases parallèles en grandeur et en position, l'autre base en grandeur seulement et la somme des deux autres côtés; trouver le lieu de Tinterscction des diagonales.
XVni. Un des sommets d'un parallélogramme circonscrit à une ellipse glisse sur une directrice; prouver que le sommet opposé décrit l'autre directrice, et que les deux autres sommets sont sur un cercle ayant le grand axe de l'ellipse pour diamètre.
226. Les problèmes suivants se rapportent aux propriétés focales des sections coniques.
I. La distance d'un point d'une conique au foyer est égale à l'ordonnée de ce point prolongée jusqu'à sa rencontre avec la tangente menée pnr rextrémité de l'ordonnée du foyerf
II. Par un foyer on mène une droite faisant un angle donné avec une
langente quelconque; trouver le lieu de Tintersection de cette droite avec la tangente.
III. Trouver le lieu des pôles d'une droite fixe par rapport à une série de coniques concentriques et homofocales. Les coordonnées x et r du pôle de la droite
par rapport à la conique -^ -h y^- = i sont données p:ir les équations
/wj: = ^/*, //j = A' ( 169) ; les coniques étant homofocales, on connaît AT* — 6' = c' : donc le lieu du pôle a pour équation
mx — nr = c',
qui est celle d'une droite perpendiculaire à la droite donnée.
Lorsque la droite donnée touche une des coniques, son pôle, par rapport à cette conique, est le point de contact; on a alors le théorème suivant : Les tangentes menées à une conique S par les points A et B, où elle rencontre une tangente à une conique homofocalc S', se coupent sur la normale correspondante h cette tangente AB.
IV. Trouver le lieu des points de contact des tangentes menées à un système de coniques homofocales par un point du grand axe.
Réponse. Un cercle.
y. Les droites joignant chaque foyer à la projection de Tautre foyer sur une tangente se coupent sur la normale correspondante qu'elles divisent en deux parties égales.
VI. Démontrer qu'en prenant le foyer pour pôle, la corde passant par les points, dont les coordonnées angulaires sont a + p, a — ^, a pour équation polaire
— = eco8Ô-i- séçpcos(0 — a).
Cette équation, due à M. Trost (*), se déduit facilement de TEx. 1H du n*" 4i.
Vn. La tangente au point dont la coordonnée angulaire est a a pour
(*) Cambridge and Dublin, Math. Journal, 1. 1, p. 68; — Walton, Problèmes^ p. 375. •
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équation
~ = é.' COSO -h ces ( ô — a ).
Cette relation est due à M. Davies (*). •
Vin. Si, dans une conique ayant F pour foyer, on mène une corde PP' par un point fixe 0, le produit
Ung^PFO.tong;P'FO est constant.
Nous pourrions déduire cette propriété de l'équation de TEx . YI ( ** ) , mais nous préférerons en indiquer ici une démonstration géométrique donnée par M. Mac Cullagh, à qui, si nous ne nous trompons, est dil le théorènoe. Supposons que le point 0 soit pris sur PP' {Jig. 76), et soit e* le rapport de FO à la distance du point 0 à la directrice. Puisque les distances de P et de 0 à la directrice sont proportionnelles à PD et CD, on a
FP.FO c^
PD OD ~~^ e'
ou
par suite (192)
sinPDF . sinODF e_ sinPFD' sinOFD^ e
cosOFT e
cosPFf
PFT
et comme (19i) PFT et OFT sont respectivement la demi-somme et la demi-différence de V¥0 et ^rè, il vient
tangiPFO.lang^P'FO ^ ^—^n
et ce produit reste encore constant lorsque le point 0, au lieu d'être Hxe, se déplace en restant sur une conique ayant même foyer et même directrice que la conique donnée.
IX. Exprimer la condition pour que la corde qui joint deux points (j/^ y'), (jt^iX") de la courbe passe par un foyer.
Parnai les différentes expressions équivalentes servant à formuler cette condition, les plus usitées sont celles qu'on obtient en exprimant que
(*) Phtlosophical Mttgazinef 184^, p. 199; — Walton, Exemples, p. 36S, (**) Waltor, Exemples f p. 377.
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ô*= ô'-h i8o*, 0' et ô* étant les angles que font avec l'axe les droites qui joignent les points {x',^'), ( j:*, j^*) au foyer. Les relations sinô' = — sinô*, cosO'= — cosO' donnent ainsi respectivement
a — ex' a — ex'
X — C Jlf ~— c
H n — ^'i ^cx'x^^(a -^ ce){x'-hx'')-i- ^ac = o.
a — ex a — car
X. Si par les extrémités d'une corde focale (c'est-à-dire qui passe par le foyer) on mène des normales à la conique, la parallèle au grand axe menée par l'intersection de ces normales divise la corde en deux parties égaies (*).
Puisque chaque normale est la bissectrice de Tangle formé par les rayons vecteurs issus (du foyer, l'intersection de ces normales est le centre du cercle inscrit dans le triangle ayant pour côtés la corde focale et les droites qui joignent les extrémités de cette corde à l'autre foyer. Si a, 6 et c sont les longueurs des côtés d'un triangle ayant pour sommets {^\ X')y (^» j")» (-^î/")» les coordonnées x et jdu centre du cercle inscrit dans ce triangle seront (n** 7, Ex. VI]
Dans le cas actuel, les coordonnées des sommets étant x\ y\ x", j", — r, o , les longueurs des côtés opposés sont
on a donc
a -h ex" ^ a -+- ex\ la — ex' — cx'\
_ (a-H ex')y'''>t-[a^ex'')r'
expression qui , en tenant compte de la première équation de TExercice précédent, se réduit à
c equi démontre le théorème.
On trouverait de même
(tf-f- ca^)x'-\-{a H-rjr') or*— ['i.a — ex'—es^)r x= ,
(*) Cette démonstration est due à M. Larrose {Nouvelles Annales de Ter- QUEM, XIX, 85).
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valeur qui se réduit à
(n -h er) {x'-h x') -- aar
eu égard à la deuxième équation de TExercice précédent.
On trouverait des expressions analogues pour les coordonnées de Tintersection des tangentes menées par les extrémités de la corde focale, puisque cette intersection est le centre d*un cercle exinscrit au triangle considéré plus haut : la droite qui joint Tintersection des normales à celle des tangentes, étant la bissectrice de Fangle du triangle opposé à la corde focale, passe par Tautre foyer.
XI. Trouver le lieu des intersections [^^ y) des normales nlenées aux fxtrémités d'une corde focale.
Soient « et ^ les coordonnées du milieu de cette corde; on aura, d'après l'Exercice précédent :
On pourra donc facilement déduire le lieu du point (x. y) de celui de (a, ^) dont réquation polaire
_ I r ' »\ _ ~" ^' ecosO
p - -ï Ip — p ) - -^ • ■pir^a'^^'ô
devient, en prenant des coordonnées rectangulaires ayant leur origine au centre,
i'éqnation du Ueu cherché est donc
n'b^ (x -¥- f )'-+- (fl'H- c^)\r^ = b^c («»-h c») (x -h r).
XII. Si 0 est l'angle compris entre les tangentes PT, ?t menées à une
Fig. 80.
ellipse par un point P- [fig. 80), et p, p' les distances de ce point aux
foyers F el F', on a la relation
cosG = ^~ î — -^-- .
En effet (189)
mais
cosFPF'— cosTP/ = asinTPF.sin/PF, d'où
2pp'cosFPF= p'-t-p''- 4^^
XIII. Si par un point 0 on mène deux droites passant par les foyer» d'une ellipse (ou tangentes à une conique homofocale), et coupant 1<^ courbe aux points R, R', S, S', on a la relation
ôk-ôk'=5S-ÔF'" (M- M. ROBERTS.)
En se reportant à Téquation du second degré qui détermine (136) les rayons vecteurs menés par un point à une courbe du second degré, on reconnaît que la différence des réciproques des racines est la même pour les deux directions 0 qui correspondent à une même valeur de l'expression
{ac—g^)cos^B-h 2(c/* — gf) cosOsinO -h [bc — /^) sin'O.
Cette quantité qu'on peut écrire
A cos'ô -h aH cosO sinO -+- B sin'Ô
ne change pas si l'on prend pour 0 Tune ou l'autre des valeurs correspondant aux directions des droites également inclinées sur les deux droites représentées par
Aaj*-+- aHjTj^-h Bj'= o. ,
Ces deux droites sont les tangentes menées à la courbe par le point 0, et on sait qu'elles sont également inclinées sur les droites joignant le point O au foyer, ou tangentes à une conique homofocale (189).
227. Les problèmes suivants sont relatifs à la parabole ; il est facile de distinguer ceux qui, dans le numéro précédent» peuvent aussi se rapporter à cette courbe.
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EXERCICES
I. Trouver les coordonnées x et^ de l'intersection des deux tangentes menées par (J^', j'), (.r*, j") à la parabole 7' = /^x.
Réponse. r = '— ? x = •-^-:— •
n. Trouver le lieu de rmtersection de la perpendiculaire abaissée du foyer sur une tangente avec le rayon vecteur mené du sommet au point de contact.
m. Les trois hauteurs du triangle formé par trois tangentes se coupent sur la directrice (*).
L'éqnation d'une de ces hauteurs est (32)^
OU. en divisant par x"— j*",
La symétrie de cette équation montre que les trois hauleurs coupent la directrice à une distance de l'axe des x :
oy'y'y'*' y'_i_ y" -i- v'"
jr=. — h ^ — .
IV. L'aire du triangle formé par trois tangentes est la moitié de celle du triangle qui a pour sommets les points de contact (**).
En substituant les coordonnées des sommets de ces deux triangles dans l'expression du n^ 36, on trouve, pour l'aire du deuxième triangle^
^(/'-r')Cr'-r")Lr"-r'),
et la moitié seulement de cette quantité pour l'aire du premier.
V. Trouver la valeur du rayon du cercle circonscrit à un triangle inscrit dans une parabole.
(*) Steiner, Annales de Gergonne^ t. XI\, p. 69; — Waltos, p. 1 19.
(*■) GftEGORi, Cambridge Jour naïf 1. 1!, p. 16; — Walto:!, p. 137. f^oiV aussi : Leeoas d'ytlgèbre supérieurey traduction française, p. 18, Ex. XII.
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Le rayon R du cercle circonscrit au triangle ayant d, r, /pour côtés
et Z pour aire, a pour valeur -r^; d'ailleurs si ^est la longueur de la
corde qui joint les points (x*, x')i (•^*'» /*')? ^l ®' l'angle que celte corde fait avec Taxe, on a évidemment rfsin0'= /"— j**. En partant des valeurs obtenues à l'Exercice précédent, on trouve
ssind'sinO'sinO'
On peut exprimer aussi ce rayon en fonction des cordes focales c\ c% c"' parallèles aux côtés du triangle, car la longueur de la corde focale r,
faisant un angle 0 avec l'axe est égale à -v^ (i93t Ex. II). On a ainsi
Il résulte du n° 212 que r', c", c^ sont les paramètres des diamètres correspondant aux cordes qui forment le triangle.
• VI. Trouver la valeur du rayon R du cercle circonscrit au triangle formé par trois tangentes à une parabole, en fonction des angles 0', 0", 0 que ces tangentes font avec l'axe.
RÉPONSE. R =•• a • />#•.. / m •
8sin0'sm(^'sm0'"
On a aussi
p\ /?", p"" étant les paramètres des diamètres qui passent par les points de contact (212).
VII. Trouver l'angle 7 compris entre les deux tangentes menées par le point (x*, j') à la parabole /* = 4/7/jr. L'équation des tangentes menées par {x%y') est (92)
(/"- kmx') (/»- 4 wx) = [77'- a/w [x -f- x')]\
et c^lle des parallèles menées à ces tangentes par l'origine
x'f^ — jr'xy-^ mx^= o.
L'angle f compris entre ces deux droites estdéBni par (74)
y/r'^ — ^mx' ^^ x'-^m
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VIII. Trouver le lieu du sommet des angles f dont les cdtés §OBt tangents à la parabole. '
Rbporsx. C'est Thyperbole x^— i''^ — (x -h m y tang*^. En mettant son équation sous la forme j*-i-(j: — »i)' = (j:H-iw)*8éc*y, on voit que Thyperbole (186) a même foyer et même directrice que la parabole, et que son excentricité est égale à séc^.
IX. Trouver le lieu des projections des foyers sur la normale. La distance du foyer (//?, o) à la normale
a//î(jK — j^')-i-^'(jf — x') = o a pour valeur
Si Oest l'angle que la direction de cette distance fait avec Taxe (212), on a
8in0= t/-7^ ï cosG = \/—A — ;
\x*-hm \x'-hm
l'équation polaire du lieu est donc
_ /7IC0SÔ
'''""sîi^Gr'
ce qui revient à j' = mx.
X. Trouver les coordonnées j: et j de Tintersection des normales menées aux points (x\ x')t (^"i 7") de la courbe.
im ' ^ Sm
Si ot et p sont les coordonnées de l'intersection des tangentes correspondantes (Ex. I), on a aussi
XJ. Trouver les points de la courbe dont les normales passent par un point donné (x\y).
En éliminant x entre l'équation de la normale et celle de la courbe, on trouve, pour déterminer lés ordonnées de ces points,
Les trois racines de cette équation sont liées par la relation
par conséquent la corde déterminée par deux de ces points fait avec l'axe le même angle que la droite qui joint le troisième au sommet.
XII. Trouver le lieu de Finterseclion des normales menées aux extrémités des cordes passant par un point fixe (x', jr').
Soient a, p les coordonnées du pôle de la corde; on a la relation px'= a//i (x'-+ a), et en éliminant successivement a et Centre cette équation et celle de l'Ex. X, on trouve, pour le lieu cherché, l'équation
qui représente une parabole dont Taxe est perpendiculaire à la polaire du point donné. Si les cordes étaient parallèles à une droite fixe , le lieu se réduirait à une ligne droite, comme cela est du reste évident d'après l'Ex. XI.
XIII. Trouver le lieu de l'intersectioh des normales qui se coupent à artgle droit.
On a, dans ce cas,
S* a = — 77/, X — 3/w -f- — 7 y — Pi y^~ "* (-^ "~ 3'" )•
XIV. Trouver le paramètre d'une parabole connaissant les longueurs a et h de deux tangentes, et l'angle w qu'elles font entre elles.
Menons le diamètre correspondant à la corde de contact; le para-
mètre p de ce diamètre est ^' = ^ , et le paramètre principal est
r^sin'O tff'r'
rs étant la distance de l'intersection des tangentes à la corde de contact. Mais
2cr^' = ah sin6> et i6j:' ~ «^-i- h^-\- 2 ah cos&>, donc
4/I*^'sin'o> * , o an^N
p — !! _ ( voir n° 207).
( a' -+-/>*-*- 2 fl-A cos w ) '
XV. Démontrer, en partant de l'équation du cercle circonscrit au tri angle formé par trois tangentes, que ce cercle passe par le foyer. Le cercle circonscrit à un triangle a pour équation (124)
p7 sin A -f- 7a sinB -h ap sinC = o,
et le terme absolu, qu'on trouve en remplaçant a, fi,... par leurs va-
leurs développées x cosa -h jsina — />..., est
/i'/>'sin(6 — 7)-H//^8in(7 — a) ^-/;)3'8in(a— p).
Mais si a représente une tangente à une parabole ayant le foyer pour origine, on a (219) p — ; le terme absolu devient alors
ë [sinfp — 7)cosa-hsin(7 — a)cosP -h sin(a — 6)0087],
C0SacOSpCOS7 '^ ^^11 w / \ \ r/ fj'
et il est identiquement nul.
XVI. Trouver le lieu de Tintersection des tangentes menées à la parabole, étant donnés : i^ le produit des sinus ; 2"* le produit des tangentes ; 3"* la 'somme , ou 4° la différence des cotangentes des angles que ces tangentes font avec Taxe.
RépoNSB. 1** un cercle; 1^ une droite; 3° une droite; 4^ une parabole.
228. Indiquons encore quelques problèmes pour terminer ce paragraphe.
EXERCICES
I. L'hyperbole équilatère circonscrite à un triangle passe par Tintersection des hauteurs de ce triangle (*).
Prenons pour axes un côté du triangle et la hauteur correspondante. On sait que l'équation de la conique passant par quatre points (151, Ex. I)
tifiVH- ihxy -h >.)/j*— [l[l[\ -h X') j: — ).a' (pi -h p')j -h ».'pp' = o
représente une hyperbole équilatère (les axes étant rectangulaires) lorsque
"^*''= — fifx' (i74). Dans le cas actuel, trois points X, V et f* étant
donnés, cette condition permet de déterminer le quatrième fx'; l'hy-
W perbole rencontre donc la hauteur au point fixe 7 = ? qui est Tin-
tersection des trois haute^irs du triangle (n" 32, Ex. VII).
(*) Bbiakchok et Pomcelet; — Gergomme, JnnaUs, t. XI, p. 2o5; — Waltom, p. a83.
agS châpitm viu.
II. Quel est le lieu des centres des hyperboles équilatères passant par trois points donnés.
RÉPONSE. Le cercle passant par les milieux des côtés du triangle que forment les trois points (voir n"* 151 . Ëx.lll).
in. Trouver la condition pour que, par rapport à une conique donnée par réquallon générale, le pôle de Taxe des x soit sur Taxe des ^, et i^îce versa.
RÉPONSE. hc = fg.
IV. Trouver la condition pour que, dans une conique définie par Téquation générale (133), Tune des asymptotes passe parForigine.
RÉPONSE. af^ — ^fgh -+- bg* = o.
V. Le cercle circonscrit au triangle autopolaire par rapport à une hyperbole éqnilatère (99) passe par le centre de l'hyperbole (*).
La condition trouvée dans TExercice précédent étant remplie, Téquation du cercle passant par Torigine et par le pôle de chaque axe sera
h (x' -H 2 xjr cosra -H /') -h fjc -^ gx = O, ou
x(hx -^bjr'hf)-hjr(aX'+' hx-{'g)^(a H- 6 — aAcosw) xr = o,
équation à laquelle satisferont évidemment les coordonnées du centre
pourvu que l'on ait
a-hb = a^cosw,
c'est-à-dire pourvu que la courbe directrice soit une hyperbole équilatère(74, 174).
Ce théorème n'est qu'un cas particulier du suivant, que nous démontrerons plus loin.
Lorsque deux triangles sont autopolaires par rapport à une conique, leurs six sommets sont situés sur une même conique (375, Ex. I).
YI. Le cercle passant par le centre d'une hyperbole équilatère et par deux points quelconques passe aussi par Tinterseclion des parallèles menées par chacun de ces points à la polaire de l'autre.
Vn. Trouver le ligu des intersections des tangentes interceptant sur une droite fixe un segment de longueur constante. Prenons cette droite pour axe des x. Les racines de l'équation du se-
(*) BRiARGHONet PoRCKLBT; — Gbrgounk, AnnaUsy t. XI, p. aïo; — Wàltoïi, p. 3o4>
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eond degré, obtenue en faisant^ = odans l'équation des tangentes menées par (x\x')k une conique quelconque (92), représentent les segments (comptés à partir de Torigine) que déterminent ces tangentes sur l'axe des x. En exprimant que la différence de ces racines est constante, OB trouve l'équation du lieu, qui est en général du quatrième degré.
Dans le cas où la droite fixe est tangente à la conique, on a ^' = ar, réquation du lieu devient divisible par x*i ®( se réduit au deuxième degré.
On trouverait de même le lieu des inlerseclions des tangentes qui déterminent sur une droite fixe et à partir d'un point donné, des segments dont la somme, le produit,. . ., est constant.
Vm. Trouver le lieu des centres des coniques inscrites dans un quadrilatère.
Prenons des axes quelconques, et soit
jo cosa -H ^* sin a — /; = o
l'équation d*un des côtés du quadrilatère. Désignons par x et j les coordonnées du centre d'une des coniques, et par 9 l'angle que forme son grand axe avec Taxe des x. L'angle compris entre ce grand axe et la perpendiculaire au côté du quadrilatère est a — 0, et Ton a , d'après te nM78,
(xcosa-+-jsina — /?)'= fl*cos'(a — 0) -f- à'8in*(a— 0),
ou, en développant et remplaçant, pour abréger ( 53 ), x cos a -h/ sin a — /? para,
a*= (iP cos'Ô -f- b^ sin'O) cos'a H- a (a*— ^') cos6 sinô cosa sina -t-(fl»sin»ô-hA'cos'e)sin»a.
On obtient ainsi quatre équations , entre lesquelles on peut éliminer a*, ^% 0 ou plutôt les trois quantités a^ cos'O -f- b^ sin'O, (a^ — b^) cosO sinO et o^sin'O -t- ^^cos'O. Le lieu est donc donné par l'équation
c'eslrà-dire par
a' cos' a cosa sina sin'a
P* cos^P cospsinp sin*p
7* cos* 7 C087sin7 8in'7
J* cos*^ costJsin^ s\n^9
Aa»-f-Bp*-+-C7'-hD^'=o,
A, B, C et D étant des constantes. Cette équation, du deuxième degré en apparence, est en réalité du premier. En effets si, avant de développer
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le déterminant, on y remplace les expressions a, p, y, i par leurs équivalentes en X et j, on voit que les termes en x\ qui appartiennent aux éléments de la première colonne, ont respectivement cos'a, cos'P, cos'y, cos^^, c'est-à-dire les éléments d'une autre colonne, pour coefficients; et que, par suite, le terme en x^ disparaît dans le développement. Il en est de même des termes en jr^ et en xr. Le lieu cherché est donc une ligne droite, et on peut la construire géométriquement^ en observant que la polaire d'un point par rapport à une des coniques a pour équation
Aaa'H- Bpp'-4- Cvv'h- D^^'== g,
et que, par suite, la polaire de (a, p) passe par (7,^). D'ailleurs^ quand une conique se réduit à une droite par Tévanouissement des termes du deuxième degré de son équation, la polaire d'un point est parallèle à cette droite, qui divise alors en deux parties égales la distance du point à sa polaire. Le lieu cherché partage donc en deux parties égales les droites menées par les points (a, P) et (7, ^), («,7) et (7,^), («, S) et (&, 7), c'est-à-dire les diagonales du quadrilatère a^yS.
Réciproquement , si Ton se donne , sous une forme quelconque , les équations a = o,... de quatre droites, l'équation de la droite qui passe par les milieux des diagonales du quadrilatère qu'elles forment peut s'obtenir en déterminant les constantes de la relation
Aa»H-Bp'H-C7'H-D^'=o,
de telle sorte que cette équation représente une ligne droite. La solution que nous venons de donner a été indiquée par M. Serret (*).
IX. Trouver le lieu des centres des coniques inscrites dans un triangle, et dont les axes a et ^ vérifient la relation à* -h b^ = P. Cette relation peut se mettre sous la forme
A^ = (fl» cos'O H- b^ sin^O) -*- (a^ sin^^Ô -h b^ cos^O),
et comme la première condition du problème fournit trois équations analogues à celles de l'Exercice précédent , on aura, pour le lieu cherché, l'équation
a* COS^a cosasina sin^a
p* cos'p cospsinp sin'P
7' cos'7 cos7sin7 sin'7
(*) Nouvelles Annales de Mathématiques^ Q' série, t. IV, p. i45.
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qai, pouvant se mettre sous la forme
représente un cercle. On peut voir en effet , en suivant la marche indiquée ci-dessus, que, dans le développement, le terme en xy disparaît et que les termes en x' et y"^ ont même coefficient. Mais quand un cercle a pour équation Àa'-h Bp'+ 07'= o, son centre est le point de concours des hauteurs du triangle a^y; le lieu cherché, dont Téquation ne' diffère de la précédente que par une constante, est donc (81) un cercle ayant pour centre le point de concours des hauteurs du triangle circonscrit aux coniques.
X. Trouver le lieu des foyers des coniques circonscrites à un quadrilatère.
La distance p d*un des sommets {x\ y') du quadrilatère au foyer a
pour expression (180]
p = Ax'-f- Bjr'-»- c.
En éliminant A, B et C entre celte équation et les trois autres fournies par les autres sommets^ on a
c" or'"
ou en développant
Si l'on se reporte au n** 36 pour trouver la signification géométrique des coefficients /, m, n et /?, on voit que cette équation n'est que l'expression du théorème de MObius
OA.BCD -h OC.ABD = OB. ACD -+- OD.ABC,
dans laquelle 0 est le foyer, et BCD l'aire du triangle formé par les trois
points B.C.D. (Comparer cette expression à la condition énoncée au n*" 94.)
On voit ainsi que / -+- w -f- tî -f- /? = o. En substituant à p^ p\.,.
leurs valeurs ^(x~x']^-i- (j^— j'?,..., et faisant disparaître les radicaux, on trouve l'équation du lieu , qui est du sixième degré.
Lorsque les sommets du quadrilatère sont sur un cercle, le lieu se décompose en deux autres, qui sont respectivement du troisième degré, ainsi que l'ont faityoir MM. Sylvester et Burnside.
On a en effet, diaprés le théorème de Feuerbach (94),
/p* H- mp'* -+- np"^ -h pp'^ = o;
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et, par suite,
(/-+-/;/)(/p*-h/wp") = (/i-+-/^)(«p'"-+- /??"*),
d où
équation qui se décompose évidemment en deux facteurs.
§ II. — De l'angle excentrique (*).
229. L'emploi d*une seule variable au lieu de deux coordonnées af et y\ pour définir la portion d'un point sur une courbe est toujours avantageux lorsqu'il est possible; aussi, dans la discussion de certaines propriétés de l'ellipse, substituerons-nous aux coordonnées courantes x* et^' les expressions
j:'=acos9, /' = fcsin(p
analogues à celles que nous avons employées dans le cas du cercle (102). Ces substitutions sont évidemment compatibles avec l'équation
La signification géométrique de l'angle o peut se déduire de la construction suivante :
Sur le grand axe A A' d'une ellipse (yîg". 8i) pris comme dia-
Fig. 8i.
mètre, décrivons un cercle; prolongeons l'ordonnée PL d'un
(*) L'emploi de cet angle a été aussi indiqué par M. O'Brien {Cambridge Mathematical Journal, t. IV, p. 99).
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poinl P (j/, y') de Tellipse jusqu'à sa rencontre Q avec ce cercle, et joignons le centre C au point Q; Tangle QCL sera égal à 9. En effet, CL = CQ cosQCL ou j:' = a cos 9 ; d'ailleurs
PL = -QL(163), QLr=:/isin9, d'oùj' i^ftslnç.
230. Si i*on mène par le point P une parallèle PN au rayon CQ, on a
PM:CQ::PL:QL::6:a,
et comme CQ = a, on a PM = 6; d*ailleurs PN =a, ce qui donne le théorème suivant.
Le grand axe d'une ellipse détermine sur une droite NP de longueur a, joignant un point P de l'ellipse à un point N du petit axey un segment PM dont la longueur est égale à b.
En prolongeant l'ordonnée PQ jusqu'en Q' où elle rencontre le cercle une deuxième fois, on démontrerait de même que la parallèle PN' menée au rayon CQ' par le point P est divisée en ce point en deux segments de longueur constante a et b. Donc si les extrémités M et N d'une droite MN de longueur constante glissent sur les côtés d'un angle droit, un point quelconque P de cette droite décrit une ellipse ayant pour axes MP et NP. ( Foir n« 49, Ex. XU.)
On a construit sur ce principe un compas elliptique qui permet de décrire une ellipse d*un mouvement continu. Cet instrument se compose de deux règles fixes CA et CD à angle droit, et d'une règle mobile MN, de longueur constante et dont les extrémités peuvent glisser le long des règles fixes : un crayon fixé en un point de la règle mobile décrit une ellipse. Lorsque ce crayon se trouve au milieu de MN, la courbe est un cercle. (O'Bribn, Coordinate Geometrjr^ p. 112.)
231. L'emploi de l'angle 9 fournit un moyen très-simple de construire géométriquement le diamètre conjugué d'un diamètre donné.
Si l'on observe qu'on a en général
tangfl == î^ = - tang9,
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la relation (170)
UneO tang6'=r
devient
tangcp tang(p' = — i, c'est-à-dire
Pour construire le diamètre conjugué P'C du diamètre CP (^g. 82), il faut donc "prolonger Tordonnée PM du point Pjus-
Fig. 82.
.^Jl_ ' ^
qu'à sa rencontre Q avec le cercle décrit sur le grand axe de Tellipse comme diamètre, mener le rayon QC et le rayon CQ' qui lui est perpendiculaire ; l'ordonnée Q'M' coupera rellipse au point P', extrémité du diamètre cherché.
On peut déduire de cette construction les expressions des coordonnées x' et/' de P', qui ont été données au n" 172. En effet des relations
cos<p' = sinç, sin(p' = — cos(p, on tire respectivement
Ces valeurs montrent que les triangles PCM, P'CM' sont équivalents.
EXERCICES
I. Exprimer les longueurs de deux diamètres conjugués en fonction de l'angle 7.
RÉPONSE, a'^ = a' cos* «p -h ^' sin' y, b'^ = a^ sin* ^ -h b^ cos'f .
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11. Trouver Téquation (fiine corde en fonction des coordonnées ^ et y' de ses extrémités (voir n* 102).
RÉPONSE. - cos-J [y H- y') -h j sin l ( y -h «j»' ) — cos ) ( y — y')-
m. Trouver l'équation- do la tanjïente, en fonction de la coordonnée y du point de contact.
RÉPONSE. - cosv -h •,- sin* = i .
lY. Exprimer la longueur D do la corde qui joint les deux points a et p. On a
D'= «'(cosa — cosf )' H- /;'(siMz — sin fi)',
D = !i8in-K«~f)[û'sin'i(^-»-f^)-^-^'cos=i(«-Hp)r.
Mais [Ex. I) la quantité comprise entre parenthèses représente le demidiamèlrc conjugué de celui qui passe parle point |(a -+- fi); d'ailleurs (Ex. H, III] la tangente menée par le point H^^ (^)est parallèle à la corde qui joint les points a, p; par suite, en représentant par b' la longueur du demi-diamètre conjugué parallèle à la corde donnée^ on a
D= 2A'sin^(a — f>).
V. Trouver l'aire 2 du triangle formé par les trois points a, ^, 7. Nous avons (30)
'il~nb[s\iï(oi — f) -»-sin(f> — 7) -h sin{7— x)]
= //A[!»sin^(a — S)cos;(a — f;) — asin-Jfa — j6)cos;-(x-.-^ — 27)] - 4/7^sini(3c — p)sinj(p — 7)sinJ(7 — a),
d'où
S = 2^^ sin} (a — J5)sin}(f> — 7)sin}(7 — a).
VI. L'aire du triangle inscrit, dont les médianes ont pour point de concours le centre de la courbe, est constante.
Vïl. Trouver le rayon R du cercle circonscrit au triangle formé par les trois points a, ^ et 7.
Soient d^ c, /les côtés el 2 l'aire de ce triangle, on a
b\ b\ b'^ étant les demi-diamètres parallèles aux côtés du triangle : si l'on désigne par c\ </*, r'" les cordes menées par le foyer parallèlement à
ao
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ces côtés, on a aussi (227, Ex. V)
cVV*
X. L'aire du triangle formé par trois normales est
j^ tangi(a-p)langi(P-7)tangi(7-a)
X [sin ( f -h 7 ) -h sin ( 7 -H a ) -f- sin (« -h p )]'. Les trois normales se coupent donc en un même point lorsqu'on a sin(p -h 7) H- sin(7 -f- a) -f-sin(a -h (3) = o (M. Burnside).
XL Trouver le lieu de l'intersection 0 du rayon vecteur FP mené par le foyer F d'une ellipse à un point P de la courbe, avec le rayon CQ du cercle décrit sur le grand axe comme diamètre, le point Q se trouvant sur l'ordonnée QM du point P.
Soient j:', r' les coordonnées du point P (fig. 83) (C étant pris pour
Fig. 83.
origine), .r et r celles du point 0, y l'angle QCM : de la similitude des triangles FON, FPM? on déduit
r _ y' _ hsmff X -\- c x'-hr- /ï(f -h cos<p)
(*) Mac-Ccllagii, Dublin Exam. Papers, i836, p. aa.
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L'équation polaire du lieu, en prenant le point C pour origine, s'ob- Uendra en remplaçant, dans l'équation précédente, x etjparpcos^, 6 sin^ : on aura ainsi
c -f- pCOSf ~ fl(ç -+- cosy)
ou
' C-h(/ï — ^) COSîp
Le Heu cherché est une ellipse (i93] ayant C et F pour foyers.
XII. Trouver le lieu de l'intersection du rayon CQ avec la normale en P.
La normale a pour équation (180)
.X jr
ou bien
ax br , .
cosy sinf '
en Y remplaçant x et j par p cos^ et p sin<p, on a, pour Téqualion du lieu,
[a — b)p = c*^ ou p = a-^ù,
qui est celle d'un cercle concentrique à l'ellipse et de rayon a h- /j.
XIII. Démontrer que
tangiPFC=y/^tangi^
XIV. Par le sommet d'une ellipse , on mène un rayon vecteur à un point (x\ j') de la courbe, et par le centre une parallèle à ce rayon vecteur : trouver le lieu de l'intersection de cette parallèle avec la tangente
La tangente de l'angle que le rayon vecteur fait avec Taxe étant égale
H —r- — î la parallèle menée par le centre a pour éqtiation
,r _ X' _ bsmtf _ b I — cos<p x '~' x'-ha ~ a(i ■+■ cosy) ^ « sin^ ou bien
v sin<p -h - C0S9 ■- - • Le lieu de l'intersection de cette droite avec la tangente
T-sm<j» -H -cos^ = I
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est évidemment '-= i, c'est-à-dire la tangente au sommet opposé do
celui d'où part le rayon vecteur.
On trouverait de la môme manière le lieu de cette intersection lorsque le rayon vecteur est mené non plus par le sommet , mais par un poinl quelconque de la courbe; il suffit pour cela de remplacer, dans ce qui^ précède , a ei b par a' et b'. Le lieu est alors la tangente passant par lo poinl diamétralement opposé de celui par lequel on a mené le rayon vecteur.
XV. Dans une ellipse, la longueur d'une corde menée tangenliellemenl à Tellipse homofocale, ayant ^a^^ /<^ ^b^ — A' pour demi-axes, est égale
à — T- j b' étant le demi-diamètre parallèle à la corde (M.Burnside).
La condition pour que la corde qui passe par les deux points a et 'jy soit tangente à l'ellipse homofocale est
-~i-cos'Hx + p) + '^-J^sm'Uu + p) = cos- (== - P). ou
sin'i(a - P) = ^, [/-.'cos'H" + p) +fl'sini{a + p)]
= ^6" (Ex. IV).
La longueur de cette corde est par suite
-ihb"
a^'sinHa — ?) =r
ab
Ce résultat permet d'étendre aux cordes tangentes à des coniques homofocales plusieurs théorèmes relatifs aux cordes menées par le foyer.
232. La méthode exposée dans les numéros préccdcnls ne s'applique pas à l'hyperbole. Cependanl on peut poser, lorsqu'il s'agit de celle dernière courbe,
^' = aséccp, j' = ftlango, puisque
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Pour représenter géomélriquemeni l'angle 9 [fiç^. 84), mo-
lions par le pied M de Tordonnée une langenie MQ au cercle décrit sur Taxe transversc comme diamètre; nous aurons
QCM = 9.
En effet
CMz=:a:':r.CQsécQCM;
d'ailleurs
QM = rttangcp et ^Mzz^y' =ib\,diï\g<^.
Donc la tangente menée par le pied de Tordonnce d'un point de l'hyperbole au cercle décrit sur l'axe transverse rômmc diamètre est dans un rapport constant avec cette ordonnée.
L'équation de l'hyperbole conjuguée étant
rT-U)
un point (^",j") de cette hyperbole peut se représenter par
y"r=^bsécQ\ :t"-:a tang9'.
Si 0 est l'angle fait avec l'axe des a: par un diamètre, on a
tangO = — := -sino
ju ce
pour l'hyperbole primitive : pour l'hyperbole conjuguée, on
;iurait de même
tang B'
x" a sincjp'
Lorsque ces deux diamètres sont conjugués, la relation
tang0 tango' =^-
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devient
sin9 — sintp', .
ou simpleipeiu
9^9' (M. Turner).
§ III. — De la similitude dans les sections comques.
î233. Deux figures sont semblables et semblablemenl placées, ou homothètiques (fig, 85), lorsque les rayons vecteurs OP,
Fig. 85.
\ tTL;
OQ, menés dans la première par un point 0, sont dans un rapport constant avec les rayons vecteurs parallèles o/?, ùq menés dans la seconde par un point o. Quand il existe deux points 0 et o jouissant de cette propriété, il y en a une infinité d'autres. En effet, prenons dans la première figure un point quelconque C, et joignons OC; dans la seconde figure, menons oc parallèle à OC, de telle sorte que le rapport oc : OC soit égal au rapport constant o;? : OP; les triangles POC, poc sont semblables; par suite, cp est parallèle à CP, et le rapport de cp à CP est égal au rapport constant o/?:0P. On prouverait de même qu'un autre rayon vecteur quelconque mené par c est proportionnel au rayon vecteur parallèle mené par C.
Lorsque deux sections coniques à centre sont liomothétiques, tous les diamètres de l'une sont proportionnels aux diamètres de l'autre, puisque les rectangles OP.OQ, et op.oq sont proportionnels aux carrés des diamètres parallèles (149).
234-. Trouver la condition pour que deux coniques données par des équations générales soient ho mo thé tiques.
Prenons, par une transformation de coordonnées, le centre de la première comme origine; le carré du demi-diamètre fai-
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saut avec Taxe des x un angle 6, dans cette conique, est égal à une constante divisée par
rtcos'0 -h ih cos6 sin0 h- h sin'0;
de même le carré du demi-diamètre qui lui est parallèle dans la seconde est égal au quotient d'une autre constante par
û'cos'ô -h 2/1' cos9sin9 -i-//sin'(?.
Le rapport de ces deux carrés ne peut être constant qu'à la condition d'être indépendant de 0, c'est-à-dire lorsque Ton a
Donc deux coniques sont homo thé tiques lorsque les coef/ii'ients des termes du second degré de leurs équations sont égaux ou proportionnels,
235. Les axes de deux coniques homothétiques sont parallèles, puisque le plus grand et le plus petit diamètre de l'une doivent être respeciivemeni parallèles au plus grand et au plus petit diamètre de l'autre.
Si Tun des diamètres de l'une de ces coniques devient infini, il en est de même du diamètre parallèle de l'autre ; ainsi les asymptotes de deux hyperboles homothétiques sont parallèles. Ceci résulte aussi du théorème démontré au numéro précédent, puisque (154) les directions des asymptotes sont déterminées par l'ensemble des termes du second degré de Téquation de la courbe.
Les coniques semblables ont même excentricité, puisqu'on a évidemment
par suite, on peut considérer les coniques semblables et semblablemcnt placées, ou homothétiques, comme des coniques ayant leurs axes parallèles et même excentricité.
Deux hyperboles ayant leurs asymptotes parallèles sont homothétiques. En effet, leurs axes, étant les bissectrices des
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angles formés par les asymptotes (155), sont parallèles; de plus, elles ont même excentricité, puisque rexceniricilé ne dépend que de l'angle compris entre les asymptotes.
236. Toutes les parabole^ ayant même excentricité (e — i) sont homothétiques lorsque leurs axes sont parallèles. Du reste, l'équation d'une parabole rapportée à son sommet éiiuit
y^^z pXf ou
p cosQ
sin'0
il est évident que le rayon vecteur p' mené à une autre parabole par son sommet, et parallèlemeni à p, esl avec celui-ci dans le rapport constant de /?' à /?.
EXERCICES
I. Sur un rayon vecteur OP men^» à une conique par un point fixe 0, on prend une longueur OQ proportionnelle à OP; trouver le lieu dû point 0.
11 suffit de remplacer p par mp dans l'équation de la conique, i>our obtenir celle du lieu, qui est une conique homolhétique à la première.
Le point 0 s'appelle le centre (le similitude des deux coniques : c'est évidemment (voir aussi n^ 115) le point d'intersection des tangentes communes aux deux coniques, puisque les deux rayons vecteurs infiniment voisins OP, OP' menés à la première devenant égaux, il doit en être de même des deux rayons vecteurs correspondants OQ, OQ' menés à la seconde.
IL Si, par le centre de similitude de deux coniques homothétiques. on mène deux rayons vecteurs, les cordes qui joignent leurs extrémités sont parallèles ou se rencontrent sur la corde d'intersection des deux coniques.
Ce théorème se démontre comme celui du n° H6.
III. Les six centres de similitude de trois coniques homothétiques sont situés trois par trois sur une même droite (fg. 44? P- ^^l)-
IV. Deux coniques homothétiques et concentriques déterminent sur une sécante des segments égaux.
Toute corde de la conique extérieure , qui est tangente à la conique intérieure, est divisée au point de contact en deux parties égales.
Ces théorèn^es peuvent se démontrer comme ceux des n" 196 et 197, qui n'en sont qu^un cas particulier. En effet, les asymptotes d'une hyperbole peuvent être considérées comme une conique semblable à l'hyper-
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bole, puisqu'elles ont pour équation IVnsemble des termes du deuxième degré de l'équation de l'hyperbole.
V. Par le sommet V d'une ellipse, on mène une tangente qui ren- (onlre une ellipse extérieure homothélique et concentrique, en T et T' : démontrer qu'une corde quelconque menée par le point V dans l'ellipse intérieure est égale à la demi-somme algébrique des cordes parallèles menées dans l'ellipse extérieure par les points T et T'.
237. Deux figures sont semblables, mais non scmblablemeni placées, lorsque les rayons vecteurs proportionnels, au lieu d'être parallèles, font entre eux un angle constant 0, de telle sorte qu'en faisant tourner l'une d'elles de l'angle 0, on obtienne deux figures homothétiques.
Trouver la condition pour que deux coniques données par l'équation générale du second degré soient send)lables, quoique non semblablement placées.
Il suffit pour cela de rapporter la première conique à un nouveau système d'axes faisant un angle 0 avec le premier, et de voir si l'on peut trouver une valeur de B qui rende les nouveaux coefficients «, i, A de cette équation proportionnels aux coefficients a y h', h' de la seconde, c'est-à-dire égaux à ma', mb\ m h'.
Lorsque les axes primitifs sont rectangulaires, les quantités a-hb, ab — A' ne changent pas quand on transforme les coordonnées (157); on aura donc
a4- b - m [a' ^ b' ), . ab — h'^-m'(a'b'^/i"),
et la condition cherchée sera
«&~ h' a'b'-li"
\cL^ by ' (a' -\- 1/}' '
En se basant sur le théorème du n° 158, on trouverait de même, dans le cas des axes obliques,
" ab — fi' a'b'-^b'^ _
[a -\- b — 7.h COS&))' ~ (a'-f- b' — ili' cosw)*-
Cette condition exprime (74, 154) que les angles compris
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entre les asymptotes (réelles ou imaginaires) de ces coniques sont égaux.
§ [V. — Du CONTACT DES SECTIONS CONIQUES.
238. Deux courbes de degré m et use coupent en mn points. En effet, Téquation à une seule variable, obtenue en éliminant X ou j entre les équations de ces courbes, est en général de degré mft. Celte équation est quelquefois d'un degré moindre, lorsque, dans l'élimination, un ou plusieurs des termes renfermant l'inconnue à ses plus hautes puissances viennent à disparaître; mais alors un ou plusieurs points d'intersection se irouvent à l'infini (135), et, en tenant compte de ces points, ainsi que des points imaginaires, on peut toujours considérer ces courbes comme se rencontrant en mn points. Par suite, deux coniques se coupent toujours en quatre points; el, comme on peut joindre quatre points i, 2* 3,4 par six droites 12, 34; i3, g4; '4' 23, ces coniques ont toujours trois couples de cordes d'intersection.
Nous étudierons d'abord le cas où plusieurs de ces points coïncident, réservant pour un autre Chapitre celui où il y a des points d'intersection à l'infmi.
239. Lorsque deux des points d'intersection de deux coniques coïncident, les courbes se touchent, en ayant pour tangente commune la droite menée par ces deux points, et se rencontrent en deux autres points L, M^Jig. 86 (a), réels ou imaginaires, mais distincts du point de contact T. Les coniques ont alors un contact du premier ordre. Lorsque trois des points d'intersection coïncident en ï, les coniques ont un contact du second ordre et sont dites osculatrices ; elles ne
Fig 86.
peuvent alors se couper qu'en un seul autre point L,Jig, 86 ( 6 ),
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EnGn, si leurs quatre poinls d'interseclion coïncident en T, elles ont un contact du troisième ordre Jig. 86 (c); et, comme elles ne peuvent se couper qu'en quatre points, c'est là Tordre de contact le plus élevé qu'elles puissent avoir. Considérons, par exemple, les deux coniques suivantes:
ax*-h 2hxjr -f- bjr^ H- ngx =: o, «' x' -f- 2 A' xjr' -h é'^-'-i- 2g'x = o ;
elles passent par l'origine, sont tangentes (144) à l'axe des r, et l'équation
jr[(a6'— û'6)j:-h 2(A6'— h'b)x -+- ^[gb'—g'b)] = o
représente (181, £x. 11) la figure passant par leurs quatre points d'intersection. Le premier facteur correspond à la tangente commune (déterminée par les deux points d'intersection qui coïncident); le second à la droite LM menée par les deux autres points.
Lorsque gb'=g'b, la droite LM passe par l'origine, et les coniques ont un contact du second ordre.
Si, en outre, Afc' = A'6, Téquation de LM se réduit à jc==o, LM coïncide avec la tangente, et le contact des coniques est du troisième ordrfe. Dans ce dernier cas, leurs équations peuvent se mettre sous la forme
ax^'\-ii.hxy -f- 6/*-+- ^gx=zOy a^x^-h 2./ixjr -h by^-k- 2ga:=:0,
et ne diffèrent que par le coefficient de j:?.
240. Deux coniques ont un double contact lorsque leurs quatre points d'intersection coïncident deux à deux. La condition pour que les deux coniques du numéro précédent, passant par l'origine et tangentes à l'axe des j^, se touchent en un deuxième point s'obtiendra' en exprimant que la droite LM leur est tangente, ou, plus simplement, que les droites joigant l'origine aux deux autres points d'intersection coïncident. En retranchant l'une de l'autre les équations des coniques, après les avoir multipliées respectivement par g- et /f', il vient
{ag-- ag)x'-{~ 2(/ig^ /i'g)xx -h {bg' - b'g)x'= o
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pour l'équation de ces deux droites, qui coïncident lorsqu'on a
i^g' - ^'g) (bg"- b'g] = [h^- h'g)\
241. Puisqu'une conique peut être assujettie à cinq conditions (133), on peut tracer une conique tangente à une conique donnée et satisfaisant de plus à trois autres conditions; mais ces trois conditions se réduisent à deux si le contact devient du deuxième ordre, et à une seule s'il est du troisième. Ainsi on peut toujours trouver une parabole ayant un contact du troisième ordre à l'origine, avec la conique
«^' -h ilixjr -V- by^--\- 2,gx i= o.
Il suffit, pour cela (239), de remplacer dans cette équation a par c^ y a' étant déterminé par la relation a' b = /i'.
L'équation du second degré devant remplir deux conditions pour représenter un cercle, il n'est pas possible, en général, de mener un cercle ayant un contact du troisième ordre avec une conique donnée (autrement dit, on ne peut assujettir a passer par quatre points un cercle qui est complètement déterminé par trois points); mais il est facile de trouver l'équation du cercle passant par trois points consécutifs d'une co* nique, c'est-à-dire ayant avec elle un contact du deuxième ordre.
Les axes coordonnés faisant entre eux un angle w, l'équation d'une conique passant par l'origine T, et tangente 5 l'axe des 7, sera
et celle d'un cercle assujetti aux mêmes conditions (84-, Ex. III),
x'^ -h 2 xj' cosû) -^ x^ — 2 rx sin o) ^^ o.
En leur appliquant le critérium obtenu au n" 239 (gb'^= g'b), on trouve pour le cercle ayant un contact de deuxième ordre
«" rrr — rb sino),
d'où . »
Ce cercle osculaieur s'appelle aussi cercle de courbure. Son rayon r est le rayon de courbure de la conique au point T.
2i2. Trouver le rayon de courbure en un point P d'une conique à centre.
Soil
a'' b'' l'équation de la coniaue rapportée au diamèire du point P et
à son conjugué; pour appliquer les formules du numéro précédent qui supposent la courbe tangenie à Taxe des/, Iranspoctons les axes parallèlement à eux-mêmes en P; si Ton remplace x par x -^ af, Téquaiion de la conique devient
et le rayon de courbure r a pour valeur
a sinot)
» étant l'angle formé par les axes. Le dénominateur a' sin&> représentant la distance p du centre à la tangente, on a
r~ > ou r^^—r (175).
p ab
( * ) Dans les problèmes suivants, nous déterminerons la grandeur du rayon de courbure r, sans nous occuper de son signe, qui indique, d'après l'usage adopté, la direction suivant laquelle ce rayon doit être mesuré, et celle des
équations
x*-^^xjr cos ûj -4-^'* zp 2 r a: sin w = 0
qu'il convient d'attribuer au cercle osculateur. On doit prendre le signe supérieur quand le centre est dans la direction positive de l'axe des x, et le signe inférieur dans le cas contraire. La formule du texte donne pour r une TaJeur positive ou négative, suivant que la conique est concave ou convexe ▼ers les x positifs.
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2W. Si l'on représente par N [Jig. 87] la longueur PN de la
normale en P, par ^ l'angle FPN compris enlre la normale el le ra^on vecteur FP issu du foyer, on a les valeurs
N = ^ (181), cos^=r^ (188),
d'où Ton déduit pour le rayon de courbure
cos*^'
On peut donc trouver le centre C et le rayon PC de courbure de la manière suivante : élever sur la normale PN, au point N où elle rencontre le grand axe, une perpendiculaire NQ qui coupe en Q le rayon vecteur FP issu du foyer; le centre de courbure C se trouve sur la perpendiculaire QC élevée en Q au rayon vecteur FP, et PC représente le rayon de courbure.
24^. On peut encore construire le centre de courbure en s'appuyant sur le principe suivant : lorsqu'un cercle rencontre une conique y les cordes d'intersection font des angles égaux avec l'axe. En effet, les rectangles construits sur les segments des cordes étant égaux, il en est de même des diamètres parallèles de la conique (149), qui, par suite, sont également inclinés sur l'axe (162).
Dans le cas du cercle de courbure, la tangente enT (^g*. 86) est une des cordes d'intersection, et la ligne TL est l'autre; il sufOt donc, pour déterminer le point L, de mener par T une droite TL faisant avec Taxe le même angle que fa tangente. Le cercle de courbure est ainsi déterminé par les points L et T et la tangente en T.
Cette construction fait voir, en outre, que le cercle oscula-
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leur mené à l'un des sommets a un conlacl de troisième ordre avec la conique. •
EXERCICES
I. Trouver, en se servant de la notation de l'angle excentrique, la condilion pour que les quatre poinls a, p, 7, 8 d'une conique ap|)artienneiit à un même cercle (*).
Le* cordes «p et 7^ ont pour équations
-cosjfa-^ p) H-T-sin^(a -+-p)-cos;(a — ^). -cos;(7 -♦- ^) -hf sin;-(7 -+- <î) = cos-;(7 — S),
'^sir'
cos;(7 -h^)-i-T
et comme elles sont également inclinées sur Taxe de la coni(|ue on a
tangi(a-»-6)-h tangi(7-+- $) - o,
d'où
a-Hp-+-7-h^ = o, ou a -h p -h y -h S — ^nirs,
II. Trouver les coordonnées J, X et Y du point où lo cercle o«culatour en {j^\r') rencontre de nouveau la conique.
On a dans ce cas
« -■ P — 7» ^— — 3a, par suite
III. Il existe sur une conique trois points dont les cercles osculateurs passent par un point donné de la courbe; ces points se trouvent sur un cercle passant par le point donné et forment un triangle dont les médianes concourent au centre {**),
Soit S le point donné, puisque c'est celui où un cercle osculaleur ren-
contre la courbe, on aura, d'après l'Exercice précédent, a = — - pour le
point de contact; et comme le sinus et le cosinus d'un angle S ne changent pas lorsque cet angle augmente de 36o degrés, on pourra aussi bien prendre a = — ^^ -h 120", a = — |^ h- a 40° ; d'ailleurs les points correspondant à ces valeurs de a sont sur un même cercle (Ex. I). En considérant, dans les équations de l'Exercice précédent X et Y comme des quan-
^*) JoACHiMSTAL, Crelle^ t. XXXVI, p. gS.
'••) STEi!iER, Creile, t. XXXll, p. 3oo; — Joaciiimstal, Crelle^ t. XXXVI, p. 95.
tités connues, on aura, pour déterminer x' et y\ une équation du troisiènae degré, manquant de second terme; les sommes des trois valeurs de x' et j' sont donc respectivement nulles; donc (n** 7, Ex. IV), l'origine se trouve à Tintersection des médianes du triangle formé par les trois points. On en conclut aisément que les normales menées par les sommets du triangle sont les hauteurs du triangle, et par suite se coupent en un même point.
.2i5. Trouver le rayon de courbure de la parabole. L*équalion de la parabole rapportée à un diamètre et à une tangente éiainiy^= p'x, on trouve facilement, pour le rayon de courbure (241),
2 sin0
6 représentant Tangle formé par les axes. L'expression trouvée
N plus haut — —r pour les coniques à centre s'applique éga-
elmentà la parabole, ainsi que la construction qui s'en déduit, puisqu'on a
^r=\p's\ne (212,213), et ^=zgo^—9 (217).
EXERCICES
I. Dans toutes les sections coniques, le rayon de courbure est égal au cube de la normale, divisé parle carré du demi -paramètre.
II. Exprimer le rayon de courbure d'une ellipse en fonction de Tangle que la normale fait avec l'axe.
III. Trouver la longueur des cordes du cercle de courbure qui passent 1° par le centre, a** par le foyer d'une conique à centre.
RÉPONSE. 1° — :--. 2"
IV. La corde focale de courbure (*) d'une conique est égale à la corde de la conique menée par le foyer parallèlement à la tangente au point d'osculation.
V. Dans la parabole , la corde focale de courbure est égale au paramètre du diamètre passant par le point d'osculation.
(*) C'est-à-dire la corde du cercle oscillateur passant par le foyer et le point d'osculation.
246. Trouver les coordonnées x et y du centre de courbure d'une conique à centre.
Ces coordonnées s'obliennenl évidemmeni en retranchant de celles du point {x\ y*) d*osculation les projections du rayon de courbure sur les axes correspondants; d'ailleurs le rapport de ce rayon à sa projection sur Taxe des y est le même que celui de la normale N à l'ordonnée y'. On a ainsi pour <îelte projection
par suite, pour l'ordonnée du centre de courbure,
et, comme b'^^=. b^ -h -j-^y^.
On trouverait de même
On serait arrivé au même résultat en faisant 0.^^^^=^-^ dans l'Ex. VIII du n° 231.
On peut encore trouver ces coordonnées en observant que le centre du cercle circonscrit à un triangle est le point de concours des perpendiculaires élevées sur le milieu des côtés. Le cercle osculateur est circonscrit au triangle formé par trois points consécutifs de la courbe; deux des côtés de ce triangle senties tangentes consécutives, les perpendiculaires élevées en leurs milieux sont les normales correspondantes. Il suit de là que le centre de courbure d'une courbe est l'intersection de deux normales consécutives à cette courbe. En faisant, dans les équations du nM81, Ex. IV, x'=x"=X, y'=y'=Y, on retombe sur les valeurs données ci -dessus.
247. Trouver les coordonnées x, y du centre de courbure de la parabole.
La projection -r-j^ du rayon de courbure sur l'axe des ^•
s'oblienl, comme précédemment, en multipliant lo rayon de
courbure -^-7: par ^î et en la retranchant de r', on trouve
on a de même,
2sin^0 2 ""^
Ces valeurs pourraient se déduire du n° 227, Ex. X.
248. La développée d'une courbe est le lieu des centres de courbure de ses différents points. Pour trouver l'équation de cette développée, nous n'avons donc qu'à éliminera' et^-' entre l'expression des coordonnées du centre de courbure et l'équation de la courbe. Nous aurons ainsi, pour les coniques à centre,
en posant — r= A, -^ == B ; et, pour la parabole.
,r^py^^xe,[x-^-p] .
Cette dernière courbe porte le nom de parabole semi-cubique^
AUX SECTIONS CONIQUES
§ I. — Propriétés générales.
249. En raison de sa forme, Téqualion S = /rS' (n* W) représente une conique passant par les quatre points d'intersection, réels ou imaginaires, des deux coniques S = o, S'=o, et, comme on peut déterminer k de manière à ce qu'elle soii satisfaite par les coordonnées d'un cinquième point, elle représente une conique passant par cinq points (*).
il en est évidemment encore de même lorsque Tune ou l'autre des expressions S et S' ou toutes les deux se décomposent en (acteurs. Ainsi l'équation S = /raj3, étant vérifiée par les coordonnées des quatre points où les droites a, ^ rencontrent S, représente une conique passant par ces points, c'est-à-dire ayant a et p pour cordes d'intersection avec S. AOn de conserver à certaines propriétés relatives aux [deux courbes toute leur généralité, nous considérerons, ainsi que nous l'avons déjà fait dans le cas du cercle (106), comme
^') Cinq conditions étant nécessaires pour déterminer une conique, il est oident que Téquation la plus (générale d'une conique assujettie à quatre conditions doit renfermer une indéterminée dont on pourra, du reste, déduire la valeur de la connaissance d'une cinquième condition. De même, l'équation la plus générale d'une conique assujettie à trois conditions renfermera deux indéterminées. Revoir, à ce sujet, les équations d'une conique passant par trois p<iints ou tangente à trois droites (124, 129).
lorsque les quatre conditions auxquelles on assujettit une conique ne contiennent qu'au premier degré les coefficients de son équation, cette conique passe par quatre points fixes, puisqu'on éliminant tous ces roeflficicnts, sauf un, on peut ramener l'équation à la forme 8= AS'.
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corde d'intersection imaginaire celle des droites a ou ^ qui. ne rencontre pas la courbe S en des points réels.
On verrait de même que ay = /rj35 représente une conique circonscrite au quadrilatère aj3yd (122) (*).
Il est bien entendu que, dans ce qui précède, a peut représenter non-seulement la droite dont Téquation a été mise sous la forme ^cosa -|-jsina=/? (comme au n*53), mais encore celle qui est définie par Féquation générale du premier degré.
La condition pour que S — AS' = o représente deux
droites s'obtient en remplaçant a, 6,... para -f- /r«, b -4- /»6 dans
la relation
abc -h 2fgh — af- — bg^ — cA' = o.
On arrive ainsi à une équation du troisième degré pour déterminer h; il y a donc trois valeurs de k pour lesquelles S — kS' = 0 représente deux droites. Si Ton désigne ces valeurs par k'.k^k"', les équations S— A^ S' :r::o, % — k"^'=--o, S-— /i'*S' = o représenteront les trois couples de cordes qui joignent les quatre points d'intersection de S et S' (238).
EXERCICES
I. Trouver l'équation d*une conique passant par les points où une conique donnée S rencontre les axes.
Les axes j: = o, r = o sont, dans ce cas, les cordes d'intersection ; l'équalion cherchée sera donc S = kxy, k étant une indéterminée (?w>151, Ex. I).
II. Trouver l'équation de la conique passant par les cinq points (1,2), (3,5),(-i, 4),(_3,-i),(~4,3).
En partant des équations des côtés du quadrilatère ayant les quatre premiers points pour sommets, on pourra mettre Téquation de la conique sous la forme .
(3.r — arn- i) (5.r — 27 h- i3) = k[x — ^y -^ 17) (3.r — 4.>'-»- 5),
(") Si a et /S sont deux des cordes d'intorscction joi(rnaut quatre points d'une conique S, et 9\ y el $ en sont deux autres, il est indiflerent de mettre l'équation générale des coniques passant par les quatre points, sous Tune ou l'autre des formes S — A a/2, S — ^yi , ajS — A*/^, où k est indétermini'o ; puisque, en vertu du principe énoncé, l'équation de S est elle-même de la forme a/3 — kyS.
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et en écrivant qu'elle est vériûée par les coordonnées du cinquième
point ( — 4* 3), on trouve X- = — — > ce qui donne, toutes réductions faites, pour l'équation cherchée,
79j:'— .320:r)-h 3oi r' -+- iioï.r — i665 v -h i586 — o.
251. Lorsqu'une des droites a, 3 est tangente à S, ou lorsque ces droites se coupent en un point de cette courbe, les deux coniques S et S — ka^ sont tangentes, puisqu*alors deux de leurs points dMntersection coïncident. Ainsi, T=o étant Téqualion de la tangente menée à S par un de ses points (^\j'),
S = T(/^-hm7-h«)
sera Téquation la plus générale des coniques tangentes à S en (^'»7'); *' faudra d'ailleurs trois alitres conditions pour déterminer les coefficients /, m, n, et par suite la conique.
Si la droite Ix -+■ my -+- n passe par {x* y j'), trois des points d'intersection des coniques coïncident; l'équation la plus générale d'une conique osculatrice à S en {x\y') est donc S = T(/j:-+- my — Ix — mj'). On en déduit facilement l'équation du cercle osculateur en exprimant que le terme en xy s'évanouit et que les coefficients de x^ et de r^ sont égaux : on a ainsi deux conditions pour déterminer / et m.
Lorsque la droite Ix -h my -f- n coïncide avec^T, l'équation de la seconde conique prend la forme S= /rP et représente une conique ayant avec S un contact de troisième ordre, c'està-dire quatre points consécutifs communs (comparer à celte équation celle du n® 239).
EXERCICES
I. Les axes de S sont parallèles à ceux de S — X S', lorsiiu'ils le sont à ceux de S'.
En effet, si l'on prend pour axes coordonnés des parallèles aux axes de S, les équations S = o et S' = o n'auront pas de terme en .r> . Lorsque S' est un cercle, les axes de S — /S' et de S sont parallèles. Dans le cas où S — AS représente deux droites, les axes de S — /S' ne sont autre chose que les bissectrices intérieure et extérieure de l'angle formé par ces droites, et on retombe sur le théorème du n" îi44.
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II. Si les axes de coordonnées sont parallèles aux axes de S el dt» S — / a{5, les équations de a et p sont de la forme
IIÏ. Trouver l'équation du cercle osculateur à une conique à contre. Cette équation est de la forme
(rx' yy' \
et se réduit à
. rr' y' \ f.ry yy' \ / .r.r' yy' x" y" \
eu exprimant que le terme en .ry s'évanouit; les coefficients' de .r= i»i
de r^ devant être égaux, on aura a — >^— % ce qui donne, pour le
fr — a^ ^
cercle osculateur cherché,
IV. Trouver l'équation du cercle oscillateur à une parabole
RÉPONSE
i/y H- ipjr')(y'' — p-r) --^ ['lyy' — p{.r-h .r')] (a i v' -h px — 3/>.r').
252. L'équation S— AaP==o représenlani, ainsi que nous Tavons vu, une conique menée par les quatre points P, Q, /;, q i.fig- ^^)> où a el (3 rencontrent S, il est évident que, si les droites a et (3 se rapprochent, les points P el p, Q cl ç se rappro-
Fig. 88.
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cheni aussi. Par suite, quand les droites a et (3 coYncidenl, ios points P el p, Q el ç coYncidenl aussi, el la seconde conique est langente à la première en P el Q. Donc, Véquation S-4-/ra'- o représente une conique ayant avec S nn
double contact suivant la droite a, qui est alors la corde de contact. Lorsque a ne rencontre pas S, a est imaginaire, mais représente toujours la corde de contact de S et S — ko}.
On verrait de même que cxy — /r^- représente une conique tangente aux droites a et y, qui ont alors (3 pour corde de contact (123).
L'équation d'une conique ayant avec S un double contact aux points (:c', 7'), (x", y") peut encore se mettre sous la forme S = /rTT', en désignant par T et T' les équations des tangentes en ces points.
253. Lorsque la droite a est parallèle h une asymptote de la conique S, elle est aussi parallèle à une asymptote de S =- ho^^, qui représente alors une courbe passant par quatre points, dont un à rinOni. Quand ^ est en outre parallèle à l'autre asymptote de S, S r= ha^ est une conique passant par deux des points à Tinfini de la courbe S. On peut, du reste, reconnaître facilement sur les équations de forme différente les coniques ayant des points d'intersection à l'infini; il suffit, pour cela, de se rappeler que l'équation d'une droite à l'infini se réduit à une constante (67), c'est-à-dire à o.j? 4- o.>-hC =^0, et que, par suite, on peut rendre à une équation l'homogénéité qui lui manque (69) en y remplaçant un ou plusieurs des facteurs constants par o.:c -t- o.r-h C. Ainsi l'équation a;jr = /r' d'une conique rapportée à ses asymptotes (199) n'est qu'un cas particulier de l'équation (/.y=: (5' qui représente une conique rapportée à deux tangentes et à leur corde de contact (123, 252); car, en la mettant sous la forme ^r=(o.a: -4- o.j^'-+- /r)% on voit que les droites x et j sont des tangentes ayant leur corde de contact à l'infini (154).
254. L'équation de la parabole j'=:^:r n'est elle-même qu'un cas particulier de l'équation générale ay = (3*; car elle peut s'écrire x{o.x -^ o.y-^ p) =^*% ce qui montre que la courbe est tangente non-seulement à la droite x au point où elle rencontre r, mais encore à la droite p à l'infini, au point oii elle coupe j. On arriverait à la même conclusion en partant de l'équation générale de la parabole, qui. étant mise
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SOUS la forme
(ax -h ^X)^ -h {2 gx -h 2fx -h c)( 0.07-1-0.7-4-1)1=0,
fait voir que la droite ag^^c -h 2/j-f- c et la droite à l'infini sont des tangentes a^anl ax h- (3/ pour corde de contact, et que ia parabole a une tangente située à l'injini; d'ailleurs l'équation qui détermine les points à l'infini dans la parabole est un carré parfait (137), par suite les deux points de la courbe situés à l'infini coïncident, et la ligne à l'infini peut être considérée comme une tangente (83).
L'équation générale
ax^ -+- ih xy -h hy'^ 4- 2 gx -+- if y -1- c* =: o
n'est qu'une forme particulière de l'équation ay = /r(3o ( 122); car les trois premiers termes représentent deux droites a et y, qui passent par l'origine, et les trois derniers la droite (3, située à l'infini, et la droite ô, igx -f- 7.fy -\- c. Les lignes a et y rencontrent donc la courbe à l'infini, et 0 représente la droite passant par les points où a et y rencontrent la courbe à une distance finie.
255. En se reportant encore au n** 253, on peu^ voir que S=:/r(3 représente un système de coniques passant par les deux points situés à une distance finie où (3 rencontres, et par les deux points à l'infini où S est rencontrée par o.:r -1-0.7 +fr. Comme il est d'ailleurs évident que les coefficients de :r', j* et xy sont les mêmes dans S — o et S — fr [3 = o, ces équations sont celles de deux coniques semblables et semblablement placées (234-). Donc, deux coniques fiomo thé tiques se coupent toujours en deux points à r infini, et ne peuvent, par suite, se rencontrer quen deux points situés à une distance finie.
On peut arriver géométriquement au même résultat on considérant successivement les trois genres de coniques :
I" Hyperboles. — Les asymptotes de deux hyperboles homothétiques sont parallèles C285), c'est-à-dire qu'elles se coupent à l'infini; mais chaque asymptote rencontre sa courbe à Tinfini : donc, deux hyperboles semblables et semblablement placées
se coupenl en deux points situés à Tinfini et qui se trouvent à la rencontre de leurs asymptotes. Ainsi les points de rencontra à l'infini, de OY et oy\ de OX et ox {fg, 89), sont
Fig. 89.
communs aux deux courbes: on peut voir sur la^i^. 89 un des points d'intersection situés à une distance finie, l'autre se trouve sur les deuxièmes branches des hyperboles.
a*» Ellipses. — Les ellipses ne diffèrent des hyperboles qu'en ce que les asymptotes sont imaginaires au lieu d'être réelles; d'ailleurs» la direction des points a l'infini de deux ellipses semblables est déterminée par la même équation
ax'-h^hxx^bx* = o (136, 234).
Bien que les racines de cette équation soient imaginaires, il n'en est pas moins vrai de dire qu'elles sont égales pour les deux ellipses, et, par suite, que ces ellipses peuvent être considérées comme se coupant en deux points imaginaires situés à l'infini. Cette manière de voir n'est, du reste, qu'une extension de ce que nous avons dit au n"" 249 sur les cordes imaginaires d'intersection des courbes S et S — ka^, au cas où une des droites a, ^ passe à l'infini.
3** Paraboles. — Toutes les paraboles ont une tangente à l'infini (254); la direction du point dé contact, ne dépendant que des trois premiers termes de l'équation, est la même pour deux paraboles semblablement placées. Donc, deux paraboles homothétiques se louchent à V infini.
Il résulte de ce qui précède que les points à l'infini, communs à deux coniques homothétiques, sont réels, imaginaires,
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OU coïncident, suivant que ces coniques sont des hyperboles, des ellipses ou des paraboles.
256. L'équation S = /r, c'est-à-dire 8 = /r(o.^ -^o.r 4- i)% est un cas particulier de S ==/»«'; par suite (252), elle représente une conique ayant avec S un double contact suivant une droite à l'infini; et, comme S — h ne diffère de S que par un terme constant, ces coniques sont non-seulement homothétiques (les trois premiers termes des deux équations étant identiques), mais encore concentriques, puisque les coordonnées du centre d'une conique sont indépendantes de la constante c (140). Donc, deux coniques homo thé tiques et concentriques peuvent être considérées comme se touchant en deux points à l* infini. D'ailleurs, les asymptotes de ces deux coniques non -seulement sont parallèles, mais coïncident : ces courbes passent donc par les deux mêmes points à l'infini, et ont mêmes tangentes en ces points.
Lorsque les courbes S, S — k^ sont des paraboles, elles ont même tangente à l'infini, el, par suite, ont un contact de troisième ordre à l'infini (251); mais deux paraboles dont les équations ne diffèrent que par utie constante sont égales, puisque les paraboles égales j' =:/;^,j^ = /?(^ 4- /i) restent encore égales quand on déplace les axes de coordonnées. D'ailleurs, l'expression du paramètre est indépendante du terme constant. Les paraboles S, S— /r' sont donc égales, et Ton voit que deux paraboles égales et semblablement placées peuvent être considérées comme ayant un contact du troisième ordre à V infini,
257. Tous les cercles sont semblables, puisque leurs équations ne diffèrent que par les termes du premier degré. Donc, tous les cèdes passent par les deux mêmes points imaginaires situés à Vinfiniy et, par suite, ne peuvent se couper en plus de deux points à distance finie; de plus, tous les cercles concen* triques se touchent en deux points imaginaires à l'infini^ el, pour cette raison, ne peuvent se rencontrer en aucun point situé à une distance finie. Ceci permet de ne considérer beaucoup de théorèmes relatifs aux cercles que comme un cas par-
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ticulier des ihéorèmes se rapportant aux coniques qui passent par deux points fixes.
258. Considérons encore Téquation /'a' -h m'jS' : - «'y^ qui représente une section conique ayant le triangle aj3y pour triangle autopoiaire (99). Elle peut se mettre sous Tune ou l'autre des formes :
La première montre que les droites ny-hm^, ny—^m^, qui se coupent en (J3,y ), sont tangentes à la conique et ont a pour corde de contact; le point (|3,y) est donc le pôle de a. De même, d'après la deuxième forme, (y, a) est le pôle de |3; par suite (a, p) est le pôle de y. Mais celle dernière conclusion peut aussi se tirer de la troisième forme, qui indique que
les deux droites imaginaires iocdz m^ \ — i sont tangentes 5 la conique suivant la corde de contact y : car ces droites (tangentes menées par un point intérieur de la conique) se coupent en un point réel (a, |3) qui est le |)ôle de y.
On verrait, en suivant le même procédé, que ré(|uation
«a' 4- 9.hx^-h b^^ — cy^
représente une conique par rapport à laquelle (a, (3) est le pôle de y, puisque son premier membre peut se décomposer en deux facteurs correspondant à des droites qui se coupent ^n (a,P).
259. Notons ici quelques théorèmes, qui ne sont que la traduction des équations précédentes, faîte au moyen du principe énoncé au n® 34.
L'équation ay = /• (3^ fait voir que : Le produit des distances d'un point d'une conique à deux tangentes Jixes est dans un rapport constant avec le carré de sa distance à leur corde de contact, •
L'équation ay = /r[3ô peut s'énoncer ainsi : Le produit des distances d^un point d*une conique aux deux côtés opposés d'un quadrilatère inscrit est dans un rapport constant avec le produit de ses distances aux deux autres côtés.
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De ce dernier théorème on peut déduire le suivant: Le rapport anliarnionique du faisceau obtenu en joignant un point 0 quelconque d'une conique, à quatre points fixes, A,ByC,D, de cette conique est constant.
On a, en effet, les valeurs [fig, 90)
OA.OBsinAOB OCODsinCOD ^- AB " ' ^=" CD— ' ^
en les substituant dans Téquation ay — /t [3d et supprimant le
Fig. 90.
produit OA.OB. OC. OD qui se trouve dans les deux membres de l'équation, on trouve
sinAOBsinCOD AB.CD
sinBOCsinAOD^ ' BC.AD'
Le deuxième membre de Téquation est constant, et le premier exprime le rapport anharmonique du faisceau OA,OB, OC, OD.
Les conséquences de ce théorème sont si nombreuses et si importantes que nous consacrerons un Chapitre spécial à leur développement.
260. Lorsque 8 = 0 est l'équation d'un cercle, S représente (90) le carré de la tangente menée au cercle par un point (j?,r); et alors l'équation S — Aa(3=o, qui est celle d'une conique ayant a et j3 pour cordes d'intersection avec le cercle, exprime que : Si le carré de la tangente menée pdir un point à un cercle fixe est dans un inpport constant avec le produit des distances de ce point à deux droites fixes, ce point décrit une conique passant par les quatre points d'intersection des droites avec le cercle.
Ce théorème subsiste quelles que soient la grandeur du cercle et la nature, réelle ou imaginaire, des points d'intersection des droites avec le cercle. Dans le cas où le cercle est infiniment pelit, il peut s'énoncer de la manière suivante : Le lieu décrit par un point tel que le carré de sa distance à un point fixe soit dans un rapport constant avec le produit de ses distances à deux droites fixes, est une section conique. Les droites fixes doivent être alors considérées comme les cordes d'intersection imaginaire de la conique avec un cercle infiniment petit ayant le point fixe pour centre.
261. On peut tirer des déductions analogues de l'équation S — *•«*=: o, lorsque S représente un cercle. Ainsi donc : Le lieu 'des points dont les distances à une droite fixe sont dans un rapport constant avec les tangentes menées de ce point à un cercle fixe, est une conique qui touche le cercle aux deux points où il est rencontré par la droite ; et réciproquement: Si un cercle a un double contact avec une conique, la tangente menée au cercle par un point de cette conique est dans un rapport constant avec la distance de ce point à la corde de contact.
Dans le cas particulier où le cercle est infiniment petit, on retombe sur la propriété fondamentale du foyer et de la directrice, par suite : Le foyer d*une conique peut être considéré comme un cercle infiniment petit touchant la conique en deux points imaginaires situés sur la directrice.
262. En général : Si dans l'équation d'une conique on remplace les coordonnées courantes par celles d*un points le résultat de la substitution est proportionnel au produit des segments de la corde menée par ce point parallèlement à une direction donnée { * ).
Si l'on désigne par & (134) le résultat de la substitution
(*) Ce théorème s'applique aux courbes de degré quelconque.
indiquée, ce produit a pour expression (148)
a cos^ 0 -f- 2 /i cos QsmO -\- b sin' 0 el il est proporiionnel à c\ tant que B reste constant.
EXERCICES
I. Lorsque deux coniques ont un double contact, le carré de la perpendiculaire abaissée d'un point de la première sur la corde de contact est dans un rapport constant avec le produit des. segments déterminés par la seconde sur cette perpendiculaire.
If. Si une parallèle à une droite donnée rencontre deux coniques aux points P, 0, /J, <7, le lieu des points 0 tels, que les produits OP.OQ et 0/^. Oq soient dans un rapport constant, est une conique passant par les points d'intersection des coniques données.
lU. Le diamètre du cercle circonscrit au triangle, formé par deux tangentes à une conique à centre et leur corde de contact, a pour va-
h'b" leur — 1 en désignant par b\ b" les demi-diamètres parallèles aux tangentes, et par/? la distance du centre à la corde de conlact ( M. Burnside).
Nous supposerons, pour simplifier, qu'on ait multiplié Téquation de la conique par une constante telle, que le résultat de la substitution des coordonnées du centre soit égal à Tunité.
Soient /', r" les longueurs des tangentes, et S' le résultat de la substitution des coordonnées de leur point d'intersection, on a
Soit en outre ts la distance à la corde de contact du sommet du triangle, la remarque du n** 152 donne la relation
par suite
/r _bj)^
CI p
et on sait, par la géométrie élémentaire, que le premier membre de cette équation représente le diamètre du cercle circonscrit au triangle.
IV. L'expression (242) du rayon de courbure peut se déduire soit du théorème précédent , en supposant que les deux tangentes coïncident, soit du théorème ci-après, dû à M. Roberts.
Si Yon représente par n et n' les longueurs de deux normales qui se coupent, par/? et p' les distances du centre aux tangentes correspondantes, et par b' le demi-diamètre parallèle à leur corde de contact, on a
la relation
np -+- /i'p'= ib'^.
En désignant par S' le résultai de la substitution des coordonnées du milieu de la corde de contact dans Téquation de la conique , par cr, cr' les distances de ce milieu aux tangentes, et par 2^ la longueur de la corde : on trouve, d'après les procédés employés dans l'Exercice précédent, ^' = //'S', js = pS\ cr' — //S'; on peut voir d'ailleurs que
TIW -H /l'o'= îl£'.
263. Lorsque deux coniques ont un double contact avec une troisième, les cordes de contact et deux des cordes d'intersection concourent en un même point et forment un faisceau harmonique.
Soit Sr=o réquation de la troisième conique; celles des deux autres seront
S-hL'^o, S-f-M' = o; •
en les retranchant membre à membre, on trouve
pour réquation de deux des cordes d'intersection: ces cordes L-i-M = o, L — M = o jjassent par rinlcrseclion des cordes de contact L et M et forment avec elles un faisceau harmonique (57).
EXERCICES
I. Les cordes de contact de deux coniques avec leurs tangentes communes passent par Tintersection de leurs cordes communes. Ce théorème n'est qu'un cas particulier du précédent, dont il se déduit en supposant que la conique S se transforme en deux droites.
II. Les diagonales d'un quadrilatère inscrit passent par le même point que celles du quadrilatère circonscrit correspondant, et forment avec elles un faisceau harmonique.
Ce théorème peut se déduire du précédent en y considérant S comme une conique, S-hL', S -»- M' comme des couples de droites; on peut aussi la démontrer de la manière suivante. Soient r,, /,; f,, t^ les deux
couples de tangentes, c^ et c, les cordes de contact, c'est-à-dire les diagonales du quadrilatère inscrit correspondant. L'équation de S peut se mettre sous Tune ou l'autre des formes
qui ne peuvent différer que par un facteur constant >. Les expressions c] — \cl , /,^j— ^fj^^ sont donc identiques. La première c] — 'kcl = o représente deux droites qui passent par l'intersection de c^ , r, en formant avec elles un faisceau harmonique; la deuxième /,fj — ^^3/^ =oest celle d'un lieu passant par les points (t^,t.^)y (^î^)> ('p'4) et (/,, /j), et montre par suite que ces droites joignent respectivement les sommets du quadrilatère circonscrit (r„rj, (r,,/,), (^,^)i et {t,,t^).
IIL Trouver les équations des diagonales du quadrilatère formé par les tangentes menées à une conique à centre par les points ayant pour angles excentriques 2 a, 2^, 27, 1$.
On a dans ce cas
/ =z -cos2aH-'7-sin2 3t — 1, r = -cos20 -f-7-sin26 — i, 'a b ^ a ^ 0
c, = -cos(a-f- P) -h*^sin(a -h p) — cos(a — p),
et par suite
/.^ - c; =-- - sin'(« - P) (-^^ + ^ - i)-
En appliquant la méthode de l'Exercice précédent, on trouve, pour les équations des diagonales,
sin(a — p) sin(7— (î)
264. Lorsque trois coniques ont un double contact avec une quatrième y six de leurs cordes d'intersection passent trois par trois par le même point ei forment ainsi les côtés ei les diagonales d'un quadrilatère.
Les équations des coniques étant alors
S-t-L' = o, Sh-M'=:o, S-4-N» — o, celles de leurs cordes d'intersection seront, d'après le numéro
DES SECTIONS COMQUKS. COTATIONS ABRÉGÉES. 337
précédent :
L-4-M — o. M — N -o, N-hL^o
L — M-=o, M-i-N^o, N-fL=:o;
ces cordes passent donc trois par trois par le même point.
On peut déduire de là, comme au numéro précédent, plusieurs théorèmes particuliers en supposant qu'une ou plusieurs des coniques se transforment en couples de droites.
Ainsi, par exemple, si S représente deux droites, ces droites sont les tangentes communes à S 4- M*, S -h N% et si L est une droite menée par Tintersection de ces tangentes, S-+-L' se réduit à deux droites passant par cette même intersection. Donc : Si par l* intersection des tangentes communes à deux coniques, on mène un couple de droites, les cordes qu'elles déterminent sur chaque conique se coupent sur une des cordes communes aux deux coniques. C'est l'eMension du théorème donné au n** 116. De même : Les tangentes menées aux points où ces droites rencontrent une conique se coupent sur une des cordes communes aux deux coniques.
265. Lorsque les coniques S -f- LS S -h M^ S -h N' se transforment toutes en couples de droites, ces droites forment un hexagone circonscrit à S, et les cordes d'intersection en sont les diagonales : le théorème du n° 264 devient alors le théorème de Brianchon : Les trois diagonales opposées d'un hexagone circonscrit à une conique se coupent en un même point. Par diagonales opposées nous entendons (en supposant que les côtés soient numérotés i, 2, 3, 4, 5et6) lesdroites qui joignent (1,2) à {4»5), (3,3) à (5,6) et(3,4) à (6,1), En changeant Tordre des côtés, on peut former avec les mêmes droites six hexagones différents auxquels le théorème précédent reste toujours applicable.
On aurait pu démontrer le théorème de Brianchon, d'après la méthode indiquée au n"" 263, £x. II, en observant que si
/, /, — C] = o, /j /s — c] r=: O, /j /c — cj = O
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sont des formes équivalentes de l'équation S— o, c, == c, = Cy représentent trois diagonales concourantes (*).
266. Lorsque trois coniques ont une corde commune, fes trois cordes d'intersection non communes se coupent en un même point.
Soient 8= o, L =: o les équations d'une des coniques et de
la corde commune, les équations des deux autres coniques
seront
S H- LM = o, S -f- LN = o,
et on aura, pour leurs cordes d'intersection,
L(M~N)=zo;
la corde M — N, non commune aux trois coniques, passe par l'intersection de M et N.
D'après la remarque du n"* 257, ce théorème n'est qu'une extension de celui du n° 108 : les axes radicaux de trois cercles se coupent en un même point, puisque les trois cercles ont une corde commune (la droite à l'infini) et que les axes radicaux sont des cordes d'intersection non communes.
Le théorème du n° 264- peut aussi être regardé comme une extension du môme théorème, puisque trois coniques qui ont un double contact avec une quatrième peuvent être considérées comme ayant quatre centres radicaux par chacun desquels passent trois de leurs cordes d'intersection non communes.
On pourrait encore énoncer de la manière suivante le théorème démontré ci-dessus : La corde d'intersection des coniques passant par quatre points, avec une conique fixe menée par deux de ces points, passe par un point fixe.
(*) M. Todhunter a fait observer avec raison, qu'en l'absence de règle précise pour déterminer quelle est celle des diagonales de t^ t^ r, r, définie par c, = -Hc„ la démonstration qui vient d'être donnée ne prouve qu'une chose, à savoir : que les droites joignant (i, 2) à (4, 5), et (2, 3) à (5, 6) se coupent, soit sur la droite (3, 4)* (6, 1), soit sur la droite (1, 3), (/|, 6). Mais, dans ce dernier cas, les triangles ia3, f\b6 sont honioIo[',ue8 (60, Ex. III), et les points 14, a5, 36 sont en ligne droite; en supposant alors que cinq des côtés de l'hexagone soient fixes et tangents à une conique, le sixième côté, au lieu d'être tangent à la conique, passe par un point fixe.
EXERCICES
I. Si par (Jeux des points d'intersection A et B de deux coniques [fis* 9')' 0" niène des droites AP, BQ rencontrant les coniques en \\ Q,
Fig. 91.
/>, y, les cordes PQ, prj se coupent sur la corde CD commune aux deux coniques.
Les droites OA, OB peuvçnt en effet être considérées comme une troisième conique.
n. Lorsque deux droites menées par le point de contact de deux coniques les rencontrent en P, p, Q, 7, les cordes PQ, pf/ se coupent sur la corde d'intersection des deux coniques.
Ce théorème peut être considéré comme un cas particulier de celui du n* 26-1, puisque l'intersection des tangentes communes à deux coniques qui se touchent se réduit au point de contact (117, Cor.).
267. L'équalion (ay = /rj3ô) d'une conique circonscrite à un quadrilatère peut nous servir à démontrer le théorème de Pascal : Les trois points de concours des côtés opposés d'un hexagone inscrit dans une conique sont en ligne droite.
Désignons les sommets de Thexagone par a, b, c, rf, e,f, et Us droites joignant les points a et 6, 6 et c,... par ab, bc... La conique étant circonscrite au quadrilatère abcd, son équation peut se mettre sous la forme
ab.cd — bcad zz= o.
On peut aussi récrire
de ,fa — ef.ad = o,
puisque la conique est circonscrite au quadrilatère defa. En combinant ces équations, on a
ab . cd — de .fa = ( &c — ef) ad,
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Le premier membre de celle équaiion qui, en raison de sa forme , est celle d'une figure circonscrite au quadrilatère formé par les droites ab, de, cd, afy peut se décomposer en deu\ facteurs, et représente, par suite, les diagonales de ce quadrilatère. Et, comme ad est évidemment la diagonale qui joint les sommets a et r/, bc— ef doit être l'autre diagonale menée par les points (a6, de), (cd^af); il est d'ailleurs évident, d'après son équation, qu'elle passe par le point (6c, ef). Ces trois points sont donc en ligne droite.
268. On peut, comme pour le ihéorème de Brianchon, obtenir un certain nombre de théorèmes relatifs à ces six points, en les prenant dans divers ordres. Ainsi, la conique étant circonscrite au quadrilatère bcef, son équation peut s'écrire
be.cf — hc,ef=: o.
En Tidenlifiant avec la première équation du numéro précédent, il vient
ab.cd — be.cf := ( ad — ef) hc.
Les trois points (ab, cf), {cd, ie), (ad, ef) sont donc sur la droite ad — ef=^ o.
On trouverait de même, en identifiant la deuxième et la troisième forme de l'équation de la conique, que les trois points [de, cf), [fa, be), (ad, bc) sont sur une même droite bc — ad= o. D'ailleurs les Irois droites
bc — e/ = o, ef — ad =^ o, ad — bc .-- o
se coupent en un même point (41). De là le théorème de Steiner : Les trois lignes de Pascal, obtenues en prenant les sontmets de l* hexagone dans les ordres successifs : abcdef adcfeby afcbed, passent par un même point. On trouvera de plus amples développemenis à ce sujet dans une Note placée à la fin de ce volume..
EXERCICES
L Si l'on prend trois points n, b, c sur une droite, et trois points a\ b\ c' sur une autre, les intersections (bc\ f/r], (m', rV/), (ab\ a'b) ?ont en en ligne droite.
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Ce théorème n'est qu'un cas particulier do celai de Pascal, et subsiste encore lorsqu'une des droites est à Tinfini; les lignes ba' et ca\ cb' et nb'^ ac' et bc' forment alors trois couples de droites parallèles.
II. Quatre droites déterminent quatre triangles (qu'on obtient en ne considérant successivement que trois d'entre elles); les quatre intcrsoctious des hauteurs de ces triangles sont en ligne droite.
Car, en désignant pari/, 6, c d, les quatre droites données, et par «', b\ c\ r/' quatre droites perpendiculaires, nous pouvons appliquer le théorème précédent aux trois points d'intersection de r/, b, r avec r/, et aux trois points situés à TinOni sur a', 6, c (*).
III. Le théorème de Steiner : « Le point de rencontre des hauteurs du triangle circonscrit à une parabole se trouve sur la directrice », peut se déduire de celui de Brianchon.
Désignons, en effet, par a^b^c les trois tangentes, par /t\ b\c les tangentes perpendiculaires, et par œla ligne a l'infmi, qui est aussi une tangente (25i). Les six droites «, b^ c, r', « , o! étant des tangentes, les droites {ab^ c'»), (^, o'»), [rc\ aa') se coupent en un même point. Or les deux premières sont des hauteurs du triangle, et la dernière est la directrice sur laquelle se coupent les couples de tangentes perpendiculaires (221). Cette démonstration est due à M. John C. Moore.
IV. -On donne cinq tangentes d'une conique : trouver le point de contact de Tune d'elles.
ABCDE étant le pentagone formé par les tangentes, les diagonales AC, BE se coupant en 0, la droite DO passera par le point de contact situé sur ÂB. CettQ solution se déduit du théorème de Brianchon, en supposant infiniment voisins deux des côtés de l'hexagone ; on sait, en effet, qu'une tangente est coupée au point de contact par la tangente infiniment voisine (13t)].
269. Le théorème de Pascal permet de construire par points une conique dont on connaît cinq points A,B,C,D, E(^g-. ip.)»
(*) Cette démonstration m'a été conimunic{iiéc û lu fois par MM. de Moq;an et Burnside. Le théorème lui-même peut se déduire de celui de Steiner ('227, Fx. III), puisque les quatre points de concours des hauteurs se trouvent sur lu directrice de la parabole tingente aux quatre droit<>s donnée.i. On en conclurait, en se basant sur le Corollaire IV du n° ^3, que les cercles circonscrits aux quatre triangles passent par un même point, le foyer de la pnral oie. Dans Je ras de cinq droitc^s, les foyers des cinq paraboles tangentes a quatre d'entre; elles se trouvent sur un cercle (Auguste Miquel). f^oir Catalan, Théorèmes rt Problèmes de Géométrie élémentaire, p. gB.
puisqu'on peut alors, en menant une droite quelconque AP par un des points donnés, déterminer le point F où elle ren-
Fig. 9î.
fl F
contre de nouveau la courbe, et, par suite, autant de points de la conique qu'on voudra. En effet, d'après ce théorème, F étant un sixième point de la courbe, les points d'intersection (AB, DE) ou 0, (BC, EF) ou Q, (CD, AF) ou P sont en ligne droite, et les points 0 et P sont connus par hypothèse. Si donc on joint 0 et P, E et Q(Q étant l'intersection de BC avec OP ), le point F se trouvera à la rencontre de QE avec AP. En d'autres termes, F est le sommet du triangle FPQ dont les côtés passent par les points Jixes A, E, 0, et dont les*deux autres sommets V et Q glissent le long de deux droites Jixes CD et CB. (Foir aussi n* W, Ex. 111). C'est sous cette forme que le théorème a été donné par Mac Laurin.
EXERCICES
I. Trouver le centre d'une conique dont on connaît cinq points. Menons AP parallèle à BC (^g. 92), et déterminons le point F ; AF et BC
sont alors deux cordes parallèles; en joignant leurs milieux, on aura un diamètre. On déterminerait de même un autre diamètre, et par suite le centre, en menant QE parallèle à CD.
II. Mener une tangente à une conique par un des cinq points qui la définissent. Le jK)inl F coïncide alors avec A, et QF prend la position f/X : pX est donc la tangente cherchée.
III. Trouver, en coordonnées Irilinéaires (02), le lieu du sommet d'un triangle dont les deux autres sommets glissent sur deux droites fixes, et dont les côtés passent par trois points fixes. (C*esl, ainsi que nous venons do le voir, le mode de génération des coniques indiqué par Mac Laurin.)
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Soient a, p, y les côtés du triangle formé par les points fixes,
/a -h mp -h fty - o, l'a -h w'P -f- n'y = o
les équations des droites fixes, a = pS celle de la base. La droite joignant (p, 7) à l'intersection de la base avec la première droite fixe aura
pour équation ^
(lu. -h /« ) p 4- 7/7 = o ;
de même la droite qui joint (a, 7) à l'intersection de la base avec la deuxième
droite fixe sera
En éliminant p entre ces deux équations, on trouve, pour le lieu cherché,
Im'ccp ■— (wp -h ny] [l' x -h n'y).
C'est une conique passant par les points
[hl\ {'h^)i (y-î l'x-r mp^ny), [p, l'a -h m'p -^ n'y).
§ II. — Des équations rapportées a deux tangentes
El A LEUR CORDE DE CONTACT.
270. Lorsqu'une conique est rapportée à deux tangentes L, M el à leur corde de contact R, on peut déterniiner la position d'un point de la courbe par une seule variable (comme nous l'avons déjà fait au n°229), et arriver ainsi à formuler plus simplement un certain nombre de démonstrations.
L'équation de la conique étant alors (252) LM = RS /uiL = R représente une droite passant par le point LR et par un point de la courbe que nous appellerons le point /z; en combinant celle équation avec celle de la conique, on trouve M^:=:|:jlR el /jt'L := M pour les équations des droites qui joignent le point fj. aux points MR et LM, et deux quelconques de ces trois équations déterminent un point de la conique.
L'équation de la corde joignant deux points p. el // de la courbe sera
puisqu'elle est évidemment satisfaite par l'une ou l'autre des hypothèses
(piLr=:R, I7.R--.M}, (p/L^iR, |Ul'Rz:^M).
Si fj. et /x' coïncident, celle équation devient celle de la tangente
[X^L — 2/jlR 4- M = o,
qui renferme rindéierminée [x au second doi^ré. Réciproquement, si l'équalîon d'une droite (/x^L •— 2,uK -t- M = o) renferme une indéterminée fx au second degré» la droite qu'elle représente est constamment tangente à la conique LM = R'.
Tromper l'équation de la polaire cVun point. Soit
le résultât de la substitution des coordonnées d'un point dans l'une ou l'autre des équations des tajigenies menées par Oe
point. Comme on a au point de contact (270) p.'= -r-? u. = ^^
les coordonnées du point de contact satisfont à la relation
ML'-2RR'H-LM'z=:o,
qui est par conséquent l'équation de la polaire cherchée.
Si le point était défini par rinierseclion des deux droites ah = R, 6R = M, on trouverait, en suivant la même méthode, pour l'équation de sa polaire,
abh— 2«R -+- M = o.
Si l'on élimine R entre les équations de deux tangentes
U'L— 2|ULR-hM=:0, Ifl'L — 2p'R-hM'==0,
on trouve /ui/^/Lr^zM pour l'équation de la droite qui joint LM à l'intersection de ces tangentes. Si donc on se donne le pro~ duit de deux p., ^ii.':=a, l'intersection des tangentes correspondantes à /:jt et fx' sera sur la droite {\\q ah r= M, et la corde qui les joint passera par le point ^\\q {ah -f- M, R), ainsi qu'il est facile de le voir en remplaçant ay/ par a dans l'équation de la corde.
De plus, puisque l'équation de la droite joignant un point ^i au point LM est /:jl'L= M, les points -f- /Lt et — // sont sur une même droite qui passe par LM.
Enfîn lorsque LM = R% LM= R'^représenienl deux coniques ayant L et M pour tangentes communes, la ligne qui joint le point -h fjL d'une de ces coniques à l'un des points ±:|ul de l'autre passe par Tinlersection LM des tangentes communes, puisque l'équation fjL»L=:M est indépendante de R el de R'. On dit alors que le point -h /x de l'une des coniques correspond directement au point -+■ fx, et inversement au point — /:jl de l'autre; et que la corde joignant deux points de l'une des coniques correspond à la corde menée par les points correspondants de l'autre.
Nous aurons occasion d'appliquer ces remarques dans les Exercices suivants.
I. Les cordes correspondantes de deux coniques se coupent sur une des cordes d'intersection dos deux, coniques.
Les coniques LM — R', LM — R'' ont R' — R'^ pour cordes communes. Mais les cordes correspondantes, ayant pour équations
ptu'L — ( u -h p') R -h M == o, 'j.ii'L - [a H- fx') R' -h M = o,
se rencontrent évidemment sur R — R'; elles se coupent sur R -h R', lorsque fx et /a' sont de signes différents dans la deuxième équation.
II. Trouver le lieu du sommet d'un triangle circonscrit à une conique, et dont les deux autres sommets glissent sur des droites fixes.
Prenons pour lignes de référence les deux tangentes menées à la conique par l'intersection des droites fixes et leur corde de contact :' les équations de ces droites seront alors
</L — M ~ o, fjL — M — o,
et celle de la conique
LM - R' = o.
Mais nous avons prouvé (â72) que lorsque deux tan<;entes se coupent sur «L — M, le produit des fx des points de contact est égal à rt; donc si
un des côtés du triangle est tangent en p, les autres le sont aux points -9 -f et ont par suite pour équations
— -L— 2-Rh-M=o, — , L— a-R-hM = o.
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En éliminant y. entre ces deux équations, on trouve, pour le lieu cherché,
(a -h by
c'est une conique , ayant avec la conique donnée un double contact suivant la corde R (*).
JII. Un triangle est inscrit dans une conique, deux de ses côtés passent par deux points fixes : trouver l'enveloppe du troisième côté.
Prenons pour R la droite menée par les points fixes, et soit LM — R' l'équation de la conique, les droites qui joignent les points fixes à LM seront représentées par
«L -h M = G, ôL -h M — o.
On sait (272) que le produit des /x des extrémités d'une corde passant par (riL -f- M, R) est égal à rt. Si donc le sommet opposé au troisième
côté est pris pour p, les extrémités de ce côlé seront - et - 1 il aura pour
P JX
équation
«^ L — ( « -1- 6 ) |xR -f- a- M — o ,
et sera, par suite, constamment tangent (270) à la conique
4 ni)
qui a un double contact avec la conique donnée, suivant la droite qui joint les points fixes.
r\'. Inscrire, dans une section conique , un trianglv. dont les côlés passent par trois points donnés.
En prenant, comme dans l'Exercice précédent , pour R la droite qui passe par deux des points fixes, on aura, pour l'équation d'un des côlés du triangle, p indiquant le sommet opposé, '
abL — (a -+- b ) ix'R -h p'-'M = o.
Si l'on exprime que ce côté passe par le troisième point fixe cL — R — o,
(") Le même ruisonnenient s'applique également au cas où le point LM étant à l'intérieur de Ii conique, les tanj^entes L et M sont ima^jinuires. On ])eut aussi démontrer, par les procédés q,ui seront indiqués au paragraphe suivant, que lorsque l'équation de la conique est de la forme L*-hM*= R', le lieu est représenté par L'h-M'=i A*R*.
//R — M = G, on obtient l'équation
ab — (« -f- b) lie ■+- it^cd — o,
qui suffît pour déterminer u.
Et comme on a fxL = R, u*L = M, les coordonnées de f* satisfont à la
relation
abL ~ (rt -h A)cR -h r^M — o.
La question admet donc deux solutions, qu*on obtient en prenant sucsessivement pour sommets du triangle les deux points où cette dernière droite rencontre la conique. Nous indiquerons plus loin (^7, Ex. VII) la construction géométrique de cette droite.
V. La base d*un triangle touche une conique donnée ; ses extrémités glissent sur deux tangentes fixes, et les deux autres côtés passent par deux points fixes : trouver le lieu du sommet.
Soient L et M les deux tangentes fixes, LM — R* l'équation de la conique. Le point d'intersection de la droite L avec une tangente (ix*L — ttfxR + M) aura ses coordonnées L, R, M respectivement proportionnelles à o, I, 2p; et réquation de la droite qui la joint à un point fixe (L', R', M') sera [{M'y)
LM'-L'M --^'Jtf/(LR'-L'R).
De même, l'équation de la droite i\\\\ joint le point fixe (L", R", M") à rintersection (a, p, o) de M avec la même tangente sera
-(RM"- R"M) - alLM"- L"M).
En éliminant (x, on trouve, pour le lieu du sommet, l'équation
(LM'- L'M) (LM"- L"M) - 4(1 R'- l 'R) (RM"- R'M),
qui représente une conique passant par les deux points donnés.
273. La corde qui joini les points a tango, UC019 (9 étant un angle constant) est constamment tangente à une conique ayant un double contact avec la conique donnée; car (270) l'équation de cette corde
fx'L — |:jiR(lang© -4- cot9) -h M^ o,
en vertu de la relation tang9 -h 0019 ^^ ^ coséc2 9, représente la tangente en |ul à la conique LM sin'ao rz= \\\
On prouverait de même que le lieu de l'intersection des tangentes en /!xtang9, yi cot9 est la conique LM = H*sin*2 9.
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EXERCICE
Dans l'Exercice V du n** 272» on remplace les deux tangentes fiies par une conique ayant un double contact avec la conique donnée et passant par les deux points fixes : trouver le lieu du sommet.
Soient
LM - R' = q, LM sin'2 y — R' = o,
les équations des deux coniques : la droite qui touche la dernière âu point fx, rencontre la première aux points jxtang^, ^cot^; d'ailleurs u et /x" étant les points fixes, les équations des deux côtés sont
P/x'L tang^ — ( fx' -h p langf}') R -h M — o, y-li^Lcolff — {|x"-i- fA colcp) R H- M = o,
et en éliminant p, on trouve, pour Téquation du lieu,
(M — p'R)(.u"L — R) = tang»î»(M~ a''R)(fx'L-R).
274-. Le rapport an harmonique du faisceau obtenu enjoignant un point quelconque y. d*une conique à quatre points fixes [k\ |ul", p/", a" de cette conique est constant (259).
Les droites qui joignent les quatre points fixes il\ //",... dp la conique à un cinquième point [t. ont pour équations
|ui'(|:/.L-R)-h(M-/xR)^o, a'"(//L-R)4-(M-aR) = o. ^"(fxL — R)-+-(M— |7.R)--^o, a^'(aL-R)-i-(M-fiR)^o;
le rapport anharnionique du faisceau qu'elles forment ayant pour valeur (58)
est indépendant de la position du point /z.
Nous appellerons, pour abréger, rapport anharmonique de quatre points d'une conique le rapport anharmonique du faisceau obtenu enjoignant ces quatre points à un point quelconque de la courbe.
275. Le rapport anharmonique des points suivant lesqueh une tangente mobile est coupée par quatre tangentes fixes est constant.
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Supposons que les tangentes fixes soient celles des points y/^ fi", a", /x'^, et que la tangente mobile soit celle du point |ui. Le rapport anharmonique en question est le même que celui du faisceau formé en joignant les quatre points d'iniersection au point LM. Mais les droites de ce faisceau ont pour équations (272)
UL'u.L—M = Oy a^'f/.L— M = o, |ul'"j:xL--M — o, u'\aL— M = o,
et forment ainsi un système homographique {^d) avec celui du numéro précédent. Elles ont par conséquent même rapport anharmonique. Ainsi donc, le rapport anharmonique de quatre tangentes est le même que celui de leurs points de contact.
276. L'expression du rapport anharmonique de quatre points d'une conique /j.', /:jl^ jul'", fx'^ (274.) ne change pas lorsque tous ces points changent de signe; donc (272) le rapport anharmonique de quatre des points {[m', ^" y it!", ^^'') déterminés sur une conique par quatre droites issues du point LM est égal au rapport anharmonique des quatre autres points (— ti'j — p", — a'", — lÂ^") déterminés par ces droites sur la conique.
Pour la même raison, le rapport anharmonique de quatre points d'une conique est égal au rapport anharmonique des quatre points correspondants d'une autre conique. De plus, la valeur du rapport anharmonique (274) ne changeant pas quand on y remplace ^i par fy.tang9, ou p. cotangcp : Lorsque deux coniques S et S' ont un double contact, le rapport an^ harmonique de quatre des points déterminés sur S par quatre tangentes à S' est égal au rapport anharmonique des quatre autres points déterminés par ces tangentes, ainsi qu'à celui des quatre points de contact sur S'. Ce dernier théorème est dû à M. Townsend.
277. Réciproquement, lorsque Ton donne trois cordes aa\ hh\ ce' d'une conique, l'enveloppe d'une quatrième corde dd\ telle que le rapport anharmonique de abcd soit égal à celui . de dV dd'j est une conique ayant double contact avec la co-
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EXERCICE
Dans l'Exercice V du n** 272, on remplace les deux tangentes fîxes^ par une conique ayant un double contact avec la conique donnée et passant par les deux points fixes : trouver le lien du sommet.
Soient
LM - R' = q, LM sin^a-y - R' = o,
les équations des deux coniques : la droite qui touche la dernière au point jtx, rencontre la première aux points fAtangy, fxcot^; d'ailleurs u' et u" étant les points fixes, les équations des deux côtés sont
f/fi'L tang^ — ( u' -+■■ Il tangy) R -f- M — o, ,u/x"Lcot<p — (/z" -h fx col^) R -h M = o,
et en éliminant p, on trouve, pour Tcqualion du lieu,
(M — p'R) ( u''L — R) = tang'-^ (M - a^R) (/x'L — R).
274- . Le rapport anharmo nique du faisceau obtenu en joignant un point quelconque a d'une conique à quatre points fixes ix\ /x", p.*', u** de cette conique est constant (259).
Les droites qui joignent les quatre points fixes /x', p.",... do la conique à un cinquième point a ont pour équations
Itx'faL — R)-h(M-/zR)r=ro, a'" (uL — R)-I-(M - /xR) r--:i o, /:jl"(/xL — R)-+-(M— |7.R)-=io, a'^(aL--R)-4-(M-fxR)z^-o;
le rapport anharmonique du faisceau qu'elles forment ayant pour valeur (58)
est indépendant de la position du point |ut.
Nous appellerons, pour abréger, rapport anharmonique de quatre points d'une conique le rapport anharmonique du faisceau obtenu en joignant ces quatre points à un point quelconque de la courbe.
275. Le rapport anharmonique des points suivant lesquels une tangente mobile est coupée par quatre tangentes fixes est constant.
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Supposons que les tangentes fixes soient celles des points ^.\ /jl", /ji*, p"', et que la tangente mobile soit celle du point [i. Le rapport anharmonique en question est le même que celui du faisceau formé en joignant les quatre points d'iniersection au point LM. Mais les droites de ce faisceau ont pour équations (272)
u'uL— M = o, //""/zL— M = o, /7/"aL— M[r=o, |ui"aL— M=:o,
et forment ainsi un système homographiqne 1^9) avec celui du numéro précédent. Elles ont par conséquent même rapport anharmonique. Ainsi donc, le rapport anharmonique de quatre tangentes est le même que celui de leurs points de contact.
276. L'expression du rapport anharmonique de quatre points d'une conique fz', fx", /x'", jul'^ (274) ne change pas lorsque tous ces points changent de signe; donc (272) le rapport anharmonique de quatre des points {[j.', ix", [x", /z*') déterminés sur une conique par quatre droites issues du point LM est égal au rapport anharmonique des quatre autres points (—/:*', ~~ /^"> — i^'» "~ Z^'") déterminés par ces droites sur la conique.
Pour la même raison, le rapport anharmonique de quatre points d'une conique est égal au rapport anharmonique des quatre points correspondants d*une autre conique. De plus, la valeur du rapport anharmonique (274) ne changeant pas quand on y remplace [i par fjLtang9, ou u. cotangcp : Lorsque deux coniques S et S' ont un double contact^ le rapport an^ harmonique de quatre des points déterminés sur S par quatre tangentes à S' est égal au rapport anharmonique des quatre autres points déterminés par ces tangentes, ainsi qu'à celui des quatre points de contact sur S'. Ce dernier théorème est dû à M. Townsend.
277. Réciproquement, lorsque l'on donne trois cordes aa', 66', ce' d'une conique, l'enveloppe d'une quatrième corde rfrf', telle que le rapport anharmonique de abcd soit égal à celui de a'b' &d\ est une conique ayant double contact avec la co-
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rapport aux coniques passant par qnalre points fixes (a', ±:p\ ±v)
RÉPONSE. h ^-^ -f- -^ — O.
II. Trouver le lieu du pôle d^une droite donnée Xx h- up -h vy — o par rapport aux coniques tangentee aux quatre droites fixes /x ± tnp db //y.
Réponse. -^ h ^ h — o.
Le lieu des centres des coniques est donné par les mêmes formules, puisque le centre est le pôle de la droite à l'infini
a sinA -h p sinR -h 7 sinC -- o.
III. Quelle est l'équation du cercle ayant le triangle de référence pour triangle autopolaire?
RÉPONSE. a*sin2.4 -I- ^'sin^B 4- Y^sinaC = O (lâ8, Ex.II).
Il est facile de voir que le centre de ce cercle se trouve au point de concours des hauteurs du triangle, puisque le carré du rayon est égal au rectangle construit sur les segments que ce cercle détermine sur une quelconque des hauteurs, rectangle qui a le signe -+- lorsque le triangle a un angle obtus, et le signe — dans le cas contrdire. Dans ce dernier cas , le cercle est imaginaire.
279. La délerminalîon des propriétés des foyers est une des applications les plus remarquables de l'équation qui fait l'objet de ce paragraphe, car si a: rrr o» ^* = o représentent les côiés d'un angle droit dont le sommet est au foyer, et y la directrice, la conique a pour équation
qui n'est qu'un cas particulier de celle que nous étudions.
]| résulte de cette équation que les deux droites imaginaires ^2 _^^j __ Q gQjj^ ^jgg tangentes menées par le foyer, et puisque ces droites sont les mêmes quel que soit y, on voit que : Tontes les coniques qui ont un même foyer ont deux tangentes imaginaires communes passant par ce foyer. Donc : Toutes les coniques homofocales ont quatre tangentes imaginaires cornmunes et peuvent être considérées comme inscrites dans le
même quadriiaière. Les tangentes imaginaires (^' -i-^-'i^o) menées par le foyer se confondent avec les droites qui le joignent aux deux points, d'un cercle, imaginaires et situés à l'inOni (257). De là une conception générale d^s foyers : Si par chacun des deux points d'un cercle, imaginaires et situés à l'infini, on mène des tangentes à une conique, on forme an quadrilatère ayant deux sommets réels et deux sommets imaginaires: les premiers coïncident avec les foy^ers de la conique^ les seconds peuvent être considérés comme les foyers imaginaires de la courbe.
KXERCICE.
Délerminer les foyers de la conique représentée par l'équalion j;énérale.
Il sufBt, pour cette détermination, d'exprimer que la droite
est tangente à la courbe. En remplaçant, dans la formule du n° iol, /,
fA et V respectivement par i, y/-- *? ~(^' -^y \/— 0? ^t en égalant séparément à zéro les expressions réelle et imciginaire, on voit que les foyers sont déterminés par l'intersection des deux hyperboles
C(.r'— r') H- 2F V— aGx -H A — B -- o . C.r> — Fx — G 1 -h H -- <»,
qui sont équilatères et concentriques à la conique donnée. En mettant leurs équations sous la forme
(Cr - G j' - (Cr -- F)' -- G^- AC - F' -+- BC -: Ma - h),
(Cr - G ) (Cj - F) = FG - CH = a;^ ,
on trouve, pour les coordonnées .r,jr du foyer,
(Cx - G)' - -; A (R -h ./ - h), (Cr - F)' _z ; A( R -+- /; - a),
en conservantàRel A les significations indiquées aux n** 4M eH37,Ex. III. Lorsque la conique est une parabole, on a C — o, les équations ci-dessus se réduisent au premier degré, et il vient
(P-- G')r = FH "H ;(A - B)G, (F'-h G^).r ^ GH -h{{B - A) F.
280. Les tangentes menées par (y, x) k \a courbe sont évidemment ey -h xeiey ~- x; dans le cas de la parabole, où e= I, elles forment les bissectrices intérieure et extérieure
de Tangle (^r.y). Donc: Les tangentes menées à la parabole par un point de la directrice se coupent à angle droit.
En fjfénéral, on peut prendre x —-- ^y costp, 'j-r^eysin®, ei Ton il
- z= lang©;
9 est donc Tangleque le rayon vecteur issu du foyer fait avec Taxe des x. Celle remarque permet de trouver l'enveloppe d'une corde vue du foyer sous un angle constant; en effet la corde passant par les deux points 9 et cp' a pour équation
X coslf9 -h 9') -hj'sin-H? -^ 9'} = ey cosî((9 — 9'),
et comme 9 — 9' est constant, elle est constamment tangente à la conique
qui a même foyer et même directrice que la conique donnée.
281. L'équation de la droite qui joint le foyer à l'intersection de deux tangentes s'obtient en retranchant Tune de l'autre les équations
arcos9 + vsin9 — ^y r^ o, :i:cos9'-h)'sin9'— ey --- o,
ce qui donne
:r sin ;(9 + 9') — jcos' (9 -f- 9') — o;
celle droite, faisant un angle 1,(9-1-9') avec l'axe des x, est par conséquent la bissectrice de l'angle formé par les rayons vecteurs allant du foyer aux points de contact 9 et 9'.
La droite qui joint au foyer le point oii la. corde de contact rencontre la directrice a pour équation
^cos-;-(9 -f- 9') -f-_rsin|i9 + 9') — o; elle est perpendiculaire à la précédente.
Trouver le lieu de l'intersection des tangentes dont la corde de contact est vue du foyer sous un angle donné ad.
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Par une élimination analogue à celle du n" 102, Ex. Il, on trouve pour ce lieu î'équalion
(x^ -^X^) cos'o — e^y\ qui est celle d'une conique ayant même foyer, même direr-
irice que la conique donnée, et — ~ pounexcenlriciié. ^ * coso '
Lorsque la courbe est une parabole, Tangle formé par les tangentes se trouve donné; car la tangente xcos(p -f-rsin(p — y est la bissectrice de l'angle compris entre les droites orcoscp -f- jsincp et y. Par suite Tangle compris enlre les tangentes est la moitié de celui que forment les droites jr coscp -f-^sino etarcoso' -f-^^'sino', c'est-à-dire qu'il est égal à i(<p — tp'). Donc : L angle compris entre deux tangentes à une parabole est lu moitié de r angle sous lequel leur corde de contact est vue du foy^er; de plus : Le lieu de l'intersection des tangentes à la parabole faisant entre elles un angle donné est une hyperbole ay^ant même foy^er^ même directrice et dont l'excentricité est égale à la sécante de Vànple donné. L'angle des asymptotes de celte hyperbole est le double de l'angle donné (167).
282. Deux coniques ont toujours un triangle autopolaire commun.
En effet (146, Ex. 1), lorsque deux coniques se coupent aux points A, B, C, D, le triangle formé en joignant les points E, F, 0 de concours de chacun des couples de cordes d'intersection, est autopolaire par rapport à l'une et à l'autre des coniques. Si alors on désigne par a, (3, y les côlés de ce triangle, les équations des coniques pourront s'écrire
aoî' H- 6(3' 4- cy' — o, a' y} 4- //(3^ -i- c'y' — o.
Nous discuterons du reste plus tard les procédés analytiques à employer pour réduire à cette forme les équations des coniques.
Si les coniques se coupent en quatre points imaginaires, les droites a, (3, y sont encore réelles. On sait, en effet, que lorsqu'une équation à coefficients réels est satisfaite par les coor-
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données x' -^ x" )l — i, y' -v-y'' v^— i , elle Test également
par x' — x" \j' ^ I , j' — j'V — I ' d'ailleurs la droite qui joint ces points est réelle. Les quatre points imaginaires communs
aux deux coniques sont donc [x' ±x" ^1 —1, y' ±y" v^— i ), [x"" àzx^'' \J — \_y y"' ±y^'' \i —- \) : et il y a deux cordes communes réelles et quatre imaginaires. Ces dernières, ayant
des équations de la forme LdiMv/— i, L'±M'v —ï» se coupent en des points réels LM, L'M'. Les sommets du triangle autopolaire EFO sont donc tous réels.
Lorsque les coniques se coupent en deux points réels et deux points imaginaires, deux des cordes* communes sont réelles (ce sont celles qui joignent les deux points réels ou les deux points imaginaires) et quatre imaginaires. Chacune de ces dernières passant par un des points réels ne peut avoir un deuxième point réel. Par suite, un des trois points E, F,0 est réeli les deux autres sont imaginaires; le triangle autopolaire a donc alors un de ses côtés réel et deux imaginaires.
EXERCICES
L Un triangle est langent à une conique S; deux de ses sommets <'li8senl sur une conique S' : trouver le lieu décrit par le troisième
sommet.
Soient x'-hj'— 3^ = 0 l'équation de S, a.v^ -^ br^ ^ cz^= o celle de S'. Les coordonnées de l'inlersection des tangentes en a et 7 à S sont (i02, Ex. I) cos-;(x-+-7), sinKa-f-y), cos;(a — 7) : lés conditions du problème donnent la relation
flCOS'^la-hy) -h^sin'{(aH-7) = ccos^;f:« —71, OU
^a-+-Z> — r)-i-(fl — ^ — iOcosaCOS7-H(6 - c — a) sin-y. sin7 — o.
On aurait de même ^a ^ fj ^ c) -^ [a — b — c] cosôcosy -^ [b — c — rt)sinSsin7 =■ o:
d'où
(fl-Hé»— c)COSi(a-hP) = (^-+-C-flr)COS:H« — ?)C0S7,
(a_H ^ — c)sini(7. -h ^) = (tf-hc — 6)cos-;(a — P)sin7;
et puisque le point dont on cherche le lieu a pour coordonnées
cos{(cc-hp), sin^(a-Hp), cos^{«-P), l'équation du lieu sera
Cette solution est due à M. Burnside.
1!. Un triangle est inscrit dans une conique jc^-hf- = z'; deux de ses côtés sont tangents à la conique aa:^ -h hr^ — cv : trouver l'enveloppe du troisième côté.
RÉPONSE
(ca -h ab — brV.r^-h [ab -t- bc ^ f^ft]' Y' — (bc -k- ca — abyz*,
§ IV. — Des courbes enveloppes.
283. Lorsque réquation d'une droite renferme une indéterminée [JL d'un degré quelconque, à une série de valeurs de fj. correspond une série de droites toutes tangentes à une certaine courbe, qu'on appelle courbe enveloppe (ou enveloppe) du système formé par ces droites. Ainsi la droite p'L — 2/jlR + m, où |:x est indéterminé, est constamment tangente à la courbe LM — R'(270). La démonstration directe de ce théorème suffira pour indiquer la méthode générale à suivre dans la détermination des courbes enveloppes.
Les deux droites correspondant aux deux valeurs u et /ix -f- A* de l'indéterminée ont pour équations
p.M.— 2/:zR-hM=o, (a.-f-/r)'L— 2(a + /i)R -f-M — o, et leur point d'intersection sera déterminé par les conditions
a^ L — 2 |UL R ^- M = o, 2 (|:z L — R ) -f- /r L = o,
qui ne sont autre chose que l'équation de la première droite, et le résultat qu'on obtient en divisant par /r la différence entre les équations des deux droites.
Ces deux droites sont d'autant plus voisines que k est plus petit. Lorsque k devient nul, elles sont consécutives dans
le système el se coupeni en un point déterminé par les équations
fZ'L — 2^U-|-M=:0, fJiL — R m o,
ou, ce qui revient au même, par les suivantes :
uL — 11 = 0, /xR — M = o.
Mais un point d'une courbe peut être considéré comme Tin-
lerseclion de deux tangentes consécutives à cette courbe (1^7) ;
l'intersection des deux droites consécutives appartient donc à
l'enveloppe, dont Téquation s'obtient, par suite, en élimi-
nant l'indéterminée y. entre les équations précédentes, ce qui
donne
LM =r R^
On démontrerait de même, dans le cas où L, M el R représentent des courbes au lieu de droites, que la courbe définie par |UL^L — 2/:jLR-f-M est constamment tangente à la courbe LM - R^
L'enveloppe delà droite Lcos© H- M sinç — R, où 9 est indéterminé, peut se trouver directement de' la même manière, ou bien se déduire du résultât précédent en posant
tang;a* — ^;
car alors on a
I — u' . ? fA
cosQp — ^ ^1 sino=: — - — -»
et l'équation proposée se ramène à la forme
p.'(L- R)-f-2pM + (L-R), où [M entre au second degré.
284. On pourrait encore arriver au même résultat de la manière suivante. La droite
/jl'L— 2y.R + M
est évidemment tangente à une courbe de la seconde classe (Note du n** 145), puisque, par un point donné, on ne peut
mener que deux droites du système, celles définies par les valeurs de fx tirées de Téquation
a^L'— 2/:jlR'h- M'^o,
dans laquelle L', R' et M' expriment ce que deviennent L, R et M iorsqu*on y remplace les coordonnées courantes par celles du point donné. IVailleurs les valeurs de //sont égales, el ce point est Tinlersection de deux tangentes consécutives lorsque ses coordonnées satisfont à la relation LM = R^ Plus généralement, lorsqu'une indéterminée |:x entre algébriquement au degré n dans Téqùation d'une droite, celte ligne est tangente à une courbe de la n'*'"* classe dont Téqualion s'obtient en exprimant que Téqualion en a a des racines égales.
EXERCICES
1. Les sommets d'un triangle glissent sur trois droites fixes a, [î, 7, tandis que deux de ses côtés passent par deux points fixes (a', p\ 7') et (a*, S", y") : trouver Tenvcloppe du troisième côté.
Soit «-hup=: 0 réqualion de la droite joignant 'fa, P) au sommet (jui glisse sur 7, celles des côtés passant par les points fixes seront alors
et on aura, pour le troisième côté,
puisqu'il passe par l'intersection du premier avec a et du second avec p. En ordonnant, suivant les [Hiissanccs de ft, on trouve, pour l'enveloppe,
(ap'7''-hp7'a''-7y/f"— 7a''fi')''---4a'f-(a7":^;7)(p7'-|V7).
On pourrait aussi résoudre ce problème, en ordonnant suivant les puissances de n l'équation trouvée au n° 50, Ex. lll.
II. Trouver l'enveloppe d'une droite telle, que le pr.oduit de ses distances à deux points fixes soit constant (~ ù^).
Prenons pour axes la droite qui joint les points; fixes el la jjè*|i^ndiculaire élevée en son milieu : les coordonnées de ces points 'seront / = o,- X = ifc c ; d'ailleurs r — /jfx -h n — o représentitnt la droite mobile^ on nura, pour exprimer les conditions du problème,
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ou
//■- ~ ly^ -i- b'^ni' -t- f^/w' ;
mais donc
/z' -■= r"^ — 'imxy -^- nî^x^ :
m^[x^ ~ ù'* - c^) — 2W.rT H- >•' — b^ — o; par suite, Tenueloppe a pour équation
ou bien
III. Trouver l'enveloppe d'une droite telle, que la somme (/->') des carrés de ses distances à deux points fixes (o, ± c) soit constant»».
IX' ar*
HÉPONSE. 7=- - — L -H -n- — 1 .
IV. Trouver Fenveloppe d'une droite telle, que la différence des carrés de SCS distances à deux points fixes soit constante.
RÉPONSE. Une parabole. ^
V. Par un point fixe 0, on mène une droite OP qui rencontre en P une droite fixe AP : trouver renvclopi)e de la droite PQ faisant avec PO un angle OPQ constant ( == go* — p).
Soient OA =^ /^, et OQ les perpendiculaires abaissées du point 0 sur les droites AP et PQ, Ô et J5 les angles AOP et POQ f^jts par OP avec OA " et OQ, on aura
OP — p sécO, OQ — jj sécO cosp.
Si l'on prend OA pc^r axe des r, () pour origine, l'équation de PQ sera
X cos ( 0 -f- p) -f- ^}'sin( 0 -h fi ) - - p séc 0 cos6, ou
X cos ( 2Ô -h p ) -h }• sin ( '2 0 -H p ) = 'ipcosp —X cosS — >- sin p,
c'est-à-dire de la forme
.•* Lcosîp H- M sin()> = R.
L'enveloppe cherchée sera donc
.r*-h v' - (j'cosp -hrsmp — -jtp cosp )',
c'est-à-dire une parabole ayant 0 pour foyer.
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VI. Trouver Tenveloppe de la licne - h — ,= i ^ les indéterminées
- f* P étant liées par la relation ^-h u' = C.
En remplaçant ix' par C — f*, et chassant les dénominateurs, on trouve,
pour Tenveloppe, Téquation
A' -h B' -h 0=^ - a AB — 2 AC - aBC = o,
qui peut se mettre sous la forme
Exemples. — i" On donne, dans un triangle, un angle et la so^ime f des côtés qui le comprennent : trouver renvelop[)e du troisième côté. Ce côté a pour équation
et comme « -h ^ = r, on a pour l'enveloppe
x' -H^r' — 'kxy — 1CX — 'icy -t- c* — o,
cVst-à-dire une parabole tangente aux côtés x et y.
a' On donne de position deux diamètres conjugués d'une ellipse, et
la somme r' de leurs carrés : trouver l'enveloppe de l'ellipse.
Si dnns Téquation
on introduit la condition «" -f- //• -- r^ on trouve pour l'enveloppe
X ± y àz c ~ o.
L'ellipse est donc tangente à quatre droites fixes.
285. Lorsque les coefficients de l'équation d'une droite 'ka -h p(3 -+-vy sont liés par une équation du second degré en )., fx et V,
cette droite a pour enveloppe une conique.*
En effet, si l'on élimine v entre Téquation de la droite et celle qui relie les coefficients, on trouve
(Ay^— aGya-h Ca»)X'-+- 2 (Hy»— Fya — Gy(3 4- Cap)>.a
+ ((3y»- 2Fy|3-hGp')|tx> = o,
ce qui donne pour I*enveIoppe
f Ay»— îGya -h Ca'JCBy^'- aFyP -f- C(3') = {Hy'--Fya — Gyj3-+-Ca(3)';
en développant et divisant par y% il vient
(BC — F')a'-|- (CA — G')î3'-h ( AB — H^)y'
2(GH - AF);3y -<- 2(HF-~ BG)ya -h 2(FG-CH)ap =^ o.
équation d'une conique.
On peut encore énoncer ce théorème de la manière suivante : •
Une équation tnngentielle du second degré en X, /Lt et v ve~ présente une conique dont V équation en coordonnées trilinéaires se déduit de l'équation tangentielle, en employant le même probédé que pour passer de l'équation en coordonnées trilinéaires à celle en coordonnées tangentielles.
On peut voir, en effet, comme au n" 151, que la condition pour que Xa -+- a|3 -4- vy soit tangente à
/la' -4- ftp'H- cy'-h 2/(3y H- 2^'ya -f- ihaÇ^.-. o
est exprimée par Kéquation
( bc —p)!^ -f- { crt — g^)ij} -+- ( «6 — A')v'
gll — fl/)|^V -h 2(/</— bg)vl -h 2{/^~ 67l)X/JL = O
qui n'est autre chose que Téquation tangentielle de la conique. Réciproquement, la conique /za'-h..'. = o est l'enveloppe de la ligne dont les coefficients X, /m, v satisfont à la condition précédente. Car si, dans l'équation
• (BC— F')a'-h... = o
donnée plus haut, on remplace A,B,... par fcc— /*, en — g^\..., elle devient
( ahc -h 2/g/i — ap — bg'—ch^)
X {aa^-h 6(3' -f- cy'-t- ?./py -h 2^'ya-+- 2/ia(3) = o.
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EXERCICES
I. On peut déduire, comme cas parliculier de ce qui procède, les théorèmes des n"' 127 et i*SO, c'est-à-dire que les lignes qui satisfont aux conditions
H 1 — = o, JV'a -h i/(jti -t- v'U*'' "- "
ont respectivement pour enveloppes
y/V^ -4- y/Gp -f- v/iTv -^ <N -^ ■+- y -+ - '
IL Trouver la condition pour que la droite \x-h ]>!'» H- V7 rencontre la conique représentée par l'équation générale en deux points réels.
RÉPONSE. Celte droite rencontre la conique en des points réels ou imaginaires, suivant que la quantité (hc — /')*A*-f- ... est négative ou positive; elle est tangente lorsque cette quantité s'annule.
m. A quelle condition les tangentes menées par le point (a', â', 7') sont elles réelles?
BépoNSE. Ces tangentes sont réelles lorsque la quantité
(BC-T-F^)a''-h...
est négative; autrement dit, lorsque les quantités
abc -h a/g'/i -h . . . et a-jt.'^ -h hp'^ -h . . .
sont de signes contraires. Les tangentes sont imaginaires, ou, ce qui revient au même, le point (a', p\ 7') est à l'intérieur de la conique lorsque ces quantités sont de même signe.
286. On démontrerait, comme au n® 76, que la condition ABC -f- 2FGH — AF'- BG'~ CH =: o
exprime que inéquation
A>»-f-Bp.'-hCv^-f 9.Fav4-2GvX-+- zWkiJL — o
peut se décomposer en deux facteurs et se mettre sous la forme
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Celle dernière élani satisfaile lorsqu'on égale à zéro l'un ou l'aulie des fadeurs, elle exprime (51 ) que la droile
Aa -h p.j3 -f- yy
passe par l'un ou l'auire des deux points fixes qu'ils représentent.
En remplaçant, comme au numéro précédeni, Â, B,... par bc — f\ ta — §■',.. -, on voit facilement que la quanlilé
ABC-+-2FGH
n'est autre chose que le carré de abc -f- '>'fgh
EXERCICE
Lorsqu'une conique passant par deux points donnés a un double contact avec une conique fixe, leur corde de contact prisse par un point fixe.
Soient S = o Téquation de la conique fixe, S = (Àa -f- fxf> -h v-/ )' celle de l'autre conique ; en y remplaçant les coordonnées courantes par celles des points donnés
on a d'où
ce qui exprime que la corde de contact passe par l'un ou l'autre des deux points fixes définis par cette équation, puisque S' et S" sont constants.
287. Trouver V équation d'une conique njanl un double contact avec deux coniques données S et S' .
Soient E et F deux des cordes d'intersection de S et S', de
telle sorte que
S — S' = EF
réqualion de la conique cherchée sera
|UL»E^- 2a(S-t-S')-+-F'— o,
puisqu'elle peut se mettre sous l'une des deux formes
{IJ.E 4- F)'= 4aS, ( uE — F)'= 4aS'. Comme p entre au second degré, on peut mener deux coni-
ques en prenant pour auxiliaires les deux cordes d'intersection E, F; et, puisqu'il y a trois couples de cordes, on peut former trois systèmes de deux coniques ayant un double contact avec deux coniques données. Lorsque S' se transforme en deux droites, il n*y a plus que deux couples de cordes distinctes, et, par suiie, deux systèmes de coniques à double contact; quand Sel S' se transforment toutes deux en droites, il n'y a plus qu'un seul système.
EXERCICE
Trouver IVquation d'une conique tangente ù qiialro droites donni»es.
Soient A, B, C, D les quatre côtés du quadrilatère formé par les droilos.
E, F les diagonales, AC — BD = EF ; on aura pour la conique cherchée
^='E=- :irx(AC VBD)-t-F'^o.
Si l'on représente par L, M et N les diagonales, les côtés le seront par L zb M ±: N, et réquation de la conique prend la lorme plus symétrique
qui montre que cette conique est tangente à
r^(L-hM-+- N)(xM-f-N — L)(L-h N -M)(M-f- L-N). On pourrait encore mettre celte dernière équation «ous lit forme
COS^a> Sm'''f ^
288. La conique ayant un double conlaci avec deux cercles C et C a pour équation
Les cordes de contact de la conique avec les cercles
C — C -h [J. =^ Of C — C — a r=: o,
sont parallèles et situées à égale distance de Taxe radical des deux cercles.
En mettant Téquation de la conique sous la forme
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on voit que * Le lieu (Vun point tel que la somme {ou la différence) df*s tangentes menées de ce point à deux cercles soit constante, est une conique ay\tnt un double contact avec les deux cercles.
En supposant les deux cercles infiniment petils, on déduit de là la propriété fondamentale des foyers d'une conique.
Lorsqu'on prend /x égal au carré du segment déterminé par les cercles sur une de leurs tangentes communes, l'équation représente deux de ces langentes communes.
EXERCICES
L Trouver, d'après ce qui précède, les tangentes communes aux cercles indi(|ués aux Exercices des n*" 413 «et H4.
RÉPONSE
II. On donne trois cercles C, C et C" : L et L' sont les tangentes communes à C, C"; M et M' à C", C; N et N' à C, C; si L, M et N passent par un même point, L', M' et N' passent aussi par un môme point (*).
Soient
les équations des couples de tangentes communes. La condition pour que L, M et N passent par un même point est ^' =t / = /"; lorsqu'elle est remplie, L', M' et N' passent aussi par un même point.
IIÏ. Les trois cordes communes, non concourantes, de trois coniques ayant un double contact avec une quatrième conique déterminent sur les
(*) Ce procédé a éto employ*? par M. Steiner jioiir la sotiition du problème de Malfatti : Inscrîrtf dans un trîanglefrois cercles tangents entre eu.r^ et successivement à d< ux des cotés de ce triangle^ solution qu'il formule de la manière suivante : inscrire un cercle dans chacun des trian^jles formes par un côté, et les bissectrices des un(^,les adjacents du frianjrjc donné; trois des tan[jcnte8 communes à ces cercles se coupant en un même point, il en est de même des trois autres qui sont communes aux cercles cherchés. M. Hart a donné une démonstration géométrique de celte solution dans'le Quarter/r Journal of MathematicSy t. I, p. 219. Cette solution peut s'étendre au cas où l'on remplace les cercles par des coniques ayant an double contact avec une conique donnée.
trois première^ six points qui appartiennent à une conique. Dans le cas
particulier où trois de ces points sont en li^ne droite, il en est de même
des trois autres.
Soient
les trois coniques , les cordes communes sont représentées par
L-hM, M-hN, N-hL, et Téquation
S -H MN -h NL -^ LM =- iS — L'M -H (L -K M) ( L -^ Nj di'monlre le théorème.
§ V. — Equation générale du second dkgré.
289. Il est toujours possible de représenter une conique par une équation de la forme
fla*4- 6pM- cy^-4- 2/j3y -f- a^ya -h 2/ia|3 nr o.
En effet, celte équation est du second degré, et renferme cinq paraptètres arbitraires, qu'on peut déterminer de manière que la courbe qu*elle définit passe par cinq points donnés, et coïncide, par suite, avec une conique donnée. Cette équation suppose les coordonnées trilinéaires; mais on en déduit facilement l'équation en coordonnées cartésiennes en y remplaçant a, (3 par^, j, et en y faisant y ==1, ce qui revient à supposer la droite y à Tinfini (69-76, Note).
On. peut toujours de même représenter une courbe de degré n par une fonction homogène du même degré en a, ô et y, car il est facile de voir que l'équation complète de degré n entre deux variables, et l'équation homogène de même degré entre trois variables ont le même nombre de termes, et peuvent, par suite, être assujetties au même nombre de conditions.
290. Les coordonnées d'un point pris sur la droite qui joint les deux poinis(a', (3', y'), (a", (3", y*') pouvanl(66) s'exprimer par
la!-^ma\ /(3'-+-/n(3^ /y'-+-my",
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on obtiendra les coordonnées des points où celieT droite rencontre une courbe, en substituant ces valeurs aux coordonnées courantes a, p et y dans Téquation de la courbe, et en
déterminant le rapport — au moyen de la relation déduite de
cette subf^titution (*). Ainsi (92), les points où cette droiio rencontre une conique sont donnés par
l'iax'^ -V- />(3'^-h cy''-h a/P'/ 4- 2g^/a'-h 2Aa'P' ) -4- ?./m[rza'a"-4- 6(3' .3" 4- 6- //'-+-/( (3' y'' 4- Ô"/)
équation du second degré que nous pouvons écrire, pour
abréger,
/2S'4-2/mP4-m'S"r:=o.
Lorsque le point (a', (3, y') est sur la courbe, on a S'= o, et l'équation se réduit au premier degré. £n la résolvant par rapport à /: m, on trouve
S'^a'-2Pa", S"(3'-2PP", S"y'- aPy'^
pour les coordonnées de l'intersection de la conique avec la droite qui joint [ot!\ p", y") au point (a', P', y') pris sur celte conique. Elles se réduisent à a', |3', y' quand P = o. Lors donc que a", j3" et y" satisfont à la relation
^aa'4- 6;3(3'-h cy/ 4-/(i3y'4- (3'y)
cette droite rencontre la courbe en deux points qui coïncident en («', (3', y'); autrement dit le point (a", |3", y") est situé sur la tangente en («', (3', y'), quia pour équation P:=o.
291. La symétrie de cette équation en a, p, y; «', (3', y' montre (89) que, dans le cas où («', P', y') ne se trouve pas sur la courbe, elle représente la polaire de ce point. On peut
(*) CeUe in(4hode est due à Joachimsth.il.
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aussi observer (91) que P = o exprime que la droite joignant (a', P', /) à (a", (3'^, y") est divisée harmoniquement par la courbe.
L'équation de la polaire peut aussi s*écrire :
les facteurs de a\ |3', / sont respectivement proportionnels aux coefficients différentiels de Téquation de la conique pris successivement par rapport à a, (3, y. Si Ton pose, pour abréger,
dS da'
-dy
on a
pour
la
polaire
Lorsque*^' et y' sont nuls, cette équation se réduit à S, = o. Donc la polaire de V intersection de deux des lignes de référence a pour équation la dérivée de l'équation de la conique^ prise par rapport à la troisième.
L*équation de la polaire étant symétrique en a, p, y et a.', P', y' peut aussi se mettre sous la forme
«s; +psr,-4-yS'3 = o
(S', désignant, suivant l'usage, ce que devient Si lorsqu'on y remplace a, p, y par a', |3', y').
292. Lorsqu'une conique se réduit à deux droites, la polaire d'un point quelconque passe par l'intersection de ces droites : et il est facile de voir géométriquement que cette polaire forme avec les deux droites et la ligne qui joint le point donné à leur intersection un faisceau harmonique. En effet, le rayon vecteur mené par le point est divisé harmoniquement par la conique, c'est-à-dire les deux droites, et la polaire. On peut aussi le voir en partant des formules du numéro précédent : la polaire de (a', (3' ) par rapport aux deux droites a et ^ ayant pour équation (3'a-f-a'p=:o a pour conjuguée harmonique p'a — a' (3, c'est-à-dire la droite qui joint («', (3') à ( a, P).
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Lorsque l'équation générale représente deux droites, les polaires des trois points ( p, y ), ( y , a ). ( a, (3 ),
aa -<- A(3 H-g^y = 0, Aa -f-6j3 -f-/y = o, g^a -l-yp -f- cy ==0,
passent par un même point. Si Ton élimine a, (3 et y entre ces trois équations pour exprimer (n** 38) que ces droites sont concourantes, on trouve la condition pour que l'équation générale représente deux droites. Cette condition, à laquelle nous sommes déjà arrivés par d'autres méthodes, peut s'écrire sous forme de déterminant :
i ^ / ^ ou, en développant,
abc -t- 'i'fgh — af^ — frg-' — ch'^ = o.
Nous désignerons dorénavant par A le premier membre de cette équation, qu'on appelle le discriminant (*) de l'équation de la conique.
293. Trouver les coordonnées od, (3', y du pôle d'une droite >.a -f- ap -+- vy par rapport à la conique représentée par l'éq nation générale.
On a, en se reportant au n*" 291, les équations
aa'-h/i(3'-f-g^y'==>., A a' -+- 6 (3' 4-/y' = /jl, g^a' -h/(3'-hcy'rr: v.
(*) En général, on nomme discriminant d'une fonction homogène de plusieurs variables le premier membre de l'équation qui résulte de l'élimination de ces variables entre les équations que l'on obtient en égalant à zéro les dérivées du premier ordre de la fonction proposée, prises successivement par rapport à chacune de ces variables. Ainsi, par exemple, la condition pour qu'une équation algébrique S(x) ait des racines égales, est le discriminant de cette équation. Car, après avoir rendu cette équation homogène, par l'introduction d'une deuiième variable^, cette condition s'obtient en éliminant x
etj- antre -j-=oet-7-=o. ( f^oir les Leçons d'Algèbre supérieure , par
G. Salmon; huitième leçon de la traduction française. Paris; libraire Gauthier- ViHars.)
DES SECTIONS CONIQUES. NOTATIONS ABRÉGÉES. 3'J l
-qui, résolues par rapport à a', |3', y', dionnent
£ioc' = Mbc^f^)-hlJi{fg^ch)-^^Afif-bg), ^^' = Mfg- cfi)^ y.{ca - g^) -^v[gli - «/), ^Y :=z\(hf— bg) -h p.(^A — af) -^viab-^ li^ ).
Si l'on emploie les lellres A , B, C . . . ( * ) dans le sens indiqué au n" 151, on voit que les coordonnées du pôle sont respectivemenl proportionnelles aux quantités
AX-hH/jL-hGv, HXH-B|:/-hFv, GX -h F|ui -h Cv.
Le pôle de la tangente à une conique étant un point de cette tangente, on trouvera la condition pour que la droite ^a -h /jip -4- vy soit tangente à la conique, en exprimant que les coordonnées qu'on vient d'obtenir satisfont à la relation
Xa -h |:z(3 H- vy -•- o.
On trouve ainsi, comme au n*" 285,
AX^ -f- B/:/.' -h Cv' -h ^Yiiv -h 2 GvX 4- 2HXp. = o.
En écrivant cette équation sous la forme 2 = o, on voit que les coordonnées du pôle sont les dérivées 2„ 2,, 2j de 2 prises successivement par rapport à X, [t. et y. Ainsi, de même que la polaire d'un point a pour équation
«s; -hps;+yS'3 = o,
de même la condition pour que la droite Xa + /j^p -h vy passe par le pôle de X'a -+- jut'p 4- v'y (ou, en d'autres termes, l'équation tangentielle de ce pôle) peut s'écrire
X2', H- /zZ'j -I- v2', =r o;
par suite, la condition pour que deux droites Xa -f- |!z(3 -h vy, X'a -f- /x'P + v'y soient conjuguées par rapporta la conique, c'est-à-dire que le pôle de l'une se trouve sur l'autre, peut
(*) A, B, C, ... sont les déterminants mineurs du déterminant indiqué au «o 292.
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évidemment se meure sous Tune ou Faulre des formes équivale nies :
D'ailleurs (d'après la manière dont on est arrivé à sa valeur) 2 est le résultai de l'élimination de a', (3', y' et p entre les équations
aa' -h Ap' -h g"/ -h pX = o, hcxl -f- 6p' H-/y' -4- p|ut m o, gra' H-/(3'-l- c/ -hpv=: o, Xa' 4- |ul (3'- -h v / = o.
et peut être représenté par le déterminant:
X LL V O
EXERCICES
I. Trouver les coordonnées du pôle de Xa -h pip -h V7 par rapport »
L'équation tangenlielle étant (130) •
/|XV -h wivX -h w).Lt = o,
les coordonnées du pôle sont
II. Trouver le lieu du pôle de Xa -h |xp -+- vy par rapport à une coniquedéfinie par trois tangentes a, p, 7 et une autre condition (*].
En résolvant les équations précédentes en /, m et /;, on trouve qne le8 valeurs de ces quantités sont respectivement proportionnelles à
X(f*P'-+-V7'-Xa'), f*(vy-hXa'— fxp'), v(Xa'4- fxp'- v/).
Si Ton combine Féquation ^Tâ h- ^liïp -h y^ = o, qui représente une conique tangente aux trois droites a, ^ et 7, avec la quatrième conditioii, on peut établir une relation entre /, m et n^ et en déduire Téquation du lieu cherché, en y remplaçant /, m et n par leurs valeurs obtenues plus haut..
( * ) Gfl genre de solwtioii est empronté à M. Hbarn : Researches en Conic Sections,
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Dans le cas parliculier où X, p et v représenlent les côlés n, b ei c é\ï triangle de référence, on obtient ainsi le lieu du pôle de la droite située à rinfini aa-^ bp -h cy, c'est-à-dire le lieu du centre de la conique.
Si Ton se donne comme quatrième condition d'avoir une conique tangente à la droite Aa -h Bj5 -h C7, c'est-à-dire
la conique étant alors tangente aux quatre droites a, p, 7, Aa -h Bf -h C7 , \e lieu du pôle de ax h- u|5 -1- 77 est la droite
X ( jxp -h V7 — Xx ) pi ( V7 -h ).a — pP) V ()a -h ixÔ — V7 )
Si ta conique est assujettie, comme quatrième condition, à passer par le point (a', p'\ 7'), on doit satisfaire à la relation
V^/a' -f- ^//ip' 1- v^''7' " o>
-et le lieu du pôle de la droite >.a -h ^ip -h vy par rapport à la conique tangente à a, j3, 7 et passant par (x', fi', 7') est
^Àx'(/xf) -t- vy — Ax ) -f- y/p(^' ( V7 -h Aa — fxp )
v/vTJXa -h pfi — V7) = G, -c'est-à-dire une conique tangente aux droites
|xp -h V7 — Xz, V7 -h Ax — ixp, Xx -+- |;aP — V7.
Si, dans ce dernier cas, on cherche le lieu du centre, ces trois droites «ont celles qui joignent les milieux des côtés du triangle de référence.
III. Trouver les coordonnées du pôle de Àa h- fxp h- V7 par rapport à /p7 -+- ;//7x -h n^p.
L'équation tangentielie est alors (127)
/"À'-f- m^i^^-i- /i'v' — %nwiiy — a/i/vA — 2/wXpL = o, «t les coordonnées du pôle ont pour expression
a' =:: /(A /«p — //V ), p' = /W (/WfA — «*•' 'X),
7' =r // (/JV — A — W/x),
d'où
«n opérant comme ci- dessus, on trouve que les valeurs de /, /w et n sont
respectivement proportionnelles à
La condition pour que la conique circonscrite à apy passe par un quatrième point (a', S', 7') étant donnée par
le lieu du pôle de ax h- p& h- vy par rapport à une conique passant par quatre points est
^ (/xp -f- v/ — Àac) -f- -iy (v7 -h\x- ap) -f. X ! >a -f- pp — V7) = o,
ce qui, dans le cas où la droite est à Tinfini, représente une conique passant par les milieux des côtés des triangles que Ton peut former avec les quatre points.
Ia condition pour qu'une conique soit tangente à la droite Aa -f- Bp -1- C7 étant exprimée par
v/A/ -f- \/Bm -+- ^Cn = o,
le lieu du pôle de )^ -h ^.p -1- V7 par rapport à une conique passant par trois points et tangente à cette droite est donné par l'équation
/Aa {|xp -f- vy — Ix) -r- v'Bp (77 -h Ax — fzp) -f- V/C7 (/a -h up — V7) = o,
qui représente en général une courbe du quatrième degré. *
294.. Lorsqu'un point (a", |3", y") appartient à la tangente menée à la courbe par le point fixe (a', (3', y' ), la droite passant par {a', p', y'), (a", (3", y") rencontre la courbe en deux points qui coïncident, et l'équation en /: m (290), qui détermine les points oii celte droite rencontre la courbe doit avoir ses racines égales.
Pour trouver Téquation de toutes les tangentes qu'on peut mènera la courbe par («', (3', /), il suffit de remplacer, dans réquQtion de la courbe, les coordonnées courantes a, (3, y par/a-f-ma', /(3-i-m(3', ly-hny^, et d'écrire la condition pour que l'équation résultante en / : m ait des racines égales. On trouve ainsi, pour l'équation des deux tangentes menées à la conique par un point donné (a', (3', y'),
SS' rrr P%
en faisant, pour abréger,
On peut encore mettre cette équation sous une autre forme en observant que la droite qui joint à («', |3', y') un point (a", j3", y") de la tangente menée par («', (3', y'), est tangente à la courbe. 11 suffit, après avoir exprimé que la droite
qui passe par ces deux points (65), est tangente à la courbe, &y considérer a", j3", y" comme coordonnées courantes; ce qui revient, en d'autres termes, à remplacer dans la condition
AX'-f- BjUL^.-+-Cv=-+-2F/:jiv-f-2Gv). -f-aHX/xi^o,
indiquée au n**285,A, /:xetv par (Sy'— (3'y, a'y—y'oCf a|3' — a'|3. L'équation du couple de tangentes, obtenue de cette manière, ne diffère pas, au fond, de celle qui a été donnée plus . haut; en se reportant, en effet, aux valeurs de A, 6, C, . . . du n"" 285, il est facile de voir qu'on a la relation
(«a» -+- 6(3^ -I- . . . ) ( ««'' -+- 6P'-^ -h . . . ) — {aaa -f- . . . )' = A(P/-(3'y)^
EXERCICE
Trouver le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la coniqne donnée par l'équation générale. (Foir n** 169, Ex. IV.)
L'équation du couple des tangentes menées par un point ( l-i7) peut se mettre sous la forme
— ^¥(jc — x'}(xf' — yx')
et représente deux droites perpendiculaires lorsque la somme des coefficients de x^ et de j^ est nulle. Le lieu cherché, qui a pour équation
C{x^-hX^) — aGx— aFj-H A -h B = o,
est le cercle directeur delà conique. Lorsque cette conique est une para-
bole, on a C == o, et le lieu se réduit à la droite
Gx-hFj=i(A-hB),.
qui est la directrice de cette parabole.
295. Il résulte de ce qui précède que les couples de tangentes menés par (P, yj, (y, a), («> P) ont respectivement pour équations
By H- Cp» — 2 F j3y == o, Ca» -h Ay' — 7. Gya = o,
AP' H-Ba' — 2Ha(3 = o,
comme on peut du reste le voir directement, en mettant réquation de. la courbe sous la forme
(aa + Ap-f- ^y)'-4-(Cp'-f-By' — :iVp>y)=-o.
Si (3 — fry, (3 — k' y représentent les deux tangentes menées par (]3, y), on a, d'après les équations précédentes, kh' = t;\ on a de même pour les expressions correspondantes relatives
aux autres couples de tangentes, y? =5; et le produit de ces
trois quantités est égal à Tunité. On voit donc, en se reportant à la signification de la constante /r (54), que si A, B, C, D, £, F sont les sommets d*un hexagone circonscrit, on a la relation
sinEAB sinFAB.sinFBC.sinPBCsinDCA.sinECA _ sinEAC.sinFAC.sinFBA.sinDBA.sinDGB.sinECB"^''
Lorsque les équations de trois couples de droites peuvent se mettre sous la forme
M»-hN'-h2/'MNz:=0, N'-f-L' -^2g'NL=:0,
L'-+-M^-^2yi'LM = o,
les droites qui les composent sont tangentes à une même conique, puisque les équations trouvées plus haut pour les trois couples de tangentes se ramènent à cette forme quand on y
remplace a par L y^Â, (3 par M \/B,
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296. Lorsqu'on veul former les équations des droites qui joignent un point (a^ ^\ y') à tous les points d'intersection de deux courbes, il suffît de l*emplacer dans les équations de ces courbes les coordonnées courantes a, (3, y par/a 4- ma', /pH-m(3', iy-^my' et d'éliminer /: m entre les équations résultantes. Un point quelconque de ces droites jouit en effet de cette propriété, que la ligne qui le joint à («', (3', y') rencontre les deux courbes en un même point; par suite les équations en / : m qui déterminent les points où l'une de ces lignes rencontre les courbes, ont une racine commune : les coordonnées de ce point satisfont donc au résultat de l'élimination.
Ainsi les deux droites qui joignent (a', (3', /) aux points où la droite L rencontre la conique S ont pour équation
L'S- 2LL'P-f-L»S' = o,
L' et S' étant ce que deviennent L et S quand on y remplace a, P, y par a', (3', /. Lorsque le point (a', (3\ /) est sur la courbe, l'équation se réduit à
L'S-2LP = o.
EXERCICE
Dans une conique, les cordes vues sous un angle droit d'un point de la courbe passent par un point fixe (181, Ex. II).
Prenons des coordonnées rectangulaires et formons, comme ci-dessus, l'équation des droites qui joignent le point donné (x\ y') aux intersections de la conique ax^ -+- ^j* -»- ... avec la droite >x -+- pj h- v. Pour que ces droites soient perpendiculaires, il faut que la somme des carrés des coefficients de jr' et de /* soit nulle, ce (lui donne
(Aa*'H- M/' -h v)(a-+- b) = i{a'kx'-+- biif').
L«s quantités a, p, v n'entrent dans cette équation qu'au premier degré; par suite, la corde passe par un point fixe ( ! "" ^ jc' j a»^ j*
Lorsque le point de la courbe se déplacée sur cette courbe , l'autre point décrit une conique. Lorsque l'angle sous lequel est vue la corde n'est pas
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droit (ou s41 est droit et que le point d'où l'on voit la corde ne soit pas sur la courbe), on trouve, pour équation du lieu, une expression qui renferme >, fA et V au second degré ; la corde enveloppe alors une conique.
297. L'indéterminée qui entre au prenjier degré dans l'équation d'une conique, entre aussi au premier degré dans l'équation de la polaire d'un point, puisque celle-ci ne renferme les coefficients de l'équation de la courbe qu'au premier degré. Ainsi, P et t' étant les polaires d'un même point par rapport aux deux coniques S et S', la polaire du même point par rapport à S -*- ^S' sera P 4- A-P', puisque
{a -h ka') ccoc' +...=: aaoc' -h. . . 4- k(aax' -!-...)•
Par suite : Les polaires d'un point prises par rapport aux coniques circonscrites à un même quadrilatère passent par un point fixe (m, Ex. II).
Si Q et Q' sont les polaires d'un autre point par rapport à S et S', la polaire de ce second point par rapport à S -f- â*S' sera Q -f- /rQ'. Les polaires de deux points, prises par rapport à un système de coniques circonscrites à un même quadrilatère forment donc deux faisceaux homographiques (59).
Le lieu de V intersection des lignes correspondantes P H- kV\ Q -t- /f Q' de deux faisceaux homographiques est une conique passant par les sommets des faisceaux.
En effet, en éliminant /r entre P-t- A* P' et Q-h /rO', on trouve PQ'=P'Q. Dans le cas particulier qui nous occupe, l'intersection des deux lignes correspondantes est le pôle par rapport à S -h Z S' de la droite qui joint les deux points donnés. Donc:
Le lieu du pôle d'une droite donnée pris par rapport aux coniques passant par quatre points Jixes est une conique (278, Ex. II).
Lorsqu'une indéterminée entre au second degré dans l'équation d'une conique, elle entre également au second degré dans l'équation de la polaire d'un point donné qui alors enve-
loppe une conique. Ainsi la polaire d'un point fixe par rapport à une conique ayant un double contact avec deux coniques fixes, enveloppe une conique» puisque Téquation de chacun des systèmes de coniques indiquées au n*»287 renferme Tindéterminée /jt au second degré.
Nous terminerons ce Chapitre par l'exposé de quelques problèmes dont on peut baser la solution sur les principes qui viennent d'être exposés, nous réservant de développer dans un Chapitre ultérieur certaines propriétés de l'équation générale du second degré.
EXERCICES
I. Trouver le lieu de l'intersection des polaires par rapport à deux coniques fixes d'un point qui glisse sur une droite fixe.
Soient P' et P", Q'et Q" les polaires de deux points (a', p\ 7'), (a", p\ 7") de la droite fixe par rapport aux deux coniques. Les coordonnées d'un autre point de la droite sont lo^'-h iiot", Ip'-hiip", ly' -h iiy", et ses polaires XP'h- pP», >Q'-h pQ" se coupent sur la conique P'Q" = P"Q'.
II. Le rapport anbarmonique de quatre points en ligne droite est égal à celui de leurs quatre polaire?.
En effets le rapport anbarmonique des quatre points
/a'-t- /wa", /'a-h //l'a", /"a'-h ///S", /"'a' H- /«"a"
est évidemment le même que celui à^s quatre droites
l^'-i-f^iV\ /'P'-h //l'P", /"P'-^ ///"F, /'"P'-h m'"?".
III. Trouver l'équation des deux tangentes menées à la conique S aux points où elle est coupée par la droite 7.
La polaire d'un point (a', p') de 7 a pour équation (291)
D'ailleurs, en faisant 7 = 0 dans Téquation générale, on trouve, pour déterminer les points où 7 rencontre la courbe,
Éliminant a et p' entre ces deux équations, on trouve, pour les deux tangentes,
ûS5-2//S,s,H-/^s;--o.
38o CHAPITRI XIY.
Si la droite 7 s'éloigne à l'infini et se transforme dans la droite a, l'équation précédente représente les asymptotes en coordonnées cartésiennes et devient
û(^^V_a// — — b(—\- \f^y) dx dy \dxj ~~
IV. Une des asymptotes d'une conique circonscrite à un triangle passe par un point fixe, l'autre asymptote enveloppe une conique inscrite dans ce triangle.
Prenons le triangle pour triangle de référence. Soient r,, r, les asymptotes et /za -H Z>^ -h ry la ligne à l'infini, la conique aura pour équation
et, comme elle passe par les points (p, 7), (7, a), (a, p), cette équation ne devra contenir aucun terme en a% fi^ 7*; si donc t^ est représentée
par Xa -+- p^ -f- V7, t^ le sera par y » h p -h — 7 ; et si ^, passe par
(^'^ P'i 7')» ', sera tangente à la conique « v/âa' -^b^f^' -h cy/y^' = o (285, Ex.) inscrite dans le triangle. On prouverait de la même manière que, si l'une des cordes d'intersection d'une conique circonscrite à un triangle avec une autre conique définie par l'équation générale est représentée par Xa -h fxp -h V7 = o, l'autre corde a pour équation
V. Des coniques ont même triangle autopolaire, l'une des cordes d'intersection d'une de ces coniques avec une conique fixe (donnée par l'équation générale) passe par un point fixe, l'autre corde enveloppe une conique (M. Burnside). *
En prenant le triangle autopolaire pour triangle de référence, les termes en ap, py^ 7a disparaissent de l'équation des coniques; si donc l'une des cordes est représentée par Xa h- pP -+- V7 = o, l'autre le sera par
\x(iig-Hy/l - If) -+- pS(v/| H- >./— ug) -f- V7(>./-H y.g - v/l) = G.
VI. Soient A et A'[(a,, p,, 7,), (a„ p„ 7J] les points de contact d'une tangente commune aux deux coniques U et V; P et P' deux points quelconques de l'une et l'autre conique : trouver le lieu de Tintersection C des droites AP, A'P' lorsque PP' passe par un point fixe 0 de la tangente commune (M. Williamson).
Désignons par P et Q les polaires de (a„ p,, 7,), (a„ p„ 7,) prises respectivement par rapport à U et V ; y, p, 7 étant les coordonnées de C,
celles du point P (où AC rencontre une deuxième fois la conique) seront
Ua,-2Pa, Up.-aPp, Uv.-aPy;
de même, celles du point P' seront Vz, — aQa. . . Si la droite PP' passe par le point 0, que nous supposerons à Tintersection de a et py on aura en général, pour le lieu du point C, Téquation
Ua, — 2Pa _ Va,— aQg
qui est celle d'une courbe du quatrième ordre quand A, A' sont des points quelconques pris respectivement .«ur U et sur V^ et 0 un point sans relation déterminée avec A et A'.
Lorsque les points A, A' et 0 sont en ligne droite (sur la ligne a par exemple], le lieu se réduit à une courbe du troisième ordre
parce qu*alors a, et a, étant nuls, Téquation primitive est divisible par a. Enfin si les points A et A' sont en outre les points de contact d'une tangente commune, P et Q représentent la même droite, et l'équation précédente se réduit à
U = XV
Le lieu est alors une conique passant par Tintersection des coniques U et V.
Vn. Inscrire dans une conique donnée par Téquation générale un triangle dont les côtés passent par les trois points (p^y), (y, a),' (a, p).
Prenons le triangle formé par les trois point» pour triangle de référence. La droite qui joint un point (x, p, 7) de la courbe à un point (a', p\ 7'] rencontre la courbe en un deuxième point dont les coordonnées sont S'a - aP'a', S'P - aP'P', S'7 - aP'/. Lorsque (a', p\ y') est Tintersection des droites p et 7, on a p' = o, 7' = o, et on peut prendre a'= i ; alors S' = a, P'= S,, et les coordonnées du deuxième point de rencontre de la droite qui joint («, P, 7) à (p, 7) avec la cimique sont
oLx — aS,, «p, ay.
De même la droite menée par (a, p, 7) et (7, a) rencontre la courbe en
un autre point
et la droite qui joint ces deux points passe par (a, p) lorsqu'on a
noL — aS, __ 6«
o^ bp-- aS,
Par suite les coordonnées du sommet doivent satisfaire à la relation
en se reportant aux notations du n*" 291, et remplaçant, dans celte équation, ax par S, — /«p — gy, et b[^ par S, — hx —/y, elle devient
/,(aS,+ pS,) + v(/S,^ffS,) = o,
et comme (a, p, 7) appartient à la courbe aS, h- pS^ -h 7S3 == o, on a en
définitive
Le facteur 7 peut être supprimé comme n'ayant pas de signification géométrique; Tun quelconque des points où la droite 7 rencontre la courbe satisfait, il est vrai, aux conditions analytiques exprimées plus haut, c'està-dire qu'en le joignant à (p, 7) et (7, a) on détermine sur la courbe deux points en ligne droite avec (a, P); mais les droites qu'on obtient ainsi coïncident avec 7 et ne sauraient former de triangle avec 7. Le sommet du triangle cherché se trouvera donc à l'un des deux points d'inlersection de la courbe avec la droite /S, •+- gS^ — /2S3. Il est d'ailleurs
facile de voir que
/s. = gS, = /183
sont les droites qui joignent les sommets correspondants des triangles aP7, S, S, S3 ; par suite la droite /S, -+- gS^ — /jS, = o (60, Ex. II) peut se construire de la manière suivante :
Former le triangle DEF (^g. 98) ayant pour côtés les polaires des points
fixes A, B et C; les droites qui joignent les sommets correspondants des
tdeux triangles DEF, ABC rencontrent le triangle polaire DEF en trois
Fig. 93.
points L, M, N qui déterminent trois droites LM, MN et LN passant par les sommets du triangle cherché.
• On pourrait arriver à cette solution par des considérations géoroé-
triques. Supposons, en effet, que nous ayons tracé les deux triangles 123, 4^6 inscrits dans la conique et passant par les points donnés A, B et C. En appliquant le théorème de Pascal à Thexagone 123456, on voit que la droite BG passe par l'intersection de i6 et 34, et que ce dernier point est le pôle de AL (146, Ex. I). De même AL passe par le pôle de BC, et le point L est sur la polaire de A.
Lorsque les trois points fixes forment un triangle autopolaire, le problème est indéterminé et admet une infinité de solutions.
VIIL Lorsque deux coniques ont un double contact , toute tangente à Tune est divisée harmoniquement par son point de (contact , ses points d'intersection avec l'autre conique et avec la corde de contact.
Si l'on remplace dans l'équation S + R'= o d'une conique a, p, 7 par
/a'-hwa", l^'-^mp\ iy^^my", les coordonnées
véri6ant l'équation S = o de l'autre conique, on trouve la relation
(/R'-hwR'')*H-a/wP = o,
qui doit être un carré parfait, lorsque la droite menée par (a', p\ 7'), (a", p\ 7") est tangente à S -h R'.
Pour cela, il faut qu'on ait P = — iR'R", et l'équation se réduit à
(/R'— wR'')' = o,
ce qui démontre le théorème.
IX. Trouver l'équation de la conique tangente aux cinq droites
a, p, 7, Aa-hBp-f-C7, A'a-+-B'PH-C'7. RÉPONSE. )/ïâ. -h ^m p ■+- v/«7 = o,
/, m et n étant déterminés par les conditions
X. Trouver l'équation de la conique tangente aux cinq droites a, p, 7,
a -h p H- 7, aa -h p — 7.
Dans ce cas
l'équation cherchée est donc
a v^—a -+- y/Tp -h \/7 = o.
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XL Trouver Téquation de la conique tangente aux droites a, p, 7 en leurs points milieux.
En prenant les trois droites pour lignes de référence, et désignant par a, by c leurs longueurs respectives, on trouve
v/«a -+- ^bp -4- ^cy — o.
L*énoncé de ce problème semble contenir une donnée de trop ; mais, en se reportant à la propriété connue du triangle circonscrit (les trois droites qui joignent les sommets aux points de contact des côtés- opposés passent en un même point], on voit qu'il y a une des données qui est la conséquence de deux autres, et ne saurait par suite compter comme donnée proprement dite.
XII. Trouver la condition pour que ^Ti -^^mp-h \/nf = o représente une parabole.
Il suffît d'exprimer que la courbe est tangente à la droite silyée à TinGni (254), on a ainsi
/ m fi
abc
XIII. Trouver le lieu du foyer d'une parabole inscrite dans le triangle apy.
Soient a', p', 7' les coordonnées d'un des foyers d'une conique inscrite dans le triangle apy ; les droites qui joignent ce foyer aux commets du triangle auront pour équations
r> ^^ c> ' "ût ^^ TT'^ 77 ^^ "17 '
et ' ûl ' ■ ' — /
les droites qui joignent l'autre foyer aux mêmes sommets, faisant des angles égaux avec les côtés du triangle ( 189), seront représentées par (55)
et on aura, pour les coordonnées du deuxième foyer,
Si donc on connaît l'équation du lieu décrit par un foyer, on pourra en déduire immédiatement celle du lieu décrit par l'autre; le second foyer (a', p", 7") étant à l'infini, on a
a'sinÂ -*- ^' sinB -+■ 7' sinC = o,
et le premier foyer (a', ^j\ 7') se trouve sur le cercle
9inA sinB sinC
Les coordonnées du foyer de la parabole situé à Tinfini sont
/ lii n
siï?Â' sm^' iiiï^'
puisque (Ex. XII) elles doivent vérifier à la fois les deux équations
a sin A -h p sin B -h 7 sin C -- o , y/Tâ h- y/ m p -+- \^7r} — o. Les coordonnées de l'autre fover sont alors
sin'A sin'-'B 8in*C
XIV. Trouver l'équation de la directrice de celte parabole
En appliquant le procédé indiqué au n"" 291 , on trouve, pour Téquation de la polaire du point dont on vient de donner les coordonnées,
/a(sin*B-t-sin'C — sin'A) -h Wi^(sin'C -f- sin'A — sin'B)
-h //7{sin^A -h sin'B — sin^C) — o, ou
/asinBsinCcosA -h nip sinCsinAcosB -h /7 7sinA sinBcoâC -- o,
et, ea se reportant à la relation entre /, /w et n de TExercice XII,
/sinBsinC(acosA — 7COSC) h- m sinCsinA(P cosB — 7COSC) - o.
La directrice passe donc par le point de concours des hauteurs du triangle (5U, Ex. III).
XV. Trouver le lieu des foyers des coniques inscrites dans un quadrilatère a67^.
Puisqu'une droite quelconqne peut s'exprimer en fonction de trois autres,^ les tangentes doivent satisfaire à une relation identique
ax ■+- bp -h c'i -f- (IB = o,
qui doit être vérifiée non-seulement par les coordonnées a', [j\ 7', 0' d'un foyer, mais encore par celles de l'autre -tj tt' — ' t7*
I^ lieu est donc une courbe du troisième degré
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208. La méthode des notations abrégées, exposée au Chapitre précédent, peut s'appliquer aux équations en coordonnées tangentielles. Ainsi, quand les consianies X, fx et v vérifient la relation
(aX-f-6/x-h cv) (a'X -^b'u -hc-'v)
la droite qu'elles définissent est tai\genle à une section conique (285): par suite,. la droite qui joint les deux points (70)
tfX-h bu. 4- cv = o, a"! -+- 6''u -4- c'y =: o
est tangente à cette conique, puisqu'elle est déterminée par des valeurs de X, /x et v salisfaisant à Péquation précédente.
Si donc a, (3, y et 5 sont des équations de points (c'est-àdire des fonctions du premier degré en X, u et v), Téquation ay=r/rj38 représente en coordonnées tangentielles une conique tangente aux quatre droites a(3, (3y, yà et 5a. Plus généralement, Szzzo etS'=:o élant les équations tangeniielles de deux courbes, S — /r S'= o sera Téquation tangentielle d'une courbe à laquelle seront tangentes toutes les tangentes communes à S et S', puisque les valeurs de %, a et v qui annulent à la fois S et S' annulent aussi S — /i S'.
Ainsi, S étant une conique, S— /ra^ sera une conique a^ant avec la précédente, pour tangentes communes, les tangentes issues des points a et (3. L'équation ay = lf^^ représente une conique dans laquelle les couples de tangentes
issues des points a el y coïncident respectivement avec les droites a^, yp; les points a, y se trouvent donc sur celle conique, et p est le pôle de la corde qui les joint. De noême, S et S — a' représentent deux coniques ayant un double cpntact, ei les tangentes menées par les extrémités de leur corde commune se renconifenl en a; autrement dit, a est le pôle de la corde de contact.
On peut, du reste, en appliquant à l'équation ay = /i*(3' le procédé indiqué au n*" 270, représenter un point de la courbe
par
lj.'a-\- a a/f(3 4- y,
puisque la tangente en ce point passe par les points
ua-^/i-p et ///i-(3 -+- y (*).
EXERCICES
1. Trouver le lieu du centre des coniques inscrites dans un quadrilatère.
Soient Z = o, I'= o les équations tangentielles de deux coniques inscrites dans un quadrilatère; l'équation tangentielle d'une autre conique inscrite quelconque sera 2 -4- /-S' = o (298), et on aura pour les coordonnées du centre de cette conique (140, 451 )
C-i-AC' C-f-X-C' La forme de ces expressions (7) montre que ce centre est sur la
(*) En d'autres termes, si dans un système quelconque, x\y\ z' et jr",^'', z" sont les coordonnées de deux points d'une conique, x"', jk*", z"' celles du pôle de la droite qui les joint, les coordonnées d'un point quelconque de la courbe peuvent se mettre sous la forme
/x«x'-+-2/*Ax'^H-x% ^Y^2uAjr'^-i-y\ fi}z'-^7fikz"'-^z\
puisque la tangente en ce point détermine sur les deux tangentes fixes des segments qui sont dans les rapports /a: A, /aA: i. Lorsque A = i, la courbe est une parabole. L'espace nous manque pour développer ce principe, qui est d'un usage fréquent; le lecteur pourra en déduire la solution du problème suivant ; Trouver le Heu du point ou une tangente rencontrant deux tangente^ fixes est divisée dans un rapport donné.
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droite qiii joint les contres f y; ? ^ ) j ( p? î ttt ) des deux premières coniques et la divise, dans le rapport de C à XC'.
il. Trouver le Heu des foyers des coniques inscrites dans un quadrilatère.
En reniplaçant , dans les équations (2fi8, Ex.) qui déterminent les foyers, A par A -h X- A'..., et éliminant /•, on trouve, pour l'équation du lieu,
[C [x^ - j' ) -h 2F7 — iGx -f- A - B] [C'xy - ¥'x - (j'y -h H'] = [C'(x'- j») -h a F'j— iG'x-h A'— B'J [C.xy -¥x- Gj-h H],
qui est celle d'une courbe du troisième degré (vr)/>297, Ex. XV), les termes de degré plus élevé se détruisant réciproquement. Cependant lorsque I et 2' sont des paraboles, ^-^kV représente un système de paraboles inscrites dans un même triangle; on a alors C = o, C'= o, et le lieu des foyers se réduit à un cercle.
Lorsque les coniques sont ox}ncen triques, et que le centre est pris pour origine, les coefficients F, F', G. G' s'annulent tous à la fois; l'équation S'4-/2' représente un système de coniques inscrites dans un parallélogramme, et le lieu des foyers est une hyperbole équilalère (*).
III. Les cercles directeurs des coniques inscrites dans un quadrilatère ont même axe radical.
En effet, nous avons vu (294, Ex.) que Téquation du cercle directeur ne contenait les coefficients A, B,. . . qu'au premier degré, et, [>ar suite, prenait la forme S ■+■ XS' = o lorsqu'on y remplaçait A par A -f- X A'. . .. Le théorème suivant n'est qu'un cas particulier de celui qui précède.
Les cercles décrits sur les trois diagonales d'un quadrilatère complet comme diamètres ont même axe radical.
299. Chacune des équatioiis trouvées au Chapitre précédent est par suite susceptible d'une double interprétation, suivant qu'on la considère comme relative à des coordonnées irilinéaires ou tangentielles (70), et peut conduire à un double théorème, le théorème déduit de la considération des coordonnées tangentielles étant le réciproque de celui qui se
(*) On démontrerait de la même manière que le Heu des foyers des coniques circonscrites à un quadrilatère, lieu qui est en général du sixième degré, se réduit au quatrième degré lorsque le quadrilatère est un parallélogramme.
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rapporte aux coordonnées trilinéaires. Ainsi» par exemple, nous avons démontré (266) que si trots coniques S, S -4- LM, S-f-LN ont deux points (S, L) communs, les cordes (M, N, M — N) qui joignent les autres points communs à ces coniques prises deux à deux se coupent en un même point. Mais si nous considérons ces équations comme relatives à des coordonnées langenlielles, nous voyons que L est le point de concours des deux tangentes communes aux trois coniques, et que les points M, N, M — N sont les intersections des tangentes communes à ces coniques prises deux à deux; de là ce théorème réciproque : Si trois coniques ont deux tangentes communes, les intersections des tangentes communes à ces coniques prises deux à deux sont en ligne droite.
De cette manière, chaque théorème de positioriy c'esl-à-dire ne se rapportant ni à la grandeur des lignes, ni à celle des angles, conduit à un théorème réciproque, dont renoncé s'obtient en changeant dans renoncé du premier les mois points et lignes en lignes et points; et ces deux tliéorèmes se démontrent par les mêmes équations interprétées de deux manières différentes.
Nous exposerons, dans ce Chapitre, la méthode géométrique qui a ^\\é Fatlention des mathématiciens sur ce principe de dualité [*).
300. Une courbe quelconque S étant donnée , si l'on prend les pôles de ses tangentes par rapport à une conique également donnée U, que Ton appelle conique auxiliaire, on obtient u-ne nouvelle courbe s qui est la courbe polaire de S par rapport à U.
Nous avons déjà eu occasion de résoudre un problème relatif aux courbes polaires (225, Ex. Xll), et nous pouvons
(*) l.a méthode des polaires réciproques e&l due à Poncelet, qui Ta exposée dans le IV* volume du Journal fie Crellr. M. Plûcker a préî»erite le principe de dualité (iVrA7fm der Analjtischèn GcometriCf i83j) au |ioint de vue purement analytique que nous venons d'indiquer; mais c'est Mobius qui, dans sa Statique (Barjcenfrische Calcul^ '8^7) a iniroduil l'usage des coordonnées tangentielles. .
énoncer le théorème trouvé alors, en disant que la courbe polaire d'une cçnique par rapport à une autre conique est toujours une courbe du second degré.
Nous dirons, pour abréger, qu'un point correspond ik une droite, lorsqu'il est le pôle de celte droite par rapport à U; et puisque, d'après notre définition, chaque point de s est le pôle par rapport à U, d'une tangente à S; nous pourrons dire que chaque point de s correspond à une tangente à S.
301. Le point d' intersection de deux tangentes à S correS' pond à la droite qui joint les points de s correspondant à ces tangentes.
Ce théorème résulte de la propriété connue de la conique U (li>6): l'intersection de deux droites est le pôle do la droite qui joint les pôles de ces deux droites.
Supposons que les deux tangentes à S soient infiniment rapprochées, les deux points correspondants de s seront aussi infiniment voisins et la droite qui les joint sera tangente à s; mais comme deux tangentes consécutives à une courbe s se coupent au point de contact, le théorème ci-dessus peut alors s'énoncer :
Si une tangente à S correspond à un point a de s, le point de contact de cette tangente correspond à la tangente menée à s par le point a.
Nous voyons ainsi que la relation entre les courbes est réciproqucy et que S peut se déduire de s de la même manière que s a été déduit de S; de là le nom de polaires réciproques ou, plus simplement, de réciproques donné à ces courbes.
302. Nous pouvons maintenant, étant donné un théorème de position relatif à une courbe S, en déduire un autre relatif à la courbe 5. Ainsi, par exemple, si nous savons qu'un certain nombre de points liés à la figure S sont en ligne droite, nous en déduirons que les droites correspondantes liées à la figure s se rencontrent en un même point (146), et réciproquement. Quand un certain nombre de points liés à la figure S sont sur
iific conique, les droites correspondantes de la figure s sont tangentes à la polaire de cette conique par rapport à U. En généra!»- lorsque le lieu d'un point lié à S est une courbe S', Venveloppe des droites correspondantes liées à s est une courbe s', polaire réciproque de S'.
303, Le degré de la polaire réciproque d'une courbe est égal 41 la classe ( lfc5, Note) de cette courbe^ c'est-à-dire au nombre de tangentes qu'on peut lui mener par un point quelconque.
En effet, le degré de s est déterminé par le nombrfe de points suivant lesquels une droite peut coupera; et, à une série de points de s situés sur une droite, correspond un même nombre de tangentes à S passant par le point correspondant à cette droite. Lorsque S est une conique, on peut lui mener par un point deux tangentes, réelles t)u imaginaires, et on ne peut lui en mener que deux (H5); donc une droite peut rencontrer 5 en deux points, réels ou imaginaires, et ne peut la rencontrer qu'en deux points : par suite la polaire réciproque d'une conique est une courbe du second degré.
304. Les exemples suivants serviront à montrer comment on peut, dans le cas où S et 5 sont des coniques, déduire par <;ette méthode un théorème d'un autre.
Nous avons vu (267) que si, dans la conique S, on //i5cri7 un hexagone a^^ant A, B, C, D, E, F pour côtésy les /;o//i/5 d'intersection AD, BE, CF de ses côtés opposés se trouvent sur une ligne droite. Nous pouvons ^en conclure que si, à la conique 5, on circonscrit un hexagone dont les sommets sont «,6, c, rf, e,f\ les droites ad, be, cf concourent en un même point (265). Le théorème de Pascal et celui de Brianchon sont réciproques l'un de l'autre ; c'est ainsi, du reste, que le second a été obtenu.
On trouvera dans ce numéro et dans les suivants un certain nombre de théorèmes avec leurs réciproques en regard. En s'astreignant à écrire ces derniers avant d'en lire l'énoncé, le lecteur arrivera rapidement à se rendre maître de la méthode qui se réduit en définitive à un échange de mots: point et ligne; inscrit et circonscrit; lieu et enveloppe, etc.
Les trois côtés d'un triangle tournent autour de trois points fixes, tandis que deux sommets glissent sur deux droites; le troisième sommet décrit une conique (269).
Si les points par lesquels passent les côtés sont en ligne droite, le troisième sommet décrit une droite (47, Ex. II).
Dans quel autre cas le troisième sommet décrit -il une drpile (47,
Ex. ni)?
Les sommets d'un triangle glissent sur trois droites fixes, tandis que deux de ses côtés passent par deux points fixes; le troisième côté enveloppe une section conique.
Si les droites sur lesquelles glissent les sommets sont concourantes, le troisième côté passe par un point fixe.
Dans quel autre cas le troisième côté du triangle passe-t-il par un point fixe (50, Ex. 111)?
Lorsque deux coniques se louchent, il en est de même de leurs réciproques; car les premières ayant de commun un point et la tangente en ce point, les dernières ont une tangente commune et un point commun qui est le point de contact de cette tangente. Quand deux coniques ont un double contact, leurs réciproques jouissent de la même propriété.
Quand deux des sommets d'un triangle circonscrit à une conique glissent sur deux droites fixes, le troisième sommet décrit une conique ayant un double contact avec la conique donnée (272, Ex. II).
Quand deux des côtés d'un triangle inscrit dans une conique passent par deux points fixes, le troisième côté enveloppe une conique ayant un double contact avec la coniquo don il ce (272, Ex." 111).
305. Nous avons démontré (30t ]{Jif;\ 94) que lorsque deux points, P et P', de S correspondent aux tangentes pt, p' l' à 5, les tangentes en P et P' correspondent aux points de contact p et />', et leur intersection Q à la corde de contact /?p'; par suite :
.4 un point Q et à sa polaire PP' par rapport à S, correspondent une droite pp' et son pôle q par rapport à s.
Lorsqu*une conique passant par deux points fixes est tangente à deux droites données, la ligne qui joint les points de contact passe par l'un des points d'un couple fixe (280, Ex.).
Lorsqu'une conique tangente à deux droites fixes passe par deux points donnés, l'intersection dos tangentes menées par ces points se trouve sur une des droites d'un couple fixe.
Les polaires d'un point fixe, prises par rapport à une série de coniques passant par quatre points, concourent en un même point (151 , Ex. II).
Le lieu des polos d'une droite Gxe, pris par rapport à une série de coniques passant par quatre points, est une scclion conique (278, Ex. I).
Les droites qui joignent les sommets d'un triangle aux sommets opposés de son triangle polaire pris par rapport à une conique, concourent en un même point (99).
Inscrire dans une conique un triangle dont les côtés passent par trois points donnés (297, Ex. VII).
Les pôles d'une droite fixe, pris par rapport à une série de coniques inscrites dans un même quadrilatère, sont situés en ligne droite (278, Ex. III).
L'enveloppe des polaires d'un point Cxe, prises par rapporta une série de coniques inscrites dans un quadrilatère, est une section conique.
Les points d'intersection respectifs des côtés d'un triangle avec les côtés opposés de son triangle polaire sont en ligne droite.
Circonscrire à une conique un triangle dont les sommets soient situés sur trois droites données.
306. Etant données deux coniques S et S' et leurs récipraques s et s\ aux quatre points A, B, C, D communs à S el S' correspondent les quatre tangentes «, b, c, d communes à s et*'; el aux six cordes d'intersection de S avec S', AB, Cl); AC, BD; AD, BC, correspondent les six points d'intersection des tangentes communes à s ei s' : ab, cd; ac, bd; ad, bc [*).
Lorsque trois coniques ont chacune un double contact avec une quatrième, ou sont tangentes à deux droites fixes, leurs six cordes d'inlerseolion pa.^sent trois par trois par un même point (2iî4).
En d'autres termes, trois coniques ayant chacune un double contact avec une quatrième, peuvent être considérées comme ayant quatre centres radicaux.
Lorsque trois coniques ont chacune un double contact avec une quatrième, ou passent par deux points fixes, les six points d'intersection des tangentes communes sont situés, trois par trois, sur une même droite.
Ou bien : trois coniques ayant chacune un double contact avec une quatrième, peuvent être considérées comme ayant quatre axes de similitude. (/Wr le théorème dunM17, dont celui-ci n'estqu'uneexlension.)
(*) On appelle quelquefois quadt angle le système de quatre points réunis
Si, par le point de contact de deux coniques qui se touchent, on mène une corde, les tangentes aux extrémités de cette corde se rencontrent sur la corde commune aux deux coniques.
Si, par l'intersection des tangentes communes à deux coniques, on mène deux cordes, les droites qui joignent leurs extrémités se coupent sur l'une ou Tautro des cordes communes aux coniques (272, Ex. 1).
Si A et B sont deux coniques avant chacune un double contact avec S, les cordes de contact de A et B avec S et les cordes d'intersection de A et de B concourent en un même point et forment un faisceau harmonique (263).
Si A, B et C sont trois coniques avant chacune un double contact avec S, et si, en même temps, A. et B sont tangentes h C, les tangentes menées par les points de contact se coupent sur une corde commune à A et B.
Si par un point, pris sur la tangente au point de contact de deux coniques qui se louchent , on mène une tangente à chacune de ces coniques, la ligne qui joint leurs points de contact passe par l'intersection des tangentes communes aux deux coniques.
Si, par deux points d'une cordé commune à deux coniques, on mène des tangentes à ces coniques, les diagonales du quadrilatère ainsi formé passent par Tune ou Tautre des intersections des tangentes communes.
Si A et B sont deux coniques ayant chacune un double contact avec S, les intersections des tangentes menées à leurs points de contact avec S et celle des tangentes communes à A et B sont situées-sur une droite qu'elles divisent harmoniquement.
Si A, B et G sont trois coniques avant chacune un double contact
avec S, et si A et B sont tangentes à G, la droite qui joint les points de contact passe par l'intersection des tangentes communes à A et B.
307. Nous avons supposé, jusqu'ici, que la conique auxiliaire U était quelconque : dans ce qui va suivre, nous prendrons, pour nous conformer à un usage assez répandu, un cercle pour conique auxiliaire, et, à moins d'indication spéciale, nous entendrons par courbes polaires les courbes polaires prises par rapport à un cercle.
Nous avons vu (88) que la polaire d'un point par rapport à
par six droites, do même qu'on désigne sous le nom de quadrilatère le système de quatre droites se coupant en six points.
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un cercle est perpendiculaire à la droite qui joint ce point au centre, et que le produit des distances au centre du point elde la polaire est égal au carré du rayon. Nous pouvons donc indiquer de la manière suivante la relation qui existe entre deux courbes polaires par rapport à un cercle :
Si d'un point 0 donné fjig^ 94) on abaisse une perpendiculaire OT sur une tangente à la courbe S, et quon la prolonge
jusqu'en p, de telle sorte que le produit OT.Op soit constant et égal à /f% le lieu des points p sera une courbe s qui est la polaire réciproque de S. Cela revient, évidemment, à dire que le peint p est le pôle de PT par rapport à un cercle ayant 0 pour centre et /f pour rayon. On voit, du reste (301), que la tangente pt correspond au point de contact P, c'est-à-dire que OP est perpendiculaire h pt et que OP.O/ =A*.
Une modification dans la valeur de k entraîne un changement dans les dimensions de S, mais non dans sa forme, qui est, en général, la seule chose à considérer. Dans cette manière d'envisager les polaires, on peut faire abstraction du cercle et dire simplement que > est la réciproque de S par rapport au point 0 qu'on appelle alors V origine.
Les théorèmes suivants, déduits des principes exposés cidessus, permettent de transformer non-seulement des théorèmes de position, mais encore des théorèmes relatifs à la grandeur des lignes et des angles, et font ressortir les avantages qu'on peut retirer de l'emploi du cercle comme conique auxiliaire.
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Les distances de l'origine au point P et à la droite pt correspondante sont réciproques,
L*angle TQT' compris entre deux droites TQ, Ï'Q est égal à V angle pOp^ que forment les rayons vecteurs menés de V origine aux points correspondants p et p\ En elï'el,Jes droites Op et TQ, Op' et TQ sont perpendiculaires.
308. Trouver la polaire réciproque d*un cercle C par rapport à un autre cercle 0. Ce problème revient à trouver le lieu du pôle /;, par rapport au cercle 0, d'une tangente Pï au cercle C ijig' 95). Si MN est la polaire de C par rapport à 0, et PT celle
/ \ lO
de /?, on a (101 )
OC
CP~j5N'
mais le premier rapport est constant, puisque ses deux termes sont constants; les distances de /> au point 0 et à la droite MN sont donc dans un rapport constant OC : CP ; par suiîc le lieu du point/; est une conique ayant 0 pour foyer, MN comme directrice correspondante et OC : CP pour excentricité. L'excentricité de cette conique est supérieure, inférieure ou égale à l'unité, suivant que le point 0 est en dehors, en dedans du cercle ou sur le cercle.
Donc : La polaire réciproque d* un cercle est une section conique ayant l'origine pour foyer, la droite correspondante au centre pour directrice, et qui est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que l'origine est intérieure, extérieure au cercle ou sur le cercle.
309. Ce qui précède nous permet de déduire du théorème du n® 307 un certain nombre de propriétés relatives aux angles.
Les angles compris entre deux tangentes au cercle et leur corde de
centacl sont égaux.
La droite menée au foyer par le point d'intersection de deux tangentes à une conique est la bissectrice de Tangle sous lequel est vue du foyer la corde de contact (191 ).
En efîet, l'angle compris entre une tangente PQ {fig. 94) et la corde de contact PP' est égal à l'angle sous lequel est vue du foyer la droite qui joint les points correspondants p et ç : de même l'angle QP'P est égal à l'angle sous lequel est
vue la droite p'g, et comme QPP' = QP'P, on 2i pOq =p'Oq.
La tangente au cercle est perpendiculaire au rayon qui passe par lo point de contact.
L'angle sous lequel est vue du foyer la droite qui joint un point d'une conique à l'intersection de la directrice avec la tangente en ce point, est un angle droit.
Ce théorème se démontre comme le précédent, en se rappelant que la directrice de la conique correspond au centre du cercle.
La ligne qui joint le pôle d'une droite au centre du cercle est perpendiculaire à cette droite.
La droite qui joint un point au centre du cercle fait des angles égaux avec les tangentes menées au cercle par ce point.
Le lieu des intersections des tangentes au cercle qui se coupent sous un aiigle donné est un cercle concentrique au premier.
L'enveloppe des cordes de contact des tangentes qui se coupent
La droite qui joirft à un point, l'intersection de la directrice avec la polaire de ce point, est vue du foyer sous un angle droit.
La droite qui joint au foyer Finterseclion d'une corde avec la directrice est la bissectrice de l'angle formé par les rayons vecteurs menés du foyer aux e.xtrémités de la corde.
L'enveloppiB des cordes vues du foyer d'une conique sous un angle constant est une autre conique ayant avec la première une directrice et un foyer communs.
Le lieu de l'intersection des tangentes dont la corde de contact est
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sous un angle constant est un cercle concentrique.
vue du fover sous un ani'le donné est une conique ayant avec la première une directrice et un foyer communs.
Si une droite fixe coupe une série de coniques ayant une directrice et un foyer communs, Tenveloppe des tangentes aux coniques menées par les points de rencontre est une conique tangente à la droite fixe et à la directrice commune et ayant avec les coniques proposées un foyer commun.
Si Ton suppose, dans ce dernier ihéorème, que la droite fixe est à l'infini, on voit que : L'enveloppe des asymptotes d'une série d'hyperboles ayant une directrice ei un foyer communs est une parabole tangente à la directrice commune, et qui a pour foyer le foyer commun.
Lorsque par un point fixe on mène des tangentes à une série de cercles concentriques, le lieu des points de contact est un cercle qui passe par le point fixe et le centre des cercles.
Si par un point d'une circonférence on mène deux cordes perpendiculaires, la droite qui joint leurs extrémités passe par le centre.
Le lieu du sommet d'un angle droit circonscrit à la parabole est la directrice.
Nous disons une parabolej puisque, le point par lequel on mène les cordes étant pris pour origine, la polaire du cercle est une parabole (308).
L'enveloppe des cordes d'un cercle qui sont vues sous un angle constant d'un point fixe de la circonférence est un cercle concentrique.
Le lieu des sommets des triangles avant môme base et même angle opposé à cette base est un cercle qui passe par les extrémités de cette base.
Le lieu du sommet d'un -angle de grandeur constante circonscrit à la parabole est une conique ayant môme foyer et mémo directrice.
Étant donnés de position deux cotés d'un triangle, et l'angle sous lequel le troisième est vu d'un point fixe, ce troisième c(Hé enveloppe une conique qui a pour foyer le point fixe et qui est tangente aux deux côtés donnés.
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Le lieu des sommets des angles l Dans une conique l'enveloppe de droits circonscrits à une ellipse ou la corde vue sous un angle droit,
à une hyperbole est un cercle.
d'un point de la conique, est une conique ayant ce point pour foyer.
Les pieds des perpendiculaires abaissées d'un point de la circonférence sur un triangle inscrit sont en ligne droite ( 125 ).
Si Ton prend le point du cercle pour origine, au triangle inscrit dans le cercle correspond un triangle circonscrit à une parabole; au pied de la perpendiculaire abaissée sur une droite correspond une droite menée par le point correspondant perpendiculairement au rayon vecteur issu de Toriginc. Donc : Les perpendiculaires menées par les sommets d'un triangle circonscrit à une parabole, aux droites qui joignent ces sommets au foyer, passent par un même point ; et le cercle qui a pour diamètre le rayon vecteur mené du foyer à ce point passe par les sommets du triangle circonscrit. Par suite : Le lieu des foyers des paraboles inscrites dans un triangle est le cercle circonscrit à ce triangle ( 223, Cor. IV ).
Le lieu du pied des perpendiculaires (ou des obliques également inclinées sur les tangentes) abaissées du foyer d'une ellipse ou d'une hyperbole sur les tangentes est un cercle.
Si par un point on mène des rayons vecteurs à un cercle, l'en- Veloppedes perpendiculaires élevées à ces rayons par leurs extrémités (ou des droites également inclinées sur ces rayons) est une conique qui*a le point fixe pour foyer.
310. Les théorèmes relatifs à la grandeur des lignes passant par l'origine peuvent se transformer au moyen du premier théorème énoncé au n® 307. Prenons un exemple.
La somme (ou la différence si l'origine est en dehors du cercle) des distances de l'origine à deux tangentes parallèles est constante et égale au diamètre du cercle,
A deux parallèles correspondent deux points situés sur une droite passant par l'origine ; donc : La somme des inverses des segments des cordes focales d*une ellipse est constante.
D'ailleurs (193, Ex. 1) cette somme est égale à quatre fois l'inverse du paramètre, et comme elle ne dépend que du rayon
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du cercle et non de sa posilion , les courbes réciproques de cercles égaux prises par rapport à une origine quelconque ont toutes le même paramètre.
Le produit des segments des cordes menées dans le cercle par Torigine est constant.
Le produit des dislances du foyer à deux tangentes parallèles est constant.
Donc : La tangente menée par l'origine à un cercle est égale au demi-axe conjugué de Thyperbole réciproque.
Le théorème : La somme des rayons vecteurs menés d'un point de l'ellipse aux foyers est constante, peut s'énoncer de la manière suivante :
La somme des distances du fover aux points de contact des tangentes parallèles est constante.
Dans un cercle la somme des inverses des distances d*un point intérieur aux deux tangentes; dont la corde de contact pas.ï>e par ce point, est constante.
311. Un certain nombre d'expressions relatives à la grandeur des lignes ne passant pas par l'origine peuvent se transformer au moyen du théorème du n" 101.
Par exemple, lorsque PA, PB, PC, PI) représentent les distances d'un point d'une conique aux côtés d'un quadrilatère inscrit, on a la relation
PA.PCi^r/r.PB.PD,
qui peut se mettre sous la forme, 0 étant l'origine,
PA PC , PB PD
OP OP
OP OP
Si l'on désigne par a, b, c, d les points correspondant aux droites A, B, C, D et par ap la distance du point a à la droite correspondant à P, on a, d'après le théorème n° 101,
Pk ap OP""Ôâ'
et de même pour les autres côtés; d'ailleurs Oa, 06, Oc, 0^ sont constants. Donc : Dans tout quadrilatjèi^ circonscrit à
une conique le produit des distances de deux sommets opposés à une tangente quelconque est dans un rapport constant avec le produit des distances des deux autres sommets à la même tangente.
Le produit des distances d*un point d'une coniaue à deux tangentes fixes est dans un rapport «onstant avec le carré de sa distance à leur corde de contact (i59).
Le produit des distances de deux points fixes d'une conique à une tangente variable est dans un rapport constant avec le carré de la distance à c^îtte tangente de l'i niersection des tangentes aux deux points fixes.
Lorsque roriglne est prise sur la corde de contact, le lliéorème réciproque est le suivant : Le produit des segments déterminés sur deux tangentes fixes et parallèles par une tangente variable est constant.
Le produit des dislances de deux points fixes (les foyers) à une tangente est constant.
Le carré de la distance d*un point fixera un point d*nne conique est dans un rappojrt constant avec le produit des distances de ce dernier point à deux droites fixes.
En général, on peut toujours transformer la relation qui existe entre les distances PA, PB,... d'un point variable P à des droites fixes, lorsqu'elle est homogène, et en déduire une relation entre les distances ap, bp',. . . des points fixes a, 6, . . • à une droite variable, ces points et celte droite correspondant respectivement aux droites fixes et au point variable P. 11 suffit, pour cela, de diviser la première expression par une puissance déterminée de la distance OP de l'origine 0 au point P, et de remplacer dans le résultat, d'après les indications du
PA ap n** 101, chaque terme ^r^ par 7:^ .
Ur K)a
On peut donc, en suivant celle méthode, transformer une
équation relative à des coordonnées trilinéaires, puisqu'elle
exprime une relation homogène entre les dislances d'un point
à trois droites fixes, et en déduire une relation enlre les dis-
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lances X, //., v de irois points fixes à une tangente de la courbe réciproque, relation qui peut être considérée comme une espèce d'équation tangentielle de celle courbe (*). L'équation générale d'une conique en coordonnées irilinéaires devient^ par celte iransformalion,
X' , a* V* j, txv vk , 'ku.
p, p', p" désignant les dislances de Torigine aux sommcis du nouveau Iriangle de référence. De même, à la conique définie par réquaiion homogène du deuxième degré
entre les dislances 1, [x et v, correspond une courbe réciproquequi a pour équation en coordonnées irilinéaires
a" p'2 y/2 ^fy' yl^ ^f{^l
cl\ P', y' représeniani les coordonnées irilinéaires de l'origine.
EXERCICES
I. Dans une conique définie par un foyer et un triangle circonscrit,. les distances p, p', p" des sommets du triangle à une tangente quelconque vérifient la relation
i-sinO-f-£-sinO'-h^ sinO"= o,
dans laquelle 0, G', G" représentent les angles sous lesquels les côtés du^ triangle sont vus du foyer.
Cette relation peut se déduire de l'équation trilinéaire du cercle circonscrit au triangle dont elle est la réciproque. Lorsque le foyer coïncide avec le centre du cercle inscrit, on a
9 rrz 90° -h J^A, psinJA=r,
et l'équation tangentielle (dans ce système particulier) du cercle inscrit
devient
pi» cotang^A -h v). colang^B -h V cotang-JC = o.
(*} Voir à la fin de ce volume la Note relative aux équations tangentielleft^
En y remplaçant successivement deux des colangont(^s par des taiigentes, on obtient les équations des cercles exinscrits.
II. Dans une conique définie par un foyer et un triangle inscrit , les distances des sommets du triangle à une tangente satisfont à la relation
siniOi /- -hsin^O'â /^,H-8injO'' 4 /— = 0.
L*équation tangentielle du cercle circonscrit prend alors la forme
sinA v^A -h sinB y/jÂ -h sinC y/v. — o.
m. La conique définie par un foyer et trois tangentes a pour équation trilinéaire
sm
ôy/j^sinoyi^-sinoy^^^o,
comme on peut le voir en formant la réciproque de Téqualion trouver plus haut pour le cercle circonscrit.
IV. On trouve de môme, en partant des résultats obtenus à l'Exercice I, pour l'équation trilinéaire de la conique définie par un foyer et trois points,
— tang^O-+- 4- tanglô'H- -^Ungiô"^ o.
312. Un très-grand nombre de propositions relatives ù la grandeur des lignes peuvent se ramener à des théorèmes concernant des droites divisées harmoniquemenl ou anharmoniquementy et par suite être transformées au moyen du principe suivant :
À quatre points en ligne droite correspondent quatre droites concourantes, et le rapport anharmonique du faisceau quelles forment est égal à celui des quatre points.
Ce principe est évident, puisque chaque droite du faisceau mené par l'origine aux points donnés est perpendiculaire à Tune des droites correspondant à ces points. Les propriétés anharmoniques des coniques en général peuvent ainsi se déduire de celles du cercle.
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Le rapport anharmoniqne du faisceau formé en joignant quatre points fixes d'une conique à un quelconque de ses points est constant.
Le rapport anharmonique des quatre points suivant lesquels une tangente variable à une conique est divisée par quatre tangentes fixes est constant.
Le premierde ces théorèmes est vrai pour le cercle, puisque tous les angles du faisceau sont constants; doncle second est vrai pour toutes les coniques; le second théorème est vrai pour le cercle, puisque les angles au centre correspondant aux quatre segments sont constants; donc le premier est vrai pour toutes les coniques. En cherchant les angles qui, dans la figure réciproque, correspondent aux angles constants dans le cas du cercle, on voit que les angles sous lesquels les quatre segments de la tangente variable sont vus du foyer sont constants, et que le faisceau inscrit détermine sur la directrice quatre segments vus du foyer sous des angles constants.
313. Le rapport anharmonique des points d'une droite n*esi pas la seule relation concernant la grandeur des lignes qui puisse être exprimée en fonction des angles formés par le faisceau qui joint ces points à un point fixe 0, et, par suite, subsister pour toute transversale qui rencontre le faisceau. Toute relation entre des distances, qui pourra, en y remplaçant
,. ,, .w^ , . , OA.OB.sinAoB ^„^, ^ chacune d elles AB par la quantité r^ (56), être
ramenée à une relation entre les sinus des angles sous lesquels ces distances sont vues d'un point donné 0, sera dans le même cas, et donnera lieu à un théorème réciproque en prenant le point 0 pour origine. Ainsi le théorème du n° 148 conduit immédiatement au théorème suivant dû à Carnol :
Lorsqu'une conique rencontre respectivement les côtés AB, BC et AC (Vun triangle ABC en c et c\ a et a' y h et i' , on a la relation
Ar'.Ar\B^.B^\Cft.C//
Afr.A^'.BcTBc'.Ca.Cfl' ' ''
Celle relation est telle, en effet, qu'on peut y remplacer chaque
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ligne Ac par le sinus de l'angle AOcr, sous lequel elle est vue d'un point fixe. Le théorème réciproque a été donné au n°295«
314. Ajoutons ici quelques considérations générales sur les coniques réciproques, en étendant à toutes les coniques le théorème du n"* 308 : La courbe réciproque d'un cercle est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que l'origine est située en dedans, en dehors du cercle ou sur la circonférence. 11 est évident que, plus un point ou une droite sont rapprochés de l'origine, plus la droite ou le point correspondant en sont éloignés; lorsqu'une droite passe par l'origine, le point correspondant est à l'infîni, et la droite correspondant à l'origine est elle-même à l'infmi. Donc, à deux tangentes menées à une courbe par l'origine correspondent deux points à l'inOni de la courbe réciproque. Par suite, si par l'origine on peut mener à la courbe deux tangentes réelles, la réciproque a deux points réels à l'infmi, c'est une hyperbole; lorsque les tangentes menées par l'origine sont imaginaires, la réciproque, qui a deux points imaginaires à l'infmi, est une çllipse ; enfin, quand l'origine est sur la courbe, les deux tangentes réelles coïncident, il en est de même des points à l'infmi, et la réciproque est une parabole. La droite à l'infini correspondant à l'origine, on voit que, si l'origine est un point de la courbe, la ligne à l'inOni est tangente à la courbe réciproque; ce qui nous conduit encore à ce théorème (254.) : Toutes les paraboles ont une tangente à l* infini,
315. Aux points de contact de deux tangentes menées par l'origine correspondent les tangentes menées à la réciproque par les points situés à l'infmi, c'est-à-dire ses asymptotes. L'excentricité de l'hyperbole réciproque ne dépendant que de l'angle compris entre ses asymptotes, dépend uniquement, par suite, de l'angle compris entre les tangentes menées par l'origine à la courbe primitive.
L'intersection des asymptotes de la courbe réciproque ( c'està-dire le centre de la courbe) correspond à la corde de contact des tangentes menées par T^rigine à la courbe primitive. Ce
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théorème comprend, comme cas particulier, le suivant, que nous avons déjà démontré : Au centre du cercle correspond la directrice de la conique réciproque, puisque la directrice est la polaire de Torigine, qui est le foyer de la conique.
EXERCICES
I. La réciproque d'une parabole par rapport à un point de la directrice est une hyperbole équilalère [voir n® 211 ).
IL Prouver que les théorèmes suivants sont réciproques :
Les hauteurs du triangle circon- Les hauteurs du triangle inscrit scrit à une parabole se coupent sur dans une hyperbole équilalère se la directrice. ; coupent sur la courbe.
UL Déduire le théorème précédent du théorème de Pascal (268, Ex. 111).
IV. Les axes tie la courbe réciproque sont respectivement parallèles à la tangente et à la normale menées par Torigine à une conique qui passe par cette origine, et a mêmes foyers que la courbe primitive.
En effet, les axes de la courbe réciproque doivent être parallèles aux bissectrices extérieure et intérieure de l'angle que forment les tangentes menées par Torigine à la courbe primitive. Pour achever la démonstration se reporter au n® 189.
316. On peut toujours placer l'origine de telle sorte que les coniques réciproques, par rapport à cette origine, de deux cercles donnés soient homofocales. En effet, les réciproques des cercles ayant un foyer commun, Torigine, il suffit, pour que l'autre foyer soit aussi commun, qu'elles aient même centre, c'est-à-dire que la polaire de l'origine soit la même par rapport aux deux cercles; par suite, que celte origine coïncide avec un des points déterminés au n° 111. Donc :
En prenant un des points limites pour origine^ à un système de cercles ayant même axe radical (iOd) correspond comme réciproque un système de coniques homofocales.
On verrait de même que les réciproques de deux coniques sont concentriques lorsque J'origine est un des trois
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points (282) ayant même polaire par rapport aux courbes primitives.
Les coniques homofocales sô cou- | La tiingente commune à dcu\
pent à angle droit (188). cercles est vue sous un angle droit
I de chacun des points limites.
Les tangentes menées par un point Lessegmenls interceptés par deux
à deux coniques homofocales sont . cercles sur une sécante sont vus
également inclinéeâ l'une sur l'autre sous des angles égaux de chacun
(i89). ' des points limites.
Le Heu du pôle d'une droite fixe La polaire d'un point fixe par
par rapport à une série de coniques rapport à une série de cercles ayant
homofocales est une perpendicu- môme axe radical passe par un point
laire à la droite fixe (220, Ex. III). fixe, et la droite qui joint les deux
, points fixes est vue sous un angle droit.de chacun des points limites.
317. La méthode des polaires réciproques fournil une solution simple de ce problème : Décrire un cercle langent à trois cercjes donnés. Le lieu des centres des cercles tangents à deux cercles donnés (i) et (2) est évidemment une hyperbole, puisque c'est le lieu du sommet d'un triangle dans lequel on connaît un des côtés et la différence des deux autres. Les polaires de ces centres (308), par rapport à un des cercles donnés (i), enveloppent un cercle (o) qu'il est facile de conslruire. De même, les polaires par rapport à (i ), des centres des cercles tangents à (i) et (3), enveloppent un cercle (o'); par suite, le pôle, par rapport à (1), de la tangente commune à (o) et (o'), est le centre du cercle tangent aux trois cercles donnés.
318. Trouver r équation de la réciproque d'une conique par rapport à son centre.
La longueur p de la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente a pour valeur
p*i=a^cos»e + 6'sin»0 (178),
fl étant Tangle que cette perpendiculaire fait avec l'axe a. L'équation de la réciproque sera donc, en coordonnées po-
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k étant une constante; et, par suite, en cordonnées ordinaires.
La réciproque est donc une conique concentrique dont les axes sont les inverses des axes a et 6 de la conique primitive.
319. Trouver V équation de la réciproque d'une conique par rapport à un point quelconque {x\y').
La distance p d'un point [x\ y* ) à une tangente étant ( 178) h
p—-—z=i yJa'cos^O -^ ft=sin^9 — or'cosS — j^'sinô,
l'équation de la courbe réciproque sera
320. Déduire V équation de la réciproque y par rapport à un point (x', j' ), de V équation de cette réciproque par rapport à V origine.
Si P est la dislance de l'origine à une tangente, la dislance d'un autre point {x' yy') à cette tangente sera
P — or'cosO— j'sinô (34); ce qui donne, pour l'équation polaire du lieu,
— = T7 — x'cosO — r smy, p K -^
p et R étant les rayons vecteurs relatifs au point [x\ y') et à l'origine; on a, par suile.
k^ __ x'x -f- j^'j -f- k^ RcosO _ pcosQ
Il faut donc, dans l'équation delà réciproque donnée, rempla-
cer X eiy respectivement par
xx' -r-yy' -\'k^ xx' -^yy' -{- li^
Le résultat de cette substitution peut, du reste, s'obtenir simplement en mettant Téquation de la réciproque donnée sous la forme
Un -+- ««_! H- u^^ -h ... — o,
dans laquelle on a désigné par Un les termes de degré n, par «»-, ceux de degré (n— i), et ainsi de suite. L'équation de la réciproque, par rapporta un point (j;',j'), devient ainsi
xx' -^yy' -hli^
et représente une courbe de même degré que la réciproque donnée.
Trouver la réciproque, par rapport au cercle
de la conique définie, par Inéquation générale,
La polaire, par rapport à l'auxiliaire, d'un point de la courbe réciproque est tangente à la courbe donnée. Nous trouverons donc l'équalion de la réciproque en écrivant que la polaire
xx' -{-yy' — h^
Ae(x',y'), est tangente à la conique donnée, c'est-à-dire en remplaçant, dans l'équation langeniielle (151) de cette conique, X, u et V par x\ y\ — /f^ On trouve ainsi pour la réciproque
kx^ -+- rillxy -4- B/' — nÙh^x — aF/r'j-h C/f* = o;
et on peut déduire de celte équation les diverses propriétés démontrées antérieurement. Ainsi, par exemple, si la conique donnée est une parabole, on a «6 — A»=:o, par suite C = o, et la réciproque passe par Torigine.
Si, pour plus de symétrie, nous avions remplacé /r* par — z^
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et pris la réciproque par rapport à la courbe a:' -4- j* -4- ^» = o, nous aurions eu xx' 4- yy* •+- zz' pour la polaire, et Téquation de la réciproque aurait été obtenue en remplaçant, dans l'équation langentielle, X, /ji, v par x, j, z. La condition pour que la droite "kx -h ixy -h v z soit tangente aune courbe peut donc être considérée comme Téquation de la réciproque de cette courbe par rapport à ^' -f- j* -f- a* = o.
L'équation tangentielle du «'•'"* degré représente toujours une courbe de la n"** classe; car, si l'on suppose que Ix -h yLy -{- )f z passe par un point fixe, c'est-à-dire qu'on ail Ix' -{- iJL^ -hvz' = 0, en éliminant V entre cette équation el l'équation tangentielle donnée, on obtiendra une équation de degré n pour déterminer le rapport X : fz; par suite on pourra mener n tangentes par le point donné.
322. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant une série de théorèmes pour la transformation desquels M. Chasles a proposé de prendre pour auxiliaire une parabole au lieu d'un cercle. Le principe suivant, énoncé au n" 211, permet en effet de transformer facilement des théorèmes relatifs à la grandeur deîi lignes mesurées parallèlement à une droite fixe.
Deux droites quelconques déterminent sur Taxe d'une piarabole un «egment de même grandeur que les perpendiculaires abaissées sur cet axe par les pôles de ces deux droites.
A deux tangentes à la courbe primitive, menées parallèlement à Taxe de la parabole, correspondent les deux points à l'infini de la courbe réciproque : par conséquent, la réciproque sera une hyperbole ou une ellipse, suivant que ces tangentes seront réelles ou imaginaires. Ce sera une parabole si l'axe passe par un point à l'infini de la courbe primitive.
Dans une conique, une tangente variable détermine sur deux tangentes parallèles des segments dont le produit est constant.
Aux deux points de contact des tangentes parallèles correspondent les asymptotes de l'hyperbole réciproque; aux intersections de ces tangentes parallèles avec la tangente variable correspondent des parallèles menées par un point aux asymptotes. On a donc les deux théorèmes suivants :
MÉTHODE DES POLAIRES RÉCirROQUES. ^H
Le produit des segments, que déterminent sur une droite Jixe les asymptotes et leurs parallèles menées par un point de ia courbe, est constant ;
Le rectangle construit sur les parallèles menées aux asymp^ iotes par un point de la courbe est constant.
Les cordes qui joignent deux points fixes de l*hyperbole à un point variable de celte courbe déterminent sur l'asymptote un segment de longueur constante (199, Ex. I).
Dans une parabole , les perpendiculaires menées à la tangente au sommet par les intersections d'une tangente variable avec deux tangentes fixes déterminent sur cette
tangente au sommet un segment de longueur constante.
Les applications de la méthode précédente sont «issez limilées.
4l2 CHAPITRE XVI.
SECTIONS CONIQUES
323. Les propriétés harmoniques et anharmoniques des sections coniques se prêtent à un très-grand nombre d'applications dans la théorie de ces courbes; toutefois, il n'est pas inutile de faire remarquer, avant d'aller plus loin, combien l'énoncé général de ces propriétés peut renfermer de théorèmes particuliers.
Un des cas qui se présente le plus souvent est celui oii l'un des quatre points de la droite dont on étudie le rapport anharmonique s'éloigne à Tinfini. Le rapport anharœonique de quatre points A, B, G, D étant, en général,
AB.CD AD.BC
AB
se réduit en définitive à — ^-79 lorsque le point D s'éloigne à
l'inHui, parce qu'alors AD devient égal à — DC.
Lorsque la droite est divisée harmoniquemeni, le rapport anharmoniqueest égal à — i, et quand le point D s'éloigne
(*) La propriété fondamentale des faisceaux anharmoniques a été donnée par Pappus (i^/afA. Coll.^ VII, 129). Le mot ankarmonique est dû à M. Chaales. C'est, du reste, dans son Histoire de la Géométrie que nous avons puisé les principaux éléments de ce Chapitre, renvoyant pour de plus amples détails au Traité de Géométrie supérieure et au Traité des Sections coniques du même auteur. Le rapport anharmonique a été aussi étudié par Mobius dans sa Sta^ tique {Barjrcentrische Calcul, ^^^l) sous le nom de Doppelschnittsverhaltniss {Rapport des doubles segments).
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à l'infini, la distance AC se trouve divisée en B en deux parties égales.
324*. Appliquons ce qui précède au théorème du n"" 14-6 :
Lorsqu'une sécante OK, issue d'un point fixe 0, rencontre une conique en R', R" et la polaire de 0 en R, les points 0, R', R, ^^ forment une division harmonique,
I. Supposons R" à l'infini. La droite OR est alors divisée en deux parties égales en R' ; donc : Le segment de la droite menée par un point fixe parallèlement à l'asymptote d'une hyperbole (ou au diamètre d'une parabole ), compris entre le point fixe et la polaire de ce points est divisé par la courbe en deux parties égales (211 ).
II. Lorsque R s'éloigne à Tinfini, R' R" est divisé au point 0 en deux parties égales; donc : La corde menée par un point parallèlement à sa polaire est divisée par ce point en deux parties égales.
Si la polaire de 0 est à l'infini, toutes tes cordes qu'on peut mener par O rencontrent la polaire à l'infini, et par suite sont divisées au point 0 en deux parties égales. Ce point est donc le centre de la courbe, autrement dit : Le centre peut être considéré comme un point dont la polaire est à r infini {ilyk)*
III. Quand le point i\\e est à l'infini, toutes les droites qui passent par ce point sont parallèles et divisées en deux parties égales par la polaire du point fixe. Donc : Un diamètre d'une conique peut être considéré comme la polaire du point à l'infini oà ses ordonnées sont supposées concourir.
Celte conséquence peut aussi se déduire de l'équation delà polaire d'un point (x\r')
{ax -h hy -^ g) -^ { hx -f- by -^f)^,-]-?^'^ '^'^^ ~^ ^ = o{iA&).
En effet, quand (^', y') s'éloigne à l'infini sur la droite
y ' /i my:=nx, on a à la fois *^ ==— , x^(x>; par suite l'équation
de la polaire prend la forme
ni(ax -f- liy -h g) -i- n(hx -h bx +/) =o,
qui représente le diamètre conjugué de mjr= nx (141 ).
325. Développons encore le théorème du n° 146 : Les deux tangentes menées par un point fixe forment un faisceau harmonique avec une droite quelconque passant par ce point, et la droite qui joint au point fixe le pôle de la précédente.
Lorsqu'une des droites passant par le point fixe est un diamètre, l'autre est parallèle à son conjugué, et puisque la polaire d'un point pris sur un diamètre est parallèle au diamètre conjugué, le segment de la parallèle à la polaire du point fixe, compris entre les tangentes, est divisé en deux parties égales par le diamètre qui passe par le point fixe.
Quand le point fixe est le centre de la courbe, les tangentes sontlesasymptotes; donc : Lesasjrmptotes forment un faisceau harmonique avec deux diamètres conjugués quelconques, et la portion de tangente comprise entre les asymptotes est divisée par la courbe en deux parties égales (196).
326. La propriété anharmonique des points d'une conique (259) conduit à un très-grand nombre de théorèmes particuliers. £n effet, la position des quatre premiers. points sur la courbe étant arbitraire, un ou d'eux d'entre eux peuvent se trouver à l'infini; le cinquième point 0, sommet du faisceau, peut être à l'infini ou coïncider avec un des quatre premiers, comme dans le cas où l'une des lignes du faisceau devient tangente. De plus, le rapport anharmonique du faisceau se mesurant sur une transversale quelconque, on peut supposer cette transversale parallèle à une des lignes du faisceau, de manière à réduire le rapport anharmonique au simple rapport de deux quantités.
Les exercices suivants se rapportent au développement du théorème rappelé ci-dessus; nous nous bornerons souvent à indiquer les points qui déterminent les faisceaux et la droite sur laquelle on mesure le rapport, laissant au lecteur le soin
d'examiner plus coniplétement la manière dont chaque ihéorème particulier se déduit du théorème générai.
Nous emploierons l'abréviation ( 0, ABCD ) pour Indiquer le rapport anharmonique du faisceau OA, OB, OC, OD.
EXERCICES
lA, ABCD) = (B, ABCD).
Les rapports seront mesurés par les segments déterminas sur la droite CD (^g, g6). La corde CD rencontre en T et T' les tangentes
Fig.96.
menées en A, B, et en K leur corde de contact AB. Les rapports des faisceaux indiqués dans Ténoncé deviennent alors
TK.DC _ Kr . PC •TD.KC ~ KD.TC'
c'est-à-dire que si une corde CD rencontre en T et T' deux tangentes et en K leur corde de contact, on a la relation
KC.KT'.TD = KD.TK.rC.
(B faut avoir soin de prendre les points du faisceau dans les deux membres de Téquation, en suifant le même ordre : ainsi nous avons attribué à K le second rang dans le premier membre de Téquation, parce qu'il correspond à la ligne OB du faisceau
KC.TD=-KD.TC
c'est-à-dire : La corde menée par Tintersection de deux tangentes est divisée harmoniquement par la corde de contact.
III. Quand T' est à Tinfini, la sécante CD est parallèle à PT, et 1 égalité des rapports se réduit à
TK* =TC.TD.
IV. Lorsqu^un des points du faisceau est à l'infini, le rapport (0,ABC« ) est constant.
Estimons le rapport suivant la droite C oo ; alors AO et BO coupent C oo
en a y b^ et le rapport anharmonique se réduit à ^r j donc : Si, dans une
hyperbole, les droites 0 A, OB qui joignent un point quelconque 0 à deux points fixes A et B rencontrent une parallèle fixe à Tasymplote en deux points a et 6, le rapport C/z:C6 est constant, C étant l'intersection de la parallèle et de la courbe. Ce théorème s'applique à la parabole , mais alors la droite passant en C doit être parallèle i\x diamètre.
y. Si Ton estime le même rapport suivant une parallèle autre que celle menée par le point C, et coupée en c par OC, on voit que les droites qui joignent un point variable à trois points fixes déterminent sur une parallèle à l'asymptote des segments ob^ ac dont le rapport est constant.
Ce théorème s'étend à la parabole comme le précédent.
VI. Il résulte de l'Exercice IV que si les droites qui joignent A, B à un quatrième point 0' rencontrent Coo en r/', //, on a
nb __ /zC . •
Vb'~'â!"^'
Lorsque le point C est à l'infini, la droite C» est une asymptote, et le rapport devient égal à l'unité; donc, dans une hyperbole, les droites qui joignent deux points fixes à un point variable interi"ej>tent sur i'asymplôle un segment constant (199, Ex. I).
Vn. (A, ABCoo) = (B, ABC oo).
Estimons les rapports suiviint C oo ; si CooVencontre en /? et ^ les tangentes menées par AB [fig. 97) et en K leur corde de contact, on a, en se rappelant les indications données à l'Exercice I,
C^ CK
CK "" th'
Donc : Dans une hyperbole , lorsqu'une parallèle à une asymptote coupe deux tangenles et leur corde de contact, le segment compris entre
la courbe et la corde de contact est une moyenne proportionnelle entre les segments déterminés par la courbe et les tangenles. Ce théorème est vrai pour la parabole , si Ton prend les segments sur une parallèle au diamètre.
Réciproquement : Lorsqu'une parallèle ab à une droite donnée rencontre les côtés d'un triangle en a^ h et K, le lieu d'un de ses points C,
tel que CK =Ca,Cb, est une parabole quand la droite donnée est la médiane tie la baseABjdu triangle (±\\) et, dans tous les autres cas, une hyperbole ayant une asymptote parallèle à nb,
Vm. Deux des points fixes sont à Tinfini :
(00 .ABoo »') = foc'.ABococ').
Les droites oooo, od' »' sont les deux asymptotes lorsque » oo' sont à la fois à Tinfini. Prenons les rapports suivant le diamètre OA , et
Fip. 98.
soient a et a' (fig. 98) les points où le diamètre rencontre les paral- JèlesB 00 , Boo' menées par B aux asymptotes, les rapports seront alorg
OA _ Ofl'.
On" OA '
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donc : Dans une hyperbole, les parallèles menées aux asymptotes par ui> poinl de la courbe déterminent sur un diamètre des segments ayant le demi-diamètre pour moyenne proportionnelle ; ces segments doivent êtrecomptés à partir du centre de la courbe.
Réciproquement : Si par un point fixe 0, on mène une droite OA rencontrant en a^ a' deux droites fixes B^r, B/z', et si Ton prend sur cette
droite un point A tel, que OA = Oa,Oa\ le lieu du point A sera une hyperbole ayant son centre en 0, et pour asymptotes des parallèles à B/y, ha'.
IX. {«, ABoooo') = (ao',ABoooo
Les segments sont mesurés suivant les asymptotes; 0 étant le centre,, on a la relation
0« _ 0^' Ob ~ 0«''
qui exprime que le rectangle construit sur les parallèles menées aux asymptotes par un point de la courbe est constant. (Conformément à la remarque de l'Exercice I, nous avons interverti le deuxième rapport.)
327. Examinons quelques cas particuliers du théorème relatif à la propriété anharmonique des tangentes à une conique
EXERCICES
I. Celle propriété prend une forme très-simple lorsque la conique est une parabole, puisque cette courbe a toujours une de ses tangentes à l'infini (25i). Ainsi, dans une parabole, quand trois tangentes fixes
coupent une tangente variable aux points A, B et C [fi'^. 99). le rapport AB : AC est constant.
Si l'on fait coïncider sucessivement la tangente variable avec chacune
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des tangentes fixes, on obtient la relation
pQ _W _ Qr
TP, QP. QR étant trois tangentes, ^, r, p leurs points de contact.
n. Deux des quatre tangentes fixes en A, B, C, D (Jîg. 100 ) à une ellipse ou à une hyperbole sont parallèles : la tangente variable coïncide successivement avec Tune des tangentes parallèles (en A et D).
Si les tangentes en B et C rencontrent respectivement en b et c, b' et c'
les tangentes A et D, les rapports anharmoniques sont, dans Tun et Tau Ire cas,
Plc ' D6''
et, par suite, le rectangle kb.X^b' est constant.
On voit ainsi, en partant de la propriété anharmonique des points d'une conique, que les droites OA, AD, qui joignent un point 0 de la courbe aux deux points A et D, déterminent sur les tangentes parallèles des points b et b' tels, que le rectangle A^.D^' est constant.
328. Nous donnerons ici quelques exemples des problèmes qu'on peut aisément résoudre au moyen des propriétés anharmoniques des coniques.
EXERaCES.
î. Trouver le lieu du sommet V d'un triangle dont les côtés pivotent autour de trois points fixes A, B, C, tandis que les deux autres sommets glissent sur deux droites fixes Oa^ Ob,
Supposons qu'on ait tracé (fig. 101) quatre de ces triangles, et soient aaUi'a^^ bb'b*b"* les diverses positions des sommets glissant sur les droites fixes. Les deux faisceaux (C, aa'a"a'"), (C, bb'b^'"] sont identiques: donc
(aaWa'")^- {bbVb'"),
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(flû'rtV) désignant le rapport anharmonique des points a, n\ «", a"; par suite
et d'après la nature de la question
A,VV'V''V"') = (B, VV VV
donc les points A, B, V, V^V, V" sont sur la même conique.
Les trois premiers triangles étant supposés fixes , le sommet V du quatrième se trouvera sur la conique ABVV'V.
Ce mode de génération des sections coniques, indiqué par Mac Laurin (voir n** 269, Ex. 10), peut encore se justifier de la manière suivante.
Les systèmes de droites menées par les points A et B étant respectivement homographiques avec le système passant par le point G sont homographiques entre eux ; par suite (297), le lieu de Tint^rsection des droites correspondantes est une conique passant par A et B. Les Exercices suivants pourraient être de même considérés comme des applications du principe énoncé au n* 297.
IL' M. Chasles a fait voir que la même démonstration était encore applicable lorsque le côté /z^, au lieu de passer par un point fixe C, enveloppait une conique tangente à 0« et 0^; car, dans cette hypothèse, les points déterminés sur les droites Oa et 0^ satisfont encore à la relation
(an'ayi'") = (Oh'b"b"') (275).
m. Méthode de Newton pour la génération des coniques. Les sommets de deux angles de grandeur constante a et p tournent autour de deux points fixes P et Q; l'intersection de deux de leurs côtés glisse sur la droite AA' : le lieu V, V, V, \^ de l'intersection V de leurs deux autres côtés est une conique passant par P et Q.
Prenons, comme plus haut, quatre positions des angles (fig. loa), on
a alors
P, AA'A'A'") = (P, VV'V'V
résulte de ce que le» faisceaux déterminent des segments de même longueur sur une droite fixe.
Ainsi le lieu du sommet d'un triangle est une conique lorsque, la base de ce triangle étant fixe, les autres côtés interceptent sur une droite fixe des segments de longueur constante.
VI. La démonstration de l'Exercice I peut encore s'étendre au cas où les extrémités de la droite au glissent sur une conique passant par les
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points Â, B. Car en prenant quatre positions du triangle, on a (276)
(aa'a'a'') = [bbVb'"),
par suite
(PL,aa'if^) = (^,bbVb").
VU. La base d'un triangle passe par l'intersection C des tangentes communes à deux sections coniques; les extrémités de celte base ab glissent sur l'une et l'autre des coniques pendant que les côtés pivotent autour de deux points fixes Â et B pris sur l'une et l'autre des coniques : le lieu du sommet est une conique passant par A et B.
La marche à suivre pour déterminer ce lieu est analogue à la précédente et s'appuie sur le théorème du n^ 276, dont voici du reste une démonstration géométrique assez simple. Soit (0, ABCD) le faisceau mené par les points correspondants du faisceau (o, abcd). Les droites OA, oa se coupent en r sur une des cordes d'intersection des coniques (272, Ex. I) ; de même BO et bn se coupent en r' sur la même corde, etc. : donc les rapports anharmoniques des deux faisceau}^ ont même mesure (rr'r'r"')-
Vin. On peut supposer, dans l'Exercice YI , que la base, au lieu de passer par un point fixe, enveloppe une conique ayant un double contact avec les coniques données (vo/r n** 276).
IX. Les n sommets (a, 6, c, ...) d'uu polygone glissent sur une conique, tandis que n — i de ses côtés pivotent autour de « — i points fixes, le côté libre enveloppe une conique, ayant un double contact avec la conique donnée.
Prenons quatre positions du polygone abc..., a'b'c',..j a" b' c" . . , , d^b'^c*" , . . : on aura la série d'égalités
{aa'a'a'") = (bb'b"b'") = (rc'cV"),
ce qui ramène le problème à celui indiqué au n" 277 : Étant donné trois
couples de points aa'a"^ dd'd"^ trouver l'enveloppe de «'"«r, de telle
sorte que
(aa'a''a"') = [dd'd'd'"). .
X. Inscrire, dans une conique, un polygone dont les côlés passent par des points fixes.
Prenons un point quelconque a de la conique pour sommet du polygone, et construisons, en partant de ce point, le polygone dont les côtés passent par les points donnés : le point z, où le dernier côté rencontrera la conique, ne coïncidera pas en général avec le point a. Inscrivons ainsi
•quatre polygones qui , partant des points a, a\ «", a", se termineront en 5, «', z\ 2'", nous aurons, comme précédemment,
et si le dernier polygone essayé satisfait à la question, ei" coïncidera
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avec z". Dès lors le problème se ramène à celui-ci : Étant donné trois couples de points, aa'a\ zz'sl', trouver un point K tel que
Si nous considérons ^, z", a',z, a" ,z' comme les sommets d'un hexagone inscrit (dans l'ordre où nous venons de les indiquer en prenant alternativement un a et un z, de manière que /i, a\ a" soient les sommets opposés à z, z\ z"), Tun des points où la droite i)assant par les intersections des côtés opposés rencontre la conique sera le point K. En effet, si, dans la ^g. io3, on représente par A, C, E et D, F, B les points cr, a\ o" et z^z\z'^ et si l'on prend les côtés dans l'ordre ABCDEF, les intersections des côtés opposés sont L, M, N, et le rapport (KPNL) mesure à la fois (D, KACE) et (A, KDFB); on a donc
(KACE) = (KDFB),
ce qui justifie la construction (*).
{*) Cette construction du polygone inscrit à une conique cnt due à Poncelet {^Traité des Propriéiés projectives, p. 35 1). \a démonstration que j'en ai donnée m'a été communiquée par M. Townsend. Elle peut sen'ir, en outre, à montrer que la construction de Poncelct s'applique à la solution du problème suivant : Inscrire dans une conique un polygone dont chaque côté soit tangent à une conique aj-ant un double contact avec la conique donnée, l'outes ces coniques, touchées par les côtés du polygone, peuvent être différentes.
II est Lcile de \oir, dapri-s i'Exorcice IX, que K est l'un des points âe contact d'une conique avant un double contact avec la jToposée et tangen'e aux droites az, a' z\ a'z'. La solution précédente peut donc s appliquer au problème suivant : Décrire une conique ayant un doubit» contact a\ec une conique donnée et lan^'cnte à trois droites données.
XI. La propriété an!:armoni(|uc nous [«ermet de donner une démonstration simple du théorème de Pas.al , sur lequel nous nous sommes appuyé dans TExercice précé«ienl.
On a
(E,CDFB ^-- A,CDFB).
D'ailleurs, en comparant les st\i;ments déterminés respectivement >ur Bil et DC par le premier et le second faisceau, on voit que
(CRMB; = ;CDNSj.
Si Ton joint le point L à chacun des points de BC et de DC, on forme deux faisceaux qui ont trois rayons communs CL, DE, AB, les quatrièmes rayons NL, LM ne forment donc qu'une seule ligne droite. On démontrerait de même le théorème de Brianchon, en s'appuvant sur la propriété iinharmonique des tangentes.
XII. Une conique passe par quatre points A, D, F, B : trouver l'enveloppe de la corde CE déterminée par les intersections de la conique avec deux droites fixes DC, DE passant par un des points donnés (/îg. io3).
Les sommets du triangle CEM glissent sur les droites fixes DC, DE, NL, et deux de ses côtés passent par des points fixes B, F. Donc le troisième côté CE enveloppe une conique tangente aux droites fixes DC, DE. (Cette génération de la conique est réciproque de celle indiquée par Mac Laurin.)
XIL Une conique passse par quatre points A, B, D, E : la droite CF qui joint les points où les deux droites fixes AF, CD ( menées chacune par un des quatre points donnés} rencontrent la courbe passe par un point fixe.
Deux des côtés du triangle CFM [Jrg. io3) passent par les points fixes B et E, les sommets glissent sur les droites fixes AF, CD, NL, qui concourent en un même point : donc CF passe par un point fixe (301).
Le lecteur trouvera dans le Chapitre relatif à la méthode des projections les théorèmes bien connus (353, Ex. III et IV), qui ont conduit aux précédents.
XIV. Dans une conique, le rapport anharmonique de quatre diamètres est égal à celui de leurs quatre conjugués.
Ce théorème est un cas particulier de celui du n"" 297, Ex. II : le rapport anbarmonique do quatre points en ligne droite est le même que celui de leurs polaires. Mais on peut le démontrer directement, en observant que le rapport anbarmonique de quatre cordes issues d'un même point de la courbe est égal à celui de leurs cordes supplémentaires (179).
XV. Trouver le lieu des centres dos coniques circonscrites à un quadr angle donné (15i, Ex. III];
Menons dans une conique les diamètres ayant pour cordes les côtés du quadrangle: le rapport anbarmonique de ces diamètres est connu, puisqu'il est égal à celui de leurs conjugués, c'est-à-dire à celui du faisceau dont les rayons sont parallèles aux côtés du quadrangle. Donc le lieu est une conique passant par le milieu des côtés du quadrangle. Dans le cas où la conique se réduit à deux droites, les intersections des diagonales, celles des côtés opposés sont des points du lieu : donc ces points se trouvent sur une conique passant par le milieu des côtés et des diagonales.
329. Nous laisserons au lecteur le soin de former les théo* rèmes réciproques de ceux que nous venons d'énoncer et de les démontrer directement au moy^ de la propriété anbarmonique des tangentes à une conique. Ils sont presque tous renferuiés dans le théorème suivant:
Les droites qui joignent les points correspondants ou Aomoiogues de deux divisions ho mo graphiques a, b, c, rf, ..., «', 6', c', rf',. . . de bases (*) différentes enveloppent une conique. En effet, d'après la propriété anbarmonique des tangentes, la conique tangente aux deux bases et aux trois droites aa',bb', ce' est également tangente à la droite dd'{**).
{*) On appelle base la ligne droite éur laquelle sont situés les points for> mant une division.
(**) Ijù lieu des intersections des droites Fcf, V'd' qui joignent les points de CCS deux divisions à deux points fixes P et P\ est une conique passant par ces points fixes. On sait (277) que si a, b, c, ^,..., a', b\ c\ d' sont deux systèmes homographiques de points pris sur une conique donnée, c'est-à-dire tels, qu'on ait toujours {abcd)=z {a'b'c'd'), l'enveloppe de dd' est une conique ayant un double contact avec la conique donnée. De même : le lieu des intersections des droites ?</, ¥'d' menées à ces deux systèmes homographiques de peints pris sur une conique, par deux points fixes P et P' de la conique^ est une conique passant par P et P'. De plus : lorsque deux coniques S et S' ont
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Ce théorème est le réciproque de celui qui a été donné au n* 297, et peut se démontrer en considérant les équations indiquées alors comme des équations tangentielles. Ainsi P, P'; Q, Q' représentant en coordonnées tangentielles deux couples de points correspondants, P -+- XP', Q -h XP', en représenteront un autre, et la droite qui les joint sera tangente à la courbe donnée par Téquation tangentielle du second ordre PQ' = P'Q-
EXERCICE
Par un point fixe P, on mène une transversale PA' qui rencontre ©n A, A' les deux droites fixes OA, OA'; on prend sur ces droites, à partir de A et de A', des segments Aa, A'a' de longueur donnée : trouver l'enveloppe de a a'.
En donnant à la transversale quatre positions successives A, B, C, D, on a évidemment
(ABCD) = (A'B'C'D'), et comme
(ABCD) = (abcd), (A'B'C'D') = (a'b'c'd'),
la droite enveloppe une conique tangente à OA et OA'.
330. Lorsque, par la méthode précédente, on trouve que Tenveloppe d'une droite mobile est une section conique, il est, en général, utile de rechercher si, dans une de ses positions particulières , la droite mobile ne se trouve pas tout entière à TinOni, car alors elle enveloppe une parabole (254). Ainsi, dans l'Exercice précédent, la droite aa' ne peut être à Tinfini, que si la transversale AA' peut elle-même être à Finfini, c'est-à-dire lorsque le point P est à l'infini. Pour que l'enveloppe à laquelle on arrive dans l'Exercice précédent soit une parabole, il faut donc que les transversales au lieu de passer par un point fîxc soient menées parallèlement à une
un double contact avec une troisième S", les tangentes à S' déterminent des systèmes homographiques abed.,. dans S, et cfh'c'd'.,, dans S', tels que ( o^ci:/) = (a'^V</') (276). Maison ne peut pas dire que, réciproquement, les droites qui joignent les points homolo^^ues de deux systèmes homographiques appartenant à deux coniques différentes enveloppent nécessairement une conique.
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droite donnée. On peul du reste souvent déterminer la nature du Heu décrit par un point mobile, en étudiant quelques positions particulières de ce point (328, Ex. XV).
331. Étant donné un système de points situés sur une droite, on peut toujours former sur une autre droite un système homo graphique tel, qu'à trois points a, 6, c du premier correspondent dans le second trois points «', 6', c\ pris arbitrairement.
Prenons sur chaque droite une origine et désignons par a, b, c, X les distances à l'origine des trois points donnés el d'un point variable de la première droite; par a!, b', c\ x' les distances analogues des points de la deuxième droiie. La condition pour que les points dés deux systèmes se correspondent sera donnée par la relation (277)
qui, développée, conduit à une expression de la forme
A^or'-hB^-h.Cj;' -f-D = o (*).
On peut donc toujours trouver sur la seconde droite un
points' correspondant à un point x de la première, de telle
sorte que l'on ait
abc X ^z a' b' c' x' ,
{*) M. Chasles démontre ce théorème de la manière suivante. Les points X, x' appartenant aux systèmes homojrraphiques, et les points a, b^ a' y b' étant fixes, les rapports des distances ax\bx^ a'x'\b'x' seront liés par une équation linéaire telle que
tix a* x'
Si Ton représente, comme ci -dessus, les distances des points h l'origine fixe par a, ^, x; a\ b\ x\ cette relation devient
et donne, par le développement entre x et x', une expiession de la forme
A.xx^-h'Rx-hCx'-^ D =30.
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La solution suivante est basée sur la propriété évidente des rayons d*un faisceau harmonique, de déterminer sur une des lignes de référence une division harmonique. Supposons les coniques définies par Téquation générale en coordonnées trilinéaires, et mêlions sous la deuxième forme indiquée au n** 294 l'équation du couple de tangentes menées à chacune des coniques par le point (a', P', /). Si Ton fait y = o dans réquation du premier couple, on aura, pour déterminer les poinls où les tangentes de ce couple rencontrent la droite y, la relation
(C(3'»-+-B/='-2F;3Y)a'-2(Ca'(3'-Fay-Gp'/-l-H/')a(3
-t-(Ca'H-Ay"— 2Ga'y')P' — o.
On trouverait une relation analogue pour déterminer les poinls où les Tangentes, menées par (a', (3', y') à la deuxième conique rencontrent la même droiie y. Si Ton exprime (332) que les deux couples de points ainsi obtenus forment uno division harmonique, on obtient, pour la condition à laquelle doit satisfaire le point (a', P', y'), la relation
(CP'-HBy' — 2F(3y)(C'a'-hA'y'--2G'ay)
+ (Ca^_^.Ay^-2Gay)(C'|3'-+-BV-2F'j3y) =z=2(Cai3~Fay-GPy-hHy»)(C'aP-Fay--G'(3y-hH'y»).
Développanl et divisant par y-, on trouve, pour Téqualion du lieu,
(BC -f- B'C - 2FF')a» 4- (CA' -t- C'A - 2GG')?'
(AB+A'B-2HH')y^-h2(GH-hG'H-AF'-A'F)Py 2(HF -hH'F~BG'~B'G)ya
FG' -f- F'G - CH'- C'H )ap = o
Cesl une conique ayant avec les deux coniques données des relations imporlanles qui seront exposées plus loin.
Lorsqu'on donne le rapport anharmonique des quatre tangentes, le lieu est la courbe du qualricine degré définie par l'équation
F'r=/.SS',
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dans laquelle S, S' et F représentent les deux coniques données et celle que nous venons de trouver.
Trouver la condition pour que la droite
soit divisée harmoniquement par les deux coniques précédentes.
En éliminant y entre les équations de la droite et de Tune des coniques pour déterminer leurs points d'intersection, il vient
si Ton écrit la condition (332) pour que ces poinis soient conjugués harmoniques des points correspondants de Tautre conique, on trouve
(ic'-f- 6'c— nff )X»H- (ca' -h c'a— ^gg')ii.*
-4-(a6'-4-tf'6— 2AA')v»
-h 2{gh'^g^h-^af-a'f)iJ.v ^2{hf-hh'f- bg'^ b'g)vl
-^^{fg''^fg-ch^--c'/i)'kii. = o.
Il faut donc que la droite enveloppe une conique (*].
336. Involution. — heux systèmes de points a, 6, c,..; a', b', c,... situés sur la même droite sont homographlques (331)
(*) Lorsqu'en remplaçant, dans Téquation de deux coniques U et V, a par Àx-hfioi', etc., on obtient, les résultats
;»u -h a;;*? H- fi^v, ;• v ■+- 1 vq -+- /*' v,
il est facile de voir, comme ci-dessus, que UV'+U' V — aPQ représente les deux droites qu'on peut mener par (a', jS', y'), de manière à ce qu'elles soient divisées harmoniquement par les coniques. On^eut voir, en outre (29G), que le système des quatre droites joignant («'y/S'»*/') aux intersections des coniques a pour équation
(UV'h-L'V— iPQ/=4(UL'— P«)(VV'— Q»),
UU' — P% VV— Q* étant les couples de tangentes menées aux coniques par
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lorsque les distances j?, :r' à une origine quelconque de deux
points correspondants ou conjugués satisfont à une relation
de la forme
Axx' + Bjc 4- Cx' -h D = o.
Cette équation n'étant pas symétrique en x et a:', un point de la ligne n'aura pas, en général, le même point correspondant suivant qu'on le considérera comme faisant partie de l'un ou de l'autre des systèmes. Ainsi au point situé à une distance x correspondent respectivement les points situés aux distances
— r^3 — -r rrj sclou qu on Ic considcrc comme ap-
AX -\- {j Ax-hii
partenant au premier ou second système.
Deux systèmes homographiques situés sur la même droite forment un système en involuiion lorsqu'on peut trouver sur la droite un point qui, considéré successivement comme appartenant à l'un et à l'autre système, corresponde toujours au même point. L'équàlîon précédente devant alors être symétrique en X et x\ on aura B =: C, et on pourra la mettre sous la forme
Axx' -hUix-h x) -f- B = o.
Lorsque les distances à l'origine des deirx points correspondants sont données par
ax^ -f- 'ihx -+- fc = o,
on a
A6 H- Ba— 2H/1 = o.
337. Un système en involution se compose donc d'un certain nombre de points a, a'; 6, 6',..., en ligne. droite, tels que le rapport anharmonique de quatre quelconques d'entre eux est égal à celui des quatre points correspondants. En exprimant l'égalité de ces rapports, on peut arrivera diverses relations entre les distances mutuelles de ces points. Ainsi, de
{abca') = {a'b'c'a) on tire
ah,ca' a! h', c'a aa'fbc a'a.b'c' '
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par suite,
ab.ca! .b'c' z=. — a'b' ,c'a,bc.
Le développement des diverses relations auxquelles on peut ainsi arriver ne présente aucune difficulté.
La relation
kxx' -^ H(^ 4- J?' ) -h B r= o,
que vérifient les distances ;r et :r' à Forigine de deux points <:onjugnés, peut se simplifier par un choix convenable de l*origine. En effet, si on la déplace de la quantité a, on a, en désignant par Xx et x^' les distances rapportées à la nouvelle origine,
k[xx -\-oi)(xt' -^ a ) -f-H(jr, -f-:f/-h 2a)-f-B = o,
ou bien
Aj:,a:/4- (H -\- ka){x, 4- x,' ) -f- A a' -h aHa -h B = o,
et, si Ton détermine a par la condition H -4- Aa — o, la relation entre les distances à Torigine de deux points correspon-
dants se réduit à
XxXi =z constante.
L'origine déterminée de cette manière est le centre du sy^sième, d'où le théorème suivant : Le produit des distances au centre de deux points conjugués est constant,
Puisqu'en général le point correspondant à x est donné
Hx H- B par — -7 n5 ce point est situé à l'infini lorsqu'on a
A j: -4- II := o; donc : Le centre est le point dont le conjugué est à l'infini.
On arriverait à la même conclusion en parlant de la relation
{abc&) = [a'b'c'c), c'est-à-dire de
ac.b& a'c' , b'c
av' ,bc alc.b'd
^t en supposant d à Tinfini*, car alors bc' =^ac' y a'c' := b'& ^ et
la relation se réduit à
ac.a!c=^bcMc.
Elle exprime que le produit des dislances au point c de deux, points correspondants est constant, c ayant son conjugué à Finfini. Elle peut se meure sous Tune ou l'autre des formes
ca.ca! =^ -\- K S ca . ca! = — k\
suivant que le. centre est en dehors des deux points qui se correspondent ou bien entre ces points.
3i0. Un point qui coïncide avec son conjugué est unfojrer du système. Il y a éviden^ment deux foyers/,/' également distants du centre, e( situés Tun d'un côté, l'autre de l'autre de ce centre. La distance cf du foyer au centre est donnée par
Lorsque A' est pris avec le signe -f-, c'est-à-dire lorsque deux points conjugués sont toujours d'un même côté du centre, les foyers sont réels; darts l'autre cas ils sont imaginaires.
En faisant :r =:^' dans l'équation qui relie les distances à une origine quelconque, de deux points qui se correspondent, on trouve
Ax^ -h iBx -f-B HT o
pour déterminer les dislances des foyers à celte origine.
Lorsqu'un couple de points conjugués est donné par
l'équation
ax^ -f- ti/ix -h ft = G,
les coefficients de celle équation satisfont à la relation
A6H-Ba-2H/i = o (336).
Donc (332) : Deux points conjugués quelconques forment avec les foyers une division harmonique.
Ce théorème peut aussi se déduire de l'égalité
{aff'a'}={a'ff'a),
qui donne
af.a'f _aTar
aa'.ff- a'a.ff'
OU
Les poinis a, a' divisent donc inlérieuremeni ou exlérieuremenl la dislance//*' des deux foyers en segments qui sont respectivement dans le même rapport.
Corollaire, — Lorsqu'un des foyers est à TinOni, l'autre foyer divise en deux parties égales la distance comprise entre deux poinis conjugués; la distance ab entre deux points quelconques du système est alors égale à la distance a'b^ de leurs points correspondants,
34.2. Deux couples de points déterminent un système en involution. Cela résulte de ce qu'en prenant arbitrairement deux couples de points
, ax^ + 2 Ax -h 6 r= G, a'x^ -+• ^h'x + 6' = o,
on peut toujours déterminer A, H, B par les équations
A6-f-Ba— 2HA = o, Aft'-f- B«' — 2HA' = o.
11 est facile de voir, comme au ï\° 333, qu'un couple quelconque de points formant avec les deux couples précédents un système en involation peut être représenté par une équation de la forme
(ax^^ nhx^b] -hX(û'^'-f- 7.h'x '■hb')=zOy
puisque les valeurs de A, H, B
2(aA' — a' h], ^{hb' — h'b), (ab' — a'b),
déterminées d'après les équations précédentes, satisfont à la relation
A(6 -h W) -h B{a-h la') — 2H(/i -h W) = o (* ).
(*) La condition pour que trois couples, de points aa:'-h aA-r -h * = o,
436 GflAPITRB XVI.
On a ainsi, pour déterminer les foyers du système défini par les deux couples de points donnés, l'équation
{ah' — a'fi)x^ -^ {ab' — a' b)x -^ {hb' — h'b) = o .
Cette équation peut se mettre sous une autre forme, en rendant homogènes, par l'introduction d'une nouvelle variable ^% les équations des couples de points, qui deviennent alors
U = ax^ -+■ 2 hxf -4- 6 j% V == a'x^ -h i li'xy 4- 6'^';
ce qui donne, pour déterminer les foyers,
rfU rfV_rfU rfV_ dx dy dy dx
Les foyers du système défini parles deux couples de points a, a! \ b, V peuvent aussi se déduire de l'égalité
qui donne
{afba') = (a'fb'a), af.ba' a'f.b'a
a'f,ba af,b'a' d'où
af '.Vf :'.ab.ab'\a'b.a'b'\
le point^est alors déterminé par la condition de diviser intérieurement (ou extérieurement) la distance aa'^dans un rapport donné.
34.3. La relation entre les segments formés par six points en involution est la même que celle qui existe entre les sinus des angles correspondants formés en joignant ces six points à un point iWe (313). Donc :
Le faisceau formé enjoignant à un point fixe six points en
a'or'H- 2 A'jr -H b'=: o, «"j-'h- a/i''x -i- b" =^ o appartienncut à un même système en involution, s'obtient en c{jalant à zéro le déterminant
involution détermine sur une transi^ersale quelconque six points en involution,
La figure réciproque de six points en involution est un faisceau en involution,
La plupart des équations trouvées précédemment s'appliquent également aux droites issues d'un même point. Ainsi : un couple de droites a — [i^, a — p/(3 appartient à un faisceau en involution, lorsqu'on a
A // a' -4- II ( /ji-t- fx') -I- B = o ;
et les deux couples de droites
U irr «a» -h 2 AaP -4- 6^% V ~ a' a' -h a A' a^ H- b' ^^
déterminent un faisceau en involution qui a pour rayons focaux (c'est-à-dire aboutissant aux foyers de la division déterminée sur une transversale par le faisceau) les droites
(ah' — a'h)ix} -h (afc' — a'6)a|3 + { A6' — A'6)(3' =^ o, ou
rfa 6/(3 di^ da"""'
344. Les coniques passant par quatre points fixes déterminent sur une transversale un système de points en involution.
Prenons la transversale pour axe des x : S et S' étant deux des coniques considérées, S -f- ffS' en sera une troisième; et si Ton fait j = o dans les équations de ces coniques, on a, pour déterminer les points où elles coupent les transversales,
ax^ -f- 2gx -\- c = o, û'iP'-f- ig'x-h c' = 0, ax^-h igx -+- c -hl{a' x^ -h 'i-g'x -f- c-') = o;
le dernier couple forme avec les premiers un système en involution (342). On peut cncdre démontrer ce théorème de la manière suivante : a, fc, c, rf étant les quatre points fl xes [fig, i o4) et A, A' les points où la transversale A A' rencontre la courbe,
on a, d'après la propriété anharmonique des coniques,
{a, kdb\']=[c,Kdbk'); par suite, pour les points où A A' rencontre les rayons du
Fig. lo/j.
-al /d
faisceau,
(ACBA') = (AB'C'A') = (A'C'B'A).
Les points A, A' appartiennent donc au système en involution déterminé parles pointsB, B',C, C',oii la transversale rencontre les côtés du quadrilatère formé par les points fixes.
En formant le théorème réciproque du précédent, on voit que :
Les couples de tangentes menées par un point quelconque aux coniques inscrites dans un quadrilatère forment un faisceau en involution,
345. L.es diagonales ac, bd peuvent être considérées comme une conique passant par les quatre points fixes ; par suite, les côtés et les diagonales d'un quadrilatère déterminent sur une transversale un système de pointsB,B';C,C';D, D'en involution. Ce théorème (cas particulier du précédent) nous permet de trouver le point conjugué C d'un point G dans le système en involution déterminé par les couples de points BB', DD'. Il suffit pour cela, en prenant un point quelconque «, de mener les droites «B, al), aC et de construire le triangle bcd ayant ses sommets sur ces droites, et dont deux côtés passent par B' et D'; le troisième côté passera par C conjugué de C. On peut prendre le point a à Tinfini, et alors les droites aB, «D, rtC sont parallèles.
Si Ton suppose le point C à l'infini, on oblient de celle matiière le cenire du syslème. La consiruciion esl alors la suivanle : Mener par B,D deux parallèles B6, De; et par B',D' deux aulres parallèles D'6, B'c (dont la direction diffère de celle des premières); la droite bc passera par le centre du «yslème.
EXERCICES
I. Lorsque trois coniques sont circonscrites au même quadrilatère, la tangente commune à deux de ces coniques est divisée'harmoniqucment par la troisième.
Les points de contact de la tangente sont alors les foyers du système en involution.
IL La tangente menée par l'intersection des cordes communes de deux <!oniques à une de ces coniques est divisée harmoniquement par l'autre.
Les points D et D' [Jfg. io4 ) coïncident alors, et par suite se trouvent à un foyer.
IIL Lorsque deux coniques ont un double contact, ou un contact du troisième ordre, toute tangente à l'une est divisée harmoniquement par l'autre conique et la corde de contact.
Car alors les cordes communes coïncident, et le point où la transversale rencontre la corde de contact est un fover.
IV. Décrire une conique passant par quatre points r/, /;, r, r/, et tangents à une droite donnée CC
Le point de contact est un des foyers du système BB', CC, . . . , et peut être déterminé d'après les indications du n** 342. Le problème admet donc deux solutions.
V. Lorsqu'une parallèle à une asymptote rencontre en C la courbe cir-
<M)nscrile à un quadrilatère, et en nbcd les côtés de ce quadrilatère, on
a la relation
C^.Cc = Cb.Cfi,
puisque C est le centre du système.
VI. Résoudre les problèmes du n" 32C, en se basant sur la théorie de rinvolution.
Dans l'Exercice I, K est un foyer; dans l'Exercice II, T est aussi un foyer; dans l'Exercice IIÏ, T est un cenire, etc.
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VIÏ. Les segments d'une séc^nle compris entre une h\[M?rbj!c et les
a^ivroiitotes sont é«'aux.
Dan» ce cas un des fû\er6 du svsleme est à l'infini 3U, Cor.'.
mm *
3iC. Les coniques avant un triangle autopolaire a3y ccmmun déterminent sur les transi' ers al es menées par un des sommets a^ de ce triangle des systèmes en involution.
Les points d'inierseciion de la iransversaîe azz^hp avec une de CCS coniques «a^ -f- ^3' -h cf- = o, éianl donnés par
sont conjugués harmoniquemenl avec les points où celle iransversaîe rencontre ^ et y. Ainsi, en particulier, les coniques inscrites dans un quadrilatère déterminent un sNStème en involution sur la transversale menée par une des intersections des diagonales de ce quadrilatère (1^6, Ex. 111). Les points où celte transversale rencontre les deux autres diagonales sont les foyers, et ceux où elle rencontre les côtés opposés du quadrilatère sont des points conjugués.
EXERQCES.
L Lorsque deux coniques U et V louchent leurs tangentes communes A,B,C,D aux points a,b,c^dja\ b\c'^d', la deuxième corde d'intersection de V, avec la conique S menée par «, ^, c et tangente à D en d\ passe par les intersections respectives de A, B et C, avec bc^ ca et ab.
Soient «, S les points où V rencontre nb\ d'après ce qui précède, ab passant par l'intersection des diagonales de ABCD (203, Ex. II), <î, b et a. b appartiennent au système en involution dans lequel les points où ab rencontre C et D sont conjugués. D'ailleurs (345) les cordes communes à S et à V coupent ab en des points qui font partie du même système, déterminé par les points /?, b et a, p où S et V rencontrent ab^ Si donc D est une des cordes communes, l'autre passe par l'intersectioD de C avec ab.
II. Dans un triangle, on inscrit une ellipse tangente aux côtés A, B, C en leurs milieux a, /», c et un cercle touchant ces mêmes côtés en^',^',r; si la quatrième tangente D commune au cercle etàTellipse touche le cercle en d\ r/' est le point de contact du cercle inscrit avec le cercle mené par les milieux n^ b^ c des côtés.
D'après l'Exercice I, une conique menée par «, ^, c touche le cercle inscrit en r/' lorsqu'elle passe par les points de rencontre de ce cercle avec la droite qui joint les intersections respectives de A, B et C avec Ac, ca et ab. Dans le cas actuel, cette droite est à l'infini : donc la conique tangente est un cercle. Cette démonstration du théorème de Feuerbach (132, Ex. IV), comme cas particulier du précédent, est duo à M. W.-R. Harailton.
On peut construire*le point d' et la droite D sans tracer l'ellipse.
Les diagonales d'un quadrilatère inscrit et celles du quadrilatère circonscrit correspondant se coupent pn un même point; par suite les droites ab^ cd^ a'b', c'd' et celles qui joignent AD, BC; AC, BD passent par un même point.
Si donc a, p, 7 sont les sommets du triangle déterminé par les intersections de bc et b'c\ ca et c'a\ ab et a'b\ les droites rt'a, A'p, c'7 se coupent en d'.
En d'autres termes, le triangle a^y est homologue aux triangles abc^ a'b'c\ d et d' étant les centres d'homologie. De même les triangles apy et ABC sont homologues et ont la droite D pour axe d'homologie.
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MÉTHODE DES PKOJFjZTIONS
§ I. — Projections coMqies-
3Vt. ï^ m^hhocJe des projpciinns, donl nous allons donner un exposé succinci, permet de déduire d'un ihéorème donné ei r<^-.sireinl le ihéorême général auquel il se railache cl donl il n'esl qu'un cas parliculier. Sa supériorilé, comme insirumeni de recherche, ne saurait échapper au lecteur, qui a pu voir déjà tout le parti qu'on pouvait tirer de l'étude des théorèmes particuliers renfermés dans un énoncé général.
Les droites qui joignent tous les points d'une figure à un point 0 de l'espace forment un cône dont le point 0 est le sommet. La seciion de ce cône par un plan détermine une figure qui est la projection de la figure donnée. Le plan de la section s'appelle /?/a/i {le projection,
La droite qui joint un point A au sommet 0 rencontre le plan de projection en un point a qui est la projection du point A, donc :
Cn point se projette suivant an point.
En joignant tous les points d'une droite au sommet, on forme un plan qui rencontre le plan de projection suivant une droite, par suite :
(*) Ca'Mv. nn'tho.lo a i'U: iiiiarriiiôe par PoqcoU't, qui Ta oiposée dans son Traite des Propriétés prnjectives des fi'^ures^ publié en 182a cl réédité et i8()3 {'>. vol. \\\-f\ ; ParÎH, (louthier-Villars;. Dans cet Ouvraj^o, qui peut être considéré comme le point de départ de la Géométrie moderne, se trouvent développés les principes suivants : Ix*s théorèmes relatifs à des points à Tinfini peuvent s'étendre à des points situés il une distance fmic sur une droite; les théorèmes se rapportant ii de« systèmes de cercles s'appliquent à des coniques ayant deux points communs; enfin, les théorèmes relatifs à des points et à des droites ima- (binaires peuvent s'étendre h des droites et à des points rc>els.
Une droite se projette toujours suivant une droite.
Lors donc qu'un certain nombre de points d'une figure se trouvent en ligne droite, les points qui leur correspondent dans la projection sont aussi en ligne droite; et lorsque plusieurs droites passent par un même point, leurs projections passent aussi par un même point.
348. Une courbe plane se projette suivant une courbe de même degré.
Lorsqu'une courbe donnée est coupée par une droite en un certain nombre de points A, B, C, D, . . . , sa projection rencontre la projection de la droite suivant le même nombre de points a, b, c, rf,... correspondant aux premiers : la courbe et sa projection sont donc' de même degré, puisque, géométriquement, le degré d'une courbe se détermine par le nombre de points suivant lesquels elle peut être rencontrée par une droite. Lorsque AB coupe la courbe en des points réels et imaginaires, ab rencontre la projection suivant le même nombre de points réels et le même nombre de points imaginaires. Lorsque deux courbes se coupent, leurs projections se coupent suivant le même nombre de points; et à un point réel ou imaginaire de l'intersection des courbes correspond toujours un point réel ou imaginaire de l'intersection des projections.
La corde AB d'une courbe se projette suivant la droite ab qui joint les points correspondants de la projection. Lorsque A et B coïncident, il en est de même de « et 6; par suite :
La projection de la tangente à une courbe est tangente à la projection de cette courbe.
Plus généralement, lorsque deux courbes se touchent en un certain nombre de points, leurs projections se touchent suivant le même nombre de points.
349. Lorsque le plan mené parle sommet du cône parallèlement au plan de projection rencontre suivant la droite AB le plan de la figure primitive, tout faisceau de droites ayant
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son sommet sur AB se projette suivant un système de droites parallèles. En effet, la droite menée du sommet à un point quelconque de AB rencontre le plan de projection de Tinfini. Réciproquement, un système de droites parallèles se projette suivant un faisceau de droites ayant son sommet sur la droite DF intersection du plan de projection avec le plan mené par le sommet parallèlement au plan de la figure primitive.
Les droites parallèles peuvent donc être considérées comme passant par un même point à Tinfini, puisque leurs projections passent par un même point situé, en général, à une distance finie. De plus, tous les points à l'infini peuvent être considérés comme appartenant à une même droite, puisque la projection du point d'intersection des droites, parallèles se pro- ^ jette quelque part, sur la droite DE du plan de projection,
350. Toutes les propriétés descriptives d'une courbe, c'està-dire n'ayant rapport qu'à la position des points ou des lignes, indépendamment de toute condition de grandeur de lignes oïl d'angles, subsistent pour toutes les courbes suivant lesquelles on peut la projeter. C'est ce qui arrive, par exemple, dans le cas du théorème suivant : les tangentes menées à un cercle par les extrémités des cordes issues d'un point fixe, se coupent sur une droite fixe. Ainsi, lorsque nous aurons démontré qu*un cercle peut toujours être considéré comme la projection d'une conique, nous pourrons, par là méthode des projections, étendre à toutes les sections coniques les propriétés des pôles et polaires dans le cercle. Le théorème de Pascal, celui de Brianchon sont relatifs à des propriétés du même genre; et en les démontrant dans le cas du cercle, on prouvera, par cela même, qu'ils s'appliquent à toutes les courbes du deuxième degré.
361. Les propriétés d'une figure qui subsistent dans sa projection portent le nom de propriétés projectives. En dehors des propriétés descriptives dont nous avons parlé au numéro précédent, il y a un certain nombre de propriétés métriques, c'est-à-dire relatives à la grandeur des lignes qui sont projec-
lives. Ainsi le rapport anharmonique ( ABCD) de quatre points situés en ligne droite est le même que celui (abcd) de leurs projections, puisqu'ils sont Tun et l'autre mesurés parle faisceau (0, ABCD), qui joint les points A, B, C, D au sommet 0 du cône. En général, si les distances mutuelles d'un certain nombre de points en ligne droite A, B, C, D, ..., vérifient une équation telle que
AB.CD.EF-h/r.AC.BE.DF-+-/.AD.CE.BF4-... = o,
dont chaque terme renferme le même nombre de points, quoique dans un ordre différent; celle équation exprime une propriété projeciive. En effet (311), si l'on y remplace AB, AC, . . . , par
OA.OB.sinAOB OA.OC.sinAOC
ÔP ' OP '*"'
OP étant la distance du sommet à la droite, chacun de ses termes contient OA.OB.OC.OD.OE.OF au numérateur et
OP au dénominateur; et en supprimant ces facteurs communs on obtient une relation entre les sinus des angles formés au point 0. Il n'est pas même nécessaire que les points A, B, C, D, E, F soient en ligne droite pour que l'équation ci-dessus exprime une propriété projeciive; il suffit qu'ils soient pris de telle sorte, qu'après la subsliiulion chacun des termes de l'équation contienne au dénominateur le même produit OP.OP'.OP", . . .. Ainsi à cette dernière catégorie se rattache le théorème suivant : Les droites menées d'un même point 0 aux sommets d'un triangle ABC rencontrent les côtés opposés en des points «, b, c tels que Ab.Bc.Ca=: Ac.Ba.Cb. Il suffit dès lors de le démontrer pour une projection quelconque du triangle. Si l'on suppose que le point G se projette à l'infini, AC, BC, Ce devienneut parallèles, et la relation précédente se réduit à l'équation
Ab,Bc = \c*Ba,
qu'il est facile de vérifier en construisant la figure.
352. De là résulte que, pour démontrer une propriété projeclive, il suffit de prouver qu'elle a lieu pour la figure la p/a5^//n/7/e, suivant laquelle on peut projeter la figure donnée.
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de trouver les propriétés harmoniques du quadrilatère complet ABCD. Les côtés opposés se coupant en E, F, les diagonales en G, joignons tous les points de la figure à un point 0 de l'espace et prenons pour plan de projection un plan parallèle à OEF. La ligne £F se projettera à l'infini, et nous aurons un nouveau quadrilatère dont les côtés ab et ce/, ad et bc seront respectivement parallèles, puisqu'ils se rencontrent en des points e et/situés à l'infini. On voit donc que tout quadrilatère peut être projeté 5afVan^M/i/?ara//é^/<?gTamme;et comme les diagonales d'un parallélogramme se coupent mutuellement en deux parties égales, la diagonale ac est divisée harmoniquement en a, g-, c et au point où elle rencontre la ligne à l'infini ef. Donc la diagonale AB est divisée harmoniquement en A, G, G et au point où elle rencontre EF.
EXERCICE
Lorsque, dans deux triangles ABC, A'B'C les points d'intersection x\B et A'B', BC et B'C, CA et C'A' sont en ligne droite, les droites AA', BB', ce passent par un même point.
Si l'on projette à Tinfinila droite suivant laquelle AB, A'B',... se coupent, le théorème à démontrer se ramène au suivant : Lorsque deux triangles abc ^ a'b'c ont leurs côtés respectivement parallèles, les droites aa', bb\ ce' se coupent en un même point. -Celte dernière proposition est évidente, puisque na' et bb' divisent ce' dans le même rapport.
353. Afin de ne pas interrompre l'exposé des application.^ de la méthode des projections, nous renverrons à un autre paragraphe la démonstration des théorèmes suivants :
Une conique peut être considérée comme la projection d'un cercle.
On peut, par un choix convenable du sommet et du plan de projection, projeter une conique suivant un cercle de telle sorte qu'une droite de son plan se projette à l'injini.
Ces théorèmes conduisent aux propositions suivantes :
MÉTHODE DES PROJECTIOxNS. 44?
On peut projeter une conique suivant un cercle ayant pour centre la projection d'un point donné pris dans le plan de la conique. 11 suffit, pour cela, de faire la projeciion de lelle sorte que la polaire du point donné se projette à l'infini (loi).
On peut projeter deux coniques situées dans un même plan suii^ant deux cercles. On n*a qu'à projeter Tune d'elles suivant un cercle, de telle façon qu'une de leurs cordes d'intersection se projette à l'infini; car alors (257) la projection de la seconde conique. passant par les mêmes points à l'infini que le cercle, sera aussi un cercle.
On peut projeter deux coniques ayant un double contact suivant deux cercles concentriques. Il suffit de projeter une des coniques suivant un cercle de telle manière que sa corde de contact avec l'autre se projette à l'infini (251).
354. Les exercices suivants serviront à montrer comment on peut déduire les propriétés des sections coniques, soit des propriétés du cercle, soit de cerlaines propriétés plus simples des coniques elles-mêmes.
EXERCICES
I. Toule sécante menée par un point est divisée harmopiqucment par la conique et la polaire de ce point.
Ce théorème et son réciproque sont relatifs à des propriétés projectives (351 ); ils sont vrais pour le cercle, ils sont donc vrais pour les coniques. Par suite, toutes les propriétés du cercle qui dépendent de la théorie des pôles et polaires subsistent pour les sections coniques.
II. Les propriétés anharmoniques des points et des tangentes à une conique sont des propriétés projectives, qui, ayant été démontrées dans le cas du cercle (312), sont, par cela môme, démontrées pour toutes les coniques.
m. Le théorème de Carnot (313) : lorsqu'une conique rencontre les côtés d'un triangle ABD en a, a\ b^ b\ r, c\ on a la relation
AA.AA'.Bc.Bc'.Cûf.Cri' = Af .Ac'.Bo.Bfl'.C^>.C^'
est une propriété projective qu'il suffit de prouver dans le cas du cercle. Mais alors elle est évidente, puisque
Ab,Xb' = Ac.Ar';...
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On démontrerait de la mènie manière que ce tl)éorème subsiste pour un polygone quelconque.
IV. On peut déduire du théorème de Carnot les différents Ihéorèmes du n** lis, en supposant le point G à l'infini. Car on a alors
kb.kb' Bfl.Bflf'
Af.Ac'
les lignes kb Qiha étant parallèles.
V. Toute corde d'un cercle, tangente à un cercle concentrique, a son milieu au point de contact.
Bc.Bc'
Quand deux coniques ont un double contact, toute tangente à Tune est divisée harmoniquement par le point de contact, l'autre conique et la corde de contact (345, Ex. III).
La corde de contact des deux coniques n'est autre chose que la projection de la ligne à l'infini des deux cercles. Le théorème donné au n" 236, Ex. IV, est un cas particulier du précédent.
VI. Étant donnés trois cercles con
centriques, toute tangente à l'un est divisée par les deux autres en quatre points dont le rapport anharmonique est constant.
Étant données trois coniques ayant un double contact suivant la môme droite, toute tangente à l'une est divisée par les deux autres en quatre points dont le rapport anharmonique est constant.
Le premier théorème est évident , puisque les quatre longueurs sont constantes. Le second peut être considéré comme une extension de la propriété anharmonique des tangentes à une conique. De même, le théorème (276) relatif aux rapports anharmoniquës dans les coniques ayant un double contact s'obtient immédiatement en projetant les coniques suivant des cercles concentriques.
VII. Nous avons déjà dit qu'il suffisait de démontrer le théorème de Pascal pour le cas du cercle ; mais on peut, en s'appuyant sur le n** 353, simplifier encore la figure en supposant que la droite qui joint l'intersection de (AB, DE) à celle de (BC, EF) se projette à l'infini. Il suffit alors de démontrer que, si les côtés AB et DE d'un hexagone inscrit dans un cercle sont respectivement parallèles, il en estde môme des autres côtés CD et AF, démonstration qui ne demande que des considérations trèsélémentaires.
VIII. Un triangle est inscrit dans une conique, deux de ses côtés passent par deux points fixes : trouver Tenveloppe du troisième (272, Ex. III).
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Projetons la conique suivant un cercle, de manière que la droite qui joint les deux points fixes s'éloigne tout entière à Finfini ; le problème se ramène au suivant : un triangle est inscrit dans un cercle, deux de ses 4^tés sont parallèles à deux droites fixes : trouver Tenveloppe du troisième. Un des angles du triangle étant donné , Tenveloppe est un cercle concentrique : donc, dans le cas général, Tenveloppe est une conique ayant, avec la conique donnée, un double contact suivant la droite qui joint les points fixes.
IX. Déterminer les propriétés projectives d'un quadrilatère inscrit dans tine conique.
Projetons la conique suivant un cercle et le quadrilatère suivant un -parallélogramme (352). L'intersection des diagonales d'un parjllélogramme inscrit dans un cercle est le centre du cercle : donc Tinterseclion des diagonales du quadrilatère inscrit dans une conique est le pôle de la droite qui joint le.s intersections des côtés opposés. De plus, si par les sommets de ce parallélogramme on mène des tangentes au cercle, les diagonales du quadrilatère ainsi formé passent aussi par le centre, et sont les bissectrices des angles compris entre les premières diagonales : donc tes diagonales du quadrilatère inscrit et celles du quadrilatère circonscrit correspondant passent par un même point et forment un faisceau harmonique.
X. Le lieu des centres des coni- ■ques circonscrites à un quadrilatère est une conique passant par les mi- Jieux des côtés de ce quadrilatère ^328, Ex. XV).
XL Le lieu des points divisant <ians un rapport donné les cordes parallèles d'un cercle est une ellipse ayant un double contact avec ce cercle (163).
Le lieu des pôles d'une droife fixe, par rapport à une conique circonscrite à un quadrilatère, est une conique, qui rencontre chaque côté du quadrilatère en un point formant une division harmonique avec les extrémités de ce côté, et son intersection avec la droite fixe.
Si; par un point fixe 0, on mène une sécante rencontrant une conique en Â et B, et qu'on prenne sur cette sécante un point P tel, que (OABP) soit constant, le lieu du point P est une conique ayant un double contact avec la conique donnée.
355. Nous allons appliquer la méthode des projections à plusieurs propriétés des foyers, en nous appuyant sur la défi-
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nition que nous en avons donnée au n*' 279 et que nous rappelons ici. Lorsque le point F est le foyer d'une conique, les droites FA, FB, qui le joignent aux deux points imaginaires A et B, où le cercle rencontre la droite à Tinfini, sont tangentes à la conique.
I. Le lieu des centres des cercles tangents à deux cercles donnés est une hyperbole ayant pour foyers les centres des cercles donnés.
Étant données deux coniques S et S' passant par les points Â et B, le lieu des pôles de AB par rapport à une conique tangente à S et S', et passant par A et B, est une conique tangente aux quatre droites CA, CB, C'A, C'B : C et C élant les pôles de AB par rapport à S et S'.
Le deuxième théorème a élé déduit du premier en remplaçant dans renoncé cercle par conique passant par deux points Jîxes A, B (257), et centre par pôle de la droite AB (154).
IL Le lieu des pôles d'une droite donnée par rapport aux coniques ayant un foyer commun et passant par deux points fixes de cette droite est une ligne droite (19i).
IIL Le lieu du deuxième foyer des coniques ayant deux tangentes et un foyer communs est une ligne droite (189).
IV. Le cercle circonscrit au triangle formé par trois tangentes à une parabole passe par le foyer (223, Cor. IV).
Le lieu des pôles d'une droite donnée par rapport aux coniques tangentes à deux droites et passant par deux points fixes pris sur la droite donnée est une ligne droite.
Le lieu de l'intersection des tangentes menées aux coniques inscrites dans un quadrilatère, par deux points pris sur deux des côtés de ce quadrilatère, est une ligne droite.
Les six sommets de deux triangles circonscrits à une conique sont sur une même conique.
En effet, le triangle FAB formé en joignant le foyer F aux deux points A et B du cercle situés à l'inlini est un second triangle circonscrit à la parabole.
V. Le lieu des centres des cercles passant par un point fîxe et tangents
Étant donnée une série de coniques circonscrites à un triangle
à une droite fixe est une parabole ayant pour foyer le point fixe.
VI. Le lieu des centres des coniques inscrites dans un quadrilatère est une droite passant par les milieux
des diagonales.
et tangentes à une droite fixe, le lieu de Tintersection des tangentes menées à ces coniques par deux des sommets du triangle est une conique inscrite dans le triangle.
Le lieu des pôles d'une droiio fixe par rapport aux coniques inscrites dans un quadrilatère est une droite qui rencontre les diagonales en des points conjugués harmoniques de leurs intersections avec la droite fixe.
Il résulte de la définition que nous avons donnée des foyers, que si deux coniques ont un foyer commun, ce foyer, qui est Tintersection de deux tangentes communes, jouit des propriétés énoncées à la fin du n° 264. De plus, deux coniques ayant même foyer et même directrice peuvent être considérées comme ayant un double contact , et peuvent être projetées suivant deux cercles concentriques.
356. Les angles qui sont constants dans une figure ne sont pas» en général, constants dans la projection de cette figure; mais aux propriétés relatives à la grandeur des angles dans la figure primitive correspondent, dans la projection, des propriétés que nous allons étudier, en commençant par le cas où certains angles de la figure primitive sont droits.
Soientx = o, ^= o les équations de deux droites se coupant à angles droits; la direction des points du cercle situés à l'infini étant donnée par x' -h/' = o, ou, ce qui revient au même, par
X -^ y^ — ir^o, X — y^ — ii=o
les quatre droites x, y\ x -hjr^—i, x — JV'-— i forment un faisceau harmonique ( 57). Donc, lorsque quatre points en ligne droite A, B, C, D, formant une division harmonique, peuvent être transformés par une projection, réelle ou imaginaire, de telle sorte que A et B deviennent. les deux points imaginaires et à rinfini d'un cercle, les droites menées par C et D se projettent suivant deux droites perpendiculaires. Les points A et B
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peuvent, du reste, être réels ou imaginaires. Réciproquement : ^ un angle droit de la figure primitive correspond en projec^ tion un angle dont les côtés forment un faisceau harmonique avec les droites qui joignent la projection du sommet à celles des deux points imaginaires et à l'infini du cercle.
EXERaCES.
L La tangente au cercle est perpendiculaire an rayon.
Toute corde d'une conique est divisée harmoniquement par une tangente, et par la droite qui joint au point de contact de cette tangente le pôle de la corde donnée (146).
En considérant la corde de la conique comme la projection de la droite à rinBnf située dans le plan du cercle, les points où la corde rencontre la conique sont les projections des points imaginaires à l'infini du cercle, et le pôle de la corde est la projection du centre du cercle.
II. La droite qui joint le foyer d'une conique au pôle d'une corde focale est perpendiculaire à cette corde (492).
La droite passant par un point forme avec la droite qui joint son pôle à ce pointét les deux tangentes menées par ce. point un faisceau harmonique (146).
La première de ces propriétés n'est évidemment qu'un cas particulier de la seconde, puisque les tangentes menées par le foyer sont les droites qui joignent ce foyer aux points imaginaires d'un cercle.
m. Déterminons, en partant de l'Exercice VI du numéro précédent, le lieu des pôles d'une droite fixe par rapport à un système de coniques homofocales. Les coniques ayant mêmes foyers sont inscrites dans le même quadrilatère (279). Une des diagonales de ce quadrilatère est la droite qui joint les foyers : donc (3S5, Ex. VI) , le point formant une division harmonique avec les deux foyers , et l'intersection de la ligne des foyers par la droite fixe, est un point du lieu. L'autre diagonale est la ligne à l'infini, et puisque ses extrémités sont les points imaginaires du cercle, le lieu cherché est une perpendiculaire à la droite fixe, et se trouve ainsi complètement déterminé.
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IV. Deux coniques homofocales se coupent à angle droit
Lorsque deux coniques sont inscrites dans le môme quadrilatère, les deux tangentes menées par un de leurs points d'intersection divisent harmoniquement une diagonale quelconque de ce quadrilatère.
Ce théorème est un cas parliculior.du théorème réciproque de TExercice i du n^" 345.
Y. Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une conique à centre est un cercle.
Le lieu des sommets des angles circonscrits à une conique, et dont les cétés divisent harmoniquement une droite de longueur AB est une conique passant par les points A eUB.
Ce dernier théorème peut (146] encore s*énoncer de la manière suivante :
Le lieu d'un point 0 tel^ que la droite menée de ce point au pôle de AU passe par le point B, est une conique passant par les points A et B. On peut du reste le démontrer directement en prenant quatre positions de AO, et observant (297, Ex. II) que le rapport anharmonique des quatre droites AO est égal à celui des quatre droites correspondantes BO.
VI. Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la parabole est la directrice.
VIL Le cercle circonscrit à un triangle autopolaire par rapport à une hyperbole équilatère passe par le centre de la courbe (228, Ex. IV).
Si, dans l'Exercice précédent, la droito AB est tangente à la conique donnée, le lieu des points 0 est une droite qui passe par les points de contact des tangentes menées par A etB.
Les six sommets de deux triangles autopolaires par rapport à une conique sont situés sur une même conique.
Los asymptotes d'une hyperbole équilatère étant perpendiculaires, la droite à l'infini rencontre la courbe en deux points qui forment une division harmonique avec les deux points imaginaires A et B du cercle. Et comme le centre C est le pôle de AB, le triangle CÂB est autopolaire par rapport à l'hyperbole équilatère. D'où le théorème réciproque : Les six côtés de deux triangles autopolaires, par rapport à une conique, touchent une même conique.
VIII. Par un point d'une conique. Un faisceau harmonique a son
on mène deux cordes à angle droit; sommet sur une conique, deux de
la corde qui joint leurs extrémités ses rayons sont fixes : la corde qui
passe par un point fixe (181, Ex. n). joint les extrémités des autres
I rayons passe par un point fixe.
Autrement, étant donnés deux points r/, c d'une conique et un rapport harmonique (abcd)^ la corde bd passe par un point fixe qui se trouve à l'intersection des tangentes en a et c. Ce théorème peut se démontrer directement.
Soit R rintersection de ac avec 6r/, puisque (/?, abcd) est un faisceau harmonique, la tangente en a rencontre bd en un point qui forme avec b, r/ et K une division harmonique; il en est de môme de la tangente en c : donc bd passe par l'intersection des tangentes en a et en r. Comme cas particulier, nous ayons le théorème suivant :
Par un point fixe d'une conique, on mène deux cordes faisant des angles égaux avec une droite fixe; la corde qui joint leurs extrémités passe par un point fixe.
357. Les couples de droites menées par un point fixe, de telle sorte que les deux droites de chaque couple fassent des angles égaux avec une droite fixe, déterminent^ sur la droite à V infini f un système de points en involution dans lequel les points imaginaires et à V infini du cercle sont conjugués.
Ces couples déterminent évidemment, sur une droite quelconque, un système de points en involution dont les foyers se trouvent sur les bissectrices intérieure et extérieure communes à tous les couples. Les deux points à TinOni appartiennent à ce système, puisque ces bissectrices forment, avec les rayons qui correspondent à ces points, un faisceau harmonique.
Les tangentes menées par un point à un système de coniques homofocales font des angles égaux avec deux droites fixes (189).
Les tangentes menées par un point à un système de coniques inscrites dans le même quadrilatère déterminent sur une diagonale quelconque de ce quadrilatère un système de points en involution auquel les extrémités de celte diagonale appartiennent comme points conjugués (344).
MÉTHODE DBS PROJECTIONS. 4^5
358. Deux droites issues d'un point fixe et comprenant un 4ingle constant forment y avec les droites qui joignent ce point fixe aux points à l'infini du cercle y un faisceau dont le rapport anharmonique est constant.
Soient x z=o, yz=o les équations des deux droites comprenant un angle constant d, la direction des points à rinfinî <iu cercle sera donnée par la relation
x^ -^ y^ -hi xycos 6 = 0,
et si l'on décon^pose cette équation en ses deux facteurs, on voit (57) que le rapport anharmonique des quatre droites est constant lorsque 6 est constant.
EXERCICES
I. Le théorème relatif à Tégalité des angles inscrits dans un mémo segment de ci rconfi^. renée n'est, d'après ce qui précède, que l'énoncé par- (iculier de la propriété anharmonique de quatre points d'un cercle, dans le cas où deux d entre eux sont à l'inGni.
II. L'enveloppe de la corde d'une ironique, vue du foyer sous un angle constant, est une autre conique ayant même foyer et môme directrice que la conique donnée.
III. Le lieu décrit par le sommet d'un angle constant circonscrit à la parabole est une hyperbole ayant même foyer et même directrice.
IV. Par le foyer d'une conique
Par le point 0, on mène à une conique deux tangentes en T et T'; on prend sur la conique deux points A et B tels, que (0, ATBT') soit constant : Tenveloppe de BA est une conique tangente, en T et T', à la conique donnée.
On mène à une conique deux tangentes déterminant une division anharmonique donnée, sur un segment AB d'une tangente fixe : le lieu de l'intersection de ces deux tangentes est une conique qui toychelapremièreaux points de contact des tangentes menées par A et B.
Sur une tangente quelconque à
on mène des droites également in- une conique rencontrée en T, T' <!linées sur les tangentes; le lieu i et M par deux tangentes et une
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des intersections des droites et des | droite 6xes, on prend nn point P tangentes est un cercle. tel, que (PIMT] soit constant; le
lieu du point P est une conique passant par les points d'intersections des tangentes fixes avec la droile fixe.
Le théorème qui suit n est qu*un cas particulier du précédent : Le liev du point où le segment déterminé sur une tangente variable par deux tangentes fixes est divisé dans un rapport constant, est une hyperbole dont les asymptotes sont parallèles aux tangentes fixes.
V. Le sommet P d'un angle constant TPO glisse sur un cercle, un de ses côtés OP passe par un point fixe 0, le deuxième côté TP enveloppe une conique ayant le point 0 pour foyer.
On donne le rapport anbarmonique d'un faisceau, trois de ses rayons tournent autour de trois points fixes A, B, C, tandis que son sommet glisse sur une conique passant par A et B; Fenveloppe du quatrième rayon est une conique tangente aux droites CA, CB.
Et comme cas particulier : Par un point quelconque P d*une conique on mène, à deux de ses points fixes A et B, deux cordes qui déterminent sur une droite fixe un segment variable ; 1 enveloppe de la droite PM, divisant ce segment dans un rapport donné, est une conique tangente aux parallèles menées par A et B à la droite fixe.
VL Le sommet P d'un angle constant TPO glisse sur une droite fixe; un de ses côtés passe par un point fixe 0 ; Tautre côté enveloppe une parabole ayant le point 0 pour foyer.
On donne le rapport anharmonique d'un faisceau; trois de se»
rayons passent par trois points fixes, tandis que son sommet glisse sur une droite fixe; le quatrième rayon enveloppe une conique inscrite dans le triangle formé par les points donnés.
359. Dans ce qui précède, nous avons exposé la méthode géométrique au moyen de laquelle on peut déduire les propriétés d'une figure de celles d'une autre figure corrélative, non pas comme au Chapitre XV (de manière à ce que les points de l'une correspondent aux tangentes de Tautre), mais de telle sorte que les points correspondent aux points et les tangentes aux tangentes.
L'analyse peut aussi conduire au même résullat.
Considérons deux triangles de référence ayant respectivement pour côtés a, b, cet a'» b', </; une même équation en coordonnées trilinéaires représentera deux courbes différentes, mais de même degré, suivant qu'on la considérera comme se rapportant au premier ou au second de ces triangles (* ); et les mêmes équations serviront, par une interprétation différente,
à établir les propriétés correspondantes des deux courbes.
Une droite d'un système correspond toujours à une droite de l'autre, sauf dans le cas de l'équation aa-h b^ -h cy =: o, qui représente une droite située à l'inOni par rapport au premier triangle et une droite située à une distance finie par rapport au second; de n^me, a'a -+-6'(î-f- c'y = o représente une droite à l'infini relativement au second et une droite située à une distance finie relativement au premier. Mais l'étude des coordonnées trilinéaires montre facilement comment il est possible de généraliser les théorèmes où il est question de droites à l'infini (278, Ex. II). Ainsi, pour obtenir le lieu des centrès des coniques inscrites ou circonscrites à un quadrilatère, il suffit de chercher le lieu du pôle de la droite à l'infini aa-hfcp-Hcy, et le même procédé peut servir à trouver le lieu du pôle d'une droite Xa + /:a|3'+ vy par rapport à des coniques assujetties aux mêmes conditions.
Le rapport anharmonique d'un faisceau P — A-P',P — /P',... ne dépend que des constantes /r, /,... (59), et reste constant lorsque les droites représentées par P et P' viennent à changer. Par suite, dans le mode de transformation que nous venons
(*) H est facile de voir que pour rapporter au premier triangle la courbe obtenue en interprétant l'équation par rapport au second triangle, il suffit de remplacer, dans l'équation donnée a, /3 et y par
/« •+- m j8 -H n y, l'a-i- m' fi -f- /l'y, Voc ■+■ m" fi -\- n'y ;
en représentant par /a + m/S + n*/ la droite correspondante à a, etc. Ou trouvera de plus amples renseignements au sujet de cette méthode de transformation dans la deuxième Partie de la Géométrie analytique de M. Salmon {Higher Plane Curves, Chap. VI).
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d'indiquer, à un faisceau de qualre droites dans un système, correspond dans l'autre un faisceau ayant même rapport anharmonique; à quatre points en ligne droite correspondent quatre points ayant même rapport anharmonique.
Une équation S = o,qui représente un cercle dans le premier système, ne représente pas, en général, un cercle dans le second. Mais, puisque Téquation d'un cercle quelconque du premier peut se mettre sous la forme
S -h {ace -h i(3 -4- cy)(Xa + /[JL [3 -4- vy)=ro,
toutes les courbes du second système correspondant à des cercles du premier passent par les deux points communs àSetàaa-f-A(3-f- cy.
360. Nous sommes ainsi conduit, par une voie purement analytique, à un principe très-important découvert par Poncelet, qui en a donné des applications nombreuses dans son Traité des propriétés projectiles^ le principe de continuité. Ce principe, en vertu duquel les propriétés relatives à une figure dont les lignes et les points sont réels subsistent lorsqu'une partie de ces points ou de ces lignes devient imaginaire, se démontre plus facilement, du reste, par l'analyse que par la géométrie. Les procédés analytiques ne tiennent, en effet, aucun compte de la distinction si importante, en géométrie, du réel et de l'imaginaire. Ainsi, par exemple, le procédé employé au Chapitre XIV pour déterminer les propriétés du système de coniques représentées par des équations de la forme S r= /r aj3, S = ko} est toujours le même, que les points d'intersection de a et (3 avec S soient réels ou imaginaires.
D'une propriété donnée d'un système de cercles on ne peut déduire, par une projection réelle, qu'une propriété relative à un système de coniques passant par deux points imaginaires; tandis qu'il est impossible de démontrer cette dernière propriété, en partant de l'équation générale, sans la démontrer en même temps pour les coniques ayant deux points réels communs.
La méthode analytique de transformation indiquée au nu-
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méro précédent s'applique également lorsqu'à des points réels d'une figure on fait correspondre des points imaginaires de l'autre. Ainsi, par exemple, a' -h (3' = y] représente une courbe qui coupe la ligne y en des points imaginaires; mais,
si Ton remplace a, p par P ± Q v^— i , et y par R (P, Q, R désignant des droites], on obtient une nouvelle courbe qui est coupée en des points réels par la droite R correspondant à y. Toutefois, la méthode des projections présente d'assez grandes différences dans les applications, suivant qu'on I^ considère comme géométrique ou comme analytique. Dans la méthode géométrique, on déduit le théorème général d'un théorème particulier relatif soit au cercle, soit à un cas simple de la figure, théorème démonlré d'abord. Dans la méthode analytique, on démontre immédiatement le théorème général, et on en déduit ensuite les théorèmes particuliers, parce qu'au moyen de l'analyse il est aussi facile de démontrer un théorème général qu'un théorème particulier.
§ II. — Des sections planes du cône.
361 . Les sections faites dans un cône par des plans paral-^ lèles sont semblables.
Menons par le sommet 0 du cône des droites quelconques OA, OB, . . ., elles rencontreront les plans des sections en des points A, B,..., a, fr,... qui se correspondront deux à deux, ainsi queles rayons vecteurs AB,..., a6,.... Les deux triangles OAB, Oab sont semblables: le rapport de AB à aft, égal à celui de OA à Oa, est constant. Les rayons vecteurs d'une section sont donc, avec ceux qui leur correspondent dans l'autre, dans un rapport constant; par suite (233), les deux sections sont semblables.
Corollaire. — La section faite dans un cône à base circulaire par un plan parallèle à cette base est un cercle.
.Ce corollaire pourrait se démontrer diretement en prenant pour A et a les centres des cercles.
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362. La section d'un cône à base circulaire est une ellipse^ une hyperbole ou une parabole.
Un cône à basé circulaire est droit lorsque la droite menée par le sommet au centre de la base est perpendiculaire à celte base, et alors cette droite s'appela ajce du cône.
Un cône est oblique lorsque celle droile esl oblique par rapport à la base.
Nogs déterminerons d'abord la nature des sections faites dans un cône droit.
Prenons pour plan de la figure le plan OAB conduit par l'axe OC du cône [Jig. io5) perpendiculairement à celuide la
section MS«N. 11 coupe le cône suivant les droites OA et OB, le plan sécant suivant MN, et la base ASB du cône suivant AB. L'intersection RS de la base avec le plan sécant est perpendiculaire au plan de la figure.
I* Considérons d'abord le cas où la droite MN rencontre les côtés OA et OB, comme il est indiqué dans la/rg^. io5, c'est-à-dire d'un même côté du sommet 0.
Le plan asb mené parallèlement à la base par un point s de la section coupe le plan de la figure suivant afr, le plan sécant suivant rs, et le cône suivant un cercle. On a, d'après un théorème connu,
RS' = AR.RB.
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RS étant uue ordonnée du cercle; de inème
rs = ar. rb.
La comparaison des triangles semblables ARM et arM, RRN irN donne la proportion
par suite,
AR.RB:MR.RN::ar,rft:Mr.rN;
RS':r5'::MR.RN:Mr.rN.
Le carré d'une des ordonnées rs de la section est ainsi dans un rapport constant avec le rectangle des segments qu'elle détermine sur MN; cette section est donc une eliipse [ikdflll) ayant MN pour grand axe, et dont le petit axe 26 est donné par la proportion
46^:Mn'::Rs':MR.RN.
2*» La droite MN rencontre les deux droites OA, OB de part etd'autre du sommet (^^.106). En suivantlamème marche que
Fig. 106.
dans le cas précédent, on trouve que le carré de l'ordonnée rs est dans un rapport constant avec le rectangle Mr. rN des
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segments qu'elle déirrmîne sur le prolongemcmi de la droite MN. Il est dès lors facile de voir que la section est une Arperbole se composant de deux branches opposées N*S, Mj'S'. 3*» La droite MNest parallèle à Tun des côtés OA [fig. 107). Dans ce cas :
AR = flr, RB:r6::RN:rN,
Fig. 107.
et comme
on a
-ar.rb,
RS :RN
Le carré de l'ordonnée esi donc, avec Tabscisse, dans un rapport constant; par suite, la section est une parabole (*).
{* ) Ceux qui H'occupèrent les premiers des sections coniques ne considéraient que le cas du cône droit coupé par un plan perpendiculaire à une de ses arêtes, c'est-à-dire en supposant la droite MN perpendiculaire à OB. Les sections coniques furent alors divisées en sections d'un cône rectangle, acutangle et obtusangle, et, d'après Eutochius, le commentateur d'Apollonius, on les appela : parabole, ellipse ou hyperbole, suivant que l'angle du cône était égal, inférieur ou supérieur à un angle droit. (Le passage entier d'Eutochius a été cité par M. Walton dans ses Problèmes, p. ^iS). Ce fut Apollonius qui montra le premier, que les trois sections pouvaient être obtenues dans un seul cône, et qui, suivant Pappus, leur donna le nom de parabole^ ellipse et hjrperbote, en se basant sur les raisons indiquées au n<> 194. L'autorité d'Ëutochius, qui vivait plus do cent ans après Pappus, n'est pas très-grande; cependant le nom de parabole était déjà employé par Archimède, qui écrivait avant Apol> lonius.
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363. Il 6Sl évident que les projections des tangenies au cercle en A et B sont tangentes en M et N à la section conique (348); dans le cas de la parabole, le point M et sa tangente s'éloignent à l'infini, ce qui nous conduit encore à cette conclusion : La parabole a une tangente iititèe tout entière à l'infini.
36b. Supposons maintenant que le cône soit oblique. Prenons pour plan de la figure le plan mené par OC perpendiculairement à lu baseAQS6(/g'. io8). Le plan sécant rencontrant
. Fie- loS.
cette base suivaniune droite QS, menons dans le cercle le diamètre LK de cette corde QS. Le plan LOK conduit par ce diamètre LK et le sommet 0 coupe le plan sécant en MN. La démonstration est dès lors analogue à celle que nous avons donnée pour la section tlu cône droit. On a, dans le cercle AB,
Ks' = LR.ItK.
On aurait de môme, dans un cercle parallèle mené par un point * de la section (afin d'éviter la complication, ce cercle n'a pas été représenté sur la figure),
/■* — Ir. rh.
La similitude des triangles KRM, AtM, LItN, /rN situés dans le plan LOK prouve, comme dans le cas où le cône est droit, que le rapport KS : rs des carrés des ordonnées de la section est le même que celui dos rectangles des segments qu'elles dé-
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terminent sur la droite MN. La section est donc une conique dans laquelle MN est le diamètre correspondant à QS; ce sera une ellipse ou une hyperbole suivant que MN rencontrera les droites OL et OK d'un même côté ou de part et d'autre du sommet» et une parabole lorsque MN sera parallèle à Tune de CCS droites.
Dans cette démonstration, nous avons supposé que QS coupait le cercle en des points réels; s'il n'en était pas ainsi, il suffirait de prendre, au lieu du cercle AB, un autre cercle parallèle ab qui rencontrerait la courbe en des points réels.
365. Lorsqu'un plan sécant rencontre la base d'un cône circulaire suivant une droite QS, les diamètres conjugués à QS pris dans le cercle et dans la section se coupent sur QS.
Le théorème est évident quand la droite QS (devenant alors qs) rencontre le cercle en deux points réels, puisqu'aiors les deux diamètres conjugués passent par le milieu r de qs
Fig. 109.
(fig. 1 09). Reste à examiner le cas où les intersections de 55 et d u cercle cessent d'être réelles. Le diamètre df^ qui divise en deux parties égales les cordes parallèles à QS dans le cercle, se projette suivant un diamètre DF divisant en deux parties égales les cordes parallèles à qs dans un cercle parallèle au premier (361). Leiieu des milieux des cordes du cône parallèles à qs est donc un plan Odf. Par suite, le diamètre conjugué de QS dans une section quelconque est l'intersection du plan 0£[/*avec le plan
de celle seclion, el passe par le point R, irace de la droite QS sur ce plan Odf.
Les rectangles RD.RF et Rg-.R/r des segments RI), RF, Rg*, R k {Jig. 1 09 ) déterminés sur les diamètres conjugués à QS dans le cercle et la section par leur intersection R, sont entre eux dans le même rapport que les carrés des diamètres parallèle et conjugué à QS dans la seclion.
Lorsque qs renconire le cercle en des poinls réels, le ihéo-
rème esl évident, puisque rs = dr.rf. Nous avons dénjonlré, en général, que les droites gk, dfy DF étaient situées dans un plan mené par le sommet. Les points D et J sont donc les projections de g-, c'est-à-dire sont silués sur une droite passant par le sommet. Par suite, les triangles semblables (comme au numéro 36^) nous donnent
rfr./f:DR.RF::gr./*:gK.Rfr;
el puisque les rectangles dr.rf et gr.rk sont dans le môme rapport que les carrés des diamètres parallèles, il en esl de même dés rectangles DR.RF et g-R.R/r.
Ce théorème nous permet, élanl données la section gshq et la droite QS, de trouver DR.RF, c'est-à-dire le carré de la tangente menée du point R au cercle dont le plan passe par QS*.
366. On peut toujours projeter une conique gshq suivant un cercle, de telle sorte quune. droite TL située dans son plan et ne la coupant pas se projette à V infini»
Il suffit, pour démontrer ce théorème, de faire voir qu'on peut toujours trouver le sommel 0 d'un cône, ayant pour base la conique donnée et dont les sections parallèles au plan OÏL soient des cercles; car alors ces sections satisfont à la question. D'après le théorème précédent, la dislance OL, du sommet 0 à l'intersection L de TL avec son diamètre conjugué, est donnée, puisque le plan OTL rencontrant le cône suivant un
cercle infiniment petit, le rapport OL :gL. LA* esl le même que celui de deux diamètres connus de la seclion; d'ailleurs OL est situé dans le plan perpendiculaire à TL, puisqu'il est
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parallèle au diamèlre du cercle perpendiculaire à TL. Rie» du reste ne limite la position de 0, qui doit se trouver sur une circonférence déterminée dans un plan mené par le point L perpendiculairement à TL. *
367. Lorsqu'une sphère A¥BD inscrite dans un cône droit AOB est tangente au plan d'une section MPN, le point de contact F est un foyer de cette section, et l'intersection du pian de la section et du plan de contact ADB de la sphère avec le cône est la directrice correspondante.
Inscrivons une deuxième sphère adb Y'{Jig, i lo) entre le plan de la section et le sommet 0 du cône : soient adb son plan de
Fij;. 110.
contact aver le cône et F' son point de contact avec la section. Joignons un point quelconque P de la section au sommet O; cette droite PO rencontre les plans de contact en D et rf. Les tangentes menées par un point à la sphère étant égales, on aura
PD=:PF, P(/=PF; par suite,
PF -h PF'=: PD -4- Prf = De? = constante.
Les points F et F' sont donc les foyers de la section.
Le point R, où FF' rencontre le prolongement de AB, appartient à la directrice, c'est-à-dire à la polaire de F, puisque^
d'après une propriété du cercle, N, F, M, R forment une division harmonique.
On démontrerait facilement que le paramètre de la section MPN est constant, lorsque la distance de son plan au sommet est constante.
Corollaire, — Le lieu des sommets de tous les cônes droits sur lesquels on peut placer une ellipse donnée est une hyperbole passant par les foyers de Fellipse. La différence MO — NO est, en effet, constante, puisqu'elle est égale à la différence
MF'-NF'C).
§ III. — Projections orthogonales.
368. On appelle projection orthogonale d'un point sur un pfan le pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur ce plan. La projection d'une figure quelconque est le lieu des projections de ses divers points; et il est facile de voir que la projection d'une droite est une droite, et que des droites parallèles se projettent suivant des droites parallèles, etc.
La projection orthogonale d'une figure n'est autre chose, du reste, que la section droite du cjrlindre diyaini cette figure pour directrice. Le plan de la section droite est le plan de projec^ tion.
(*) £n partant de ce principe, M. Mulcahy a indiqué une méthode pour déduire les propriétés des angles qui ont le foyer pour sommet de celles relatives aux petits cercles de la sphère. Transformons par cette méthode le théorème suivant : Si, par un point P de la sphère, on mène un grand cercle coupant un petit cercle en deux points A et R, le produit tang^ AP.tang^BP est constant. Prenons un cône ayant ce petit cercle pour i)ase, et le centre de la sphère pour sommet; en coupant ce cône par un plan, on voit que : Si par un point p pris dans le plan d'une conique, on mène une sécante qui rencontre la conique en a et 6, le produit des tangentes des moitiés des angles sous lesquels ap et bp sont vus du sommet du cône est constant. Cette propriété appartenant au sommet d'un cône droit, quelle que soit, du reste, la position du plan do la section faite dans ce cône, subsiste encore lorsque ce sommet coïncide avec le foyer de la section ; on retombe ainsi sur la relation connue
tangj a/p. tanQy hfp = const. (225, Ex. VIII).
La projection orthogonale MM' d'une droite est égale au produit de cette droite PQ par le cosinus de l'angle compris entre cette droite et sa projection (*).
Cela est évidenl, comme on peut le voir en se reportant à la Jig. 3, où MM' est la projection de PQ.
Corollaire I, — Le rapport entre des droites parallèles et leurs projections orthogonales est constant.
Corollaire II. — Les droites parallèles au plan de projection se projettent en vraie grandeur.
L'aire d' une Jlgure plane est dans un rapport constant avec
l'aire de sa projection orthogonale,
* Prenons les ordonnées de la figure perpendiculairement h
rintersection du plan de cette figure et du plan de projection;
les ordonnées de la projection seront perpendiculaires à cette
intersection; leur rapport avec celles de la figure sera constant
et égal à celui du cosinus de Tangle des plans à l'unité. Et on
sait (ce que nous prouverons au n® 394) que, lorsque deux
figures sont telles, que les ordonnées de Tune soient dans un
rapport constant avec les ordonnées de Tautre, les aires de ces
figures sont entre elles dans le même rapport.
Le cercle peut être considéré comme la projection orthogonale d'une ellipse.
Prenons pour plan de projection le plan conduit suivant une parallèle au petit axe de l'ellipse et faisant avec le plan de l'ellipse un angle dont le cosinus est égal à -; les droites parallèles
au petit axe se projettent en vraie grandeur, celles parallèles au grand axe sont diminuées dans le rapport de 6 à a; la projection de l'ellipse est donc (163) un cercle de rayon b.
369. Appliquons les principes précédents à la solution du problème donné dans l'Exercice VU du n" 231 : Trouver le
{*) Ou, ce qui revient au même, de l'angle fait par la droite avec le plan de projection.
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rayon R du cercle circonscrit à un triangle inscrit dans une conique.
Soient a, |3, y les côtés du triangle, A son aire; la géométrie élémentaire fournit la relation
Si Ton projette l'ellipse suivant un cercle de rayon 6, et que Ton désigne par a', (3',y', A' les projections des côtés et de Taire du triangle, il vient
Mais, les droites parallèles étant dans un rapport constant avec leurs projections, on aura également
en représentant par b\ b",, 6*' les diamètres conjugués parallèles à a, ^, y.
Les aires A et A' sont liées d'ailleurs par la proportion (368)
Donc
Par suite,
^:^::ab^:k'b-'b-'.
ab
(*) Cette démonstration du théorème de Mac-Cullagh est due au IJ*" Graves.
ho
370. Nous avons démoniré (250) que lorsque S el S' représentent deux coniques, il y a trois valeurs de le pour lesquelles /rS -h S' représente un couple de droites. Soient
S =: ax^ -f- 6t'' -4- cz^ -4- '^fyz -h 2 gzx -4- 2 hxy*^= o, S' = a'x^ -h &y ' H- c'z' -f- 2/y -h ng'zx -4- 2 A'j;r =^ o
les équations des deux coniques, et
A = abc -h ^fgh — afj — ftg' — ch\ ùk'=:a'b'c' + -^fg'h'- a'f^'—h'g'^— c'h"
leurs discriminants. Ces valeurs de k sont données par Téqualion du troisième degré
obtenue en remplaçant, dans la relation A=:o, a, 6,... par a -h ka\ h -4- kb\, . . .
En effectuant les calculs on trouve pour 0 l'expression
(6c —p)a! -h (ca - g^)b' -^{ab — li')d
^ig'i - ^f)f + 2( A/~ 6g^)g^' 4- 7.{fg - c/i )//,
ou, en employant la notation du n" 151,
Xa' -h B6' -f- Ce' -f- 2F/ -h iGg' 4- 2 H A', ou bien, d'après le théorème de Taylor,
a -j~ -h b' -T.- 4- C' -j- -^f~T^. 4- g -j- 4- /l'-jT^"
c^a </6 de "^ dj ^ dg dix
On a d'ailleurs
comme on peut le voir, en permutant les accents dans l'expression de 0.
Si Ton élimine k entre Féqualion frS-f- S' = o, et celle du troisième degré en /f, Téquation résultante
AS'^ - 0S''S + 0'S'S' - A'S* = o,
qui est évidemment du sixième degré, représente les trois couples de droites qui joignent les quatre points d'inlerseclion des deux coniques (238 j.
EXERCICE
Trouver le lieu de rinterseclion des normales menées à une conique par les extrémités d'une corde qui tourne autour d'un point fixe (a, P).
L'équation de la conique étant S = — ^ -^ 'tj — i — o, les points dont
les normales se coupent en un point donné [x\ y') se trouvent à l'inler- «ection de S avec l'hyperbole, S' = 2 {c^xy ■+- b^y'x — (i^x'y) = o (181, Ex. I). Ce qui précède permet de former l'équation dos six cordes joignant les pieds des normales menées par [x\y')\ eten exprimant qu'elle est vérifiée par a, ^ on obtiendra l'équation du lieu cherché. D'ailleurs on a
^'= -là'b^c^x'y'.
Par suite, le lieu a pour équation
^(.i'?x~^^«j-.-^ap)'
-+- i[n^x''-^b^f--c')[a'^x-b'xy — r^'4](-^ -h ^ - iV
-+- la^b^c^xyy — -f- t, — i ) = oj
qui représente une courbe du troisième degré. Cette courbe se réduit à une conique lorsque le point donné est sur l'un des axes (ce qui revient k faire a = o dans l'équation précédente), et alors l'axe fait partie du lieu, comme on peut du reste le voir géométriquement. Elle se réduit encore
47^- CHAPITRE XVIir.
à une conique lorsque le point est situé à l'infini, c'est-à-dire lorsqu'on demande le lieu de Tinlersection des normales menées aux extrémités des cordes parallèles à une droite donnée.
371. Lorsqu'en passant d'un système d'axes de coordonnées (cartésiennes ou irilinéaires) à un autre, S et S' se transforment
en S et S', A-S -h S' devient évidemment AS -t-'S', et le coefficient k reste invariable. Les valeurs de k pour lesquelles /f S H- S' représente des lignes droites est donc indépendant des axes auxquels S et S' sont rapportés; par suite le rapport entre deux quelconques des coefficients de l'équation du troisième degré qui détermine k (370) est constant, quelle que soit la transformation que l'on ait fait subir aux axes (*).
Les quantités A, 0, 0', A' s'appellent, pour cette raison, les invariants du système des coniques S et S'. Si donc, après avoir ramené à leurs formes les plus simples les équations de deux coniques S et S', on arrive à une relation homogène entre A, 0, 0', A', on peut affirmer que la même relation subsiste, quelle que soit la position des axes de coordonnées» Il est dès lors possible d'exprimer, en fonction de ces quatre quantités, la condition nécessaire pour que deux coniques soient assujettiesà une relation indépendante du choix des axes.
Le^ exercices suivants sont relatifs au calcul des invariants dans quelques cas d'un emploi fréquent.
I. Calculer les invariants de deux coniques rapportées à leur triangle aulopolaire commun.
(•) Il est facile de voir, en efloctuaiit les calculs de transformation, que si dans S et S' on remplace jt, ^-j z par
ÎJC 4- mjr -4- « r, / 'x -i- m'y h- n'z, î ".r -h /«'^ -h «"z,
les quantités A, 6, 0', A', relatives aux nouveaux axes, se déduisent des quantités correspondantes relatives aux anciens, en les multipliant respectivement par le carré du déterminant
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Les équations des coniques sont alors
Si, pour simplifier, on y remplace x, j, z par x yjljî^ y }Jb\ z v/?, de manière à ramener S' à la forme x^-h r^-h z% elles deviennent
S = ax^-h by^-h cz^^ S' = x^-h y^ H- z% et on a
A = abc^ S = bc ~h ca -h ab, &' = a -h b -h c A' = i .
L'équation S-i-X'S'= o représente deux droites pour les valeurs de /• données par
X ' -h P(a -h b -h c) -h A (bc -h ca -h ab) -h abc = o ,
c'estnà-dire lorsque /• est égal à l'une des trois quantités —a, — bj — c,
IL S' représente, comme plus haut, x' -h j* -4- z' , et S l'équation générale ; calculer les invariants.
RÉP. e = {ôc-/^)-h(f«~^»)-h(fl^> — ^') = Ah-B-hC;'
m. Lorsque S et 'S' représentent les deux cercles jc'-h/'— /', (x^— a)'-^-(J— p)*— /*'*, on a pour les invariants
A = — ^^ e=^x^-i-p''-ir^—r'\ 0'= a*H- f'— r^— ar'*, A'= — /•".
Et si D est la distance des centres des deux cercles, S -+- XS' représente un couple de droites pour les valeurs de X vérifiant Téquation
Mais comme S — S^ représente deux droites (dont l'une est située à l'inlini), il est évident que — i est une des valeurs de X , et X- -1- i un diviseur du premier membre de Téquation. En effectuant le calcul, on a, pour déterminer les deux autres valeurs de X,
r^ _H (r' -+- r'^- D')X -4- r'H' = o. IV. S représente la conique
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S' le cercle
calculer les invariants.
V. s représentant la parabole/*— 4 '"-î^» S' le même cercle qu'à l'Exercice IV, on demande les invariants.
RÉPONSE
A=— 4/;/% 0== — 4/7/(a -t-/w), 9'= fi»- 4/wa — r», l'= — r^.
372. Trouver la condition pour que deux coniques S et S' soient tangentes.
Lorsque deux des quatre points d'intersection de deux coniques coïncident, il en est de même de deux des trois couples de cordes d'intersection, et Téquation du troisième degré
A/f' -I- Qk' -4- 07f + A' = o
admet deux racines égales; on a ainsi, pour exprimer que les deux coniques se touchent, la relation
AA'.)^ = 4(0^ - 3A0')(0'' -- 3A
qui peut encore s'écrire de la manière suivante:
En se reportant à la théorie générale des équations, on voit que le premier membre est proportionnel au produit des carrés des différences des racines de Téquation en k. Cette équation a donc toutes ses racines réelles s'il est positif, et une seule s'il est négatif. Dans ce dernier cas ( voir n** 282 ), S et S' se coupent en deux points réels et deux points imaginaires, tandis que dans le premier S et S' se coupent en quatre points réels, ou quatre points imaginaires.
EXERCICES
I. Trouver par cette méthode la condition pour que deux cercles se touchent.
La condition pour que l'équation réduite
(371, Ex. III) ait ses racines égales est r' -h r'^ — D^ = ± irr\ ce qui donne la solution bien connue D = r =b r'.
II. Trouver le lieu décrit par le centre d'un cercle de rayon constant tangent à une conique donnée.
II suffit de remplacer dans l'équation de ce numéro les quantités À. 0, B', A' par leurs valeurs données au n° 371, Ex. IV et V, en considérant a et p comme les coordonnées courantes. Le lieu est en général du huitième degré, et se réduit au sixième dans le cas de la parabole. II est du reste le même que celui qu'on obtiendrait en prenant sur toutes les normales à la conique des longueurs égales au rayon r du cercle à partir do la conique.
On l'appelle quelquefois courbe parallèle ^\àQ>m\^^^ et il a même développée que cette conique.
La courbe parallèle à la parabole j'= l^mx a pour équation
— (r'— ^mx^\r'^ -^{x — my\= o a^
et la courbe parallèle à l'ellipse -7 "^ tt = ' ®st donnée par
-¥- 2C=(3«*— rt'^^-t- ^>V + ^'*- 6fl'^>*-h Ç»b')x' H- r^[-^a^b^c' [à" -H *') -h 2c»x'(3«* — a^b^ -f- b')
— rt'/*{6rt*— io«»é>»-h6^>«)
— 2(/i* — a'^b* -\- 3 b')x'x^- i[Za' — a'b' h- b')^^)'
-\- [6'x^ -h a^j ' - an^Y [(x - c)» -^ j'] [( x H- c)' 4-/'] =^ o.
On peut aussi considérer ces équations comme servant à déterminer la distance d'un point à la conique, cette distance étant mesurée suivant la normale. Ainsi, le lieu des points tels, que la somme des carrés de leurs
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distances normales à la conique soit constante est une conique. La condition pour que Téqualion en r' ait des racines égales s'obtient en égalant à zéro le produit du carré des axes par le cube de l'équation de la développée.
En faisant r = o, on voit que les foyers peuvent être considérés comme des points dont la dislance normale à la conique est nulle; ce qu^oa peut expliquer, en se rappelant que la distance de Torigine à un point quelconque de l'une ou de Tautre des droites x^-^^^= o est nulle.
III. Trouver l'équation de la développée de l'ellipse
Les deux normales qu'on peut mener à laconique par un point de la développée étant infiniment voisines, nous trouverons l'équation du lieu en exprimant que les deux coniques S et S' de l'Exercice du n^ 370 se touchent. L'équation en /•, AX-^-h 6'X- -i- A'= o, n'ayant pas alors de deuxième terme, la condition pour qu'elle ait deux racines égales se réduit à 27 AA"-*- 40"^ = o, ce qui donne pour l'équation de la développt^
(a^x^ -H>j»~ c*)' -h ^ya^b^c*x\r^ = o. [Poir le n'» 248.)
IV. Trouver l'équation de la développée de la parabole
On a
S =/'— 4/w.r, S'= 2j:jh- 2(a/w — x')j— ^my A --= — 4 w% 0 = 0, 0' = — 4m (ïf/j — x), A' = 4 ///j,
et par suite pour l'équation cherchée
27 mjr^ = 4 ( J" — 2 /w )'-
Il faut observer que les intersections de S et S' comprennent non -seulement les pieds des trois normales qu'on peut mener par un point à une conique, mais encore un point situé à l'infini sur l'axe des x\ Les six cordes d'intersection de S et S' comprennent donc trois cordes et trois parallèles à Taxe menées par les pieds des normales. La méthode employée (370] n'est donc pas la plus simple pour résoudre le problème dans le cas de la parabole ; l'équation qu'elle fournit n'est autre que celle donnée au n*' 227^ Ex. XII, multipliée par le facteur
4 //i { 2 my -h y 'x — 2 mr* ) — jr'^.
373. Lorsque S' représente deux droites, on a A' = o. Pour savoir ce que signifient alors 0 et 0', on peut supposer que ces droites sonlxi= o et j = o, puisque, en vertu du principe énoncé plus haut, les propriétés des invariants sont indépendantes des lignes de référence. Le discriminant de S -h Axj,
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qui s*obtient en remplaçant h par A + /i dans A, esl égala A -h ^kifg— ch) — ck^; le coefficient de /r' s'évanouit pour c = o, c'est-à-dire lorsque le point {x, j) se trouve sur la conique S; celui de k s'annule lorsque ^g- = cA, autrement dit (228, Ex. II!) lorsque les lignes x et jsont conjuguées par rapport à S. Donc : Lorsque S' représente deux droites. A' eçt nul; la condition &=:o exprime que l'intersection des deux droites se trouve sur S, et Q = 0 que les deux droites sont conjuguées {293) par rapport à S.
L'équation 0' = 4^®'» vérifiée lorsque A -i- 0/r -h O'/r* est un carré parfait, exprime (372) la condition qu'une des droites représentées par S' est tangente à S. On peut, du reste, le voir facilement sur l'exemple précédent, où Ton a
e' — ^^&=i{bc—f'){ca — g').
EXERCICES
I. Étant données cinq coniques S,, S,,..., il est toujours possible d'une infinité de manières de déterminer les constantes /,, /,, . . . de telle sorte que l'expression
soit ou un carré parfait L', ou un produit MN de deux facteurs linéaires M et N; démontrer que les droites L enveloppent une conique fixe V, par rapport à laquelle les droites M et N sont conjuguées.
On peut déterminer V de telle sorte que les invariants 0 correspondant à y et à chacune des cinq coniques données soient nuls, puisque pour exprimer ces conditions on obtient cinq équations de la forme
Aa^-hBb^-h Cc^-+- 2F/^-^- 'iGg^^+- ^Rh^ = o,
qui suffisent pour faire connaître les rapports mutuels des coefficients A, B,. . . de Téquation tangentielle de V. On a ainsi
A«, -h . . . = o, A«j -t- . . . = G,. . ., A<ij-t-. . . = o, par suite
autrement dit, l'invariant 0 de V et de chacune des coniques du système
47^ CHAPITRE XVllI.
est nul; ce qui démontre le théorème. Lorsque la droite M est donnée, N passe par un point fixe qui est le pôle de M par rapport à V.
IL Lorsque six droites j:, /, z, u, p, w sont tangentes à une conique, les carrés j?^, j*, . . . vérifient la relation linéaire
Ce théorème est un cas particulier de celui de FExercice I, mais peut se démontrer de la manière suivante. Si l'on exprime (151) que les six droites (>x -i- fxj-+- v) sont tangentes à une conique, on obtient six équations qui permettent d'éliminer les coefficients Â,B, C,... et la condition pour que ces droites soient tangentes à une même conique peut se mettre sous la forme
fî
vj
fî
VjX,
vj
vj
Ps^
fî
Vj
^ePe
qui exprime aussi que les carrés indiqués vérifient une relation linéaire.
IIL Lorsqu'on se donne seulement quatre coniques S,, S,, 83,8^, et que l'on cherche à déterminer une conique V, comme dans l'Exercice I, de telle sorte que les invariants 0 soient nuls, on n'obtient que quatre conditions, et un des coefficients de l'équation tangentielle de Y reste indéterminé; en exprimant les autres coefficients en fonctions de ce dernier, on peut mettre l'équation tangentielle de V sous la forme 1 -^ Az' = o, qui représente une conique tangente à quatre droites fixes. Nous démontrerons directement, plus tard, qu'on peut trouver quatre systèmes de constantes telles, que l'expression /,S, -+- /,S,-t- '3S3-H l^S^ soit un carré parfait.
Il est facile de voir, en prenant pour M la droite à l'infini, que lorsque M est une droite donnée, le problème de déterminer les constantes /,,/,... de telle sorte que l'expression /,S, -+-. . . soit de la forme MN, admet une solution et n'en admet qu'une seule : le théorème de l'Exercice I montre alors que N est le lieu du pôle de M par rapport à Y. Comparer à ce résultat celui de l'Exercice YIII du n° 258.
374. Trouver Véquation du couple des tangentes menées à S aux points où cette conique est coupée par la droite Ix -f- aj -f- vz, — L'équalion d'une conique, qui a un double
contact avec S, aux points où S rencontre Qttite droite, étant kS -h {'kx -h {Jiy -¥• V zy = o, tout se réduit à déterminer k de telle sorte que cette équation représente deux droites, et il est facile de voir que, dans ce cas, non seulement A', mais encore 0', s'évanouit. Si l'on pose
2 r= AX^ -f- B/x^ -h Cv» + 2F uv -f- aGvA -h ^HX^,
deux des valeurs de k étant nulles, la troisième sera donnée
par
frA 4-2 = o.
L'équation du couple de tangentes est donc
Lorsque la droite "kx ■+- ixjr-hvz est tangente à S, le couple . de tangentes coïncide avec cette droite, on a alors 2 = 0 (151).
Le problème qui précède renferme comme cas particulier la détermination de l'équation des asymptotes d'une conique définie par l'équation générale, en coordonnées trilinéaires.
375. Interprétation géométrique de Véquation 0 = 0 dans le cas le plus général. — Prenons pour triangle de référence un triangle autopolaire par rapport à S; l'équation de S est alors de la forme ax^ -\~ bj*^ -h cz^ (258), et l'on a à la fois f=o, g=o, A = o. La valeur de 0 (370) se réduit à 4ca' 4- cab' -\- abc' et devient nulle lorsqu'on an' = o, b' = o, c'=o, c'est-à-dire si Téquation de S' rapportée au même triangle est de la forme fyz -h g'zx -h h'xy. Donc : 0 rfevient nul toutes les fois qu'un triangle inscrit dans S' est autopolaire par rapport à S.
En prenant pour triangle de référence un triangle autopolaire par rapport à S', on a/' = o, g' = o, h' = o, et la valeur de 0, qui est alors
(bc—f')a' -f- {ca — g')b' -f- (ab — h')c',
ne peut devenir nulle que si l'on a bc =/% ca = g\ ab = h^; si Ton observe que la relation bc =f^ exprime que la droite x est tangente à S, on voit que 0 s'annule encore quand un triangle circonscrit à S est autopolaire par rapport à S'.
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On démontrerait de même que 0' = o exprime quil est possibley soit d'inscrire dans S un triangle autopolaire par rapport à S', soit de circonscrire à S' un triangle autopolaire par rapport à S, et si Tune de ces constructions est possible, l'autre Test également.
Deux coniques liées entre elles par la condition 0 = o possèdent encore d'autres propriétés. Appelons pôle d'un triangle par rapport à une conique le point de concours des droites qui joignent les sommets d'un triangle aux sommets correspondants de son triangle polaire par rapport à cette conique; et axe du triangle la droite qui passe par les intersections des côtés correspondants des mêmes triangles.
Lorsque 0 = o, le pôle par rapport à S d*un triangle inscrit dans S' se trouve sur S' ; et Vaxe par rapport à S' d'un triangle circonscrit à S est tangent à S. En effet, en éliminant successivement X, y-y z entre les équations
ax 4- hy -h gz = o, hx -+- by -^ fz = o, gx ■+■ fy -h cz = o,
on trouve
igfi - «/)^ = (A/*- *ff)r = (fg - ^f^)^
pour les équations des droites qui joignent les sommets du triangle xyz aux sommets correspondants de son triangle polaire par rapport à S. Ces équations peuvent se mettre sous la forme ¥x := Gy := H z, ce qui donne pour les coordonnées du
pôle du triangle b» r' u* ^^ substituant ces valeurs dans S'
on arrive, puisque les coefficients a\ b', d sont nuls, à l'équation
c'est-à-dire à 0 = o.
On démontrerait de la même manière la seconde partie du théorème.
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EXERaCES.
I. Lorsque deux triangles sont autopolaires par rapport à une conique S', leurs six "sommets sont sur une conique, et leurs six côtés sont tangents à une autre conique (356, Ex. VU).
Faisons passer une conique par les trois sommets du premier triangle, et par deux des sommets du second que nous prendrons pour triangle do référence xyz. Cette conique étant circonscrite au premier triangle, on a B'= o, c'est-à-dire a -+- ^ -h c = o (371 , Ex. II) ; et comme elle passe par deux des sommets de j:^ z, on a « = o, b = o, et par suite r = o; elle passe donc par le troisième sommet du deuxième triangle. La deuxième partie du théorème se démontre de la même manière.
II. Le carré de la tangente menée du centre d*une conique au cercle circonscrit à un triangle autopolaire est constant et égal à a\-h h*. (M. Faure).
Ce théorème n'est que l'interprétation géométrique de la condition e = o, appliquée à la valeur a* -h p* — /•* — «' — ù^ trouvée pour H au n** 371, Ex. IV. Il peut encore s'énoncer de la manière suivante vTout cercle circonscrit à un triangle autopolaire coupe orthogonalement le cercle, lieu des sommets des angles droits circonscrits à la conique. En effet, le carré du rayon de ce dernier cercle est égal à «* -f- ô^.
III. Le centre du cercle inscrit dans un triangle autopolaire par rapport à une hyperbole équilatère i^e trouve sur la courbe.
Il suffit pour le démontrer de faire b^ = — «* dans la condition W _ o, 6' ayant la valeur donnée au n*" 371, Ex. IV.
IV. Si le rectangle construit sur les segments d'une des hauteurs d'un triangle circonscrit à une conique est constant et égal à M, le lieu du point de concours des hauteurs est le cercle x^ -h jr^ = à* -h b^ -h ^,
La condition pour qu'un triangle autopolaire par rapport à un cercle soit circonscrit à S s'obtient en égalant à zéro la valeur do & trouvée au n° 371, Ex. IV. D'ailleurs, lorsqu'un triangle est autopolaire par rapport à un cercle, le centre du cercle est le point de concours des hauteurs du triangle (278, Ex. III) et le carré du rayon est égal au rectangle construit sur les segments d'une des hauteurs ( pris avec le signe -h si le triangle est obtusangle, et avec le signe — s'il est acutangle). En faisant dans l'équation précédente M = o, on retombe sur le lieu décrit par le sommet des angles droits circonscrits.
V. Si le rectangle construit sur les segments d'une des hauteurs d'un
triangle inscrit dans S est constant et égal à M, le lieu de l'intersection des hauteurs est une conique S = M( — : -h y ^ j semblable et concentrique
àS(îrHART).
Ce théorème se démontre comme le précédent, en partant de la relation 0'= o.
VI . Trouver le lieu de l'intersection des hauteurs d'un triansçle inscrit dans une conique et circonscrit à. une autre (M. Burnsidë).
Prenons pour origine le centre de la dernière conique et égalons les valeurs de M trouvées aux Exercices IV et V; si a' et b' sont les axes de la conique S circonscrite au triangle, le lieu a pour équation
x'-hy'--a'-b'= ,^ .,.S, •^ a'' -f- b'' '
qui représente une conique dont les axes sont parallèles à ceux de S. Le lieu est un cercle lorsque S est un cercle.
VII. Le centre du cercle circonscrit à un triangle aulopolaire par rapport à une parabole se trouve sur la directrice.
Ce théorème et le suivant se démontrent en égalant à zéro la valeur trouvée pour © au n* 371 , Ex. V.
VIII. Le point de conco\irs des hauteurs d'un triangle circonscrit à une parabole ^e trouve sur la directrice.
IX. Le' lieu du centre du cercle de rayon constant inscrit dans un triangle autopolaire par rapport à une parabole est une parabole de même paramètre.
376. On ne peut pas, en général, tracer un triangle inscrit dans une conique et circonscrit à une autre, lorsque ces deux coniques sont prises arbitrairement; mais on peut en tracer une infinité lorsque les coefficients de leurs équations satisfont à une certaine relation que nous allons déterminer. Supposons qu'un pareil triangle soit tracé, et prenons-le pour triangle» de référence; les équations des coniques peuvent alors se ramener aux formes suivantes :
S=x^ -hf^ -h z* — %jrz — ^xz — 2xy = o,
S' = "ifyZ -t- IgZX ->r lll X}' = o,
et en calculant les invariants, il vient
A- - 4» 0- 4(/+g'+ A), & = - {f+8^ /' )% ^' = ^fgfh
ce qui donne
Cette équation est du genre (371) de celles qui sont indépendantes du choix des axes de coordonnées; elle subsiste donc entre les coefficients des équations des coniques, quelle que soit leur forme primitive, pourvu que, par une transformation convenable, on puisse les ramener au type indiqué plus haut. Il est du reste facile de voir (comme au n" 375, Ex. I) que deux des sommets d*un triangle circonscrit à S se trouvant sur S', il en est de même du troisième, lorsque la relation 0=^ ==: 4 A0' est satisfaite.
I. Trouver la condition à laquelle doivent satisfaire deux cercles pour <]u*on puisse tracer un triangle inscrit dans l'un et circonscrit à l'autre.
Si l'on pose D*— /•* — /•'*= G, on a pour la condition cherchée (371, Ex. lïl)
(G — ry-hir*(G'-r'') = o ou (G -h r'Y = ir'r" ;
par suite, D" — r" ± irr': c'est la formuleconnued'Eulerpour exprimer
(•) Celte condition a été indiquée pour là première fois par M. Cayley {^Philosophical MagazinCy t. VI, p. 99), qui l'a déchiite de la théorie des fonctions eUiptiques. M. Cayley a démontré aussi, par le même procédé, que si la racine carrée de A'A + A'9 + A6' + A', développée suivant les puissances de ^, «tait de la forme A -4- BA -+- CA'-H. . .', les conditions pour qu'on puisse tracer un polygone de n côtés inscrit dans U et circonscrit à V étaient respectivement dans le cas de n ~ 3, 5, 7,. ■ .,
D = 0, DE
la distance du centre du cercle circonscrit à un triangle à celui d'un des cercles inscrits.
II. Trouver le lieu du centre d'un cercle de rayon donné passant par les sommets d'un triangle circonscrit à une conique, ou tangent aux côté^ d'un triangle inscrit dans une conique.
Ces lieux sont en général du quatrième degré. Lorsque la conique est une parabole, lo lieu du centre du cercle circonscrit se réduit à un cercle ayant le foyer pour centre.
III. Trouver la condition pour qu'on puisse inscrire dans S' un triangle dont les côtés soient respectivement tangents à S -h /S', S -h wS', S -+- wS'.
Si l'on pose
S = .r* -f- j' H- 2* — 2 ( I -h ff))'z — 2(1-+- mg) zjc — 1(1 -f- n/i)j:ry
la conique S + /S' est évidemment tangente à la droite .r, . . ., et on a
A = — ( 2 -h // -+- mg -h nh y — 2 Inmfgh^
0= 2(,/'-h^-f-/i)(2-+- If -h mg -h nh) ■+- ^fgh [ mn -^ ni -h />;i),
d*où l'on tire, pour la condition cherchée,
[0 _ \'[nin -h ni -h lm)Y= 4(A -+- /////iA')[0'-h A'(/ h- m -h //)].
377. Trouver la condition pour que la droite Ix -\- i^y -{-vz passe par un des quatre points d* intersection de S et S'.
Ce problème revient, en d'autres termes, à trouver réqualioiv tangentielle de ces quatre points. Pour former l'équation tangentielle d'une conique du système S -+- AS', il suffit de remplacer a, 6,. . . par a -f- ka'y b + kb',, . . dans Téquation tangentielle de S, c'est-à-dire dans
2 — [bc — /»)X'-h (ca — g')^^ -I- (a6 — A')v»
On trouve ainsi
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^n désignant par 2' l'équation tangentielle de S' et posant
4> = [hc'^Vc — iff')^}^[ca -f- c'a — igg' )\l^
+ (aft'-h a'h — ilih!)v^-¥i{gh -»- g' h — af^-a'/) ^v ^-^(A/'-4- A/- bg!-Vg)v'k + ^(fg'^fg^cW^ c'h)lfj..
L'équation tangentielle de Tenveloppe de ce système est
donc (298)
Mais puisque S-+-/iS' et l'équation tangentielle correspon- <]ante représentent un système de coniques passant par quatre points fixes, l'enveloppe du système n'est autre chose que ces quatre points, et l'équation ^^ = ^11' est la condition cherchée pour que la droite "kx ■+■ ^y -f- vz passe par un des quatre points. On aurait pu obtenir ce résultat de la manière suivante. Par quatre points on peut, en général, faire passer deux coniques tangentes à une droite donnée (345, Ex. IV); mais quand la droite passe par l'un des quatre points, les deux coniques coïncident et se réduisent à une seule qui touche la droite en ce point. D'ailleurs, la relation $' = 422' exprime que les deux coniques du système S -4- AS', qu'on peut mener tangentiellcment klx -{- ijlx-\-vz, coïncident.
On peut observer que l'équation $ = o n'est autre chose que la condition obtenue au n® 335, pour exprimer que la droite Ix -h imx-\-vz est divisée harmoniquement par les deux coniques.
378. Trouver Véquation des quatre tangentes communes à deux coniques.
Ce problème est le réciproque de celui du numéro précédent et peut êlre résolu de la même manière. SI 2 = o et 2' = o sont les équations tangentielles de deux coniques, 2-t-/r2' = o sera (298) celle d'une conique inscrite dans le quadrilatère formé par les quatre tangentes qui leur sont communes. L'équation trilinéaire correspondante à 2 4-A*2'=o sera, d'après le n** 285,
AS4-/rP-h/r'A'S'=o.
en posant
r = (BC -4- B'C - 2FF'):c= -}- (CA' -f C'A - 2GG')j^
(AB'-i-A'B-2HH'j2'-h2(GH -hG'H-AF'-A'Fljz 2(HF-hH'F-BG'~B'G)2:r -f 2{FG' + FG-CH'-C'H)arj,
eien conservant aux lettres A, B,. . . la signification indiquée aun** 151.
D'ailleurs AS -4- /iP -f /r'A'S'=3 o représente un système de coniques ayant pour enveloppe
r==4AA'SS',
et cette enveloppe n'est autre chose que le quadrilatère formé par les quatre tangentes conyi^unes.
D'après sa forme, l'équation P^ = 4^^'SS' est celle d'un lieu tangent à S et S', la courbe P passant par les points de contact. Par suite, les huit points de contact de deux coniques avec leurs tangentes communes sont sur une autre conique P. Réciproquement : Les huit tangentes menées aux points d'intersection de deux coniques enveloppent une autre conique 0.
L'équation P=:io est celle .que nous avons obtenue au n° 334-, pour le lieu des points tels, que les tangentes menées par un de ces points aux deux coniques forment un faisceau harmonique (*).
Lorsque S' se réduit à deux droites, P représente les deux tangentes menées à S par l'intersection de ces droites.
EXERCICE
Trouver l'équation des quatre tangentes communes aux deux coniques
n.r' -h hy^ -f- cz^ — o, a' x"^ -h b' y^ -h c' z^ = o. On a
A = bi\ B — a/^ C = fib,
(*) M. Salinon est lo premier qui ait fait remarquer rimporlauce de celte conique dans la théorie des systèmes de deux courbes du deuxième de^jrù.
par suite
F ^ aa' ( bc' -h b'c].v^ -h hb'[ca' -t- c V/)/» -h cc'[ab' -i-ab) z\
ce qui donne pour l'équation cherchée
[aa'[bc'~^b'c)x^-^bb'[ca*'^c'a)y^-^cc'[nb''^a'b)z'Y = iiabca'b'c'[ajc^-^by^'^cz')[a'x^-^b'r^-^c'z'),
379. Définissons maintenant d'une manière plus générale les fonctions indiquées dans les deux numéros précédents. Lorsqu'en partant des équations d'une courbe ou d'un système de courbes, on a formé celle d'un lieu U = o, dont la relation avec les courbes données est indépendante des axes auxquels elles sont rapportées, on dit que U est un covariant du système donné. Pour écrire l'équation de ce lieu par rapport à de nouveaux axes, on peut suivre deux méthodes : i" transformer directement l'équation U = o; 2*» transformer d'abord les équations des courbes du système et déduire de ces équations transformées celle du lieu en suivant la même règle que pour déduire U = o des équations primitives. Ces deux méthodes conduisent évidemment au même résultat. Ainsi, en substituant
Ix -+- my -4- nz, l'x -h m'y^ -h n'z, fx -4- m"y -+- n"z
à Xy /, z dans l'équation (378)
P'=4AA'SS
pour la rapporter à un nouveau triangle de référence, on trouve, à un facteur constant près, le même résultat qu'en déduisant cette équation des nouveaux coefficients de S et S' transformés suivant la même substitution, cette équation représentant dans l'un et l'autre cas les quatre tangentes communes à S et S'; cette propriété sert de base à la définition analytique des covariants que nous donnons ici. Une fonction F, déduite d'une ou plusieurs fonctions données S, d'après une règle donnée, est un covariant, lorsqu'en transformant les variables de F suivant une substitution linéaire, on obtient, à un facteur constant près, le même résultat qu'en déduisant, d'après la
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règle donnée, une nouvelle fonction des équations S transformées suivant la même substitution.
Les invariants et les covariants d'un système de courbes ont cela de commun que leur signification géométrique est indépendante des axes auxquels sont rapportées ces courbes; mais ils diffèrent en ce que les invariants ne sont fonctions que des coefficients, tandis que les cx)variants sont fonctions des coefficients et des variables.
380. Il est encore un autre cas dans lequel on peut prévoir la transformation obtenue par une substitution linéaire. Supposons que nous ayons formé la condition pour que la droite Ix -f- iiy 4- vz soit tangente à une courbe, ou, plus généralement, pour qu'elle soit liée à une courbe ou à un système de courbes par une relation indépendante des axes auxquels ces courbes sont rapportées; il est évident que si, pour changer de coordonnées, nous transformons les équations des courbes, la condition se formera au moyen de ces équations transformées, en suivant la même règle que celle employée pour la déduire des équations primitives. Mais l'expression de cette condition, par rapport aux nouveaux axes, peut aussi s'obtenir par une transformation directe de son expression primitive.
Soit
1 [Ix -f- mx-^îiz) -4- ix{ l'x -i- m'>'+ n*z) -f- v{l"x -h m"j -h /i"z ) = }/x -+- u'y^ -\-v'z
ce que devient Ix -h (j.)' -hvz dans la transformation des courbes, on aura
// z= Il -h /'// -h X"v, ii'z=:z ml-h m'a 4- /n"v,
v' = /i X -1- n'ij. -h n'^v ; par suite
l = L}/ 4- Vu/ -h L^', p. r^- M >/ 4- M >.' -h M^',
v = NX'4Ny4-NV,
et en introduisant ces valeurs dans la condition obtenue prî* mitivement en fonction de )., [i et v, on trouvera en fonction
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de À', u/y y', une expression de celle condilion qui ne pourra différer que par un facteur constant de celle qu'on obtiendrait en partant des équations transformées des courbes. Les fonctions que nous venons de considérer s appellent des contrevariants. Les contrevarianls ont cela de conomun avec les covariants, qu'un contrevariant, connme, par exemple, Téqualion tangentielle d'une conique (fcc— /')X'-4-. . . = 0, peut être ramené par transformation linéaire à une équation de même forme (fcV — /'^)X''-h . . . = 0, et dont les coefficients sont déduits de ceux de l'équation trilinéaire transformée de la conique. Mais ils diffèrent en ce que X, /x et v ne doivent pas être transformés en suivant la même règle, que pour x, y, z, c'est-à-dire remplaçant 1 par /X -h m jcz -f- «v, mais bien d'après la règle indiquée plus haut.
La condition, $1= o trouvée au n° 377, est évidemment un contrevariant du système des coniques S et S'.
381. 11 est facile de voir que l'équation trilinéaire d'une conique covariante de S et S' peut s'exprimer en fonction de S, S' et P, tandis que son équation tangentielle peut s'exprimer en fonction de 2, 2', $.
EXERCICES
L Exprimer en fonction de S, S' et F l'équation de la conique polaire réciproque de S par rapport à S'.
Les invariants et les covariants étant, d'après leur nature même, indépendants du choix des lignes de référence, nous pouvons supposer les deux coniques S et S' rapportées à leur triangle autopolaire commun. On aura alors
et, par suite,
F = fl(/>n- c)x'h- b[c -^ a)x^ -^ c(a -+- b)z'^.
La relation bc.\^ ■+■ ca^i^ -»- abv^ = o exprimant qu'une droite est tangente à S, le lieu du pôle de cette droite par rapport à S' aura pour équation
bcx^ -f- cay^ -h abz^= o.
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OU bien
[bc -h ra -h ab) {x^ -^ f' -¥- z^ ) = F,
c'est-à-dire (371, Ex. I)
On trouverait de même, pour l'équation de la polaire réciproque de S' par rapport à S,
II. Exprimer en fonction de S, S' et F la conique enveloppée par les droites que divisent harmoniquement S et S'.
Cette conique <1> = o a pour équation tangentielle
( Ô -H Ç ) V -h (r H- fl ) p' -h {/7 H- ^ ) v' = G,
et, par suite, pour équation trilinéaire
(c -h a)[ri -h b)x^-h (a -h b)(b'+- f:)r^ -h{r -+- a)[b -+- r)z'^ = o
ou
(bc -\- ca -h ab)[x'^ -\- y"^ -^ z') -h (r/-H b rr- c)[ax^-k- bf^ -h cz^) — F,
c'est-à-dire
eS'-hS'S — T = o.
III. Trouver la condition pour que F représente deux droites. Cette condition est exprimée par
nbc{b -j- c) [c -h n) (a -h b) = o, ou
nbc [[a -h b -h c) [ br -h m -t- ab ) — (ibc'\ ~ o, ou bien
D'ailleurs (-)0'= AA' exprime aussi la condition pour que <I> = o se réduise à deux droites. Cette condition est satisfaite dans le cas de deux cercles se coupant à angle droit, car alors une droite quelconque menée par l'un des centres est divisée harmoniquement par les deux cercles, et le lieu des sommets des faisceaux harmoniques formés par les tangentes aux cercles se réduit à deux droites. Il en est encore de même lorsqu'on a la relation D' = 2(/*' -+- r'^) entre la disUmce D des centres et les rayons r et /•'.
IV. Réduire les équations de deux coniques à la forme
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Les constantes /7, b^ c sont les racines de Téquation (371, Ex. I)
aX * — 0X-' -I- e'X — A' = G,
et en résolvant les équations
x^ -+- J)'* -t- z^ = S, ax^ -+- /;j-* -4- c s' = S', «(^ -h c)a:*H- /;(c -h //) x'-l- <:(«-!- ^)3'= F,
on exprimera j:', r' et 2* au moyen des fonctions connues S, S' et F.
A la rigueur, il faudrait diviser d'abord les deux équations données par la racine cubique de A, puisqu'on veut les ramènera une forme dans laquelle le discriminant de S est égal à Tunité, mais il est facile de voir qu'on arrive au même résultat, en ne modifiant pas S et S', et en divisant F par A, après Ta voir calculé d'après les coefTicients des équations données.
V. Réduire à la forme indiquée précédemment 3x' — &XJ -f- 9/* — 7.x -h 4/ = o, 5j:' — i4«^/ •+■ 8j^'* — Gx — 2 — - o.
Les coeflicients À, 6, C,. . . des équations tangcntielle.>: sont alors
et Ton a
A=-9, 0=-54, (-)'-- -99, A' =-54, d'où ,
a = \^ b = iy c — 3 ;
ce qui donne pour F :
F = — 9(23j:'— Soxf-h 44j'— i8.r-H i2r — 4); par suite, en désignant les coordonnées nouvelles par de grandes lettres,
. X'-h Y»-hZ'= 3j7'— 6.r/-^9J^— 2x-+-4r, X' -^ 2 Y' -+- 3Z' ^ 5 j:^ — 1 4 xj -h 8/' — 6 j: — 2,
Des combinaisons
GS-^5'-F, F-3S-2S', 2S-h3S'-F, on lire respectivement
VL Trouver l'équation des quatre tangentes menées à S par les points où cette courbe rencontre S'.
RÉPONSE
(0S--AS')==4AS(e'S-F).
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VII. On triangle est circonscrit à une conique donnée U, deux de ses sommets glissent sur deux droites fixes ax h- f*/ -i- vz, Vx -+- \t-'y-^ '^z; trouver le lieu du troisième sommet.
Nous avons vu (272, Ex. II) que, lorsque la conique et les droites sont définies respectivement par les équations
z' — xy=o^ ax — j'=o, bx — / = o, le lieu est représenté par
(rt-^^)'(^*-J9-) = {a — h)H\
Le deuxième membre de l'équation est égal au carré de la polairç par rapport à S de rinlcrsection des deux droites; celte polaire a pour expression générale
P — [ax-^ bx -h f;z) [uL-y — yy) -h [/ix -^ bf -i-fz)['jV — y'I)
d'a4lleurs, la relation ^ -h ^ = o, qui exprime que les droites sont conjuguées par rapport à S, devient dans le cas général (373) 0 = o, c'est-àdire
e = ÂAA'-i-Btxtx'-i-Cvv'
FC,uv'4- u'v)-^G(vV-^v'X)H-H(Ap'-+-).»=0.
L'équation du lieu, trouvée pour le cas particulier, du n* 272, devient donc dans le cas général
0»U-+-AP'=o.
VIIÏ. Un triangle est inscrit dans une conique S, deux de ses côtés sont tangents à S'; trouver l'enveloppe du troisième côté.
Prenons pour lignes de référence les côtés du triangle supposé fixe dans une de* ses positions, et soient
S = 2(/r3 -h gzx -h hxy) — G,
S' = a:' -h j* -+- z* — 2/z — 1XZ — iLxy — 'ihkxy — o,
les équations des deux coniques, x et/ étant les côtés tangente à S'. La conique /S -h S' est évidemment tangente au côté z; de plus, elle est Jixe. En effet, les invariants
vérifient la relation
A = 4AA
et réquation / S -t- S' = o prend la forme
(0'2_ 40ÎA)S -h 4AA'S' = o,
qui représente une conique fixe tangente au troisième côté du triangle. Lorsque B'^ = 4®^» le troisième côté enveloppe la conique S'.
IX. Les trois côtés d'un triangle sont tangents à une conique U, deux de ses sommets glissent sur une conique V; trouver le lieu du troisième sommet.
La solution de ce problème peut se ramener aux trois opérations suivantes : former Téquation des tangentes menées à U par le troisième sommet (x\y\ z'); trouver Téquation des droites qui joignent les points où ces tangentes rencontrent V; enfin, exprimer qu'une de ces droites qui doit être un des côtés du triangle, est tangente à V. Nous désignerons par U' et V les résultats obtenus en substituant aux coordonnées courantes dans U et V celles du troisième sommet.
Si l'on représente par P la polaire par rapport à U de {-r^y, z'), on aura pour Téquation des tangentes
UU'— P'=o.
L'équation des cordes d'intersection de ces tangentes avec V s'obtiendra en exprimant que DU'— P^-h ).V se réduit à deux droites. En égalant à zéro son discriminant, on trouve pour déterminer > l'équation du
second degré
VA'-h).F'-hAU'V'-:o.
Pour exprimer qu'une de ces cordes d'intersection est tangente à U, il suffit de former (372) le discriminant de fxU ■+- (UU'— P'-h XV), et d'écrire que l'équation en /a
/x'A -h fx(2U'A -h )^0) -+- U'*A -f- ).(eU' -h AV) -h )? 0' = o,
obtenue en l'égalant à zéro, a ses racines égales, ce qui donne la relation
En éliminant \ entre cette équation et celle obtenue plus haut
>'A'-i-)T'-+-AU'V'=o,
on trouve, pour le lieu cherché, l'équation
lôA'A'V — 4A(4A0'- 0»)F -^ U(4A0'-> 0')*= o,
qui se réduit à V — o, lorsqu'on a 4A0'= 0' (* ).
(*) On trouvera dans le Quarterly Journal of Mathematics^ 1. 1, p. 3/|4, une
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X. Deux des côtés d'un triangle sont tangents à U, le troisième à aV -h b\, tandis que deux de ses sommets glissent sur V ; trouver le lieu du troisième sommet.
En suivant la même marche que dans l'exemple précédent, on voit que
le lieu cherché est l'une ou l'autre des coniques inscrites dans le qua-
drilatère formé par les quatre tangentes communes à U et à V, et définies
par l'équation
AA'VV-f-VF-h u'U^o,
dont les constantes > et ti vérifient la relation
a(xb — p«) ).'-!- «(4 Art -h 2B^)a^ — b^\y = o, dans laquelle on a fait
a=4AA', p = 0*— 4A0'.
XI. Les n côt^s d'un polygone sont tangents à U, tandis que /? — i de ses sommets glissent sur V; trouver le lieu du sommet libre.
Ce problème se ramène au précédent, car la droite qui passe par les deux sommets adjacents au sommet libre est tangente à la conique rtU -f- ^ V. Si Ton représente par a', a', a", p", a"', a" les valeurs de > et ot pour les polygones de « — i, w, /î -+- 1 côtés, il vient
On a pour le triangle V= a, u'= A'p, et pour le quadrilatère X*= p', |x''=a(iiAx-i-2&t^); en augmentant successivement le nombre des sommets, on trouve facilement les valeurs de ). et p relatives aux autres polygones (*).
XII. Les polaires des milieux des côtés d'un triangle, prises par rapport aune conique inscrite, forment un triangle dont l'aire est constante (M. Faure).
XIII. On joint par des droites chacun des sommets du triangle de référence aux points où le côté opposé rerxontre une conique; trouver la condition pour que ces droites passent trois par trois par un môme point.
RÉPONSE. nhc — 'if^h — ap — b^"^ — ch^ — o.
discussion de M. Cayley, relative au lieu décrit par le sommet d'un triangle circonscrit à une conique S, et dont les deux autres sommets glissent sur des courbes données. Lorsque ces courbes sont toutes deux des coniques, le lieu est du huitième degré, et touche S aux points où il est rencontré par les polaires, prises par rapport à S, des intersections des deux coniques.
(*) Voir Philosophical Magazine, t. Xlïl, p. 337.
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XIV. Trouver la condition pour qu'un point soit extérieur (ou intérieur) à une conique, autrement dit pour que les tangentes menées à laconique par ce point soient réelles (ou imaginaires) (M. Sylvester).
RÉPONSE. Le point est intérieur lorsque ^ et S' sont de même signe (ro/rn°285, Ex. III).
382. La théorie des invariants et des covariants permet de trouver facilement en coordonnées irilinéaires les formules équivalentes de certaines formules bien connues exprimées en coordonnées cartésiennes.
L*équalion générale d'une droite passant par un des points
imaginaires et à Tinfîni du cercle étant xàzysl— i-4-c = o, la condition pour que la droite Ix -h [xy -^v passe par un de ces points est X*4-/:Jt' = o; autrement dit, ces points ont },' -h jijt^ __ Q pour équation tangentielle.
Lorsque 2=:o, 2' = o sont les équations tangentielles de deux coniques, le discriminant de 2 h- kl' a pour expression
A» 4- ^ A9' -+- A W0 + /^W^ qui devient
A' -4- /rA(a H- 6) -f- h'{ab — A»)
pour 1'==:}? -f- /7.'.
Si donc, dans un système quelconque de coordonnées, on forme les invariants d'une conique et des points imaginaires du cercle, la relation 0' = o exprimera que la conique est une hyperbole équilatère, et 0 = o qu'elle est une parabole. Pour que la conique passe par un des points à l'infini du cercle, il faut que la condition
(a-hfr)*=:4(a6~ A') ou (« — 6)' h- 4A» = o
soit remplie, et elle ne peut l'être par des valeurs réelles que si la conique passe à la fois par ces deux points, car alors a^=b, h = o,
La relation X*-4-|u* = o (*) exprime (34) que la distance
(*) Cette condition implique aussi {n^ 25) que chacune des droites menées par un de ces deux points est perpendiculaire à elle-même. On peut, en partant de là, expliquer la présence, dans les équations de certains lieux, de facteurs
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cercle el un couple de points, ces derniers sont les foyers de 1 (279). Pour trouver les foyers d'une conique définie par une équation numérique en coordonnées cartésiennes, on peut donc employer la méthode suivante : déterminer k d'après réquation du second degré
(flfc — A')A' -4- A(a -4- *)A- -♦- A' = o,
exprimant (fue le lieu 2 -4-/r(X' •+- p') représente deux points ; introduire Tune ou l'autre des valeurs de k dans l'équation de ce lieu qui se décompose alors en deux facteurs
et donne pour les coordonnées des foyers
»' ' T/^^ .»"' ff^*
L'une des valeurs de k correspond aux foyers réels, l'autre aux foyers imaginaires. La même méthode est applicable aux. coordontiées trilinéaires.
L'équation 2 -f-/r(X' + jul') = o représente en coordonnées tangentielles une conique homofocale de la conique donnée 2; en la transformant en coordonnées cartésiennes (285), on trouve, pour l'équation générale des coniques homofocales à S,
AS -+- A [C(^* -f-7») — 2 Gj: — aFj 4- A4- B] -f- Âr' =: o, et, par suite, pour les tangentes communes à ces coniques,
[C(a:'-4-7^) — aGar — 2F7-+-A-4-Bp=:4AS.
Si l'on décompose cette équation en deux facteurs,
[{X ~ ccY 4- (r-m [(^ - «')' 4- ir-^'Yl
on obtient les coordonnées des foyers, qui sont alors a, P;
EXERCICES, l . Trouver les foyers de la conique
ijc^ — ajr/-+- a/^ — ^.r — Sj-f- ii = o. L'équation du second degré en A est alors SX-^-h 4/-^ -+- A*= 0, d'où
Ton tire A' = — A, /"= — - A; d'ailleurs A = — 9. En partant de la valeur X* = 3, on trouve
6^' -t- aip'.-h 3v'-h i8p + I2v^-f- 3o\a -+- 3('A^-h ^jl^) = 3 (^ -{- 2 u -h V ) ( 3^ -*- u -f- V ),
ce qui donne (i, a), (3, i) pour les foyers. La valeur k'= 9 correspond
aux foyers imaginaires (2 ± /— i, 3 =p ^ — i).
n. Trouver les coordonnées du foyer d'une parabole dé6nie par une équation en coordonnées cartésiennes.
L'équation du second degré se réduit alors au premier, et l'expression
(a -f- b) [AV -h Bu»-f- aFfxv -h iGva ■+- aH^] - A(V-i- fx>)
peut se décomposer en deux facteurs, x[ui sont
^ '^ ^' %(a-¥-b)G 2{a-hb)h ^
Le premier donne le foyer situé à l'infini et montre que Taxe de la courbe est parallèle à F x — G^. L'autre foyer a pour coordonnées les coefficients de > et fi dans le second facteur.
m. Trouver les coordonnées du foyer d'une parabole défmie par une équation en coordonnées trilinéaires.
Ces foyers sont représentés par l'équation
S'I = A(A'-h uJ^-h v'— ipCOsA — 2vXcOSB— '2>fiC0SC).
Les coordonnées du foyer situé à l'infini sont connues (^3), puisque ce foyer est le pôle de la ligne à l'infini. Les coordonnées de l'autre foyer sont alors
AsinA -f- HsinB -h GsinC* HsinA-h BsinB -h FsinC'
GsinA -+- FsinB -h CsinC
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385. La condition (61) pour que deux droites soient perpendiculaires entre elles
XX' -h [xix.'-hvv'—iixv' -h jul'v)cosA— (vA'4- v'X)cosB
— (À/yi'H- X'|^)cosC = o
exprime en même temps (293) que ces droites sont conjuguées par rapport à la conique
X*H-/x" -♦- v*~ 2/:jlvcosA— 2vXcosB — - 2X/JtC0sC = 0.
La relation qui existe entre deux perpendiculaires n*est donc qu'un cas particulier de celle que vériflent deux droites conjuguées par rapport à une conique flxe. Ainsi le théorème : Les trois hauteurs d'un triangle se coupent en un même points n'est qu'un cas particulier du suivant : Les droites qui joignent les sommets correspondants de deux triangles polaires par rapport à une conique se coupent en un même point.
Sur la sphère (*), les deux points imaginaires et à Tinfini du cercle sont remplacés par une conique imaginaire fixe; tous les cercles peuvent être considérés comme des coniques ayant un double contact avec une conique fixe, le centre du cercle étant le pôle de la corde de contact; deux lignes sont perpendiculaires lorsque chacune d'elles passe par le pôle de l'autre par rapport à cette conique, etc.
La méthode des projections nous a permis de généraliser certains théorèmes en remplaçant dans leur énoncé les deux points imaginaires et à l'infini du cercle, par deux points quelconques. Ce qui précède nous autorise à donner à ces théorèmes une extension plus grande encore, en substituant une conique à ces deux points. Mais il ne faut pas perdre de vue que les théorèmes auxquels on arrive par cette sorte d'induction doivent être soumis à une démonstration ultérieure. Ainsi, c'est par cette méthode inductive que nous avons été conduit en partant du théorème : Le point de concours des hauteurs d*un triangle inscrit dans une hyperbole
( *) F'oirla. Géométrie à trois dimensions de M. G. Salmon, Chap.IX.
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équilaière appartient à l'hyperbole^ aux propriétés des coniques assujetties à la relation 6 = 0, propriétés que nous avons ensuite démontrées à la fin du n"* 375.
Nons indiquerons, dans les deux numéros suivants, quelques-unes des recherches analytiques relatives aux théorèmes qui concernent les coniques ayant un double contact avec une conique fixe, et correspondent, ainsi que nous l'avons fait voir au n* 306, à une série de théorèmes relatifs aux systèmes de cercles.
386. Trouver la condition pour que la droite "kx -+• [ijr -hvz soit tangente à la conique S -hiVx h- //'r -t- >'z)*.
Il suffit de remplacer dans 2,a,6,c... para + >/', b -f- fx'%..., ce qui donne
la quantité entre parenthèses indiquant le résultat de la substitution de jULv'— fx'v, vX' — v'X, Xfx'— X'jtjL à a:, y, z dans S. Cette équation peut se mettre sous une autre forme: on a, en effet (29k),
[ax^ -4- by^ -\-. . .)(ax'*-f-6^"-f-.. .) — [axx' -^ byy^-^. ..y
un calcul analogue donne la relation
(A).' -+- B/x^ -+-. . .)( AX'> 4- B|:a" 4- . . . ) - ( AXX'-h. . .)' = A[a(/[xv'— ii'vY -+-...]»
dans laquelle le facteur (AaV + ...) est le premier membre de réquation
AXX'-4-B|ulj:x'-+-Cvv'
-f- F(|[jLv' -4- p'v) + G(vX' 4- v'I) 4- H (Xp/4- Va) = o,
qui exprime que les droites "kx -1- ar 4- y 2, Vx -h i>!y 4- v'z sont conjuguées. En posant alors
2'= Aa" 4- B^'^ 4- . . . , n = AXX' 4- Bp /x' 4- . . . ,
et remplaçant a(|utv'— jul'v)' 4-. . . par la valeur trouvée précé-
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déminent, on a enfin, pour la condition cherchée»
Si Ton considère X, ]ejl et y comme les coordonnées d*un point de la conique réciproque, ce qui est possible (321), on voit que cette dernière équation peut servir de démonstration analytique au théorème : Le système réciproque de deux co^ niques ayant un double contaci se compose de deux coniques ayant également un double contact.
Cette condition peut aussi se mettre sous une forme plus commode pour quelques applications, en définissant la droite "kx -^^ [Ly-^vZy non plus par les coefficients X, /x et v, mais bien par les coordonnées de son pôle par rapport à S. SI l'on désigne par P' la polaire [axx' '\- byy' -^, . .) de {x\ y', z') par rapport à S, et par P*' la droite Vx h- ii!y -f- v'z considérée comme polaire de (^'',^r'', z"), il suffit d'exprimer que P' est tangent à S + P"S en substituant aux fonctions 2, 2% II en X, |!A et V les fonctions équivalentes en Xy j, z.
Lorsque la polaire de ( x\ y\ z' ) est tangente à S, les coefficients Sty S), Ss de son équation vérifient la relation 2 =- o en X, f/., V, et le point {x^y^, z') appartient à S; 2 doit donc être remplacé par AS' (285), et de même 2' par AS". Quand deux droites sont conjuguées par rapport à S', il en est de même de leurs pôles; les coefficients Si, Ss» Sa satisfont donc à la relation II qui devient AR, si Ton représente par R le résultai de la substitution des coordonnées d'un des points [x'^y'^ z')y (x'^y^y z'') dans la polaire de l'autre. La condition pour que P' soii une tangente de S -h P"' prend alors la forme
Trouver la condition pour que les deux coniques
S H- ( À'o: + lify -+- v'2 ;', S -h ( Vx -+- p/^r -^ v"z Y
soient tangentes.
Ces coniques sont tangentes lorsqu'une de leurs cordes communes
( Vx -h ^'y -h y'z) ±[rx -h ii"y 4- v"z )
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est tangente à Tune des coniques; et en remplaçant» dans la condition trouvée précédemment, Xpar V±V\ il vient, pour la condition cherchée,
(A -4- 2')(2'dz 2n -4- 2-') = (2'zhn)»,
qui peut se mettre sous la forme plus symétrique
(A^-2')(A4-2")==:(AIt^^
On trouverait de même que les deux coniques S -h P", S + P'* sont tangentes, quand on a la relation
(i + S')(i-f-S") = (id:R)\
EXERaCES.
I. Décrire une conique S + F' ayant un double contact avec S, et tangente à trois coniques données S -+■ P'^ S -+- P"', S h- P*^ qui ont avec S un double contact.
Soient x, /, z les coordonnées du p61e de la corde de contact de S avec la conique cherchée S + P', on aura les équations
(1 H- S) (n- S') = (iH- P')S (i -f- S)(i -f- S') = (i -h V')\
(n-S)(i-hS") = (i-+-P*)S
dans lesquelles S', S", S'' sont des constantes connues, tandis que S, P',... renferment les coordonnées x, Xy ^ du point cherché. Si l'on pose
i-+-S = /S n-S'=X"..., il vient «
Ar=i^P', kk'^i-h?', /r=n-P«',
et en observant que P', P, P*", A', X^, /'" comportent le double signe, on voit que le problème, eu égard à la combinaison de ces signes, admet trente-deux solutions. Les équations précédentes donnent
et en étiminant A-, on obtient Téquation
qui est celle d'une droite sur laquelle doit se trouver le pôle par rapport à S de la corde de contact de la conique cherchée. Elle est évidemment vérifiée par le point P* = P" = P" qui est un des centres radicaux (306) des coniques S h- P'', S -e P", S h- P'*^
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p/ pu p«r
Cette équation est aussi vérifiée par le point jr = js" = jsr dont nous
allons chercher la signification g^métrique. D'après le n® 386, les équations tangentielles des coniques S h- P" , S-f-P*^ sont respectivement données par
et réquation
représente les points d'intersection des tangentes communes à S + F' et
x' x' s -f- p" ; ces points dont les coordonnées sont 77- ± jr . . . , ont
pour polaires par rapport à S. Donc 77 = pr = tf représente le pôle
par rapport à S d'un axe de similitude (306) des trois coniques données.
Par conséquent, le pâle de la corde de contact chercliée se trouve siir Vune des droites qui joignent un des quatre centres radicaux au pôle par rapport à S d^un des quatre axes de similitude. Ce théorème n'est du reste qu'une extension de celui qui se trouve à la fin du n*^ 118.
Pour compléter la solution, nous chercherons les coordonnées du point
de contact de S 4- P* avec S -f- P''. Soient j — 77 ' • . . , ^^s coordonnées
de ce point, qui est un centre de similitude des deux coniques ; en rem-
plaint X par x -f- p x', dans //'= i-h P',. . . et désignant par R et
R' ce que devient l'équation de la polaire de (x',/', 2') lorsqu'on substitue Jf'» y'i ^"1 ^"'i /*» ^^ 2i^ï coordonnées courantes, on a
^/•' = I -t- P' 4- -^ S', A /• = I -H P" H- A R , /. r = IH- P"» -h ^ R';
par suite
A(/'- r) = F- PV i. (S'- R) , ,
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d*où, en élimiDant h ,
Cette équation représente une droite surlaquelle doit se trouver le point de contact cherché. Cette droite joint évidemment un des centres radicaux au point déâni par les équations que Ton obtient en exprimant que
P', P", P" sont respectivement proportionnels à X'— ttj ^" "" p"'
h'^ — T7» ou bien à i, X'/*— R, ^'/'— R'. Et comme les polaires par
rapport à S + P" des trois centres de similitude des coniques S + P'', S -h P", S -h P'"' ont pour équations
(X'r- R)P'= P^ (>t'r- R')F= P", etc.,
la droite cherchée s'obtiendra en joignant Tun des quatre centres radicaux au pâle, par rapport à S + P'' d'un des quatre axes de similitude. Cette construction pourrait aussi, d'après le procédé indiqué au n** 121. se d^uire géométriquement des théorèmes du n*" 306. Les seize droites qu'on peut mener de cette manière rencontrent S + P'^ en trente-deux points, qui sont les points de contact des coniques satisfaisant aux conditions du problème (*).
(*) La solution que nous venons de donner de ce problème ne diflfêre pas au fond de celle qui a été donnée par M. Cayley {Crelle, t. XXXIX).
M. Casey {Proceedings ofthe Royal Irish Acudemy^ 1866) a donné une autre solution de ce problème en se basant sur des considérations de géométrie sphérique, et leur appliquant la méthode indiquée dans les n^' 121 (a) et 121 (^). La relation 121 (a), à laquelle sont assujetties les tangentes communes à quatre cercles tracés sur un plan et tangents à un cinquième, est Térifiée par les sinus des moitiés des tangentes communes menées à quatre cercles tracés sur la sphère dans des conditions analogues. Si donc les équations
représentent trois cercles pris sur une sphère (G. Salmox, Gtometry ofthree dimensions^ Chap. IX), les cercles qui leur sont tangents doivent vérifier la relation
\/;(s«-LJ4- V/* (s»-m)4- VvIs^-n) =0,
qui donne une solution 'du problème posé à l'Eiercice I.'On trouvera une Note à ce sujet à la fin du volume.
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II. Les quatre coniques qu'on peut mener par trois points fixes de telle sorte qu'eUes aient un double contact avec une conique donnée S, sont tangentes à quatre coniques qui ont aussi un double contact avec S (*).
Soit
S = x*H-^*-f- z' — îjzcosA — izxcosB — ajrrcosC = o; les quatre coniques passant par les trois points ont pour équation
et sont tangentes à la conique
S = [a:cos(B — c) -h rcos(C — A) -t- zcos(A — B)]*
ainsi qu'aux trois coniques obtenues en changeant successivement les signes de A, B et C dans cette équation.
in. Les quatre coniques qu'on peut mener tangentiellement à trois droites fixes j:,j, z de telle sorte qu'elles aient un double contact avec S, sont tangentes à quatre coniques qui ont aussi un double contact avec S.
Si Ton pose M = - (A + B + C) Jes quatre premières coniques seront
données par l'équation
S= [a:sin(M-A)-+-jsin(M~B)H-zsin(M-C)p
et celles qu'on en déduit en y changeant successivement les signes de A, B et G. Les quatre autres coniques sont représentées par l'équation
c_ r sin { Bsin | C sinjCsin^A sin|A8in|B"] * ^"" L*^ sinjA '^^ siniB '^'^ sinjC J
et celles qu'on en déduit en y changeant le signe de x et augmentant de i8o degrés les angles B et C, etc.
IV. Trouver la condition pour que les trois coniques U, V, W aient un double contact avec la même conique.
Cette condition s'obtient en éliminant )., fx et v entre l'équation
et les équations correspondantes qu'on obtient en exprimant que les coniques |xV — vW, vW — XUse réduisent respectivement à deux droites.
(*) Cette extension du théorème de Feuerbach (131, Ex.) peut recevoir encore une plus grande extension. Voir Quarterlj- Jûurnal of Matkematics, t. VI, p. 67.
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388. Nous terminerons ce Chapitre par quelques indications sur la théorie des invariants et des covariants des systèmes de trois coniques, dont Tétude complète nécessite la connais* sance des propriétés des courbes du troisième degré.
Le lieu du point dont les polaires par rapport à trois coniques My\ etYf sont concourantes^ est une courbe du troisième degré, qu'on appelle le Jacobien des trois coniques.
En effet, en éliminant x, y, z entre les équations des trois polaires
U, a: -h U, j -4- U, z = o, V, ar -♦- V,^ -+- V, 2 = o, W.a:-hW,j-hW,a=o,
on obtient, pour Téquation du lieu,
U,(V,W,-V.W0-HU,(V,W.-V.W,)-hU3(V.W,-V.W.)=o.
Il est d'ailleurs évident que si les polaires d'un point A prises par rapport à U, Y, W se coupent en un même point, il en est de même des polaires de ce point prises par rapport à toutes les coniques du système /U -h m V -4- n W.
Lorsque les polaires, par rapport à toutes ces coniques, d'un point A du Jacobien passent par le point B, la droite AB est divisée harmoniquement par toutes les coniques, et par suite la polaire de B passe parle point A. Le point B appartient donc au Jacobien, et l'on dit qu'il correspond au point A. La droite AB est évidemment divisée en involution par toutes les coniques, et les points A et B sont les foyers de cette division. Et comme aux foyers se confondent deux points correspondants de la division, il en résulte que si une conique du système est tangente à AB, ce ne peut être qu'en un des points A et B. Lorsqu'une conique se réduit à un couple de droites se coupant sur AB, l'intersection de ces droites ne peut se trouver qu'en A ou B, à moins que la droite AB ne fasse ellemême partie de ce couple.
On peut, du reste, démontrer directement que lorsque /U 4-mV-h/i\V représente deux droites, leur intersection se
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trouve sur le Jacobien. En effet, celte intersection (292) vérifîe les trois équations
/U, -♦- mV, •+- nW, = o, /U, -f- mV, 4- #iW, = o,
/U, -h mV, H- nWj = o,
et l'équation du lieu, obtenue en éliminant /, m et n, est la même que celle trouvée précédemment. La droite AB, qui joint deux points correspondants du Jacobien, rencontre cette courbe en un troisième poin^, et il résulte de ce que nous venons de dire que la droite AB appartient au couple de droites issues de ce point, et compris dans le système /Un- mV-f- nW. L'équation générale du Jacobien, qu'on désigne habituellement par la lettre J, peut s'écrire de la manière suivante :
-[{abg)^{ahf}]x'X-[icah)-h{afg)]x^z -[(abf)-^(bgh)]r'x-[{bch)-^{bfg}]x'z
-[{caf)-^{cgh)]z'x--[{bcg)^{chf)]z\r
— [{abc) H- ii(fgh)]xxz=zo,
en représentant, pour abréger, par {abc) le déterminant des neuf coefficients a, 6, c, a', b\ c\ a"^ b" y c" .
Le Jacobien est un covariant qui est du même degré par rapport aux coefficients et par rapport aux variables.
EXERCICES
L Faire passer par quatre points une conique tangente à une conique donnée W.
Supposons les quatre points définis par rinlersection des deux coniques U et V. Le problème admet six solutions, puisqu'en remplaçant a,... partf -h /«', dans la condition (372) qui exprime que U et W sont tangentes, on obtient une équation du sixième degré en h. Le Jacobien de U, V et W coupe W aux six points de contact cherchés. Car la polaire du point de contact par rapport à V étant aussi sa polaire par rapport à une conique ^U + pV passe par l'inlerseclion de ses polaires prises par rapport à U et à V.
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II. Le Jacobien de trois coniques ayant un triangle autopolaire commun se réduit à trois droites.
Il est facile de vérifier que xyz = o est le Jacobien des coniques
On peut donc trouver l'équation des côtés du triangle autopolaire commun à deux coniques en formant le Jacobien (J) de S, S' et du covariant F, puisque ce triangle est aussi autopolaire par rapport à F (381, Ex. I). En comparant ce qui précède au résultat obtenu au n® 381. Ex. lY, on obtient l'équation '
J' = F*-F'(eS'-f-e'S)-hF(A'©S*-hAe'S'»)-4-F(e0'-3AA')SS'
- A'*AS» — AA^S'^-h A'(aAe'-e')S*S'H- A(aA'© - 0'»)SS".
m. Le Jacobien de trois coniques qui ont deux points communs se réduit à une droite et à une conique passant par ces deux points.
Il est évident, par la Géométrie, qu'un point quelconque de la droite menée par les deux points satisfait aux conditions du problème; le théorème peut d'ailleurs se vérifier facilement par l'analyse. Dans le cas particulier où les coniques sont des cercles, le Jacobien n'est autre chose que le cercle qui les coupe orthogonalement.
IV .Le Jacobien se réduit encore à une droite et à une conique lorsqu'une des coniques S est un carré parfait U.
En effet, L est un facteur du lieu. On peut donc mener quatre coniques tangentes à une conique donnée aux deux points (S, L) et en même temps à S'; l'intersection du lieu avec S" détermine les points de contact.
Lorsque les trois coniques sont : une conique, un cercle et le carré de la ligne à l'infini, le Jacobien passe par le pied des normales qu'on peut mener à la conique par le centre du cercle.
388 (a). Trouver la condition pour que la droite 'kx-^ ^y+vz soit divisée en involution par trois coniques.
En se reportant au n"" 335 et à la Note du n*^ Zk% on voit que la condition cherchée s'obtient en égalant à zéro le déterminant
cV — a gvk -h «v' c/!a' — ^/i^v -♦- ftv' ^*V — /v^ — gr v/Jt H- A V* c' X» — 2 g^' vk + a'v' c'^? — a/'/iAV H- 6'v' d lu — fv! — g'vii -+■ h' v'
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qui, développé et divisé par v% peui se mettre sous la forme
V{bcf)-^lM^{cag)-hv^{abh)-hly[{chf)-{bcg)] -hX=v[2(ft/g^)-(6cA)]-4-^»X[a(c^A}-(c*a/)]
vV[2(aA/)-.(a6gf)] + X^v[(a6c) -4t/-^A)] = o,
en employant pour les déterminants l'abréviation indiquée précédemment. On désigne iiabituellement ce conlrevarianl par la lettre $. Sa forme suffit pour montrer que toute droite divisée en involution par les trois coniques U, V et W, Test aussi par troisconiquesquelconquesdusystème/U4-/nV4-nW. L'équation du lieu des points tels, que les tangentes menées par l'un d'eux aux trois coniques forment un faisceau en involution, peut se déduire de celle qui précède en y remplaçant \ [X, V par X, y\ z et a, 6, c. . . par les coefficients A, B, C,... de l'équation réciproque ou tangentielle.
389. Lorsqu'on forme le discriminant de /U h- m V -h /iW, on obtient une fonction en /, m, n, dont les coefficients sont les invariants du système de coniques. Tous ces invariants appartiennent à la catégorie de ceux que nous avons étudiés précédevnment, sauf un, qui est dans ce développement le coefficient de Imn, et qui se déduit du discriminant À d'une conique U en y remplaçant chaque terme abcy . . . par six nouveaux termes tels que
ab'd' 4- afcV -h a'b^c -h a'bc" H- oTbc' -h aTVc.
Il existe encore un invariant remarquable de ce système de trois coniques, qu'on obtient en se basant sur le principe suivant (*): Étant donnés un covariant et un cont revariant de même degré, on peut, en substituant dans Vun des symboles différentiels et opérant ensuite sur Vautre, obtenir un inva-riant. On a ainsi, en partant du Jacobien et du conlrevariant
(*) Foir la traduction française de V Algèbre supérieure de M. SalmoD, p. io8.
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trouvé au numéro précédent,
T={abcy-{- /i[abf){acf) -h ^{bcg)(bag) -h ^{cah)icbh) -^6iafg){bfg)-^8{afh)(cfh)-^8{cgh){bgh) -8{agh){bcf)^6[bhf){cag)-8(cfg)(abh) li[abc)(fgh)^8[fgh)\
Cet invariant a été indiqué par M. Sylvester, qui l'a obtenu par un procédé différent de celui que nous venons d'employer,
389 (a). Qn peut simplifier l'étude. de certaines propriétés des systèmes de trois coniques, en rapportant chacune de ces courbes à quatre droites x, /, z, w et mettant leurs équations sous la forme
U = ax^ -h éj* -h cz» -f- dw^y V= a!x^ -h Vy^ -f- c'z* -f- d[w\
à laquelle il est toujours possible de les ramener d'une infinité de manières. En effet, chacune de ces équations renferme trois constantes indépendantes, et chaque ligne est définie par deux constantes; la forme ci-dessus contient donc dix-sept constantes, tandis que la forme employée habituellement pour U, V, W n'en renferme que trois fois cinq, ou quinze. D'ailleurs, les équations de quatre droites vérifient toujours une relation de la forme tv=Xx 4-/xj4- vz, que, pour plus de symétrie, on peut écrire de la manière suivante :
X -h/ 4- 2 4- tv = o
en supposant les constantes >, /x et v contenues implicitement dans Xyjr et z.
Comme application, nous résoudrons le problème suivant.
Trouver la condition pour que les trois coniques U, V, W passent par un même point.
Si l'on résout, par rapporta ^7% j*, z% tv', les équations
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et que Ton représente par A, B, C, D les quatre déterminants {bcd),{dca), (dab), {bac), on voit que jr*,/', z*, (v* sont respectivement proportionnels à A, B, C et D, et, en substituant
dans l'équation
il vient, pour la condition cherchée,
ou, en faisant disparaître les radicaux,
(A»-t-B»-f-C»-t-D'— aAB— 2BC — ^CA- 2AD-~2BD — 2CD)» = 64ABCD.
Le premier membre de celte équation est le carré de l'in* variant T obtenu précédemment, le second membre est un invariant que nous désignerons par la lettre M. La relation M = o exprime que l'on peut trouver des valeurs de /, m, n telles, que /U + mV + nW se réduise à un carré parfait. Et comme H est du quatrième degré par rapport aux coefficients de chaque conique, on peut rendre S -h /U 4- mV -f- nW un carré parfait de quatre manières [voir n** 373, Ex. III), puisqu'en égalant à zéro l'invariant M relatif à S + /U, V, W, on obtient une équation du quatrième degré pour déterminer /.
389 (6). En général, trois coniques quelconques peuvent être considérées comme les polaires de trois points relativement à une même courbe du troisième degré, ou cubique; autrement dit, leurs équations peuvent se ramener à la forme
a{x^ — ^X^) ~*~ P(/' — 2zx) 4- y'(z' — 2ar/) = 0.
Si Ton emploie pour les équations des coniques la forme indiquée au numéro précédent» Téquation de la cubique dont elles se déduisent pourra s'écrire
et Ton voit que si l'invariant M s'annule ( ce qui ne peut arriver que lorsqu'une des expressions A, B, C, D est nulle), il y a
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exception, et les coniques ne peuvent être considérées comme déduites de la même cubique.
Dans le cas général, on peut obtenir Téquation de la cubique en formant le Hessien (*) du Jacobien des trois coniques, et retranchant du résultat le produit du Jacobien par l'invariant T.
En opérant sur le contrevariant $ du troisième degré successivement avec chacune des coniques, ou sur le Jacobien avec leurs réciproques, on obtient les contrevariants et les covariants linéaires qui représentent géométriquement les points dont les coniques données sont les polaires, ou les lignes polaires de ces points par rapport à la cubique.
(*) Foir la traduction franoaîsc de V Algèbre supérieure de M. Salmox, p. 96.
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390. Les problèmes relatifs au tracé des tangentes, à la détermination des aires et des longueurs d'arcs des courbes, peuvent être traités par deux méthodes différentes : l'analyse et la géométrie. Renvoyant le lecteur aux ouvrages spéciaux pour l'emploi de la première, nous nous bornerons à exposer dans ce Chapitre quelques exemples de la seconde, afin de donner une idée des procédés employés par les géomètres avant la découverte de l'analyse. Ces procédés, en dehors de l'intérêt historique qui s'y rattache, peuvent, dans certains cas, conduire plus simplement et plus rapidement à une solution que l'analyse : qu'il nous suffise de rappeler ici le beau théorème énoncé au n* 400, théorème qui n'avait pas même été entrevu par ceux qui ont appliqué le calcul intégral à la rectification des sections coniques.
A mesure que le nombre des côtés d'un polygone inscrit dans une courbe augmente, l'aire et le périmètre du polygone se rapprochent de l'aire et du périmètre de la courbe; le côté du polygone tend à coïncider avec la tangente menée à la courbe par son extrémité. Lorsque ce nombre devient infini, le polygone se confond avec la courbe, et la tangente en un point coïncide avec la droite qui le joint à un autre point infiniment voisin.
A mesure que le nombre des côtés d'un polygone circonscrit augmente, son aire et son périmètre se rapprochent de l'aire et du périmètre de la courbe, et le point d'intersection de deux de ses côtés consécutifs tend à coïncider avec le point de contact d'un de ses côtés.
Lors donc que nous voudrons déterminer l'aire ou le péri-
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mèire d'une courbe, nous pourrons substituer à cette courbe un polygone inscrit ou circonscrit d'un nombre infini de côtés; de plus, nous pourrons considérer une tangente comme la corde menée par deux points infînimenl voisins de la courbe, et un point de la courbe comme l'intersection de deux tangentes infiniment voisines.
391. I. Trouver la direction de la tangente menée en un point B du cercle.
Dans un triangle isoscèle AOB {fig. 1 1 1 ), formé par les deux rayons OA, OB et la corde BA qui joini leurs extrémités,
Fig. III.
J II
l'angle à la base ABO est égal à un angle droit diminué de la moitié de l'angle au sommet BOA; à mesure que les points A et B se rapprochent, cet angle au sommet tend à devenir plus petit que touie grandeur donnée ; donc, à la limite, l'angle OBA que la tangente fait avec le rayon est égal à un angle droit. Nous aurons souvent occasion d'employer le principe qui vient d'être démontré, et qu'on peut énoncer de la manière suivante : Deux droites égales, infiniment voisines, et issues du même point, sont perpendiculaires à la droite qui joint leurs extrémités,
II. Les circonférences de deux cercles sont entre elles dans le même rapport que leurs rayons.
Par le centre des deux cercles {fig. m) supposés concentriques (ce qui est toujours possible), menons des rayons OA,
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OB,..., Oa, Ofr,..., el les cordes qui, dans chaque cercle, joignent leurs extrémités; nous formerons ainsi deux polygones inscrits ABCD..., abcd.,, d'un même nombre de côtés, semblables, et dont les périmètres sont, par suite, dans le même rapport que les rayons des cercles; cette propriété, étant indépendante du nombre des côtés, subsiste encore à la limite lorsque les polygones se confondent avec les circonférences circonscrites : donc les circonférences de deux cercles sont entre elles dans le même rapport que leurs rayons.
III. L'aire d'un cercle est égale au produit du rayon par la moitié de la circonférence.
L'aire d'un triangle OAB {Jtg. m), formé par une corde et deux rayons, est égale au produit de la moitié de la corde, par la distance de celte corde au centre; par suite, l'aire d'un polygone régulier inscrit est égale à la moitié de son périmètre multipliée par la distance d'un quelconque de ses côtés au centre; à mesure que le nombre des côtés du polygone augmente, son périmètre tend à devenir égal à la circonférence, et la distance d'un de ses côtés au centre tend à devenir égale au rayon ; les différences respectives entre le périmètre et la circonférence, la distance et le rayon, pouvant devenir plus petites que toute quantité donnée, il en résulte que l'aire du cercle est égale au produit du rayon par la moitié de la circonférence.
392. I. Mener la tangente TV en un point P de l'ellipse. Considérons sur la courbe deux points P, P' infiniment voi-
sins (Jig. 112); en les joignant aux foyers F et F' de l'ellipse,
il vient
FP-t-PF = FP'-hP'F'.
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Prenons sur FP', FR = FP, el sur F'P, F'R' = F'P'; on aura ainsi P'R = PR'. Les deux triangles PRP' el PR'P' sont rectangles en R et R' (391, I); d'ailleurs ils ont une base commune PP', et les côtés P'R, PR' sont égaux : donc les angles PP'R et P' PR' sont égaux. Mais à la limite TPF=PP'F, la différence PFP' entre ces deux angles pouvant devenir plus petite que toute quantité donnée; par suite, TPF = P'PF'; la tangente, fait donc des angles égaux avec les rayons vecteurs menés du foyer au point de coptact.
FP = PN, FP'=FN', P'R = P'S
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Les angles N'P'P, FP'P sont égaux. La tangente est donc la bissectrice de l'angle FPN.
393. L Trouver l'aire du segment parabolique FVP compris entre la courbe, son axe VF, et un rayon vecteur FP issu du foyer F.
Puisque PS = PR [fig. ii4) et PN = FP, le triangle FPR est la moitié du parallélogramme PSNN'; si Ton prend entre V
Fig. ii/|.
et P un certain nombre de points P', P",..., on formera un certain nombre de triangles et de parallélogrammes dont les aires seront dans le rapport de i à 2; à la limite, la somme des parallélogrammes devient Taire NPDV, et la somme des triangles Taire FPV, qui est ainsi la moitié de la précédente, et, par suite, le tiers de Taire du quadrilatère NPFD.
IL Trouver l'aire du segment PM V rfe parabole limité par une ordonnée PM et son diamètre conjugué V'M.
Par le point T, où la tangente en P {fig. ii5) rencontre le diamètre V'M, par Textrémilé V de ce diamètre, et par le point P' infiniment voisin de P, menons des parallèles TR', V'N' et F M' à l'ordonnée PM ; les parallèles PR, P'R' menées par P et P' au diamètre couperont les précédentes en R, N, R', N'. Les parallélogrammes PR' et PM' sont équivalents (la diagonale TP' divisant en deux parties égales les parallélogrammes RM, R'M'); d'ailleurs, V étant le milieu de TM, le parallélogramme PN' est la moitié de PR'; si donc on prend
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entre P el V un certain nombre de points P', P", P*',..., on formera une série de parallélogrammes PM'..., PN'..., et
Fig.iiS.
RZN F.
la somme des premiers sera double de la somme des seconds; Taire V'PM est, par suite, double de Taire VPN; autrement dit. Taire du segment parabolique PMV est les deux tiers de celle du parallélogramme PMV'N.
39i. I. Vaire de l'ellipse est égale à Vaire du cercle qui a pour rayon une moyenne proportionnelle entre les demi-axes de V ellipse.
Si Ton divise Tellipse ABA' (Jig. ii6) et le cercle ADA' décrit sur le grand axe A A' de Tellipse comme diamètre, par
Fig. ii6.
une série de parallèles dbm, d'V m\„. au petit axe BC, on a
la relation
mb:md:\m'V \m' d' \\ b:a,
et les aires des quadrilatères mbb'm', mdd'm',,.. sont entre
elles dans le rapport 6: a; il en est de même de leurs sommes respectives, c'est-à-dire des polygones Bbb'... A,Drfrf'. .. A inscrits dans l'ellipse et le cercle, quel que soit du reste le nombre des côtés de ces polygones. Donc l'aire de Vellipse est à celle du cercle dans le rapport de b à a;ei comme Taire du cercle esi égale à ma^ celle de Tellipse a pour valeur wab.
Corollaire. — On peut prouver, de la même manière, que, si deux figures sont telles, que les ordonnées de Tune soient dans un rapport constant avec les ordonnées de l'autre, les aires de ces figures sont entre elles dans le même rapport.
II. Un diamètre quelconque d'une conique divise l'aire de la courbe en deux parties équivalentes.
Le diamètre, divisant ses ordonnées en deux parties égales, divise, par cela même, en deux parties équivalentes Taire du trapèze formé en joignant les extrémités de deux ordonnées consécutives; le nombre de ces trapèzes augmentant au delà de toute limite, la somme de leurs aires devient égale à Taire de la courbe, qui est ainsi divisée en deux parties équivalentes par le diamètre.
395. I. Dans V hyperbole, Vaire du secteur PCQ, déterminé par les droites qui joignent deux points P et Q de la courbe au centre C, est équivalente à celle du segment PQKL obtenu en menant par ces points des parallèles PK, QL â une asymptote.
D'après la génération de la courbe, les triangles PKC, QLC
{Jig. 117) sont équivalents; donc les aires PQC et PQKL sont équivalentes.
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II. Deux segments PQLK et RSNM sont équivalents lorsquon a la proportion PK : QL : : RM : SN.
En effet, Téquation de In courbe donne la relaiion
PK:QL::CL:CK,
et si l'on mène les droites QR et PS, on a (197)
CL = MT', CK=:NT
par suite,
RM:SN::Mr:NT.
QR est donc parallèle à PS. Il est dès lors facile de voir que les secteurs PCQ, RCS sont équivalents, puisque le diamètre . des cordes PS et QR divise en deux parties équivalentes l'aire hyperbolique PQRS, ainsi que les triangles PCS et QCR.
Lorsque les points Q et R coïncident. Taire PKNS est divisée en deux parties équivalentes par l'ordonnée QL qui est alors moyenne géométrique entre les ordonnées PK, SN des extrémités de l'arc PQS.
De plus, si l'on mène un certain nombre d'ordonnées* en progression géométrique continue, l'aire comprise entre deux ordonnées consécutives est constante.
396. Lorsque deux coniques sont semblables, semblablement placées et concentriques, toute tangente AB <ï la conique intérieure détermine dans la conique extérieur*e un segment AVB dont l'aire est constante.
Nous avons vu (236, Ex. V) que cette tangente AB (Jig. 1 18 ) est divisée en deux parties égales par son point de contact P.
Fig. ii8.
Si l'on mène une deuxième tangente A'B' ayant son point de
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conlact en P' et coupant la précédente en Q, les angles ÂQ A' et BQB' sont égaux; d'ailleurs, plus le point Q se rapprochera de P, plus les côtés AQ, AQ' tendront à devenir égaux aux côtés BQy B'Q; lors donc que les tangentes sont infiniment voisines, les triangles AQA% BQB' sont égaux, ainsi que les segments AVB et A'VB'. Le segment AVB, ne variant pas lorsqu'on passe d'une tangente à une tangente consécutive, est donc constant.
Corollaire. — On prouverait de la même manière que, lorsque la tangente à une courbe détermine sur une autre courbe un segment dont l'aire est constante, elle est divisée en deux parties égales au point de contact, et réciproquement que, si elle est divisée en deux parties égales au point de conlact, elle détermine un segment d'aire constant.
On peut, en s'appuyant sur ce qui précède, mener par un point donné une corde déterminant dans une conique un segment minimum. En effet, pour déterminer un segment de grandeur donnée, il suffit de mener par le point une tangente à une conique semblable et concentrique, dont la distance à la première est d'autant plus grande que l'aire donnée est elle-même plus grande. Pour que l'aire soit minimum, il faut donc que la conique auxiliaire passe par le point donné, et comme alors la tangente qu'on lui mène y est divisée en deux parties égales, on voit que la corde menée par un point détermine dans une conique un segment d'aire minimum lorsqu'elle est divisée en ce point en deux parties égales.
De même, la corde menée par un point.donné de manière à déterminer dans une courbe quelconque un segment maxi* mum ou minimum est divisée en ce point en deux parties égales.
On démontrerait par des raisonnements analogues les deux théorèmes suivants, dus à feu le professeur Mac-Cullagh.
I. Si une tangente AB à une courbe détermine sur une deuxième courbe un arc constant, elle est divisée au point de contact P de telle sorte que le rapport AP : PB est l'inverse
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du rapport AO ! OB des tangentes menées en k et ^ à la deuxième courbe.
II. Si la tangente AB est de longueur constante^ et si M est la projection sur AB de l'intersection des tangentes en A et B, on aura AP== MB.
Trouver le rayon de courbure de Vellipse
Le centre du cercle circonscril à un triangle se trouvant à l'intersection des perpendiculaires menées aux côtés du triangle par leurs milieux» le centre du cercle qui passe par trois points consécutifs de la courbe est Tinterseciion de deux normales consécutives.
Lorsqu'on mène les bissectrices PN, PN' [Jig, i la) des angles au sommet de deux triangles FPF', FP'F, qui ont une base commune, on a la relation
2PNF=PFP -+-PFF.
Si Ton observe qu'un arc de cercle est proportionnel à la fois
à l'angle au centre correspondant et au rayon (391), on peut,
en considérant PP' comme un arc de cercle ayant son centre
pp/ enN, prendre le rapport -rj^ pour nfesure de l'angle PNP'.
Si, de plus, prenant FR = FP, F'R = F'R', on mesure les
PR P'R' angles PFP', PF'P' par les rapports -=» =7^» on a
PP' PR FR
PN "" FP ■ F'P' mais
PR = P'R'=PFsinPFF,
et, en représentant l'angle PP'F par 6, et les longueurs PN, FP, F'P par R, p et p', on obtient la relation
Rsind p p'
qui peut s'énoncer de la manière suivante : La corde focale de courbure (245, Ex. IV) est égale au double de la moyenne
harmonique des rajrons vecteurs qui joignent les foyers au point de contact. En remplaçant respeclivemenl s\nO, p-»-p'
et pp' par t7> 2^1 et 6'', on retombe sur la valeur connue du
rayon de courbure R = -^•
Le rayon de courbure de l'hyperbole ou de la parabole peut se déterminer de la même manière. Dans le cas de la parabole, p' devient infini, et la formule précédente se réduit à
R sin d p
On peut encore arriver à la détermination de la corde focale de courbure par la méthode suivante, due à M. Townsend.
Menons une parallèle quelconque QR (^g. 119) à la tangente en P à la conique, et faisons passer par PQR un cercle
Fis- 119.
qui rencontre la corde focale de la conique en C; on a, dans le cercle, la relation
SC:SL::MN:PL
et, comme pour le cercle de courbure S et P coïncident, il
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vient . *
PC:PLt:MN:PL,
c^esl-à-dire la corde focale de courbure est égale à la corde focale de la conique menée parallèlement à la tangente (245, Ex. IV).
398. Le rayon de courbure d'une conique à centre C peut encore se trouver de la manière suivante. Si Ton prend sur la courbe un point Q (Jig, 120) infiniment voisin du point F, la
Fig. 130.
parallèle QR' à la tangente TP en P rencontre la normale en S et le diamètre PP' de P en R. D'ailleurs QS est perpendiculaire au diamètre du cercle mené par P et Q tangcntiellement
à TV en P, et PQ est égal au produit de PS par le diamètre ; le rayon de courbure est donc égal à
PQ 2PS
Mais, comme QR est toujours parallèle à la tangente et que PQ coïncide à la limite avec cette tangente, on aura à la limite PQ = QR; d'où, par une propriété connue de Tellipse (en représentant par a', b\ CP et son conjugué),
6'^:a''::QR':PR.RP'(=2a'.PR);
donc
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ce qui donne, pour le rayon de courbure R,
a! PS
et comme, quelque petits que soient PR et PS, on a toujours, en raison de la similitude des triangles, CT étant parallèle à la normale,
PRCP «;
PS "" CT
l'expression du rayon de courbure se réduit à
On démontrerait de même le théorème suivant :
Dans un système de deux coniques homofocales S et S' se coupant en ky le centre de courbure correspondant 'au point K dans la conique S est par rapport à la conique S' le pôle de la tangente en k à la conique S.
399. Si par un point T d'une ellipse on mène deux tangentes ÏP, TQ à une ellipse homofocale, l'excès de la somme de ces tangentes sur tare quelles interceptent est constant (*).
Si l'on prend un point T' ijlg' 121) infiniment voisin du
Fig. 121.
premier, et que Ton mène les tangentes T'P', T'Q' et les perpendiculaires TR et T'S à PT' et TQ (3W), il vient
PTzz=PR=PP'-|-P'R
(*) Ce beau théorème a été découvert par le D"^ Graves, qui Ta énoncé dans Ba traduction des Mémoires de M. Ch-sles sur les cônes et les coniques spbériques.
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(P'R pouvant être considéré comme le prolongement de PP');
de même
Q'T'=QQ'-f-QS.
Et comme (194) les angles TÏ'R, T'TS sont égaux, on a
par suite,
PT-f-TQ'=PT'-HT'Q', d*oii Ton déduit
(PT-f-TQj — (FT'-hT'Q') = PF-QQ'=PQ-P'Q'.
Corollaire. — Le théorème est encore vrai pour deux courbes telles, que les tangentes TP, TQ menées par un point T de la courbe extérieure à la courbe intérieure fassent des angles égaux avec la tangente TT' menée en T à la courbe extérieure,
400. Si Von mène deux tangentes TP, TQ à une ellipse par un point T d'une hyperbole homofocale, la différence des arcs PK et QK est égale à la différence TP — TQ des tangentes (* ).
En prenant un point T' (Jig, 122) infiniment voisin et répétant la construction du numéro précédent, on arjive aux relations
(T'F- P'K) - (TP- PK) ==T' R,
(T'Q'-Q'K)-(TQ-QK)=rS.
Mais T'R=T'S, puisque (189) TT' est la bissectrice de l'angle RT'S. Donc la différence entre l'excès de TP sur PK et celui de TQ sur QK est constante, et comme, dans le cas particulier où T coïncide avec K, ces deux excès et, par suite, leur différence s'évanouissent, il s'ensuit qu'on a, dans tous
les cas,
TP-PK=:TQ-QK.
(*) Cette extension du théorème précédent a été donnée par Mac-Cullagh {Dublin, Exam. Papers, i8/|i, p. 4i ; l^7, p. 68 et p. 83). M. Chasies y est arrÎTé de son côté {Comptes rendus des séances de r académie des Sciences, octobre i8/|3, t. XVII, p. 838).
Corollaire. — Un quadrant elliptique peut être divisé de telle manière que la différence des deux segments soit égale à la différence des demi-axes. Il suffit, en efîel, pour déterminer
Fig. 133.
le point de division, de faire passer une hyperbole homofocale à l'ellipse donnée par l'intersection des tangentes menées à l'ellipse aux extrémités des axes. Les coordonnées x et j des points d'intersection sont, du reste.
Ce théorème est connu sous le nom de théorème de Fagnani.
401. Si tous les sommets, moins un, d'un polygone circonscrit à une conique glissent sur des coniques homofocales, le sommet libre décrit une conique homofocale.
Lorsque le sommet ï d'un angle PTQ {flg. 121) circonscrit à une conique se meut sur une conique homofocale, si l'on désigne par a et b les diamètres parallèles k TP, TQ ; par a et ^ les angles TPT', TQ'T' que font chacun des côtés avec leurs positions consécutives, on a la relation aa = bPy qui résulte des égalités ( 399)
TR = T'S, TR = TP.a, T'S = T'Q'.(3,
et de ce que ( 149) TP et TQ sont proportionnels aux diamètres qui leur sont parallèles.
Réciproquement, quand on a aa = b^, le point T se meut sur une conique homofocale. En efTel, en reprenant les équa-
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tioDs qui précèdeni dans Tordre inverse, on arrive à régalilc TR==T'S qui montre que TT' fait des angles égaux avec TP, TQy et, par suite, coïncide avec la tangente à la conique homofocalc menée par le point T. Le point T se trouve donc sur cette conique.
Si Ton désigne par a, 6, c, . . . , /i les diamètres de la conique inscrite, parallèles aux côtés du polygone, et par a, (3, y,. .., y les angles compris respectivement entre deux positions consécutives des côtés, les relations
aa = b^, b^ =z cy,, . , miJL=inv
expriment que tous les sommets, moins un, glissent sur des coniques homofocales, et Téquation qui en résulte
aa = nv
montre que le dernier sommet glisse aussi sur une conique homofocale (*).
(*) Cette démonstration a été donnée par le D' Hait {Cambridge and Dublin Math. Journ , t. IV, p. iqS).
53o NOTES.
SUR LE THÉORÈME DE PASCAL
(Page 3/|0.;
M. Steiner est le premier qui appela (*) Tattention des géomètres sur la figure complète obtenue en joignant de toutes les manières possibles six points pris sur une conique , par Ténoncé d'une série de théorèmes qui furent corrigés et éteudus par M. Plucker (**). Ce sujet a encore été repris plus récemment (***) par M. Cayley et surtout par M. Kirkman, qui Font enrichi de nouveaux théorèmes.
' Nons exposerons dans cette Note les plus importants de ces théorèmes dont la plupart peuvent s'obtenir à Taide des principes les plus élémentaires de la théorie des combinaisons, et des théorèmes suivants ainsi que de leurs réciproques :
Lorsque les droitfs fjui Joignent les sommets eorrespomla/its de deux triangles concourent en un même point y qui est le centre iVhomnlogie des deux triangles, les intersections des côtés correspondants sont situées sur une ligne droite, qui est l'axe d'/iomohgie (60, Ex. IIl).
Lorsque dans un système de trois triangles, les intersections des côtés correspondants de deux quelconques d'entre eux sont situés en ligne droite, les centres d' homologie du premier et du second triangle, du second et du troisième, du troisième et du premier sont sur une même ligne droite.
Prenons sur une conique six points a, h, c, d, i-'^/que nous appellerons les points?. On peut les joindre deux h deux par quinze droites ab, ac, ad,,.., qui seront les droites C. Chacune d'elles, ab par exemple, rencontre les quatorze autres; quatre au poiut a, quatre au point b, par conséquent six en des points (ab, cd), . . . distincts des points F et que nous appellerons p. l\ y d quarante-cinq points p, puisque chaque ligne C en contient six, et qu'il passe deux lignes C par chacun d'eux.
(*) Annales de Gergomie, *
(■*) Journal de CrcUe, t. V, p. 27.5.
(***) Cambridge and DnbUn Mat liematical Journal, t. V, p. i85..
Si Ton prend les côtés de Thexagone dans Vordre abc clef, le théo- Tèmo de Pascal exprime que les trois points p, (ab, fie), (rfi^frt)^ (Ar, ef) sont situés sur une même droite qui est \e Pascal abcelef et q\xe nous désignerons le plus souvent par la notation
ab,rel.rf de.fa.bc
4)0ur indiquer les points par lesquels il passe.
Par chaque point/?, on peut mener quatre Pascals. Ainsi le point [ab^ de) appartient aux quatre Pascals abalef nbfd(c, abcedf abfedc. On trouvera, par conséquent, le nombre des Puscals, en multipliant par 4 le nombre des points /;, et en divisant le produit par 3, puisqu'il } a trois points/; sur chaque Pascal. Il y a donc soixante Puscals. On aurait pu obtenir ce résultat plus directement, en calculant le nombre d'arrangements possibles des lettres r/, ^,c, r/, e^f.
Considérons les trois triangles
(i) ab,cd,€f
(^) dc.fa.bc
(3) i'j\be,ad
-définis par leurs côtés. Les intersections des côtés correspondants de (i) •et (a) appartiennent au même Pasciil ; par suite les droites qui joignent les sommets homologues concourent en un même point. Ces droites sont les trois Pascals
ab,de.cf i ( cd.fa,be ] ^ ef,bc.ad ( cd,fa,be \ \ cf,bc,ad \ \ ab,de,rf \
-et nous avons ainsi le théorème de Steiner énoncé au n" 268. Leur point de concours, que nous appellerons te point g^, sera dé&igné par la notation
ab.de.rf \ cd» fn.be >j (f,bc,ad )
•elle montre que sur chaque Pascal, il n*y a qu'un seul point ^, puis •qu'étant donné !e Pascal
j ab.de.cf |
( cd,fn,be j
on obtient un point g^ en ajoutant à chacune de ses colonnes verticales, un nouveau terme formé des deux lettres qui n'entrent point dans les
deux termes de cette colonne. Et comme il passe trois Pascals par chaque point g', il y a en tout vingt points^.
Les droites qui dans les triantes (2) et (3), (i) et (2) joignent les sommets correspondants coïncident respectivement et sont concourante;^ ; on voit donc, en se reportant au théorème réciproque de la deuxième proposition rappelée plus haut, que les trois ^.r^'.r de ces trois triangles concourent en un même point
ab . c(L ef
fie, fa. bc
\ cf.be, ad )
qui est un point g", conjugué harmonique par rapport à la conique de celui trouvé précédemment. Les vingt points g forment donc, ainsi que la montré Sleiner, dix couples de points conjugués. Les Pascals qui passent par ces deux points g^ correspondent respectivement aux hexagones «Ar/è'r/, nfcdeb , adcbef; abcdef , afcbed^ adcfebj dans lesquels les sommets de rang impair conservent la même position relative. Soient les trois triangles
(1) ab cd cf
\ ab.ce.df ) ( cd.bf.ae 1 ( ef.bd^ac j ( dcbf.ac \ \ af.cr.bd ( ( bc,ae,df \
\ ab.re.df ) ( cd.bf.ae | l ef.bd.ac { ef.bd.ac i ( bcacdf j ( ad.cc.bf
Los intersections des côtés homologues de (1) et (4) sont trois points qui appartiennent au même Pascal ; par suite, les droites qui joignent les sommets correspondants concourent en un même point. D*ailleurs ces droites sont les trois Pascals
\ ab.ce.df ) \ cd.bf,ae j ( vf.ac.bd | ( cd.bf.ae \ ( ef.ac.bd \ { ab.df.cc \
Leur point de concours
ab.ce.df cd.bf.ae ef.ac.bd
sera un point h, dont la notation diffère de celle d un point g en ce qu'elle ne renferme qu'une seule colonne verticale comprenant les six lettres sans^ omission ni répétition.
Sur chaque Pascal
( ab,cd.ef
{ dcnf.bc se trouvent les trois points //
€ib,rd»ef \ i ab.cd.ef \ l ab.cd.ej de,af,bc )) l dc.af,'bc >j < de,af,bc
• Il »' Il V
cf,bd,ae / ( acbcdf ) ( bf.cc.ad
(Les colonnes placées sous le signe — sont celles qui contiennent les six lettres. ) Nous avons ainsi le théorème de Sleiner, étendu par M. Kirkman.
Les Pascals se coupent trois par trois y non-seidement atix vingt points g de Steiner, mais encore en soixante antres /x/ints h.
La démonstration du n° 2B8 s'applique aussi bien au théorème de M. Kirkman qu'à celui de Steiner.
Les lignes qui dans les triangles (i) et (5) joignent les sommets correspondants se confondent avec les droites analogues des triangles (i) et (4) ; les côtés homologues se coupent donc sur une même droite, qui est un Pascal. De même, les côtés homolo^'ues de (4 ) et (5) se coupent aux trois points h
[ ab,ce.df \ / ae,cd,bf \ ( acbd.ej \
de,bf.ac >> / bd,af.cc >» < df.ae.bc >>
cf,ae,bd ) ( ac.be. df ) ( ce,bf.ad )
qui sont en ligne droite.
De plus les axes de (4) et (5), de(i] et (4), de (i) et (5) concourent ^n un même point, qui est le point g
Iab.cd.ef \ . de,af,bc Vj \ cf.be. ad )
dont la notation s'obtient en combinant les trois colonnes verticales complètes, des trois points //. On a ainsi le théorème suivant :
U y a vingt lignes G , qui contiennent chacune un f}oint g et trois points h.
Ces lignes ont été indiquées par M. Gayley et par M. Salmon. La démonstration donnée plus haut est celle de M. Cayley. On peut démontrer de la même manière (\\ie les vingt lignes G passent
quatre par quatre, par quinze points i. En effet les quatre droites G sur lesquelles se trouvent les points //, qui dans la notation précédente onl une colonne verticale commune, passent par le même point. Si Ton considère trois Pascals passant par un même point //,
j ab,ce.df ) ( dcbf.ac ) l cf.ae. { de.bf.ac ) \ vf.acbd \ \ ab,df.
cf.ae.bd ce
Îac, bf.de ) ( bf,ce.ad j | bd.ac. dj.accb j ( ae,bd.cf \ \ ce,df,i
on peut, en prenant sur chacun d'eux un point p^ former un triangle ayant (df.ac)^ (bf,ae)y [bd.ce) pour sommets, et par suite pour côtés
bd.ac. ef fib
Si de plus on prend sur chacun d eux un point//, en écrivant sous chaque- Pascal «/, cd^ bcy on forme un Ir'angle dont les côtés sont
ac.bf.de j \ cf.ne.bd \ | df.ab^ce be.cd.af \ \ be.cd.af \ \ be.cd.af
Les intersections des côtés homologues de ces triangles, qui doivent ciresitués en ligne droite, sont les trois points g
be.cd.af \ i be.cd.af \ / be.cd.af
nc.bf.de J» \ cf.ae.bd m < df.ab.ce }»
ad.bf.ce ) ( ac.cf.bd
nc.bj.de ; df.ae.bc )
auxquels on peut en ajouter un quatrième
be.cd.af \
cf.ab.de >j
ad.ef.bc ) •
en se guidant sur la symétrie de la notation, qui fait voir que ce quatrième point doit se trouver sur la droite déterminée par les trois autres. Ces points g sont du reste les seuls dans Texprcssion desquels on puisse faire entier be.cd.af. D'diilcurs on peut former quinze produits de la fonne be.cd.af^ ce qui donne le théorème de. Steiner.
l^s points g sont situés quatre par quatre sur quinze droites I.
Les théorèmes que nous venons de démontrer sont assujettis, ainsi que Ta fait remarquer M. Hessc, à une certaine loi de réciprocité. Ainsi il y a soixante points /i de Kirkman auxquels correspondent soixante\\^e&^ de Pascal. Par chacun des vingt points g- de Steiner passent t mis Pascals H et une ligne G; à chacune dos vingt droites G appartiennent trois points /r
de Kirkman et im point g de Sleiner. Les vingt lignes G passent , quatre par quatre, par quinze points i, et les vingt points ^g sont situés, quatre pair quatre, sur f/uinze droites I.
Les indications suivantes, qui peuvent fournir une démonstration de quelques-uns des théorèmes précédents, servent en outre à déterminer le point h qui correspond au Pascal obtenu en prenant les sommets dans un ordre déterminé abrdef. Considérons les deux triangles inscrits ace^bdf : leurs côtés sont tangents à une même conique (335, Ex. IV ), et Ton peut appliquer le théorème de Brianchon à Thexagone dont les côtés sont ce^ df^ ae^ hf^ ac^ bd. En prenant les côtés dans cet ordre, les diagonales de rhexagone sont les trois Pascals concourant au point h
ce,i)f,ad \ df.nc.ùe M ae,bd,cf )
et puisqu en conservant les côtés de rang impair, on peut effectuer sur les trois autres une permutation circulaire, on voit, d'après le théorème réciproque du théorème de Steiner^ que les trois points de Brianchon qui résultent de cette permutation appartiennent à une même droite : par suite, qu'il y a trois points h sur une ligne G. En partant du même hexagone circonscrit, on voit, en outre, que les droites qui joignent respectivement les points a et (bc,df)^ d et (acef) se coupent sur le Pascal abcdef^ et que chaque Pascal contient six intersections analogues.
Dans une publication récente (*], M. Cayley a déduit les propriétés de cette figure en la considérant comme la projection des intersections de six plans.
DES SYSTÈMES DE COORDONNÉES TANGENTIELLES
(Page 4^3.)
Dans le cours de cet Ouvrage , nous avons habituellement considéré comme Coordonnées tangentielles d'une droite /a + m^ +/'7^ les constantes /, /n et /ide l'équation de cette droite (70), et nous avons appelé équation tangentielle d'une courbe, la relation qui doit exister entre ces constantes pour que cette droite soit tangente à la courbe. Ce système, auquel on peut du reste ramener tous les autres systèmes de coordonnées tangentielles, nous paraissait lié d'une façon plus intime aux
(*) Qtiarterfy Journal^ l. IX, p. 3/|8.
théories qui font l'objet de ce Traité. Nous donnerons dans cette Note quelques indications complémentaires sur ce système, et nous exposerons sommairement les principes de quelques autres sytèmes de coordonnées tangentielles.
Nons avons vu (132, Ex. VI) que Téqualion tangentielle d'un cercle de rayon r, ayant son centre en (a', fî', y') est de la forme
(/a'H-///jV-+-w77
= r* (/* -h m- -h /i' — 2W/Î cos A — 'Àni cosB — a/z/i cos C).
En égalant séparément son deuxième membre à zéro, on obtient une équation qui se décompose en deux facteurs et, par suite, représente deux points que nous allons déterminer. Ce produit a été obtenu, en formant, dans le développement de /a -hm^ -h ny (Gl ) la somme des carrés des coefficients de x etr, /cos a -+- m cos p-hn cos y, / sin a -+- m sin 6 -k « sin y ; d*ailleurs la relation a^-hb^ = o exprime que la droite ajc -+- b^ -h c = o
est parallèle à Tune ou à l'autre des droites x±:yy[^\ = o. Ces deux points sont donc les deux points imaginaires et à l'infini du cercle.
Ce résultat peut du reste se déduire directement de l'équation tangentielle du cercle que nous venons de rappeler. Soient .^n effet &i et ta' les deux facteurs qui forment le deuxième membre de Téquation, a le centre; cette équation pourra se mettre sous la forme a*= r*ww', qui montre que 0) et ta' sont les points de contact des tangentes menées au cercle para.
De même, si, pour former l'équation tangentielle d'une conique dont les foyers sont donnés, on exprime que le produit des distances d'une tangente aux foyers est constante, on obtient la relation
(/a' H- mp' ^ ny' ) ( /a" h- mp" -h ny") = ^'ww',
qui montre que la conique est tangente aux droites qui joignent les deux foyers aux points w,w' (279).
Le résultat obtenu en substituant les coordonnées tangentielles d'une droite dans l'équation d'un point est proportionnel à la distance de la droite à ce point (61 ) ; et en inlerprétimt, d'après ce principe, les équations tangentielles ap = /-y^, ay = Xp% on retombe sur les théorèmes démontrés comme réciproques au n"* 311. De même, le résultat obtenu en substituant, aux coordonnées courantes de l'équation du cercle, les coordonnées tangentielles d'une droite, est proportionnel au carré de la corde interceptée par le cercle sur la droite ; si donc l et ^' représentent deux cercles, l'équation 2 = PV exprime que l'enveloppe d'une droite, sur •aquelle deux cercles donnés déterminent des segments qui sont dans un
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rapport conslint) est une conique qui touche les tangentes communes aux deux cercles.
Remarquons enfin qu*un système de deux points ne peut pas être représenté par une équation irilinéaire, pas plus qu'un couple do droites par une équation tangentielle. Lorsqu'on se donne une équation tangentieile représentant deux points, et que Ton forme, comme au n° 285 , l 'équation trilinéaire correspondante, on obtient pour résultat le carré de réquation de la droite qui joint ces deux points, mais toute trace des points eux-mêmes a disparu. De même, l'équation trilinéaire du couple de droites passant ^par un point (a, p', 7') correspond à l'équation tangentielle ( /a' -h tfip' -h ny'y = o. D'ailleurs, une droite est tangente à une courbe lorsqu'elle la rencontre en deux points qui coïncident, et quand une conique se transforme en un couple de droites, toute droite qui passe par leur intersection peut être considérée comme une tangente du système.
La méthode des coordonnées tangentielles peut être présentée sous une forme qui ne suppose aucune connaissance préalable des coordonnées cartésiennes ou trilinéaires. De même que, dans ce dernier système, nous avons défini la position d'un point par les rapports mutuels de ses distances à trois droites fixes, de même nous pouvons (311) définir une droite par les rapports mutuels de ses distances à trois points fixes. Il est alors facile de voir, en suivant la même marche qu'au n*^ 7, que si > et f^ sont les distances à cette droite de deux points A et B, la distance du point, qui divise AB
dans le rapport de /w à / a pour expression —z : par suite, la relation /a + i/ifA = o, qui exprime qu'une droite passe par ce point, peut être considérée comme l'équation de ce point. Ainsi À h- ;* = o représente le milieu de AB, et >. ~ fx = o est l'équation d'un point situé à l'infini sur ÂB. On démontrerait de même (7, Ex. VI) que A h-^/^ -h wv = o représente un point 0 (/îg. 39, p. 87 ) qu'on peut obtenir en divisant respectivement, soit BC et AD dans les rapports de n à //?, et de m + /< à /, soit AC et BE dans les rapports de / à /2 et de / h- /i à m, soit enfin AB et CF dans les rapports de //? à / et de / + m à n. Si l'on observe que le rapport des triangles AOB et AOG est le même que celui de BD à BC, on voit que Ton peut mettre l'équation du point 0 sous la forme
BOC.A -+- COA.fA-hAOB.v = o,
ou, en remplaçant l'aire de chaque triangle BOC par sa valeur p'p"sinO
Xsinô ixsinO' vsinO" • h*- , -H r- = o.
Les coordonnées de la droite à l'infini sont > = ja = y, puisque tous les points situés à une distance finie peuvent être considérés comme également distants de cette droite ; par suite, le point /À + //i/a + nv sera situé à Tinfini , quand on aura / + m + /i = o : plus généralement, une courbe est tangente à la droite à l'infini lorsque la somme des coefficients do son équation est égale à zéro. On verrait, de même, que les intersections des médianes, des bissectrices et des hauteurs du triangle de référence ont respectivement pour équations
^ -h pt -h V = o, "X sin A -h fx sinB -f- V sinC = o, X tangA H- Il tangB -h v tangC = o.
Nous bornerons ici l'étude des applications de ces coordonnées, parce qu*en définitive , elles ne diiïérent que par un facteur constant de celles dont nous avons fait usage habituellement. En effet, la distance d*un point (a', p',7') à une droite /a ■+■ m^ -h /17 a pour valeu r l'expression (G î)
/a'-+- wp'4-/ï7' y/* -+- ///* -H «' — 2////Î cosA — 2/1/ cosB — ilm cosC
dans laquelle le dénominatenr est indépendant de la position du point. Si donc /?,/?', //représentent les distances des sommets du triangle de référence aux côtés opposés, les distances X, p et v de ces sommets à cette droite sont respectivement proportionnelles à //?, mp\ np^\ et on peut facilement transformer les équations langentielles ordinaires, qui sont homogènes en /, m, /i, en de nouvelles équations tangentielles exprimées au moyen des distances X, p et v. Il est d'ailleurs évident, d'après ce que nous venons de dire, que les valeurs de \y ^ et y vérifient la relation
—:,-\- ^H--^ — 2 -^T-^COSA— 2-,- COSB — 2-i-,C0SC= I-
p p p pp pp pp
Nous avons du resce indiqué (311 ) la marche à suivre pour déduire de l'équation trilinéaire d'une courbe l'équation en coordonnées tangentielles de la courbe réciproque.
Au système de coordonnées tangentielles, défini par trois points de référence, se rattachent deux autres systèmes, qui en paraissent indépendants de prime abord : ce sont ceux qu'on obtient en supposant qu'un ou deux des points de référence s'éloignent à l'infini.
Supposons qu'un des points de référence C {fig* I23) soit à Tinfini; y et p" deviennent à la fois infinis ; mais leur rapport reste fini et égal à sinCOE,DOE étant une droite quelconque menée par le point 0. L'équation du point donnée plus haut prend alors la forme
sin G X sinô' u .
p smCOh p smCOE
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Lorsque le point 0 est donné, elle ne contient que les deux variables A : sinCOE, fA : sinCOE, qui, en raison de Tégalité sinCOE = sinODA, peuvent êtres remplacées par ÂD et BE. En d'autres termes, si Ton prend
pour coordonnées les segments AD et BE déterminés par une droite variable DE sur deux parallèles fixes AD et BE, une équation quelconque /i>H-ôfjt + c = o représente un point et peut être considérée comme la forme prise par Téquation homogène âf>-f^fA + cv=: o, lorsque le point V = os^élpigne à Tinfini. [Voirif 69.)
Uexemple suivant se rapporte à l'emploi de pareilles coordonnées. On sait, d'après la théorie des sections coniques, que l'équation générale du second degré peut se ramener à la forme a^ = /', dans lesquelles a et p sont des fonctions linéaires des coordonnées : et ce résultat analytique est complètement indépendant de l'interprétation géométrique que l'on peut donner des équations. Il en résulte que, dans le système de coordonnées indiqué plus haut, l'équation générale des courbes de la seconde classe peut se ramener à la même forme ap = X^ qui représente alors une courbe, à laquelle appartiennent les points se et ^, et qui a pour tangentes, en ces points, les parallèles qui joignent a et ^au point X' situé à. }'infini. On retombe ainsi sur le théorème bien connu: Dans une conique^ toute tangente variable détermine sur deux tangentes fixes et parallèles des segments dont le produit est constant.
Considérons enfin le cas où deux des points de référence s'éloignent à rinfini. L'éqnation du point devient alors (fig. 124)
^^ -h sinô'sinBOD -+- sinô"COE =- o,
ou, comme il est facile de le voir,
Sinô . r.f ' • tn '
p Ali Ali
Lorsque le point 0 est donné, celte équation ne renferme comme va-
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riables que les segments AD el AE. Si donc on prend, pour coordonnées d'une droite, les //tc<?rf^.r des segments qu'elle détermine sur les axes, une
Fig. 134'
équation linéaire entre ces coordonnées représente un point, et une équation du degré /i, une courbe de la /i''*"' classe.
Il est d'ailleurs évident que Féquation tangentielle obtenue de cette manière est de la même forme que celle que nous avons employée jusqu'ici, et qui a pour coordonnées soit les coefficients /, m de l'équation en coordonnées cartésiennes Ix^my^ i, soit les rapports mutuels des coefficients de l'équation analogue Ix h- my -h « — o.
SUR LA FORME DONNÉE PAR M. CASEY A L'ÉQUATION D'UNE CONIQUE AYANT UN DOUBLE CONTACT AVEC UNE CONIQUE FIXE, ET TANGENTE A TROIS AUTRES CONIQUES.
(Pape 5o5.)
On peut obtenir cette équation en suivant une marche analogue à celle indiquée au n" 132, Ex. IV. Soient
a:' -h ^^ -h z' =r o, /.r -H my -i- nz = o, l'.r -h m'y -+- /l'z = o
les équations de la conique S et des droites L ctM. La condition pour que les deux coniques S — L', S — M"* se touchent, peut s'écrire ( 387 )
(,_s')(,-s'') = (.-Rr.
en posant S' = /' + «/' -i- //', S" = /'- ■+- /h" -t- /i", R = //' -f- mm' ■+- nn'. Désignons en outru, pour abréger, par (la) la quantité
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Si Ton effectue, d'après les règles connues, lo produit des deux expressions
//' yj\
- 1 /'" nr
ni"" n'" yJT
obtient
, le déterminant
qui doit être nul, puisque les facteurs contiennent six lignes horizontales et seulement cinq colonnes. L'équation qu'on obtient ainsi est vérifiée par les invariants des cinq coniques qui ont un double contact avec S. Lorsque la conique (5) est tangeante aux quatre autres, les expressions (i5)^... s'annulent, et les invariants des quatre coniques qui, ayant avec S un double contact, sont tangentes à une cinquième conique, satisfont à la relation
qui devient, après le développemeot,
v/(ia)(34)±v'(i3)(24)±v'('4)(23)=o.
On peut déduire de cette équation , celle d'une conique qui en touche trois autres, en opérant de la manière suivante. Lorsque le discriminant d'une conique s'annule on a S = 1 , et la condition de contact avec une quelconque des autres coniques se réduit à R = i; si donc a, ^ et 7 sont les coordonnées d'un point vérifiant la relation S ~ L' = o, c'est-à-dire
^4^ sons.
x" — r^ -^ Z' — U — mr -^ nz ' = o, TéqiJli.D
jr — î' ^ s* — ? — ' = o
rcpfésenlc une con-que, dont ledUcrimtnant e^t nu!, et qui touche S — L'. Par suite, étant données le» trois roniques S — L% S — M*. S — N', si l'on prf-Cfd un point quelconque z.S.7 sut la conique qui leur est langer. te, et que l'on considère ccmme quatrième conique celle dont nous Tenons d'écrire I équation, les quantités ■ 14 ,, (24 1, (34 ont respe ni veinent pour valeurs
I , I —• I — ^, et les coorionnées d'un peint quelconque
y/6 v^ VS ,
de la conique tanzenteaux trois autres satisfont à la relation
V'23 US~L) = v 3" (vS-M) dz \'ia.(vS-N)-=
SUR LE TRACÉ D'UNE CONIQUE ASSUJETTIE A CINQ CONDITIONS
Nous avons vu (liH^ que cinq conditions déterminent une courbe du 6econd degré; on peut donc, en général, tracer une conique lorsqu'on en connaît m points et n tangentes, m-t-a étant égal à 5. Nous ne pensons pas qu'il y ait grande utilité à traiter séparément les cas où parmi les données s'en trouvent quelques-unes à Tinâni, d'autant plus qu'il suffit presque toujours, pour construire la conique, de modifier légè* rement la construction indiquée pour le cas général. Ainsi, par exemple, on sait ({m' une parallèle à une asymptote équivaut à une condition, puisqu'on a ainsi un point de la courbe , celui qui est situé à l'infini sur celle parallèle. Pour tracer une conique, étant donnés quatre points et une asymptote, il suffit de supposer, dans la construction indiquée au n° 338, que le point E est à TinOni, et que les droites DE, QE sont parallèles à la droite donnée; ce qui n'entraine pas une modification bien grande dans le tracé primitif.
Une asymptote équivaut à deux conditions, puisque Ton se donne ainsi une tangente et son point de coulact, qui est à Tinfini sur l'asymptote, Dire que la courbe est une parabole correspond à une condition, puisque Ton connaît alors une tangente qui est la droite à l'infini. Savoir que la courbe est un cercle implique deux conditions, puisque tous les cercles passent par deux mômes points situés à l'inGni. X^n foyer équivaut à deux
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tangentes (258) et par suite à deux conditions. On peut voir, du reste, qu*il suffit alors de trois autres conditions pour déterminer la conique, pui$qu*en prenant le foyer pour origine, et se reportant au tracé des courbes réciproques, tout se réduit à décrire un cercle assujetti à trois conditions; et rien n*empèche de transformer par la méthode réf^iproque, pour revenir à la conique , la solution de ce problème , qu'il est facile d'obtenir parla géométrie élémentaire. Nous laissons au lecteur le soin de déterminer, par ce procédé, les directrices des quatre coniques définies par un foyer et trois points.
Le pôle d^une droite donnée par rapjwrt à la conique équivaut à deux conditions. En effet, soient P le pôle de R'R" (fg. 54^ p. 207) et T un point de la courbe ; en prenant le quatrième harmonique T' on aura un autre point de la courbe; d'ailleurs si OT est une tangente, OT' en sera une autre. Si donc on se donne, outre une droite et son pôle, trois points ou trois tangentes, on peut en trouver immédiatement trois autres et tracer la courbe.
Le centre équivaut à deux conditions, puisque le centre est le pôle de la droite à Tinfini. Connaître un point de la polaire d'un point donné représente une condition. Ainsi , dire que la courbe est une hyperbole éqiàlatèrc revient à exprimer que les deux points à l'infini du cercle se trouvent chacun sur la polaire de l'autre par rapport à la courbe. Un triangle autopolaire équivaut à trois conditions [ lorsque celte donnée se rapporte à une parabole, elle est la même que celle de trois tangentes) :
1* Construire une conique connaissant cinq points. Nous avons montré (269), comment, avec le secours de la règle seulement, on peut déterminer antant de points de la courbe qu'on le désire: on peut également trouver la polaire d'un point quelconque par rapport à la courbe ( 146), ou le pôle d'une droite donnée, et par suite le centre.
2" Cinq tangentes. On peut transformer, par voie réciproque, la construction du n°269; ou ramener ce problème au précédent d'après les indications de l'Exercice IV du n® 268.
3" Quatre points et une tangente. Nous avons déjà (345, Ex. IV) indiqué une solution de ce problème, qui en admet deux et, par suite, exige plus que l'emploi de la règle.
Soient AB, a,a\b^b' la tangente et les quatre points donnés; on a, d'après le théorème de Carnot (313)
Ar.Ac'.Brt.B^'.C^'.Cfc' = A^.Aô'.Bc.Bc'.Crt.Ctf',
et comme les points c et c' coïncident, celte relation suffit pour déterminer le rapport A c : Bc . On peut aussi rameniM' ce problème à l'un
des suivants, en observant que la connaissance de quatre points entraîne (282) celle des polaires de trois points, et qu'en ayant une tangente on peut immédiatement en trouver trois; de telle sorte qu'on obtient ainsi quatre points et quatre tangentes.
4° Quatre tangentes et un point. La solution de ce problème peut se déduire de celle du précédent, par la méthode réciproque, ou par le procédé qui s'y trouve indiqué, puisqu*en se donnant quatre tangentes, il y a trois points dont on connaît les polaires (146).
5° Trois points et deux tangentes. Le théorème suivant est un cas particulier de celui du n® 3i4. Les deux points où une droite rencontre une conique et] ceux où elle coupe deux de ses tangentes appartiennent à un système en involution qui a pour un de ses foyers Tintersection de cette droite avec la corde de contact. Si donc la ligne qui joint deux des points donnés a qI b est coupée par les deux tangentes en Â et B, la corde de contact de ces tangentes passe par l'un ou l'autre des points fixes F et F', qui sont les foyers du système («.^.A.B),(286, Ex.). De même la corde de contact passe par l'un ou l'autre des points fixes G, G' situés sur la droite qui joint les points donnés a et c. La corde de contact est donc l'une ou l'autre des droites FG, FG', F'G, F'G', et le problème admet quatre solutions.
6** Deux points et trois tangentes. Le triangle formé par les trois cordes de contact a ses sommets situés chacun sur une des tangentes, et comme, d'après le théorème énoncé plus haut , chacun de ces cotés passe par un point fixe de la droite qui joint les deux points fixes, on peut construire le triangle.
La construction d'une conique de laquelle on connaît deux points ou deux tangentes, n'est qu'un cas particulier de celui où la conique doit avoir un double contact avec une conique donnée. Le tracé d'une conique ayant un double contact avec une conique donnée et tangente à trois droites, ou passant par trois points, a été indiqué aux n~ 328 et 387. Nous avons résolu au n° 286 le problème de trouver une conique ayant un double contact avec deux coniques données et passant par un point, ou Uingente à une droite; et au n" 387 celui de tracer une conique ayant un double contact avec une conique donnée , et touchant en même temps trois autres coniques qui ont aussi un double contact avec la première.
DES SYSTÈMES DE CONIQUES ASSUJETTIES A QUATRE
œNDITIONS.
Lorsqu'on ne donne que quatre conditions pour déterminer une conique, on peut trouver tout un système de coniques satisfaisant à ces conditions. Les propriétés des systèmes de courbes assujetties à un nombre de conditions inférieur d'une unité à celui qui est nécessaire pour les définir, ont été étudiées par MM. de Jonquières, Gbasles^ Zeutben et Cayley (*); nous exposerons succinctement dans cette Note quelquesuns des résultats qu'on peut obtenir par la méthode des caractéristiques, méthode qui est due à M. Chasles.
Lorsque dans un système de coniques satisfaisant à quatre conditions il y en a fA qui passent par un point donné, et v qui touchent une droite donnée, on dit que /x et y sont les caractéristiques du système. Ainsi les caractéristiques d'un système de coniques passant par quatre points sont I et 2, parce qu'en ajoutant aux conditions primitives un cinquième point on ne peut construire qu'une seule conique, tandis qu'en y ajoutant une tangente on peut en construire deux. De même, les caractéristiques des systèmes définis par trois points et une tangente, deux points et deux tangentes, un point et trois tangentes, quatre tangentes, sont respectivement (a, 4)(4>4), (4,îi), (a, i).*
On peut déterminer à priori Tordre et la classe de beaucoup de lieux liés au système, en se basant uniquement sur les définitions que nous avons données de l'ordre et de la classe : une courbe est du n^^*^ ordre lorsqu'elle rencontre une droite quelconque en n points, réels ou imaginaires ; une courbe est de la n^"** classe lorsque par un point arbitraire on peut lui mener n tangentes, réelles ou imaginaires. Ainsi le lieu du pôle d'une droite donnée par rapport à un système dont les caractéristiques sont /A et V est une courbe de l'ordre v. En effet, si l'on examine en combien de points ce lieu peut couper la droite donnée, on voit qu'il ne peut la rencontrer que lorsque le pôle de la droite se trouve sur la droite, c'est-à-dire quand cette droite est tangente à une conique du système : et comme, par hypothèse, ce contact ne peut se produire que dans v cas, le lieu est du degré v. Ce résultat est en parfaite concordance avec ceux que nous avons obtenus dans quelques cas particuliers, comme le degré du lieu des centres des coniques passant par quatre points ou tangentes à quatre droites, etc.
(*) On trouTera l'indication des sources originales dans le Mémolfe de M. Cayley {Philotophical Transactions^ 1867, p. 76).
Déterminons maintenant l'ordre du lieu du foyer des coniques de ce système. En généralisant la question^ au moyen de la conception des foyers exposée au n** 374, on voit que ce problème n'est qu'un cas particulier du suivant : Étant donnés deux points Â et B, trouver le degré du lieu de Tintersection des tangentes menées respectivement aux coniques du système par Â et B. Si l'on examine en combien de points ce lieu peut rencontrer la droite ÂB, on voit immédiatement que lorsqu'un de ses points est sur ÂB, AB est tangente à la conique. Soit T le peint de contact; la tangente AT rencontre en T la tangente BT, et en B la deuxième tangente menée par B; de même la tangente BT rencontre en A la deuxième tangente menée par le point A. Par suite, à toutes les coniques qui touchent AB, correspondent sur AB trois points du lieu, qui est ainsi de Tordre 3v et dans lequel A et B sont des points multiples de Tordre v. Le lieu des foyers des coniques tangentes à quatre droites est donc une cubique, qui passe par les deux points du cercle situés à Tinfini.
Lorsque parmi les conditions du système se trouve celle que la droite AB soit tangente aux coniques, toute transversale menée par A rencontre le lieu en v points distincts de A, et A lui-même est un point multiple de Tordre v; le lieu se réduit alors à Tordre 2v. C'est celui du lieu des foyers des paraboles assujetties à trois conditions.
Le principe suivant est très-important au point de vue de ces recherches. Lorsque deux points A et A^ appartenant à une droite, se correspondent de telle sorte qu'à une position quelconque de A correspondent m positions de A', et qu'à une position quelconque de A' correspondent n positions de A, il y a /w -+- /2 cas dans lesquels A et A' coïncident. Ce théorème se démontre, comme ceux des n°* 336 et 340. Si Ton prend la droite sur laquelle se trouvent A et A' pour axe des x, les abscisses x et x' de ces points sont assujettis à une certaine relation qui est par hypothèse du jjfme degpé en JT, et du n^"** en j?', et qui devient, par suite, du degré m -hn lorsqu'on y fait x = x'.
Comme application de ce principe, cherchons Tordre du lieu des points dont la polaire, par rapport à une conique fixe, est la même que par rapport à une conique du système, et voyons combien de ses points peuvent se trouver en ligne droite. Si Ton considère sur cette droite deux points A et A' tels, que la polaire de A par rapport à la conique fixe coïncide avec la polaire de A', par rapport à une des coniques du système, le problème revient à trouver dans combien de cas A et A' coïncident. Lorsque A est fixe, sa polaire par rapport à la conique fixe est fixe ; le lieu du pôle de cette dernière ligne par rapport aux coniques du système est, d'après le premier théorème, de Tordre v, et détermine, par suite, sur la droite donnée V positions du point A'. Examinons maintenant combien de positions
de A correspondent à une position déterminée de À'. D'après le théorème réciproque du premier, les polaires de A' par rapport aux coniques du système enveloppent une courbe de la classe fji, à laquelle, par suite, on peut mener jx tangentes par le pôle de la droite donnée A A', pris par rapport à la conique fixe. Par conséquent fA positions de A correspondent à une position de A' : il y a donc p + v cas pour lesquels A el A' coïncident, et le lieu cherché est de l'ordre fx h- v.
Ce qui précède nous permet de déterminer immédiatement dans un système le nombre de coniques qui touchent une conique fixe, puisque chaque point de contact a même polaire par rapport à la conique fixe el à une conique du système. Ce point de contact se trouve donc à Tintersection de la conique fixe avec le lieu trouvé précédemment, qui la rencontre évidemment en 2(|x + v) points. On obtient ainsi le nombre de coniques qui, touchant une conique fixe, sont assujetties à quatre conditions : quatre points, trois points el une tangente, deux points et deux tangentes, etc. Ces nombres, qui sont respectivement G, 12, 16, 12, 6, nous permettent de calculer les caractéristiques des systèmes de coniques qui touchent une conique et satisfont à trois autres conditions : trois points^ deux points et une tangente, etc. : elles ont pour valeurs respectives (6, 12), (12, 16), (16, 12), (12, 6).
De même, les coniques de ces différents systèmes qui touchent une deuxième conique fixe sont au nombre de 36, 56, 56, 36, ce qui donne (36,56), (56,56), (56,36), pour les caractéristiques respectives des systèmes dont les courbes touchent deux coniques fixes et satisfont à deux conditions : deux points, un point et une tangente, deux tangentes.
Les coniques de ces différents systèmes qui touchent une troisième conique fixe sont au nombre de 184,224, 184 : on a ainsi (184, 224), ( 224, 1 84 ) pour les caractéristiques des systèmes définis par trois coniques et un point, trois coniques et une tangente.
Le nonbre des coniques de ces systèmes qui touchent une quatrième conique est pour chacun d'eux de 816; et, par suite, on peut mener 3264 coniques qui touchent à la fois cinq coniques données.
Nous renverrons pour de plus amples détails aux Mémoires déjà cités, ot nous nous contenterons d'ajouter ici que 2v — pi coniques du système se réduisent à un couple de droites et 2// — v à un couple de points.
FIN
Aire. — Aire d'un polygone en fonction des coordonnées de ses sommets,
Aire d'un triangle en fonction des équations de ses côtés, p. 46*
Aire d'un triangle inscrit, circonscrit, à une conique, p. agS, 3o5.
Aire d'un triangle formé par trois normales, p. 3o6.
L'aire du triangle formé en joignant les extrémités de deux diamètres conjugués est constante^ p. 333, 23G.
L'aire comprise entre une tangente et les asymptotes est constante^ p. 262.
L'aire du triangle formé par les polaires des milieux des côtés d'un triangle fixe par rapport à une conique inscrite est constante, p. 49^*
Étant donnés deux diamètres, si de l'extrémité de l'un on abaisse une ordon* née sur l'autre on forme deux iTiwtf^Qi équivalents, p. 241-
Détermination des aires par la méthode des infiniment petits, p. 5i8.
Aire constante déterminée dans une conique par la tangente à une conique homothétiquc, p. 621.
Les cordes qui interceptent une aire constante dans une courbe ont leur milieu sur leur enveloppe, p. 3'm.
A!iGLE. — Angle compris entre deux droites définies en coordonnées carté- Aiennes, p. 29, 3o.
Angle de deux droites en coordonnées trilinéaires, p. 89.
Angle de deux droites représentées par une seule équation, p. 101.
Angle de deux tangentes à une conique, p. 232, 291, 375.
Angle de deux diamètres conjugués, p. 935*
Angle des asymptotes en fonction de l'excentricité, p. 229.
Angle compris entre une tangente et un rayon vecteur focal, p. 260.
Angle sous lequel la tangente menée par un point est vue du foyer, p. 253,
Angles ayant pour sommets les points limites d'un système de cercles, p. 406.
Théorèmes sur les angles qui ont leurs sommets au foyer. Démonstration basée sur la méthode des polaires réciproques, p. 397.
Démonstration par la géoi^étrie sphériqne, p. 467.
Théorème sur la manière dont se projettent les angles, p. 45i, 4^^*
Angle excentrique. — Théorie de l'angle excentrique, p. 3o2. Expression de l'angle excentrique en fonction de l'angle focal, p. 307. Relation entre les angles excentriques de quatre points situés sur une circonférence, p. 319.
Apollonius, p. 4^12.
55o TABLE ANALYTIQUE.
Arc. — Le milieu de la corde qui intercepte un arc de longueur constante est sur son enveloppe, p. 532.
Théorèmes sur les arcs des coniques, p. 527.
Asymptotes. — Les asymptotes sont des tangentes menéps par le centre et dont le point de contact est à l'infini, p. 216.
Une asymptote est à elle-même son diamètre conjugué, p. 233.
Les asymptotes sont les diagonales du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués, p. ^Sq.
Équation générale des asymptotes, p. 38o, 479*
Les asymptotes forment, avec deux diamètres conjugués, un faisceau harmonique, p. /]i/|.
La portion de tangente limitée aux asymptotes a pour milieu le point de contact, p. a6o.
Les segments déterminés sur une corde par la courbe et les asymptotes sont égaux, p. 360.
La longueur du segment déterminé sur Tasymptotc par la corde qui joint un point quelconque de la courbe à deux points fixes est constant, p. a63, 4i if
Rapport des segments déterminés sur une corde par une parallèle à une asymptote, p. 416.
Segments déterminés par une parallèle à une asymptote sur deux tangentes et leur corde de contact, p. f\i6.
La distance d'un point à sa polaire, estimée parallèlement à une asymptote, a son milieu sur la courbe, p. 4(3.
Le produit des parallèles aux asymptotes menées par un point de la courbeest constant, p. 363, 4io, 416.
Segments déterminés sur un diamètre par une, parallèle ù une asymptote^ p. 4^6.
Axes. — Axes d'une conique; leur équation, p. 217.
Longueurs de ces axes; leur détermination, p. 319.
Construction géométrique des axes d'une conique, p. 326.
Tracé des axes lorsqu'on connaît deux diamètres conjugués, p. 340.
Axes de la courbe réciproque, p. 4o6.
Axe de la parabole, p. 367.
Axes de similitude, p. i56, 3i3, 394.
Axe radical, p. i44i 183.
Axe d'homologie, p. 88.
BissECTBicEs. — Équation des bissectrices des angles formés par deux droites,
BoBiLLiER. — Équations des coniques inscrite et circonscrite à un triangle^ p. 173.
BooLE (M.). — Invariants des coeflicients de l'équation d'une conique, p. 219.
Briamchon. — Théorème sur l'hexagone circonscrit, p. 337, 391, 535.
BuRifSiDE (M.). — Théorèmes et démonstrations qui lui sont dus, p. 116, 3o6, 3o8, 334, 341, 356, 38o, 483.
Carnot. — Théorèmes sur les traDsversales, p. 4o4t 44/* ^4^*
Casey (M.). — Ses théorèmes, p. i63, i83, 189, 5o5, 540.
Catlet (M.). » Théorèmes qui lui sont dus, p. 188, 4^^! 49'1> ^^^t ^V^'
Centre. — Centre des distances proportionnelles, p. 7a. Centre d'homologie, p. 88.
Centre radical, p. i44> 394.
Centre de similitude, p. ibi, 3 13, 394.
Les cordes qui joignent les extrémités des rayons vecteurs menés par le centre de similitude se coupent sur Taxe radical, p. i55, 3 13, 345. Centre d'une conique; ses coordonnées, p. 199. Le centre est le pôle de la droite à l'infini, p. q 17, 41 3* Sa détermination, lorsqu'on a cinq points de la conique, p. 343. Centre d'un système en involution, p. 433. Centre de courbure, p. 32 1, 5a4.
Cercle. — Équation du cercle, p.- 17, 109, iu6.
Équation tangentielle du cercle, p. 173, 179, i85, 536.
Le cercle passe par deux points imaginaires et à l'infini, p. 33o. . Équation et centre du cercle circonscrit à un triangle, p. 134, 170, 186, 4^3.
Équation du cercle inscrit dans un triangle, p. 177, 4o3.
Équation du cercle rapportée à un triangle autopolaire comme triangle de référence, p. 352.
Équation du cercle passant par les milieux des côtés {voir Feuerbach), p. i25,
Le cercle qui coupe deux cercles sous des angles constants est tangent & deux cercles fixes, p. i 19.
Cercle tangent à trois cercles donnés, p. 169, i65, 407*
Cercle coupant orthogonalement trois cercles donnés, p. 148, 186. ' Le cercle circonscrit à un triangle formé par trois tangentes à la parabole passe par le foyer, p. 383, a9f>, 384, ^99, 45o.
Cercle circonscrit au triangle formé par deux tangentes et une corde, p. 334.
Cercle circonscrit à un triangle inscrit dans une conique, p. 3o6, 469.
Cercle inscrit ou circonscrit à un triangle autopolaire, p. 48i>
Les cercles circonscrits aux triangles formés par quatre droites passent par un même point, p. 34 1 .
Étant données cinq droites, les foyers des paraboles tangentes à quatre d'entre elles sont situés sur un cercle, p. 34 1.
Détermination des tangentes, de l'aire et des arcs de cercle par les infiniment petits, p. 5i5.
Cercle directeur, p. 373, 497*
Les cercles directeurs des coniques inscrites dans un quadrilatère ont même axe radical, p. 388.
Cercle osculatevr, p. 317, 335.
Il existe sur une conique trois points dont les cercles osculateura passent par un même point de la courbe, p. 319.
Chasles (M.), p. 4 10, 4 13, 4^0, 427, 537, 545.
Classe d'g;(b courbe, p. 3o5.
552 Table analytique.
Conditions : — Pour que trois points soient en ligne droite, p. 34.
Pour que trois droites soient concourantes, p. 4^, /|8.
Pour que quatre droites concourantes forment un faisceau harmonique,^. 83.
Pour que deux droites soient peq)endYculaircs, p. 3o, 88, 5oo.
Pour qu'une droite passe par un point fixe, p. 73.
Pour que l'équation du second degré représente : i^ deux droites, p. io4, ao8, 2i3, 216, 370; — 2® un cercle, p. 109, 17/1, 496; — 3® une parabole, p. 196, 384, 496; — 4® une hyperbole équilatère, p. 234, 496*
Pour qu'une équation d'un degré quelconque représente des droites, p. 107.
Pour que deux cercles soient concentriques, p. 1 11.
Pour que quatre points appartiennent à une même circonférence, p. 1 26.
Pour que le segment déterminé par un cercle sur une droite soit tu sous un angle droit d'un point donné, p. i3i.
Pour que deux cercles se coupent à angle droit, p. 147, 49^'
Pour qu'une droite touche une conique, p. 117, 21a, 368, 479*
Pour que deux coniques soient semblables et semblablement placées, p. 3 10.
Pour que deux coniques soient semblables, p. 3i3.
Pour que deux coniques soient tangentes, p. 474» ^o^*
Pour qu'un point soit situé en dehors d'une conique, p. 363, 49^-
Pour que deux droites soient conjuguées par rapport à une conique, p. 37r.
Pour que deux couples de points soient conjugués harmoniques, p. 4^8.
Pour que quatre points d'une conique appartiennent à un cercle, p. 819.
Pour qu'une droite soit divisée harmoniquement par deux coniques, p. 43 1 .
pour qu'une droite soit coupée en involution par trois coniques, p. 609.
Pour que trois couples de droites touchent la même conique, p. 376.
Pour que trois couples de points forment un système en involution, p. 435
Pour qu'un triangle puisse être inscrit dans une conique et circonscrit à un autre, p. 482.
Pour qu'un triangle autopolaire par rapport à une conique puisse être inscrit dans un autre, p. 479-
Pour que trois coniques aient un double contact avec une même conique, p. 5o6. ^
Pour que trois coniques passent par un même point, p. 5i 1.
Pour que les droites qui joignent les sommets d'un triangle aux points où une conique rencontre les côtés forment deux systèmes de droites concourantes, p. 494*
Cône (Sections du), p. 459.
Coniques. — i^* Coniques homofocales. Elles se coupent à angle droit, p. 25i,
Elles peuvent être considérées comme inscrites dans un même quadrilatère, p. 352.
Équation la plus générale des coniques homofocales, p. 497*
Les tangentes menées à une conique (2) par un point d'une conique ( i ) horaofocale sont également inclinées sur la tangente à ( i ), p. 252.
Le pôle, par rapport à une conique (2) de la tangente à une conique homofocale ( I ), est sur la normale à ( 1 }, p. 28S.
Emploi des coniques homofocales pour trouver les axes des courbes réciproques, p. 406.
Kmploi de ces coniques pour trouver le centre de courbure, p. Sa6.
Longueur de l'arc intercepté sur une conique par deux tangenteSi p. 626.
Propriétés des coniques homofocales démontrées par la méthode des polaires réciproques, p. 4o6.
a** Coniques semblables et semblablement placées, p. 3 10.
Conditions pour que deux coniques soient semblables, p. 3i^
Les coniques homothétiques ont deux points communs situés à l'inûni, p. SsS.
Toute tangente à une conique détermine une aire constante dans une conique homotbétique et concentrique, p. Sai.
Contact des sections comqces, p. 3i/|.
Continuité (Principe de), p. 4^8.
CoNTRBTAaiANTS, p. 4^7 •
Coordonnées. — Coordonnées cartésiennes, p. 1, gj. Coordonnées trilinéaires, p. 90.
Coordonnées tangentielles, p. 9G.
Coordonnées polaires, p. i3.
Cordes. — Dans une conique la corde est perpendiculaire à la droite qui joint son pôle au foyer, p. 3j4, 4^3.
La corde qui touche une conique homofocalc est proportionnelle au carré du demi-diamétre parallèle, p. 3o8.
Cordes d'intersection de deux coniques; leur équation, p. 47 !•
Cordes supplémentaires, p. 238.
COCRBBS PARALLÈLES, p. 475.
CoDRBCRB. — Rayon de courbure, sa longueur et sa constniction, p. 317,
Équation du cercle de courbure, p. 325. Centre de courbure : ses coordonnées, p. 3*2 1 .
COVARIANTS, p. 487.
Critériums : — Pour reconnaître que trois droites sont concourantes, p. 48. Pour voir si un point est à Tintcrieur ou à l'extérieur d'une conique, p. 3^3. Pour reconnaître lorsque deux coniques se coupent en deux points réels et deux points imaginaires, p. 474*
Descartes, p. i.
Déterminants, p. 186.
Développées des coniqces, p. 3a a, 476.
Diagonales d'un quadrilatère. — Leurs milieux sont en ligne droite, p. 36, 92, 3oo.
Les cercles décrits sur les diagonales comme diamètres ont même axe radical, p. 388.
Diamètres conjugués, p. 2o3.
Relation entre la longueur de deux diamètres conjugués, p. 3 23, 334.
L'aire du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est constante, p. 333, i36.
Deux diamètres conjugués forment avec les asymptotes un faisceau harmonique, p. 4.1 4*
Un diamètre est la polaii*e du point à l'infini de son conjugué, p. 4i3.
Construire deux diamètres conjugues qui se coupent sous un angle donné, p. 338.
Tracer le diamètre conjugué d'un diamètre donné, p. 3o.^.
Directrice, p. 34S.
Équation de la directrice de la parabole, p. 375, 496.
La directrice est le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la parabole, p. 381, 373, 496.
La directrice passe par le point de concours des hauteurs du triangle circonscrit à la parabole, p. 393, 34 if 38j, 406, 4^^*
Discriminants, p. 369.
Leur formation, p. 104, 209, 3 13, 3if).
Distance de deux points, p. 5, i5, i85.
Les distances de deux points au centre d'un cercle sont proportionnelles aux distances de ces points à leurs polaires, p. 1 36,
Dans quel cas la distxincc de deux points est une fonction rationnelle des coordonnées, p. 349*
Relation entre les distances mutuelles de quatre points pris sur un plan, p. 188.
Distance d'un point a une droite, p. 39, 89.
Distance du centre et des foyers à une tangente, p. a35, 3S0, 380.
Division harmonique, p. 83.
Ce qu'elle devient lorsqu'un des points s'éloigne à l'inlini, p. f\i2.
Propriétés harmoniques du quadrilatère, p. 86, 446*
Propriétés des pôles et polaires, p. 123, 306, 4i3, 447*
Faisceau harmonique formé : 1° par deux tangentes et deux droites conjuguées, p. 307, 414.
29 Par les asymptotes et deux diamètres conjugués, p. 4i4*
3*^ Par les diagonales des quadrilatères inscrit et circonscrit, p. 335.
4^ Par les cordes de contact et les cordes communes de deux coniques ayant un double contact avec une troisième, p. 335.
Propriétés harmoniques déduites par projection de théorèmes sur les angle» droits, p. 45 1*
Condition analytique pour que quatre points forment un faisceau harmonique, p. 438.
Condition pour qu'une droite soit divisée harnioniquement par deux coniques, p. 43 1.
Lieu des points tels, que les tangentes menées par l'un d'eux ii deux coniques forment un faisceau harmonique, p. 4^9-
Double contact, p. 3i5, 336.
Équation d'une conique ayant un double contact avec deux autres, p. 364-
Lorsque deux coniques ont un double contact, toute tangente à Tune est divisée harmoniquement par l'autre et la corde de contact, p. 439, (\(\%^
Propriétés de deux coniques ayant un double contact avec une troisième, p. 335, 39a.
Propriétés de trois coniques ayant un double contact avec une quatrième, p. 336, 393.
Équation tangentielle d'une conique ayant un double contact avec une conique donnée, p. Soi.
Condition pour que deux coniques ayant un double contact avec uno. troisième se touchent, p. boi.
Décrire une conique tangente à trois coniques, la conique cherchée et les coniques données ayant toutes un double contact avec une conique fixe, p. 5o3, 5o5, 5jo.
Droites conjuguées, p. 371.
Dualité (Principe de), p. 386.
Elupsb. — Origine de cette dénomination, p. 268, /|62. Tracé mécanique de cette courbe, p. 2/17, 3o3. Aire deTellipse, p. 619.
Enveloppes. — D'une droite : 1^ dont l'équation renferme une indéterminée au deuxième degré, p. 358.
7fi Telle que la somme de ses distances à plusieurs points fixes soit constante, p. 139.
3^ Telle que le produit, la somme ou la difierence des carrés, de ses distances à deux points fixes soit constant, p. 369.
Du troisième côté d'un triangle : 1° étant donnes l'angle opposé et la somme des autres côtés, p. 36 1.
a<* Dont les sommets glissent sur trois droites, et dont les deux autres côtes passent par des points fixes, p. 359.
3<* Inscrit dans une conique, et dont les deux autres côtés tournent autour de deux points fixes, p. 3^6, 39^2, /|/|8.
4® Ce troisième côté étant vu sous un angle constant d'un point fixe et les autres côtés étant donnés de position, p. 398.
De la polaire d'un point fixe par rapport à une conique assujettie à quatre conditions, p. 378, 393.
De la polaire du centre d'un cercle tangent k deux cercles donnés, P'4o7*
Des cordes d'une conique vues d'un point donné sous un angle constant, p. 254, 397, 398.
Des perpendiculaires élevées aux extrémités des rayons vecteurs menés par un point à un cercle, p. 399.
De l'asymptote des hyperboles : \^ ayant une directrice et un foyer communs, p. 398 2 — a^ définies par trois points et l'autre asymptote, p. 3Bo.
De la droite qui joint les points correspondants de deux systèmes homographiques : i<*pris sur deux droites difierentes, p. f\iS ; — o9 pris sur une conique, p. 349, 425.
Du côté libre d'un polygone inscrit dans une conique, et dont les autres côtés passent par des points fixes, p. 346, 432*
Du troisième côté d'un triaugle inscrit dsns une conique, et dont les deux autres c^Ntés enreloppent une conique, p. ^g2.
Du rayon d'un faisceau anfaarmonique donné, dans différentes conditions, p. 4^6.
D'une ellipse pour laquelle on donne la position de deux diamètres conjugués et la somme de leurs carrés, p. 36 1.
Équations. — Les équations en coordonnées cartésiennes ne sont qu'un cas particulier des équations trilinéaires, p . qS .
Ce que représente une équation lorsqu'on y remplace les coordonnées courantes par celle d'un point; cas de la ligne droite, du cercle, de la conique, p. 4i, 131, i83, 333.
Même problème pour les équations tangentielles, p. 536.
Équations cartésiennes ou trilinéaires.
Des bissectrices des angles que forment deux droites, p. ioj.
De l'axe radical de deux cercles, p. i43, i83.
Des tangentes communes à deux cercles, p. i5o, 366.
Du cercle : i^ passant par trois points, p. I35, i86; — a^ coupant orthogonalement trois cercles donnés, p. 147, 186; — Z^ tangent à trois cercles, p. i65, 188, 5/|i ; — 4^ inscrit ou circonscrit dans un triangle, p. 170, 181, 4o3 ;
— 50 ayant le triangle de référence pour triangle autopolaire, p. 352. De la tangente à un cercle ou à une conique, p. ii5, 3o/|, 367.
De la polaire par rapport à un cercle ou à une conique, p. 119, 2o5, 368.
Du couple de tangentes menées à une conique: i^ par un point, p. I33, 'J08, 374; — 2° par les points où elle rencontre une droite, p. 379.
DeB asymptotes d'une conique, p. 38o, 479*
Des cordes d'intersection de deux coniques, p. 471*
Du cercle osculateur d'une conique, p. 3a i .
D'une conique : i<* passant par cinq points, p. 32^; — 2® tangente à cinq droites, p. 383 ; — 3® ayant un double contact avec deux coniques données, p. 364 9
— 4^ ayant un double contact arec une conique donnée et en touchant trois autres, p. 5o5, 54 1.
D'une conique passant par trois points, ou tangente à trois droites: 1® dont le centre est donné, p. 372 ; — 2^ dont l'un des foyers est donné, p. IfOi.
Delà conique réciproque d'une conique donnée, p. 407, 4^9» ^O'*
De la directrice et du cercle directeur, p. 375, 496.
Des droites qui joignent à un point les points d'intersection de deux courbes, p. 377, 43i.
Des quatre tangentes menées à une conique par les points où elle est coupée par une autre conique, p. 386, 485.
De la courbe parallèle à une conique, p. 475.
De la développée d'une conique, p. 3a2, 476.
Du Jacobien de trois coniques, p. 5o8.
Équations tangentielles, p. 96, 386, 535.
Des cercles inscrit et circonscrit, p. 173, 179, 402.
D'une conique en général, p. 21a, 36i.
Du cercle en général, p. i85, 535.
Des points imaginaires et à l'infini du cercle, p. 49^.
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Des coniques homofocales, p. 49^, 5)6.
Des points communs à deux coniques, p. 484*
Interprétation de cette équation, p. 536.
Équations en coordonnées polaires, p. 53, 126, i3g, 214» ^^^i '^^^• Équations homogènes à deux variables; leur signification, p. 98.
EvLKa. — Expression de la distance des centres des cercles inscrit et circonscrit, p. 483.
Excentricité. — Excentricité d'une conique définie par rêquation (Générale,
Elle ne dépend que de Tan^rle compris entre les asymptotes, p. 319.
, Fagmari. — Théorèmes sur les arcs de coniques, p. 5a8.
FAuaB (Théorèmes de M.), p. 481» 494*
Fecerbach. — Relation entre quatre points pris sur un cercle, p. isC, 3oi. Théorèmes sur les cercles tangents h quatre droites, p. i83, 187, ^/\0, 5o6.
FoTSRS, de 7^5 h 337; de 387 à 293.
Le foyer est un cercle infiniment petit ayant un double contact avec la conique, p. 333.
Les foyers sont à l'intersection des tangentes menées par deux points fixes et imaginaires situés à l'infini, p. 333 .
Un foyer équivaut à deux conditions, p.. 543.
Coordonnées du foyer : i^ étant données trois tangentes, 384; — ^^ lorsque la conique est définie par l'équation générale, p. 353, 497*
Foyer et directrice, p. 348, 333.
Théorèmes relatifs aux angles qui ont leur sommet au foyer, p. 397, 467.
Démonstration, par projection, des propriétés des foyers, p. 449-
Relation entre les inverses des segments des deux cordes qui joignent un point quelconque aux foyers, p. 393 .
La droite qui joint l'intersection des normales à celles des tangentes menées aux extrémités d'une corde focale passe par l'autre foyer, p. 391.
Lieu du foyer des paraboles inscrites dans un triangle, p. 383, 396, 385, 399,
Lieu du foyer des coniques : i** inscrites dans un quadrilatère, p. 385, 388 ; — 3® circonscrites à un quadrilatère, p. 3oi, 4o3 ; — 3^ étant donnés un point et trois tangentes, p. 4o3.
Détermination des foyers de la section d'un cône droit, p. 466.
FovERs d'cm système en involution, p. 434»
Gaultier de Tours, p. i44*
Gbrgonns. — Tracé d'un cercle tangent h trois cercles donnés, p. 160.
Graves (Théorèmes du D'), p. 469, 5a6.
Hart (Théorèmes et démonstrations du D'), p. 178, 181, 366, 538.
Hearn (M.)< — Méthode pour déterminer le lieu du centre dei coniques assujetties k quatre conditions, p. 373.
Hermès (M.). — Équation de la conique circonscrite à un triangle, p. 173.
Hesse (M.), p. 534.
Hexagone (^voir Brianchon et Pascal). — Propriétés des angles de Thexagone circonscrit, p. 376, 4^6.
Homographie. — Systèmes homographiques, p. 84, 94- Critérium pour les reconnaître, et méthode pour les former, p. 427* Lieu de Tintersection des droites correspondantes, p. 378. Enveloppe de la droite qui joint des points correspondants, p. 4^5.
Homologie, p. 88, 53o.
HOMOTHÉTIE, p. 3 10.
Hyperbole. — Origine de cette dénomination, p. 358, 462.
Aire de la courbe, p. 530.
Hyperboles conjuguées, p. 228.
Hyberbole équilatère ; condition générale pour qu'une hyperbole soit cquilatère, p. 234, 49^-
L'hyperbole équilatère circonscrite à un triangle passe par le point de concours des hauteurs, p. 397, 4^6, 481.
Le cercle circonscrit à un triangle autopolaire passe par le centre, p. 298,
Imaginaires. — Droites et points imaginaires, p. 99, 113. Équation des points imaginaires et à Tinfini du cercle, p. 49^ • Les droites menées par ces points sont à elles-mêmes leurs perpendiculaires, p. 490.
Infini (Droite àl'); son équation, p. 94.
Elle est tangente à la parabole, p. 337, 4o5, 4^3.
Elle a pour pôle le centre de la courbe, p. 217, 4i3.
Invariants, p. 219, 472.
Inversion des courbes, p. i65.
Involution, p. 43 !• Jacobien de trois coniques, p. 507.
JOACHIMSTUAL. — Relation entre les angles excentriques de quatre points situés sur un cercle, p. 319.
Méthode pour trouver les points d'intersection d'une droite et d*une courbe, p. 368.
JoNQi'iÈREs (M. de), p. 5'|5.
KiRKMAN (Théorèmes sur l'hexagone de M.), p. 53o.
LiECX GÉOMÉTRIQUES. — Du sommct d'un triangle, étant donné le côté opposé et : i^' une relation entre les longueurs des autres côtés, p. 55, 68; — 39 une relation entre les angles, p. 55, 68, 128; — 3® les segments déterminés par les autres côtés sur une droite fixe, p. 4^0 ; -^ ^^ le rapport des segments que ees côtés déterminent sur une parallèle à la base, p. 59.
Du troisième sommet d'un triangle donné, dont les autres sommets glissent sur deux droites fixes, p. 286.
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Du troisième sommet d*un triangle dont les angles sont donnés et dans lequel le premier sommet est fixe, tandis que le second glisse sur un lieu donné, p. 75, i4i.
Du troisième sommet- d'un triangle dont les côtés tournent autour de points fixes, tandis que les deux autres sommets glissent sur des droites fixes, p- 71» 34a, 39Î, 419.
Généralisation de cet énoncé, p. 4^0.
Du troisième sommet d'un triangle dont les côtés envelop|)ent une conique, tandis que les deux autres sommets glissent sur des droites fixes, p. 3^6, 492. Généralisation, p^ 494-
Du sommet commun de plusieurs triangles définis par un côté, ce sommet et la somme de leurs aires, p. $7.
Du sommet d'un cône droit ayant pour section une conique donnée, p. 467.
Du point qui divise dans un rapport donné : i® les cordes parallèles dans un
cercle, p. 776; — 3^ une droite mobile sous certaines conditions par rapport
à deux droites fixes, p. 67, 70; — 3** la portion de tangente variable comprise
entre deux tangentes fixes à une conique, p. 38;, 456.
Du point tel, que les tangentes menées de ce point h deux cercles soient dans un rapport doiiné, ou bien aient une somme donnée, p. i44i 365.
Du point pris suivant une loi déterminée sur des rayons vecteurs issus d'un point fixe, p. 74.
Du point tel, que la somme des carrés de ses distances à des points donnés soit constante, p. 129.
D'un point tel, que le carré de la tangente menée à un cercle par ce point soit dans un rapport constant avec le produit de ses distances à deux droites fixes, p. 332.
Du point déterminant une division anharmonique donnée sur une corde menée par un point fixe h une conique, p. 449*
D'un point pris sur la hauteur d'un triangle à une distance de la base égale à cette base, étant données cette base et la somme des deux autres côtés, p. 56. D'un point tel, que la surface du triangle formé par ses projections sur les trois côtés d'un triangle donné soit constante, p. 172.
D'un des points o d'une transversale, de direction donnée, rencontrant un triangle, de telle sorte qu'on ait oc =:oa.obf p. 417* D'un point des cordes vues sous un angle droit d'un point de la conique, p. 377. D'un point tel, que les tangentes menées de ce point à deux coniques forment un faisceau harmonique, p. f\ig.
Du point dont les polaires par rapport à trois coniques fixes sont concourantes, p. 507.
Du centre des rectangles inscrits dans un triangle, p. 63. Des milieux des cordes : i^ parallèles d'une conique, p. 'ioo ; — 7*^ concourantes d'un cercle, p. i4o.
De l'intersection P de la bissectrice PC de l'angle € d'un triangle, avec la perpendiculaire BP élevée au côté CB, lorsqu'on connait le côté BG et la somme des autres côtés, p. 75.
De l'intersection de la perpendiculaire abaissée du centre, ou du foyer, sur la tangente avec le rayon vecteur mené par le centre, ou le foyer, p. 287.
De l'intersection du rayon vecteur issu du foyer avec la droite menée par le centre et rencontrant l'axe sous un angle égal à l'angle excentrique, p. 3o6.
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Du point de concours des hauteurs d'un triangle : i<^ étant donnés un côté et l'angle opposé, p. 1295 -— 2® inscrit dans une conique et circonscrit à une autre, p. ^^2.
De l'intersection de la normale en un point, avec la droite issue du centre et faisant avec l'axe un angle égal ^ l'angle excentrique, p. 807.
Be l'intersection des droites correspondantes de deux faisceaux homographiques, p. 878.
De l'intersection des polaires par rapport à deux coniques d'un point qui glisse sur une droite, p. 379.
De l'intersection des tangentes à une parabole qui se coupent sous un angle donné, p. 296, 355, 398.
De l'intersection des tangentes à une conique : i^' qui se coupent à angle droit, p. 23'i, 238, 375, 496; — 2^ menées aux extrémités de deux diamètres conjugués, p. 387 ; — 3^ dont la corde de contact est vue du foyer sous un angle constant, p. 897 ; — 4° 9^1 déterminent sur la droite qui joint deux points fixes une division harmonique, p. 496*
De l'intersection des tangentes menées par deux points fixes : i<> aux coniques passant par ces points et assujetties k deux autres conditions, p. 45o ; — 2^ aux coniques inscrites dans un quadrilatère dont deux côtés passent par ces points fixes, p. 4^0.
De l'intersection des tangentes interceptant sur une droite fixe un segment de longueur constante, p. 298.
De l'intersection des normales menées aux extrémités : i® d'une corde focale, p. 291 ; ^2** des cordes passant par un point fixe, p. 296, 471 •
Des projections du foyer : lO sur les tangentes, p. 353, 280; — 2P sur les normales à la parabole, p. 295.
Des projections du centre sur les cordes qui, dans un cercle, sont vues du centre sous un angle droit, p. i3i.
De l'extrémité de la sous-tangente polaire dans la parabole, le foyer étant pris pour origine, p. 355.
Des centres des cercles : i^ déterminant des segments donnés sur deux droites fixes, p. 286 ; — aP inscrits dans un triangle, étant donnés un c6té et la somme des deux autres, p. 286 ; — 3<* qui coupent trois cercles sous des angles égaux, p. 157 ; — 4^ circonscrits, deux des côtés du triangle étant donnés de position et leurs longueurs vérifiant une relation donnée, p. i3o; — S^ qui touchent deux cercles donnés, p. 407, ^^o.
Des Centres (pôles de la droite à l'infini) des coniques : i<* circonscrites à un quadrilatère, p. 2i3, 35i, 372, 379, 4^5, 449; — ^^ inscrites dans un quadrilatère, p. 35a, 372, 387, 393, 4^1 ; — 30 définies par trois tangentes et la somme des carrés des axes, p. 3oo; — 4^ assujetties à quatre conditions, p. 372,
Des pôles d'une droite fixe par rapport k un système de coniques homofocales, p. 288, 4^2.
Des pôles, par rapport à une conique, des tangentes à une autre conique, p. 287,389.
Des foyers des paraboles inscrites dans un triangle, p. a83, 296, 385, 399, 4^-
Des foyers des coniques : 1^ inscrites dans un quadrilatère, p. 385, 388; — 2<> circonscrites k un quadrilatère, p. 3oi, 4o3; — 3<> définies par trois tangentes et un point, p. 4o3 ; — 4® assujetties k quatre conditions, p. 546.
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Des §ommet« du triangle a-ulopolaire commun à une conique Axe et à chacune des coniques d'un système défini par quatre conditions, p. 546.
Mac CcLLAGii (Démonstration et théorèmes de), p. 3o6, 4^8, 522, 527.
Mac LaVjrin* (Génération des coniques d'après), p. ^42, 347, 4 19*
Malfatti (Problème de), p. 366.
Médiakes. — Les médianes d'un triangle se coupent en un même point, p. 48, 81.
Mioi:el(M.). — Sur les cinq paraboles inscrites dans les quadrilatères formés par cinq droites, p. 34i.
MoEBics. — Des coordonnées tangentielles, p. 38g. Des propriétés harmoniques, p. 41 3.
Moore ( M.). — Démonstration basée sur le théorème de Brianchon , d'un théorème de Steiner, p. 34 1.
McLCAHT (M.). — Sur les angles qui ont leur sommet au foyer, p. 467.
Newto:^ (Génération des coniques d'après), p. 4>9*
Normale, p. 24 if 47 '• Sous-normale, p. 242.
La sous-normale dans la parabole est constante, p. 276.
Nombre: -- De termes dans l'équation générale de degré /t, p. 108. De conditions pour déterminer une conique, p. 190. De points d'intersection de deux courbes, p. 3 14.
De solutions du problème : Tracer une conique tangente a cinq coniquos données, p. 5^7.
Pappcs, p. 269, 4<3t 463.
Parabole. — Origine de c«tte dénomination, p. 258, 463-
La parabole a une tangente située tout entière à l'infini, p. 327, 4o5, 463.
Coordonnées du foyer, p. 353, 38/|, 497*
Équation de la directrice, p. 376, 496.
Paramètre, p. 257, 269, 276.
Le paramètre est double de l'ordonnée du foyer, p. 257.
Les coniques réciproques de cercles égaux ont même paramètre, p. êioo.
Pascal (Hexagone de), p. 339, ^9'» 4^4» 448.
Perpendiculaires. — Équation de la perpendiculaire, p. 36, 89. Condition pour que deux droites soient perpendicBlaires, p. 88. Extension donnée à cette condition, p. 5oo.
Plucker, p. 389, 53o.
Point fixe (Les lignes suivantes passent par un). — La droite représentée par une équation dont les coefficients vérifient une relation linéaire, p. 73.
Le côté d'un triangle, étant donné Tangle opposé, la somme des inverses des autres côtés, p. 70.
Le troisième côté d'un triangle dont les deux autres côtés passent par des points fixes, tandis que les sommets glissent sur trois droites concourantes, p. 71 .
La droite telle que la somme de ses distances à plusieurs points fixes soit constante, p. 73.
La polaire d'un point fixe, par rapport aux cercles ayant même axe radical, p. i/|6.
La polaire d'un point fixe, par rapport aux coniques passant par quatrv points, p. 2i3, 37S, '393.
Les cordes d'intersection d'un cercle fixe avec des cercles passant par deux points donnés, p. i46.
La droite qui joint les points où deux droites fixes rencontrent une conique passant par quatre points (dont deux sur les droites fixes), p. 4'<>4*
La corde de contact de deux coniques ayant un double contact, l'une étant fixe, l'autre passant par deux points fixes, p. 364.
La corde qui est vue sous un angle droit d'un point fixe de la conique, p. 243,
Les cordes vues d'un point fixe de la conique sous un angle qui soit divisé par la normale au point fixe, en deux angles tels, que le produit de leurs tangentes soit constant, p. 244'
Les cordes vues d'un point fixe de la conique sous un angle dont la bissectrice est donnée, p. 454.
La perpendiculaire abaissée d'un point d'une ordonnée fixe de l'axe sur la polaire de ce point, p. 266.
Points limites d'un système de cercles, p. 146, 4o6.
Pôles et polaires. — Leurs propriétés, p. §33, 207.
Équation de la polaire, p. 11 g, 2o5, 367.
Coordonnées du pôle d'une droite donnée, p. 370.
Un point et sa polaire équivalent à deux condititions, p. 543.
Polaires réciproqoes, p. 389.
Porcelet, p. i47t 389, 4^3, 44^* Pr0JECTI07(S, p. 44^1 '^1^7*
Quadrilatère. — Les milieux des diagonales sont en ligne droite, p. 36, ga,
3oo.
Les cercles décrits sur les diagonales comme diamètre ont même axe radical, p. 388.
Propriétés harmoniques, p. 86, 446*
Inscrit dans une conique, p. 168.
Les côtés et les diagonales d'un quadrilatère inscrit dans une conique déterminent sur une transversale un système en involution, p. 437.
Les diagonales des quadrilatères inscrit et circonscrit correspondants forment nn faisceau harmonique, p. 335.
Rapport ambarmokiqije. — Démonstration du théorème fondamental, p. 83. Ce qu'il devient lorsqu'un point s'éloigne à l'infini, p. 4i3.
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Rapport anharmonique de quatre droites dont lea équations sont données, p. 83, 438.
Rapport auharnioniquc : i^ de quatre points d'une conique, p. 33a, 348, 'fo3, 44? ; — o9 de quatre tangentes, p. 3/|8 ; — Me trois tangentes^ une parabole, p. 418.
Développements sur les propriétés correspondantes, p. 4i3.
Leur démonstration par la projection des angles, p. 4^4-
Dans quels cas le rapport anharmonique de quatre points d'une conique est égal à celui de quatre autres points : i<* de la même conique, p. 349 î — ^^ d'une * autre conique, p. Z^g, ^^S, ' , ^
Le rapport anharmonique : i<> de quatre points est égal à celui de leurs polaires, p. 379 ; ~ 2<* de quatre diamètres est égal à celui de leurs conjugués,
p. 424* Le rapport anharmonique des segments déterminés par deux coniques sur la il tangente à une troisième conique est constant, lorsque les trois coniques ont
un double contact suivant la même droite, p. 44^* ^ Rapport harmonique (voir division harmonique).
RayO!! dd cercle CIRCONSCRIT BU tHanglc inscrit dans une conique, p. 293, 469.
»S- RaYOîI de COURBURE, p. 3i7.
RAciproques (Méthode des), p. 97, 386, 5oi. Sadleir (Théorèmes de M.), p. 356.
Segments. — Les segments déterminés sur une corde par la courbe et les asymptotes sont égaux, p. a6o.
Le segment déterminé sur les asymptotes par les droites qui joignent deux points fixes de la courbe h un quelconque de ses points est constant, p. a63.
Deux droites quelconques déterminent sur l'axe d'une parabole un segment de même grandeur que les projections sur cet axe des pdles de ces droites, p. 275, 4ïO-
Relation entre les segments déterminés par une tangente variable sur deux tangentes fixes et parallèles, p. 239, 4o4t 4>9» ^>^9-
Serret (M. P.). — Lieu du centre des coniques inscrites dans un quadrilatère, p. 299.
Similitude, p. 3i3.
.f, q!, Centre de similitude, p. iSi, 3i!, 398.
Steiner. — Théorème sur le triangle circonscrit à la parabole, p. a83, 296, e r^-^" :J84, 399, 45o.
Des points dont le cercle osculateur passe par un point donné, p. 319. Théorèmes sur l'hexagone de Pascal, p. 34o, 53o. Solution du problème de Malfatti, p. 366.
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