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PREFACE DE L'ÉDITEUR
Fidèle au programme que nous nous étions tracé, nous publions aujourd’hui la traduction du Traité de Géométrie analytique (Courbes planes) de M. Salmon. Cet Ouvrage forme la suite naturelle du Traité des Sections coniques, et sa lecture est nécessaire pour la complète intelligence du Traité de Géométrie analytique à trots dimensions du même auteur. On y trouvera au même degré les remarquables quahtés d'élégance et de clarté et la hauteur de vues qui caractérisent l’œuvre entière de M. Salmon.
La traduction en a été faite avec le même soin jaloux de se rapprocher de la correction de l'original.
M. G. Halphen, dont tous les géométres connaissent les beaux et nombreux travaux sur les différentes branches de Analyse, a bien voulu rédiger pour nous une étude sur les points singuliers. Cette Note constitue un Mémoire absolument original dans lequel il résume, en les complétant, ses propres. travaux et ceux des géomètres qui se sont occupés de cette difficile et délicate question. Nos lecteurs le remercieront avec nous d’avoir abandonné un instant ses recherches personnelles pour combler une lacune regrettable qui existe jusqu’à présent dans les Ouvrages de Géométrie analytique.
PREFACE DE LA DEUXIEME EDITION
La premiére édition de ce Traité était épuisée depuis quelques années et j’avais eu, pendant quelque temps, la pensée de ne pas le réimprimer. Cet Ouvrage avait été rédigé à une époque où l’Algèbre supérieure moderne était encore à son enfance : aussi fallait-il des changements importants pour le mettre au niveau de la Science actuelle et, comme je n’avais pu préparer une nouvelle édition avant ma nomination au poste que j'occupe à présent, il me paraissait impossible d’en publier une maintenant que d’autres devoirs ne me laissaient plus le loisir de me tenir au courant des découvertes mathématiques récentes ou même de garder présentes à ma mémoire mes connaissances antérieures. Mais, comme les années s’écoulaient et que mon Traité restait toujours l'unique Ouvrage anglais ayant la prétention de fournir un aperçu systématique de la théorie moderne des courbes, je commengai à me demander s'il ne serait pas possible d’en faire l’objet d’une publication nouvelle et si je ne pourrais pas me faire aider par de jeunes mathématiciens ayant la çompétence voulue pour rédiger les Sections additionnelles destinées à faire connaître les derniers progrès de la Science. Ayant consulté M. Cayley, je fus très agréablement surpris de le’ voir m'offrir lui-même le concours que je désirais. Il est inutile de dire avec quel plaisir j’acceptai une proposition si bien faite pour donner une très grande valeur à l'Ouvrage; le seul scrupule qui me vint à l'esprit,
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c'est la crainte que le temps et le travail de M. Cayley, ainsi consacrés à l’œuvre d'un autre, ne pussent priver, pour quelque temps au moins, le monde mathématique de l'ouvrage qu'il aurait pu lui-même écrire sur le même sujet. Dans mon plan primitif, M. Cayley devait seulement me donner quelques sections ou chapitres nouveaux, dont il prendrait l'entière responsabilité, tandis que je me contenterais de reviser la portion du texte ancien qui aurait été conservée ; en conséquence, le premier Chapitre fut toutentier rédigé par M. Cayley. Mais je trouvai qu'en procédant ainsi il serait impossible de donner à ce Livre l'unité qu'il devait avoir; et actuellement notre publication a été combinée de telle manière qu'il est bien difficile d'attribuer nettement à chacun de nous ce qui lui revient. M. Cayley a travaillé le manuscrit tout entier et il existe à peine une page qui ne se ressente de l'influence de ses conseils; d'autre part, j'ai complètement refondu quelquesunes de ses contributions, soit pour les mettre mieux en harmonie avec le reste de l'Ouvrage, soit pour apporter quelques simplifications à ses procédés ou faire quelques additions à ses résultats. C'est ainsi que j'ai effectivement agi avec quelques-uns des documents manuscrits qu’il a été assez bon pour mettre à ma disposition, de mème qu’avec les Mémoires qu'il a publiés et dont j'ai introduit les résultats dans le texte. En jetant un coup d'œil sur ces pages, les parties que je reconnais avoir empruntées à M. Cayley avec peu ou pas de modifications sont le Chapitre I, les notions sur les points triples, n° 40, #7, Pex. 6, n° 55; les n°° 56 à 58, 87 à 89, 138, 139, 151, 189, 243, 270, 282 à 291, 407, 408. En outre, je me suis servi dans le Chapitre II d’un manuscrit de lui sur les enveloppes, comprenant la théorie des développées, des quasi-développées et des courbes parallèles : dans un autre, jai puisé mes connaissances sur la théorie de la résiduation de Sylvester; et j'ai tiré parti d’un Mémoire sur la classification des quartiques et d'un autre sur les bitangentes
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à ces courbes. Les additions au Chapitre de la première édition sur la transformation des courbes sont presque entièrement extraites d’un Mémoire de M. Cayley; les numéros de 370 à la fin lui sont empruntés presque sans modifications. Les n° de 401 à 406 ont également pour origine un manuscrit de lui sur la théorie des courbes polaires de Steiner.
La première édition du présent Ouvrage renfermait un Chapitre sur l'application du Calcul intégral à la théorie des courbes; je l'ai supprimé principalement à cause de l'extension que ce sujet a prise depuis lors. Pour pouvoir sembler prétendre être complet, un pareil Chapitre devrait contenir un résumé des applications que le regretté Clebsch, continuant les recherches de Riemann, a fait des intégrales elliptiques et abéliennes à la théorie des courbes. Mais il paraît impossible de traiter ces sujéts comme ils le méritent ailleurs que dans un Ouvrage où il serait principalement question de Calcul intégral. Comme les Traités de ce genre renferment généralement des Chapitres consacrés à la théorie des courbes, j'ai cru pouvoir sans inconvénient laisser de côté cette branche de la théorie dans le présent Traité.
PREFACE DE LA TROISIÈME EDITION
Les causes qui avaient fait ajourner la publication de la deuxième édilion ont aussi retardé celle de la troisième et ne m'ont pas permis d’v faire figurer tout ce que j'aurais désiré relativement aux recherches les plus récentes. Je dois reconnaître mes obligations à mon ami M. Cathcart, qui m'a aidé ans la revision des épreuves, comme il l’a fait dans d’autres circonstances ; il a appelé mon attention pendant l'impression sur divers points qui auraient eu besoin d’être traités avec plus de détails. J'aurais espéré leur consacrer un Appendice à ja fin, mais tout ce que j'ai cu le temps de faire se réduit à quelques annotations. On remarquera que M. Cayley a eu l'amabilité de me donner une ou deux additions nouvelles.
Trinity College, Dublin, juillet 1879.
G. SALMON
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COORDONNEES.
COORDONNEES DE POINT.
1. Le plan renferme une droite toute spéciale, la droite de l'infini; sur celle-ci sont situés deux points particuliers (imaginaires) : ce sont les points circulaires à l'infini. Un théorème de Géométrie peut n'avoir aucun rapport avec cette droite et ces points: on dit alors qu'il est descriptif; dans le cas contraire, il est métrique.
2. Les coordonnées dont on fait usage pour déterminer la position d’un point dans un plan sont les coordonnées cartésiennes (rectangulaires ou obliques) ou les coordonnées trilinéaires; ces dernières comprennent toutefois les premières comme cas particulier. D’une manière générale, nous pouvons dire que les coordonnées cartésiennes (rectangulaires) sont celles qui se prêtent le mieux à la discussion des propriétés métriques; tandis que les coordonnées tri-
(') Ce Chapitre a été rédigé par M. Cayley.
S. — Courbes planes. t
COORDONNÉES. 3 donner à la définition les diverses formes qui suivent et qui ont le même degré de généralité : les coordonnées trilinéaires (x, y, 2) d’un point du plan sont proportionnelles à des multiples donnés des distances perpendi-
culaires.................. ss des muluples des distances mesurées suivant des | gy point directions données....................... à trois
des multiples donnés des distances mesurées | droites suivant une seule ct même direction donnée.. | données.
aux distances mesurées suivant des directions données......,........,.......s.sscse.
Les trois droites données, par exemple les droites z = 0, y = 0,3 = 0, sont appelées les axes de coordonnées, ou simplement les axes ; et le triangle qu’elles constituent a reçu le nom de triangle fondamental, triangle de référence, ou smplement de triangle.
Remarquons que, tant que les quantités (x, y, 2) restent indéterminées, en ce qui regarde leur grandeur absolue, il ne peut exister de relation identique qui les lie les unes aux autres ; et, comme les équations dont nous faisons usage sont nécessairement homogènes, elles expriment des relations entre les rapports mutuels des coordonnées.
5. Il n’y a pas, en général, d'avantage à fixer les grandeurs absolues des coordonnées ; mais nous pouvons le faire, si nous voulons, et spécifier que les quantités (z, y, 2) seront respectivement égales à (ap, Bq, yr). Dans ce cas, les coordonnées sont liées par la relation
cette relation sert à déterminer les grandeurs absolues des coordonnées (x, y, 3) d’un point particulier quelconque, quand leurs rapports sont connus.
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En général, il n’y a pas avantage a faire usage des équalions que nous venons d’écrire; le procédé le plus commode consiste 4 considérer les coordonnées comme fixées de telle sorte que le point (1:11) soit un point donné de la figure, ou que la droite
soit une droite donnée de cette même figure.
7. Il faut remarquer que nous pouvons, sans incorrection, parler du point (a, $, y); nous entendrons par 1a le point dont les coordonnées ont leurs rapports mutuels 7: y:5 égaux à & : 8 : y. Et quand nous dirons que les coordonnées d'un point sont (x, 8, y), ou que les (x, y,z) sont égaux à (x, 8, Y), nous ne ferons qu’exprimer la même chose; c’està-dire que nous ferons seulement connaître que les rapports de ces quantités sont égaux, pour la raison toute simple que les grandeurs absolues sont indéterminées. Ainsi, dans le numéro précédent, au lieu de parler du point (1:1:1) nous aurions pu dire le point (1, 1, 1).
8. Le point (1, 1, 1) et la droite x + y + 3 — 0, ou plus généralement le point (x, $, y) et la droite
ont, parrapport au triangle fondamental, une relation géométrique bien connue. Si le point en question est O ( fig. 1), la droite correspondante LMN est celle qui joint les points d'intersection des côtés du triangle fondamental ABC avec les côtés du triangle DEF ; ce dernier est formé par les points où les droites, qui joignent O aux sommets du triangle ABC, rencontrent les côtés opposés. Réciproquement, étant donnée la droite LMN, nous pouvons construire le point O en jois
gnant les points L, M, N, où la droite coupe les côtés du triangle ABC, aux sommets opposés de ce triangle; ces droites forment un nouveau triangle et les droites qui joignent ses sommets aux sommets correspondants du triangle
Fig. 1.
fondamental se coupent au point O. Par le fait, le point et la droite sont des éléments harmoniques, et nous montrerons dans la suite qu’ils sont dans la situation de pôle et polaire par rapport au triangle considéré comme courbe du troisième ordre ou, comme nous pouvons le dire plus simplement, par rapport au triangle. Si donc l’on donne l’un des deux éléments, point ou droite, l’autre est connu; et il revient au même de supposer que le point (1, 1, 1) soit un point donné, ou que la droite
soit une droite donnée.
Si nous regardons la droite x + ÿ + z — o comme une droite donnée, nous avons en tout quatre droites données ; et si nous posons pour plus de commodité |
T+FY+3+w—o
(c'est-à-dire, si nous considérons w comme remplaçant — x—7 — 5), les coordonnées se trouvent déterminées de
COORDONNÉES. 7 telle manière que
sont des droites données.
9. Les coordonnées peuvent être choisies de telle sorte que le point (1, 1, «) soit le centre de gravité du triangle et
que la droite .
Z+ryts=—o
soit la droite à l'infini. Si nous nous reportons à l'équation ap + bq + cr — 34, ceci revient à supposer æ:y:3—=ap:bq;: cr,
c'est-à-dire que, si nous joignons le point aux trois sommets, en divisant ainsi le triangle fondamental en trois triangles, les coordonnées x, y, 3 sont proportionnelles à ces trois triangles composants (ou, ce qui revient au même, chaque coordonnée est proportionnelle au quotient de la perpendiculaire abaissée du point sur un côté et de la perpendiculaire abaissée du sommet opposé sur le même côté). On peut remarquer que, si nous fixons les grandeurs absolues des coordonnées et si nous posons
_ap ___ bq cr
c'est-à-dire si nous prenons z, y, 3 égaux aux rapports des triangles composants a la surface du triangle fondamental, la relation que vérifient les coordonnées est
T+yY+s—=I.
10. Le triangle fondamental équilatéral constitue un cas particulier; dans ce cas, si x, y, 2 sont proportionnels ‘aux
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cette suite de rapports équivaut à
TY:3—=1:w:ui oua T:Y:3—=1: 0:00.
11. Supposons que l’un des axes, celui des 3 par exemple, soit la droite à l'infini; la distance r a dans ce cas la valeur oo , qui doit être regardée comme une constante infinie; yrest donc une constante que nous pouvons supposer finie et égale à l’unité, sans nuire à la généralité de nos raisonnements. Nous avons alors les relations
Tiy:s3—=ap:pq'i.
Les coefficients « et 8 peuvent être déterminés de telle manière que ap et Bg représentent les distances d’un point aux droites x — d et y — 0, ces distances étant mesurées chacune parallèlement à la direction de l’autre droite ; c’est-à-dire que, si X, Y sont les coordonnées cartésiennes du point, nous
avons æiy:3—=Y:X:1,
ou, ce qui revient au même, si nous fixons les grandeurs absolues des coordonnées, x, y et 3 (= 1) seront les coordonnées cartésiennes du point rapporté à deux axes quelconques de coordonnées. |
12. Dans tout ce qui précède nous nous sommes seulement servi de la droite à l'infini, mais nous n’avons fait aucun usage des points circulaires à l'infini; aussi les coordonnées cartésiennes résultantes sont-elles généralement obliques; elles peuvent cependant être rectangulaires; en effet, si nous prenons pour les droites x =o et y =o deux droites en relation harmonique avec les points circulaires à l’infini, ou, ce qui revient au même, deux droites perpendiculaires l’une sur l’autre, les coordonnées seront rectangulaires. La relation harmonique à laquelle nous faisons allusion consiste en ce
COORDONNEES. 11 les deux points circulaires les relations
eiy:s=L:M:N, e ~-—!., I .!
TYEÉ—E-M'N
Soient A, B, C les angles du triangle fondamental; nous avons entre A, B, Cet À, a, v un système de relations telles
que ~ A= T+u—v, B=—x-+y —A, C= nr+dA—uh.
Posons
cosA + sin A(ouei)— a2, cosB + csin B(oue®)— 8, cosC + ssinC(oueit)— »;
il vient alors
= “ae
| = | rm
et les coordonnées des points circulaires à l’infini deviennent ansi
< e to] e | w
| R wm rin ee | om R
“ol e
e R | eu
Il est évident que les expressions de chaque système de coordonnées sont identiques en vertu de la relation aSy = — 1.
Les mêmes formules s’appliquent évidemment au cas où les coordonnées x, y, 3, au lieu d’être égales aux perpendiculaires abaissées sur les côtés du triangle, leur sont seulement proportionnelles; ce sont donc les formules qui se rapportent au système de coordonnées dans lequel l’équation
de la droite à l’infini est
zsinA + 9sinB + zsinC =0.
15. On peut ajouter que le système primitif de relations entre x, y, 3 et X, Y donne
(y+ q)(s+r)snA+(s + r)(x + p)sinB + (2+ p)(y + q)sinC = sinA sinB sinC (X? + Y?); ou, ce qui revient au méme, on a yssinA + sxsinB +zxysinC = sin Asin BsinC( X?+ Y*) + (une fonctionlinéairedeX, Y, 1); c'est-à-dire que ]’équation yssinA + szsnB+ rysinC =o est |’équation d’un cercle qui évidemment est circonscrit au triangle fondamental. La formule subsistant dans le cas où z, y, 2 sont proportionnels aux distances perpendiculaires
d'un point aux côtés du triangle de référence, les points circulaires à l’infini sont alors les intersections du cercle
yssinA +s3zrsinB + xysinC =o avec la droite à l'infini xzcsinA+ ysnB+ssinC =o (comparez Sections coniques, n° 359). Il est facile de vénfier que les coordonnées des points circulaires à l'infini, données plus haut, satisfont effectivement à ces deux équa-
tions. Remarquons aussi que l'équation générale d’un cercle est
(ys sinA + zrsinB + 2y sinC) + (Px + Qy + Ks)(xsinA + y sinB +2 sinC)=0,
P, Q, R étant des coefficients arbitraircs.
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16. Dans le système de coordonnées où les quantités x, y, 3 sont proportionnelles aux perpendiculaires abaissées sur les côtés du triangle de référence, multipliées chacune par le côté correspondant, et où l'équation de la droite à l'infini est r+ y + 3 —= 0, nous n'avons qu'à remplacer dans ce qui précède x, y, 3 respectivement par Æ , x? ate a CG" - Les
coordonnées des points circulaires sont alors données par les relations
Zz e JY e s ——1:4+:8 sin À * sinB ‘ sinC — "+ =e Tes — I. — | a * et 2. y . 3 eye!
sinA ‘sinB'sinC 1-3 {1x Ÿ | =8:+
et l'équation générale d’un cercle est
(yssin?A + zx sin?B + zy sin?C) +(Pxr+Qy+Rs)(2+y+3)=0.
COORDONNEES DE DROITE.
17. Les coordonnées considérées ci-dessus sont des coordonnées destinées à déterminer la position d’un point; on dit que ce sont des coordonnées de point. Nous avons aussi des coordonnées de droite (coordonnées tangentielles, voir Sections coniques, n° 70) pour déterminer la position d'une droite; si, par exemple, dans un système quelconque de coordonnées trilinéaires (x, y, 3), l'équation d’une droite est Ex + 7y + C6: = 0, nous avons alors un système corres-
pondant de coordonnées de droite, dans lequel on dit que (E,n, £)sontles coordonnées (coordonnées tangentielles) de la droite en question. Observons que, d'après cette définition, (&, 7, €) sont données seulement en ce qui regarde leurs rapports et que leurs grandeurs absolues sont indéterminées ; elles ressemblent par là aux coordonnées ponctuelles prises dans leur sens le plus général.
48. Les coordonnées (£, n, €) se rapportent à une droite; une équation linéaire a§ + bn + cf =o entre ces coordonnées s'applique à toute une série de droites telles que les coordonnées de l'une quelconque d’entre elles vérifient cette équation ; mais toutes ces droites passent par un même point : c'est le point dont les coordonnées dans le système correspondant de coordonnées ponctuelles (x, y, 5) sont (a, b, c); en effet, l'équation linéaire af + bn + ct = o exprime que l'équation en coordonnées ponctuelles Ex + y + fs = 0 est satisfaite quandon yremplace(z, y, <) par (a, b, c). On en conclut que l'équation a§ + bn + cf = o en coordonnées de droite (€, , &) représente un point; c'est celui dont les coordonnées trilinéaires dans le système correspondant sont (a, b, ce). Et, en général, toute équation homogène en coordonnées de droite (&, n, €) représente la courbe qui est l'enveloppe de toutes les droites Ex + ny +s — 0 dontles coefficients (£, n, ¢) vérifient la relation en question. On dit que cette relation est l'équation tangentielle de cette enveloppe. En d'autres termes, l'équation tangentielle d’une courbe est l'équation entre (E, 4, £) qui exprime que la droite Ex ny + Cs = 0 est une tangente à la courbe.
49. Dans ce qui précède, les coordonnées de droite (& 4, €) sont définies au moyen d’un système correspondant de coordonnées trilinéaires (2, y, 3), et la signification des rapports §:7:¢ se trouve par là même complètement déter-
COORDONNÉES. 19 minée; c'est la marche la plus commode à suivre. Cependant il convient de donner du systéme de coordonnées de droite une définition quantitative indépendante, moins pour les applications dont elle est susceptible que pour établir d'une manière plus complète l’analogie qui existe entre les deux genres de coordonnées. Nous pouvons dire que les coordonnées trilinéaires (§, n, 6) d’une droite sont proportionnelles à des multiples donnés des distances, mesurées suivant des directions données, de la droite à trois points donnés. Supposons, pour fixer les idées, que nous premions ces coordonnées proportionnelles aux distances perpendiculaires de la droite aux trois points donnés. Si nous rapportons la figure à des coordonnées cartésiennes, les coordonnées des points sont (a, 8),(x', B’),(2”, B”) et l'équation de la droite est
Ax + BY +C—o.
Nous avons alors les relations E> $ = Az + BB+C:Aa+ B8+C:A«+Bf"+C,
ou, ce qui revient au même, l'équation de la droite est
ne $ 1 api
Les coefficients de &, r,, € sont ici des fonctions linéaires données de (x, y, 1); si nous désignons ces coefficients par (x, y, 3), nous aurons (x, y, 5) comme système de coordonnées trilinéaires, et l’équation sera Ex +71y+ 0s =0; cette définition concorde donc avec celle qu’on a donnée plus haut.
Nous pouvons, exactement comme au n° 7, déterminer les coordonnées de droite (§, 7%, €) de manière que la droite (t 21 1)soit une droite donnée, ou que le point § + 7+ 6 = 0 soit un point donné de la figure.
20. Il peut étre bon d’indiquer ici quelques systémes particuliers. Si a, 8, y représentent respectivement les distances, comptées suivant une direction donnée, de la droite variable
aux points A, B, C (fig. 2), par exemple (2=Aa, B=Bb), y=Ceo), les coordonnées &, 7, § peuvent être prises proportionnelles à
Fig. 2.
ces distances, §: n : 6 — x : 8 : y. Imaginons que le point C s'éloigne à l'infini suivant la direction donnée; ya une valeur infinie qui doit être regardée comme une constante; et,
e . 4 e si nous posons Ein: =—a:f$:1, nous pouvons, au lieu des | Y coordonnnées primitives Eon, Gs prendre comme coordonnées En, î, c'est-à-dire «, 8, 1. Nous avons ainsi un système de Y
deux coordonnées a, 8 qui sont respectivement égales aux distances, comptées suivant une direction donnée, de la droite aux deux points fixes.
De même, dans la fig. 3, nous avons
y Cp + Cg ou bien, ce qui est la même chose,
Ap ‘Ba Cp'Cq'.
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Imaginons que A, B s’éloignent à l'infini en suivant respeclivement les directions pC et gC; Ap,'Bg ont des valeurs infinies qui doivent étre regardées comme des constantes; et, au lieu de coordonnées proportionnelles à a, B, y, nous pou-
vons prendre des coordonnées proportionnelles à kp’ i y;
Fig. 3.
aw, _f£\-
c'est-à-dire que nous pouvons choisir comme coordon-
, 41 I . ; nées —» ——» 1. Nous avons ainsi un systéme de deux coor- Cp Cg
données qui sont respectivement les inverses des distances, comptées suivant deux directions données, de la droite à un
point fixe.
22. On a peu d'occasions de faire un usage explicite des coordonnées de droite; mais la théorie en est trés importante; elle sert en effet à prouver que, en démontrant en coordonnées ponctuelles un théorème quelconque de nature descriptive, nous établissons en même temps le théorème corrélauf qu’on peut en déduire par la théorie des polaires réciproques (ou celle de la dualité géométrique). Par le fait, nous ne prouvons pas l’un des théorèmes, pour en déduire ensuite l’autre, mais nous les démontrons tous les deux en même temps. Nos (x,7, z), au lieu d’être des coordonnées ponctuelles, représentent des coordonnées de droite, et la démonstration se trouve être, dans chacune de ses parties, une démonstration du thévrème corrélatif.
S. — Courbes planes. 2
93. De la méme manière, si un théorème est établi en coordonnées de droite, on possède par là même la démonstration de son corrélatif; la seule différence qui existe ici consiste eh 66 que uaux passons de la théorie des coordonnées de droite, qui nous est un peu moins familière, à celle plus vailde dea coordonnées de point. La transition se trouve rendue plus claire si nous considérons les coordonnées primitivos de droite (§, n, $) comme les coordonnées ponctuelles du pout qui est le pôle de la droite par rapport à la coque ae pvt az 0.
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COURBES DU n*** DEGRÉ.
Section I. — Du nombre des termes dans l'équation générale.
24. Le premier pas à faire pour connaître les propriétés générales des courbes du n'*™* degré consiste à déterminer le nombre des termes contenus dans l’équation générale. Étant donnée une équation quelconque du n"*"° degré, nous pourrons ainsi, en comptant simplement le nombre des constantes indépendantes que renferme cette équation, savoir si la forme donnée est ou n’est pas l’une de celles auxquelles on peut ramener toutes les équations du n*™° degré. Par exemple, l'équation générale du second degré contient cinq constantes indépendantes. Si donc on nous donne une autre équation quelconque du second degré contenant cinq constantes, par exemple
(æ—2} +(y —8)} =(axr+by+ 0)!
ou
1 L [(2 —2)*+ (y —8YT + [f(x — 2) + (y — BY)? ]J2=e,
nous pouvons la développer; et, en comparant cette équation H ad e e o™ 3 9° ° ’ 4
voir Sections coniques, n° 11) à l'équation générale du second degré, nous obtiendronsun nombre d'équations suffisant pour déterminer 4, 3, ..., en fonction des coefficients de l'équation générale. Nous voyons alors qu'une équation quelconque du second degré peut, en général, être réduite à l'une des formes ci-dessus, et nous pourrions établir ainsi les
PROPRISTES GÉNÉRALES DES COURBES. at coordonnées) ne contient qu'une constante explicite; elle doit donc entrainer quatre conditions implicites; c’est du reste ce qui a lieu, comme on le sait, puisque la conique représentée par celte équation passe par quatre points fixes.
25. Il faut agir avec quelque circonspection quand on applique ces principes. Par exemple, l'équation
(xz—2} +(y —8}=axz+by+e
paraît contenir cinq constantes et, par conséquent, être une forme à laquelle on peut ramener une équation quelconque du second degré. Cependant, en effectuant les développements, nous verrons que les constantes ne figurent pas dans les termes du degré le plus élevé dans l’équation et que nous n'avons réellement par le fait que trois équations pour déterminer 2, 3,.... L’équation ne peut donc être mise sous cette forme, à moins que deux autres conditions ne soient satisfaites. De la même manière, l'équation
aS, + bS, + cS,+ dS, + eS,+ fS = 0,
où S,, ... sont six coniques; est une forme à laquelle on peut ramener l'équation d’une conique quelconque. Supposons néanmoins que trois des équations de ces coniques soient liées entre elles par la relation
S;= kS, + IS,;
en remplaçant S; par cette valeur dans |’équation précédente, on trouverait que cette équation ne renferme plus que quatre constantes indépendantes, et l’équation générale ne pourrait être réduite à cette forme à moins de satisfaire à une autre condition.
26. Après avoir ainsi cherché à donner au lecteur une idée de la nature des avantages qu’on peut retirer de la con-
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COURBES. a3 sera définie d'une manière complète, si nous pouvons déter-
Ainsi, une courbe du n'*™ degré est en général déterminée quand on donne ;n(n + 3)de ses points; en effet, en substituant dans l'équation générale les coordonnées de chacun des points par lesquels passe la courbe, nous obtenons une relation linéaire entre les coefficients. Nous aurons donc $ n(n + 3) équations du premier degré pour déterminer un nombre égal d’inconnues; ce problème n’admet en général qu’une seule solution. Nous voyons ainsi qu'on peut décrire une courbe du troisième degré, quand on connaît neuf de ses points, une courbe du quatrième degré quand on en a quatorze points, et qu’en général par 5 n(n +3) points on peut décrire une courbe du degré n et une seule.
miner les + n(n + 3) quantités ms
28. Quand nous disons que + (n+ 3) points déterminent une courbe du n°" degré, nous n’entendons pas affirmer qu'ils déterminent une courbe propre de ce degré. Tout ce que nous avons démontré, c’est qu'il existe une équation du n*™* degré vérifiée par les coordonnées des points donnés; mais cette équation peut être le produit de deux ou plusieurs autres expressions de degré moindre. Par exemple, cinq points déterminent en général une conique; mais, si trois d'entre eux sont situés sur une ligne droite, la conique dégénère en la courbe du second degré formée par cette droite et par la droite qui joint les deux autres points. Et, d’une manière générale, il est évident que si, parmi les n(n + 3)points, ilyena plus de zp sur une courbe de degré p(p étant moindre que x), on ne peut, par ces points, faire passer une courbe propre du n"°"° degré; car nous serions alors conduits à cette absurdité que deux courbes de degré rn et p se coupent en plus de np points (Sections coniques, n° 238). Le système de degré n mené par un pareil système de points se compose
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COURBES. 25 points donnés sont alors insuffisants pour déterminer la courbe, et l’on peut faire passer par ces points une infinité de courbes du degré n. Il est nécessaire d'expliquer géométriquement comment de pareils cas peuvent se présenter. _
Pour plus de simplicité, prenons d’abord pour exemple des courbes du troisième degré. Soient U—0o, V=o les équations de deux de ces courbes, qui passent toutes les deux par huit points donnés ; l'équation d’une courbe quelconque du troisième degré passant par ces mêmes points doit être de la forme U—kAV=o. En effet, d’après sa forme même, cette équation représente une cubique passant par les huit points donnés, et elle renferme une constante arbitraire A que l’on peut déterminer de telle manière que la courbe passe par un neuvième point quelconque. Par le fait,
U' nous aurons dans ce cas k = wy U! et V’ étant les résultats
que l'on obtient en substituant les coordonnées du neuvième point dans U et V. Cette relation fournit pour * une valeur bien déterminée dans tous les cas sauf un, celui où leneuvième point est à la fois situé sur U et V. En effet, comme deux courbes de degré m et n se coupent en mn points, U et V se rencontrent non seulement suivant les huit points donnés, mais encore suivant un autre point. Pour les coordonnées de
ce point, * prend la valeur : set en effet la forme de l'équa-
ion montre suffisamment que toute courbe représentée par l'équation U — kV — o passe par toutes les intersections de U et V. Nous déduisons de là ce théorème important : Toutes les courbes du troisième degré qui passent par huit points fixes passent aussi par un neuvième point. Et nous voyons que neuf points ne sont pas toujours suffisants pour déterminer complètement une courbe du troisième degré; car nous pouvons faire passer une courbe du troisième degré par les intersections de deux courbes de ce même degré et par un dixième point.
PROPRIETES GÉNÉRALES DES COURBES. 27 cour.:cs en question soient des courbes propres de ce degré ; en effet, la démonstration du n° 30 subsiste également, même quand U et V peuvent se décomposer en facteurs. Comme application du théorème de ce numéro, nous ajoutons la proposition suivante : Si un polygone de an côtés est inscrit dans une conique, les n(n — 2) points où chaque côté impair coupe les côtés pairs non adjacents seront situés sur une courbe du (n — 2)" degré. En effet, le produit de tous les côtés impairs forme un système du n*™* degré, et le produit de tous les côtés pairs en constitue un autre; les deux systèmes se coupent en 7? points (puisque chaque côté impair a deux côtés pairs adjacents et n — 2 autres côtés pairs non adjacents), qui sont les az sommets du polygone et les n (nm — 2) points qui sont l’objet du présent théorème. Mais comme, par hypothèse, les an sommets sont sur une conique, les n(n—:2) points qui restent sont, d'après ce numéro, sur une courbe du (nz — 2 )*"° degré.
32. Le théorème de Pascal est un cas particulier de celui que nous venons d'établir; mais, comme il importe que le lecteur comprenne bien clairement le principe des démonstrations qui précèdent, nous croyons utile de répéter en d’autres termes la démonstration que nous avons déjà donnée.
Représentons les côtés de l’hexagone par les six premières lettres de l’alphabet, À — 0, ...; l'expression ACE — 4 BDF =o est alors l'équation d’un système de courbes du troisième degré qui passent par AB, BC, CD, DE, EF, FA et aussi par AD, BE, CF. Si les six premiers points sont sur une conique S, la courbe du système, déterminée par la condition qu’elle passera aussi par un septième point de la conique S, doit nous donner ACE — k’BDF = SL, car cette courbe ne peut être une courbe propre du troisième degré, puisque aucune courbe de cette espèce ne peut avoir plus de six points commun
PROPRIÉTÉS GRNERALES DES COURBES. 29 33. Bien que deux courbes du n'*"° degré se coupent en n? points, on a cependant démontré que n? points, pris arbitrairement, ne seront pas les intersections de deux de ces courbes; mais que, n? —$(n—1)(n— 2) d'entre eux étant donnés, le reste sera déterminé. Il existe un théorème semblable pour les np points d’intersection de deux courbes, l’une du degré 7, l’autre du degré p. Ainsi, bien qu'une courbe du troisième degré coupe une courbe du quatrième en douze points, cependant, par douze points pris arbitrairement sur une courbe du troisième degré, il sera, en général, impossible de décrire une courbe propre du quatrième degré. En effet, la ligne du quatrième degré qui passe par ces douze points et par deux autres points ne sera, en général, rien autre chose que la courbe du troisième degré et la droite qui joint les deux points. Et généralement, toute courbe du nie degré, menée par np — +4 (p— 1)(p — 2) points situés sur une courbe du degré p(p étant moindre que n), rencontre cette courbe en} (p — 1)(p — 2) autres points fixes. En effet, dans le n° 31, nous avons eu occasion de voir que
np—4(p—1)(p—2)+4(n2—p)(n—p+3)=tn(n+3)—1.
Donc (d’après le n° 30) tout système du n"°"° degré mené par les points donnés et par 5 (nr — p)(n— p +3) autres points passe encore par 5 (nm —1)(7 — 2) autres points fixes. Or un système du n*™ degré pouvant passer par les points est la courbe donnée du degré p etuneautre courbe dedegré (n—p) passant par les points additionnels. Les $(n—1)(n— 2) nouveaux points doivent donc se trouver, les uns sur l’une de ces courbes, et les autres sur l’autre. Et ilest évident que ces points doivent être distribués entre elles de telle manière que le nombre total des points soit np dans le premier cas et n (n — p) dans le second. Ceci démontre l’exactitude du théorème énoncé.
section de ces deux systèmes seront communs à toute courbe du degré r qui passera par ces points. Mais
tr(r+3)—1—$(r—m)(r—m-+3)—1(r—a)(r—n+3) = mn—i(m+n—r—i)(m+an—r—a),
comme le lecteur peat le vérifier sans difficulté. L’exactitude du théoréme se trouve ainsi démontrée. Pour que notre raisonnement soit applicable, il faut que r soit au moins égal au plus grand des deux nombres m et n; il faut aussi que (r— m) soit moindre que 7; car, s’il en était autrement, il ne serait pas possible de faire passer, par les points pris sur la courbe du n*™° degré, une courbe de degré (r — m) dis- ‘uncte de la courbe de degré n, ou qui ne la contint pas comme partie intégrante; et comme le théorème est illusoire
pour r= m-+-n—1 ou m-+n— 2, lacondition à remplir consiste en ce que r ne doit pas être plus grand que mt+n—3/(').
(*) Euler paraît avoir remarqué Je premier ce paradoxe que deux courbes du ni*™* degré peuvent se couper en un nombre de points plus considérable que celui qui suffit pour déterminer une pareille courbe (voir un Mémoire dans les Transactions de Berlin pour 1758 : Sur une contradiction apparente de la théorie des courbes). La mème difficulté est indiquée par Cramer dans son Introduction à l'analyse des lignes courbes algebriques, publiée en 1750. Cependant c'est à une date relativement toute récente qu’on a remarqué les importants théorèmes de Géométrie qui dérivent de ce principe. En 1827, Gergonne a donné le théorème du n° 31 (Annales, vol. XVII, p. 220). Le théorème général du n° 30 a été trouvé à peu prés à la même époque par Plücker (Entwickelungen, t. 1, p. 228; et Annales de Gergonne, Tome XIX, p. 97 et 129). C'est quelques années aprés qu'on a étudié la relation qui existe entre les points d’intersection de courbes et de surfaces de degrés différents (comme dans le n° 33). Ces cas ont été discutés dans deux Mémoires envoyés en même temps pour être publiés dans le Journal de Crelle, l'un par Jacobi (t. XV, p. 285) l'autre par Pliicker (t. XVI, p. 47). En outre des articles qu’on vient de mentionner, le lecteur peut aussi consulter un Mémoire de M. Cayley. (Journal mathématique de Cambridge, t. AI, p. 211). La notice his-
racines doit être p = 0, quelle que soit la valeur de 8, et, dans ce cas, l’un des a points suivant lesquels une droite quelconque menée par l’origine rencontre la courbe coincidera avec l’origine elle-même. Les (7 — 1) autres peints seront en général distincts de l’origine; il existe cependant une valeur de 6 pour laquelle un second point coïncidera encore avec l'origine ; ce cas se présentera quand sera tel qu'on ait
B cos + Csin0 — o.
L’équation devient alors (Dcos?6 + E cos 6 sin 6 + F'sin?8)p?+...— 0 ;
elle est divible par p? et, par conséquent, deux de ses racines ont pour valeur p =o. La droite qui correspond à cette valeur de 6 rencontre donc la courbe en deux points qui coincident; autrement dit, elle est la tangente à l’origine.
Comme nous n'avons qu’une seule équation pour déterminer tang 9, nous voyons qu’en un point donné d’une courbe on ne peut en général mener qu'une seule tangente. Son équation est évidemment
p(Bcosô +Csin8ô)—o ou Be+Cr=o.
Done, si l'équation dune courbe est u,+ u,+...=0 (l’origine étant un point de la courbe), l'équation de la tangente à l’origine est u, =o.
Si B= 0, l’axe des x est une tangente; si C=o0, c'est l'axe des 7.
37. Supposons maintenant que À, B. C soient tous nuls; le coefficient de p sera égal à zéro, quelle que soit la valeur de 9. Donc, dans ce cas, toute droite menée par l'origine rencontre la courbe en deux points qui coincident avec l'ori-
gine. On dit alors que l'origine est un point double. S. — Courbes planes. 3
34 ww CHAPITRE 11 : Nous pouvons encore voir ici, exactement commé dans le numéro précédent, que dans ce cas l'on peut mener par l'origine des droites qui rencontrent la courbe en. trois points coincidents. En effet, supposons que 4 soit tel qu'il annule le coefficient de p?, où que ‘ D cos?0 + Esin9cos0 + F sin? — 0,
l'équation devient alors divisible par 7, et trois des valeurs de ¢ sont égales à zéro. Comme nous avons une équation du second degré pour déterminer tang§, il s'ensuit que par un point double on peut mener deux lignes droites rencontrant chacune la courbe en trois points qui coincident. Leur équation est
g*(Deos* 0 + Ecos 0 sin + Fsin?0) —o,
ou L Da +Exy +Fy*=0.
Ceci nous montre que, bien que toute droite menée par un point double rencontre la courbe en deux points coïncidents, il y a cependant deux de ces droites dont le contact avec la courbe est plus intime que celui des autres droites; on a pour cette raison l'habitude de dire qu'en un point double d'une courbe on peut mener deux tangentes. Si l'équation de la courbe (l'origine étant un point double) est mise sous la forme us + us +... —0, y =0 est alors l'équation du couple de tangentes à l'origine.
38. Il est nécessaire de distinguer trois espèces de points doubles, suivant que les droites représentées par l'équation w, — 0 sont réelles, imaginaires ou coincidentes.
1° Dans le premier cas, les tangentes sont toutes deux véelles; le point double ou nœud est tel que le représente la seconde figure (n° 39). Un simple examen de la courbe montre que le nœud est le point d’intersection de deux branches dont chacune a sa tangente propre; et l'équation du
PROPRIETES GENEBSLES BES COURBES. 35 second degré qui précède détermine par le fait les directions de ces deux langentes, un point de ee genre est nommé um nœud en croix ow point crunedal.
On se trouve er présence d'un exemple simple de points doubles de: cette sorte, quand l'équation donnée est le produst de deux équations de degrés moindres, e’est-à-dire quand U = PQ. L'équatien U = o représente alors les deux courbes P—oetQ=o. Mais si. l’on eonsidère ees deux dernières comme constituant ensemble une courbe du 2"*"° degré, on dest dire que ceite courbe a pg points doubles (ce sont les points où P coupe Q), et en chacun de ces points il y a évidemment deux taagentes (les tangentes à P et à Q).
a L’équation u, — 0 peut avoir ses deux racines imaginawes. Dans ce cas, th n’y @ pas de pomt réel consécunf à l'origine, qui est alors appelée unpoint conpaguéou aenodal. Ses coordonnées satisfont bien à l'équation de la courbe, mais il ne semble pas être situé sur cette courbe; et, par le fat, on ne peut seulement faire ressortir géométriquement l'existence de points de cette espèce, qu'en montrant qu’il existe des points tels que toute droite menée par eux ne peut rencontrer la courbe en plas de (nz — 2) autres points.
3° L'équation 4, peut être un earré parfait; dans ce cas, les tangentes au point double coincident et la courbe prend la forme représentée dans la quatrième figure (n° 39). Des points de ce genre sont appelés points cuspidauz ou points de rebroussement. On les appelle aussi quelquefois points stalionnaires ; en effet, si gousimagmons que lacourbe soit engendrée par le mouvement d’un poant, en tout point cuspidal le mouvement qui s'effectue dans un sens déterminé éprouve un arrêt el se change en un mouvement dans le sens opposé.
Le lecteur pourrait se figurer qu'il est facile de donner des exemples de ces points, comme dans le numéro précédent, en supposant que ka courbe U se décompose en deux aotres courbes P et © tangenses entre elles; car tout pomt de
par l'exemple suivant. Prenons la courbe
ÿ'=(x—-aK{z—-b\(r —c).
Dans cette équation, nous supposons que a est plus petit et c plus grand que b. Cette courbe est évidemment symétrique par rapport à l'axe des x, puisque chaque valeur de x donne des valeurs de y égales et de signe contraire. La courbe coupe l'axe des z aux trois points r=a, x—b, x=c. Tant que + est moindre que a, y? est négatif et par suite ÿ est imaginaire. y? devient positif pour des valeurs de x comprises
Fig. 5. a nA of KZ À
entre a et b, puis devient de nouveau négatif pour des valeurs de x entre b et c; et enfin il est positif pour toutes les valeurs de x plus grandes que c. La courbe ( fig. 5) se compose donc d’un ovale silué entre A et B, et d’une branche qui commence en C et qui s'étend indéfiniment au delà. Supposons maintenant b = c; l'équation deviendra
Y=(rz—aXx—b6), où 6 est plus grand que a. Le point B se confond maintenant
Fig. 6.
avec le point C; B s’approchant de C, l’ovale et la branche infinie prennent une forme en pointe en marchant l’un vers l'autre; et, quand enfin les deux points B et C sont réunis,
triples, selon que les trois tangentes sont ( fig. 9): (a@) toutes trois réelles, et (1) toutes trois distinctes, (2) deux coinci-
Fig. 9.
RRS
dentes, (3) toutes trois coincidentes, ou bien (6) qu'il y en a une réelle et deux imaginaires.
Un point triple peut étre considéré comme provenant de la réunion de trois points doubles : dans les cas (a), ce sont: (1) trois nœuds en croix, (2) deux nœuds en croix et un point cuspidal, (3) un neeud en croix et deux points cuspidaux; c’est ce que montrent les figures ci-contre ( fig. 9), qui représentent les trois points doubles sur le point de se réunir pour former un point triple. Le cas (3) diffère d’une manière à peine visible d’un point ordinaire de la courbe; mais, quand la figure est dessinée avec soin, il y a quelque chose d’un peu anguleux dans la courbe en ce point singulier. Dans le cas(b), il y a de la même manière une branche réelle qui vient passer par un point conjugué; mais, à l'œil, le point singulier ne paraît pas différent d'un autre point quelconque de la courbe.
Nous pouvons, d’une manière analogue, rechercher les conditions pour que l'origine soit un point multiple d’un degré quelconque plus élevé k. Les coefficients de tous les termes de degré inférieur à 4 s’annuleront et l'équation
de la forme Ug + Usa + +. — O.
Au point multiple en question on peut mener & tangentes représentées par l'équation u; —0o; et la nature du point multiple variera selon que les racines de cette équation seront
4o CHAPITRE He toutes réelles et inégales, ou que deux ou plusieurs d’entre elles seront égales ou imaginaires.
Un point multiple de l'ordre k peut être considéré comme résultant de la réunion de ! $k(k —1) points doubles. On peut, comme exemple, considérer le cas de # lignes droites qui doivent être regardées comme formant un système ayant $k(k—1) points doubles, à savoir les intersections mutuelles de ces droites. Mais, si toutes les droites passent par le même point, ce point devient dans le système un point multiple de l'ordre & et prend la place de tous les points doubles. Le principe est le même, que les lignes qui se coupent soient droites ou courbes. Une courbe peut, par le croisement mutuel de Æ branches, avoir $k (—1) points doubles; mais, si toutes ces branches passent par le méme point, ces points doublessont remplacés par un point multiple d'ordre #.
M. Savoir qu'un point particulier est un point double d'une courbe équivaut à trois conditions.
En effet, si nous prenons ce point pour origine, trois termes de l'équation s’annulent (n° 37), et nous avons à notre disposition trois constantes de moins que dans le cas général. Si, de plus, on nous donne les tangentes au point double, ceci équivaut à deux conditions de plus; car, maintenant, en outre de Ao, B—0, C —o, nous connaissons aussi les rapports D; E, D:F.
Donner un point triple équivaut à six conditions; car, en le prenant pour origine, les six termes de degré inférieur disparaissent; et de même, en général, donner un point multiple de l’ordre Æ équivaut à ? Æ(Æ + 1) conditions,
42. Il existe une limite pour le nombre de points doubles que peut posséder une courbe du n'** degré, quand elle ne se décompose pas en d'autres courbes de degré moindre.
+ Par exemple, une courbe du troisième degré ne peut avoir
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deux points doubles; car si cela était, la droite qui les réunit devrait être considérée comme coupant la courbe en quatre points ; or il ne peut y avoir sur une droite plus de trois points d'une courbe du troisième degré, à mdins que la courbe ne se compose de cette droite et d’une conique.
De même, une courbe du quatrième degré ne peut avoir quatre points doubles; car, s’il en était ainsi, la conique déterminée par ces quatre points et par un cinquième point de la courbe devrait être considérée comme rencontrant cette courbe en neuf points (1); tandis qu'aucune conique, distincte de la courbe, ne peut la rencontrer en plus de 2 x 4 ou 8 points. Et, en général, une courbe du n° degré ne peut avoir plus de $(m—1)(n— 2) points doubles; car, si elle en avait un de plus, par cesi(n —1)(m — 2)+1 points et
(*) Si un point d’intersection de deux courbes est un point double sur l'une d'elles, cette intersection doit ètre comptée pour deux points, et les courbes ne peuvent plus se couper qu’en n — 2 autres points. Si c'est un point double sur toutes les deux, l'intersection doit compter pour quatre points. Et, en général, si sur l’une des courbes, le point d’intersection est un point multiple de degré k, et sur l'autre un point multiple de degré /, l'intersection doit étre comptée pour Al points. Ainsi, par exemple, un «ystème de k lignes droites rencontre un système de Z lignes droites en Al points; mais si toutes les droites du premier système passent par un point silué sur une droite du second, le point évidemment compte pour À intersections et les droites ne se coupent plus qu'en A (2 — 1) autres points. El chacune des droites des deux systèmes passe par le mème point, ce point compte pour kl intersections et les droites ne se rencontrent plus nulle part ailleurs.
Si deux courbes sont tangentes en leur point d’intersection, le point de contact comptera aussi pour deux intersections, puisque ces courbes ont en commun deux points qui coïneident. Si le point d'inter<ection est un point multiple sur l’une des courbes ou sur toutes deux, et si l’une des tangentes au point multiple est commuue aux deux courbes, nous devons ajouter une unité au nombre des intersections, auquel équivaut le point multiple, ainsi qu'on l’a montré. En effet, en outre des points qui leur sont communs, comme un l'a démontré, elles ont un point consécutif commun sur une des branches qui passent par le point multiple.
Le lecteur n’aura aucune difficulté à reconnaitre l'effet d’une combinaison quelconque de tangentes et de points multiples. -
fa CHAPITRE 11.
sims du degré (n—2) (n° 27), qui devrait être considérée comme coupant la courbe donnée en 2 [$(m—1)(n —2)+1}+n—3 ou n(n — 2)+4 potats; ce qui est impossible, si la courbe donnée est une courbe propre du degré x. Parle fait, la démonstration que nous venons de donner montre seulement que les courbes ne peuvent avoir plus d'un certain nombre de points doubles, mais elle ne prouve pas (ce qui est réellement le cas) qu'elles puissent toujours en avoir autant.
43. Si la courbe a des points multiples d'ordre plus élevé, le même critérium s'applique et chaque point multiple d'ordre & doit ere compté comme équivalent à 4k(k-=4) points doubles. Mais la possibilité de remplacer un certain nombre de points doubles par un point multiple d'ordre plus élevé est soumise à des restrictions. Ainsi une courbe du cinquième degré peut bien avoir six points doubles, et il est possible de remplacer trois d’entre eux par un point tiple; mais, dans ce cas, les trois autres points doubles ne peuvent plus être remplacés par un second point triple, puisque la droite qui les joindrait rencontrerait la courbe en plus de cing points. D'une manière générale, si ume courbe aan point mu ple de l'ordre nai clone AE d'autre point es d'ordre plus élevé qu'un point double et, conformément au critérium, elle ne peut avoir plus de
n— 2 de ces derniers.
44. Nous appellerons déficience ou genre d'une courbe le nombre D qui exprime combien elle a de points doubles en moins du nombre maximum qu’elle en peut posséder; ce nombre joue un rôle important dans la théorie des courbes. SiD— 0, c'est-à-dire si une courbe a son nombre maztmum de points doubles, les coordonnées d'un point quelconque de la courbe peuvent s'exprimer sous forme de
fonctions adgébriqaes nationnelles d'un paramètre vareable {+}. En effet, les i(n —1)\(n — 2) poists doubles et n — 3 autres points pris sur la courbe équivalent ensemble a (mn + 4)(æ—2)—1 points, c'est-à-dire à autant de posts moins wn qu'il en faut pour déterminer une courke de degré A— 25 nous pouvons donc faire passer par ces paints un système de courbes de ce degré qui seront comprises dans l'équation U— }V. Si maintenant nous éliminoas ume des variables entre cette équation et celle de ta courbe donnée, nous avons, pour déterminer l’autre coordonnée des points d'intersection, une équation du degré n(n — 2) dans laquelle À entre au n°" degré. Or, dans cette équation, toutes les racines sont connues, excepté une; car les points d’intersection des courbes se composent des points doubles comptés deux fois, des nm — 3 points qu'on a choisis et d’un autre point seulement, puisque
(An —1)(rn — 2)+-(n — 3)4+1=Aan(n— 2).
Si donc, par la division, nous enlevons les facteurs connus de l'équation, il ne reste que la seule racine inconnue, déterminée comme fonction algébrique du n'*™* degré en x. Réciproquement, si les coordonnées peuvent être exprimées sous forme de fonctions rationnelles d’un paramètre, la courbe a sen nombre maximum de points doubles. Les courbes de cette nature sont appelées courbes wnicursales. Si nous connaissons x, y, 3 el si ces quantités sont respec- Uvement proportionnellesa aX" +-..., a! +. .-, aM +..., l'éimivation de À s'effectue facilement par la méthode dsa-
tique. Écrivons Les trois équations sous la forme Or—ah*+..., Oy =a@*+..., 05—a7+..….,
el aultiplions successivement chacuned'elles par).,?,...,4¢~';
(') Voir Heamitz, Cours d’Anatyse(p. 244 et suiv.).
Vingt conditions déterminent une courbe du cinquième degré. Nous pouvons donc prendre arbitrairement six de ses points doubles ainsi que le couple de tangentes en l’un d’eux; mais la courbe se trouve alors complètement déterminée, et par conséquent il en est de même des couples de tangentes aux cing autres points doubles.
Vingt-sept conditions déterminent une courbe du sixième degré. Il semblerait donc, à première vue, qu’on pourrait décrire une pareille courbe ayant pour points doubles neuf points pris arbitrairement. Mais il n’en est pas ainsi; car ces neuf points déterminent une cubique U = o et une courbe du sixième ordre ayant les neuf points pour points doubles et, en général, la seule courbe de cette espèce est U?— 0, c’est-à-dire la cubique répétée deux fois. Il n’est même pas possible, dans ce cas, de prendre arbitrairement huit des neuf points doubles.
Il en est de même pour les courbes de degrés plus élevés ; quand elles ont leur nombre maximum de points doubles, ou même quelquefois un nombre moindre que le maximum, il doit exister certaines relations qui relient ces pointsentreeux. Excepté pour le cas de courbes du quatrième degré, nous n'avons pas connaissance qu'on ait fait de tentatives pour donner à ces relations une expression géométrique ; et il doit encore rester à découvrir une classe fort étendue de théorèmes de cette nature.
46. Ce qu'on vient de dire suffit pour permettre au lecteur de se faire une idée de la nature des points multiples des courbes. Nous allons montrer maintenant qu'une courbe peut également avoir des tangentes multiples; ou, en d’autres termes, qu’il peut exister des droites qui soient tangentes à la courbe en deux ou plusieurs points, ou qui aient avec elle un contact du second ordre, ou d’un ordre plus élevé. Les points qu'on nomme généralement points singuliers des courbes
PROPRIETES GÉNÉRAERS DES COURBES. 47
1° a et D étant tous deux réels ( fig. ro), l'axe est tangent à
la courbe aux deux points réels x =a, x = b. Il est évident qu'une pareille tangente, coupant la courbe en deux couples
Fig. 10.
de points coïncidents, ne peut passe rencontrer dans unè courbe dont Le degré. est inférieur au. quatrième. 2° a et b sont imaginaires, c’est-à-dire l'éguation-est
P(z+pr+gqg}(z—c)...— 0;
nous avons une tangente double, dont les deux points de contact sont imaginaires.
Si nous avons entre les racines une égalité a—=d—c, l'équation prend la forme
P(x—a}(æzx—a)...—0,
où a doit être supposé réel.
L’axe rencontre la eourhe en trois points coasécmtifs. En général, si mous prenons trois points consécutifs sur une courbe, la droite qui joint le premier et le secowd est ume langente et celle qui joint le second et le troisième est ka tangente consécutive. Donc, dans le eas actuel, deux tangentes consécutives coincident.
Par suite aussi, dans un cas de ce genre, l’axe peut être appelé une tangente séationnaire ; en effet, si nous considérons la courhe comme l'enveloppe d'une droite mobile, deux positions consécutives de la droite mobile coimeident dans ce cas. Le paiat de contact d’ume tangente statiunmaire est appelé point dinféexion.
St À — 0, B— a, D =a, l'origine est on point d’inflexion
et y =o est la tangente en ce point (fig. 11), puisque | i Fig. 11.
l'équation est alors de la forme Pat(e—e)..
AT. Le point double et le point conjugué (n° 38) correspondent préeisément à la tangente double à contacts réels et à la tangente double à contacts imaginaires; le rebroussement ou point stationnaire lui aussi correspond à la tangente .stationnaire. Mais il n'existe aucune correspondance dans les théories analytiques; en effet, pour le point de rebroussement, nous avons une égalité a= b qui est un cas particulier des valeurs inégales (a, b) correspondant, au point double ordinaire et au point conjugué; pour le point d’inflexion, nous avons une double égalité a= b=, mais cette relation est essentiellement distincte par sa nature des égalités a= b,c =d, qui sont relatives à la tangente double à cotacts réels ou imaginaires. Nous avons étudié les points doubles au moyen des coordonnées ponctuelles; pour faire correspondre les théories analytiques, il aurait ‘fallu discuter les tangentes doubles au moyen des coordonnéestangentielles ; latangente stationnaire seserait alors présentée à nous comme un cas particulier de la tangente double. Mais, dans ce qui précède, la tangente stationnaire apparaît comme une singularité distincte de la tangente double; d’une manière analogue, en employant les coordonnées tangentielles, le point cuspidal se serait présenté comme une singularité distincte du point double; c'est en ayant égard à cette particularité que l'on avait fait la remarque (n° 38) que le point cuspidal est réellement une singularité distincte. Les singala-
rilés se correspondent alors mutuellement ainsi qu'il suit :
Un point double ou nœud (nœud crucial ou point conjugué) correspond à...................
Un point cuspidal, point de rebroussement ou point stationnaire, correspond à.......... ,
| Une tangente double (contacts réels ou imaginaires).
Une tangente stationnaire, ou tangente en un point d’inflexion.
Etc’est seulement en se plaçant à un certain point de vue que le rebroussement est un cas particulier du point double, et à un point de vue différent (le point de vue réciproque) que la tangente stationnaire est uncas particulier de la tangente double.
Si nous considérons la courbe comme décrite par un point qui se meut le long d’une droite, tandis que cette droite pivote cn méme temps autour du point, le mouvement présente une particularité réelle pour le point de rebroussement; le point devient d’abord stationnaire, puis son mouvement change de sens; d'une manière analogue, en un point d’inflexion la droite devient d’abord stationnaire et son mouvement change ensuite de sens. En un point double, il n’y a rien de particulier dans le mouvement du point mobile; il arrive seulement que ce point, dans son déplacement, passe deux fois par la même position; de même, pour la tangente double, la droite dans son mouvement passe deux fois par la même position sans que son mouvement offre rien de particulier à signaler. Le rebroussement et la tangente stationnaire sont des singularités, dans un sens plus précis que le point double et la tangente double.
48. Dans les cas ordinaires, la courbe est située tout entière d’un même côté de la tangente; mais, en un point d'inflesion, elle coupe la tangente et se trouve en partie d’un côté et en partie de l’autre de cette droite. Ce n'est là qu’un cas particulier du théorème suivant, plus général : Deux
S. — Courbes planes. y
signe quand À en change. Donc la courbe qui est au-dessus, d'un côté du point donné, restera également au-dessus de
. dp dy .
l'autre côté. Or, quand In 7, les courbes sont manifeste-
ment plus rapprochées l’une de l’autre que dans le cas précédent, puisque la différence des ordonnées ne renferme plus la première puissance de h. On exprime géométriquement cette condition sous forme équivalente en disant que les courbes ont deux points consécutifs communs. On peut aussi démontrer ce résultat comme 11 suit: x’, y’, x", y” étant les coordonnées rectangulaires de deux points d’une courbe,
ty . . .
eS =— est évidemment la tangente trigonométrique de langle
que la corde qui les joint fait avec l'axe des x; mais, si les
e oe e d deux points coincident, nous voyous que la valeur de oy dx
pour le point donné exprime la tangente trigonométrique de langle que la droite qui joint ce point au point consécutif (c'est-à-dire la tangente en ce point) fait avec l’axe des x; conséquemment, si deux courbes ont un point com-
. _. ay mun et si, pour ce point, —— est le méme pour les deux
courbes, 1l en résulte que le point consécutif est aussi commun a ces courbes.
Silesdeuxcourbes ont trois points consécutifs communs
nous aurons = Ti) le premier terme de la série pour Co ay he .
r,—y, est (Ze — +) 3? qui change de signe avec h; il en résulte, par conséquent, comme ci-dessus, que les courbes se coupent au point donné. De même, en général, si le développement de y, — y, commence par une puissance paire de /, il ne changera pas de signe avec h et les courbes se toucheront sans se couper; mais s'il commence
point de contact d’une pareille tangente est appelé point d'ondulation. Il peut de même exister des tangentes muluples d’ordres plus élevés, ou bien encore des points d’ondulation d'ordres supérieurs qui proviennent de ce qu’une droite rencontre la courbe en plus de quatre points coincidents. Cramer appelle les points où la tangente rencontre la courbe en un nombre impair de points consécutifs points de visible inflexion, pour les distinguer des points de serpentement ou points d’ondulation qui, à l'œil, ne diffèrent pas des points ordinaires de la courbe.
31. Nous n’avons jusqu'ici examiné que le cas où l’origine est un point multiple, ou encore celui où l’un des axes est une tangente multiple, il est évident, cependant, que la forme de l'équation pourrait de même faire reconnaître l'existence de points et de tangentes multiples situés d’une manière quelconque.
1° Par exemple, si l'équation est de la forme
ap + BY — 0,
où z, 8 sont des fonctions linéaires et 9, 4 des fonctions quelconques des coordonnées, «8 est un point de la courbe. L'équation de la tangente en ce point est
a + By’ =:0,
7, Ÿ étant les valeurs que prennent 9 et 4, quand nous y introduisons les conditions « — 0,8 =o. En effet, si nous cherchons les n — 1 points où une droite quelconque menée par 28, (x — kB), rencontre la courbe, nous obtenons une équation de la forme
SL k(s' + MB +NB +... )+(Y+MB+N'E+...)]—0o,
el, pour qu’une seconde racine de cette équation soit B = o, nous devons avoir kg! + # = 0; par conséquent, en rem-
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COURBES. 55 5° De même, si l'équation est de la forme
ao + a Bh + afty + Bw =o, le point «3 est un point triple; les trois tangentes sont fournies par l’équation are! + a2 BY! + ap + Pro =o.
6° Si l'équation est de la forme ap + Bt; — 0, zest une tangente double aux points af, ay.
7° Si l'équation est de la forme ap + By =o, zd est un point d’inflexion et x est la tangente en ce point. 32. Nous allons d'abord faire une application du numéro précédent en montrant comment l'équation nous permet de re-
connaitre la nature des points de la courbe situés 4 distance infinie. L’équation trilinéaire est (n° 22)
Un + Un-13 te Up s?+ ... = O.
Les directions des n points à l'infini sont données (en faisant s==o dans l'équation) par |’équation uw, — 0; cette équation, résolue par rapport à y : x, est de la forme
(y—m,r)(y—m,r)(y — mr) ….(Y— Mit) = 0.
Une courbe de degré n a généralement nr asymptotes; ce sont les tangentes aux 7 points où 3, la droite à l'infini, rencontre la courbe. Nous pouvons trouver leurs équations facilement, comme il suit, quand l’équation u, — 0 a été résolue par rapport à y : x. Il résulte de 3° du numéro précédent que, si l'équation était ramenée à la forme
£,f,¢; . ln - ze == 0,
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(y —mxz)'o +24 —0;
deux des points où 3 rencontre la courbe coincident, et par conséquent la droite à l’infini est une tangente à la courbe.
Si trois racines sont égales, la droite à l'infini coupe la courbe en trois points qui coïncident, et par conséquent elle lui est tangente en un point d’inflexion.
Si, dans l'équation générale, le coefficient de y” est égal à zéro, l'axe des y passe par un point à l'infini, et nous n'avons évidemment plus qu’une équation du (nr — 1)" degré pour déterminer les autres points où il rencontre la courbe.
Si le coefficient de y”~' s’annule aussi, l'axe des y est une asymptote.
94. Dans une prochaine Section, nous montrerons comment, en général, on peut trouver les points singuliers d'une courbe. Mais, comme l'application des méthodes générales est habituellement une tâche assez laborieuse, les exemples donnés par les traités de Calcul différentiel sont en grande partie des cas où l'existence du point singulier se révèle très facilement par un simple examen de l'équation; nous indiquons ici les plus difficiles de ces exemples, pour servir d'application aux théories contenues dans les numéros qui précèdent. (Voir Exemples de Gregory, p. 150,e'c.) :
Exemple I.
z— ax?y + by3 = 0.
Eremple II.
r—2any+oryi+ayi+yt= 0.
Dans ces deux cas, l'origine est un point double. Dans le premier, les tangentes sont données par l'équation z*y = by?, et, dans le second, par Péquation 222y = y?. D'après le n° 43, aucune de ces deux courbes ne peut avoir d’autre point multiple.
Exemple III.
ay?--2x3 bzi= 0.
L'équation débarrassée des radicaux devient
et, sous cette forme, on reconnaît immédiatement l’existence de six rebroussements; chacun des points où l'axe des x rencontre y? + s? est un point double, et l'axe des x est la seule tangenteen ce point. Il
en est de même pour (y, z?—+ 3) et (3, z*-- y?). Mais tous les rebroussements sont imaginaires.
La courbe a aussi quatre points doubles qui sont T= Y=0, r':8--0.
On peut le démontrer en posant | J=T=U, 3 T=#; par suite,
youta, 3=v+r.
En portant ces valeurs dans l'équation donnée, elle prend la forme ure — uv —- vi}.
On trouve que les tangentes en un quelconque des points doubles sont données par l'équation
w-- ug a-yi=o
el. par conséquent, les points doubles en question sont des points conjugués; par le fait, ce sont les seuls points réels de la courbe. L'équation peut encore être écrite sous la forme
gz? [ zt — 22(y2— 32) + pt y2 32+ 24] — (az? — y? — 33) = 0. Si nous posons € == y? — 23, t= 3%-- 7,
4 = ri- x3, elle devient
gain 5+ 0) -(n—5$} = o.
Cette forme fait ainsi ressortir l'existence des points doubles n = 0, .=0; Ou, ce qui revient au méme, § = 0, n = 0, § = 0, c'est-à-dire
Section III. — Tracé de courbes.
Il est bon de faire connaître par quelques exemples
comment on peut déterminer graphiquement la forme d'une courbe donnée par son équation. Si nous attribuons une valeur numérique quelconque (a) à l’une des variables x, l'équation numérique résultante peut être résolue (au moins approximativement) par rapport à y, et elle déterminera les points où la droite æ— a coupe la courbe, En répétant cette opération pour des valeurs différentes de a (voir Sections coniques, n° 16), nous obtiendrons un certain nombre de points de la courbe; et en faisant passer une ligne continue par ces points, nous aurons une idée suffisante de sa forme. Si nous avons égard aux valeurs de x qui rendent imaginaires des valeurs de y, nous pourrons découvrir l'existence d’ovales, ou bien reconnaître si la courbe est limitée suivant une direction quelconque; nous avons déjà indiqué (n° 52) comment on peut distinguer si la courbe a des branches infinies, et comment on en détermine les asymptotes. Dans le Chapitre suivant, nous ferons voir comment on trouve les points multiples et les points d’in-
flexion de la courbe. La valeur de A en un point quelconque
donne la direction de la tangente en ce point (n° 48); et,
en cherchant pour quels points ors
les points où la direction de la courbe est parallèle ou perpendiculaire à l'axe des x.
Dans la pratique, nous devrons évidemment mettre à profit toutes les simplifications que pourra suggérer l'équation de la courbe. Par exemple, si nous considérons une série de droites parallèles à l'une des asymptotes (ou une série de droites passant par un point de la courbe), l'équation qui détermine les points où chacune d'elles rencontre la courbe sera d’un degré inférieur d’une unité à celui de cette courbe. Si l'équation montre que la courbe a un point double ou multiple, il sera avantageux de considérer une série de droites issues de ce point, puisque le degré de
= 0 où =, nous aurons
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Il n'y a guère d'exercice qui soit plus profitable pour un élève que de tracer des courbes, et, plus particulièrement, celles dont l'équation contient un ou plusieurs paramètres susceptibles de recevoir une suite de valeurs différentes. Quand il n’y a qu’un seul paramètre, on peut se le représenter comme l’ordonnée 2 d’une figure à trois dimensions dans l’espace, et le problème envisagé sous cet aspect consiste à trouver la forme des différentes sections d’une surface par des plans parallèles.
I] nous suffira d'ajouter ici quelques exemples à ceux qui se présenteront incidemment dans la suite de cet Ouvrage. Nous renverrons le lecteur qui désirerait plus de détails aux traités de Géométrie analytique et particulièrement à l'Ouvrage dans lequel tous le sauteurs modernes ont largement puisé, à l'Introduction à l'Analyse des courbes de Cramer.
Exemple I.
zt'— ar y — by? = 0.
(Voir Ex. J, n? 54.)
L'origine étant ici un point triple, il est avantageux de considérer une série de droites issues de ce point. Posons y = mz, nous trouvons
Fig. 12.
z= m(a— bm’);
quand m passe de o à + o, c’est une fonction qui croit depuis o, pour m=o jusqu’à un maximum, qui a lieu quand a — 3bm? = 0; elle décroit ensuite, s’annule quand a— bm? = 0, ‘etaune valeur indéfiniment croissante négativement, quand m croit au dela de la valeur cidessus. La courbe (fig. 12) est mapifestement symétrique par rapport à l'axe des y. C'est donc celle que représente la figure ci-contre.
Exemple II.
(r3- a?)?= ay?(3a+2y).
(Voir Ex. IV, n°54.)
On a wt =a Va sa-2ÿ).
La courbe est évidemment symétrique par rapport à l'axe des y. Elle a, de chaque côté de cet axe, deux branches qui correspondent aux deux signes que l'on peut donner au radical. Les deux branches se coupent quand y =o et, par conséquent, nous voyons qu'il y a, sur l'axe des x, deux points doubles à la distance z = + a de l'origine. Quand y croit positivement, le radical croît indéfiniment ; done la valeur dex, qui correspond à l'une des branches, croît indéfiniment; celle qui correspond à l'autre décroit jusqu'à ce que nous arrivions à la valeur de y qui correspond à la seule racine positive de l'équation
aay? Baty? = ab (ay =a), au dela de laquelle cette branchene peut plus monter. Pour des valeurs négatives de y, le radical croît jusqu'à une valeur maximum qui a lieu
Fig. 3.
pour y + @ = 0; alors l'un des couples de branches se coupe en un point double sur l'axe des y et l'autre couple est à sa distance maximum de cet axe. Aucune des branches ne peut évidemment descendre plus Bas que la valeur 3a+ 2 =o. La forme de la courbe est celle de la figure ci-contre.
Exempre I, — Étant donnés la base 20 d'un triangle et le rectangle m? des côtés, le lieu du sommet est un ovale de Cassini; en prenant pour origine le milieu de la base, l'équation de cette courbe est
(ape ct)? fer Le diagramme ci-joint (/ig. 14) représente la forme qu'affecte la courbe pour différentes valeurs de m. Le trait le plus gras donne la
figure de la courbe pour m=c; c'est la lemniscate de Bernoulli. Quand m est moindre que c, la courbe de Cassini se compose de deux
ovales conjugués, compris dans les deux ‘boucles de la précédente courbe; quand m est plus grand que c, on a l’ovale continu qui lui
est extérieur.
Fig. 14.
ExempLe IV. — Sur le rayon vecteur mené dun point fixe Oa une droite fire MN, on prend un segment RP de longueur donnée et on le porte de chaque côté de la droite. Le lieu géométrique du point P est une courbe appelée conchoïde de Nicoméde; elle a été inventée par le géomètre de ce nom pour résoudre le problème qui consiste à trouver deux moyennes proportionnelles
Soient (fig. 15) OA = p, RP = m; l'équation polaire de la courbe
ù Fig. 15.
est (p + m)cosw == p et l'équation en coordonnées rectangulaires
my? — (p . -y)? (2? --- y?),
La droite MN (p = y) est tangente à la courbe en un point singulier à l'infini, et elle y rencontre cette courbe en quatre points consécutifs.
Le point O est aussi un point double; tes tangentes en ce point sont données par l'équation
Nous supposons que 6 est moindre que a. Quand c = 0, la courbe se compose de quatre points conjugués + a, + b. Les figures qui suivent représentent les cas suivants: (fig. 1)c moindre que 6; (fig. 2)
Fig. 17 et 18.
c égal a 6; (fig. 3)c entre b eta; (fig. 4) c= a; (fig.5)e>a, < V a+ b; (fig.6)c= Var + 6¢.Quand c a une valeur plus grande, S. — Courbes planes. 5
la courbe a une forme similaire, mais sans point conjugué à l'origine. Quand c = a = b, la courbe se décompose en deux ellipses ( ig.7).
56. Si une courbe passe par l’origine et si l’origine est un point ordinaire de cette courbe, y peut être développé suivant la forme y —Azx+ Bz*+....Si l’origine est un point singulier, le développement prend la forme y=Az*+Ba?+...; ici # est positif et 8, ainsi que tous les exposants qui suivent, est plus grand que 2. Pour déterminer la nature du point singulier et la configuration de la courbe dans son voisinage, ilesttrès utile de trouver au moins le premier terme de ce développement; car, dans le voisinage de l'origine, la forme de la courbe ressemble à celle de la courbe dont l’équation est y = Art, et il est facile de construire cette dernière. Pour effectuer le développement dont il s’agit, nous pouvons recourir au procédé donné par Newton (!) et qui peut être employé de la manière la plus commode sous la forme qui suit. Dans l'équation, posons y — Az* et déterminons la quantité positive a par la condition que les exposants de deux ou plusieurs termes soient égaux et moindres que l'exposant de l’un quelconque des autres termes. Ceci peut toujours se faire par titonnements, en égalant les exposants de chaque couple de termes et en examinant si la valeur de a est positive et si les exposants égaux ne sont pas plus grands que les exposants d’un autre terme quelconque. Ayant ainsi trouvé «, nous déterminons A en égalant à zéro la quantité qui multiplie les termes qui ont le même exposant. Nous pouvons ensuite, si besoin enest, continuer le développement en remplaçant y par l'expression Ax* + B®, dans laquelle
() Voir Methodus fluionum et serierum infinitarum, etc., sousle titre : De reductione affectarum equationum (Opusc., éd. Castillon, vol. 1, p. 89). Voir aussi un Mémoire de M. de Morgan, Quarterly Journal, vol. I, p. 1, et Transactions of the Cambridge Philosophical Society, vol. IX, p- 608. Newton donne la règle, au moyen d'un diagramme de carrés, sous une forme un peu différente de celle qui précède.
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déterminés par un procédé analogue au précédent. Soit, par exemple, la courbe
a+ y— 3axy —0;
l'origine est un point double qui a pour tangentes les deux axes de coordonnées. Si nous posons y = Azxt, l'équation devient
z+ Arts + 3aAz+i— 0,
Il faut maintenant que nous rendions deux exposants égaux entre eux. Essayons d’abord 3 — 34 ou a —1; nous rejetons cette valeur, parce qu'elle fait prendre aux exposants égaux des valeurs plus grandes que celle de l’exposant 4 +1 de l'autre terme. Si nous essayons ensuite 3 = « + 1 ou x — 2, nous trouvons que cette valeur rendra les exposants égaux moindres que celui du troisième terme. L’équation deviendra ainsi
(1— 3aA)z?+ Ar — 0,
et, si nous déterminons À de manière à annuler le coefficient de x3, nous voyons que l'équation pourra être écrite sous la
forme y = ee les exposants des termes restants
sont plus grands que 2, et nous voyons de la sorte que la forme d’une branche de la courbe à l'origine ressemble à celle de la parabole 3ay = x?. En troisième lieu, si nous égalons les exposants 3a, «a +1, nous trouvons «a —#{. Ici encore les exposants égaux sont les plus petits, et les coefficients des deux termes sont A?, —3aA; nous en dédui-
sons À — 1/3 a, et l’équation de la branche que nous étudions
est y = (Ga)? + ...; par suite, près de l’origine, sa forme se rapproche de celle de la parabole y? = 3 ax. Nous n'avons pas besoin pour l'exemple actuel de pousser plus loin le développement; cependant, si cela était nécessaire, nous substi-
tuerions y= a x* + Ba. Les termes les moins élevés se-
raient alors
1 t+ Bo 3aBatr =o.
Nous pouvons maintenant rendre les exposants de deux
Fig. 19. termes égaux entre eux et moindres que celui du troisième terme en prenant B—5,
81at de cette manière que si, dans le voisinage de l'origine, nous traçons les deux paraboles 3ay —=2x?, y* —3ax, nous obtenons approximativement dans cette région la figure de la courbe qu'il s'agissait de construire (fig. 19).
+ Nous avons montré
ce qui donne B=
57. Le méme procédé nous permettrait de déterminer les branches infinies de la courbe. Dans ce cas, nous aurons à développer y suivant les puissances décroissantes de 2, et la seule différence dans le procédé consiste en ce que nous devrons maintenant nous arranger pour que les exposants égaux soient plus grands que celui d'un autre terme quelconque. Ainsi, dans l'exemple déjà donné, en égalant les exposants 3 et 34, nous avons 4=1 et leur coefficient est A* + 1. Si nous avons seulement égard aux valeurs réelles de A(——1), nous remplacerons y par y = — x + Bzx$ et nous trouverons de la même manière 8 =o, B— — 4. Nous obtenons ainsi l'expression Y=—2x—a+... et nous voyons que la ligne x+y+a=o est une asymptote. La figure de la courbe est celle que nous indiquons ci-dessus (/ig. 20).
ye
98. Dans le cas du rebroussement simple dont nous avons déjà donné un exemple (n° 39), les deux branches qui se, rencontrent au point cuspidal se trouvent de part et d’autre de la tangente commune et ont leurs convexités opposées l'une à l’autre; mais il existe une espèce de rebroussement (qui est une singularité d’ordre plus élevé) pour lequel les branches sont situées d’un même côté de la tangente. Soit, par exemple, la courbe.
m(ay — a} = 25;
ilest clair que toutes les valeurs positives de x donnent des va-
leurs réelles de y, et, si nous écrivons l'équation sous la forme ; |
ay =z?+ = » comme le dernier terme est moindre que le prém?
cédent quand x est très petit, nous voyons qu’en prenant soit
le signe supérieur, soit le signe inférieur, la valeur de y sera
positive pour de petites valeurs de x. L’axe des x est donc
une tangente à la courbe et les deux branches sont situées au-
dessus de cet axe. Nous donnons ci-dessous (fig. 21) la figure
de la courbe. Ces deux sortes de rebroussements ont respectivement reçu les épithètes de kératoide et ramphoide, à cause de leur vague ressemblance avec les formes d’une corne et d'un bec d'oiseau. Nous avons vu (n° 40) que les points multiples ordinaires d'ordre supérieur peuvent être considérés comme résultant de la réunion d’un certain nombre de
points doubles. M. Cayley a montré (Quarterly Journal, Tome YII, p. 212) qu'une singularité quelconque d'ordre supérieur peut être regardée comme équivalente à un certain nombre de singularités simples qui sont le nœud, le rebroussement ordinaire, la tangente double et le point d’inflexion.
Fig. 29.
Ainsi, un rebroussement du genre décrit dans le présent numéro est équivalent à un nœud, à un rebroussement, à une tangente double et à une inflexion, comme le montre la Sig. 22, qui représente le nœud et le rebroussement sur le point de s'unir pour former la singularité d'ordre supérieur dont il s’agit.
Secriox IV. — Pôles et polaires,
59. La méthode dont nous allons actuellement faire usage afin de rechercher les conditions pour qu'une courbe ait des points ou des tangentes multiples, et pour déterminer leur position, est la même que celle que nous avons déjà employée dans le cas où la courbe passait par l’origine. Nous considérerons une série de rayons vecteurs issus d’un point donné; nous formerons l'équation qui détermine les coordonnées des n points où l’un quelconque de ces rayons vecleurs coupe la courbe, et nous chercherons les conditions pour que un ou plusieurs de ces points puissent coincider avec le point donné lui-même. Pour déterminer les coordonnées de ces n points, nous nous servirons de la méthode de Joachimsthal, exposée dans les Sections coniques, n° 290.
Puisque les coordonnées trilinéaires d’un point quelconque situé sur la droite qui réunit deux points (x’y’z/), (x”y"3") sont de la forme hz’ + px”, hy’ + py”, Az! + uz”, les points où la droite en question rencontre une courbe quelconque se trouveront en remplaçant respectivement z, y, 3
. . À par ces valeurs et en déterminant ensuite le rapport à au
moyen de l’équation résultante. Pour faciliter les recherches ultérieures, il sera nécessaire, au préalable, de discuter soigneusement les fonctions qui se présentent dans le résultat de cette substitution.
Supposons que U soit une fonction homogène du ne ordre en x, y, 5; remplaçons-y z, y, z par Az +uz, y+ py’, Às+uz':ilest évident, d’après le théorème de Taylor, que le coefficient de À” sera U, et que celui de Xp sera
aU + aU
it ds ou
z'U,+ y0,+2/U,; ou 2/L+yM+<'N,
en nous servant des abréviations U,, U,, Us ou L, M, N (suivant le cas) pour représenter les coefficients différentiels. Nous ferons usage du symbole A pour indiquer l'opération
le coefficient de À*-!u peut alors être écrit sous la forme AU. De la même manière, le coefficient de }À‘-?u? sera la moitié de
nos aU +I TR + a
Uo dU aye ou FE didz * **Y dzdy
Nous pourrons l'écrire sous la forme
Sian ea (arr ges a)u où AU,
Les quotients différentiels du second ordre s'écrivent souvent aussi avec des indices doubles U,,,U22,U33,U2s,U31,U 43; mais nous trouvons plus avantageux de nous servir des lettres a, b, c, f, g, h et de mettre ainsi A?U sous la forme que nous avons employée pour exprimer l'équation générale d’une conique
az? + by +cs+afys+agsz +ahæy.
De la même manière, le coefficient de 477% u3 dans le déve
i ; 34 U, et ainsi de suite, le dernier coeffi-
AU. Il est toutefois. évident, d'après la
loppement est
cient étant
Lun symétrie de la substitution, que ce coefficient sera U et, en général, que les coefficients de deux termes correspondants quelconques, Xtu?, ue, ne différeront que par l'échange des lettres accentuées et non accentuées. Nous voyons ainsi que Av U ne diffère que par un facteur numérique de
æU,+yU,+sU, et d’une manière générale que d d d\n-P d d d\r ("f+75 +22) U, et (satrap + :2) U'
ne diffèrent que par un facteur numérique. Nous pouyons écrire la dernière fonction AU’, l'accent joint à U servant à marquer qu’on a échangé entre elles les lettres accentuées et les lettres non accentuées.
La courbe du (7 —1)""* degré AU = o s'appelle la
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COURBES. 73 première polaire du point (z’, y’, z') par rapport à U. On dit de même que A?U est la seconde polaire, et ainsi de suite; le degré des courbes polaires successives diminue régulièrement d'une unité, la (r—2)° polaire est une conique et la (n —1)*™° une ligne droite. D’après la remarque qu'on vient de faire, il est évident que les équations de la droite et de la conique polaires sont respectivement
d d 4 c dd, wo PAL TRE Oo CT md) —
Puisque A?U s'obtient en effectuant l'opération A sur AU, l'est évident que la seconde polaire de z’, y’, 5’, par rapport aU, est la première polaire du même point par rapport à AU, et, d’une manière générale, il est clair que la courbe polaire d'un rang quelconque est aussi la polaire du même point relativement à toutes les courbes polaires de rang inférieur au sien. Ceci ressort évidemment de l'équation A*(A’U) = AfHU.
Quand le point que l'on considère est l’origine, x’ et 3’ sont nuls; l’opération A se réduit à la différentiation par rapport à 3. Si l'équation cartésienne ordinaire est rendue homogène par l’introduction de l'unité linéaire 3 (Sections coniques, n° 69), on peut l'écrire
et, en différentiant par rapport a Z, nous trouverons sans difficulté que les équations de la droite, de la conique, etc., polaires de l’origine sont
Ru5+u —=O, Ln(n—1)u a +(n—1)u,3+ us =0, 61. Le lieu de tous les points dont les droites polaires passent par un point donné est la première polaire du
point.
L'équation zU, +yU, + zU; =o exprime une relation
entre les coordonnées x, y, 3 d'un point quelconque de la droite polaire et les coordonnées z', y, / du pôle. Et si (comme dans les Sections coniques, n° 89) nous indiquons que les premières coordonnées sont connues et les dernières variables, ce qui se fera en accentuant les premières et effaçant les accents des dernières coordonnées, l'équation deviendra alors
I y a (m —1)? points dont les droites polaires par rapport à U coïncideront avec une droite donnée quelconque, ou, plus brièvement, toute droite a(n— 1)? pôles. En effet, si nous prenons deux points quelconques sur cette droite, les pôles de la droite doivent se trouver sur la première polaire de chacun de ces points; par conséquent, ce sont les points d’intersection de ces deux courbes. Ainsi les premières polaires de tous les points d'une droite ont (n — 1)? points communs; ce sont les (x — 1)? pôles de la droite. De la même manière, le lieu des points dont les coniques polaires passent par un point donné est la seconde polaire de ce point; et ainsi de suite,
Si la droite polaire (ou une autre polaire quelconque) d’un point passe par ce point, ce dernier sera situé sur la courbe. En effet, si, dans l'équation de la polajre, nous remplaçons 2, y, s par x’, »’, #, elle devient identique avec l'équation de la courbe, puisqu’en effectuant l'opération æ avg +5 = sur une fonction homogène on retrouye
Ja même fonction à un facteur numérique près.
62. Si une courbe a un point multiple de l'ordre k, ce point sera un point multiple de l'ordre (k—1) sur chacunedes premières polaires, de l'ordre(k—2)sur chacune des secondes polaires, et ainsi de suite. En effet, si l'origine se trouve au point multiple, les termes de l’ordre le moins
élevé en x et y seront du degré k; dans la première polaire, qui ne contient que les quotients différentiels du premier ordre de U, les termes de l’ordre le moins élevé en x et y seront du degré (A — 1), et par conséquent l’origine sera un point multiple de cet ordre; l'équation de la seconde polaire, contenant les quotients différentiels du second ordre de U, renfermera x, y au degré (A — 2), et ainsi de suite.
Si deux tangentes en un point multiple de la courbe se confondent, cette tangente coïncidente sera une tangente à la première polaire. En effet, le terme u, du degré le moins élevé est de la forme a?bcd, a, b, c,... représentant des fonctions linéaires, et par conséquent le terme de moindre degré dans la polaire contiendra a comme facteur. Et, en général, si, en un point multiple de la courbe, / tangentes coincident, (/— 1) d’entre elles seront des tangentes coincidentes au point multiple de la première polaire, (/— 2) seront des tangentes au point multiple de la seconde polaire et ainsi de suite. Car si uw, renferme un facteur à la /*™ puissance, celui-ci sera facteur du (/— 1)" degré dans tous les quotients différentiels du premier ordre de ux, du (/ — 2)*™°
. e degré dans tous les quotients différentiels du second ordre, etc.
Section V. — Théorie générale des points et tangentes multiples.
63. Nous allons maintenant appliquer la méthode indiquée dans le n° 59 à la recherche des points et tangentes multiples des courbes. Pour trouver en quels points la droite qui joint les points (x’, y’, s'),.(x”, y”, 3”) rencontre la courbe, nous remplacerons dans l'équation z par Àz'+ ur”, ... et
nous obtiendrons, pour déterminerle rapport 4? une équation que nous pouvons désigner par A = 0 et qui peut s’écrire
PU! + 8-1 AU! + 8-2 2A? U! +... =O
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par rapport à l’une quelconque d’entre elles coïncidera avec la tangente.
65. Les points de contact des tangentes menées à une courbe par un point quelconque sont situées sur la première polaire de ce point. Ce théorème est un cas particulier de celui qu’on a démontré au n° 61; mais on peut aussi l'établir directement de la même manière. On a montré que l'équation de la tangente au point (2’, y’, 3’) est
zU;,+yU,+4U;,=0;
en échangeant entre elles les lettres accentuées et celles qui n'ont pas d’accent, nous indiquons que les coordonnées du point sur la tangente sont considérées comme connues et que celles du point de contact ne le sont pas; et nous voyons que ces dernières doivent satisfaire à l’équation
La courbe et sa première polaire se coupent évidemment en n(n —1) points, et comme, en chacun de ces points d’intersection, les équations U = 0, AU — 0 seront vérifiées, nous voyons que d'un point donné on peut mener n(n—1) tangentes à une courbe du n‘*™¢ degré. Ou bien encore ( Sections coniques, n° 303) le degré de la polaire réciproque d’une courbe du nîèmc degré est en général égal à n(n—1).
66. Si cependant la courbe a un point double, on a établi (n° 62) que la première polaire d’un point donné quelconque doit passer par ce point double. Le point double (voir la note du n° 42) compte pour deux parmi les intersections de la courbe avec sa première polaire. Toutefois la droite qui joint le point (x”, y”, z”) au point double n'est pas une tangente dans le sens ordinaire du mot, quoiqu’elle soit comprise parmi les solutions du problème que nous avons dis-
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cuté [à savoir: mener par (z”, y”, >”) une droitequi rencontre la courbe en deux points coincidents]; en effet, nous avons montré que toute droite issue d’un point double doit être considérée comme y rencontrant la courbe en deux points qui coincident. Or le nombre total des solutions de ce problème étant toujours égal à n(n — 1) (c'est-à-dire au nombre des points d’intersection de U et AU), le nombre des tangentes proprement dites qu'on peut mener à la courbe se trouve diminué de deux unités par chaque point doublessitué sur la courbe; autrement dit, le degré de la polaire réciproque d'une courbe du nième degré ayant à points doubles est n(n —1)—28.
67. Si la courbe a un point de rebroussement, nous avons démontré (n°62) que non seulement la première polaire passe par ce point, mais encore qu'elle a pour tangente la tangente au point de rebroussement. Par conséquent (voir la
note du n° 42) ce point de rebroussement compte pour trois unités dans le nombre des intersections de la courbe avec sa première polaire, et le nombre des intersections qui restent se trouve diminué de trois unités pour chaque point de rebroussement que possède la courbe. Done le degré de la polaire réciproque d'une courbe ayant à points doubles ordinaires et x rebroussements est
(*) Suivant Poncelet, Waring est le premier qui se soit occupé de cher= cher quel nombre de tangentes on peut mener d’un point donné & une courbe du ni» degré (Miscellanea analytica, p. 100). Il fixa ce nombre à n° au plus. Poncelet a montré (Annales de Gergonne, tome VIN, p. 253) que cette limite était trop élevée; que les points de contact se trouvent sur une courbe de degré (n — 1) et que leur nombre ne peut dépasser n(n — 1). Enfin Plücker indiqua des cas où ce nombre est moindre que n(n— 1) et expliqua complètement (comme nous le ferons plus loin) pourquoi on ne peut mener que n tangentes à la réciproque d’une courbe du ns+ degré, quoique cette réciproque soit, en général, da degré n (n—1).
68. Les mêmes principes nous permettraient de reconnaître quel est l’effet d’un point multiple d’ordre supérieur quelconque sur le degré de la polaire réciproque. Un point multiple, de l’ordre K, serait (n° 62) un point multiple de l'ordre (k — 1) sur la première polaire, et par conséquent le nombre des intersections qui resteraient, et par suite le degré de la réciproque, seraient diminués de £(k—1) unités.
Nous avons montré (n° 40) qu’un point multiple-de l’ordre k équivaut à $4(k — 1) points doubles, et que chacun d’eux diminuerait de deux unités le degré de la réciproque. Le résultat auquel nous venons d'arriver peut s’énoncer ainsi: Un point multiple produit sur le degré de la réciproque le méme effet que le nombre équivalent de points doubles. Ainsi, en général (voir le n° 58), pour un point multiple équivalent à d’ points doubles, x’ rebroussements, 7 tangentes doubles et inflexions, le degré de la réciproque se trouve diminué de 2 0’ + 3 x’ unités.
69. Nous avons déjà vu que la droite joignant (x, y’, z') et (x”, y”, 3°) rencontrera la courbe en deux points qui coincideront avec (z',y/, 3") si U'—o et si (x”, y”, 3”) est choisi de manière à vérifier l'équation
. Ui , # , HET" Z'U, + y'U, + 5"U; =o.
Mais s’il arrive que les coordonnées x’, y’, 3! satisfont en mème temps aux trois équations U, = o, U, = o, U; = 0, la seconde condition x’U, + )”U,, + s’/U, —o sera vérifiée quels que soient x”, y”, 3”. Le point (x', y’, 3’) est alors un point double et toute droite menée par ce point rencontrera la courbe en deux points coïncidents.
Nous voyons ainsi que la courbe représentée par l'équation générale en coordonnées cartésiennes ou trilinéaires n'aura de points doubles que si les coefficients sont liés par une certaine relation. En effet, les trois courbes
80 CHAPITRE 11, U,— 0, U,=0, U; =o n'auront en général aucun point commun, et par conséquent les fonctions U,, Us, U; ne pourront toutes s'annuler en même temps. Si nous éliminons x, y, entre ces trois équations, nous obtiendrons une relation entre les coefficients, qui sera la condition pour que ces trois polaires se coupent, ou pour que la courbe U ait un point double. Cette condition est appelée le discriminant de la courbe. Par exemple (Sections coniques, n° 292), nous avons trouvé le discriminant d'une conique en pepe 2, ¥, 2 entre les trois équations az+hy+gs=0, hzr+by+fs=0, gr+fy+cz=0, dont chacune doit être vérifiée par les coordonnées du point double si la courbe en a un, et nous avons obtenu
abe + 2fgh — af — bg*— ch*=0.
En général, le discriminant sera du degré 3(m —1)? par rapport aux coefficients de l'équation donnée (voir AL gèbre supérieure, n° T6); en effet, puisque les trois équations dérivées sont chacune du degré n — 1, leur résultante contiendra les coefficients de chacune d'elles au degré(n —1}, et les coefficients des équations dérivées sont chacune du
premier degré par rapport aux coefficients de l'équation (voir aussi l'Algébre supérieure, n° 105).
70. Nous pouvons appliquer ces principes à l'examen des conditions qui doivent étre satisfaites quand la première polaire d'un point A, (z', y’, =’), a un point double. Différentions l'équation
2U,+yUs+s'Us=0, et employons pour représenter les dérivées secondes la notation du n° 39; nous voyons que, s’il existe un point double B, ses coordonnées doivent satisfaire aux trois équations
ax +hy'+gs'=0, ha'+by'+fs'=o, gz'+fy+es=0
eo. eee ewe we wees -
athe SL a smal
Ce sont là trois relations qui lient les coordonnées 2’, y’, 5! du point À aux coordonnées zx, y, 3 du point double B, dont a, b,... sont chacune des fonctions du degré (n — 2). Mais si nous comparons ces équations à celles que nous avons rappelées dans le numéro précédent, nous voyons
qu'en écrivant la conique polaire du point B sous la forme ax? + by'+ ¢s'+ afys+agsxr + 2hry =o.
ces trois relations sont exactement les conditions qui doivent être remplies pour que A ou (2’, y’, 3’) soit un point double de la conique polaire. Nous conclüons de là que, st la premiére polaire d’un point quelconque A aun point double B, la conique polaire de B a un point double À, et réciproquement.
Entre les trois équations ci-dessus, nous pouvons éliminer z’, 37, 3’, et nous obtenons la relation
abe + 2fgh — af? — bg*— ch? =0,
qui doit être vérifiée par x, 7, 5.
Cette équation est ainsi le lieu du point B, et il résulte de ce que nous avons dit qu’on peut le définir comme le lieu des points qui sont des points doubles sur les premières courbes polaires, ou bien comme le lieu des points dont les coniques polaires se décomposent en deux droites. Puisque les quotients différentiels du second ordre a, b, c,... sont chacun du degré n — 2 en x, y, 3, l’équation qu'on vient d'écrire est du degré 3(7 — 2). La courbe qu'elle représente a des rapports importants avec la courbe donnée, dont elle est un covariant (Algébre supérieure, n° 93). On l'appelle la hessienne de U, parce qu’elle a été étudiée pour la première fois par Hesse.
Si nous avions éliminé x, y, 3 entre les trois équations précédentes, l’équation résultante en x’, y’, 3’ donnerait le lieu des points A; on peut le définir soit comme le lieu des points
S. — Courbes planes. 6
dont la première polaire a un point double, soit comme le lieu des points qui sont des points doubles sur les coniques polaires, Nous appellerons ce lieu la steinérienne de U, parce qu'il a été étudié parle géomètre Steiner. Pour effectuer réellement l'élimination dans un cas quelconque, il serait nécessaire d'écrire a, b,... sous forme explicite; mais nous pouvons voir facilement que l’équation résultante est du degré 3(n — 2}, puisqu'elle est le résultat d’une élimination entre trois équations, dont chacune est du degré (n — 2) et qui contiennent chacune x, y, s au premier degré,
71. Revenons maintenant à l'équation Ao; nous voyons qu'elle aura trois racines » égales à zéro, ou que la droite en question rencontrera la courbe en trois points coincidents, si les trois conditions U'— 0, AU'— 0, AU! =o sont vérifiées. Considérons d'abord le cas où x’, y’, 3! est un point double; nous avons vu qu'alors U' et AU’ s’annulent quelles que soient les valeurs dex", y”, 3’, et la troisième condition exprime que le point (x, y", 5") doit être sur la conique polaire de (x', y’, 3). Mais il est évident que le point (x”, »”, 5") peut être un point quelconque de l’une ou l'autre des deux tangentes au point double, puisque chacune d'elles rencontre la courbe en trois points qui coincident. Done la conique polaire de (2’, 9’, 3!) doit être identique avec ces deux droites, ou, en d’autres termes, l'équation du couple de tangentes au point double est A2U'— 0, ou bien
a’ xt + by? + o's? af'ys+ag'sx + ah'ry =0.
Le point double étant un des points dont la coniques polaire se décompose en deux droites, comme on vient de le démontrer, c'est un point de la hessienne et nous pouvons” établir directement qu'il satisfait à cette équation. En effet, d'après le théorème des fonctions homogènes d’ f les trois équations U; = 0, U, = 0, U = 0, qui sont vérifiées
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a’'az'+-h'y'+ g's'=0, h'a' + b'y + f's'= 0, g'x’ + fr + c' 3! — O,
el, en éliminant 2’, 9”, 3’, nous voyons que l’équation de la hessienne est satisfaite pour le point double.
72. Le point double sera un rebroussement, si l’équation qui représente les deux tangentes est un carré parfait, c'est-à-dire si be = f?, ca = g?, ab == h?. Ces trois équations néquivalent qu’à une seule condition nouvelle, car, si l’une quelconque d’entre elles est vérifiée et si les coordonnées x’, 17, 5’ du point double ont des grandeurs finies quel-
conques, les autres doivent aussi être satisfaites. En effet, en . ST! iy!
résolvant successivement par rapport à —» — chaque couple
des équations données à la fin du Chapitre précédent, nous avons
x’ _hf—bh _ be—t _ fz—ch s' — ab — h? ~~ hf — bg gh— af’ vv gh—af_ fe—ch ca — g
5" ab—h? hf—bg ~ gh— af” si donc ab = h? et si aucun des rapports n’est infini, le
numérateur et le dénominateur de chacune de ces fractions doivent s’annuler en même temps.
13. L'origine sera un point triple, si tous les quotients diférentiels du second ordre a, b,... s’annulent, car A?U' est alors nul quels que soient x”, y”, 3”; et si les coefficients dfférentiels du second ordre s’évanouissent, le théorème des fonctions homogènes montre qu’il en est de même pour ceux du premier ordre et par suite pour AU’. Donc toute droite
issue de 2’, >”, 3’ rencontrera la courbe en trois points
coïncidents, et il est évident que les trois tangentes en ce point seront données par l'équation 4*U! =o.
Il n’y a aucune difficulté à étendre les mêmes considérationsaux points multiples d'ordresupérieur. Le point(2’, y's") est un point multiple de l'ordre #, si les coefficients différentiels de l’ordre k—r s’annulent pour ce point, et les tangentes au point multiple sont données par l'équation A‘U'= 0.
74. Examinons maintenant dans quel cas on peut mener une droite par un point (x’, y’, 3’) d'une courbe (qui ne soit pas un point double) de manière qu’elle rencontre la courbe en trois points qui coincident avec (2, y’, s'); pour fixer les idées, nous pouvons, dès l'abord, supposer que la courbe n'a pas de points multiples. Nous avons yu (n° 71) que tout point d’une pareille droite doit satisfaire aux conditions AU! = 0, AU'— 0. "
La première de ces équations indique que la droite doit coïncider avec la tangente en (2’, y’, =’), comme cela est évident géométriquement; la seconde exprime que tout point de la droite satisfait à l'équation de la conique polaire. L'équation de la conique polaire A*U’ doit donc, dans ce cas, contenir l'équation de la droite AU’ comme facteur; par conséquent, le point (z', y’, 5’) doit être un des points dont les coniques polaires se décomposent en facteurs, autrement dit, il doit être un point de la hessienne (n° 70). Et réciproquement, tout point. où la hessienne rencontre U est un point où l'on peut mener une droite qui rencontre la courbe en trois points coincidents : en d'autres termes, c'est un point d'inflexion. En effet (n° 64), la conique polaire de tout point de U est tangente à U en ce point; et si le point est également situé sur la hessienne H et si, par conséquent, la conique polaire se décompose en deux facteurs, l'un de ces facteurs doit être la tangente en (z', y’, 2). Tout point de Ia
tangente satisfera donc aux deux conditions AU’=o, A?U'=o.
Il en résulte alors que tout point d’intersection des
courbes U, H sera un point d’inflexion sur U, et, comme H
est du degré 3(n — 2), une courbe du degrénaen général 3n(n — 2) points d’inflexion.
15. Si cependant la courbe a des points multiples, le nombre des points d’inflexion subira une réduction. Nous avons déjà fait voir (n° 71) que tout point double de la courbe est un point de la hessienne ; nous allons démontrer maintenant qu’il est aussi un point double sur cette dernière courbe, et plus généralement que tout point multiple de l’ordre # sur la courbe est un point multiple de l’ordre 3 À — 4 sur la hessienne. La manière la plus commode d'établir ce théorème consiste à supposer que le point multiple a été pris pour origine et que, par conséquent, l'équation ne contient aucun lerme en x et y de degré inférieur à À. Cherchons quel est le degré des termes du degré le moins élevé en x et y dans les quotients différentiels du second ordre : il est bien clair que partout où l’on aura différentié deux fois par rapport à z ou 3’, l'ordre des termes de moindre degré sera k — 2; que dans les expressions différentiées une seule fois par rapport à x ou y, et une seule fois par rapport à z, l’ordre sera k—1,et que quand les deux différentiations auront été faites par rapport à 3, l’ordre seraA; on voit ainsi que les ordres des termes où le degré est le moins élevé seront respectivement
K—2, k— 9, k, k—1, K—1, kK—a2 dans a, b, c, f, g, h.
En combinant ces résultats, nous reconnaissons que l’ordre des termes du degré le moins élevé dans chaque terme de
abe + 2fgh — af? — bg? — ch?
sera Sk — 4.
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K(3k—4)+k=6 x$k(k —1) unités.
Or, nous avons vu (n° 4Q) que le point multiple en question équivaut à $4(k —1) points doubles; donc le résultat que nous venons de trouver peut s’énoncer comme 1l suit : Le point multiple a exactement le même effet, pour ce qui regarde la réduction du nombre des points dinflexion, que le nombre équivalent de points doubles.
77. Le cas où il existe un rebroussement sur U exige une étude spéciale. Prenons ce point pour origine et supposons que x — 0 soit la tangente, de manière a mettre l’équation sous la forme
L'an 2H uss" 4+ ...=03
nous verrons alors que les ordres des termes du degré le moins élevé dans les quotients différentiels du second ordre sont 0, 1, 2, 2, 1, 1 respectivement. En effet, les termes dont nous avons à nous occuper sont
a-—2s"-?, b= si, c—(n—2)(n—3)rtz1-t, _ du, ~n—% — -n—3 — Œus h—3 f=(n— 3) Gy : y F=4aln—2).cs"-3, t= Gedy
Nous trouverons ainsi que l’ordre des termes du degré le moins élevé dans
abc + 2fgh — af? — bg*—ch’
est égal à trois et que c’est seulement dans les termes abc et bg? que l’ordre est aussi peu élevé; or chacun de ces termes contient r? comme facteur. Donc, s’ilexiste un point de rebroussement sur U, ce point sera un point triple sur H et deux des tangentes en ce point triple coïncideront avec la tangente au point cuspidal. Mais quand deux courbes ont un
point commun, double sur l'une et triple sur l'autre, ce point compte pour six intersections, et si, de plus, deux tangentes au point double sont aussi tangentes au point triple, les courbes ont en commun deux points consécutifs de plus, et par conséquent ce point compte en tout pour huit intersections. Donc, si une courbe a à points doubles et x rebroussements, le nombre de ces points d’inflexion sera égal à 3n(n—2)—6—8%.
78. Nous ferons voir plus tard comment on peut faire usage de l'équation À = o pour discuter les conditions relatives aux tangentes doubles; mais, cette recherche étantun peu difficile, nous la laissons de côté pour le moment. Nous allons montrer actuellement que les résultats déjà obtenus, combinés avec la théorie des courbes réciproques, sont suffisants pour déterminer indirectement le nombre des tangentes doubles d’une courbe du ne ordre,
L’équation du système de tangentes que l'on peut mener à la courbe d'un point quelconque (x', y’, 3') peut se déduire de l'équation À = v par la méthode déjà employée (Sections coniques, n°° 92, 294). Un point quelconque situé sur l’une de ces tangentes jouit évidemment de la propriété que la droite qui le joint à (2’, y’, 3’) rencontre la courbe en deux points consécutifs, et, dans ce cas, l'équation À = o aura deux racines égales. Nous formerons donc l'équation du système des tangentes en égalant à zéro le discriminant de l'équation À considérée comme une forme binaire en à, p-
Supposons, par exemple, que U soit une courbe du troisiéme ordre. Alors A est
BU! Mya! + Aura + WU =o.
Ici, pour abréger, nous avons écrit 4’ et A à la place de AU! et AU. Le discriminant de A égalé à zéro est
(a7 UU? + 4a— 18 aa’ U'}U —(4#— GA U')4?.
U, A, A’ sont respectivement du troisième, du deuxième et du premier degré en x, y, 3; et, comme l'équation qui précède est du sixième degré, on voit que par (x’, y’, 5’) on peut mener six tangentes à U, comme nous le savions déjà.
La forme de l’équation montre qu’elle représente un lieu tangent à U aux points où A rencontre cette courbe. Les autres points où U coupe le lieu sont situés sur la courbe 4?— 4 AU’ = o. Donc, st d’un pointquelconque on mène six langentes à une courbe du troisième degré, leurs six points de contact se trouvent sur une méme conique À =o et les siz autres points où ces tangentes rencontrent à nouveau la courbe sont situés sur une autre conique A'?— 4AU' = 0; res deux coniques ont évidemment un double contact aux points À — 0, A’= 0.
Siz’, y’, 3’ est sur la courbe, U' est égal à zéro, À se réduit awd’ + uA + p?U : en égalant à zéro le discriminant, nous avons pour résultat A?= 4A’U; c’est une équation du quatnème degré en xyz. Donc, par un point d’une courbe du troisième ordre, on ne peut en général mener que quatre langentes à cette courbe. La tangente au point de contact compte par le fait pour deux tangentes.
79. Il en est de même en général. Le discriminant de A ou de BU + ur PAN nt 2722 AFH,
est du degré n (n —1)en z, y, 5;1lest (Algébre supérieure, n°141) de la forme KU + (A)?9; icio est le discriminant de A privée de son premier terme. Donc le lieu est tangent a U en ses points d’intersection avec A, comme il est évident que cela doit étre.
Chacune des n(n —1) tangentes rencontre de nouveau la Courbe en (72 — 2) points, et la forme du discriminant montre que ces n(n -—1) (7 — 2) points sont situés sur une courbe & de l'ordre (n —1)(n— 2). De plus 9 est lui-même de la forme
go CHAPITRE 1, WS + (A#)? 4. Donc les deux courbes 9 et 4 sont tangentes entre elles aux points où la première et la seconde polaire de (2', y, 2!) se coupent.
ivons À sous la forme MU'+2-1uA'+..., nous voyons que le discriminant peut aussi se mettre sous la forme kU! +-(4')?2; done, si(z!, y’, 3!) est situé sur la courbe et si par suite U! =o, le discriminant contient le facteur double (4')*; autrement dit, le système des tangentes se compose de la tangente en (x, y’, 3’) comptée deux fois et de (n? — n — 2) autres tangentes représentées par l'équation g — 0. De mème gest lui-même de la forme 4A'+-(42)24, Si alors l’origine est un point double et, par conséquent, si non seulement U! est nul, mais si A’ est aussi égal à zéro, 9, qui était déjà du degré (n?—n— 2), contient le facteur double (A’?)?; c'est-à-dire que, parmi les n?— n — à tangentes, figurent les deux tangentes au point double, comptées chacune deux fois, et il ne reste par conséquent que n?— n — 6 autres tangentes représentées par =o. Et nous pouvons prouver de même que le nombre des tangentes qu'on peut mener d'un point multiple de l'ordre k est n?— n —k(k +1).
La théorie donnée précédemment sur l'effet des points multiples relativement au nombre des tangentes qu'on peut mener d'un point quelconque à une courbe nous montre que le dis= criminant de A (qui, en général, représente les n (n —1) tan— gentes) contiendra comme facteurs le carré de la droite qua joint (2’, 9’, 3!) à chaque point double de la courbe, le cube de= la droite qui le réunit à chaque rebroussement, la sixitme= puissance de la droite qui le joint à chaque point triple, =æ ainsi de suite.
Secrion VI. — Courbes réciproques.
80. Nous avons vu (Sections coniques, n° 303) que le de=— gré de la courbe réciproque est toujours le même que la clas=® de la courbe donnée, et inversement. Il est évident aussi qe à
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un pointdoublesur l’unedes courbes correspondra une tangente double sur l’autre ; qu’à un point stationnaire de l’une correspondra une tangente stationnaire sur l’autre; et, en général, qu'à un point multiple de l’ordre & correspondra une tangente multiple de même ordre; que les À points de contact de la tangente multiple correspondront aux & langentes du point multiple; et que, si une ou plusieurs de ces dernières coincident avec d'autres tangentes, il en sera de même pour les points de contact correspondants.
81. Nous avons vu aussi que l'équation générale en coordonnées cartésiennes ou trilinéaires représente une courbe qui n'a aucun point double ou multiple, à moins que certaines conditions ne soient remplies. En effet, les abscisses des points où la courbe est rencontrée par une droite y — ax + b s’obtiennent en portant dans l'équation de la courbe la valeur de y déduite de la dernière équation; et comme nous avons deux constantes arbitraires a et b dont nous pouvons disposer, nous pouvons les déterminer de telle manière que l'équation résultante satisfasse à deux conditions quelconques à notre choix. Avec une seule constante à notre disposition, nous pouvons astreindre l'équation à vérifier une seule condition : par exemple, à avoir un couple de racines égales. Le problème suivant : A tant donné a, déterminer bde manieéreque l’équalion ait deux racines égales, n’est autre que le problème qui consiste à mener à la courbe une tangente parallèle à = ax. Si nous pouvons disposer de deux constantes, nous Pourrons imposer à l'équation la condition d’avoir deux couples de racines égales, ou trois racines égales entre elles. Le premier cas correspond au problème des tangentes doubles, lesecond à celui des tangentes stationnaires ou des points d’inflexion. Ainsilestangentesdoublesetslationnaires peuventétre rangées parmi les singularités ordinaires d’une courbe dont l'équation est exprimée en coordonnées ponctuelles; les tan-
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(4) mon —n —927—3:, (3) k = 3n?— 6n — 67 — 81, ( 2@=n(n—a)(n*— 9) (6) — 2a(n?— n — 6)(2a7 — 31) + Az(t—1)+1a7t+g:(t—1).
Si, entre les équations (1) et (2), nous éliminons 6, ou bien si entre les équations (4) et (5) nous éliminons +, nous arrivons dans les deux cas au même résultat
Ceci démontre que nos équations sont équivalentes à trois équations seulement. Ce résultat peut aussi s’écrire sous les formes suivantes :
3m—x—3n—1:, oubien 3m+t1=—3n+x.
Retranchons membre à membre les équations (1) et (4), nous
obtenons m?—- 26 — 3x= n?— a7 — 3:
et, si nous remplaçons (: — x) par sa valeur déduite de (7). nous avons
L'avant-dernière équation, où l’on remplace n et tou m et x par leurs valeurs, donne les équations précédentes (3)
et (6).
Des équations (7) et (8) nous déduisons aussi (9) im(m+3)—0—2x—1in(n+3)—T— 21, (10) 4(m —1)(m — 2)— 6 —x==1(n—1)(n—2)—t—1,
94 CHAPITRE IL Le système entier de ces équations équivaut par le fait à trois équations seulement; étant données trois quelconques des six quantités m, n, à, %, 7, 1, nous pouvons, à l’aide de ce système, déterminer les trois quantités restantes ; par exemple, connaissant m, à, x, nous calculerons À par (1), ¢ par (2) ou plus facilement par (7) et+ par (3) ou plus facilement par (8). Ezxemple.—Supposons qu'on nous donnem = 6, à = §,x =6; alors, d'après (1), n= 4; par suite, m—n=2,n—m=—2; done (5) VER tou n+m—Q=1; parsuite +—ù
—1, doncr=3.
83. Quand une courbe est donnée, sa réciproque est déterminée par là-même ; il est donc évident que le même nombre de conditions doit suffire pour déterminer chacune d'elles. Savoirqu'une courbe a ë points doubles équivaut à 6 conditions. Par exemple, une conique est déterminée par cinq conditions; mais si elle a un point double, c’est-à-dire si elle se réduit à un système de deux droites, elle est déterminée au moyen de quatre conditions seulement, par exemple au moyen de deux points situés sur chacune des droites. De même, quand on sait qu'une courbe a un point de rebroussement, ceci équivaut à deux conditions. Done (n° 27) une courbe du ml degré avec à points doubles et x rebroussements est déterminée par $ m(m + 3)— 6 — 2x conditions et sa réciproque part n(n+3)—7— 521conditions. Et l'équation précédente (9) montre qu'en effet ces deux nombres sont égaux.
L'équation (10) trouvée ci-dessus démontre que la déficience ou le genre (n° 44) est le même pour une courbe et sa réciproque. Dans un prochain Chapitre nous ferons voir que cette proposition est vraie pour toutes les courbes dérivées les unes des autres, de telle manière qu’à un point de l'une il ne corresponde qu'un seul point ou une seule tangente de l’autre.
Si (avec M. Cayley) nous posons
nous pourrons tout exprimer au moyen de (m, n, a) et nous
aurons k—=12— 3n,
Dans le Chapitre suivant, nous apprendrons ce que signifie l'équation (11).
ENVELOPPES
84. Si une courbe dépend d’une manière quelconque d’un seul paramètre variable, de telle sorte qu'en donnant à ce paramètre une suite de valeurs nous ayons une suite de courbes, toutes ces courbes sont langentes à une certaine courbe qu'on appelle l'enveloppe du système. Chaque courbe est coupée par la courbe consécutive en un certain nombre de points qui dépendent du paramètre, et le lieu de ces points est l'enveloppe. (Voir Sections coniques, n° 283 ..., où le problème des enveloppes a été traité dans le cas où la courbe variable est une ligne droite.) Analytiquement, l'équation de la courbe peut contenir un seul paramètre variable, ou bien elle peut en renfermer deux ou plusieurs liés par une ou plusieurs équations, de manière qu'il ne subsiste effeetivement qu'un seul paramètre réellement variable. Ces deux cas sont essentiellement équivalents; toutefois il est souvent avantageux de traiter le second d’une manière différente, en faisant usage de la méthode de multiplicateurs indéterminés que nous allons exposer. La forme sous laquelle le second eas se présente le plus fréquemment est celle où l'équation d'une courbe contient les coordonnées d’un point variable, astreint lui-même à se mouvoir sur une courbe déterminée; ou, en d’autres termes, c’est le cas où la courbe variable dépend d’un point paramétrique qui se meut sur une courbe paramétrique donnée. Par exemple, on a montré (Sections coniques, n° 321) que le problème consistant à former la polaire + réciproque d’une courbe donnée par rapport à x? + y? + 52
ENVELOPPES. 97 est le mème que celui où il s’agit de trouver l’enveloppe de ar+ Sy +ys, «, f, y devant vérifier l'équation de la courbe donnée. Ici l'équation de la droite variable contient les deux paramètres variables x : y, 8 : y, et ces deux rapports sont liés par l'équation de la courbe donnée.
8. Supposons d’abord que l'équation de la courbe, que nous représenterons par T = 0, ne contienne qu un seul paramètre variable ¢. Les courbes qui correspondent aux valeurs consécutives ¢, t-+ dt peuvent étre représentées par les équations T — 0, T, = 0. Ces équations, ou les équations équivalentes T — 0, T, — T = 0, déterminent par conséquent les coordonnées des points d’intersection des deux courbes consécutives. Nous avons
T,=T+4,Tdt+...
T,—T=d,Tdt+....
ou bien
li, dt étant un infiniment petit du premier ordre, les termes qui suivent le premier peuvent être négligés. Les équations deviennent alors T = 0, dT = 0; elles déterminent un svsteme de points qui dépendent du paramètre ¢; si donc nous éhminons ¢ entre ces équations, nous obtiendrons |’équation du lieu de tous les points d’intersection des courbes consécutives du système, c’est-à-dire l’équation de l'enveloppe. Un cas important à considérer est celui où l’équation est une fonction rationnelle de ¢; nous pouvons alors, sans nuire ala généralité, prendre pour T une fonction entière en même lemps que rationnelle par rapport à t, et le procédé qu’on vient d'indiquer pour trouver l'équation de l’enveloppe revient à former le discriminant de T considéré comme fonction de t et à l’égaler à zéro. Par exemple, si a, b, c, ... sont des fonctions quelconques des coordonnées, et si T est l'expression
AR) pas
alt + nbtr-1 +
S. — Courbes planes. 7
les équations de l'enveloppe pour les cas qui se rencontrent le plus souvent, à savoir n — 2, 3 et 4, sont RAR eRen (Alg. sup., n° 193, 195, 207)
(2) ac —b—0,
(3) a*d* + 4ac+ 4b*d—6abed 36e 0,
(4) Cac — 4 bd + 30?) — 27 (ace + 2 bed — ad*—b*e —c3)*=0.
Prenons la dernière de ces équations et supposons que nous voulions connaître son ordre en fonction des coordonnées et que nous sachions d'avance à quel degré elles figurent dans b, a, . . .; il sera alors utile de nous rappelerque, lorsque l'équation est développée, les termes contenant ct et c'bd peuvent se réduire, en sorte qu’il pourra arriver que l'ordre de l'enveloppe soit moindre que celui de l’un des deux termes qui constituent l'équation ci-dessus.
Si nous introduisons dans T les coordonnées d'un point quelconque et si nous résolvons l'équation résultante par rapport à ¢,
a+ nb +...=0, nous aurons évidemment n solutions; autrement dit, le système des courbes représenté par T est de telle nature que Von peut déterminer À d’entre elles de manière qu'elles passent par un point fixe; et, d'après ce qu’on vient de dire, ilest clair que, si le point fixe est sur l’enveloppe, deux de ces courbes coïncideront.
Le cas où T dépend d’un point paramétrique peut se ramener au cas qu'on vient de considérer, si la courbe paramétrique est une droite, une conique ou une autre courbe unicursale; en effet (n° 44), les coordonnées du point paramétrique peuvent s'exprimer sous forme de fonctions rationnelles d'un paramètre.
ici, sont
Exempte 1. — Trouver l'enveloppe de at + btr + c = comme dans les autres exemples, nous supposons que a, b,. des fonctions quelconques des coordonnées,
es —
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Combinons l'équation donnée avec sa dérivée par rapport à t; nous avons
nat®-pP + pb=0, (n—p}btP+ nc =o, et, en éliminant ¢, nous obtenons nn aP ch—P + pP(n — p\n-p) bn = o.
Nous devons ici prendre le signe + quand n est impair et le signe — quand il est pair. |
Exempre 2. — Trouver l’enveloppe de a cost + b sin 0 = c. à étant le paramètre.
Nous avons ~ AT = — acos"—! 6 sin 6 + b sin#-16 cos0 = 0, d'où | + 1 1 n—2 n—2 n—2 tang) = aa , cos = — 2 — ) sin = —————— :
bn? Var + ga Vars or
Portons ces valeurs dans l'équation trigonométrique connue et effectuons les réductions, nous trouvons pour l'équation de l'enveloppe
2 —2_. 2 a?" = b2-2 — cr,
En particulier (Sections coniques, n° 283), l'enveloppe de a cos0 + b sin8 =c est at b? = c?. Réciproquement, toute tangente à la courbe rm ym = cm peut s'exprimer sous la forme
2'm—1) 2(m—1) zcos ™ 0+ysin “™ 0—c
et les coordonnées du point de contact sont 2 2 r=:ccos"0, y = csin” 0.
On aurait pu présenter cet exemple comme un de ceux où une en-
veloppe dépend d'un point paramétrique situé sur une courbe unicursale. En effet, si nous posons cosô = 2, sin® = 8, les quantités a.
$ sont alors les coordonnées d’un point situé sur le cercle a? + 8% =1 et, comme le cercle est une courbe unicursale, ces coordonnées peuvent s'exprimer rationnellement en fonction d'un paramètre.
Par exemple, si ¢ est égal à cos 0 + à sin 0, nous pouvons remplacer a ou cos® par A(e = 3) et fou sind par +, (« = DL Si nous prenons comme exemple l'équation az + 68 = c, elle devient
(a— bi) 8 act + (a+ bi) =0, et son enveloppe, déterminée comme on l'a dit plus haut, est | (a+ bil(a—bi)=c? ou at+bt=ct,
Si nous voulions éviter les imaginaires, nous pourrions poser
tang$0 = ¢ et (comme dans les Sections coniques, n° 283) exprimer cos® et sin® rationnellement en fonction de ¢.
ExepLe 3. — Supposons que la courbe soit a cos20 + bsin20 + ¢ cos0 + dsind +e =o.
Posons ¢ = cos@ + ésin0 : cette équation devient
a(e+ 4) —vi(e-à) +e(e+?)—ai(e—7) ae ng
ou bie in (a —bi) th +(e — di) +- 2e8 + (ce + di)t+(a+bi)=oa
Et en appliquant ici la formule donnée précédemment pour le discriminant d'une forme du quatrième degré dont les termes sont affectés des coefficients du bindme, nous aurons [at 2 —} (ct + dt) + Les = 27 [h(at+ bt)e + ae (et + aye
—ta(ct—d*)—} bed— er}, ou, en chassant les dénominateurs, [12(a? + 0?) — 3(e?+ d*) + {et} = [7a(a? + bt)e+g(e? + d'je —aza(c?—d')—5; bed 8e}
Ici encore il est utile de remarquer que le résultat développé ne contiendra aucun des termes ef, (ct +d?) e.
Exewpse 4. — Trouver l'enveloppe des cordes de courbure des + points d’une conique.
ENVELOPPES. 101 L'équation de la corde est (Sections coniques, n° 244, Ex. 1)
zx Y a (C0S2—"T Sina = cosaz;
son enveloppe est donc a? oy? 3 x? y2\3
EXEMPLE 3. — Trouver Véquation de la courbe parallèle à une conique, c'est-à-dire de la courbe obtenue en portant sur chaque normale à la conique, et à partir de cette courbe, une longueur constante égale à r. |
On a déjà résolu ce problème (Sections coniques, n° 372, Ex. 2) en considérant la courbe parallèle comme le lieu du centre d'un cercle de rayon constant tangent à la conique donnée, Mais il est facile de voir que la courbe en question peut aussi être considérée comme l'enveloppe d'un cercle de rayon constant dont le centre se meut sur la conique donnée; autrement dit, nous aurons à chercher l'enveloppe de
quand le point paramétrique est situé sur la conique; et comme cette derniére courbe est unicursale, le probléme se raméne au cas qu’on a déjà discuté. Supposons que I’équation de la conique soit
FH etremplacons z par a cos6, 8 par 6 sin6; l'équation a+ 82—aar —28y+zxt+yi—ri=o devient (—bt)cos 29 — { arcos0 — { by sin§ +-2(z?+ y?) + at +b3— rt = 0.
Cette forme se trouve comprise dans le cas traité dans le dernier exemple; en procédant d’une manière analogue, nous obtiendrions un résultat dont le développement est identique avec celui qui a été donné dans les Sections coniques, n° 372.
86. Il convient d'étudier plus attentivement le cas où T est une fonction algébrique par rapport à ¢, et où cette expres-
ENVELOPPES. 103 Ti, Ty2, Ta, étant les trois quotients différentiels du second ordre de T considéré comme une forme binaire rendue homogéne par l’introduction d’une seconde variable. Si entre ces équations nous éliminons maintenant x et y quientrent au premier degré dans chacune d'elles, l’équation résultante en { sera du degré 3(7n — 2). Si nous écrivons T sous la forme x U + y V + 3 W, les quantités U, V, W ne contenant que ¢ et des constantes, nous avons évidemment le déterminant
Ui. Var Wa .
Uy. Vis Wis | =09, Use Vaz Wes
qu nous donnera les valeurs de ¢ correspondant aux 3(n— 2) points de rebroussement.
Le probléme qui a pour objet de trouver le nombre de points doubles de l'enveloppe est le même que celui où il s'agit de déterminer l’ordre du système de conditions pour que T ait deux couples distincts de racines égales (A {g. sup., n°264) et le problème où l’on cherche le nombre de tangentes doubles revient à celui où il faut trouver l’ordre du système de conditions pour que T représente la même droite pour des valeurs différentes de ¢; en d’autres termes, il s’agit de déterminer de combien de manières nous pourrons trouver an couple de valeurs ¢, ¢” qui nous donnent l'égalité de rapports
U': WW =U": Vs Ww’.
Mais nous n’avons pas besoin de traiter ces problémes dirctement, puisque les équations de Plücker (n° 82) nous fournissent déjà plus de conditions qu’il n’en faut pour déterminer 6 et +. Si donc nous écrivons dans ces équations que 2(n— 1) et n sont l’ordre et la classe de la courbe en question el si nous y faisons 4 = 0, nous trouvons
ENVELOPPES. 109 de sorte que le résultat cherché peut s’obtenir en éliminant a, 8,7, À, pentre ces trois dernières équations et celles qu'on a données tout d’abord. C’est la méthode dite des multiplicateurs indéterminés à laquelle on a fait allusion
88. Le cas où U est homogène par rapport à À + 1 paramètres liés par A — 1 autres équations homogènes présente une certaine importance. Il se ramène en réalité au cas précédent, puisque les A + 1 paramètres peuvent être remplacés par les rapports que l’un quelconque d’entre eux forme avec les A autres. Mais il est plus symétrique de garder toutes les A + 1 équations que fournit la méthode des muluplicateurs indéterminés; en vertu du théorème des équations homogènes, ces équations sont liées par une relation qui les rend réellement équivalentes à k équatons seulement. Suppôsons, par exemple, que U soit une lonction homogène des coordonnées a, 8, y d'un point paramétrique qui se meut sur la courbe paramétrique V — 0; outre les deux équations primitives, la méthode des multiplcateurs indéterminés nous donne |
dU ,dvV_ | dU ,dV_. dU_,4V di” dB '"æŒ 1
Mais ces trois derniéres équations n’équivalent réellement qu'à deux, puisqu’en les multipliant respectivement par 2,3, y nous aurons mU + À nr V =o, et cette relation résulte implicitement des équations U =o, V = o. Nous avons ainsi quatre équations ; en raison de leur homogénéité, hous pouvons éliminer entre elles les quatre quantités 1 3, , À et obtenir de cette manière l'équation de l’enveloppe.
Exeypre. Trouver l'enveloppe de
U—(Aa)n+(B3)}r+(Cy)" =0o, ,
ENVELOPPES
rapport dB : da des accroissements infiniment petits des paramètres. Mais, si la courbe appartient au système simple, le système de points sera indépendant du rapport en question; les coordonnées des points d'intersection vérifieront les
équations U — o, a = 0, 7 =o et conséquemment |’équa-
tion U + _ di + da d3 = o, quelle que soit la valeur du rap-
Z port d3 : da. Et nous voyons ainsi qu’une courbe de la série simple est rencontrée par chaque courbe consécutive de la sre double en un seul et même système de points et que le lieu de ces points est l'enveloppe. Dans le cas où il existe un paramètre unique, l'enveloppe est le lieu d’une suite de points situés sur chaque courbe du système, et on peut lui donner le nom d’enveloppe générale. Dans le cas où l'équalion contient deux paramètres, l'enveloppe est le lieu d’une série de points qui ne sont plus situés sur chacune des courbes du système, mais seulement sur les courbes du système unique où les paramètres satisfont à l'équation 9(2, 8) = 0; on peut l'appeler une enveloppe particulière. Une théorie semblable s'applique au cas d’un nombre quelconque de para-
mètres : il y a toujours un seul système résultant de courbes.
89 (a). M. Cayley a donné l'explication d’une difficulté que l'on rencontre dans la théorie des enveloppes telle que nous l'avons exposée au n° 84.
Dans ce numéro, nous avons considéré une enveloppe comme le lieu des intersections d’une courbe variable avec les courbes consécutives du système. Mais chaque courbe a en commun avec la courbe consécutive un certain nombre de langentes communes, qui dépend de son paramètre, et l’enveloppe de ces droites constitue aussi l'enveloppe ; autrement
dit, chaque tangente commune à la courbe et à celle qui
lui est consécutive est une tangente à l'enveloppe en un point commun à ces deux mêmes courbes. Or, si la courbe variable est de l’ordre m et de la classe n, le nombre des points communs est égal à m* et celui des tangentes communes à 7? ; et cependant les points et tangentes communs doivent se correspondre entre eux deux à deux. L'explication de cette particularité dépend des singularités de la courbe variable. Supposons qu'elle ait en général à points doubles, x points de rebroussement, + tangentes doubles et + points d’inflexion; on voit facilement alors que la courbe rencontre la courbe consécutive en deux points infiniment voisins de chaque point double, en trois points infiniment voisins de chaque point de rebroussement (ce qui donne ainsi 25 + 3x points d'intersection) et en outre en m?— 25 — 3x points; réciproquement, la courbe considérée et la courbe consécutive ont en commun deux tangentes contigués à chaque tangente double, trois tangentes contiguës à chaque tangente stationnaire (soit ainsi 25 + 3:tangentes communes) et de plus elles ont encore nî— 27— 31 tangentes communes; mais nous avons
(voir n° 89)
m?—28—3x=n*?—at—31=m+n.
Chacun des m°?— 2 — 3x points est (non pas un point de contact mais) un point d’intersection ordinaire des deux courbes, mais il a dans son voisinage immédiat une des n?— 27— 31 tangentes communes aux deux courbes; et l'enveloppe est simultanément ainsi le lieu des mn? — 28 —3x (ou m+n) points, et l'enveloppe des n*—at—3e (ou m +n) tangentes.
Nous pouvons ajouter que l'enveloppe complète de la courbe variable se compose de l'enveloppe proprement dite, ainsi qu’on vient de l'expliquer, et en outre : 1° du lieu des points doubles compté deux fois; 2° du lieu des points de
COURBES RECIPROQUES. 109 rebroussement compté trois fois; 3° de l’enveloppe des tangentes doubles comptée deux fois et 4° de l’enveloppe des tangentes stationnaires comptée trois fois.
Dans tout ce qui précède, les nombres m, n, 6, t, x, t, se rapportent à la courbe qui correspond à la valeur générale du paramètre variable; pour des valeurs particulières de ce paramètre, la courbe variable peut acquérir ou perdre des singularités ponctuelles ou tangentielles; les différents nombres subissent alors des changements en conséquence.
COURBES RECIPROQUES
90. Supposons qu'il s’agisse de chercher l’enveloppe d’une droite « x + By + y 3 = 0, sachant que a, $, y sont liés par une relation Yo. En d’autres termes, supposons qu’on donne l'équation tangentielle x = o d’une courbe ou son équation en coordonnées de droites, et qu'on demande de passer à l'équation en coordonnées de points. Nous avons ici les deux équations 2 — 0,ar+By+yz=0, et la méthode du n° 88 nous montre que le résultat s’obtiendra en éliminant 1,7, entre les équations données combinées avec les
équations dE dE dE qa RE =o a thy, T5
La solution du problème réciproque, étant donnée l’équation ponctuelle S = o, passer à l'équation tangentielle, dépend d'une élimination exactement semblable; il faut en effet éliminer x, y, 5, } entre
S=0,ar+B8y+ys=0 el
dS dS dS — = — 4-,38= — +) ; de +ha=—0, dvi 0 a tht+o
Ce système d'équations découlerait lui-même tout naturelle-
COURBES RECIPROQUES. . 111 Soit proposé, par exemple, de trouver la réciproque de
2+ y4- 3 + 6mryz—o.
Eliminons z, il vient (az + By)? + 6mayy (az + By)— 7 (x + ¥?)=0 ou bien | (v—y, 8 + amay*, aB? + amBy*, B?— yz, y} —=o (').
Quand on a divisé le discriminant par y‘, le quotient donne
+ BF y — (a + 3am?) (By? + pra + 238?) — 24 maby (2? + B? + y) — (24m + 48m‘) 278777 = o.
On peut trouver exactement de la même manière les réciproques des courbes du troisiéme ou du quatriéme degré rprésentées par leurs équations générales; les résultats en sront donnés tout au long dans les Chapitres suivants.
92. Un des avantages principaux que présente la méthode précédente pour former l’équation de la réciproque, c’est quelle nous permet d'écrire immédiatement l'équation de tete réciproque sous la forme symbolique indiquée (A lgébre supérieure, Chap. XIV). Si nous ramenons une forme ter- , Maire à une forme binaire en éliminant 3 au moyen de l'équation az + By +Yyz—o, nous avons immédiatement les règles suivantes pour exprimer les différentielles de la forme binaire prises par rapport à x et y,
ee =———
(‘) Nous employons la notation (a, 6, c,...Yx, y)" pour la forme binaire étrite avec les coefficients du binôme, soit az* + nbx"-1y + ...; nous ré- *rvons la notation (a, b, c, ... Xx, y) pour le cas où la forme est écrite ans les coefficients du binôme (Alg. sup., n° 104).
COURBES RECIPROQUES. 113 courbe de la sixiéme classe, enveloppe des droites divisées har-
moniquement par la courbe et pour lesquelles, par conséquent, linvariant T s’annule.
93. Nous avons déja donné (n° 78) une méthode qui permet de former l’équation des tangentes menées à la courbe par un point (x, y/, 2’); mais le problème se trouve résolu effectivement quand nous possédons l'équation de la réciproque ou, en d’autres termes, quand nous avons la condition pour que la droite ax + By + ys = 0 soit tangente à la courbe. En effet, nous n'avons qu’à remplacer dans cette condition a, 8, y respectivement par ys’ — 3y, 227 '— x3, xy' — yx', et nous aurons la condition pour que la droite qui unit les points (7,y, 3'),(2, y, 2) soit tangente à la courbe; cette condition doit évidemment être satisfaite quand (zx, y, 3) est un point d'une tangente quelconque issue de (z’, y”, 3')(voir Sections coniques, n° 294).
Réciproquement, l'équation du système de tangentes, trouvée par le procédé indiqué au n° 63, s'obtient aisément sous forme d’une fonction homogéne de( ys' — y's), (32 —x'3) et de (xy’ — yz’) égalée à zéro; en remplaçant ces quantités par a, 8, y, nous aurons l'équation de la courbe réciproque.
94. Nous avons immédiatement ainsi un théorème qui correspond à celui du n° 92, à savoir que, lorsque nous avons l'équation tangentielle d’une courbe, nous pouvons écrire de suite l'équation symbolique du lieu d’un point tel que le système de tangentes menées de ce point à la courbe satisfasse à une relation donnée d’invariance. En posant z =o dans l'équation du système de tangentes, nous obtenons l'équation du système des droites parallèles issues du point xy qui vénfient la même relation d’invariance. Mais, d’après la
S. — Courbes planes. 8
CONTACT ENTRE DEUX COURBES. 119 = 90° — mw et la perpendiculaire abaissée sur la tangente est égale à 9 sin ou à p cosmw. L’angle compris entre la perpendiculaire et le rayon vecteur est égal 4 mw; celui que forment la perpendiculaire et la droite à partir de laquelle w est mesuré est (m + 1)w. Mais le rayon vecteur de la courbe réciproque est l'inverse de la perpendiculaire abaissée sur la tangente ; d’après cela il est facile de voir que l'équation de la courbe réciproque sera aussi de la forme p" = a™cosmw,
le nouvel m étant égal à — ———. Cette famille de courbes
renferme plusieurs espéces importantes; par exemple, le
cercle (m == 1), la ligne droite (m — —1), la lemniscate ordinaire (mz = 2), hyperbole équilatére (m — — 2), la cardioide (72 —+}, la parabole (m= —{)....
CONDITION DE CONTACT ENTRE DEUX COURBES
9. On a fait remarquer (n° 90) que le problème auquel conduit la recherche de l'équation de la courbe réciproque est le même que celui qui consiste à trouver la condition pour qu'une droite soit tangente à la courbe donnée; la solution de ces deux problèmes revient à trouver l'enveloppe deax + By +ys=0, où a, 8, y sont des paramètres qui satisfont à l'équation de la courbe. Plus généralement, le problème qui consiste à trouver la condition pour que deux courbes U, V soient tangentes est le même que celui où il s'agit de trouver l'enveloppe de l’une d'elles, les coordonnées élant regardées comme des paramètres variables qui vérifient aussi l'équation de l’autre. En effet, si les deux courbes sont langentes, les coordonnées du point de contact a, 8, y vérifient l'équation de chacune d’elles, et comme les tangentes sont aussi les mémes, il faut qu’en ce point les quotients différenuels de U soient respectivement proportionnels à ceux
CONTACT ENTRE DEUX COURBES. 117 tivementm — 1, m'— 1, m' —1,Vordrede yest m + 2m —3 et le nombre des intersections est m(m + am'— 3). C'est donc l'ordre auquel les coefficients de V figureront dans la condition de contact; de la méme maniére ceux de U y entreroot à l'ordre m'(m' + 4m — 3). En faisant m’ = 1 nous retrouvons un résultat déjà obtenu : la condition pour que ax + Br + Yz=0 soit tangente à une courbe contient 2, $, y au degré m(m—1)et les coefficients de la courbe au degré 2(m—1). Voir aussi Sections coniques, n° 372. Si U a un point double, nous avons déjà vu que les courbes U,, Uz, Us passent par ce point, et si ce point €stun point de rebroussement, elles y ont méme tangente; Les mêmes, déductions sont vraies pour y, et nous voyons que Lordre de la condition de contact, en fanction des coefficients de V, doit être diminué de deux unités pour chaque point double, et de trois pour chaque rebroussement de U. L'ordre en question est donc .
m(m + 2m'—3)—2é6—3x ou n+a2m(m'—1).
98. On aurait pu obtenir ces résultats d’une autre manière ainsiqu’il suit. Prenons une droite arbitraire ax + by +cz—0 elégalons à zéro le déterminant
a b c¢ v= U, U, U; Vi Va Vs
Cette équation représente le lieu d’un point tel que ses polaires par rapport à U et V se coupent sur la droite en question. Mais, en un point commun à U et V, les polaires sont les deux tangentes qui se coupent au point commun; il ny a donc évidemment que les deux cas suivants où un point ‘mmun à U et V puisse aussi se trouver sur vy: ou bien la droite choisie passe par une intersection de U, V, ou bien en
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lent peuvent être rendus descriptifs en substituant aux deux ponts circulaires à l'infini deux points I, J pris arbitrairementet en remplaçant les droites perpendiculaires entre elles, qui peuvent intervenir dans nos théorèmes, par des droites qu divisent I, J harmoniquement.
Un des cas d’enveloppe qui compte parmi les plus importants et parmi ceux qui aient été étudiés les premiers, c’est celui des développées des courbes. Nous avons défini la développée d'une courbe (Sections coniques, n° 248) comme le lieu des centres de courbure dela courbe; mais on peut aussi resarder la développée comme l'enveloppe de toutes les normales de la courbe. En effet, le cercle de courbure est le cercle qui passe par trois points consécutifs de la courbe, et son centre est l'intersection des perpendiculaires élevées par les milieux des côtés du triangle formé par ces points. Or les droites qui joignent le premier et le second point, le second et le troisième sont deux tangentes consécutives de la courbe, etles perpendiculaires dont on vient de parler sont deux normales consécutives ; le centre de courbure est doncle point d'intersection de deux normales consécutives, et le lieu de tous les centres de courbure doit être le même que l’enveloppe de toutes les normales.
gt yt
ExRMPLE 1. — Trouver la développée de mt pl.
La normale est ( Sections coniques, n° 180)
Si nous posons 2’ = a cose, y' = bsing, elle devient
ax by
— —— = c?; cos o Sin ® é
C'est une équation de la classe étudiée (n° 85, Ex. 2) et dont l’enveloppe est, par conséquent,
EXEMPLE 2. — La normale à la parabole est (Sections coniques, n° 213) P(Y—Y)+ ay" (&—r)=0, ou
273+(pt—2pr)y — pty =o.
C'est une équation de la classe étudiée (n° 85, Ex.1); y” étant le paramètre, son enveloppe est
2(p—2r$+25pyi= 0.
ExEMPLE 3. — Trouver la développée de la parabole semicu-
bique py? = rt.
L’équation de la normale est
3727 —y')+ apy'(x—2')=0.
Remplaçons y’ par sa valeur en x’ déduite de l’équation de la
courbe, et divisons par x’? ; si nous posons z'? = ¢, l'équation devient À 3t*+—2pt?—3p?yt—2pzr = 0, dont l'enveloppe est P(p—182) =(54pz + yt+ pr}.
ExEMPLE 4. — Trouver la développée de la parabole cubique
py =r.
L’équation de la normale est
32'2(y—y') + pt(r—z')=o0 ou 3r5—3pyr?+ pir'—pir=o. Or l'enveloppe de
al’ -+-10dt? + Set + f=o0 est (aft — 12d%e)? + 128(2e? — 3d/)( ae? — adef — 9d*) = o.
Dans le cas actuel l'enveloppe cherchte est donc 8 _., 123/2 \(4L 3 2434) — 3p? (x? — ist) + a5 (Sp? — 229) — 3 ptry — tae) = 0. ExEMPLE 3. — Trouver la développée de la cissoide (r?--93)r = ay?,
Cette courbe cst unicursale; si nous écrivons l'équation sous la
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forme (a — x) y2? = 23, nous voyons de suite qu’elle est vérifiée par les
valeurs 7 = —T — — * _ Tire = 6(1 + 02) Nous trouvons facilement que l'équation de la tangente au point en question est 2037 —30r+a— x = o.
L'équation de la normale est donc 2073 +(1430%)y = a(n)
ou bien 20%x + 3603y — 2014 + by — a — 0.
En formant le discriminant, nous voyons aisément qu’il conjient en facteur (2 + £a)? + y?; le facteur qui reste donne l'équation de la développée proprement dite, qui est
+hap+iliaxz o.
2 2 2 Exewece 6. — Trouver la développée de x* + y? = at.
Pour un point quelconque de cette courbe, nous pouvons poser (voir n° 85, Ex. 2)
r'=a cosy, 7” = asinie.
latangente en ce point sera
et la normale TCOSS—7Y Sins = ACOS25%, ou bien (T+ y)(cos>—sino)+(r—y’)(cose + sing) = 2a(cost®—sin?e), ou encore
—— — + @ le Ae ee 4
sin(e+ ©) cos(g+5)
dont l'enveloppe est, comme on l'a vu (n° 85, Ex. 2),
2 3 2 (r-—y)i+(xz- 7) = 203,
DEVELOPPEES. 123 Les valeurs que l’on vient d’obtenir pour les coordonnées dupoint d’intersection de deux normales consécutives auraient pu se trouver en considérant ce même point comme le centre de courbure.
Prenons l’équation d’un cercle quelconque
En la différentiant deux fois, nous avons
dy dy\?
t—a)+(y—B) B= 0, 1+ (22) +0 —p) FX =o Mais si le re est osculateur a la courbe en un point, les
quantités dz r, 7 ont en ce point la même valeur pour les
deux courbes. Nous pouvons donc, dans ces équations, remplacer les coefficients différentiels par les valeurs de p et 4 déduites de l’équation de la courbe ; nous arriverons ainsi à des équations identiques aux équations (1) el (2), qu'on a déjà déduites d’autres considérations.
101. Dans la pratique, y n’est pas donné explicitement en fonction de x, mais ces deux quantités sont liées par une équation U = 0; il sera donc commode de remplacer les expressions contenant p et g par d’autres qui renferment les coefficients différentiels de U. Posons, comme plus haut,
dU aU , ®U eu CU
Gu dy = za — A, dy? — ’ dady ="
dx?
Les coefficients de x et y dans l'équation de la tangente
“ant respectivement égaux à L et M, l'équation de la normale est
Nous en déduisons, en différentiant,
(d+ 5 4 Ja) (a+ 2 )(8 —J)—M +L 3 =o
Mais l’équation de la courbe nous donne L + M x = 0 et,
dy:
en remplacant = Par sa valeur, nous avons
(2) (Lb—MA)j(a—r)—(La — Ma)(8—7y)+ L?+ M?=0.
Résolvons maintenant les équations (1) et (2); al vient
__=LO+MN gy —MO+M) aM? — 2h LM + 6L?’ JY = aM?—ahLM + bL?
par suite,
R= TF AL OL’
102. Si l'on introduit ici l’unité linéaire z, on peut faire prendre à cette expression une forme plus symétrique, de manière à donner à l’équation la forme trilinéairé. En effet, en vertu du théorème des fonctions homogènes,
(n—1)\L=ar+hy+gs, (a —1)M= zx + by + fs, (a —1)N=gzr-rfy + cs; on en déduit (n—1)(bL—hM)=(ab— h')x + (bg — fh)s, (n--1)(@€M—AL)=(ab—h*)y + (af —gh)sz.
Multiplions la première équation par L, Ja seconde par M et
additionnons-les membre à membre; il vient
(a —1)(6L?— 2hLM + aM?) = (ab —h*)(xL + 9M)+ s[(bg — fh) L+(af— gh)M);
mais, comme l'équation de la courbe donne rL++M+s5N=0, le second membre de l'égalité précédente devient égal à — s[(fh — bg)L +(gh — af)M + (ab — ht)N).
rey
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Remplacons L, M, N par leurs valeurs données ci-dessus, nous aurons
(n —1)*(bL?— 2hLM + aM!) = — 3*(abe +-2fgh — af? — bg? — ch?) = — HB’,
et l'expression qui fournit le rayon de courbure devient
R _ + (n — IVG + Mr 2H
Pour tout point dont les coordonnées satisfont à l'équation H =o, le rayon de courbure devient infini et le centre de Courbure est à une distance infinie. Cette particularité se produira quand trois points consécutifs de la courbe seront situés sur une ligne droite; en effet, le cercle qu'ils déterminent devient alors une droite et son centre se trouve à une distance infinie. Au moyen de cette valeur du rayon de courbure, nous pourrions donc, indépendamment du n° 74, arriver à cette conclusion que les intersections de U et de H sont des points d’inflexion. D’après l'équation précédente, pour que deux courbes soient osculatrices, il faut que, en outre de la condition de contact ordinaire, elles vérifient les deux relations L = 6L’, M = 6M’ et par conséquent que l’on ait
| SIT (n—1)? (n’—1)?
Le double signe qui figure dans la valeur du rayon de courbure est analogue a celui qu’on trouve dans la valeur de la perpendiculaire à une droite (Sections coniques, n° 34), et nous convenons de prendre le signe + quand le rayon de courbure (et par suite la concavité de la courbe) est dans une direction, nous devrons prendre le signe — pour la direction ‘pposée. Comme toute fonction algébrique change de signe ‘ passant par zéro, nous voyons qu'en un point d’inflexion le rayon de courbure change de signe et qu'en passant par
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donnent bien les quantités 97, p} exprimées chacune en fonction de p, et par suite on a théoriquement l'équation de h développée sous la forme 9, = # (pi), mais l'élimination ne peut réellement s'effectuer.
Il est cependant facile de trouver l'équation de la réciproque de la développée par rapport à un cercle décrit autour du pôle comme centre. Prenons, pour plus de commodité, le rayon du cercle = a; soit p, le rayon vecteur de la courbe réciproque, et w, son inclinaison sur une droite perpendiculaire à celle à partir de laquelle w est mesuré : nous avons alors p, = p sin mw, et par suite
a es a ‘3 cos "mu sin mw
De plus (d'après le n° 95), wg = (m + 1) w; par conséquent la relation entre g, et w:, ou l'équation de la réciproque de la développée, est Oy 4g mw
si =
3 COS —— *- sii PR nié m+i
On verra facilement que le lieu de l'extrémité de la soustangente polaire (Sections coniques, n° 192) d'une courbe quelconque est la réciproque de la développée de la courbe réciproque. Ainsi ce lieu est une ligne droite pour les coniques focales, puisque la développée de la réciproque
“se réduit à un point.
105. Si l'on nous donne l'équation tangentielle d'une courbe w= 0, nous pourrons obtenir directement les coor données tangentielles de la normale et l'équation tangentielle de la développée. En effet, si (2/, f', y’) sont les coordonnées tangentielles d'une tangente,
lg dul dul _ Cran ae ta?
DÉYELOPPÉES. 129 est l'équation du point de contact; et si » = o est l’équation tangentielle d’un couple de points IJ, alors
dv’ dv’ dv" © az! + Bag TT Gy =°
est l'équation du pôle de la tangente donnée par rapport alJ; en d’autres termes, c’est l’équation du conjugué harmonique par rapport à ces points du point où la droite IJ est rencontrée par la tangente donnée. Si I, J sont les points circulatres à l'infini, la seconde équation représente le point à l'infini sur la normale, et les deux équations, considérées ensemble, déterminent les coordonnées tangentielles de la normale. Si entre ces relations et l'équation de la courbe nous éiminons 2’, 8’, 7’, nous aurons l’équation de la développée. Dans le système de coordonnées’ tangentielles qui correspond aux coordonnées rectangulaires ordinaires, l'équation qui représente les points circulaires I, J est a? + 8? = o (voir Sections coniques, n° 383), et la seconde équation
de’ gd de’ _ a Pag TT ay
est la condition bien connue de perpendicularité ax’ + 83’ — 0.
Exempte.— Former l’équation de la développée d’une conique â centre donnée par son équation tangentielle (voir Sections coniques, n° 169) aa? + 6282 = 1.
Ici les deux équations qui déterminent les coordonnées de la normale sont a? + 6233' =1 et ax + 83° = 0; nous en déduisons
Remplaçons 2’ et 8’ par leurs valeurs dans ata’? + 623't — 1; nous obtenons l'équation tangentielle de la développée qui est
at 63
$. — Courbes planes. 9
DEVELOPPEES. 131 lle représente une courbe du sixième degré ayant les points XZ, YZ our points de rebroussement, Z étant leur tangente commune; elle
en outre quatre autres points de rebroussement aux intersections e abZ? + 4XY et de aX?— bY1.
Exempze 2. — Supposons que la conique passe par un des points I, J, ce que nous pouvons exprimer en disant qu'elle est semicirculaire.
Nous aurons alors b = 0; xz est sur la courbe et x est la tangente. L'équation de la quasi-normale devient alors
a03Z+ 401Y +4X=0; l'enveloppe est de la troisième classe seulement ; son équation est 64 Y3 + 27a? XZ? = 0;
cestune cubique quia YZ pour point de rebroussement et XY pour point d’inflexion.
Si la courbe passe à la fois par I et J, en faisant a et b égaux chacun à zéro, nous voyons que l’équation de la quasi-normale se réduit à 02X + Y =o; la droite passe donc par un point fixe, qui est l'intersection de X, Y, les deux tangentes en I, J.
Exempte 3. — Admettons que la conique soit tangente à la droite IJ.
Les droites de référence les plus commodes sont cette droite et
les deux autres tangentes qui passent par! et J, et l’équation de cette conique est
z+ yi+ 31— ays —2357 — ary =0 3(27+27Y—3)=(xz — 7}.
l'équation de la tangente est alors 2T7+2Y —3—20(7—-7y)+01: = 0, nous avons pour le point de contact x—y=0s, 27+2y — 3 = Ota.
l'équation de la quasi-normale est alors
z—y—O(ar+y)=3[6 —50(1+ 6)]
ou 0532—0(27 +27 +3)+a(r—y)=0o.
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L'équation devient divisible par (hy + gz3} et l'enveloppe a une équation de la forme z?(hy + gz) = M5. On remarquera que hy + gs est la tangente à la conique au point I et que c'est une tangente d'inflexion de l'enveloppe.
107. En général, comme l’a fait remarquer M. Cayley, si Lx + My + Nz est la tangente en un point x'y/z/, et si ady, « By sont les coordonnées de I, J, l'équation de la quasinormale est
(La +MB'+Ny)|zx 7 a!
a BY
zr» 3 +(La+MB+Ny)|z y! 2' | =0
En effet, les deux déterminants, que nous appellerons pour le moment A, A’, représentent individuellement les droites qu joignent z'y/7/ à I et J, et, comme la tangente passe par leur intersection, nous devons avoir une identité de la forme Lz + My + Nz = AA — BA’. En remplaçant dans cette identité xyz successivement par «/3/}/, aBy, nous trouverons pour A et B des quantités proportionnelles à Læ+M$'+Ny et La + M3 + Ny; par conséquent, l’équation de la conjuguée harmonique de la tangente par rapport à A, A’ est de laforme écrite ci-dessus.
108. Examinons plus particulièrement le cas où l’un des points a, 8, y est sur la courbe et, pour simplifier, supposons que ses coordonnées soient (1, 0, 0). Cela revient à dire que nous supposons que ce point est yz et que nous prenons la droite z pour tangente en ce point; nous allons démontrer que l’équation de l'enveloppe contient z comme facteur, Nous pouvons également, sans porter atteinte à la
généralité de nos raisonnements, supposer que le second point soit xy ou que ses coordonnées soient 0, 0, 1. Faisons 8 = 0, y =0, a! =o, f/— o dans l'équation précédent; elle devient
N(ys' —sy')+ L(xy’ —y'x)=0.
Supposons maintenant que 2’, y’, 2’ soient exprimés en fonction d’un paramétre ¢ etque le point (x, 8,7) corresponded la valeur ¢ = 0; nous devrons avoir ¢ comme facteur dans l'expression de y’ et ¢? dans celle de =’ pour que l'équation de la tangente puisse se réduire à s — 0. En général, comme la tangente est la droite qui joint le point (z’, y’, 3’) au point consécutif (x' + dz’, y + dy’, 3! + dz’), son équation est
a(y'de! — s'dy")+ y(z'dx' —a'dz!) + 3(x'dy'—y'da!)=o.
L, M, N sont les coefficients de x, y, z dans cette équation et ¢ est facteur dans M et #? dans L. Si done on ordonne l'équation de la quasi-normale suivant les puissances erois~ santes de ¢, on trouvera qu'il n’y a pas de terme indépendant de ¢ et que s est facteur à la fois dans les coefficients de # et ¢?. Mais le discriminant d’une fonction À + Be + Ce? +... est de la forme A +B? (Algèbre supérieure, n° 107) et, par conséquent, un facteur qui figure en même temps dans À et B sera aussi facteur dans le discriminant. Si donc nous faisons B = o dans ce dernier, l'expression restante sera de la forme A (A + (34); nous voyons ainsi que l'enveloppe auras pour tangente d'inflexion (voir n° 99, Hx. 4).
109. On a fait remarquer (Sections coniques, n° 385) que la relation de perpendicularité peut être généralisée en rem plaçant les points I, J par une conique fixe et en regardant deux droites comme perpendiculaires quand chacune passe par le pôle de l'autre relativement à la conique. Dans celte nouvelle acception, l'élément qui correspond à la normale
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est la droite qui joint un point quelconque de la courbe au pôle de sa tangente par rapport à la conique fixe; ou, en d'autres termes, la droite qui unit le point en question au point correspondant de la polaire réciproque par rapport a la conique fixe.
Ainsi la courbe et sa réciproque ont les mémes normales. Par exemple, si nous prenons pour laconique fixe x? + y? + 3?, lescoordonnées du pôle d’une tangente quelconque à la courbe sont L, M, N et l'équation de la droite qui correspond à la normale est
z(Mz'—Ny')+y(Nz'—Lz')+3:(Ly —-Mz)=0o;
sila courbe était une conique, cette équation serait du second degré en 2’, y, 2 et l'enveloppe se déterminerait comme dans l’Exemple 4 (n° 106).
110. Les remarques qui suivent constituent un préliminaire utile à la recherche des caractéristiques de la développée d'une courbe. La normaleen un point situé à l’infini sur une courbe coincide avec la droite de l’infinielle-même. Nous avons déjà fait remarquer (n° 103) que nous pouvons généraliser la conception d’une normale en substituant aux deux points circulaires de l'infini deux points J, J à distance finie, que si la tangente en un point quelconque P rencontre IJ en M, et si M’ est le conjugué harmonique de M par rapport à I, J, la droite PM’ peut être regardée comme la normale. De cette construction il résulte immédiatement que, sile point P est situé sur la droite IJ, PM’ coïncidera avec cette droite. Le cas où le point P coincide avec I ou J fait loutefois exception; les points M et M'se correspondent alors el la normale coincide avec la tangente (voir Sections coniques, n° 382, note). Donc, si la courbe passe par l’un des points circulaires à Vinfini, la normale en ce point coincidera avec la tangente.
414. Nous allons maintenant déterminer la classe de la développée d’une courbe donnée, ou, en d'autres termes, le nombre de normales (tangentes à la développée} qu'on peut mener d'un point quelconque à cette courbe. D'après la loi de continuité, le nombre de normales sera le même quel que soit le point par lequel elles passent. Il suffit donc d'étudier le cas où le point est à l'infini. Mais le nombre de normales, distinetes de la droite de l'infini elle-même, qu'on peut mener parallèlement à une droite donnée, est égal au nombre des langentes qu'on peut mener parallèlement à la droite donnée, c’est-à-dire à la classe de la courbe. Et nous avons vu dans le numéro précédent que les m normales qui correspondent aux m points de la courbe situés à l'infini coincident avec la droite de l'infini et, par suite, passent aussi par le point en question. Donc le nombre de normales qu’on peut mener à la courbe par un point quelconque est égal à la somme de l’ordre et de la classe de la courbe, ou, ce qui est la même chose, à la somme des ordres de la courbe et de sa Si la droite à l'infini est une tangente à la courbe, le nombre des tangentes à distance finie qu'on peut mener par un point à l'infini est évidemment d'une unité moindre que dans le cas général, et par suite le nombre des normales est. aussi moindre d’une unité. Ainsi, on peut en général d'un point donné mener quatre normales à une Sms peut en mener que trois à une parabole.
De même, si la courbe passe pen dés pointy ON nous avons vu (n° 110) que la normale en ce point ne coincide pas avec la droite de l'infini; par conséquent, chaque fois que la courbe passe par un point circulaire, le nombre des normales est d’une unité moindre que dans le cas général. Par exemple, dans le cas du cercle qui passe par les deux points I, J, le nombre des normales menées par un diminué de deux, et il est effectivement de deux au d'être de quatre. De même, si m et n sont le degré et la
NN
DEVELOPPEES. 137 classe d’une courbe qui passe f fois par un point circulaire et est g fois tangente à la droite de l'infini, la classe de la développée sera
Nous aurions pu obtenir également ces résultats en remarquant que si, dans l'équation de la normale M(a— zx) = L(8—y), nous supposons «, 8 donnés et x, y variables, nous aurons l'équation d’une courbe du m'"° degré, dont l'intersection avec la courbe donnée détermine les points dont les normales passent par a, 8. Si la courbe n’a pas de points multiples, le nombre des intersections sera évidemment m? ou m<+ n, et il n'est pas difficile de montrer que, dans le cas général où il y a à points doubles et x points de rebroussement, l'ordre est m? = 20 — 3x, c'est-à-dire m + n.
112. Nous allons examiner quel sera le degré de la développée, et ici encore il suffira de chercher le nombre de points suivant lesquels la droite à l'infini coupe cette courbe. Si deux normales conséeutives de la courbe primitive sont paralléles, les tangentes correspondantes coïncideront ; donc les points à l'infini sur la développée proviendront en général des points d’inflexion de la courbe donnée. A ces points il faudra ajouter ceux qui proviennent de points à l'infini sur l courbe donnée, points qui (n° 411) donneront aussi naissance à des-points à l'infini sur la développée. Nous disons de plus que ces derniers seront des points de rebroussement de la développée et qu'ils auront pour tangente la droite à l'infini. Soient M un point quelconque de la droite IJ et M’ son conjugué harmonique; nous avons vu que la droite qui correspond à la normale en M est la droite IJ; mais si les points consécutifs de la courbe qui précédent et suivent M sont L et.N, leurs normales seront LM’, NM’. Donc M’ est un point par lequel passent trois tangentes consécutives de la
développée : c’est donc un point de rebroussement ayant IJ pour tangente. Mais, comme la tangente en un point de rebroussement rencontre la courbe en trois points consécutifs, les m points à l'infini de la courbe donnée font naître le même nombre de rebroussements sur la développée et donnent 3m intersections de cette courbe par la droite de l'infini. Si à ces derniers nous ajoutons ceux que nous avons déjà obtenus, nous trouverons que le degré de la développée est égal à i+ 3m, c’est-à-dire au nombre que nous avons appelé a (n° 83).
Si la courbe passe par l’un ou l’autre des points I, J, nous avons vu que ces derniers ne donnent pas de points à l'infini sur la développée, et par conséquent le degré se trouvera diminué de trois unités, Si la droite IJ est tangente à la courbe, les normales aux deux points consécutifs où elle rencontre la courbe coïncideront avec IJ ; nous aurons ainsi deux tangentes successives de l'enveloppe qui coincident, c’est-à-dire un point d'inflexion sur l'enveloppe et dont IJ est la tangente, Comme cette singularité remplace deux des rebroussements que nous obtenons quand IJ rencontre-la courbe suivant des points distincts les uns des autres, le degré de la développée diminue de trois unités, et si nous employons les lettres fet g en leur donnant le même sens que dans le dernier numéro, nous avons pour le degré de la développée
Les valeurs qu'on vient de donner montrent que le degré et la classe de la développée d’une courbe sont les mêmes que ceux de sa réciproque, comme le n° 409 pouvait nous le faire
prévoir.
(*) Quelques exemples particuliers montrent qu'on doit modifier ces formules quand I ou J est un point multiple où deux ou plusieurs tangentes coincident. Ainsi, si l'un d'eux est un rebroussement, la diminution du degré est 4 et non 6.
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113. Il n’y aura pas, en général, de points d’inflexion sur la
développée, car, s’il existait un point de ce genre, les deux tangentes consécutives à la développée (normales à la courbe) coincideraient; or il est évident, à l’inspection de la figure, que deux normales consécutives ne peuvent coincider que st les tangentes correspondantes coïncident avec leurs normales et coïncident entre elles; ceci ne pourrait arriver que dans le cas exceptionnel où la courbe primitive aurait une tangente d’inflexion passant par I ou J.
Si cependant la courbe est tangente à IJ, nous avons vu (n° 112) qu'il y a un point d’inflexion à l'infini et, si la courbe passe par I ou J (n° 108), que la développée a une tangente d'inflexion qui passe par le même point. Nous avons de cette manière un nombre suffisant de conditions pour déterminer toutes les caractéristiques de la développée, à savoir :
Nous en déduisons, par les formules de Plücker, x = 32—3(m+n)—S5(f+g), a=3a—8(f+Qg),
el nous pouvons de la même manière écrire le nombre des points doubles de la développée et de ses tangentes doubles ; ces tangentes doubles sont, cela est bien évident, des normales doubles de la courbe primitive.
Le genre (n° 44) de la développée est le même que celui de la courbe primitive, comme on peut le vérifier en se servant de l'expression de ce genre: 4{a — 2(m + n)]+ 1. (En général, le genre de deux courbes est le même si l’on fait dériver Pune de l’autre de telle manière qu’à un point de l’une d'elles corresponde un seul point sur l’autre.)
114. On peut aussi chercher directement combien la développée possède de points de rebroussement. Nous obtiendrons un point de rebroussement sur la développée, quand trois de
ses tangentes consécutives (c’est-à-dire, des normales à la courbe) se couperont en un même point; ou, en d’autres termes, quand quatre points consécutifs de la courbe primitive seront situés sur un même cercle. S'il en est ainsi, le rayon de courbure restera constant quand nous passerons au point infiniment voisin. Si donc nous différentions l'expression donnée (n° 102), nous aurons
LM eet dy)= 3H[(aL.-+AM)d +(hL + 6M) dy).
Éliminons dx et dy au moyen del'équation Ldx +Mdy—0, nous obtiendrons
(LE we) (Moe -1$) =3H[(a~ 5) LM + A (M — 14)}
H est de l’ordre 3(m— 2), L et M sont chacun de l'ordre m—1 et a, b, h de l'ordre m — 2; cette équation représente donc une courbe de l’ordre 6m — 10, dont les points d'intersection avec la courbe donnée sont les points où le cercle osculateur a avec cette courbe un contact du troisième ordre (!). ù
Si la courbe n'a pas de points multiples, ces m(6m —10) points, joints aux m points à l'infini, donnent naissance à (6m —9) points de rebroussement sur la développée; ce nombre est d’accord avec les formules précédentes.
Nous pourrions de la même manière rechercher les caractéristiques de la développée, en considérant cette courbe dans le sens plus général que l'on a indiqué dans le n° 109, et nous trouverions que les formules que nous avons déjà obtenues
(*) Dans la suite de cet Ouvrage, nous étudierons d'une manière plus complète la question des coniques qui ont avec la courbe un contact d'ordre supérieur au second, et nous donnerons une formule pour calculer l'aberration de courbure ou la quantité dont la courbe s'écarte de la forme cir culaire.
CAUSTIQUES. | 141 sont encore applicables ; f sera alors le nombre des contacts
de la courbe avec la conique fixe; il n’y aura pas de singularité correspondant à g.
CAUSTIQUES
115. Comme exemple de développées, nous dirons quelques mots des caustiques, dont la recherche appartient entièrement à a théorie des courbes, quoiqu’elle ait été suggérée aux mathématiciens par la science de l’Optique. Ce sujet a quelque intérêt, au point de vue historique, car les caustiques figurent avec le problème des enveloppes parmi les premières questions qu'on ait étudiées (1).
Quand la lumière tombe d’un point quelconque sur uue courbe, le rayon réfléchi s'obtient en menant une droite qui fasse avec la normale un angle égal à celui que fait le rayon incident avec cette même droite : l'enveloppe de tous ces rayons réfléchis est la caustique par réflexion.
llest facile de former l'équation générale du rayon réfléchi. Soient T — 0, N =o les équations de la tangente et de la
normale au point d'incidence; l'équation du rayon incident est T'N—TN'— 0,
T', N’ étant les résultats de la substitution des coordonnées du point lumineux dans T et N; le rayon réfléchi, qui constitue un faisceau harmonique avec ces trois droites, aura alors pour équation
T'N+TN'— oo,
et l'on pourra former l'équation de son enveloppe au moyen des règles précédentes.
(") Les caustiques ont été mentionnées pour la première fois par Tschirnhausen (Acta eruditorum, 1682).
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443. Il n'y aura pas, en général, de points d’inflexion sur la développée, car, s'il existait un point de ce genre, les deux lngentes consécutives à la développée (normales à la courbe) coincideraient; or il est évident, à l'inspection de la figure, que deux normales consécutives ne peuvent coïncider que si les tangentes correspondantes coincident avec leurs normales et coïncident entre elles; ceci ne pourrait arriver que dans le cas exceptionnel où la courbe primitive aurait une tangente d'inflexion passant par I ou J.
Si cependant la courbe est tangente à IJ, nous avons vu {x 412) qu'il y a un point d’inflexion à l'infini et, si la courbe passe par I ou J (n° 108), que la développée a une tangente dinflexion qui passe par le même point. Nous avons de cette manière un nombre suffisant de conditions pour déterminer loutes les caractéristiques de la développée, à savoir :
m'=a—3(f+g), n=mtn—(f+g), "=(ft+sE)-
Nous en déduisons, par les formules de Plücker,
et nous pouvons de la même manière écrire le nombre des
points doubles de la développée et de ses tangentes doubles ; ZeSlangentes doubles sont, cela est bien évident, des normales combles de la courbe primitive.
genre (n° 44) de la développée est le même que celui he primitive, comme on peut le vérifier en se servant sion de ce genre: ?[a — 2(m + n)]+1. (En généde deux courbes est le même si l'on fait dériver autre de telle manière qu'à un point de l’une d'elles
un seul point sur l’autre.)
t aussi chercher directement combien la dévee points de rebroussement. Nous obtiendrons oussement sur la développée, quand trois de
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à AB est donc donné; par conséquent, le lieu de L est une ellipse, dont A et B sont les foyers, à laquelle LR est normale et dont, par suite, la caustique est la développée.
2° Trouver la caustique par réfraction d’un cercle.
Décrivons un cercle passant par A (/fg.26),lepointiumineux, par R, et le point d'incidence, et de manière qu'il soit tangent
Fig. 26.
aOR; le point B est alors donné puisque OA x OB = OR . Le rapportRA: RBest, parlestrianglessemblables, égal aurapport donné OA : OR. LerapportRA : RMestégal àsinRBA : sin RBM. Mais RBA est égal à PRA, l'angle que le rayon incident fait avec la normale à la courbe, et RBM est égal à PRM, l'angle que le rayon réfracté fait avec la même normale; donc le rapport RA : RM est aussi donné. Mais
AM x RB + MB x AR= RM x AB;
i nous représentons par » et o’ les distances de M à A et B, ces distances seront liées par la relation
RB RA
RM? + RM? = AB:
Or une cartésienne est définie comme le lieu d’un point dont
les distances à deux foyers donnés sont liées par la relation
ms + np! = c; et l’on démontre, exactement de la même ma- S. — Courbes planes. 10
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ceptionnels que nous allons faire connaître ici, le résultat peut se décomposer en facteurs; par exemple, la courbe paralléle à un cercle et à une distance k de ce cercle se compose d'un couple de cercles dont les rayons sont a + k. Mais ordinairement une décomposition de ce genre n’est pas possible, et les deux tangentes situées à la distance + Xk d’une tangente quelconque de la courbe donnée seront toujours tangentes à la même courbe parallèle. Par conséquent, le nombre de tangentes qu'on peut mener à cette dernière parallèlement à une direction donnée est double du nombre des tangentes qu’on peut mener de la même matière à la courbe donnée, en d'autres termes n’= 2n. De même, à chaque tangente inflexionnelle de la courbe donnée correspondent deux tangentes de même espèce sur la courbe parallèle, c’est-à-dire que v= at. Pour trouver l’ordre de la courbe parallèle, il suffit de faire A = o dans son équation, ce qui n’affectera pas les termes du degré le plus élevé dans l’équation; mais on a démontré pour les coniques (Sections coniques, n° 372, Ex.9), el ceci est vrai en général, que le résultat obtenu en faisant k= o dans l'équation de la courbe parallèle se compose de la courbe originale comptée deux fois et des deux systèmes de n tangentes menées à la courbe par les points I, J. L'ordre cherché est donc 2(m + n). H n’y aura aucune difficulté à trouver les modifications quesubissent ces nombres quand la courbe originale est tangente à la droite de l'infini ou passe par les points I, J. Nous arrivons de cette manière
aux formules de M. Cayley :
m=2(m+n)—2(f+g), n'—=2n, —2t— — 6m +22, x—22—6(f+8), f—2(ra—g), g'=28g.
La courbe parallèle et la courbe originale ont les mêmes normales et la même développée; mais toute normale à la courbe parallèle est généralement normale en même temps en deux endroits qui correspondent aux valeurs + &.
CE
COURBES PARALLELES ET PODAIRES NEGATIVES. 149
naires), il est évident que ax + By + y+ kya? + 82 est une tangente à la courbe parallèle ; il résulte immédiatement de là que, si nous avons l’équation tangentielle d’une courbe donnée, nous obtiendrons celle de la courbe parallèle en y remplacant y par y + kp, où p = ÿx?+ B?. L’équation tangentielle de la courbe parallèle à une courbe dont l'équation tangentielle est V = o sera donc
(dv av V+ ke a+ he dpt
Nous débarrasserons l'équation des radicaux en faisant passer dans un même membre toutes les puissances impaires de p et élevant au carré. Nous obtiendrons ainsi une équation dont l'ordre sera double de celui de l'équation tangentielle primitive : ce résultat s'accorde avec ce qu’on a démontré dans le numéro précédent.
Exempie 1. — Trouver l'équation tangentielle dla courbe paral-
L'équation tangentielle de l'ellipse est (Sections coniques, n° 169, Er. 1), a?1? + 52 32 — 173
par suite, celle de la courbe parallèle sera
azn? + 52 32 = (+ + ko)?
ou bien |
[Cat At) at + (bY — kt) BY — ya] = 4 At (at + BE) YP,
Exempre 2.— Former l’équation tangentielle de la courbe parallèle à la parabole y* = pr.
L'équation tangentielle correspondante est Ppt = 427.
Colle de la courbe parallèle sera donc
(p 3% — 42y)' = 4 kta? (at+ Bt).
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Ainsi l'équation donnée pour la courbe parallèle à une conique présente la forme considérée dans ce numéro, et il est facile de vérifier que la courbe parallèle à cette parallèle menée à la distance #’ se compose des deux parallèles à la conique aux distances # + k’, comme cela doit évidemment
être. Reprenons la courbe déjà considérée, a+ y = a’, dont l'équation tangentielle est (x? + 8?)y? = a?a?B?; cette dernière ayant justement la forme que nous considérons, nous trouvons que la courbe parallèle se décompose en fac-
teurs. L’équation tangentielle de cette courbe parallèle est en effet (a? +- fr) =las LAC + 8?)]*.
Si nous prenons pour u et v respectivement les fonctions les plus générales du premier et du second degré en «, 8, y, u?5? — 3 représentera une courbe de la quatrième classe qui a deux tangentes doubles, et qui par suite est du huitième ordre. Mais nous pouvons choisir ces fonctions de telle sorte que les tangentes doubles deviennent des tangentes stationnaires, et que la courbe puisse avoir une autre tangente double ou stationnaire; nous pouvons de cette manière former l'équation d’une courbe du troisième ou du quatrième ordre dont les parallèles se résolvent en facteurs. C’est à ce genre qu'appartient la réciproque d’une cartésienne, comme on le montrera plus tard.
120. Si nous avions employé des équations en coordonnées tilinéaires au lieu de nous servir de coordonnées rectangukires, nous aurions trouvé (Sections coniques, n° 61) que l'équation d'une parallèle à «x + By + yz, et à distance Constante de cette droite, est de la forme
az+8y+ys+m(xsinA + ysinB + ssinC)/S =o, S étant la quantité
a* 4. B* +- y?7— 28y cosA — ayacosB — 228 cosC,
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fondant sur cette analogie que M. Roberts a fait remarquer que les deux problémes géométriques conduisent tous deux au même problème d’Analyse, celui où 11 s’agit de trouver une enveloppe de la forme
Az+B8+C— 2? + 33,
el que, si nous avions l'équation de la courbe parallèle, nous en déduirions celle de la podaire négative, en y posant = r? + y? et en remplaçant x et y par 5 x et À y. Généralement, il faut le dire, la recherche de la courbe parallèle est la plus difficile des deux; mais cette méthode donne immédiatement la podaire négative de la ligne droite ou du cercle. En effet, la courbe parallèle à une droite est le couple de deux droites paralléles équidistantes, et la paralléle au cercle de rayon a se compose de deux cercles concentriques de rayons a + k. Ainsi, dans l’un et l’autre de ces cas, l'équation de la courbe parallèle peut s’écrire sans calcul, et la podaire négative s'en déduit en suivant la marche qu’on vient d'indiquer.
122. Étant donnée une courbe quelconque, si l’on prend sur chaque rayon vecteur OP, et à partir d'une origine arbitaire ou centre d’inversion O, une longueur OP’ égale à l'inverse de OP, le lieu du point P’ est dit la courbe inverse de la courbe donnée. De cette définition on conclut aisément que la podaire d’une courbe est l'inverse de sa polaire réciproque, et que la première podaire négative est la polaire réciproque de son inverse, la construction des courbes réciproques s’effectuant par rapport à un cercle décrit autour de l'origine ou centre d’inversion pris comme centre.
On peut sans difficulté, au moyen de raisonnements analogues à ceux qu’on a employés dans d’autres cas similaires, déduire les caractéristiques de la courbe inverse d'une courbe donnée, puis celles de la podaire négative: il nous suffira de
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123. Dans ce Chapitre, nous allons faire connaitre quelques-unes des propriétés métriques les plus importantes des courbes. Pour étudier ces propriétés, les coordonnées dont l'emploi présente le plus d'avantages sont les coordonnées cartésiennes rectangulaires. Par exemple, nous avons déjà vu, dans le n° 35, qu’en remplaçant x et y par o cosf el ssin4 nous obtiendrons les longueurs des segments interceptés par la courbe sur une droite quelconque issue de l'origine; il en est de même pour une droite généralement quelconque, puisque, par une transformation de coordonnées, nous pouvons amener un point quelconque à devenir l'origine. |
Le théorème énoncé (Sections coniques, n° 148) peut se généraliser comme il suit: Sz, par un point O, on mène deux cordes qui rencontrent respectivement une courbe du nième degré, aux points Ry, Ra, ... Ray Si, Sa, + Sn le rapport des produits UR OS US seraconstant, quelle que soit la position du point O, pourvu que les directions des droites OR, OS soient constantes (').
La démonstration est la même que celle qu’on a déjà donnée dans le cas des coniques. L’¢quation en coordonnées polaires (n° 26) nous montre que le produit de tous les seg-
(‘) Ce théorème a été énoncé pour la première fois par Newton dans son Enumeratio linearum tertii ordinis.
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dont la seule racine réelle est
Ac.Ba.Cb=—Ab.Bc.Ca.
Donc, st une courbe du troisième degré a trois points d’inflexion réels, ils doivent être situés sur une même droite. I] en résulte aussi qu’une courbe du troisième degré ne peut avoir que trois points d'inflexion réels; car le même raisonnement montrerait que tous les points d'inflexion réels doivent se trouver sur une même droite et une droite ne peut rencontrer la courbe qu’en trois points.
Le même raisonnement prouve que, si une courbe de degré impair na trois points réels, et que siles tangentes en ces points rencon-
trent la courbe en n points, ces trois points sont situés su: une même ligne droite.
Eremple 4. — Prenons une courbe du quatrième degré ayant trois tangentes doubles, nous avons
Ac. Ac. Ba. Ba,.Cé. Cb, = Ab. Ab,;. Bc. Ba. Ca. Ca, ’
hous en déduisons Ac.Ac:.Ba.Ba;.Cb.Cb, = +A6b.Ab,.Bc.Bc:.Ca.Cai.
Ici, à cause du double signe, nous pouvons seulement conclure de telle relation que, st une courbe du quatrième degré a trois langentes doubles, la conique menée par cinq des points de conlact passera bien par le sixième point, ou bien par le point qui forme avec le sixiéme une division harmonique sur le côté où se trouve ce dernier point. Il existe d’après cela deux genres distincts de groupes de trois tangentes doubles, suivant que l’une ou l'autre de ces relations géométriques se trouve vérifiée.
126. Il existe quelques cas particuliers pour lesquels le théorème de Carnot demande à être modifié. Supposons, en premier lieu, que l’un des angles (A) du polygone soit à l'infini, c'est-à-dire que deux côtés adjacents soient parallèles : nous aurons finalement (A) ='(A) et l'équation
subsistera toujours.
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Admettons, en second lieu, que l’un des angles (A) soit situé sur la courbe; l’un des à termes de chacun des produits (A) et (A) s’annule alors; mais, comme le rapport des deux seg- AR sinRR'A
ments 7A est égal aT RRA’ 2OUS pouvons remplacer le rapport des côtés qui deviennent nuls par le rapport des sinus des angles que les côtés du polygone qui aboutissent en A font avec la tangente en A, et le théorème devient ainsi (A)'(B)(G)... _ (A) (BY(C)
sina sin #
(AY et (A) ne contiennent plus chacun que (n — 1) facteurs, el a et 2’ sont les angles que font avec la‘tangente en A les côtés sur lesquels sont mesurés les segments qui constituent les produits (A) et (A). Nous pouvons ainsi déduire de ce qui précède que, si un polygone quelconque est inscrit dans une conique, le produit continu des sinus des angles que chaque côté forme avec la tangente à son extrémité droite est égal au produit semblable des sinus des angles que chaque côté fait avec la tangente à son autre extrémité.
DIAMÈTRES
497. Étant donnés n points sur une droite, un point de cette droite, tel que la somme algébrique de ses distances & ces points soit nulle, s'appelle le centre des moyennes dis— tances des points donnés. Soit y la distance du centre 4 ex point quelconque pris sur la droite; soient y,, y3, Ys ++ = celles"des autres points au point arbitraire, les distances mi centre aux points donnés seront y —yi, y—ya, +. et Ma condition qui résulte de la définition est
E(y—7)=0 oubien ny—2{(y;)=0.
Nous voyons ainsi que la distance d'un point queleoneg ue
DIAMETRES. 163 au centre est égale à la somme des distances du même point aux points donnés, divisée par le nombre de ces points; ou, en d’autres termes, qu'elle est égale à la moyenne distance du point choisi arbitrairement aux points donnés. Par exemple, s’il n’y a que deux points donnés, le centre des moyennes distances est le point milieu de la droite qui les
joint, et la distance d’un point quelconque de la droite à ce point est la demi-somme de ses distances aux deux points donnés. |
Les propriétés bien connues des diamètres des coniques ont été généralisées par Newton; il a énoncé cette généralisation sous la forme du théorème suivant, qui est vrai pour toutes les courbes algébriques : É‘tant donné un système de cordes parallèles d’une courbe du nîème degré, si l’on prend le centre des moyennes distances des n points où chacune des cordes rencontre la courbe, le lieu de ce centreest une ligne droite qui peut étre appelée le diamètre correspondant au système donné de cordes parallèles.
Pour démontrer ce théorème, nous procéderons de la même manière que dans le cas des sections coniques (Sections coniques, n° 141).
Supposons que nous ayons rapporté l'équation de la courbe aun système de coordonnées polaires en remplaçant x et y par ocos§ et psinQ(ou par mpet no, si les coordonnées sont obliques). L'origine sera le centre des moyennes dislances relatif à une corde faisant l’angle 8 avec l’axe des x, st cet angle est tel qu’il rende le coefficient de p#-1 égal à ro. Cherchons maintenant la condition pour qu’un autre point quelconque (z’, y’) soit le centre des moyennes dislances sur une corde parallèle à la précédente; nous aurons à examiner quelles relations il doit exister entre z’ et y’ pour que, en rapportant l'équation à de nouveaux axes ayant ce point pour origine, le nouveau coefficient de p#—1 soit nul pour la même valeur de 6. Or, si nous rapportons Péquation
164 CHAPITRE IV. E donnée U=o à des axes parallèles en remplaçant 2 et y par ++ 2’ et y+’, elle devient
u+a My a
+(e tar ere +...=0.
Les trois premiers termes seuls peuvent renfermer les variables à un degré aussi élevé que le ( n — 1)*"*; comme ils ne contiennent z', y’ qu’au premier degré, le lieu cherché doit être une droite.
Son équation est effectivement
eu durs Dr tet
Il est bien entendu que x et y ont été remplacés dans up et Un_x par cosû et sin (ou par m et n, si les axes sont obliques).
128. Newton a remarqué aussi que, si une corde quelconque coupe la courbe et ses asymptotes, le même point sera le centre des moyennes distances pour les deux systèmes de points, et que par conséquent la somme algébrique des segments interceptés entre la courbe et ses asymptotes est égale à zéro. C’est une généralisation du théorème bien connu (Sections coniques, n° 107). L'exactitude de cette tion résulte de l'équation d’un diamètre formée dans le numéro précédent, et de la démonstration donnée antérieurement (n° 32) que les termes up, #,_, sont les mêmes dans l'équa— tion de la courbe et dans celle de ses n asymptotes.
129. Nous pouvons de même chercher le lieu d'un pointæ tel que la somme des produits deux à deux des segment== mesurés suivant une direction donnée entre ce point et L=s courbe soit nulle. L'origine serait un de ces points si le coÆ—
DIAMÈTRES. 165 ficient de p"~? s’annulait pour la valeur donnée de 9; le lieu s’obtiendra comme dans le n° 127, en cherchant la relation qui doit exister entre x’ et y pour que le coefficient de p”~? | soit nul dans l'équation transformée. Mais, comme les termes du degré (rn — 2) en x et y ne renferment pas de puissance supérieure à la seconde en x’ et y’, le lieu sera une section conique, que nous appellerons la conique diamétrale.
On voit facilement que son équation est
dun_, dun,
late oe TY dy 1 (3, du d? Aux lu, + 2 FY 0 dz + yx dy" = O,
où l'on a remplacé x et y par cos et sin dans wy_2,.... La distance d’un point quelconque à l’un des deux points de la conique étant y, et à la courbe y,, y2,..., nous avons par définition
=(y — NY — 2) = 0.
Le nombre des termes dans cette somme est égal au nombre des combinaisons de n objets deux à deux, et par suite à jn(n —1). Ce sera donc le coefficient de y?, quand nous efectuerons chacun de ces produits et quand nous ajouterons les résultats. Dans le même cas, le coefficient de y se composera de 5n(7 — 1) termes qui seront chacun de la forme — (y, + 2); et, comme il doit renfermer les n quanlités y,, Y:,-.. d'une manière symétrique, il doit être égal à—(n—1 Ep). Donc
10) —-pi)=in(r—1)—(n—1)yE(Ji)+E(i172)=0.
Cette équation du second degré détermine les distances d'un point quelconque à la conique diamétrale quand on connait ses distances à la courbe ; n(n — 1) fois le produit de ces deux distances est égal à Z(},}2), ou, en d’autres termes, leproduit des distances d’un point quelconque à la conique
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diamétrale est égal à la moyenne des produits deur à deux des distances de ce point à la courbe, puisqu'ilyan(n —1) produits de ce genre. La somme des distances du point à la conique diamétrale est égale à =3()’). La moyenne distance est donc la même pour les deux courbes, puisqu'il y a deux distances dans un cas et n dans l’autre; et les deux courbes ontle même diamètre.
130. On voit sans difficulté qu'une courbe du n° degré peut avoir d'autres diamètres curvilignes dont les degrés peuvent s'élever jusqu'au (7 — 1)". Ainsi le lieu d’un point tel que les produits trois à trois de ses distances à la courbe soit nul s’obtiendra en égalant à zéro le coefficient de pr71 dans l'équation transformée; et comme ce coefficient ne conlient pas de puissances des variables plus élevées que la troisième, le lieu sera du troisième degré. Nous verrions de la même manière que
202) — Yay 73) =in(n—1)(n—a)yr—}(n—1)(n—a) VP E(y) +(r—2)yE ns) DN as), et nous en concluons facilement que la courbe et sa cubique diamétrale auront la même moyenne distance, le même moyen produit des distances deux à deux et trois à trois. Il en sera de même pour les diamètres d'ordre plus élevé. Les considérations que nous allons développer mettront mieux en lumière les questions qui se rattachent à ces diamètres curvilignes.
131. Après les notions que nous venons de donner sur les diamètres, nous devons dire quelques mots des centres. Si tous les termes de degré n —1 manquaient dans ’équationm d'une courbe, la somme algébrique de tous les rayons vecteur issus de l'origine serait nulle, et l’on pourrait, dans un cer — tain sens, dire que l’origine est un centre.
Cependant le nom de centre ne s’applique ordinairement que dans le cas où chaque valeur du rayon vecteur est accompagnée d’une valeur égale et de signe contraire. Si, dans ce cas, l'équation est rapportée à des coordonnées polaires, elle devra être une fonction de p? seulement. Si donc la courbe est de degré pair, son équation en z et y, rapportée au centre,
ne pourra contenir aucune impuissance impaire des variables, et devra être de la forme
Ug + Ug ++... O0,
sila courbe est de degré impair, son équation polaire divisée par p devra être réductible à une fonction de p?; l'équation
en x, y ne pourra contenir aucune des puissances paires des variables et devra être de la forme
U + Us + Ut... = oO.
Cette forme nous montre que, si une courbe de degré impair a un centre, ce point doit être un point d’inflexion. Il est bien évident aussi que c’est seulement dans des cas exceplonnels qu’une courbe de degré supérieur au second aura un centre, puisqu'il n’est généralement pas possible, par une transformation de coordonnées, de faire disparaître de l’équation assez de termes pour la ramener à l’une ou l’autre des formes que nous venons de donner ci-dessus.
132. Nous passons maintenant à un théorème important, énoncé pour la première fois par Cotes dans son Harmonia mensurarum : St, sur chaque rayon vecteur issu dun Point fixe O, on prend un point R tel que
ñn I I I
le lieu du point R sera une ligne droite.
POLES ET POLAIRES. 169 Mais si nous remplagons RR, par OR, — OR,... nous voyons que cette équation revient a
n OR OR, OR,
134. On peut reconnaître de la même manière que la conique polaire A U! = 0 est le lieu d’un point tel que
RR, RR, RR) — 0 D (ono:
CI I I I )=o > (oa - om) (on — on; _
el ainsi de suite pour les courbes polaires d’ordre supérieur. Supposons que OR représente un rayon vecteur de la courbe et Or un rayon de la courbe polaire. La courbe polaire du k®™* ordre jouit des propriétés exprimées par les équations sui-
vantes : | I I __ I tT ad GR =. 57 1.2 I CD 2 CO n(n—1) MOR,.OR, A(K—1) 4g Or,.07?’ 1.2.3 I n(n —1)(n — 2) ZyOR,.OR,.OR, __ 1.2.3 : I 7 AE =) — 2) D Or .0rs. Or:
ou bien
133. Si le point O est à l'infini, les rapports des dislances OR,, OR:, ... peuvent être regardés comme égaux entre eux, et les dénominateurs de toutes les fractions
RR, RR, OR,’ OR,’ peuvent étre considérés comme égaux. La propriété de la
droite polaire Ÿ Sn =o se réduit, quand O est à l'infini,
à S(RR')— 0; autrement dit, la somme de tous les segments compris entre la polaire et la courbe sur les cordes parallèles qui se rencontrent en O est nulle. Nous voyons ainsi que la droite polaire d’un point à Vinfint est le diamètre du système de cordes parallèles dirigées vers ce point infiniment éloigné.
Il en est de même pour la conique polaire. Quand O estirfiniment éloigné, l'équation SR on) =o se réduit à 3(RR,.RR,)= 0 ou bien à S(OR — OR, (OR — OR;)=0; c'est l'équation (n° 129) qui détermine la conique diamétrale. Et de même, en général, le diamètre curviligne d'un ordre quelconque est identique avec la courbe polaire du même ordre d'un point situé à distance infinie sur le systèmede cordes parallèles auxquelles correspond la courbe diamétrale donnée.
136. Mac Laurin a fait connaître un théorème qui est la généralisation de celui de Newton (n° 128). Supposons que par un point O on mène une droite rencontrant la courbe enn pointsetque l'on construise les tangentes en ces points; si une autre droiteissuede O coupe la courbeenRy, Ry,..+ et le système des n tangentes en ri, la,.+:, ON aura
t 1 Yon = Yar
Tlest évident que deux points déterminent la droite polaire x par conséquent, si deux droites menées par O rencontrent deux courbes aux mêmes pointsR,,R3,...,S1, S2,.…la polaire deO, parrapport aux deux courbes, devra être la même droites puisque deux de ses points RetS sont les mêmes pour toutes les deux. Ceci sera également vrai si les deux droites OR, os se confondent, c’est-i-diré que, si deux courbes de degré # sont tangentes en n points situés sur une droite, la polaire
POLES ET POLAIRES. . 171 d’un point quelconque de cette droite sera la même pour les deux courbes, el par conséquent, si un rayon vecteur mené par ce point rencontre les deux courbes, nous
devrons avoir 1 1 D OR — D Or
137. Nous savons que le centre d’une conique peut être considéré comme le pôle par rapport à la courbe de la droite de l'infini. Pour les courbes d’ordre supérieur, toute ligne droite a (7 — 1)? pôles (n° 61), et par conséquent il n’existe pas, pour une courbe d'ordre supérieur au second, de point unique qui corresponde au centre d’une conique. La chose est toute différente si nous considérons des courbes de classe supérieure. Les recherches précédentes sont évidemment applicables aussi aux courbes exprimées à l’aide de coordonnées tangentielles ; et de cette manière, toute droite a un pôle, une courbe polaire de seconde, troisième ..., classe el finalement une courbe polaire de la (n — 1)*™° classe, bouchée par les n tangentes aux points où la ligne droite rencontre la courbe. Si donc l'équation d'une courbe est exprimée en coordonnées tangentielles, et si nous cherchons le pôle de la droite de l'infini, nous trouverons un point unique. |
Examinons quelles sont les propriétés métriques du pôle d'une droite exprimée en coordonnées tangentielles, et, en particulier, du pôle de la droite de l'infini. Nous prenons le ÿstème du n° 19 où les coordonnées d’une droite sont pro- Portionnelles aux perpendiculaires abaissées sur cette ligne de trois points fixes; on voit alors sans difficulté que J: m représente le rapport des sinus des angles suivant lesquels l'angle compris entre les deux droites (2, 8, 7), (a', B’, 7) est divisé par la droite la + ma, 18 + mB’, lY+ my. L’équalion qui correspond à A =o détermine le rapport des sinus
points I,J; admettonsque IJ compte g fois parmi les tangentes menées de I ou J à la courbe. Les tangentes I se composeront alors de la droite I comptée g foiset de n—g autres tangentes; il ensera de même pour les tangentesJ. Les seuls foyers qui ne soient pas à l'infini seront évidemment les intersections des (n—g) tangentes I avec les (n — g) tangentes J; il existe | (n—g)? foyers à distance finie, dont n — g seulement sont réels, comme plus haut. Le nombre total des n? foyers se | compose de ces (n—g)?* foyers, du point I qui compte g (n—g) fois [il est en effet l'intersection de chacune des (n — g) tangentes I avec chacune des tangentes J qui coincident avec IJ], du point J compté g (n— g) fais, et enfin des g? intersections des tangentes I, confondues avec | IJ, avec les g tangentes J qui coincident avec cette même droite. Dans ce dernier cas, nous devons considérer toule tangente I, telle que IA, comme rencontrant la 1angentel correspondante JA au point de contact A; mais son point d’intersection avec une autre tangente J, telle que JB, sen indéterminé. Par exemple, si la droite de l'infini est tangenle à la courbe en g points réels, il y aura encore 7 foyers réels, à savoir n — g foyers à distance finie et les g points de contact de IJ avec la courbe (‘). En particulier, la parahole (n= 2, g= 1) a un seul foyer à distance finie; l’autre foyer réel est situé à distance infinie sur la direction de I’ Supposons que le point I soit sur la courbe; si nous sup posons la courbe réelle, le point J est aussi sur la courbe, eh si I est un point singulier, J présentera le même genre de singularité. Bornons pour le moment notre examen au casoi ces points sont tous deux des points ordinaires; les n— # tangentes I se composent de la tangente en I comptée deux — foiset des n — g — 2 autres tangentes ; il en est de même pout
(1) M. Cayley pense qu'il vaut mieux considérer qu'il n’y a que (n—# foyers, et conséquemment que les seuls foyers réels sont les (n — g) foyer *
es tangentes J. Les (n — g)? foyers se trouvent alors contitués comme il suit : l’intersection réelle des tangentes en I tJ, qui compte pour quatre points; les (nr — g — 2) intersections imaginaires de la tangente en I avec les (n —g —2) tangentes J, qui chacune comptent pour deux; les (n— g—2) intersections imaginaires de la tangente en J avec les (n— g — 2)tangentes I, chacune comptant aussi pourdeux; et enfin les (n — g — 2)? intersections des deux systèmes de (n—g—2)tangentes. Parmices derniers points, on voit, comme plus haut, que nr — g — 2 et seulement (rn — g — 2) sont réels et l'intersection des tangentes en I et en J prend la place de deux des n — g foyers réels. Si donc nous n'avons égard qu'aux foyers réels, nous dirons que ce point est un foyer double; nous employons cette locution parce qu’elle est commode; nous venons néanmoins de voir que ce point aurait di être appelé foyer quadruple, si nous avions tenu compte des foyers imaginaires aussi bien que des foyers réels. Ainsi, dans le cas du cercle, le seul foyer est le centre; nous devrons le regarder comme un foyer quadruple, si nous considérons qu'il tient la place des quatre foyers qu’une conique possède en général; nous pourrons cependant le traiter comme un foyer double, si nous avons seulement égard aux deux foyers réels.
D'ane manière analogue, si chacun des points J, J est un point multiple d'ordre f sur la courbe, on voit, en suivant ia même marche, qu'il y a f? foyers qui comptent chacun pour quatre et dont f sont réels; 2f (n — g — 2f) foyers imaginares qui comptent chacun pour deux, et (n—g—2f}? loyers simples, parmi lesquels n — g — 2f sont réels. En considérant à la fois les foyers réels et‘imaginaires, nous dinons qu'il y a f? foyers quadruples, 2f(Rr—g—2/f) doubles, et (7 — g — 2f)? simples; mais, en n’ayant égard qu'aux foyers réels, nous pouvons dire qu’il y a f foyers doubles, (7 — g— 2) foyers simples et g foyers à l'infini.
Si chicun des points I et J est un point d'inflexion ou de rebroussement, la tangente en I ou J figure trois fois parmi les tangentes I ou J, et l'on peut mener de chacun de ces points n — g —3 autres tangentes. Les (n — g)* foyers se composent, comme on l'a vu plus haut, d'un foyer comptant pour neuf, de (n—g —3) + (n— g—3) autres foyers qui comptent chacun pour trois et de (n — g — 3)? foyers simples. Parmi ces derniers, n — g — 3 sont réels, et le seul autre foyer réel est le point d’intersection des tangentes en | et J, qu’on appelle généralement un foyer triple parce qu'il compte pour trois dans le nombre des foyers rééls; on devrait néanmoins le regarder comme un foyer d'un ordre de multiplicité égal à neuf, si l'on tenait compte de tous les foyers tant réels qu'imaginaires. I] n'y a aucune difficulté à étendre la théorie aux cas où I et J sont des points multiples d'ordre supérieur, dans lesquels plusieurs tangentes coincident, ou bien encore quand ils se trouvent en des points où la tangente présente avec la courbe un contact d’ordre supérieur au second; ou bien enfin quand ces points sont des points ordinaires ou singuliers ayant IJ pour tangente com-
mune.
139. Étant donnés deux foyers réels A, A’ d’une courbt, les droites AI, AJ; A'T, A’J se rencontrent en deux poinls imaginaires B, B' qui sont aussi des foyers de la courbe; etla relation qui existe entre ces deux couples de points consiste en ce que les droites AA’, BB se partagent mutuellement en deux parties égales et sont perpendiculaires l’une à l'autre en un point O tel que OA (= OA!) est égal 4¢OB (= ¢OB'), points A, A’ et B, B’ ont été nommés anti-points. tion se rencontre fréquemment-en Géométrie plane : conique a deux couples de foyers qui sont anti-points des autres ; tout cercle mené par A, A! coupe e un cercle quelconque qui passe par B, B'. Nous devons
FOYERS. ° In7 jue, si nous connaissons les x foyers réels, nous pourrons ormer avec eux £n(r — 1) couples de droites; chacun de ces couples de droites donnera naissance à un couple d’antipoints, et nous obtiendrons ainsi les n? — n foyers restants.
140. On détermine les coordonnées desfoyers d’une courbe en formant l’équation des tangentes que l’on peut mener à la courbe par le point I. Cette équation sera de la forme P+ iQ=o0, l'équation correspondante pour J sera P—i Q=o, et les intersections des deux systèmes de tangentes seront données par les équations P = 0, Q = o. Sinous représentons par U,, U, les dérivées premières de U par rapport à x et)’, parU,,, Us, Uae les dérivées secondes, ..., l’équation du sysème des tangentes qui passent par(1, 7, 0) s’obtient (n° 78) en formant le discriminant de
VU + A7—1(U, + EU, ) + 4)7-7(U,, + 2t¢U,,.—U,,)+ oe. —O.
Si, par exemple, la courbe est une conique, le discriminant en question est
[U? — U2 — aU (U,, — Ux) ] + 27 U,U,— 20, ],
ell'on trouvera les foyers en égalant séparément à zéro les parties réelles et imaginaires. En combinant ces deux équations, nous formerons les équations des deux droites (les ates) sur lesquelles sont situés les foyers:
U,,( U3 — U?) — (U:: — U,,)U, Ur = 0.
Les mêmes équations déterminent les foyers d’une cubique qui passe par les points I, J; d’une courbe du quatrième degré qui a ces deux points pour points doubles ...; car on voit facilement que, dans l’un quelconque de ces cas, tous les lermes, autres que ceux qu’on vient d’écrire ci-dessus, disparaissent de l'équation dont il faut former le discriminant.
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la droite fixe pour axe des x, on voit facilement que l’équation de cette courbe est
(a—c+e—...)tangd—b—d+f—....
Quelle que soit la droite fixe ou l'angle, le lieu passera par les foyers de la courbe. Ce résultat peut sembler paradoxal, puisqu'il en résulte que la somme des angles compris entre une droite quelconque et les tangentes issues d'un foyer peut être rendue égale à une quantité donnée quelconque. La raison en est que les tangentes de deux de ces angles sont égales à + i, que la tangente de leur différence
. ro) .
se présente sous la forme 5” et qu’elle peut être une quantité
quelconque. En effet, si tango — 1,0 peut être regardé comme un angle infini, puisqu'il jouit de la propriété que sino = cos — oo et tang(y + «)= tangg; et la différence de deux infinis est indéterminée.
Nous avons vu (n° 110) qu’une tangente menée par un des points I, J coincide avec la normale; il s'ensuit que tout loyer d’une courbe est aussi un foyer de sa développée et de sa développante.
142. Si l’on exprime l'équation de la courbe au moyen des coordonnées tangentielles (n°19, et Sections coniques, n° 403) dans lesquelles les variables sont les perpendiculaires abaisstes de trois points fixes sur une droite quelconque, on peut déduire de cette équalion une importante propriété des perpendiculaires abaissées des foyers sur une tangente quelconque. Soient x, 6, y, 9, ... les n foyers el soient w, w’ les points I, J; puisque les droites aw, aw’, ... doivent être des langentes à la courbe, l'équation tangentielle doit être de la lorme ayo... = wwe, où ¢ est une fonction du n — aim ordre par rapport aux coordonnées de droite. Pour les courbes de la seconde classe, cette équation conduit immédiatement
FOYERS. 181 d'terminé par la tang2nte variable sur une droite menée par D parallèlement à AB.
Pour les courbes de la quatrième classe, l'équation est 299 = k?9, > étant la section conique qui est tangente, comme le montre l'équation, aux huit tangentes focales qui ne passent pas par I, J. Mais siles foyers de cette conique sont e, &, l'équation peut être écrite sous la forme a3yô— k?et + (1: l'interprétation géométrique en est évidente. Cette équation comprend aussi la forme af}ô = /' ou = w?w'?, qui représente une courbe sur laquelle les foyers a, 8, y, 6 sont des foyers doubles; la forme «8 = w?w’?, où I, J sont des points d’inflexion, etc. On voit ainsi, d’une manière générale, que l’équation tangentielle d'une courbe de la n'"° classe fournit une relation du premier degré qui lie le produit des n perpendiculaires focales, des n — 2 autres perpendiculaires, desr — 4 autres perpendiculaires, etc. , et ainsi de suite jusqu'à
ce que nous arrivions 4 une perpendiculaire unique ou a un terme constant.
143. Les relations qui existent entre les perpendiculaires abaissées des foyers sur la tangente peuvent conduire à d’autres relations où figurent les angles compris entre les rayons focaux et la tangente. En effet, si AP est la perpendiculaire « abaissée Sur la tangente en un point quelconque R de la courbe, et si d> est l’angle compris entre deux tangentes consécutives, nousavons da — RP do. De la mème manière, dB —RP'do,.... Si donc nous différentions l'équation qui lie les perpendiculaires, nous pourrons remplacer chaque dz par le segment Correspondant RP déterminé sur la tangente par le pied de la Perpendiculaire focale et le point de contact. Ainsi, de l’équaion aÿv — k?d nous déduisons
Rd dy Bao, RP, RP! RP" RP" rg Ty Te Or CO AP BP CP Dr
nons la discussion plus approfondie de ce sujet jusqu’à ce que nous en soyons arrivés 4 nous occuper plus spécialement des courbes dont nous venons de parler.
Une relation qui lie entre elles les distances focales nous permet d’établir une autre relation entre les angles que les rayons focaux font avec la tangente. En effet, nous pouvons démontrer, comme dans le n° 95, que chaque distance focale 3 donne une expression telle que de = cos4ds, où 4 est l'angle compris entre le rayon focal et la tangente. Ainsi de la relaion p + mp — d nous déduisons cos0 + mcosQ’=o0,....
De la valeur donnée pour da, ... dans le numéro précédent, nous pouvons conclure R da = p dp, ..., où R est le rayon de courbure. Ainsi, par exemple, si nous savons que la + mB-+-... est une quantité constante, nous pouvons en conclure que lp? + mp'?,... est aussi constant.
145. Représentons par N le nombre de conditions (n° 27) nécessaires pour déterminer une courbe du n'*™° ordre; si nous savons que la courbe est circulaire, c’est-à-dire qu’elle passe par les points I, J, et si on nous donne N — 3 autres points de cette courbe, le lieu du foyer double (ou l’intersection des tangentes en I, J) est un cercle. En effet, par N points on ne peut faire passer qu’une seule courbe du n* ordre; si donc, en plus des conditions ci-dessus, on nous donne un point consécutif à I, c’est-à-dire si l’on nous donne FI (la tangente en I), la courbe sera complètement déterminée, et par conséquent FJ, la tangente en J, sera aussi déterminée. Le point F est donc l'intersection des rayons Correspondants de deux faisceaux homographiques (Sections Coniques, n° 331), c'est-à-dire de deux faisceaux tels qu’à une droite de l’un il correspond une droite de l’autre et une seule, Le lieu de F est donc une conique qui passe par les Sommets I, J des faisceaux; par conséquent c’est un cercle. La conique se décompose en la droite IJ et en une autre droite,
or v - € ten EES ore OTHE ~~"
FOYERS. 185 bole qui est tangente aux quatre autres, le foyer de la parabole étant le foyer du système. Nous avons ainsi le théorème de Miquel (Sections coniques, n° 268) : les fovers des'cinq paraboles qui touchent quatre quelconques de cinq droites données sont situés sur un même cercle (!).
ee eee eee
(") Cette démonstration du théorème de Miquel est due à M. Clifford. Pour les déductions tirées du même principe, voir le Messenger of Mathe matics, tome V, p. 137.
188 CHAPITRE Ve
l'une ni sur l'autre des droites A, B qui rencontrent déjà
chacune la cubique en trois points, il devra être situé sur C. Puisque la cubique donnée passe par les intersections des
cubiques ABC = 0, DEF = 0, son nes ee —
écrite sous la forme DEF — # ABC —0. -
440: Suppodons quo lex droites A,B lee en aden coneluons alors, comme cas particulier du théorème précé: dent, que si ane ligne droite A =— o coupella EE points a, a’, a’, pra -pemubenten sccm
l'équation de la courbe peut s'écrire DEF — kA?C = Le point e, où la tangente en un point q 1 contre la courbe, s'appelle le tangentiel du droite C, sur laquelle se trouvent les tangentiels des points a, porte le nom de droite satellite de la droite A. | montrerons plus tard comment on peut former I de C, ax + By +s =0, quand on connait l’éq La droite A aura une satellite réelle, quand m contrerait la courbe en un point réel et deux po naires, au lieu de la couper en trois points réels. tions des tangentes aux points imaginaires seron P + iQ = 0; leur produit sera réel et Véquati pourra être mise sous la forme D(P! + Q*)—= 7
droite A soit à li infini; RS se elle rencontre la courbe sont alors les trois chaque asymptote rencontre la courbe en un seul | tance finie; ceci nous montre que ces trois points s sur une méme droite C, qui est la satellite de l'infini. Dans ce cas, l'équation est réductible DEF = £C, et nous avons ainsi ce théorème : Le prox
Gi, @2; la propriété qu’ils possèdent est la suivante : étant donnés deux couples de points de même genre, si nous formons un quadrilatère en joignant chaque point d’un couple avec chacun des points de l’autre couple, les deux nouveaux sommets du quadrilatère sont des points de la courbe (qui sont eux-mêmes des points correspondants du même genre respectivement que les deux couples originaux). Il est évident qu'il y a trois genres de points correspondants qui sont : le genre @,@z OU a3@;, le genre a, a; ou a,a,, et le genre a; a, ou a,a3. Et de plus, si nous partons du couple a,, a, pour obtenir le systéme entier de points correspondants du méme genre, nous n’avons qu'à prendre sur la courbe un point vanable K et, en le joignant aux points a,, a, respectivement, ces droites couperont de nouveau la courbe en un couple de ponts correspondants du même genre que a; a3. Nous pouvons indiquer en passant que l'enveloppe de la droite qui joint deux points correspondants du même genre est une courbe de la troisième classe. Cette théorie est due pour la plus grande pargie à Mac Laurin (voir De linearum geometricarum proprietatibus generalibus Tractatus)('); on peut donc l'appeler à juste titre la théorie de Mac Laurin pour les Points correspondants d’une cubique.
152. Considérons toujours le cas où C n'est pas une tangente à la courbe; soient D,, E,, F, des tangentes menées respectivement par les points c, c’, c’. Nous avons vu que l'équation de la courbe peut s’écrire sous la forme
D,E,F, — AC
Soit D,, E: un autre couple de tangentes passant par c, c’ ettelles que leur corde de contact passe par le point de conlat de F,; l’équation de la courbe pourra aussi se mettre
1) Voir pe Joxquimcs, Melanges de Geometrie pure, p. 223.
Mais, d’après le numéro précédent, 60’ est une moyenne har-
monique entre 6A et 6e; elle jouit donc aussi de la même propriété pour 68 et oy.
Sila courbe a un point double, on ne peut lui mener que
deux tangentes par ce point; mais le théoréme de ce numéro
- sera encore exact si nous remplaçons la corde D par la droite
qui joint le double point au point où la corde D rencontre de nouveau la courbe.
154. Nous allons encore indiquer une application du théorème, que toutes les cubiques qui passent par huit points fixes d’une cubique passent aussi par un neuvième point fixe. Sipar quatre points fixes d’une cubique on fait passer une conique, la corde qui réunit les deux autres points d'intersection de cette conique avec la cubique passera par un point fixe situé sur cette dernière courbe. Considérons une conique passant par les quatre points (x) et rencontrant la courbe aux deux autres points (3) et imaginons une seconde conique passant par les points (2) et par deux autres points ( 8’); la conique qui passe par a, 5 ct la droite qui rcunit les deux points $ constituent une cubique passant par les huit points x, 8, 8’; de nième, la conique qui passe par 2, 8’ et la droite qui joint les points 8 constituent une seconde cubique passant par les mémes points : donc le neuième point d’intersection avec la courbe doit être commun à cs deux systèmes, c'est-à-dire que les droites qui joignent les points 3, 3’ rencontrent la courbe au même point.
Dans l'édition précédente de cet Ouvrage, nous avions appelé ce point l'opposé du svstème des quatre points donnés ; aujourd'hui nous nous conformerons à la nomenclature de la remarquable théorie de résiduation donnée par M. Syl- ‘ester et que nous exposcrons bientôt; nous dirons en conséquence que le point en question est le corésiduel du ‘steme des quatre points.
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Ce point se construit facilement en prenant pour la conique passant par les quatre points un couple de lignes droites. Supposons que la droite qui joint les points 1, 2 et celle qui réunit les points 3, 4 rencontrent respectivement la cubique aux points 5, 6; la droite menée par 5, 6 coupera la courbe suivant le corésiduel cherché. Et comme le groupement des quatre points est arbitraire, il est bien clair que la construction peut se faire de trois maniéres différentes.
Par exemple, nous déduisons de ces propriétés que, par quatre points d’une cubique, on peut mener quatre coniques qui soient tangentes à la courbe en d'autres points; ce sont les coniques qui passent par les points de contact des quatre tangentes que l'on peut mener à la courbe par lé corésiduel.
155. Appliquons la règle qu’on vient de donner pour construire le corésiduel, dans le cas où l’on considère quatre points consécutifs de la courbe. La droite qui joint les points 1, 2 est alors une tangente, et le point 5, où elle coupe la courbe, est le tangentiel du point 1 : de mème la droite 3, 4 rencontre la courbe en un point 6 qui est consécutif au point 5; il en résulte que le corésiduel cherché est le point où la tangente au point tangentiel 5 rencontre de nouveau la courbe; autrement dit, c’est le tangentiel du tangentiel, ou bien, comme nous l'appellerons, le second tangentiel.
Si, par exemple, on demande de mener une conique qui passe par quatre points consécutifs, ou. suivant l’expression usitée, qui ait un contact quartiponctucl avec la courbe, et qui lui soit tangente en un autre point, ce point de contact sera, comme nous l'avons vu, un point de contact des tangentes menées à la courbe par le second tängentiel. L'un d'eux est le tangentiel du point (1) et la conique correspondante dégénère en deux droites; les trois autres points donnent les autres solutions du problème.
Si l'on demande encore de décrire une conique qui passe
par cinq points consécutifs de la courbe (ou qui ait un contact quintiponctuel avec la courbe), on résoudra le problème en construisant le sixième point où la conique coupe la cubique; ce sera le point où la droite qui réunit le point (1) à son second tangentiel rencontre de nouveau la courbe. Pour que ce point puisse coincider avec le point (1), il est nécessaire que la droite dont on vient de parler en dernier heu soit tangente en (1) à la courbe; ou, ce qui revient au même, 1l est nécessaire que le premier et le second tangentel coincident. Mais un point qui coincide avec son tangentel est un point d’inflexion : donc sur une cubique non singulière, il y a vingt-sept points où l’on peut mener une conique ayant avec la courbe un contact se-rtiponctuel; ce sont les points de contact des trois tangentes que l'on peut mener par chacun des neuf points d'inflexion.
156. Le théorème (n° 29) énoncé pour l'intersection de deux cubiques a été généralisé dans le n° 33. Le théorème que renferme ce dernier article s'applique au cas de la cubique en posant p = 3; il s'énonce comme il suit : Toute Courbe de degré n qui passe par 3n — x points fires d’une cubique passe par un autre point fixe sur cette cudique. IL faut remarquer que pour n=1 ou n= 20n ne Peut décrire qu’une seule courbe de degré n qui passe par 3n—1 points de la cubique, et le théorème ne nous apprend Tien; quand 7 est plus grand que 2, on peut décrire plus d'une de ces courbes et elles passent toutes par un autre Point fixe de la courbe, ainsi qu'on l’a établi. Et, comme on l'a exposé dans le n° 33, si l’on cherchait à décrire une courbe du n™ ordre par 37 points pris arbitrairement sur une cubique, n étant plus grand que 2, la courbe qu’on formerait asi ne serait pas une courbe proprement dite de cet ordre,
mas un système composé de la cubique elle-même et d’une Courbe d'ordre n — 3. | |
COURBES DU TROISIÈME ORDRE. 197 dits corésiduels, quand ils sont tous deux les résiduels d’un mème système a. Par exemple, dans le n° 154, nous avons supposé que par quatre points 2 d’une cubique on avait mené des coniques coupant à nouveau la courbe en des couples de points 8, 2’, ...; l’un quelconque de ces couples de points est un résiduel de 2, et deux quelconques d’entre eux sont corésiduels. De même, si la droite menée par le couple ? rencontre de nouveau la courbe en un point &, ce point est résiduel du groupe 8 aussi bien que les quatre points originaux ; ce point + est donc, comme nous l’avons déjà nommé, corésiduel avec les quatre points +. Il est évident que deux systèmes corésiduels de points doivent être tous deux posi- | ufs on tous deux négatifs.
Le théorème du n° 156 peut s'énoncer comme il suit : Deux Points qui sont corésiduels doivent coincider. En effet, nous avons vu que si par 3 p — 1 points « nous décrivons une courbe U,, rencontrant la cubique au point résiduel §, et si par les mémes points 2 nous décrivons une seconde courbe du p*"* ordre rencontrant de nouveau la cubique en un point 9’, les deux points corésiduels 8, 8’ auxquels on arrive par les deux opérations sont un seul et méme point.
159. Sc deux systèmes 8, 3’ sont corésiduels, un système quelconque 2', quiest un résiduel de Cun, sera aussi un résiduel de l'autre. Supposons que par un système quelconque x on ait décrit deux courbes U,, Uy qui rencontrent à nouveau la courbe suivant les systèmes 8, 8'; ces deux systemes sont par définition corésiduels ; et ce que nous énoncons maintenant c’est que, si par 3’ on mène une courbe queltonque U, qui coupe à nouveau la cubique suivant un sysme de points @’, les points 3 et + constitueront aussi l’inlersection complète d'une courbe avec la cubique. En effet, les systèmes x et 3 considérés ensemble constituent l’intersection d'une courbe U, avec la cubique, et 2 et 8’ forment l’in-
COURBES DU TROISIEME ORDRE. 199 nous pourrions employer un nombre pair quelconque de ces étapes. Ainsi, par les 3 p + 1 points P décrivons une courbe Ups: le résiduel est le système négatif N de 3 7 — 1 points. Par N menons une courbe U,.,, et nous obtenons un résiduel P’ de 3s + 1 points. De la même manière, de P’ nous pouvons obtenir un résiduel de 3¢ — 1 points, et ainsi de suite. A cette étape, ou bien à l’une des suivantes, où nous avons un svstème négatif de 34 — 1 points, si nous faisons passer par ces points une courbe U;, nous pouvons obtenir un résiduel formé d’un point unique. Le théorème de M. Sylvester consiste en ce que ce point est le méme dans tous les cas, quel que soit le procédé de résiduation par lequel on y sera arrivé. En effet, le système N est résiduel de P; P’ est résiduel de N et corésiduel de P; N'est résiduel de P’, corésiduel de N et par suite aussi résiduel de P, et ainsi de suite. Tout système positif dans la série est résiduel à tout système négatif et corésiduel à tout système positif. Donc le point auquel nous arrivons finalement est corésiduel au système original positif et doit être identique avec le point corésiduel du même systemeobtenu par un autre procédé. Par exemple, si par quatre points nous décrivons une cubique qui coupe la courbe en Cinq autres points; si par ces cing points nous menons une autre cubique qui donne un résiduel de quatre autres points, par ces quatre points une quartique donnant un résiduel de huit points, et finalement par ces huit derniers une cubique coupant la courbe en un autre point, ce point est le même que celui qu’on aurait déduit des quatre points primitifs par le procédé du n° 154. Et de même, en partant d’un système négatif quelconque de 3 g—1 points N, nous pouvons, après un nombre impair d'opérations intermédiaires, arriver à un Point unique qui sera le résiduel du système primitif et, comme tel, indépendant du mode particulier de résiduation.
Les principes que nous venons d'exposer nous per
points communs. Si l’on nous donne huit points d'une cubique ou hait relations linéaires entre les coefficients de l'équation générale, nous pouvons éliminer tous les coefficients sauf un, de manière à mettre l'équation sous la forme U + kV = o. De mème, si l'on nous donne sept points ou sept relations linéaires, la forme générale de l'équation pourra se. ramener aU+kV+ UW =o, U,V, W étant trois cubiques qui Satisfont aux sept conditions données, et les deux con- Stantes A, 2, qui restent à notre disposition, nous permettent de vénfier deux autres conditions. De même aussi, si l’on ne nous donne que six points, la forme générale de l’équation sera U + AV + [ZW + mS = o. Nous pouvons prendre pour U, V,... des systèmes de trois droites passant chacune par deux des points donnés. Par exemple, si les six points sont a, b, c, d,e, f et si ab =o représente l'équation de la
droite qui joint a et b, une des formes de l'équation cherchée sera
ab.cd.ef + k.ac.be.df + l.ad.bf.ce + m.ae.bd.cf = 0.
Comme cette équation renferme trois indéterminées, toute autre cubique qui passera par les six points (par exemple, af.bc.de) devra pouvoir s'exprimer sous la forme précédente, etl'équation ci-dessus ne gagnerait rien en généralité si nous Vajoutions un terme tel que n.af.bc.de, puisqu'il doit lui-même être égal à la somme des quatre termes qui précèdent, multi- Plés chacun par un facteur.
Dans les Sections coniques, n° 259, nous avons déduit la Propriété anharmonique des points d’une conique de l’équaton ab.cd = k.ac.bd; nous pouvons de mème nous servir de l'équation que nous venons d'écrire pour en déduire la propnété suivante, qui est l’extension aux courbes du troisième degré du théorème anharmonique : Si l’on joint six points d'une cubique à un septième point de la courbe et st Von fupe ce faisceau par une transversale aux points
COURBES DU TROISIÈME ORDRE. 203 abaissées de son sommet sur les côtés d’un quadrilatère quelconque dont les sommets sont situés chacun sur un rayon du faisceau ; nous pouvons trouver par le même moyen le lieu du sommet commun à deux faisceaux, dont le rapport anharmonique est le même et dont les rayons passent par des ponts fixes parmi lesquels deux sont communs aux deux Risceaux. En effet, si ab = 0 représente l’équation de la droite qui joint les points a et b, nous obtenons une équation de la forme ao.bp cn.dp
ab.po cd.op
ao.bp.cd = ab.ab.co.dp.
Si o el p sont les points circulaires à l'infini, cette relation nous donne (Sections coniques. n° 358) le lieu du sommet commun à deux triangles dont les bases sont données, et dont les angles aux sommets sont égaux; nous voyons que Cest une courbe du troisième degré qui passe par ces points circulaires.
Si l'on nous donnait la différence des angles aux sommets, telle condition (Sections coniques, n° 358) équivaudrait au rapport de deux fonctions anharmoniques et nous conduirait dune équation de la forme
ao. bp co.dp =k ap.bo cp.do
(ete équation représente une courbe du quatrième degré, qua pour points doubles les deux points circulaires à l'infini.
Section II. — Pôles et polaires.
163. Nous allons maintenant récapituler et appliquer aux cubiques les théorèmes relatifs aux pôles et aux polaires que hous avons établis précédemment. Tout point O (x, y’, 3’) a,
par rapport à une cubique, une droite polaire et une conique polair: dont les équations sont respectivement
,dU © +s —— —=0
dU! dU! _ dU’ 7 dU ds
} sos =O dz' ~ dy’ ds! ’
+. {au de 7° dy
L’équation de la conique polaire peut aussi être ordonnée suivant les puissances de .r, r, 3 et devient alors
a'i+ b'yi+c'3?+2af'ys+a2g's0+ ah'xy = 0;
a’, b',c’, ... représentent ici les dérivées dans lesquelles on à introduit les variables accentuées.
La conique polaire est le lieu des pôles de toutes les droites qu on peut mener par O; par rapport à une cubique non singulière, chaque droite a ainsi quatre pôles qui sont les intersections des coniques polaires de deux points quelconques de ses points. La conique polaire passe par les points de contact des six tangentes qu’on peut en général mener par le point O. Dans le cas d'une cubique nodale, la conique polaire passe par le point double et rencontre seulement la courbe en quatre autres points ; chaque droite n’a que trois pôles, puisque les deux coniques polaires ( qui passent chacune par le point double) ne se conpent qu'en trois autres points. Dans le cas d'une cubique cuspidale, la conique polaire passe par le pointde rebroussement, est tangente à la tangente cuspidale et rencontre seulement la courbe en trots autres points; toute droite n'a que deux pôles. Si la cubique se décompose en une conique ct une droite, la conique polaire d'un point O passe par leurs points d'intersection et une ligne droite n'a que deux pôles. La conique polaire passeaussi par l'intersection de la conique et de la polaire de O par rapport à cette derniére. En cffet, on voit facilement qu'en effectuant sur LS l'opération A ou gr À + VAL + 3’ a le résul'at sera L/S + LAS.N
dr * dy ds
la cubique se réduit à trois lignes droites ws == 0, chaque co
COURBES DU TROISIEME ORDRE. 200 nique polaire passe par les sommets du triangle qu’elles forment etune droite quelconque n’a plus qu’un pôle. Dans ce cas, les équations de la droite polaire et de la conique polaire sont respechvement
ay s + ys'r + sr y =o, ays + 5x + s'xry = 0,
ou
L'équation que nous venons de former nous fournit immédatement une construction géométrique de la droite polire; on sait en effet (Sections coniques, n° 60) que, si-le pont (x, y’, 5’) est représenté par le point O sur la figure a-contre, la droite LMN (fig. 27) sera précisément celle dont on vient d'écrire l'équation.
Fig. 27.
TS C f a AS as oO / N ee or 0 LT # 7 \ 7 PN - 7 | N | A F B La tangente à la conique polaire en un sommet zy est ° e VA Vv ° (Sections coniques, n° 12) =i + = 05 0n la construit en joignant le sommet xy au point où la droite polaire rencontre le côté opposé 3.
166. Si une droite issue d’un point O rencontre la cubique aux points À, B, C, le point P où elle coupe la droite polaire est déterminé, puisque (n° 132) nous avons
POA” OB OC
deux tangentes réelles ct deux seulement, et celles pour lesquelles les tangentes peuvent être ou bien toutes réelles ou toutes imaginaires. Nous reprendrons cette remarque, en lui donnant plus de développement, dans la Section où il sera question de la classification des cubiques, et nou: y verrons que, dans le second cas, la cubique se compose de deux portionsdistinctes : pour l’une, les tangentes en chaque point seront toutes réelles; pour l’autre, elles seront toutes imaginaires.
168. 11 résulte du n° 167 que, si O, P sont deux points de la courbe, on peut par ces points mener une conique qui passe par les quatre points où chacune des Langentes issues du premier point rencontre la tangente correspondante issue du second. Le rapport anharmonique de quatre points a, b,c,d ne change pas quand on les écrit dans l’ordre bade, ou cdab, ou dcba ; donc, en prenant les rayons du second faisceau successivement dans chacun de ces quatre ordres, nous voyons que les seize points d’intersection du premier système de tangentcs avec le’ second sont silués sur quatre coniques qui passent chacune par O, P.
Supposons que la cubique soit circulaire, c'est-à-dire quelle contienne les points imaginaires | et J à l'infini; en les prenant pour les points O, P, nous voyons que les seie foyers d’une cubique circulaire sont situés sur quatre cercles. et que chacun de ces cercles contient quatre fovers (!).
169. Sc O est un point de la courbe, toute corde menée par ce point est divisée harmoniquement par la courbe et la conique polaire de O.
Nous avons vu (n° 18) que les points d'intersection de la
_— —— ——— eee ——
(1) Ce theoréme à éte obtenu pour la première fois par le Df Hart, mab
d'une maniere diflérente. Il m'a été ensuite suggéré par le théorème du ot: rd
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par l'équation 23U! + lus +ant4 + BU =o.
Si (z’, y’, s') est sur la courbe, U’ — 0 et l'équation précédente devient divisible par u ; si, de plus, les points (x,y,:), (7, y’, 3’) sont liés par la relation A = o, l'équation du second degré qui reste est de la forme }? A’ + 2? U — 0, ses racines étant égales et de signe contraire, et nous voyons( Sections coniques, n° 91) que la droite qui joint les deux points est divisée harmoniquement par la courbe. Nous pouvons aussi démontrer ce mème théorème en prenant le point O pour origine et cherchant le lieu des moyennes harmoniques de tous les rayons vecteurs issus de Q. Nous procéderons exactement comme dans le n° 132, en faisant d’abord A — 0, et nous trouverons immédiatement |
2(Bz+Cyr)+Drt+Exy + Fy—o :
c'est l'équation de la conique polaire de l’origine.
On démontre (comme dans le n° 136) que la tangente à la conique polaire au point où une corde quelconque la rencontre passe par l'intersection des tangentes à la cubique aux points où cette courbe est coupée par la même corde et qu’elle est la conjuguée harmonique de la droite qui joint leur point dintersection au point O.
170, Examinons maintenant d’une manière plus particulière le cas où O est un point d’inflexion. Nous avons démontré (n° 74) que la conique polaire d’un point d’inflexion se décompose en deux droites dont l’une est la tangente en ce point. Cette même propriélé se déduirait aisément de l'équation qu’on vient de donner pour la conique polaire de l'origine. En effet, pour que l’origine soit un point d’inflexion qui ait l'axe des y pour tangente, nous devons avoir
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La polaire harmonique doit passer par les points de contact des tangentes qu’on peut mener à la courbe par O ; en effet, ORRR’ est divisé harmoniquement; si donc R coincide avec R’, il doit coincider avec R. Donc, par un point d’inflexion, one peut mener que trois tangentes, et leurs points de contact sont situés sur une ligne droite.
Sila courbe a un point double, on démontre exactement de la même manière qu'il doit se trouver sur la polaire harmonique.
Le premier théoréme de ce numéro peut étre énoncé sous une autre forme ainsi qu'il suit : Si trois points A’, B’, C’ sont situés sur une droite et si les droites qui les joignent à O rencontrent de nouveau la courbe en A”, B”, C”, ces points seront aussi sur une même droite et ces deux droites rencontreront la polaire harmonique au même point. Si nous supposous maintenant que A’, B’, C’ coincident, nous retombons sur ce théorème que la droite qui joint deux points d’inflexion doit passer par le troisième et que les tangentes à deux quelconques d’entre eux se rencontrent sur la polaire harmonique du troisième.
172. Si, par un point d’inflexion O on mène trois droites rencontrant la courbe en A,, Ag; By, Ba; Cy, Ca, toute courbe du troisième degré menée par les sept points 0,A,, Ao, By, B:, C1, C2 aura le point O pour point d'inflexion. En effet, supposons que les trois droites rencontrent k polaire harmonique aux points A, B, C; ces points seront aussi communs au lieu des moyennes harmoniques du point 0 par rapport à toutes les courbes qui passeront par ces sept Points; donc ce lieu, qui en général serait une conique, doit, Puisque trois de ses points sont'sur une même droite, être cette même droite pour toutes les courbes dont il s'agit; et mr conséquent (n° 170) le point O doit être un point d’in- Îlexion.
a6 , CHAPITRE VY.
de la cubique ('). Elle est de la troisième classe, comme now le voyons, en cherchant combien il peut passer de ces droit, par un point arbitraire P. Tout point M, dont la coniqæ polaire passe par P, doit se trouver sur la droite polaire € _P (n° 64) et, pour que la conique polaire se décompose e deux droites, M doit être situé sur la Hessienne. Il y a évidemment alors trois points M, tels que leur conique polaire se réduise à un couple de droites dont l'une passe par P. Il n'existe pas de tangente double ou stationnaire, et la courbe est par conséquent du sixième ordre.
Toute droite du système joint des points correspondants sur la Hessienne (n° 176); donc la Cayleyenne peut à volonté être considérée comme l'enveloppe des droites en lesquelles se décomposent les coniques polaires des points de la Hessienne ou comme l'enveloppe des droites qui joignent les points correspondants de la Hessienne. Cependant, dans le cas de courbes de degré plus élevé, l'enveloppe des droites qui joignent les points correspondants A, B (n° 70) est distincte de l'enveloppe des droites suivant les quelles se décomposent les coniques polaires.
La Cayleyenne peut aussi être considérée (n° 176) comme l'enveloppe des droites qui sont coupées involutivement pat le système des coniques polaires. Nous avons montré (Sections coniques, n° 388 @) comment on peut écrire immédittement l'équation de l'enveloppe envisagée à ce point de it, et nous avons établi que l'équation de la courbe est de M troisième classe.
178. Examinons maintenant quels sontles quatre poles pit rapport à la cubique de la tangente à la Hessienne enun point quelconque A. Les quatre pôles en question sont les
(*) Elle était représentée, par M. Cayley lui-même, par la lettre P et aff pelée par lui la pippienne. 1
COURBES DU TROISIÈME ORDRE. 219 connaissions la tangente en l’un de ces points A, la cubique serait complètement déterminée. Or la proposition que nous venons d'établir montre que cette tangente peut être l’une quelconque des trois tangentes (n° 171) qu'on peut mener de À à la courbe.
180. Les tangentes à la Hessienne aux points correspondants A,B se coupent sur cette même courbe. — Supposons que la conique polaire de A soit BL, BN et que celle
Fig. 28.
de B soit AR, AN; L, M,N, R sont alors les quatre pôles de k droite AB et la conique polaire de tout point de AB passtra par ces quatre points. Si donc cette conique polaire se décompose en deux droites, celles-ci ne peuvent être que LR et MN; nous voyons que D est un point situé sur la Hes- Sienne et qu’il correspond au point C où AB rencontre de Nouveau cette dernière courbe. Mais la tangente en B à la Hessienne est la polaire de À par rapport à la cubique, tt elle doit aussi (n°60) être sa polaire par rapport à la Conique polaire de A(BL,BN); donc, d’après les propriétés
harmoniques du quadrilatére, cette tangente est la droite BD:
De même, pour trouver le point de contact d’une tangente donnée quelconque avec la Cayleyenne, la règle à laquelle nous sommes arrivés consiste à prendre ce que nous avons appelé le point complémentaire sur la tangente donnée et à le joindre au point correspondant sur la Hessienne ; la droite conjuguée de cette droite rencontre la tangente donnée au point cherché. Mais nous pouvons déduire de là une règle encore plus simple : en effet, les deux droites dont on vient de parler constituent une conique polaire et toute conique polaire divise harmoniquement la droite qui joint deux points correspondants ; la règle revient donc à prendre les trois points où la tangente rencontre la Hessienne et qui se composent de deux points correspondants et d'un point complémentaire, et à déterminer le conjugué harmonique du point complémenlaire par rapport aux deux points correspondants.
182. Appliquons les règles précédentes au cas où A est un pont d’inflexion et où le point correspondant B est le point suivant lequel la tangente d’inflexion rencontre la polaire harmonique. La conique polairede Best alors un couple de droites passant par A et la conique polaire de A se compose de la langente d’inflexion et de la polaire harmonique. Pour trouver les points où ces quatre droites sont tangentes à la Cayleyenne, nous prenons le point où la droite AB rencontre de nouveau l Hessienne: c’est le point B, puisque AB est tangente à la Hessienne; et la droite menée par B et conjuguée à AB, sur laquelle se trouvent les quatre points de contact, est la polire harmonique. Ainsi le point de contact de la tangente d'inflexion avec la Cayleyenne est donc le point où cette droite rencontre la polaire harmonique; autrement dit [n° 179) la Cayleyenne et la Hessienne sont tangentes entre elles et ont pour tangentes communes les neuf tangentes d’inflexion. La Cayleyenne, en sa qualité de courbe non singuhére de la troisième classe, a neuf rebroussements, et la con-
appellerons la conique polaire de la droite donnée. L’équation de la polaire d’un point quelconque (2’, y’, 2’) peut s'écrire
ar't+ by'*+cs*+afy's'+2¢g5'2'+2hz'y'=0,
et le problème qui consiste à trouver l’enveloppe de cette droite vérifiant la condition az’ + 67+ y3'= 0 est le même (n° 96) que celui où il s’agit de former la condition pour qu'une droite soit tangente à une conique. L’équatiun de l'enveloppe cherchée est donc
Aa?+ B8?+ Cy?+ aF By + 2Gy2+ 2Ha8=—o.
‘ A,B,C, ... ont ici la même signification que dans les Sections coniques, c'est-à-dire qu'ils sont respectivemeut égaux a be — f2, ca — g?,... : ce sont donc des fonctions du second degré des coordonnées x, 7’, 3. Hl est clair que la conique polaire d'une droite pourrait aussi être définie comme le lieu des points dont les coniques polaires sont tangentes à une droite donnée.
Si, pour trouver cette enveloppe, nous avions appliqué la méthode du n° 88, nous aurions vu que la solution dépend des équations
av+hy+gs =da, ha'+by'+fs'= 18, gr'+fy +cs =).
Mais ces équations sont celles qui déterminent le pôle de k droite donnée par rapport à 2’U,+)/U2+3'U;. La conique polaire d’une droite est donc aussi le lieu des pôles de cette droite par rapport aux coniques polaires de tous les Points de la droite. On aurait pu trouver ce résultat à l’aide de considérations géométriques.
185. Puisque la droite polaire d'un point quelconque d'une droite est la même que Ja polaire de ce même point Par rapport aux trois tangentes aux points où la droite coupe
quon peut mener d’un point quelconque ala conique polaire d'une ligne droite sont les polaires des deux points.ou la conique polaire du point coupe la droite : donc la conique polaire d’un point rencontre une droite en des points réels ou imaginaires, suivant que le point est en dehors ou en dedans de la conique polaire de la droite; on dit qu’un point esten dehors d’une conique quand de ce point on peut mener à cetle conique des tangentes réelles. Nous avons déjà fait remarquer que, si un point est sur la conique polaire d’une droite, sa conique polaire est tangente à la droite.
En particulier, on sait que la conique polaire d’un point double se compose du couple de tangentes à ce point double ; la conique polaire de toute droite par rapport à une cubique à point double réel sera donc tellement placée que le nœud se trouvera en dehors d'elle; si la cubique est acnodale, le point conjugué sera en dedans de la conique en question. Si enfin Ja cubique est cuspidale, la conique polaire d’une droite quelconque passera par le point de rebroussement.
187. Il découle des définitions qui précèdent et du n° 135 que si la droite donnée est à l'infini, sa conique polaire peut-être définie, soit comme l'enveloppe des diamè- Les de la cubique, soit comme le lieu des centres des coniques diamétrales de la cubique, soit enfin comme le lieu des points dont la conique polaire est une parabole. On obtient son équation en faisant a : - o et $ == o dans les formules du n° 184; cette équation est C-= o ou bien ab — h? = 0, c’està-dire
dz? dy?
drdy Le n° 483 nous fait voir que cette équation est l’équation de ellipse tangente aux trois côtés du triangle formé par ‘5 asvmptotes et en leurs points milicux.
NS, — Courbes planes. 15
COURBES DU TROISIEME ORDRE. 227 puissent représenter la même droite, nous devons avoir
U, U. _ Us
Vv, Vv; Vs Ou bien
UV: — U,V, — O0; UV: — U,V; —-O, U,V,— U,V; =0.
La première forme sous laquelle les équations ont été écrites montre clairement que les trois équations équivalent à deux Seulement, et que les courbes du quatrième degré, représentées par les équations mises sous la seconde forme, ont des Points communs. Mais tous leurs points d’intersection ne leur sont pas communs; car les valeurs qui rendent égaux à zéro le numérateur et le dénominateur de l’une quelconque de ces trois fractions satisfont à deux des équations résultantes, mais ne vérifient pas la troisième. Si, des seize points ©ommuns aux quartiques représentées par les deux premières équations, nous retranchons les quatre points communs à U,, V:, il reste douze points communs aux trois quartiques et
Ce sont les points cherchés (!).
190. Comme le discriminant d’une cubique est du dou- Zième degré par rapport aux coefficients (n° 69), il y a, en Sénéral, douze valeurs de À pour lesquelles le discriminant de UG - AV sera nul. En effet si, dans l'expression générale du discriminant, nous remplaçons chaque coefficient a, ... par @ +ha’,..., nous avons évidemment une équation du douziéme degré pour déterminer À (Sections coniques, n° 230);
(') De mème, en général, si U,, U,, U, sont des fonctions du degré m par rapport aux coordonnées et V,, Va V, des fonctions du degré n, le système d'équations
U, _ U, VO ON
représente trois courbes de l’urdre m -- n qui ont m?+ mn + n° points Cominuns (voir Algèbre supérieure, n° 257).
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ax _ by _ cs
I—-¥— 3S Ysa s—7r—y La forme des équations montre que le problème est ramené à trouver les centres critiques de deux coniques et que les trois points cherchés sont les sommets du triangle autopolaire commun aux coniques,
an+by+cePt=0, 2'+ÿ+s—2ÿ5—25T —ary =o.
On remarquera que la derniére de ces courbes est la conique polaire de w par rapport à xy3; autrement dit, quand w est à l'infini, cette courbe est la conique qui est tangente, en leurs points milieux, aux côtés du triangle formé par les asymptotes. Deux centres critiques coïncideront avec le point de Contact quand ax?+ by?+c:—0o sera tangentc à cette conique; si donc on regarde v comme variable, le lieu des centres critiques doubles est la polaire conique de wu par rapport à zys. On voit facilement, par les règles ordinaires, que la condition de contact de ces deux romiaues est
(be -+ ca — ab}: 27ab?c? ou bien a 34.5
c'est l'équation tangentielle de l’enveloppe de la satellite de u quand deux centres critiques coincident. Elle correspond (Exemple, n° 90) à l'équation en coordonnées de
points 2. 74+ st = 0 (1)
194. Un point quelconque de Axys -- u29=0 peut étre déterminé comme l'intersection'de 3 =Qvavec9\ zy + u? = 0,
a eee oe
! . s e . e e id () Pour la discussion plusapprofondie de cette théorie, voir les Mémoires € e eM. Cayley « Sur un cas d’involution des cubiques et Sur la classifi-
wen des cubiques (Transactions of Cambridge Philosophical Society . ° » BRA).
COURBES DU TROISIEME ORDRE. 235 vons supposer que ce soit la pojaire harmonique qui passe a l'ufini. Le point d’inflexion devient alors un centre, et toute corde passant par ce point sera divisée en deux parties égales. Echangeons 3 et y entre eux dans l'équation du n° 193, puis posons 3 — 1; l'équation devient, dans ce cas,
Jj=a2t+3bz'y + 3cry+ dy;
cest l'équation d’une courbe à centre (n° 434). On reconnaît, comme dans le n° 496, qu'il y a cinq genres de courbes à centre, suivant la nature des facteurs du second membre de l'équation, et l’on établit ainsi l'extension donnée par M. Chasles a théorème de Newton, et qui consiste en ce que toute cubique peut être projetée suivant l'une des cing cubiques à centre.
198. Il y a cinq espèces essentiellement distinctes de cônes cubiques qui correspondent à ces cinq espèces de courbes. Un cône d’un ordre quelconque peut comprendre deux formes de nappes distinctes, à savoir: 1° une nappe composée de deux parties jumelles, ou qui rencontre une sphère concentrique suivant un couple de courbes fermées, telles que chaque point de l’une des courbes soit opposé à un point de l'autre courbe (un cône du second degré nous fournit un «temple d'une nappe de cette espèce), et 2° une nappe unique, c’est-à-dire qui rencontre une sphère concentrique suivant une courbe fermée, telle que chaque pointde la courbe soit opposé à un autre point de cette même courbe (un plan lun exemple d'un cône de ce genre). Le cône qui correspond à la parabole I du n° 196 est une surface composée d'une nappe double et d'une nappe simple; celui qui correspond à la forme If ne comporte au contraire qu’une nappe unique. [] est évident que les singularités du nœud, du point conjugué et du rebroussement se reproduisent dans Jes cénes Correspondants.
que les valeurs de x qui correspondent aux valeurs maxima de y, ou aux points où la tangente est parallèle à l'axe des x, sont fournies par l'équation
3r'—anx—m'—o d'où æ—1t(n+4yn 3m);
si nous prenons le radical avec le signe négatif, nous obtenons la valeur de x qui correspond au point le plus élevé de l’ovale, et, comme elle est négative, nous voyons que ce point est situé dans la partie de l’ovale éloignée de la branche infinie etquel’ovale n’est pas, comme l’ellipse, symétrique par rapport à deux axes. Il est bien symétrique par rapport à l’axe des .r, mais pas par rapport à l'axe des y ; il s'élève plus rapidement d'un côté et s'incline en descendant plus doucement de l’autre. Plas # est grand pour une valeur donnée de m, c’est-à-dire plus est grande relativement la distance entre l'ovale et la branche infinie, plus l’ovale se rapproche de la forme ellipuque; il en diffère au contraire le plus quand il s’approche jusqu'à toucher la branche infinie, c'est-à-dire quand la courbe est crunodale. Dans ce cas, le point le plus élevé de la boucle correspond au point de trisection de son axe. Si nous donnons au radical la valeur positive, la valeur correspondante de x est Intermédiaire entre m etn, et la valeur correspondante de + est Imaginaire. La forme de l’équation montre que le point de contact de la droite à l'infini avec la courbe est situé sur la droite 2 — 0; c'est le contraire de ce qui a lieu pour la Parabole commune, y? = px, qui est tangente à la droite de l'infini sur la droite y = o. Les branches infinies de la cubique tendent donc à devenir parallèles à l'axe des y et non à l’axe des: et il doit y avoir, à distance finie de chaque côté du diamètre, un point d’inflexion où la courbe, de concave qu’elle lait, devient convexe vers l’axe des x; c’est à cause de cela qu'on lui a donné le nom de parabole divergente.
La forme de la courbe est donc celle que représentent lovale et la branche infinie tracée à droite dans la figure. Si
So CT met
distincts, (b) en un point réel et deux points imaginaires, (c) en un point réel et deux points coïncidents, (d) en trois points coincidents. Dans le cas des cubiques crunodales, acnodales ou cuspidales, nous aurons à distinguer dans la troisième espèce (c) si la droite de l'infini est à proprement parler une tangente ou bien si elle passe par un point double; et, quand il s’agira des cubiques crunodales et cuspidales, nous devrons aussi, dans le cas (d), distinguer si la droite de l'infini est tangente en un point d’inflexion, ou au point double, ou au pointde rebroussement. Enfin dans le cas d’une cubique biparlite ou crunodale, il estimportant de distinguer dans les cas (a) et(c) si les trois points où la droite de l'infini rencontre la courbe appartiennent tous à la branche infinie, ou bien si deux d’entre eux sont sur l’ovale ou sur la boucle, et le \roisiéme sur la branche infinie. Les différences qui résultent de la pour les figures de la courbe sont si grandes que les deux cas peuvent étre classés comme deux espéces distinctes. Voila les seules distinctions que nous ferons dans ce qui suit el qui formeront les bases de la classification des espèces. Les seules autres différences qui sembleraient avoir des droits à être mises sur le même rang sont celles qui ré- ‘ultent de ce que les points à l'infini de la courbe peuvent ètre des points ordinaires, ou que un ou trois d’entre eux Peuvent être des points d’inflexion. Mais, comme les changements que cela apporte dans la configuration des courbes Sont peu importants, et qu'il est désirable de n'avoir pas plus d’espéces qu’on ne peut facilement se rappeler, j'ai Préféré classer les courbes en tenant compte des différences mentionnées en dernier lieu, pour en faire, non pas des espèces différentes, mais des variétés différentes d’une même espèce. Il y a évidemment beaucoup d’arbitraire dans la manière de compter les variétés des cubiques, et le tout dépend du point de vue auquel on se place pour discuter ces Courbes.
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hyperboliques doivent être regardées comme formant une courbe continue; la partie où une branche est tangente à une asymptote à son extrémité positive constitue la continuation de la partie où l’autre branche est tangente à la même asympote à son extrémité négative. _
204. Considérons à présent la projection de la portion innie de la courbe (n° 196) qui doit être rencontrée par une droite quelconque en un ou en trois points réels. Supposons, en premier lieu, que la droite projetée à l'infini ne rencontre l courbe qu’en un seul point; les branches de cette courbe projetée, au lieu de se développer indéfiniment, se rapprocheront jusqu’à devenir tangentes a-une asymptote finie, comme
le représente la partie de gauche de la figure. La courbe que, Pour abréger, nous désignerons dans la suite sous le nom de serpentine doit évidemment avoir trois points d’inflexion. En ellet, elle est convexe vers l’asymptote à son infini positif (puisque toute courbe est convexe vers sa tangente de éhaque edté du point de contact); elle doit changer sa convexité en Concavité pour couper une seconde fois l’asymptote; après l'avoir coupée, elle doit se replier à nouveau, car autrement elle s’éloignerait d’une manière continue de l’asymptote; enfin elle doit encore une fois s’infléchir pour devenir convexe ers l'asymptote à son infini négatif. Les points de la courbe représentée dans la figure forment une série continue; en
COURBES DU TROISIÈME ORDRE. "245 a seconde, que nous appellerons une hyperbole infléchie, rencontre une asymptole et par conséquent a un point d’inflexion; et la dernière, que nous appellerons une hyperbole “doublement infléchie, coupe ses deux asymptotes et présente par conséquent deux points d’inflexion (‘). Aucune de ces hvperboles, considérées deux à deux, ne forme de couple hiperbolique, mais, prises toutes les trois ensemble, elles conslituent une suite continue. Ainsi, dans la fig. 32, si nous commençons par la branche descendante de l'hyperbole doublement infléchie, la courbe, après son passage par l'infini négatif sur l’asymptote verticale, est continuée à partir de l'infini positif de la même asymptote par la branche verticale de l'hyperbole infléchie jusqu’à ce que, après être passée à l’inini sur l’autre asymptote, elle revienne le long de l’hyperbole simple, puis de là à l’hyperbole doublement infléchie.
Si Pun des points à l'infini ést un point d’inflexion, l’hyperbole à une inflexion devient une hyperbole simple, ou bien la branche doublement infléchie devient hyperbole à une seule inflexion. Si les inflexions sont toutes les trois à l'infini, la courbe se compose de trois hyperboles simples.
Les cubiques qui ont trois branches hyperboliques ont été appelées par Newton hyperboles redondantes, parce qu’elles Possèdent une branche infinie de plus que les sections coniques; celles qui n’ont qu'une seule branche infinie, comme dans le numéro précédent, ont reçu le nom d’hyperboles défectives ; et celles qui sont tangentes à la droite de l'infini et (li ont en outre une asymptote à distance finie, sont nommées hyperboles paraboliques.
206. Nous énumérons maintenant les espéces suivantes de tubiques bipartites :
() Newton les nomme : la première, hyperbole inscrite, la troisième | hyperbole circonscrite, et la seconde hyperbole ambigène.
imaginaires et nous avons un ovale (a) avec une serpentine, ou (b) avec une branche conchoïdale (voir n° 204).
Fig. 34.
4° La droite de l'infini est tangente à l’ovale qui prend la forme parabolique et est accompagné (a) d'une serpentine, (b) d'une branche conchoïdale.
5° La ligne de l'infini est tangente à l’autre partie de la courbe. L’ovale reste alors une figure fermée, tandis que l’autre
partie se développe suivant la forme parabolique. Si (a) le Point restant est un point ordinaire à l'infini, une branche Coupe l’asymptote et a deux inflexions, tandis que l’autre branche n'en a qu’une. Si (b), au contraire, c'est un point d'inflexion, les branches sont toutes deux du même côté de l'asymptote et chacune d'elles n’a qu'un point d’inflexion.
6° La droite de l'infini rencontre la courbe en trois points Qui coïncident. C’est le cas que nous avons indiqué (n° 199).
la constante, la bourse puisse se fermer ; nous avons alors un point double en un des centres critiques; d’autres changements dans la valeur de cette constante nous donneraient un ovale séparé, dégénérant finalement en un point conjugué situé sur l’autre centre critique. | De la même manière, nous avons les quatre mêmes espèces de cubiques acnodales auxquelles il faut adjoindre une cinquième forme pour laquelle le point conjuguéest à l'infini. Les figures données pour le cas des cubiques bipartites suffisent pour représenter cette classe, si nous supposons que l’ovale dégénère en un point conjugué. Celles qui correspondent au cas où le point conjugué est à l'infini ne diffèrent pas notablement de celles où la droite de l'infini rencontre la courbe en un point réel et en deux points imaginaires.
208. Les cubiques .crunodales nous donnent les espèces Suvantes.
1° La droite de l'infini coupe la boucle en deux points réels. Nous avons alors deux hyperboles simples et une hyperble infléchie (figure gauche). On remarquera, en suivani la
| | Fig. 37. J L NOR
| courbe dans ses passages à l'infini, qu’elle est unicursale. Cette
espêce donne naissance à deux variétés selon que le point 11 reste est un point ordinaire ou un point d’inflexion.
Dans le dernier cas, toutes les hyperboles sont simples.
2° Il y a trois points réels à l’infini, et aucun d’eux n'est situé sur la boucle. La courbe se compose d’une hyperbole inscrite, d’une hyperbole mixte et d’une hyperbole circonscrite ; cette dernière forme une boucle à l’intérieur du triangle asymptotique. On distingue deux variétés suivant qu'il y a un point d’inflexion à l’infini, ou qu'il n’en existe pas.
3° La droite de l'infini rencontre la courbe en deux points imaginaires. Deux variétés comme plus haut.
Fig. 38.
ts.”
4° La droite de l'infini est tangente à la boucle et 5° cette droite est tangente à la partie de la courbe qui s’étend vers
NK Le
l'infini. Les figures se comprennent delles-mémes ; comme
dans le cas précédent, il existe encore ici deux variétés : la
CUURRES DU TROISIÈME ORDRE. 291 courbe est située tout entière d'un même côté de l’asymptote quand il y a un point d’inflexion à l'infini.
I] existe un point double à l'infini et par conséquent deux asymptotes parallèles; le point restant à l'infini peut être
Fig. 40.
6° sur la partie qui s'étend à l'infini, ou 7° sur la boucle. Dans le premier cas. le point d'inflexion est en dehors des asym- Ptotes parallèles ; dans le dernier, il est-à leur intérieur. S'il se trouvait aussi un point d’inflexion à l'infini, les deux branches, dans le premier cas, seraient situées d’un même côté de ’asymptote. |
8° La droite de l'infini est tangente à la courbe en un point d’inflexion et nous avons la parabole divergente du n° 199.
Fig. 41.
9” La droite de l'infini est tangente à la courbe en un point double; nous avons alors la courbe représentée ci-dessus, et
i ppelée le crident.
COURBES DU TROISIÈME ORDRE. 293 relative à la nature des points à l’infini. Il reste à dire quelques mots des classifications antérieures des cubiques. La première est due à Newton, Enumeratio linearum tertii ordinis ; elle est en substance la même que celle que nous venons de donner; remarquons toutefois que les courbes que nous avons comptées comme variélés sont pour lui des espèces distinctes; de méme aussi, quand une branche hyperbolique est tangente 4 deux asymptotes, nous ne recherchons pas, parmi les - angles. opposés par le sommet qu’elles forment, quel est celui où est située la branche, tandis que Newton disüngue les cas où cette branche se trouve dans l'angle coupé par la troisième asymptote ou dans l’angle opposé. Les cas où trois asymptotes se rencontrent en un point sont traités comme des espèces différentes. En ayant égard à ces distinctions, le nombre des espèces monte à soixante-dix-huit. Nous avons pris la division quintuple comme caractère disunctif primordial, et celle qui dépend des branches infinies ne vient pour nous qu'en second lieu; Newton a adopté la marche inverse.
Voici comment Newton procède pour réduire l’équation générale : un des axes étant choisi parallèle à l’asymptote réelle, le coefficient de y? s’annule par exemple, et l'équation de la courbe est de la forme
Y'(az+b)+yUr+gz+h)+pa+qa+rt+s—=o.
Le lieu des points milieux de cordes parallèles à l’asymptote €st évidemment
2axy +2by +fx+gr+h=o,
et, si nous supposons que nous ayons fait une transformation de coordonnées, par suite de laquelle les axes deviennent les asymptotes de cette hyperbole, les termes b, f, g s annuleront évidemment, et l’on voit que cette même transforma-
211. Nous avons déjà parlé de la discussion des cubiques faite par Plücker dans son System der Analytischen Geometrie. Dans cette discussion, la nature des points à l'infini est le fondement primordial de la classification. Si l’on commence par le cas de trois asymptotes réelles, où l'équation est de la forme zyz = ku?y, on distingue d’abord les cas où les asymptotes se rencontrent en un point, ou forment un triangle. On examine ensuite toutes les positions possibles de la droite satellite y; on cherche, par exemple, si elle coupe le triangle, si elle passe par un sommet ou rencontre tous les côtés prolongés, si deux centres critiques coincident (n° 192) et ainsi de suite. On dit que toutes les courbes qui peuvent être représentées par l'équation ci-dessus pour une position donnée des droites z, y, 3, » forment un £roupe, et, en donnant toutes les valeurs possibles à 4, on
Fig. 43.
distingue les différentes espèces renfermées dans le même Soupe. On comprendra plus facilement ces considérations
213. On trouvera les paramètres des points dont les langentes passent par un point donné en portant les coordonnées de ce point dans l'équation 24? 7 — 30? y + s — 0; et, comme le coefficient de 8 est nul dans la cubique résultante, la somme des inverses des racines est nulle ou, en d'autres termes, trois points dont les tangentes se rencontrent
. i la relation el!
en un même point sont liés par la relation statæ—0.
Deméme on sait quela condition pourque 26%r— 362} +:—0 soit tangente à une courbe de la p“"° classe est une relation du p'*™* ordre entre les coefficients 205, 382,1; or une relation de ce genre ne contient évidemment pas le terme À : il en résulte donc que les 3p points, où les tangentes sont tangentes 4 une courbe de la p'*™* classe, sont liés
par la relation y (5) — o. Voici quelques exercices qui mon-
trent comment on applique cette méthode a des exemples.
Exencice 1.— Trouver le lieu de l'intersection des tangentes dont la corde de contact passe par un point fixe d'une cubique cuspidale. Ceci revient à éliminer a et 8 entre les trois équations
ave—3xy+s=0, 28%r—38y-z—0, a+B+y—0o, dans lesquelles y est connu. Nous trouvons aisément Y(2Yz +37} +2rz = 0,
fquation d’une conique.
Exercice 2. — Si un polygone d'un nombre pair de côtés est in- ‘crit dans une cubique et si tous les côtés, sauf un, passent par des points fixes situés sur la courbe, le dernier côté passera aussi Par un ponit fire de la courbe. | |
Représentons les paramètres des sommets par @j, a2, ..., et ceux
points fixes par 01, by, .... Nous prenons, pour plus de simplicité,
* cas du quadrilatère, mais la démonstration est générale. Nous ‘None alors les équations '
COURBES DU TROISIÈME ORDRE. 261 l'origine et le rebroussement à l'infini. Dans la parabole cubique, l’origine est un centre et tous les diamètres de la courbe coïncident avec l’axe des y ; en effet, si nous menons
une droite quelconque y = mx + n, la somme des valeurs de x est égale à zéro.
La cissoide de Dioclès fait partie de la classe des cubiques cuspidales ; cette courbe a été imaginée par le géomètre de ce nom pour résoudre le problème qui consiste à trouver
Fig. 44.
deux moyennes proportionnelles. On peut la définir comme le lieu d’un point M’, où le rayon vecteur du cercle AM est
Coupé par une ordonnée telle que AP’ = PB. Nous aurons ainsi
AM’ = RM et par suite p= AR — AM = 27 sécw — 2r cosw=2r tangw sinw, ou, en coordonnées rectangulaires, a(z?+ y*)=ary?, ou (2r—a2)y=r'.
9 e e e L'origine est donc un point de rebroussement et 2r — x
une asymptote qui rencontre la courbe en un point d’inflexion Sllué à une distance infinie.
Newton a donné la construction élégante qui suit pour
COURBES DU TROISIÈME ORDRE. 263 qu’elle ait la forme (x? + y?)z= x*. Ici z est la tangente au point réel d’inflexion que la courbe doit avoir; x est la droite qui joint le point d’inflexion au point double et x? + y? sont les tangentes au point double; le signe supérieur se rapporte au cas de la cubique acnodale, le signe inférieur au cas de la cubique crunodale. On peut alors prendre pour coordonnées d’un point quelconque de la courbe des quanutés proportionnelles à (1 + 62),9(1 +94?), 1. Si nous substituons ces valeurs dans l’équation d’une droite arbitraire Ax + py + v5 = 0, nous avons, pour déterminer les paramètres des points où cette droite coupe la cubique,
(À + v) + pO 0? + pO? =o; et ces paramètres sont liés par la relation 00" +- 670" + 670'=— + 1.
Si la droite est tangente en un point d’inflexion, 4’ = 4" = 0” et, par conséquent, 0? = + 5. Donc une cubique acnodale a trots points d’inflexion réels; une cubique crunodale a un seul point dinflexion réel et les deux autres sont imaginaires.
On trouve que l'équation de la droite qui joint deux points
est (6? + 00/+ 0 1) r— (6+ 0’) y= E(1 + 67) (1 HO") 5;
donc l'équation d’une tangente est (307+ 1)2v— 20v=+(1= 67)? 5.
Nous voyons par là que, si quatre tangentes se rencontrent en un méme point, la somme des paramétres correspondants est nulle; ct que si deux des points nous sont donnés, nous pouvons immédiatement former l'équation quadratique qui détermine les paramètres des deux autres.
Il n'y a aucune difficulté à appliquer cette méthode à des
COURBES DU TROISIÈME ORDRE. 265 biques unicursales ('). Nous pouvons partir des expressions les plus générales des coordonnées en fonction d’un paramètre À : p:
za =3b Xu+3c ut + d pi,
yaa! } +38 Mu + 3c! Ap? + d'u,
3 =a")? + 38" dtu + 3c" Aut + d'u,
et écrire immédiatement l'équation de la cubique résultante sous forme d’un déterminant (comme dans le n° 44). Mais, d’autre part, il y a en général trois fonctions linéaires de
z, y, 3 dont les expressions en fonction de À et p» sont des cubes parfaits. Eu effet, si dans l'expression
Lz+My +Ns= (x + fu)
nous remplacons x, y, 3 par leurs expressions en À! pu, si nous égalons les coefficients de À°, À?u,..., et si nous éliminons
linéairement L, M, N entre les relations ainsi obtenues, nous trouvons
a aa’ a a#8 b b' OB aB? © c' c¢" T° Bs dd da
Aatrement dit, nous avons pour déterminer a; 8 une équation du troisième degré que nous pouvons écrire
Aa + 3Ba8 + 3Ca8° + DB: — 0, € A, 3B, 3C, D sont les déterminants du système
a bed\j a’ b' c' d' | .
a’ b" co” a’ ||
(') Pour plus de détails sur la méthode indiquée ici, voir Icaz, Math. danal., t. VI, p. 663, et Haase, Math. Annal.,t. tl, p. 526:
1 la condition en question peut ètre écrite aussi sous la forme Ap pp! + BO a? + pu + tu") + CV"? a! + Md" + ww u?) + D272” — O, fans laquelle A, B,... ont la même signification que dans lenuméro précédent. En d’autres termes, si les À ; u des trois points sont déterminés par l'équation
A’ + 3B'Xu + 3C'au + D'u—0,
k condition pour que ces trois points soient en ligne droite est (AD! — A'D)— 3 (BC'— B'C)— 0.
Nous obtenons le À: x d'un point d’inflexion en posant v= — 2", p= pp” — y" dans l'équation précédente, et nous retombons ainsi sur la cubique
Ap? + 3Bip? + 3C tu -+ DA — 0.
Nous pourrions arriver à la même cubique sous une forme un peu différente. L’équation générale, sous forme de détermnant, de la droite qui joint deux points, montre que, pour une cubique unicursale dont les coordonnées x, y, 3 nous sont données en fonction d’un paramètre, l’équation de la langente en un point quelconque est
ZT Ÿ 3
TL Va Sh O.
Ta Ja Sa Les indices représentent ici le symbole d’une différentiation des expressions de x, y, 3 par rapport à À ou p. On trouvera
de même que la condition pour que trois points consécutifs solent sur une même droite est
Tu Jar Sn
Ainsi, dans le cas de la cubique que nous considérons, les À : » des points d’inflexion sont fournis par l’équation
a@ah+byp bi+cp ci+du a'i+b'u BdA+c'p c'i+d'u a"\i+b"un b"i+cu c'1i+d'u
et l’on peut voir (Algébre supérieure, n° 169) qu'elle est identique avec la cubique dont on a déjà parlé.
216 c. Il y aura un point double sur la courbe quand le même point correspondra à deux valeurs différentes du râpport À : . Soient X: p’ etd”: »” deux valeurs quicorrespondent au même point; quel que soit l’autre point À” : »” que nous prenions sur la courbe, la condition du numéro précédent (que ce point soit sur une même droite avec les deux points qui coïncident au point double) devra être vérifiée. Si donc nous égalons à zéro les parties de cette relation qui sont respectivement multipliées par À” et x”, nous aurons
Au” + Bu" + dp!) + Cd" = 0, Bu" + CG'u" + 2"n') + DAD" =o. D'après la théorie des équations, si les deux valeurs de ):
qui correspondent au point double sont données par une équation du second degré, cette équation devra ètre
ue" — Au(l'u” + X72") 4- 24/0" = o.
Si donc nous éliminons p’, u”,... entre ces trois équations. nous obtiendrons l'équation du second degré
| 7 — ju pF | A B | O, B C D
qui déterminera les valeurs du paramètre du point double. En d'autres termes (voir .{{gèbre supérieure, n° 1951, cette
Nous formerons d’abord l'équation de la Hessienne
es dérivées secondes de la cubique sont, en négligeant le acteur 6 qui leur est commun à toutes,
Q@=a@r+a,y+a;5, f=—mr+ by + 0:53, b=b2+ by +b33, goar--my + c;3,
C=Or+Cy+es, h= ax+b;y+ ms.
En formant H = abc + 2 fgh — af?— bg?— ch?, Hestune -ubique dont les coefficients sont respectivement
= ab,c,— am'+2maa;— b,a?— c;ai,
= ba,c,— bm'+ 2mb,b, — a,b? — c,6?,
= ca,b,— cm amce,c, — a,c? — byc?;
= abc, — 2amb,+ ab,c, — ba? -+- m'a, — b,c, a,-i- 2a,a3b, — c,ai, =acb,— 2ame, + abc, - ca}+- m'a; -- bic;a; + 2a,a3c, — bai, = bac, — 2bma; + ba,c, -- ab? —- m? b, —- cya, b, +2b,b,a; — c, 62, = bea, — 2bmc, 4- ba,c,--- cb? -+ mb; — c,a,b; + 2b,b;c, — a; b?, 1= caby-— 2cma, + cab, — ac? --- mc, —- ay bye, + 20,C,a, — bc?, = cha; — acmb, + ca, b, — bc? + mic, — aybyc, + 2¢€,¢,6, — act, n= abc —(ab,c,+ bc, a; + ca, b;)
—2mMm —a2m(b;c;+ Ca + abs) + 3(a bic, + abc).
Par z,, 2,, x, et les coefficients en question par @,,,, @33,, @y,45 ---- La pre. Miére notation a l’avantage d'être très compacte; dans la seconde, au conlraire, chaque coefficient indique le terme auquel il appartient. Dans les formales auxquelles nous aurons beaucoup affaire, l’usage des suffixes convient Moins qu'une notation dans laquelle chaque coefficient est représenté par Wa seul caractérc; mais, comme I’équation générale de la cubique est em- Ployée seulement dans les articles qui suivent immédiatement, j’ai pensé que le second avantage était celui auquel il convenait de moins s’attacher. La ROtation employée dans le texte concorde avec la notation allemande, en remplaçant &,,, &,, 433 par a, b, c respectivement. D'après le mème prin- ‘pe les coefficients de z*, y”, 2? pourraient s’écrire a,, b;, c; et l’étaient Mtasi dans la premiére édition. Je ne mets pas de suffixes dans le cas de ces rois coefficients, non seulement pour abréger, mais aussi pour diminuer
risques de confondre l’un d’eux avcc l’un quelconque des six autres coef-
ts.
.Comme cas particulier du précédent, la Hessienne de
e+ y +s+6mxryz—=0o est — Ma + + s)+(i1+ami)xys —o.
219. Nous pouvons aussi former l'équation de la Cayleyenne. Ce contravariant exprime la condition pour que la droite ar + By + ys soit divisée en involution par le système de coniques U,, U2, Us, où
U,=a z'+biy'+c;s+amys — 2a,5r + 2a, ry, U,= a,2*+ b y'+ c;5+ab,ys+ amsr + 2b,zxy, U,= az? + by’ +e 3 + 2C2Y3-+20C15T + 2mMmx7.
La méthode pour former ce contravariant a été donnée (Sections coniques, n° 388 a) et le résultat y est exprimé en fonction des coefficients des trois coniques. En appliquant celte formule au cas actuel, nous trouvons
P = Az?+ BB+ Cÿ+3A,28 + 3A,2ty + 3B, Ba + 3B, 8*y + 3C, y?2 + 3C,y78 + 6M ady, A= bem — be,c, — cb, bs — mb;c,; + b,c? + ¢, b2, B = cam — ca, @; —- ac;c, — mac; + a,c? -- c,a?, C = abm — ab, b, — ba,a,— mb, a,+ ba? + a,b}, 3A,= — bea,— cmb, + bc? +- 2ca,b; + 2m*c,— 3mbyc, + C,a,b,+ bicic;— 2a,c!, 3A,= — bea,— bmc, + cb? + 2ba,c, + 2m*b,;— 3me,b,+ bya,c,+ b,c, b;— 24,82, 3B,= — cab,— cma, + ac?+ aca;3b, + am*c,— 3mayC, + C, a,b, a,¢,c,— abc, 3B; = — cab, — ame, + ca? + 2ab;c, + 2mta;— 3mc,a,+ asbic; + acsa3— 2a,b!, 3C, = — abc, — bma;+ ab? + 2ba,c, + 2m*b,— 3ma,b, + bia;c,+a;b;b;— 2¢, 63,
COURBES DU TROISIÈME ORDRE. 273 ,.—= — abc, — amb, + bai + 2ab,c, | + am’?a,— 3ma,b, + a,b,c, + a,a,b; — 2¢, a}, = abe —(ab,e,+ bce,a,+ ca,b,) — 4m’ + 4m(b,c,+ caa + a,6;) — 3( a,b,c, + abc).
En particulier, la Cayleyennede .r° + 33 + 33 + 6mxysest
m(a + B+ y3)+(1 — 4m?) By = 0.
220. Si, dans le contravariant qu’on vient de trouver, nous mplaçons a, 8, y par des symboles de différentiation par pport à x, y, 3, respectivement et qu’ensuite nous opérions r la cubique donnée U, le résultat sera un invariant (A/èbre supérieure, n° 139).
Cet invariant, que nous représenterons par S, est du qua- 1ème degré par rapport aux coefficients ; il est égal à
S = abcm — ( bca,a; + cab,b,+ abc,c,) -— m(ab,c,+ 6c,a;-+ ca, 6; ) +(ab,ci+ ac, b3+ ba,c? + be,a? + cha + ca; b?) — m+ am"(b,c;+ C,a,+ a:b;) — 3m(a,b,c,+ a;b,c,)-- (b2c? + cia? + a3 b?) + (Ca: 05 + a,b, b,c, + b,¢,c,4,).
revient au même de dire que |’équation de la Cayleyenne eut s'écrire
d d d d d d 3 3 «3 _ 2R _ 2., 2., ___ GET dot Cae te Bag “da + Va,
+ fra 7 + Page + +28 a + a fy ia) S=o.
Nous avons indiqué (Algèbre supérieure, n° 162) la méthode symbolique par laquelle Aronhold a primitiyement obnu celinvariantS ; sa notation symbolique est(123)(234)(341) Ata); celle de son évectant, la Cayleyenne, est (123)(x23)(x3:) 41), Pour la forme canonique, S est #2 — m', et, comme S ‘st nul quand m = 0, c'est-à-dire quand |’équation est de la
S. — Courbes planes. 13
COURBES DU TROISIEME ORDRE. 279 b, b8c? + ac,cib? + be,ciai+ ba,a}c? + ca,a} b} + cb, bai) a,b,c} + aa;c, 63 + bb,c,ai + bb, a,c} + cc,a,b% + cc, b3a3) + 24m (b,c, + C,Q_+ @36;) — 36m? (a2 bse, + a, 5, C2) *( B,C, C_Qq + Cy Q_,43b,+ a,b, b,c,)— 24m? (bic? + c2a2+ a? b?) (A, b,C, + Ab, C,)(O, 0, + C2, + A963) +8( bic} + C3 a3 + a} bi) 11 b3c? + a? b2c?)— 6b,¢,c,a, a, 6, 402 c,a,+ bicia;b;+-cjaja;6,+-ciai b,c, + a} b? bc, + at bic, a,).
Pour la forme canonique cet invariant se réduit à 1— 20m — 8m.
Sa forme symbolique est (123) (124) (235) (316) (456)?.
Nous pouvons de Vinvariant T déduire un évectant
dont nous n’avons pas besoin d’écrire les coefficients tout au long. Pour la forme canonique, ce contravariant, que nous représenterons par Q, est égal a
Q—=(1 -- tom?) (23 -+ B3-+- ¥3) — (30m? -+ 24m!) aBy — o.
Tout invariant de la cubique peut s’exprimer en fonction rationnelle de S et de T. Ceci peut se démontrer de la même Manière qu'on l’a fait pour le théorème correspondant relatif à une quartique binaire (A/gébre supérieure, n° 245); il y a
aucoup de ressemblance entre la théorie d’une quartique binaire et celle d'une cubique ternaire.
222. Nous avons exposé aux n™ 91 et 188 la méthode à ‘uivre pour former l'équation de Ja réciproque d’une cubique. Nous donnons le résultat, en écrivant seulement tout au long les termes dont la forme est réellement distincte. Les autres toefficients peuvent se déduire de ceux-là par une permutation ‘ymétrique de lettres :
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équation du troisième degré pour déterminer le rapport À: 2, c'est-à-dire qu'il ya, comme on l’a déjà établi, trois cubiques qui ont pour Hessienne une cubique donnée.
Comme cas particulier de ce qui précède, la seconde Hessienne est
H(HU)=— 8S'U + 2TH
il en résulte que To exprime la condition pour que la seconde Hessienne soit la courbe primitive. Si S = 0, c’estidire (n° 220) si l'équation est réductible à la somme de trois cubes, la Hessienne coïncide avec sa propre Hessienne et se compose de trois droites, comme nous le montrerons dans le numéro suivant.
226. La Hessienne rencontre une courbe en ses points d'nflexion, c’est-à-dire aux endroits où trois points conséœufs de la courbe sont en ligne droite; si donc une courbe Nest pas une courbe propre, mais un système comprenant une ligne droite comme partie intégrante, tout point de cette droite est un point de la Hessienne et, par conséquent, quand la courbe se compose de trois droites, ces lignes contituent la Hessienne. Ceci peut se vérifier en formant la Hessienne de xyz = 0. Ainsi, le système de conditions pour que l'équation générale représente trois lignes droites s’obtient en exprimant que les coefficients dans l'équation de la Hessienne (n° 248 ), sont proportionnels aux coefficients correspondants dans |’équation de la cubique. Ce sont c _ ay ag D bs ey res _m
C a, a; bb,” by OC eg m
C'est un système de quarante-cing équations, qui paraissent équivalentes à neuf, mais qui en réalité ne sont équivalentes qu'à trois équations indépendantes. En effet (Sections coniques, n° 78) trois conditions seulement sont nécessaires Pour qu'une équation du troisième degré contenant neuf con-
{oPvape = " nl
nous pouvons déterminer a, b,c, m par des équations du premier degré. C’est de cette manière qu’on peut effectuer la réduction de l'équation d'une cubique non singulière à la forme canonique.
Exercice 1. -- Calculer les invariants de la cubique
axr(y*-- 3%)-- by(s*§—2?)-- cs(z2--7?)= 0.
228. Parmi les quatre tangentes qu'on peut mener à la cubique par un point de cette courbe, deux coincident seulement lorsque la courbe a un point double, puisqu'une cubique n’a pas de tangentes doubles. [équation des quatre langentes est (n° 78) A? = 4 A'U et, si l’on prend
U=nm+yp+ 33+ 6myse, 1=i[z (x? +amys) + y'(¥?+ 2msxr) -+ 5'(5?+amry)], V=3[xr(.0'2? + amy's') + y(y'? +2ams' xc’) +5(3%+ ame’ y’)].
En faisant so dans A?= 4A'U, nous obtenons une équation du quatrième degré qui détermine les quatre points où les tangentes rencontrent la droite 3; cette équation est
(zx? + y'yt+ams'ry) = 402+ La (atom 3) y(y't-+ ama!) où bien tp’? +8my"s")z" + 4(y'?-—ms' x’) ac y--6(2' y' + amis?) 2757 + 4(2%— my's') ry) +(y'? + 8ms'z')y'= 0.
D'après ce qu'on a dit, il est clair que le discriminant de cette quartique doit contenir comme facteur le discriminant de la cubique. Si maintenant nous nous rappelons que
r+ y+ ss Gmr' rs = 0,
Nous trouvons pour les invariants s et ¢ de la quartique
COURBES DU TROISIEME ORDRE. 289 forme m, mw, muw?, en désignant par w une des racines cubiques imaginaires de l’unité et le rapport commun des racines est w. C’est ce qu’on appelle la section équi-anhar-monique.
230. A l’aide de la forme canonique, nous pouvons former, comme dans le n° 225, les invariants S et T de AU + 6uH, ou de
(. — 6pm?)(2? + pt + 35) + G[m + w(t +2m)]zys, et nous trouvons sans difficulté
SAU+6pH)=S A+ TI p—24 St put 4ST hy? — (TE 488) n° T(AU+6pH)= TA — g6S’À5 — 60 ST À° n° -— 20T1)3u3 + 240S1T tp?
— 48(ST? + 96S!)2u5 — 8(52S5T + Thu,
elsi, au moyen de ces valeurs, nous formons le discriminantR où T? +. 64S3, nous obtenons
ROAU + GuH)=R(ùt + 2482? 2? + ST au — 48S1 p+).
Dans cette relation le facteur qui multiplie R est le cube de la fonction du quatrième degré en } et u formée au n° 227: nous aurions pu le prévoir, car, si la cubique U n’a pas de point double, les seules cubiques à points doubles qu'on peut mener par les points d’inflexion sont les quatre systèmes de lignes droites. Les valeurs que nous venons de donner pour lesS et T de AU + 6uH sont des covariants de cette fonction du quatrième degré en ) et u; elles diffèrent seulement par les facteurs numériques 4 el 2 respectivement de la Hessienne et du covariant appelé J (A/gèbre supérieure, n° 209); et les coefficients de U ct H dans la valeur de H(AU + 6pH) ne diffèrent que par des coefficients numériques des dérivées par rapport à À et u de la forme du quatrième degré.
Tous les covariants cubiques peuvent s'exprimer, sous la
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ir laquelle il opére et, dans cette méthode symbolique, l'ordre 2 la fonction sur laquelle on opère est un multiple de celui e la forme donnée.
Il est facile de voir que l'équation de tout covariant ubique de 2° + y3 + 53 + bmzxys —0o est de la forme (x3 +-)3 +2) + Br): = 0; et cette expression est, comme ious l’avons vu, réductible à la forme XU + pH = 0; cepenlant, pour exprimer les covariants d'ordre plus élevé, 11 est nécessaire d’avoir un troisième covariant fondamental. Celui que nous choisissons peut se définir comme il suit : considérons la polaire conique d'un point ax? + ... et la polaire conique du même point par rapport à la Hessienne a’ x? +...; il existe alors (Sect. coniques, n°378) une conique covariante de ces deux courbes qui est donnée par l'expression
(B'C+ B'C— a FF’)a? +... =0,
‘tla condition pour que cette conique passe par le point primuf fournit un covariant de lacubique. PuisqueB, C,... conüennent chacun les variables au second degré, le covariant est du sixième degré par rapport à ces variables; et, comme B,C, ... sont du second degré et B’, (’ du sixième, par rapport aux coefficients, il est du huitième ordre, par rapport a ces coefficients. La valeur effective de ce covariant pour l'équation générale n'a pas été calculée; mais, si nous uous servons des valeurs de A, B, ... données dans le huméro précédent, nous trouvons que, pour la forme canonique, ce covariant est 40; @ est égal à
3m*(1+-2 mr + y3+ 53)? m(1—20m'— 8m) +y+39)ry5 —3m?(1— 20m? + 8m').r* 42 5? — (148m)? (y 59+-27+53.27 73) ou m3 (2 + m?)U? m1 + on) UN + 3m? HH? — (1 + 8m) (7838 + 5378 + xt)
llexiste deux autres covariants du même ordre que @ par rap-
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nous avons J? = p'q + 18pqr — 257? — 40? — 4rp*.
Mais p, g, r sont immédiatement exprimables en fonction de U, H, 6; en les remplaçant par leurs valeurs dans l’équation qu’on vient d'écrire, on a
J} — 463 + TUÜ'e:
+ 8(— 4S Ut -+ 2 STUSH — 52 S'U?H? — 18 TUH® + 108SH') — 16S USH — 11 S'TU* H?-— 4T*U?H? + 54STU'H:
— 432S* UH® — a7 THE.
L'identité que nous venons de donner peut être mise sous la forme
48(8 + AU?)(6 + 2p U?)— J* + Hé,
Cetteexpression montre que le système 8 (8 + ÀU2)(8 + LU?) est tangent à H, c'est-à-dire que H est tangente à chacune des courbes représentées par les trois facteurs, ou bien passe par leurs intersections deux à deux. Mais 96, Uet H n’ont pas de point qui leur soit commun à toutes les trois : donc H est tangente à @. La courbe J qui passe par les points de contact se compose des polaires harmoniques des neuf points d’inflexion. Nous donnons encore un exemple ou deux, pour montrer qu’il et possible d'exprimer les autres covariants en fonction
de U, H, 6.
Exercice 1. — Former l'équation des neuf tangentes d'inflexion. Nous avons fait voir (n° 217) que les tangentes d'inflexion sont C—(1+- 8m?) 73, U—(1+8m3)y3, UÙ —(1 + 8 m3) 33. Faisons le produit de ces trois facteurs, nous aurons Ci 8 m3) (23 +y3+ 25)U?
S. — Courbes planes. 1g
COURBES DU TROISIÈME ORDRE. 291 OP+uQ)=(T + 536S1T)X6 + 288 (5S? T? — 19285) Ady + 540( 3ST? — 320S'T)A* p? + 540(T* — 4488°T?) 13 n° —19440(7 S*T?—64S5T) A? p* — 11664(3ST*— 32S8'T* + 2048S87)A nu — 5832 (T5 + 40S*T? + 2560S°T) ps, X0.P +p Q)=[SAP+T 3 p+-72S?A2 2+ 108ST ut +27 (T?— 16S*)p*}3 R?.
De méme que dans le n° 230, les fonctions du quatriéme et du sixième degré en À et » qui figurent dans les valeurs de S et T sont les covariants de la fonction du quatrième degré dont le cube entre dans la valeur de R.
On a aussi
HQP+~Q)—[T 2+ 144 SX p?+-324ST Ap?+ 108(T?— 16S?) u3]P —(4SX + 3TA2 p+ 1448702 yn + 108ST p° )Q
les quantités qui multiplient P et Q respectivement étant les dérivées, par rapport à x et À, de la même fonction du quatrième degré.
234. Nous pouvons former de la même manière le P et le Q de AU + 6H, et nous trouvons
PAU + 6p) = PA + QMy— 19SPAu*+ 4(SQ — TP)’, QU + 6pH)=QaAs + 60SP + yu — 30 TP Xp? — 10 TQ ps + 120(2S1Q — STP put -+ 24[STQ — (T?+ 24S*)P]p5; maintenant nous représentons par set ¢ le S et le T de AU +6uH, donnés dans le n’ 230, ces valeurs différent
seulement par les facteurs 3(T?-++ 64S*) et (T? + 645) > respectivement de
(48S*P + TQ) 5 as > + (3TP— 4SQ)
(48S*P + TQ) À + (3TP — (SQ) =
si nous formons.encore le P et le Q de (AP + 2Q), les résultats sont P(A P+ 2Q)—A?(8S*U — TH) +182 u(STU+8S'H) + ghp*[(T? — 32S?) U + 12 STH] —54w[4S*TU —(T?+ 328*)H] QAP + 2Q)=A5[16S*TU + (T? + 1925*)H) + 30)'p[S(T?— 64S*) U + 168° TH] + 1523 pt[T(T? — 820S*) U + 48ST?H] —a7024p3[ 16ST? U—T(T?—64S")H] —1620)p'[ ST? U + 4S*(T*— 64S") H] —3a4 pu [(T +24 T?S?-+-5 128*)U—6ST(T?+ 1288) et si maintenant nous désignons par set ¢ le S et le T de \P-+ pQ, que nous avons calculés n° 223, ces valeurs différent seulement par des facteurs de
ds ds et dt dt (48S?U + 18TH) D + (TU — 24SH) qa
A ces formules on peut ajouter la réciproque de XU + 6uH. qui est (+ 24S 22 ut +872 p?— 488% us) F — ahe(i3 + aT wt) Pt af ut(t— 4S ut) PQ — 82p?Q* et celle de XP + uQ, qui est 4[Sa* + Thu + 7257)? pt + 108ST Ap? + 27 (T° — 168?) ut je [TX + 2168 TX pt + 108 (T? — 64S?) iu? + 3888 TS! ut JH! — [16812 + 23ST du + 18T? tp + 216S(T?+ 32S)pt]UH + [648723 a+ 1448? Td2p? 4- 1088 Tu + as T (T2168) yu JU.
239. Nous allons maintenant indiquer ici une identité fort utile. Supposons que, dans une cubique, nous remplacion<r. vy 5, par cbr", +, 5 + As’, et que nous éerivinns le résultat sous la forme
autrement dit, supposons que S et P représentent la conique polaire et la droite polaire de (z’, y’, 3’) par rapport a U; ce qui donne, pour la forme canonique
S=(2*+amys)zr'+(y*+ amsr)y'+(s?+ amzry)z’, P= (z'*+amy's')a+(y*+ams'z')y +(3%+amx'y")s;
supposons de méme que le résultat d’une substitution semblable dans H soit écrit sous la forme °
H + 322 + 3270 + AH
cest-à-dire soient X et II la conique polaire et la droite polaire de (x’, y’, 5’) par rapport à la Hessienne, nous pourrons alors, à l’aide de la forme canonique, vérifier l'équation identique qui suit
3(Si— 2P)= H'U — HU’.
ll résulte de là que, si (z’, >”, 2’) est sur la courbe et si, par conséquent, U’ = 0, l'équation U = 0 peut être écrite sous la forme
Si— =P=o.
De cette forme découlent immédiatement les conséquences Sutvantes :
(a) Les droites P et II se coupent sur la cubique : c’està-dire le tangentiel du point (z’, 3”, 3',) ou le point où la tangente P rencontre de nouveau la cubique est l’intersection de P avec IT, polaire de (x’, y’, 3) par rapport à la Hessienne (n° 183).
(b) Les points de contact des tangentes menées de (x’, )’, 3’) ala cubique, qui sont, comme on le sait, les intersections de S avec U, sont aussi les intersections de S avec 2, conique polaire de (x’, y’, z!) par rapport à la Hessienne.
(c) L'é équation SIT — EP = o est le résultat qu’on obtienmit en éliminant une indéterminée § entre S + 95 — 0,
P41 — 0. La premiére équation représente une conique
passant par les intersections deS, E; la seconde est la polaire de (x', 9’, s') par rapport à la même conique : par conséquent, la cubique donnée peut être engendrée comme lieu des points de contact des tangentes menées d’un point (2’, y', 3!) à un système de coniques passant par quatre points fixes.
(d) Si S+ 42 représente deux droites, P+- OI passe évidemment par leur intersection ; cette intersection est donc un point de la cubique, et P+ OI est la tangente en ce point : done les quatre points de contact des tangentes à la cubique, issues de (2, y’, z'), forment un quadrangle dont les trois centres sont sur la cubique et sont les points cotangentiels de (2', y', 2')(voir n° 150).
(e) Si nous considérons les points d’intersection de li courbe et de sa Hessienne par une droite quelconque, par exemple 3 — 0, l'identité du présent numéro nous donne
ab—ba=3(a,b,—b,as),
c'est-à-dire que l'invariant P des deux cubiques binaires s'annule. On voit done encore que la Hessienne rencontre la courbe en ses points d'inflexion. En effet, puisque P est nul, l'éliminant des deux formes est Q = 0 (Algèbre supérieure. n° 200). Donc aux points d’intersection, u + 4e renferme un cube parfait.
236. Je me suis servi de cette identité (Philosophical Transactions, 1858, p. 535) pour former l'équation de h conique qui passe par cing points consécutifs d’une eubique. Puisque S est tangente à la cubique et que P est la tangente commune, l'équation d'une conique tangente à U en 2,75) est S— PL = 0, L=ar+ By +72 étant une droite arbitraire, Mais, au moyen de l'identité que nous avons établie, l'équation de la cubique peut se mettre sous la forme
u($— PL)=P(2—UL).
COURBES DU TROISIÈME ORDRE. 299 Donc les quatre points où S — PL rencontre de nouveau la cubique sont ses intersections avec Z — LIT; et, si cette dernière conique passe par (zx, y’, 2’), la première passera par trois points consécutifs de la courbe. Mais, si nous remplaçons x, y, 2 par x’, y’, 2’, nous aurons > = Il’ = H' et la condition -pour que 2 — IIL passe par (z’, y’, 3') est L=1. Maintenant, pour queS — LP passe par quatre points consécutifs, 2 — LIT doit avoir P pour tangente au point (x, y’, 2’). Mais la tangente à © — LIT (qui est la polaire de z'y'3' par rapport à cette fonction) est
aN — L'H — Li’
ou bien I — H’L (puisque L’=1; I'—H'), et, comme celle quantité doit être proportionnelle à P, nous avons
L = ) P + H Il.
L'équation générale d’une conique passant par quatre points consécutifs est donc
;_gp:— | py — 5—O6P ip Pi=o,
el _ — — 1? — x — OPH WV ll? —o passe par les deux points ott la précédente conique rencontre de nouveau la cubique; l'équation de la cubique est réduclible à la forme s —_ gp: — _ — Em).
n(s oP Pu)=P(= oPn— in ) 237. Puisque ces deux coniques ont P pour tangente com- Mune, il sera possible, en ajoutant les équations multipliées
par des constantes convenables, d’obtenir un résultat divisible par P, et le quotient représentera la droite qui joint les
x, 3’ dans les résultats, en remarquant que
dS' __ dP' ds! ___ du’
— —2— >) — —=2->- 5) dx’ dx! di’ dx
nous avons M’= an, et le résultat de la substitution de 2’, y, 3! à la place de x, y, 3 dans
M— Én_e(n-pP)=0,
est u — QH’= 0; et, comme nous avons trouvé u = — ae - he nous avons § — — pr” et le problème est complètement
résolu.
239. Nous allons indiquer une autre forme générale à laquelle on peut ramener l’équation d’une cubique et qui est la suivante :
ais + by — 33 -- du = 0 où T+yÿ+s+u—o.
La conique polaire d’un point (x',>/, 2’, u') étant
ax! x* + by'y + c3 5 -+ du'uf = 0,
k conique polaire du point pour lequel z'=— 0, x/— 0 est un couple de droites passant par uw = 0, 3 = 0, on voit par là que les points xy, su;x3,vu;xu,y3 sontdes couples de points correspondants sur la Hessienne. La forme que nous venons d'écrire contient implicitement onze constantes et |’équation générale d’une cubique peut s’y ramener d’une infinité de manières. Les valeurs des invariants pour cette forme sont
S = — abcd, THOlCeia cd a? + dah? + a° bc?
— 2abcd(ab + ac + ad + be + cd + db).
Le discriminant se forme au moyen de trois équations
-~ mn mo
Si la courbe a un point de rebroussement, nous avons $= 0, T = o(n° 224), et toutes ces différentielles s’annulent conformément à la théorie. Si la courbe a deux points doubles, c’est-à-dire si la cubique se décompose en une conique et une droite, nous avons la suite d’égalités de rapports
dT dS dT dS _dT dS dada db db dd
Ces équations, écrites tout au long, formeratent un système d'équations dont chacune est du huitième ordre par rapport aux coefficients; elles constituent le système de conditions
pour que l’équation générale du troisième degré soit résoluble en facteurs.
241. Il est une autre forme sous laquelle on peut écrire les conditions précédentes. Remarquons d’abord qu’un point double sur la courbe étant aussi point double sur sa Hessienne, les équations d’un pareil point satisferont aux équations obtenues en différentiant par rapport à x, y, z les équations et de la courbe et de la Hessienne. Dans le cas de la cubique, ces six équations différentielles sont toutes du second degré, et nous pouvons en éliminer linéairement les six quantités x’, y?, 52,33, 3a, ey de manière à obtenir le discriminant sous la forme du déterminant
a 6, cy m ay a, a, D cy by m +B,
a, bs € cy, c; m
Nous avons vu aussi (n° 226) que les conditions pour que la courbe ait trois points doubles s’expriment en prenant une quelconque des trois premières lignes horizontales, la ligne
correspondante dans les trois autres et en égalant à zéro le déterminant formé avec deux colonnes quelconques de ces lignes. De la même manière aussi, les conditions pour que la courbe ait deux points doubles s'expriment en prenant deux quelconques des trois premières lignes et les deux lignes qui leur correspondent dans les trois autres, et en égalant à zéro le déterminant formé avec quatre colonnes quelconques de ces lignes. Pour le démontrer, il suffit de remarquer que, si U = PV, V représentant une conique et P une droite ax + 8y+yz, la Hessienne de U est de la forme XU + 4 P3, comme nous le démontrerons dans le numéro suivant. En conséquence, nous avons
aH ds da ae PRES di _,aU
D = SUB dH _,dU Ge ae + Sul;
nous en déduisons
ee dl tt Er ÉD US ce qui montre que les différentielles de H-et U relativemeit à x et y sont liées par une relation linéaire identique et qu, par conséquent, le déterminant formé des coefficients de quatre termes correspondants de ces équations s’annule.
242. La Hessienne de l'expression PU, dans laquelle P rtprésente la droite 4x + By +7s et U une fonction de degré quelconque, petit se former de différentes manières. Les dérivées secondes de PU sont Pa+24l, Pb+26M, Po-+-ayN, Pf+BN-+YM, Pet yL+aN,Ph-aMfhi dans ces expressions, L, M, N représentent, comm ment, les dérivées premières, eta, b,... les dérivées secondes
COURBE DU TROISIEME ORDRE. 301 de U. Servons-nous de ces valeurs pour former |’équation de la Hessienne et réduisons le résultat au moven du théorème sur les fonctions homogènes
(a —1)L = ar + hy + g3; nous obtenons pour la Hessienne de PU | n° (n—1)* P n—!
ici F est la quantité (be — f?)a? + ... (n° 484) qui, géomériquement, représente le heu des points dont les coniques polaires sont tangentes a la droite donnée.
Plus généralement, nous trouverons de la même manière que la Hessienne de UV est |
a+ ri) sup, (ntn'—i)*,, ni UH' + are 7 V Th = reve cuves
Comme dans les Sections coniques, n° 370, 8 et 8 représentent respectivement ici (bc—f?)a'+...et(b'c—f'ja+.…., et W est le covariant
(be! + b'c— aff!) LL! +
UVW.
La forme que nous venons d’écrire montre que les intersections de U, V sont des points doubles sur la Hessienne et que les tangentes en ces points sont respectivement les tan-
gentes à U et V (!).
() Pour la théorie générale des formes cubiques ternaires, voir les Mé- Moires d’Aronuotp, Journal de Crelle, t. 39, p. 140 (1850) et t. 55, P- 97 (1858); le troisième et le septième Mémoire sur les formes de M. Caytey, Philosophical Transactions, 1856 et 1861, et le Mémoire de CLesscu et Gonnax, Mathematische Annalen, t.1, p. 56 (1869), t. VI, p. 436 (1873). Voir aussi GUNDELFINGER, Math. Annal., t. IV, p. 144 (1873).
Dans chacun des quatre derniers cas, la courbe est unicursale.
Toute quartique peut être considérée comme comprise dans l'une ou l’autre de ces classes. Il existe toutefois des formes spéciales, provenant de la coincidence de points doubles ou de points de rebroussement qui méritent qu'on les considère à part.
1° Deux nœuds peuvent coïncider, en donnant naissance à la singularité appelée nœud de tangence ou point tacnodal; c'est par le fait un contact ordinaire (biponctuel) de deux branches de la courbe (voir n° 38, IIL). Il faut remarquer que la tangente commune compte deux fois comme tangente double de la courbe; ainsi, en supposant qu'il n’y ait pas (en outre du point tacnodal) de nœud ou de point de rebroussement, la courbe appartient à la classe IV et ses caractéristiques sont celles que nous avons indiquées ci-dessus ; mais 6 = 2 indique qu'il ÿ a un point tacnodal, ett = 8 que les tangentes doubles se composent de la tangente au point tacnodal comptée deux lois et de six autres tangentes doubles.
2° Un nœud et un rebroussement peuvent coïncider, en donnant naissance à la.singularité nommée, d'après cela, rebroussement nodal et que nous avons appelée un rebroussement ramphoidal (n° 58).
Remarquons que la tangente compte une fois comme tangente double et une fois comme tangente stationnaire. Si donc nous supposons qu'il n’y ait pas d’autre nœud ou d'autre point de rebroussement, la courbe appartiendra à la classe V et ses caractéristiques sont données ci-dessus ; mais ¢=1,x — 1 montrent qu'il existe un rebroussement nodal ; += 4 comprend la tangente au point de rebroussement et trois autres tangentes doubles; t = 10 donne la tangente au rebroussement et neuf autres tangentes stationnaires.
3° Trois nœuds peuvent coïnçider si on les considère Comme points consécutifs d’une courbe de courbure finie;
COURBES DU QUATRIEME ORDRE. 305 lormant un point triple particulier qui ne différe pas d’unc maniére visible d’un point ordinaire de la courbe. Cette dernière appartient à la classe IX, dont les caractéristiques ont été données plus haut; 6 = 1, x = 2 se rapportent ici au point triple en question.
244. Pour mieux montrer la distinction entre les différents genres de points doubles que nous avons énumérés, supposons que l’origine soit un point double pour lequel les deux tangentes coincident avec la droite y = 0; l'équation de la quartique sera de la forme )? + us + u, = 0, dans laquelle
Wiomae+bsey+ery +dy*, u,=er +fry +...
Nous procédons maintenant comme dans le n° 36. Pour déterminer la forme de la courbe dansle voisinage de l’origine, nous posons y = mz? et nous déterminons 8 de manière que deux ou plusieurs exposants de x deviennent égaux entre eux et moindres que l’exposant d’un autre terme quelconque; et nous nous attachons seulement aux termes du degré le moins élevé en x. Supposons que a ne soit pas nul. Nous trouvons B = 2; la forme de la courbe près de l’origine est k même que celle de la courbe y? + ax? = 0 et l’origine est un rebroussement ordinaire.
1° Supposons a — 0. Nous avons alors 8 = 2 et m est déterminé par l’équation du second degré m? + bm +e=o. la courbe se compose de deux branches, dont les formes près de l’origine sont respectivement les mêmes que celles des courbes y¥ =m, x*, y = Mix, m, et m2 étant les racines de l’équation ci-dessus. Les branches sont tangentes entre elles et l’origine est un point tacnodal.
2" Supposons que l'équation du second degré dont il vient d'être question ait ses racines égales; la forme de l'équation est alors
(y — mac?)? + ery? + dy3+ fay +... 220,
S. -- Courbes planes. 20
ae ee
L'origine est un rebroussement tacnodal. Le point double ordinaire ne peut pas donner de singularité d’ordre plus élevé dans une quartique proprement dite; car la dernière hypothèse à faire consisterait à supposer que A est nul, et dans ce cas l'équation se décomposerait en deux facteurs du second degré. Le cas où l’origine est un point triple ne nous semble pas exiger de plus amples développements.
245. Nous n'avons jusqu'ici fait aucune distinction entre le réel et l’imaginaire. Si nous admettons que la courbe soit réelle, les nœuds et rebroussements imaginaires ne se présentent que par couples, et leur présence nous permet de distinguer les différents cas en conséquence; ainsi nous pouvons avoir un seul nœud réel, deux nœuds réels ou deux nœuds imaginaires, trois nœuds réels ou un nœud réel et deux imagnaires ; il en sera de même pour les points de rebroussement.
Un point double réel peut aussi être crunodal ou acnodal. Ces distinctions, relatives au réel et à l’imaginaire, se présentent rarement en ce qui regarde les singularités dont nous avons parlé plus haut (la condition que les imaginaires se présentent par couples implique le plus généralement la réalité de ces singularités). La seule distinction qu'il semble uule de faire s'applique au point triple ordinaire; il peut avoir trois tangentes réelles, ou bien une réelle et deux ima- &inaires. Dans le premier cas, le point est l'intersection de trois branches réelles de la courbe; dans le second, il est la Commune intersection d’une branche réelle et de deux branches imaginaires; ou, ce qui revient au même, nous ‘avons une branche réelle qui passe par un point conjugué. Ce point ne diffère pas visiblement d’un point ordinaire de la courbe, il ressemble à cet égard au point triple spécial que nous avons mentionné ci-dessus sous le n° 7; la diffé-
rence consiste en ce que, dans le cas d’une branche ordinaire
passant par un point conjugué, les tangentes sont l'une réelle et les deux autres imaginaires, tandis que, dans le eas du point triple spécial, elles sont toutes trois réelles et coincidentes.
246. Il existe encore d’autres singularités dont il faut tenir compte. Un nœud ou point double peut être un point d’inflexion sur une des branches qui le constituent, c'est-à-dire que la tangente à cette branche au point double peut rencontrer cette branche en trois points consécutifs (ou la courbe en quatre points coïncidents); le nœud peut aussi être un point d’inflexion sur chacune des branchés qui le constituent,
Un pareil point dose peut être considéré (dans le premier cas) comme formé par la réunion d'un point double ordinaire avec un point d’inflexion, et (dans le second cas) de ce même point double avec deux points d’inflexion; le nœud pourrait s'appeler un nœud énflexionnel, point flecnodal ou point biflecnodal suivant le cas. Le point ou les points d’inflexion qui coincident ainsi avec le point double, doivent être comptés parmi les points d’inflexion de la courbe et le nombre des points d'inflexion restants doit dt diminué en conséquence. Un point bifleenodal wee 4 priétés analogues à celles que nous avons et suivants) pour les points d'inflexion des cubi ral, si nous cherchons le lieu des moyennes harmoniques sit les rayons vecteurs issus de l'origine que nous supposons ttt un point double de la quartique wi + ws + tz = 0, no trouvons w3 + 2u3—0. Si donc wy est facteur dans ms; k lieu devient une ligne droite, et le point polaire harmonique, jouit des propriétés établies (n° 17) Les points de contact des tangentes issues de ce vent sur une ligne droite et la courbe peut être projetée de manière qu'il devienne un centre, ou, encore, de maviti que toutes les cordes parallèles à une droite donnée soient
coupées en deux parties égales par un diamètre fixe. Dans ce dernier cas, la forme de |’équation est, en général,
>'(x—a)(xz—b)=+A(z—c)(x—d)(x—c)(x—f).
Il n’y a pas de difficulté à discuter, comme dans les n° 39 et 499, les différentes formes possibles de courbes comprises dans cette équation, en ayant égard à la réalité et à la grandeur relative de a, b, ...; on en déduit aisément les différentes formes que peuvent affecter les projections de ces courbes.
247. Enfin une quartique peut encore avoir un autre genre de point singulier dont il faut tenir compte dans la classification; c'est un point d’ondulation, c'est-à-dire un point où la tangente rencontre la courbe en quatre points consécutifs. La tangente en un pareil point remplace deux tangentes sauonnaires et une tangente double. Une quartique peut avoir quatre points d’ondulation réels. Il est facile de s’en convaincre en écrivant l'équation sous la forme ways = S?,
" dans laquelle S est une conique tangente aux quatre droites sv, x, y, 3.
248. Nous n'avons pas encore épuisé la liste des éléments caractéristiques que la projection n’altére pas et dont il faudrait tenir compte dans une classification complète des quartiques. On se rappelle que nous avions divisé les cubiques non singulières en cubiques unipartites et en cubiques biparlites, suivant que tous les points réels de la courbe constituent ou non une suite continue. II est naturel de penser qu'il doit exister une distinction semblable pour les quartiques.
Leuthen a étudié en détail (Math. Annalen, t. VII, p. 411) les formes possibles des quartiques non singulières. Il fait remarquer que les branches d’une courbe peuvent être divistes en branches d'ordre impair, qu'une droite rencontre en
310 CHAPITRE VE un nombre impair de points, et en branches d'ordre pair. Ces dernières sont ce que nous avons appelé des ovales(n® 200); nous employons ce mot pour désigner non seulement les ovales dans le sens ordinaire du mot, mais encore leurs projections. Par exemple, dans cette acception, nous dirons que toutes les formes des coniques sont des ovales. Zeuthen montre qu’une courbe non singulière ne peut avoir plus d'une branche d'ordre impair et que, par conséquent, une courbe de degré pair ne peut en posséder. Une quartique ne peut donc se composer que d’oyales. On voit immédiatement que, si une quartique se compose de deux ovales, dont l'un soit entièrement intérieur à l'autre, elle ne peut pas avoir aucun autre point réel. En effet, s'il en existaitun, en le joignant par une droite à un point situé au dedans de l'ovale intérieur, cette droite couperait la courbe en cing points. Pour la méme raison, Vovale intérieur ne peut avoir ni tangentes doubles, ni points d'inflexion. On donne le nomde quartique annulaire à une quartique composée de deux ovales dont l'un est intérieur à l'autre. Les raisonnements quiprécédent n’excluent pas le cas d’ovales extérieurs les uns aux autres; toutefois la quartique ne peut pas se. composer de plus de quatre ovales; si, en effet, elle avait d'autres réels, une conique passant par l’un d'eux et phe 5 situés à l’intérieur des ovales couperait la a points. La courbe —-
(tat et Pps nae (e< b)que nous avons considérée (p. 64-65) equa quartique peut effectivement se composer de | cela résulte aussi de l'exemple suivant pour montrer que les vingt-huit tangent quartique non singulière peuvent toutes à dérons la courbe Q = =f, dans l'équation
= (y? — er yr =F) ef CNE
L’équauon Q — 0 représente une quartique à trois points doubles, dessinée en traits gras dans la fig. 46. L’équation Q=k est celle d’une courbe qui ne rencontre la
Fig. 46.
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courbe Q en aucun point à distance finie, qui s’écarte d’aulant moins de la courbe Q que & est plus petit, et qui, suivant le signe attribué à cette quantité, est tout entière à l'intérieur ou à l'extérieur de la courbe Q. Quand elle est tout entière l'extérieur, la courbe est unipartite ; si, au contraire, elle est entièrement à l’intérieur, elle se compose de quatre ovales en lorme de ménisques, situés chacun dans l’une des boucles en lesquelles la courbe Q est subdivisée. Chaque ménisque a unc langente double; on verra de plus que deux ovales quelconques ont quatre tangentes communes et il y a six couples lormés par ces ovales pris deux à deux. Si l’on suppose que la valeur de la constante varie, il est facile de concevoir que l'un, puis l’autre de ces ovales devienne imaginaire; il s’ensuit que les quartiques non singulières peuvent être unipartites, bipartites, tripartites ou quadripartites. Nous pouvons conclure, de la même manière, que si une quartique a un point double, elle peut être unipartite, bipartite ou tri-
31a CHAPITRE VI, partite; que si elle a deux points doubles, ala “peut ètre LE ge ou bipartite (1).
248 a. Zeuthen prend pour base de sa classification des quartiques les bitangentes réelles de la courbe et il les divise en deux classes. Quand une quartique se compose d'un couple d’ovales extérieurs l'un à l'autre, il est facile de voir (de même que si c'étaient deux coniques) que ces ovales ont quatre tangentes communes et qu'ils ne peuvent en avoir davantage. Ce sont ces tangentes communes qui sont pour Zeuthen les bitangentes de seconde espèce. Quand une quartique a deux ovales extérieurs l'un à l’autre, le nombre de ces bitangentes est 4; quand elle se compose de trois ovales, le nombre des bitangentes est 12; si elle en comprend quatre, le nombre en question est 24. Les bitangentes de première espèce sont : (a) les droites doublement tangentes à une branche unique de la courbe, ou (b) les bitangentes dont les deux points de contaet sont imaginaires. « bom
Zeuthen a démontré que toute quartique a quatre bitangentes de l'une on de l’autre de ces deux dernières classes; nous les appellerons les bitangentes de Zeuthen. Le nombre total des bitangentes réelles d’une quartique s'obtient ainsi en ajoutant aux quatre précédentes 0, 4, 12 ou 24 bitangentes de seconde espèce; ce nombre est done 4, 8, 16 ou 28. La méthode de Zeuthen consiste à considérer le systéme de quartiques S + 2S’, dans lequel S et S’ sont deux quartiques non singulières. Le nombre des bitangentes réell courbe du système ne changera que si } pre > présente quelque singularité. Zeuthen 4 passe par une valeur pour laquelle la courbe a un poll double, on ne perdra ou on ne gagnera que des
ee (*) En général, le nombre maximum des parties d'une courbe est sp rieur d'une unité au genre de la courbe. dam mit _ lal
COURBES DU QUATRIÈME ORDRE. 313 de seconde espèce et qu'aucune singularité ordinaire ne change les bitangentes de première espèce en bitangentes de seconde espèce et réciproquement. Considérons une bitangente de première espèce, tangente à une branche en deux ponts réels. Si le paramètre contenu dans l’équation varie, ces points peuvent se rapprocher l’un de l’autre, et l'arc qui les sépare devenir de plus en plus petit. A la limite, ces points se confondent et la courbe a un point d’ondulation; après cela, la bitangente a‘ses points de contact imaginaires. Nous voyons aussi que, pour la valeur de À qui détermine un point d'ondulation sur la courbe, les bitangentes de Zeuthen de la classe (a) se changent en bitangentes de la classe (6) ou inversement. La seule modification qui affecte les tangentes de première espèce consiste en un échange de ces deux classes ; lenombre total de ces bitangentes est donc le méme pour le système entier des quadriques compris dans la forme S + AS’; lest par conséquent le même pour une quartique quelconque, et l’exemple donné par Plücker montre qu'il est égal à quatre.
248 b. Quand une branche a une tangente qui lui est langente en deux points réels, il est évident qu’en chacun de ces points l’arc tourne sa convexité vers la tangente et qu’il existe une partie intermédiaire de l’arc total qui tourne sa concavité vers cette même droite ; la partie concave est séparée des parties convexes par un point d’inflexion situé à chacune de ses extrémités. Toute bitangente de cette espèce implique donc l’existence de deux points d’inflexion réels; et il n’est pas difficile de voir que la réciproque est vraie. Puisqu’il peut euster au plus quatre tangentes de cette espèce, une quarlique peut avoir tout au plus huit points d’inflexion réels. Zeuthen réserve le nom d'ovale aux branches qui n’ont ni bitangentes ni points d’inflexion réels; si la branche a une seule bitangente réelle, il l’appelle unifolium; si elle en a
classes en espèces, en tenant compte de la nature des branches nfinies.
248 d. Zeuthen a aussi appliqué sa méthode de classification aux quartiques nodales considérées comme cas limites des quartiques non singulières. Il énumère et discute les cas suivants : (a) points conjugués considérés comme cas limites des ovales; (b) nœuds qui prennent naissance dans les cas limites des quartiques annulaires, quand la branche intérieure vient à couper la branche extérieure; dans aucun de ces cas les bitangentes de .Zeuthen ne subissent de modification; (c)nœuds produits par l'intersection mutuelle de deux branches extérieures l’une à l’autre; (d) nœuds qui se produisent quand une branche d'ordre pair se décompose en deux branches d'ordre impair qui se coupent. Dans les cas où les bilangentes de Zeuthen éprouvent des changements, la discussion se fait en considérant les formes représentées par l'équation wzyz — V3, quand V passe par le point d’intersection de deux droites, ou quand deux de ces droites coincident l’une avec l’autre.
249. Pour reconnaître comment on peut classer les quarliques en ayant égard à leurs branches infinies, nous remarquerons que la droite de l'infini peut rencontrer une quarque: (a) en quatre points réels, (b) en deux points réels et deux points imaginaires, (c) en quatre points imaginaires, (d) en deux points coïncidents et deux points réels, (e) en deux points coïncidents et deux points imaginaires, (f) en deux couples de points coincidents réels, (g) en deux couple: de points coïncidents imaginaires, (/) en trois points coinadents et un point réel, (2) en quatre points coincidents. On pourrait encore établir des distinctions spéciales dans les cas (d), (e), (f), (g), suivant que la droite de l'infini, dans
ss points de rencontre avec la courbe, est simplement une
premières de la Hessienne et A représente la quantité bc — f°, dans laquelle a, 6, ... sont les dérivées secondes de U. De mème ® représente la quantité Aa’+ ..., comme dans le
_ 0° 230 (Ex. 1).
251. Pour traiter cette question, il est commode de commencer par étudier préalablement une théorie plus générale dans laquelle se trouve comprise celle des bitangentes. Considérons d’abord laforme UW = V?, dans laquelle U, V, W représentent des coniques ; elle contient implicitement seize constantes ; on peut, par conséquent, y ramener l'équation de toute quartique, et cette réduction est possible d’une infinité de manières, “omme nous le verrons d'une manière plus complète dans la suite. La forme de l'équation montre que U et W sont tangentes chacune à la quartique en quatre points, ceux où elles rencontreut respectivement V?. Nous avons déjà discuté (Sections coniques, n° 270) l'équation UW = V? quand U, V, W représentent des droites; les résultats que nous avons obtenus sont encore applicables au cas où ces quantité: représentent des coniques, à la condition d’y apporter les modifications convenables. Il suffira simplement de nous rappeler que deux coniques, représentées par des équations de la forme XU + pV + %W = 0, au lieu de se couper en un seul point, se rencontrent suivant quatre points, et que, si l'on nous donne un point d’une conique dont l'équation doit pouvoir être mise sous cette forme, nous en connaissons nécessairement trois autres points; en effet, si nous avons AU'+- a V'+ y W! = 0, la conique ÀU + pV + »W = o passera, cela est clair, par les quatre points déterminés par les
équations De D = LA Il résulte, de la discussion faite
‘ans les Sections coniques et qu'on vient de rappeler, que la
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Jacobienne de U, V, W; cette courbe peut aussi se définir comme le lieu d’un point dont les polaires par rapport à toutes les coniques du système aU + BV + YW — 0 se coupent en un même point. Si nous considérons deux coniques faisant partie de ce système, l'équation d’une conique passant par leurs points d’intersection doit être de forme similaire et par conséquent les points d’intersection de chacun des trois couples de droites qui joignent les quatre intersections des deux coniques doivent être situés sur la Jacobienne. Si les deux coniques sont tangentes, deux de ces trois points d'intersection coïncident avec le point de contact; et par conséquent, si deux coniques du système 2U + BV +YW sont tangentes l’une à l’autre, leur point de contact se trouve sur la Jacobienne.
En second lieu, le système 2U + SV +YW peut être considéré comme un système de coniques polaires d’un point variable (aBy) par rapport à une certaine cubique fixe, qui a pour Hessienne la Jacobienne du système et dont l'équation peut se former quand on connaît les équations des trois coniques.
Troisièmement, si «U + $V + y W représente un couple de droites, toutes les droites de cette nature sont tangentes à une courbe de la troisième classe qui est la Cayleyenne de la cubique mentionnée ci-dessus.
233. Une conique enveloppante )?U + 2AV + W et la conique qui passe par les quatre points de contact faisant chacune partie du système 2U + $V + yW, nous en dédui- Sons en particulier que, si nous menons les trois couples de droites joignant les points de contact d’une conique quelconque qui enveloppe UW = V®, les intersections de chaque couple se trouvent sur une cubique fixe qui est la Jacobienne, et les droites elles-mêmes sont toutes tangentes à une courbe lixe de la troisième classe, la Cayleyenne. \
en considérant la cubique S dont U, V, W sont des coniques polaires. En effet, si l’équation d'une quartique est une fonction du second degré en U, V, W, en égalant cette fonction à zéro, on obtient la condition pour que la droite zU+ y V + 3W — o soit tangente à une conique fixe; il est alors facile de voir que la quartique peut être définie comme le lieu d’un point dont la polaire par rapport à S est tangente à une conique fixe, ou, en d’autres termes, comme le heu des pôles par rapport à S des tangentes de cette conique fixe; il revient au même de la définir comme l'enveloppe des coniques polaires des points de cette conique. Les tangentes doubles de la quartique correspondent aux points où la conique rencontre la H:ssienne de S.
258. Considérons maintenant deux des bitangentes d'une quartique et prenons-les pour axes des xz et des y; si nous faisons x = 0, l'équation de la quartique doit se réduire à un carré parfait, par exemple (3?-+ ayz-+ by?)? et, Si nous posons y —o, nous devons avoir de - même (2+ crs + dx?}?. Par conséquent, l’équation de la quarlique doit évidemment être de la forme
ryU=(s*+ays4+ by*+cxrs+dz*)',
cest-à-dire de la forme zy U = V?, que nous avons discutée ; celle équation peut aussi s’écrire
ry (MU +2A4V 4+ ry )=(ry +21V)*.
Comme nous l’avous vu, en outre de la valeur À = 0 qui correspond au couple de droites x)’, il y a cing autres valeurs de À pour lesquelles )2U + 24V + xy représentera un couple de droites, et, par conséquent, l'équation peut de cing manières différentes se ramener à la forme wxyz— V?. Donc, par les quatre points de contact de deux bitanéehtes quelconques, nous pouvons mener cing coniques,
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TANGENTES DOUBLES. 323 contact d'ordre supérieur sont situés sur la cubique dont nous avons parlé en dernier lieu. Comme il y a 63 groupes, on peut mener en tout 756 coniques de ce genre.
257. Nous allons montrer comment on peut former un tableau des 315 coniques et, à cet effet, nous représentons provisoirement les 26 premières bitangéntes par les lettres de l'alphabet, en ajoutant les deux symboles © et | pour indiquer les deux autres. Nous représentons par abcd la conique qui passe par les huit points de contact des bitangentes a, b, c, d. Si maintenant abcd, abef sont deux des 315 coniques, les couples ab, cd, ef appartiennent au même groupe et, d’après ce que nous avons vu, cdef sera une autre de nos coniques. On peut aussi le démontrer directement
comme il suit. Soit abed = V? l'équation de la quartique, ou
ab(cd + 2XV + #ab)=(V + dab)’.
Nous pouvons déterminer À de manière que l’on ait cd + 21V + ab — ef.
Tirons V de cette équation et portons sa valeur dans l'équation de la quartique ; il vient ab? + cd + ef — 2 abcd — 1) abef — 2cdef — 0
ou bien 4cdef =(cd + ef — dab).
Cette forme démontre le théoréme énoncé. On voit ainsi que, étant donnés trois couples de droites qui doivent étre des couples de bitangentes du même groupe d'une quartique, l'équation de la quartique sera de la forme
IVab + mycd + nef = 0,
A sorte que, si l’on donnait deux points de plus, on pourrat trouver une quartique unique satisfaisant aux conditions
Nous voyons précisément de la même manière que si abe/, acmn sont deux coniques, il existe entre elles une identité
. I Tr, I Gb pe)(a— fd) = Xe umn
et, par conséquent, les diagonales du quadrilatère efmn passent l’une par ad, l’autre par bc; en d’autres termes, les intersections de chaque couple de bitangentes sont, d’après une certaine loi, situées trois par trois sur des droites: Quand on a une fois fait un tableau des 315 coniques, il n’y a aucunc difficulté à distinguer quelle est la diagonale qui passe par ad et quelle est celle qui passe par bc. Par exemple, si nous savons que aemu, afnv, aduv sont des coniques du système, nous concluons de la même manière que les diagonales emfn passent par ad uv, et que par conséquent ad est 'silué sur la droite qui joint en, fm. Considérons maintenant une conique abcd; elle appartient aux trois groupes ab, cd, ..., ac, bd, ... et ad, bc, ..., et nous voyons maintenant que chacun des seize quadrilatéres que l’on forme en combinant un des quatre autres couples appartenant au groupe ac, bdavec un couple du groupe ad, bc aura une diagonale passant par ab. Mais le couple ab fait partie de cinq coniques différentes et, par conséquent, il y a quatre-vingts quadrilatéres qui ont une diagonale passant par ab. On trouvera, comme nous l’avons indiqué, que ces quadrilatères peuvent se partager en couples ayant une diagonale commune; donc, par chacun des 378 points ab, on peut mener 4o droites qui passent chacune par deux autres points du même genre, et il y a en tout 5040 de ces droites.
29. Nous pouvons maintenant former un tableau des 315 tangentes, dans lequel il n’y aura plus rien d’arbitraire que la notation. Commençons par écrire le groupe ab, cd, ef, gh, tj, kl; comme les groupes ac, bd et ad, bc ne peuvent
joignant chaque couple des huit points de l’espace qui sont les intersections de trois surfaces du second degré. Nous ne faisons ici aucun usage de principes de Géométrie de l’espace, mais nous empruntons simplement la notation que suggère
la méthode de Hesse (1). N
260. Prenons huit symboles 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Leurs combinaisons deux à deux nous donnent 28 symboles 12, 13, ++, 78 que nous emploierons pour représenter les 28 bitangentes. Cette notation, quand les symboles sont convenablement appliqués aux 28 bitangentes, nous permet de représenter correctement leurs relations géométriques, quoiqu'elle soit complètement en défaut pour faire ressortir la, symétrie du système. En effet, la notation pourrait donner l'idée que la bitangente 12 se comporte difléremment avec les bitangentes 13, 14, ... et avec les bitangentes 34, 56, ..., tandis qu’il n’y a réellement pas de différence geométrique entre les relations d’un couple quelconque de bilangentes. Nous supposerons les symboles appliqués de tene manière que 12, 34, 56, 78 représentent des bitangentes dont les huit points de contact soient sur une conique. La même Propriété appartiendra alors à tout tétrade ou système de quatre bitangentes représenté par un système semblable de duades ou de deux symboles, c’est-à-dire par quatre duades quelconques contenant tous les huit symboles. Mais, si nous faisons le compte de ces arrangements, nous trouvons que
(‘) Un autre mode de rattacher la théorie des 28 bitangentes avec la Géométrie de l’espace a été employé par Geiser, Mathematische Annalen, LT. 129; c'est le suivant : D’un point d'une surface cubique, on peut mener un cône du second degré tangent à la surface. Ce cône sera une surface non singulière, ses plans bitangents sont le plan tangent à la cubique en son fMmmet et les plans qui joignent le sommet aux 27 droites de la surface. Leathen démontre que sa classification des quadriques basée sur la réalité de leurs bitangentes conduit par une voie différente aux résultats que Shläfi a obtenus en classant ces surfaces du troisième ordre d'après la réalité de leurs droites.
COURBES DU QUATRIÈME ORDRE. 329 apparence, mais qui ne diffère pas quant aux relations géométriques. Si de méme nous appliquons la méme substitution bifide que ci-dessus au tétrade 15, 67, 28, 34, qui appartient au système des 105 dont on a déjà parlé, nous obtenons 15, 58, 82, 21, qui rentre dans le systéme des 210 et qui, suivant la règle, possède les mêmes propriétés géométriques.
262. Dans le Tableau qui suit, M. Cayley a fait ressortir les relations géométriques des bitangentes, prises une à une, deux à deux, trois à trois ou quatre à quatre, et le nombre de lermes appartenant à chaque type d’arrangement de symboles.
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COURBES DU QUATRIÈME ORDRE. 331 sont toutes tangentes à la même conique, comme le montreront les recherches d’Aronhold que nous allons indiquer ici. Les six tangentes de chacun des 5040 hexades peuvent se distribuer en trois couples dont les points d'intersection sont sur une même droite-(voir n° 258).
263. Nous terminons cette discussion des bitangentes en donnant un aperçu de la méthode par laquelle Aronhold a démontré ( Monatsberichte de Berlin, p. 499 ; 1864) qu’étant données sept droites arbitraires, on peut trouver une quartique qui ait ces droites pour bitangentes et dont les autres bitangentes peuvent se déterminer par des constructions linéaires. La méthode repose sur les propriétés d’un système de courbes de la troisième classe ayant sept tangentes communes; mais il semble à propos de les établir d’abord sous l forme réciproque avec laquelle le lecteur est plus familier, c'est-à-dire de les déduire comme propriétés d’un système de cubiques passant par sept points donnés.
1° Considérons une cubique quelconque du système; si l'on joint le huitième et le neuvième point où elle est coupéc par une autre cubique du système, la droite qui réunit ces points passe par un point fixe de la première cubique, qui est le corésiduel des sept points donnés (n° 160).
2 Par un point arbitraire 8, on ne peut décrire qu'une seule cubique pour laquelle ce point soit le corésiduel des sept points donnés; car toutes les cubiques du système qui passent par le point 8 passent par un autre point fixe 9 et, par définition, le corésiduel est le point où la droite qui joint ces points rencontre de nouveau la courbe. Si donc le corésiduel doit coincider avec le point 8, la cubique devra être la courbe qui est déterminée par la condition d’avoir la droite 89 pour tangente au point 8.
3° On peut décrire quatre cubiques du système de ma-
Mère qu'elles soient tangentes à une cubique donnée du sys-
soréiiducliostJélpoint P ak ial rencontre de nouveau la ¢ double, qui a pour ti intersections de la ne
COURBES DU QUATRIÈME ORDRE. 333 peuvent se diviser de 21 manières en un système de deux points et un autre de cing points. La courbe que nous considérons a donc 21 points doubles, un sur chacune des a1 coniques déterminées par cing des points donnés. 7° De plus, lesse pt points eux-mêmes sont des points
doubles de la même courbe ; car, par six des points donnés, on peut décrire une cubique ayant le septiéme pour point double,
et il est facile de voir que le point double est le corésiduel pour cette cubique. Les quatre tangentes qu’on peut mener de ce point à la cubique se réduisent à deux couples de tan-. gentes coincidentes; ce sont les tangentes à la cubique au
point double. La courbe enveloppe a donc 28 points doubles,
dont 7 sont les 7 points donnés; le couple de tangentes en
chacun de ces sept points est le même que celui de la cubique - du système qui a ce point pour point double.
264. 1° Réciproquement, si nous avons un système de courbes de la troisième classe tangentes à sept droites données, et si nous considérons une courbe quelconque du système, la huilime et la neuvième tangente communes à celle-ci et à une autre courbe du système se coupent sur une tangente fixe de k courbe qu’on a choisie, el cette tangente peut s’appeler la corésiduelle pour cette courbe des sept tangentes données.
2° Il y a une courbe du système qui correspond à une droite arbitraire, et qui a elle-même cette droite comme corésiduelle des tangentes données.
3° Une courbe quelconque du système est touchée par quatre autres courbes; les points de contact sont ceux où la tangente corésiduelle rencontre de nouveau la courbe, qui, élant une courbe générale de la troisième classe, est du sixième degré. |
4° Le lieu des points où deux courbes du système sont tangentes est une courbe du quatrième degré; les points où une droite quelconque rencontre ce lieu sont les quatre points
‘we
point sur une tangente à une conique, de trouver l’autre tangente par des constructions linéaires. Ces deux tangentes étant ainsi construites et leur intersection trouvée, les tangentes restantes menées de ce point à chacune des coniques en question seront les deux corésiduelles cherchées, et par conséquent deux bitangentes. Ou autrement, si nous considérons les trois systèmes 12345 ,67; 12346 ,57 ; 12347,56, et si nous déterminons de la manière qu'on vient d'indiquer la huitième et la neuvième tangente restante, communes à chaque couple de systèmes, les trois intersections de ces couples de langentes jointes entre elles donneront trois des bitangentes cherchées. La bitangente qui est la corésiduelle du système 12345,67 peut s'appeler la bitangente (67); et, de cette manière, les vingt et une bitangentes peuvent se représenter par des combinaisons des symboles 1, 2, 3, 4, 5, 6, 5. Nous avons en plus les sept droites données; si nous introduisons un nouveau symbole 8 par raison de symétrie, et si nous représentons ces dernières par (18), (28), (38), (48), (58), (68), (78), nous serons conduits, par la méthode d’Aronhold, à un algorithme identique à celui de Hesse.
266. L’intersection des huitième et neuvième tangentes communes à deux courbes quelconques du système est un point par lequel passe la tangente corésiduclle à chacune de ces courbes. Considérons les systèmes cubiques complexes 12, 34567; 34, 12567; une des tangentes communes cst la droite qui joint les points 12, 34, c'est-à-dire, dans l'algorithme quon vient d'indiquer, la droite qui unit les intersections des droites (18), (28); (38), (48), et nous voyons maintenant que celle droite passe par l'intersection des corésid uelles des deux systémes que l’on considère, c’est-à-dire par le point (12), (34). Nous arrivons de cette manière au théorème déjà démontré (n° 258), que les points d’intersection des drottes (18), (28); (38) (48); (12), (34) sont situés sur une même ligne droite ;
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COURBES DU QUATRIÈME ORDRE. 337 car nous trouverons les autres tangentes passant par un point de cette droite en remplaçant dans l'équation ci-dessus « par ka + ua”, .... L’équation devient alors divisible par py? et, après la division, il vient
uw Bly wow Bly + BY Mie oF va |+amie 67 y'a + Y'a we oa æp'i [og 7 a'B + a8!
| | wu’ un Bry’ + pile oe” ya" |= 0; wi ow" a8"
la symétrie de l'équation montre que les couples de tangentes sont les mêmes que ceux qu'on peut mener par l'intersection
des droites 2’ 3’y’, a’ B”y" aux courbes
, a u' By lu Ou" By yp vw yz | —0, vy oye} —0o.
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Ainsi 43’, x”B”y" étant respectivement les troisièmes tangentes menées à chaque courbe par l'intersection des huitiéme et neuvième tangentes communes aux deux courbes, elles sont, par définition, les tangentes corésiduelles. Les deux courbes seront tangentes à la condition que l'équation quadratique en À et ait des racines égales, ou bien, si nous représentons par P, Q, R les coefficients de cette équation, elles seront tangentes si Q? = 4RP.
Si nous représentons par X, Y, Z les déterminants mineurs po" — ow, wu! — w"u', u'v" — w'v!', nous avons
P= BX + JaY + 2! IZ, Q= (PT + PIX + (y'a + y'a) Y + (‘+28 YZ, R= BY X + VaY+ a'8"Z.
Mais, à la place de DV — By’, Ya — Val, a/8"— a3’, nous S. — Courbes planes. . 22
QUARTIQUES BINODALES ET BICIRCULAIRES. 339 Cest la forme la plus générale de |’équation d’une quartique ayant trois couples de lignes x, X, ... comme couples de bitangentes du même groupe. Si l’on nous donnait une sepuéme bitangente, /, m, n seraient complètement déterminés parles coordonnées de cette bitangente, à savoir
la'u!' = mB eo! = uy'w';
d'où il résulte que mn, nl,,lm sont respectivement proportionnels à au’, Be’, yw’. Si donc on nous demande de décrire une quartique ayant sept droites données comme bitangentes, en outre de la quartique déterminée (n° 265) dans l'hypothèse que deux tangentes n'appartiennent pas au même groupe, nous pouvons en décrire (7 =< 15) — 105 autres en suivant la méthode de ce numéro, c’est-à-dire en laissant de côté une des sept droites et en divisant les six droites reslantes en trois couples, ce qu'on peut faire de quinze manières différentes. .
QUARTIQUES BINODALES ET BICIRCULAIRES.
263. En dehors de ce qui se rapporte aux bitangentes, la théorie des quartiques non singulières a été peu étudiée et ce qui nous reste à dire sur ce sujet sera donné dans la dernière Section de ce Chapitre, où nous parlerons des invariants et covariants. Pour compléter la théorie des bitangentes, nous devrions considérer les modifications qu’éprouve cette théorie quand une courbe a un ou plusieurs points doubles. Cependant le cas où la quartique n’a qu'un nœud n’a pas attiré l'attention et ne sera pas discuté ici. Les quartiques qui ont deux nœuds, et pour lesquelles ces points sont les points circulaires de l'infini, ont été l’objet d’études approfondies(‘) -
(") Voir, en particulier, le Mémoire du D° Casey : Transactions of Royal Irish Academy, vol. XXIV, p. 457; 1869.
QUARTIQUES BINODALES ET BICIRCULAIRES. 343 où le second membre de l'équation se décompose en facteurs. On peut, parconséquent, discuterles quartiques bicirculaires -
et binodales en considérant la forme UW = V? et en regardant la quartique comme l’enveloppe de 2U+2AV4+ W=o, dans laquelle U, V, W sont, dans le premier cas, des cercles, et, dans le second, des coniques passant par les nœuds: et il est nécessaire d’examiner seulement comment cette limi-
lation modifie les résultats déjà obtenus (n‘* 254 et suivants).
273. Quand trois coniques ont deux points communs, leur Jacobienne se décompose en une droite joignant ces points et en une conique qui passe par ces mêmes points; et quand les trois coniques sont des cercles, la conique Jacobienne est le cercle qui les coupe à angle droit (Sections coniques, n° 383, Ex. 3). La Jacobienne étant un déterminant, la Jacobienne _dœaV+ BV +YyW = o est la même que celle de U, V, W, _ et, quand U, V, W sont des cercles, tous les cercles compris dans cette équation ont un cercle orthogonal commun.
Si U, V, W sont des cercles, ayant pour coordonnées de leurs centres 2, Yi 31, 22 Ya 32) L3 V3 53, les coordonnées du centre de }?U +- 2ÀV + W seront porportionnelles à
Ma,;+20Gg+ 23, My t 2A yet+ Ya, MS +252 + 43,
et le lieu du centre, quand À varie, sera évidemment une tonique. Donc la quartique UW = V? peut être regardée comme l'enveloppe d’un cercle dont le centre se meut sur une conique fixe F (') et qui coupe orthogonalement un cercle J. Dans le cas plus général d’une quartique binodalc, lL, V, W étant des coniques passant par les points fixes, UW=V?est l’enveloppedela conique variable \?U+2AV-+W
_ qu passe par les points fixes; toutes les coniques variables
(9 M. Casey a démontré que les foyers dt cette conique sont les mémes que les foyers doubles de la quartique.
QUARTIQUES BINODALES ET BICIRCULAIRES. 345 elle représente des droites, se composer de deux droites dont une passe par chaque point, ou bien de la droite joignant les points et d’une autre droite. Dans le premier cas, les deux droites ne sont pas des bitangentes proprement dites de la quartique UW = V?, mais des tangentes ordinaires passant par un nœud (toute droite passant par un nœud étant une tangente); dans le dernier cas, une des deux droites est une bitangente proprement dite; l’autre est la droite qui joint les
points. Parmi les six valeurs de A, il n’y en a que deux qui cor-
respondent au cas des bitangentes proprement dites. Car siL est la corde commune a U, V, W, V et W seront respectivement alors de la forme aU + LM, BU + LN; et
MU -+-2XV + W aura L pour facteur, si À est une des
racines de l'équation À? + 24a + b= o. Ainsi, dans le cas
de quartiques bicirculaires, quand U, V, W représentent des cercles, il y a évidemment deux valeurs de À pour lesquelles
le coefficient de x? + y? s’annule dans \?U +:24V4- W = 0 et, pour chacune de ces valeurs, l'équation représente une droite bitangente à la quartique UW — V2. Nous pouvons déduire géométriquement ce mème résultat de la constructon du n° 273. Si le cercle XU + 2XV + W devient une ligne droite, son centre passe à l'infini'et doit par conséquent être le point à l'infini sur une des deux asymptotes de k conique F; les deux bitangentes sont les deux perpendiculaires abaissées du centre de la Jacobienne sur ces asymptotes.
Dans chacun des quatre autres cas où le discriminant de LU + 2AV+ W= o est nul, l'équation représente un couple de tangentes à la quartique, qui passent chacune par un des points circulaires à l'infini et dont l'intersection est par conséquent un foyer de la quartique; ou bien, ce qui tevient au même, ?U + 2XV + W est un cercle infiniment Peut dont le centre est le foyer et qui a un double contact avec la quartique. Si l’un des deux cercles orthogonaux se
QUARTIQUES BINODALES ET BICIRCULAIRES. 347 la forme AB — V1, A et B étant des points-cercles. Les quartiques bicirculaires peuvent se diviser en deux classes, suivant que les deux autres valeurs de À pour lesquelles A+a\V + )2W? se réduit à un point-cercle sont réelles ou imaginaires, ou, en d'autres termes, suivant que les quatre foyers réels sont ou ne sont pas sur un méme cercle. Dans le premier cas, soit C un des deux points-cercles, et, comme dans le n° 257, éliminons V entre les équations AB = V? et A+ 2hV + )?B = O; nous voyons que l'équation de la quartique peut étre écrite sous la forme
IVA + myB + nVC=0,
c'est-à-dire que cette courbe est le lieu d’un point tel que ses distances a trois points fixes sont liées par la relation
lp+mp'+np" =0.
La condition pour que LVA+ myB+n VC soit tangentc | Pmt at àA+uB+vCest (Sect. coniques, n° 130) 7+ 7 + —=0, et, si A, B, C sont des points-cercles et a, b, c les longueurs des droites qui joignent ces points, il est facile de vérifier que
2 2 lediscriminantdeA À + uB-+vCs’annulera si a + = += 0. Les deux équations qu'on vient de donner déterminent à, p, » et par conséquent le quatrième foyer.
Nous avons vu (Sect. coniques, n° 94) que, si A, B,C, D sont
Quatre points-cercles, nous avons identiquement bcd.A + cda.B + dab.C + abc.D — 0,
abc étant l’aire du triangle dont les sommets sont a, b, c. Donc à, p, sont proportionnels aux aires des triangles formés par le quatrième foyer et chaque couple de deux des trois autres foyers. Dans le cas où les trois points a, b, c sont en ligne droite, on peut facilement démontrer que les carrés des
QUARTIQUES BINODALES ET BICIRCULAIRES. 349 comme on le voit immédiatement en éliminant À, p, v entre les trois équations
P Om? n° V2 mn” a bt?
hop v À ue v À le v
Afin de trouver ensuite la condition pour que les quartiques se coupent à angle droit, nous devons admettre, et le lecteur le vérifiera sans difficulté, que si À, B, C sont des points-cercles et si a, b, c ont la mème signification que cidessus, la condition pour queAA +uB+vC, \'A+uB+vC se coupent à angle droit est
a? (pv! +pv)+b!(vX + vi) + c(Au + Alp) =O.
Nous observerons de plus, comme dans les Sections coniques, n° 130, qu’en tout point pour lequel les valeurs de VA, VB, VC sont respectivement 9, p’, p”, la quartique lYA + m/B-+ nyC sera tangente au cercle ! A+ T B + de C=—o.
La condition pour que ce cercle coupe orthogonalement le cercle tangent à VA + m' JB + n' VC est ! LU ? ! ! !
arr +mn bt nin of lm + Pm _ PP PP PP mais, en résolvant les deux équations
lo+mo'+np"=0, l'o+m'o + np —0,
nous trouvons que p, p’, p” sont respectivement proportionnels à mn! — m'n, nl — n'l, lm' — Um. Portons ces valeurs dans l'équation précédente et nous verrons que la condition Pour que les cercles se coupent orthogonalement est
@"(m? n't — mnt)+ bn n'?P) + ct (2 m'?— I'tm?)=0.
C'est la condition qu’on adéjà obtenue pour que les coniques
QUARTIQUES BINODALES RT BICIRCULAIRES. 35 sur QR) est aussi un point de la courbe (n° 150). H en est de mème pour les points où OQ rencontre PR et où OR rencontre PQ. On peut démontrer aussi que les tangentes en ces
Fig. 47.
points aux deux cubiques qui y passent se coupent à angle droit. Ainsi les sept points communs aux deux cubiques qui ont A, B, C, D pour foyers sont déterminés par des constructions simples, etnous pouvons arriver parprojection à des théorèmes dont quelques-uns ont déjà été énoncés; par exemple (n° 152), si des tangentes correspondantes prises en ordre quelconque et issues de deux points I, J se coupent mutuellement aux points A, B, C, D, les centres du quadrangle formé par ces points seront aussi des points de la cubique ; et ils ont pour point tangentiel commun le point où IJ rencontre de nouveau la courbe; le poiut de contact de la quatrième tan-
QUARTIQUES BINODALES ET BICIRCULAIRES. 353 Autrement dit, les deux cubiques constituent le lieu de l'intersection de deux coniques semblables dont les foyers sont respectivement A et C, Bet D. Les coniques semblables, qui se coupent en QO, ont évidemment pour tangente commune une des bissectrices des angles en O; celles-ci sont donc, comme on l’a énoncé, les tangentes aux deux
cubiques qui constituent le heu et qui par conséquent se coupent à angle droit.
280. Les quartiques bicuspidales peuvent être considérées comme un cas limite de quartiques binodales. Dans le cas où les deux rebroussements sont les points circulaires I, J, à l'infini, la courbe s'appelle une Cartésienne. Descartes a étudié cette courbe (connue d’après cela sous le nom d'ovale de Descartes) en la considérant comme lieu d’un point O, dont les distances à deux points fixes A, B sont liées par la relation L + mp'=c. M. Chasles a démontré, et on peut le vérifier sans difficulté, que, tant que cette relation subsiste, on peut trouver sur la ligne AB un troisième point C dont la distance à O satisfait à une relation de la forme fb + no” =c’'; en d’autres termes, outre les foyers considérés par Descartes, l’ovale possède encore un troisième foyer jouissant de la même propriété. Nous employons ici le mot de Cartésienne dans un sens un peu plus étendu. Nous montrerons que, lorsqu'une quartique a deux points de rebroussement en I et J, elle a trois foyers situés sur une ligne droite. Quand ces foyers sont réels, la courbe est la méme que celle qu’a étudiée Descartes; quand deux d’entre eux sont imaginaires, nous appellerons encore la courbe une Cartésienne, quoique le mode de génération de Descartes ne lui soit plus applicable. L'équation de la Cartésienne peut d'une manière générale se mettre sous la forme S? = k?L, dans laquelle S représente ‘a cercle, L une droite et & une constante ( ou, ce qui revient *U même, — o est la droite de l'infini). Sous cette forme,
S. — Courbes planes. 23
QUARTIQUES BINODALES ET BICIRCULAIRES. 355
Quand c est égal à zéro dans l’équation qui précède, celleci devient p = a + bcosw, et en outre des deux rebroussements I, J, l'équation a l’origine pour point double. Cette courbe est appelée le limaçon de Pascal; elle peut évidemment être engendrée en portant une longueur constante sur les rayons vecteurs issus d'un point d'un cercle, et à partir des points où ils rencontrent ce cercle. Side plus a = b, la courbe devient tricuspidale et est appelée cardioide. Elle est engendrée comme la précédente, mais en ajoutant ou retranchant
auxrayons vecteurs une longueur égale au diamètre. L’équa- ‘ 4 tion peut s’écrire sous la forme p* = m? cos; w.
281. Les propriétés focales que nous avons discutées peuvent être étudiées par la méthode d’inversion (n° 122). Il est facile de voir qu’à un foyer d’une courbe correspond un foyer de la courbe inverse et que l’origine ou centre d’inversion sera un foyer si les points I, J à l'infini sont des rebroussements. Ainsi, pour la Cartésienne qui a trois foyers collinéaires, la courbe inverse par rapport à un point quelconque est une quartique bicirculaire ayant trois foyers sur un cercle passant par l'origine qui est aussi un foyer. En faisant l’inversion, siO est l'origine, A, B deux points et a, b les points inverses, nous de-
D _ Donc à une rela- Oa.Ob
tionquelconque de la forme AAP + u BP = C correspondra une relation de la forme l'ap + u'.bp =c'.Op; et si nous considérons une quartique bicirculaire comme l'inverse d’une Carté sienne, nous arrivons de cette manière à la propriété fondamentale des quartiques bicirculaires. D'une relation de la forme À. AP + u BP + vCP =o on peut de même déduire unerelation À’. ap + p'.bp +v'.cp.L'inverse d’une quartique bicirculaire, quand le centre d'inversion est situé surlacourbe, tStune cubique circulaire qui possède parconséquentlesmêmes Propriétés focales. Une cubique circulaire, ou une quartique
vonsremplacer une distance AB par
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passent par B. Pour une quartique binodale prise au hasard, il n'est pas possible de trouver un point P tel qu'il existe un polygone fermé d'un nombre pair donné de côtés; par exemple, un quadrilatère PQRSP, dont les côtés PQ, RS passent par À et les côtés QR, SP par B. Mais la quartique peut être telle qu'il existe un polygone de l'espèce que nous considérons (pour ce qui regarde le quadrilatére, c'est évidemment lecas, puisque, en considérant un quadrilatére construit à volonté, PQRSP, et en prenant A à l'intersection de PQ, RS et B à celle de QR, SP, nous pouvons décrire une quartique passant par les points P, Q, R, S et ayant les points A et B pour points doubles) et quand il en est ainsi, c’est-à-dire quand il existe un de ces polygones, il y en a une infinité; on peut prendre pour premier sommet un point arbitraire P situé d’une manière quelconque sur la courbe, et le polygone construit comme on l’a dit ci-dessus se fermera de luimême.
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983. Si nous prenons les points doubles pour sommets du triangle de référence, l'équation de la courbe doit se présenter sous la forme
a+ bsrt+ cat +a2frtys + agy 2x + 2h35 zy =o,
que nous pouvons écrire
1 \? t\? 1 \? I I i aj—) + b(-) +c 3) +2f—+2g—+2h --=0.
x, y 5 ys ox TY Nous voyons ainsi que la quartique peut étre engendrée au moyen d’une conique, dans l'équation de laquelle nous rem- Placerons chaque coordonnée par son inverse; on peut donner
4 cette opération le nom d’inversion, en entendant ce mot dans un sens plus large que celui où nous l’avons employé
jusqu'ici. Il est facile de représenter cette transformation par une construction géométrique. Supposons que les coordonnées d’un point soient proportionnelles aux perpendiculaires abaissées de ce point sur les côtés du triangle de référence, et soient P, P’ deux points dont les coordonnées sont liées par les relations réciproques f æiyis=ysisataly, a'iyts=ysisntæ; nous avons vu (Sections coniques, n° 55) que les droites qui unissent P, P' aux sommets du triangle font des angles égaux avec les côtés; ou, en d’autres termes (Sections coniques, n° 384) que, si P estun foyer d’une conique tangente àx, y, 3, P'sera l’autre foyer. En général, dans cette méthode, à une position quelconque de P correspond une position unique, bien définie de P’. Si cependant nous avons #—0, c'est-à-dire si P' est situé quelque part sur la droite BC, yet 3 sont tous deux égaux à zéro, P coïncide avec A et réciproquement A a pour correspondant un point quelconque de BC. Il faut toutefois remarquer que, lorsque #—0, les valeurs de y et 3 qui sont respectivement égales à 3/2’, 9/2’ ont un rapport défini 3! zy’, bien qu’elles s'annulent, et que pareonséquent à un point quelconque P' de BC correspond un élément passant par À et dont la direction est bien définie. Par le fait, P se trouve bien infiniment près de A, mais ilest situé sur une direction donnée, qui est telle que (comme dans le cas général) AP, AP’ font des angles égaux avec les côtés. Si maintenant P décrit un lieu quelconque, l'autre point P décrira un lieu correspondant ; ainsi, si le lieu déerit par P est la ligne droite ax + by + ¢2=0, celui que décrit P'sera la conique ay's'+-bs'x'+-c2'!y’=0 (voir Sections coniques, n° 297). Si a =.0, c'est-à-diresi la droite passe par A, la conique se réduit à a! (bac! ey/)=? et, en laissant de côté la droite x! = 0 ou BC, pouvons dire qu'à la droite by + cs correspond do
QUARTIQUES UNICURSALES. 359
et, comme on l’a déjà dit, si l’un des lieux est une conique, l’autre sera une quartique trinodale.
284. Étudions en détail la correspondance de la conique et de la quartique; la conique rencontre chaque côté du triangle, BC par exemple, en deux points; nous avons comme correspondants en A deux éléments de direction, qui sont les tangentes de la quartique en son nœud ou point double en À. Par conséquent, suivant que la conique rencontrera BC en deux points imaginaires, lui sera tangente ou la coupera en deux points réels, la quartique aura en À un point acnodal, cuspidal ou crunodal; il en sera de même pour les autres côtés. Ainsi, si la conique est une ellipse ou, par exemple, un cercle situé tout entier à l’intérieur du triangle, la quartique
Fig. 48. Fig. 49.
Fig. 50. Fig. 51.
[ \ \ / | ) | Sera une courbe triacnodale composée d’une figure à trois côtés
située dans l’intérieur du triangle et des trois sommets comme
Points conjugués (fig. 48). Si l'ellipse est'inscrite dans le
triangle, la quartique sera tricuspidale (fig. 49). Si l'ellipse coupe chaque côté en deux points réels, la quartique sera tricrunodale; si sur chaque côté les intersections sont internes, nous aurons la fig. 50, tandis que, pour les intersections externes, nous obtiendrons la fig. 51.
Remarquons que, dans le passage d'une forme à une autre, l'ellipse doit passer successivement par les sommets du triangle et que, quand l'ellipse passe par un sommet, la quartique correspondante se décompose en une droite et une cubique: La transition ne peut se faire par une quartique ayant un point triple (à première vue, il semblerait paler is ar est ainsi). \"
La discussion complète des différentes Sortnes; sean ith ressante et peu difficile; mais elle prendrait beaucoup de place; il serait nécessaire (dans le cas présent, où il s'agit de courbes planes) de considérer les coniques qui, dans chaque figure, correspondent à la droite de l'infini de l’autre figure. Pour la théorie analogue, dans le cas de figures sphériques, il n'y a pas de coniques de ce genre et la théorie se simplifie considérablement.
285. Le mode de génération des quartiques trinodales que nous venons d'indiquer conduit immédiatement à diverses “propriétés de la courbe. On sait que, si une conique coupe les côtés BC, CA, AB d'un triangle et que de chaque sommet on mène des droites qui réunissent ces sommets aux poinls d'intersection situés sur les côtés opposés, ces six droites sont tangentes à une conique ; et il est facile de montrer, de plus que si, au lieu des deux droites issues de chaque sommet, nous considérons les deux droites inverses, celles-ci rencontreroil les côtés opposés en six points situés sur une conique a que, conséquemment, les six droites inverses sont aussi lat ps à une conique. En effet, siles droites(æ=4y, #=49) = fa, y=#'s), (2 = Ye, s=7 x) renconteent les edtés
| QUARTIQUES UNICURSALES. 361 “== 0, ¥=0, 3—0 en six points situés sur une conique, il est facile de voir que ax BB’ yy’=1 est une relation qui ne change pas quand on remplace «, 8, y, «', 8’, y! par leurs inverses. Mais, si une conique est transformée en une quartique trinodale, 11 résulte de ce qui précéde que les tangentes en un point double de la quartique sont les inverses de droites menées de A aux points d’intersection de BC et de la conique. Les tangentes aux neeuds A, B, C sont donc tangentes à une seule et même conique. On aurait pu aussi déduire directement ce théorème de l'équation de la quartique.
286. D’une manière analogue, si des points A, B, C nous menons des tangentes à une conique, il est facile de démontrer que les six droites inverses sont aussi tangentes à une même conique. Mais, en transformant la conique en une quartique trinodale, les tangentes menées de A à la conique deviennent des tangentes menées du nœud A à la quartique (pour une courbe de classe n, le nombre des tangentes menées par un nœud est n— 4 et par suite, pour une quartique trinodale, ilest 6 — 4 = 2) et nous avons ainsi le théoréme suivant : Les six tangentes menées des trois nœuds à la quartique Sont tangentes à une seule et même conique.
287. Aux bitangentes de la quartique correspondent des Coniques passant par À, B, C qui ont un double contact avec la conique ; et aux tangentes stationnaires de la quartique correspondent des coniques passant par A, B, C et ayant un Contact stationnaire avec la conique. On peut démontrer que les nombres de ces coniques sont respectivement 4 et 6, ce qui correspond à + — 4 et t= 6. Mais pour les bitangentes le résultat peut se d‘duire immédiatement de l’équation de la Œurbe, qu'on peut écrire sous la forme
(24/4 + 5x Vo + zyVc}) = = 22y3[(Vbc —f)x +(yea— g)y + ab — hz].
QUARTIQUES UNICURSALES. 363 s’écrire sous la forme uw = v?, celle de la quartique est immédiatement donnée sous la forme UW = V?, dans laquelle U, V, W sont des fonctions linéaires.de yz, zx, xy.
En reliant ainsi, comme ci-dessus, la quartique trinodale avec une conique, nous avons aussi vérifié que la courbe est unicursale. Comme les coordonnées x’, y’, 3’ d’un point de la conique peuvent s'exprimer par des fonctions quadratiques d'un paramètre 0, les coordonnées 3’:/, z/x, x!y' du point correspondant de la quartique sont immédiatement données comme fonctions biquadratiques du même paramètre.
La théorie des quartiques trinodales qui précède s’étend au cas où quelques-uns des points singuliers ou tous ces points sont des rebroussements. S'ils sont tous des points de rebroussement, l'équation de la courbe peut être ramenée a
la forme + + 2 — o; les tangentes aux points de rebroussement sont z = y = 5, et elles se coupent en un même point. Nous pourrions le voir par voie de réciprocité, carla réciproque est une cubique dont l'équation peut être
écnte sous la forme x ae 3 o. Quand la courbe a deux points de rebroussement et un nœud, la droite qui joint les deux points d'inflexion, celle qui joint les deux points de rebroussement et la bitangente passent toutes par le méme pont. Les cas de singularité plus élevée, dont nous avons parlé n° 243, demandent à être traités séparément.
289. L'équation d’une quartique ayant un point tacnodal est (n° 244) yt briys+ery's + dy's + er + fat y + gap + hzy + ir" —o.
Supposons qu'elle ait aussi un nœud; dans le n° 244, nous avons seulement admis que le point zy était tacnodal et que la droite y était la tangente en ce point : nous pouvons donc Prendre le point zz pour l’autre nœud. Pour que ce point
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en sorte qu'il existe pour ce cas une théorie analogue à celle
que nous avons établie pour les quartiques trinodales. Les constantes peuvent être particularisées, de manière que le point oscnodal devienne un point de rebroussement tacnodal, et la théorie s'étend ainsi au cas des quartiques qui présentent cette singularité. Dans tous les cas qui précèdent, nous avons exprimé les coordonnées zx, y, z d’un point de la quartique, sous forme de fonctions quadratiques d’un point variable «’, y, 3 de la conique; et, comme ces dernières coordonnées peuvent s'exprimer elles-mêmes sous forme de fonctions quadratiques d’un paramètre 4, les premières sont des fonclions du quatrième degré de ce même paramètre.
291. Dans le cas qui nous reste à considérer, celui où une quartique a un point triple (général ou de forme particuliére), la manière de procéder dont on a fait usage dans les derniers articles n’est plus applicable; mais nous pourrons obtenir immédiatement d’une autre manière les coordonnées exprimées sous forme de fonctions rationnelles d'un paramètre. Si nous prenons le point xy pour le point triple, l'équation de la courbe est de la forme zu3 = u,, dans laquelle yet u, sont des fonctions homogènes du troisième et du quatrième degré en x et y. Si nous y faisons la substitution y= (x, nous obtenons 30; = x 9,, où 8, et 9, représentent des fonctions du troisième et du quatrième degré en 4; et nous trouvons alors que xz, y’, 3 sont respectivement proportionnels à 03, 903, 6..
La méthode employée ici est exactement celle dont nous avons parlé dans le n° 44. Une droite variable y = 4.x menée Par le point triple ne rencontre plus la courbe qu’en un seul Point, dont les coordonntes peuvent en conséquence être €xprimées rationnellement en fonction de 9, et nous aurions été conduits à des résultats qui auraient été les mêmes en ‘ubstance si nous avions employé la mème méthode que dans
yaa AUR sah +40,
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la +ma'+ na"—pp'p"y”", — 4 (lb + mb! + nb")=dplel ut + ed! eae a ee al eT",
6(le + me! + ne") AN pb" pe” + py! 7)”
+ ))7 mur + ue 7) W +A” wale wd)" ” ~§(ld + ma’ +-nd")y= ph! WM” Aw EAN I AM, le +-me'+ne® =))' "2".
Si nous éliminons linéairement ¢, m, n, À”, »” entre ces équations, nous obtenons Ja relation qui he les paramètres de trois points situés sur une même droite; c’est le déterminant
a a’ a" À —4b —46 —4b" B A 6c 6c’ 6c’ C B —td —d' —4d" D C D
e e’ e” dans lequel nous avons posé Apply’, B—apu" + Xp + i py’, C= pan? + pl") + 7K", D—=—2127.
À x! # En posant — = — = qr? Hous lrouvons que les paramètres
des points d’inflexion sont déterminés par la relation
a a’ a” pi
—4b —4b —4b" 3p2) we 6c Gc’ 6c" 3u? 3u'À | =o.
— hd —4d' —4d" }3 3ut e e’ e” . 3 Le premier déterminant développé nous donne 24(ab'c’) D* + 16(ab' d")CD + 4(ab’e’)(C?— BD) + 24(ac’ da’) BD + 6(ac’e”)(BC — AD) + 96(bc'd’) AD + 4(aa'e”)(B? — AC) + 24(bc'e")AC + 16( bd’ ec") AB + 24(cd'e") A? — 0.
QUARTIQUES UNICURSALES. 369 l'équation de la courbe pourra être écrite sous la forme
1 1 1 1 Alt+Bu-Cst+ Dis? =o.
291 9. Nous obtiendrons, comme dans le n° 216 c, la condition que doivent vérifier les paramètres d’un nœud en remarquant que la relation qui ‘le les paramètres de trois points collinéaires doit être satisfaite quand deux de ces paramètres correspondent au même nœud et le troisième à un point quelconque de la courbe. Posons
pue, Ap + MB, AA —=Y; il vient alors
Aya, B=da+p8, C—A8+ py, D=)y.
Portons ces valeurs dans le déterminant du numéro précédent et égalons séparément à zéro les coefficients de ?, dn, u?; nous obtenons les trois conditions
e e’ ev . ¥
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riables x, 8, ÿ et ses coefficients sont
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B-_ca-:-3g3— 4c,4@,
C:.ab-- 3h? -—- 4a,b
F --af+ gh+2P—21a,n—2a;m
G- bg -+-hf+am?—2abl—abn
H-- ch +- fg + 2n*—2ce,m— 20¢,l L=.2fl— mn— gb; — he, + bic:
M= 29m — nl — he, — fa; + Cia:
N= 2hn — !m — fa; — gb, + a,b,
A=3mc,;—3nf —cb, +b,c;, As—3nb; —3mf— be, + bic:, B,-=3na, —3lg —ac;s+ ac, By,=3le, —3ng—ca; +c:a3, C,=31b, —3mh—ba;+bsa;, Ci 3mas—3lh — ab,;+ asbi.
293. Le contravariant que nous venons d'indiquer est l'évectant de l’invariant le plus simple À, lequel est du troisième ordre par rapport aux coefficients et a pour expression simbolique (123); autrement dit, on trouve s en effectuant. sur À l'opération
d d d d 5 5 T y ty2 dat? apt Vat PT aT el réciproquement les valeurs déjà données pour les coeffi-
cents de 7 nous permettront d’en déduire les coefficients de A. Cet invariant est
A= abe + 3(af? + 6g3 + ch?) — 4(ab3c, + bc,as3+ casb;) -+12(fl+ gm? + hn?) + Gfgh — 12lmn —s2(a,nf+ aymf- bing + bslg + cimh + clh) + 12(/b,c + mega, + nazb3) + 4(asbsc, + a,b, Cy.
Si nous employons la même notation que dans le n° 223, la Valeur de A peut s’écrire
r(d*) +-4(dca) + 3(db?) —12(c*b),
INVARIANTS ET COVARIANTS DES QUARTIQUES. 373 samment générale pour représenter une quartique quelconque. Mais, en formant pour |’équation ci-dessus l’invariant B, on trouvera qu il est nul et que, par conséquent, cette forme ne représentera que les quartiques pour lesquelles B=o (').
295. Pour le calcul de la valeur de B, il est commode de se servir de la valeur suivante d’un déterminant symétrique a six lignes et six colonnes, dont les éléments sont représentés par a?, ab, ac, ...; ba, b?, be,...:
ab? d? e? {2 — La? bi ctd* (ef)? + aza*bic?.de.ef. fd
+ Ea? b? (cd)? (ef)? — 22a’ b*.cd.de.ef. fc + 2Za*.bc.cd.de.ef.fb —1%at( bc} de.ef.fd + 2%(ab)*cd.de.ef.fe — X(ab)*(cd)* (ef)? ~2tab.be.cd.de.ef. fa +2 Sab.bc.ca.de.ef.fd.
La valeur développée de B est la suivante :
‘bc(fgh — fP — gm*— hn*+ 2lmn) C{Ë— Pgh+a(gm—nla,l+a(hn— ml)a;l ~(n?— fg)a}+-(m*— fh)a}-+ a(fl— mn)a a] [mm m? fh + 2(fl— mn) bm + 2(hn— ml) bym + (nt fe) bt-+ (0 — gh)b} + 2(gm — nl)by bs) b[n'— n°fg +2(fl—mna)en+ 2(gm— nl)c;n +-(m?— fh)c?+(E— gh)c!+2(hn—lm)cc] Pi bet+ ch)(fgh — fl — gm'— hn? + 4lmn) (afm'n?+ ben? ? + chlPm?*) af?(b, gn + c,hm)+~ 2bg*(c,hl + a,fn)+ ach? (a,fm + b; gl) af(bin cm )—20g(c;,F+a;n)—2ch(a;m + b,l*) afl(b,n? + c;m')+ 2bgm(c + a;n?) + achn(atm?+ 6,0) afmn(byg +¢,h)— 2bgln(c,h-+ a,f)— 2achlm(a,f+ 6g) a(b,mn*?—c,m'n)— 2b(c,nB + asln*?)— 2c(a,lm+ bm) (83 gn? + cihm*)+ b(c?hl?+ at fn?) + c(aifm'? + bi gl) afl(mb,c, + nb,c,) + 2abgm (ne,a;-+ lc,a,)+ 2chn(la,b,+ ma,b;) amn(mb;c,- nb,c,) + 2bnl(ne,a,;+ leya,)+ 2clm(la,b, + ma, b;) af(hnb,c, + gmb,c,)—2bg(fle,a;+ hnc,a,)—2ch( gma, b, + fla, b;)
(') Cette classe de quartiques a été étudiée par Lüroth (Mathematische Annalen, t. 1, p. 37; 1870).
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(d?) = d,d,d, + 2d,d,d;— d,d? — d,d* — dj, (d*c2b) = bo[c§ (dod, — di) + 2C5C,(d, ad, — dod) + 2¢,C;(d,d, — a?) + ci(d,d, — di) + 2¢,C,(d,d, — d,d,) + cf (d,d, — a3) ] + b*[c? (d,d, — d?) + 2ce9c,(d,d, — d,d,) + 2€9C,(d,d,— d?)+ c? (dd, — di) + 20C1Ca(d,d, — dyd;) a- ci (dyd, — d?)] — 2b,[coc,(d,d, — d3) + e,¢,(a,d, — d,d,) + Coca (did; — dj) + c?(d,d;— d,d,) + ¢,¢,(d,d, + did; — 2d?) + €,€;(d,d, — dods)+ c3(d,d,— dids) + CaC3(do ds — di) ].
d'c?a?) se déduit de (d? c? b?) en remplaçant bo, b2, b, par a, Av et &o a, :
(dc*) = dé(cics — ci} — 2d5(CoC3 — CiC2)(C1Cs — ci) + di[(CoCs — Cy Cg)? + 2 (CoC, — CF )(C1cs — €§) J — 2d, (CyCy — C7) (Cols — C1 Cy) ++ A, (CoCy — CF)’, (ba?) = b,az — 2b,a,a, + boa?, (d?cb?a) = [ by a,c, — Vy (A, Co + aoc1) + bye, ]P + [b9a,c,— 5, (a,c, + Apc.) + Byaoc,]Q + [bai C3 — O(a, Cy + ACs) + byagez]R pt P = by (d,d, — di) — b,(d,d, — d,d,) + b,(d,d,— a), Q = b,(d,d, — d,d,) — b,(di — d,d,) + b,(d,d, — did), R= b,(d,d,— d}) — b, (dod, — d,d,)+ b, (dd, — di) (Et) = (dy d,—d3) 62 + (dydy—d) D+-(dydy—dt)b} + 2b, b,(d,d,— dyd;) + 2b,b,(d,d; — di) + 2 bb, (d,d; — did,), (de*ha) = ay[ P (eye, — €2) -+ Q (exe, — C9 €3) + R(CoCa— €?)] . + a,[P’(eoe,— cc?) + Q'(cica—Cocs) + RB’ (€,e,—c?)], où P= by (Cadq — Cds) + bifcsds — Cy dy) + 0 (€,d, — cd), Q=. by (C2; — Cyd,) + b,(e,4,— c,d;) + b,(e,d, — C2d;), R= by (cdi — cys) + Dy (Cada — cid,) + ba(cids — cad),
QUARTIQUES. 377 de constantes, ‘juartique ne
«si la seconde
tt pas ramener
- certaine relation
quatriéme degré; mais
iv l'ordre le moins élevé
‘i autre covariant du qua-
-rdre par rapport aux coeffi-
-/ AU, dans laquelle A est un
. le premier invariant. On peut ormant le contravariant du contra-
.“nérales des coefficients de S n'ont pas ‘lus que celles des invariants d'ordre plus «pendant qu’il était intéressant d’étudier le
Les + 6j PA + Ggaet + 6ha pt = 0.
+, qui ne contient implicitement que onze con-
st par conséquent un cas très particulier de l'équation
+ de la quartique; mais elle se prète facilement au i. parce que le covariant S est de la mème forme
ur bit cs + 6fy2s?-+ 6¢5% 7? + 6h.rt7x?= 0,
par conséquent (n° 221) on peut d’un invariant quelconque
‘duire un autre invariant, en effectuant sur le premier l’opébon a cae b d +..., que nous représenterons par le da’ db > 4 P P Mbole +. Quoique des invariants qui existent en général üissent s’annuler pour le cas particulier que l’on considére ici, } Invariants qui sont distincts dans ce cas seront cepen-
At distincts en général. En calculant les invariants pour le
INVARIANTS ET COVARIANTS DES QUARTIQUES. 379 Nous pouvons obtenir un nouvel invariant du neuvième
ordre par rapport aux coefficients en effectuant sur B l’opération &. Le résultat est
(B)=C,= Q(L—P + 14R) — LR(2P + gR)+ R(2P?— 3PR — 30R’).
L'invariant ainsi trouvé n’est pas cependant le seul invariant indépendant du neuvième ordre par rapport aux coefficients. Si nous écrivons l'équation générale d’une quartique Uy + U33 + gd? + Uy 33 + C5" — 0, en général la puissance la plus élevée de c qui figurera dans un invariant du neuvème ordre sera la troisième et c sera multiplié par un invarant du sixième ordre par rapport aux coefficients de la forme binaire u,. Ce dernier invariant doit être de la forme s%+ ¢?, et un invariant quelconque du neuvième ordre peut se diviser en deux parties, dans l’une desquelles c? sera multiplié par s? et dans l’autre par ¢?. La première partie peut s'exprimer sous la forme [A3 + mAB+nC,,où A,B, C sont les invariants déjà calculés; pour la seconde, un nouvel invariant est nécessaire, etnous allons donner l’un des moyens par lesquels on peut l'obtenir. Mais tout d’abord il est néces-
Saire de mentionner quelques autres covariants et contra- Variants.
3U0. La valeur de la Hessienne, dans ce cas, est
SRI + bhfy* + cfg 5 +(abg + ahf —3gh*) xy" + (ach + afg—3gth) z's? + (abf + bgh —3 fh?) y' x? + (bch + bfgy —3fth) y's? + (caf + chg —3fg*) sz? + (beg + cfh — 3f*g)s*y’ + (abe — 3af?— 3 bg? — 3ch* + 18 f gh) x* y* 5.
: "a aussi énoncé (n° 92) qu’une quartique a également Ge Contravariant du sixiéme degré dont le symbole est
x de "2 )?(a23)*(231)?. Dans le cas que nous considérons, sa
INVARIANTS ET COVARIANTS DES QUARTIQUES. 381 I] aurait peut-être été plus simple de prendre pour second
invariant indépendant 3 (C? — 3aC,) ou
C,;=160L + P?— 2P?L — 66P*R + PL
+ 64PLR + 12 PR? + 34L*?R + 232 LR! + 296R°.
301. Nous allons maintenant chercher les invariants du douzième ordre par rapport aux coefficients. Nous pouvons former l’invariant cubique de la quartique S au moyen des formules
L'= 216R', P'—6(Q? — 2PQR — 4R*Q +2 P*R?
— 3PLR? + 4PR*+ 6LR? + 3R‘), R'= Q? — aLKQ — Pp? RR? — aPR3 + L? R? + 4 LR? — R;
D, — 4Q* + Q(— 6RP — 2LR — 12R?) + 5P? R? — 6PLR* +10PR? + L? R? + 22LR*+ 44Rt.
En effectuant l'opération + sur C,, nous obtenons D, = 24Q?+ Q(4P* — 4PL — 84PR — 20 LR — 248 R?)
— 4P?R — 14P?R*+ 4PLIR + 144PLR?
+ 444 PR? — 18L?R*? — 84 LR? + 216R‘
et, en combinant ces deux derniers résultats, nous avons . D, — 6D, — ADs, où D, = Q( P? — PL — 12 PR — 2LR— 44R?)— PSR— 11 P*R? + PL?R + 45 PLR? + 96PR? — 6L?R* — 54LR? — 12R,.
Au moyen de ces invariants et des autres que nous avons déjà donnés, nous pouvons exprimer les autres invariants du dou-
ème ordre, tels que (C2) et le discriminant du contrava- Mane +.
INVARIANTS ET COVARIANTS DES QUARTIQUES. 383
Les trois autres invariants du systéme de coniques sont aussi des invariants du méme ordre de Ja quartique; et en outre nous pouvons aussi calculer D,, D2, .... Toutes ces quanlités s'expriment en fonction de E, et de Ez, cette dernière quantité étant FE, — 16(L — P — 2R)Q?
+ (3P3 — 5P?L — 6P?R + PL* — 228PLR — 2172 PR? + L3 + 298L*R -- 2636 LR?— 4296 R*)Q --R(— 12 P* +- 44 PSL — 52 P?IE* - 20PL*) -~- R?( 348 P? — 852 P?L — 308 PL? + 324L*) + R3(1320 P? — 416 PL — 216L?) + 720PR* + 11376 R* — 864R°.
[lv a aussi deux invariants indépendants du dix-huitième ordre; le premier, qui est le C, du contravariant du quaème degré, est Fy = 12803 + Q?
(— 48P? + 80PL + 368PR + 32L*? — 528LR — 160R?) + O(gP* — 12 P?L — 108 P?R — 2 PPL? + 324P*LR - 240 P*R? + 4 PL? + 60 PL?R — 288 PLR? + 528 PR? «- L* — 20L5R — fooL? R? — 2512 LR? — 144R°) — 18P5R —24 P*LR — 27 P* R? — 4 P?L?R + 180 P3 LR? - 60 P? R?-+-8 P? L? R--114 P?L? R? -|-- 716 P? LR? + 288 P°R° — 2PL*R — 44 PLR? -+ 52 PL? R* — 592 PLE + 288 PR! — 21 L'R? — 60 L?R? — 720 L? R* — 2076 LRS + 240 R°. B= 198Q3-- Q?(— 8P? — 240PL — 5312PR + 312 L° + 9936LR + 11680R?) + Q(—18P§+ 54P5L + 1146P?R — 54 P?L?
— 1978 P?LR - 7548 P? R? + 18PL? + 262PL?R — 4432 PLR*-— 49272 PR? + 570 L?R + 1620 L? R? + 6648 LR? + 77808 R') + 24P3R—76P*LR — 1224 P*R?+ 84P°L?R + 2622 P? LR? — 13032 P? R3 — 36 P? L?R — 946 P? L? R? +. §268 P? LR? — 30192 P?R*+ 4PL'R — 822 PLSR* — 368 PL? R° — 53584 P LR — 5472 PR? +114 L'R?— 1524 LR?
— 14712 L?R* — 113904 LR° + 25920 R°.
. ‘ene pe
COURBES TRANSCENDANTES. 387 dit, la courbe peut être engendrée en prolongeant les ordonnées d'un cercle jusqu’à ce que la partie prolongée soit égale à l'arc correspondant mesuré de l’extrémité du diamètre. En représentant l’angle PCN par 4, la courbe rapportée aux axes AM et MN est représentée par les équations
y=a(i+ cost), r—a(8 +sin8).
304. Il est facile de voir comment on peut mener une tangente à la courbe; en effet, à un instant quelconque du mouvement du cercle générateur, zr (son point le plus bas) est en repos, et le mouvement de tout point du cercle est pour ce moment le même que s’il décrivait un cercle ayant m pour centre; donc la normale au lieu du point p doit passer par m et'sa tangente doit être parallèle à NP. On arrive au même résultat analytiquement à l’aide de l'expression
La tangente fait donc avec l’axe des x un angle qui est le complément de CNP, ou qui est égal à $9.
llest si facile de donner des démonstrations géométriques de quelques-unes des principales propriétés de la cycloïde que nous les citerons ici. L’aire de la courbe est égale à trois fois l’aire du cercle générateur. En effet, l’élément de l'aire extérieure (pp'rr' = pp'tt' = PP’QQ’) est égal à l'élément de l'aire du cercle: l’aire extérieure tout entière AENFB est donc égale à celle du cercle, et par conséquent l'aire intérieure ANB est trois fois l'aire du cercle.
L'arc Np de la cycloide est le double de la corde NP du cercle.
Il est facile de voir que le triangle PP’L est isoscèle et que, Par conséquent, si l’on abaisse une perpendiculaire MK sur la base PL, l’accroissement infinitésimal de l'arc de la cycloide est double de l'accroissement PK de la corde du cercle.
Donc, si s représente l'arc de la cycloide, b le diamètre du cercle générateur, x l’abscisse NQ comptée à partir du sommet, l'équation de la courbe est s?= 46x; cette forme est très utile en Mécanique.
Le rayon du cercle de courbure est double de la normale.
En effet, le triangle formé par deux normales consécutives a ses côtés parallèles à ceux du triangle PMP’. Mais la base du premier triangle est égale à PL, et, comme nous l'avons démontré, elle est le double de la base PK du second; donc le rayon de courbure est double de MP.
La développée de la cycloide est une autre cycloide.
En effet, si nous supposons qu'un cercle soit tangent à la base en m et passe par le centre de courbure R (fig.53), il sera
égal au cercle générateur et l’arc mR sera égal à NP = nD: donc le lieu de R est la cycloïde décrite par le cercle mRa roulant sur la base EF (‘).
(') Les propriétés de la cycloïde ont été beaucoup étudiées par l plus grands mathématiciens de l'Europe, pendant la première moitié dt xvu* siccle. Leur attention a été appelée la première fois sur ces pr
Nous pourrions aussi chercher le lieu d’un point quelconque du plan du cercle générateur, entraîné par celui-ci dans son mouvement de roulement; quand le point est hors du cercle, le lieu s'appelle une cycloïde allongée; quand il est en dedans, une cycloïde raccourcie. Ces lieux ont aussi été appelés trochoides. Il n’est pas difficile de calculer leurs équations ou de déterminer leurs figures, mais il ne semble pas nécessaire de nous y arrêter. La méthode donnée pour mener des tangentes à la cycloïde s'applique également à ces courbes. Ces dernières peuvent (le lecteur s’en assurera facilement) être engendrées par un point de la circonférence
d'un cercle qui roule de telle manière que l’arc pm soit dans un rapport constant avec la droite Am. |
305. Après avoir recherché les propriétés de la cycloide, on était conduit par une extension toute naturelle à discuter la courbe engendrée par un point d’un cercle qui roule sur la circonférence d'un autre cercle. Quand le point est sur la circonférence même du cercle, la courbe engendrée s'appelle épicycloïde ou hypocycloide selon que le cercle roule à l'extérieur ou à l'intérieur du cercle fixe. Si le point générateur n’est pas sur la circonférence même, la courbe a reçu le non d’épitrochoide ou dhypotrochoide.
Prenons pour axe des x la position du diamètre commun aux deux cercles, qui passe par le point générateur ; soient CO a
blèmes par Mersenne. Mais Galilée a des droits à être regardé comme l’in- Veateur de la description de cette courbe. N'ayant pu obtenir la quadrature de la courbe par des méthodes géométriques, il essaya de résoudre le pro-
meen pesant l'aire de la courbe et en comparant le résultat obtenu au Poids du cercle; il arriva à cette conclusion que la première aire était à Peu près, mais pas exactement trois fois la dernière. Le problème de la qua-
lure a été résolu d'une manière exacte par Roberval en 1634. La méthode Pour mener les tangentes à été découverte par Descartes, la rectification Par Wren, la développée par Huygens, plusieurs autres propriétés imporlantes par Pascal.
COURBES TRANSCENDANTES. 391 qu'à faire d = + b, ce qui nous donne
y =b(msine + sinme), z= b(m cosy + cosme);
le signe inférieur correspond au cas où l’axe des x passe par le point générateur quand il est sur le cercle fixe; le signe supérieur, quand il en est à la plus grande distance.
306. Les coordonnées pour le cas de l’hypocycloïde et de l'hypotrochoïde s’obtiennent, comme le lecteur le vérifiera asément, en changeant le signe de b dans les équations données ci-dessus. Elles se trouveront comprises dans les équa-
tions dont nous ferons usage, si nous donnons à m des valeurs
. . . a—b négatives, OU Si NOUS SUPPOSONS M — — A, OUR = >’
Si, dans les équations ci-dessus, nous changeons b en mb
el men ~? elles deviennent mb( — sine + sin _ = — §1 — y m Sing + sin 9); I I r= mb (= cose + cos me ) ’ m m
tl,en posant © = mv, nous voyons que les équations apparlennent au même lieu que les précédentes. Nous pouvons ainsi démontrer qu’on engendre la même hypocycloïde en Prenantb—{(c+a)[Eurer, Deduplicigenestepicycloidum (Acta Petrop., 1784)]. Quand le rayon du cercle généraleur est plus grand que celui du cercle fixe, l’hypocycloïde Peut aussi être engendrée comme épicycloïde; car alors m( = — >) est positif.
307. On peut facilement mener les tangentes à ces courbes; Car le même raisonnement que celui du n° 304 montre que la droite NQ est normale à la courbe. Nous pouvons aussi
392 > CHAPITRE VI voir de cette manière que, quand une courbe est engendrée par un point de la circonférence d'une figure roulant sur une autre figure, il doit y avoir un rebroussement en tout point où le point générateur rencontre la courbe fixe. En effet, - d'après cette construction, en chaque point de cette espèce, le point générateur s'approche de la courbe fixe suivant la direction de la normale et s'en éloigne dans la même directions ily a donc là un point stationnaire. Uneépicycloïde secompose . d'un nombre de portions similaires, dont chacune est réunie à la suivante par un rebroussement; et les rayons menés du centre aux extrémités de l'une de ces parties sont inclinés l'un sur l’autre d’un angle égal à aah Quand les rayons des cercles sont commensurables et par suite quand la courbe est algébrique, le nombre des rebroussements est fini ; mais, quand la courbe est transcendante, le nombre des rebroussements est infini. Tout point de la base devient à son tour un point de | rebroussement, et par conséquent cette base peut être dite le lieu des points de rebroussement de la courbe; il est chit | toutefois que deux points consécutifs de la base ne sont pas. des points consécutifs du lieu.
308. Ces courbes, de même que les épitrochoïdes en généril, ont en outre un certain nombre de points doubles crunodaux ou acnodaux ; ce nombre est fini pour les courbes algébriques, infini pour les courbes transcendantes, et tous les points doubles sont rangés sur des lieux circulaires, Considérons les équations (n° 305) 4 i
y=mbsing—dsinmg, 2 =mbcosy — doses où 2 = 0 correspond à ce que nous pouvons regarder comme la position initiale du point générateur, c'est-à-dire celle où il est sur la droite qui réunit les centres; nous supposons que cette droite ait été prise pour axe des æ et que la distance initiale de l'origine au point générateur soit mb — d, Maisil
Se MR DR + nd
mt ee. sp,
(c) quand m est une fraction dont le numérateur et le dénominateur diffèrent d'une unité. Si nous élevons au carré et ajoutons les équations
r= mbcosne— dcos(n+'1)9, y= mbsinng — dsin(n +1)? nous avons z+ y? = mb? + d*— 3 mbd cose.
En déduisant cos ® de cette équation et le portant dans la
valeur de x, l'élimination se trouve effectuée.
Exempte I. — Trouver l’épitrochoide en général pour d = mb. Les équations sont alors réductibles a la forme
t=adsin + (m—1)9sini(m+1)9, y=2 dsinl(m—i)?cosi(m+1)z;
il est donc évident que 4 (m+ 1)9 est langle w que le rayon vecteur
N ’ , . . . MA — 1 fait avec l’axe des y; et l'équation polaire est p = adsin pure
Exempce II. — Trouver les équations de l’épitrochoide et de l’épicycloïde quand les rayons des cercles sont égaux et par conséquent m = 2. En opérant comme dans (c) avec les équations
x=2bcose—dcos29, y=2bsing — d'sin2e, hous trouvons (zt+ y? —2 bt — dt}? = {63( 01 + 2d? —adz),
equation d’une Cartésienne ayant + — 0, x =d pour points doubles, Comme on peut facilement le vérifier; c'est donc un dimacon. Nous Yoyons, d’après la théorie déjà exposée, que ce point correspond à la
Valeur cose = 2. Quand donc d est plus grand que b, c’est-à-dire
quand le point générateur est en dehors du cercle mobile, le nœud torrespond à deux positions réelles du cercle mobile et par suite est ‘runodal; mais si le point est intérieur au cercle mobile, le nœud ne ‘orrespond à aucune position réelle de ce cercle et la courbe est acnodale.
Le cas de l'épicycloïde s'obtient en posant d= 6, ce qui donne
(x? + y?— 301} = 5 63(3b—azr).
1 iy
COURBES TRANSCENDANTES. 397 Cette forme se ramène aisément à celle qu'on a considérée dans cet exemple.
Exempte VI. — Trouver Uhypocycloide quand le rayon du cercle fixe est égal à quatre fois celut du cercle mobile.
Nous avons m = — 3. L’équation de la tangente est 2 sing +y cose = 2bsin29, et celle de l’enveloppe 2 2 2 vt + y? =(46)?.
311. Il est facile de former l’équation de la réciproque dune épicycloide. En effet, l’équation de la tangente étant rcosi(m+1)9-+ y sing (m+ 1)9 =(m-+1)bcost(m— 1)9,
lest évident que la perpendiculaire à cette tangente fait un angle $(m-+-1)9 avec l’axe des x et que sa longueur est (m+ 1)b cos$(m — 1)9; par conséquent, le lieu du pied de cette perpendiculaire est __ ; ) W }»
. m—t el la courbe réciproque est p cos (= = ») =(m-+1)b.
m p=(m+ 1) boos (7
Le rayon de courbure est donné par la formule R = pap | dp Dans la courbe primitive, nous avons
P= 2+ y?— 6 [m*+ 1+ 2mcos(m— 1)9]
ou pt= b*(m — 1) + 4mb*cos*)(m— 1)9, p? = a? + ante donc R= ai EP (9.
qq
(') L'invention des épicycloïdes est attribuée à l’astronome danois Ramer Wi, en 1674, fut conduit à étudier ces courbes en cherchant la meilleure forme à donner aux dents d’engrenages. La rectification de ces courbes té donnée par Newton (Principia, Liv. 1, prop. 49).
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des ordonnées positives et constamment croissantes jusqu’à
Te . e e ® a x=; les ordonnées décroissent ensuite de la même manière
jusqu’à x == x, où la courbe coupe l'axe des x sous un angle de 45° et présente une portion négative semblable comprise entre 2 = net x — an. La courbe se compose donc d’une infinité de portions semblables qui alternent de chaque côté de l'axe des x.
De même, y = tang, représente une courbe dont les or-
données croissent régulièrement depuis x = o jusqu’à x = -;
wo | al
pour cette valeur, y devient infini et la droite x = = est une
asymptote. Pour des valeurs plus grandes de x, y devient négatif et croit de l'infini négatif à zéro, pour x = x. La courbe secompose donc d’une infinité de branches infinies, ayant une
“pe, T infinité d’asymptotes x = DIS an, y= n,...et, comme
on le voit facilement, une infimité de points d'inflexion en t= 0, TT, LT==2TN,....
De même, le lecteur pourra discuter la figure de y sécx qui se compose aussi d’un nombre infini de branches infinies : seulement chaque branche, au lieu de couper l’axe, comme dans le dernier cas, est tout entière d’un même côté de cet axe. Les branches sont alternativement du côté positifet néguf de l'axe des x. A la même famille appartient une courbe appelée la compagne de la cycloïde. Elle est engendrée en prolongeant les ordonnées d’un cercle, non pas comme dans le cas de la cycloïde, jusqu’à ce que la partie prolongée soit égale à l'arc, mais jusqu’à ce que l’ordonnée tout entière soit égale à l'arc. Si le centre est l’origine, la courbe est représentée par les équations
y x=acos6, =a, r=acos (2);
C'est une courbe de la même famille que la sinusoide.
côté positif de l'axe donee e
valeur positive et réelle de ef
ponde à cette valeurnégati tinue dans celte région car, le
réelle et positive. expression ‘les valeurs de l'ordonnée, s’o sions numériques de e* par lee dont l'expression générale est devant recevoir successivement
RTE eS —
COURBES TRANSCENDANTES. hor
i représentant, comme d'habitude, la quantité : —1. Ceci revient à dire que l'équation y = e* doit être considérée comme représentant non seulement une branche réelle, mais encore une infinité de branches imaginaires comprises dans la formule y = e*{+?#i®, Une quelconque de ces branches imaginaires contient un nombre de points réels : ce sont ceux où elle rencontre la branche e*"*+*”'™ et qui doivent être considérés comme des points conjugués sur la courbe. Il y a une infinité de ces points qui se trouvent tous sur la branche réelle de la courbe ou sur la branche similaire du côté négauf de l’axe des x. Cette dernière branche est curieuse: car, bien que chacun de ses points puisse ètre considéré comme appartenant à la courbe logarithmique, il n’y a pas deux points qui soient consécutifs, puisque deux points consécutifs appartiennent à des branches différentes. On a icice que M. Vincent appelle une courbe pointillée. Cependant M. Vincent me parait être tombé dans une grosse erreur sur un point. Il dit que les points de cette branche doivent être soigneusement distingués des points conjugués; car, en un point conjugué, les coefficients différentiels ont des valeurs imaginaires, tandis qu'en un de ces points, du côté négatif de l'axe, les quotients diférentiels, étant tous égaux à e*, sont tous réels et diffèrent seulement par le signe des points correspondants situés du côté positif de l’axe. Il est vraiment étonnant que M. Vincent n'ait pas observé que, si les coefficients différentiels étaient tous réels, il résulterait du théorème de Taylor que le point immédiatement consécutif serait un point réel de la courbe, etque la branche négative serait une branche ordinaire de la même courbe. Mais, par le fait, un quelconque de ces points doit être considéré comme appartenant à une branche dont l'équation est y —e"(+2#V-1) et le quotient différentiel Correspondant sera yGi+omr ÿ—1). Si donc on considère Un point acnodal en général comme l'intersection de branches imaginaires, de même qu’un point crunodal est l'intersection S. — Courbes planes. 26
la constante étant prise de manière que s et z s’annulent en même temps. Il en résulte que
LT r 2 2 x LT e +e = e —e = — .
Mais l'équation de la courbe donne, de la même manière,
s'+c? _ ds dv— s ds ® dy! PT VJrre
Donc y? = 5? + c?, pourvu qu’on suppose les axes pris de manière que, pour zou s = 0, on ait y = c. Cette valeur de y donne immédiatement l’équation de la courbe, à savoir :
c ( ra -@) = _— é — e e JY à Une notation très commode est la suivante :
5 (e7 +e ~*) =cosha, 3 er 6 *) = sinhe
(lisez sinus et cosinus hyperboliques). Nous avons alors pour la chainette
x T y =ccosh =? æ—ccosh 2
De l'équation de la courbe nous déduisons
dy (EE) LS Vie dx 2 eC. Cc
(ee)
Nous sommes ainsi conduits à la construction suivante. Du
Pied de l’ordonnée M (fig. 55), menons la tangente MT au Cercle décrit du point C comme centre avecc pourravon. Alors
MC=y, CT=c, MT=y)?—e?,
tang MCT — tang MTL —
4o2 CHAPITRE VII.
de branches réelles, les points-dont il est ici ques les points d’intersection de branches. imaginaires devoir, avec juste raison, être regardés comme Nous avons déjà vu qu'une courbe transcendante | ume infinité de points doubles ou conjugués, et, € des épitrochoides, que ces: points peuvent être ra manière discontinue sur certains lieux (').
345. La chatnette est la forme que prend un élastique. de densité uniforme quand elle est considérations mécaniques très simples condr priété que nous prendrons pour définition m cette courbe, à savoir que l’arc mesuré à partir bas est proportionnel à la tangente trigonon que la tangente à l'extrémité supérieure d tangente horizontale. Si donc les axes sont ligne horizontale passant par le point le:
cw. Mais, en coordonnées rectangu dx
est la base d’un triangle rectangle. d:
côtés et ds? = dx? + dy?. L’équation
nera donc ds?
s+c—c—;) dx da Cc — te]
(') L'exemple employé ici est dû au D’ de M. Vincent, et qui méritent l’attenti M. Gregory (Cambridge Journal, 1, (qu'il écrit de préférence exp. æ) :
seule valeur; il admet qu'il n’y a rien que les valeurs à considérer sont cel'
++ de i I . Pe
COURBES TRANSCENDANTES. 405 On la rend rationnelle en posant 52 = c? — y?, ce qui donne
cds ci st
ww
dx = ds;
nous avons ainsi
æ = clog SENS ve — Ve y.
On verra facilement que la courbe se compose de quatre portions semblables, comme dans la courbe ponctuée de la fig.55; et la construction géométrique du numéro précédent montre immédiatement comment on peut mener géométriquement une tangente à la courbe.
La syntractrice est le lieu d'un point Q situé sur la tangente à la tractrice et qui divise en segments de longueur donnée la droite constante SN. Soient x’, y les coordonnées du point de la tractrice, x, y celles du point du lieu cherché; soit QN = d; nous aurons alors
, —_—___ —t ——— yd=ye ed yer—y?—ydt—yor—27; et comme, d'après l’équation de la tractrice,
e+y c— y* NOT
z'+Ve— y'*=c log l'équation de la syntractrice sera
——— d+Vd — 31 r+VE— = clog — —— La tractric? est un cas particulier du problème général des courbes équitangentielles, où l'on demande de trouver une
courbe telle que‘ le segment de la tangente compris entre la courbe et une directrice fixe soit constant.
318. Le problème des courbes de poursuite a été présenté pour la première fois sous cette forme : Trouver la piste d’un chien qui court pour atteindre son mattre. Ma-
thématiquement, 1l s’énonce ‘comme il suit : Le point A décrit une courbe connue ; on demande la courbe décrite par un point B, dont le mouvement est toujours dirigé vers A. Nous supposons que les deux mouvements s'effectuent d'une manière uniforme et que À se déplace sur une droite que nous prendrons pour axe des y (‘). Le segment déterminé par la
dy
tangente sur cet axe des y est y — x di par hypothèse son
accroissement infiniment petit est proportionnel à celui de
l'arc; ou bien, en posant os = Pp,
— zdp=hvi + p'dx,
logx* + log (p+ V1 + pi) + log A =0, 2p—=A tx #4 — Ar, A A—t “-—C — Atl WL op hl, ay=C hai? A—i” *
La courbe sera donc algébrique, excepté dans le cas où À =1. ° —h+1
où nous aurons à remplacer —; a ——.
319. La développante de cercle est une autre courbe transcendante dont l'équation peut être formée sans beaucoup
Fig. 56.
(') Voir Borcren, Mémoires de l'Academie, 1:32. Correspondance il! l’École Polytechnique, t. H, p. 275; Saixt-Lavnenr, Annales de Gergont: t. AU, p. ajo.
COURBES TRANSCENDANTES. 407 de difficulté. La question se ramène à la solution du problème suivant : Si, sur la tangente en un.point P d’un cercle, on prend une longueur PQ telle qu'elle soit égale à l’arc PQ mesure à partir d'un point fixe A, trouver le lieu du point Q. Soit.a le rayon du cercle, le centre étant C, et soit p le rayon vecteur CQ; soit PCA = +, QCA = 9; alors,
PQ = pt — a’;
mais il est aussi égal à a+ par-hypothèse ; et comme |
a = 6 + arc cos 3?
l'équation polaire du lieu est
a = 0 + arc cos —a p
La développante de cercle est le lieu des intersections des langentes menées aux points où une ordonnée quelconque rencontre un cercle et la cycloïde correspondante dont le sommet est en A.
32. Nous allons terminer ce Chapitre par.quelques mols sur les spirales. Quand ces courbes sont rapportées à des coordonnées polaires, le.rayon vecteur est une fonction non périodique de l’angle qui donne une infinité de valeurs différentes quand nous faisons w= §,w = ar+9,w=—427-+6,.... La même droite rencontre donc la courbe en un nombre infini de points et cette dernière est transcendante. Prenons d’abord la spirale d’ Archimede qui est le lieu décrit par un point qui s'éloigne de l'origine d’un mouvement uniforme, tandis que le rayon qui le porte tourne autour de l'origine d'un Mouvement uniforme. L’équation polaire de la courbe est donc
P—au.
La spirale est le lieu des pieds des perpendiculaires abaisstes
COURBES TRANSCENDANTES. 409 Va + p?
devient infini. La forme de la courbe est celle que nous indiquons ci-contre (fig. 57). La sous-tangente polaire est constante. L’arc AB du cercle décrit avec le rayon vecteur OA, en un point quelconque de la courbe, est évidemment constant. Une autre spirale digne de remarque est celle dont l'équation est »?w = a?; elle a aussi une asymptote : c’est la droite à partir de laquelle on mesure w. En effet, la distance d'un point a? sinw pu décroit indéfiniment quand 2 augmente et quand, par conséquent, w diminue. |
donc la perpendiculaire est qui est égale 4 a quand 9
quelconque de la courbe à cette droite, o sinw =
322. Nous mentionnerons en dernier lieu la spirale logarithmique 9 = av. Dans cette courbe, p croît indéfiniment avec w; quand w = 0, o = 1; il diminue ensuite pour des valeurs négatives de w et ne devient nul que pour w = — x. La courbe fait donc une infinité de tours avant d'atteindre le Pôle: Une des propriétés fondamentales de cette courbe, c'est qu'elle coupe tous les rayons vecteurs sous un angle constant; car 9 devient le module du système de logarithmes qui 4a pour base; donc l'angle que fait le rayon vecteur avec la tangente a toujours ce module pour tangente trigonométrique. Cette propriété conduit immédiatement à la rectificaion dela courbe; car, si nous considérons le triangle élémentaire qui a pour hypoténuse l'élément d'arc et pour côté l'accroissement infinitésimal du rayon vecteur, nous voyons que l'élément d’arc est égal à l'accroissement infinitésimal du Ta von vecteur multiplié par la sécante de cet angle constant, €t par conséquent un arc quelconque est égal à la différence es rayons vecteurs extrêmes, multipliée par la sécante du Même angle. La longueur entière, mesurée d'un point quel- “Onque P jusqu’au pôle, étant s séc4, on la construit en éle-
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vant au pôle la droite OQ perpendiculaire à OP jusqu'à la rencontre en Q de la tangente en P; PQ est alors la longueur cherchée. Le lieu de Q sera évidemment une développante de la courbe; mais les angles du triangle OPQ étant constants, OQ est proportionnel à OP; il fait un angle droit avec OP; le lieu de Q est donc une spirale logarithmique, construite en faisant tourner tous les rayons vecteurs d’un angle droit et les changeant suivant un rapport donné. Réciproquement, la développée d’une spirale logarithmique est une spirale logarithmique. Le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée sur la tangente est aussi une spirale logarithmique; car cette longueur est dans un rapport constant avec le rayon vecteur el fait avec lui un angle constant. Les caustiques par réflexion et réfraction, dans l'hypothèse où la lumière émane du pôle, sont de même des spirales logarithmiques (').
(') Cette courbe a été imaginée par Descartes, qui reconnut quelques-nacs de ses propriétés. La propriété de se reproduire elle-méme de diverses manières, comme on l'a montré ci-dessus, a été découverte par Bernoulli et excita sa vive admiration.
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TRANSFORMATION LINÉAIRE. Arid
le lieu des points d’intersection des droites correspondantes est une conique. Analytiquement, comme la droite y + ks correspond à y’+ k’z, on peut éliminer # et le lieu du point d’intersection sera y3’ = y's. De même, toutes droites menées par B et par C rencontrent les droites correspondantes sur Jes coniques fixes sz’ — xz', xy'— ya’. La construction suppose donc que, outre les trois couples de points correspondants A, A’; B, Bf; C, C', on nous donne trois coniques: fixes qui passent chacune par un couple de T _Y 8 a ys montre que ces trois coniques ont aussitrois points communs. Pour construire le point du second systéme qui correspond à uw point quelconque P du premier, nous mènerons donc la droite AP qui rencontrera la courbe yz! — y'3 au point F; AF sera la droite qui correspond à PA; si nous supposons de méme que PB, PE rencontrent respectivement les coniques &— xs', ry' — yz' aux points G, H; B’G, C’H seront.respectivement les. droites. correspondantes. Les trois droites AF, B'G, C’H auront un point commun P’ qui sera le point Correspondant demandé de P. La droite qui correspond: à ue droite donnée quelconque s’obtiendra en construisant les points correspondant à deux points de la droite donnée.
points correspondants; et la forme des équations
327. Dans la méthode qui précède, la relation qui existe entre deux points n’est pas réciproque:en général; c'est-à-dire que si P, point du premier système, a pour correspondant le point P’ du second, il ne sera pas vrai que P’, considéré comme Point du premier système, aura P pour correspondant dans le second. En effet, si nous,considérons P comme appartenant au second système, nous construirons le point correspondant, €n joignant P à A’, B’, C'; supposons que ces droites rencontrent les coniquesrespectives enF’, G’, H'; alors PA’, PB’, PC’ auront pour correspondantes dans le premier systéme les
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La méthode de projection est un cas de la transforma
tion homographique. Dans cette méthode, la droite qui joint deux points correspondants quelconques passe par un point fixe qui est le sommet du cône projetant et deux droites correspondantes quelconques se coupent sur une certaine droite fixe qui est l'intersection des deux plans de section. Si l’un des plans tourne autour de cette droite de manière à venir coincider avec l’autre, les figures jouiront toujours de la propriété que la droite qui joint deux points correspondants passera par un point fixe. En effet, si nous considérons les triangles formés par trois couples de droites correspondantes, les côtés correspondants se coupent sur une même droite; par conséquent, les droites qui joignent les sommets correspondants se rencontrent en un même point. II est facile de former les équations les plus générales d’un pareil système. Soit ax + by + cz =o l'équation de la droite sur laquelle se coupent les droites correspondantes; il est alors évident que les équations de x, y’, z' (les droites qui correspondent à 2, y, 3) seront de la forme
x'=a'x + by + cz =0, y =az +b'y+cs =0, gs = ax + by +c':—0o.
Ce système renferme trois constantes de moins que dans le tas général, et par conséquent il en contient cinq en tout. Nous appellerons pôle du système le point où se rencontent les droites qui joignent les points correspondants, et axe d& système la droite sur laquelle se coupent les droites correspondantes. En retranchant successivement l’une de l’autre Chacune des équations qu’on vient d'écrire, on verra que le Pôle du système dont nous avons écrit les équations est dé- S. — Courbes planes. 27
des systèmes, est lui-même. so l'autre. De même, les droites
pourrons.
diatement dans l’un des
un point quelconque | del Si nous exprimons |
‘remes
ait - de ite de ndant .CVODS a is générale -, en faisant ortant paral- * suivant une les sont juste- 1 homographique live.
ous devons d’abord ouve une translation is rotation simultanée, leur première position; ints à l'infini n'éprouve vite opération.
+ la figure tourne autour d’un 2 de droites parallèles demeu- ‘es parallèles, quoique ces der- «3 à leurs directions primitives.
nc à Pinfini et par conséquent la me pour la figure dans ses deux 4s un cercle restera un cercle, de + fasse mouvoir, nous voyons que les i l'infini ne changeront pas, quel que la figure.
won demande de déplacer une figure de en projection avec une figure homogra-
LME LES COORDONNÉES DE DROITE ET DE POINT
ates connues, l’équation de la droite qui corres- ~~ ee joint z'y'3' doit être de la forme
ee wae + byy + ,5)+ yx! (A,r + byy + C33) ve... + 23 (ax + by +c35)—=0.
He a
Mest une équalion qui contient huit constantes et qui voinciderait avec l'équation de la polaire d’un point par rap- =, ° cy e 9 e port à une section conique, si l'on avait seulement b, = ag, (= Az b; = C2; l'équation, dans ce cas, ne contiendrait que
cing constantes.
334. Dans le cas général, chaque point a pour correspondant une droite différente, selon que le point est considéré comme appartenant au premier ou au second systéme. Ainsi l'équation que nous venons d’écrire exprime la relation qui existe entre un point (z’, y’, z') du premier système et un point (x, 9’, z) situé sur une droite correspondante du second système. Supposons maintenant que le dernier point soit fixe etle premier variable, nous aurions pour la droite du premier Système qui correspond à un point du second l'équation
(ax + by -- c,s') x +(ax + byy' + cs) + (a;2'+- by y' + c3y5')s = 0.
Dans le cas des polaires réciproques par rapport à une conique, la même droite correspond à un point unique, qu’on le considère comme appartenant au premier ou au second système.
333. Pour donner, dans le cas général, une construction géométrique de la droite qui correspond à un point, nous chercherons d’abord le lieu des points qui se trouvent sur les droites qui leur correspondent. C’est évidemment
at +(a+ b,)xy + by +(bs+ ec) yz + (@,+ ¢,) rs +¢e,27=—U—o.
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alors À, est le point du premier système qui correspond à OT, et B, celui qui correspond à OT,, A,B, est évidemment la droite du premier système qui correspond à O considéré comme appartenant au second système. De même A,B, est l’autre polaire de O. | Inversement, pour trouver le pôle d’une droite donnée qui rencontre la conique pôle aux points À, B, nous mènerons de ces points les tangentes AP,, AP;, BQ,, BQ, à la conique polaire ; et si AP,, BQ, sont les droites du premier système qui sont les polaires de À, B, leur intersection donnera le point du premier système qui est le pôle de AB. Et de la même manière, l'intersection de AP,, BQ, donnera le point du second système qui est le pôle de AB. | Le lecteur verra facilement comment ces constructions se ranènent aux polaires réciproques ordinaires, si a,= 6,, b,= C2, cy = a. Les coniques pôle et polaire coïncideront alors, la polaire d'un point sur cette conique sera la tangente en ce point; la polaire d’un autre point quelconque sera la même pour les deux systèmes, ce sera la droite qui joint les Points de contact des tangentes menées du point à la tonique.
336. I] résulte immédiatement de ces principes que, dans le cas général, la conique pôle et la conique polaire ont un double contact l’une avec l’autre. En effet, prenons un point d'intersection de ces deux courbes; ses deux polaires Coincident avec la tangente en ce point à la conique polaire, les deux pôles de cette droite doivent donc coincider, et par Conséquent les deux points où elle rencontre la conique pole doivent se confondre; la tangente à la conique polaire en ce Point d'intersection doit donc aussi être tangente à la conique Pôle. Méme démonstration pour l’autre point d’intersection. M. Cayley l’a également prouvé analytiquement en montrant que, si U = o est l’équation de la conique pôle, celle de la
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premier système et quel est celui qui fait partie du second système.
Comme deux coniques qui ont un double contact peuvent toujours être projetées suivant deux coniques semblables et concentriques, nous allons prendre deux coniques de ce
Fig. 58.
genre pour rendre la figure plus simple.
Soient A, B les deux pôles d’une tangente quelconque à la conique polaire : parmi les deux pôles A’, B' d'une autre tangente, A’ appartiendra au premier système, puisque, si AB sc mouvait de manière à venir coincider avec A’B’, A coinciderait avec A’ et B avec B’. La distinction entre les points peut se faire facilement au moyen du théoréme suivant : A’B et AB sont parallèles dans le cas de deux coniques concentriques, et, d'après la méthode. de projection, elles se coupent sur la corde de contact, dans le cas général.
Réciproquement, si de deux points de Ja conique pdle nous menons des tangentes a la conique polaire, nous devons les numéroter ainsi 0a,, 0a, Pb, Pb, de manière que Ja droite qui joint l'intersection de oa, ct pb: à celle de oa, el pb, puisse passer par le pôle de la corde de contact des coniques.
339. Comme le nombre des constantes qui entrent dans les formules de transformation dans le cas des réciproques &auches ne dépasse que de trois unités celui des constantes dans le cas des réciproqnes prises par rapport à une conique, il est naturel de chercher si ce dernier cas ne diffère pas du Premier seulement par un déplacement de la figure. Il est
oe Perr rus — -
ÉCHANGE ENTRE LES COORDONNÉES DE DROITE ET DE POINT. 429 deux polaires de l’un ou l’autre de ces points, lesquelles, en général, ne passeront pas par le même point, et à faire tourner la figure de manière à amener ces polaires à coïncider, et alors, d’après ce que nous avons démontré, les polaires de tout autre point coincideront.
341. Nous pouvons facilement obtenir une expression qui définisse l'angle dont il faut faire tourner la figure. Les deux figures étant concentriques et l’origine étant le centre, on voit facilement que les équations les plus générales des deux polaires d’un point sont
(axz'+ biy')r +(ax'+ by’) y + cs —0 et (az + æay)r +(bixz' + byy’)y + cs —0o.
Les deux polaires du point à l'infini, pour lequel ” = iz’, sont (a, + tb,)x + (a, + ibs) y = QO, (@ + tay) 2 +(b,+ 1b,)y =0,
et l'angle dont l’une de ces droites doit tourner pour coïncider avec l’autre est la différence des angles dont les tangentes sont a, + 1b, a, + 1a, —— el —-———.
as + ib, b, + ib?
C'est donc l'angle réel dont la tangente est a, + La
342. On peut obtenir le même résultat plus simplement comme il suit : si, en général, la droite du second système qui correspond au point (z’, >”) dans le premier est
(az + byy’) x +(ax' + by) y +c:—=0o, quand le second système a tourné d’un angle §, l'équation de Cette droite devient (a x’ + b,y')(x cos — y sin6) + (a,2’ + b,y)(xsin0 + y cos6) + cc; — 0
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er = UV: W,
. pas rationnelle; en effet, étant donnés . déduisons bien .c’, y’, 3’ sous forme rationaud x’, y’, 3’ sont donnés, nous avons, pour
#? e U e , . 3. les équalions — = — — —; qui représentent voy’
~ avant quatre intersections communes; par conune position quelconque du point ( 2’, 7’, 3") corresjuatre positions du point (x, y, 3). Si les coniques avaient un point commun, ce point, élant indépenla position du point variable (x’, y’, 3’), pourrait : de côté; et à une position quelconque de l’un des rrespondraient trois positions de l’autre point. On de même le cas où U,V,W auraient deux points ; enfin, si elles en avaient trois, les coniques
TRANSFORMATION DU SECOND DEGRE. 433 vera diminué d’une unité. Mais, comme la droite x passe par chacun des points zx, zy, la courbe correspondante ne passera plus par chacun de ces points que (nr — 1) fois au lieu de n; et, de la même manière, nous voyons, en général, qu’à une courbe du degré n qui passe par les trois points principaux (comme nous les nommerons) /, g et h fois respectivement correspondra une courbe dont l’ordre n'sera2n—f—g—h et qui passera par les trois points principaux de l’autre figure f', g, h' fois respectivement, ces quantités étant définies par les relations
346. Il est facile de vérifier que les nombres ainsi assignés vérifient la relation réciproque qui existe entre les courbes correspondantes ; c’est-à-dire que nous avons aussi :
n=an—f—gh, f=n—g—k#, g=R—h—-f, h=n—-f —g.
Nous montrerons aussi que les deux courbes ont le même geure. En effet, si une courbe passe f fois par un point, cela
équivaut à 1 f(f — 1) points doubles (n° 43). Donc le genre de la première courbe est
4[(2 —1)(n — 2)—fS(f—1)— 8(8 —1)— Ah(A—1)],
et, si nous nous servons des valeurs que nous venons de trouver pour n’, f’, 2’, h’, il est facile de vérifier que le nombre que ous venons d'écrire est égal à
aLGR—1)(n—2)— ff —1)— g'(g' —1)— CH —1)].
347. La méthode d’inversion ou de transformation par rayons vecteurs réciproques, décrite au n° 122 et dans les Sections coniques n° 124 (e), est un cas particulier de la transformation du second degré. Dans cette méthode, nous — 4Vons un point fixe O, et les points correspondants P, P’ sont
S. — Courbes planes. 28
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l'inverse de cette dernière courbe est l'inverse de l'enveloppe demandée et, par conséquent (n° 122), que l'enveloppe est l'inverse de la polaire réciproque de cette courbe (1).
349. Il nous reste à faire connaître les cas de transformation rationnelle du second degré qui ne peuvent pas se ramener à la substitution x: y:3— 73:53 x':x'y!.
Des trois points communs aux coniques U,V, W, deux peuvent coincider : supposons que la droite y soit la tangente commune aux coniques au point yz, et soit æz le troisième point commun aux trois coniques; J’équation de chacune d'elles peut alors se mettre sous la forme
-axi+afys+ahzy=—o.
Nous pouvons prendre x?, yz, xy pour les trois coniques et la substitution à employer est celle dont on a fait usage n° 289: t'iy:3=zxy:xt:ys; ces équations impliquent réciproquement. les relations z:y:3— x}: x"?! y'z'. Dans cette substitution comme dans l’autre, au point x's’ correspond la droite y; et à une courbe rencontrant cette droite en ñ points correspondra une courbe ayant le point comme point multiple d'ordre n. Au point x'y’ correspond la droite x; mais, quel que soit le point sur cette droite, la direction correspondante de tangence sera }/ — 0. Donc une courbe Qui rencontre la ligne x en n points aura pour correspondante une courbe ayant le point z'y’ comme point n°P*, où toutes les tangentes coïncident. En un mot, la théorie est, en substance, la même que ci-dessus, mais elle est modifiée Seulement par la coïncidence de deux des points princi- Paux. Supposons enfin que les trois points coincident (Sect. Coniques, n° 239); les équations des trois coniques doivent alors être’ de la forme by? + 2hry + 2f(ys — mx?) =0 et
(') Cet exemple est emprunté à un Mémoire du D' Stubbs sur cette méh ode ( Phil. Mag., vol. XXIII, p. 18).
CS ee eee -
THÉORIE GÉNÉRALE DE LA TRANSFORMATION RATIONNELLE. 439 facilement aussi par cette méthode; tels sont, par exemple, les théorèmes suivants : Le cercle est le lieu des intersections de deux droites rectangulaires qui passent chacune par un point fixe. Une série de cercles concentriques sont
coupés orthogonalement par des droites passant par le centre commun, etc.
351. Nous passons maintenant à la théorie générale de la transformation rationnelle, dans laquelle un système de valeurs de (x, y, 3) a pour correspondant un seul système de valeurs de x’, y’, 3! (par exemplex’:y:# =U:V:W, où U, V, W sont des fonctions connues de x, y, 2 que nous supposons du n“"° ordre) et où, réciproquement, un système de valeurs de z’, y’, 3’ a pour correspondant un seul système de valeurs 2: y: 3 = U’: V': W’. Quand il est possible d'exprimer ainsi les coordonnées en fonctions mutuelles les unes des autres, U’, V’, W doivent aussi être du n"* ordre en x’, y’, 3’. En effet. aux n intersections d’une droite arbitaire lz + my + n3, avec une courbe quelconque
aU+bV+cW,
Correspondront dans l’autre système les intersections de + mV! + nW' avec la droite ax'+ by’ + cz, et ces Points doivent aussi être au nombre de n.
352, Examinons maintenant les conditions à remplir pour qu'une telle expression réciproque puisse étre possible. En général, si l’on nous donne les coordonnées d’un point dans Un système x':7':3—a:b:c, ce point aura pour corres- Pondant dans l’autre système les intersections des courbes
U:V:W=a: bic
, Tt
commun, qui soit un point double pour toutes, et quatre points ordinaires. Cela n’équivaut qu’a sept conditions, puisqu'un point double ne donne que trois conditions (n° 41); il faut donc deux conditions de plus pour déterminer une courbe quelconque aU + bV + cW. Mais les points communs donnent un total de huit intersections, puisque tout point qui est un point double sur deux courbes compte pour quatre intersections. Et de méme, en général, nous ne pouvons pas prendre pour U, V, W des courbes du n‘*™¢ ordre ayant n* — x points distincts communs, parce que (7 étant plus grand que 2) elles auraient un autre point commun et pas de point d’intersection variable ; mais nous pouvons satisfaire aux conditions du probléme en choisissant pour U, V, W des courbes ayant en commun 4, points ordinaires, 2, points doubles, «; points triples, etc., de telle maniére que tous ces points équivalent à n?— 1 intersections seulement et que le nombre des conditions qu’elles impliquent soit de deux unités moindre que le nombre des conditions nécessaires Pour déterminer une courbe du ni°"° ordre. Si nous nous rappelons maintenant que connaitre un point multiple de l'ordre r équivaut à $(r-+1)r conditions et qu'un pareil Point, quand il est commun à deux courbes, compte pour r* intersections, nous avons les deux équations
(1) A t+Aaet+O%+...+7%2,=—n?—1,
(2) a +32: +6a+. ….+ér(r+rnar=kn(n+3)—2.
Multiplions la seconde équation par 2 et retranchons-la
de la première; nous obtenons une équation qui peut avan-
lageusement remplacer l’équation (2) et qui est la suivante :
(3) - G+ 2% +3a,+ ..: +ra—=3(n— 1).
Nous avons donc autant de modes de transformation par Courbes du ni*™e ordre que ces équations admettent de solutions en nombres entiers et positifs pour a, a, ...3; ala
dentes, doivent aussi étre des fonctions rationnelles du méme paramètre.
395. Nous avons vu que, si r est plus grand que a, les équations (1) et (3) ne peuvent pas être satisfaites si les points communs à U, V, W sont seulement des points d’intersection simples. Nous allons montrer de la même manière que sin est plus grand que 5, il doit y avoir un point multiple d'ordre supérieur au second; et ainsi de suite en général. Soit r le plus grand indice: multiplions l'équation (3) par r et retranchons-en l'équation (1), nous avons :
(rT—1)u+2(r—2)2+S(r—3as+... + (r— 1), (u—1)(3r— 7 — 1).
Tous les termes du premier membre sont posilifs, donc r ne peut être moindre que £(n +1). Nous pouvons prendre r égal à ce nombre dans le cas où +(n + 1) est un entier; c’esta-dire que, si n est de la forme 3p — 1, nous pouvons prendre p = r; mais, s’ilen est ainsi, tous les nombres @,, a3, %3,-- - Or doivent étre nuls, les courbes ne peuvent avoir de points communs que les points multiples d’ordre p et nous avons pt» — 3(3 — 2), équation qui ne peut être satisfaite par aucune valeur entière de a p, si p est plus grand que 3. Si donc on excepte les cas où n = 2, 5, 8 ou 17,r doit être plus grand que ;(n + 1). Par conséquent, si n est plus grand que 5, il doit exister un point multiple d’ordre supérieur au second.
36. On établit de la même manière un théorème dont Rous allons actuellement tirer une conséquence importante, à savoir que, si nous prenons les trois points multiples des ordres les plus élevés, la somme de leurs ordres doit être plus &rande que nr. Soient r, s, ¢ ces ordres : nous supposons que s n'est pas plus grand que r, et ¢ pas plus grand que s; faisons Passer dans les seconds membres des équations (1) et (3) les
THÉORIE GÉNÉRALE DE LA TRANSFORMATION RATIONNELLE. 447 éliminer entre les équations, et il reviendra pratiquement au même d'écrire 53 — o et d'éliminer 6z, dy. Il en est de même pour un point multiple quelconque ; les quantités x’, y’, z’ sont proportionnelles à
(2,... X62, 6y)"; (a... X de, dy)"; (2”,... Xôx,5y}";
ox, dy s’éliminent de la manière indiquée n° 44 et 2’, y’, 3’, qui sont des fonctions rationnelles d’un paramètre, sont les coordonnées d’un point d’une courbe unicursale d'ordre r..
360. Les courbes d'un système qui correspondent aux points principaux de l’autre système peuvent être appelées courbes principales, et ces courbes prises ensemble constituent la Jacobienne du système de courbes aU + bV +cW. En effet, la‘ Jacobienne est le lieu d’un nouveau point double sur les courbes du système qui ‘ont un point double en plus des points principaux multiples qui leur sont communs à toutes. Mais, comme chacune de ces courbes a déjà son nombre maximum de points doubles, elle ne peut en acquérir un nouveau qu'en se décomposant en courbes de degré inférieur, et cela arrivera seulement quand la droite correspondanté de l’autre système passera par un des points principaux. Dans ce cas, la courbe aU -+ bV + cW se décomposera en lacourbe fixe de degré r qui correspond au point principal, jointe à une courbe résiduelle variable avec la droite qui Passe par a,. Si, en général, nous avons deux courbes uni- Cursales, dont la somme des ordres r et 7’ soit égale à 7, la multiplicité complexe qui provient des singularités des deux Courbes et de leurs intersections équivaut à
1(r—1)(r—2)+4(7' —i1)(r —2) + rr,
Cest-à-dire à £(n—1) (n— 2)+1 points doubles. Nous YOyons ainsi que, dans la courbe que nous considérons, la “Ourbe complexe a, outre les points principaux, un nouveau
THRORIE GÉNÉRALE DE LA TRANSFORMATION RATIONNELLE. 449 Meg. 115 Principaux 2, sera un point multiple d'ordre rk. courbe originale n’a pas de points multiples, la courbe “"neformée n'aura d’autres points multiples que les points _cinetpaux. On voit ainsi que la courbe transformée sera de ordre rei etque le nombre maximum correspondant de points duubles sera }(nk — 1)(nk — 2); les points principaux setunt des points multiples et le nombre de points doubles
auxquels ils sont équivalents sera
“Nak kh netantok en +... + baprk(rk— 1) ou LA? (2, + At + ees +- 1°2,)— V(x, + 22, + r2,),
ou bien, en vertu des équations (1) ct (3).
t(n?— 1) hk? — F(n— yk.
En effectuant les substitutions, le genre de la courbe transformée est
i(nk—2) (nk—1) —[} (un? —1) At — 3 (n— 1) AJ = 4 (KT Aa);
lest donc le même que celui de la courbe primitive. Si cette dernière a des points multiples autres que les points printipaux, ces points ont pour correspondants dans les courbe: transformées des points multiples du même ordre, et les genres des deux courbes restent égaux.
Si la courbe primitive passe par l’un quelconque des points Principaux «|, pour chaque fois que le passage aura lieu, la tourbe correspondante a, fera partie de la courbe transformée, et le degré de la courbe transformée proprement dite sera diminué en conséquence. Il y aura aussi une réduction correspondante dans le nombre des passages de la courbe œansformée par les points principaux par lesquels passe 2,. L'efet de ces modifications sera de conserver toujours l'égalité entre les genres des deux courbes. Ainsi, par exemple, si
courbe originale passe par un des points ,, la transformé:
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Si nous posons À — 1 et si nous supposons que les autres lettres soient égales à zéro, nous voyons que des lignes droites se transforment en courbes du cinquième degré ayant en commun un point triple, trois points doubles et trois points simples. Pour suivre la correspondance des points principaux, nous remarquons que dans la première transformation au point c correspond la droite 6,6,; dans la seconde transformation, celle-ci a pour correspondante une conique passant par c’a,b,b,b, et enfin à cette conique correspond une cubique ayant 6; comme point double et les six points restants comme points ordinaires. Les Tableaux suivants donnent les effets des différents genres de transformation de Cremona jusqu’a n= 6. Les valeurs indiquent aussi les courbes qui correspondent aux points principaux. Ainsi (Exemple 3) la valeur c' = 34 — 2c — Z(a) indique qu’à C'correspond une cubique ayant c comme point double et passant par les points «.
EXEMPLE 1 (11). -- n = 2, a, = 3.
Ai => ak— a, — as - Ug.
A, h—dy -- a3, Ay=hkh—azs—ay aye haya.
EXEMPLE 2% (IH - n= 3. 2 — 3. da —1, KL = 3h —2b— — um — a; — a, bo - ak —hbh—ay—ae — ay;—ay, a i k—-~b--a,-....
ExEMPLE 3 (INV. Jo. -- a 5. 5-6, tae oO. Hy od. A’ jth — 3e—Xeer.
ec = 3A — oc. Mai.
aq, :k—c—ay--....
Exempece 4(1V. 2). — n = |. 23>: 3, ay 3.
K's: jk —2X(b)— Sia), b= 2h —S3(b)- ag—ay. bys...
a,=k—b,—hby, ....
THÉORIE GÉNÉRALE DE LA TRANSFORMATION RATIONNELLE. 453 EXEMPLE 3(V, 1). - 2 = 5, 23= 8, 22 = 0, 23 = 0, 2, = 1.
k'= 5k— ja — S(a@),
a=jk -3a—Xia) aj=h—a—ay,.
Exemece 6(V, 2). —n= 5, 4) = 3, a = 3, 23 = 8.
54 --c—2¥(b)— Sa), ce 2: 3k — ae — Y(b)—Xt a, by, =ak—ce—a,— Xb),
a,=kh--e—6,.
ExewpLe 7. V, 3°. -- n — 5, 2, = 0. 29 =< 6.
Kk .- jk — 2 tb),
by = ah — 6, --b;—b, — bd; — bg, eee
EXEMPLE 8 (VI, Li — 2° 6, 2:10, 2, = 8.
G4 -— 5e — La, ee -— jh fe -S.ay, ak —e— a,
EXEMPLE 9 (VE 20. un 2: 6. ay 4, ae 2 1, 2, = 2. É GA - 3Ste) -2Stb — a, eo DA -ac—- es - Sthby—a by ~ ak —Se0ei—b,—bh,—b,,
eh - te).
EXEMPLE 10 CV, 3). - n = 6, 2-7 5, 22 1, 2; = 3. Ai: Gk--3N¢e)—2b— Xia, dd jk —2X%ie) —b —Xiai, b, —. ah -Xic)—b—a, bi, =..., eoe.e
a, 7 k — le — 73 a, -—~eaeer
Exempve {1 (Vi, §). — a -- 6, 2, -: 3, 22 = f, 23 = 0,2, 1.
A =6k -§d—2S1b) -- Stay, oe, 3h --ad XD) -ay-- ay, CL =... Cy...
b—ak—d - X16),
ays k—a - by, a =...) Apec. Aie.
TRANSFORMATION D'UNE COURBE DONNÉE
Ainsi, bien que les équations x’: y’: 2’ = U: V: W ne suffisent pas par elles-mémes pour donner des expressions rationnelles de x, y, 5 en fonction de x’, y’, z', les circonstances sont différentes quand nous combinons l'équation S = 0 avec ces équations. Si, entre toutes ces équations, nous éliminons x, y, z, nous obtenons une équation S’ = o qui est la condition de la coexistence du système d'équations. Et quand cette condition est vérifiée, nous avons montré (Algébre supérieure, Leçon X) que nous pouvons en général déterminer rationnellement les valeurs de x, y, 3 qui satisferont à toutes les équations du système. Nous voyons ainsi que, quand une courbe donnée S est transformée par la substitution t:V:3#=U:V:W, nous pouvons en général obtenir une
relation réciproque rationnelle x: > : 3 — U': V': W’.
ExeMPLE. — Supposons qu’on nous donne T'IFis=ÿs+miys-Lryi)s + rs.
Ici des lignes droites dans le second plan ont pour correspondantes dans le premier plan des coniques qui ont en commun les deux points yz, 37; et par conséquent à un point du second plan correspondront en général deux points du premier. On trouve facilement les expressions générales de x, y, z en fonction de 2’, y’, z', en re- Marquant que +—y, x — 3 sont respectivement proportionnels à r—y', 2’ — 3'; le sens géométrique de cette relation consiste en ce que les points (z, 7, z), (z', y’, z'), considérés comme appartenant au même plan, sont collinéaires avec le point (1,1, 1). En d’autres termes, les équations sont satisfaites en posant z = 2 +), y=y'+A,
eem
= 3'+ À, et À est déterminé par l'équation du second degré adt+(a +y+s)h+ys = 0.
Il est évident qu'à un système quelconque de valeurs de (2’, y’, 3’) tOrrespondront deux systèmes de valeurs pour (x, y, z). Mais il n’en ‘st plus ainsi si nous considérons la transformation d'une courbe donnée. Par exemple, prenons dans le premier plan une droite 72 4+. 3y + yz; la relation entre un point de cette droite et le point ‘Orrespondant du second plan est donnée par les équations T æz'+),..., dans lesquelles (2 + 8 + y)A=—(22'+ By’ + yz).
TRANSFORMATION D'UNE COURBE DONNÉE. 457 sur l’autre courbe. De la même manière, si A’, B’ coincident, nous pouvons avoir sur l’une des courbes un rebroussement qui corresponde à un rebroussement ou à un couple de points coincidents sur l’autre. |
Considérons maintenant deux points fixes correspondants A, A’ situés chacun sur chacune des deux courbes correspondantes S, S’; supposons que les ordres respectifs de ces courbes soient m:et m’, et admettons qu'elles soient dans le méme plan. Considérons aussi deux points variables correspondants M, M’, et cherchons le degré du lieu de l'intersection des droites AM, A’M’. Prenons une position fixe quelconque de la droite AM; comme elle rencontre la première courbe en m — 1 points différents de A, il ya m — 1 positions correspondantes de la droite A’ M’, et en conséquence AM rencontre le lieu en m — 1 points distincts de A. Mais si nous considérons la droite AA’, il est facile de voir de la même manière qu’elle ne rencontre le lieu qu’au point A compté m'—1 fois et en A’ compté m — 1. Nous voyons ainsi que le lieu est du degré m + m’— 2 et que les points A, A’ sont respectivement des points multiples de l’ordre m'— 1, m —1.
Cherchons maintenant dans quels cas AM est tangente au lieu. Ceci aura lieu quand deux des droites A’M’ correspondant à AM coincideront sans que nous ayons en même temps une coïncidence de deux des droites AM qui correspondent à A’M’. En effet, dans ce dernier cas, l'intersection de AM, A'M' serait un point double du lieu, et AM ne serait pas une langente ordinaire. Mais 1° si AM est tangente à S, AM sera évidemment tangente au lieu. 2° Si AM passe par un point double de S, suivant que ce point double aura pour corres- Pondants sur S un point double ou deux points simples dis- Uincts, nous avons comme correspondants sur le lieu un point double ou un couple de points distincts; mais dans aucun de “es cas AM n'est une tangente ordinaire. 3° Si AM passe Par un point de rebroussement de S, suivant qu’à ce rebrous-
TRANSFORMATION D'UNE COURBE DONNÉE. 459 365. Nous démontrerions, comme dans le n° 361, que si nous transformons une courbe S du m‘*™ ordre à l’aide de la transformation x’: y’: 3! = U: V:'W, dans laquelle U, V, W sont des fonctions du p‘*™* ordre, comme les points où une droite arbitraire rencontre la transformée correspondent aux points où «U + BV +YW rencontre S, l’ordre de la courbe transformée est mp — a, — 2%, ...; IC] &y, &, ... représentent les nombres de points simples, doubles, etc., communs à U, V, Wet qui sont aussi situés sur S. Cherchons maintenant comment, par cette transformation, nous pouvons abaisser autant que possible l’ordre de la courbe transformée. Nous voyons, comme dans le n° 353, que U, V, W peuvent être assujetties à satisfaire à deux conditions de moins qu'il n’en faut pour déterminer une courbe d'ordre p, c’est-à-dire à $p(p+3)— 2 conditions; et nous disposerons évidemment de ces conditions de manière à réduire le plus possible l’ordre de la courbe transformée si nous faisons passer U, V, W par autant de points doubles de S que cela sera possible. Soit D le genre de S, le nombre de ses points doubles est en conséquence 5(m? — 3m)— D +1; prenons en premier lieu p = m —1; dans ce cas, nous pouvons faire passer U, V, W par $(m?-+- m)—3 points. Nous pouvons donc faire passer les courbes par tous les points doubles et par 2m + D — 4 autres points de S. Si donc nous posons 2, = 2m + D — 4, 22 —=35(m2—3m)— D +1,p— m —1,nous trouverons que l’ordre de S’ est mp — 2, — 24, — D + 2.
Supposons maintenant p = m — 2, ce qui implique évidemment que m est plus grand que 2. En procédant comme ci-dessus, nous voyons que nous pouvons prendre
‘tg = t(m?—3m)--D+1t, 2m + D—14
et que l’ordre de la courbe transformée sera encore D + 2. Enfin admettons que p —m—3; nous pouvons prendre %,=3(m?— 3m)—D-+1, «, —D—3, pourvu toujours
TRANSFORMATION D'UNE COURBE DONNÉE. 461 +, peuvent donc être exprimées sous forme de fonctions rationnelles de 0.
Considérons maintenant le cas D = 1. Ici la courbe transformée est une cubique et il faut remarquer que, de quelque manière qu'on effectue la transformation, la cubique résullante aura toujours le même invariant, c’est-à-dire que le rapport anharmonique des quatre tangentes menées d’un point de la courbe sera le même (n° 229). Quand D — 1, les coor-
données d'un point quelconque de la courbe peuvent s’ex- Primer en fonctions rationnelles d’un paramètre 8 et de V8, où © est une fonction du quatrième degré de 9. Il suffit de démontrer cette proposition pour le cas d’une cubique, puisque T,Y, zpeuvent s'exprimer comme fonctions rationnelles de z’, V, a set pour le cas d’une cubique, ce résultat se voit immédialement en prenant cette courbe de manière qu’elle passe par le Point zy, en posant dans l'équation v = 92, ce qui permet d'obtenir immédiatement les rapports x:7:3 sous la forme En question. De plus, il est bien évident que les valeurs de 6 Pour lesquelles 8 =o sont précisément celles qui corres- POndent aux quatre tangentes menées de cy à la cubique. Nous avons vu de cette manière que les coordonnées d’un Point d’une courbe pour laquelle D — 1 peuvent s'exprimer SOus forme de fonctions rationnelles de 8 et de ÿ6; et par
une transformation linéaire de 9, c’est-à-dire en remplacant § ’ p'ac
. , . af b Par une fonction convenablement déterminée rer nous
POuvons mettre 4/8 sous la forme (1 — 9#)(1 — £762). Si nous Posons Ê— sinamu, cette quantité est cosamuAamu et nous pouvons dire que les coordonnées d'une courbe dont le Senre est 1 peuvent s'exprimer sous forme de fonctions
ehh: .. .
Eli ptiques d’un paramètre u.
_ 367. Il existe une théorie semblable pour le cas où le >“nre est égal à 2 et où, par conséquent, la courbe est réduc-
CORRESPONDANCE DE POINTS SUR UNE COURBE DONNÉE. 463 Il existe évidemment pour le nombre des points doubles de S’ une expression semblable qu’on réduit de la précédente _par un échange de lettres accentuées et non accentuées. Dans Yun et l’autre cas, nous trouvons que le genre est $(Q + 2), où 2— at b'c'+ b'c'a'+ c'a'L' + abc + b''ca + cab + 2aa'(be' + cb')+ a bb'(ca + ac’) + 2acc'(ab'+ ba’) — 3(ab'c' + bc'a + cab + a be + b'ca + c'ab).
Nous retrouvons ainsi le théorème énoncé précédemment, que les deux courbes ont le même genre.
CORRESPONDANCE DE POINTS SUR UNE COURBE DONNÉE
369. Ce que nous avons dit jusqu'ici suffit pour faire comprendre la théorie de la correspondance rationnelle; dans ce qui suit, nous considérons la correspondance générale de deux points P, P’ situés sur une même courbe et tels que l'un d'eux détermine l’autre. Supposons qu'à une position donnée de P correspondent 2’ positions de P’, et à une position donnée de P’, « positions de P; on dit que la corres- Pondance est une correspondance (x, 2’). Quand «= %—1, lle est appelée rationnelle.
Comme exemple simple de correspondance sur une courbe donnée de mi®° ordre, supposons que les points P, P’ soient Collinéaires avec un point fixe O (c'est-à-dire que la droite PP’ passe par O); si P est donné, il y a m —1 positions de P’, et si P’ est donné, il y a »1 — 1 positions de P; en d'autres termes, ceci constitue une correspondance (m—1, m —1).
Qus avons déjà indiqué ce genre particulier de correspon-
dance dans le cas du cercle (voir n° 347). Cette correspondance est évidemment rationnelle dans le cas de la conique, ou Gand m = 2.
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dance (1, 1). Il en résulte immédiatement que, si le point P a
2 positions, son paramètre doit être donné par une équation de l’ordre a: si donc, comme ci-dessus, les points P, P’ ont aussi une correspondance (a, a’), la relation entre leurs paramètres doit être déterminée par une équation de la forme (4, 1 )=(0’, 1)% = 0, c’est-à-dire que, 8 étant donné, l'équation sera de l’ordre a en 0’; mais, 9’ étant donné, elle sera de l'ordre x en 4.
312. Un point peut se correspondre à lui-même; on dit alors que c’est un point uni: ainsi, quand les points P, P'sont collinéaires avec un point fixe O, il est clair que le point de contact d’une tangente menée par O à la courbe est un point uni; et si ce sont les seuls points unis, leur nombre est égal an. |
Les seuls autres points qui, à première vue, pourraient sembler des points unis sont les points doubles et les points de rebroussement de la courbe. En effet, si nous supposons P silué en un nœud ou en un point de rebroussement, la droite OP rencontrera la courbe au point P, qui compte comme une des m—1 intersections et en m— 2 autres points; ou Ce Qui revient au même, la droite menée de O au nœud ou au rebroussement rencontrera la courbe au nœud ou rebroussement compté deux fois et en (77 — 2) autres points. Mais dans le cas du nœud, les deux intersections en ce point appartiennent à des branches de courbes différentes; en d'autres termes, nous pouvons dire qu’elles sont coincidentes, Mais qu’elles ne sont pas consécutives; la distinction se voit bien quand il s’agit d’une courbe unicursale; pour ce point double, nous avons alors deux valeurs distinctes de 9, pour Chacune desquelles les coordonnées ont Ics mêmes valeurs; dansle cas d’un point de rebroussement, ces deux valeurs de deviennent identiques ; ou, ce qui revient au même, la droite
Menée de O au point de rebroussement (quoique n'étant pas
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un facteur commun à U et V.
rbitraire quelconque
sy bys
int commun avec U et V; ce sera le
1 la droite arbitraire rencontre la courbe
teur commun. J] s'ensuit que le résultat
are U=o, V = o et l'équation de la droite
Lans ce cas, être nul. Ce résultat contient
,, y's’ au degré ab'+ ba’ et les coefficients werés b, & respectivement. Mais, comme le ré- :nination s'obtient en multipliant les résultats de ton dans ax + 39° + +: des coordonnées de chaintersections de U, V et comme, par hypothèse,
"RRES. 497 “tes les inter-
* l'équa-
point
st de la
. évidem-
Jiffrent de :crnière équa-
juc AU’ ne peut ous pouvons alors lu=i,d = n—1,
oo: d'où Via — 5).
de Ienr'1"3" est - JA — 3)
ite fn + 2)(2 — 3) par rapport aux
premier par rapport à ceux de Ÿ
l'ordre (a + 4)(7 — 3) en fonction
équation primitive. La courbe bitan- -neontre fa courbe primitive U=o en
-n —3) points; et, comme il y a deux de ces
_1¢ bitangente, le nombre de ces dernières est - — g), comme nous l'avons trouvé d'une autre
: méthode du n° 381 nous permet non seulement -mniner l’ordre de la condition cherchée [= o, mais
.. de trouver cette condition elle-même en eflectuant réel-
. utles opérations indiquées. Ainsi supposons que 2’, )”, 5’ «nt, comme plus haut, les coordonnées du point sur la urbe; dans le cas des points d‘inflexion, nous avons à effecer l'élimination entre az -} 394-5 =-0, AL‘-=0, A?U’=0,
et par conséquent, quand la fonction est x ou My — NB, le résultat est
hy— 88 by—fB fyr—cb (rn—1) L M N |.
a B Y Ici le coefficient (n —1) provient de la condition que nous avons introduite, et suivant laquelle les différentielles de
L,...sont(n —1)a,....Le déterminant qu'on vient d’écrire se réduit alors de la manière suivante :
[1 £ Sf c
Ye fe o hy—gsp by—fB fr—cB] _ |B A Of 0 L M N o L MN 0 2 8 Y oa BY ! g foe R—ax —az' —ha! — sx!
à k b f |_| 8 hob fF —(By'+ y2') az’ hx' gr! = +. g f c 0 a D 0 2 B i hobf =Rig fe +2 (2).
Si nous représentons ( :) par 5, etles moitiés de ses diverses dérivées par rapport à a, 8, y par Z,, 22, 23, ces dernières ne différeront que par leurs signes des déterminants qui mul-
liplient R dans les valeurs de Vz, V Y, V3, et nous avons | 4, ds ds v(S)=4(S)—(n— 1) R( 2, ++) |
2 / ,dS ,dS ,dS\ +(n=1) (2) (ety ete Z)-
Supposons en particulier S = A*(V), où V est une fonction S. — Courbes planes. 31
THÉORIE GÉNÉRALE DES COURBES. 485 puis, après avoir remplacé x, par My — N§, ..., nous devrons faire disparaître «, 8, , au moyen de l'équation de la courbe. En effectuant la substitution avant de former le discriminant, l'équation devient
opus pp 1.2 Qi + 1:2.3 Qsku + neve Qu = 0
dont le discriminant ne différe que par un facteur numérique de Q? — 3Q,Q,; cette fonction renferme encore a, 8, y au second degré et par conséquent a encore besoin d’être réduite. La formule suivante va nous être utile pour cet objet.
390. Si nous bordons la matrice du Hessien horizontalement et verticalement avec trois rangées et trois colonnes, le déterminant résultant est évidemment égal au produit changé de signe des deux déterminants qu’on a ajoutés horizontalement et verticalement. Si en particulier V, W sont des fonctions des ordres #!, n”, nous avons
a h g2V, L ah g 2 NV, o
h b SBN: M h b f g" V, o
5 V3 N ur » V ar al a ie
W, Wa: W, W, W,W; o o —n"W
ou bien
V TV av:
” —n"WR ( :) + R* (Ww) +U (aw) ét, quand z’y’z’ satisfait à l'équation U = o, le dernier terme st nul. Ainsi, en particulier, |
(AV)? — nave(*) — 2 a VR (0 )+ R? (y) ,
THEORIE GENERALE DES COURBES. 487 et en conséquence ]’équation de la courbe bitangentielle est
H dz\ (2) —sn( Emo
c'est-à-dire que si Z, écrit tout au long, est égal à Aa? + BB? + Cy? + 2F By + 2Gya + 2H 08,
cette équation est
dH? aH? aH? aH dH
g 44 dH aH 2H dH 3 ds dx dx dy
d'H aH a?H aH
GH oy TH T2 4.dz * *" dxdy
c'est une courbe du quatorzième ordre.
391. L’équation qu’on vient d’obtenir peut être transformée au moyen de l’expression donnée (Sect. coniques, n° 381, Exemple 1) et qui exprime la condition pour que la droite Polaire d’un point par rapport à une conique soit tangente a une autre conique. Nous avons vu que, si az*+..., d'xt+.., sont les deux coniques, nous obtenons
(bc— Py(a' x + h'y + g 53} +...
=|a'( be — f?) +...](a’ x? +...) —F, ou F représente un covariant conique des deux coniques; et nous avons trouvé de la même manière que (b'c’ — f?)(ar+hy+ gs} +...
=[a(b'c' — f")+...](ac?+...)—F.
Si maintenant a, b,c,... ont la même signification que cidessus, et sia’, b',... représentent les dérivées secondes de la Hessienne, son degréétantn’, les quantités(a’x-+-h' y-+-g’3),...
THÉORIE GENRRALE DES COURBES. 489 Dans le cas particulier où n = 5, il vient |
Q,= — 365A + 8RY(H)—R'+, Q: = — AH, Q:= —H
Pour former la courbe bitangentielle d’une quartique, la quantité à calculer est
(27 Q2 Qs — 5Q Qu) = 9(4Q5 — 9Q:Q)(5 Qi — 12Q:0Q5);
c'est une expression qui renferme x, 8, y au sixième ordre, et 1l faut prouver au moyen de l'équation de la courbe qu’elle est divisible par R®. Mais, en vertu d’une formule déjà obtenue, nous avons
Il est facile de démontrer aussi que 27Q,Q; —5Q;Q, et 5Qf — 12Q;Q; sont chacun divisibles par R; mais je n'ai Pas pu mener la réduction plus loin.
Nous avons montré ailleurs (Algébre supérieure, n° 295) :omment tous ces calculs peuvent se faire au moyen des méthodes symboliques.
393. Une autre méthode (') pour résoudre le problème les tangentes doubles est suggérée par la démonstration qu’on à donnée (n™ 183-235) que le point où la tangente à une >ubique la rencontre de nouveau est déterminé par l’intersec- ‘ton de la tangente avec la droite xH, + > H, + 5H, — 0. Il “tent à l’idée de chercher à calculer de laméme manière l’équa- ‘ton d’une courbe de l’ordre n — 2 qui passe par les (n — 2)
(") J'ai donné cette méthode dans le Philosophical Magazine, oct. 1858, © dans le Quarterly Journal of Mathematics, vol. IL, p. 317. Voir aussi ©s Mémoires de M. Cayley, Phil. Trans. (1859), p. 193, et (1861), p. 357.
THÉORIE GÉNÉRALE DES COURBES. 491 courbe; nous trouverons, il est vrai, que cette hypothése est inexacte, mais notre mode de recherche nous conduira a la vraie forme de la tangentielle.
394. Prenons l’origine sur la courbe et l’axe des y pour langente ; et soit alors l’équation de la courbe
nby +4n(n—1)(Cox*?+ 20, ry + c:7?) + nr —1)(n —2) (dors + 32 y +382" + di) +...=0.
Il faut observer, et la remarque sera utile dans la suite, que les différentes polaires de l’origine, par rapport à la courbe, sobtiennent en remplaçant n par n—1, n—2, ... dans cette équation. Pour que la courbe puisse passer par les points tangentiels, son équation doit être telle qu’en y faisant y =o elle se réduise à
Inn —1)Co + =z (ean —3)dr+...—=0.
Formons maintenant l'équation de la Hessienne; comme nous avons à trouver ses courbes polaires par rapport à l'origine, puis à y faire y = 0, nous n'avons à nous occuper que des termes de la Hessienne qui ne renferment pas y. Les dérivées secondes de la courbe donnée sont
A—=Co+(n—2)dsr +i(n—-2)(n —3)ex +...
b—c;+(n—2)dig+!\(n—-a2)(n--3)e:xt+...,
c= d(n—2)(n— 3)cgx?+..., f=b+(n—-2)cx+i(n—2)(n—3)dirt+....
£ = (n2— 2)eor+t(n— 2)(2 —3)dx?+...,
On trouve facilement alors que l'équation de la Hessienne est
C694 (n—2)dyb?.rt+[1(n—a2)in — 3)e) b? -+ (n—1)(n — 2)P Ja? +i[(n—2)(rn—3)(n — 4) fpL+in—1)(n— 2)? Q +(n—t)(m—2yn— 3)R].c8+... 0,
THEORIE GENERALE DES COURBES. 493 et il est évident à première vue que, dans le cas de la quartique, cette conique polaire ne peut étre la tangentielle, parce qu'elle contient le groupe de termes P qui n’entre pas d’une manière semblable dans |’équation de la courbe. Mais nous pouvons aisément former une équation qui ne renferme pas ces termes. Représentons par A?H =o l'équation que nous venons d'obtenir et soit A?H, la conique polaire par rapport à la Hessienne de la première polaire de l'origine: comme nous l'avons déjà vu, A?H se déduit de A?H en remplaçant n par n — 1. II est alors facile de vérifier que
(n — 2) 4*H —a(n—1)A°*H, = (xn — 3) b?[6 9 + 4dr + exr!|.
Mais quand la courbe donnée est du quatrième degré, le second membre est ce que devient l'équation de la courbe donnée quand nous faisons y — 0. I] s'ensuit alors que AH — 342H, est la tangentielle cherchée pour la quartique.
On trouve exactement de la méme maniére que la troisième polaire de l'origine par rapport à la Ilessienne est
(Br — 63 7 — 53 nr —8)e,b, + E(n—2)(3n —7)(3n —8)\d Pr + b(n—2)(n—3)(3n — Bey D? at + (n — 1)(n— 2)(3 n — 8)P 5? + L(u—2)(a —3)(n —- 4) fo Bc?
+(a—i1)(n—2)(a —3)Rat(n —1)(n — a) Qzr?,
et l’on obtient A?H,, A*H,,... en remplaçant n par(n — 1), (r— 2), .... Nous pouvons vérifier que
(n — 3)(n— HA H—oa(n—1)(n — 4) 49, + (2 — 1 (n) — 2) MH,
= 2(n —/4)(500c0 + 104,7 + 5er? + frs); | et si n=5, le second membre de l'équation est ce que devient l'équation primitive quand nous y faisons } = 0; en conséquence, il en résulte, comme plus haut, que l’équation de la tangentielle est
SH — 44, + 68H, =o.
THÉORIE GÉNÉRALE DES COURBES. 495 de sa première polaire. Le même raisonnement s'applique aux autres courbes polaires.
Passons à la conique polaire. Si nous différentions les équations que nous venons de donner pour H, ..., les différentielles se composeront de deux groupes de termes : les différentielles prises dans l'hypothèse où A, B, C, ... sont constants, et les termes obtenus en différentiant ces quantités. Si, pour abréger, nous nous servons des lettres §, n, € pour représenter les symboles de différentiation parrapporta r,}, 3, nous avons
EH — FA +Br?+...)U EE La(ns — 1/0)? + DCE — LE) +... JU;
lest bien entendu que les accents, dans le dernier groupe de termes, peuvent être supprimés après le développement, . le terme EE'an2{/2 tenant, par exemple, la place de
CU AU @ drdy* dx ds?
La dernière équation peut être écrite sous la forme abrégée
Ainsi l’équation de la conique polaire d’un point, par rapport à la Hessienne, peut être mise sous la forme V + W = 0: V représente un groupe de termes dans chacun desquels une dérivée quatrième est multipliée par le produit de deux dérivées secondes, et W un groupe où chaque terme renferme une dérivée seconde multipliée par le produit de deux dérivées troisièmes. Prenons maintenant la Hessienne de la première polaire ; comme on l’a énoncé plus haut, les dérivées secondes, troisièmes et quatrièmes sont alors respectivement multipliées parn—2,n—3,n—4, et le résultat est
MH, —(n—a)(n—4)V+(n—3¥W — 0:
les droites polaires par rapport aux trois courbes se renconrent en un même point; son équation est
° | oy Wy N'a
Nous avons vu (n° 194) que la Jacobienne est lieu des points doubles des courbes du système
AUH RS EU o.
Si les trois courbes ont un point commun, il est situé sur la
dans ce cas, pour les covariants. On verra que nous pouvons, sans rien perdre en généralité, supposer c, et c, nuls. Il vient alors
H=bc.-38(d,r--d,y)--3tbe, bed, ar ~-3abte, Sbcd,)rr - (be, brd,)r:
~ (bf, — iwbee, --- 1808 d,) x3 LCD f, — Bobce, —'yhdgd, -:- gd? Red pr -( bbef,-- sabd,e,-. 13br,d;--1rcîe, : -- 2fcdyd, —iSedi)axi—....
He oh [ib'd? --6b c'd,) (ibide, + Bete! - OBcd,d,— 57 Ped jr + (4 b'dye, + 12 bc7e, - Rb edyd,- led? = obte dr “1b dy f+ bei: 6b 7S, -- 6d edge, — Red cy — obtete,— 03e dd, bg bet di + 30b08@ ) rie d b= 66: (Pe, -- lcd.) v( bs. - 8B ce, — 38be7d,) V [Of --abice,-+aglhi(di- did) jiberd,] 4c — 9b ef, -- 12 bye, + bled, | + bérte, — i62bcd,d, -- 168 bcdt -- bed)...
Parmi les quantités A, B,..., les seules qui renferment des termes indé}.endants de x ct y sont A= b?, F = bc. Si donc nous écrivons tout au long une quantité | de la forme 6 + AH® et qu'elle soit
A + By.r-:- G9 +B,rt-....,
le degré de y étant 22, le terme absolu dans le covariant A (SE) 4-4... CSI
b:B3-:- 4 bc AB, et le terme absolu dans A + +... est 267C, + 42dcR,.
S. — Courbes planes. 32
POLES ET POLAIRES. 499 mun; car l’équation écrite ci-dessus, quand nous y faisons m= ni, devient
J+r ds mu dA + me dB + mw de de dx dx dx .+mJj+(m —m)Cw,;
pour le point commun elle se réduit à rJ, = (m" — m)Cw, et nous avons de même
rJ,=tm —m)Cu,, rJ,=(m—m)Cus,
en sorte que | rd, 4- y J, + sJ; =0o et
CV, + Wig + S's = représentent la méme droite.
Si, dans ce cas, le point commun est un point double sur«@, il sera aussi un point double sur J et aura les mêmes tangentes que celles de la courbe «w (!).
Les valeurs que nous venons de trouver pour J,, J,, J, sont nulles quand ,, 2, 63 le sont. Si nous prenons de nouveau les dérivées et laissons de cété les termes qui sont nuls, parce qu'ils contiennent , v, w, J, J,, ou w,, tg, ',, nous avons
J dN aB Ca Pr (mat a +(m —m) Wage
Mais, d’après les valeurs précédemment trouvées pour A et B, nous avons d'A dB
M Oy ZM eus — Wg + 6°, (OW pg a — OV pg lle ), ' le ' Or is Set? 43 3 12) i 12 (63 13 2)
et. en éliminant x)'3 entre les équations
Uy Ja + Sig OS EN + Ve + 53 =O, D ALU + LAS + CU = 0,
a ne me ee ee ee nv + —
(*) Cosas et Goapas, Abelschen Functionen, p. 62.
le tact-invariant renferme les coefficients de chacune des courbes au degré 3m(m — 1) et il ressort de considérations que nous exposerons plus loin que l’ordre de la condition pour que u + dv puisse avoir un couple de points doubles (ou, ce qui revient au même, le nombre des courbes du système uw + Àv+ uw qui ont deux points doubles) est +(m — 1)(3m? — ym?—5m + 22), et que le nombre correspondant pour le cas du rebroussement est
on peut vérifier que
3(m —1)*(3m?— 6m + 2) = 3m(m—1)+3(im —1)(3808 — gm? — om + 24) + 36(m —1)(m— 2).
De la même manière, si nous avons formé le discriminant de Au + pv + vw, ou, v, w sont des courbes de même degré, nous pouvons chercher le discriminant de ce dernier considéré comme fonction de À, u, v. Ce discriminant contiendra comme facteur le résultant de uw, v, w et les conditions pour qu’une courbe Àu + pv + vw puisse avoir trois points doubles, ou un point double et un rebroussement, ou bien an point tacnodal; l’ordre de l’une quelconque de ces conditions par rapport aux coefficients de l’une des courbes est le même que le nombre des courbes de la forme
Auturctover+lmo
qui ont la singularité en question. Quand les courbes sont toutes des coniques, le discriminant considéré comme fonction de), p, v, du discriminant de Àu + uv + vw est AB?; ici A est le résultant de u, v, w et B= 0 la condition pour que Àu + uv + vw = o puisse représenter deux droites qui coincident; mais je n’ai pas pu établir la théorie générale.
400. On peut observer, en ce qui a trait à ce sujet, que le :
POLES ET POLAIRES. 5où
trois premières polaires d’une courbe donnée; dans ce cas, la Jacobienne est la Hessienne de la courbe et l'autre lieu que nous venons d'indiquer en est la Steinerienne (n° 70); la théone que nous allons exposer est la généralisation de celle que nous avons indiquée pour la cubique (‘) (n° 175).
Aun point P de la Steinerienne correspond un point Q de la Hessienne; la première polaire de Pa Q pour point double etla conique polaire de Q se compose de deux droites qui se coupent en P. Considérons deux points successifs de la Steinerienne (n° 178) ; l'intersection de leurs premières polaires sera alors le point Q compté deux fois et les points de conlact de la première polaire avec son enveloppe. Ainsi la polaire, par rapport à la courbe, d’un point Q de la Hessienne est la tangente à la Steinerienne au point correspondant P. En particulier, si Q est un point d'inflexion de la Courbe, sa polaire sera la tangente en ce point; nous voyons ainsi que la Steinerienne est tangente aux 3 m (m — 2) tan- §entes stationnaires de la courbe.
402. Nous avons vu (n° 70) que les ordres de la Hessienne €t de la Steinerienne sont respectivement 3(m — 2) et 3(m — 2). La Hessienne n’a ordinairement pas de point double; el par conséquent ses caractéristiques Pliickériennes SOnt
ux 3(m—a), =0, «2:0, v—3(m—92)(3m—5),
T= (im — 1) me —- 2) (mr -- 3)( 3m — 8),
Comme il y a une correspondance (1, 1) entre la Hessienne
(‘) Les principaux théorèmes de cette section ont été énoncés par Steiner dans un Mémoire lu à l’Académie de Berlin, 1848, et imprimé ensuite dans le Journal de Crelle, 185, t. XLVIL. En ce qui concerne les cubiques, j'en @vais donné la théorie dans la précédente édition de cet Ouvrage (1852). Je Me connaissais pas les travaux de Steiner, que j'ai appris seulement par le Journal de Crelle.
POLES ET POLAIRES. 907 appellerons cette courbe la Caylerenne ('). Elle a évidemment une correspondance (1,1) avec la Hessienne et la Steinerienne et par conséquent elle est du méme genre.
Pour déterminer sa classe, nous emploierons les principes établis n° 372 et Sections coniques, Appendice, a savoir que si deux points sur une droite, ou deux droites passant par un point, ont une correspondance (m, m'), il y aura m—+-me cas de coincidence de ces points.
Considérons donc les droites qui joignent un point arbitraire M aux deux points correspondants P, Q. Comme la Steinerienne est une courbe de l’ordre 3 (7 — 2)?, si la droite MP est fixe, il y aura 3(me — 2)? positions de P et autant de Q. De la même manière, à une position quelconque de MQ correspondent 3(m — 2) positions de P. Il y a donc 3(m — 2)? + 3(m— 2) ou 3(m—1)(m—2) droites qui peuvent étre menées par M, et qui contiennent deux points correspondants P, Q; c’est par conséquent la classe de la Cayleyenne. Elle est évidemment tangente aux tangentes d’inflexion de la courbe donnée. Elle n’a pas d’inflexions et ses caractéristiques sont
M 3(m— 2)(9mt—11), v= 3m -— 1)\(m— 2), 6 = 3(m — 2)(Sm —- 13)}( 3m? — 1gm + 16), x= 18(m—2)(2m—d),
r—{$(m—a)(mt—-am—i1), to.
404. Les définitions déja données peuvent étre étendues plus loin, si l’on considère les points doubles non seulement sur les premières polaires, mais sur un système quelconque de courbes polaires. Le lieu d’un point, tel que sapolaire §*™ ait un point double, est une courbe de l’ordre 39(m—6— 1)? qui est la §*™¢ Steineriennc; et le lieu du point double est
(') M. Cayley l'appelle la Steiner-Hessienne.
POLES ET POLAIRES. 309 Elle sera de l'ordre a( 2s + 4 — 3) en fonction des coefficients de S.
En particulier, si § = 1, l’enveloppe des premières polaires des points d’une courbe S est la même que le lieu des pôles des tangentes de S et son ordre est s’(m — 1). Si dans ce cas s— 1, cet ordre se réduit à zéro, comme cela doit être, puisque l'enveloppe se réduit alors aux (m — 1)? pôles de la droite S. En général, il est évident que chaque tangente double de S donnera naissance à (m — 1)? points doubles qui sont ses (m — 1)? pôles, et que chaque tangente stalionnaire donnera (m — 1)? rebroussements sur l'enveloppe. Nous avons donc pour la classe de l’enveloppe
(m — 1)?s — (m-— vs -— a(n —- 1) + — Bon — 1)°1;
ou bien, comme 5? — s — 27 mière polaire est
. = 5, la classe de la pre-
(m — 1)(an-- 2)8' + (amt — 1}?s.
51 — m — 1, l'enveloppe des droites polaires des points d'une courbe S, ou le lieu des points dont les premières polaires sont tangentes à S, est de l’ordre s (s+ 2m— 5) ou s'+ 2s(m— 2). Et comme le nombre de ces droites polaires qui passent par un point arbitraire M est le même que le nombre des intersections de S avec la première polaire de M, la classe de l'enveloppe est (7e — 1)s.
En général, le nombre des points doubles de la polaire 6*"" de S est(m — 6)? foisle nombre des polaires(s: — 1)" d’un point qui sont deux fois tangentes à la courbe et le nombre des rebroussements est (: — 4)? fois le nombre de ces polaires qui osculent la courbe donnée.
406. Si la 8" polaire d’une courbe S est une courbe R, la (mz — 6)“ polaire de R doit contenir, comme partie d’ellemême, la courbe S. Ainsi, par exemple, si 4 = m — 1, Rest
- “qv puni LS LE
CONIQUES OSCULATRICES. DLL avons vu que, si l’ordre et la ‘classe de R sont r et r’, l’ordre de sa(m — 1)'*™* polaire est 7’ + 2(m —2)r; mais
r= (m —1)(m—2)s'+(m—1)8s, rs! (m — 1);
donc l’ordre de la polaireest 3(m — 1)(m — 2)s’ +(m—1)3s, ce qui s'accorde avec ce que nous avions établi ; car, la Steinenenne étant de la classe 3 (m1 — 1)(m.— 2), le nombre de ses langentes communes avec S est 3(m — 1)(m — 2)s’. Il doit euster une théorie générale pour la réciprocité quand R est la polaire @'*™e de S et S la polaire (mz — 4)*™* de R; mais elle n'a pas encore été étudiée.
CONIQUES OSCULATRICES.
407. La forme d’une courbe dans le voisinage d’un point P de cette courbe est caractérisée par le cercle de courbure ; mais elle admet encore une autre définition. En effet, si nous menons Parallèlement à la tangente en P une corde infinitésimale QR et sila normale.en P la rencontre en N, les arcs PQ, PR et les droites NQ, NR regardées comme des quantités du premier Ordre sont égales entre elles; mais elles diffèrent de quantités du second ordre; en particulier, NQ, NR diffèrent d’une quanté du second ordre; ou, ce qui revient au même, si L est le milieu de QR, la distance NL est du second ordre. Observons
aussi que PN est également du second ordre; donc l'angle LPN,
qui est égal à arc tang (sx) » est en général un angle fini; c’est-
à-dire qu’en joignant P au milieu de la corde QR (parallèle à la tangente en P) nous avons une droite PL inclinée d’un angle fini sur la normale. Dans le cas du cercle, PL coïncide avec la normale; l'angle en question mesure donc la déviation de la forme circulaire ; nous pouvons l'appeler l’aberration de
. DES SYSTRMES DE COURBES. 517 coniques, Appendice : Sur les systèmes de coniques assujetties à quatre conditions. Nous allons donner ici um pea plus de développement à la théorie indiquée dans cet Ouvrage. M. de Jonquières (Journal de Liouville, t. VI, 1861) a considéré les propriétés d’une suite de courbes du m'*™ ordre, satisfaisant à m(m + 3) — 1 conditions, c’est-à-dire à une condition de moins qu'il n’en faut pour déterminer la courbe ; cette suite de courbes est caractérisée par son indice N,où N est le nombre des courbes de la suite qui peuvent passer par un point arbitraire donné. Ainsi, si l'équation de la courbe, considérée au point de vue algébrique, contient un paramètre, N sera le degré où ce paramètre y figure. Chasles, dans des Communications insérées aux Comptes rendus, 1864-1867, sur le nombre des coniques qui satisfont à cinq conditions, a employé, au lieu de l'indice unique de M. de Jonquières, deux caractéristiques qui sont u, le nombre des courbes de la suite qui passent par un point arbitraire, et Y: le nombre de celles-ci qui sont tangentes à une droite arbitraire. Cette méthode eët particulièrement commode, parce qu'elle donne des résultats symétriques dans le cas des coniques qui sont des courbes de même ordre et de même classe. Nous avons indiqué l'esprit de cette méthode (Sections Coniques, loc. cit.); nous reproduirons ici quelques-uns des théorèmes en les établissant pour une suite de courbes d'ordre quelconque.
412. Le lieu des pôles d’une droite donnée par rapport aux :ourbes de la suite est une courbe de degré v. Car c’est évilemment le nombre de points où la droite elle-même peut ‘encontrer le lieu. L’enveloppe des polaires d’un point donné ar rapport aux courbes du système est, de même, une courbe le la classe u.
Le lieu d’un point dont la polaire, par rapport à une courbe ixe (dont l’ordre et la classe sont m’, n'), coincide avec sa
we
est m'[y-+ pm —1)] ou
DES SYSTRMES DE COURBES. 523 points ou en un couple de points, et tout point de la droite commune du couple de points peut être considéré dans un certain sens comme appartenant doublement à la courbe. Dans ce dernier cas, le couple de points peut être considéré comme la limite d’une conique dont l'axe transverse est fixe et qui s’aplatit par la diminution graduelle de son axe conjugué, de manière à tendre vers un segment de droite; les tangentes a la conique s’approchent de plus en plus de droites passant par deux points fixes, 4 savoir les points qui terminent la droite; si donc À est le nombre des couples de points du système et w celui des couples de droites, nous avons
U—2Vv—0, v=ap—dA, 3u—=2)1+w, 3v—20 +).
Dans les recherches de Zeuthen relatives aux systèmes de coniques, les nombres À et w sont substitués aux caractéristiques et v de Chasles; dans.la plupart des cas, il est plus facile de déterminer le nombre des coniques d’un systéme donné qui se réduisent 4 un couple de droites ou de points, que le nombre de celles qui passent par un point arbitraire ou sont tangentes a une droite arbitraire.
Un cas spécial se présente quand les deux points d’un couple de points coincident, la droite du couple continuant à exister comme droite bien définie; ou bien les deux droites d’un couple de droites peuvent coincider sans que leur point commun cesse d’exister comme point bien défini. Ceci peut s’appeler un couple de ligne et point.
417. Dans un système de coniques qui satisfont à quatre conditions de contact, il est comparativement facile de voir quels sont les couples de points ou de droites du système ; mais, pour trouver les valeurs de À et w, chacun de ces couples doit étre compté non pas une fois, mais un nombre convenable de fois, et c’est dans la détermination de ces maltiphi-
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dont chacune est une tangente commune aux deux courbes; deux fois (B’) un couple consistant en une tangente commune aux deux courbes et une tangente menée à la troisième courbe par le point où cette tangente commune rencontre la quatrième courbe; nous compterons quatre fois (C’) un couple . composé de tangentes menées à deux des courbes par l'intersection des deux autres. Réciproquement, parmi les couples de points nous comptons une fois (A) une droite dont les extrémités sont chacune une intersection de deux courbes, deux fois (B) une tangente à l’une des courbes terminée d'une part par une autre courbe et de l’autre par un point d’intersection des deux autres courbes; et quatre fois (C) une tangente double 4 deux courbes, terminée sur les deux autres courbes. Dans ces cas, on peut à l’intersection de deux courbes substituer l’intersection d’une courbe avec elle-même, ou un point double, et à une tangente commune à deux courbes on peut substituer une tangente double d’une seule courbe.
448. Comme exemple, cherchons le nombre de couples de droites dans le système des coniques qui sont tangentes à quatre courbes données. Nous avons nn'n"n" couples de droites se composant d’une des nn’ tangentes communes aux deux premières combinées avec une des n’n” tangentes communes aux deux autres; et comme nous avons trois manières de former deux couples au moyen des quatre courbes, le nombre A est 3nn'n"n#". Il y a encore nn'n"m” couples, se composant d’une tangente commune aux deux premières courbes et d’une tangente à la troisième menée par un des points où la première tangente rencontre la quatrième courbe; et comme nous avons le même nombre, en prenant une tangente commune à la seconde et à la troisième, ou à la première et à la troisième, il vient
B'—3Zjnn'n"m"
DES SYSTEMES DE COURBES. 527 courbe aux deux autres. Zeuthen montre que chacun d’eux compte pour trois, en introduisant tout d'abord dans les formules un multiplicateur inconnu x et en le déterminant par un examen des cas élémentaires où la seconde et la troisième courbe se réduisent à des points ou à des droites. Si nous réunissons maintenant les nombres A’ + 2B’ + 4C’ et si nous faisons les réductions, nous trouvons
m—n'n'(nr?+ 6mn—8n— 4m +7+ 494+ 3x) +2(n'n"+ m'n’)(n?+amn—n—4m+7) +am'm'n(n—1)
et il existe une expression correspondante pour À. Nous en déduirons les expressions de ui, v,
pu" m' m+ "(min + mn’) + pi n'n’,
v=v" mm" + "(Ca an” + mn’) ey n'n’,"
nn) — 2m(m+n—3)+7, np” vw = am(m+an—d)+ at, uw” vw" = an(am+n—d5)4+ 26,
v= an(m+n—3)+6,
Ces quantités représentent le nombre des coniques déterminées par les conditions d'être deux fois tangentes à une courbe, et en même temps de passer par trois points, ou de passer par deux points et d’être tangentes à une droite, ou de passer par un point et d’étre tangentes 4 deux droites, ou enfin d’être respectivement tangentes à trois droites.
Il n’est pas nécessaire de considérer séparément le cas (1,1), (1,1) (voir n° 413), et les mêmes principes sont applicables aux cas (3), (1). (4).
Nous renvoyons pour plus amples détails au Mémoire de Zeuthen qu'il est très profitable de consulter (Vouvelles Annales, 1866) et aux Mémoires de M. Cayley (Phil.
la question des formes dégénérées des courbes mérite bien d’être l'objet de recherches plus complètes.
La question des nombres des cubiques qui satisfont à des conditions élémentaires données (et qui dépend, comme cela doit être, des formes dégénérées de ces courbes) a été résolue par Maillard et Zeuthen; celle du nombre des quartiques a été traitée par le D" Zeuthen.
PAR G.-H. HALPHEN
Dans cette étude se trouvent rassemblées les principales questions résolues de Géométrie plane, où les points singuliers des courbes algébriques jouent un rôle. La première Partie contient l’£Erposé des fondements de la théorie, immédiatement suivi d'applications concernant l'emploi des coordonnées polaires, ordinaires et tangentielles. Ces applications ouvrent une voie facile à l'étude des développées successives et à la démonstration de la singulière loi suivie par les degrés et les classes de ces courbes.
La seconde Partie est consacrée à ce problème : Trouver le nombre des points en chacun desquels, sur une courbe algébrique donnée, a lieu une relation donnée entre les éléments infinitésimaux de la courbe. La solution est accompagnée d'exemples assez nombreux, parmi lesquels on remarquera, sans doute, ceux qui se rapportent au cas où les éléments infinitésimaux considérés s'élèvent jusqu’au troisième ordre.
Dans la troisième Partie sont exposées les théories con-
HALPHEN. — Sur le genre des courbes algébriques (Association française. Compte rendu de la 4° session. Nantes, p. 237).
Norager. — Ueber die algebraischen Functionen (Gôttinger Nachrichten, 1871, pp. 217 et 267).
— Ueber die singulären Werthsysteme einer algebraischen Function, und die singularen Punkte einer algebraischen Curve (Mathematische Annalen, t. IX, p. 166).
Parvin. — Sur l’abaissement de la classe d’une courbe produit par la présence d’un point de rebroussement (Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. IV, p. 131).
— Note sur l'intersection de deux courbes (ibid.,t. V, p. 138).
Surrm. — On the higher singularities of plane curves (Proceedings of the London mathematical Society, t. VI, p. 153).
Sroiz. — Ueber die singulären Punkte der algebraischen Functionen und Curven (Mathematische Annalen, t. VIII, p. 415).
— Die Multiplicität der Schnittpunkte sweier algebraischen Curven (ibid., t. XV, p. 122).
ZEUTHEN. — Nouvelle démonstration de théorèmes sur des séries de points correspondants sur deux courbes (Mathematische Annalen, t. Hil, p. 150).
— Note sur les singularités des courbes planes (ibid., t. X, p. 210).
— Sur un groupe de théorèmes et formules de la Géométrie énumérative (Acta mathematica, t. I, p. 171).
ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 541 et dire que y est développable en série convergente, procédant suivant les puissances à exposants croissants et fractionnaires de + — x,. Le plus petit dénominateur commun de ces exposants est limité; c’est le nombre des déterminations de y représentées à la fois par la formule (2). Il faut avoir soin d'observer toutefois que, ce dénominateur étant appelé n, on doit prendre, à chaque terme, une même détermination
1 ae de (x — xs)". Le groupe des déterminations de y, obtenues en changeant la racine n'*™° de (2 — x,), et dont le nombre est n, sera désigné par le nom de cycle.
2. Nous aurons fréquemment à considérer des séries procédant, comme la série de Maclaurin, suivant les puissances, à exposants entiers et croissants, d'une variable, sans qu'il soit besoin de préciser les coefficients de ces séries. Pour abréger, il sera utile d'employer un symbole représentant de telles séries. Vous adopterons donc la notation
avec l’expresse convention que le premier coefficient & sera toujours supposé différent de zéro.
Dans un même calcul, le même symbole pourra, sans inconvénient, représenter plusieurs séries différentes.
3. Après ces préliminaires, entrons dans la théorie des courbes algébriques.
Les variables x, y seront maintenant les coordonnées d’un point du plan. Ces coordonnées seront cartésiennes ou, mieux et plus généralement, les rapports de deux coordonnées homogènes à la troisième.
La proposition du n°1 revêt alors cette forme : Soient To, Yo les coordonnées d’un point sur une courbe algébrique. Aux environs de ce po:nt, les diverses branches de
l’origine du cycle. Leur liaison avec les précédentes a la
forme générale |
| Cr — tn) + 8 (y — vo)
X — X = Re Dent ee L LES 9
r+ a (a — ay) + B(Y — Yo) (TT — Ta) + 8” (V — Vo)
Tita(z—2) +8) —Y)
Substituant dans ces relations les expressions (3) et observant l’hypothèse m2, nous obtenons deux développements dont la forme est rappelée ainsi :
pourvu que a’ et a” ne soient pas nuls. D’autre part, le cycle devant être susceptible, avec les coordonnées X, Y, d’une représentation analogue à (4), nous aurons cette représentation en éliminant ¢ entre les deux dernières égalités. Le résultat a cette forme
On peut seulement craindre qu’un choix particulier des coefficients a, a’, ... permette de réduire le nombre n dans cette derniére formule. Mais il n’en est rien, car si le dénominateur commun aux exposants du développement ne peut s'élever par un changement de coordonnées, il ne peut non plus s’abaisser. La proposition énoncée est donc établie.
5. Par un choix convenable du rapport &” : 8” on fait disparaître le terme du degré n dans le développement de Y — Y, suivant les puissances de £. Si, dans les formules initiales (3), m est supérieur à 7, le rapport a’: 8” devra être pris, pour ce but, égal à zéro. Le premier exposant de Y — Yo sera alors égal à m. Si, au contraire, m est égal à n, alors, le rapport a”: 8” étant convenablement choisi, le premier exposant du développement de Y — Yj sera supérieur à 7. Je désignerai dorénavant ce premier exposant par n + y; la droite, bien
Le développement de n en §se déduira de là et aura cette forme
n = vey.
Ceci est l'équation d’un cycle d’ordre y et de classe n, à moins toutefois que le dénominateur commun des exposants puisse être réduit à un diviseur de y. Mais, à cause de la dualité, cette réduction est impossible. Donc, dans le passage des coordonnées ponctuelles aux coordonnées tangentielles, l'ordre et la classe d’un même cycle s’échangent entre eux.
Si l’on complète ce résultat par l'examen des coordonnées, on peut l’énoncer ainsi: Dans deux courbes corrélatives, à un cycle de l’une correspond un cycle de l’autre courbe. La tangente de chacun de ces cycles est corrélative de l’origine de l’autre cycle; l’ordre de chaque cycle est égal à la classe de l’autre.
7. L'interprétation géométrique de l’ordre et de la classe, pour un cycle, se tire bien aisément du mode d'exposition employé. Revenons aux équations qui ont servi de point de départ
T—Z=lt", Y—Yo—=dat+alt+ al...
Si l’on prend pour variable indépendante x — x,, à chaque valeur infiniment petite de cette variable répondent N déterminations infiniment petites pour £, et aussi pour y — yo. Le nombre N, pour un même cycle, est susceptible de deux valeurs différentes : 1° si la droite x = x, n'est pas la tangente du cycle, alors N = n; 2° si x = x, est la tangente, alors N = n + y. De là cette proposition :
Si une droite mobile est infiniment voisine de l’origine dun cycle, ily a, parmi les intersections de la droite et de la courbe, des points infiniment voisins de cette origine et appartenant à ce cycle : leur nombre est l'ordre du cycle st la droite fait un angle fini avec la tangente; au con-
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homogènes, nous n'avons pas à parler de points à l'infini. Ils sont compris dans l'exposé général qui précède.
8. Les deux nombres n, v donnent immédiatement l'aspect graphique d’un cycle réel. En nous bornant au cas où l’origine n’est pas à l'infini, nous voyons par les équations (5) que la courbe traverse ou non l’axe des y et l’axe des x, suivant que net n + y sont impairs ou pairs. Par conséquent, les quatre cas que peut offrir un trait continu et sans jarret aux environs d'un point se rencontrent effectivement comme il suit:
1° net y umpairs. L'aspect est celui d’un point ordinaire. Une branche ordinaire correspond d’ailleurs au cas n = y= 1. Cette forme est sa propre corrélative.
2° n impair et y pair. L’aspect est celui d’une inflexion. L’inflexion proprement dite ou ordinaire répond au cas R=1,Y—= 2.
3° n pairet vimpair. L’aspectest celui d’un rebroussement de première espèce. Le rebroussement ordinaire correspond än—2,y— 1; il est corrélatif de l'inflexion ordinaire.
Les formes 2 et 3 sont corrélatives l’une de l'autre.
4° n ety pairs. L'aspect est celui d’un rebroussement de deuxième espèce. Cette forme est sa propre corrélative.
9. Quand une courbe est donnée par son équation en coordonnées rectilignes, l'étude de chaque point singulier se fait naturellement par la recherche des développements de y en zx, suivant une méthode bien connue, qui remonte à Newton. Mais, dans les applications, les données revétent des formes diverses dont il faut savoir tirer parti directement. Arrétons-nous un instant sur l'étude des cycles d’après les expressions des coordonnées en fonction d’un paramètre.
Supposons que, pour des valeurs de ¢ à module limité, les coordonnées d’un point mobile soient données ainsi :
(6) m—Zo—=t"[t]; y—-yo =" [E].
9 valeurs de ¢. Ainsi la variable ¢ ne correspond pas uniformément aux points du cycle, dès que p n’est pas l'unité. A chaque valeur de ¢ correspond un point, mais à chaque point du cycle correspondent p valeurs de £.
En résumé: Si les développements (6) conviennent a une courbe algébrique, et qu'à chaque point représenté par ces développements correspondent des valeurs de t en nombre p :
1° Ce nombre pest un diviseur de n;
2° Les développements (6) représentent un cycle dont
nr Vordre est rl
Ce n’est pas, d'ordinaire, sur les développements (6) euxmêmes que le nombre p sera reconnaissable; mais, le plus souvent, il sera connu d'avance par la nature du problème. C’est ainsi que déjà dans deux cas, aux n°* 4 et 6, nous avons rencontré des exemples où il est certain d’avance qu’on a p = 1. Dans ces deux cas, d’ailleurs, la question même nous a fourni le moyen d'éviter la considération de ce nombre.
Toutes les fois donc qu’un cycle nous sera donné par les développements de deux coordonnées en fonction d’un paramètre ¢, le nombre p étant connu d'avance, nous aurons l'ordre de ce cycle en écrivant les développements sous la forme (6), c’est-à-dire en cherchant le premier exposant de ¢. Nous aurons la classe d'une manière analogue.
Comme il peut arriver que les développements contiennent des termes à exposants négatifs, il conviendra d'envisager le changement de coordonnées le plus général. Voici, en résumé, ce qu'on peut dire : Les trois coordonnées homogènes du point mobile étant développées suivant les puissances à exposants entiers et croissants d’un même paramètre, on cherchera troiscombinaisons linéaires et homogènes X,Y, Z de ces coordonnées de telle sorte que les développements de X, Y, Z commencent par des termes à exposants, tous les
seconde catégorie se placeront les équations qui ne peuvent être mises sous forme entière sans jouir de la propriété de rester inaltérées par le changement de r,A en — r, — À. C'est le cas le plus ordinaire.
41. Soit déduit de l'équation polaire, pour 8 voisin de 4%, un cycle de déterminations de la variable r. Désignons par N le dénominateur commun aux exposants de (9 — 9,) dans le développement de r. En faisant § — 6, = £", et substituant le développement de r en ¢ dans
æ—rcosé, y=rsin8,
on aura z et y développés suivant les puissances de ¢, comme il a été supposé au n° 9. Pour appliquer le procédé expliqué dans ce n° 9, il suffira donc de connaître le nombre p.
Quand 6, est déterminé, c'est-à-dire quand À, n’est ni nul ni infini, le nombre p est l'unité. Effectivement, pour les équations de la seconde catégorie, les deux couples(r, À) et (— r, — À) qui correspondent à un même point ne peuvent appartenir à un même cycle, puisque les valeurs origines sont différentes, au moins pour À, à savoir hp et — Ao. |
C'est donc seulement pour À infiniment petit ou infiniment grand que p peut différer de l'unité; et ceci ne peut avoir lieu évidemment que pour les équations de la seconde catégorie. Nous placerons l'examen de ce cas plus loin, et raisonnerons d’abord sur les équations de la première catégorie.
42. Nous examinerons d’abord les cycles correspondant à des valeurs déterminées de 9p, et, pour éviter une transformation évidente, nous prendrons immédiatement les deux coordonnées
æ=rcos(8—06,), y=rsin(6— 6).
Il ya plusieurs cas a distinguer. La discussion gagne en simplicité si l’on considère, au lieu de r, son inverse.
ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 553 . roe se . 1 On voit par là que l’origine du cycle est à l'infini quand (=). est nul, et que sa tangente est aussi à l'infini quand, en outre, 1\° . , (=) est nul aussi. Dans les autres cas, l’origine du cycle est à distance finie, et la tangente ne passe pas au pointz = y = o. II. Le développement de = ne contient pas de terme à expor sant négatif; mais le premier exposant fractionnaire est inférieur à l'unité :
La lettre 6 désigne d’ailleurs le dénominateur commun des exposants.
En prenant la troisiéme coordonnée,
nous aurons
6—6,— 2, T _ 5 Y _ Et, Sete, ete]
Le cycle a pour tangente la droitey = 0, pour ordre a, pour classe 6 — a. Son origine est à distance finie si A n’est pas nul, à l'infini si A est nul.
III. Le développement de = commence par un terme à exposant négatif.
= = A(0—8) 5 + ..., 6— — 6, æ=t[t], ya [el].
L'origine du cycle est r —y—o; la tangente » = 0; l'ordre a, la classe b.
ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 555 Origine à l'infini; tangente y, = A; ordre 2), classe a.
VI. Le développement de r commence par un terme du premier degré, et le terme suivant est de degré moindre que 3.
r=AX+BaF4..., a<ab, A=, a2, —A=@[t], y, = e[ Fe].
Origine à distance finie; tangente y, — 0, ordre a, classe 26 — a.
VII. Le développement de r commence par un terme du premier degré,et le terme suivant est de degréau moins égal à3 :
r = A+ BA+..., le coefficient B pouvant d’ailleurs manquer.
Envisageons la combinaison
BrÀ — A (F— A) Ci" +...
dont le premier terme est de degré supérieur à 2. On aura At, y= Le], By, —A(z,—A)= 0+ [e].
Origine à distance finie; tangente By, = A(x, —A); ordre 2 b, classe a.
14. Ayant passé en revue tous les cas, nous pouvons en tirer des conséquences. La première sera le calcul du degré et de la classe d’une courbe définie en coordonnées polaires.
Les lettres a et B, affectées d’accents, représenteront les sommes de nombres a ou b pour les divers cycles distingués par les chiffres romains correspondant à ces accents Par exemple, B” — a’ désigne la somme de tous les nombres tels que 6 — a pour les divers cycles II, en d’autres termes pour tous les développements, de la forme (7), tirés de l’équation entre r et 9.
On remarquera que les formules (8) et (g bis) n’exigent pas la connaissance du nombre d.
15. L’analyse qui précède se rapporte aux courbes appartenant à la seconde catégorie (n°* 10 et 11). Examinons maintenant les modifications pour les courbes de la première catégorie. Les résultats du n° 12 s'appliquent encore sans modification. Mais il faut observer qu'à chaque cycle de la courbe correspondent deux cycles différents pour r, 8. Par conséquent, dans les formules (8), (9) et (9 bts), les nombres affectés des doubles ou triples accents doivent étre divisés par 2.
Pour chaque cycle répondant à À infiniment petit ou infiniment grand, deux cas peuvent se présenter : ou bien deux cycles (r, À) différents correspondent encore à un seul cycle de la courbe ; alors, dans les formules, les nombres correspondants doivent être divisés par 2; ou bien un seul cycle (r, À) contient ala fois r,Àet — r,— À. En ce cas, le nombre p (n° 9) est égal à 2. Les nombres «2,8 correspondants doivent donc être encore divisés par 2. Enfin le nombre des points de la courbe, mobiles sur une sécante variable issue de l’origine, n’est plus 2d, mais seulement d. Donc enfin, pour les courbes de la première catégorie, les formules (8), (9), (9 bis) donnent le double de la classe et le double du degré.
Exempre
2 — cos P 6.
Les nombres entiers p, ¢ sont premiers entre eux: l’un au moins différe de 1. Voyons d’abord si cette équation appartient à la première ou à la seconde catégorie. Pour un angle @ les diverses valeurs de r répondent aux diverses détermina-
tions de cos 4 (8+ 2kx). L’équation appartiendra à la se-
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r= > (A, coss6 + B, sins6).
Les divers nombres s sont supposés commensurables. En les réduisant à leur plus petit commun dénominateur q, et posant § — gw, on mettra l’expression de r sous la forme r = À cos pw + B sin pw + A’ cos p'w + B'sin p'w +... = f(w), où p, p',... sont entiers et positifs. La lettre p désignera le plus grand de ces nombres.
Le raisonnement employé dans le précédent exemple s’applique encore ici pour reconnaître la catégorie à laquelle appartient l'équation. Ce sera la seconde catégorie si l’on peut avoir en même temps
et ceci a lieu seulement quand tous les nombres g, p, p’, ... sont impairs. On a aussi d = q.
Pour des valeurs déterminées de 6), nous avons des cycles I ou III. Ces derniers interviennent seuls dans les formules que nous appliquons. Ils correspondent aux racines de f(w) = 0, dont la somme des ordres de multiplicité est égale à 2p. Pour chacune de ces racines, le nombre désigné par b est l’unité, et le nombre désigné par a est l’ordre de multiplicité. Ces racines sont, bien entendu, prises à des multiples près de 27. La caractéristique 6” sera égale au nombre de ces racines. Pour qu'il n'y ait aucun doute à cet égard, nous appellerons N le nombre des racines, distinctes entre elles et différentes de zéro, que possède l'équation
I I . ’ TP + =)+ Bi( ar) Ai( 2+ =) + Bi( x» — =) +... TP TP aP
Nous aurons ainsi 8”—WN, «”= 2p. Le nombre N, on le voit aisément, est toujours pair quand les coefficients sont réels.
En remplaçant cospw, sin pw, ... par leurs expressions
lent pas coskQ. Il n’y a pas de cycles II. Les cycles III répondent à coskQ, — 0. On les obtient donc en faisant : | 1 + Na == 0, ce qui donne, pour a, 2g valeurs sis est impair, q seulement si s est pair. D'après notre convention, ces valeurs de À sont en nombre eg. Pour chacune d’elles, on a un cycle II, dans lequel a = s, b= q. Donc «” = eqs, B” = eg. Pour i infiniment petit, nous avons des cycles V, dont chacun répond a une détermination différente de la puissance
7 du binôme ( 1+A‘ } Le nombre de ces cycles est donc q. On a d’ailleurs, pour chacun d'eux, a — 2q, b=s sis est impair; a—gq, b= = si s est pair. C’est ce qu’on exprime à la fois ainsi: a— eq, b —e =. Nous avons donc a* —eg?, BY=— legs.
Les formules (8) et (9 bis), où nous remplacerons, conformément à la conclusion du n° 15, y et m par eu et em, nous donnent
Eu — eg? + ¢g5,° em —eqs + €qs.
On voit que € disparaît et que le résultat est simplement celui-ci : Quand le nombre k est positif et égal a la fraction irréductible 1, le degré de la courbe est 2qs, sa classe q(q +5).
Soit, en second lieu, k = — £. La distinction des deux
catégories se fait, comme précédemment, par la parité de s. Les racines de cosk0 donnent ici des cycles I ou II suivant
que est plus grand ou plus petit que l'unité. En raisonnant
comme dans le cas précédent, nous trouvons «= eqs, 8” = eg? pours < q. Au contraire, pour s > q, les cycles II n’existent pas.
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ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 563 La connaissance du degré entraine donc immédiatement celle de la classe. En faisant le calcul par ce moyen, on retrouve les résultats ci-dessus.
47. Soit m un point quelconque d’une courbe C, et soit mm, la tangente de C aa point m. En un point fixe O, on élève la perpendiculaire Om, au rayon vecteur Om, et l’on prend le point d’intersection de Om, avec la tangente mm,. Ce point m, engendre une courbe C,, que nous appellerons la tangentielle de C, relative au point O.
Nous allons, comme seconde conséquence de l’étude faite aux n° 12 et 13, conclure les singularités de C,, connaissant celles de la courbe C. En appelant r, et 8, les coordonnées polaires de m, par rapport à O, ret § étant celles de m, ona
Ainsi, sauf une rotation de go°, la courbe C, se déduit de C par le changement de - en sa dérivée.
Examinons successivement les diverses catégories de cycles .qui peuvent exister sur C, pour en conclure les cycles correspondants sur C,.
Parmi les cycles I, ceux dans lesquels le développement de
Ii e e e e® = ne contient aucun exposant fractionnaire donnent lieu pour
— a des cycles I présentant le méme caractére. C’est notamnde | ment ce quia lieu pour les valeurs tout à fait arbitraires de 4,.
En second lieu, ceux des cycles I, où le premier exposant
fractionnaire est supérieur à 2, donnent, pour C,, encore des cycles I.
Enfin ceux où le premier exposant est inférieur à 2 donnent,
on forme la combinaison
Bri—A (F-a)=ort+...,
dont le développement commence par un terme de degré supérieur à 2. Soit 2 + ; cet exposant; on a par la le nombre a, b étant déjà connu. Ceci revient à dire que les trois pre-
. I ° miers termes du développement de = sont les suivants :
on en conclut immédiatement
I I B a d’où la preuve du résultat annoncé.
Nous avons mis à part les cycles IV (2) et les cycles VI. Les premiers se conservent, avec leurs caractéristiques, sauf
au cas a — 0. Dans ce cas spécial, envisageons le second terme du développement de r :
r=A+B)°+...; on en conclura
rot Bs
FA A
ir, BAM ees ib A? -<
De là, pour r,, un cycle qui appartient à la catégorie IV (3) sic >> b, à la catégorie V sic = b, à la catégorie IV(2)sic <b. Mais, en ce dernier cas, le premier exposantde r,, pour ce nouveaucycle IV (2), n'est pasnul. Nous désignerons par y lasomme
ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 567 égale à la somme des nombres b. Si s < 26, 8" n'est pas changée, et a" est augmentée de la somme des nombres (s — 6). Ce fait produit aussi, dans la formule (8) seulement, une diminution Z(s — b) du terme — a".
Nous réunirons ensemble ces deux diminutions, dont nous désignerons la somme par 6. .
En résumé, quand on passe de la courbe C a la courbe C,,
x", B” sont remplacés par a1, By a”, p° p a” + 67+ Br — 01, 8" + 8B"
Quant a tous les autres éléments qui figurent dans les formules (8), (9), (9 bts), ils se conservent, sauf une diminution y pour a3 et une diminution 6 pour 28" — a”.
Le nombre d se conserve, comme on le reconnait a priori et comme le prouve aussi la comparaison des formules (g) et (g bts). Enfin les courbes C et C, appartiennent toutes deux à une même catégorie. En désignant, comme nous l'avons déjà fait, par e cette catégorie, par m, et 1, le degré de la courbe C,, nous aurons
el — »)— BY-+ BY + B,—2,—2(y¥ +8), (11) e(m,— m)="+ B’— 2’,
18. Nous venons d’admettre que les courbes C et C, sont toutes deux de la même catégorie. Il y a cependant une exception à cette règle générale. Considérons un développement
I . . ° de — suivant les puissances croissantes de A. La courbe C est
de la seconde catégorie si les numérateurs de tous les exposants, réduits 4 leurs plus simples expressions, sont impairs ; elle est de la premiére catégorie dans le cas opposé. Dans le
développement de > tous les exposants se conservent, sauf l’exposant zéro. Les deux courbes sont donc de catégories
e Ld LY rd I différentes dans un seul cas, celui où le développement de =
ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 569 D'une manière générale, disons qu'un cycle I de C, aexposants fractionnaires, est du rang n quand le premier exposant
° e I ® fractionnaire du développement de = est compris entre n et
n +1. Dans le passage de C à C,, chaque cycle I de rang n, pour C, donne un cycle I de rang n — 1 pour G,.
Le rang n n’est pas moindre que l'unité; le rang zéro, par les définitions du n°12, constitue un cycle Il; le rang négatif caractérise un cycle III.
Envisageons la série indéfinie des tangentielles successives C,C,, C2, ... et prenons celle qui a le rang k+1, C4. Les cycles I qui, pour C, ont les rangs k+1, k+a2,... donnent pour C; des cycles I ayant les rangs 1, 2, .... Ceux qui, pour C, ont le rang k, donnent pour Cy, des cycles II; ceux enfin qui, pour C, ont des rangs moindres que k, donnent pour C4 des cycles III.
D'une manière générale, soit
Péquation d'un cycle de C ayant le rang 7, et faisons pour
tous les cycles de ce même rang La = an, 26 = By. Pour C,,
les caractéristiques analogues à a” et $” sont «4 et By; et les
caractéristiques analogues à @” et 6” sont
ay — a” — a,—a,... —ay_, +k(B” + BP’) + (A —1)8,... + 8Bg_1, B7-+ 67+ 8, ...+ Byes.
Considérons à la fois C,_, et C4, et, distinguant leurs classes
et leurs degrés par les lettres et m affectées des indices cor-
respondants, nous aurons
(12) ( (He — Baa) = — ae + BY + BP + Bi + Bet... + Bey ( © (mg, — my_y) = — xs +8" +B" + Bi + Ba+. + Bey.
20. Nous avons, par les formules (12), acquis la connaissance du degré et de la classe de chacune des courbes
"S SINGULIERS. 971 ng à partir duquel
*. ainsi que la
‘Ame degré
‘ivement,
Bi sinZo+....
actionnaires. Les cycles
posant zére; il n’y a aucun
: loi régulière commence avec
un coïncide alors avec la carac-
-téristique est ici le nombre désigné HONE
me +AN, eu,zmep+aAn.
:, comme on l'a vu, égal à 2 siq, p, p', ...
trs ; à 1 dans le cas opposé.
iple fournit un moyen simple pour obtenir unc : libitum.
MPLE 3.
rk — cos k0.
- Ak est positif et désigné par 1, la discussion faite au n° 16
montre que la loi régulière commence à la courbe elle-même. La raison R est égale à eg?. On a donc
Mm—=2q9s+hq?}, pra=—aqs+(h+1)q?.
Sif est négatif et désigné par — 1, le développement de r sui-
vant les puissances de À (n° 16) montre que les cycles VI n’appartiennent pas au cas d'exception, sauf dans la seule hypothèse 9 = 1,5 = 2. Laissant de côté cette courbe spéciale,
DD LES POINTS SINGULIERS. 573 nn. 21 à un cercle de rayon 4, ayant son centre Mordonnées, on prend les polaires récis courbes C et Cy, la courbe C', est la déve- _ analyse qui précède nous apprend donc à a D la classe, les singularités de la développée
brique quelconque ; la proposition du n° 20
elle.
| Dun rang toujours limité, les degrés et les res développées successives d’une courbe algébrique uque forment deux progressions arithmétiques de
raison.
“ms exemples du n° 21 constituent des exemples pour cette ®mssvelle proposition. A ce point de vue, le premier exemple Gees. rapporte aux épicycloides algébriques. Le troisième se æmsmpporie encore aux courbes r*= cosk@, suivant une rew-marque faite à la fin du n° 16, et d’après laquelle ces courbes ont pour polaires réciproques des courbes de même
définition.
23. En considérant une équation entre r et 8 comme définissant la courbe C’, nous avons là les coordonnées qu'on peut appeler polaires tangentielles. L’angle 8 est celui que
. 1 . ON fait la normale avec un axe fixe; = est la distance de l'origine
à la tangente. A ce point de vue, la distinction des équations en deux catégories acquiert une importance beaucoup plus grande. Pour la courbe C, cette distinction est relative à l'origine des coordonnées; quand on prend arbitrairement cette origine, toute courbe est de seconde catégorie ('). Mais, pour les coordonnées polaires tangentielles, la distinction est
(*) L'équation d'une courbe est de la première catégorie quand l'origine a la propriété suivante : sa distance à un point quelconque, pris sur la courbe, est une fonction rationnelle des coordonnées rectilignes de ce dernier.
fondamentale. En effet, le changement d'origine, dans ce
système de coordonnées, se fait par le changement de : en
+ acos§ + 6sin9, ce qui ne modifie pas la catégorie. Les
courbes, dont l’équation en coordonnées polaires tangentielles appartient à la première catégorie, sont celles que M. Laguerre a appelées courbes de direction (').
(*) Sur les hypercycles (Comptes rendus, t. XCIV, p. 778). — Sur la Géométrie de direction (Bulletin de la Société mathématique, t. VII,
DEUXIEME PARTIE
24. Soit ®(z, y) une fonction rationnelle pouvant contenir, non seulement x et y, mais encore les dérivées de y par rapport à x. Envisageons, d'autre part, un cycle défini par les développements de x et y suivant les puissances ascendantes, à exposants entiers, d’une variable ¢. De ces développements
on en peut tirer d’analogues pour a, TR °° substitution dans ®, et ordonnons suivant les puissances croissantes de ¢. Le degré du premier terme sera appelé ici Vordre de la fonction ® relativement au cycle. Cet ordre est indépendant du choix de é¢, pourvu que cette variable corresponde uniformément aux points du cycle (n° 9).
Envisageant maintenant une courbe, nous laisserons de côté le cas où tous les points de la courbe rendraient ® nul ou infini. Il n’y a alors sur la courbe qu'un nombre limité de points, origines de cycles relativement auxquels l’ordre de ® ne soit pas nul.
«+ Faisons la
25. Taéonëme. — La somme des ordres d’une méme fonction relativement à tous les cycles d’une même courbe est égale à zéro.
Supposons d’abord que contienne seulement x et y sans dérivées, et soit simplement un polynôme entier. Soit F(z, y)—o l'équation de la courbe, et envisageons l'équation en x seul, qui résulte de l'élimination de y entre F—oet D — o. Pour simplifier, nous pouvons, sans restreindre cependant la généralité, grâce à la signification
même raisonnement pour les divers cycles qui répondent à x infiniment grand. Un tel cycle est représenté par un développement de y suivant les puissances croissantes de ¢, quand on a posé x = ¢-4. Il en résulte que le degré du premier terme dans le développement de R(z) suivant les puissances décroissantes de x est égal à la somme, changée de signe, des ordres de ® pour tous les cycles répondant à x infiniment grand. En égalant ces deux expressions du degré de R(x), on a la preuve du théorème annoncé, pour le cas supposé où D(z, y) est un polynôme entier en x et y seuls.
Pour une fonction rationnelle, l’ordre relatif à un cycle est égal à la différence des ordres des polynémes entiers qui servent de numérateur et de dénominateur. Donc la proposition s'étend naturellement à une fonction rationnelle de x, y.
dy dy
Pour une courbe algébrique, les dérivées qe de”
peuvent s’exprimer rationnellement en x et y. Donc la proposition s’étend aussi du cas où la fonction ®(z, y) contient ces dérivées. La démonstration en est donc complète.
26. Pour les applications du dernier théorème, il y a toujours nécessité de distinguer, parmi les cycles relativement auxquels l’ordre de ® n’est pas nul, ceux pour qui cette circonstance est due uniquement au choix des coordonnées. Nous allons faire cette distinction une fois pour toutes. Pour ce but, une courte digression est nécessaire.
Il s’agit d'introduire, d'une manière générale, la projectivité dans les équations différentielles, de manière à pouvoir y faire aisément les changements de coordonnées. À cet effet, nous considérerons des transformations qui serviront surtout au raisonnement, et dont nous nous affranchirons ensuite. dy dy dx’ dx ** supposerons un changement de variable indépendante, laissant d’ailleurs la nouvelle variable ¢ indéterminée; et nous
Soit une équation algébrique entre x, y, .. Nous
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L’exposant w est égal au poids de f par rapport aux indices de dérivation.
27. Pour rendre l'équation projective, prenons, comme figure de comparaison, un quadrilatére arbitraire. A cet effet, introduisons les coordonnées de quatre points. Abrégeons l'écriture en employant la notation (abc) pour le déterminant formé avec les coordonnées a,, a3, as; 04, ba, b33 Cy, Ca, Cs de trois points a, b, c. Désignant par w les nouvelles coordonnées du point variable, nous poserons
u, = (whc)(acd)(abda), (18) us — (wea)(bad)( bcd), | u, = (wab)(cbd)(cad).
En substituant, nous avons, au lieu de /;(u), une fonction des coordonnées w, a, b, c, d, qui peut, dans certains cas, se décomposer en le produit de deux facteurs dont l’un ne contienne pas les #. Prenant cette hypothèse, la plus générale, nous auronsain si
Ji(u)=g(a)Fi(w, a);
les lettres entre parenthèses sont destinées à rappeler les coordonnées qui figurent dans les fonctions; la lettre a est mise pour a, b, c, d.
D'après la forme des équations (18), une même substitution linéaire effectuée à la fois sur les w, a, b, c, d a pour effet de multiplier les u par le cube du déterminant A de la substitution. Donc le produit 9(a)F;(w, a) se reproduit multiplié par 43°, et les deux facteurs se reproduisent chacun multiplié par une puissance de A. Désignant par W, A, ... les nouvelles coordonnées, nous aurons donc
La fonction F,(w, a) est un covariant différentiel, conte-
ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 581 Enfin, en nous servant de l'égalité (19), nous conclurons
Écrivons explicitement les formules du changement de coordonnées :
x _ y _ I aX+BY+y aX+ARY+y, aX+BY+
et nous aurons, pour l’égalité définitive que nous voulions obtenir,
A dX\» Go) Re yseysay (FZ) FeO Telle est la formule pour le changementde coordonnées dans le premier membre d’une équation différentielle exprimant une propriété projective.
29. Les deux exposants 6, w sont importants pour ce qui va suivre. Il sera utile de savoir les calculer sans exécuter le changement de coordonnées.
Supposons le point mobile aux environs de l'origine du cycle
© — Lo = Pal ¥ — Yo)! + Pa — Ho) + les coefficients p,, ps, ... étant arbitraires. Au second membre de (20), tous les facteurs ont, pour y = yo, des va-
leurs finies différentes de zéro, sauf (= =) dont le développe-
dx ment commence par un terme du degré — w en y — Yo.
Par conséquent, le nombre w, changé de signe, est l’ordre de F;(x) pour le cycle considéré. On pourra aussi calculer cet ordre en renversant l'équation du cycle, et prenant
Y — Yo — 41 (2 — ary)? + quiz 2) + qe —a0)* +
Substituant ce dernier développement, à coefficients arbi-
ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 583 variant pour un cycle dont l’origine a ses coordonnées x, y, infinies. Pour une courbe du degré m, la somme totale des ordres du covariant, relativement à tous les cycles analogues, est — mu’.
Pour appliquer la proposition du n° 25, nous avons ainsi dans la somme des ordres du covariant, relativement à tous les cycles de la courbe, cet élément — (wp + w'm), qui se rapporte exclusivement aux coordonnées. Au contraire, tout autre élément de la somme est indépendant de ces coordonnées. En effet, voulant calculer l’ordre de F;(x) relauvement à un cycle, nous pourrons, dans la formule (20), supposer l'origine de ce cycle et sa tangente répondant à X = Y=o0, et Y = o. Si l’origine de ce cycle ne répond pas aux coordonnées x, y infinies, et si la tangente n'est pas x=, alors les facteurs du second membre dans (20), sauf F, (X), sont d’ordre zéro. Donc l’ordre de Fz (zx) est égal à celui de F, (X). Il est indépendant des coordonnées x, y et peut être calculé en réduisant les coordonnées à la forme la plus simple. En désignant par Q la somme des ordres du covariant, ainsi calculés pour chaque cycle, on aura donc
(a1) Q — wp + w'm.
Exemple: F — -=. Soit le cycle
y= neat
Le degré du premier terme, en x, est —
T. L'ordre de F,
relativement à ce cycle, est donc (v — n) D'où la formule
(22) .. DO) =3(e—m),
où la sommation doit s’appliquer à tous les cycles pour lesquels les deux nombres y, n sont différents.
Cette formule (22) donne le nombre des points d’inflexion ;
ÉTUDE SUR LES POINTS SING ULIERS. 985 des termes ci-dessus était réduit a sa partie principale. Le degré de ce monôme est égal à la somme des degrés des termes,
diminuée du poids, c’est-à-dire 8 + * — 15. Donc l’ordre de
l'invariant, relativement au cycle, est 4v—7n. Donc les cycles de la première catégorie apportent à la somme Q l’élément
a, = Sd (Gv—7n).
Pour un cycle de la seconde catégorie, d'ordre et de classe n, le calcul précédent ne s’applique pas. Dans la première ligne du déterminant, les termes x? et y ont leurs parties principales du même degré 2; les parties principales des autres termes ont les degrés o, 1, 3, 4. Il faudra donc, pour appliquer la même analyse, remplacer le terme y par une combinaison linéaire C :
C—=ax+ay+a"xy + a"}y!,
dont la partie principale soit de degré supérieur à 2 et différent de 3 et 4. Soit formée une telle combinaison; désignons le degré de sa partie principale par 5 + /, le nombre / pouvant être négatif et fractionnaire. La partie principale du déterminant est alors du degré 7, et son ordre pour le cycle est dn. L'interprétation de ce résultat est la suivante : le nombre (4 + 7) marque l’ordre le plus élevé du contact qu'on puisse établir entre chaque branche du cycle et une conique. Ce nombre, pour une branche de courbe quelconque, est ordinairement 4, et l'est alors nul. Voici donc le résultat : Sur une courbe, de degré m et de classe p, si l’on envisage toutes les branches ayant avec leurs tangentes des contacts du premier ordre, et avec des coniques des contacts d'ordre maximum différent de 4, et qu'on désigne par 4 +! l’ordre d’un quelconque de ces contacts, on aura
y= 15p — 18m + DR — 6),
Les nombres p,q sont entiers et premiers entre eux. Cette courbe, qu’on peut appeler anharmonique à cause de ses propriétés (!), se reproduit elle-même par une infinité de substitutions homographiques, conservant le triangle de référence. Il en résulte qu’il ne peut y avoir ni point d'inflexion, ni point sextactique, hormis les sommets de cetriangle. La classe est égale au degré, attendu que la courbe est sa propre corrélative. Les sommets x—3—0ety —3—o sont les origines de deux cycles corrélatifs dont les ordres sont p et q, les classes g et p. On a donc bien zéro au second membre de (22). En outre, la somme des nombres n + vest 2(p + q) ou m-t-p, et l’on a zéro au second membre de la formule (23).
34. Par les deux applications des n° 31 et 32, on a vu comment la formule (21) est propre à faire connaître le nombre des points ot les éléments infinitésimaux d’une courbe satisfont 4 une relation projective donnée. Dans ces deux applications, la relation était exprimée par l’évanouissement d’un invariant. S’il s’agit d’un covariant, c'est-à-dire si la relation a lieu entre la courbe et une figure donnée, il y a place pour une discussion. On doit examiner : 1° quels sont les éléments du nombre Q qui proviennent de points invariables sur la courbe quand la figure varie; 2° quels sont les éléments qui, au contraire, proviennent de points variables avec cette figure; 3° comment enfin ces éléments peuvent se confondre pour des situations particuliéres de la figure et de la courbe. Cette derniére partie de la discussion doit étre réservée pour chaque cas particulier. En la laissant de côté, on se trouve en présence d’un problème général bien défini. La figure est représentée par quatre points, comme il a été
(') Focagr, Sur quelques proprietes des systèmes de courbes; et Integration géometrique (Comptes rendus, t. LXXVIII, pp. 1693 et 1837).
Kreix et Lis, Veber vertauschbare lineare Transformationen (Math. Ann., t. IV, p. 50).
ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 289 simple de la courbe C. Donc l'élément de Q qui s’y rapporte est entier et positif. Si cet élément n’est pas égal à l’unité, c'est que la dérivée du covariant F, prise par rapport au point x le long de la courbe C, s’évanouit en même temps que F. Soit F, ce que devient F quand on y substitue, au lieu de y et de ses dérivées, leurs expressions en x relatives a C, en sorte que F, dépend maintenant de la coordonnée x et des a, b, ... L'hypothèse entraîne cette conséquence
que LS s'évanouit avec F,. Il en résulte aussi que les dérivées
partielles de F,, par rapport aux coordonnées de a, b, ... s'évanouissent, aussi en même temps. Donc F,, considéré comme fonction de ces dernières quantités, se décompose en facteurs dont un au moins est un carré. C’est un fait qui peut se produire, mais se rapporte précisément au cas que nous venons d’exclure, celui où, pour la courbe envisagée, le covariant se décompose. Ce cas exclu, le point x apporte au nombre Q un élément égal à l'unité. Donc la partie du nombre Q, relative aux points de la courbe variables avec les éléments du covariant, est égale au nombre des points simples de la courbe, en chacun desquels ce covariant s'évanouit.
36. Les éléments de Q qui répondent, au contraire, à des points de la courbe invariables, ne sauraient être discutés à la fois pour tous les covariants imaginables. Mais on peut répartir les covariants en vastes groupes, à chacun desquels s'applique une discussion unique. L'ordre le plus élevé des dérivées qui figurent dans le covariant peut servir de base à cette classification.
Dansun covariant du premier ordre, les éléments de la courbe
sont x, yi. Pour le calcul du nombre Q, ces trois quan-
tités ont, en chaque point, des valeurs finies. Il est impossible que la substitution de ces valeurs dans le covariant
deux formes de F. On a ainsi, pour le nombre N des points où la condition F = o est satisfaite,
N=(kK—1)m+hp.
Tel est le résultat quand, la courbe C étant censée donnée, l'indépendance a heu, c’est-à-dire que A et B restent indéterminées. L'examen des circonstances qui accompagnent la dépendance doit, avons-nous dit (n° 34), être réservé pour chaque cas particulier. Faisons ici cet examen, en nous bornant toutefois, pour abréger, à la recherche des éléments répondant à des points de C qui ne varient pas avec la droite À.
En prenant, pour le point w, — u: —0, l'origine d’un cycle et pour la droite u, = 0 la tangente de ce cycle, pour
e . u : ‘ q . e variable indépendante z = + nous avons, à l'origine du
cycle, les valeurs 0, 1, o pour &;, &, §3; par suite, d’après la dernière forme du covariant, F,(x) est fini, différent de zéro, si A, Bs — A,B, n'est pas nul. Ce binôme ne peut être nul, quelle que soit la droite A, que si B, et B, sont nuls tous deux. Cette circonstance se présente, ou bien si B et C sont tangentes entre elles au point z, ou si ce point est multiple sur B. Pour examiner un tel cas, revenons a Ja premiére forme de F, en y prenant pour ¢ une variable suivant laquelle se développent les coordonnées de x sur le cycle. Soit À l'ordre de B pour ce cycle, c’est-à-dire le degré du premier terme dans le développement de B suivant les puissances croissantes de ¢. L’ordre de F, pour ce méme cycle, est À — n, si n marque l’ordre du cycle.
En prenant pour chaque point commun à B et C le nombre analogue à À — n, nous aurons donc
Ni=(k—i)m+p—S (An)
pour le nombre N, des points variables avec la seule droite A. Si toutes les intersections de B et C sont simples, notre
ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 993 et permet de varier la forme extérieure d’un même covariant. Si l’on omet la condition que z soit sur la droite, une équation entre les w et les § définit ce que Clebsch a appelé un connexe.
Les nombres w et w’ qui sont les degrés du polynôme relativement aux lettres E et w sont la classe et l’ordre du connexe. La proposition du n° 36 donne donc celle-ci : Sur une courbe, le nombre des points dont chacun, avec la tangente
en ce point, appartient à un connexe, est égal au produit des ordres du connexe et de la courbe, augmenté du produit de leurs classes.
On peut encore envisager le système des courbes qui sont représentées par l'intégrale générale de l'équation obtenue en égalant le covariant différentiel à zéro. Alors w et w’ sont les deux caractéristiques du système, w le nombre de ces courbes qui passent par un point, w’ le nombre de celles qui touchent une droite. La proposition prend alors cette autre forme : Dans un système ayant les caractéristiques w et vw), le nombre des courbes qui touchent une autre courbe donnée de degré m, de classe 2, est wp. + w'm (1).
Il ne faut pas oublier, dans les deux énoncés, l’indépendance qui a été primitivement supposée.
Poursuivons la discussion commencée au n° 36, et
prenons un covariant différentiel du second ordre. Soit F,(x)
dy dy dx’ dx?
rapport a oe et soit un de ses termes (Rs) (er, =) .
Envisageons un cycle
ce covariant qui contient x, y, - Ordonnons-le par
y¥ —¥o— A(a — ay) + B(x —a)'*#+....
(') Focret, Memoire sur les systèmes généraux de courbes planes, definis par deux caracteristiques ( Bulletin de la Soc. Math., t. Ul, p. 72).
S. — Courbes planes. 38
ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 99 40. Cette corrélation se vérifie aisément sur la forine proective des covariants différentiels du second ordre. Pour nous placer au même point de vue que dans le n° 38, nous léfinirons cette forme comme il suit. Abréviativement, lésignons par (w?§?) une fonction doublement homogène Je u,, ur, us et E,, &, Es, du degré p par rapport aux u, du degré g par rapport aux §. Faisons aussi
D —(uuu").
La forme générale projective cherchée est Fi(u)= Dy(uP lt) + Dr-t(ur-363#3) + Dr-t(ur-séa+s) +...
Par rapport aux indices de dérivation, le poids de D est égal à 3. Le poids de F est celui d’un quelconque de ses termes
Le degré par rapport à uw est égal à 3 pour D, à 2 pour les §. Le degré 6 de F est donc celui d’un quelconque de
ses termes :
6=3y+ 29g +P; par conséquent, w' = 6 — 20 = p— 3y.
La seconde forme (24) du nombre N est ainsi (25) N=pm+qp-+ 7p.
Pour une transformation corrélative on doit remplacer respectivement uw par &, § par Du et D par D?. Ces substitutions faites, F contient le facteur D avec l’exposant ay + 7; ce facteur supprimé, on obtient pour le covariant transformé
F’ = Dr(uP!£9’) + Dy-1( wP/—3 69/8) + Dy-2(upl-66a+6) +... P=9+3y, v=p—3y.
La premiére forme (24) du nombre N est donc
(25 bis) N=p'u+gm+Tyr,
des contacts du second ordre avec une courbe donnée et satisfont, d’autre part, à une condition triple indépendante de la courbe, est y (3m + p). Le coefficient y ne dépend que de la condition triple; m est le degré de la courbe, p l’équivalent de ses points singuliers en points d’inflexion.
Pour avoir un exemple où ne se présentent pas de pareilles circonstances, il faut prendre une équation différentielle dont l'intégrale générale ne soit pas représentée par des coniques. En voici un : désignant par a, b, c les premiers membres des équations de trois droites, prenons le déterminant
F,(u) = Tai, (ab), (c)"].
L'intégrale générale de F,(u)=o est représentée par les cubiques ayant pour point et tangente de rebroussement le point a—c—o et la droite a — 0; en outre, leur point d’inflexion a pour lieu c =o et la tangente d’inflexion passe constamment au point a = b = 0. Le nombre de ces cubiques qui ont un contact du second ordre avec une courbe est donné par la formule 6m + p. On a, en effet,
Y=1, p=6, qg—=o.
44. Nous allons maintenant faire la discussion générale, commencée au n° 36, pour les covariants différentiels du troisième ordre. Tout d’abord, prenons ces covariants sous leur forme projective, ou, en d’autres termes, indépendante des coordonnées. Dans une pareille forme, les dérivées du troisième ordre seront introduites au moyen de la combinaison suivante :
G = (uu'u”) ayx + 3(uulu") aya — 3(uu'u") ayay.
Les signes a,, &,... expriment des formes linéaires, savoir :
Au AU; + lg + ls a; = 2%, b, + 248, + 2583,
__ , ’ , — Uy Pp
ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 6o1 ordre, et son expression contient un point a et une droite a en outre des éléments du point x. Pour ce covariant, le nombre west égal à 5. Le nombre 6 est égal à 6; par suite,
wi —Ô — 20 = — 4.
On peut, sans inconvénient, supposer le point a sur la
droite a. Prenant alors des coordonnées particulières, on pourra faire
a,—OdO, a, — 0, dx — 1, a, — 0, Lo — ];, As — O. Choisissant x = = = pour re et y — - pour fonction, a on réduit ainsi P à Tn 7 et G a SY - Par la se reconnait que, dans cette hypothése (le point a a sur la droite a), G=o0 est Péquation différentielle des coniques qui touchent la droite a
au point a. Si, au contraire, on suppose que x ne soit pas sur a, on peut choisir les coordonnées ainsi
Avec les mêmes variables que tout à l'heure, on a pour G
(zy'—y)’ rapport à z. L'intégrale générale de G = 0 est
l'expression — d =| | où les dérivées sont prises par
Az?+2Bry+Cy?=
où A, B, C sont les constantes d'intégration. Elle est représentée par les coniques relativement auxquelles est le pôle de a.
45. Au moyen du covariant G nous pouvons écrire un covariant quelconque du troisiéme ordre sous forme projective. Il suffit, à cet effet, de faire intervenir avec G le déterminant D —(uu/w")et de prendre pourcoefficients des fonctions des lettres u et &.
L’exposant de D peut s’écrire ay 4-26 + g = w —(e+3y).
Il a pour minimum (w —c). Il y a donc lieu de supprimer le
facteur D*~ à tous les termes. Après cette suppression,
nous avons, pour le terme envisagé dans F, un terme corres-
pondant du covariant corrélatif, et les exposants correspondants sont les suivants :
NY SS AY 2+YG@—o+rec, P= |, W=-P- Calculons, par leur moyen, les nombres s,, s’,, a@,, @,, et tout d’abord c, :
Comme F ne contient pas le facteur D, il y a au moins un terme où € est nul. Par conséquent, €, + 3, a pour maximum
c; c'est-à-dire c, = c. On a ensuite _ 1. C cE, HSUEH TIÎT+IE+q—w + ——IY—E + ——S; 1 ay 1 ; c Cc Sante sat AEG wi UE HS
Qa, =w,— F¢,=57,+ 3e+ qu —3—=a", a’, =o’, + = — 4 — 3e, + Pi + 2c, =a.
En résumé, pour le covariant corrélatif de F, les nombres a et a’ sont échangés, le nombre b se conserve; et pour chaque terme les nombres s, s’ sont échangés.
46. Soit à chercher l’ordre du covariant F relativement à un cycle » 1 Jy _ Yo = (wr — Lo tml (x — 2)" |:
- Ÿ . q ar 2 ° oy: — Si 7 diffère de l'unité, on trouve immédiatement a pour le degré de la partie principale de G. D'ailleurs la partie prin-
cipale de D est du degré . —" Donc un terme quelconque
ETUDE SUR LES PUINTS SINGULIERS. 605 Il en résulte que, pour le cycle envisagé, l’ordre de G est — (n—k)sik<n; ou zérosi k2n.
Nous désignerons par H la somme positive 2 (2 — k) pour tous les pareils cycles. Le degré du covariant, relativement a G, étant 6, l’ordre total de F, pour ces cycles, est — 6H.
Quant aux cycles v2, chacun d’eux apporte aQ l'élément calculé précédemment. Le nombre des éléments de Q, qui se rapportent a des points variables, est donc
N = wn + w'm+ OH +2 S(n—») + ÿ max. de (sv-+s'n).
Combinant cette formule avec (22) et introduisant a et a’ au lieu de w et w’, nous aurons
(26) N=ap+am+bH+ ÿ max. de (sv+s'n).
Telle est la formule définitive qui donne le nombre des points, sur une courbe, où s’évanouit un covariant différentiel du troisième ordre. Elle est sous forme dualistique : le nombre H se conserve pour les transformations corrélatives ; u et ms’échangent, ainsi que a et a’; v et ns’échangent, ainsi que s ets’.
47. Il convient de nous arrêter quelques instants sur la formule (26). On peut se donner à volonté un ensemble quelconque de couples s,s’ : il y répond toujours des covariants F, sauf quelques restrictions que voici : 1° les nombres 25, 2s’ sont tous entiers et d’une même parité; 2°s + s’ est toujours positif, et l’une de ses valeurs est zéro ; 3° les maxima de s+ 2s’ et de s' + 25 sont égaux.
Quand ces conditions sont remplies, on peut prendre
4c = max. de(s +25) = max. de(s + 25),
puis a et a’ à volonté, de telle sorte toutefois que 2a et 24
courbe, du degré m, avec une courbe covariante. La formule nous fournit le degré de cette courbe. Ainsi, les points qui, sur une courbe du degré m, satisfont à une même équation différentielle, sont à l'intersection de cette courbe avec une autre, dont le degré est wm<+w—w, les nombres w et w’ étant calculés comme au n° 29.
Pour appliquer la formule (24) à une courbe n'ayant que des singularités ordinaires, il faut calculer le nombre +. Or, d'après notre mode d’analyse, on trouve à cet effet le procédé suivant : substituez, dans le covariant, le développement |
Y — Yo =(T — ar)? L(x — za) |.
, . I Le degré, en (x — .r,), du premier terme est — at
Le nombre y étant ainsi connu, nous pouvons prendre la seconde forme (24), et supposer maintenant une courbe sans singularités tangentielles. Nous aurons alors m= u(u —1), N=p [(w'+ 3+)u + w — w — 6] . D'où cette conclusion : Les points qui. sur une courbe de la classe uw, sattsfont à une méme équation différentielle, sont les points de contact de cette courbe et des tangentes qui lui sont communes avec une autre, dont la classe est
Exempies. — Prenons le covariant du n° 32. L’expression de Q, montre que ce covariant s'évanouit en chaque point d’inflexion (v= 2, n = 1). Donc il contient le facteur D, ce que le calcul direct permet de vérifier. Pour le covariant, débarrassé du facteur D, les nombres w et w’ doivent donc être diminués des nombres analogues, 3 et — 3, relaufs à D. On a ainsi w= 12, ©" = — 15. Donc les points sextactiques d’une courbe de degré m sont sur une courbe covariante, du degré 12 m — 27.
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La méme expression de Q, donne, pour un point de rebroussement(v = 1,2 = 2), —v¥ = 4— 14,0uy = 10. Donc les tangentes aux points sextactiques d’une courbe de classe LP appartiennent à une courbe covariante de classe 12u— 297.
Les deux exemples du n° 42 donnent ici ces constquences : les points où une courbe de degré m a des contacts du second ordre avec les coniques d’un réseau appartiennent à une courbe covariante du degré 3(m—1}); les tangentes aux points où une courbe de classe a a des contacts du second ordre avec ces mêmes coniques appartiennent à une courbe covariante de classe 3(u —:1}); ces nombres sont doublés s’il s’agit des coniques passant par un point fixe et bitangentes à une conique fixe; et généralement pour une série de coniques à deux arbitraires, on a les nombre: analogues 3v(m—1), 3-(u — 1).
50. Nous allons maintenant prendre quelques exemple: de la formule générale (26), relative aux covariants du troisième ordre et à des courbes quelconques.
ExempLe 1. — Prenons le covariant G lui-même. Il n'y i
VE I qu'un seul terme, défini par les nombres a = a’ = > b=.
S(VI
ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 611 envisagée aun°33: m= p= 5. Deuxcyclesv2n.ny=3,¥,= 2, hy = 1,¥3=2,52(n+yv) = 4.Uncycleyv=n=2,k=1, H = 1. Donc N = 10.
Application à la courbe x? 7 = zP+1 :
Si l’on envisage l'équation différentielle des coniques ayant avec une courbe donnée des contacts du troisième ordre, cette équation sera du second ordre et son degré par rapport à D sera N. Nous reportant au résultat général étabh précédemment (n° 43), nous avons cette conséquence : les coniques dont chacune a un contact du troisième ordre avec une courbe (mm, ) et un contact du second ordre avec une autre courbe (7»7,,u,) sont en nombre
. I . ‘ [$(me+ 4) += (a +4)+H](3a,+ 4).
Exemp ce 2. — Pour le covariant F, nous allons prendre le premier membre de l'équation différentielle des coniques passant par un point et touchant une droite. Celte équation étant compliquée, nous ferons le calcul sans la développer. En désignant par ¢,,¥2,¥3 les coordonnées du point donné, déterminons les coefficients de l'équation d’une conique par les équations
(o)— ay, + Qe 2 + A446? +2 Aya 84 (yg +2 das V2 Vs +2 Ag, 03 08, — 0 puis f(u)=o. fu)=o, fiu)=o, f"(u)=o.
Formons, avec ces coefficients, ceux de léquation tangentielle de la conique
X33 — Uy, gr — Aya, Aig — Aides — ia ss
L’équation différentielle s'obtient en mettant dans l’équa-
tion tangentielle, les coordonnées de la droite. Toutefois il faut observer que les coefficients 2;; contiennent tous un facteur étranger (vuu’)?; on le vérifie aisément par le calcul, et la raison en est que la conique passant par un point ¢ el ayant avec une courbe, en un point donné w, un contact du troisième ordre, se réduit à la tangente, si 6 est sur cette tangente.
L’équation différentielle doit donc être débarrassée du facteur (vuu')?, sans quoi le nombre N que nous trouverions serait augmenté du double de la classe p. Il faudra donc diminuer de deux unités le nombre w calculé sur le covariant, tel que nous l’avons défini.
Par rapport aux indices de dérivation, chaque coefficient ai; est du poids 6; le covariant est donc du poids 12. Diminuant ce nombre de deux unités, nous avons w = 10. Nous trouvons de même 6 = 16, par suitew’ = 6 — 29=—8. Le degré b, par rapport à la dérivée du troisième ordre, est évidemment 2. Il nous faut maintenant trouver les nombres qui caractérisent les divers groupes de termes. Mais, ne voulant pas développer le covariant, nous opérerons en substituant directement le développement relatif à un cycle Yon,
Les coefficients a;; étant donnés par des déterminants, un raisonnement tout pareil à celui du n° 32 fait voir que les ordres de ces coefficients pour le cycle sont respectivement les suivants:
dis Aes; Ass, Ait a3; aa, 2V—QN, v—2n, 2V, v—an, v—n, 2av—na.
Il en résulte que, parmi tous les coefficients de ]’équation tangentielle, c'est a3, dont l’ordre est le plus petit, 2v — 4”. . , v Ce résultat, indépendant du rapport, montre que, dans ce n
covariant, il n’y a qu’un seul groupe (s, s’) pouvant donne!
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N= 1op—8m+al+ Y (4n—av); en combinant avec (22), on obtient la forme dualistique N=m+pt+ Yi(n+y) +a
Ainsi les coniques qui ont des contacts du troisième ordre avec une courbe, et qui, en outre, touchent une droite et passent par un point, sont en nombre double de celles qui touchent une droite en un point donné. C’est une proposition connue dans la théorie des caractéristiques.
Exempre 3. — Le calcul précédent s’applique encore au covariant qu’on obtient en envisageant les coniques passant par deux points. Ce covariant est une fonction linéaire des a;;, tels qu'on vient de les trouver. On obtient ainsi la formule
nombre des coniques ayant avec une courbe un contact du troisiéme ordre, et passant par deux points. Corrélativement
1(3 m +p) to N(x +v)+H
est le nombre des coniques ayant avec une courbe un contact du troisième ordre et touchant deux droites.
Le covariant dont il s’agit ici peut aisément être formé comme il suit. Soit a,, = 0 la droite qui joint les deux points, et soient b, = 0, cy, = 0 deux autres droites coupant la première aux deux points donnés y, 8. L’équation d’une conique passant par y et 8 peut s’écrire
ou A,B, E sont les constantes à éliminer. Cette élimination
se fait ainsi
as a, B — FN Cu Cu * Cu cu LE Qu CE _1 ale]?
ad? An TZ —— =O C ° C a(£*) aoe Ga, an
d’ou, en effectuant les calculs,
CA PE a | (yuu)
Quand $ et y coincident, on retrouve ainsi le covarianl G sous la forme donnée précédemment. Pour l'équation différentielle corrélative, celle des coniques touchant deux droites ©, =0, by = 0, en désignant par 2 leur point d’intersection, on aura de méme
df33 T E Dia (uuu) | = 0,
3 _3 ? (Buu') * (~Bu)® (uu'u”) =.
qui donne encore G quand les deux droites coïncident.
Exempte #. — Nous allons former un exemple dans lequel aient lieu effectivement les circonstances qui distinguent la formule (26) de toutes les précédentes.
Soit une courbe anharmonique (K) donnée, et representée par l'équation
Par — Le +f, bien =hal 7,
dans laquelle au, bu, ©, sont trois trinômes du premier degré en Uy, Ug, U3. Considérons les courbes anharmoniques (K :.
ayant leméme exposant À , le même point singulier c, = au =° q
avec la même tangente c, = 0, et ayant en outre, avec (Rh:
ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 615 en ce point, le contact le plus élevé possible, quand d’ailleurs _ on choisit arbitrairement pour chaque courbe (K’) le second point singulier et la tangente en ce point. Ces courbes (K’) satisfont à une équation différentielle du troisième ordre, que nous allons former, et dont le premier membre sera le covariant que nous prendrons pour exemple.
Soit by + À an + 'cy=o la tangente de (K’) au second point singulier, et soit a, + }/c, — 0 la droite qui joint les deux points singuliers de cette courbe. L’équation de (K’) aura la forme
(b, + À Au + } Cu )7 Cu? — K (Qu + }” Cy)? TF,
où le coefficient K est précisément le même que pour la premiére courbe, a cause de la condition relative au contact de (K ) et (K’) au point singulier commun.
L’équation différentielle s’obtiendra par l'élimination de A NAT.
Afin de bien préciser le calcul, introduisons les sommets du triangle de référence, en les désignant par 2, B, y ct dénotant les coordonnées de chacun d'eux par la lettre correspondante affectée des indices 1, 2, 3.
Supposons ay, by, cy ainsi choisis :
Ay (Byu), dy s(yz), Cy = (43 0).
Rappelons-nous aussi les identités
bial - Ay Dy! = — (2BY) (yaw),
($cu') (aun) — Buu") (2uu') = — (28 4) (uu' a”).
Écrivons l'équation de (K’) ainsi :
h a +L,a . 7 he Na KY (ee .
LU
Cu Cr
Différentiant une première fois et ayant égard à la pre-
mière identité, nous obtenons
(zuu') 4 Pe”, Ka (ear)! |
= (3 au’) 7 Ca
Différentiant de nouveau, en ayant égard à la seconde idenlité, nous aurons
na a P=4 (23a) (uum) p+q |
yp fd ‘a f = — q Qu _" 2,9 (Sua) pK Go (See)
nu
Pour éliminer la dernière constante i”, nous n’avons qua résoudre par rapport au dernier binôme, puis différentier. ce qui nous donne |
d\ (au) Quuu") P= Qn | dt | (3uu')s ey
c,) ” —|PEDMP Ka iggy |".
" =| 4 4 KF (285) | Pour achever le calcul en développant cette équation diffe-
rentielle et la mettant sous forme entière, nous n’avons qui introduire, comme il a été convenu,
q — Bu) d | (au) (uu'u”) — (a$u)t dt - (Suu'} |:
Il vient ainsi, pour le covariant cherché,
F = (28 )°+29 Die — M (Buu! )t+29 Ga-r,
M= (pany (= py (287)? K.
q 4 4 Cette forme de F est entière si l’on a g > p. Pour les autres cas, F prend la forme entière si on le multiplie par des puissances convenables de G et D; ce qui fait, en tout, trois cas à distinguer. Mais il est à remarquer qu'une seule formule suffit, comme on va voir.
ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 617 Calculons la formule (26) dans l’hypothése g > p. Nous
trouverons
3 I + TT => (9+ pla += (g— pm +(q—p)il +E PS) + FY Ms
q od =) — =) > P.
Er 3, Sp TPP
D'après la définition du covariant F, on obtient le corré-
latif par l’échange de p et g. En échangeant donc p et gq,
metyp, nety, dans la formule précédente, on obtient celle
qui convient au cas opposé, et qu’on pourra aussi calculer directement
3 — + 3 (p— qu + ~(p-+-q)ym +(p—q)H +P ++ IT 0.- Na).
a, . ¢ n “127, T2 LI, 4 <P.
“4 D Vs ip En supposant, dans la première formule, que la courbe (me, 2) soit elle-même une courbe anharmonique, caractérisée
par les nombres p’, g’, et admettant qu’on ait 2% les don-
nées seront
m=p=p+g. H=o, a=, vw =#p';
Il en résulte N = 3gq’ + 2gp' + pq’. Faisons l'application p=p=1,g=q—2;N =18. Étant données deux cubiques de troisième classe, si l’on envisage les cubiques de troisième classe ayant avec chacune des deux proposées un contact du troisième ordre, en un point indéterminé pour l'une, au point d'inflexion pour l’autre, le nombre des cubiques considérées est égal à 18.
Ce dernier exemple fait bien voir que, pour les problèmes
dont il s’agit, il n’y a pas d’équivalents, en nombre limite, aux points singuliers d'une courbe. Nous ne pousserons pas plus loin cette discussion qui, pour les covariants du quatrième ordre et des ordres supérieurs, donnerait des
résultats analogues, mais avec une complication toujours croissante.
TROISIEME PARTIE
51. On appelle correspondance entre les points de deux courbes C, C’; une liaison entre un point x de la première et un point x’ de laseconde, telle que, l’un de ces points x étant pris arbitrairement sur C, l’autre point x’ s’en déduise sur C’. Il n'est, bien entendu, question ici que de correspondances
algébriques, c'est-à-dire exprimables par des relations algé-.
briques entre les coordonnées rectilignes de x et x.
De la manière la plus générale, la correspondance peut être telle qu'au point x correspondent A points x’, et au point 2’ K’ points x. C’est le cas de la correspondance multiforme.
Si k et k’ sont, tous deux, égaux à l’unité, la correspondance est uniforme, ou, comme on dit aussi, les courbes se correspondent point par point.
Il peut se faire que C et C’ coincident. On a alors une correspondance entre les points d’une méme courbe.
On ne doit pas confondre la correspondance entre les points de deux courbes avec la correspondance entre les points de deux plans. Cette derniére est une liaison double, telle que, un point x étant arbitrairement choisi, le point x’ s'en déduise. Assurément, une telle correspondance, appliquée aux points x d'une courbe C, donnt une courbe C avec une correspondance entre les points de C et C’. Mais, dans cette application, les nombres & et #/ peuvent être modifiés. Soit, par exemple, la correspondance
z'=x*, yoy.
Envisagée pour le plan, elle est caractérisée par A=1,
k' = 4. Mais, appliquée à une courbe C qui n’a aucun des axes de coordonnées, supposés rectangulaires, pour axe de symétrie, elle donne lieu à une correspondance uniforme.
D'autre part aussi, une correspondance donnée entre les points de C, C’ peut être regardée comme l'application à C d'une correspondance entre les pôints du plan. Mais, en vertu des équations de C et C’, cette dernière correspondance n'est pas définie, et peut être variée d’une infinité de manières.
I] s’agit ici des correspondances envisagées seulement pour deux courbes et non pas pour le plan.
_ 52. Les correspondances pour lesquelles on a # = 1 méritent une mention spéciale. En ce cas, les coordonnées de x” s'expriment rationnellement par celles de x. Dans les correspondances uniformes, les coordonnées de x s'expriment rationnellement aussi par celles de x’. Pour faire cette inversion, il faut se servir, non pas seulement des expressions de x’, }' en x, ÿ, mais aussi de ]’équation de C, excepté dans le cas où la correspondance considérée est l’application d'une correspondance uniforme dans tout le plan.
Par exemple, la correspondance considérée tout à l'heure. appliquée à la droite ax + by =1, prise pour C, est uniforme; l’inversion se fait par les formules
rs + _ By —- ax +1
rc ———————— ; — SS
Si, au contraire, on applique la même correspondance du plan à la parabole y = z?, prise pour C, l’inversion se fait ainsi
yor xt’.
C’ coincide avec C, et l’on a A’ = 2.
Toute correspondance peut être ramenée à la combinaison de deux autres dans chacune desquelles l'un des
nombres caractéristiques est l’unité. Soit effectivement une correspondance (Xk, #’) entre x et x’ sur C et C’. On peut, d’une infinité de manières, pour chaque couple x, r', construire un point &, tel qu’à chaque point § corresponde à la fois un seul point z et un seul point z’. On prendra, par exemple, le point de concours des tangentes de C et C'en x et z', ou bien le point où la droite xx’ touche son enveloppe, etc. Le point £ a un lieu I’. Entre x et § sur C et F existe une correspondance (k, 1); entre § et x’ sur T et C’ une correspondance (1, *’). La correspondance (x, x’) est ainsi la combinaison des correspondances (x, §),(§, x’), dont les nombres caractéristiques sont (A, 1), (1, k’).
93. Soit une correspondance (zx, x’) caractérisée par les nombres (k, 1). Pour les coordonnéesde x’ conservons x’, y”, entendant par la, comme précédemment, les rapports de deux coordonnées homogènes à la troisième; pour x prenons des coordonnées homogènes u,,u2,u3. La correspondance donnée permet de considérer u,, u:, Us comme trois polynômes entiers en x’, y’. Désignons par g le degré commun de ces trois polynômes.
Considérons un cycle (C’) sur la courbe C’. Soit ¢ une variable correspondant uniformément aux points de ce cycle (n° 9); prenons les développements de z’ et y’ suivant les puissances de ¢ qui définissent le cycle (C’), et portons-les dans WW, U2, us. Les coordonnées de x étant ainsi développées suivant les puissances entières de t, ces nouveaux développements définissent un cycle (C). Le paramètre ¢ peut correspondre uniformément aux points de ce cycle (C); le contraire peut arriver également, suivant les cas. D’une manière générale, imaginons que p valeurs de ¢ correspondent à chaque point de (C). La correspondance entre les points des deux cycles (C) et (C') est caractérisée ainsi par les nombres (p, 1). Au cycle(C) peuvent correspondre d’autres cycles(C,),(C.), .…
sur C’. Soient z,, 2, ... les nombres analogues à p par chaque couple (C) (GC), (C) (GC), .... La somme p + py + 93... marque le nombre des points de la courbe C’ qui correspondent à un point du cycle (C), c’est-à-dire à un point de la courbe C. Cette somme est donc égale a k.
Si le cycle (C’) est pris arbitrairement, c’est-à-dire si son origine est un point arbitraire de C’, les nombres p sont tous égaux à l’unité. Quand un de ces nombres est supérieur à Punité, il y a coincidence entre plusieurs points x correspondant à un même point z’. Nous allons trouver une relation entre le nombre de ces coïncidences et les éléments des courbes C et C’ déjà envisagés.
54. Considérons une fonction linéaire des uw, soit a a, +- Ag lly + (As U3.
Envisageant cette fonction le long de la courbe C’, appliquons le théorème du n° 27. Les cycles relativement auxquels l’ordre de a diffère de zéro, quels que soient les coefficients a, sont : 1° ceux qui répondent aux coordonnées x', j'infinies; 2° ceux qui correspondent aux zéros simultanés des trois polynômes a. En ce qui concerne ces derniers, désignons par À l’ordre commun aux trois polynômes relativement à un pareil cycle; la totalité des zéros communs à Wy, Us, Ua donne, pour la somme des ordres de a, l'élément Zh. Quant aux premiers, chacun d'eux donne l'ordre — q; leur nombre est le degré m' de la courbe C’. Leur ordre total est donc —- m'q.
Les cycles relativement auxquels l’ordre de a diffère de zéro, et qui varient avec les coefficients a, répondent aux intersections de la courbe C avec la droite a = o. A chacune de ces intersections correspondent & points de C’; ces intersections ont pour nombre le degré m de C. La somme des ordres relatifs à ces cycles est donc km. En égalant à zéro la
RTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 623 somme totale, on a ainsi l'égalité
Km= m'q — > h.
Considérons maintenant une fonction linéaire x des coordonnées tangentielles de x, soit
(au).
Appliquons encore à a le même théorème.
Les points à coordonnées infinies donnent ici la somme
Ceux en lesquels dz’ est nul donnent la somme — pz’, la classe de la courbe C’ étant désignée par pu’. Examinons maintenant quels sont les autres éléments de la somme des ordres, indépendants des coefficients x
Prenons un cycle (C’), d'ordre n’. Supposons que, relativement à ce cycle, les polynômes wu aient l'ordre A. En faisant une combinaison linéaire de ces polynômes, on pourra faire disparaître le terme en {*. Soit alors À + N le degré du premier terme qui subsiste. Il est visible que l’ordre de 2, relativement au cycle (C'), est 24 + N—vn’. Tel est l’ordre de a, relativement à tout cycle (C’), où les coordonnées de l’origine sont finies, et où la tangente n’est pas x’ = const.
Enfin la somme des ordres de x, pour les cycles dont les origines varient avec les coefficients a, est égale à Au, la classe de C étant désignée par u. Nous avons donc
Ku—=am(y—-1)+u — > (2:h+N—n’).
L’élimination de q entre les deux relations conduit 4 celle-ci.
(27) A(a—am)= py! am! — YN =n’).
624 APPEN DICE.
99. Pour dégager, dans la formule (27), les éléments géométriques; envisageons d’abord l'hypothèse 4 = 1. En cecas, C et C’ se correspondent point par point. La variable ¢ qui correspond uniformément aux points d’un cycle (C’) correspond uniformément aussi aux points du cycle (C\. D'après le n° 9, Nest l’ordre du cycle (C). Mettant alors n pour cet ordre, nous avons à prendre dans (27) tous les couples (C), (C’) correspondants où (7 — n') n'est pas nul. En prenant ces couples, nous pouvons écrire
p—am+ P(x —1)=p'—am'+ Ÿ x — 0.
Mais, dans cette dernière forme, la sommation peut se faire, pour chaque courbe, indépendamment de l'autre, pourvu qu'on n’omette aucun des cycles d’ordre différent de l'unité. Ainsi :
Le nombre p — 2m + > (n —1)se conserve dans toute correspondance uniforme.
On verra plus loin que ce nombre est pair et a pour min mum — 2. On peut donc l'écrire 2(p — 1):
(28) a(p--1)=p—am+ Yin).
Le nombre entier, non négatif, p, s’appelle le genre dela courbe. Deux courbes, qui se correspondent point par point, sont du même genre.
56. Prenons maintenant # différent de l'unité. Le nombre N est alors égal à on, n étant l’ordre du cycle (C) correspondant à (C'), et o désignant le nombre des points de (C’) qu correspondent à un même point de (C). Pour donner à l'égalité sa forme définitive, envisageons maintenant une seconde correspondance (x',x"”) entre un point de C’ et un point d'une autre courbe C”,et supposons cette correspondance caracté-
ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 625 risée par les nombres (1, k”). Nous avons, en appliquant
l'égalité (27) à C, C’, et à C, C’, K(u—2m)=u — 2m+ den —n') A"(a" —2m")= vw’ — 2m + > (p"n" — n').
La propriété essentielle des sommes © qui interviennent
ici consiste en ce qu'on peut les étendre à tant de cycles qu’on voudra, sous la condition de n’omettre aucun de ceux où l'élément de la somme n'est pas nul. On peut donc tirer des deux égalités cette autre
(39) A(u—2m)— Kh" (u"— 2m") = Si (p"n" — pn).
C'est la une des formes qu’on peut considérer comme définitives, tous les éléments étant susceptibles de définitions simples. Voici, à cet égard, les observations à faire :
1° Dans la formule (ag), les courbes C et C” ont entre leurs points une correspondance quelconque (k, K”), (n° 52);
2° Les lettres n et n" désignent les ordres de deux cycles correspondants (C), (C") sur ces deux courbes; chaque point du cycle (C) a, sur (C”), des correspondants en nombre 5: et chaque point de (C") a, sur (C), des correspondants en nombre p”.
57. Voici maintenant une autre forme de la même relation. Nous pouvons transformer (29) ainsi
k(p—am)+ Ÿ e(n— 1)— A" (p” —2m")
ou chaque somme sera étendue aux mémes éléments que précédemment. Mais, d’après (29), on peut les étendre à tant d’autres éléments qu'on veut. Pour chaque cycle (C) qui
S. — Courbes planes. ho
figure déja dans ces sommes, prenons tous les correspon-
dants (C”). Comme ona >? =k, le second terme de la der-
niére relation devient k > (rn —1). Répétons la même transformation pour chaque cycle (C”) qui figure actuellement dan:
les sommes, et le quatrième terme devient A” > (n™— 1
Etendons ces deux sommes dn — 1)et > (n” — 1) à tous les cycles (C) et (C”) pour lesquels les éléments ne sont pas nuls. Il restera au second membre la somme > (2° —3)
étendue à tous les couples (C) et (C’) correspondants considérés, et cette somme se réduira à tous les couples (C: et (C”) pour lesquels (p” — p) n’est pas nul. Faisant usage de l'égalité (28), nous conclurons |
(30) ak(p—1)—ah"(p"—1) = Yi (p" — 9).
Dans cette relation, la somme > (e” — ¢)a la signification
suivante : a et a” étant deux points correspondants, à un point x infiniment voisin de a correspondent 9 points r infiniment voisins de a”,et à un point z” infiniment voisin dea correspondent £” points x infiniment voisins de a. Quand et a” sont les origines de plusieurs cycles, on doit considérer successivement ces points comme appartenant à ces divers
cycles, pour faire la somme > (5" — p). Cette relation (30),
si remarquable par son extrême généralité, est due à M. Zeuthen.
Comme on l’a observé précédemment, la correspondance peut avoir lieu entre les points d’une seule et même courbe. La démonstration précédente s'applique parfaitement à ce cas, et la formule (30) donne
(31) 2(k — k")(p—1)= Wile" 3).
Le genre p, se conservant dans toute correspondance point par point, se conserve par dualité. C’est ce qu’on vérifie par la formule (29); en effet, si l’on écrit
p—am+ PY (n—i)=m—an+ V(v—0),
on retrouve la formule (22).
En faisant usage des formules (30) ou (31) dans des correspondances diverses, on peut établir par une voie toujours la méme une foule de résultats concernant le nombre des points qui, sur une courbe, satisfont à une relation donnée, ou méme concernant des groupes de points. Nous laisserons de côté ces applications pour aborder immédiatement une des questions les plus importantes qu'offre la théorie des correspondances, celle de la réduction des singularités.
58. Prenons les mêmes notations qu’au n° 53, mais supposons que la correspondance envisagée soit caractérisée par les nombres (1, 1). Pour un cycle (C')nous avons un cycle correspondant(C); les coordonnées d’un point de (C) se développent suivant les puissances croissantes de ¢, paramètre qui correspond uniformément, dans ce cas, aux points de (C) comme aux points de C’). Ainsi qu’on l’a vu au n° 9, la condition nécessaire et suffisante pour que l’ordre du cycie (Ci soit l’unité consiste en ceci : les développements des coordonnées u,, Ur, Uz doivent avoir la forme commune
uj—et"(A;+Bjt+...),
dans laquelle les trois déterminants A;B; — A; B, ne sont pas nuls.
Quand l’ordre n’ du cycle (C’) n’est pas l’unité, cette condition ne sera pas satisfaite si l’on prend arbitrairement les trois polynômes u. Effectivement, si ces polynômes ne sont pas nuls à l’origine de (C’), leurs développements auront la forme A + Bt" + ..., et le cycle (C) sera généralement
d'ordre rn’. On voit clairement que l’ordre de (C) ne peut
être moindre que n’, siles trois polynômes u ne s'évanouissent
pas à l’origine de (C’), en d’autres termes si A est nul. Nous allons montrer qu'on peut former un polynôme u,
entier par rapport à x’, y’, et dont Je développement, pour
chaque cycle (C,) d'ordre n'> 1,.ait la forme
u—=th(a,+b,t+...),
les premiers coefficients a,, b;, ... étant donnés à volonté pour chacun de ces cycles.
59. Soit le cycle (C,) représenté par le développement de y’ suivant les puissances croissantes de (x'— x), x, étant l’abscisse de son origine. Prenons, dans ce développement, l’ensemble des premiers termes jusqu’à un rang que nous allons préciser, et désignons cet ensemble par /;(¢,), en sorte que le développement lui-même soit représenté par
a'— rte, vy =f, (ts) + Fy (ts),
la lettre F désignant le reste de la série. Le développement de y’ an’ valeurs qu’on obtient toutes en prenant partout une seule détermination de ¢,,et en la multipliant par les diverses racines w, de ws = 1. Les termes qui composent J doivent ètre pris en assez grand nombre pour que /,(w,¢,) ait précisément 7’ valeurs.
Il peut exister d’autres cycles, ayant la même origine que (C,) et qui soient représentés par des développement: suivant les puissances de (z’— x,), coincidant avec le précédent dans un certain nombre de termes successifs. L'ensemble /, doit contenir, en outre, au moins le premier terme par lequel le développement /, + F; diffère de tous les autres.
Ceci fait, prenons un polynôme entier arbitraire en 4, 23(¢;), et formons la somme
w,e,) “= or en '— f;(w
appliquée à toutes les racines w, de l’unité. Cette somme est rationnelle en y’ et ¢”*; c’est donc une fonction rationnelle de zx’ et y, w,(z', y’). Pour chaque cycle (C’), dont l’ordre diffère de l’unité, formons d’après la même règle une fonction rationnelle w,, en prenant chaque fois 9, indéterminé, et considérons la somme v de toutes ces fonctions «,. La propriété de cette somme v, qui va nous étre utile, consiste en ceci : pour un quelconque (C,) des cycles précédents, le premier terme du développement de v est fourni par la partie correspondante #..
Soit, en effet, o le premier exposant de t, dans F,. Dans ¢,,
Ps(ts) Yi — fi(ts)
Tout autre ‘terme, où ¢,est multiplié par une racine de l’unité, a sa partie principale de degré plus grand; car, d’après la premiére condition observée dans le choix de /, le dénominateur a sa partie principale de degré moindre que 5. Pour une raison analogue, la seconde condition, observée dans le choix de f, a pour effet d’assigner à la partie principale de chaque autre fonction ¢, un degré supérieur à — o. C'est ce qu'il fallait prouver. |
En prenant 9, à volonté, nous aurons ainsi le développement de v, pour le cycle (C,), sous la forme
le terme a sa partie principale du degré — 5.
vc! — x, = ee, pl (a, +B, t+...).
Les coefficients a,, B,,... seront arbitraires en aussi grand nombre qu’on voudra, pourvu qu’on prenne le degré de &, convenablement.
Il suffit maintenant de prendre pour u le numérateur de la fraction rationnelle v; le développement de u, pour chaque cycle (C,), aura la forme demandée. Les coefficients a, b,.. eta, B,... se déterminent linéairement les uns par les autres. Donc a;, b,,... peuvent être pris arbitrairement.
Prenons trois polynômes w,, U2, Us, construits comme
on vient de le dire, etemployons-les pour déduire une courbe C de la courbe C’. Tous les cycles (C), qui correspondent auy cycles (C’) d'ordre n' > 1, auront eux-mêmes l’ordre unité. Tout autre cycle (C’) donne d’ailleurs un cycle (C) d'ordre égal à l'unité. Effectivement, la circonstance opposée exige qu’à l’origine du cycle (C’) soient satisfaites les conditions du, _ dus _ dus
- Ces conditions, au nombre de deux, ne
U, Us Uy
seront satisfaites en aucun point de C’ si les polynémes u ne sont pas particularisés. Ainsi à toute courbe algébrique on peut faire correspondre point par point une autre courbe qui n’ait aucun cycle d'ordre différent de l'unité. On peut aller plus loin encore, en faisant entrer au nombre des cycles (C,) considérés précédemment tous ceux dont les origines sont des points multiples de la courbe C', quand même les ordres de ces cycles auraient l’unité pour ordre. De celte manière, à toute courbe algébrique on peut faire correspondre point par point une autre courbe sur laquelle les correspondants de tous les points singuliers de la pre mière sotent des points simples, et qui n'ait elle-méme d’autres points singuliers que des points doubles ordinatres. Ce théorème est dû à M. Nother.
Les points doubles de C proviennent des couples de points x', x, pour lesquels les trois couples de valeurs de #4, us, u: sont proportionnelles entre elles. Ces couples de points son! variables sur C’ quand on fait varicr les arbitraires des polynômes u. Mais leur nombre est entièrement fixé quand les polynômes & sont construits, comme nous avons dit, avec des polynômes © de degré déterminé. Effectivement alors le degré et la classe m, » de la courbe C sont donnés par les équations du n° 54. Puisque C n’a pas d’autre singularité, on a dans ce cas — m(m — 1) — 2d, d étant le nombre de ce: points. C’est un résultat bien connu, et qui sera d'ailleurs démontré bientôt.
ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 631 Le genre p, commun aux courbes C et C’, est donné par la relation 2(p— 1)== »— am, d'où l’on déduit
Des considérations, trop connues pour qu'il soit besoin de les rappeler, prouvent que le nombre des points doubles (m—1)(m—2) ———— Donc le nombre p est, comme il a été annoncé, entier et non négatif. |
d'une courbe de degré m ne peut dépasser
61. L'analyse des n° 58 et 59 conduit à donner au théorème de M. Nôther une forme plus géométrique. Les coor- Y V’'V de deux coordonnées homogémes X, Y à une troisième V,
données x’ et y’ étant considérées comme les rapports
prenons une quatrième coordonnée Z et définissons 7 par le
rapport de deux polyndmes u, et uo, non plus d'un même degré comme précédemment, mais de degrés qui différent entre eux d'une unité : w, de degrég + 1, w, de degré g. En joi-
4 g e e Z a“ gnant à l'équation de la courbe C’ l'équation | = 7? nous
définissons une courbe gauche I, qui a un seul point singulier ; c’est le sommet Z(X = Y = V = 0) du tétraèdre de référence. En ce point, la courbe gauche se compose de cycles, d’ordre unité, ayant cette commune origine; les tangentes de ces cycles sont les droites aboutissant aux intersections de C’ et de la courbe uw) — 0, autres que les points singuliers de C’.
Si maintenant on fait la perspective de F en plaçant le point de vue arbitrairement, cette perspective est une courbe plane correspondant point par point à C’ et n'ayant pour points singuliers que des points doubles ordinaires (points doubles
apparents de l'), et la perspective de Z. Cette courbe plane n’a donc, elle aussi, aucun cycle d’ordre différent de l'unité. En faisant varier d’une manière continue le point de vue jusqu’à Z, on pourra obtenir C’ comme limite de cette perspective. Donc une courbe algébrique quelconque peut étre considérée comme la limite d’une autre courbe n’ayant aucun cycle d'ordre différent de l'unité. Dans cette déformation, les points singuliers de C’s’obtiennent par la réunion de points doubles entre eux.
62. Pour faire comprendre la grande importance du théorème de M. Nôther, nous allons montrer, par un exemple, comment ce théorème permet de transporter à des courbes quelconques certaines propriétés faciles à prouver pour les courbes à singularités ordinaires.
- Soit une courbe C du degré m, n'ayant d'autres points singuliers que des points doubles ordinaires, en nombre d, et dont le genre p soit au moins égal à l'unité. Par les points doubles on peut mener des courbes (x, y) = o du degré m—3, et ces courbes 4 forment un système linéaire à p — 1 arbitraires. En d’autres termes, il existe ppolynômes d,,%2,...,2p linéairement distincts entre eux. Soit f(x,y) = o l'équation de C, sous forme entière; et considérons l’une quelconque Ya( a sn Of (xs)
PTS théorème célèbre, dû à Abel, ct pour la démonstration duquel nous renverrons aux ouvrages spéciaux ('), fait connaitre |. propriété suivante de la fonction ;(x). Soit un faisceau de courbes dont chacune rencontre la courbe C en } points variables avec le paramètre du faisceau, les autres points de rencontre étant fixes pour toutes les courbes du faisceau; en
des expressions
= 9,(2) le long de Ja courbe C. Un
(') Cresscu et Gonpax, Theorte der Abel'schen Functionen, p. 44.
désignant par x,, T2, ...,2, les abscisses des points variables, on a toujours
0,4 r;)dr, + 0,(T:) dr cae 6,(m) dr, — O.
De ce théorème, M. Edouard Weyr a déduit le suivant : si l’on peut, en modifiant le faisceau, faire en sorte que les } points de rencontre de C avec une des courbes du faisceau soient choisis arbitrairement, le nombre } est nécessairement plus grand que le genre p de la courbe C.
En effet, pour un quelconque des groupes (x,....r,) ont lieu p équations, telles que la précédente. Si l’on avait À<p, ces équations homogènes entre les différentielles d.r,,...,dz, entraineraient une ou plusieurs relations entres &,,...:, ce qui est incompatible avec l'hypothèse, un des groupes Zi ...Z;, devant pouvoir être pris arbitrairement.
Si maintenant on applique une même transformation, à la fois, à C et au faisceau, on obtient une transformée C’ et un autre faisceau. Les points mobiles sur C se transforment en points mobiles sur (’, et le théorème de M. Weyr s'applique a une courbe algébrique quelconque, les deux nombres À et p se conservant dans la transformation.
I] existe aussi une proposition réciproque. Revenons à la courbe C, qui n’a que des points doubles ordinaires. Par ces d points et p + 1 autres, choisis à volonté sur C, on peut d’une infinité de manières mener une courbe C, du degré m — 2. Les autres intersections de C et C, sont au nombre
Par ces dernières et par les d points doubles on peut mener un faisceau de courbes (C,), du degré m — 2. Effectivement le nombre total des pivots est
C, est une des courbes de ce faisceau, et l’on a pris à volonté ’ P
pour cette courbe C, le groupe des intersections mobiles, qui sont en nombre (p + 1). Ainsi, tandis que le théorème de M. Edouard Weyr assigne au nombre À la limite inférieure P +1, nous voyons maintenant que cette limite peut être effectivement atteinte pour une courbe C à points doubles ordinaires. Mais ce résultat s'étend immédiatement aux courbes quelconques, et nous avons cette proposilion générale : sé, sur sur une courbe algébrique quelconque, on veut déterminer les points par groupes au moyen des intersections de la courbe avec les courbes d’un faisceau, et cela de telle sorte qu'un des groupes puisse être pris à volonté, le minimum du nombre des points composant un groupe surpasse d’une unité le genre de la courbe.
Cet énoncé attribue au genre une signification géométrique tout à fait générale et,en mème temps, montre clairement que cet élément se conserve dans les transformations uniformes.
On remarquera que la démonstration a laissé de côté les courbes du genre zéro, du moins pour le théorème de M. Edouard Weyr. Mais ces courbes n’échappent pas à la démonstration de la seconde partie, et l’on voit que, suivant l'expression de M. Chasles, les points s’y déterminent indtviduellement. |
Dans la dernière proposition, la condition qu'un des groupes puisse être pris à volonté est essentielle. Par exemple, les courbes hyperelliptiques, >? = F(z), où Fir) est un polynôme entier de degré an, sont du genre (nr — 1); et cependant les points s’y déterminent par groupes de deux seulement au moyen des droites x = constante. Mais on ne peut pas prendre à volonté les deux points d’un même groupe.
63. Une assez curicuse application de la formule donnant le genre peut être faite à la courbe r* = cosk4 (n° 16). Il est visible que deux telles courbes se correspondent point par point quand les deux nombres tels que À ont le même numé-
raleur pour les deux courbes. On doit donc trouver pour le genre une cxpression dépendant seulement de ce numérateur. Prenons, par exemple, le cas où ce nombre & est positif,
égal a 1. La discussion faite au n° 16 montre qu’il y a sur la
courbe 3q cycles d'ordre s et de classe g. On a donc dy —1)=3q(s— 1).
D'ailleurs u = gig +5), m= aqs. Donc
2(p—i=qg(qg+s)— gs +3q(s— 1) —=49(y — 3).
QUATRIEME PARTIE
64. Nous allons étudier maintenant avec plus de détails les développements en série dont nous avons, au début de cette étude, introduit la notion. Soit donc un développement suivant les puissances ascendantes, à exposants positifs et fractionnaires de z ; soit 7 le plus petit dénominateur commun à tous les exposants. Considérons d’abord le premier exposant ¢ et, le réduisant à sa plus simple expression, écrivons-le
§ . 8 . oo, {= —, q étant un diviseur de n et pouvant se réduire à l'unité.
Dans les termes qui suivent, laissons de côté tous ceux où l’exposant a pour dénominateur g ou un diviseur de g, et retenons le premier qui ne soit pas dans ce cas. Soit ¢, ce premier exposant; écrivons-le ainsi Sy.
9 99 Les nombres s, et q, étant pris aussi petits que possible,
qq, est le plus petit dénominateur commun à / et ¢,, et 4 n'est pas l'unité.
Dans les termes suivants, laissons de côté ceux où l'exposant a pour dénominateur qq, ou un diviseur de gq,, et retenons le premier qui ne soit pas dans ce cas. Soit {: ce premier exposant; nous l’écrirons
= + Sq
— —+ ° GQ WI 4419
En continuant de Ia sorte, nous distinguerons un dernier
exposant
(32) er en ae en a SE, GY 9a 4412 YIV72--- 4k
et le produit g9qg:q2...qx est précisément le dénominateur n, commun à tous les exposants.
De cette manière, nous avons distingué dans le développement certains termes caractéristiques
t t t ax!, A Lis lea; eee Ark,
dont les exposants sont donnés par la formule générale (32). Dans cette formule, les entiers positifs s, g de même indice sont toujours premiers entre eux.
Par construction, l’exposant d’un terme quelconque, intermédiaire entre ceux d’exposants ¢; et ¢;,,, a pour dénominateur celui de ¢; ou un de ses diviseurs.
Tous les exposants des termes qui suivent le dernier terme caractéristique ont pour dénominateurs n ou des diviseurs de n.
Les exposants ¢ sont les exposants caractéristiques, les fractions =! les nombres caractéristiques.
65. Nous aurons besoin de considérer simultanément deux développements différents, mais ayant en commun un certain nombre de leurs premiers termes. Employons, pour ce second développement les mémes lettres accentuées, et admettons que le premier terme différent de part et d'autre soit, pour y,
L k Az‘. di:
pour )” | Nai an. % , K et l’un au moins des coefficients A et A’ diffèrent de zéro.
Voici, à ce sujet, la recherche que nous avons besoin de faire. Prenant une des déterminations de y et successivement chaque détermination de y’, nous allons chercher l’ordre de la partie principale du développement de chaque différence } — 3”.
Pour fixer les idées, soit » l’argument de la quantité complexe zx, choisi entre o et z, et admettons que la détermi-
nalion, considérée pour y, réponde à l'argument ——— Ji... Tn
pour pide qu,
Nous obtenons une détermination de >’ en attribuant la encore à x l'argument 9, puis en augmentant successivement cet argument de circonférences entières.
Pour la première détermination de y’ la partie principale
, K dey — y'est du degré ¢; + ————. C'est encore le même
qq ene Ji degré qu'on obtient en ajoutant à l'argument de x
2h41... » Le L’entier À peut acquérir les valeurs O, lycee (Pinte Pron ce Uk — 1).
Soit Gis: Qiss + Gk — Q:ily a Q différences dont l'ordre
Wr Gi
1 , . . K , Ce résultat s'applique encore st ¢;-+ —---— - est l'expo- VIEN L sant caractéristique d'indice ¢+ 1, dans l’un ou l'autre des
deux développements. En ce cas seulement, le nombre K peut n'être pas entier.
est {; +
Quand on ajoute à x l’argument 2hgqgq;...4:.,7, en prenant À non divisible par g; on obtient, pour la partie principale de 3: — y", l’ordre ¢;. De la sorte il y a Q(g; — 1) différences d'ordre t;.
En ajoutant à x l'argument 2hgqg,....qi:7. h n'étant pas divisible par gi_,, j'ai Qqi(qi_1 — 1) différences d'ordre li: etc...
infin, en ajoutant à x l'argument 2hx7, A n'étant pas divi-
sible par g, J'ai Qaiqi. 1... qui — 1) différences d'ordre &
RTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 639 La somme totale des ordres des quantités y — 3° est ainsi
9 —— + qi li — li) + sidi —di-ale + iii... |, la. qi( 1) + Giqi-ati-i 2) ViVi-1 ge
ce qui peut s’écrire, en renversant l’ordre des termes,
22 Qj Prenons maintenant pour y successivement ses diverses déterminations. Chacune d'elles conduira à ce même résultat. Donc la somme totale S des ordres de toutes les quantités
! . e . . , , (» — >") s'obtient en multipliant la précédente par qq, . . . x:
[sg (919a--- Fi)? +5, 91(92 se. qi) + Sea(gsdse Jil H+ SiGe hI.
= (isi Give tee Tk) (isi Qivs eee qx) [8q(1 92 oe gi} + .+Ssdit IN |.
Cette somme S est, comme on voit, symétrique par rapport aux éléments des deux cycles. C’est l'ordre d'un cycle par rapport à l’autre.
Si les deux développements n'ont aucun terme en commun, la somme placée dans les accolades se réduit à K.
66. Nous aurons à employer aussi une somme analogue obtenue en considérant les parties principales des différences } — }, formées avec les diverses déterminations d'un mème développement. L’analyse précédente s’applique fort bien à ce cas; et l'on a gx — 1 différences de l'ordre 4, gsi 7x1 — 1) différences de l'ordre ?; ,,.... enfin
Uk Theres WG —1)
différences de l'ordre ¢. On a, bien entendu, considéré une même détermination ) et toutes les autres y, pour former va ve
Le total est ainsi
— U)eg + ala po bly gor... + IL ree W(gG—1)e Sz _ ‘Uk — t ).
Tdi oe hk
_ § _ _ Sy _ = GINO 1) 17, (Aires Gh 13... +
En multiphant cette somme par le nombre des diverses déterminations de y et divisant par 2, on aura la somme T des ordres de toutes les différences }', — y:, formées avec les diverses déterminations d’un même développement :
2T =sqids--- (41... Ir —1) + S19293...k(Qig2... In — 1)... + Sx(gx — 1).
En supposant s = q + +, et faisant
— FL — ’ N= Thy R — Qi... ViVi hs nous pouvons partager les expressions de S et T chacune en deux parties, savoir :
S=nn+$, 2T—n(n-—1)+2€.
5 el & ne sont autres que S et T où l’on a remplacés par y. Si est positif, les développements représentent des cycles tangents à l’axe des x, $ est la somme des ordres des contacts des branches de l’un des cycles avec les branches de l’autre: & est la somme des ordres des contacts des branches du premier cycle entre elles. |
67. La signification géométrique des nombres $, € montre clairement que les nombres caractéristiques sont indépendants des coordonnées. Cette propriété peut être aisément aussi prouvée par un calcul direct; mais nous ne nous y arréterons pas, ce calcul étant très analogue à celui que nous allons faire pour un autre but : trouver les nombres caractéristiques en coordonnées tangentielles, étant connus les nombres caractéristiques en coordonnées ponctuelles.
Soicnt quatre développements suivant les puissances ascendantes d'une variable, et commencant par des termes de degrés positifs, ainsi :
fir) par 24", ;
Si (4) par 471, 1> a, en , . D
s(æ) par Ba’, b> b.
CHEN par 8,24",
ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 641 Considérons, d’une part, les équations
et, d'autre part, &— f(x) + fai), 11 = 9( 21) + O( 2).
Si l’on développe 7 et n, suivant les puissances croissantes de § par l'élimination de x et x,, les deux nouveaux développements auront en commun quelques-uns de leurs premiers termes. Cherchons le premier terme différent, ou mieux le premier terme du développement de n, — 7.
En supposant infiniment petites les quantitésxz,x,,E,n,n:, on voit que la partie principale de x, — x est
celle de 7,,— n provient ou bien de o(2,)— 9(z), ou bien de #,(x,) suivant les ordres infinitésimaux de ces quantités. Par suite, la partie principale de n, — 7, est l’une des deux quantités suivantes :
a.—asrh b
OST
Si a, — a — b, —b, la partie principale est la somme de ces deux quantités, pourvu toutefois que la somme des coefficients ne soit pas nulle : ax, — ba, 37 o.
Appliquons ce résultat en prenant les développements proposés de cette manière. F(z) et F,(z,) étant deux autres séries commençant respectivement par les termes Ar! et A,a,‘t4, prenons
dF d F(z) f2)=—- TP, OS AF (. d F(z,) SAi( 41) = — oS, (a) = 2} dz, _
S. -- Courbes planes.
Nous aurons alors, pour la partie principale de 7, — 7,
t+h h A, _ E ‘1 NE tA
68. Au moyen de ce calcul préliminaire, nous sommes en état de prouver que, st les nombres caractéristiques d'un cycle, en coordonnées ponctuelles, sont
le même cycle, en coordonnées tangentielles, a les nombres caractéristiques
eee gy ———- @
% Ji qa qk
Prenons les coordonnées tangentielles comme au n° 6,
_ ay __ Ad fr Er (=).
Envisageons, comme précédemment (n° 66), deux déterminations du développement, y et y,, la seconde déduite de la prenuère par addition de 29qg1..-qi17 à l'argument de z. Prenant F(x)= », et pour le développement F, prenant celui de 3, — 7», nous conclurons par le calcul préc‘dent que, dans le développement de 7, suivant les puissances de ë,
il existe deux déterminations 7, 7,, dont la différence r,, — 7, foh
asa partie principale de l'ordre » nombre qui est ici
1( Sy So Sj ) Dh LL — + es + ——— 1. VUE IE Ji. Gi
g--° S, Sy S; mnt POh !
VAE 142 UT
VA hr
Prenant successivement {= 1, 2,...,4, nous concluons que , ad ° ry
le développement de x, en ¢ contient les nombres caracté-
ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 643 ristiques énoncés. Le dénominateur commun à tous les exposants étant yqiq2.-.qx, comme on le sait d’avance (n° 6), on conclut qu'il ne saurait exister d’autres nombres caractéristiques.
On peut de là tirer une conséquence relative au nombre @ (n° 66). Prenant ce nombre et son analogue & en coordonnées tangentielles, on a immédiatement
2(T—6)—(g —Y)gigr...qu=n —v.
Cette égalité se traduit ainsi : La somme des ordres des contacts des branches d’un méme cycle entre elles et la somme analogue pour un cycle corrélatif diffèrent entre elles comme les demi-ordres des deux cycles.
69. Prenons maintenant deux cycles, comme au n° 65. Le calcul du n° 67 fait voir que les développements relatifs à ces deux cycles en coordonnées tangentielles donnent lieu à deux déterminations dont les différences sont de l’ordre
1( 1 Se Si K ) i+ (1+ — ——— 1.0. es ——— VA qq qn]: Wi -+ Vi W1---i — ITY, Si 4 52 ae + Si _K | 7. T1 Xi Adi qi X---qi
Le nombre K se conserve donc en coordonnées tangentielles avec la même signification. S1 l’on se reporte à l'expression de S, on voit que ce nombre se conserve aussi; par conséquent : la somme des ordres des contacts des branches de deux cycles différents et la somme analogue pour deux cycles corrélatifs sont égales entre elles.
70. Le premier probléme a la solution duquel nous allons appliquer les notions qui précèdent est celui-ci : L’équation d’une courbe étant donnée en coordonnées ponctuelles, et les points multiples étant connus, trouver la classe de la
courbe sans former UVéquation en coordonnées tangenttelles.
Les points de contact des tangentes menées d’un point 2 sont les zéros, variables avec ce point, pour le covariant
différentiel (au a) Soit f(U:, Ur, us) — 0 l'équation de
. x . du la courbe; les trois coordonnées tangentielles (uF sont
proportionnelles aux dérivées partielles de /. Au covariant différentiel, on peut donc substituer le covariant fini
Ot dt ot
Pong, ao +? —_—_ polaire du point z. Pour préciser les coordonnées, nous les supposerons liées par une relation linéaire. Sous cette convention, F est un covariant absolu; il reste absolument invariable si l’on change les coordonnées. Pour cette raison, on peut supposer les points à coordonnées infinies situés sur une droite arbitrairement choisie. En appliquant à F la proposition générale du n° 27, nous aurons donc, pour la somme des ordres de F répondant aux coordonnées infinies, le nombre — m(m— 1), où m est le degré de la courbe proposée. Relativement à un cycle, dont l’origine a des coordonnées finies, l’ordre de F diffère de zéro, quel que soit le point z,
ty . ,° , ° Of a dans le cas où les trois dérivées partielles — sont nulles a
Ou
l'origine de ce cycle. C’est précisément là le caractère des points singuliers. Prenons un tel point et, pour calculer l’ordre de F relativement à un des cycles, choisissons les coordonnées #, et u, nulles à l’origine, et pour uw, = o prenons Ja tangente de ce cycle. Faisons, de plus, uw; = 1. Ces suppositions sont permises, comme on l’a vu tout à l'heure. Nous mettrons maintenant x et y au lieu de wy, us.
n° 8 8 aoe ’ 0 D'après les hypothèses, c’est la dérivée oy dont l'ordre est
le plus petit. Ceci résulte du calcul fait au n° 6, en vertu de la proportionnalité des dérivées partielles et des coordonnées tangentielles.
Pour calculer l’ordre de F relativement au cycle (C), il suffit (n° 27) de substituer dans F le développement d'une détermination de 7 suivant la puissance de x, de prendre le degré de la partie principale, et de multiplier par l'ordre du cycle.
Soient y”, 9°", 9°”.... tous les développements de y suivant les puissances croissantes de a, valables aux environs de
— 0. Nous pouvons écrire
f(2,Y)= (y —y)\(y—-y' Vy -77)....
d’où résulte, pour y = 9’,
of — pt an ro (Sr). =(y'—y"V(y -y")..--
Si y’ est une des déterminations appartenant à (C), nous avons à prendre ainsi la somme des degrés des parties principales de toutes les différences (y — y”),(y' — y"), ... et à multiplier cette somme par l’ordre du cycle.
Le résultat se compose donc : 1° du nombre 2T, calculé au n°(67), et relatif au cycle (C); 2° de la somme des nombres S, calculés au n° 65, relatifs au cycle (C) combiné avec tous ceux qui ont la même origine.
Soient (Co); (C1), (C2) ... les divers cycles de même origine, To, Ti, Tz, ... Sos. ..., Sia... les nombres qui sont relatifs à ces cycles. L'ordre de F relativement à (Cy) est 2T, + Sos + So2 + .... La somme des ordres de F relative-
ment à (Co), (C,), (C2).... est donc 2 (T,+T, + Te-+ see So: + Sys +S, Tae .).
Considérant de méme tous les points singuliers, on aura
finalement, en ajoutant tous les résultats, cette expression de la classe p:
Les nombres T se rapportent à tous les cycles d'ordre dif- : férent de l’unité; les nombres S aux combinaisons deux à deux de tous les cycles ayant des origines communes. Au lieu des nombres T, S, on peut introduire les nombres §, &, et écrire ;
= m(m—1)— Sd 2(n—1)—2 > 7-2 (e+ 48).
En appelant N= nyo +n, +- 2+... l'ordre de multiplicité d’un point singulier, origine de divers cycles d'ordres ng, nr, Ng, «+. ON A
N(N — = Ya(a— 1)+2 nn);
donc enfin
a m(m—i1)— YN(N—1)—2 D (+5).
N est l'ordre de multiplicité d’un point, et S\ (5 + &) la somme des ordres des contacts de toutes les branches de courbes deux à deux. Telle est la formule demandée, dans sa plus grande généralité.
Un point double ordinaire apporte à cette formule l’élément N(N--1)=2,@+8=0. Un rebroussement ordinaire donne N(N— 1)= 2; 2(€+5)=:; il abaisse la classe de trois umtés.
71. Prenons la formule corrélative, et, remarquant que S sy conserve (n° 69), nous aurons
meta) UN R(R--1)— a PG + 8).
La première sommation, dans cette dernière formule, ne se
ETUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 647 rapporte pas à tous les mémes éléments que la première sommation de la première formule. Mais, dans les deux formules, les secondes sommations s'appliquent de part et d'autre aux mêmes éléments, les couples de branches tangentes entre elles.
Combinant les deux formules et tenant compte de la relalion entre @ et & (n° 68), nous aurons
ut -- mt = D (I — [) —- SN N= + Voz)
et, en employant la relation (22),
u( ue — 3) m(m--3)=. Ÿ (I — 1)— DNN— 1).
Cette dernière formule, remarquable par sa généralité, contient l’ordre de multiplicité N de chaque point singulier, et celui 9G de chaque tangente singulière. N est la somme des ordres des cycles ayant une commune origine ; 3G la somme des classes des cycles ayant une commune tangente (!).
APPLICATION. — Soit la courbe considérée au n° 33 3(73—42)} = rt.
Pour le point = 3 —o, N(N—1)=6, 2(€+5$)—3;
Pour le pointxr —y—0o, N(N—1)=2, 2(€ + $)—3.
Donc u == m= 5, comme on l’a trouvé autrement.
12. La recherche du nombre des intersections confondues en un point singulier, commun à deux courbes, constitue le dernier problème dont nous ayons à chercher la solution. Le raisonnement à appliquer est le même que pour le problème précédent : au lieu de la polaire, il faut envisager le premier membre de l'équation d'une des courbes, et l'on a
(') Cette formule a été trouvée par M. Zeuthen, dans le Mémoire qui clôt la liste placée en téte de cette étude.
immédiatement la solution suivante : le nombre cherché est la somme des quantités S calculées en accouplant chaque cycle d’une des courbes avec chaque cycle de l’autre courbe. D'après la signification de la quantité $, on peut dire que le nombre des intersections de deux courbes, réunies en un point, est égal au produit des ordres de multiplicité de ce point sur l’une et l’autre courbe, augmenté de la somme des ordres des contacts qu'ont les branches d’une courbe avec les branches de l’autre en ce même point.
TRAITÉ DES COURBES PLANES
N° 38, p. 69. — Pour l’équivalence des singularités d'ordre élevé des courbes avec les singularités ordinaires, voir le Mémoire de H.-J.-S. Suiru, On the higher singularities of plane curves (Proceedings of London Math. Soc., t. VI, 133, et ZEUTUEN, Math. Annalen, t. X, p. 212).
N° 131, p. 190. — Pour ce qui regarde cette théorie, voir Cre- MONA, Nouvelles Annales, 1864, p. 23; ScHRÔTER, Sur un mode de’ génération des cubiques (Math. Annal., t. V, p. 50); DuRèce, Sur une cubique considérée comme le lieu des foyers d’un système de coniques (Math. Ann., 1. V, p. 83): CLesscu, Sur deur modes de génération des cubiques (Math. Ann., t. V, p. 422). GRASSMANN (Crelle, t. 52, p. 254) a aussi indiqué la génération d'une cubique comme lieu d’un point tel que les droites qui le joignent à trois points fixes coupent trois droites fixes en des points situés sur une même droite.
N° 161, p. 199. — Des recherches de même nature que celles de SYLVESTER Ont été publiées à peu près à la même époque par Britt et NôTuer (Güttinger Nachr., 1873, p. 116). FIEDLER en a donné un aperçu dans les notes à la traduction allemande du présent Ouvrage.
N° 220, p. 273. — ARONHOLD écrit S sous la forme qui suit:
— S = (b,c; — m2)? + (cya — a?) (bc, — b3) = - (ab, — a) (b3c- - ci) + (@a; —— ma) (bc — b3c2) — (asm — asb;) (b3cy —- cb: — 2Cem) + (ma3— A_C;) (bic, —_ C10 — 2 Mb3).
P. 301. — Ajouter à la note: « Dans le dernier Mémoire cité, GUNDELFINGER donne les trente-quatre formes qui constituent le système des concomitants d’une cubique ternaire, d'après la théorie de
GorpDan (Math. Ann., t. I, p. 90). Voir aussi un Mémoire du même auteur (Vath. Ann.,t. VI, p. 136). Pour ce qui regarde les -cubiques. consulter aussi CLEBscH, Vorlesungen über Geometrie, p. 497, ou dans la traduction française, p. 277
NOTE SUR LES BITANGENTES D'UNE QUARTIQUE, PAR M. CAYLEY
Les équations des vingt-huit bitangentes d'une quartique ont été données sous une forme très élégante par Riemann, dans son Mémoire Zur Theorie der Abelschen Functionen fiir den Fall p =3. (QEuvres complètes, Leipzig, 1876, p. 456-472. Voir aussi la Theorie der Abelschen Functionen vom Geschlecht 3, de Weber, Berlin, 1876.) Riemann rattache les différentes bitangentes aux caractéristiques des vingt-huit fonctions impaires et obtient ainsi un algorithme qui mérite d'être exposé; nous nous servirons néanmoins de l'algorithme des n° 260 et suivants, qui, par le fait, est le plus simple. La représentation caractéristique d'une fonction 8 triple est un . symbole de la forme
* P Y a BY dans lequel chacune des lettres est égale à zéro ou à l’unité. Il y a
donc en tout soixante-quatre symboles; mais on les considère comme pairs ou impairs suivant que la somme
aa’ + BB+ yy!
est paire ou impaire, et les nombres des caractéristiques impairs ou pairs sont respectivement 28 et 36. Comme on l'a déjà dit, les vingthuit caractéristiques impaires correspondent respectivement au vingt-huit bitangentes.
Soient 7,7, 3 des coordonnées trilinéaires, 2, 8, y, 2’, 3°, y’ des constantes choisies à volonté et +”, 3”, y” des constantes déterminées telles que les équations
LME) = 8-8 = +f =0, Pr ar -3y -y¥ g-+2 -3 ai == 0, [2 is 4 3 4 4 7, dr By ays -5-8 -3 xo, x p Y > T rn By oa Bo 3 0 2 D
vient équivalentes à trois équations indépendantes. Cela étant, elles éterminent chacune des quantités £, 7, & en fonction linéaire ez, y, 3. Et les équations des bitangentes de la courbe
Vrë+vyn+vat=o
mt (voir Weber, p. 100),
OI
48 | 100 lr-.y+3-0,
np tot ler... o 4 | oll j an A (7 a —— 3
XY AT —- — V5 — OY 8 | Lo BY — ys
| orl z 15 = — —- VS TZ O0, | o10 2 BY ~ | | . 110 ! , 68 xx- Fy-+ 3-0 ; O10 PPT | ¢ OOo! ’ ok _ 16 | 101 “ae Sy. y's 0, -g | 910 2 " ape - T - 7 4 O 1ol 3 ” . ”
7 Baty. tse 7 | oor | # DJ. Ys=u, , | 100
34 Ti-Y+S=0,
1, 25 | !°! art G+ ys =0,
35 | 1M az + fy+ 2 =o,
. 100 T7 æ 67 100 18% 1—ya 1—ad % 5 | 110 ZT, _+ __ * 9 ‘| om | Py "1—yai 1—ap . O10 Tr a Aer _ 4 _ 56 111 1— 8 1 pe ia 45 ool _ & _ a _ § _,
oo! a(i— By) + B(s1 — ™) + yu— ”)
46 | ol 3 ee ee _ no | 70-8 r) ~ FU-7*) * 7a #B) 4= 110 EE — — =o rs — 4 O10 a’(1— By") ‘ B°(1— y"2") 7’ (1— 2”8") Il y a en tout 1260 manières d’exprimer l’équation de la ¢ sous une forme telle que
VE ru + VE =O.
Les trois couples de bitangentes qui figurent dans l'équatio courbe appartiennent à l'un des types
12.34 13.24 14.23 70 12.34 13.24 56.78 CO il G30 13.23 14.24 15.25 D 560
On peut remarquer qu’en choisissant à volonté deux cou conques de bitangehtes dans un système de trois couples, toujours [] ou |] J, c'est-à-dire (p. 329) que les quatre | sont telles que leurs points de contact sont situés sur ut
N° 269, p. 339. — Lorsque j'ai dit que le cas des quartiques à un seul
point double a peu attiré l'attention, j'avais perdu de vue le Mémoire
de Brioschi (Math. Ann., t. IV, p. 95), suivi d'une Note de Cremona
(thid., p. 99). et un Mémoire de Brill (Jlath. Ann., t. VI, p. 66, et Crelle, t. LXV). °
N° 276, p. 346. -- La méthode employée ici a été indiquée par Burnside [Educational Times (réimpression), t. VII, p. 70].
N° 287, p. 361. — Four un Mémoire de M. Malet sur ce sujet. Trans. Royal Irish Academy, t. XXVI, p. 431 (1878).
TABLE ANALYTIQUE
Aberration de courbure, p. 140, Sir.
Acnodal (Point), p. 35-187.
— d’une cubique construite, connaissant des tangentes stationnaires, p. 263.
Angle que font les tangentes avec l'axe, p. 51.
— des tangentes avec leurs rayons vecteurs, p. 114.
— Somme donnée des angles que les tangentes issues d’un point font avec une droite fixe, p. 178.
— Entre les rayons focaux et la tangente, p. 181.
— Certaines transformations n’altérent pas l’angle suivant lequel des courbes se coupent, p. 438.
Antipoints, p. 176.
Arc de développée; sa longueur, p. 126.
Archiméde. Spirale, p. 407.
Aronhold. Invariants des cubiques, p. 273.
— Discussion des bitangentes des quartiques, p. 336.
Asymptotes. Comment on forme leur équation, p. 55.
— Leur intersection par une transversale quelconque, p. 161.
— Asymptotes d’une cubique, p. 242.
Atkins. Théoréme sur les caustiques, p. 146.
S. — Courbes planes.
Bernoulli. Sur la lemniscate, la chatnette et la spirale logarithmique, p. 63, 404, 4ro.
Bertini. Théoréme sur les transformations rationnelles, p. 456.
Biflecnodal. Point biflecnodal, p.38.
Bitangentes. Théorie générale, p- 476 et suiv.
-- d’une quartique, p. 161, 312, 317 et suiv.
Bitangentielle. Courbe bitangenticlle d’une quartique, p. 315, 487; 496.
Brill, Etude sur la transformation des courbes, p. 460.
-- Théorie de la résiduation, p. 655.
-— Sur les singularités des courbes algébriques planes, p. 538.
Brioschi. Sur les quartiques nodales, p. 655.
Caractéristiques d’une réciproque, p. 93.
— d’une développée, p. 136.
-- d’une courbe parallèle, p. 147.
-- d'une courbe inverse et des podaires, p. 193.
- - d’un système de coniques, p. 517.
— d’un système de courbes, p. 593.
Cardioïde, p. 64, 355, 396.
Carnot. Théorème sur les transversales, p. 159.
Cartésiennes, p. 146, 151, 182, 340, 344, 353.
Casey. Théorèmes sur les quartiques bicirculaires, p. 340.
Cassini. Ovales de Cassini, p. 63, 182.
Caustiques, p. 141 et suivantes.
— Caustique d’une parabole, p. 154.
Cayley. Théorèmes sur les intersections de deux courbes, p. 30,31.
— Sur l'équivalence des singularités élevées à un assemblage de singularités plus simples, p. 70.
— Modification des équations de Plücker, p. 94.
— Sur l'enveloppe d’une équation
contenant des paramètres indé-
pendants, p. 107.
— Sur les quasi-développées, p. 133.
— Caractéristiques des courbes parallèles, p. 147.
— Sur le problème des podaires négatives, p. 156.
Sur les foyers, p. 174.
Sur l’involution et la classification des cubiques, p. 231,256.
Sa notation pour l’équation d’une
cubique, p. 270.
Algorithme pour les bitangentes des quartiques, p. 326, 328.
Sur les tangentes issues desnœuds des quartiques binodales, p. 340.
Sur les cartésiennes, p. 351.
- Sur Ja courbe logarithmique, Pp. 02.
Sur les réciproques gauches, p.725.
Sur les trausformations des courbes, p. 142.
Solution du problème des bitangentes, p. 47>. 489. 494.
Sur les points sextactiques, p.516.
Sur les systèmes de courbes, p.517, - Sur les formes désénèrées de courbes, p. 330.
- Note sur les bitangentes d'une !
quartique, p. 622.
— Sur les singularités élevées d'une courbe plane, p. 538
TABLE ANALYTIQUE
Cayleyenne d’une cubique; ses différentes définitions, p. 215.
— Son équation, p. 272.
— Son équation en coordonnées ponctuelles, p. 290.
— Cayleyenne d’un système de coniques, p. 319.
— Cayleyenne d’une courbe en général, p. 507.
Centres, p. 166.
Centres critiques d’un système de cubiques, p. 228, 249, 255.
— d’une cubique ct de sa Hessienne, p. 285.
Centre des moyennes distances, p- 162.
-- des points de contact de tangentes parallèles, p. 172.
Chainette, p. 402.
Changement de coordonnées dans une équation différentielle exprimant une propriété projective, p. 581.
Chasles. Sur les points de contact des tangentes parallèles, p. 172.
— Sur la projection des cubiques et cubiques à centre, p. 235.
-- Sur les Cartésiennes, p. 340, 353.
- Sur les systèmes de courbes.
Cissoïde, p. 120, 261.
Classe d'une courbe; comment elle est liée à l'ordre, p. 58.
- Détermination directe, p. 643.
Clebsch. Sur les cubiques unicursales, p. 269.
— Formecanonique d'une quartique.
— Notation symbolique, p. 479.
— Sur les Jacobiens. p. 199.
— Génération des cubiques, p. 651.
Clifford. Démonstration du théreme de Miquel. p. 15.
Conchoïde de Nicomède, p. 6.
Condition pour qu'une courbe ait un point double, p. -9.
TABLE ANALYTIQUE
Condition pour qu'une courbe ait un rebroussement, p. 83.
— un point d’ondulation, p. 504.
— pour que deux courbes soient tangentes, p. 115.
— pour que quatre points consécutifs soient situés sur un cercle, p- 140.
— pour qu’une cubique soit la somme de trois cubes, p. 281.
— pour qu'elle représente trois droites, p. 281.
— pour qu'elle représente une conique et une droite, p. 298.
— pour qu'une quartique soit la somme de quatre bicarrés, p. 372.
Connexe. Ordre et classe, p. 593.
Contact de coniques avec des cubiques, p. 194, 294.
— Avec des courbes en général, p. 511.
Contravariants d'une P- 272, 290.
— d’une quartique, p. 371, 379, 38r.
Coordonnées cartésiennes; leur relation avec Ics coordonnées trilinéaires, p. 9.
— circulaires, p. 10.
— tangentielles ou coordonnées de droites, p. 13.
— polaires; problèmes étudiés par leur moyen, p. 32, 114, 127,157, 162, 168.
— polaires tangentielles, p. 573.
Coordonnées polaires. Calcul du degré et de la classe d’une courbe en coordonnées polaires, p. 555.
Coniques osculatrices, p. 511 et suivantes.
Corésiduels, p. 193.
Correspondance de deux points sur une cubique, p. 191.
— de points sur la Hessienne, p. 214.
— Théorie générale, p. 359, 454, 463.
— entre les points de deux courbes.
Uniforme. Multiforme, p. 619.
cubique,
Correspondance. Toute corespondance peut étreramenée à lacombinaison de deux autres, p. 621.
— Coincidence, p. 622.
— A toute courbe algébrique, on peut faire correspondre point par point une courbe qui n'ait aucun cycle d’ordre différent de l'unité, p. 630.
— Correspondance de courbes, eu égard à leurs points singuliers, p. 630.
Cotes. Théorème des harmoniques. p. 167,
Courbes intertranscendantes, p. 385.
Courbe logarithmique, p. 400.
Courbe parallèle à une conique, son équation, p. 101.
— Équation tangentielle, p. 149.
— Caractéristiques en général, p. 147.
Courbe tangentielle. Méthode pour trouver son équation, p. 4go.
Courbure. Centre et rayon de courbure, p. 120, 124.
— Courbure des roulettes, p. 398.
- Aberration de courbure, p. 5:11.
Covariants des cubiques, p. 269, 285.
— des quartiques, p. 370, 376, 382.
Covariant différentiel, p. 5-9.
— Nombre des points d’une courbe où s’évanouit un covariant différentiel du premier ordre, p. 5go.
— Méme nombre pour un covariant différenticl du second ordre, p. 594. à
Cramer. Sur les intersections de deux courbes, p. 31.
— Sur les points de visible inflexion, p. 53.
— Sur le tracé des courbes, p. 61.
Cremona. Sur les Cayleyennes, p- 219.
— Surla transformation des courbes, p. 442.
— Sur les quartiques nodales, p. 655.
moyennes
Crunodal. Points crunodaux, p. 35,
Cubique impartite, bipartite, p.240.
— Cubiques 4 centre, p. 235.
— Cubiques circulaires, p. 182, 203,
—- Cubiques cuspidales, p. 257.
Cycle, p. 541.
— Origine d’un cycle, p. 542.
— Ordre d'un cycle, p. 542.
— Tangente d’un cycle, p. 544.
— Classe, p. 544.
— Correspondance de deux cycles sur des courbes corrélatives, p. 545.
— Cycles qui correspondent à des directions isotropes, p. 554.
— Ordre d'uncfonction relativement à un cycle, p. 575.
— Somme des ordres de contact des branches d’un mème cycle, p- 643.
— La somme des ordres de contact des branches de deux cycles différents est égale & la somme analogue pour les deux cycles corrélatifs, p. 643.
Cycloide, p. 385.
Dandelin. Théorème sur les caustiques, p.
Dégénération des formes de courbes, p. 523, 530.
De Jonquières. Mémoires sur les systèmes de courbes, p. 517, 3.0.
De la Gournerie. Note sur les singularités élevées des courbes planes, p. 538.
— Note sur le nombre de points d'intersection que représente un point multiple commun à deux courbes planes, p. 558.
De Morgan. Sur le procédé de Newton pour trouver Ja forme d’une courbe cn un point multiple, p. 66.
TABLE ANALYTIQUE
Descartes. (Voir Cartesiennes).
— Sur la cycloïde, p. 389.
— Sur la spiralc logarithmique, p. 410.
Développante de cercle, p. of.
Développées des coniques, p. 58,
— des courbes en général, p. 118.
— Equation tangentielle des développées, p. 128.
— Caractéristiques de la développée d'une courbe, p. 136.
— Une courbe et sa développée ont les mêmes foyers, p. 179.
— Degrés et classes des développée< successives d'une courbe algcbrique, p. 573.
— Classe de la développée d'une courbe, p. 592.
Diamétres, p. 162.
Dioclès. Cissotde, p. 261.
Discriminant d'une courbe. Définition, p. 80.
— Expression du discriminant d'une cubiqueen fonction desinvariants fondamentaux, p. 227, 279, 281.
— Expression du discriminant sous forme de déterminant, p. 299.
-— Discriminant de discriminant, p. Sor.
Droites isotropes, p. 550.
Dualité géométrique, p. 17.
Durége. Sur la cubique considérée comme lieu de foyers, p. 651.
Enveloppes.Théorie générale, p.«6.
— Enveloppe d'une droite dont l'équation est une fonction algebrique d'un paramètre, p. 101.
-- Enveloppe d'une courbe dont l'équation renferme des para metres indépendants, p. 106.
— Enveloppe d'une droite dont le segment compris entre deux droites fixes est constant, p. 145.
(voir aussi p. 99, 121), 395.
TABLE ANALYTIQUE
Enveloppes de la droite qui réunit les pieds des. perpendiculaires abaissées d’un point d’un cercle sur les côtés d’un triangle inscrit, p. 396.
— de la droite qui joint les points correspondants sur une cubique, p. 191.
Épicycloïdes, p. 389.
Équation différentielle. Points d'une courbe de degré ou de classe m, qui satisfont à une même équation différentielle,
Equitangentielle (Courbe), p. 405.
Euler. Sur les points d'intersection de deux courbes, p. 31.
— Sur les épicycloïdes, p. 391.
— Sur la courbe logarithmique, p- 400.
Évectants des invariauts S ct T, p. 273, 276. ,
Exposants caractéristiques, p.63-.
Expresion rationnelle des cvordonnées d’un point d’une courbe unicursale, p. 43, 265, 366.
Faisceau harmonique formé par les cordes d'une cubique, p. 192.
Faisceaux homographiques. Les tangentes issues des points doubles d'une quartique binodale forment des faisceaux homographiques, p. 340.
Flecnodal. Points flecnodaux, p.308.
Forme canonique de l'équation d’unc cubique, p. 264, 279.
— Réduction de l'équation générale d’une cubique à la forme canonique, p. 282.
Forme symbolique de l'équation de la réciproque d’une courbe,
— Du lieu des points tels que les tangentes qui en sont issues satisfont à une relation d'invariance, p. 113.
Fouret. Sur quelques propriétés des systèmes de courbes, p. 587.
— Intégration géométrique. p. 58-7.
— Mémoire sur les systèmes généraux de courbes planes définies par deux caractéristiques, p. 593.
Foyers. Théorie générale, p. 153.
— Lieu defoyers de courbes soumises à certaines conditions, p. 184.
— Les foyers d’une cubique circulaire sont situés sur un cercle, p. 350.
— Foyers d'une quartique bicirculaire, p. 342.
Galilée. Sur la cycloïde, p. 389.
— Sur la chainette, p. 404.
Gersir. Sur Iles bitangentes des quartiques, p. 327.
Genre d’une courbe. Définition, p- 42.
— Il est le mème pour une courbe et sa réciproque, p. 91.
— Ilest le mème pour deux courbes liées entre elles par une correspoudance linéaire, p. 139, 624.
— Le genre n’est pas altéré par transformation de Cremona, p. 449
Gergonne. Sur l'intersection de deux courbes, p. 31.
Gordan. Nombre des concomitants d'une cubique, p. 652.
Grassman. Sur la génération des cubiques, p. 651.
Gregory. Tracé des courbes, p. 61.
— Sur la courbe logarithmique, p. 402. ’ Groupes de cubiques. Classilica-
tion de Plücker, p. 259.
Guldenfinger. Sur les concomitanls des cubiques, p. 631. .
Haase. Sur les cubiques unicursales, p. 265.
Halphen. Étude sur les points singulicrs des courbes algébriques planes, p. 53.
— Mémource surle meme sujet, p. 538.
Hart. Construction du neuvième point commun à toutes les cubiques qui passent par huit points, p. 200,
— Les foyers d’une cubique circulaire sont situés sur des cercles,
_— Démonstration du théorème de Hesse sur les points d’inflexion des cubiques, p. 212.
— Sur les foyers des quartiques bicirculaires, p. 342.
— Les quartiques homofocales se coupent à angle droit, p. 350.
— Sur la courbe logarithmique, p. 402.
Hesse. Les points d'inflexion d’une cubique sont aussi des points d'inflexion sur la Hessienne, p. 212.
— Algorithme pour les bitangentes d’une quartique, p. 326, 330.
— Réduction de la bitangentielle d'une quartique, p. 479.
Hessienne. Sa définition, p. 81.
— Elle passe par les points d’inflexion, p. 83.
— Hessienne d'une
équation, p.
Hessicnne de la hessienne d’une
cubique, p. 279.
Hessienne de UV, p. 3041.
Hessienne d'une quartique, p.316.
Huygens. Sur les développées,
— Sur la cycloïde, p. 389.
Hyperboles cubiques, p. 24” ct suivantes, Hyperbolisme p. 254.
Hypercycles, p. 57}.
Identité pour les cubiques, p. 24>.
Igel. Sur les courbes unicursales, p. 26.
Indépendance entre un covariant différentiel et sa courbe, p. 588.
cubique; son
d’une courbe,
TABLE ANALYTIQUE
Infini. Polaire d'un point à l'infini, p- 170. ,
— Normale en un point à l'infini, p- 135.
— Satellite d'une droite à linfini,
ip. 188.
— Conique polaire d'une droite à l'infini par rapport à une cubique, p. 225.
Inflexion. Points d’inflexion, p. 47.
— La tangente en un point d'inflexion est une tangente double, p- 48.
“— La courbe traverse sa tangente en un point d’inflexion, p. 49.
— Nombre des points d'inflexion, p. 85.
— Les trois points d’inflexion d'une cubique sont situés sur une ligne droite, p. 160, 189.
-- Théorème inverse du précédent, p. 436. °
— Les points d’inflexion sont réels sur les cubiques acnodales et imaginaires sur les cubiques crunodales, p. 263.
— Points d’inflexion d’une quartique : combien il v en a de réels.
Ingram. Sur l'inversion, p. 436.
Intégrales hyperelliptiques, p. 462.
Intégration géométrique, p. 5*-.
Intersections de courbes, p. :.
Invariant absolu d’une cubique,
Invariant différentiel, p. 51.
Inversion, p. 153.
— Caractéristiques des courbes inverses, p. 194.
-- Inversion de la parabole, p. 26:
-— Application de l'inversion pour obtenir certaines proprictes tecales, p. 353.
— Inversion dans le sens le plus av
néral du mot, p. 35-.
TABLE ANALYTIQUE
Inversion. L’inversion est un cas de la transformation du second degré, p. 434.
— Applications dela méthode, p.435.
Jacobi. Sur lesintersectionsde deux courbes, p. 31.
Jacobienne de trois courbes, p.215.
— d’un système de coniques, p. 318.
— Le point commun à trois courbes de même degré est un point doublesur leur Jacobienne, p.228,
— Propriétés de la Jacobienne,p.496.
Joachimsthal. Méthode pour déterminer le point où une droite rencontre une courbe, p. 50 Jungius. Sur la chainette, p. 404.
Kirkman. Recherches sur l’hexagone de Pascal, p. 28.
Klein et Lie. Sur les transforma-
tions linéaires échangeables, p. 587.
Laguerre. Courbes de direction, p. 574.
Leibnitz. Sur les courbes transcendantes. p. 583.
Lemniscate, p. 63.
Lieu du sommet commun à deux triangles, dont les bases sont données et dont les angles au sommet ont une différence donnée, p. 203.
— d’un point tel que les tangentes menées de ce point à une courbe ont une relation d’invariance donnée, p. 113.
— d’un point tel que les tangentes issues de ce point font avee une droite fixe des angles dont la somme est donnée, p. 178
— des points doubles de toutes les cubiques nodales qui passent par sept points fixes, p. 229.
Limacon, p. 64, 143, 355, 395.
Luroth. Sur une classe spéciale de quartiques, p. 373.
inter-
| — Rectification des
Mac-Laurin. Théorème général sur les courbes, p. 170.
— Théorie de la correspondance des points sur une cubique, P. 191.
— Sur les polaires harmoniques des points d’inflexion d'une cubique, p- 210.
Magnus. Réduction de la transformation homographique à une projection, p. 419.
Maillard. Nombre des cubiques qui satisfont à des conditions élémentaires, p. 534.
Mersenne. Sur la cycloïde, p. 380.
Miquel. Théorème sur les foyers de cinq paraboles, p. 185.
Moyenne harmonique des rayons vecteurs issus d’un point, p. 163.
Newton. Procédé pour trouver la forme d’une courbe en un point multiple, p, 66,
— Théoréme sur le rapport des segments interceptés par une courbe sur deux droites issues d'un mème point, p. 15%.
— Sur les diamètres, p. 163.
— Sur les segments compris entre une courbe. et ses asymptotes, p. 164.
— Une cubique peut être projetée suivant l’une des cinq paraboles, p. 234.
— Classification des cubiques, p. 253.
— Génération de la cissoide d’un mouvement continu, p. 262.
épicycloïdes,
Pp. 397-
Nicomède. Conchoïde, p. 63.
Nombres caractéristiques, p. 637.
— Ils sont les mémes pour un cycle en coordonnées ponctuelles et en coordonnées tangentielles, p. 643.
Nombre des termes dans l’équation générale d’une courbe, p. 21.
Nombre de conditions qui déterminent une courbe, p. 22.
— des tangentes 4 une courbe, issues d’un point donné, p. 77.
— des coniques tangentes à cing courbes, p. 3520.
— des coniques satisfaisant à cinq conditions de contact quelconques, p. 92g.
Normale, p. 129.
— d’un point à l'infini, p. 135.
Nother. Sur les fonctions algébriques, p. 539.
-- Sur les points singuliers d’une courbe algébrique, p. 539.
Ondulation; point d’ondulation, p. 93.
— Dans le cas des quartiques, p. 309.
— Condition générale pour l'existence des points d'ondulation, p. 304.
Ordre de multiplicité d’un point d’une courbe, p. 546. -
Oscnodal. Point oscnodal au nœud d’osculation, p. 304.
Ovales. D'un ovale on ne peut pas mener de tangentes réelles à une cubique, p. 239.
- Une quartique peut comprendre quatre ovales, p. 315.
Painvin. Sur l’abaissement de la classe d'une courbe produit par la présence d'un point de rebroussement, p. 539.
— Note sur l'intersection de deux courbes, p. 539.
Parabole cubique ct semi-cubique, Pp. 120, 292.
— Parabole divergente du troisième degré, p.234.
Paraboles divergentes, p. 134, 237, 247, 201. |
Paramètres indépendants. Enveloppe d'une evurbe dont l’équalion renferme des paramètres indépendants, p. 106.
TABLE ANALYTIQUE
Paramétrique. Expression paramétrique d'un point d'une cubique unicarsale, p. 26:.
— d'une cubique en général, p. §61,
— d'une quartique unicarsale, p. 36.
— d'une quartique nodale, p. 462.
Partivité des cubiques, p. 239.
— des quartiques, p. 310.
— Limite en général, p. 312.
Pascal. Théorème de l'hexagone dé rivé de la thévrie des cuabiques, p. 27.
— Limacon de Pascal, p. 64, 143.
— Sur la cycloïde. p. 339.
Perpendicularité. Généralisatios dela relation de perpendicularité, p. 118, 134.
Pippienne d'une cubique, p. 216.
Plücker. Sur l’intersection des courbes, p. 31.
-- Sur le degré de la réciproque.
— Ses équations qui lient entre elles les singularités réciproques.
— Sur le théorème des transversales.
-- Sur les foyers, p. 173.
_- Classification des cubiques, p. 2%
— Sur les formes des quartiques.
— Sur les bitangentes des quartiques, p. 322.
Podaire d’une courbe, p. 143, 15:.
— Podaire négative, p. 152, 154.
Points circulaires à l’infini. p. :.
—— Leurs coordonnées, p. 10.
- Normale aux points circulaires à l'infini, p. 135.
Points doubles; leursespèces. p.31.
- Nombre de conditions auxquelles ils équivalent, p. fo.
— Limite de leur nombre, p. ‘1.
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Points multiples. Nombre de points doubles auxquels ils sont équivalents, p. 40.
— Leurs relations avec les courbes polaires, p. 74.
— Leur effet sur le nombre de points d’inflexion, p. 86.
— Nombre de tangentes issucs d’un point multiple, p. go.
Points triples; leurs espéces, p. 39.
Points stationnaires, p. 35.
Points sextactiques; leur nombre, p. 586.
Pôles et polaires. Théorie générale, p. 70, 167, etc.
— des cubiques, p. 203.
— Polaire d'un point par rapport à un triangle, p. 6, 205.
— Pôle et polaire de l'infini par rapport à une courbe de n'*™ classe, p- 172.
— La première polaire passe par les points de contact des tangentes, P- 77.
— Conique polaire d'une droite par rapport à une cubique, p. 221.
Polaire harmonique. D'un point d'inflexion d’une cubique, p.210,
Polygones. Problème de l'inscription des polygones dans les coniques, p. 356, 471.
— dans les cubiques, p. 259, 472.
— dans les quartiques, p. 356.
Poncelet. Nombre des tangentes menées à une courbe d’un point donné, p.58.
— Sur l'inscription de polygones dans les courbes, p. 356, 473.
Projection. Projection des cubiques, p. 234, 242.
— La projection est une transformation homographique, p. 417.
Propriétés descriptives, p. 1, 118.
— Métriques, p. 1, 157.
Poursuite (Courbes de), p. 405.
Quadrangle formé par les points de contact des tangentes menées à une cubique par un point situé sur la courbe, p. 199, 293.
Quartiques trinodales; leurs propriétés, p. 357.
— Les tangentes aux points doubles ou issues de ces points sont tangentes à une conique, p. 361.
— Quartiques tricuspidales, p. 363.
Quasi-développées et quasinormales, p. 130, 260.
Quetelet. Sur les caustiques, p. 143.
Ramphoïdal. Rebroussement ramphoïdal, p. 69, 303.
Rapport anharmonique.Rapports anharmoniques dans les coniques; leurs analogues dans les cubiques, p. 201.
— Le rapport anharmonique du faisceau de tangentes issues d’un point d’une cubique est constant, p. 207.
— Expression de ce rapport en fonction des invariants fondamentaux, p. 284.
— La transformation linéaire n’altére pas le rapport anharmonique, p. 414.
— Les rapports anharmoniques des tangentes issues des deux nœuds d'une quartique sont égaux, p. 540.
Rebroussements, p. 35, 69, 83.
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